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Resumen

En esta tesis se utilizan ecuaciones tipo Langevin y su correspondiente
ecuacion de Fokker—Planck para describir particulas activas sin interaccion
que se mueven con rapidez constante en dos dimensiones y para desarrollar
un método sistematico que permite obtener la densidad de probabilidad de
encontrar una particula en una posicion a un tiempo dado. Este método per-
mite obtener una generalizacion a la ecuacién del telegrafista para tiempos
cortos. Dicha generalizacién preserva la estructura hiperbdlica de la ecuaciéon
del telegrafista e incorpora efectos de memoria en el término difusivo. Atn
cuando no hay diferencia al graficar el desplazamiento cuadratico medio de
las soluciones de la ecuacion del telegrafista y la generalizacion de la misma,
la curtosis resulta ser un parametro sensible que discierne entre ambas apro-
ximaciones. Complementado con un analisis en el espacio de Fourier, esta
tesis nos da una idea de por qué la ecuacién del telegrafista no es un modelo
apropiado para describir la propagacion de particulas con rapidez constante
en medios dispersivos.
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Abstract

In this thesis, a Langevin description of active particles without interac-
tion that move with constant speed in infinite two-dimensional space and its
corresponding Fokker—Planck equation are used in order to develop a sys-
tematic method that allows to obtain the probability density of finding a
particle at a given location and at a given time in arbitrary short-time regi-
mes. By going beyond the diffusive limit, a generalization of the telegrapher’s
equation is derived. Such generalization preserves the hyperbolic structure of
the equation and incorporates memory effects in the diffusive term. While
no difference is observed for the mean-square displacement computed from
the two-dimensional telegrapher’s equation and from the new derived ge-
neralization, the kurtosis results in a sensible parameter that discriminates
between both approximations. A comparative analysis in Fourier space is
derived and sheds light on why the standard telegrapher’s equation is not
an appropriate model to describe the propagation of particles with constant
speed in dispersive media.
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1

Introduccion

El estudio de los procesos estocdsticos tuvo una motivacion observacional
hecha a mediados del siglo XIX, asi como una contraparte tedrica desarro-
llada tiempo después. Ain cuando el nombre del botanico Robert Brown
estd relacionado con el movimiento browniano, no fue el primero en obser-
varlo [?]. El fenémeno del movimiento irregular de particulas de polvo de
carbén inmersas en un fluido habia sido reportado por Jan Ingen-Housz en
1784 (Ingen-Housz 1784) [?]. La contribucién de Brown fue el llevar a cabo
observaciones cuidadosas del fenémeno para particulas organicas e inorgani-
cas y concluir que ésta era una propiedad general de objetos microscopicos
en un fluido.

Las observaciones del movimiento erratico de organelos micrométricos en
agua fueron hechas por el botdnico escocés en 1827 [?], pero no fue sino has-
ta principios del siglo XX cuando se abordé el tema de una manera tedrica
por cientificos como Albert Einstein [?] y Paul Langevin [?]. El trabajo de
ambos cientificos se mantiene vigente y es utilizado como referencia y mate-
rial de discusion.

El trabajo de Langevin sobre el movimiento browniano es, en sus propias
palabras, “infinitamente mds simple” que el trabajo de Albert Einstein. El
cientifico aleman, utilizando hipdtesis fisicamente razonables, derivo y resol-
vié una ecuacion diferencial parcial que describia la dindmica temporal de
la densidad de probabilidad de una particula browniana (es decir, una ecua-
cién de Fokker—Planck). En contraparte, Langevin utiliz6 la segunda Ley de
Newton y establecié una ecuacién de fuerzas para los procesos estocasticos
que ahora lleva por nombre Ecuacién de Langevin [?].

Hoy en dia se ha observado que la aparente simplicidad del trabajo de Lange-
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vin traia como costo el generar nuevos objetos matematicos y herramientas
con propiedades inusuales. Langevin manipulaba estos objetos, como por
ejemplo ruido blanco gaussiano o ecuaciones diferenciales estocésticas, de
manera cautelosa e intuitiva y hoy en dia se ha desarrollado todo un forma-
lismo que se utiliza para trabajar problemas similares [?]. De esta manera, el
trabajo del cientifico francés inspiré nuevas matematicas, asi como una nueva
fisica.

Las ecuaciones de Langevin y de Fokker—Planck describen la fisica de proce-
sos estocésticos markovianos (sin memoria) en el continuo. De hecho, ambos
estudios arrojaron independientemente el mismo resultado: el desplazamiento
cuadratico medio se incrementa linealmente con el tiempo para un sistema de
particulas brownianas libres. Esta cantidad nos da informacion de qué tan lo-
calizada esta la particula en funcién del tiempo. Para un movimiento balistico
resulta depender cuadraticamente del tiempo (~ t?), mientras que para un
proceso difusivo depende linealmente (~ t) [7].

Una vez desarrolladas las herramientas tedricas matematicas para poder es-
tudiar los procesos estocasticos, los cientificos se dieron cuenta que habia
muchas aplicaciones en el ambito de la biologia y medicina. Es por eso que
se comenzaron a establecer modelos cada vez mas cercanos a sistemas de
animales [?, 7], bacterias, células [?] y sistemas foténicos [?]. En las Figu-
ras 1.1 y 1.2 se pueden apreciar trayectorias de sistemas bioldgicos tomadas
experimentalmente.

Cell 2

100um

Figura 1.1: Trayectoria de una amiba tomada con una frecuencia de 2 Hz.
Tomada de [?].

Dado que estos sistemas no estan en equilibrio, se tuvieron que introducir
nuevos conceptos tedricos para asi poder establecer modelos més cercanos a
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Figura 1.2: Nueve trayectorias de peces en un tanque ordenadas en funcion
de la velocidad promedio. La velocidad promedio més baja es la del pez F1
(v=10.167) y la mas alta la del pez F9 (v = 0.56) [?].

la realidad. Uno de estos conceptos, que es en el que estamos interesados,
es el de autopropulsién [?]. Cuando uno habla de autopropulsion se refiere a
mecanismos intrinsecos de las particulas que les permiten tomar energia del
medio en el que se encuentran y convertirla en energia cinética para seguir
moviéndose. A las particulas que tienen esta capacidad se les llama particulas
activas. Hay muchas maneras de introducir la autopropulsién, las cuales se
describiran detalladamente en el capitulo siguiente. Otro concepto también de
mucha importancia en sistemas fisicos es el de interaccion entre particulas [?],
la cual puede ser de naturaleza métrica o topoldgica. La primera establece
interaccién entre dos particulas en funcién de su separacién [?, 7], mientras
que en la segunda la interaccién se lleva a cabo con un determinado grupo
de particulas [?]. Cabe mencionar que el formalismo de Langevin es la herra-
mienta fundamental que permite la introduccién de conceptos como éstos [?].

1.1. Plan de la tesis

Esta tesis utiliza precisamente el formalismo de Langevin para plantear las
ecuaciones y asi estudiar la dinamica de un sistema de particulas autopro-
pulsadas sin interaccion que se mueven en dos dimensiones con rapidez cons-
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tante. Se complementa el andlisis con el formalismo de Fokker—Planck. El
objetivo de la tesis es obtener la ecuacion de Fokker—Planck del modelo,
asi como aproximaciones analiticas a la solucion de la misma, para después
evaluar qué tan buenas resultan ser. En el desarrollo del presente trabajo
se encuentra que la aproximacion a tiempos largos para la distribucion de
probabilidad resulta ser la solucién a la ecuacién del telegrafista en dos di-
mensiones, algo que ya se habia estudiado en [?]. El aporte de esta tesis es la
segunda aproximacion a tiempos mas cortos para la distribucién de probabi-
lidad. La ecuacién que se encuentra es una generalizacién de la ecuacién del
telegrafista, la cual conserva una estructura similar a la misma pero incorpo-
ra un término de memoria temporal, asi como un término inhomogéneo. Se
hace un estudio para comparar estas dos aproximaciones utilizando el des-
plazamiento cuadratico medio, la curtosis y las soluciones en el espacio de
Fourier.

Se comenzara con una introduccion al marco tedrico. En el capitulo 2 se
tocaran y explicaran los temas necesarios para poder comprender las herra-
mientas tedricas utilizadas. Se dara también una vision de los avances que se
han realizado en el campo de las particulas activas. Al terminar este marco
tedrico se procederd a introducir en el capitulo 3 el modelo de particulas auto-
propulsadas con rapidez constante en términos de ecuaciones de Langevin. En
este mismo capitulo se derivara la ecuacién de Fokker—Planck correspondien-
te, asi como las primeras dos aproximaciones analiticas al modelo. En este
tercer capitulo es donde aparece el resultado novedoso del trabajo, que es
nuestra generalizacion de la ecuacion del telegrafista en dos dimensiones. Te-
niendo ambas aproximaciones a la solucién de la ecuacion de Fokker—Planck,
se procedera a discutir, en el capitulo 4, los resultados en términos del despla-
zamiento cuadratico medio y la curtosis para finalmente concluir el trabajo.
Los célculos de algunas cantidades fisicas importantes del andlisis se anexan
en forma de tres apéndices al final.

Los resultados reportados en la presente tesis fueron previamente envia-
dos y aceptados para su publicacién en la revista Physical Review E, de la
APS (American Physical Society). La versién final del articulo se puede des-
cargar de la pagina:

https://journals.aps.org/pre/abstract/10.1103 /PhysRevE.90.022130.
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Marco teorico de particulas
activas

El estudio de sistemas fisicos macroscépicos en los siglos pasados hacia
pensar que la ciencia no era otra cosa que modelar a la naturaleza a través
de soluciones deterministas a las ecuaciones diferenciales establecidas y era
comun suponer que teniendo toda la informacién sobre las condiciones ini-
ciales se podrian predecir eventos futuros con precision y certeza (demonio
de Laplace).

Mediante el desarrollo de teorias motivadas por observaciones experimenta-
les, como por ejemplo [?], sabemos que no es asi y hay al menos dos argumen-
tos que sustentan esta creencia. El primero tiene que ver con el desarrollo de
la mecénica cuéantica, la cual esta sustentada en un marco estadistico puro.
Por otro lado nos encontramos con el concepto de caos, en el cual hay siste-
mas simples de ecuaciones diferenciales, cuyas soluciones tienen la propiedad
de tener un comportamiento esencialmente impredecible. Esto no debe de
sorprendernos, ya que va mas de acuerdo con nuestra experiencia diaria que
las predicciones deterministas; aun asi se puede argumentar que la utilidad
de los modelos predictivos muestra que la vida no es enteramente caos, sino
mé&s bien que hay un limite en el que se pueden hacer predicciones [?].

2.1. Introducciéon historica

2.1.1. Movimiento browniano

Como se mencioné anteriormente, Robert Brown fue uno de los prime-
ros en observar el movimiento estocastico de particulas. Este observd que
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pequenas particulas organicas suspendidas en agua tenfan un movimiento
irregular. Este fenémeno fue llamado Movimiento Browniano por cientificos
como Albert Einstein [?] y estudiarlo contribuyé al conocimiento de los pro-
cesos estocasticos. Originalmente, Brown queria hallar una conexién entre
este movimiento y algin tipo de manifestacion de la vida pero esta hipétesis
se descarté cuando se observo que estaba presente en sistemas de particulas
de vidrio y minerales.

Figura 2.1: Trayectoria caracteristica de una particula browniana en un medio

[7].

La solucién al problema del movimiento browniano no llegd réapido. Una pri-
mera aproximacion la hizo Louis Bachelier en 1900 [?], la cual estaba enfocada
a la aplicacion de los procesos estocdsticos en la bolsa y las finanzas. Un acer-
camiento més fisico llegd en 1905, cuando Albert Einstein publicé un articulo
con el titulo Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wirme ge-
forderte Bewegung von in ruhenden Flissigkeiten suspendierten Teilchen [?].
El modelo de Einstein tenia dos hipotesis muy importantes:

(i) El movimiento tenfa como origen los impactos sobre la particula brownia-
na que tenian una frecuencia muy alta y éstos se debian a las moléculas
del liquido en el que estaba suspendida. Supone también que las molécu-
las de este medio circundante se encuentran en movimiento incesante,
el cual es debido a fluctuaciones térmicas.
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(ii) El movimiento de las moléculas del liquido es de una naturaleza tan com-
plicada, que sus efectos se pueden describir solamente de una manera
probabilistica. Considera ademas a los impactos como independientes.

La ecuacién que Einstein obtuvo fue la siguiente:

of (x,t) Dﬁzf(x,t)

ot or? '’

en donde f(z,t) es el numero de particulas por unidad de volumen al tiempo
t. La ecuacién (2.1) es conocida como la ecuacién de difusién en una di-
mension y el coeficiente D es consecuentemente el coeficiente de difusién. La
solucién a la ecuacién (2.1) es

(2.1)

fat) = T (22)

r,t) = ————. )
VarD 't

Si se calcula la raiz del desplazamiento cuadrédtico medio se obtiene lo si-

guiente:

A = VZ2 = V2Dt (2.3)

Esta fue una prediccion muy importante hecha en ese trabajo en términos
del desplazamiento cuadratico medio. La importancia radica en que este des-
plazamiento cuadratico resulté ser el punto de comparacién con la teoria
desarrollada por Langevin y la desarrollada por Einstein.

Aun cuando todo este trabajo fue muy 1til para el problema de movimiento
browniano, Einstein no menciona este concepto en su primer trabajo trabajo
[?]. Lo utiliza en un trabajo posterior llamado Zur Theorie der Brownschen
Bewegung [?]. En este ultimo completa varios puntos del anterior.

2.1.2. Primeros experimentos sobre movimiento brow-
niano
Habiendo explicado ya que Einstein describié al movimiento browniano

conectando el movimiento aleatorio de particulas microscopicas al movimien-
to térmico de las moléculas del fluido circundante, podemos hacer énfasis en
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los primeros experimentos que se hicieron orientados a corroborar esta teoria.

El trabajo méas conocido es el de Jean Baptiste Perrin [?]. En este trabajo
calcularon las trayectorias de una particula granular de radio 0.53um para
luego calcular el desplazamiento cuadratico medio. Por este trabajo, Perrin
recibié el premio Nobel de fisica en 1926 por su trabajo sobre la estructura
discontinua de la materia, especialmente por su descubrimiento del equilibrio
de sedimentacion.

Otro de los primeros disenos experimentales de movimiento aleatorio de orga-
nismos vivos (que claramente son sistemas fuera de equilibrio ya que existen
procesos no conservativos muy complicados de intercambio de energia con
los alrededores que hacen que no haya equilibrio) se llevaron a cabo por Przi-
bram en la segunda década del siglo XX. En su primer trabajo (1913) [?]
mostré que el desplazamiento cuadratico medio de protozoarios en agua se
incrementaba linealmente con el tiempo, en analogia con el movimiento brow-
niano, pero con un coeficiente de difusion mayor al predicho por la teoria de
Einstein. En la Figura 2.2 se muestra un ejemplo de los datos experimentales
obtenidos con una frecuencia de 4 Hz utilizando un metrénomo. Si Przi-
bram, que era bidlogo, hubiera utilizado una mejor resolucién temporal al
tomar sus datos se hubiera adelantado a los avances tedricos de su tiempo,
ya que lo que estaba observando no era solamente movimiento browniano, y
por ende, se considera este trabajo como la primera evidencia de movimien-
to browniano activo [?]. De hecho, en su segundo trabajo (1917), Przibram
reportd coeficientes difusivos crecientes si usaba concentraciones més eleva-
das de protozoarios, lo que aparentemente resulté ser el primer reporte de
particulas activas interactuando hidrodindmicamente [?].

Al trabajo de Przibram le siguié el de Fiirth (1920) [?], un fisico aleman que
trabajaba en la Universidad de Praga, quien también estudié el movimiento
de organismos unicelulares. Primero reprodujo los resultados de Przibram
aparentemente sin conocerlos y luego se dio cuenta que sus datos no esta-
ban descritos por (2.3). Para explicar esto introdujo la nocién de caminante
aleatorio persistente. Model6 a un caminante aleatorio en una red y le dio
una persistencia direccional, es decir, una probabilidad de seguir en la misma
direccion que el paso anterior. Al tomar el limite continuo obtuvo el mismo
resultado que Ornstein—Uhlenbeck (1919) para el desplazamiento cuadratico
medio [?]:

(@2(t)) =2 D (t —p (1 - e—%>) , (2.4)
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en donde P = % es el cociente entre la masa de la particula y la fuerza de
friccién y el cual tiene unidades de tiempo. Hay que notar que para tiempos
largos comparados con P se recupera la férmula de Einstein (2.3). Por otro
lado, para tiempos cortos se obtiene:

2B g2 (2.5)

_Paramaecium.
} em Zeichnung = 0,27 mm Ohjekt.
Zeit zwischen zwei Punkten 4 Nelk.

Figura 2.2: Se muestra una trayectoria de un protozoario hecha a mano con
un aparato de rastreo mecanico operado en tiempo real con un microscopio,
reportada en el trabajo de Przibram. Se utilizé6 un metrénomo para marcar
el tiempo cada cuatro segundos [?].

La descripciéon matemaética de estos procesos estocdsticos es fundamental
para entender la habilidad de los individuos para explorar su entorno. Hoy en
dfa las nuevas posibilidades de rastreo automatizadas [?] de microorganismos
permiten un analisis cuantitativo de un ntmero grande de trayectorias. De
esta manera y usando datos experimentales se han podido proponer nuevas
ecuaciones de movimiento estocasticas para, por ejemplo, queratinocitos y
fibroblastos humanos [?] o amibas Dictyostelium discoideum [?].

2.1.3. Ecuacién de Langevin

Algin tiempo después de la derivacién original de Einstein, P. Lange-
vin [?] presenté un nuevo método para abordar el problema del movimiento
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browniano. De los resultados de mecanica estadistica se sabia que el prome-
dio de la energia cinética de una particula en equilibrio es

1 1

Langevin simplificé este modelo tomando en cuenta las contribuciones de dos
fuerzas solamente:

(i) Una fuerza de arrastre viscosa. Para modelarla utiliz6 los resultados de
la hidrodinamica, en donde la fuerza estd dada por —67ma‘fl—f. En la
expresion anterior 7 representa a la viscosidad y a es el didametro de la
particula la cual se supone esférica.

(ii) Una fuerza fluctuante &, la cual representa los impactos de las molécu-
las del medio (liquido o gas) sobre la particula browniana. Se impone
también que esta fuerza pueda ser positiva o negativa con igual proba-
bilidad.

De esta manera, Langevin pudo establecer una ecuacion de movimiento para
la posicién de la particula utilizando la segunda Ley de Newton de la siguiente
manera;

d*x(t)
dt?

dzx(t)
dt

m

= —67na +&(t). (2.7)

Langevin queria obtener una expresion para el coeficiente difusivo en térmi-
nos de variables termodindmicas [?] y para ello multiplic6 por z a la ecuacién
(2.7) y la reescribié como

m d*
2 dt?

d(z?)
dt

2

(z%) — mv® = —3mna + &, (2.8)
donde se usé que v = %. Ahora se calcula el promedio sobre una colectividad

grande de particulas y usando (2.6) se obtiene una ecuacién diferencial para

(@?):

m d?

d 2
Eﬁ(x% + 3mna Sl = kgT. (2.9)

dt
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Para llegar a esta ecuacién se utilizé que (£x) vale cero [?] debido a que la
fuerza &, en este caso particular, cumple las siguientes propiedades,

(@) =0 y (€(t)E(s)) = Co(t - s), (2.10)

donde C' es una constante. Uno encuentra que la ecuacién (2.9) tiene como
primera integral

+ Ce m (2.11)

con C una constante. En este trabajo Langevin estimé que la exponencial
decreciente era despreciable para observaciones experimentales [?]. Entonces
se puede volver a integrar en el tiempo y se obtiene:

_ kgT

(@) — (o) = 5o

t. (2.12)

El resultado anterior corresponde a (2.3), deducido por Einstein [?], si es que
se hace la identificacién

 kpT

D= :
6mna

(2.13)

La ecuacién (2.7) fue uno de los primeros ejemplos de una ecuacién diferencial
estocastica. El método de Langevin es directo y, a primera vista, da una
manera natural de introducir contribuciones estocasticas a la dinamica.

2.2. Ecuacion de Fokker—Planck

La Ecuacion de Fokker—Planck es una ecuacién diferencial para la funcion
de distribucién de probabilidad P(z,v,t), con la cual se busca obtener una
expresion para la distribucién de probabilidad misma. Esta funcion es de su-
ma importancia, ya que con ella se tiene toda la informacién de la evolucion
del sistema y se pueden pueden calcular, por ejemplo, los promedios de las
observables fisicas.

El formalismo de Fokker—Planck y el de Langevin son equivalentes y nos
brindan una manera de abordar la descripciéon de un modelo como lo es el
modelo estandar de Langevin [?], que es el siguiente
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m% = —6mnav + £(t) = —yv + (1), (2.14)

en términos de probabilidades. La funcién P(x,v,t) nos expresa la probabi-
lidad de encontrar a una particula con una rapidez entre v y v + dv, en una
posicién entre x y x 4+ dx a un tiempo t.

La relacién entre la funcién P(z,v,t) y las ecuaciones de Langevin (2.14)
viene dada por la expresién [?]:

P(z,v,t) = (§(z — x(t))o(v — v(t))), (2.15)

en donde el promedio esta tomado con respecto a una colectividad de tra-
yectorias de particulas [7].

Para obtener la ecuacion de Fokker—Planck se utiliza la representacién de
Fourier de las deltas de Dirac [?]:

1 [,
Mz —z(t) = —/ k=) g,

2 J_
e (2.16)
S vlt) = 5= [ g,

de tal manera que la ecuacién (2.15) se reescribe de la siguiente manera:

1 00 0o .
Pla,v,t) = —— / ( / <e%k<w—r<t>>ew<v—v<t>>>dq> k. (2.17)

2
47 o .

Entonces la evolucion de la distribucion de probabilidad estéd dada por:
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%P(l’, v, t) :< /Z (—iki(t)) e*@= =g (v — v(t)) dk +

| st s~ ato)ag )

=— <€%x(t) /_O; e*@=zM)§(y — v(t)) dk +
9y [T iatoo®) 50y o
70" / oo ~=(t) dq> (2.18)

__ <%v(t}5(m — 2(t))5(v — v(t)) +

e (= Lot + €0)) e — a(0)60 — () )

0 v 0
——Evp(x,v,t) —i—E%UP(:c,v,t)
0

- (E()d(x — x(t)d(v —v(t))).

Para calcular el tercer término de la ecuacién anterior se utiliza el teorema
de Novikov [?] y se va a tener que [?]:

1 0

— — — =——P ) 2.19
5 &)d(z — 2(t))o(v —v(t))) = — 7Pz, v,1) (2.19)
Por lo tanto, para la ecuacién (2.14), la ecuacion de Fokker-Planck resultante

es:

2

0 9] v 0 0
aP(I,v,t) =5 vP(x,v,t)%—E p P(m,v,t)—l—D@ P(z,v,t), (2.20)

donde se ha supuesto la identificacién (2.13) [?].

2.3. Oblicuidad y curtosis

En los procesos estocasticos, a uno le interesa estudiar las propiedades
de las distribuciones de las variables aleatorias, como por ejemplo el des-
plazamiento cuadratico medio. También es importante saber la simetria que
tienen las distribuciones, ya que a veces estas simetrias ahorran el trabajo
al momento de calcular observables fisicas. Generalmente, uno toma como
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punto de partida las propiedades de la distribucién normal, ya que éstas son
directas de calcular. Por lo tanto es conveniente cuantificar las desviaciones
de las distribuciones con respecto a una gaussiana. La manera de estudiar
estas diferencias es por medio de los cumulantes de érdenes superiores al se-
gundo. El momento de orden m de una distribucién de probabilidad P(x,t)
se define de la siguiente manera

o
(™(t)) = / 2™ P(x,t)dx. (2.21)
—00

El tercer momento normalizado en una dimension, también llamado oblicui-
dad o skewness, puede tener valores positivos o negativos. Una oblicuidad
negativa indica que la cola en el lado izquierdo o negativo de la densidad de
probabilidad es mas larga o ancha que la cola del lado derecho. Contraria-
mente, una oblicuidad positiva indica que la cola del lado derecho o positivo
de la densidad de probabilidad es maés larga o ancha que la cola del lado
izquierdo. Dado que la oblicuidad no distingue la forma de las colas, exis-
ten casos donde este parametro no sirve de mucho, como por ejemplo una
distribucién donde en un lado la cola sea delgada pero larga y en el otro lo
suficientemente ancha para poder balancear y dar como resultado una obli-
cuidad igual a cero, valor esperado para una distribucion simétrica como es
el caso de la gaussiana.

La definicion de la oblicuidad en una dimension es la siguiente:

p_ la— @)

= prs (2.22)
La curtosis, por su parte, se define en una dimensién como:
4
by — ((z—=(@)) (2.23)

o4 o4’

De la definicion es inmediato ver que la curtosis para una distribucion normal
vale k; = 3. Es por eso que en ocasiones se usa un coeficiente diferente, el
cual es el siguiente:

@—M—?’:@—& (2.24)

ot ot
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B2-3>0 . f2—3¢0

(a) Distribucién con curtosis positiva com- (b) Distribucién con curtosis negativa com-
parada con una distribucién gaussiana parada también con una distribucién gaus-
(punteada) [?]. siana (punteada) [?].

Figura 2.3: Distribuciones con curtosis positiva y negativa.

De esta manera se logra que el nuevo coeficiente de curtosis valga ko = 0.
La curtosis es una medida de la forma de la distribucion y da informacién
sobre la proporcién de la varianza. Una distribucién con colas pesadas y picos
altos va a tener una curtosis positiva, mientras que una con colas ligeras y un
pico plano va a tener una curtosis negativa. Esto se puede ver en la Figura 2.3.

Existen distribuciones como la bimodal, cuya curtosis no entra en la descrip-
cion anterior. Pero ya que este tipo de distribuciones no aparecen en nuestro
trabajo, no hace falta profundizar méas al respecto.

Generalizaciones a distribuciones en dos dimensiones de las definiciones (2.22)
y (2.23) las proporciona Mardia [?] y resultan ser:

r=([(@— @)=y~ )" (2.25)

p={[(@— @)z (@ - @)"]") (2.26)

en donde 7 y Yy son, respectivamente, el vector transpuesto y un vector in-
dependiente e idénticamente distribuido a & = (z,y), el vector posicién. Por
su parte, X! es la inversa de la matriz definida por el promedio del producto
diddico entre (x — ()T y (& — (x)) y cuya expresién explicita es:
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== - 8)

_ 1 W —(zy)
(@) (?) — (ay)? ( —(zy)  (2?) )

Para distribuciones en dos dimensiones con independencia angular, la matriz
¥ 71 es diagonal y el promedio de potencias impares de « se hace cero. De
esta manera, la oblicuidad de distribuciones con independencia angular vale

I'=0. (2.27)

La curtosis, por otro lado, no es cero para distribuciones del mismo tipo.
Como se explicé anteriormente, conviene calcular la curtosis de una distribu-
cién normal para ser tomada como una referencia. Tomemos una gaussiana
normalizada particularmente sencilla, cuya expresién es

flz,y) = ! e_<7+7) (2.28)

2m0 L0y

Para poder simplificar los calculos, la expresion de la curtosis generalizada
por Mardia se puede escribir explicitamente como:

" (<x2><y2>1—

— 4(2y) (y?) (xy) — Ay ) (@®) (zy) + 4<w2y2><xy>2) :

o) (@022 + 0+ 2 -

Para poder calcular (2.29) para la distribucién (2.28) hay que calcular por
separado los términos pares de la expresion de la curtosis, ya que los términos
impares son cero. Los términos son faciles de calcular:



2.4. MODELOS DE PARTICULAS AUTOPROPULSADAS 17

2

1 o0 o0 _i 7y2
(") = | et dray = 0!

2m0,0y J oo J oo
4 1 Y B L 4
(y*) = ye 2% e 27U dxdy = 30
2m0,0y J_oo J—oo Y
) o0 2
20y 1 2.2 *%2‘ “902 _ 2 2
(x*y*) = x7y‘e 27ie ¥ drdy=o.0
2100y J oo J oo Y (2.30)
1 00 00 a2 Y2
2m0,0y J o0 J oo
1 00 00 2y
2\ _ 2,757 203 _ 2
) 270,40, /_oo /_oo yre e Wdvdy =o,

Una vez con los valores de los términos en (2.30), se puede calcular la curtosis
y da el siguiente valor:

2
KQauss = (02102) (3(7;10;1 + 30;%0;1 + 202020330;) = 8. (2.31)
y

En esta seccién se calculd la curtosis para una distribucién normal particular-
mente sencilla, como lo es (2.28) ya que es precisamente esta distribucién la
que caracteriza la evolucion temporal a tiempos largos en nuestro problema
y es con la cual queremos comparar nuestros resultados. Se podria calcular
la curtosis para una distribuciéon normal més general, por ejemplo una que
no tenga simetria angular como (2.28), y lo que pasaria es que los términos
de correlacién no se harfan cero y la matriz ¥~! no seria diagonal. Pero se
podria encontrar una transformacion tal que la llevara a una distribucion
como la estudiada aqui y esta transformacion traeria consigo coeficientes que
podrian modificar el valor de la curtosis.

En este caso, se podria hacer algo andlogo a la curtosis en una dimension y
redefinir una nueva curtosis como la que esta en la definicion de la referencia
[?] menos 8, pero para fines practicos no lo haremos nosotros en este trabajo.

2.4. Modelos de particulas autopropulsadas

El estudio de las propiedades de transporte de particulas activas, es decir
particulas autopropulsadas, ha sido de gran interés a lo largo de las dos 1lti-
mas décadas [?,?]. La autopropulsién como caracteristica de sistemas fuera
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= (b) Para pequefias densida- (c) Para densidades altas

des y ruido, se forman gru- pero ruido pequeno, el mo-
(a) Las particulas al tiem- pos que se mueven cohe- vimiento se vuelve ordena-
pot=0. rentemente. do.

Figura 2.4: Dinamica de particulas con interaccion de alineamiento, como las
estudi6 Vicsek et al. [?]. La velocidad de la particula estd dada por una pe-
quena flecha y la trayectoria en los tltimos 20 pasos de tiempo esta denotada
por una linea continua.

de equilibrio ha sido utilizada para describir sistemas muy diversos, como
por ejemplo: forrajeo de organismos en problemas de ecologia [?,?], el movi-
miento de bacterias [?] y la dindmica de fotones en medios dispersivos [?,7,7].

El modelo mas sencillo de autopropulsién es considerar que las particulas
tienen rapidez constante. Aproximaciones a este modelo se han estudiado ex-
perimentalmente [?,?7,?7,?7 ?] y se han usado para estudiar diferentes sistemas
que exhiben movimiento colectivo en particulas con interaccién [?] (Figura
2.4), difusién anémala para cuando las particulas se mueven en medios he-
terogéneos [?] (Figura 2.5) o persistencia en el movimiento en particulas que
experimentan torcas fluctuantes [?,?,7].

2.5. Modelos matematicos de particulas au-
topropulsadas

2.5.1. Friccion no lineal

Como se ha visto en las secciones anteriores, el movimiento browniano
denota el movimiento errdtico de particulas pequenas (no tan pequenas co-
mo las moléculas) en un medio; por ejemplo un gas o un liquido. Este tipo
de movimiento se puede considerar como un movimiento pasivo, ya que la
particula browniana no juega un rol activo en el movimiento [?]. La particula
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Figura 2.5: Particulas activas en un medio con densidad de obstaculos py,
denotados por puntos rojos en la figura. Si la velocidad de evasién v de
las particulas y la densidad de obstaculos del medio son altas, ocurre un
atrapamiento de las particulas como se muestra en esta figura, reportada en
el trabajo de Chepizhko y Peruani [?].

continiia moviéndose durante la evolucion temporal debido a que la disipa-
cion de energia se ve compensada con la fuerza estocdstica, como lo expresa
el Teorema de Fluctuacién-Disipacién (Relacion de Einstein) [?].

Este tipo de movimiento se puede modelar cuando, por ejemplo, se introdu-
ce un mecanismo que convierte energia del medio en energia cinética de las
particulas. Una manera de hacerlo es utilizar un coeficiente de friccién com-
plejo que pueda depender de la posicién y/o la velocidad y el cual también
puede tener valores negativos [?]. Friccién negativa esta presente en sistemas
en donde las particulas pierden energia en su movimiento y la cual se ve
compensada por una fuente mecanica o estocéastica de energia.

Si el flujo de energia sobrepasa un cierto limite, el movimiento de las particu-
las puede pasar de ser pasivo a activo [?]. Movimiento activo es de interés en
sistemas fisico-quimicos o biolégicos y los modelos recientes prefieren enfo-
carse en la interaccién de particulas en vez de hacer un estudio en términos
de energia.

Un ejemplo de friccién no lineal lo han trabajado en el grupo de U. Erdmann
y L. Schimansky-Geier en la universidad de Berlin [?]. Este modelo utiliza
un formalismo de Langevin y sigue las siguientes ecuaciones:
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da:_
dt

Z_"t’ — —y(v)v — %VU(:@ +&(b),

° (2.32)

en donde y(v) es el coeficiente de friccién, U(x) es un potencial externo y
£(t) es una fuerza estocéstica con intensidad D. La ecuacién de Fokker-Planck
correspondiente resulta ser:

OP(x,v,t) _ 0 ~(w)oP(@.v.1) +D8P(a:,v,t)
ot ov ov (2.33)
OP(x,v,t) 1 OP(x,v,t) '
— ’U—aw + EVU(:B)—&U .

La funcién v(v) que utilizan para lograr tener particulas autopropulsadas
estd visualizada en la Figura 2.6.

2.0
1
Yo
0.0 }
dissipation
~~
; -2.0 pumping
-4.0
- Yo‘(dzqo/c)
-6.0 :
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

\

Figura 2.6: Ejemplo de friccién no lineal v(v) [7].

En esta Figura 2.6 se puede observar que existe una region donde el coe-
ficiente y(v) es negativo (velocidades bajas), y en la region de velocidades
altas el coeficiente se vuelve positivo. De esta manera si la particula tiene una
velocidad baja, la friccién negativa hard que ésta aumente. De igual manera,
si la velocidad de la particula es alta, la friccién positiva tendra un efecto de
amortiguamiento y asi se desaceleraran los agentes activos.
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El sistema fisico se vuelve mas interesante cuando se considera un potencial
externo de la forma:

1
U(xy,x9) = Qa(xf + 23) (2.34)

. . —2
con @ una constante con unidades de masa X [tiempo] . En este caso apare-
cen ciclos limite en el espacio fase, como se muestra en la Figura 2.7.

-8

(¢) Proyeccién para ruido alto D = 0.8. (d) Proyeccién para ruido alto D = 0.8.

Figura 2.7: Proyecciones de una trayectoria estocastica en el espacio fase
tridimensional (x1, o, v) para las figuras (a) y (c¢), (vi, va, x3) para las
figuras (b) y (d) [?].

Este tipo de modelos se utilizan para describir el movimiento de, por ejemplo,
moléculas activas [?].

2.5.2. Modelos de depodsitos internos de energia

En otro trabajo de este mismo grupo de la Universidad de Berlin se aborda
un sistema parecido, en donde las particulas brownianas poseen la habilidad
de tomar energia del medio para almacenarla en un depésito interno y con-
vertirla en energia cinética [?]. Se ha utilizado este trabajo para modelar la
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movilidad de animales [?].

En este esquema, las particulas pierden energia que es absorbida por los
alrededores, pero esta pérdida se ve compensada por la capacidad de las
mismas de tomar energia en lugares definidos del plano. Esta es una diferencia
con respecto a las particulas brownianas usuales, las cuales la obtienen de
fluctuaciones térmicas. El almacenaje de energia, modelado por la funcion
denominada e(t), se puede ver afectado de tres maneras:

(i) Flujo de energia de los alrededores, modelado por una funcién ¢(r).

(ii) Disipacién interna de energia, la cual se supone constante (¢) y propor-
cional a la energia almacenada.

(iii) Conversién de energia interna en energia cinética, en donde d(v) es la
taza de conversién. En este modelo se utiliza que

d(v) = dyv?, (2.35)
con dy una constante positiva: dy > 0.

Se establece primero una ecuacién de balance de energias de la forma

Celt) = afr) — celt) — d*(D)e(t). (2:36)

La ecuacion de Langevin que resulta en este sistema es

mo +~yv + VU(r) = dye(t)v + V2DE(t). (2.37)

De esta manera se obtiene una ecuacién tipo Langevin, para asi seguir tra-
bajando y analizando el sistema.

2.5.3. Motores moleculares

Con toda la herramienta ya discutida previamente, uno se podria pre-
guntar si existe la tecnologia no sélo para describir sistemas activos, sino
también para controlarlos. Es decir, las preguntas que surgen serian jse pue-
de controlar el movimiento de particulas activas? ;Se pueden fabricar estos
agentes o tienen que ser particulas de origen biologico? Al respecto se conoce
bastante y se han hecho avances significativos [?]: se sabe que los motores
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biologicos convierten energia quimica para efectuar movimiento lineal o ro-
tacional y son responsables de una amplia gama de funciones bioldgicas [?].
Las proteinas, que pueden ser vistas como motores biolégicos con movimien-
to lineal, son responsables de procesos tan importantes como la contraccion
muscular, transporte intracelular, sintesis del ATP [?], etc. Otros ejemplos
fascinantes incluyen a las proteinas de las membranas que son responsables
de la translocacion de sustancias, los flagelos que permiten la movilidad de
bacterias y proteinas que pueden atrapar sustancias a través de movimiento
quimio-mecanico.

En los anos recientes, se han hecho muchos avances en la fabricacion de moto-
res biomoleculares con miras a la construccion de sensores y transportadores
biolégicos [?]. Pero se ha visto que, atin cuando estos motores hechos por
la naturaleza son capaces de funciones complejas e intrincadas, tienen una
desventaja muy grande: su aplicacion y utilizacion ex vivo tiene muchas ines-
tabilidades y restricciones ya que estos mecanismos estan fuera del alcance
de la nanotecnologia actual. En contraste los sistemas totalmente sintéticos
ofrecen ventajas considerables, ya que pueden soportar un rango mas am-
plio de condiciones. Un ejemplo es el sistema de particulas metalicas descrito
en [?]. Este sistema esta formado por particulas inmersas en un medio liquido
capaces de catalizar la descomposicién de peréxido de hidrégeno (el combus-
tible quimico de estas particulas) para asi generar un gradiente de oxigeno
en el medio que se traduce en un gradiente en la tension superficial del liqui-
do, lo que estimula el movimiento de las particulas metalicas con un control
direccional. Estas particulas se pueden apreciar en la Figura 2.8.

100+

€
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(a) Particulas metdlicas autopropulsadas (b) Trayectorias de las particulas metdlicas
por medio de descomposicién de H20Os a en una escala micrométrica controladas de
HyO y Oy [7]. tal manera que forman las letras PSU [?].

Figura 2.8: Particulas activas hechas por el hombre.
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De este modo se ha podido comprobar que la teoria de particulas activas
tiene diversas aplicaciones en el drea de la biologia, quimica y tecnologia [?].

2.6. Sistemas discretos de caminantes aleato-
rios persistentes

Problemas relacionados con el transporte de materia en medios desorde-
nados son comunes en muchas areas de la ciencia y tecnologia. Por lo mismo,
se ha hecho mucha investigacion en esta rama de la fisica. Un grupo de in-
vestigadores en Barcelona y Maryland, encabezados por Jaume Masoliver
y George H. Weiss trabajaron el problema de transporte de particulas per-
sistentes con rapidez constante en dos dimensiones. Como se sabe bien, las
soluciones analiticas son escasas en problemas de este tipo, y mdas aun en
dimensiones espaciales mayores a uno.

La ecuacion de difusion es el modelo més sencillo que aproxima a la ecuacion
de transporte y es adecuado en muchas aplicaciones. Esta aproximacion es
adecuada para tiempos largos, donde el teorema de limite central es equi-
valente a la aproximacion difusiva. Ain cuando la solucién a la ecuacién de
difusiéon no es una soluciéon exacta, es muy atractiva ya que se conoce su
expresion analitica.

La propuesta de utilizar a la ecuacién del telegrafista como una mejor apro-
ximacion al problema de transporte fue hecha por Ishimaru en el contexto
de la dptica [?]. Ahf se reemplaza la ecuacién de difusién por la ecuacién del
telegrafista:

0? 0 V2
sl F = §°V2P, (2.38)

con v un pardmetro con dimensiones de [tiempo]™ y vy una velocidad.
En su trabajo [?], Masoliver y Weiss investigan precisamente si esta ecuacion
del telegrafista es en verdad una mejor aproximacion al problema de trans-

porte que la ecuacién de difusién para un sistema de caminantes aleatorios
persistentes con rapidez constante en dos dimensiones.

La ecuacién de transporte estudiada es la siguiente:
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5P (@ 0.8) = ~Oki) P2, . )—o(e) VP2, 000 [ Plas i 08(le)d
(2.39)

en donde \ es el parametro de dispersion, p modela la absorcién del medio
y B es el kernel de dispersién, es decir, B(p|¢’)dy¢’ es la probabilidad de que
el angulo de una particula cambie de " a un angulo entre ¢ y ¢ + do.

Al estudiar el problema modelado por (2.39) en una dimensién espacial, se
dan cuenta que la particula se puede mover solamente en dos direcciones.
Para describir el problema utilizan las probabilidades de estar en una posi-
cién entre x y dzr a un tiempo ¢ con velocidad £v: pyq(z,t). Si se olvidan de
la informacién sobre la velocidad, llegan a que la ecuacion del telegrafista da
una solucién exacta, no aproximada, al problema en una dimension.

Al intentar generalizar este resultado a espacios de dos dimensiones espacia-
les se dan cuenta que la solucion a la ecuacion del telegrafista no se puede
considerar como una densidad de probabilidad. Para notar esto, comparan
tres soluciones: la solucién a la ecuacion antes mencionada, la solucion de la
ecuacion de difusién y una solucion que ellos llaman exacta. Las soluciones
vienen dadas por:

t
2

_ e vt sinh v Vot
PTelegraﬁsta(Ta t) - " - (COShOz + T) H (E — 7,)

231Uy %—
5 e [
cosha— e

7T\/_U0 vttt o

T
(2.40)

[ 0(r — wvot) v

Prxacta(r,t) =€ ——
Eacta('f ) € |: oy +27TU0 Uth—TQ ( )
2.41

242 _ 42
+ exp (M) H (vt — 7“):| :

Vo

2
Ppie(r,t) = 5 Z exp (—L) , (2.42)

vint 203t
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v2t? Ny ‘
en donde o = # -~ —1r2, r=|z|y H(x) es la funcién escalén de Hea-
0

viside.

Las graficas de estas tres funciones se pueden apreciar en las Figuras 2.9a y
2.9b. El resultado mas importante esta dado en el régimen de tiempos cor-
tos, donde se puede apreciar que la funcién (2.40) toma valores negativos.
Por lo tanto, no se puede considerar como una distribucion de probabilidad
adecuada excepto para regimenes de tiempos largos. Para este segundo régi-
men se puede apreciar en la Figura (2.9b) que la solucién a la ecuacién del
telegrafista tiene solamente valores positivos, pero ain asi, la solucién a la
ecuacién de difusion (2.42) es una mejor aproximacién al problema.

En la Figura 2.9b se aprecia una divergencia de la solucién Prejegrafista(T, t) €1
r = vt/y/2. En [?] se argumenta que esta se debe a que se utilizé la condicién
inicial P(x,0) = d(x), pero se observa que la divergencia es integrable y
Prejegrafista (€, t) estd normalizada a uno.

|
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0 =~ : . |
AV 2« |
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-1 - i 0 2 4 6 8 r10
(a) Distribuciones al tiempo ¢t =1 [?]. (b) Distribuciones al tiempo ¢ = 10 [?].

Figura 2.9: Probabilidad radial de las distribuciones en dos dimensiones.
277 Poxacta(7, t) es la linea sélida, 277 Prejegrafista(7, t) €s la linea a rayas, y
271 Ppie(r, t) es la linea a rayas y puntos. Ambas gréficas se obtuvieron con
los valores v = vy = 1.

Cabe mencionar que este trabajo fue nuestro punto de partida y motiva-
cién para proponer un modelo de agentes activos con rapidez constante y
asi encontrar una solucién que generaliza la ecuacién del telegrafista a dos
dimensiones.
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2.7. Trabajos en espacios discretos

En la seccién pasada se plantearon los problemas de la generalizacién de
la ecuacion del telegrafista a dos dimensiones, pero a pesar de esto se han he-
cho intentos por obtener una descripcion alternativa del sistema de particulas
con rapidez constante en dos dimensiones.

Boguna [?] también describe un sistema de caminantes aleatorios persisten-
tes sin interaccién (persistent random walkers PRW) en d dimensiones, pero
abordado de una manera diferente a la que nosotros abordaremos el proble-
ma. Este tipo de sistemas son las mas simples generalizaciones de caminan-
tes aleatorios que incorporan un tipo de momento sumado al movimiento
aleatorio. El modelo de un caminante aleatorio persistente difiere del de un
caminante aleatorio ordinario en que el primero toma en cuenta la direccién
de movimiento del paso anterior en el tiempo y el segundo no. En redes de
dimensién d = 1, se vuelve a encontrar que la ecuacién que describe al siste-
ma es la ecuacién del telegrafista [?].

Boguna menciona que la generalizacion a dimensiones mayores a 1 es dificil,
ya que depende mucho del tipo de red que se esté usando. Hay redes hexa-
gonales, cibicas, etc .... Una visualizacion de este tipo de redes en el caso
de tres dimensiones se aprecia en la Figura 2.10.

Figura 2.10: Caminante aleatorio persistente confinado en una red ctibica en
tres dimensiones [?].

En aquel trabajo [?] los caminantes aleatorios persistentes estan condiciona-
dos a moverse en una red cibica en d dimensiones. La distancia entre nodos
es [, y los intervalos temporales se denotan por 7. En cada nodo el caminante
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tiene 2d direcciones posibles de movimiento y se utilizan tres probabilidades
para describir el movimiento:

(i) La probabilidad de seguir en la misma direccién que el paso anterior
(forward scattering).

(ii) La probabilidad de invertir la direcciéon de movimiento con respecto al
paso anterior (backward scattering).

(iii) La probabilidad de moverse en las otras 2(d — 1) direcciones.

Las probabilidades de que estos eventos ocurran se denotan por o, 8y 7,
respectivamente. Como no se considera absorcién en este modelo, las proba-
bilidades satisfacen la condicién de normalizacion [?]:

a+pf+2d-1)y=1. (2.43)
Se definen probabilidades auxiliares PR (i1,--.,1q), que son la probabilidad
de que el caminante llegue al nodo (i1, . . .,i4) en la red al paso n y moviéndo-

se en direccién +k. Las ecuaciones maestras resultantes del modelo son las
siguientes [?]:

PO iy, ig) = PSR iy, i — 1, i) + BPSP (iyi— 1, i)

+ > [PID (i, in = 1 ig) + PE (i — 1))
J#k
PTE;IIC)(vaZd) :BP(+]€)(21’7Zk+177Zd)+ap7§_k)(lla7Zk+17a7'd)

n

Hy Y [Py, i+ L) + PSP i+ L )]
itk
(2.44)

Hay que notar que las ecuaciones (2.44) se obtuvieron partiendo de un mo-
vimiento discreto de los caminantes, confinados en la red. Al hacer el limite
del intervalo espacial [ — 0 y el intervalo temporal 7 — 0, de tal manera que
la velocidad v se mantenga finita, se obtiene un limite al continuo:

l
v= lim —. (2.45)

L,r—0 T

Al aplicar (2.45) a (2.44) se obtienen las ecuaciones [?]:
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OPH) (1) oL (r, )
or— ‘\&w4yHy _ et Y (+k) (=k)
ot T o AT + P
1 : —j
+ 50 % [PED (e 1) + P 1)]
J
(2.46)
(—k) (=Fk)
OP"O(r,t) _ PN (r.t) B (1) + PR (1)
ot Oy,
+ “Z + P (r,1)] .
J#k

en donde A es la frecuencia promedio con la cual el caminante cambia de di-
reccion y tiene unidades de [T]™!, £ es la probabilidad de invertir la direccién
de movimiento y o5 es la probabilidad que el caminante cambie de direccion
ortogonalmente.

Si uno se olvida de la informacién sobre la direccion y quiere hacer una

descripcion en términos de la posicion y el tiempo, se tiene que calcular:

ISH

=> [P (r t)+ PTR(r 1)) (2.47)
k=1

Para dimensiones con d > 2, la ecuacion de evolucion para la distribucion de
probabilidad que se obtiene es la siguiente [?]:

{at(ﬁt + b)d(at + ad)d_l - (6t + b)d_l
(2.48)
x (0 + ad)™2(0, + a)v*V? — &4| P(r,t) = 0,

en donde ®,; es un operador incluyendo derivadas parciales espaciales de
cuarto orden y mayores y b = A+c. Para dos y tres dimensiones este operador
tiene las siguientes expresiones [?]:

@2:—1}484
5 \ \ (2.49)
= 8zy2Z2—U (8t—|—b)(at+2a)(3z 2+a2 2+82 2)

Como podemos ver de las ecuaciones (2.48) y (2.49), la ecuacién de evolucién
de la distribuciéon de probabilidad que resulta es una ecuacion diferencial de
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orden muy alto en el espacio y en el tiempo, en la cual, desde nuestro pun-
to de vista, se puede llegar a perder la intuicién fisica de la solucién. Esta
nocién a la que nos referimos es basicamente a la forma de la ecuacion, ya
que no es facil identificar, por ejemplo, cuales son los términos cinéticos, etc.
Ademas es dificil compararla con otras ecuaciones fisicas bien conocidas y
estudiadas como lo es la ecuacién de onda o la ecuacion de difusién. Nuestra
hipdtesis es que el origen de estas ecuaciones diferenciales de orden mayor
esta en abordar el problema de una manera discreta.

De esta manera queda claro que derivar una ecuacién de transporte apropiada
para la densidad de probabilidad en dimensiones mayores a uno ha sido un
problema central [?,7,7 7].
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Particulas con rapidez
constante

En este capitulo se va a introducir un modelo de particulas autopropulsa-
das con rapidez constante en dos dimensiones. Se plantearan las ecuaciones
de Langevin para después poder encontrar la ecuaciéon de Fokker—Planck del
modelo. En seguida se dardan dos aproximaciones a la solucién P(x,t) de la
ecuacion antes mencionada. La aproximacion a tiempos largos resulta ser la
solucién a la ecuacion del telegrafista en dos dimensiones y la segunda resulta
ser una generalizacién de la solucion a la ecuacion del telegrafista, en donde
aparecen términos de memoria. La primera aproximacion se ha estudiado en
trabajos como [?], y la segunda aproximacién es el aporte de la tesis.

3.1. Ecuaciones de Langevin para agentes brow-
nianos con rapidez constante

En este modelo se quiere describir la dinamica de particulas autopropul-
sadas con rapidez constante, es decir |v| = vy = cte. , sin interaccién. Es
por eso que basta con determinar el estado de una particula y para ello es
necesario saber su posicién @ y su velocidad v, dada en este caso por un
vector en dos dimensiones con magnitud constante. La manera de introducir
estocasticidad al sistema es modelar que la particula cambia su direccién en
forma aleatoria. Esto se modela con las siguientes ecuaciones:

dx(t .
— =0y0(t)
d
(3.1)
de(t)

31
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(a) ty =0.1 (b) ty : 1.25 (c)ty="17.5 (d) ty =225

Figura 3.1: Imagenes tomadas de datos obtenidos de un programa escrito en
Java para los tiempos: (a) ty = 0.1 y una curtosis k = 4.003, (b) ty =125y
una curtosis k = 4.33, (¢) ty = 7.5 y una curtosis k = 6.352, (d) ty =225y
una curtosis kK = 7.938. Hay que notar que los ejes han sido reescalados para
poder observar bien toda la distribucion.

en donde el vector unitario de velocidad ©(t) esta dado por (cos (%), sin p(t))
y el &ngulo p(t) el &ngulo del mismo. Estas ecuaciones modelan el movimiento
browniano de una particula que cambia su direccion de movimiento de acuer-
do a una variable estocéstica llamada &,(t). En este modelo se utilizard que
esta variable es ruido blanco, es decir, que tiene las siguientes propiedades:

(3.2)

en donde v es una constante con unidades de [tiempo] ! y denota la intensi-
dad del ruido.

Para poder visualizar los resultados y el comportamiento fisico de las particu-
las autopropulsadas de nuestro modelo se realizé6 un programa en java. En
éste se visualizaban las trayectorias de 100000 particulas y se obtuvieron re-
sultados como los presentados en la Figura 3.1.

Si queremos describir al sistema a la manera de Einstein, hay que hacer uso
de la probabilidad P(z, ¢, t)d*z dp de encontrar a una particula en una po-
sicién en un elemento de volumen d?x centrado en @, con un angulo entre ¢
y ¢+ dp a un tiempo t, ya que se trata de un sistema que involucra variables
aleatorias y por lo tanto podemos hablar de promedios tinicamente.

3.2. Ecuacion de Fokker—Planck

Las ecuaciones (3.1) dan la descripcién de los agentes brownianos au-
topropulsados. El siguiente paso es obtener la distribucién P(x,¢,t) y la
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conexion entre el modelo y esta funcion de probabilidad se hace a través de
un ensamble o colectividad de trayectorias de una particula de la siguiente
manera:

= (0% (@ — 2(1))d(v — (1)) , (3.3)
Para poder calcular (3.3) se tiene que reescribir la funcién delta de Dirac en
su representacion integral:

5(2) . / / zk (z—x(t)) zk: (y—y(t)) dk? dkﬁ
(x —a(t 47r2

So—plt) =5 [ e

Usando esta representacion en el espacio de Fourier se puede volver a escribir
la ecuacién (3.3) como:

(3.4)

_ /°° /°° /°° (etha(o=2(®) by (y=y () gio(o—e ) Gk ke, dus (3.5)

Ahora, si queremos dar la evolucién temporal de P(x,,t), debemos esta-
blecer una ecuacién diferencial. Una manera para lograr esto es derivar la
ecuacién (3.5) con respecto al tiempo.

aP(m7907t) OO OO OO : . ke (x—x [ — 1w(p—
b0t / / / (ko (£)) e (=70 R 0—v(0) goo—eO) gl kel
/ / / Zk:yy etka(z=(t)) giky (y=y(?)) piw(p—ep(t dk dk dw>
/ / / (b (£) ) e =0 iy (r=y(0) islo—e0) g1 dw>

OP(x, p,t) . OP(w, ¢t
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(3.6)

Ahora tenemos que encontrar la manera de calcular el tercer término de la
ecuacion (3.6), pero no resulta dificil, ya que en el modelo (3.1) se utiliz6 una
variable aleatoria con las propiedades (3.2). Entonces podemos utilizar el
Teorema de Novikov [?] en su versiéon maés sencilla. El teorema dice lo si-
guiente:

Teorema de Novikov. Si&(t) es una variable estocdstica delta-correlacionada
y F(&(t)) es una funcion de esa variable, entonces se tiene que

(erien = ( ZE), (37)

En nuestro caso tenemos que la funcién F(£(t)) es

F(E(t) = 0@ (2 — 2(1))0(¢ — @(1))- (3-8)

Resulta 1til calcular el siguiente término por separado:

0 [0(z — 2(1))] _ 9 Oo otk (z—=(1))
] A 59

L ikaea 02 (1)
_ ik(z—2(t))

En nuestro caso sustituimos () por z(t) y lo tinico que nos hace falta calcular
para poder sustituir en la ecuacién (3.9) es:

dp(t) 0 N A8 X O PR VR
e = seqm (PO + [ stnar) = [ G = [ou-nar=1
(3.10)

Ahora si podemos calcular el tercer término de la ecuacién (3.6):
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5O (2 — a(t) / - (_w)‘sﬁo_@)eww«p(t)>dw>

T
=7~ 5o — (05l - w(t))>
0Pz, o.t)

e

(3.11)

Al final obtenemos la ecuacién de Fokker-Planck para agentes brownianos
con rapidez constante:

P t ’p t
8 (m790’ )—l-vo’lAJ'VP(ZlJ,QO,t):’ya <m7(p7 )

o 5 (3.12)

Esta ecuacién ha sido derivada en trabajos anteriores, como por ejemplo
[?]. El sistema que se estudia en [?] es el de particulas brownianas en dos
dimensiones sobre las cuales actian fuerzas perpendiculares a su velocidad.
Ellos no dan una expresién analitica de la solucién de (3.12) y estudian
numéricamente la solucion en el espacio fase, no en el espacio de coordenadas.

3.3. Solucion a la ecuacion de Fokker—Planck

Estamos interesados en obtener la probabilidad P(x, ¢, t)d*x de de en-
contrar a una particula en una posicién en un elemento de volumen d*x
centrado en x, con un angulo entre ¢ y ¢ + dp a un tiempo t. Para lograrlo
debemos resolver la ecuacién (3.12), la cual involucra derivadas temporales,
espaciales y angulares. Es por eso que utilizaremos las Transformadas de
Fourier, la discreta y la continua, para resolver la ecuacion maestra anterior,
tomando como condiciéon inicial que todas las particulas se encuentren en el
origen y tomen con igual probabilidad un angulo inicial

P(x,p,0) = %5@)(.@). (3.13)
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En la Figura 3.1a se puede observar cémo se ve la condicién inicial. La trans-
formada de Fourier continua que utilizaremos es la siguiente:

1 [o¢] [o.¢] .
P(@,p,t) = 5- / / Pk, . t)e **dk,dk,, (3.14)

cuya transformada inversa es:

1 oo o0 )
P(k,p,t) = %/ / P(x, ¢, t)e*®dxdy. (3.15)

Utilizando la ecuacion (3.14) en (3.12) nos da lo siguiente:

OP(k,p,t)
ot

0°P(k, ¢, t)
0p?
Es claro que ahora sélo se tienen derivadas en el tiempo y en el angulo. Para

quitarnos las derivadas angulares hacemos uso de la transformada de Fourier
discreta que es la siguiente:

= —ivg(ky cos ¢ + kysinp)P(k, o, t) + (3.16)

P(k,o,t) =Y Py(k,t)e™?,

~ 1 Q
Pulkit) = o [ Plig.t)de,
T Jr (3.17)

_ 1 /7 ,
P.(k,t) = —/ P(k, o, t)e”"™dp,

2 ).

~ 1 [ ,
P, (k,t)= —/ P(k,p,t)e™dyp,

2m J_,

donde se satisface la condicién P, (k,t) = P* (—k,t) y la condicién inicial se
convierte en

~ 1
Pn(k7 O) = %671,07 (318>

con 0, la funcién Delta de Kronecker.

Al sustituir (3.17) en (3.16), utilizar las propiedades de ortogonalidad de las
exponenciales complejas y reescribir la ecuacién de Fokker-Planck se obtiene
una ecuacion que es la siguiente:



3.3. SOLUCION A LA ECUACION DE FOKKER PLANCK 37

ot 2 2

ik, k ~ ~
+ (—Z 2U0 + _;/2’00) Phii(k,t) — vmsz(k,t).

0P, (k,t) _ (ka’UQ N k:yvo) ﬁm_l(k‘,t)
(3.19)

La ecuacién (3.19) es una ecuacién que relaciona los modos de Fourier; el
modo m estd relacionado con el modo m — 1 y con el modo m + 1. Queremos
quitarnos el término que tiene el coeficiente m? y para ello proponemos la
siguiente transformacion:

Pk, t) = e P, (k. 1). (3.20)

De esta manera llegamos al siguiente sistema infinito de ecuaciones diferen-
ciales acopladas:

ot 2 2 Pm-1(k, 1)

Ky k _
+ (_Z QUO + yzvo) 67(2m+1)t7pm+1(k7t)'

aﬁm(k,t) _ <_ikxvo _ ky'UO) 6(2m_1)t.y,v
(3.21)

Al sistema (3.21) se le puede representar como una matriz infinita con ele-
mentos distintos de cero en las diagonales inmediatas superior e inferior.

Hasta la ecuacion anterior, todo el desarrollo que se ha llevado a cabo pa-
ra resolver (3.12) ha sido de manera exacta. Aun cuando, en principio, el
sistema (3.21) se podria resolver con el método de fracciones continuas [?],
nosotros estamos interesados en la descripcion del sistema de tal manera que
s6lo la posicion de la particula es relevante.

Muchas veces para la aplicacién del modelo a diferentes sistemas se requiere
la probabilidad de encontrar a una particula en un elemento de volumen d*x
centrado en x al tiempo t, sin necesidad de tener la informacién sobre el
angulo ¢. Es decir, se necesita calcular la marginal del angulo ¢. Siendo asi,
lo que debemos de hacer es quitarnos la informacién del dngulo. Para ello
integramos en todo un periodo de la siguiente manera:

Py(x,t) = /7r P(x,p,t)de. (3.22)

—T
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La aparicién explicita de los factores exponenciales nos da una herramienta
para llevar a cabo un andlisis de Py(x,t) en diferentes intervalos tempora-
les. Este andlisis lo iniciaremos en el limite difusivo (tiempos largos) y lo
extenderemos a tiempos mas cercanos a cero.

3.3.1. Aproximacion con tres modos (régimen difusi-
Vo)

Para estudiar el régimen difusivo, es decir de tiempos largos, hay que
tomar el limite e™ < 1 en el sistema (3.21). De esta manera nos que-
dariamos solamente con 3 ecuaciones diferenciales acopladas, que son las
correspondientes a los modos de orden m = 0, +1. El sistema de ecuaciones
resultante es:

o _ . N , N
ok, ) = - %eﬂt [(iky + k) Por (ks t) + (kg — k) P (K, )]
(3.23a)
0 ~ Vo ~¢ /. ~
&p:l:l(ka t) = — EGW (iky & ky) po(k, t). (3.23Db)

Resolviendo estas ecuaciones se puede obtener la ecuacion del telegrafista:
derivamos primero la ecuacién (3.23a) con respecto al tiempo:

*po(k,t VO oy _ . _
% o 7506 o [(Zkz + ky>p—1(ka t) + (iky — ky) pi(k, t)] =
- ~ (3.24)
Yo | ap—l(ka t) g apl(kv t)
5 e (iky + ky) 5 + (tky — ky) a0

Aqui nos damos cuenta que en la ecuacién anterior podemos volver a sustituir
la ecuacién (3.23a), y nos queda

Ppo(k,t) | Opo(k,t) v . op-1(k,t) . Ip1(k, 1)
(3.25)

En la ecuacién (3.25) podemos sustituir los valores para 8%;1 y % que estan

dados en (3.23b):
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0?po(k,t opo(k,t)  v2 . , ~
o) o OROT) B, 4y, — by (1)

2
_ Y2 2\~

(3.26)

Al transformar inversamente en Fourier nos queda la ecuacién del telegrafista:

a—zp (z,t) + Ip (z,t) = ”—gv2p (. 1) (3.27)
8t2 0\, ’Yat 0 ) - 2 0\&y b). .
Este resultado no contradice al trabajo de Porra, Masoliver y Weiss [?] ya
que es valido en el régimen de tiempos largos.

La solucién a la ecuacién del telegrafista ha sido estudiada ampliamente [?] y
corresponde a nuestra primera aproximacién al problema. La ecuacién (3.27)
describe la propagacion de pulsos ondulatorios para un régimen de tiempos
cortos que viajan con una velocidad disminuida en un factor de \/Li (y no con
vo). Aqui corresponderia estudiar el limite asintdtico vyt — oo. Al hacer este
limite en la ecuacién del telegrafista, el término que domina es el término
dispersivo sobre el término inercial. El primero estd dado por la primera
derivada con respecto al tiempo, y el segundo por la segunda derivada con
respecto al tiempo. Por eso, la ecuacién (3.27) se reduce a la ecuacién de

2
difusion con constante de difusién D = ;—?y La solucién explicita esta dada

en las referencias [?,?]. Para resolverla se utilizan condiciones estdndar de
frontera en el infinito:

Po(x,t)]j¢)s00 — 0 (3.28)

y condiciones iniciales

Py(x,t =0) = 6P (x), (3.29)
d
oy ol t=0)=0. (3.30)

Las condiciones (3.29) y (3.30) surgen de utilizar las condiciones iniciales en
el sistema (3.19).
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Recordemos que la solucion a la ecuacién del telegrafista en dos dimensiones,

que se habia dado en (2.40), viene dada en términos de o = #UO ngtQ — 22
[7]:
ot + sinh ;
e 2 sinh o v
P(x,t) = 7 - <Cosha + 72—) H <L — x>
2§7TUO % — x? @ \/§
. (3.31)
e_%t 0 H (\% B $)
+ cosha— | —= |,
7T\/§,UU at vg_tZ — Qj2

2
en donde z = |x| y H(x) es la funcién escalén de Heaviside, H(x) = 1 para

x>0y H(z) =0 para z < 0.

En el espacio de Fourier, la solucién de (3.27) es relativamente sencilla y tiene
la misma forma para cualquier dimension:

~ ~ —yt i t
Py(k,t) = Py(k,0)e 2 (VM + cos cdwkdt> , (3.32)
kad
en donde
2
wy, = cika — ” (3.33)

Ca = Ja (3.34)

Aqui se denota a la norma del vector de onda en el espacio de Fourier en d
dimensiones como k.

Si estudiamos la ecuacién (3.32) en el limite de tiempos cortos, esta solucién
se va a poder aproximar por

Py(k, t) =~ Py(k,0) cos (cakqt) (3.35)

y la aproximacion (3.35) resulta también ser la solucién normalizada de la
ecuacion de onda
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82
@P(w t) = vaV?P(x, ) (3.36)

en d dimensiones con condiciones iniciales

Po(k,0) =1, (3.37)
0 ~
aPo(k 0) =0. (3.38)

3.3.2. Aproximacion con cinco modos

Recordando que resolviendo el sistema (3.21) se obtiene la solucién analiti-
ca exacta para (3.12), ahora estudiamos la segunda aproximacién de dicho sis-
tema, lo cual implica tomar los primeros 5 modos de Fourier, m = £2, 41, 0.
Al hacer una aproximacién (andloga a la que se hizo en la aproximacion a pri-
mer orden) de tal manera que e ®"" < 1, se llega a las siguientes ecuaciones
diferenciales acopladas:

%ﬁo(k,t) = —%e‘”t [(iky + Ey) p_1(k,t) + (iky — Ky) p1(K, t)],
(3.39a)

%pﬂ(k t) = —%e”t [(iky £ ky) Do (K, t) + e (iky F ky) Daa(k, 1)]
(3.39D)

O Balh, 1) = — M (i, + k) . ). (3.390)

En el Apéndice C se muestra que al resolver el sistema (3.39) se obtiene una
generalizacién de la ecuacién del telegrafista (3.27) para Py(x, t):

2

o

Py(x, t)—l—’ygpo(zc t) —v0v2/ o(t—s)Po(x, s) ds—|— 1 ¢ e Q(x). (3.40)

Aqui aparece una funcién no local en el tiempo llamada ¢(t — s) y que tiene
la siguiente expresion:
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ot —s) = %5(1& —5) — e H(t=9), (3.41)

Por otro lado, el término Q(x) viene dado por las condiciones iniciales para
Pz, ¢,0):

2
Q(x) = / €% (0, +i0,)? + e (0, — i0,)* — (02 + 92)] P(, ¢, 0)dep.
0
(3.42)
La aparicion de términos de memoria es comuin cuando se calcula la probabi-

lidad marginal, como la que se hizo en (3.22), en procesos markovianos como
el estudiado en esta tesis.

En el régimen de validez de esta segunda aproximacion, la solucién a (3.40)
en el espacio de Fourier—Laplace es de la forma

s v2 Q(k
_ (e + 1) Bolk,0) + () 2,

Py(k,e) = , 3.43
ok, €) €2 + ve + v3k2(e) ( )

en donde ngS(e) = % — 7@. Esto se demuestra utilizando la transformada
de Laplace:

£{f0)y = o = [ T e @ dr. (3.44)

0

Ademas de la definicion de esta transformada, se necesitan las siguientes
propiedades generales para una funcién f(¢):

L{f'(0)} = e L{f (1)} — £(0),

L{f'()} = € L{f(0)} — e f(0) = f(0), (3.45)
ot 1
Le = et+a

Haciendo uso de las propiedades (3.45), nos queda que la ecuacién (3.40) se
reescribe como:
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_ 0
L - 0Pk 5 P
€ Po(k,€) — ePy(k, 0) —7&5M/ A [EP"("”E) - P‘)(k’o)] (3.46)

. R 2
= k() Po(k, €) + (%) ﬁ('z)v,

y por lo tanto

2

(@ 49+ BT Rk ) = (e Fu(k0) + (2)

Q(k)
€+ 4y

(3.47)

Reescribiendo la ecuacién (3.47), se llega a la expresion (3.43).

La ecuacién (3.43) es una ecuacién inhomogénea debido a los términos dados
por Py(k,0) v Q(k). Por lo tanto, conviene primero estudiar el problema
homogéneo, para lo cual necesitamos poder invertir la funcién de Green,

1

G(k,e) = 5 TENTRE
€2 4+ ve + vik2¢(€)

(3.48)

En el Apéndice C se muestra que para el régimen temporal que nos interesa,

€ < 4v, y el régimen espacial k < i—z, la inversion de la Funcién de Green
(3.48) se puede aproximar por
8 8y ()2
G(x,t) = —72/6 3 =) Gre(x' t)d* 2, (3.49)
Vg

en donde Grg(x,t) es la bien estudiada Funcién de Green de la ecuacién del
telegrafista [?,?].

Aun cuando es posible continuar el estudio y considerar los siguientes dos
modos de Fourier (n = 43), notamos que las derivadas temporales de or-
den cuarto comienzan a aparecer en la descripcién y la funcién de memoria
se vuelve muy complicada, haciendo que el andlisis mas dificil de lo necesario.
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Resultados y discusion

Como se ha mencionado anteriormente, la ecuacién del telegrafista da
una buena descripcion para particulas que se mueven con rapidez constante
en una dimension [?] pero resulta ser que la generalizacién a 2 dimensiones
no es facil. Para estudiar las soluciones de (3.27) y (3.40), lo que se hizo
fue calcular el desplazamiento cuadratico medio y la curtosis para ambas
aproximaciones y se comparé con los resultados de las simulaciones numéri-
cas que se obtienen de resolver (3.1). Estos calculos numéricos se realizaron
utilizando un programa escrito en C++ en donde se obtenia el histograma
para diferentes tiempos. Para ello se utilizaron 10° treyectorias y se utilizé un
intervalo temporal que va de 1072 a 10°.

4.1. El desplazamiento cuadratico medio (DCM)

Para calcular el DCM se utiliza la definicion

(x*(t)) = /wgPo(a:,t) d’x (4.1)

Para calcular el DCM con las aproximaciones (3.27) y (3.40) se multiplica
por 2 y se integra sobre todo el espacio.

De la ecuacion (3.27) obtenemos:

45



46 4. RESULTADOS Y DISCUSION

dtz(/ / (2% + 32 Powt)dxdy)Jr’ydt(/ / (2% + Pomt)d:cdy>

_ 50/_00 /_Oo(x2+y2)V2P0(w,t)dxdy
(4.2)

Reescribiendo la ecuacién (4.2) explicitamente, queda

2

d d 22 _ %
dt2< 2(1)) +’ydt {/ / z? PO x,t)dx dy

/ / x —PO x t)dxdy+/ / yZ@Po(az,t)dxdy (4.3)
—|—/OO /ooy2a—y2P0(a:,t)dxdy}.

Por la simetria de las integrales (4.3), s6lo se necesita calcular dos términos,
los cuales son:

[e's] S 0
/ / x —PO (x t)dxdy:/ (ngP ,

—0o0

0

_ 2/ xﬁPO(m,t)dx> dy = —2/ (M (4.4)
e Ox = -
— / Py(z, t)dx) dy = 2/ / Py(x, t)dx dy = 2.

oo 0 82 o] o] 82

/ / x28—y2P0(w,t)dxdy:/ (/ a—yQPO(a:,t)dy)xde
0o o0 0

:/ W z?dx = 0.

Haciendo lo mismo para la ecuacién (3.40) va a quedar:

(4.5)
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2

@) £ @) =5 [ [ @ v R dedy

0o 00 t
— 71}8/ / (z* +y*)V? (/ e py(a, s)ds> dx dy (4.6)
—o0 J —00 0
1 oo o0
+vie (Z / / (2% + %) Q(x) dx dy) .

Reescribiendo la ecuacién (4.6) y llamando

5= / O(z) 2 iz, (A7)

entonces nos va a quedar:

d? d
@<m2(75)> + 7£<m2(t)> = 31;8 + 086—4% (g)

t ] o0
— 'yvg/ e~ (t=s) {/ / (2% + y*) V2 Py (z, s)dasdy] ds
0 —00 J —00
_ 2 2 —4vt 6 2 ! —47y(t—s)
= 3vy + e 1) dyvg | e ds
0

t

= 31}3 + vge_‘”t (g) — Ug (6_47“_8))

0
= 3ug +vge " (é) —vg(1 — e
=203 +vge (1 + B/4).

Por lo tanto se ha mostrado que las ecuaciones diferenciales resultantes para
el desplazamiento cuadratico medio son:

e, , d, o 2

S (0) + 7 @ (1)) = 27 (1.90)

d? d _

ﬁ(a?(t)) + 7E<m2(t)> =203 +vge (1 + B/4), (4.9b)
En el Apéndice A se muestra que § = —4 para condiciones iniciales que no

dependen del angulo.
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De esta manera resulta que el DCM tiene la misma forma para ambas apro-
ximaciones en el caso que f = —4. Para resolver (4.9a) y (4.9b) necesitamos
observar que, dadas las condiciones iniciales, la solucién a la ecuacién ho-
mogénea es simplemente la condicién inicial, que es una constante y vale
cero. La solucién particular a la ecuacién no homogénea se obtiene de la si-
guiente manera: primero se integra (4.9a) una vez con respecto al tiempo de
0 a t y se obtiene

/otwdtjw/ot@df:?vé/; dt

2 2 0
& d(@*()) + y{x?(t)) = 2v3t.

dt

Para resolver la ecuacion anterior proponemos una solucion de la forma

(x*(t)) = e "' (1), (4.11)

cuya derivada es
d(x?(t)) dF(t)
dt dt

Sustituimos esta propuesta y su derivada en (4.10) para obtener lo siguiente:

= —ve "F(t) +e " (4.12)

dF(t
e B () + e D () 202

dt
_ dF(t)
t 2 t _
@e”(%—{—w%—w—%ote”)—o iy
dF(t '
e (L - 21}8756“) =0
dt
F
artt) ®) = 2uate.

dt

Al integrar la ecuacion anterior se obtiene el siguiente resultado para la fun-
cién F(t):

F(t) — Ef0) = F(t) = 20} /Ot teV'dt = 27—”23 (1+e"(ty—1)). (4.14)
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Por lo tanto, cuando se toman soluciones iniciales circularmente simétricas,
la solucién para (4.9a) y (4.9b) es:

(@) =" [yt — (1—e)]. (4.15)

0.01 0.1 1 10 100 1000 104

~

5

Figura 4.1: Desplazamiento cuadratico medio (DCM) en unidades de (vo/7)?
vs. 4t = t. La linea continua en color azul es la aproximacién analitica dada
por la expresién (4.15), los datos que se muestran en puntos se obtuvieron
al promediar la solucién numérica de las ecuaciones (3.1), considerando 10°
trayectorias e integrando sobre 2x10°® pasos de tiempo.

Como se ve en la Figura 4.1, el DCM no provee una medida para distinguir
entre la primera aproximacién y la segunda. Al graficar el DCM para simu-
laciones numéricas y compararla con (4.15), se ve que tampoco hay diferencia.

Hay que notar que para resolver (4.9) se utilizé la condicién inicial

d
dt
basados en el comportamiento fisico esperado, ya que todas las particulas
se encuentran en el origen al tiempo ¢ = 0. Esto es intuitivo si se piensa

(®*(t))]1=0 = 0, (4.16)
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que las particulas estan totalmente localizadas al inicio y la variacion de esta
localizacién es cero.

Para vt < 1, las particulas muestran una dependencia cuadrética en t (~ ¢?)
la cual corresponde a un régimen balistico. Para tiempos largos, la depen-
dencia lineal en t es evidente y lleva a que la constante de difusién efectiva
sea

D

5 s

(4.17)

La expresion (4.15) coincide con el resultado para el problema de movimiento
browniano normal (es decir, con rapideces fluctuantes) en dos dimensiones al
hacer la identificacion

(w?) =1/ QkaTt, (4.18)

con kg es la constante de Bolzmann, T la temperatura y m la masa de las
particulas.

4.2. Resultados de oblicuidad y curtosis

Dado que el DCM no resulté ser un pardmetro para diferenciar los com-
portamientos entre las soluciones de (3.27), (3.40) y los cdlculos numéricos,
necesitamos encontrar una medida que si nos dé una idea del comportamien-
to a tiempos cortos, y de las diferencias en el mismo. La curtosis resulté ser
adecuada, ya que como el objeto de estudio son distribuciones circularmente
simétricas, la oblicuidad resulta valer cero, como se hizo notar en el capitulo
2, y por lo tanto no es util. La curtosis ha sido utilizada y generalizada de
su definicion original en una dimensién para medir y probar distribuciones
normales multivariadas [?].

Recordemos que la definicién de la curtosis es

k= (@~ @)= (@~ @), (4.19)

en donde 7 denota la transpuesta del vector x, y ¥ es la matriz definida
por el promedio del producto diddico
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Y= <(zc — ()" (x — (:c>)> ) (4.20)

La expresion (4.19) se simplifica para distribuciones circularmente simétricas,
en cuyo caso se tiene la ecuacion

(4.21)

en donde (-),,q denota el promedio sobre la distribucién radial en coordenadas
polares

Yy = /0 " Py () dr. (4.22)

Esto se puede mostrar de la siguiente manera. Para distribuciones con si-
metria circular, la matriz ¥~! toma la forma:

= (0 )

Por lo tanto, la curtosis queda asi:

5= (<>1W> (@) + )"

- (($2>1(y2>) <I4<y2>2 + 2222 () (i) + y4<x2>2> (4.23)

- (m) (@) + 22" (@) (%) + (") (2*)°)

Para poder calcular explicitamente la expresién anterior, es preferible obtener
los términos por separado.
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/ / P(lz|) dxdy—/ / (r cos 6)* P(r)rdrdf
:/ cos 9d9/ o P(r )d7”— <|"B| )rad;
/ / V' P(|a]) da:dy—/ / (rsin§)* P(r)rdrdd

:/ sin ede/ r5P(r)d7“= <|w| Jrad;

2
/ / 2*P(|z|)dxdy —/ / (rcos ) P(r)rdrdd
2m
:/ oS HdH/ (r)dr = 7{|Z|*)ad,
2T 00
:/ / y2P(\w|)dxdy:/ / (rsin)? P(r)rdrdd
—oo J —o0 0 0

21 o)
:/ sin? 9d9/ 3 P(r)dr = 7{|x|?)rad,

/ / 22 P(|x|) d:z:dy—/ / (rcos0)” (rsin6)® P(r)rdrdd

:/ sin? § cos® 0d9/ ’I“SP(T)d’I“: —<|.’B|4>rad-
0 0 4
(4.24)

Aqui se usé la independencia angular de la distribucion. De esta manera, al
sustituir (4.24) en (4.23) se obtiene el resultado (4.21) antes mencionado.

Para las distribuciones gaussianas en dos dimensiones, x es independiente del
promedio y la varianza y tiene el valor kK = 8. Por otro lado, se muestra en
el Apéndice B que para condiciones iniciales con independencia angular, las

soluciones normalizadas con velocidad inicial cero tienen un valor de curtosis
_8

K=3.

La curtosis de las aproximaciones al problema se obtuvo de la siguiente ma-

nera. Se multiplicé por 7t a las ecuaciones (3.27) y (3.40), en donde r = |z|.

Luego se integran las ecuaciones de 0 a co. Recordando que las soluciones

que se estan buscando tienen independencia angular se va a tener para la

ecuacion del telegrafista lo siguiente:
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dt? (/ / © ) PO(Tt)dxd?J)Jrvdt (/ / 4+ y?) Po(rt)dxdy):
U—QO (/OO /Oo(x2+y2)2v2po(r, t) dx dy)

= 5 () + 2029 + {54) 7 ((0) + 20a%) + (")

_ % (// [rar 5:2} (Tt)rdrdgp)

Usando los resultados de (4.24), la ecuacién (4.25) se puede escribir como:

(4.25)

27Td—2<|:c|4( t))raq + 27 d (|:13|4(t)> 27rv—(2) /00 T4£P (r,t)dr+
dt2 rad Wdt rad 9 o 87“ o\’

Integrando la ecuacién (4.26) va a quedar:

2

Ll a7 () = 0 [4(J? (1)) + 200 f0))]

dt2
(4.27)
El célculo para la ecuacién (3.40) es muy similar. Lo que se tiene es:
d? 4 d,
27T_2<|33| (t))raa + 27y —(|2["(t))raa =
dt dt
52 (4.28)
UO/ o(t —s) {/ / (7"87“ 87“2) Py(r, t)rdrdcp]d
En el Apéndice A se muestra que:
| ewrtar=o (4.20)
0

Por lo tanto, de las ecuaciones (4.27) y de (4.28) para condiciones de simetria
circular se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:
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d? d

— ([ ())raa + 77 (2] (1)) raa = 805 (|2[*(t))raa,
dt dt

e \ 4 ) ) (4.30)
0 12 ol s = 245 [ 006 = )Y
Como se muestra en el Apéndice A, el término inhomogéneo Q(x) de la ecua-
cién (3.40) no contribuye para el caso en el que al tiempo ¢ = 0, todas las
particulas se encuentran en el origen.

Al integrar las ecuaciones de (4.30) obtenemos:

t s
(1 (8)) g = 822 / ds ¢ 10-) / 45/ (| (")rac

, (4.31)

t s s

(|2|"(t)raa = 4205 [ dse) [ ds’ [ ds"d(s" — ") (|&[*(5"))raa
0 0 0

respectivamente. Sustituyendo (4.15) en las ecuaciones (4.31) e integrando se
obtienen las siguientes ecuaciones usando la expresion (4.21):

ko =8 [ = 2t (24 ) 46 (L= )] [yt — (1= e )] .

(4.32a)

3 1 87 49 1
=8 [~ 5yt [ 2+ Ze 0t T Attt
" {7 7 (4+36 >+<16 9¢ Tiz°

x [yt — (1—e)]77, (4.32b)

en donde el subindice de k3 y k5 denota el nimero de modos de Fourier que
se tomaron en cuenta en la aproximacion.

Los resultados son comparados con la soluciéon numérica de « en la Figura 4.2
y se puede apreciar que la curtosis de todas las distribuciones tiende a Kk — 8
cuando vt — o0, la cual corresponde a la curtosis de una distribucién gaus-
siana. Pero lo importante de la grafica es que para tiempos pequenos vt < 1,
una diferencia es notable entre ambas aproximaciones. Para la ecuacion del
telegrafista (3.27) la curtosis tiene un valor limite de £ 3, valor que coincide
con el valor para la ecuacién de onda en dos d1mens1ones y corresponde a la
grafica de color verde en la Figura 4.2. Para nuestras simulaciones numéricas,
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0.01 0.1 1 10 100 1000 104

Figura 4.2: Curtosis k para las soluciones circularmente simétricas de la ecua-
cién del telegrafista (3.27) (linea continua purpura), nuestra generalizacién
de la misma (3.40) (linea continua verde) y la solucién exacta obtenida de las
simulaciones numéricas de las ecuaciones (3.1) (datos graficados con puntos)
vs ty = t. Los limites importantes (tanto para tiempos largos como para tiem-
pos cortos) estdn marcados con lineas continuas horizontales en los valores
8,4y g ~ 2.6667 que corresponden a los valores de x para distribuciones en
dimension 2 de los siguientes casos: la distribucién gaussiana, la distribucion
de particulas que se mueven con rapidez constante y para soluciones circu-
larmente simétricas de la ecuacion de onda, respectivamente. Las soluciones
numéricas se llevaron a cabo promediando 10° trayectorias de simulaciones
de las ecuaciones (3.1) e integrando sobre 2x10° pasos de tiempo.
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la dependencia de la curtosis de las particulas brownianas que se mueven con
rapidez constante adquiere un valor igual a 4 para tiempos cortos (ver la
grafica hecha con puntos en la Figura 4.2) y coincide con la curtosis para la
distribucion que es solucién a la ecuacién generalizada del telegrafista (3.40)
para todos los tiempos.

4.3. Corroboracion experimental

Contando con el andlisis de las primeras dos aproximaciones, uno se pre-
gunta si estos resultados se podrian reproducir experimentalmente. Para ello
hay que mencionar que actualmente se llevan a cabo experimentos que es-
tudian la movilidad intracelular utilizando la dindmica de particulas activas
hechas artificialmente. Ejemplos de esto son particulas de oro coloidales mi-
croinyectadas [?], particulas de Janus autopropulsadas [?] o micronadadores
artificiales inspirados en células y bacterias méviles [?,7]. Estos sistemas han
sido estudiados en términos del comportamiento de los cumulantes de segun-
do y cuarto orden, teniendo a la video-microscopia nanométrica como una
herramienta muy ttil.

Si un investigador experimental quisiera corroborar nuestros resultados teori-
cos del desplazamiento cuadréatico medio y la curtosis, debe tomar en cuenta
algunas caracteristicas al momento de preparar su sistema de particulas au-
topropulsadas:

(1) Antes que nada se debe asegurar que las condiciones iniciales experi-
mentales coincidan lo més posible con nuestras condiciones iniciales
tedricas, lo cual significa que las particulas deben comenzar todas en la
misma ubicacion espacial.

(i) Se necesita también que los agentes activos tengan una velocidad cons-
tante, o al menos desviaciones muy pequenas de un valor constante y
ademas los efectos de interaccién deben de ser despreciables.

(iii) La simetria de las particulas es también una caracteristica importante.
Dado que en nuestro modelo no existe ningin édngulo o direccién pre-
ferencial, las particulas en el experimento tampoco deben tenerlo. Lo
ideal es que éstas fueran esféricas para poder obtener graficas como las
nuestras. La importancia de la simetria de las particulas se ha estudiado
recientemente por Wensink et. al [?]. En este trabajo se observé cémo
violaciones muy pequenas a la forma y simetria de las particulas puede
llevar a modos fundamentalmente diferentes de movimiento activo.
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4.4. Comparacion en el espacio de Fourier

Para finalizar este capitulo queremos comparar las densidades de proba-
bilidad obtenidas no en el espacio de coordenadas, sino mas bien en el espacio
de Fourier, ya que el sistema de ecuaciones (3.21) se puede resolver numéri-
camente facil para cuando se tienen 3 o 5 modos . Debido al término cinético
que aparece en (3.27) y (3.40) y la simetria en las condiciones iniciales, las
respectivas soluciones tienen una dependencia simple de la magnitud del vec-
tor de onda k = |k|.

Vemos que en el régimen de tiempos cortos, que corresponde a la Figura
(4.3a), la solucién a la ecuacién del telegrafista (3.27) tiene un comporta-
miento mas cercano a la solucion normalizada de la ecuacién de onda en 2
dimensiones, que es la siguiente:

Ponaa (K, ) = cos (UO—\;@ : (4.33)

Por eso, en este régimen de tiempos, la solucion a la ecuacion del telegrafista
en el espacio de Fourier, que es

. 1 i o(-1/i-35)
Pnelegraﬁsta(ka t) = 5 + W e
Wimwe 4.34
1 1 vgk? ( . )
L N e E)
+ 15— - ,
4 1 vgk
4 2v2

hereda las caracteristicas de (4.33). Esto es claro una vez que se reescribe la
ecuacién (4.34) de la siguiente forma:

D y 1 t 1 U(2)162 ¢ 1 U(Q)k2
-5 Y\ 7 —tyy/ 57—
Ptelegraﬁsta(k, t) =€ 2 {5 e 1 297 4o 17 242 +

.. 7}8/€2 1
=e~ 2 ¢ cos |ty 27 1 + o i i
47 242
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(4.35)

N

kVo

/ \
=\ - \
' /\\ -

N ) \1\ > I \\\ —_—
5 7/ 9 / 15, N 20
’
v X - ’
N, ’

(b)yty=1

L L
04 05

(c) ty=10 (d) ty =100

Figura 4.3: Las lineas en color son las graficas de la densidad de probabili-
dad Py(k,t) como funcién de k = |k| a cuatro tiempos diferentes: vt = 0.1,
vt = 1.0, vt = 10.0, y v¢ = 100.0 en las figuras (a), (b), (c¢) and (d), respecti-
vamente. La grafica punteada en azul corresponde a la solucién de la ecuacion
generalizada del telegrafista (3.40), mientras que la gréfica roja corresponde
a la solucién de la ecuacién del telegrafista en dos dimensiones (3.27). La
grafica en gris en las figuras (a) y (b) corresponde a la solucién normalizada
de la ecuacién de onda en 2 dimensiones con velocidad de propagacién vyv/2
(4.33). La grafica en gris en las figuras (c) y (d) corresponde a la solucién a
la ecuaciéon de difusion, que es una gaussiana.

En la Figura 4.3 se puede ver que la solucién a (3.40) (grafica punteada en
color azul) difiere mucho del comportamiento ondulatorio y mejora la descrip-
cion de particulas que se mueven con rapidez constante, como lo muestran
los andlisis en términos del DCM y la curtosis.

En la misma figura se aprecia que al tiempo v¢ = 1 (4.3b), ambas aproxima-
ciones comienzan a diferir menos y de esta manera la solucion a la ecuacién
del telegrafista deja de tener un comportamiento ondulatorio. Para tiempos
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més largos (vt = 10, 100), cuyas graficas se muestran en las figuras (4.3¢) y
(4.3d), las dos aproximaciones no difieren y se acercan a tener un comporta-
miento difusivo de la forma

_ tv(z) K2

ﬁdifusion(ky t) =e v, (436)

2
en donde es claro que la constante de difusiéon en (4.36) es ;—g
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Conclusiones

En este trabajo se llevd a cabo un estudio de un sistema de agentes brow-
nianos con rapidez constante sin interaccion. Dado que el sistema esta des-
crito por ecuaciones tipo Langevin, su estudio se ve bien complementado con
la obtencién de la ecuacién de Fokker—Planck correspondiente para la fun-
cion de densidad de probabilidad. El poder hacer esto nos permitié comparar
nuestros resultados con trabajos previos en el area de transporte de mate-
ria. Nos enfocamos en el problema de la generalizacion de la ecuacion del
telegrafista, planteada por [?], a mas de una dimensién, en este caso a dos
dimensiones espaciales.

Los trabajos previos que se realizaron partian de plantear las ecuaciones en
redes discretas, lo cual conllevaba a la obtencion de ecuaciones de Fokker—
Planck de orden muy alto, tanto en las coordenadas espaciales, como en la
coordenada temporal. A nuestro parecer, este tipo de acercamiento al pro-
blema dificulta la intuicién fisica, ya que ecuaciones diferenciales de orden
cuarto o mayores son poco comunes en la fisica y ademas de eso, la forma de
una ecuacién de este tipo no permite identificar los términos en la misma.
Es decir, al ver una ecuacion de este tipo no se puede reconocer facilmente
qué papel juega cada término y tampoco se puede comparar con ecuaciones
bien conocidas, como la ecuacién de onda o la ecuacion de difusién. Por eso
nos dimos a la tarea de sustituir el formalismo por uno tipo Langevin. De
esta manera logramos obtener un sistema infinito completo de ecuaciones
diferenciales acopladas que resuelven el sistema. Utilizando un mecanismo
de truncamiento se pudieron obtener dos aproximaciones. La primera apro-
ximacién corresponde a la ecuacion del telegrafista. La segunda es una nueva
ecuacion que generaliza a la anteriormente mencionada. En esta ecuacion
aparecen términos de memoria.
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El estudio de las soluciones de ambas aproximaciones mediante el DCM y la
curtosis arrojo que el segundo momento era demasiado robusto como para
poder distinguir diferencias entre las aproximaciones, mientras que la curto-
sis si lo hace. Esto expresa que la curtosis nos da otra informacion acerca de
la forma de las distribuciones. Aunado al calculo de los cumulantes, se hizo
también una comparacién en el espacio de Fourier la cual nos permitioé en-
tender la similitud de las soluciones a tiempos cortos y largos comparada con
las soluciones balistica y difusiva.

El analisis nos llevé a concluir que nuestra aproximacién con cinco modos es
definitivamente una mejor aproximacién que la ecuacion del telegrafista en
el régimen de tiempos cortos. La estructura de la ecuacién permite compa-
rar con la ecuacion del telegrafista y se aprecia que aparece una funcién de
memoria en el término cinético de la misma, volviendo al proceso no mar-
koviano. El que el proceso se haya vuelto no markoviano es consecuencia de
haber decidido prescindir de la informacién sobre el angulo en la distribucion
de probabilidad. Esto pasa en general cuando se calcula la marginal de una
variable en un proceso, mas no es una regla. También podemos decir que
pudimos encontrar un sistema de ecuaciones que, de poder resolverse, nos
da la solucién exacta al problema. La dificultad radica en poder diagonalizar
adecuadamente una matriz infinita. Este es un detalle pendiente que se puede
abordar en el futuro.

Por otro lado también podemos concluir que nuestro modelo admite gene-
ralizaciones de indole probabilistica. Un ejemplo es sustituir ruido de co-
lor en lugar de ruido blanco. De esta manera, el modelo cambiaria y se
podria aplicar a sistemas bioldgicos diferentes. Esta generalizacién conlle-
varia a usar una versiéon mas complicada del Teorema de Novikov. Otra
generalizaciéon que se puede hacer es cambiar las condiciones iniciales. Se
podria utilizar, por ejemplo, condiciones iniciales con un angulo preferencial:
P(x,,0) = §®(x)5(0— ). Estos también son posibles trabajos futuro que
podrian arrojar resultados interesantes.

El formalismo también permite un enfoque un poco diferente relacionado con
la funciéon de memoria obtenida en la generalizacion de la ecuacion del tele-
grafista. Es decir, uno podria preguntarse ;para cudles funciones de memoria
®(s) se puede resolver la ecuacion (3.40)7 Nuestra hipGtesis es que ecuacio-
nes tan generales como las funciones Mittag-Leffler pueden tener cabida en
dichas soluciones. Lo interesante seria poder asociar un sistema fisico real a
tales ecuaciones y estudiarlos.

De esta manera consideramos que el trabajo realizado a lo largo de esta tesis
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es una semilla que, no conforme con ya haber dado resultados interesantes,
tiene muchas posibles generalizaciones y estamos seguros que aportara mucho
al estudio de sistemas de agentes activos.
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Apéndice A

Momentos del término Q(x)

A.1. Segundo momento

En este apéndice se calcularan el segundo y el cuarto momento del término
inhomogéneo Q(x), que se define en (3.42). Si suponemos simetria circular
inicial para la distribucién P(x, ¢, t), entonces podemos escribir a esta den-
sidad de la forma:

P@wﬁp7%pxw, (A1)

en donde x = |x|. Con esta simplificacién es inmediato que la ecuacién (3.42)
se reduce a la ecuacion:

Q@) =5 |15 (o5 )| ¥, (A2)

ya que los términos con los coeficientes exponenciales

2
/ 22 dy (A.3)
0

se hacen cero debido a la periodicidad en el angulo ¢.

Ahora si podemos calcular el factor

ﬂ:/ﬁQ@M% (A.4)
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que aparece en el calculo del DCM de la segunda aproximacion, que es la
ecuacién (4.9b). En el caso de simetria circular, calcular (A.4) se resume a
calcular

B=— /0 T {a);f) + xa?g;gx) da. (A.5)

La expresion resulta de usar al operador laplaciano en coordenadas polares

19 &1

2 — R —_—
V= r@r+8r2 +r2802'

(A.6)

Integrando la ecuacién (A.5) por partes y usando condiciones de frontera

X(l’) ‘I=<>o = 07
0X (x) | 0 (A.7)
or ’

llegamos a la siguiente expresion:

_ = 20X(x)

Integrando (A.8) por partes de nuevo y usando que

/ zX(x)dr =1 (A.9)

se obtiene el resultado final, que nos dice el valor de [ para cuando se usan
condiciones iniciales para la distribucién P(x, ¢, t):

B =—A. (A.10)

A.2. Cuarto momento

Siguiendo un procedimiento andlogo, se llega a que el cuarto momento
esta dado por
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/OOO ot la;;ix) +x828?€x(2m)} do — 24 /OOO 22X (z) da. (A.11)

Es claro que la ecuacién (A.11) vale cero para condiciones iniciales de la
forma

X(z) = ~6(x), (A.12)

el cual es nuestro caso de estudio.
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Apéndice B

Aproximacion a la ecuacion
(3.42)

La solucién a la ecuacion generalizada del telegrafista en el dominio de
Fourier-Laplace dada por la expresién (3.43) se puede calcular invirtiendo la
funcién de Green:

~ 1
G(k,e) = ;
€2 + ve + vak? (Z_ g )

e+4y
1

Gk, €) _

e 4y €2+’Yk€+ Y

(B.1)

27

of

en donde se usé la notacién

2.2
vk
Yve=|(1+ )'y B.2
) < 242 (B2)

y se usé también la forma explicita de gig(e), que es

3 g
o(e) = 1 r o (B.3)

Lo que se hace ahora es definir la frecuencia en dependencia de k de la
siguiente manera

=t (2) 5
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para asi poder llevar a cabo la inversion en la transformada de Laplace y
entonces (B.1) va a estar dada por

Tt
~ e~ 2

G(k,t) ~

sin (wyt B.5
——sin ) (B.5)
para 4+t > 1. Esta aproximacién a la funcién de Green generaliza la corres-
pondiente a la ecuacién del telegrafista, la cual se obtiene utilizando el valor
k =0 en v, y que resulta ser

~ /2 Sin (wort)

Gk, t)=e —_— (B.6)

Wok

en donde se ha usado la siguiente notacion:

7= Yk=0 (B.7)
v2k? 2
wor = % —(%) . (B.8)

Si usamos (B.5) obtenemos que la densidad Py(k,t) en el espacio de Fourier
tiene la siguiente expresion:

~ e_"/kt/2 f}/k ~
Py(k,t) ~ Wy, CoS Wit + <7 — E) Sinwkt} Py(k,0)
Wi
V2~ e Tt/2 e~ (= m/Dt gy, — ) cos wyt + (47 — %’f) sin wyt
+ ZQ(k) Yk 2 2
Wk (7 - 47) +wi

(B.9)

La inversién analitica de (B.9) parece imposible de hacer dado que aparece
un término k* en wy, pero se puede aproximar en el régimen de k pequeiia

(que se traduce a z grande). En dicho régimen se tiene que a primer orden
v,

il
24,\/2 << 17

en

W A (”g2k2> (1-27%) - (%)2 (B.10)

Con estas consideraciones, la funciéon de Green se puede aproximar por
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e RGO (K 1), (B.11)

en donde k' = V2125k De esta manera, la funcién de Green de la ecuaciéon

generalizada del telegrafista en el espacio de coordenadas se puede escribir
como:

_ —(z—=x")/4D"t /0
G(x,t) = 47rD’t/ e~ (@ @)/ADCO (2! 1) da! (B.12)
con D' = 71_3
v

Por otro lado, para tiempos cortos, la expresién (3.43) se puede aproximar
por

5 Bo(k,0)  ug  Q(K)
Pylk,e) = 02 0 %) B.1
k6 = e T a et e (B.13)

Al invertir (B.13) en Laplace se obtiene:

Py(k,t) = Py(k,0) [cos <§vokt> + gsin2 (\/Tgvokt)] : (B.14)

en donde se ha supuesto simetria rotacional para escribir

Q(k) = k> Po(k, 1). (B.15)

El dltimo paso es directo y requiere verificar que (B.14) satisface la ecuacién
de onda inhomogénea siguiente:

0? 3 5o vg
SR, t) = TRV R, 1) + Q@) (B.16)
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Apéndice C
Derivacion de la ecuacion (3.39)

Para poder derivar comodamente la ecuacién generalizada del telegrafista
(3.40) reescribiré el sistema de ecuaciones (3.39) de la siguiente forma:

d _ _
apg(kﬂ,t) =ae®'pi(k,t) (C.1a)
d _ ~ _
Epl(k’ t) = ae"py(k,t) +be ' py(k, t) (C.1b)
d _ _ _
Epo(k:, t)=ae "p_1(k,t)+be pi(k,t) (C.1c)
d _ _ _
Ep_l(k’ t) =ae"p_o(k,t) +be'po(k,t) (C.1d)
d _
Ep_g(k:,t) =be?"'p (K, t), (C.1e)
en donde
a=— %(z’kw +k,)
Vo, .
b=— Eo(zkx — k)
2 U 2 : 2
a :Z(_kx + 2ik, ky + k) (C.2)
02
v’ :ZO(—ki — 2ikyky + k)
ab = — ”—3(k:2 + k2)
==k + k).

Si derivo (C.1c) una vez con respecto al tiempo me va a quedar:
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d -t -t d -t d -t
gpbo=—7e ap_i+e aapl-i‘@ bap 1— e by

P d_ d (C.3)
é@ﬁo +yleapoi+e M bpy] =" { a—p-1+ b—pl]

dt dt

Si utilizamos las ecuaciones (C.1b), (C.1c) y (C.1d) nos va a quedar:

d? _ - ~
dton—l—vdtpo = a(e 37tap_2+67tbp0)+

b(e™aby+e " bp) } (C.4)

=2abpy + a’e "My + Ve M,

2
v ~ ~ ~
— 5 (k+k)Po + e [a°Pa + U°Po]

Para poder seguir con el calculo de (C.4) se deben de integrar las ecuaciones

(C.1a) y (C.1le):

t
Da(k,t) = pa(k,0) + a/ 63”‘9]71(& s)ds, (C.5)
0

Po(k,t) = p_o(k,0) +b /0 55, (K, s) ds. (C.6)

De esta manera podemos sustituir (C.5) y (C.6) en (C.4) y va a quedar:

2 _ d _ _ b
Tbo + 7P = - 50(162 +kp)po + e {cﬂ (pz(k, 0) + b/o e p_y(k, S)dS>

dt
t
e (ﬁz(k, 0+ [ s)ds) ]
0
2
== 02 B e (ol 0) + Pk, 0)

+e” 47tab/ 1% [ae™*p_1(k, s) + be *pi(k, s)] ds.
0
(C.7)
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Aqui volvemos a utilizar la ecuacién (C.1c) para sustituirla en el término
donde esta la integral y nos va a quedar:

d? d v3 ~
b0 T D0 = = 30(/%2: + kDpo + e 1" (a®pa(k, 0) + b°pa(k, 0))
(C.8)

t
d
“tal = Bo(k, s)ds.
+e a/o dtpo( ,S)

Calculo por separado la integral de la ecuacién (C.8) para que sea més facil.
Si se integra por partes se va a tener:

t

t t
/ ipo(k: s)ds =t Tpo(k,s)| — 47/ 6475170(14,3)613
0 0

dt
0 . (C.9)
=e"""po(k,t) — po(k,0) — 4y / e"*po(k, s)ds.
0
Sustituyendo (C.9) en (C.8) se llega a que:
d® d 5 2 o~ Voo 2\~
dt2p0 + thpo = E(’% + ky)Po — Z(kx + ky)Po
+ e " (a®p_2(k, 0) + b°p2(k, 0) — abpo(k,0))
2 t
+ %O(ki + ki)él’ye‘”t/ e po(k, s)ds
0
d® d 3“0 2 2 2 o [f s (t—s)
= St g == 4 Kkt + o2+ k) [ eIk, s)ds
0

+ %%‘4” [(z’kw + ky)*p_a(k,0) + (ik, — k,)*Pa(k, 0)

+ (k2 + k)po(k, 0)}.
(C.10)

Usando la transformada inversa de Fourier va a quedar:

d2 ~ d ~ 3U(2) 4'y(t S)727
@po(w,t) + ”y%po(ac,t) 1 —V po(:c t) — UO")/ Vepo(k,t)ds
0

2 s
+ Uzoe_Mt / {ei&p(aw + iay)Q +e7(0, — iay>2 — (92 + 65)} Pz, ¢,0)dp.
0
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(C.11)

Con la derivacién anterior queda demostrado que partiendo del sistema de
ecuaciones (C.1) se llega a la ecuacion del telegrafista generalizada (3.40).
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