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Introduccioén

La geometria hiperbdlica ha cobrado mucha importancia en la matematici
ultimas décadas. Es una de las ramas mas vinculantes de las matematica
intereactua con muchas otras como la teoria de numeros, por ejemplo, .
de los grupos modulares, véase [7], o con la variable compleja en las sug
de Riemann, o bien con la topologia a través de las acciones tridimens
de PSL(2,C) las cuales muestran que casi todas las variedades de din
3 se pueden entender al estudiar la accion de un grupo kleiniano en el «
hiperbadlico de dimensios.

En este sentido un estudio formal detallado de los temas centrales es
utilidad. En particular, el estudio de la signatura de los grupos fuchsianos
tema de gran importancia, ya que estos invariapteporcionan un mapalel
grupo fuchsiano, en particular, el género de la superficie de Riemann ol
como cociente de la accion en el plano hiperbodlico. Se sabe que en algunc
la signatura determina el grupo salvo isometria, como es el caso de los
triangulares, cf. [1] y [9]. El tema central de esta tesis es exhibir una con
necesariay suficiente para la existencia de un grupo Fuchsiano no element
los parametros de su signatura.

En el segundo capitulo se demuestran teoremas acerca de las clases cc
de un grupo Fucshiano, estos seran de utilidad en la parte central de la t
demuestra, entre otras cosas, que cada elemento parabdlico o eliptico de |
fuchsiano, es conjugado a un elemento en el subgrupo estabilizador de u
fijo parabdlico o eliptico en una region fundamental dada (Teorema 2.0.2)
una cota del nimero de clases parabdlicas (o elipticas) maximales enun s
de G en términos del nimero de clases parabdlicas (o elipticas)ydel indice
del subgrupo (Teorema 2.0.4). También se estudian elementos hiperu#
frontera los cuales se caracterizan por preservar intervalos de discontinui
la frontera deA, y se relacionan directamente con la region de Nielsen, ¢
de vital importancia en esta tesis. Se enuncian también resultados acerc



clases conjugadas hiperbolicas de frontera, hiperbodlicas simples, e hipel
en general (Teorema 2.0.5y Teorema 2.0.8).

En el tercer capitulo se define con detalle cada uno de los parametrc
signatura de un grupo fuchsiano, y a continuacion se enuncia el teorema
el cual nos dice que dadgsm,, ms, ... m,,s,t, dondeg es el género de
superficie de Riemann asociada; el orden de las clases elipticasel nimer:
de clases parabdlicag gl nimero de clases hiperbdlicas de frontera, si se ct

d 1
J

j=1

entonces existe un grupo con dicha signatura, mas aun, los parametros de
tura de cualquier grupo cumplen la desigualdad (Teorema 3.0.11). Otro re
central de esta tesis exhibe qué ses un grupo fuchsiano no elemental, ento

h—drea(N/G):27r{2g—2+5+t+2(1_i>}7
m;

J=1

dondeN es laregion de Nielsen (Teorema 3.0.12). Cabe sefalar que en la
gue se presenta de este teorema, se completa la prueba que aparece en
Alan Beardon [1] p. 269. Ya que esta prueba no es completa, al no consic
posibilidad de vértices accidentales en la frontera de la region de Nielse
resultado se usa para demostrar la primera parte del teorema central. L¢
da parte del Teorema 3.0.11 se demuestra usando una construccion ing
elegante, la férmula de Euler, el teorema de Poincaré, y un argumento (
tinuidad. Finalmente se concluye con algunos ejemplos y con un resulta
establece cotas superiores e inferiores para el numero de lados de un g
fundamental convexo de un grupo fuchsiano del primer tipo (Teorema 3.0.
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Capitulo 1

Preliminares

Denotaremos po(?‘? el plano extendido formado por los puntos del plano com
junto con infinito, los puntos d& pueden ser identificados biunivocamente
los puntos ef$? = {z € R? | |z| = 1} llamada la esfera de Riemann, a travé

la funciény : §* — C

T1+1T2

Sllf?éeg
Ty, T, T3) = I—m3 .
o(x1, T2, T3) { x SiT=e;

La funcion inversa esta dada dor: C—§?

_ = 2_1 )
21z ==z I siz €C

I1(z) :{ (|Z|2+1’ i(lz[2+1)7 [2[*+1

es Stz = 00

A la biyeccion deC en$? se le llama proyeccion estereografica. La idea
métrica de la asosiacion es tomgr= (0,0, 1), el planozs = 0 como el plan
complejo, y al puntdzy, o, z3) € R3 asociarle el punto e que resulta ¢
intersecar el plano con la recta que pasaeqor (1, =2, x3) cf. [3] pp. 1-6.

Se define la métrica cordal en el plano extendido como

2|z1— 22|

de(z1,22) = \/1+|21\2;/1+|22\2 ‘
NEE St 29 = 0O

Esta métrica induce la misma topologia ge la métrica euclidiana cf. [3] p.7.

Si 21, 29 # 00

1



2 1.0. PRELIMINARES

Las transformaciones de variable compleja de la forma

az+b
1@ = va

se les llama de Mdbius, éstas estan también definidas en los puntos de
complejo extendido donde el algebra no se aplica:

a,b,c,d € C, ad —bc # 0

i) Sic=0,sedefinel'(co) = co.
ii) Sic+#0,sedefinel(cc) =2 y T(=%) = o0.

Estas transformaciones resultan ser continuas con la métrica cordal cf. [3]
Siad — be = 0 la funcion es una constante. Por otra parte la transforma
- vk vk ’
vk Vk
tiene la misma regla de correspondencia que la transformacion

az+b
cz+d’

T(z) =

dondead — bc = k, sin embargo cumple

e d b c

VEVE  VEVE
Por lo que podemos definir todas las transformaciones de Mdbius por mati
la forma

c d

Al grupo de matrices de esta forma se le denotagibf2, C), el centro d
este grupo resulta s¢e-/d} . Hay exactamente dos matrices en este grupt
determinan una transformacion de Mobius dada. Al cocientgd@, C) sobre
su centro se le llama proyectivizacion, y se le denotafp®f.(2, C), este grup
es isomorfo al grupo de transformaciones de Mobius complejas.

Una clasificacién de las transformaciones de Moébius se puede hacer tc
en cuenta los puntos fijos de estas. Dada PSL(2,C), T # Id, fija exacta
mente uno o dos puntos. Bifija un punto, I’ es conjugada a una translacion
llama parabdlica. SI” fija dos puntos]’ es conjugada a una transformacion c

<a b) a, b, ¢, d; € C ad —bc = 1.



1. PRELIMINARES 3

formaz — az, si|a] = 1 aT se le llama eliptica, sk € RT a7 se le llam
hiperbdlica, en otro caso’a se le llama loxodromica cf. [3] p. 21. Se deno
“discos” a discos o semiplanos @e Se denota pdH? el semiplano superior, i.

{zeClIm(z)>0 }.
El subgrupo d&5'L(2, C), que consiste en matrices con entradas reales se le
por SL(2,R). De igual manera podemos tomar el grupo proyectivizado
~ SL(2,R)
- {&Id}

gue se identifica con las transformaciones de Mobius determinadas por e
trices que son precisamente las que preseiifaef. [3] p. 32.
Denotaremos poA el disco unitario

{zeC|lzl <1},

PSL(2,R)

Ilamado disco de Poncaré.
La transformacién de Mobius con regla de correspondencia

zZ—1
z4+1

conocida como la transformacion de Cayley transforma conformerfi@rga A.
Las transformaciones de Mdbius 8ii.(2, C) que preservan el disco unitaris
son de la forma

T(z) =

az+
S(z) ==—=, |af =8 =1,
Bz +@
a, f € Ccf. [3] p. 35 denotamos pa¥/ (A) a este subgrupo de transformacic

deSL(2,C).
Una formula util para los puntos fijos de una transfomaciof 81 (2, C) que
tiene dos puntos fijos es la siguiente: si
az+0b

T(Z):cz+d’ c#0, ad—bc=1

los puntos fijos son

a—d+/x(T)?—4
2c

dondex(7T) = £(a + d) la traza derl".
Se puede clasificar las transformaciones?&fY. (2, C) mediante su traza ¢
mo sigue:



4 1.0. PRELIMINARES

i) T es parabdlica siy solo i = +2
ii) T es elipticasiy solo sy € (—2, 2)
iif) 7T es hiperbdlica siy solo si € (2, o) | J(—o0, —2)
iv) T es loxodromica siy solo si no es un numero real. cf. [3] p.46.

SeaA una region erR™, decimos que\ es una densidad eA si A es uni
funcién continua tal que : A — R*. Dada una densidatien una regiori y
~ una curva de clas€* en A, se define la\-longitud dey como

/ (DI (1) dt,

dondey : [a, b] — A (la definicién se extiende naturalmente a curgaspor
tramos) esta longitud se denota pgiry) y permite también medir distancias el
puntos. Si\ es una densidad en una regidly z;, z, € A, se define la\-distanci:
dez; az, comoinf ¢, () tomando el infimo sobre todas las curédspor tramo
gue unenz; con zy, a esta distancia se le denota com@z;, z;) y define un
métrica enA. Cf. [3] p. 44.

Si A es una abierto eR™ y f es una funcién diferenciable deenR", se dict
que f es conforme en € A, si Df(xg) es el producto de una matriz ortogc
por la matrizkI, k € R*. Al nUmerok se le llama factor de conformalidad.

SeanA y B dos regiones elR™y f : A — B, una biyeccién conform
supdngase qud esta provista de una métrica definida por una densid&ajo
estas hipaotesis, si definimos

dondeu(x) es el factor de conformalidad dieenz, se sigue que es una densid:
para la regionB que hace quég sea una isometria cf. [3] p. 45. En patrticula
se tiene una regioA enR™ provista con una métrica definida por una densit
y una biyeccion conformé¢ : A — A que satisface

entoncesf es una isometria.
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El plano superiofI? provisto con la métrica definida a partir de la dens
Az) = le es un primer modelo del plano hiperbdlico y a esta métrica
[lama métrica hiperbdlica.

Se puede demostrar que el grupS L(2, R) actia como grupo de isometr
enH? con la métrica hiperbdlica cf [3] p. 47. Mas aln, cualquier isometri
plano hiperbdlicdl? es un elemento dBSL(2,R) o es de la forma

a(—z) +b
co(—2z)+d

dondea,b,c,d € R, ad — bc = 1.
Un segundo modelo del plano hiperbdlicaeprovisto con la métrica defir

da por la densidad
2

1wl
se le llama el disco de Poincaré, la funcion de Cayley, resulta ser una ist
hiperbdlica entre estos dos discos.

Resulta también que cualquier isometria hiperbdlica del disco de Poin
un elemento dé/(A), o es de la forma

(w)

az +c
zZ —

cz+a
donde|a|* — |c|* = 1 cf. [3] p. 63.
Decimos quex es un punto limite con respecto a un subgrliple PSL(2, C)
si existez € Cy transformaciones distintds, € I', n € N tal que

T.(z2) — «, sin — o0

El conjunto de puntos limite dE se denota pok.(I'), o simplemente pi
L obsérvese que se debe usar la métrica cordal para incluir a todos los
de la esfera de Riemann. Datlo< PSL(2,C), al complemento del conjur
limite en la esfera de Riemann se le llama conjunto ordinario y se denoty
o simplementé). Si dicho conjunto es distinto del vacio diremos que el g
I" es discontinuo. Un subgrupo FuchsianoftigL (2, C) es un grupo discontini
gue preserva algun “disco”, es decir, es conjugado a un subgrupo discont
PSL(2,R).

Seal’ < SL(2,C) diremos que este subgrupo es discreto si no exist
sucesion de matrices distintds € I, n € N, tal que

T, — T, sin — o0,
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dondeT" € SL(2,C). Un subgrupo de”?SL(2,C) es discreto si es represent.
por un grupo discreto d&L (2, C).

Se puede probar que un grupo discontinu@dd.(2, C) es también discret
véase [3] p. 102. AdeméasBi< PSL(2,R) es discreto, entonc&ses discontinu
(cf. [3] p. 102).

Se define el circulo isométrico déuna transformacion d8SL(2, C)

az+b
cz+d’

T(z) =
ad — bc =1 como
IT)={zeC | |T'(2)|=1}.

Se puede demostrar que este conjunto es un circulo delradio| con centro e
—d/c. También se puede demostrar di@ctta euclidianamente en este cir
y solo en este.

Se dice quek es una region fundamental pdrain subgrupo dé’SL(2, R) si
se cumple que; para cualesquiera dos puntos; € R, no existel’ € I tal que

T(z1) = 2o,
y dadow € H? existez € Ry T € T tal que
T(z) =w,

dondeR representa la cerradura deenH?, y finalmente O R tiene medida bid
mensional de Lebesgue cero.

Se dice que un dominio fundamenifalparaGG es localmente finito, si cus
quier conjunto compacto d& interseca solo una cantidad finita de imagene
D.

Una superficie de Riemann es un espacio que localmente es como un d
un plano, daremos una definicion formal.

Definicion 1 Un espacio topoldgicoX Hausdorff conexo es una superficie
Riemann si existe una familia

{(ij’Uj) 1j € J}a

nombrado atlas (cada pareja es nombrada carta) tal que:
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i) {U;:7 € J} esun abierto deX,

i) cada¢; es un homeomorfismo @& en un subconjunto abierto del plat
y

iii)y si U =U; (U, # 0, entonces
6i(¢5) " : 6;(U) — ¢u(U)
es una funcion analitica entre los subconjuntos del plaji@/) y ¢;(U).

El teorema de Poincaré para grupos fuchsianos sera utilizado en la tesis, a
rasgos este teorema establece que dado un poligono y apareamientos de
de este poligono, si alrededor de los vértices la teselacion local es cof¥eel
grupo generado por los apareamientos, es un grupo discreto y el poligonc
ser una region fundamental pafa El enunciado preciso y una demostrau
detallada de este teorema se puede consultar en [1] capitulo 9.

Se define un poligono fundamental convexo ganan grupo fuchsiano con
un dominio localmente finito pai@, que ademas es convexo.






Capitulo 2

Clases conjugadas

Teorema 2.0.1En el grupo de todas las isometrias del plano hiperbdlico, z
metrias conformes no triviales son conjugadas si y sélo si estas tienen el
valor de la traza al cuadrado. En el grupo de las isometrias conformes el
de la traza al cuadrado determina 2 clases conjugadas parabdlicas o elipti
una clase conjugada hiperbdlica.

DEMOSTRACION. Seanl’, R isometrias conformes no triviales, como la traz
invariante bajo la conjugacion, si éstas son conjugadas tienen la misma
cuadrado. Por otro lado, usangfl") para denotar la traza de T si

XA(T) = x*(R)
y 1/t,t,1/r,r son los multiplicadores d€ y R respectivamente se tiene que
1 2
n +t4+2= X(T) ,

cf. [3]. Por lo cual

multiplicando porrt, se tiene
r+rtt =t 4+t

lo cual sucede siy sélo si
r—t=rt—rt* <= r—t=r—t)(rt) <= l=1t <=

9



10 2.0. CLASES CONJUGADAS

Por lo queT' y R tienen los mismo multiplicadores y por lo tanto son conjug
enPSL(2,C).

Ahora veamos que al conjugar en el grupo de isometrias conformes ¢
de la traza al cuadrado determina o dos clases conjugadas parabdlicas, o
conjugadas elipticas, o bien, una sola clase hiperbdlica.

Primero analizemos el caso parabdlico. Usamos el mdHéldSeanf vy ¢
transformaciones parabdlicas con puntos fijog 5 respectivamente. Las tra

formaciones . .
901(2) = Pa(2) = —5

zZ— zZ —

en PSL(2,R) conjugan & y g a dos translaciones
ti(z) =z+4q, taz)=z+p

Tomemosl; , T, dos matrices que determinan estas translaciones

(1 q (1 p
n=(ot) 2=(s 1)

Supongamos qug, y 7> son conjugadas efiL(2,R), luego existe

tal que

Entonces
a ag+b\ ([ a+pc b+pd
( c d ) - ( c d )
por lo cualpc = 0y comop # 0 necesariamente= 0. De la igualdad de matric
se sigue también que; = pd, y multiplicando por obtenemos?q = p, (ya que
ad = 1) asi quep y ¢ deben tener el mismo signo.
Hemos encontrado una condicién necesaria para que dos transformaci

rabdlicas sean conjugadas B8 L(2, R).
Falta ver es que si

Ti(z)=z2z+q Ta(z)=z+p
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Traslaciones dondey ¢ tienen el mismo signo, éstas son conjugadaB&h(2, R).

Basta mostrar que una transformacion de la fofffa) = z + ¢, ¢ > 0 es
conjugadaa — z + 1; y una de la formdx(z) = z + p, p < 0 es conjugada a
z — z — 1, para esto (abusando de la notacién) si

(1 a

tomando la matriz .
- 1
( Vi ) € SL(2,R)
0 Va

(7)o 1) =0 )

y se sigue quéi(z) = z + g es conjugada a — z + 1.
Paraelcase — z +p, p <0, un calculo analogo prueba que la transfc
macion definida por la matriz

(

conjugaz — z+pconz — z — 1.

Ahora analicemos el caso eliptico, consideremos esta\veamo el modelo
del plano hiperbdlico.Seafi y ¢ dos transformaciones elipticas &h(A) que
tienen el mismo valor de la traza al cuadrado, notemos gfiene punto fijoz,
la transformacién

se tiene

o5l
Sl

)

iy
bS]

-5)

zZ — 20

p(2) = 1 € M(A)

conjuga af a una rotacion de la forma
ri(z) = e”(2)

analogamente existe una transformaciong\ ) que conjuga g a una rotacion,
pero por la primera partg¢es conjugada a

ro(2) = e_w(z).

Sin embargo; y r, no pueden ser conjugadas en el grupo de isometrias
formes, de ser asi existiria una matriz

(57)
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con entradas complejas, que cumjplg — |3|> = 1, tal que

(oc ﬁ) it 0 B e"i5 0 (oz B)
B a 0 eis | 0 e g a)

0 ;0 Y Y
aez  fe 2 ae "2 ez
=8 e | = — 0 e .
pe'z  ae "2 fe'z  we'2

en particularae’? = ae 5.

Comoeiz # ¢~'2, se sigue que: = 0y —|3|2 = 1, lo cual es una contrad
cion, por lo tanto-; y 7, no son conjugadas evi (A), y hay dos clases conjuga
enM(A) que representan una solaB8L(2, C).

Para el caso hiperbélico usamos el modgtfo Si f tiene puntos fijosy y 3
supongamos < f3

Esto es

o(z) = 2= g € PSL(2,R)

z —

conjuga af a una homotecia de la forma
h(z) =kz

de igual manera podemos conjugag an PSL(2,R), més adn, por la prime

parteg es conjugada a

1
hil(z) = E'za

asi,z — —* conjuga a estas transformaciones y ademas esk5dii2, R) pue:
la matriz unimodular que representa la transformacion es

0 —1
1 0
asi que el resultado se cumple también en este caso.

O

Teorema 2.0.2SeaG un grupo Fuchsiano y sean, v, v3...10s puntos fijos ps
rabdlicosy elipticos en la frontera de algun poligono fundamental conkepara
G, supongase también que genera al estabilizador de;. Entonces cualquir
elemento eliptico o parabdlico d& es conjugado a alguna potencia depara
algunaj.
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DEMOSTRACION. Si g es eliptica o parabdlica con punto fijpexisteh € G tal
gue manda a a algun punto ef P cf. [1] p. 216. Entonces para algupgenemo
queh(v) = v; asi quehgh™(v;) = hg(v) = h(v) = v; por lo quehgh™' esta e
el estabilizador de, lo cual implica quey es conjugada a alguna potenciaggle

O

Corolario 2.0.3 SiG es finitamente generado, entoncesiene un namero finit
de subgrupos ciclicos maximalesg; >, < g >, ..., < g, > tal que cualquie
elemento eliptico o parabdlico efd es conjugado a exactamente uno de ¢
subgrupos.

DEMOSTRACION. ComoG es finitamente generad@, tiene un poligono fund
mental convexo con un numero finito de lados cf. [1] p. 254 Se sigue del te
gue cualquier clase de equivalencia de vértices parabdlicos o elipticos es ¢
da a un subgrupo estabilizador de un vértice eliptico o parabdlico de un pc
fundamental convexo.

Basta observar que gies eliptica o parabdlica y 2 potenciasgdgon conju
gadas, digamos

hgnh—l — gm

entonces: fija los mismo puntos que, ya que Si

g(v) =,
entonces
hg"h~(h(v)) = h(v).
Por lo que siy es parabdlica
v = h(v)
y si es eliptica, comg € PSL(2,R) no hay intercambio de puntos fijos.
O

Se puede establecer una cota para el nUmero de clases conjugadas d
pos ciclicos maximales en un subgrupatden grupo fuchsiano en términos
indice de las clases de

Teorema 2.0.4SeaG un grupo fuchsiano y=; un subgrupo de indicé enG.
Supdngase qué' y GG, tienent y t,, respectivamente, clases conjugadas de
grupos ciclicos parabodlicos maximales. Entonges kt . El mismo resultado «
valido para elementos elipticos.
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DEMOSTRACION. Se puede tomar un poligono de Dirichlet pérgara el cue
los puntos fijos elipticos o parabolicos 8 pertenezcan a ciclos de longi
uno, cf.[1] p.232.

Bajo estas hipotesis exactamentauntos fijos elipticos estan en la front
euclidiana deD, ahoraCz se puede descomponer en clases laterales

glGl UggGl U ngGl

El siguiente paso es definir

D)Jg DU (D).

Notese queD* contiene al menos un punto de ca@aorbita, sea: € H?, comc
D esregion fundamentak € D tal quez = g(u), g € G. Comog = g;h, donde
h € G, para alguna, se sigue que = g;h(u) Yy g; '(z) = h(u) que esta en
orbita deu.

Como D* tiene a lo mas:t puntos fijos elipticos,se tierte < kt. El cast
parabdlico es similar. Se escribe

=" D) Jg ' D). Ja: (D).

Ahora siu es un punto fijo parabdlico d&,, existeg € G tal queg(u) es ur
vértice del poligond cf. [1] p. 216, hay exactamentevértices parabdlicos,
resto de la prueba es anéalogo.

O

llustraremos el Teorema 2.0.4 con un ejemplo. Es muy conocido que u
gono fundamental convexo para el grupo clasico modillde, Z) es el siguient

P={z2eC|3<Rez<ilz|>1},
cf. [3] p.163.

Noétese queP tiene una sola clase parabolica. Para dsdsatural se define
subgrupo de congruencias de Hecke de nw&omo

To(N) = { ( Z Z ) € SL(2,Z)

¢ =0 modN }
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—2 -1 0 1 2

Figura 2.1: Poligono fundamental convexo para el grupo adasnodula
SL(2,7Z).

Consideremog’y(4), la matriz pertenece a este subgrupo

-4 1
circulo isométrico correspondiente a la transformaciéon definida por esta
tiene centro erh /4 y radiol/4, de igual manera su inversa tiene circulo isomé
con centro er3/4y radiol/4.

Debido a la accion de las transformaciones en los circulos isométricc
de demostrarse que un poligono fundamental pafé) es el que aparece er
Figura 2.2.

De donde podemos observar que hay 3 clases parabdlicas, a saber, las
por los vérticesl /2, oo y la clase determinada pdo,1}. Ademas el indic
deT'y(4) en SL(2,Z) es 6 lo que ilustra el Teorema 2.0.4. La prueba de
afirmacion se puede consultar en [6].v te

Ahora nos enfocaremos en clases conjugadas de elementos hiperbdlic
grupo Fuchsiano. Sf(z) = kz, se define la longitud de translacion deeomc
log k. Lo que se estad midiendo es cuanto se mueven los puntos hiperbdlic
en el eje. Es decir, si =1y f(z) = ki, p(z, f(2)) = log k también siz = mi,
f(z) =mkiy p(z, f(2)) = log k. La invariabilidad de la métrica baj@SL(2, R)
permite defnir la longitud de translacion de una transformacion hiperbptoe
molog k si g es conjugadaa — kz.

Teorema 2.0.5Cualquier grupo Fuchsiano no elementglcontiene una infin
dad de clases conjugadas de subgrupos ciclicos maximales hiperbdlicos.
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DEMOSTRACION. Supdngase que el teorema no se cumple, entonces exisl
mentos hiperbodlicos,, hs, ..., h; en G tal que cada transformacion hiperbo6
deG es conjugado a alguna potencia de algyin

oo

Figura 2.2: Poligono fundamental convexo pEgél)

Tomemosu, v puntos limites dé€;. Sean
U, =D(u,1/n), V,, = D(v,1/n), n € N.

ComoU,, y V, son abiertos que intersecan gpara cada parefd, , V,, existe
fn elemento hiperbdlico dé' tal quef, tiene un punto fijo ed/, y otro enV/,,, cf.
[1] p. 97. Podria pasar qu& = f Vn > N con puntos fijos: y v, esto se puel
evitar tomando otro punto limite en la vecindadlde( A es perfecto) trabajan
con una subvecindad.

De esta manera existen elementos hiperboljfgos,, f5... con ejes distintc
Ay, Ay, As... tal que A, tiene puntos finales,, y v, dondeu,, — u, v, — v.
Como cadaf,, es conjugada a alguna potencia de alghpngpodemos supon
renombrando si es necesario, dqye= h; Vn. Por lo cualf,, = g,,(h1)* (g,)~".

Denotamos

qn = gnhlggl-

Nétese que cadg, tiene un ejed,, distinto y la misma longitud de translac
T queh; y quegi" = f,,. Mas aun, la geodésic#, converge a la geodési¢a v].
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Ahora siz € [u,v]| se puede probar que

1 1
serh ip(z, qnz) = Serh (§T) cosh p(z, A,), (2.1)

(véase [1] p. 174). Obsérvese que el segundo miembro converge(37) si n
tiende a infinto. Esto contradice qéees discreto ya que lag son distintos y ¢
conjunto de estas imagenes esta acotado, por lo cual existiria un punto li
el plano hiperbdlico.

U

Definicién 2 SeaG un grupo fuchsiano actuando el decimos que un pur
a es un punto de aproximacion de si existen(g,, ),y €n G transformacione
distintas y un conjunto compacto de A tal que para todo rayo geodésidoque
termina enu se tiene que

gn (L)N K # 0.

Esta definicién es equivalente a la que aparece en [1], p. 261 véase [1] T
10.2.1 p. 259. Usaremos el siguiente resultado que se puede deducir del
10.2.5y su prueba en [1].

Lema 2.0.6 SeaG finitamente generado, entonces todo punto fijo hiperbdlic
GG es un punto de aproximacion, ademas, existe un subconjunto comipaus
A tal que todo eje hiperbdlico tiene una imagen que intersefa a

BOSQUEJO DE LA DEMOSTRACION Se toma el poligono de Dirichlg® con
centro er) paraGG y se toman horociclo§ para cada punto parabolico éhque
cortenP en exactamente dos lados. Algo similar con los lados libres, se g
geodésicad. que determinan los extremos de los lados libres. Cada hor
contiene un conjuntg que es la interseccion cdny cada geodésica contiene
segmentd tal que sih la transformacion hiperbdlica que fijaentonces:™ (1) =
L donden € Z. Las geodesicas y los horociclos son finitos y separan |
puntos frontera dé” de un conjuntad?, C P se tomak el conjunto formado pt
Pyylosejesgyl.

Ahora siw € 9A es un punto hiperbodlico ¥ es el eje con punto finab,
tomamos un rayd.,, C A tal quew € 0Lg. N

Seaz el otro extremo dd., existeg € G tal queg(z) € P, g(Ly) no pued
estar contenido totalmente en las regiones horociclicas ni tampoco puede t
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en un lado libre, ya que si esto ocurrieraeria o bien parabdlico, o bien un pL
ordinario. Ajustando con alguna de las transformaciones parabdlicas o hif
cas que defina los hipercicldso los horociclog) se tiene que(Ly) (| K # 0.
El final de la prueba es idéntico al que aparece en [1] p. 261. Una pruel
detallada se puede consultar en [4]

0
Para el siguiente resultado, usaremos la identidad

19a]l* = 2 cosh p(0, ., (0)), (2.2)

cuya prueba se puede consultar en [1] p.138.

Teorema 2.0.7 SiG es finitamente generado enton@és— +oo Sin — +00,
dondeT;, es la longitud de translacion de cada clase conjugandé&en

DEMOSTRACION. Usando el Lema 2.0.6 existe un compakidal que cada cla:
hiperbdlicaC,, contiene un elementg, con ejeA,, que interseca &', ya que ¢
f € C,y Aes el eje def, suponiendo qué(A) interseca a dondeh € G,
h(A) es el eje deh o f o h~! que esta er,,. Ademas, para algid € R,
K C{ze A|p(0,z) <d} por ser compacto. Usando 2.1y 2.2 Como

1
coshu =1+ QSenﬁ§p(0, gn(O))=

se tiene que

1
lgall” = 2+ 4senfiZp(0, g.(0))
= 2 + 4senf(T;,/2) cosh? p(0, A,,)

dondeT,, es la longitud de translacion gg. Notese que comp(0, A,,) esta acc
tada pord, se sigue qudg, |* < 2 + 4sinh*(37,) cosh®(d). Finalmente, s¥,, no
converge a infinito a medida que— +o0, las normas de las transformacio
estarian acotadas, lo que contradice que el grupo es discreto.

O

Hay dos tipos de transformaciones hiperbdlicas en grupos Fuchsianos que
ren especial atencion.
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Definicion 3 Seah € G, G fuchsianoj hiperbalica, se dice qué' es simple ¢
g(A)=A0g(A)NA=10,Vg € G,dondeA es el eje de h.

Existen también loglementos hiperbolicos de fronte@racterizados por el |
cho de preservar un intervalo de discontinuidad en el circulo al infinito inval
por supuesto, estos existen solo en grupos fuchsianos de la segunda clas
existen intervalos de discontinuidad).

Teorema 2.0.8Un grupo fuchsiano finitamente generado tiene solo un nu
finito de clases conjugadas de subgrupos ciclicos hiperbdlicos de fronte
ximales.Un grupo fuchsiano finitamente generado puede tener una infini
clases conjugadas de elementos hiperbolicos simples.

DEMOSTRACION. Un grupo( finitamente generado tiene un poligono fundar
tal convexaP con un numero finito de lados libres s,, ..., s, cf. [1] p. 254. Cad
lado libres; se encuentra en un intervalo de discontinuigiaduyo estabilizadc
es generado por un elemento hiperbolico de frontera

Ahora, sih es un elemento hiperbdlico de frontekgpreserva un intervalo «
discontinuidady, se afirma que se puede construir un semirayue termina €
algun punto interior de' y que esta completamente contenido en alguna in
f(P). Suponiendo cierta la afirmacion, confio' (L) esta enP y termina en algu
punto ordinario d&~, esta imagen termina en algén Por lo quef(y) = v;, es
decir fhf~! preserva ay; y h es conjugada a un elemento en el estabiliz
de ;. Ahora para probar la afirmacion seain punto en el interior de, =z es
ordinario, tomamos una vecindad alrededot deie consista solamente de pul
ordinarios, como el diametro euclidiano de las imagenes del poligonagp;
elemento de&7, tiende a cero sk tiende a infinito cf [1] p. 219 hay un name
finito de imagenes dé& en esa vecindad, de otro modo existiria una orbii
algun punto erP que se acumula en un punto interiorde

Exhibimos ahora un ejemplo de un grupo fuchsiano finitamente gener.
cual contiene una infinidad de elementos hiperbdlicos simples primitivos.
truimos un cuadrilater@® en A con vértices;, v9, v3, v4 €n el circulo infinitc
Seanf y g elementos hiperbdlicos que aparean los lado$’dmmo ilustra
Figura 2.3.

Notemos que el conmutador dey g es parabdlico por lo cual se puede ¢
car el teorema de Poincaré y en consecuencia el grlugenerado por y g es
discreto yP es un poligono fundamental pafacf. [1] pp. 242-251. Com¢
y g aparean los lados de un poligono fundamental convexo, necesariame
elementos hiperbdlicos simples @ecf [1] p. 240.
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Figura 2.3: Ejemplo de un grupo fuchsiano finitamente gemscad una infinida
de elementos simples primitivos no conjugados

Los ejes def y g cruzanP, asi que estas transformaciones son primit
ya que si por ejemplg = h"™ conh hiperbolico primitivo, entonce$; = nTj,
dondeT y T}, son las longitudes de translacion flg h respectivamente, lo ct
no puede suceder ya qiites region fundamental.

Notese que el eje dé interseca los segmentos de las geodédicass| y
[v1,v4], €l segmento de interseccion cénmide exactament@;. Ahora, defini
mosuvs = f(v;), tomemos el cuadrilatero con vértices vs, vy, vs que es otr
poligono fundamental convexo paka

S

Figura 2.4: Los ejes d¢ y ¢ cruzan al poligono.

En esta ocasiorf aparea el laddguy, vs] con[vy, v5] Yy fg aparedus, vy] cor
[v1,v5]. Por el mismo argumentgd y fg son elementos hiperbdlicos primiti
simples.
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Figura 2.5: Ejemplo de un grupo fuchsiano finitamente gemerad una infinida
de elementos simples primitivos no conjugados

Podemos repetir el proceso y obtener una sucegidiy, f2g, ... de elemer
tos hiperbdlicos primitivos simples de Por conjugacion podemos asumir g

actua erfl? y que
u 0 a b
f:(()l/u)’g:<c d)’

dondea, b, ¢, d € R ad—bc=1yu > 1.

Por lo tanto
frg = au”  bu"
9=\ ¢ Ju™  d/u”

cuya traza al cuadrado es” + d/u" la cual tiende a infinito st — oo, asi le
sucesion f"g},..y tiene unainfinidad de elementos con diferente traza los
no son conjugados entre si.

Noétese quer no puede ser cero, ya que en este caso los puntos fijg
tendrian el mismo signo, esto se sigue de la formula de los puntos fijos, se
gue sus coordenadas son

d? —4
—d+ —
2c
Ahora, como
|d| > Vd?>—4

s los puntos fijos degy tienen el mismo signo no se genera el cuadrilaterc
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describimosi. e.los ejes no se cruzan. Finalmente usando la identidad
1
2

dondeT}, es la longitud de translacion gehiperbdlica, se sigue el resultado.
prueba de 2.3 se puede consultar en [1] p.179-180.

[traza g| = 2 cosh =T, (2.3)

O

A manera de ejemplo construimos un grupo fuchsi@nafinitamente gent
rado que contiene un nimero infinito de clases conjugadas de elementos
hiperbolicos con la misma longitud de translacion.

Utilizando el modeld? tomamos geodésicas que unan los puntos de la-
2"y 2"=1(3) n € N, y las geodésicas que se obtienen al reflejar estas line
respecto al eje imaginario. Sean ¢», gs... elementos hiperbdlicos que apar
las geodésicas como muestra la Figura 2.6.

D

8 12

—12 -8 —6-4-3-2 23 4 6

Figura 2.6: Ejemplo de un grupo fuchsiano infinitamente gea@con una infin
dad de clases conjugadas de elementos simples hiperbdlicos con la misnr
tud de transalacion

Siempre es posible encontrar una transformacion hiperbolica que mar
geodésica en otra, para probar esto se puede mandar la ortogonal comyn
al eje imaginario y aplicar una homotecia (nétese que la ortogonal comun s
existe, esto se prueba finalmenté ses el eje imaginario, el caso general se s
por conjugacion).

Se puede probar, usando el teorema de Poincaré que estafeggun poli
gono fundamental para el grupb=< g;, go... > vease [1] p. 251. Adem4&s es
puramente hiperbdlico. Se puede probar también qGe si< g; > se tiene qu

G = %OO G;, es decilGG es el producto libre de lag cf [1] teo 5.3.15 p. 103.
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PorlocualvVn # 1 Vi # j g7 # hg™h~! (las palabras son distintas). :
embargo, todos los elementgstienen la misma longitud de translacion, ya
todos los ejes se obtienen a partir del ejgydg las homotecias — 22".

Concluimos el capitulo mostrando una prueba alternativa a las segunc
del Teorema 2.0.8. Tomemas, v, vs, ...vg puntos emA, y las geodésici
[v1,vs8], [ve,vs], [vsa,vs5], [ve,v7] Y transformacioneg y g hiperbolicas que ap
reenfuvy, v3] con|vr, vg] Y [v4, v5] CONJvY, vs], respectivamemte. $t es el poligon
con vérticesy;, vy, v, ...vg, S€ puede probar usando el Teorema de Poncal
el grupoG generado pof 'y g es discreto y° es un poligono fundamental con
X0 para éste cf. [1] pp. 242-251.

Figura 2.7: Poligono fundamental convexo con lados libres

Como en el Teorema 2.0.8, los ejesflg g cruzanP, asi que son primitivo
y fy g son simples ya que aparean lado de un poligono fundamental cc
Tomemos una linea diagonal que una un punto interiode el lado libre dete
minado poms, v, Conw, otro punto interior del lado libre determinado per vs
vease la Figura 2.8.

Consideramos ahor®’ el poligono con veérticesn, ws, fg(vs), fg(vs),
flw), flwz), vay vsyladosfwi, ws], [fg(va), fg(vs)], [f(w1), f(w2)],
[vg, vs], NOtese qug y fg aparean los lados del poligono, véase la Figura 2.
nuevo usando el Teorema de Poincaré, el grupo generadoypfiy, que tambié
es@, tiene poligono fundamental convekd, y fg resulta ser simple primitivo

Iterando el proceso obtenemos una sucegiofy, f2g, f3g... de elementc
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hiperbdlicos simples primitivos. Argumentando de manera anéloga al Te
2.0.8 hay una infinidad de elementos en la sucesion no conjugados veéase |
2.4.

O

Figura 2.8: Prueba alternativa de la segunda parte del Te2eéhB



Capitulo 3

L a signhatura de un grupo fuchsiano

Como ya se menciond, dado un grupo fuchsiano finitamente generado no
mental, se puede construir un poligono de DiriclilgtaraGG con un namero finit
de lados cf. [1] p. 254. Este poligono al tener un namero finito de lados tiel
cantidad finita de vértices parabdlicos y de lados libres. Se puede probal
identificar los lados dé® se obtiene una superficie de Riemann. Véase [1] ¢
Mas auln, si se considera

H* = H? U {puntos fijos parabdlicds

se puede dar una topologiaEh tomando los abiertos usuales#hy conside
rando los horodiscos basados en los puntos fijos parabdlicos como sus vec
De esta manera, 6 es un grupo fuchsiano finitamente generado del prime
H* /G resulta ser una superficie de Riemann compacta, véase [5] y [7]. Int
mente lo que se esta haciendo es compactificando la superficie al pegarle t
por cada clase parabdlica, es decir, cerrando las cuspides o puntos que est
sentan. Por ejemplo, el grupo modular tiene una cuspide eon esta topolog
el cociente es compacto.

Por otra parte, en el caso general (primer o segundo tipo), al identific
lados libres se forma en el cociente un numero finito de circulos al infinito «
pueden “tapar” con discos y obtener una superficie compacta. Para enten
con mas claridad mostramos un ejemplo. Sgan = 2z +6Yy g(2) = 3.

Se puede probar que la regi@hdescrita en la figura 3.2 es fundamental |
el grupo< g, f > (cf. [1] p. 103), resulta que al aparearcons) y luegog; congs
bajog~! se forma un circulo al infinito representado por los segmentos en |:
real que uner-3y —2y el que uney 3 que son lados libres. En este ejemplo
una sola componente compacta en la superficie de Riemann al infinito form.

25
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lados libres, sin embargo pueden existir varias, aunque solo un nimero fi
ellas cf. [1] Teorema 10.1.2. A partir de ahora trabajaremos principalment
modelo del disco de Poincar® G un grupo fuchsiano finitamente generadd
un poligono fundamental localmente finito para la accio@'desto es, una regi
fundamental convexa con la propiedad de que cualquier compactoirtersec
un namero finito de imagenes de Usaremos el siguiente resultado importa

o0

Figura 3.1: Cociente del grupo modular.

v

z— 2+6

S1 51

/
S92 m 52

LY

-3 =2 0 2 3

z

9(z) = -7 f(z)=2+6

Figura 3.2: Region fundamental para el grupo generadd pay.

Teorema 3.0.9Si D es localmente finito para un grupo fuchsia@@ctuando e
A, entonces\ /G es homeomorfo & /G.

Una prueba se puede consultar en [1] pp. 208-209. Por lo cual el géner
superficie que obtenemos no depende de la eleccidn @&=aG un grupo fuch
siano del segundo tip@A resulta ser la union ajena del conjunto limite con
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unién numerable de intervalos de discontinuidad. Denotamos al punto ini
cada uno de estos intervalos, jpgty el punto final po;. Tambien escribiremc
v; la geodésicda;, b;], la cual divide aA en dos semiplanos, llamemas; al
semiplano que no contiene al intervalo de discontinuidad, se define la re(

Nielsen como
o
N=(\H;
7=0

El conjunto ordinario es invariante, cada lado libreldgace en un intervalo (
discontinuidad, como el niumero de lados del poligono es finito, al ir apat
los lados, se sigue que después de un numero finito de pasos, laimagen d¢
libre cae en el mismo intervalo de discontinuidad, por lo que existe un ele
hiperbdlico de frontera que fija dicho intervalo. En el ejemplo anterior

G:<z—>z+6,z—> : >
z+1

la transformaciém—! f es hiperbdlica de frontera y deja invariante el interval
discontinuidad que contiene al intervade3, —2|. Véase la Figura 3.2.

Volviendo al caso general séacualquier intervalo de discontinuidad, alg
imagen de un lado libre dB esta en/, tomamos un punta en el intervalo y u
puntou enA, existeg € G tal queg(u) € D, el segmentdg(u), g(w)] intersec.
a una cantidad finita de imagenes deya queg(w) es un punto ordinario y
diametro euclidiano de las imagenes del poligono tiende a cero, cf. [1] f
Se puede entonces encontrar una imagep diigamosh (D) y un segmento ¢
geodésica totalmente contenido en ella que termine en un punto ordinaric
g(w), que en este caso es de la fori(a’), donde w’ esta en un lado libre
la frontera euclidiana d®. Se puede repetir el proceso anterior para el poli
h~'g(D) y conjugar. En consecuencia cualquier intervalo de discontinuic
fijado por una transformacion hiperbdlica de frontera.

Tomando la imagen del poligond repetimos el argumento anterior, de
manera notamos que la fronteradeen A consiste en los ejes de todos los
mentos hiperbolicos de frontera de SeaA; uno de estos ejes con estabilize
generado poh; y seaH;, la componente cerrada de— A; que no contiene &.
Por conexidad{; es estable baje: h; > . Resulta que la proyeccion dé; en
A/G es homeomorfa &;/ < h; > . Esto se sigue del siguiente resultado
prueba se puede consultar en [1] p. 123.

Teorema 3.0.10Supdngase qué&' actua discontinuamente e y que D, es
estable con estabilizad@¥,. Si se cumple una de las siguientes condicione
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a) D, es abierto enD,
b) Dy/G, es compacto,

se concluye qué), /Gy (con la topologia cociente) y(D,) (con la topologi
de subespacio)) son homeomorfos, dondéa :— A/G es la proyeccion en
superficie de Riemann.

Se afirma qué{;/ < h; > es homeomorfo a un cilindro. Para esto sea A el eje
deh, y sin pérdida de generalidad supongamos que el ejeedee| eje imaginar
positivo y que la recta real positiva sus puntos ordinarios. Se puede torr
geodésicd con centro euclidiano en el origen y que corte el eje imaginat
z. Entonces al considerar la region comprendida en el primer cuadrante §
h(¢) es una region fundamental para la acciomdm { =z € C | Re(z) >0 }.
Por construccion se sigue entonces que al identifigdr(¢) se obtiene un cilindi
cuya tapa es un lazo simple. Véase La Figura 3.3

Figura 3.3: Cocienté!;/ < h; >.

Ademas, ninguna imagen depuede cruzar, debido a que los puntos fina
de A estan en la frontera de un intervalo de discontinuidad. Mas audn, r
elementos elipticos de orden dos que estabiliteya que el conjunto ordinar
es invariante, esto implicaria que el conjunto limite solo tiene dos puntc
embarga es no elemental.

Sear la proyeccion natural dA en A /G, podemos ver que(A) es la uniol
ajena der(N), los lazos simples(A), (dondeA son los ejes hiperbolicos
frontera) y los cilindros de la forma(H 4). Nétese que los cilindros(H 4) Se
unen conr (V) en la frontera comun que son los lazgsl), el ndmero de ellc
es por supuesto el mismo. M&s aun, hay el mismo ndmero de cilindié$
gue de clases conjugadas hiperbdlicas de frontera ciclicas maximales. Es
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claro que se pueden hacer retractos en cadadézdy concluir quelos tres es
paciosA/G, D/G, N/G son homeomorfos entre. Addemas,G contiene sol
un nuamero finito, digamos, de clases conjugadas de subgrupos ciclicos pe
licos maximales y cada uno corresponde a una cuspide en la superficie (c
rese horodiscos suficientemente pequefios basados en un ciclo parabdli
cf. Teorema 3.0.10 y [5] ). Finalment€&, contiene un namero finito;, de clase
conjugadas de subgrupos ciclicos elipticos maximales:sgami,, ... m, los
ordenes de éstos respectivamente.

Definicion 4 El simbolo(g : my, ms, ..., m,;s;t) es llamado la signatura (
G : cada parametro es un entero mayor o igual a ceray > 2, dondeg es e
genero de la superfici& /G, los m; son los ordenes de los subgrupos cicl
elipticos maximales;, el nimero de estos subgrupos, s el nimero de clases
gadas parabdlicas y el nUumeo de clases hiperbdlicas maximales de fronte
no hay elementos elipticos éh simplemente escribimds : 0; s; t)

Teorema 3.0.11Existe un grupo fuchsiano finitamente generado no elen
con signaturag : my, ma, ..., my;s;t) ym; > 2 siy solo si

d 1
209 — N
g 2+5+t+2(1 mj) >0
7j=1
Antes de la prueba de este teorema enunciaremos algunos resultados.
Recordemos qué&’/G = A/G Yy h — drea(D) = h — area(A/G), dondeD
es un poligono de Dirichlet patacf. [1] p. 250.

Teorema 3.0.12Sea( un grupo fuchsiano finitamente generado no elem
con signaturd g : my, ma, ..., m,;s;t) y region de NielseV. Entonces

h—drea(N/G):2W{2g—2+s+t+2(1—i>}.
mA
j=1 !

Si G es ademas del primer tipo, entoncéés= A y t = 0. Por lo cual se obtier
una formula para el area de cualquier poligono fundamental convexo de

Corolario 3.0.13 Sea(G un grupo fuchsiano finitamente generado del primer
con signaturdg : my, ms, ..., m,; s;0) entonces para cualquier poligono fun
mental convex® deG

- 1
h — area(P) = 27 [29—2—1—5—1—2(1——)] :
m.
=1 !
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DEMOSTRACION DELTEOREMA 3.0.12
SeaD un poligono de Dirichlet par& con centro enw, se tiene

h —area(D N N) = h — drea(N/G),

ya queD N N es un dominio fundamental para la accion(éeestringida aVv.

Se puede elegin adecuadamente y suponer que todo ciclo parabdlico \
tico endD tiene longitud 1 cf. [1] Teorema 9.4.5. Los ciclos elipticos no est
los ejes hiperbdlicos de frontera, esto se sigue por la invariabilidad ga que
(G es no elemental. Se puede suponer también que los ciclos accidentale
longitud 3 cf. [1] Teorema 9.4.5. De esta manera la suma de los angulos ii
de estos ciclos exr.

Figura 3.4: Los lados del poligono no estan totalmente caidsren los ejes.

Se puede suponer también que ningun lad@desta contenido eflN, bas
ta con tomanv fuera de los bisectores determinados por las parejas de I«
hiperbdlicos de frontera, los cuales son una cantidad numerable, cf [1] p. 1

Para probar esto supdngase que existe un lado del poligono que esta ¢
totalmente en un eje hiperbdlico de frontéracomo el poligono es de Dirichl
el eje resulta ser un bisector entrgy g(w), para algung € G. Sabemos tambit
que

plw, L) = 5pluw, g(w).

Por otro lado, la imagen inversa debajo g es también un eje hiperbdlico
frontera, y ademas contiene otro lado/deMas adn, la imagen inversa bajale
la geodésica ortogonallaque unew y g(w) resulta ser la geodésica que une
y ¢ *(w) y es ortogonal g ~!(L). Comog es una isometria, se tiene

p(w, g(w)) = p(w, g~ (w)),

y como la distancia de ag~'(L) es un medio de esta distancia, dado gu€ L)
es el bisector entre y ¢~ '(w), esto implica quev esta a la misma distancia
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Lydeg~*(L), asi quew esta en uno de los biesctores definidosqwr véase |
Figura 3.4.
Ahora, solamente un nimero finito de imagenes distintas de un eje hipe
puede intersecar la cerradura de un dominio fundamental localmente finitc
Para probar esto, gi es un eje hiperbdlico de frontera, la frontera/deon-
siste de la coleccion, (L), g, € G. Hay que probar que

gu(L) N D 0. (3.1)

Solamente para un numero finito de transformaciones.
En caso contrario si (3.1) no sucede, se toma un arco comfuatamentz
K para la accion de la transformacion hiperbdlica de frontera primitiva que,
gue denotamos par.
Para cadg,, tal que B
gn(L) N D # 0,

esto es, _
Lng, (D) #0,

se puede ajustar esta interseccion para que la imagefm ideerseque a<, es
decir, existd,, € Z tal que

K N hng-(D) # 0.

Como esto sucede solamente para un numero finito de transformacion
formah!~g. ! necesariamente gj,(L) N D # (), esta coleccion dg,, es finita.
Esto se sigue ya que si
hlng—l — hlmg—l

entonces
In(L) = gm(L).

Por otra parte, posiblemente existen ciclos accidentalésetela frontera d
la region de Nielsen. Por la invariabilidad dey el hecho de que la suma de
angulos interiores sear, necesariamente los vértices del ciclo, que denot
por z1, z3, z3, aparecen como en la Figura 3.5.

Nombremosk; el nimero de lados d® N N contenidos en la frontera
Nielsen que inician en algun vértice accidental (n6tese que aparece un li
cada ciclo accidental de este tipb),el nimero de lados d& N N endN, que «
bien terminan en un vértice accidental de este tipo, o bien lados no apare
D que no inician ni terminan en un veértice accidental de este tipo.
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v
N7 s

Figura 3.5: Unico caso en el que puede existir un ciclo actadiem la fronter
de la region de Nielsen

Como N esta acotado por ejes hiperbdlicos de fronteré; gs finitament
generado, solamente una cantidad finita de ladqs ddersecan &.

Por consiguiente)) N NV es un poligono con un namero finito de lados.
tando esta informacion y orientando positivament§ 2 N N). La frontera d
D N N consiste en2n lados apareados (los cuales son arcos de lados apz
de D), ki + k5 lados no apareados que estaroénn D, dondek; correspond
a lados no apareados que inician en un vértice accidental que eSfé grk.
corresponde a los lados no apareados que estan emaquéllos que terminan
un vértice accidental e N ON.

w

D
51 / So \’</§/1 5 s
"N N TN
| [ | | “

[ \
| |

Figura 3.6: Posible ciclo accidental en la frontera de laoregie Nielsen

Los vértices deD N N son losr ciclos elipticos de longitud 1, algunos cic
accidentales que no estan en la frontera\deigamosa, los s parabdlicos d
longitud 1, yk, + &, ciclos endN (ver figura 3.6). Notese que el nUmérpco-
rresponde al nimero de ciclos accidentales que apare¢ey gik, al nUumero d
ciclos de vértices de longitud 2 que aparecef Fm D, cada lado que contribu
al parametrdk, inicia con algun vértice e N no accidental, el cual debe e
apareado con algun otro vértice donde términa un lado dektipddtese que €
los lados no apareados, los vértices terminales no pueden ser vértices acc
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pues en este caso perteneceria a un ciclo como el de la Figura 3.5y el poli
seria convexo.

Aplicamos ahora la formula de Euler (vease [8] p. 101) esto es, identifi
lados y vértices, obteniendo

2—29=(s+r+a+k +k)—(n+k+k)+(1+1), (3.2)

dondeg es el género de la superficie de Riemann compactificada al “reller
yos”, esto es las cuspides y los definidos pos las clases de las transformac
perbélicas de frontera. Notese que el nimero de lados identificados/igst ks,
existe solamente una 2-celda pero al “rellenar hoyos” se tienen que swimz
por cada clase hiperbdlica de frontera, ya que los arcos de los elemento
bolicos de frontera encierragiscos es decir, las partes de la superficie dc
la métrica tiende a infinito. Asimismo y el numero de vértices identificad
s + r + a, por las clases parabdlicas, elipticas y accidentales de vértices
estan el N, ademas dé; por cada vértice accidental en la frontera de la re
de Nielsen y el parametri, que surge al contar los vértices finales de los |
tipo k,. Obsérvese que en este conteo aparecen todos los ciclos.

En consecuencia, se sigue de (3.2) que

n—a=29+s+r+t—1 (3.3

Figura 3.7: Como las transformaciones@preservan la orientacion los vertic
terminales van en vértices iniciales @N.

Por otro lado, si unimos con cada vértice d® N N, se divideD N N er
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2n+k1+ ko triAngulos y se obtiene sumando area de triangulos cf. [1] pp. 15!

"o

h —area(DNN)
m;

(2n + ki + ko)m — 27w — 2wa — wky — wko —

j=1
n—a—l—zr:i
m.

j=1 "

= 27

Esto se sigue ya que en los ciclos accidentalésefa suma de los &ngulos
7, vease la Figura 3.6+ § + v = ), y los otros vértices efiN que se apare:i
dos a dos, por conformalidad y la invariabilidad/déa suma también es (véas:
la Figura 3.7). El términ@r consiste de la suma de los angulos alrededas.d
Finalmente, sustituyendo en esta ecuacion (3.3) se tiene el resultado, ¢

m;

- 1
h —area(DNN) =27 [2g—2+5+t+2(1——)]

Jj=1

Dado que en la férmula del Teorema 3.0.12, los términos

1 1
1—— > = Vm,.
mj 2
Se observa que &l — area(N/G) debe tener una cota inferior positiva valida |

todos los grupos. Escribimos:
A = (1/27) h—area(N/G),
y para encontrar esta cota inferior, asumiremos provisionalmente que

1
A< —. (3.4)
6
Este es un numero conveniente para el siguiente analisis y pronto veren
efectivamente hay grupos para los cuales %

Se tiene entonces que

A:2g—2+s+t+i(1—i). (3.5)

m .
i=1 J
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Sir=0 0 m; =2Vj € [L,2,...r], entonceA = n/2 para algin entero.
ComoA > 0 se tiene quel > 1.

Supdngase que > 0y que alginn; es al menos tres, se tiene entonces
si se cumple (3.4)

1>6A
r—1 2
>6|2g—2+s+t+ ——+2
2 3
=129 —12+6s+6t+3(r—1)+4
=129 — 11 + 6s + 6¢ + 3r.

Esto se cumple siy sélo si
12 > 12g + 6s + 6t + 3r,

es decir
4>4g+2s+2t+ . (3.6)

Por otra parte comd > 0, usando (3.5) y (3.6) se tiene que

: 1
2<A+2:2g+s+t+2(1——>

X m;
j=1 J
<29+s+t+r

<4dg+2s+2t+r

< 4.

Por consiguiente,yaqWy + s+t +r y 4g+ 2s+ 2t +r son enteros que est
entre2 y 4, se sigue que

20+s+t+r=4g9g+2s+2t +r.

De manera que si < %, necesariamentg = s =t = 0, y r = 3. Se concluy
entonces que

AdemasA > 0. Ahora, si cadan; es al menos, alguno debe ser mayo
igual a4, sin pérdida de generalidad,, my, > 3y mg > 4.
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Por lo que
1 1 1 1 1 1
——— > —— >, —— > —=
ml_ 3 mo 3 ms 4
Y 2 1 1
A>1—=-—=-> —
- 3 4712

En caso de que algin;, digamosn,; sea igual & se tiene que

1 1 1
A=5- (ot a) >0
2 mo ms
En este caso, shy, > 4, ms > 4 alguno de los dos debe ser mayor 0 i
qgueb para que el &rea siga siendo mayor que cero, por lo que

1 /1 1\ 1 9 1
A>-—(-4-)=c-"=_—.
2 (4 5) 220 20

Finalmente sim; = 2y my, = 3 entonces

y necesariamentes; > 7.

Obteniéndosel > : — 1 = ;. La igualdad se alcanza cuan@atiene sig
natura(0 : 2,3,7;0;0), Este grupo llamado triangular, en efecto existe, cf. []
276-280, véase la Figura 3.8. Hemos probado el siguiente resultado

Teorema 3.0.14SeaG un grupo fuchsiano no elemental finitamente genel
con region de Nielsen N, entonces

h — area(N/G) > %,

y dicha cota se alcanza por el grupo triangular (2,3,7).

DEMOSTRACION DELTEOREMA 3.0.11
El Teorema 3.0.12 muestra que(sies un grupo fuchsiano finitamente genel

no elemental con signatufa : m,, ms, ..., m,;s;t) y m; > 2 entonces
2 —2+s+t—|—§: P B (3.7)
g m, . .

Jj=1
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Figura 3.8: Grupo triangular (2,3,7)

Por lo que basta probar la segunda parté> 0 se tomantg + r + s + ¢t puntos
z; igualmente espaciados en el circpla, 0) = d. Los arcosz;z;,1 subtiendel
un angulo de# en el origen, por lo que

0 2T
C 8g+2r+2s+ 2t

(3.8)

Con los primeros cuatro de estos arcos se construye una configuracion
transformaciones; ilustradas en la Figura 3.9.

Notese que los puntas, 2, . . ., z; son todos equivalentes baje, hy, i hy !
Esta construccion se repige- 1 veces empezando epy continuando en este ¢
den. Esto conllevdg arcosz, z;, 1, un anguldg6 en el origen y transformacion
h, ha, ..., hyy. Usando los siguientesarcosz; z;., Se construyen configuraci
nes con transformacionegcomo se ilustra en la Figura 3.10 (recuérdese qu
enterosn; son mayores o iguales que 2).

Siempre se puede encontrar este angulo, usando el producto inversivo s
mostrar formalmente la existencia de dicho angulo cf. [1] p. 29.
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p(z,0)=d

hi(z9) = z3 zy = hi(21) = ha(z3)

Figura 3.9: LGs vértices son equivalentes.

Figura 3.10%; es una transformacion eliptica de orden.

Las transformaciones son elipticas de orden;, que fijanw; j = 1,2,...7.
Esta parte de la construccion conlleva otra medida angular#len el origer
Después se repite la construccioveces ahora con las; endA, las transforme
ciones correspondientps son parabdlicas (veéase la Figura 3.12).

Restarnt arcos, cada uno subtiende un angul@éen el origen. En cada u
de estos arcos se construyen configuraciones y transformaciones hiperi;
como en la Figura 3.13, donde

14+d
o = (1 n 2d) 0. (3.9

Se ha construido un poligono con vérticgsu;, v;, w; con apareamient
dados poti;, e;,p; Y b;.
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Figura 3.11: Caso eliptico si; = 2.

El grupoG generado por estos apareamientos puede ser discreto o n
pero en todos los casos, los puntgsz,, . .. estan en la misma oérbita. Mas a
la suma de los angulos subtendidos en estes

8ga+2(f1+ B+ ... + Bristt)s

a este numero lo denotamos ), es decir, es una funcion que dependelc

wj

Figura 3.12: Vértices parabolicas en la prueba del Teorema 3.0.11.

Se mostrara que para alguna elecciénide(d) = 27. Aplicando un argt
mento de continuidad.

En consecuencia usando el Teorema de Poincaré, el giigsodiscreto y ¢
poligono construido es un poligono fundamental gar&or altimo, se verifical
qued tiene signaturdg : my, ms ... m,; s;t).
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j v;

Figura 3.13: Apareamientos hiperbolicos de frontera en lelpa del Teoren
3.0.11.

Notese qué < 0 < 7/3, yaque Si

g#0

entonces
8g+2r+2s+2t > 8

en caso de quesea igual a cero se sigue de (3.7) que
s+t4+r>2,

debido a que estos valores son enteros la desigualdad se convierte en
s+t+r >3,

de donde se obtiene
2542t 4 2r > 6,

y por (3.8) “se tiene que& < /3.
Usando la Figura 3.9 y propiedades de la trigonometria de triangulos |
gulos se tiene la siguiente igualdad.

cosh d = cot 0 cota. (3.10
Cf. [1] p. 147 Teorema 7.11.3. Despejando se tiene que

cot 8
= tan~! 3.11
@ =l (coshd) ’ ( ‘
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asi que el angula depende continuamente del paramdtrga quef) es constant
mas aun) < « < m/2. Por otra parte en la Figura 3.10 usando la ley de co:
cf. [1] p. 148, se obtiene

cos 6 cos 3; 4 cos(m/m;)

hd=
cos send sen j;

(3.12)

Noétese que sin; = 2 ésta es la misma formula que (3.10). Para los
vértices que se encuentran en la frontera existe una expresion similar, s
aplicar un resultado analogo (cf. [1] p. 146 Teorema 7.10.1) y obtener

cos Bl cos B + 1

hd=
cos send sen j3;

(3.13

)

véase la Figura 3.12. Este mismo resultado ([1] p. 146) implica que en la
3.13 se cumple la siguiente expresion

cosf cos 5 + 1
send; senpj;

Ahora, sid — 0, usando (3.10) se tiene que

coshd = (3.14

a—7/2—0,

ya que Si
1 = cot fcot «

y 6 es fijo, entonces
COS ¥

sena’

tanf = cot a =
Y esto se cumple si = 7/2 — 6, ya que
cosa = cos(m/2 — ) = —sen(—0) = serd

sena = sen(w/2 — 0) = cos(—0) = cos¥.

Notese qué&/d se tiene quer < 7 —0, ya que la suma de los angulos interic
de un triangulo es menor/a Ademas como cotangente es biyectiva @nr/2),
se sigue quee — /2 — 6 si d — 0.

Por otro lado se sigue de (3.12) que,

cosh d senf senf; — cos(m/m;) = cos @ cos f5; = cos(0 + f3;) + send serp;.
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Por lo cual

cos(f + B;) = coshd senf senf; — cos(w/m;) — send senp;
= send senp; (coshd — 1) — cos(m/m;)
= senf senp; (coshd — 1) + cos(m — w/m;),

de manera que gl — 0 entonces?; — 7 — -~ — 0, yaque
J

cos(d + ;) —> cos(m—m/m;), y 0< f; <m— mi — 40,
J

debido a que coseno es una funcion biyectivélern). Véase la Figura 3.10.
Para los vértices parabdlicos, haciendo operaciones analogas, se dedt

cos(d + B;) = sinfsin fBj(coshd — 1) — 1
por lo cual sid — 0, entoncesos(d + ;) — —1 = cos 7. Ademas
0<0+p;<m,
y como la funcion coseno es biyectiva ering 7 se sigue que; — 7 — 6.

De igual manera, para las transformaciones hiperbdlicas de frontera,
(3.14) sid — 0, en el limite se tiene

cos(d + B;) = —1

ya quet; — 6 (conforme a (3.9)). Se sigue de esto qué si— 0, entonce
6, + p; — m por lo queg; — m — 6. Vésae la Figura 3.13.
Ahora sid — 0, usando las observaciones previas, se tiene que como

¢(d) = 8gOé _I_ 2(61 + 52 + e + Br—f—s—i—t)a

entonces

o(d) — 89 (5 —0) +2

. T (ﬁ—l—9)+s(w—e)+t(w—e>

m;

J=1
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Lo cual usando (3.8) esigual a

d 1
J

)+27rs—|—27rt—(89+27’+23—|—2t)0

=27

=27

=27

j=1

2g+i

J=1

20+

j=1

29—2+Z

1
1— —
m;
1
1— —
m;

J=1

( 1
1— —
m;

)+s+t

>+s+t—1

)-I—s—l—t

_QW(

89 +2r +2s+ 2t
89 +2r +2s+ 2t

)

+ 21 > 2.

Resulta que(d) es una funcion continua, se mostré gudepende continu
mente del parametrb(véase (3.11). Se prueba ahora que los angtjldepende
también continuamente de Usando (3.12) al elevar ambos términos de la ¢
cién al cuadrado y sustituyendo $6npor 1 — cos?(3; se llega a una ecuacion
segundo grado en términos ée 5,. Especificamente

;

dondek; = cosf, ky =send, y ks = cos(m/m;). Se sigue entonces que

ki cos B + ks

3.15
kosen 5]' ( ’

COSZhd:(

k3 cos® h d sert B; = ki cos® B; + 2k1ks cos B; + k3,
sustituyendo sép; por 1 — cos?3; se tiene que
k3 cos® h d — k3 cos® h d cos® B; = ki cos® B; + 2k k3 cos B; + k3

=
(k? + k3 cos h d) cos® B; + (2kyks) cos B; + k3 — k3 cos> h d = 0

por lo que

—kiks & /K3 k3 — (k} + k3 cosh d)(k% — k3 cos® h d)
k3 + k3 coshd '

Existen dos soluciones para (3.15), una de ellas es

cos f3; = (3.16

ki cos B + ks

hd=
oS Tasen G,
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y la otra
ki cos B; + ks

—coshd =
cos Tasen 7,

Notemos que en (3.12) el signo dah d es el signo del numerador del mie
bro derecho, ya que < 6, 5, < . Retomando las soluciones de la ecua
cuadratica, una de ellas es siempre negativa, mientras que la otra puede s
va 0 negativa, esta solucion es la correcta. Esto se sigue ya que la solucior
es decirJa mas negativaorresponde a

cos 0 cos 3j 4 cos(m/m;)

—coshd =
cos send sen §;

Debido a que se ha expresade j; en términos de y ¢ se tiene qué; depend
continuamente del parametfpanalogamente de las ecuaciones (3.13) y (3.1
llega a una expresion similar, en el primer caso, se thina 1 y se sigue exa
tamente el mismo argumento. Finalmente, para los angylaesrrespondientt
a apareamientos hiperbdlicos, se tiene que tanmomok, son funciones col
tinuas que dependen del parametroecuérdese qu& aparece en la expresi
pero este parametro, como se puede ver en (3.9), depende continuameg ke
lo que en (3.16) el argumento también es valido.

Otra manera de probar la continuidad es con el producto inversivo, note
si se aumenta un poebel 3; correspondiente cambia poco. Se puede conjug
tal manera que el angutbcorresponda a un angulo entre el eje imaginario \
geodésica que lo corte, se toman todas las geodésicas que formen unngy
con el eje imaginario, se puede observar que todas estas rectas se obtiene
de homotecias, por lo que el angulp depende continuamente del paramel
(véase [1] pp. 28, 29y las Figuras 3.14 y 3.15).

Por otra parte si — oo se sigue de (3.10) que

cotd cota — 00

comod es constanteot o debe tender a infinito, de donde se sigue que— 0.
En la ecuacion (3.12), sl tiende a infinito ambos miembros de la ecua
tienden a infinito, como el numerador en el segundo miembro esta acofaek
constante, entonces sgntiende a cero por lo cudl; tiene a cero.
De manera analoga en (3.13) y en (3.1#ghd — oo Sid — oo, por
lo cual el segundo miembro en ambas ecuaciones tiende a infinito y comc
merador esta acotado, se sigue que el denominador en ambas expresione
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infinito (recuérdese que di— oo entonce#; — 6/2), asi que el denominac
tiende a cero y entoncet tiende a cero.
Estas observaciones implican que si

d — 00

entonces

por continuidad existé tal que¢(d) = 2w, reccuérdese qu&(d) es la suma ¢
los angulos interiores en el ciclo accidental, el cual es Unico en nuestro poli
dado que la suma de los angulos interiores del vértice accidertalsscumpl
la hipétesis del Teorema de Poincaré y el grapes discreto.

Ahora, GG tiene r transformaciones elipticas de ordenes, m,, ... m,,
tambiéns parabdlicas y hiperbdlicas de frontera que representan todas las
conjugadas distintas. Esto se sigue, esencialmente, ya que aparean lados
tes de un poligono fundamental cf. [1] seccion 9.3 y las observaciones sc
transformaciones hiperbdlicas que se mencionan antes del Teorema 3.0.1
mente, SiA/G tiene géneray*, por la férmula de Euler aplicada a la supert
obtenida se obtiene.

2-29"=(14+r)—29g+r+s+t)+1+(s+1)

dondel + r son las clases de los vérticeg,+ r + s + ¢t son los lados apareac
y s+t son los hoyos que "tapamos", asi gue ¢* y hemos concluido la pruet

O

A continuacion se discute la geometria alrededor de los vértices para
de un grupo Fuchsiano no elemental, en el mismo sentido del inicio del ce
en el cual se definio la signatura.

DadoG un grupo discreto no elemental con transformaciones parabOlic
define para cada € G la region

Sy ={ z € H?|senh (1/2 p(z,g(x))) <1/2 }.

Se puede probar qué € G, h(3,) N3, = 0, a menos qué €< ¢ >, cf.
[1] p. 110 Teorema 5.4.4. Este teorema se puede adaptar al caso fuchsian

Proposicion 3.0.15SeaG un grupo fuchsiano no elementabyun elemento pi
rabélico que genera el estabilizador de su puntofijentonces existe una regi
horociclica K basada erv, tal que 7n(K) es conformemente equivalente &
disco perforado ed\ /G.
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Figura 3.14: Los angulos; dependen continuamente de

DEMOSTRACION. Resulta quez, es un horodisco basado enUsando la obse
vacion previa al teoerma se sigue la existencia de una region horodicéistabls
bajo la accion dec g > .

En virtud del Teorema 3.0.10 comg, es abierto se concluye que el cocie

X,/ <g>

es homeomorfo &(X,), el cual es un disco perforado. Esto se puede prob
cilmente tomando un poligono de Dirichlet donde los ciclos parabdlicos t
longitud uno, véase la Figura 3.16.

O

A continuacion se presenta un ejemplo. $eal cuadrilatero hiperbdlico ¢
H? con vértices en-1, 0, 1, coy G el grupo generado por

2z
22+ 1

g(z) =242, y h(z) =

Véase la Figura 3.17.

Noétese quér y g son elementos parabdlicos, el circulo isométrica diene
centro en—1/2 y radio 1/2, de igual manera el circulo isométrico tie! tiene
centro enl /2 y radio 1/2. Las transformaciones y g aparean los lados del ¢
ligono y se cumple el Teorema de Poincare, en consecuéhesgun poligon
fundamental convexo paf@ Ahora, si se separa el cuadrilatero en los triang
(00, —1,0)y (00,0,1), se observa que el h-area del poligon@es
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a ka

Figura 3.15: Detalle de la conjugacion de los angulps

Xy

Figura 3.16: Horodisco usado en la prueba de la Proposictdh33.

Por otra parte el area de la region fundamental para el grupo clasico n
PSL(2,7) descrita en la Figura 2.1 es— 27 /3 = /3, de modo que el indi
deG en el grupo clasico modular és

Se puede probar que este grup@s precisamente

- { (2 2) estan|(* 1) =(1 1) mose)

que es normal e®SL(2,7Z), en este sentido, este es un caso particular del
de Selberg, el cual dice que dadaun grupo finitamente generado de matrice
n x n, entoncess tiene un subgrupo normal de indice finito sin torsién (véas
p. 10).

Concluimos esta tesis exhibiendo cotas superiores e inferiores para pc
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51 S1

Figura 3.17: Los lados del poligono son apareadog yot.

fundamentales convexos para grupos fuchsianos del primer tipo.

En este caso podemos omitir el parameten la signatura y considera
los elementos parabdlicos como elipticos de orden infinito, se puede can
notacion de la signatura por

(g:mq, ..., my)
o0 bien, siG no tiene elementos elipticos, ni elementos parabolicosgoob).

Teorema 3.0.16SeaG un grupo fuchsiano finitamente generado del primer
y P cualquier poligono fundamental convexo p&aSupongase quf tiene N
lados (los cuales no se aparean consigo mismos).

i) SiG tiene signaturdg : m,, ... m,) donde posiblemente= 0, entonce
N <12g+4n+6.

Esta cota superior es alcanzada por el poligono de Dirichlet con cen
w para casi toda eleccion de.

i) SiG tiene signaturdg : 0), entonces
N > 4g
y esta cota es alcanzada por algun poligdho
i) Si G tiene signaturdg : mq, ... m,), n > 0, entonces
N > 4g + 2n — 2,

la igualdad se tiene para algunR.
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DEMOSTRACION. Supongase que tieneCy, Cs,..., C, ciclos elipticos o pi
rabolicos yC,, 1, C,4o,..., C,y4 Ciclos accidentales, alguno de estos conjt
(pero no ambos) pueden ser vacios.

En general, se denota pjd¥| el nimero de puntos en el ciglo|. Se tiene qu

|IC;] >1 si 1<j<n;

|IC;| >3 sin<j<n+A
Ademas el numero de lados del poligono cumple

n+A

N=>|cl,
j=1

de donde se sigue que

0<a<on (3.17
Aplicando la formula de Euler al poligono se tiene
2—29=1—N/2+n+ A, (3.18
multiplicando esta igualdad pa@ry despejandaV, se sigue que
N —2A=4g+2n —2. (3.19

En consecuencia, se obtiene iii).
Por otro lado, de (3.17) se concluye que

—6A > 2n — 2N,
utilizando este hecho y multiplicando pbfa ecuacion (3.19), se obtiene
129 +6n —6 > 3N +2n — 2N = N + 2n,

lo que implica
129 +4n—6> N

gue es la desigualdad i).
En caso de que la signatura gea 0) se llega a una igualdad similar a (3.:
En este caso se obtiene
N —2A =4g —2,
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y como deben existir ciclos accidentalés> 1, por lo cual
N—2>N-24=4qg—2,

y N > 4g.

La prueba del Teorema 3.0.11 muestra que la cota infégigue aparece ¢
ii) es alcanzada. Si la signatura (gs: 0) se construyen apareamientos com
la demostracién del Teorema, véase la Figura 3.9, el poligono resultanté
lados.

Por dltimo, la cota en iii) es alcanzada, en caso dergysea una clase eli
tica, se construye el poligono para el grupo con signdturan;, ... ,m,_1),¥Y
como la variacion de(d) es de) a algo mayor dér, el mismo razonamiento ¢
Teorema 3.0.11 es aplicado, se eligge tal manera que(d) = 27 /m,,, esto im
plica que los vértices en el circulo de radicepresentan la clase eliptica falta
los cuales en el teorema, correspondian a un ciclo accidental. Se cumple
poétesis del Teorema de Poincaré, este poligono tigne2(n — 1) lados, de mod
gue la cota se alcanza. Si el grupo solo tiene elementos parabdlicos la cc
cion de las configuraciones para el parametse realiza e/, se construye
vértices parabolicos en ciclos de longitud 1 y arcos que unan consecutiv
estos vértices. Como en el caso anterior sélo se utilizanl clases parabdlic
(conn — 1 vértices), el ciclo restante determina la clase parabdlica que no
Se cumple el Teorema de Poincaré y se concluye la prueba.

OJ

vértice parabdlico

Figura 3.18: Configuracion para el caso en que todos los etesieon parabdl
cos, en la prueba del Teorema 3.0.16

A manera de aplicacion del Teorema 3.0.16 probamos ahora la existe
una constanté para cualquier grupo fuchsiano tal que la superficie de Rie
correspondiente tiene un disco de radlio
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Proposicion 3.0.17SeaG un grupo fuchsiano no elemental finitamente ger
do, entonces existe una constafte 0, tal que siP es un dominio fundamen
convexo para, entoncesP N N contiene un disco de radio cuando merig
dondeN es la region de Nielsen. De hecho se pueda dar una estimacion e>
ded.

DEMOSTRACION. Se analiza primero el caso en ques de la primer clase. £
P un poligono fundamental convexo arbitrario péfael area deP es mayor
igual arr/21 (véase el Teorema 3.0.14). Ahora, se toma un punto en el inte
Py se trazanV/ triangulos uniendo el punto con los vértices del poligavioes
el numero de lados del poligono, necesariamente uno de los triangulo tie

mayor o igual a
w/21(M).

Se mostré qué/ < 129 + 4m — 6 (Teorema 3.0.16), donde es el nimer
de clases parabdlicas o elipticas, asi que

T m
21(M) — 21(12g + 4m —6)

Por otro lado, todo triangul®' tiene un circulo inscrito de radiB que satis
face

1 1
tanh R > §sen (§h — dreaT)

cf. [2] p. 29.

Ahora, como
d(tanh t) _ 1
dt cosh? t
la derivada deanh es siempre positiva y por lo tanto la funcitamh es crecient
(véase la Figura 3.19). De este modo se sigue la igualdad

1 s
tanh ™ =
ft > tan (Q%n(42(129+4m—6)))’

_ (1 7T
0 = tanh (258n 42(12g + 4m — 6)

se sigue el resultado.
El otro caso es cuand@ es de la segunda clase, supéngase primero ¢
existen vértices accidentales@N. Obsérvese que < 2n, dondek es el nimer

tomando
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de lados no apareados proveniente®)dey 2n el nimero de lados apareac
a cada lado no apareado &V le podemos asociar el lado anterior recorrie
J(N N P) en el sentido positivo.

Ahora, se tiene de manera andloga a (3.2) que

2-29g=1+t—(n+k)+m+a+k

dondem es el numero de ciclos parabdlicos o elipticasgl nimero de ciclc
accidentales. Se sigue entonces que

2—-2g=14+t—n+m+a (3.20

como los ciclos accidentales tienen longitud mayor o igBaka tiene quén—m
es mayor o igual al numero de vértices fuera de la frontera de Nielsen, por
2n —m > 3a 'y esto implica que

2n —m

3

2—-29g<1+t—n+m+

f(z) = tan h(z)

Figura 3.19: Grafica de la funcion tangente hiperbdlica.

Por lo tanto

2
g§2g—1+t+?m<:>n§6g—3+3t+2m.

Finalmente, si\/ es el numero de lados del poligono se obtiene

M =2n+k <4n <24g — 12+ 12t + 8m = 4(6g — 3 + 3t + 2m),
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y se puede proceder como en el primer caso.
Se puede proceder de manera analoga tomando en cuenta los vértices
tales en la frontera de la regién de Nielsen.

O
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