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Introducción

La geometría hiperbólica ha cobrado mucha importancia en la matemática en las
últimas décadas. Es una de las ramas más vinculantes de las matemáticas, ya que
intereactúa con muchas otras como la teoría de números, por ejemplo, a través
de los grupos modulares, véase [7], o con la variable compleja en las superficies
de Riemann, o bien con la topología a través de las acciones tridimensionales
de PSL(2,C) las cuales muestran que casi todas las variedades de dimensión
3 se pueden entender al estudiar la acción de un grupo kleiniano en el espacio
hiperbólico de dimensión3.

En este sentido un estudio formal detallado de los temas centrales es de gran
utilidad. En particular, el estudio de la signatura de los grupos fuchsianos es un
tema de gran importancia, ya que estos invariantesproporcionan un mapadel
grupo fuchsiano, en particular, el género de la superficie de Riemann obtenida
como cociente de la acción en el plano hiperbólico. Se sabe que en algunos casos,
la signatura determina el grupo salvo isometría, como es el caso de los grupos
triangulares, cf. [1] y [9]. El tema central de esta tesis es exhibir una condición
necesaria y suficiente para la existencia de un grupo Fuchsiano no elemental dados
los parámetros de su signatura.

En el segundo capítulo se demuestran teoremas acerca de las clases conjugadas
de un grupo Fucshiano, estos serán de utilidad en la parte central de la tesis. Se
demuestra, entre otras cosas, que cada elemento parabólico o elíptico de un grupo
fuchsiano, es conjugado a un elemento en el subgrupo estabilizador de un punto
fijo parabólico o elíptico en una región fundamental dada (Teorema 2.0.2). Se da
una cota del número de clases parabólicas (o elípticas) maximales en un subgrupo
deG en términos del número de clases parabólicas (o elípticas) deG y el índice
del subgrupo (Teorema 2.0.4). También se estudian elementos hiperbólicosde
frontera, los cuales se caracterizan por preservar intervalos de discontinuidad en
la frontera de∆, y se relacionan directamente con la región de Nielsen, que es
de vital importancia en esta tesis. Se enuncian también resultados acerca de las
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clases conjugadas hiperbólicas de frontera, hiperbólicas simples, e hiperbólicas
en general (Teorema 2.0.5 y Teorema 2.0.8).

En el tercer capítulo se define con detalle cada uno de los parámetros de la
signatura de un grupo fuchsiano, y a continuación se enuncia el teorema central,
el cual nos dice que dadosg,m1, m2, . . . mr, s, t, dondeg es el género de la
superficie de Riemann asociada,mj el orden de las clases elípticas,s el número
de clases parabólicas yt el número de clases hiperbólicas de frontera, si se cumple

2g − 2 + s+ t+

r∑

j=1

(
1− 1

mj

)
> 0,

entonces existe un grupo con dicha signatura, más aún, los parámetros de la signa-
tura de cualquier grupo cumplen la desigualdad (Teorema 3.0.11). Otro resultado
central de esta tesis exhibe que siG es un grupo fuchsiano no elemental, entonces

h− área(N/G) = 2π

{
2g − 2 + s+ t +

r∑

j=1

(
1− 1

mj

)}
,

dondeN es la región de Nielsen (Teorema 3.0.12). Cabe señalar que en la prueba
que se presenta de este teorema, se completa la prueba que aparece en el libro de
Alan Beardon [1] p. 269. Ya que esta prueba no es completa, al no considerar la
posibilidad de vértices accidentales en la frontera de la región de Nielsen. Este
resultado se usa para demostrar la primera parte del teorema central. La segun-
da parte del Teorema 3.0.11 se demuestra usando una construcción ingeniosa y
elegante, la fórmula de Euler, el teorema de Poincaré, y un argumento de con-
tinuidad. Finalmente se concluye con algunos ejemplos y con un resultado que
establece cotas superiores e inferiores para el número de lados de un polígono
fundamental convexo de un grupo fuchsiano del primer tipo (Teorema 3.0.16).
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Capítulo 1

Preliminares

Denotaremos por̂C el plano extendido formado por los puntos del plano complejo
junto con infinito, los puntos dêC pueden ser identificados biunívocamente con
los puntos enS2 = {x ∈ R3 | |x| = 1} llamada la esfera de Riemann, a través de
la funciónϕ : S2 −→ Ĉ

ϕ(x1, x2, x3) =

{
x1+ix2

1−x3
si x 6= e3

∞ si x = e3

La función inversa esta dada porΠ : Ĉ −→ S2

Π(z) =

{ (
z+z

|z|2+1
, z−z

i(|z|2+1)
, |z|2−1

|z|2+1

)
si z ∈ C

e3 si z = ∞

A la biyección dêC enS2 se le llama proyección estereográfica. La idea geo-
métrica de la asosiación es tomare3 = (0, 0, 1), el planox3 = 0 como el plano
complejo, y al punto(x1, x2, x3) ∈ R3 asociarle el punto enC que resulta de
intersecar el plano con la recta que pasa pore3 y (x1, x2, x3) cf. [3] pp. 1-6.

Se define la métrica cordal en el plano extendido como

dc(z1, z2) =





2|z1−z2|√
1+|z1|2

√
1+|z2|2

si z1, z2 6= ∞
2√

1+|z1|2
si z2 = ∞

Esta métrica induce la misma topología qe la métrica euclidiana cf. [3] p.7.

1



2 1.0. PRELIMINARES

Las transformaciones de variable compleja de la forma

T (z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0

se les llama de Möbius, éstas están también definidas en los puntos del plano
complejo extendido donde el álgebra no se aplica:

i) Si c = 0, se defineT (∞) = ∞.

ii) Si c 6= 0, se defineT (∞) = a
c

y T (−d
c
) = ∞.

Estas transformaciones resultan ser continuas con la métrica cordal cf. [3] p. 9.
Si ad− bc = 0 la función es una constante. Por otra parte la transformación

z −→
a√
k
z + b√

k
c√
k
z + d√

k

,

tiene la misma regla de correspondencia que la transformación

T (z) =
az + b

cz + d
,

dondead− bc = k, sin embargo cumple

a√
k

d√
k
− b√

k

c√
k
= 1.

Por lo que podemos definir todas las transformaciones de Möbius por matrices de
la forma (

a b
c d

)
a, b, c, d; ∈ C ad− bc = 1.

Al grupo de matrices de esta forma se le denota porSL(2,C), el centro de
este grupo resulta ser{±Id} . Hay exactamente dos matrices en este grupo que
determinan una transformación de Möbius dada. Al cociente deSL(2,C) sobre
su centro se le llama proyectivización, y se le denota porPSL(2,C), este grupo
es isomorfo al grupo de transformaciones de Möbius complejas.

Una clasificación de las transformaciones de Möbius se puede hacer tomando
en cuenta los puntos fijos de estas. DadaT ∈ PSL(2,C), T 6= Id, fija exacta-
mente uno o dos puntos. SiT fija un punto,T es conjugada a una translación y se
llama parabólica. SiT fija dos puntos,T es conjugada a una transformación de la



1. PRELIMINARES 3

formaz −→ αz, si |α| = 1 a T se le llama elíptica, siα ∈ R+ a T se le llama
hiperbólica, en otro caso aT se le llama loxodrómica cf. [3] p. 21. Se denotará
“discos” a discos o semiplanos deC. Se denota porH2 el semiplano superior, i.e.

{
z ∈ C Im(z) > 0

}
.

El subgrupo deSL(2,C), que consiste en matrices con entradas reales se le denota
porSL(2,R). De igual manera podemos tomar el grupo proyectivizado

PSL(2,R) ∼= SL(2,R)
{±Id} ,

que se identifica con las transformaciones de Möbius determinadas por estas ma-
trices que son precisamente las que preservanH2 cf. [3] p. 32.

Denotaremos por∆ el disco unitario
{
z ∈ C |z| < 1

}
,

llamado disco de Poncaré.
La transformación de Móbius con regla de correspondencia

T (z) =
z − i

z + i

conocida como la transformación de Cayley transforma conformementeH2 en∆.
Las transformaciones de Möbius enSL(2,C) que preservan el disco unitario∆
son de la forma

S(z) =
αz + β

βz + α
, |α|2 − |β|2 = 1,

α, β ∈ C cf. [3] p. 35 denotamos porM(∆) a este subgrupo de transformaciones
deSL(2,C).

Una fórmula útil para los puntos fijos de una transfomación enPSL(2,C) que
tiene dos puntos fijos es la siguiente: si

T (z) =
az + b

cz + d
, c 6= 0, ad− bc = 1

los puntos fijos son
a− d±

√
χ(T )2 − 4

2c
dondeχ(T ) = ±(a + d) la traza deT.

Se puede clasificar las transformaciones enPSL(2,C) mediante su traza co-
mo sigue:
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i) T es parabólica si y solo siχ = ±2

ii) T es elíptica si y solo siχ ∈ (−2, 2)

iii) T es hiperbólica si y solo siχ ∈ (2, ∞)
⋃
(−∞, −2)

iv) T es loxodrómica si y solo siχ no es un número real. cf. [3] p.46.

SeaA una región enRn, decimos queλ es una densidad enA si λ es una
función continua tal queλ : A −→ R+. Dada una densidadλ en una regiónA y
γ una curva de claseC1 enA, se define laλ-longitud deγ como

∫ b

a

λ(γ(t))|γ′(t)| dt,

dondeγ : [a, b] −→ A (la definición se extiende naturalmente a curvasC1 por
tramos) esta longitud se denota porιλ(γ) y permite también medir distancias entre
puntos. Siλ es una densidad en una regiónA y z1, z2 ∈ A, se define laλ-distancia
dez1 a z2 comoı́nf ιλ(γ) tomando el ínfimo sobre todas las curvasC1 por tramos
que unenz1 con z2, a esta distancia se le denota comoρλ(z1, z2) y define una
métrica enA. Cf. [3] p. 44.

SiA es una abierto enRn y f es una función diferenciable deA enRn, se dice
quef es conforme enx0 ∈ A, si Df(x0) es el producto de una matriz ortogonal
por la matrizkI, k ∈ R+. Al númerok se le llama factor de conformalidad.

SeanA y B dos regiones enRn y f : A −→ B, una biyección conforme,
supóngase queA está provista de una métrica definida por una densidadλ. Bajo
estas hipótesis, si definimos

σ(f(x)) =
λ(x)

µ(x)

dondeµ(x) es el factor de conformalidad def enx, se sigue queσ es una densidad
para la regiónB que hace quef sea una isometría cf. [3] p. 45. En particular, si
se tiene una regiónA enRn provista con una métrica definida por una densidadλ
y una biyección conformef : A −→ A que satisface

λ(f(x)) =
λ(x)

µ(x)

entoncesf es una isometría.
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El plano superiorH2 provisto con la métrica definida a partir de la densidad
λ(z) = 1

Im z
es un primer modelo del plano hiperbólico y a esta métrica se le

llama métrica hiperbólica.
Se puede demostrar que el grupoPSL(2,R) actúa como grupo de isometrías

enH2 con la métrica hiperbólica cf [3] p. 47. Más aún, cualquier isometría del
plano hiperbólicoH2 es un elemento dePSL(2,R) o es de la forma

z −→ a(−z) + b

c(−z) + d

dondea, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1.
Un segundo modelo del plano hiperbólico es∆ provisto con la métrica defini-

da por la densidad

σ(w) =
2

1− |w|2 ,

se le llama el disco de Poincaré, la función de Cayley, resulta ser una isometría
hiperbólica entre estos dos discos.

Resulta también que cualquier isometría hiperbólica del disco de Poincaré es
un elemento deM(∆), o es de la forma

z −→ az + c

cz + a

donde|a|2 − |c|2 = 1 cf. [3] p. 63.
Decimos queα es un punto límite con respecto a un subgrupoΓ dePSL(2,C)

si existez ∈ Ĉ y transformaciones distintasTn ∈ Γ, n ∈ N tal que

Tn(z) −→ α, si n −→ ∞
El conjunto de puntos límite deΓ se denota porL(Γ), o simplemente por

L obsérvese que se debe usar la métrica cordal para incluir a todos los puntos
de la esfera de Riemann. DadoΓ < PSL(2,C), al complemento del conjunto
límite en la esfera de Riemann se le llama conjunto ordinario y se denotaO(Γ)
o simplementeO. Si dicho conjunto es distinto del vacío diremos que el grupo
Γ es discontinuo. Un subgrupo Fuchsiano dePSL(2,C) es un grupo discontinuo
que preserva algún “disco”, es decir, es conjugado a un subgrupo discontinuo de
PSL(2,R).

SeaΓ < SL(2,C) diremos que este subgrupo es discreto si no existe una
sucesión de matrices distintasTn ∈ Γ, n ∈ N, tal que

Tn −→ T, si n −→ ∞,
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dondeT ∈ SL(2,C). Un subgrupo dePSL(2,C) es discreto si es representado
por un grupo discreto deSL(2,C).

Se puede probar que un grupo discontinuo dePSL(2,C) es también discreto,
véase [3] p. 102. Además siΓ < PSL(2,R) es discreto, entoncesΓ es discontinuo
(cf. [3] p. 102).

Se define el círculo isométrico deT una transformación dePSL(2,C)

T (z) =
az + b

cz + d
,

ad− bc = 1 como

I(T ) =
{

z ∈ C | T ′(z) |= 1
}
.

Se puede demostrar que este conjunto es un círculo de radio1/ | c | con centro en
−d/c. También se puede demostrar queT actúa euclidianamente en este círculo
y sólo en este.

Se dice queR es una región fundamental paraΓ un subgrupo dePSL(2,R) si
se cumple que; para cualesquiera dos puntosz1, z2 ∈ R, no existeT ∈ Γ tal que

T (z1) = z2,

y dadow ∈ H2 existez ∈ R̃ y T ∈ Γ tal que

T (z) = w,

dondeR̃ representa la cerradura deR enH2, y finalmente,∂R tiene medida bidi-
mensional de Lebesgue cero.

Se dice que un dominio fundamentalD paraG es localmente finito, si cual-
quier conjunto compacto de∆ interseca solo una cantidad finita de imágenes de
D̃.

Una superficie de Riemann es un espacio que localmente es como un disco del
un plano, daremos una definición formal.

Definición 1 Un espacio topológicoX Hausdorff conexo es una superficie de
Riemann si existe una familia

{(φj, Uj) : j ∈ J} ,

nombrado atlas (cada pareja es nombrada carta) tal que:
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i) {Uj : j ∈ J} es un abierto deX,

ii) cadaφj es un homeomorfismo deUj en un subconjunto abierto del plano;
y

iii) si U = Ui

⋂
Uj 6= ∅, entonces

φi(φj)
−1 : φj(U) −→ φi(U)

es una función analítica entre los subconjuntos del planoφj(U) y φi(U).

El teorema de Poíncaré para grupos fuchsianos será utilizado en la tesis, a grandes
rasgos este teorema establece que dado un polígono y apareamientos de los lados
de este polígono, si alrededor de los vértices la teselación local es correcta,G, el
grupo generado por los apareamientos, es un grupo discreto y el polígono resulta
ser una región fundamental paraG. El enunciado preciso y una demostración
detallada de este teorema se puede consultar en [1] capítulo 9.

Se define un polígono fundamental convexo paraG un grupo fuchsiano como
un dominio localmente finito paraG, que además es convexo.





Capítulo 2

Clases conjugadas

Teorema 2.0.1En el grupo de todas las isometrías del plano hiperbólico, 2 iso-
metrías conformes no triviales son conjugadas si y sólo si estas tienen el mismo
valor de la traza al cuadrado. En el grupo de las isometrías conformes el valor
de la traza al cuadrado determina 2 clases conjugadas parabólicas o elípticas, o
una clase conjugada hiperbólica.

DEMOSTRACIÓN. SeanT,R isometrías conformes no triviales, como la traza es
invariante bajo la conjugación, si éstas son conjugadas tienen la misma traza al
cuadrado. Por otro lado, usandoχ(T ) para denotar la traza de T si

χ2(T ) = χ2(R)

y 1/t, t, 1/r, r son los multiplicadores deT y R respectivamente se tiene que

1

t
+ t+ 2 = χ(T )2,

cf. [3]. Por lo cual
1

t
+ t =

1

r
+ r

multiplicando porrt, se tiene

r + rt2 = t + r2t

lo cual sucede si y sólo si

r− t = r2t−rt2 ⇐⇒ r− t = (r− t)(rt) ⇐⇒ 1 = rt ⇐⇒ 1

r
= t.

9



10 2.0. CLASES CONJUGADAS

Por lo queT y R tienen los mismo multiplicadores y por lo tanto son conjugadas
enPSL(2,C).

Ahora veamos que al conjugar en el grupo de isometrías conformes el valor
de la traza al cuadrado determina o dos clases conjugadas parabólicas, o 2 clases
conjugadas elípticas, o bien, una sola clase hiperbólica.

Primero analizemos el caso parabólico. Usamos el modeloH2. Seanf y g
transformaciones parabólicas con puntos fijosα y β respectivamente. Las trans-
formaciones

ϕ1(z) =
−1

z − α
ϕ2(z) =

−1

z − β

en PSL(2,R) conjugan af y g a dos translaciones

t1(z) = z + q, t2(z) = z + p .

TomemosT1 , T2 dos matrices que determinan estas translaciones

T1 =

(
1 q
0 1

)
, T2 =

(
1 p
0 1

)
.

Supongamos queT1 y T2 son conjugadas enSL(2,R), luego existe

H =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,R)

tal que (
a b
c d

)(
1 q
0 1

)
=

(
1 p
0 1

)(
a b
c d

)
.

Entonces (
a aq + b
c d

)
=

(
a+ pc b+ pd

c d

)

por lo cualpc = 0 y comop 6= 0 necesariamentec = 0. De la igualdad de matrices
se sigue también queaq = pd, y multiplicando pora obtenemosa2q = p, (ya que
ad = 1) asi quep y q deben tener el mismo signo.

Hemos encontrado una condición necesaria para que dos transformaciones pa-
rabólicas sean conjugadas enPSL(2,R).

Falta ver es que si

T1(z) = z + q T2(z) = z + p
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Traslaciones dondep y q tienen el mismo signo, éstas son conjugadas enPSL(2,R).
Basta mostrar que una transformación de la formaT1(z) = z + q, q > 0 es

conjugada az −→ z + 1; y una de la formaT2(z) = z + p, p < 0 es conjugada a
z −→ z − 1, para esto (abusando de la notación) si

T1 =

(
1 q
0 1

)
, q > 0

tomando la matriz ( 1√
q

1

0
√
q

)
∈ SL(2,R)

se tiene ( 1√
q

1

0
√
q

)(
1 q
0 1

)
=

(
1 1
0 1

)( 1√
q

1

0
√
q

)

y se sigue queT1(z) = z + q es conjugada az −→ z + 1.
Para el casoz −→ z + p, p < 0 , un cálculo análogo prueba que la transfor-

mación definida por la matriz

( 1√−p
1

0
√−p

)

conjugaz −→ z + p conz −→ z − 1.
Ahora analicemos el caso elíptico, consideremos esta vez∆ como el modelo

del plano hiperbólico.Seanf y g dos transformaciones elípticas enM(∆) que
tienen el mismo valor de la traza al cuadrado, notemos que sif tiene punto fijoz0
la transformación

ϕ(z) =
z − z0

−z0z + 1
∈ M(∆)

conjuga af a una rotación de la forma

r1(z) = eiθ(z)

análogamente existe una transformación enM(∆) que conjuga ag a una rotación,
pero por la primera parteg es conjugada a

r2(z) = e−iθ(z).

Sin embargor1 y r2 no pueden ser conjugadas en el grupo de isometrías con-
formes, de ser asi existiría una matriz

(
α β

β α

)
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con entradas complejas, que cumple|α|2 − |β|2 = 1, tal que

(
α β

β α

)(
ei

θ
2 0

0 e−i θ
2

)
=

(
e−i θ

2 0

0 ei
θ
2

)(
α β

β α

)
.

Esto es (
αei

θ
2 βe−i θ

2

βei
θ
2 αe−i θ

2

)
=

(
αe−i θ

2 βe−i θ
2

βei
θ
2 αei

θ
2

)
,

en particularαei
θ
2 = αe−i θ

2 .
Comoei

θ
2 6= e−i θ

2 , se sigue queα = 0 y −|β|2 = 1, lo cual es una contradic-
ción, por lo tantor1 y r2 no son conjugadas enM(∆), y hay dos clases conjugadas
enM(∆) que representan una sola enPSL(2,C).

Para el caso hiperbólico usamos el modeloH2. Si f tiene puntos fijosα y β
supongamosα < β

ϕ(z) =
z − α

z − β
∈ PSL(2,R)

conjuga af a una homotecia de la forma

h(z) = kz

de igual manera podemos conjugar ag enPSL(2,R), más aún, por la primera
parteg es conjugada a

h−1(z) =
1

k
z,

asi,z −→ −1
z

conjuga a estas transformaciones y además esta enPSL(2,R) pues
la matriz unimodular que representa la transformación es

(
0 −1
1 0

)

asi que el resultado se cumple también en este caso.

�

Teorema 2.0.2SeaG un grupo Fuchsiano y seanv1, v2, v3...los puntos fijos pa-
rabólicos y elípticos en la frontera de algún polígono fundamental convexoP para
G, supóngase también quegj genera al estabilizador devj . Entonces cualquier
elemento elíptico o parabólico deG es conjugado a alguna potencia degj para
algunaj.
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DEMOSTRACIÓN. Si g es elíptica o parabólica con punto fijov, existeh ∈ G tal
que manda av a algún punto en∂P cf. [1] p. 216. Entonces para algunaj, tenemos
queh(v) = vj asi quehgh−1(vj) = hg(v) = h(v) = vj por lo quehgh−1 está en
el estabilizador devj lo cual implica queg es conjugada a alguna potencia degj .

�

Corolario 2.0.3 SiG es finitamente generado, entoncesG tiene un número finito
de subgrupos cíclicos maximales< g1 >,< g2 >, ..., < gn > tal que cualquier
elemento elíptico o parabólico enG es conjugado a exactamente uno de estos
subgrupos.

DEMOSTRACIÓN. ComoG es finitamente generado,G tiene un polígono funda-
mental convexo con un número finito de lados cf. [1] p. 254 Se sigue del teorema
que cualquier clase de equivalencia de vértices parabólicos o elípticos es conjuga-
da a un subgrupo estabilizador de un vértice elíptico o parabólico de un polígono
fundamental convexo.

Basta observar que sig es elíptica o parabólica y 2 potencias deg son conju-
gadas, digamos

hgnh−1 = gm

entoncesh fija los mismo puntos queg, ya que si

g(v) = v,

entonces
hgnh−1(h(v)) = h(v).

Por lo que sig es parabólica
v = h(v)

y si es elíptica, comog ∈ PSL(2,R) no hay intercambio de puntos fijos.

�

Se puede establecer una cota para el número de clases conjugadas de subgru-
pos cíclicos maximales en un subgrupo deG un grupo fuchsiano en términos del
índice de las clases deG.

Teorema 2.0.4SeaG un grupo fuchsiano yG1 un subgrupo de índicek enG.
Supóngase queG y G1 tienent y t1, respectivamente, clases conjugadas de sub-
grupos cíclicos parabólicos maximales. Entoncest1 6 kt . El mismo resultado es
válido para elementos elípticos.
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DEMOSTRACIÓN. Se puede tomar un polígono de Dirichlet paraG para el cual
los puntos fijos elípticos o parabólicos en∂D pertenezcan a ciclos de longitud
uno, cf.[1] p.232 .

Bajo estas hípótesis exactamentet puntos fijos elípticos están en la frontera
euclidiana deD, ahoraG se puede descomponer en clases laterales

g1G1

⋃
g2G1

⋃
...
⋃

gkG1.

El siguiente paso es definir

D∗ = g−1
1 (D̃)

⋃
g−1
2 (D̃)

⋃
...
⋃

g−1
k (D̃).

Nótese queD∗ contiene al menos un punto de cadaG1-órbita, seau ∈ H2, como
D es región fundamental∃z ∈ D̃ tal quez = g(u), g ∈ G. Comog = gih, donde
h ∈ G1 para algunai, se sigue quez = gih(u) y g−1

i (z) = h(u) que está en la
órbita deu.

ComoD∗ tiene a lo máskt puntos fijos elípticos,se tienet1 ≤ kt. El caso
parabólico es similar. Se escribe

D∗ = g−1
1 (D)

⋃
g−1
2 (D)...

⋃
g−1
k (D).

Ahora siu es un punto fijo parabólico deG1, existeg ∈ G tal queg(u) es un
vértice del polígonoD cf. [1] p. 216, hay exactamentet vértices parabólicos, el
resto de la prueba es análogo.

�

Ilustraremos el Teorema 2.0.4 con un ejemplo. Es muy conocido que un polí-
gono fundamental convexo para el grupo clásico modularSL(2,Z) es el siguiente

P =
{
z ∈ C −1

2
< Re z < 1

2
, |z| > 1

}
,

cf. [3] p.163.
Nótese queP tiene una sola clase parabólica. Para cadaN natural se define el

subgrupo de congruencias de Hecke de nivelN como

Γ0(N) =

{ (
a b
c d

)
∈ SL(2,Z) c ≡ 0 modN

}
.
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0 1 2−1−2

∞

Figura 2.1: Polígono fundamental convexo para el grupo clásico modular
SL(2,Z).

ConsideremosΓ0(4), la matriz

(
−3 1
−4 1

)
pertenece a este subgrupo y el

círculo isométrico correspondiente a la transformación definida por esta matriz
tiene centro en1/4 y radio1/4, de igual manera su inversa tiene círculo isométrico
con centro en3/4 y radio1/4.

Debido a la acción de las transformaciones en los círculos isométricos pue-
de demostrarse que un polígono fundamental paraΓ0(4) es el que aparece en la
Figura 2.2.

De donde podemos observar que hay 3 clases parabólicas, a saber, las definidas
por los vértices1/2, ∞ y la clase determinada por{0, 1}. Además el índice
de Γ0(4) en SL(2,Z) es 6 lo que ilustra el Teorema 2.0.4. La prueba de esta
afirmación se puede consultar en [6].v te

Ahora nos enfocaremos en clases conjugadas de elementos hiperbólicos en un
grupo Fuchsiano. Sif(z) = kz, se define la longitud de translación def como
log k. Lo que se está midiendo es cuanto se mueven los puntos hiperbólicamente
en el eje. Es decir, siz = i y f(z) = ki, ρ(z, f(z)) = log k también siz = mi,
f(z) = mki y ρ(z, f(z)) = log k. La invariabilidad de la métrica bajoPSL(2,R)
permite defnir la longitud de translación de una transformación hiperbólicag co-
mo log k si g es conjugada az −→ kz.

Teorema 2.0.5Cualquier grupo Fuchsiano no elementalG contiene una infini-
dad de clases conjugadas de subgrupos cíclicos maximales hiperbólicos.
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DEMOSTRACIÓN. Supóngase que el teorema no se cumple, entonces existen ele-
mentos hiperbólicosh1, h2, ..., ht en G tal que cada transformación hiperbólica
deG es conjugado a alguna potencia de algúnhj .

0 11/2

∞

Figura 2.2: Polígono fundamental convexo paraΓ0(4)

Tomemosu, v puntos límites deG. Sean

Un = D(u, 1/n), Vn = D(v, 1/n), n ∈ N.

ComoUn y Vn son abiertos que intersecan aΛ, para cada parejaUn , Vn existe
fn elemento hiperbólico deG tal quefn tiene un punto fijo enUn y otro enVn, cf.
[1] p. 97. Podría pasar quefn = f ∀n ≥ N con puntos fijosu y v, esto se puede
evitar tomando otro punto límite en la vecindad deVn ( Λ es perfecto) trabajando
con una subvecindad.

De esta manera existen elementos hiperbólicosf1, f2, f3... con ejes distintos
A1, A2, A3... tal queAn tiene puntos finalesun y vn dondeun −→ u, vn −→ v.
Como cadafn es conjugada a alguna potencia de algunahj, podemos suponer,
renombrando si es necesario, quehj = h1 ∀n. Por lo cualfn = gn(h1)

kn(gn)
−1.

Denotamos
qn = gnh1g

−1
n .

Nótese que cadaqn tiene un ejeAn distinto y la misma longitud de translación
T queh1 y queqknn = fn. Más aún, la geodésicaAn converge a la geodésica[u, v].
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Ahora siz ∈ [u, v] se puede probar que

senh
1

2
ρ(z, qnz) = senh (

1

2
T ) cosh ρ(z, An), (2.1)

(véase [1] p. 174). Obsérvese que el segundo miembro converge asinh(1
2
T ) si n

tiende a infinto. Esto contradice queG es discreto ya que losqn son distintos y el
conjunto de estas imágenes está acotado, por lo cual existiría un punto límite en
el plano hiperbólico.

�

Definición 2 SeaG un grupo fuchsiano actuando en∆ decimos que un punto
α es un punto de aproximación deG si existen(gn)n∈N enG transformaciones
distintas y un conjunto compactoK de∆ tal que para todo rayo geodésicoL que
termina enα se tiene que

g−1
n (L) ∩K 6= ∅.

Esta definición es equivalente a la que aparece en [1], p. 261 véase [1] Teorema
10.2.1 p. 259. Usaremos el siguiente resultado que se puede deducir del Teorema
10.2.5 y su prueba en [1].

Lema 2.0.6 SeaG finitamente generado, entonces todo punto fijo hiperbólico de
G es un punto de aproximación, además, existe un subconjunto compactoK de
∆ tal que todo eje hiperbólico tiene una imagen que interseca aK.

BOSQUEJO DE LA DEMOSTRACIÓN. Se toma el polígono de DirichletP con
centro en0 paraG y se toman horociclosQ para cada punto parabólico enP, que
cortenP en exactamente dos lados. Algo similar con los lados libres, se generan
geodésicasL que determinan los extremos de los lados libres. Cada horociclo
contiene un conjuntoq que es la intersección conP y cada geodésica contiene un
segmentol tal que sih la transformación hiperbólica que fijaL entonceshn(l) =
L donden ∈ Z. Las geodésicasL y los horociclosQ son finitos y separan los
puntos frontera deP de un conjuntoP0 ⊂ P̃ se tomaK el conjunto formado por
P0 y los ejesq y l.

Ahora siw ∈ ∂∆ es un punto hiperbólico yA es el eje con punto finalw,
tomamos un rayoL0 ⊂ A tal quew ∈ ∂L0.

Seaz el otro extremo deL0, existeg ∈ G tal queg(z) ∈ P̃ , g(L0) no puede
estar contenido totalmente en las regiones horocíclicas ni tampoco puede terminar
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en un lado libre, ya que si esto ocurrieraw sería o bien parabólico, o bien un punto
ordinario. Ajustando con alguna de las transformaciones parabólicas o hiperbóli-
cas que defina los hipercíclosL o los horocíclosQ se tiene queg(L0)

⋂
K 6= ∅.

El final de la prueba es idéntico al que aparece en [1] p. 261. Una prueba mas
detallada se puede consultar en [4]

�

Para el siguiente resultado, usaremos la identidad

‖gn‖2 = 2 cosh ρ(0, gn(0)), (2.2)

cuya prueba se puede consultar en [1] p.138.

Teorema 2.0.7SiG es finitamente generado entoncesTn −→ +∞ sin −→ +∞,
dondeTn es la longitud de translación de cada clase conjuganda enG.

DEMOSTRACIÓN. Usando el Lema 2.0.6 existe un compactoK tal que cada clase
hiperbólicaCn contiene un elementogn con ejeAn que interseca aK, ya que si
f ∈ Cn y A es el eje def, suponiendo queh(A) interseca aK dondeh ∈ G,
h(A) es el eje deh ◦ f ◦ h−1 que está enCn. Además, para algúnd ∈ R+,
K ⊆ {z ∈ ∆ | ρ(0, z) ≤ d} por ser compacto. Usando 2.1 y 2.2 Como

cosh u = 1 + 2senh2
1

2
ρ(0, gn(0)),

se tiene que

‖gn‖2 = 2 + 4senh2
1

2
ρ(0, gn(0))

= 2 + 4senh2(Tn/2) cosh
2 ρ(0, An)

dondeTn es la longitud de translación degn. Nótese que comoρ(0, An) está aco-
tada pord, se sigue que‖gn‖2 ≤ 2 + 4 sinh2(1

2
Tn) cosh

2(d). Finalmente, siTn no
converge a infinito a medida quen −→ +∞, las normas de las transformaciones
estarían acotadas, lo que contradice que el grupo es discreto.

�

Hay dos tipos de transformaciones hiperbólicas en grupos Fuchsianos que requie-
ren especial atención.
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Definición 3 Seah ∈ G, G fuchsiano,h hiperbólica, se dice queG es simple si
g(A) = A o g(A) ∩A = ∅, ∀g ∈ G, dondeA es el eje de h.

Existen también loselementos hiperbólicos de frontera, caracterizados por el he-
cho de preservar un intervalo de discontinuidad en el círculo al infinito invariante,
por supuesto, estos existen solo en grupos fuchsianos de la segunda clase (donde
existen intervalos de discontinuidad).

Teorema 2.0.8Un grupo fuchsiano finitamente generado tiene solo un número
finito de clases conjugadas de subgrupos cíclicos hiperbólicos de frontera ma-
ximales.Un grupo fuchsiano finitamente generado puede tener una infinidad de
clases conjugadas de elementos hiperbólicos simples.

DEMOSTRACIÓN. Un grupoG finitamente generado tiene un polígono fundamen-
tal convexoP con un número finito de lados libress1, s2, ..., sn cf. [1] p. 254. Cada
lado libresj se encuentra en un intervalo de discontinuidadγj cuyo estabilizador
es generado por un elemento hiperbólico de fronterahj .

Ahora, sih es un elemento hiperbólico de frontera,h preserva un intervalo de
discontinuidadγ, se afirma que se puede construir un semirayoL que termina en
algún punto interior deγ y que está completamente contenido en alguna imagen
f(P ). Suponiendo cierta la afirmación, comof−1(L) está enP y termina en algún
punto ordinario deG, esta imagen termina en algúnsj . Por lo quef(γ) = γj, es
decir fhf−1 preserva aγj y h es conjugada a un elemento en el estabilizador
de γj. Ahora para probar la afirmación seaz un punto en el interior deγ, z es
ordinario, tomamos una vecindad alrededor dez que consista solamente de puntos
ordinarios, como el diámetro euclidiano de las imágenes del polígono bajogn,
elemento deG, tiende a cero sin tiende a infinito cf [1] p. 219 hay un número
finito de imágenes deP en esa vecindad, de otro modo existiría una órbita de
algún punto enP que se acumula en un punto interior deγ.

Exhibimos ahora un ejemplo de un grupo fuchsiano finitamente generado, el
cual contiene una infinidad de elementos hiperbólicos simples primitivos. Cons-
truimos un cuadriláteroP en∆ con vérticesv1, v2, v3, v4 en el círculo infinito.
Seanf y g elementos hiperbólicos que aparean los lados deP como ilustra la
Figura 2.3.

Notemos que el conmutador def y g es parabólico por lo cual se puede apli-
car el teorema de Poincaré y en consecuencia el grupoG generado porf y g es
discreto yP es un polígono fundamental paraG cf. [1] pp. 242-251. Comof
y g aparean los lados de un polígono fundamental convexo, necesariamente son
elementos hiperbólicos simples deG cf [1] p. 240.
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v2
v1

v4

v3

f

g

Figura 2.3: Ejemplo de un grupo fuchsiano finitamente generado con una infinidad
de elementos simples primitivos no conjugados

Los ejes def y g cruzanP, asi que estas transformaciones son primitivas,
ya que si por ejemplof = hn conh hiperbólico primitivo, entoncesTf = nTh,
dondeTf y Th son las longitudes de translación def y h respectivamente, lo cual
no puede suceder ya queP es región fundamental.

Nótese que el eje def interseca los segmentos de las geodésicas[v2, v3] y
[v1, v4], el segmento de intersección conP mide exactamenteTf . Ahora, defini-
mosv5 = f(v1), tomemos el cuadrilátero con vérticesv1, v3, v4, v5 que es otro
polígono fundamental convexo paraG.

f

g

Figura 2.4: Los ejes def y g cruzan al polígono.

En esta ocasiónf aparea el lado[v1, v3] con [v4, v5] y fg aparea[v3, v4] con
[v1, v5]. Por el mismo argumentof y fg son elementos hiperbólicos primitivos
simples.
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v1
v2

v3

v4

f

fg

f(v1)

Figura 2.5: Ejemplo de un grupo fuchsiano finitamente generado con una infinidad
de elementos simples primitivos no conjugados

Podemos repetir el proceso y obtener una sucesióng, fg, f 2g, ... de elemen-
tos hiperbólicos primitivos simples deG. Por conjugación podemos asumir queG
actua enH2 y que

f =

(
u 0
0 1/u

)
, g =

(
a b
c d

)
,

dondea, b, c, d ∈ R ad− bc = 1 y u > 1.

Por lo tanto

fng =

(
aun bun

c/un d/un

)

cuya traza al cuadrado esaun + d/un la cual tiende a infinito sin −→ ∞, asi la
sucesión{fng}n∈N tiene una infinidad de elementos con diferente traza los cuales
no son conjugados entre si.

Nótese quea no puede ser cero, ya que en este caso los puntos fijos deg
tendrían el mismo signo, esto se sigue de la fórmula de los puntos fijos, se tendría
que sus coordenadas son

−d±
√
d2 − 4

2c
.

Ahora, como
|d| >

√
d2 − 4

si los puntos fijos deg tienen el mismo signo no se genera el cuadrilátero que
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describimos,i. e. los ejes no se cruzan. Finalmente usando la identidad

|traza g| = 2 cosh
1

2
Tg, (2.3)

dondeTg es la longitud de translación deg hiperbólica, se sigue el resultado. Una
prueba de 2.3 se puede consultar en [1] p.179-180.

�

A manera de ejemplo construimos un grupo fuchsianoG infinitamente gene-
rado que contiene un número infinito de clases conjugadas de elementos simples
hiperbólicos con la misma longitud de translación.

Utilizando el modeloH2 tomamos geodésicas que unan los puntos de la forma
2n y 2n−1(3) n ∈ N, y las geodésicas que se obtienen al reflejar estas líneas con
respecto al eje imaginario. Seang1, g2, g3... elementos hiperbólicos que aparean
las geodésicas como muestra la Figura 2.6.

g1
g2
g3

.
.
.

2 3 4 6 8 12−3− 2−6 − 4−12 − 8

D

Figura 2.6: Ejemplo de un grupo fuchsiano infinitamente generado con una infini-
dad de clases conjugadas de elementos simples hiperbólicos con la misma longi-
tud de transalación

Siempre es posible encontrar una transformación hiperbólica que mande una
geodésica en otra, para probar esto se puede mandar la ortogonal común aL1 y L2

al eje imaginario y aplicar una homotecia (nótese que la ortogonal común siempre
existe, esto se prueba finalmente siL1 es el eje imaginario, el caso general se sigue
por conjugación).

Se puede probar, usando el teorema de Poincaré que esta regiónD es un polí-
gono fundamental para el grupoG =< g1, g2... > veáse [1] p. 251. AdemásG es
puramente hiperbólico. Se puede probar también que siGi =< gi > se tiene que
G =

∞∗
i=0

Gi, es decirG es el producto libre de losgi cf [1] teo 5.3.15 p. 103.
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Por lo cual∀n 6= 1 ∀ i 6= j gnj 6= hgmi h
−1 (las palabras son distintas). Sin

embargo, todos los elementosgi tienen la misma longitud de translación, ya que
todos los ejes se obtienen a partir del eje deg1 y las homoteciasz −→ 2zn.

Concluimos el capítulo mostrando una prueba alternativa a las segunda parte
del Teorema 2.0.8. Tomemosv1, v2, v3, ...v8 puntos en∂∆, y las geodésicas
[v1, v8], [v2, v3], [v4, v5], [v6, v7] y transformacionesf y g hiperbólicas que apa-
reen[v2, v3] con[v7, v6] y [v4, v5] con[v1, v8], respectivamemte. SiP es el polígono
con vérticesv1, v2, v3, ...v8, se puede probar usando el Teorema de Poncaré que
el grupoG generado porf y g es discreto yP es un polígono fundamental conve-
xo para éste cf. [1] pp. 242-251.

v1

v2

v3

v4

f

v5

v6

v7

v8

g

Figura 2.7: Polígono fundamental convexo con lados libres

Como en el Teorema 2.0.8, los ejes def y g cruzanP, asi que son primitivos,
y f y g son simples ya que aparean lado de un polígono fundamental convexo.
Tomemos una línea diagonal que una un punto interiorw1 de el lado libre deter-
minado porv3, v4 conw2 otro punto interior del lado libre determinado porv7, v8
veáse la Figura 2.8.

Consideramos ahoraP ′ el polígono con vérticesw1, w2, fg(v4), fg(v5),
f(w1), f(w2), v4 y v5 y lados [w1, w2], [fg(v4), fg(v5)], [f(w1), f(w2)],
[v4, v5], nótese quef y fg aparean los lados del polígono, véase la Figura 2.8. De
nuevo usando el Teorema de Poincaré, el grupo generado porf y fg, que también
esG, tiene polígono fundamental convexoP ′, y fg resulta ser simple primitivo.

Iterando el proceso obtenemos una sucesiónf, fg, f 2g, f 3g... de elementos
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hiperbólicos simples primitivos. Argumentando de manera análoga al Teorema
2.0.8 hay una infinidad de elementos en la sucesión no conjugados véase la Figura
2.4.

�

v1

v2

v3

v4

f

v5

v6

v7

v8

w1

w2

fg(v4)

fg(v5)

f(w2)

f(w1)fg

Figura 2.8: Prueba alternativa de la segunda parte del Teorema 2.0.8



Capítulo 3

La signatura de un grupo fuchsiano

Como ya se mencionó, dadoG un grupo fuchsiano finitamente generado no ele-
mental, se puede construir un polígono de DirichletD paraG con un número finito
de lados cf. [1] p. 254. Este polígono al tener un número finito de lados tiene una
cantidad finita de vértices parabólicos y de lados libres. Se puede probar que al
identificar los lados dẽD se obtiene una superficie de Riemann. Véase [1] cap. 6.
Más aún, si se considera

H∗ = H2 ∪ {puntos fijos parabólicos} ,

se puede dar una topología enH∗ tomando los abiertos usuales enH2 y conside-
rando los horodiscos basados en los puntos fijos parabólicos como sus vecindades.
De esta manera, siG es un grupo fuchsiano finitamente generado del primer tipo
H∗/G resulta ser una superficie de Riemann compacta, véase [5] y [7]. Intuitiva-
mente lo que se está haciendo es compactificando la superficie al pegarle un punto
por cada clase parabólica, es decir, cerrando las cúspides o puntos que estos repre-
sentan. Por ejemplo, el grupo modular tiene una cúspide en∞ con esta topología
el cociente es compacto.

Por otra parte, en el caso general (primer o segundo tipo), al identificar los
lados libres se forma en el cociente un número finito de círculos al infinito que se
pueden “tapar” con discos y obtener una superficie compacta. Para entender esto
con más claridad mostramos un ejemplo. Seanf(z) = z + 6 y g(z) = z

z+1
.

Se puede probar que la regiónR descrita en la figura 3.2 es fundamental para
el grupo< g, f > (cf. [1] p. 103), resulta que al aparears1 cons′1 y luegog′2 cong2
bajog−1 se forma un círculo al infinito representado por los segmentos en la recta
real que unen−3 y −2 y el que une2 y 3 que son lados libres. En este ejemplo hay
una sola componente compacta en la superficie de Riemann al infinito formada por

25
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lados libres, sin embargo pueden existir varias, aunque solo un número finito de
ellas cf. [1] Teorema 10.1.2. A partir de ahora trabajaremos principalmente en el
modelo del disco de Poincaré∆, G un grupo fuchsiano finitamente generado yD
un polígono fundamental localmente finito para la acción deG, esto es, una región
fundamental convexa con la propiedad de que cualquier compacto en∆, interseca
un número finito de imágenes dẽD. Usaremos el siguiente resultado importante.

∞

Figura 3.1: Cociente del grupo modular.

z −→ z + 6

s1 s′1

s′2s2

R

0 2−2−3

g(z) = z
z+1 f(z) = z + 6

3

Figura 3.2: Región fundamental para el grupo generado porf y g.

Teorema 3.0.9SiD es localmente finito para un grupo fuchsianoG actuando en
∆, entonces∆/G es homeomorfo ãD/G.

Una prueba se puede consultar en [1] pp. 208-209. Por lo cual el género de la
superficie que obtenemos no depende de la elección deD. SeaG un grupo fuch-
siano del segundo tipo,∂∆ resulta ser la unión ajena del conjunto límite con una
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unión numerable de intervalos de discontinuidad. Denotamos al punto inicial de
cada uno de estos intervalos, poraj y el punto final porbj . También escribiremos
γj la geodésica[aj , bj], la cual divide a∆ en dos semiplanos, llamemosHj al
semiplano que no contiene al intervalo de discontinuidad, se define la región de
Nielsen como

N =

∞⋂

j=0

Hj

El conjunto ordinario es invariante, cada lado libre deD yace en un intervalo de
discontinuidad, como el número de lados del polígono es finito, al ir apareando
los lados, se sigue que después de un número finito de pasos, la imagen de un lado
libre cae en el mismo intervalo de discontinuidad, por lo que existe un elemento
hiperbólico de frontera que fija dicho intervalo. En el ejemplo anterior

G =

〈
z −→ z + 6, z −→ z

z + 1

〉

la transformacióng−1f es hiperbólica de frontera y deja invariante el intervalo de
discontinuidad que contiene al intervalo[−3,−2]. Véase la Figura 3.2.

Volviendo al caso general seaI cualquier intervalo de discontinuidad, alguna
imagen de un lado libre deD está enI, tomamos un puntow en el intervalo y un
puntou en∆, existeg ∈ G tal queg(u) ∈ D, el segmento[g(u), g(w)] interseca
a una cantidad finita de imágenes deD̃, ya queg(w) es un punto ordinario y el
diámetro euclidiano de las imágenes del polígono tiende a cero, cf. [1] p. 219.
Se puede entonces encontrar una imagen deD̃ digamosh(D̃) y un segmento de
geodésica totalmente contenido en ella que termine en un punto ordinario que es
g(w), que en este caso es de la formah(w′), donde w′ está en un lado libre de
la frontera euclidiana deD. Se puede repetir el proceso anterior para el polígono
h−1g(D̃) y conjugar. En consecuencia cualquier intervalo de discontinuidad es
fijado por una transformación hiperbólica de frontera.

Tomando la imagen del polígonõD repetimos el argumento anterior, de esta
manera notamos que la frontera deN en∆ consiste en los ejes de todos los ele-
mentos hiperbólicos de frontera deG. SeaAi uno de estos ejes con estabilizador
generado porhi y seaHi, la componente cerrada de∆−Ai que no contiene aN.
Por conexidadHi es estable bajo< hi > . Resulta que la proyección deHi en
∆/G es homeomorfa aHi/ < hi > . Esto se sigue del siguiente resultado cuya
prueba se puede consultar en [1] p. 123.

Teorema 3.0.10Supóngase queG actua discontinuamente enD y queD0 es
estable con estabilizadorG0. Si se cumple una de las siguientes condiciones
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a) D0 es abierto enD,

b) D0/G0 es compacto,

se concluye queD0/G0 (con la topología cociente) yπ(D0) (con la topología
de subespacio)) son homeomorfos, dondeπ; ∆ :−→ ∆/G es la proyección en la
superficie de Riemann.

Se afirma queHi/ < hi > es homeomorfo a un cilindro. Para esto seaz ∈ A el eje
deh, y sin pérdida de generalidad supongamos que el eje deh es el eje imaginario
positivo y que la recta real positiva sus puntos ordinarios. Se puede tomar una
geodésicaℓ con centro euclidiano en el origen y que corte el eje imaginario en
z. Entonces al considerar la región comprendida en el primer cuadrante entreℓ y
h(ℓ) es una región fundamental para la acción deh en

{
z ∈ C Re(z) ≥ 0

}
.

Por construcción se sigue entonces que al identificarℓ y h(ℓ) se obtiene un cilindro
cuya tapa es un lazo simple. Véase La Figura 3.3

z

l

h(l)

Figura 3.3: CocienteHi/ < hi >.

Además, ninguna imagen deA puede cruzarA, debido a que los puntos finales
de A están en la frontera de un intervalo de discontinuidad. Más aún, no hay
elementos elípticos de orden dos que estabilicenA, ya que el conjunto ordinario
es invariante, esto implicaría que el conjunto límite solo tiene dos puntos, sin
embargoG es no elemental.

Seaπ la proyección natural de∆ en∆/G, podemos ver queπ(∆) es la unión
ajena deπ(N), los lazos simplesπ(A), (dondeA son los ejes hiperbólicos de
frontera) y los cilindros de la formaπ(HA). Nótese que los cilindrosπ(HA) se
unen conπ(N) en la frontera común que son los lazosπ(A), el número de ellos
es por supuesto el mismo. Más aún, hay el mismo número de cilindrosπ(H)
que de clases conjugadas hiperbólicas de frontera ciclicas maximales. Es también
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claro que se pueden hacer retractos en cada lazoπ(A) y concluir quelos tres es-
pacios∆/G, D̃/G, N/G son homeomorfos entre si. Además,G contiene solo
un número finito, digamoss, de clases conjugadas de subgrupos cíclicos parabó-
licos maximales y cada uno corresponde a una cúspide en la superficie (considé-
rese horodiscos suficientemente pequeños basados en un ciclo parabólico enD̃
cf. Teorema 3.0.10 y [5] ). Finalmente,G contiene un número finito,r, de clases
conjugadas de subgrupos cíclicos elípticos maximales: seanm1, m2, . . . mr los
órdenes de éstos respectivamente.

Definición 4 El simbolo(g : m1, m2, . . . , mr; s; t) es llamado la signatura de
G : cada parámetro es un entero mayor o igual a cero ymj ≥ 2, dondeg es el
género de la superficie∆/G, los mj son los ordenes de los subgrupos cíclicos
elípticos maximales,r el número de estos subgrupos, s el número de clases conju-
gadas parabólicas yt el númeo de clases hiperbólicas maximales de frontera. Si
no hay elementos elípticos enG, simplemente escribimos(g : 0; s; t)

Teorema 3.0.11Existe un grupo fuchsiano finitamente generado no elemental
con signatura(g : m1, m2, . . . , mr; s; t) y mj ≥ 2 si y sólo si

2g − 2 + s + t+
r∑

j=1

(
1− 1

mj

)
> 0

Antes de la prueba de este teorema enunciaremos algunos resultados.
Recordemos queN/G ∼= ∆/G y h − área(D) = h − área(∆/G), dondeD

es un polígono de Dirichlet paraG cf. [1] p. 250.

Teorema 3.0.12SeaG un grupo fuchsiano finitamente generado no elemental
con signatura(g : m1, m2, . . . , mr; s; t) y región de NielsenN. Entonces

h− área(N/G) = 2π

{
2g − 2 + s + t+

r∑

j=1

(
1− 1

mj

)}
.

Si G es además del primer tipo, entoncesN = ∆ y t = 0. Por lo cual se obtiene
una fórmula para el área de cualquier polígono fundamental convexo deG.

Corolario 3.0.13 SeaG un grupo fuchsiano finitamente generado del primer tipo
con signatura(g : m1, m2, . . . , mr; s; 0) entonces para cualquier polígono funda-
mental convexoP deG

h− área(P ) = 2π

[
2g − 2 + s+

r∑

j=1

(1− 1

mj
)

]
.



30 3.0. LA SIGNATURA DE UN GRUPO FUCHSIANO

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 3.0.12
SeaD un polígono de Dirichlet paraG con centro enw, se tiene

h− área(D ∩N) = h− área(N/G),

ya queD ∩N es un dominio fundamental para la acción deG restringida aN.
Se puede elegirw adecuadamente y suponer que todo cíclo parabólico y elíp-

tico en∂D tiene longitud 1 cf. [1] Teorema 9.4.5. Los cíclos elípticos no están en
los ejes hiperbólicos de frontera, esto se sigue por la invariabilidad deN, ya que
G es no elemental. Se puede suponer también que los cíclos accidentales tienen
longitud 3 cf. [1] Teorema 9.4.5. De esta manera la suma de los ángulos internos
de estos cíclos es2π.

w

D

g(w)g−1(w)

L

Figura 3.4: Los lados del polígono no están totalmente contenidos en los ejes.

Se puede suponer también que ningún lado deD está contenido en∂N, bas-
ta con tomarw fuera de los bisectores determinados por las parejas de los ejes
hiperbólicos de frontera, los cuales son una cantidad numerable, cf [1] p. 166.

Para probar esto supóngase que existe un lado del polígono que esta contenido
totalmente en un eje hiperbólico de fronteraL, como el polígono es de Dirichlet,
el eje resulta ser un bisector entrew y g(w), para algunag ∈ G. Sabemos también
que

ρ(w,L) =
1

2
ρ(w, g(w)).

Por otro lado, la imágen inversa deL bajo g es también un eje hiperbólico de
frontera, y además contiene otro lado deD. Mas aún, la imágen inversa bajog de
la geodésica ortogonal aL que unew y g(w) resulta ser la geodésica que une aw
y g−1(w) y es ortogonal ag−1(L). Comog es una isometría, se tiene

ρ(w, g(w)) = ρ(w, g−1(w)),

y como la distancia dew ag−1(L) es un medio de esta distancia, dado queg−1(L)
es el bisector entrew y g−1(w), esto implica quew está a la misma distancia de
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L y deg−1(L), así quew está en uno de los biesctores definidos por∂N, véase la
Figura 3.4.

Ahora, solamente un número finito de imágenes distintas de un eje hiperbólico
puede intersecar la cerradura de un dominio fundamental localmente finito.

Para probar esto, siL es un eje hiperbólico de frontera, la frontera deN con-
siste de la coleccióngn(L), gn ∈ G. Hay que probar que

gn(L) ∩ D̃ 6= ∅. (3.1)

Solamente para un número finito de transformaciones.
En caso contrario si (3.1) no sucede, se toma un arco compactofundamental

K para la acción de la transformación hiperbólica de frontera primitiva que fijaL,
que denotamos porh.

Para cadagn tal que
gn(L) ∩ D̃ 6= ∅,

esto es,
L ∩ g−1

n (D̃) 6= ∅,
se puede ajustar esta intersección para que la imagen deD̃ interseque aK, es
decir, existeln ∈ Z tal que

K ∩ hlng−1
n (D̃) 6= ∅.

Como esto sucede solamente para un número finito de transformaciones de la
formahlng−1

n , necesariamente sign(L) ∩D 6= ∅, esta colección degn, es finita.
Esto se sigue ya que si

hlng−1
n = hlmg−1

m

entonces
gn(L) = gm(L).

Por otra parte, posiblemente existen cíclos accidentales deD en la frontera de
la región de Nielsen. Por la invariabilidad deN y el hecho de que la suma de los
ángulos interiores sea2π, necesariamente los vértices del cíclo, que denotamos
por z1, z2, z3, aparecen como en la Figura 3.5.

Nombremosk1 el número de lados deD ∩ N contenidos en la frontera de
Nielsen que inician en algún vértice accidental (nótese que aparece un lado por
cada cíclo accidental de este tipo),k2 el número de lados deD ∩N en∂N, que o
bien terminan en un vértice accidental de este tipo, o bien lados no apareados en
D que no inician ni terminan en un vértice accidental de este tipo.
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D
D

D

z1 z2
z3

Figura 3.5: Único caso en el que puede existir un ciclo accidental en la frontera
de la región de Nielsen

ComoN está acotado por ejes hiperbólicos de frontera, yG es finitamente
generado, solamente una cantidad finita de lados deN intersecan aD.

Por consiguiente,D ∩ N es un polígono con un número finito de lados. Jun-
tando esta información y orientando positivamente a∂(D ∩ N). La frontera de
D ∩ N consiste en:2n lados apareados (los cuales son arcos de lados apareados
deD), k1 + k2 lados no apareados que están en∂N ∩ D̃, dondek1 corresponde
a lados no apareados que inician en un vértice accidental que está en∂N y k2
corresponde a los lados no apareados que están enD, o aquéllos que terminan en
un vértice accidental eñD ∩ ∂N.

D

w

s1
s2 s′1 s′2

z1 z3k2
α β

γ

z2

Figura 3.6: Posible ciclo accidental en la frontera de la región de Nielsen

Los vértices deD ∩ N son losr cíclos elípticos de longitud 1, algunos cíclos
accidentales que no están en la frontera deN digamosa, los s parabólicos de
longitud 1, yk1 + k2 cíclos en∂N (ver figura 3.6). Nótese que el númerok1 co-
rresponde al número de cíclos accidentales que aparecen en∂N y k2 al número de
cíclos de vértices de longitud 2 que aparecen en∂N∩D, cada lado que contribuye
al parámetrok2 inicia con algún vértice en∂N no accidental, el cual debe estar
apareado con algún otro vértice donde términa un lado del tipok2. Nótese que en
los lados no apareados, los vértices terminales no pueden ser vértices accidentales
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pues en este caso pertenecería a un ciclo como el de la Figura 3.5 y el polígono no
sería convexo.

Aplicamos ahora la fórmula de Euler (veáse [8] p. 101) esto es, identificando
lados y vértices, obteniendo

2− 2g = (s+ r + a+ k1 + k2)− (n+ k1 + k2) + (1 + t), (3.2)

dondeg es el género de la superficie de Riemann compactificada al “rellenar ho-
yos”, esto es las cúspides y los definidos pos las clases de las transformaciones hi-
perbólicas de frontera. Nótese que el número de lados identificados esn+k1+k2,
existe solamente una 2-celda pero al “rellenar hoyos” se tienen que sumart una
por cada clase hiperbólica de frontera, ya que los arcos de los elementos hiper-
bólicos de frontera encierrandiscos, es decir, las partes de la superficie donde
la métrica tiende a infinito. Asimismo y el número de vértices identificados es
s + r + a, por las clases parabólicas, elípticas y accidentales de vértices que no
están en∂N, además dek1 por cada vértice accidental en la frontera de la región
de Nielsen y el parámetrok2 que surge al contar los vértices finales de los lados
tipo k2. Obsérvese que en este conteo aparecen todos los cíclos.

En consecuencia, se sigue de (3.2) que

n− a = 2g + s+ r + t− 1. (3.3)

α

α

β
v1v2

D D

∂N ∂N

Figura 3.7: Como las transformaciones enG preservan la orientación los vértices
terminales van en vértices iniciales en∂N .

Por otro lado, si unimosw con cada vértice deD ∩ N, se divideD ∩ N en
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2n+k1+k2 triángulos y se obtiene sumando área de triángulos cf. [1] pp. 150-151.

h− área(D ∩N) = (2n+ k1 + k2)π − 2π − 2πa− πk1 − πk2 −
r∑

j=1

2π

mj

= 2π

[
n− a− 1−

r∑

j=1

1

mj

]

Esto se sigue ya que en los cíclos accidentales en∂N la suma de los ángulos es
π, veáse la Figura 3.6 (α+ β + γ = π), y los otros vértices en∂N que se aparean
dos a dos, por conformalidad y la invariabilidad deN la suma también esπ (véase
la Figura 3.7). El término2π consiste de la suma de los ángulos alrededor dew.

Finalmente, sustituyendo en esta ecuación (3.3) se tiene el resultado, esto es

h− área(D ∩N) = 2π

[
2g − 2 + s+ t+

r∑

j=1

(1− 1

mj
)

]

�

Dado que en la fórmula del Teorema 3.0.12, los términos

1− 1

mj
≥ 1

2
∀mj .

Se observa que elh− área(N/G) debe tener una cota inferior positiva válida para
todos los grupos. Escribimos:

A = (1/2π) h−área(N/G),

y para encontrar esta cota inferior, asumiremos provisionalmente que

A <
1

6
. (3.4)

Este es un número conveniente para el siguiente análisis y pronto veremos que
efectivamente hay grupos para los cualesA < 1

6
.

Se tiene entonces que

A = 2g − 2 + s+ t +

r∑

i=1

(
1− 1

mj

)
. (3.5)
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Si r = 0 o mj = 2 ∀j ∈ [1, 2, . . . r], entoncesA = n/2 para algún enteron.
ComoA > 0 se tiene queA ≥ 1

2
.

Supóngase quer > 0 y que algúnmj es al menos tres, se tiene entonces que
si se cumple (3.4)

1 > 6A

≥ 6

[
2g − 2 + s+ t +

(
r − 1

2
+

2

3

)]

= 12g − 12 + 6s+ 6t+ 3(r − 1) + 4

= 12g − 11 + 6s+ 6t+ 3r.

Esto se cumple si y sólo si

12 > 12g + 6s+ 6t+ 3r,

es decir
4 > 4g + 2s+ 2t+ r. (3.6)

Por otra parte comoA > 0, usando (3.5) y (3.6) se tiene que

2 < A + 2 = 2g + s+ t+

r∑

j=1

(
1− 1

mj

)

≤ 2g + s+ t + r

≤ 4g + 2s+ 2t+ r

< 4.

Por consiguiente, ya que2g+ s+ t+ r y 4g+2s+2t+ r son enteros que están
entre2 y 4, se sigue que

2g + s+ t+ r = 4g + 2s+ 2t+ r.

De manera que siA < 1
6
, necesariamenteg = s = t = 0, y r = 3. Se concluye

entonces que

A = 1−
(

1

m1
+

1

m2
+

1

m3

)
.

AdemásA > 0. Ahora, si cadamj es al menos3, alguno debe ser mayor o
igual a4, sin pérdida de generalidadm1, m2 ≥ 3 y m3 ≥ 4.
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Por lo que

− 1

m1
≥ −1

3
, − 1

m2
≥ −1

3
, − 1

m3
≥ −1

4
y

A ≥ 1− 2

3
− 1

4
≥ 1

12

En caso de que algúnmj, digamosm1 sea igual a2 se tiene que

A =
1

2
−
(

1

m2

+
1

m3

)
> 0.

En este caso, sim2 ≥ 4, m3 ≥ 4 alguno de los dos debe ser mayor o igual
que5 para que el área siga siendo mayor que cero, por lo que

A ≥ 1

2
−
(
1

4
+

1

5

)
=

1

2
− 9

20
=

1

20
.

Finalmente sim1 = 2 y m2 = 3 entonces

A =
1

2
− 1

3
− 1

m3
=

1

6
− 1

m3
,

y necesariamentem3 ≥ 7.
ObteniéndoseA ≥ 1

6
− 1

7
= 1

42
. La igualdad se alcanza cuandoG tiene sig-

natura(0 : 2, 3, 7; 0; 0), Este grupo llamado triangular, en efecto existe, cf. [1] pp
276-280, véase la Figura 3.8. Hemos probado el siguiente resultado

Teorema 3.0.14SeaG un grupo fuchsiano no elemental finitamente generado,
con región de Nielsen N, entonces

h− área(N/G) ≥ π

21
,

y dicha cota se alcanza por el grupo triangular (2,3,7).

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 3.0.11
El Teorema 3.0.12 muestra que siG es un grupo fuchsiano finitamente generado
no elemental con signatura(g : m1, m2, . . . , mr; s; t) y mj ≥ 2 entonces

2g − 2 + s+ t+

r∑

j=1

(
1− 1

mj

)
> 0. (3.7)
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Figura 3.8: Grupo triangular (2,3,7)

Por lo que basta probar la segunda parte.∀d ≥ 0 se toman4g + r + s+ t puntos
zj igualmente espaciados en el círculoρ(z, 0) = d. Los arcoszjzj+1 subtienden
un ángulo de2θ en el origen, por lo que

θ =
2π

8g + 2r + 2s+ 2t
. (3.8)

Con los primeros cuatro de estos arcos se construye una configuración con las
transformacioneshj ilustradas en la Figura 3.9.

Nótese que los puntosz1, z2, . . . , z5 son todos equivalentes bajoh1, h2, h
−1
1 , h

−1
2 .

Esta construcción se repiteg−1 veces empezando enz5 y continuando en este or-
den. Esto conlleva4g arcoszjzj+1, un ángulo8gθ en el origen y transformaciones
h1, h2, . . . , h2g. Usando los siguientesr arcoszjzj+1, se construyen configuracio-
nes con transformacionesej como se ilustra en la Figura 3.10 (recuérdese que los
enterosmj son mayores o iguales que 2).

Siempre se puede encontrar este ángulo, usando el producto inversivo se puede
mostrar formalmente la existencia de dicho ángulo cf. [1] p. 29.
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θ
α

z1

z2
h1

h2

z4 = h1(z1) = h2(z3)

z5 = h2(z2)

ρ(z, 0) = d

h1(z2) = z3

Figura 3.9: Lós vértices son equivalentes.

ρ(z, 0) = d

zj zj+1

wj

βj βj

2π/mj

0

θ

ej

Figura 3.10:ej es una transformación elíptica de ordenmj .

Las transformacionesej son elípticas de ordenmj , que fijanwj j = 1, 2, . . . r.
Esta parte de la construcción conlleva otra medida angular de2rθ en el origen.
Después se repite la construccións veces ahora con laswj en∂∆, las transforma-
ciones correspondientespj son parabólicas (véase la Figura 3.12).

Restant arcos, cada uno subtiende un ángulo de2θ en el origen. En cada uno
de estos arcos se construyen configuraciones y transformaciones hiperbólicasbj
como en la Figura 3.13, donde

θ1 =

(
1 + d

1 + 2d

)
θ. (3.9)

Se ha construido un polígono con vérticeszj , uj, vj, wj con apareamientos
dados porhj, ej , pj y bj .
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ρ(z, 0) = d

zj zj+1

wj
βj βj

0

θ

π

Figura 3.11: Caso elíptico simj = 2.

El grupoG generado por estos apareamientos puede ser discreto o no serlo,
pero en todos los casos, los puntosz1, z2, . . . están en la misma órbita. Más aún,
la suma de los ángulos subtendidos en estoszj es

8gα+ 2(β1 + β2 + . . . + βr+s+t),

a este número lo denotamos porφ(d), es decir, es una función que depende ded.

ρ(z, 0) = d

zj zj+1

wj

βj βj

0

θ

∆

pj

Figura 3.12: Vértices parabólicoswj en la prueba del Teorema 3.0.11.

Se mostrará que para alguna eleccíón ded, φ(d) = 2π. Aplicando un argu-
mento de continuidad.

En consecuencia usando el Teorema de Poincaré, el grupoG es discreto y el
polígono construido es un polígono fundamental paraG. Por último, se verificará
queG tiene signatura(g : m1, m2 . . .mr; s; t).
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ρ(z, 0) = d

zj zj+1

βj βj

0

∆

bj

θ1 θ1

uj vj

Figura 3.13: Apareamientos hiperbólicos de frontera en la prueba del Teorema
3.0.11.

Nótese que0 < θ ≤ π/3, ya que si

g 6= 0

entonces
8g + 2r + 2s+ 2t ≥ 8

en caso de queg sea igual a cero se sigue de (3.7) que

s+ t + r > 2,

debido a que estos valores son enteros la desigualdad se convierte en

s+ t + r ≥ 3,

de donde se obtiene
2s+ 2t+ 2r ≥ 6,

y por (3.8) ´se tiene queθ ≤ π/3.
Usando la Figura 3.9 y propiedades de la trigonometría de triángulos rectán-

gulos se tiene la siguiente igualdad.

cosh d = cot θ cotα. (3.10)

Cf. [1] p. 147 Teorema 7.11.3. Despejando se tiene que

α = tan−1

(
cot θ

cosh d

)
, (3.11)
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así que el ánguloα depende continuamente del parámetrod, ya queθ es constante,
más aún0 < α < π/2. Por otra parte en la Figura 3.10 usando la ley de cosenos
cf. [1] p. 148, se obtiene

cosh d =
cos θ cosβj + cos(π/mj)

senθ senβj
(3.12)

Nótese que simj = 2 ésta es la misma fórmula que (3.10). Para los otros
vértices que se encuentran en la frontera existe una expresión similar, se puede
aplicar un resultado análogo (cf. [1] p. 146 Teorema 7.10.1) y obtener

cosh d =
cos θ cos βj + 1

senθ senβj

, (3.13)

véase la Figura 3.12. Este mismo resultado ([1] p. 146) implica que en la Figura
3.13 se cumple la siguiente expresión

cosh d =
cos θ1 cosβj + 1

senθ1 senβj
. (3.14)

Ahora, sid −→ 0, usando (3.10) se tiene que

α −→ π/2− θ,

ya que si
1 = cot θ cotα

y θ es fijo, entonces

tan θ = cotα =
cosα

senα
.

Y esto se cumple siα = π/2− θ, ya que

cosα = cos(π/2− θ) = −sen(−θ) = senθ

senα = sen(π/2− θ) = cos(−θ) = cos θ.

Nótese que∀d se tiene queα < π
2
−θ, ya que la suma de los ángulos interiores

de un triángulo es menor aπ. Además como cotangente es biyectiva en(0, π/2),
se sigue queα −→ π/2− θ si d −→ 0.

Por otro lado se sigue de (3.12) que,

cosh d senθ senβj − cos(π/mj) = cos θ cos βj = cos(θ + βj) + senθ senβj .
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Por lo cual

cos(θ + βj) = cosh d senθ senβj − cos(π/mj)− senθ senβj

= senθ senβj (cosh d− 1)− cos(π/mj)

= senθ senβj (cosh d− 1) + cos(π − π/mj),

de manera que sid −→ 0 entoncesβj −→ π − π
mj

− θ, ya que

cos(θ + βj) −→ cos(π − π/mj), y 0 ≤ βj < π − π

mj
− θ,

debido a que coseno es una función biyectiva en(0, π). Véase la Figura 3.10.
Para los vértices parabólicos, haciendo operaciones análogas, se deduce que

cos(θ + βj) = sin θ sin βj(cosh d− 1)− 1

por lo cual sid −→ 0, entoncescos(θ + βj) −→ −1 = cosπ. Además

0 < θ + βj ≤ π,

y como la función coseno es biyectiva entre0 y π se sigue queβj −→ π − θ.

De igual manera, para las transformaciones hiperbólicas de frontera, usando
(3.14) sid −→ 0, en el límite se tiene

cos(θ + βj) = −1

ya queθ1 −→ θ (conforme a (3.9)). Se sigue de esto que sid −→ 0, entonces
θ1 + βj −→ π por lo queβj −→ π − θ. Vésae la Figura 3.13.

Ahora sid −→ 0, usando las observaciones previas, se tiene que como

φ(d) = 8gα+ 2(β1 + β2 + . . . + βr+s+t),

entonces

φ(d) −→ 8g
(π
2
− θ
)
+ 2

[
r∑

j=1

(
π − π

mj
− θ

)
+ s(π − θ) + t(π − θ)

]
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Lo cual usando (3.8) es igual a

4gπ + 2π
r∑

j=1

(
1− 1

mj

)
+ 2πs+ 2πt− (8g + 2r + 2s+ 2t)θ

= 2π

[
2g +

r∑

j=1

(
1− 1

mj

)
+ s + t

]
− 2π

(
8g + 2r + 2s+ 2t

8g + 2r + 2s+ 2t

)

= 2π

[
2g +

r∑

j=1

(
1− 1

mj

)
+ s + t− 1

]

= 2π

[
2g − 2 +

r∑

j=1

(
1− 1

mj

)
+ s+ t

]
+ 2π > 2π.

Resulta queφ(d) es una función continua, se mostró queα depende continua-
mente del parámetrod (véase (3.11). Se prueba ahora que los ángulosβj dependen
también continuamente ded. Usando (3.12) al elevar ambos términos de la ecua-
ción al cuadrado y sustituyendo sen2βj por1 − cos2βj se llega a una ecuación de
segundo grado en términos decosβj . Específicamente

cos2 h d =

(
k1 cos βj + k3

k2senβj

)2

(3.15)

dondek1 = cos θ, k2 = senθ, y k3 = cos(π/mj). Se sigue entonces que

k2
2 cos

2 h d sen2 βj = k2
1 cos

2 βj + 2k1k3 cosβj + k2
3,

sustituyendo sen2βj por1− cos2βj se tiene que

k2
2 cos

2 h d− k2
2 cos

2 h d cos2 βj = k2
1 cos

2 βj + 2k1k3 cosβj + k2
3

⇔
(k2

1 + k2
2 cosh d) cos2 βj + (2k1k3) cosβj + k2

3 − k2
2 cos

2 h d = 0

por lo que

cosβj =
−k1k3 ±

√
k2
1k

2
3 − (k2

1 + k2
2 cosh d)(k2

3 − k2
2 cos

2 h d)

k2
1 + k2

2 cosh d
. (3.16)

Existen dos soluciones para (3.15), una de ellas es

cosh d =
k1 cosβj + k3

k2senβj
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y la otra

− cosh d =
k1 cosβj + k3

k2senβj
.

Notemos que en (3.12) el signo decosh d es el signo del numerador del miem-
bro derecho, ya que0 ≤ θ, βj < π. Retomando las soluciones de la ecuación
cuadrática, una de ellas es siempre negativa, mientras que la otra puede ser positi-
va o negativa, esta solución es la correcta. Esto se sigue ya que la solución menor,
es decir,la más negativacorresponde a

− cosh d =
cos θ cos βj + cos(π/mj)

senθ senβj
.

Debido a que se ha expresadocosβj en términos ded y θ se tiene queβj depende
continuamente del parámetrod, análogamente de las ecuaciones (3.13) y (3.14) se
llega a una expresión similar, en el primer caso, se tomak3 = 1 y se sigue exac-
tamente el mismo argumento. Finalmente, para los ángulosβj correspondientes
a apareamientos hiperbólicos, se tiene que tantok1 comok2 son funciones con-
tinuas que dependen del parámetrod, recuérdese queθ1 aparece en la expresión,
pero este parámetro, como se puede ver en (3.9), depende continuamente ded, por
lo que en (3.16) el argumento también es válido.

Otra manera de probar la continuidad es con el producto inversivo, nótese que
si se aumenta un pocod, elβj correspondiente cambia poco. Se puede conjugar de
tal manera que el ánguloθ corresponda a un ángulo entre el eje imaginario y una
geodésica que lo corte, se toman todas las geodésicas que formen un ánguloπ/mj

con el eje imaginario, se puede observar que todas estas rectas se obtienen a partir
de homotecias, por lo que el ánguloβj depende continuamente del parámetrod
(véase [1] pp. 28, 29 y las Figuras 3.14 y 3.15).

Por otra parte sid −→ ∞ se sigue de (3.10) que

cot θ cotα −→ ∞

comoθ es constantecotα debe tender a infinito, de donde se sigue queα −→ 0.
En la ecuación (3.12), sid tiende a infinito ambos miembros de la ecuación

tienden a infinito, como el numerador en el segundo miembro está acotado yθ es
constante, entonces senβj tiende a cero por lo cualβj tiene a cero.

De manera análoga en (3.13) y en (3.14),cosh d −→ ∞ si d −→ ∞, por
lo cual el segundo miembro en ambas ecuaciones tiende a infinito y como el nu-
merador está acotado, se sigue que el denominador en ambas expresiones tiende a
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infinito (recuérdese que sid −→ ∞ entoncesθ1 −→ θ/2), así que el denominador
tiende a cero y entoncesβj tiende a cero.

Estas observaciones implican que si

d −→ ∞
entonces

φ(d) −→ 0,

por continuidad existed tal queφ(d) = 2π, reccuérdese queφ(d) es la suma de
los ángulos interiores en el ciclo accidental, el cual es único en nuestro polígono, y
dado que la suma de los ángulos interiores del vértice accidental es2π se cumple
la hipótesis del Teorema de Poincaré y el grupoG es discreto.

Ahora,G tiene r transformaciones elípticas de órdenesm1, m2, . . . mr,
tambiéns parabólicas yt hiperbólicas de frontera que representan todas las clases
conjugadas distintas. Esto se sigue, esencialmente, ya que aparean lados adjacen-
tes de un polígono fundamental cf. [1] sección 9.3 y las observaciones sobre las
transformaciones hiperbólicas que se mencionan antes del Teorema 3.0.12. Final-
mente, si∆/G tiene génerog∗, por la fórmula de Euler aplicada a la superficie
obtenida se obtiene.

2− 2g∗ = (1 + r)− (2g + r + s+ t) + 1 + (s+ t)

donde1 + r son las clases de los vértices,2g + r + s+ t son los lados apareados
y s+ t son los hoyos que "tapamos", así queg = g∗ y hemos concluido la prueba.

�
A continuación se discute la geometría alrededor de los vértices parabólicos

de un grupo Fuchsiano no elemental, en el mismo sentido del inicio del capítulo,
en el cual se definió la signatura.

DadoG un grupo discreto no elemental con transformaciones parabólicas, se
define para cadag ∈ G la región

Σg =
{
x ∈ H2 senh (1/2 ρ(x, g(x))) < 1/2

}
.

Se puede probar que∀h ∈ G, h(Σg) ∩ Σg = ∅, a menos queh ∈< g >, cf.
[1] p. 110 Teorema 5.4.4. Este teorema se puede adaptar al caso fuchsiano.

Proposición 3.0.15SeaG un grupo fuchsiano no elemental yg un elemento pa-
rabólico que genera el estabilizador de su punto fijov, entonces existe una región
horocíclicaK basada env, tal queπ(K) es conformemente equivalente a un
disco perforado en∆/G.
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wj

βj

2π/mj

0

θ

Figura 3.14: Los ángulosβj dependen continuamente ded.

DEMOSTRACIÓN. Resulta queΣg es un horodisco basado env. Usando la obser-
vación previa al teoerma se sigue la existencia de una región horocíclicaK estable
bajo la acción de< g > .

En virtud del Teorema 3.0.10 comoΣg es abierto se concluye que el cociente

Σg/ < g >

es homeomorfo aπ(Σg), el cual es un disco perforado. Esto se puede probar fá-
cilmente tomando un polígono de Dirichlet donde los cíclos parabólicos tengan
longitud uno, véase la Figura 3.16.

�

A continuación se presenta un ejemplo. SeaP el cuadrilátero hiperbólico en
H2 con vértices en−1, 0, 1, ∞ y G el grupo generado por

g(z) = z + 2, y h(z) =
z

2z + 1
.

Véase la Figura 3.17.
Nótese queh y g son elementos parabólicos, el círculo isométrico deh tiene

centro en−1/2 y radio 1/2, de igual manera el círculo isométrico deh−1 tiene
centro en1/2 y radio1/2. Las transformacionesh y g aparean los lados del po-
lígono y se cumple el Teorema de Poincaré, en consecuenciaP es un polígono
fundamental convexo paraG. Ahora, si se separa el cuadrilátero en los triángulos
(∞,−1, 0) y (∞, 0, 1), se observa que el h-área del polígono es2π.
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i

ki

a ka

θ
π/mj

βj

Figura 3.15: Detalle de la conjugación de los ángulosβj .

Σg

g

Figura 3.16: Horodisco usado en la prueba de la Proposición 3.0.15.

Por otra parte el área de la región fundamental para el grupo clásico modular
PSL(2,Z) descrita en la Figura 2.1 esπ − 2π/3 = π/3, de modo que el índice
deG en el grupo clásico modular es6.

Se puede probar que este grupoG es precisamente

Γ(2) =

{ (
a b
c d

)
∈ SL(2,Z)

(
a b
c d

)
≡
(

1 0
0 1

)
mod2

}

que es normal enPSL(2,Z), en este sentido, este es un caso particular del Lema
de Selberg, el cual dice que dadoG un grupo finitamente generado de matrices de
n×n, entoncesG tiene un subgrupo normal de índice finito sin torsión (véase [1]
p. 10).

Concluimos esta tesis exhibiendo cotas superiores e inferiores para polígonos
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s1 s∗1
s2 s∗2

−1 0 1

Figura 3.17: Los lados del polígono son apareados porg y h.

fundamentales convexos para grupos fuchsianos del primer tipo.
En este caso podemos omitir el parámetrot en la signatura y considerar a

los elementos parabólicos como elípticos de orden infinito, se puede cambiar la
notación de la signatura por

(g : m1, . . . , mn)

o bien, siG no tiene elementos elípticos, ni elementos parabólicos, por(g : 0).

Teorema 3.0.16SeaG un grupo fuchsiano finitamente generado del primer tipo
y P cualquier polígono fundamental convexo paraG. Supóngase queP tieneN
lados (los cuales no se aparean consigo mismos).

i) SiG tiene signatura(g : m1, . . . mn) donde posiblementen = 0, entonces

N ≤ 12g + 4n+ 6.

Esta cota superior es alcanzada por el polígono de Dirichlet con centro en
w para casi toda elección dew.

ii) Si G tiene signatura(g : 0), entonces

N ≥ 4g

y esta cota es alcanzada por algún polígonoP.

iii) Si G tiene signatura(g : m1, . . . mn), n > 0, entonces

N ≥ 4g + 2n− 2,

la igualdad se tiene para algúnP.
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DEMOSTRACIÓN. Supóngase queP tieneC1, C2, . . . , Cn cíclos elípticos o pa-
rabólicos yCn+1, Cn+2, . . . , Cn+A cíclos accidentales, alguno de estos conjuntos
(pero no ambos) pueden ser vacíos.

En general, se denota por|C| el número de puntos en el cíclo|C|. Se tiene que

|Cj| ≥ 1 si 1 ≤ j ≤ n;

|Cj| ≥ 3 si n ≤ j ≤ n+ A.

Además el número de lados del polígono cumple

N =

n+A∑

j=1

|Cj|,

de donde se sigue que

0 ≤ A ≤ N − n

3
. (3.17)

Aplicando la fórmula de Euler al polígono se tiene

2− 2g = 1−N/2 + n + A, (3.18)

multiplicando esta igualdad por2 y despejandoN, se sigue que

N − 2A = 4g + 2n− 2. (3.19)

En consecuencia, se obtiene iii).
Por otro lado, de (3.17) se concluye que

−6A ≥ 2n− 2N,

utilizando este hecho y multiplicando por3 la ecuación (3.19), se obtiene

12g + 6n− 6 ≥ 3N + 2n− 2N = N + 2n,

lo que implica
12g + 4n− 6 ≥ N

que es la desigualdad i).
En caso de que la signatura sea(g : 0) se llega a una igualdad similar a (3.19).

En este caso se obtiene
N − 2A = 4g − 2,



50 3.0. LA SIGNATURA DE UN GRUPO FUCHSIANO

y como deben existir cíclos accidentalesA ≥ 1, por lo cual

N − 2 ≥ N − 2A = 4g − 2,

y N ≥ 4g.
La prueba del Teorema 3.0.11 muestra que la cota inferior4g que aparece en

ii) es alcanzada. Si la signatura es(g : 0) se construyen apareamientos como en
la demostración del Teorema, véase la Figura 3.9, el polígono resultante tiene4g
lados.

Por último, la cota en iii) es alcanzada, en caso de quemn sea una clase elíp-
tica, se construye el polígono para el grupo con signatura(g : m1, . . . , mn−1), y
como la variación deφ(d) es de0 a algo mayor de2π, el mismo razonamiento del
Teorema 3.0.11 es aplicado, se eliged de tal manera queφ(d) = 2π/mn, esto im-
plica que los vértices en el círculo de radiod representan la clase elíptica faltante,
los cuales en el teorema, correspondían a un cíclo accidental. Se cumplen las hi-
pótesis del Teorema de Poincaré, este polígono tiene4g+2(n−1) lados, de modo
que la cota se alcanza. Si el grupo solo tiene elementos parabólicos la construc-
ción de las configuraciones para el parámetrog se realiza en∂∆, se construyen
vértices parabólicos en cíclos de longitud 1 y arcos que unan consecutivamente
estos vértices. Como en el caso anterior sólo se utilizann − 1 clases parabólicas
(conn− 1 vértices), el cíclo restante determina la clase parabólica que no se usó.
Se cumple el Teorema de Poincaré y se concluye la prueba.

�

h1

h2

f1

vértice parabólico

Figura 3.18: Configuración para el caso en que todos los elementos son parabóli-
cos, en la prueba del Teorema 3.0.16

A manera de aplicación del Teorema 3.0.16 probamos ahora la existencia de
una constanteδ para cualquier grupo fuchsiano tal que la superficie de Riemann
correspondiente tiene un disco de radioδ.
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Proposición 3.0.17SeaG un grupo fuchsiano no elemental finitamente genera-
do, entonces existe una constanteδ > 0, tal que siP es un dominio fundamental
convexo paraG, entoncesP ∩ N contiene un disco de radio cuando menosδ,
dondeN es la región de Nielsen. De hecho se pueda dar una estimación explícita
deδ.

DEMOSTRACIÓN. Se analiza primero el caso en queG es de la primer clase. Sea
P un polígono fundamental convexo arbitrario paraG, el área deP es mayor o
igual aπ/21 (véase el Teorema 3.0.14). Ahora, se toma un punto en el interior de
P y se trazanM triángulos uniendo el punto con los vértices del polígono,M es
el número de lados del polígono, necesariamente uno de los triángulo tiene área
mayor o igual a

π/21(M).

Se mostró queM ≤ 12g + 4m − 6 (Teorema 3.0.16), dondem es el número
de clases parabólicas o elípticas, así que

π

21(M)
≥ π

21(12g + 4m− 6)
.

Por otro lado, todo triánguloT tiene un círculo inscrito de radioR que satis-
face

tanhR ≥ 1

2
sen

(
1

2
h− áreaT

)

cf. [2] p. 29.
Ahora, como

d
(tanh t)

dt
=

1

cosh2 t

la derivada detanh es siempre positiva y por lo tanto la funcióntanh es creciente
(véase la Figura 3.19). De este modo se sigue la igualdad

R > tanh−1

(
1

2
sen

(
π

42(12g + 4m− 6)

))
,

tomando

δ = tanh−1

(
1

2
sen

(
π

42(12g + 4m− 6)

))

se sigue el resultado.
El otro caso es cuandoG es de la segunda clase, supóngase primero que no

existen vértices accidentales en∂N. Obsérvese quek ≤ 2n, dondek es el número
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de lados no apareados provenientes de∂N y 2n el número de lados apareados,
a cada lado no apareado en∂N le podemos asociar el lado anterior recorriendo
∂(N ∩ P ) en el sentido positivo.

Ahora, se tiene de manera análoga a (3.2) que

2− 2g = 1 + t− (n + k) +m+ a + k

dondem es el número de cíclos parabólicos o elípticos ya el número de cíclos
accidentales. Se sigue entonces que

2− 2g = 1 + t− n+m+ a (3.20)

como los cíclos accidentales tienen longitud mayor o igual a3, se tiene que2n−m
es mayor o igual al número de vértices fuera de la frontera de Nielsen, por lo cual
2n−m ≥ 3a y esto implica que

2− 2g ≤ 1 + t− n +m+
2n−m

3
.

f(x) = tanh(x)

1

−1

Figura 3.19: Gráfica de la función tangente hiperbólica.

Por lo tanto

n

3
≤ 2g − 1 + t+

2m

3
⇔ n ≤ 6g − 3 + 3t+ 2m.

Finalmente, siM es el número de lados del polígono se obtiene

M = 2n+ k ≤ 4n ≤ 24g − 12 + 12t+ 8m = 4(6g − 3 + 3t+ 2m),
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y se puede proceder como en el primer caso.
Se puede proceder de manera análoga tomando en cuenta los vértices acciden-

tales en la frontera de la región de Nielsen.

�
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