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Introduccion

Este trabajo esta estrechamente relacionado con la nocién de espacio dual de un espacio
de Banach X es decir, el espacio de todas las funcionales lineales continuas definidas
en X y que es denotado como X*. Si X es no nulo, entonces tiene un dual topologico
no trivial; mas aun, este espacio es abundante en el sentido de que separa los puntos
de X.

Para algunos espacios de Banach X existe un isomorfismo isométrico, es decir una
isometria lineal y biyectiva, entre él y el dual Y* de otro espacio de Banach Y. En tal
caso decimos indistintamente que: X es isomorfo a un dual, X es un espacio dual, X
tiene predual y éste es Y o bien que Y es un predual de X. Para denotar lo anterior
escribimos X =~ Y™ y en ocasiones, por abuso, X = Y*.

Por ejemplo, sabemos que el espacio ¢! de las sucesiones escalares absolutamente suma-
bles es isomorfo tanto al dual ¢* del espacio ¢ de las sucesiones escalares convergentes,
con la norma uniforme, como al dual ¢, del subespacio ¢y de ¢ formado por las sucesio-
nes que convergen a cero. Asi, ¢! tiene predual. Entre ¢y y ¢ no existe un isomorfismo
isométrico.

Una clase de espacios de Banach con predual es la constituida por aquellos que son
reflexivos, pues estos tienen la propiedad de ser isomorfos a su doble dual, es decir
al dual de su dual. O sea, si X es reflexivo, entonces X =~ (X*)". Sin embargo, hay
espacios no reflexivos con predual, como £}, que es no reflexivo y tiene como predual a
co- Asi, vemos que hay mas espacios con predual que espacios reflexivos.

No todo espacio de Banach tiene predual. Por ejemplo, ¢y no tiene predual. Mas atn
no existe un espacio de Banach Y tal que ¢y sea topologicamente isomorfo a Y*, esto
es, para ningtn espacio de Banach Y existe un operador lineal T : ¢y — X™ biyectivo y
bicontinuo.

Encontrar condiciones necesarias y suficientes para que un espacio de Banach tenga
predual es un viejo problema. Fue Jacques Dixmier en su clasico articulo Sur un théo-
reme de Banach quien dio las primeras caracterizaciones de los espacios de Banach con
predual. En ese articulo, se introducen los conceptos de la caracteristica de un subes-
pacio del dual de un espacio de Banach y de subespacios minimales. Ambos son basicos
para el desarrollo del articulo. Y éste a su vez lo es para este trabajo.
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INTRODUCCION 6

Otras condiciones necesarias y suficientes han aparecido desde entonces. Por ejemplo,
estd la encontrada por Kung-Fu Ng en [9], que es una variante de aquella dada por
Dixmier en términos de la compacidad de la bola unitaria cerrada del espacio de Banach
X, en una cierta topologia débil.

Dixmier deja planteada en su articulo la siguiente pregunta: ;Si X es topoldgicamente
isomorfo a un dual, entonces tiene predual? Esta fue respondida negativamente, me-
diante un contraejemplo, ocho anos después, por Victor L. Klee, Jr en [8]. Mucho mas
recientemente, Libor Vesely da en [10] una manera de construir, a partir de cualquier
espacio de Banach no reflexivo, por ejemplo ¢!, un espacio de Banach X que sea topo-
logicamente isomorfo a un dual, pero que no tenga predual.

En esta tesis se presentan y desarrollan los temas que acabamos de mencionar. Son
temas que surgen de manera natural al estudiar la dualidad en espacios de Banach y
resulta curioso que no haya sido recogido en los libros de texto de Analisis Funcional.

Actualmente, el tema se estudia en dos vias el “caso isométrico” y el “caso isomorfo”,
que corresponden, en el lenguaje de Dixmier que hemos adoptado y usado lineas arriba,
a que X sea isomorfo a un dual o bien que X sea topologicamente isomorfo a un dual.
Como ya senialamos, puede darse lo segundo sin que ocurra lo primero.

Un problema sobre el que se trabaja actualmente es, por ejemplo, determinar cuéales
espacios de Banach X tienen predual tnico, en alguno de los siguientes dos sentidos:
cualesquiera dos preduales de X son isomorfos o bien cualesquiera dos preduales de X
son topologicamente isomorfos. Por lo antes dicho, £* no tiene predual Gnico en el “caso
isométrico”.

La presentacion del material en esta tesis se hace de manera que sea lo mas autoconte-
nida posible y se divide en cuatro capitulos.

En el primero se recuerdan conceptos y resultados basicos sobre espacios vectoriales
topologicos sobre un campo F que puede ser el campo de los nimeros reales o el de los
numeros complejos. Se tratan las funcionales, es decir funciones con valores en [F, que
pueden ser lineales, sublineales o seminormas, y se estudian los operadores lineales entre
espacios vectoriales. Como nos interesara la continuidad de seminormas y operadores
lineales en espacios localmente convexos, se agrega una seccién para tratar el tema. Al
final se ve el caso particular de los espacios normados y por supuesto se introducen los
espacios de Banach.

En el segundo se definen los espacios duales: algebraico y topologico. Se caracterizan a
los espacios duales de algunos de los espacios de sucesiones, lo que nos da ejemplos de
espacios X con predual, donde la isometria entre X y el dual Y* surge de manera natural
aprovechando que Y tiene base de Schauder. Como tema auxiliar para determinar
en el tercer capitulo el conjunto de los limites de sucesiones w*-convergentes de un
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conjunto de un espacio dual, se agrega la caracterizacion, dada por Banach en [2], de
los elementos de los duales de subespacios separables de £°°. También se presentan los
llamados teoremas de separacion para espacios vectoriales topologicos, en particular
el de Tukey-Klee que tiene como consecuencia que en un espacio localmente convexo
la cerraduras, en la topologia original y en la débil, de cualquier subconjunto convexo
coincidan. Las topologias débiles son introducidas después de que se definen el segundo
y tercer duales de un espacio vectorial topoloégico y, en el caso de espacios normados,
también se trabaja con los conceptos de anulador y preanulador de subconjuntos y la
inmersion canédnica de un espacio en su segundo dual.

Por su uso frecuente, se recuerda el Teorema de Alaoglu y su demostracién. Junto
a ¢l esta el Teorema de Goldstine que nos permite obtener resultados sobre espacios
reflexivos que nos seran tutiles.

Para el dual de cualquier espacio normado tenemos la topologia de la norma y la débil
estrella w*. Entre estas dos se encuentra otra llamada la topologia acotada-w*, denotada
como bw*, y con respecto a la cual se puede resaltar el Teorema de Krein-Smulian que
caracteriza a los conjuntos convexos en X* que son w*-cerrados en términos de sus
intersecciones con las bolas cerradas centradas en 0.

El capitulo dos se cierra con el Teorema de Krein-Milman. Todos los resultados men-
cionados jugardn un papel importante en los dos capitulos finales.

En el tercer capitulo se introducen las nociones de caracteristica y subespacio minimal
para subespacios del dual X* de un espacio de Banach X. La caracteristica de un
subespacioV es el “méaximo” real r para el cual la bola unitaria de V' es w*-densa en
la r-bola cerrada de X*. En tanto que un espacio es minimal si lo es en la coleccion
de subespacios cerrados en la norma y w*-densos en X*, ordenados por la inclusion.
La caracteristica es siempre un valor entre 0 y 1 y se hacer ver mediante una familia
de subespacios dependientes de un parametro que cualquiera de esos valores puede ser
alcanzado, incluidos los extremos.

Incluimos algunos resultados técnicos que conducen al resultado principal del capitulo:
Un subespacio V' tiene caracteristica 1 y es minimal si y sélo si la bola unitaria cerrada
de X es compacta para la topologia débil de X determinada por V.

En el dltimo capitulo se ve que cualquier de estas condiciones es equivalente a que X
tenga predual y se dan otras dos mas. Se exhibe el ejemplo ya mencionado en esta
introduccién de un espacio X sin predual, pero que es topolégicamente isomorfo a un
dual; de hecho a ¢* ~ (¢})". Y se da el procedimiento, también ya comentado, para
construir espacios de Banach con la misma propiedad a partir de cualquiera que no sea
reflexivo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios vectoriales y vectoriales topolégicos

En este trabajo todos los espacios vectoriales seran sobre el campo F de los reales (R)
o de los complejos (C). Las definiciones y resultados que se presentan a continuacion
son fundamentales para lo que sigue.

DEFINICION 1.1.1. Un espacio vectorial (e.v.) o lineal sobre F es un conjunto no vacio
X con dos funciones: 4+ : X x X — X, llamada suma vectorial y - : F x X — X llamada
producto por un escalar con las siguientes propiedades:

(1 ) La suma vectorial es asociativa y conmutativa; es decir:
(x+y)+z=z+y+2)yr+y=y+x
si z,y,z € X, respectivamente.
Xiste un unico vector U € al que para todo x € se cumple que O +x = o .
2) Exist (ini tor 0 € X tal tod X 1 0

(3) Para cada x € X existe un tinico vector —x € X tal que x + (—x) =0 .

(4) Para cualesquiera escalares a, § € F y vectores x,y € X se cumple que

(a+p) z=a-xz+f -z a- (B-z)=(af) - zya- - (z+y)=a-z+a-y.
5) Para todo x € X se satisface que 1 -z = z.
(5) q

Por comodidad, de aqui en adelante se escribird ax en lugar de « - x.

Un subconjunto Y de un espacio vectorial X que es espacio vectorial con las mismas
operaciones definidas en X es llamado un subespacio vectorial de X. El minimo subes-
pacio que contiene a un subconjunto A de un espacio vectorial es llamado el subespacio
vectorial generado por Ay se denota por < A > . Si A = {z1, .., x, }, entonces escribimos
< X1y ey Ty > .

Tenemos que < A >= {30 | six;:n>1,s,€Fa; € Ay si A#y <@ >=0. Cada
w1 siz; es llamada una combinacion lineal.

8



1.1. ESPACIOS VECTORIALES Y VECTORIALES TOPOLOGICOS 9

Nos interesara trabajar con espacios vectoriales que ademas tengan una topologia “bien
relacionada” con la estructura algebraica. De manera precisa tenemos la siguiente defi-
nicion.

DEFINICION 1.1.2. Un espacio vectorial (lineal) topoldgico (e.v.t.) (X, T) es un espacio
vectorial X con una topologia 7 tal que las funciones suma vectorial y producto por un
escalar son continuas cuando en X x X y F x X se dan las topologias producto inducidas
por 7 v la topologia usual de F. En este caso se dice que 7 es una topologia vectorial
(lineal) o bien que es una topologia compatible con la estructura vectorial (lineal).

Al trabajar con espacios vectoriales topologicos, serd ttil la siguiente proposicion.
PROPOSICION 1.1.3. Sean (X, 7) un ev.t.,, a € F y z € X. Entonces las funciones

t,: X — X definida como x — z+x
ho: X = X, con a # 0,definida como x — ax

son homeomorfismos. La primera es llamada la traslacion por z y la sequnda la homo-
tecia con razon .

La funcion

>
vl
g

es continua para cada x € X

DEMOSTRACION. Considérese la funcion f: X — X x X definida por la asociacion
x +— (z,x). Sean m y my las proyecciones sobre la primera y segunda coordenadas,
respectivamente. Entonces m o f es la funcion constante z y myo f es la funcion identidad
de X, ambas continuas. Asi, la funcién f es continua. Como (X, 7) es espacio vectorial
topologico, entonces la funcién suma vectorial s es continua. Por tanto, so f = ¢, es
continua.

De manera anéloga, pero ahora considerando la funciéon producto por un escalar p y la
funcion g : X — F x X definida por la asociacion z — («, ), tenemos que p o g = h,,.
es continua.

Como las funciones t_, : X - X'y hi-: X — X , son inversas de t, y h, respectiva-

[e3
mente, y son continuas por la primer parte de la demostracion, entonces, t, y h, son
homeomorfismos.

La funcién A — Az es continua por ser la composicion de A — (A, z) seguida de la
multiplicacién por un escalar. O



1.1. ESPACIOS VECTORIALES Y VECTORIALES TOPOLOGICOS 10

1.1.1. Conjuntos balanceados, convexos y absorbentes. En esta subsecciéon
X es un e.v.

DEFINICION 1.1.4. Sea A un subconjunto de X.

Aes convero six,y € A, s>0,t >0y s+t=1implica que st +ty € A .

A es simétrico si x € A implica —z € A.

A es balanceado si x € Ay |A\| <1 implican que Az € A.

A es absorbente si para cada r € X existe r, > 0 tal que x € AA para todo
|A| > r,. Lo anterior equivale a que para cada x € X existe §, > 0 tal que
Az € A para todo |\ < 6,.

Un conjunto V absorbe a un conjunto A si existe r > 0 tal que A C AV para
todo |[A| > r. Esto equivale a que existe § > 0 tal que AA € V para todo |A| <.

Notese que la definicion de conjunto convexo es equivalente a: > - | t;x; € A siempre
que Ty, Ta, ..., T, € Ay ty,ta, ..., t, son reales no negativos que suman 1. A la dltima
suma se le conoce como una combinacion convexa de elementos de A.

Supongamos que A es balanceado. Entonces
= A es absorbente si y so6lo si para cada x € X existe r, > 0 tal que x € r, A.
= Un conjunto V absorbe a A si y solo si existe » > 0 tal que A C rV.

DEFINICION 1.1.5. La envolvente convexa de A C X es el conjunto de todas las com-
binaciones convexas de elementos de A y la denotaremos por conv(A). Es decir,

conv(A) = {z:,szxZ i, >0, Zsi =1,x,€ Ayn € N}
i=1 i=1

Es claro que conv(A) es un conjunto convexo, A C conv(A), y A C B implica que
conv(A) C conv(B).

Es facil demostrar que si C' es un conjunto convexo tal que A C C, entonces conv(A) C
C, es decir, conv(A) es el minimo conjunto convexo que contiene a A.
Veremos algunas propiedades de la envolvente convexa.

PROPOSICION 1.1.6. Sean C7, Cy conjuntos convexos no vacios de un espacio vectorial.
Entonces conv(Cy | Cy) consiste en todas las sumas

(1.1.1) t1c1 + taco

donde t1,ts son reales no negativos que suman 1 y ¢; € C; para i =1, 2.
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DEMOSTRACION. De la definicion para conv(Cy|JCsy) se sigue que las sumas que
tienen la forma de 1.1.1 pertenecen a este conjunto.

Sea x € conv(Cy |JCy). Entonces, existen sy, So, ... s, € R no negativos que suman 1y
r1,%s...,x, € C1|JC, tales que z = 2?21 s;z;. El caso en el que todos los elementos
x1,...,T, pertenezcan a C; o bien a (5 es inmediato, ya que estos dos conjuntos son
convexos. Supongamos entonces lo contrario y reetiquetamos los elementos x; de tal
forma que x1, 2o, ..., x,, pertenecen a Cy y 41,2, ..., 2, estan en Cy, pero no en C;
lo correspondiente se hace con los escalares s;. Entonces

m n
T = E S; i + E S; ;.
i=1

i=m+1

Hacemos:
m n m n
1 1
t; = E Siyty = E Siy, €1 = — 8iT; y C3 = Si%;.
; . ty 4 to .
=1 1=m-+1 =1 1=m-+1

Es claro que t1,t; son reales no negativos que suman 1y x = ty¢; + toce. Por ser C y
C5 conjuntos convexos ¢; € C] y ¢ € Ch. O

PROPOSICION 1.1.7. Sean K, Ky dos conjuntos compactos y convexos de un espacio
vectorial topoldgico X . Entonces conv(Ky|J Ks) es compacto en X.

DEMOSTRACION. La funcién S : (FxX)*> — X dada como: S ((ty,21), (t2,22)) =
tiz1 + taxe es continua.

Sea (Z4)aca una red en conv(K;|J K»), por la Proposicion anterior z, = tga)xga) +
54 para cada o € T donde %, t5) >0, ¢ + ¢ =1y 2! € K, para i =1,2.

i

De la compacidad de [0,1] y K se sigue que existe una subred (z3)sep de (a)aca tal

que tgﬁ) — 1y, tég) — t9, x&ﬁ) — T yxéﬁ) — Tg, con ty,ty € [0,1] y x; € K; parai = 1,2.

De donde, t; +ty = 1y x5 — t121 + toxe = x por lo que x € conv(K; |J K>). Esto
prueba que este conjunto es compacto O]

Los dos resultados anteriores se pueden generalizar para un niimero finito de conjuntos,
las demostraciones de estos son esencialmente las mismas.

DEFINICION 1.1.8. Un subconjunto A de un e.v.t. X es acotado si toda vecindad V' de
0 absorbe a A; es decir si existe A > 0 tal que A C \V.

Es facil ver que si X =T, entonces A es acotado segin esta definicion si y sélo si lo es
en el sentido usual.
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PROPOSICION 1.1.9. Sea A C X. Algunas propiedades de los conjuntos absorbentes,
balanceados y convexros son:

(a) A balanceado y distinto del vacio implica que 0 € A.

(b) A absorbente implica que 0 € A.

(c) A balanceado y |N| = 1 implica que NA = A.

(d) A es convexo si y solo si (a+ f)A = aA+ SA siempre que o, f > 0.

(e) La interseccion de los conjuntos de cualquier familia de subconjuntos converos (ba-
lanceados) de X es un congunto convezo (balanceado).

(f) La interseccion de los conjuntos de una familia finita de subconjuntos absorbentes
de X es un conjunto absorbente.

DEMOSTRACION. Las demostraciones de (a),(b) y (c) son inmediatas a partir de
las definiciones.

(d) Supongamos que A es convexo. Cuando a = § = 0 la afirmacion es obvia. Suponga-
mos que alguno de los dos escalares es positivo. Si z € oA + SA, entonces z = ax + By

con z,y € A. Como Oﬁﬁ > 0, a%ﬁ >0, ﬁﬁ + 0%5 =1y A es convexo tenemos que
ar + € A,
&+6( By)

es decir, (ax + By) € (a + B)A. Por tanto, A + SA C (a + [)A. La otra contencion
siempre se da, inclusive cuando A no es convexo.

Reciprocamente, supongamos que oA + A = («a + B)A siempre que «, f > 0 y sean
r,y € A, a>0,5>0con a+ = 1. Entonces ax + Sy € aA + BA y por hipotesis,
aA+ A = (a+ )A = A. Por tanto, A es convexo.

(e) Sean C y B familias de conjuntos convexos y balanceados, respectivamente. Tomemos
a>0,5>0talesquea+pf =1y x,y€ [)C, como cada C € C es convexo se sigue
ceC

que ax + By € C para todo C € C; asi, ax + fy € () C. Por tanto, (] C es convexo.
cec cec

Si|\| <1yax € () B entonces, dado que cada B € B es balanceado A\x € B para todo

BeB
B € B de lo cual se sigue que Az € () B. Por tanto, (] B es balanceado.
BeB BeB
(f) El caso en que la familia es vacia es inmediato. Supongase que A = {A;,..., A,}

es una familia finita de subconjuntos absorbentes de X, con n > 1. Sea x € X como
cada A; es absorbente, entonces existe r;, > 0 tal que Az € A; si [A| > ;.. Tomemos
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ry = Max{riy,..., ne}, entonces |A| > r,, implica |A\| > r;, paratodo 1 <i <ny
n n

por consiguiente, |A|x € A; para todo 1 < i < n; o sea, |Az € [ A;. Por tanto, () A4;
i=1 i=1

es absorbente. O

PROPOSICION 1.1.10. Sea X es un e.v.t.,entonces
(a) Toda vecindad de 0 es absorbente.

(b) Toda vecindad de 0 contiene una vecindad balanceada de 0. FEs decir, la coleccion
de vecindades balanceadas de 0 es una base local del 0.

DEMOSTRACION. (a) Sean V una vecindad de cero y x € X. Como el producto
por un escalar es continua en (0, x), se sigue que existen 0 < §, < 1 y U abierto de X
que contiene a z tal que para toda pareja («,y) € Bs(0) x U ocurre que ay € V); en
particular ax € V' para todo |a| < d,. Por tanto, V' es absorbente.

(b) Como el producto por un escalar es continuo dada una vecindad V' de 0 existe una

vecindad U de 0y § > 0 tales que AU C V si |A| < 0. Entonces |J AU es una vecindad
[A|<d
balanceada de 0 contenida en V. U

Por (b) siempre podemos suponer que al seleccionar una vecindad de 0, ésta es balan-
ceada.

1.1.2. Operadores lineales. Funcionales sublineales y lineales. Seminor-
mas. Normas.

DEFINICION 1.1.11. Una transformacion 7' : X — Y entre dos espacios vectoriales X
v Y es llamada lineal o bien, operador lineal si es

(a) aditiva: T (z+y) =T () + T (y) siz,ye X y
(b) homogénea: T'(A\x) = \T'(z) siempre que A € Fy x € X.
A la colecciéon de todos los operadores lineales entre dos espacios vectoriales X y Y se

le denotaré por L(X,Y).

El siguiente resultado es inmediato a partir de las definiciones

PROPOSICION 1.1.12. Sean X y Y dos espacios vectoriales, A C X yT : X — Y
una transformacion lineal. Entonces T (conv (A)) = conv (T (A)). En particular, con
T (x) = —x obtenemos conv (—A) = — (conv (A)).
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Un caso que nos interesara es cuando Y = F en este caso, hacemos X# = L(X,F) y
lo llamamos el dual algebraico de X. Los elementos de X# son llamados funcionales
lineales y se acostumbra denotarlas por f, g, etc. aunque méas adelante usaremos otra
notacion que también es ampliamente empleada.

En general, a las funciones definidas de un espacio vectorial al campo de escalares se
les llama funcionales.

Dos proposiciones ttiles sobre funcionales lineales son las siguientes:

PROPOSICION 1.1.13. Sean f, f1,..., fn funcionales lineales en el e.v. X. Entonces
fe< fi,..., fu> siy sdlo si N ker(f;) C ker(f).

DEMOSTRACION. La parte “si” se probara por induccion sobre n. Sea n = 1. El caso
en que f; = 0 es trivial. Supongamos que f; # 0, en este caso, existe r; € X tal que
fi(z1) = 1. Sea x € X, hagamos =} = x — fi(x)x;. Entonces 2/ € ker(f;) y se cumple
que

= fi(x)z; + 2.

De donde, f(x) = fi(x)f(x1), lo cual demuestra la base para nuestra induccion.

Ahora supongamos cierto el resultado para todo m < n. Si existe 1 < 5 < n tal que
n

(kerf; = (kerf;, entonces, por hipotesis de induccion, f (x) = > «;f; (z) para ciertos
i i=1 i#]

n
escalares a; y todo x. Asi f () = > a;fi (x), con a; = 0.
i=1
n
En otro caso, [\kerf; # (\kerf; para todo 1 < j < n, y entonces para cada j existe

i#£] =1
z; € X tal que f;(x;) #0y fi(z;) = 0 para todo i # j.

Para y; = %xj, tenemos que f;(y;) =1y fi(y;) =0paratodoi #jy1<j<n.

Definimos a; = f (y;) paracada 1 < j <n. Seay € X y hagamos w =y — > f; (y) y;,
j=1

entonces f; (w) = fi (y) — >_ f; (y) fi (y;) = 0 para todo 1 < ¢ < n y asi, por hipotesis,
j=1
f (w) = 0; de lo que se sigue que f (y) = > o;f; (y).
j=1

La parte “s6lo si” es obvia. O

PROPOSICION 1.1.14. Toda funcional lineal no nula f en un e.v.t. X es una funcion
abierta.
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DEMOSTRACION. Tenemos que f (xo) = 1 para algin zy € X. Sea V una vecindad
balanceada de 0. Existe ¢ > 0 tal que zy € tV. Afirmamos que la bola abierta B% (0) de

F esté contenida en f (V). Supongamos que |r| < 1. Entonces |rt| < 1, rzg € rtV C V
y f (rzo) = r, lo que prueba nuestra afirmacion.

Si U es un abierto de X y r € f (U), entonces existen x € U y una vecindad balanceada
de 0, V tales que r = f(z) y x +V C U. Por lo anterior, existe t > 0 tal que B% (0) C

f(V); de donde Bi (r)=r-+ Bi (0) C f(x)+ f(V) . Por tanto, Bi (ryc f(U). O

Algunos casos particulares de funcionales se definen continuacion.

DEFINICION 1.1.15. Una funcional f : X — R es sublineal si es
(a) subaditiva, es decir; f(z+y) < f(x)+ f(y)siz,ye Xy
(b) positivamente homogénea: o sea, f(Ax) = Af(z)siA >0y x € X.

Casos particulares de funcionales sublineales son las seminormas.

DEFINICION 1.1.16. Una seminorma en X es una funcional p : X — [0,00) con las
siguientes propiedades:

(a) subaditiva: p(z 4+ y) < p(z) + p(y) si z,y € X.

(b) homogeneidad absoluta: p(Azx) = [A|p(x) siA € Fyx € X.
Si ademas se cumple:

(¢) p(z) =0siy solosiz=0,

entonces p es llamada norma y usualmente se denota como ||-||.

De las propiedades que satisface la seminorma, es facil ver que si p es una seminorma
en X, entonces satisface la siguiente desigualdad

(1.1.2) p(z) —py)| <plr—y)
para x,y € X.

Una manera de obtener nuevas seminormas a partir de otras se presenta en el siguiente
resultado.
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PROPOSICION 1.1.17. Sean X y Y dos espacios vectoriales y q una seminorma en Y .
(a) SiT: X =Y esun operador lineal, entonces qo T es una seminorma en X.

(b) Sipy, -, pn son seminormas en X entonces p(x) = max {p;(z)} es una seminorma

1<i<n
en X.

DEMOSTRACION. Soélo probaremos (b). Es claro que p es real y no negativa. Sean
x,y € X, como cada p; es una seminorma tenemos

pi(x +y) < pi(x) + pi(y) < p(z) + p(y)
para cada 1 < i < n; de donde, p(z +y) < p(z) + p(y); es decir, p es subaditiva.

Siz € X y A €F, entonces p;(A\x) = |A|p;(x) para cada 1 < i <n, en consecuencia
p(Ar) = max{|Alpi(2)}
= [Alp(x)
por tanto, p es absolutamente homogénea. O

DEFINICION 1.1.18. Sea P = {po},r una familia de seminormas en X. Para cada
F C T finito y no vacio definimos la seminorma ¢z en X como

qr (x) = max{pa()}.

Entonces la familia
P ={qr: F#0,F CT finito}

es llamada la saturacion de P. Si P’ = P, entonces se dice que P esta saturada.

Para resultados posteriores, relacionados con la continuidad de operadores lineales entre
espacios localmente convexos, es util demostrar la siguiente proposiciéon que permite
comparar dos seminormas definidas en un e.v.

PROPOSICION 1.1.19. Sean p y q dos seminormas en X. Si p(x) < 1 implica q(x) <1,
entonces q(x) < p(z) para todo x € X.

DEMOSTRACION. Seane >0, x € X y z = Wm. Como p(z) < 1 entonces ¢q(z) <
1. Usando las homogeneidad absoluta de la seminorma, tenemos que ¢(x) < p(z) + €.
[l

Por tanto, ¢(z) < p(x).
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1.1.3. Funcionales de Minkowski. Otra manera de obtener funcionales subli-
neales y seminormas es mediante las funcionales que a continuacion definimos.

DEFINICION 1.1.20. Sea A un conjunto absorbente de X. Definimos la funcional de
Minkowski como

pa(z) =inf{a > 0: 2 € aA}

para cada x € X

PROPOSICION 1.1.21. Algunas de las propiedades de la funcional de Minkowski pa son
las siquientes:

(a) pa es no negativa, A C {x € X : pa(x) < 1}, pa(0) = 0 y pa es positivamente
homogénea.

(b) Si A es convezo, entonces py es sublineal y {x € X : pa(z) < 1} C A.
(c) Si A es balanceado y convezo, entonces pa es una Seminorma.

(d) Si X es un e.v.t., A es abierto y ademds balanceado o convexo, entonces {x € X :
pa(z) <1} = A.

(e) Si X es un e.v.t., A es cerrado y ademds balanceado o convezo, entonces {x € X :
pax) <1} =A.

DEMOSTRACION. (a) Las tres primeras afirmaciones se siguen inmediatamente de
la definicion de la funcional de Minkowski y de que 0 € A. Para probar la cuarta,
tomemos x € X , A > 0 y supongamos que « > 0 es tal que Ax € aA. Entonces,
r € $A; osea, pa(r) < § ;5 o0loqueeslomismo Apa(r) < a. Asi, Apa(z) < pa(Az). Al
aplicar esto al vector Az y al escalar § > 0 tenemos: que +pa(Az) < pa(5Az) = pa(z);
por lo que pa(Az) < Apa(z). Entonces, pa(Az) = Apa(z) . Como esta igualdad también
se cumple cuando A\ = 0, tenemos que p 4 es positivamente homogénea.

(b) Para ver que pa es sublineal solo falta ver que es subaditiva. Sean z,y € X, a > 0
y > 0 tales que x € aA y y € BA. Entonces z +y € aA + A y por (d) de la
Proposicion 1.1.9 se tiene que aA + A = (a+ )A. Asi, x +y € (o + §)A y entonces
pa(r+y) < a+ . Por las propiedades del infimo de la suma de dos conjuntos de reales
obtenemos que pa(x +y) < pa(x) +pa(y). O sea, pa es subaditiva.

Sea z € X tal que pa(z) < 1. Existe 0 < a < 1 tal que éx € A. Por (b) de la

Proposicion 1.1.9, 0 € A . Como A es convexo se sigue que otz + (1 — a)0 € A. Por
tanto, x € A; de donde

{r e X :pa(z) <1} C A
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(c¢) Por el inciso (b) tenemos que py es subaditiva y positivamente homogénea. Sean
A<0yzxeX.Por (b

pa(=Az) = =Apa(@) = [Alpa(2).

Veamos que los conjuntos A; = {a > 0: —Az € aA} y Ay = {ad' > 0: Az € A}
son iguales. Sea o € A, entonces %x € A. Como A es balanceado tenemos que
gx € A, lo que implica que A\x € aA, es decir a € Ay, asi A; C A,. Siguiendo el
mismo procedimiento se puede ver que Ay C A;y. De lo anterior se tiene que pa(A\x) =

pa(—=Az) = [A|pa(x). Queda probado que py es absolutamente homogénea si F = R.

Veremos que también es absolutamente homogénea cuando F = C. Para A € F, defini-
mos el signo o(\) de A como
by .
O'(A) _ {m si A 7£ 0

1 siA=0

Es claro que [A\| = c(AM)A y |o(A)] = 1. Sean A € C y z € X, entonces pa(Azr) =
pa(JA|e(A)~tz). Como py es positivamente homogénea se tiene que

pa(Az) = [Alpa(o(N)~"z).

1

Entonces, bastara probar que pa(c(X)~'z) = pa(z). Sea a > 0 tal que 22 € A. Como

A es balanceado y |o(A)7!| = 1 se cumple que Lo(\) 'z € A. Si o > 0 es tal que
Lo(N) "tz € A, entonces Lz € A. Lo anterior muestra que {a > 0: z € aA} = {o/ >

0:0(N)z € o’A}; asi, pa(c(N)tx) = pa(x).

(d) Tomemos = € A. Por la continuidad de la funcion A — Az y dado que A es abierto,
existe § > 0 tal que Az € Asi |A—1] <. 510 < e <4, entonces (1 + €)x € A; asi,
pa(z) < 1%6 por la definicion de p4 y entonces pa(z) < 1 por tanto A C {zr € X :

pa(z) < 1}

Inversamente, si pa(z) < 1, entonces existe 0 < o < 1 tal que x € aA. Si A es
balanceado, se sigue que = € A. Por otra parte, como = = aa + (1 — «) 0 para algin
a € A, entonces x € A si A es convexo. Es decir, en cualquiera de los dos casos se
cumple que {z € X : py(z) < 1} C A.

(e) Por el inciso (a) solo falta ver que {x € X : pa(x) < 1} C A. Para cuando pu(z) < 1,
la prueba es idéntica a la que esta en el parrafo anterior.

Afirmamos que pa(x) = 1 implica que z € A. De lo contrario, x esti en el abierto
X \ A. Por la continuidad de la funcion A — Az, existe 0 < § < 1 tal que Ay € X \ A
si|A—1] <.
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Sea 0 < € < 0, por la definicién de la funcional de Minkowski, existe 1 < a < ﬁ tal
que = € aA . Entonces ‘% - 1{ <dy ix € A, lo cual contradice la eleccion de 4. 0]

Un teorema muy importante es el Teorema de Hahn-Banach que a continuacién enun-
ciamos. Omitimos su demostracion; ésta se puede consultar en |11]

TEOREMA DE HAHN-BANACH. Sean p una funcional sublineal en un e.v. real X
f:V = R una funcional lineal en un subespacio vectorial V de X tal que f(y) <p
para todo y € V. Entonces existe una funcional lineal F' en X tal que F|y =
F(z) < p(x) para todo x € X.

1.1.4. Operadores lineales y seminormas continuos en espacios vectoria-
les topoldgicos. Un concepto fundamental es la continuidad de operadores lineales y
seminormas. Al respecto tenemos los siguientes resultados.

TEOREMA 1.1.22. Sean X y Y dos espacios e.v.t. y T : X — Y un operador lineal.
Consideremos las siguientes propiedades:

(a) T es continuo.
(b) T es continuo en 0.

(c) T es acotado en una vecindad de 0. Es decir existe una vecindad V de 0 en X tal
que T (V') es un conjunto acotado en'Y.

Entonces (a)&(b) y (c)=(b). Si T es una funcional lineal, entonces los tres incisos son
equivalentes

DEMOSTRACION. (b)=(a) Sea o € X y V una vecindad en Y de T(z). Por la
Proposicion 1.1.3 —T'(x¢) +V es una vecindad en Y de cero. Por ser T' continua en cero,
existe U vecindad en X de cero, tal que para todo z € U sucede que T'(z) € —T'(xo)+ V.
Como x¢+ U es una vecindad en X de g y se cumple que T'(xg) +T'(z) € V para todo
x € U se sigue que 1" es continua en x.

(¢)=(b) Supongamos que T (U) es acotado en Y para alguna vecindad U de 0 en X.
Sea V una vecindad de 0 en Y. Existe un escalar A no nulo tal que T'(U) C AV. Asi,
T (3+U) C V y como 1U es una vecindad de 0 se sigue (b).

Supongamos que T es una funcional lineal continua en 0 que satisface (b). Existe una

vecindad U de 0 en X tal que |T'(z)] < 1sixz € U. O sea, T estd acotada en U. O

El siguiente es el resultado anélogo al anterior para seminormas
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TEOREMA 1.1.23. Sea p una seminorma en el e.v.t. X. Entonces las siguientes propie-
dades son equivalentes.

(a) p es continua.
(b) p es continua en 0.

(c) p es acotada en una vecindad de 0. Es decir existe una vecindad V de 0 en X y
M > 0 tales que
p(z) <M

para todo x € 'V .

DEMOSTRACION. Solo probaremos (b)=(a). Sea o € X y € > 0. Existe una vecin-
dad U en X de 0 tal que p(z) < e si x € U. Entonces,

Ip(z) = p(zo)| < plz—x0) <€
siz € 9+ U. O sea, p es continua en z. 0

1.2. Espacios localmente convexos

Entre las topologias vectoriales que puede tener un e.v. es importante mencionar las
topologias inducidas por una familia arbitraria de seminormas.

DEFINICION 1.2.1. Sea P = {pa}aca una familia de seminormas en X. Definimos la
topologia 7(P) en X de la siguiente manera:

Uer(P),sidadox € U existene >0,n>1y ay, - ,q, € A tales que
T € Vayane(®) ={y € X i po,(y —2) <eparal <i<n}CU.

Aunque no es usual, a los conjuntos V,, ...q, (x) los llamaremos semibolas con centro
en x y radio e.

Veamos que 7(P) efectivamente es una topologia en X.
(i) Es claro que (), X € 7(P).

(ii) Si U es una subfamilia de 7(P) y x € |J U, entonces x € U para algun U € U.
veu

Como U € 7(P) existen € >0, n > 1y aq, -+ ,a, € A tales que € Vy, .0, (z) C U;

de donde , x € V,,, .0, c(x) C |J U. Por tanto,
Ueu

v erP)
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(iii) Dados Uy, Uy € 7(P) y @ € UNUs, existen €1, €5 > 0,n,m > 1y aq, -+, apn,0f, -+, al, €
Atales que x € Vi, oy (T)War ar, e (). Sie = min{ey, €2} entonces & € Vy, a,.a0,ar,,e(7) C
Ul N UQ. ASi,

U1 N U2 € 7'(73)

Entonces, como afirmamos 7(P) es una topologia en X.

PROPOSICION 1.2.2. La topologia 7(P) definida en X por la familia P = {pa}aca de
seminormas, y los conjuntos Va, ... o, (%) tienen las siguientes propiedades.

(a) Vi .. a,.c(T) es convero y vecindad abierta de x en (X, 7(P)).
(b) Vay ., c(0) €s balanceado y absorbente.
(c) (X,7(P)) es un espacio vectorial topoldgico.

(d) Cada seminorma p, es continua para la topologia T(P).

DEMOSTRACION. (a) Observamos que & € Vi, ... a,.() = (| Va, (x) y en vista de
i=1
la Proposicion 1.1.9 basta probar que V, () es abierto y convexo para todo z € X,
a€eNye>N0.
Sean y € V, (z) vy § = € — po(y — x). Tomemos z € V,, 5(y), asi
Palz =) <pal(z —y) +paly — ) <O+ paly — ) =€
por tanto, z € V,, (). O sea, V, 5(y) C Va.(2); lo que demuestra que V,, () es abierto.
Por otra parte, si y, zeVy (), A1 >0, A2 > 0y A\ + Ay = 1, entonces
DoAYy + A2z) — ) < Mipo (Y — ) + Aapa (2 — ) < (A1 + Aa)e = ¢

es decir, \jy + \az € V,, () y por tanto, V, (x) es convexo.

(b) Debido a que V,, ... 4, (0) = [n}lVai,e(O) y a la Proposicion 1.1.9 basta probar que
Vac(0) es balanceado y absorbente para todo z € X, a € Ay € > 0.

Sean y € V,(0) y |A| < 1. Como p, es absolutamente homogénea, se cumple que

Pa(Ay) = [Alpa(y) < paly) <
que es lo mismo que Ay € V,, (0). O sea, V,(0) es balanceado.

Tomemos x € X. Si po(x) = 0, entonces para cualquier A\ > 0 se cumple que = €
AV,.¢(0). Supongamos que p,(z) # 0 y hagamos %pa(x) < r,. Entonces
T 1
pa<_> - T_pa(x) =€

TJ} T
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De donde, el conjunto balanceado V,, .(0) es también absorbente.

(c) Sean xy,y0 € X y U un abierto de X que contiene a x¢ + 1o . Existen, € > 0, n > 1,
ag, 0, €Ny xo,y0 € X tales que Vi, 0, (70 + o) C U.

Para (2,y) € Vay,an,5(T0) X Vay,an,5(Y0) tenemos que

€ €
Pa, (@ +y — (20 + %)) < Pas (T — 20) + Pa; (¥ — Yo) < gt =¢

para todo 1 < i < n; que equivale a decir que = +y € V,, ...q, (%o + o). Por tanto, la
suma vectorial es continua.

Sean xg € X, A\g € F y V un abierto de X que contiene a \gxg. Existen ¢ > 0, n > 1,
ag, -+ o € A tales que V., (Xozo) C U. Consideramos las igualdades

AT — NZy = AT — XNZ + Ao — Moo
= (A=Xo)x+ Moz — ) — (A — Xo)zo + (A — Xo)xo
= (A= Xo)(x —x0) + Aoz — z0) + (A — o)
-entonces,

Pa; (AT = Aoo) < A = Ao|pas (7 = 20) + [Ao|pa; (2 = 20) + [A = Aopa, (20)-

Si (A, x) € Bs(Ao) X Vi an.s(xo), con 6 > 0, entonces de la desigualdad anterior se
obtiene

Py (AT — NT) < 0% + [Xo|6 + 6P, (20).
Al tomar § > 0 suficientemente pequeno tenemos

pm(ﬂx - 50xo) < €.

Asi, el producto por un escalar es continuo.

(d) Basta probar que p, es continua en 0 y esto se tiene porque
{z € X :p,y (z) < €} es una 7(P) vecindad de 0 para cada € > 0. O

COROLARIO 1.2.3. Sea P = {paotaca una familia de seminormas en X. Para cada
xr € X se cumple que

Varome(T) = 4+ €V o 1(0).

Los conguntos Vi, ...a, () al variar n, € y los indices a constituyen una base local en
x para la topologia T(P), formada por abiertos convexos. En particular, los conjuntos
Varame(0) constituyen una base local de 0 formada por abiertos, balanceados y conve-
z0s.

PROPOSICION 1.2.4. St P y Q son dos familias de seminormas en X, con P C Q,
entonces T(P) C 7(Q). Si P = {Pataca ¥y P’ es su saturacion, entonces 7(P) = 7(P’).
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DEMOSTRACION. Es claro que cada semibola V,, ... o, () en 7 es una semibola en
7(Q) pues P C Q. Esto implica que 7(P) C 7(Q).

Por lo antes visto, 7(P) C 7(P’). Reciprocamente, sean U € 7(P') y = € U, por ser
U abierto en la topologia 7(P’), existen Fi,---,F, C P finitos no vacios y € > 0

() C U donde gF, es como en la Definicion 1.1.18. Sea F' = Gle
1=
Por ser F' unién finita de conjuntos finitos, éste también es finito; digamos que F' =
{Pos>" - s Pa, }- Ahora probaremos que Vi, ... o, ()C U, asi resultard que U € 7(P).
Tomemos y € Vo, ... a,,.e(2), entonces p,,(y — ) < € para toda 1 < j < m, en particular

max p,. (y —x) < €, como F; C F| se sigue que g, (y —x) < max p,.(y — x) para cada
1<j<m ! 1<j<m’ 7

1 <i<mn, por tanto y € Vi, 4y (¥) CU. De donde, 7(P') C 7(P). O

tales que V

F1 54 Fp €

DEFINICION 1.2.5. Un espacio vectorial topologico (X, 7) es llamado localmente conve-
xo (e.l.c.) si 7 = 7(P) para alguna familia de seminormas P. Por la Proposicion 1.2.4
esto equivale a que su topologia esté dada por una familia saturada de seminormas.

A un espacio localmente convexo se les denotara por (X, P), donde P es una familia
de seminormas que induce la topologia de X.

Cuando la familia P tiene un solo elemento p, entonces escribimos (X, 7) = (X,p) y
decimos que es un espacio seminormado.

Si (X, p) es seminormado, entonces V, (z) = {y € X : p(y — ) < €}, con € > 0, serd
llamada la bola abierta con centro en x y radio €, definida por la semidistancia d (z,y) =
p(y — ). Por tanto, en este caso una base de vecindades de 0 esta dada por la familia
de bolas abiertas con centro en 0. La bola cerrada con centro en x y radio € se denotara
por B, [z] y la abierta por B, (z), como ya lo hemos hecho en el campo. La familia de
bolas cerradas con centro en 0 es también una base local del 0. Cuando p es una norma,
entonces d es una distancia.

PROPOSICION 1.2.6. Un espacio localmente convero (X, P) es un espacio de Hausdorff
sty sdlo si para todo x # 0 existe p € P tal que p(x) # 0.

DEMOSTRACION. Si z # 0 y (X,P) es un espacio Hausdorff, entonces existen
D1, pn € Py e >0 tales que

T & Vi, eopn,e(0)
asi, p;(z) # 0 para algin 1 <i <n.

Para probar el reciproco, supongamos que x; # x5. Por hipotesis existe p € P que
cumple p(zy — xy) # 0. Para € = p(z; — z2) tenemos que

Vog(21) N Vs (22) = 0.
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PROPOSICION 1.2.7. Una red (x;),.; converge a 0 en un espacio X con la topologia
7(P) siy solo sila red (p(x;)),c; converge a 0 en F para cada p € P.

DEMOSTRACION. Cada p € P es continua en cero para la topologia 7(P), por lo
que si (7;),.; converge a cero con ésta topologia, entonces (p (x;)),.; converge a p(0) = 0
en [F para cada p € P.

Reciprocamente, supongamos que (p (z;)),.; converge a cero en [ para cada p € P.
Sean € > 0¥ Pa,, " ,Pa, € P. Por hipdtesis, para p,, € P, existe ji € I tal que
|Ppa, (i) < €si jx <i. Por ser I un conjunto dirigido, existe j € I tal que ji < j para
toda 1 <k <n, asi, j < i implica |p,, (z;)| < € para cada 1 < k <n, lo que equivale a
decir que x; € Vj,,...a,,,¢(0) si j <i. De donde, (x;),.; converge a cero en (X, 7(P)). O
COROLARIO 1.2.8. Una red (x;),.,; converge a x en un espacio X con la topologia 7(P)
si y solo si la red (p (v; — x)),c; converge a 0 en F para cada p € P.

1.3. Operadores lineales y seminormas continuos en espacios localmente
convexos

PROPOSICION 1.3.1. Una seminorma q en un e.l.c. (X,P), con P = {pa}er, €5 con-
tinua st y solo si existen n > 1 pay, - yPa, €P y M > 0 tales que

(1-3-1) Q<x) < M max{pm <x>7 U >pan($)}
para todo x € X.

DEMOSTRACION. Para la parte “si” basta probar, por el Teorema 1.1.23, que ¢ es
continua en 0. Sean € >0y V ={z € X : p,,(v) < ¢ 1 <i<n}. Entonces

q(x) <e
para todo = € V. Por lo que ¢ es continua en 0.

Reciprocamente, si ¢ es continua en 0, entonces existen d > 0,n > 1y pa,,** ,Da, € P
tales que si p,, () < d para todo 1 <1i < n, entonces ¢(z) < 1; o lo que es lo mismo,

1 . .

Slrglas};{pai (z)} < 1 implica ¢(z) < 1.

Como %glas);{pai (x)} y g son seminormas en X se sigue de la Proposicion 1.1.19 que

o) < 5 mas o, (1))

para todo x € X, por lo cual se cumple (1.3.1) . O

COROLARIO 1.3.2. Sean (X, P) un e.l.c. A la coleccion de todas las seminormas conti-
nuas en (X, P) la denotaremos por P.. Entonces la familia P, estd saturada y P C P..
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DEMOSTRACION. Por las Proposiciones anterior y 1.2.2, la familia P, esta saturada
y P CP.. O

COROLARIO 1.3.3. Sean (X, P) un espacio localmente convezo. Entonces T (P) = 7 (P,).

DEMOSTRACION. Como P C P., entonces por la Proposicion 1.2.4 7 (P) C 7 (P.).
Para la otra contencién, dado que la familia de conjuntos V, () es una base local en «
para 7 (P.), al variar € > 0y ¢ € P., bastara probar que cualquier conjunto V, .(x) es
una vecindad de x en la topologia 7 (P).

Sean € > 0y ¢ € P.. Por ser ¢ una seminorma continua en (X, P). Por la Proposicion

anterior existen M > 0y pa,,  * ,Pa, € P tales que satisface (1.3.1) para todo z € X.
Asi, pa;(y—) < 57 para todo 1 < i < n, implica q(y—z) < €. Es decir, Vi, .. a,, < (¥) C
Vie(x). Asi, 7(P.) C 7(P) . O

PROPOSICION 1.3.4. Sean (X,P) un el.c. y T : Z — X un operador lineal, donde Z
es un e.v.t. El operador es continuo si y solo st pol' es una seminorma continua en Z
para cada p € P.

DEMOSTRACION. Sabemos que T : Z — X es un operador lineal, entonces po T es
una seminorma. Si 7" es continuo entonces p o T" es continua para cada p € P.

Para probar el reciproco, sea (z;);cr una red convergente a cero en Z. Entonces la red
(poT(z;))ier converge a cero para cada p € P lo cual implica, por la Proposicion 1.2.7,
que (T'(z;))ier convergen a cero en (X, P), o sea, T' es continuo en cero y por el Teorema
1.1.22 esto es lo mismo que decir que 1" es continuo en Z. O

COROLARIO 1.3.5. Sean (X,P) un el.c. y T : Z — X un operador lineal, donde Z es
un e.v.t. El operador es continuo si y solo si poT' es una seminorma continua en 2
para cada p € P..

DEMOSTRACION. Basta observar que (X, P) = (X, P,), y luego aplicar el resultado
anterior a la familia de seminormas P.,. O

A continuacién presentamos un resultado que es consecuencia de lo anterior y que nos
facilitard comprobar la continuidad de operadores lineales entre espacios localmente
CONVEXOS.

TEOREMA 1.3.6. Sean (X,P) y (Y,Q) dos espacios localmente converos, con P =
{pa}aél\'

(a) Un operador lineal T : X — Y es continuo si y sdlo si se cumple la siguiente
propiedad:
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(P) Para cada q € Q existen pu,, -+ ,Da, € P y M >0 tales que

(1.3.2) q(T(x)) < M max{pe, (), Pa, ()}

para todo v € X.

(b) Si P estd saturada, entonces la condicion (P) se convierte en: para cada q € Q
existe p e Py M > 0 tales que

(1.3.3) q(T'(z)) < M p(x).

para todo v € X.

(c) T es continuo si y solo si para cada q € Q existen p € P, tal que
(1.3.4) A(T(@) < pla).

para todo x € X.

DEMOSTRACION. (a) Por la Proposicion 1.3.4, T' es continua si y solo si go T es
una seminorma continua en X y por la Proposicion 1.3.1 esto equivale a la propiedad

(P).

Las afirmaciones (b) y (c) se siguen inmediatamente. Para la parte (c) hay que observar
que un miltiplo positivo de una seminorma continua también lo es. 0

COROLARIO 1.3.7. Sean (X, p) y (Y, q) dos espacios seminormados. Un operador lineal
T:X —Y es continuo st y solo si existe M > 0 tal que

(1.3.5) q(T(z)) < M p(z)
para todo x € X.

1.4. Espacios normados

Entre los espacios seminormados estan los normados, que seran parte primordial de este
trabajo.

DEFINICION 1.4.1. Sea ||-|| una norma en X, entonces (X, || - ||) es un e.l.c y seré llamado
espacio normado. Una base local de vecindades del 0 esta dada por las bolas abiertas
con centro en 0 definidas por la distancia inducida por la norma: d(x,y) = ||y — z||.

Recordamos que en los espacios seminormados y en particular en los normados deno-
taremos a la bola abierta con centro en z y radio r como B, (z) y a la bola cerrada
correspondiente como B, [z]. Cuando z = 0 y r = 1 escribiremos By en lugar de By [0]
si estamos trabajando en el espacio normado X.
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» Una sucesiéon (x,) en un espacio normado (X, | - ||) es de Cauchy si para cada
€ > 0 existe un natural N tal que ||z, — x| < € sin,m > N.

= Un conjunto A de un espacio normado es acotado si existe K > 0 tal que
|z|| < K para todo z € A. Esto es equivalente a la condicion establecida en la
Definicion 1.1.8.

DEFINICION 1.4.2. Diremos que la norma || - || es completa en X o que (X, | -]) es
completo si cada sucesion de Cauchy en X converge en X. A un espacio normado X
cuya norma es completa se le conoce como espacio de Banach.

TEOREMA 1.4.3. Un espacio normado (X, || -||) es de Banach si y sdlo si toda serie
absolutamente convergente es convergente en X.

DEMOSTRACION. La parte “si” la haremos por contrapositiva. Supongamos que X
no es un espacio de Banach. Sea (x,) una sucesion de Cauchy que diverge en X. Para
cada natural j existe N; € N tal que ||z, — 2| < 5 sin,m > N; y N; < N;11. Dado
que la sucesion (z,,) diverge y 2521 (rn,,, —TN;) = 2N, — 2N, para cada natural £, la
serie ), (zn,,, — on;) diverge. Por otro lado, >, [lzn,,, — 2Nl <32, 5 = 1; es decir,
es absolutamente convergente.

Reciprocamente, supongamos que (X, || -||) es de Banach y sea ) x, una serie ab-

solutamente convergente, entonces la sucesion de sumas parciales (> _, ||z,||) es de
Cauchy. Para m; < mao, se cumple que

mo mi1 m2
1Dz =Yl < Yl
n=1 n=1 n=mi+1

De donde la sucesién de sumas parciales (Zizl x,) es de Cauchy en X, y por tanto, la
serie >, es convergente. 0J

Entre espacios normados, la continuidad de transformaciones lineales serd mas facil de
comprobar usando el siguiente teorema.

TEOREMA 1.4.4. Sean (X, |||]) v (Y,|-]]) dos espacios normados y T : X — Y un
operador lineal. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes.

(a) T es continuo.

(b) T es continuo en 0.

(c) T es uniformemente continuo en X.

(d) T es acotado; es decir, T (B) es acotado en'Y si B es acotado en X.

(e) Existe M > 0 tal que | T(x)|| < M||z|| para todo x € X.
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(f) sup{||T(z)|| : € B} < 0o para cualquier B C X acotado.
Si ademds Y =TF se puede agregar
(g) ker(T) es cerrado.

Al conjunto de todos los operadores lineales continuos de X en Y se le denota como
B(X,Y).

DEMOSTRACION. Sabemos que (a) < (b) en cualquier e.v.t. y es inmediato que

(€) = (a),

(b) = (c) Si suponemos que 7' es continuo en 0 y tomamos € > 0 y z,y € X, entonces
existe 6 > 0 tal que |[|T(z — y)|| < e si ||z — y|]| < §. Como T es un operador lineal
T(x —y) =T(x) — T(y); de lo cual se sigue que T' es uniformemente continuo.

(a) < (e) Esta equivalencia esta probada en el Corolario 1.3.7, ya que en particular X
y Y son espacios seminormados.

(d) = (e) Si T es acotado, entonces existe M > 0 tal que ||T'(x)|| < M si ||z|| = 1. Asi,
x # 0 implica ||T(mx)|| < M y como T es lineal entonces ||T(z)|| < M||z||. Cuando
x = 0, también se cumple esta desigualdad.

(e) = (d) Supongamos que existe M > 0 tal que |T(x)|| < M||z|| para todo z € X,
y sea B C X un conjunto acotado. Existe K > 0 tal que ||z|| < K para todo z € B.
Entonces ||T'(z)|| < MK si z € B, es decir, T (B) es acotado.

Es claro que (e) < (f) , como (a) es continuidad en todo el espacio, en particular (a) =
(b), ademas, continuidad uniforme siempre implica continuidad, por tanto (¢) = (a).

Con lo anterior queda probado la equivalencia de la afirmaciones (a) — (f).
Supongamos que Y =TF.
(a) = (g) Si T es continua, entonces T (0) = ker(7T') es cerrado.

(9) = (e) Reciprocamente, supongamos que ker(7') es cerrado. Si T' = 0 entonces es
inmediato que 7" es continua. Supongamos que existe x1 € X tal que T(z1) # 0 y sea
Yy = T&). Entonces y € X\ker(T') y este conjunto es abierto en X. En consecuencia,
existe 0 > 0 tal que Bs [y] C X\ker(T'). Afirmamos que

(1.4.1) Bs[0) C {z € X :|T(x)| < 1}.

Supongamos lo contrario, entonces existe xy € Bs [0] tal que |T'(x)| > 1. Tenemos que

z € Bs|0], donde z = Ty sl y+ 2 € Bs [y] v como 1 = T (y) = —T (z), entonces
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T(y+z) =0.De donde, y+ z € ker(T') () Bs [y]- Lo que contradice la eleccion de B [y]
y estd probada la afirmacion.

Si x # 0, entonces HH%HJUH < 4. De (1.4.1) se concluye que |T(ﬁx)| < 1; o equivalente-

mente [T(z)| < f||z||. Cuando x = 0 también se cumple la desigualdad. Por tanto, T
satisface (e). O

Las isometrias juegan un papel importante en analisis funcional, ademés formaréan parte
de algunos de los resultados que estudiaremos. Es por eso que introducimos su definicion.

DEFINICION 1.4.5. Sean X, Y espacios normados. Decimos que el operador lineal 7" :
X — Y es una isometria si ||T(x)|| = ||z| para cada z en X.

Diremos que dos espacios de Banach X y Y, son isométricamente isomorfos si existe
un operador T : X — Y lineal, biyectivo e isométrico, que es llamado isomorfismo

isométrico. En tal caso escribiremos X ~ Y, o bien X ~ Y si queremos hacer explicito
al isomorfismo isométrico 7' .

El espacio B (X,Y) con las operaciones usuales para funciones valuadas en un espa-
cio vectorial es un espacio vectorial. Definiremos en B (X,Y’) una norma que lo hace
completo cuando Y es completo.

TEOREMA 1.4.6. Sean (X, ||||) v (Y, ||-]) dos espacios normados. La funcion ||| defi-
nida en B (X,Y) como

(1.4.2) 17| = sup{[|T'(z)|| : = € By [0]}
es una norma, llamada la norma uniforme. Ademds,
(1.4.3) ||| = sup{[|T'(z)| : = € B1(0)}.
Entonces,

1T < ([T

para todo v € X y
(1.4.4) |IT|| = min{M > 0: ||T(z)|| < M||z|| para todo x € X}.

Y si X no es el espacio nulo, entonces también se tiene que

(1.45) I = sup{T @) ol = 1} = sup 1T 0 2 0).

Si (Y,]|)]|) es de Banach, entonces B (X,Y) es de Banach con la norma uniforme.
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DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.4.4 el lado derecho de (1.4.2) es un real, mayor
o igual a cero. Es inmediato comprobar que || - || es una norma en B(X,Y).
Dado que se tiene la siguiente contenciéon
{reX:zeB(0)}C{reX:ze B [0}

se cumple que
sup{[[T'(z)|| - = € B, (0)} < || T.

Ahora, supongamos que ||z|| < 1 entonces Hmﬂ < 1 para todo € > 0; de lo cual se

sigue que
[T ()|l < (1+ e)sup{|T ()] - [l«f| < 1}}
para todo € > 0. De donde,
1T} < sup{[[T(x)]| - [l <1}

1

el e @

< sup{[|T(z)| - = € B, (0)}

o lo que es lo mismo,

Se obtiene entonces la igualdad de (1.4.3).

Bs claro que ||T'(z)|| < ||Tl||z]| si = 0. Cuando z # 0 se cumple que Hﬁ” <7,y

por consiguiente,
1T(2)] < [T |-
De esto y la definicion de ||T]| se sigue (1.4.4).

De modo similar a la primera parte, se prueban las igualdades en (1.4.5).
Para probar que B (X, Y) es de Banach con la norma uniforme, supongamos que > 7T,

es una serie absolutamente convergente en B(X,Y"). Por el Teorema 1.4.3 bastaré probar
que la serie es convergente en B (X,Y’). Tomemos = € X, entonces

(1.4.6) Do ITu@) < Nzl Y Tl

lo cual implica que la serie > ||7,(x)|| es absolutamente convergente en Y para cada x.
Por ser Y un espacio de Banach, entonces la serie ) T, () es convergente . Definimos
T : X — Y de la siguiente manera

T(x) =Y Tu(x).

Por las propiedades lineales de las series y la ecuacion 1.4.6 es facil mostrar que 7' €
B(X,Y).
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Supongamos que my > my, entonces || > "2 T, —> " T, || <> " ||T,||. Dado e > 0

= n=msi
existe N € N tal que si m; > mo > N entonces
ma mi m2
IO T =Y TH@I < D Tl <e
n=1 n=1 n=mi
para todo x € X, con ||z|| = 1. Manteniendo fijos a my y * € X, con |z|| = 1, y

haciendo tender m; a oo, obtenemos que || Y2, T,,(x) — T(z)|| < € si my > N. Asi,

|72 T, — T|| < esimy > N, por tanto > T, — T con la norma uniforme, lo cual
completa la demostracion. O

1.4.1. El teorema de Hahn-Banach. El teorema de Hahn-Banach es impor-
tante por sus consecuencias. Las siguientes son algunas de ellas.

TEOREMA 1.4.7 (Version para espacios normados del teorema de Hahn-Banach.). Sea f
una funcional lineal continua en un subespacio V de un espacio normado X. Entonces
existe una funcional lineal continua F definida en X tal que |[F|| = ||f] y Flv = f.

La demostracion se puede consultar en [11].

COROLARIO 1.4.8 (Primer corolario del teorema de Hahn-Banach). Sea V' un subespacio
cerrado de un espacio normado X. Supongamos que x € X \ V. Entonces existe una

funcional lineal continua f en X tal que ||f|| =1, d(z,V) = f(x) y V C ker(f), donde
d(xz,V) es la distancia de x a V; o sea, d(xz,V) = inf{||lx —y|| : y € V'}.

DEMOSTRACION. Para cada y € V y cada escalar o definimos fo(y + ax) =
ad(z,V). Es claro que fj es una funcional lineal en V+ < x > tal que fo(x) = d(z,V)
y foly) = 0 para todo y € V. Paray € V y a # 0, tenemos:

[foly + az)| = |ald(z, V) < |alllz = (—a™yll = ly + oz|
Asi, || fol| < 1. También tenemos que

1 follllz = yll = | fo(z — y)| = d(z, V)
cuando y € V, por lo que
[ folld(z, V) > d(z, V)

esto demuestra que || fol| > 1. Asi, || fo|| = 1. Por el Teorema 1.4.7 podemos extender f,
a todo X y la extension es la funcional con las propiedades establecidas. O

COROLARIO 1.4.9 (Segundo corolario del teorema de Hahn-Banach). Sea z # 0 un

elemento de un espacio normado X, entonces eriste x* € X* tal que ||z*|| = 1 y
v*(x) = [|l]-
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TEOREMA 1.4.10. Sean X un espacio normado, M > 0 y f una funcional definida en
un conjunto no vacio G C X. Erniste una funcional lineal continua F' definida en X que
satisface las siquientes dos condiciones

f(x) = F(x) para todo x € G

IF] <M

sty solo si se cumple la desigualdad

(1.4.7) > Nf ()] < MDY N|
=1 1=1

para cualesquiera natural n, elementos x1,xo,...,x, € G y escalares A\, Ao, ..., \y.

DEMOSTRACION. Si f(xz) = F(x) para todo x en G, y F es una funcional lineal
continua tal que ||F'|| < M entonces

|Z)‘f$1|_|z/\sz Z)\%|<HF””Z/\CU@H

de donde se sigue mmedlatamente (1.4.7).

Para el reciproco, tomemos z €< G >, es decir, z = > ' | \x; con n € Nz € G,y
Ai € F. Definimos ¢(z) = >0 Nif (). Siz = >0 Ny = Do N}, se puede suponer
que n = m y se sigue de (1.4.7) que

|i)\if(xz ZX |<M||Z —XN) ]| =0
i=1

por lo que la funcional ¢ esta b1en definida en < G >, claramente es lineal, y por
la desigualdad 1.4.7, ||¢|| < M es continua. Aplicando el Teorema de Hahn-Banach
para espacios normados obtenemos una funcional lineal continua F' con las propiedades
buscadas. O

En particular, si G es una sucesion (z,) de elementos de X y se define la sucesion
¢n = f(x,) para una funcional f, se tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 1.4.11. Sean X un espacio normado M > 0, (z,) una sucesion en X y
(cn) una sucesion escalar. Para que ezista una funcional lineal continua F que cumpla
las siguientes dos condiciones
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es necesario y suficiente que se cumpla la desigualdad
n n
> Nl <MY N |
i=1 i=1

para cualesquiera escalares A, Ag, ... \,.

33



Capitulo 2

Los espacios duales

En este capitulo se presentan los resultados necesarios para desarrollar los dos capitulos
finales. Resulta un poco extenso porque se busca que el trabajo sea lo mas autocontenido
posible.

2.1. Los duales: algebraico y topolégico

Si X es un e.v.t, entonces el dual topoldgico de X o simplemente el dual de X cuando no
haya lugar a confusion, es el subespacio X* de X# formado por las funcionales lineales
continuas.

Por definicién, X* C X7#. Sefialamos que el dual algebraico X no siempre coincide
con el topolégico X*. De hecho, coinciden si y sblo si X tiene dimension finita.

Como anunciamos en la subseccion 1.1.4, introducimos una nueva notacion para las
funcionales lineales continuas en X. Las denotaremos por x*, x}, y*,etc. en vez de usar
letras tales como f, g, h,etc.....

De esta manera podemos reenunciar el Teorema 1.4.4 :

PROPOSICION 2.1.1. Sea X un e.v.t. y x* € X7. Las siguientes son afirmaciones equi-
valentes

(a) z* € X*.

(b) x* es continua en 0.

(c) x* es acotada en una vecindad de 0.

Cuando X es un espacio normado, las anteriores propiedades equivalen a
(d) ||z*|| = sup |z* (x)| < oc0. A ||z*|| se llama la norma uniforme de x*.

[l=]|<1

34
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Observamos que si X es un espacio normado, entonces su dual topolégico es X* =
B (X,F) y como F es un espacio de Banach se sigue del Teorema 1.4.6 que X* es un
espacio de Banach con la norma uniforme.

El siguiente resultado, cuya demostracion puede consultarse en [11], nos da una con-
dicién necesaria y suficiente para que una familia no vacia F de funcionales lineales
continuas en un espacio de Banach (X, ||||) sea acotada en X*.

TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS. Sean X un espacio de Banach y F C X* una
familia no vacia de funcionales. Si sup{|z*(z)| : x* € F} es finito para cada cada x en
X, entonces sup{||z*|| : * € F} es finito.

2.1.1. Relaciéon de una funcional compleja con su parte real.

PROPOSICION 2.1.2. Sea X un espacio vectorial complejo y Xg el espacio vectorial real
correspondiente.

(a) Si x* es una funcional lineal compleja en X y r* es la parte real de x*, entonces r*
es una funcional lineal real en X y ademds x*(x) = r*(x) — ir*(ix) para cada x € X.

(b) Sir* es una funcional lineal real en X, entonces existe una unica funcional lineal
compleja x* que tiene a r* como su parte real .

(c) Si X es un espacio normado, x* una funcional lineal compleja en X y r*su parte
real, entonces v* € X* si y solo si r* € X. Mds ain, || x* ||=|| r* ||

DEMOSTRACION. (a) Sea z* una funcional lineal compleja, r* su parte real y s* su
parte imaginaria; es decir:
" (x) = 1" (x) +is™ (x)
para todo x € X. Como x* (ix) = iz* (x) obtenemos
r* (ix) +is* (iz) = " (z) — s* (x)
de donde, s* (z) = —r* (iz) para todo x € X y entonces

z*(z) = r*(z) —ir*(iz).

Para ver que r* es una funcional lineal real tomemos z,y € X y a € R. Entonces de
las igualdades

se siguen
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(b) Sea r* una funcional lineal real en X. Definimos z*(x) = r*(x) — ir*(iz). Para ver
que x* es lineal, sean x,y € X y A € C . Entonces
z*(Ax) = r*(Ax) —ir*(i\x)
= 1" (Re(N)z) + r*(iIm(\)x)
—ir*(iRe(AN)z) — ir* (=Im(\)x)
= Re(N)r*(z) + Im(\)r*(ix)

—ZRG() (i) + ilm(A)r* ()
() —idr(ix)
)\:z:*(x)

Por otra parte, * es aditiva porque r* lo es.

(¢) Como |r*(z)| < |z*(x)| para todo z € X. Si z* € X* entonces [|r*]| < |[|z*].

En sentido contrario tenemos que |z*(z)| = o(z*(x))z*(z) = x*(o(2z*(z)x), donde o
es la funcion signo definida en F, por lo que r*(o(z*(z)x) = |x (x)]. Asi, |z*(x)| =
r*(o(z*(z)x) < |r*(z)], obtemendose |z < ||| O

2.2. Los espacios ¢y, (P y (>

En esta seccion consideramos algunos espacios vectoriales particulares que nos ayudaran
a ejemplificar algunos de los conceptos introducidos.

Si o = (), es una sucesion escalar acotada, definimos

(o) lloe = sup{la| : n € N}.

Al espacio vectorial de todas las sucesiones acotadas en F con las operaciones lineales
usuales y esta norma, lo denotamos como ¢°°; a veces también se le denota como m.

Subespacios vectoriales particulares de ¢*°son los siguientes:

El espacio c¢ de las sucesiones escalares que son convergentes.

El espacio ¢y de las sucesiones escalares que convergen a cero.

El espacio cqg de las sucesiones escalares que tienen un ntimero finito de términos
distintos de cero.

Para 1 < p < oo, el espacio /P de las sucesiones escalares («a,) tales que

Yoy am|P < 0.
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Verificar las contenciones cog C P C c¢g C ¢ C £°°, es inmediato.

En cgo, ¢o y ¢ se considera la norma || - ||« a menos que se diga lo contrario. A ¥ se le
da la norma
> 1
(@)l = D lawl”)7.
n=1

Todos estos espacios, con excepcion de cgg, son de Banach.

2.2.1. Bases de Schauder. Una sucesion (x,) en un espacio de Banach X es
llamada una base de Schauder de X si para cada x € X existe una tnica sucesion de

escalares («,) tales que
o0
T = E QT
n=1

Los espacios ¢y y (P, tienen por base de Schauder a la sucesion (e;);-,, donde e; es la
sucesion cuyo término i es 1 y el resto de sus términos son 0. A esta base se le conoce
con el nombre de base estandar de cualquiera de estos espacios. En los tres se tiene que

o0
(an), = Zanen.
n=1

Una base de Schauder del espacio c es (e,),, donde ¢y = (1,1,1,...). En este caso

(an)” | = aey + Z (o, — ) ey
n=1

o

para cada (a,),,

€ ¢, donde a = lim a,.
n—oo

2.2.2. Duales topolégicos de ¢y y /7.

TEOREMA 2.2.1. Los espacios duales de ¢y y ¢ son isométricamente isomorfos a £*.

DEMOSTRACION. Si (3,) € ¢!y (o) € o, entonces

(2.2.1) Y lanbal < llen)lloe Y 1Bl = ll(cn)llocll(Ba) -

Para cada elemento 3 = (f3,) perteneciente a ¢! definimos en ¢y la funcional

xz(@n) = Zanﬁn
n=1

que claramente es lineal, y por la desigualdad anterior, ||z3]| < ||(8,)]]1, es decir, % € .
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Definimos T : £' — ¢ como T'((f,)) = zj. Si f* = (B)) v 8% = (B}) estan en ' y
A € F, entonces
T+ B8%)(am) = 30l an(AB, + 57)
= Al By + 200 ol
= ()\3321 + -T'Ez) (Oén)
= (AT (B +T(5?) (an).
y ademas ||T (8,)] < |1(Bn)]]1- De donde, el operador T es lineal y continuo. Tomando
(Bn) # (0) es facil ver que T'((5,)) # 0, por lo que T resulta inyectivo.

Ahora supongamos que z* es un elemento arbitrario de c. Definimos la sucesion
(Bn)=(z*(e,)), donde (e,) es la base estandar de Schauder de ¢y y sea o la funcion
signo definida en F. Para m > 1 tenemos

anzl |6n| = anzl U(Bn)ﬁn = an:1 U(Bn)x*(en)
=z (31 0(Bu)en) < N2l 1220s o(Benll o = [z -

(2.2.2)

Asi, (B,) € /! y para cada elemento (a,,) € cg se cumple

l'*((()én)) = ZE*(Z anen) = Z a/nx*(en) = Zanﬁn = ZEE((OZn)),
n=1 n=1 n=1
donde 8 = (,). Esto demuestra que T es suprayectivo.

Si x* € ¢y, por lo anterior, existe (3,) € ¢! tal que T((3,)) = x*, y por la desigualdad
2.2.2 tenemos que ||(Bn)|]1 < |T(5n)||- Con esta desigualdad y la (2.2.1) queda probado
que T es una isometria.

De manera similar se puede probar que el dual de ¢ es es isométricamente isomorfo a
(', bajo la transformacion T' /' — ¢ definida como T (8) = x5, donde 3 = (8,),2;

s (o)) = afo + Yoy = r}Lngoan 0

Sil<p<ooyqestal que % + % = 1, entonces decimos que g es exponente conjugado
de p o que p y q son exponentes conjugados. A oo y 1 se les considera exponentes
conjugados.

TEOREMA 2.2.2. Sean 1 < p < 00 y q el exponente conjugado de p, entonces el dual de
(P es isométricamente wsomorfo a (9.

DEMOSTRACION. Para cada (f3,) € (? y cualquier («,) € ¢ definimos

(2.2.3) wh((m) =D anfn



2.2. LOS ESPACIOS co, £ Y £ 39

entonces, por la desigualdad de Holder ([11] p. 536)

3 lanBal < @)l (Ba)lly < oo.
n=1

Para cada (3,) € (%, la funcional x; es lineal y, por la desigualdad anterior, continua
en (P . Mas atn.

(2.2.4) 25l < 11(8)lq-

Ahora supongamos que z* es un elemento arbitrario de (¢?)*. Definimos la sucesion
(Bn)=(x*(e,)), donde (e,,) es la base estandar de Schauder de 7 y sea o es la funcion
signo definida en F. Para m > 1 tenemos

1Bl = D a(Bu)BalBal'
n=1 n=1

= (3 (BB )

n=1

< =7

> o (Bu)]Bal' en
n=1

P

= 21O 18al "7y
n=1

ol Cal [ EADES
n=1

Dividiendo lo anterior entre (>, |/Bn|q)% , si esta suma no es 0, obtenemos
n 1 n 1
1 1-1
1Bl = (187 <
n=1 n=1

lo cual también es cierto si 22:1 |5n|? = 0. Haciendo tender m a infinito, tenemos que
(Bn) € £y

(2.2.5) O 1Bl < -
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Para cada elemento () € (P se cumple
m*((an)) = $*<Z;OZO:1 anen)
= 2= Onbh
= zp((an))

donde 5 = (6,) .

Si definimos T' : ¢ — (¢7)" como T(#,) = x, entonces T es claramente lineal y lo
anterior prueba la suprayectividad de T'. Por las desigualdades (2.2.4) y (2.2.5) , T
resulta ser una isometria. 0J

TEOREMA 2.2.3. El dual de (' es isométricamente isomorfo a (.

DEMOSTRACION. Definimos @3 como en 2.2.3 pero tomando p = 1y ¢ = oo ,
consecuentemente la desigualdad (2.2.4) se sigue cumpliendo y z7 resultara ser lineal y

< [1Bllsa

Si x* € ((1)* y definimos (8,) = (z*(en)), donde (e,) es la base estandar para (',
entonces |5,| = |z*(e,)| < ||z*|| para cada n € N, por lo que (f,) € <y

continuo en (*, con ||z

1 (Ba) lloo < ll2"]|-
Para cada (o) € ¢! tenemos
z* ((an)) = :E*(Z enlly) = Zx*(en)an = Zﬁnan =z ((an))
n=1 n=1 n=1
donde 3 = (83,). Por lo que el operador T : £ — (£})" definido como T(f,) = T,
resulta ser un isomorfismo isométrico. O

2.2.3. Los duales de subespacios separables de /. Una diferencia topolo-
gica entre /* y > es que el primero es separable y el segundo no lo es. Por este motivo,
se tiene que (£*°)"no es isométricamente isomorfo a £', pues en caso contrario (£>)*serfa
separable y segin la Proposicion 2.5.5, que veremos mas adelante, (> seria entonces
separable. Sin embargo, aqui caracterizaremos al dual de cualquier subespacio separable
de (.

LEMA 2.2.4. Seann >1, € >0 y x1,...,T,, elementos, no necesariamente distintos, de
>, donde x, = (n")2,. Existe un natural k tal que

(2.2.6) Ay + -+ Apn | < (max Ay + -+ Aup ) (1 + €)

para cualesquiera escalares Ai,--- , A\p.
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DEMOSTRACION. Supongamos que la afirmaciéon es falsa. Es decir, existen n > 1,
e >0y x1,...,T,, elementos con x,, = (n7)>2, tales que para cada k > 1 pueden
encontrarse \¥, ..., \¥ € F, necesariamente no todos 0, tales que

max|)\kn o A1 4 €) < [Ny A+ Moy

1<r<k
Hagamos my = max{|\k], ..., [\E|} | IF = ni—i para 1 < i < ny dividamos ambos lados
de esta desigualdad entre my:
(2.2.7) (1+e€) max|l1771 o Er < |2y A |

Claramente || (1§, ..., %) ||2 < n para todo natural k, donde ||-||, es la norma usual en F".
Entonces existe una subsucesion <llfj, - lfﬂ) de (lf, ...,l’;) que converge. Supongamos

que lfj — 1;, cuando j — oo, para cada 1 < ¢ < n.
Por otro lado, por la definicion de || - || existen 7o € Ny m > 0 tales que

(2.2.8) —— |z + o Lz || < m< |y, A+ e+ L]

1+

Como ]li}m I Mhig + - + lﬁjﬁ?0| = |lin}, + ... + L0 |, entonces existe N € N tal que
m < |1l Ny, + - —I—lﬁjnf0| sik; > N.

Para k;> max{ro, N} tenemos, por la desigualdad anterior y las (2.2.8) y (2.2.7), que

ki
el + o bz < omo< Y gy oo |
k;
< iy
< (maz 00t 4 e+ L)
< a4 e o
es decir,
a1 + oo+ lTlloo < (14 e2)m < 1721+ oo+ 152, .
Al tomar el limite cuando j — oo llegamos a una contradiccion. 0

OBSERVACION. Si k es un natural para el que se satisface la desigualdad (2.2.7), entonces
ésta se satisface para cualquier k' > k.

TEOREMA 2.2.5. Sea EE C £ un subespacio vectorial separable. Entonces, para cada
x* € E* existe una matriz escalar infinita [a;‘] njs1 Y Una sucesion de naturales (k)

estrictamente creciente tales que

oo
— T N
= lim E a;n;
n—oo
J=1
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para todo x = (n;)32, en E y las sucesiones o, = ()32, satisfacen las siguientes
condiciones:
(2.2.9) (a) af =0 para j >k,
(2.2.10) () llanlls < ||z*|| paran=1,2....
2.9.1
(2.211) (©) lim flaall = 12"
donde || - ||1 es la norma en (*.
DEMOSTRACION. Sea D = {x1,Zs,...,Zp,...} un subconjunto numerable y denso

en E, donde z,, = (n")72;. Sean (€,),-, una sucesion de nimeros positivos que converge
a 0.

A partir del lema anterior y la observaciéon que le sigue, podemos construir inductiva-
mente una sucesion estrictamente creciente (k) 52, de nimeros naturales tales que

(2.2.12) My + - Apzn | < (max [Aay + -+ X! (1 + €n)
2.9.1para cada n > 1 y escalares A1, --- , A\, arbitrarios.

Para cada natural n sea P, : {*° — ¢; el operador lineal

(2.2.13) P,(z)=(n,n2,--Mk,,0,0,0,...)
donde z = (n,)2,

Dados Ai, Ag, ..., A\, € R, tenemos que
(AP (21) + -+ + AP (20) [loo = 1I<T%E<Dk{ |)\177i1 + A

y podemos reescribir la desigualdad (2.2.12) como

(2.2.14) | Aizr + -+ Azn| S AP (21) + -+ AP (20) || (1 + €,)

De esta desigualdad se sigue que si * es una funcional en el dual de F, entonces
IMx*(xy) + -+ Az ()| <[] 2" || [| AP (1) + -+ + AP (20) || (1 4 €5).

Para cada n > 1 aplicamos el Corolario 1.4.11 con X = ¢, la sucesiéon
(P (z1), ..., Py (x,),(0),(0),...) en X, la sucesion escalar (z*(z1),...,2"(x,),0,0,...) ¥y
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el real M =|| z* || (1 + ¢,). Tenemos entonces que para cada n > 1 existe una funcional
lineal continua z} definida en ¢y que satisface las condiciones

zh (P, (x;)) = a*(x;) parai =1,2,...,ny ||x}] < |l |[(1 + €,).

n

Por el Teorema 2.2.1, existen escalares 87, 3y,..., 8 tales que

kn
> By = ah(Po (1) = 2" () parai = 1,2,....n
j=1

y ademés
k’ll

D18 < Nl < N2 (1 + €n).
j=1

Definimos

BF ..
Oén — (1+]€n) 517 S kn
0 sij >k,

y obtenemos

(2.2.15) Zoz 1+6n)x*(g;i) parai=1,2,...,n
y
(2.2.16) lnlls = > lag| < 2],

j=1

donde «,, = (oﬂ)oo

i) =1

Sea i > 1. Como lim ¢, = 0 obtenemos de (2.2.15)

n—oo
(2.2.17) 7111_{1()10204 n, =a'
En seguida se demostrara que hm >y afn; = x*(x) para todo x = (1;) en E.

Sean € > 0y x = (n;) € E. Existe iy tal que ||z — =] < Consideremos la

siguiente desigualdad:

(2:2.18) | Y afn—a™(x)| < !ZO&}‘( |+|Za" P = (i) |+ |2 (2,) — 2" (2)].

j=1

([ H+1
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Observemos que

|Za 1< —xzolloo2|a"| < [l = g [loo 27 I

7j=1

Por tanto el primer y tercer término de (2.2.18) son menores que ¢; el segundo término
de (2.2.18) se puede acotar por § para todo n suficientemente grande gracias a (2.2.17).
Por tanto, tenemos que

(2.2.19) nli_{gOZoz;Lnj = z"(z)
j=1
para todo =z € E.

Para concluir la demostracion bastari probar que

(2:2.20) i o <= Jim - |a?\) = "],
j:

Sean \ = @Z;’il %y A= hTmZ]O';l ||, entonces A < ||z*||, por (2.2.16). Y por la
ecuacion (2.2.19) tenemos que |z*(z)| = |nh_>n;O > ooy afnl < Mzl para cada x € E;
de donde ||z*|| < A O

TEOREMA 2.2.6. Para cualesquiera espacios de Banach X yY se cumple que la trans-
formacion T : X* x Y*— (X x Y)"dada como

T (2" y") (z,y) = 2" () + y" (y)

es una isometria suprayectiva, donde en los espacios producto se consideran las normas
usuales.

DEMOSTRACION. Claramente la transformacion T (z*,y*) es lineal. Sea (z,y) €
X X R, entonces

T (@ y") (2,y) | = [a" (@) +y" (y) |
< =[]l + v [Tyl
< NG5y )l

Entonces, T'(z*,y*) € (X x Y)* y ademas
172", y) | < (27, w7l

para todo (z*,y*) € X* x Y*.
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También es claro que T es lineal y es suprayectiva, ya que dado z* € (X x y*)* se tiene
que T'(z*,y*) = z*donde z* = 2z*|X x {0} y y* = 2*|{0} x Y. Es inmediato ver que
reX*yyetYr.

Tomemos (z*,y*) € X* x Y* con norma igual a uno. Sean (z,) v (y,) sucesiones en

Bx y By, respectivamente, tales que z*(z,) — ||z*|| v v*(y.) — ||y*]|. Definamos las

sucesiones (x)) y (y,,) como: x, = |z*||x, v v, = ||y*||yn. Entonces, |[(z,y’s)] <

|(z*,y*)|| = 1 para cada n. Por tanto,
L= Ja"I* + lly"|?
= lim [o"(2;,) + 47 (4,)]
= lim T(z*,y*) (2}, v,)
n—oo
< N7yl

De aqui se sigue que
12", y*) | < T (2" vl
si (z*,y*) € X* x Y*. Por tanto, T' es una isometria suprayectiva. ]

2.3. Teoremas de separacion

Los siguientes teoremas dan condiciones bajo las cuales dos conjuntos convexos pueden
ser “separados” mediante una funcional lineal.

LEMA 2.3.1. Sean V una vecindad abierta y convera de 0 en un e.v.t. real X yxo ¢ V.
Entonces existe x* € X* tal que 2*(z9) = 1 y 2*(x) < 1 para todo x € V.

DEMOSTRACION. Considérese la funcional de Minkowski py del conjunto V. Por
los incisos (b) y (d) de la Proposicion 1.1.21 py es una funcional sublineal y se cumplen
las siguientes dos desigualdades

pv(zo) > 1

pv(V) <1

Definamos la funcional lineal z* :< zy >— R como z*(Axy) = A. Las hipotesis del
Teorema de Hahn-Banach se satisfacen para el subespacio < xy >, la funcional sublineal
py vy la funcional x*, pues si A > 0, entonces

o (Aro) = A < Apy(20) = pv (Axo)

y si A < 0, entonces
' (Axg) = A < 0 < py(Azo).
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Asi, existe una extension a X de esta funcional, que también la denotamos por x*, que
satisface

z*(z) < pv(z)
para todo z € X.
Solo falta probar que z* € X*. Para esto observemos que
—x*(z) = 2" (—x) <py(—z) <1

si x € —=V. De lo que se sigue que |z*(z)| < 1 para toda z en la vecindad de cero
V' N —V. Por la Proposicion (2.1.1) z* es continua. O

TEOREMA 2.3.2. Sean A y B dos subconjuntos no vacios, convexos y ajenos entre st
de un e.v.t. real X.

(a) Si A es abierto entonces existen a € R y x* € X* tales que

z*(a) < a <2 (b)

para cualesquiera a € A y b € B.

(b) Si X es localmente convezo, A es compacto y B es cerrado, entonces ezisten oy € R
y x* € X* tales que
*(a) < aq < infa™(b

x¥(a) < aq infz (b)
para todo a € A.
La desigualdad anterior equivale a decir que existen dos reales oy, an tales que

z*(a) < a; < ag < x7(b)

sia€ AybeB.

DEMOSTRACION. (a) Sean ay € Ay by € B. Definimos
V:A—B+(b0—a0)
Entonces 0 € V' y V es un abierto ya que
V= (bgBA - b) + (bo — ao)

y las traslaciones son homeomorfismos. Ademés, by — ag ¢ V, pues en caso contrario
AN B # @, lo cual contradice una de las hipotesis.

Por el lema anterior, existe * € X* tal que:
(V) < z*(x)
donde xg = by — ap; 0 sea, sia € Ay b € B, entonces

¥ (a—b+xz9) = 2"(a) — 2" (b) + 2" (xo) < 27 (xp);
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es decir,
z*(a) < z*(b)
y asi,
a = supz”(a) < infz*(b)
A B

Por ser A abierto y convexo y z* una funcién real abierta (Proposicion 1.1.14), tenemos
que z*(A) es un intervalo abierto y acotado por arriba, entonces x*(a) < « para todo
a € Ay por tanto,

#*(a) < o < 2°(b)

paratodoae€ Ay b e B.

(b) Afirmamos que existe una vecindad convexa V' de 0 tal que A+ V no interseca a B.
Por ser B cerrado y ajeno a A, para cada a € A existe una vecindad V, del 0, abierta
y convexa, tal que

(a+V,)NB=w.

Para cada a € A existe una vecindad de 0, W,, abierta y convexa, tal que W,+W, C V.

Es claro que {a+ W, }4.c4 es una cubierta abierta de A. Por ser A compacto, existe una

subcubierta finita {a; + Wy, }? ;. Hagamos V = [ W,,.
i=1

Entonces por la Proposicion 1.1.9, la vecindad abierta V' de 0 es convexa, ademéas
(A+V)NB =g,

yaquesia € Ay v eV entonces existe 1 < i <n tal que a € (a; + W,,) y por tanto

(CL + 1)) € (CLZ‘ + Wai + Wai) C a; + Vai;

de donde, a +v ¢ B.

El conjunto A + V es convexo por ser suma de convexos y es abierto por ser abierto

uno de los sumandos.

Aplicando la parte (a) a los conjuntos A+ V' y B. Existen z* € X* y a € R tales que
r*(z) < a < x*(b)

para todo z € (A+V) y b € B. Como el compacto z*(A) esta contenido en z*(A+ V),
entonces

nep ) < o= )

Sea mazx (z*(a)) < oy < «, entonces
acA
* : f *
' (a) <ag < infz (b)

para todo a € A. O
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De la Proposicion 2.1.2 y el teorema anterior, se sigue inmediatamente el siguiente
resultado.

COROLARIO 2.3.3. Sean A y B dos subconjuntos no vacios, convexos y ajenos entre st
de un e.v.t. X.

(a) Si A es abierto entonces existen o € R y x* € X* tales que
Rez*(a) < o < Rex™(b)
sia€ AybeB.
(b) (Teorema de Tukey-Klee) Si X es localmente convexo, A es compacto y B es cerrado,
entonces existen ay,ay € R y x* € X* tales que
Rez*(a) < oy < ag < Rex™(b)
sia € AybeB.

Al tomar —x*, —aq y —an obtenemos un elemento en X* y reales para los cuales se dan
las desigqualdades en el otro sentido.

Una generalizacion a espacios localmente convexos del Corolario 1.4.8 (de Hahn-Banach)
es la siguiente

PROPOSICION 2.3.4. Sea V' un subespacio cerrado de un espacio localmente convexo X.
Supongamos que x € X \ V. Entonces existe x* € X* tal que z*(z) = 1 y 2*(y) = 0
para todo y € V.

DEMOSTRACION. Aplicando el inciso (b) del Corolario 2.3.3 al conjunto cerrado V/
y el compacto {z}, existen xj € X*, ay, as € R tales que

Re(x5(y)) < an < Re(ag(x))
para todo y € V.

Como 0 € V, entonces Re(x(z)) > ay > 0. Y Re(z}(y)) = 0 para todo y € V', pues en
caso contrario Re(x§(Ay)) > «a; para algin y € V' y un real A de modulo suficientemente
grande, lo que es una contradiccion ya que Ay € V. Asi, Re(z§(iy)) = 0 para todoy € V
en caso en que F = C. Por tanto, zj(y)) = 0 para todo y € V. Entonces la funcional

x* = X*l(x) x; tiene las propiedades requeridas.
0

0

TEOREMA 2.3.5. Sean 11 y T» dos topologias localmente convexas definidas en un e.v.
X para las cuales el dual topoldgico es el mismo. St C C X es convero, entonces
Cl, (C) = Cl,(C). En particular, C es T -cerrado si y sdlo si es To-cerrado.
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DEMOSTRACION. Sea (' un subconjunto no vacio y convexo de X y supongamos que
Cl, (C) # X y tomemos z € X \Cl,, (C). Por (b) del Corolario 2.3.3 existe z% € (X, )"
tal que

Rex)(x) < inf Rex™(y) = a,.
erg(v) < i Rer’(y) =a

Definimos A, = {y € X : Rez}(y) > a.}. Entonces A, es 7;-cerrado por ser x} una
funcional 7;-continua para i = 1,2. Ademas es claro que Cl,(C) C A, y = ¢ A,.

Entonces
ClTl (C) = m Ax
2€X\Cly, (C)
y el conjunto de la derecha es mo-cerrado. Por consiguiente, Cl,,(C) C Cl,, (C). De modo
similar se sigue la contencién contraria. 0

2.4. El segundo y tercer duales.

Como el dual X# de un espacio vectorial es también un espacio vectorial podemos
considerar su dual, al cual llamaremos el segundo dual algebraico de X y lo denotaremos
por X##: asimismo el dual algebraico de éste ser el tercer dual algebraico de X y se
denotara por X###  etc.

Cuando X es un espacio normado, entonces en X* tenemos una topologia natural, la
dada por la norma y por tanto, podemos considerar el dual topolégico X** de X™* que
estard formado por todas las funcionales lineales definidas en X* que son continuas
respecto a la norma. A X** lo llamaremos el segundo dual (topolégico) de X y el dual
(topologico) del segundo dual (topologico) de X sera el tercer dual (topologico) de X
y se denotara por X***, etc. Observamos que X*, X** X*** ... son espacios de Banach.

El dual topologico X* de un e.v.t. X no siempre tiene una topologia natural. Cuando
en X* se define una topologia vectorial o, entonces al dual topologico de (X*, 0); es
decir al espacio de las funcionales lineales definidas en X* que son continuas respecto
a o, se denota por (X*, o), éste es un subespacio vectorial de X##.

Dado una operador lineal T : Y — X entre dos espacios normados hay una manera
natural de definir un operador lineal T : X* — Y™ entre los duales de X y Y que es
la siguiente:

T*(z*) =a"oT.
A este operador se le conoce como el adjunto de T del cual podemos demostrar el
siguiente resultado.

TEOREMA 2.4.1. Sea T : Y — X un isomorfismo isométrico entre dos espacios nor-
mados. Entonces, el operador adjunto T* : X* — Y*es un isomorfismo isométrico.
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DEMOSTRACION. Dado que T es una isometria suprayectiva tenemos que T[By| =
Byx; por tanto, a partir de la definicion de norma de un operador lineal vemos que se
cumplen las siguientes igualdades

[zl = sup |2"(z)| = sup [z7(T'(y))| = sup |(z" o T)(y)]
Jall<1 lyll<t lyli<t

= lla" o Tl =T ()]

O sea T*es una isometria y es sobre, ya que si y* € Y* entonces T*(z*) = y* donde
¥ =y *oT L 0]

2.5. Anulador y preanulador.

Hemos introducido el concepto de dual topologico de un e.v.t. X. Algunos subconjuntos
importantes de X* y X, son el anulador y preanulador de un conjunto dado. Damos su
definicion en el caso en que X es normado.

DEFINICION 2.5.1. Sean X un espacio normado y A y B subconjuntos de X y X*,
respectivamente. El anulador de A y preanulador de B, denotados como At y 1B
respectivamente, se definen como

» At ={2* € X*: 2*(x) = 0 para todo z € A}
» B ={r e X :z*(z) =0 para todo z* € B}.

Una caracterizacion del conjunto +(AL) nos la da el apartado (b) de la siguiente pro-
posicion.

PROPOSICION 2.5.2. Sean X un espacio normado, A y B subconjuntos de X y X*
respectivamente.

(a) Los conjuntos A+ y LB son subespacios cerrados de X* y X, respectivamente.
(b) H(A+) = Cl(< A >).

(¢c) Si A es un subespacio de X, entonces +(A+) = CI(A).

DEMOSTRACION. (a) Obsérvese quet B = N{ker(z*) : z* € B}, de aqui se sigue
que TB es un subespacio vectorial cerrado de X. Es claro que 0 € At y que para
cualesquiera escalar \ y elementos z*,y* € At se cumple que (\r* + y*)(z) = 0 para
toda x € A, por lo que A+ es un subespacio de X*. Sean (z) una sucesion en A+ que
converja a algin z* € X*y x € A. Como z(z) = 0 para todo n, tenemos que z*(z) = 0,
es decir z* € At. Por tanto, A+ es un cerrado.
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Para demostrar (b) notese que por el inciso anterior (A1) es un subespacio cerrado

de X y por la definiciéon de anulador y preanulador, A esté incluido en ese subespacio.
Entonces, Cl(< A >) Ct (A1).

Inversamente, sea o € X \ Cl(< A >), por el primer corolario del Teorema de Hahn-
Banach 1.4.8 existe x5 € X* tal que zf(xg) # 0y Cl(< A >) C ker(z}). O sea,
zt € ALy 29 ¢ (AL) ; hemos probado asi que +(A+) C Cl(< A >). El apartado (c)
es consecuencia inmediata del (b). O

Una caracterizacion andloga para el conjunto (+B)! se pospone para mas adelante
(Teorema 2.7.11) ya que antes debemos introducir los conceptos de topologias débiles.

Los conceptos anteriores nos permiten determinar, via isometrias, los espacios dua-
les de subespacios de un espacio normado asi como de los cocientes y probar que la
separabilidad del dual implica la del espacio original.

TEOREMA 2.5.3. Sea V un subespacio de un espacio normado X. Entonces existe un
isomorfismo isométrico T : X* VL — V* dado por T(x* + V1)(v) = 2*(v) para cada
v € V. La isometria inversa S : V* — X* VL estd dada como S (y*) = z* +V =+ donde
x*es cualquier extension continua de y* a X*.

DEMOSTRACION. La transformacion T : X*/V1 — V* envia a cada clase z* + V=+
en la restriccion de z* a V. Dado que dos elementos a3 + V+ y x5 + V1 son iguales si
y sOlo si 7 = x5 en V, se sigue que 7' estd bien definida. Es facil ver que 7" es lineal.

Siv* € V*y z). es una extension continua de v* a X, por ejemplo tomemos una exten-
sion de Hahn-Banach, entonces T'(z7. +V+) = z7. 1o que comprueba la suprayectividad
de T

Probaremos la inyectividad de T\ Sea (z* + V*+) € X/V* tal que T(z* + V1) =0, esto
implica que z*(v) = 0 para todo v € V; es decir 2* € V* y asi 2* + V+ =0+ V-,

Siv* =T (93* + VL), entonces z* + V+ = 27, + V1; de donde,

lz* + V| < 2 | = 1T (& + V) |-

Para cualquier y* € V+ se cumple:
[0 = sup{|(v" +y")(v)] : v € By}
< sup{|(z* 4+ y*)(z)| : © € Bx}

= ="+l

Se sigue que
[l < inf{fla” +y[| - y" € VY = [la” + V] < [l
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con lo que tenemos ||T(z*+V4)|| = ||v*|| = ||z*+V*]. Es decir, T es una isometria. []

TEOREMA 2.5.4. Sea V un subespacio cerrado de un espacio normado X. Entonces
eziste una isometria suprayectiva S : (X/V)* — V* dada como S (y*) = y* o, donde
m: X — X/V es el operador candnico.

DEMOSTRACION. La afirmacion es obvia si V' = 0. Supongamos que V' no es el
subespacio nulo. Sea 7 : X — X/V la proyeccion canonica. Definimos S(y*) = y* on
para cada y* € (X/V)*. Es claro que S es lineal y que S (y*) es lineal, continuo y se
anula en V.

Sean Ux y Ux,v las bolas unitarias abiertas de X y X/V respectivamente. Entonces
Uxv = n(Ux), por lo que

sup{[S(y") (z)] : x € Ux} = sup{ly” (7 ())| : = € Ux}
= sup{y*(z+V):z+V eUxy}.

Lo anterior equivale a [|S (v*) || = |ly*||, asi, queda demostrado que S es una isometria.

Finalmente, si z* € V*, entonces V' C ker(z*). Definimos y* : X/V — F como y*(x +
V)=ua"(x). Siz+V =2"+V, entonces (v — ') € V C ker(z*), asi, z*(z) = z*(2'),
por lo que y* esta bien definida. Ademas, y* es lineal, ya que z* lo es, y es continua
porque ||y* (z + V)| < ||z*||||z'|| para cualquier 2" en la misma clase que x; de donde,
lly*|| < ||z*||. Como S (y*) = y* o™ = *, concluimos que S es sobre.

El siguiente resultado es al que nos referimos para justificar la afirmacion que hicimos
de que /! no es el dual de ¢~. O

PROPOSICION 2.5.5. 51 X es un espacio normado y X*es separable, entonces X es
separable.

DEMOSTRACION. Sea D = {z¥ : n € N} un subconjunto denso y numerable de
X*. Por la definicion de la norma en X*, existe x, € By tal que i||z7| < |2} ()]
Six* € X*yax* # 0, entonces, por la densidad del conjunto D, existe n € N tal que
lo* = 2|l < Fll2*||. Como [|l*|| < [la* — 27 ]| + [|=7,] tenemos que F[|2*[| < [|z7]|. o lo
que es lo mismo §[|z*|| < g||«%||. En particular, ||z|| > 0. Se sigue de lo anterior que

0 < Shail - gllezl < gl - 7]

20" grnh o2 4

| ()| = [l — 27| < o (wa)| = (27, — 27) ()]

Asi, queda demostrado que {z, : n € N}* = {0} y sabemos que X =* {0} =+ ({=,, :
n € N}t) = Cl(< {x, : n € N} >). Por lo que X es separable. O

INIA A
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2.6. Inmersion canonica de X en X**

Sea X un espacio normado. Definimos para cada x en X la siguiente funcional lineal
7: X" — F donde Z(z*) = z*(z).

PROPOSICION 2.6.1. La funcional T : X* — F es continua, es decir, T € X**.

DEMOSTRACION. Por definicién, para cada que x* € X™* se tiene que
(2.6.1) (") = |z" ()| < [l]lf|<"]]

y por el Teorema 1.4.4 T es continua. O

De la funcional anteriormente definida y como consecuencia de la Proposicién anterior
surge naturalmente el operador

T X = X donde ((x) =7

llamado la inmersién canénica de X en X**.

El siguiente resultado acerca de este operador es muy sencillo, pero a su vez es muy ttil
para obtener algunas propiedades de la topologia débil*, definida méas adelante.

PROPOSICION 2.6.2. El operador™: X — X**es una isometria lineal.

DEMOSTRACION. Veamos que - es lineal. Sean z,y € X A€ Fy x2* € X*.
/\?—l—\y(x*) = z*(\x+vy)
= A*(z) + 2" (y)

= (AT +7)(7)
de lo que se sigue m =\T+7.
Por la desigualdad (2.6.1) se tiene que
I1Z] < .

La desigualdad contraria la obtenemos de la siguiente manera. Sea x # 0, por el Segundo

Corolario del Teorema de Hahn-Banach existe * € X* tal que z*(z) = [|z|| v ||l=*|| = 1.
Asi

lall = J2*(2)] < |
Hemos probado que ||Z]| = ||z]| O

DEFINICION 2.6.3. Cuando el operador = : X — X** es suprayectivo, o sea X = X**,
entonces se dice que X es reflexivo.
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2.7. Topologias débiles

Ahora introduciremos topologias que pueden definirse en cualquier espacio vectorial, en
particular en los espacios duales. En esta secciéon X es un e.v.t. a menos que otra cosa
se diga. Sea M C X7 un subconjunto no vacio.

DEFINICION 2.7.1. La topologia débil, (X, M), en X es la topologia localmente con-
vexa determinada por la familia de seminormas

{per: ¥ € M}

definidas como p,«(x) = |z*(x)].

Que las funcionales p,~ son efectivamente seminormas en X se sigue inmediatamente
de (a) de la Proposicionl.1.17.

Es claro que o(X,N) C o(X, M) si N C M.

El siguiente resultado es corolario de la Proposiciéon 1.2.6.

PROPOSICION 2.7.2. Sea M C X*. Entonces (X,0(X, M)) es un espacio de Hausdorff
sty solo si para todo x # 0 existe x* € M tal que x*(x) # 0.

De aqui en adelante al referirnos a alguna propiedad topoldgica en un espacio normado,
sobreentenderemos que es respecto a la topologia dada por la norma. Con cualquier otra
topologia lo haremos notar. Por ejemplo, cuando digamos que un conjunto es abierto,
entonces esto significa que el conjunto es abierto respecto a la topologia inducida por
la norma y si decimos que es o(X, M)-abierto, nos referimos a que es abierto respecto
a la topologia débil (X, M).

PROPOSICION 2.7.3. La topologia o(X, M) es la minima topologia vectorial que hace
continuas a todas las funcionales lineales que pertenecen a M y coincide con o(X, <
M >).

DEMOSTRACION. Sea x* € M entonces V = {x € X : p,«(z) < 1} es una vecindad
de 0 en la topologia débil o(X, M). Como es obvio que z* estd acotada en V., z* es
o(X, M)-continua por el Teorema 1.1.23. Ahora supongamos que 7 es una topologia
vectorial que hace continuas a todas las funcionales que pertenecen a M. Sea V una
vecindad de 0 en la topologia o(z, M). Entonces, existen n > 1, z7,...,x} y € > 0 tales
que

{xEX:pm;(x)<e,1§i§n}CV.

n
O sea, 0 € (N |z}|7* (—¢,¢) C V y por tanto, V es una vecindad de 0 en la topologia 7;
i=1
de donde T es mas fina que o(x, M). O sea, hemos probado que o(z, M) es la minima
topologia que hace continuas a las funcionales que pertenecen a M.
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Si * €< M >, entonces z* = >  a;x} para algin n > 1, ciertos escalares «; y
funcionales zf € M. Cada z} es o(X, M)-continua, por lo que z* también es continua
respecto a esta topologia. Por ser o(X, < M >) la minima topologia que hace continuas
a los funcionales de < M > entonces o(X,< M >) C o(X, M). La contenci6én contraria
es obvia. Asi, hemos demostrado que o(X, < M >) = o(X, M). O

COROLARIO 2.7.4. 51 M es subespacio vectorial de X*, entonces
(X,0(X,M))" = M.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion anterior M C (X, 0(X, M))*. Para ver que
se tiene la otra contencion, tomemos z* € (X,0(X,M))*. Existen ¢ > 0 ,n > 1y
xi,...,xh € M tales que: |zf(z)| < ¢, para todo 1 < i < n, implica |z*(z)| < 1. Por la
Proposicion 1.1.19 tenemos que e|z*(z)| < Z?gzcg]x;‘ (x)|. Entonces,

ﬂker(x;k) C ker(x").
i=1

Por la Proposicion 1.1.13, x* €< z7,..., 2} >. Al ser M un espacio vectorial tenemos
x* e M. O

2.7.1. Las topologias débil (w)y débil* (w*). Supongamos ahora que (X, 7)
es un espacio vectorial topoldgico.

DEFINICION 2.7.5. La topologia débil (w) en (X, 7) es la topologia o(X, X*) y sera
denotada por w. Es una topologia localmente convexa determinada por las seminormas
per () = |z* (x)| definidas para z* € X* y x € X.

Por la Proposicion 2.7.3, la topologia w es la minima topologia en X que hace continuo
a cada elemento de X*. Como cada elemento de X* es T-continuo se sigue que 7 es mas
fuerte que w. En particular, si X es normado, entonces la topologia de la norma en X
es mas fuerte que w.

COROLARIO 2.7.6. Una funcional definida en (X,T) es w-continua si y solo si es 7-
continua. O sea,

(X,w)" = X".

DEMOSTRACION. Por el Corolario 2.7.4 tenemos la igualdad
(X,w)" = (X,o(X,X"))" = X"
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Sea X un espacio normado, entonces: (X, w)* = X*; o(X*, X**) es la topologia débil
w en X*y por tanto, se cumple que (X*, o(X*, X*))* = X**,

A los simbolos que estamos acostumbrados a usar para indicar operaciones topoldgicas,
como limites de redes, cerraduras, interiores, etc., se les colocard una etiqueta que
indique respecto a qué topologia se esta trabajando. Por ejemplo; z,, 'z significa que
la red (x,) converge a z en la topologia w y Cl,(A) denota la w-cerradura del conjunto
A. Cuando se refieran a una norma, no se agregara ninguna etiqueta, si no hay lugar a
confusion.

Como consecuencia del corolario anterior y el Teorema 2.3.5 obtenemos:

COROLARIO 2.7.7. (Teorema de Mazur) Sea (X, T) un espacio localmente convero. Si
C C X es convezo, entonces Cl,(C) = Cl,(C). En particular, C' es T-cerrado si y sdlo
st es w-cerrado. Lo anterior vale entonces cuando 7 estd definida por una na norma.

Otra topologia de nuestro interés es la topologia débil*.

DEFINICION 2.7.8. Sean X un espacio normado y - : X — X* la inmersion canonica.
La topologia débil* en X* es la topologia o(X*, )?) denotada por w*. Es una topolo-
gia localmente convexa determinada por las seminormas p, (z*) = | (z*)| = |z* (z)]
definidas para z* € X* y z € X.

La topologia w* es la minima topologia en X* tal que la funcional ¥ resulta ser continua
para cada x € X.

Del Corolario 1.2.8 se sigue que para un e.v.t. X se cumple que:
(a) Unared (z,) converge débilmente a x si y solo si x* (z,) — «* (z) para todo z* € X.

(b) Una red (z}) converge w*-débilmente a z* si y solo si zf (z) — z* (x) para todo
x e X.

COROLARIO 2.7.9. Se tiene la siguiente iqualdad

~

(X", w)* = X.

DEMOSTRACION. Como w* es la topologia o (X*,)?), el resultado se sigue del
Corolario 2.7.4 . O

COROLARIO 2.7.10. Sea C' un convexo de X* y x* ¢ C. Eristen v € X y a1, 0 € R
tales que
ReZ(x*) > ay > as > ReZ(y")

para todo y* € Cl- (C).
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DEMOSTRACION. Al aplicar la parte (b) del Corolario 2.3.3 al compacto {z*} v al
cerrado Cl,+ (C) obtenemos una funcional # € (X, w*)" y a,as € R tales que

ReZ(z*) > ag > as > ReZ(y")
para todo y* € Cl,- (C). O]

Ahora daremos la caracterizacion de (+B)+ anunciada en la Subseccion 2.5 .

TEOREMA 2.7.11. Sean X un espacio normado, A y B subconjuntos de X y X* res-
pectivamente.

(a) El conjunto At es un subespacio w*-cerrado de X*.
(b) (+B)*+ = Cl,«(< B >)

(¢c) Si B es subespacio de X*, entonces (* B)* = Cl,«(B)

DEMOSTRACION. (a) Es claro que
At ={z* € X* : 2*(z) = 0 para todo = € A} = N{ker(Z) : x € A}.

Para cada x € A, T es w*-continua en X* por lo que N{ker(Z) : x € A} es un subespacio
w*-cerrado.

Para (b), obsérvese que por el inciso anterior (+B)+ es un subespacio w*-cerrado y
contiene a B; asi, Cl,- (< B >) C (+B)*. Ahora supongamos que 2* € X \Cl,(< B >).
Por la Proposicion 2.3.4 existe zp € X tal que Zp(z*) = 2*(zg) = 1y Cly+(< B >) C
kerZp. De lo anterior se sigue que zo € *B y x* ¢ (+B)*, por tanto (+ B)* C Cl,(<
B >). El apartado (¢) se sigue de inmediato del (b). O

Los espacios w*—separables jugaran un papel importante en los capitulos finales. A
continuacion demostramos algunos resultados que se refieren a este tipo de espacios.

TEOREMA 2.7.12. Sea X wun espacio normado. Un subespacio vectorial V- C X* es
w*-denso en X* si y sélo si la condicion v(zx) = 0 para todo v € V implica x = 0.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.7.11, Cl,«(V) = (+V)*. Entonces, X* = Cl,- (V)
siy solo si 1V = {0} O
COROLARIO 2.7.13. Sean X un espacio normado y V C X* un subespacio vectorial .

Entonces V' es w*-denso si y sélo si o(X,V) es Hausdorff.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 2.7.2 o(X, V') es Hausdorff si y sélo si v(z) =0
para todo v € V implica z = 0. Del teorema anterior se sigue el resultado. O
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TEOREMA 2.7.14. Si X es un espacio normado separable y I' C X* un conjunto no
vacio, entonces existe D C I' numerable y w*-denso en I'. En particular, (X*,w*) es
separable.

DEMOSTRACION. Sea {z,, : n > 1} un conjunto numerable y denso en X. Para cada
n € N definimos el conjunto Z,, C F" de la siguiente manera,

Zn = {(a"(z1), 2" (22),...,2%(x,)) : 2" € T'}.

Como F™ es separable, entonces Z, también lo es. Entonces existe un subconjunto
D,, C T' numerable tal que el subconjunto de puntos en Z,, definido por las funcionales

en D, es denso en Z,. Claramente, el subconjunto D = |J D,, de I" es numerable.
n=1

Dados n > 1, z* € I'yy,...,yp € X y € > 0 existen xy,...,2, y y* € D, tales que

lys = all < 5
Yi — T PP TRIEEY
2(flz*l + 1)
paratodo 1 <i<ny
* * * * 6
(2™ (1), -y 2™ (@n)) = (7 (@), g7 (@)l < 5
De donde,
2 (yi) — y* ()l < llz*(yi) — 2" (@) | + [J2™(2:) — y" ()| <e
para todo 1 <7 <mn. Asi, D es w*—denso en I. OJ

2.7.1.1.  Acotados y w-acotados. Relaciones entre Continuidad, w-continuidad y
w*-continuidad. Veremos que para cualquier subconjunto de un espacio normado es
lo mismo que sea acotado en la norma a que lo sea en la topologia débil. Y que la
continuidad para cualquier operador lineal entre dos espacios normados es equivalente
a su w — w continuidad, es decir a que sea continuo cuando en ambos espacios se
considera la topologia débil.

PROPOSICION 2.7.15. Sea X un espacio normado. Un subconjunto A de X es w-acotado
sty solo st z* (A) es acotado para todo z* € X*.

DEMOSTRACION. Si A es w-acotado, entonces dado x* € X* existe A > 0 tal que
AC Mz e X :|z*(x)| < 1}; de donde |z* (a)] < A para todo a € A.

Reciprocamente, sean xf,...,x7 € X* y € > 0. Existe M > 0 tal que |z} (a)] < M si
a€ Ay 1<i<n.De donde,

M
ACc —{ze X |z;(z))<el<i<n},
€

o sea A es w-acotado. O
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PROPOSICION 2.7.16. Sea X un espacio normado. Un subconjunto A de X es w-acotado
sty solo si A es acotado .

DEMOSTRACION. Si A es acotado, es claro que z* (A) es acotado para todo z* € X*
y por la proposicion anterior A es w-acotado. Reciprocamente, por la misma proposiciéon
se tiene que

sup {|a (27)] = |27 (a)]} < oo
acA

para cada z* € X*. Del Teorema de Banach-Steinhaus se sigue que sup{|lal]|} =
acA

sup {||al|} < oo.

acA

De manera muy similar a las dos proposiciones anteriores se prueban las dos siguientes.
O

PROPOSICION 2.7.17. Sea X wun espacio normado Un subconjunto B de X* es w*-
acotado si y solo si & (B) es acotado para todo x € X.

PROPOSICION 2.7.18. Sea X wun espacio de Banach. Un subconjunto B de X* es w*-
acotado si y solo si B es acotado.

Hacemos notar que la completez de X s6lo es necesaria en esta proposicién para la
parte “solo si”.

COROLARIO 2.7.19. Sea X wun espacio de Banach. St B C X* es acotado entonces la
w*-cerradura de B es acotada.

DEMOSTRACION. Tenemos que Z (cl,« (B)) C clp (2 (B)) para todo x € X. Enton-
ces el resultado se sigue de las dos proposiciones anteriores. O

En vista de que las topologias débiles estan dadas por seminormas tenemos como con-

secuencia de la Proposicion 1.3.4 el siguiente resultado

LEMA 2.7.20. Sean (W, T) un e.v.t., (Z,||-||) un espacio normado y H C Z*. Un opera-

dor lineal T - W — Z es 7 — o (Z,H) continuo si y sdlo si hoT es T— continuo para
todo h € H.

COROLARIO 2.7.21. Sean (X, ||-|I), (Y,|||l) dos espacios normados y T : X — Y y
S : X = Y dos operadores lineales. Entonces

(a) T es ||| —w continuo si y sélo si y* oT es ||| continua para toda y* € Y*.
(b) T es w—w continuo si y sélo si y* oT es w—-continua para toda y* € Y*.

(b) S es w—w* continuo siy solo si T oS es w—-continua para toda x € X.



2.8. TEOREMAS DE ALAOGLU Y GOLDSTINE 60

TEOREMA 2.7.22. Sean (X,||-|) v (Y,|||]) dos espacios normados y T : X — Y y
S X = Y dos operadores lineales. Entonces:

(a) T es ||-|| = |||l continuo si y sélo si es w —w continuo.

(b) Si S es ||| — ||| continuo entonces es w — w* continuo.

DEMOSTRACION. (a) De la relacion entre la continuidad y el acotamiento de los
operadores lineales entre espacios normados, la igualdad (Y,w)" = Y* y el apartado
(b) del corolario anterior se obtiene la equivalencia de las siguientes afirmaciones: T es
Il = ||| continuo. T' (By) es acotado. y*oT (Bx) es acotado para todo y* € Y*. y*oT
es ||-|| —continua para todo y* € Y*. y* o T es w—continua para todo y* € Y*. T es
w — w continuo.

(b) Si S es ||| — ||| continuo, entonces se sigue de (a) que S es w — w continuo y como
la topologia w*es mas débil que w, se tiene el resultado. O

2.8. Teoremas de Alaoglu y Goldstine

Recordamos que a la bola unitaria cerrada de un espacio normado X la denotaremos
By.

Un resultado de mucha importancia en la Teoria de espacios de normados y en este
trabajo en particular es que Bx+ es w*-compacto. Este resultado aparecié por primera
vez en trabajos de Leonidas Alaoglu y por esta razon lleva su nombre.

TEOREMA DE ALAOGLU. Sea X un espacio normado, entonces Bx« es w*-compacto.

DEMOSTRACION. Consideraremos a Bx- con la topologia de subespacio heredada
de (X*,w*). Sean I, = {a € F: |a| < ||z||} para cada x € X. En el producto [] I,

xE€Bx
consideramos la topologia producto. Por el Teorema de Tychonoff , [ I, es compacto.
r€Bx
Afirmamos que la funcién

F: (Bx«,w"|py.) = H I, definida como F(z*) = (2"(x))zeBy -
r€Bx

es un homeomorfismo sobre su imagen.

Para mostrar la inyectividad, tomemos z* # y*, ambas en By-, asi, existe g € X tal
que z*(zo) # y*(xo), por lo que (27(2))zeny # (¥ (2))seny -
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Sim,: ][] L. — I, es la z—proyeccion y z* € X*, entonces 7,0 F(z*) = x*(z) = Z(a*),
rE€Bx
por tanto 7, o F' = I, que por la Proposicion 2.6.1 es continua; esto implica que F es

continua.

Consideremos la funciéon inversa de F' definida en la imagen de ésta,

F~': F(Bx) = (Bx,w*|p,.) donde F~'((2*(2))sen,) = ™.

Para demostrar su continuidad sean z* € X*, xy,...,2, € X y € > 0 y observemos que
si

(4" (%))een. € ﬂ@l(Be(ﬁf*(%))

entonces
ly*(x;) — 2" (x;)| < e para todo 1 <i<mn

o lo que es lo mismo y* € V,, .. (x*), lo cual concluye la prueba de nuestra afirmacion.

Para terminar la demostracion del teorema basta probar que F(Bx«) es cerrado en

I] I., ya que entonces es un compacto, y por ser F' : By: — F(Bx+) un homeomor-
r€Bx
fismo obtenemos que By« es w*-compacto.

Sean (z5)sea unared en F'(Bx-) que converge a (o )ze B, - Digamos que 75 = (15(7))zep,
con zj; € Bx-«. Por ser las r—proyecciones continuas para cada @ € By, entonces
limxj(7) = a,. Definimos y* : X — F como

yi(@) = oo
o sea, y*(x) =limzj(x). Es ficil comprobar, por las propiedades lineales del limite de
las redes escalares, que y* es lineal.

Sea ||z|| = 1, entonces
ly*(2)] = lim|zj(2)| < Tmllzj]|2] < 1

por tanto y* € By, es decir F/(Bx+) es cerrado en [] I,. O

z€Bx

COROLARIO 2.8.1. Sea X un espacio normado, entonces todo subconjunto acotado y
w*-cerrado de X* es w*-compacto.

DEMOSTRACION. Se sigue del teorema anterior y de que las homotecias son conti-
nuas en cualquier e.v.t. ]

COROLARIO 2.8.2. Sea X un espacio normado, entonces todo subconjunto w*-compacto
de X* es acotado y w*-cerrado.
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DEMOSTRACION. Se sigue de las Proposiciones 2.7.17 y 2.7.18 y de que la topologia
w* es de Hausdorff. O

TEOREMA 2.8.3. Si X es un espacio normado separable y A C X* es un subconjunto
acotado de X*. Entonces el espacio topoldgico (A, w*|4) es metrizable.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que A es w* -cerrado, pues en otro caso con-
sideramos su w* -cerradura. Entonces A es w*-compacto. Sea {x; : i > 1} un conjunto

numerable y denso en X. Definimos d(z*,y*) = > 5 min (1,|z* (z;) — y* (2;)]), para
i=1

z*,y* € X*. Esta funcion d es una distancia: la condicion d(z*, y*) = 0 implica z* = y*

se cumple gracias a la densidad de {z; : i > 1} en X.

Afirmamos que I : (A,w*) — (A, d) es un homeomorfismo. Como A es w* -compacto

basta probar que es una funcion continua. Sea (z},),., una red en (A, w*)tal que z, N
x* , entonces z (x;) — z* (x;) para cadai > 1. Dado € > 0 existen N > 0y ag € A tales

00 N
que: Y omin (1, |z} (2;) — 2 (x;)]) < § paratodoay Y 5 min (1, ]2} (z;) — * (;)])
i=N+1 i=1

. . d .
< 5 sl a = ag; es decir z;, — z*. O sea, I es continua. O

COROLARIO 2.8.4. Si X es un espacio normado y X* es separable, entonces w* res-
tringido a cualquier subconjunto acotado A de X* es metrizable.

DEMOSTRACION. El resultado se sigue del teorema anterior y la Proposicion 2.5.5
OJ

TEOREMA DE GOLDSTINE. En cualquier espacio normado X se cumple que

BX** — CIU(X**,X*) <_§;{),

DEMOSTRACION. Primero se probara que si ™ € X** no pertenece a la o(X**, X*)-
cerradura de By, entonces ||z**|| > 1 o sea, que se tiene la contencion

Por la Proposicion 2.7.4, (X**, o(X**, X*)* = X+ Al aplicar el Corolario 2.7.10 al punto

{z**} y al conjuntoo (X**, X*)—cerrado y convexo By de X** obtenemos una funcional
¥ € X*y ay,as € R tales que

Rez*(2**) > ay > ay > Rez*()
para todo x € By; o sea,

27 (z%)| > a1 >y > Re [z%(z)| = [|lz7]].
TEBx

Por lo que ||z**]| > 1.
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Por otra parte, por ser - una isometria, es claro que

Bx C Bxx.

Por el Teorema de Alaoglu y por ser (X** o(X**, X*)) un espacio de Hausdorff, el
conjunto By« es o(X*™, X*)-cerrado y por tanto,

Cla(x**,x*)(é;() C Bxs.

COROLARIO 2.8.5. El espacio X es w'— denso en X**.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior basta probar que si |[z**[| > 1, entonces
r** € Cly (X ) Dados z7, ...,z € X* y € > 0 existe, por el teorema anterior, x € By tal
que |z} () — Hi—” (x;‘)) < eppara 1 < i <n, de donde |[|a**|| z(2]) — 2™ (27)| < ey
se sigue el resultado deseado. 0

2.9. Espacios reflexivos

La siguiente caracterizacion de los espacios reflexivos es consecuencia del Teorema de
Goldstine. Recordamos que un espacio normado X es reflexivo si la inmersion - canonica
de X en X** es suprayectiva.

TEOREMA 2.9.1. X es reflexivo si y sdlo si la bola unitaria cerrada Bx de X es w-
compacta.

DEMOSTRACION. El operador lineal ~: (X, w) — (X**, o(X*, X*) es un isomorfis-
| =

mo sobre su imagen, ya que es inyectivo y |7 (z*)| = |2* (z )| para cualesquiera r € X y
e X"

Si X es reflexivo, entonces el operador - es sobre y entonces é} = Bx+«. Por el Teorema
de Alaoglu Bx-- es o(X**, X*)-compacto. Por tanto, =" (Bx+) = Bx es w-compacto

Para la otra implicacion, si Bx es w—compacto entonces, é} es o( X**, X*)-compacto,
y por ser este ultimo un espamo Hausdorff, BX es (X, X*) cerrado en X**. Por

el Teorema de Goldstine BX = Bx++ y esto nos lleva a que X = X** es decir X es
reflexivo. 0

TEOREMA 2.9.2. Un espacio de Banach es reflexivo si y solo si su dual es reflexivo.
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DEMOSTRACION. Sea X un espacio de Banach reflexivo, demostraremos que su
dual es reflexivo. Por ser X espacio reflexivo, entonces la topologia w* coincide con la
topologia débil o(X*, X**) en X*. Por el Teorema de Alaoglu, Bx+ es w*—compacto,
por tanto o(X*, X**)—compacto. Del Teorema 2.9.1 se sigue que X* es reflexivo.

—

Para la otra implicacion, supongamos que X* es reflexivo. Primero veremos que Bx es
o(X*, X*)—compacto.

Por la parte “solo si”, X** es reflexivo, y por el Teorema 2.9.1, By« es o(X™*, X**)-
compacto. Por otro lado, como los duales topolégicos de X** con las topologias uniforme
y o(X*™*, X***) coinciden, y el conjunto é} es cerrado en la norma en X**, entonces,
por el Teorema de Mazur (Corolario 2.7.7), By es o (X, X * sx)-cerrado. Por estar

éste contenido en el conjunto o(X**, X #x*x)-compacto Bx««, resulta que é} es también
compacto en esta topologia.

Dado que X* es reflexivo, o(X**, X*) = o(X*, X**), entonces é}( es o(X*™, X*)-
compacto.

Al inicio de la prueba del Teorema 2.9.1 vimos que el operador lineal = : (X, w) —
(X**, o(X*, X*) es un isomorfismo sobre su imagen. Por tanto, Bx es w—compacto y
por ese mismo teorema concluimos que X es reflexivo. O

TEOREMA 2.9.3. 81 Y es un espacio de Banach topolégicamente isomorfo a un espacio
reflexivo X, entonces Y es reflexivo.

DEMOSTRACION. SeaT : X — Y un isomorfismo topologico. Por el Teorema 2.7.22,
T : (X,w) — (Y,w) es un homeomorfismo. Tenemos que By es w-cerrado por el
Teorema de Mazur y esta contenido en [T T (Bx) que es w-compacto en Y, puesto
que por el Teorema 2.9.1 Bx es w-compacto en X. Entonces, By es w-compacto y asi,
Y es reflexivo. OJ

2.10. La topologia acotada-w* (bw*). El Teorema de Krein-Smulian

En esta subseccion suponemos que X es un espacio de Banach.
PROPOSICION 2.10.1. Sea (z;);-, una sucesion en X que converge a cero. El conjunto
Viey ={2" € X*: |a" (z;)] < 1, sii>1}

es absorbente, balanceado y convezo.
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DEMOSTRACION. Para ver que V(,,) es absorbente, tomemos z* € X* no nula, como
la sucesion (z;) converge, existe M > 0 tal que ||z;|| < M para todo i > 1 y por ser

x* una funcional lineal continua, tenemos |z*(x;)| < ||2*||||z:] < [|2*||M. Tomemos
0<dp < W y |A] < d,+; como consecuencia de lo anterior, para todo i sucede que

IAx*(2;)| < O |2™ ()| < 15 asi, Ax* € Vig,).

Si x* € Vi, v |A| <1, entonces es inmediato que |Az*(z;)| = |A||z*(2;)| < 1 para todo
i > 1, es decir, Az* € V,,) por lo que este conjunto es balanceado.

Sean o, > 0 tales que o + = 1 y 2*,y* € V). Vemos que |ax*(x;) + By*(z;)] <
alz*(x;)|+Bly*(x;)| . Por estar 2*, y* en V{,,) tenemos que |ox*(z;)+py* (x;)] < a+f =1
para todo 7 > 1. Por tanto, el conjunto V(,,) es convexo. O

Al conjunto de sucesiones en X que converge a 0 lo denotamos como ¢q (X).

DEFINICION 2.10.2. La topologia acotada-w*, denotada por bw* y definida en X*, es
aquella topologia localmente convexa que esta determinada por la familia de seminormas

Py (%) = sup |z”(x;)|
1>1
donde (x;);°, € ¢o (X) . Para cada x € X se tiene que

|27(2)] = Py (")
con (z;);2, = (z,0,0,...).

Asi la topologia bw* es mas fuerte que la w*.

LEMA 2.10.3. La familia de seminormas
(P + (@), € co (X))
estd saturada y los conjuntos
‘/(Ii) = {I* cX* D D(xy) (I*) < 1}

con (x;) € ¢o (X) forman una base local del 0 de vecindades abiertas para la topologia

*

bw*.

DEMOSTRACION. Sean F = {(z}), (2%),...,(2")} un conjunto finito de sucesiones
convergentes a cero en X, r* € X"y
gr (27) = max {p) (@)},

definimos la sucesion (z;) = (i, 22, ... 27, ... xl 22, ... 27, ...), la cual, como es facil

comprobar, converge a 0. Ademas, p,,)(*) = gr(z*). Con lo anterior demostramos que
la familia de seminormas p(,,) estd saturada y entonces, las vecindades del cero de la
forma

Vie.e(0) = {z" € X* : ppay (%) < €}
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con (x;) € ¢o (X) y € > 0 forman una base de vecindades abiertas de 0.

Como \/(rc?im(O) = Via,),e(0) se sigue los conjuntos V{,,) constituyen una base de vecin-
dades abiertas de 0. O]

LEMA 2.10.4. Sea B C X* un conjunto acotado, entonces las topologias inducidas por
w* y bw*en B son iguales.

DEMOSTRACION. Sean (z;),-, € ¢o (X)yys € B . Existe I > 0tal que |[(v* —y5) (z)]| <
1 si ¢ > I para todo y* € B. Asi, una vecindad bésica de ¥ en la topologia inducida
por bw* en B esta dada como

Vo (ws) (1B =1{y" € B: Iy —v3) (@)l <1si1<i<I}.

El lado derecho es una vecindad bésica de y; en la topologia inducida por w* en B,
correspondiente a los puntos 1, ...,z; y al real 1. Por tanto, la topologia en B inducida
por bw* es mas débil que la que induce w*. La afirmaciéon reciproca se sigue de que w*
es mas débil que bw* en X*. O

LEMA 2.10.5. Supongamos que C' C X* es tal que C N rBx« es w*-cerrado para todo
r> 0.8 x5 € X*\ C, entonces, eriste una sucesion (x,) € co (X) tal que z* € X* y
Py (* —x5)} < 1 implican que v* € X*\ C. O sea, X*\ C es bw*-abierto.

DEMOSTRACION. La afirmacion es obvia si C' = ). Supongamos que C' es no vacio.
Se sigue de la hipotesis que C' N7 Bx« es cerrado en X* para todo r > 0. Si (y,,) es una
sucesion en C' que converge en la norma a y , entonces ||y,|| < r para algin r > 0y
todo n > 1. De donde, (y,) es una sucesion en C NrBx+ y como éste es cerrado, y € C.
Asi, C es cerrado en X*. Sea o = d(xf, C), por tanto ro > 0.

Considérese la familia § = {G C Bx : G es finito y no vacio}. Construiremos inducti-
vamente una sucesion (F,) en < tal que

(a) Siz* e X*y
To

(2.10.1) |lz* —zi|| <ro+ 1y (2" —x5)(2)] < 5

para todo x € Fi, entonces x* € X*\ C, y

(b) Para z* € X*y n > 2, las condiciones

by) [(2" = 2p)(z)| < 50

paratodoxz € Fi y
b) 2% —apll < ro+ny (&8 —x5)(2)] < (ro + k);

para todo x € Fpr1y 1 <k <n—1,implican 2* € X*\ C.
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Primero probaremos que existe un conjunto finito F; con las propiedades arriba esta-
blecidas. Supongamos lo contrario, es decir, que para todo G C By finito y no vacio se
tiene que el conjunto

Hy(G) = {z* € C : z* satisface 2.10.1 para todo z € G} # 0.

Obsérvese que Hy(G) C C () Byo+1 [2§] v que el conjunto de la derecha es un conjunto
w*-cerrado, por lo que

Cly- (H1(G)) € C () By L1,

Inductivamente se puede mostrar que si G; € § para 1 < ¢ < m, entonces

De esta igualdad se sigue de inmediato queS’ = {Cl,«(H,(G)) : G € S} es una familia
de subconjuntos w*-cerrados con la propiedad de la interseccion finita. Como todos ellos
son subconjuntos de B,11 [xo] y éste es un conjunto w*-compacto, tenemos que

({Clu (Hi(G)) : G € S} # 0.

Tomemos 2§ € (\{Cly«(H1(G)) : G € S}, 2 € Bxy e > 0. Entonces x7 € C' (| Byy+1 [%)]
y existe y* € Hy({z}) tal que |(z — y*)(x)| < €, por lo que

(2] — 25) (@) < [(z] — ") ()] + [(y" = 2) (@) < % +e.

Lo anterior muestra que ||z7 — 25| < %, lo cual contradice que ry = d(xj, C'). Asi
H{(G) = ) para algin G € . Tomamos como Fj a cualquier conjunto G que tenga
esta propiedad.

Sea n > 2 y supongamos definidos F},..., F,_1 con las propiedades requeridas. Para
todo G C Byx finito no vacio hacemos

H,(G) = {z* € C: x" satisfacen by)y b,), con F,, = G}.

De manera semejante a como se hizo arriba se puede probar que este conjunto es vacio
para un conjunto (G. Para esto, en el ultimo paso de la prueba anterior hay que tomar

el conjunto {2(rz(’+n)x} en lugar de {z}. Definimos F,, = G.

:x € F,.1} para cada n > 1. El

T
ro+n

Hagamos P, = {2z : 2 € i}y Poy1 = {

conjunto P = |J P, es infinito numerable. Sea (z,,) una numeracion de P. Tenemos
n=1

que (x,) € ¢ (X) (recuérdese que F, C By para todo n > 1). Si z* € X* satisface

que sup{|(z* — xf)(z,)| : » € N} < 1, entonces x* satisface by) y b,,) para algin n > 2

entonces z* € X*\ C. O
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PROPOSICION 2.10.6. Sea C C X*. Entonces C' N rBxxes w*-cerrado para todo r > 0
sty solo si C' es bw*-cerrado.

DEMOSTRACION. Si C' es bw*-cerrado y r > 0, entonces C' N rBx« es bw*-cerrado
en rBx+. Por el Lema 2.10.4 C NrBx« es w*-cerrado en rBx- y se sigue del Teorema
de Alaoglu que es w*-cerrado. Inversamente, supongamos que C N rBx- es w*-cerrado
para todo 7 > 0. Por el lema anterior, X* \ C es bw*—abierto. O

COROLARIO 2.10.7. La bw*topologia es la mdzima topologia que induce la misma topo-
logia que w*en cada rBx«, con r > 0. Asi, es la mdzima topologia que induce la misma
topologia en cada conjunto acotado de X*.

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.10.4 solo falta probar la maximalidad de bw*. Su-
pongamos que C' es un cerrado en una topologia 7 de X* que induce la misma topologia
que w* en cada rByx«, con r > 0, entonces C' N rBx« es w*-cerrado para todo r > 0y
por la proposiciéon anterior, C' es bw*-cerrado; o sea 7 C bw*. O

OBSERVACION. La propiedad senalada en el corolario anterior es la mas usada para
definir la topologia bw*.

TEOREMA 2.10.8. Una funcional x** definida en X* es w*-continua si, y sélo si, es
bw*-continua. O sea, (X*, w*)" = (X*, bw*)"

DEMOSTRACION. Toda funcional continua en la topologia w* es bw*-continua, ya
que la topologia bw* es mas fuerte que la topologia w*.

Inversamente, sea z** : X* — [F una funcional continua en la topologia bw*. Como
(X*,w*)" = X , debemos probar que z** = T para algun z € X.
Existen M > 0y una sucesion (z;),-, € ¢ (X) tales que
|27 (2%)] < Mp(,) (¢7)
para todo z* € X*.

De donde,
(2.10.3) a™ (%) = 0 8i pa,) (%) = 0.

Sean T : X* — ¢ el operador lineal definido como T (z*) = (2*(x;)) y f: T(X*) - F
la funcional lineal definida como f (7" (z*)) = z**(«*). La funcional f esta bien definida
en el subespacio T'(X*) de ¢y, debido a (2.10.3), y es continua, ya que

|f(T (27)] = |2 (&%) < Mp(,) (%) = M [|T ()
para todo z* € X*.

[
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Por tanto, existe F': ¢g — FF extension lineal continua de f. Tenemos
o0
F(y) = Zai%
i=1

para alguna sucesion (a;):2; € (' y todo y = (v;)2, € co.

o0 o0
En particular, 2™ (z*) = > a;x* (z;) . La serie > a;x; converge en X por ser absoluta-
=1 i=1

o0
mente convergente en un espacio de Banach. Sea x = ) a;z;, entonces
i=1

para todo z* € X*, es decir, 2** = T. O

TEOREMA DE KREIN-SMULIAN. Un conjunto convexo C' C X* es w*-cerrado si y solo
st CNrBxs es w*-cerrado para todo r > 0.

DEMOSTRACION. Sea C' C X* un conjunto convexo. Si C' es w*-cerrado y r > 0,
entonces C'NrBx+ es w*-cerrado porque rBx« es w*-cerrado

Inversamente, si C' N rBy« es w*-cerrado para todo r > 0, entonces, por la Proposicién
2.10.6 C' es bw*-cerrado. Por los teoremas 2.10.8 y 2.3.5 C' es w*-cerrado. 0J

COROLARIO 2.10.9. Un subespacio Y C X* es w*-cerrado si y sdlo si Y N Bx+ es
w*-cerrado.

DEMOSTRACION. Notese que Y [((7Bx+~ =Y (| Bx~ por ser Y subespacio vectorial.
O

2.11. Puntos extremos y conjuntos extremales. Teorema de
Krein-Milman.

El Teorema de Krein-Milman, aparecié por primera vez en un articulo titulado “On
extreme points of regular convex sets”, en el volumen 9 de la revista Studia Mathema-
tica, en Varsovia-Breslavia, en el ano de 1940. Su nombre se debe a Mark Grigorievich
Krein (Kiev 1907-Odessa 1989), prolifico matematico soviético; y su alumno de docto-
rado David P. Milman (1912-1982), soviético nacionalizado israeli. En esta parte del
trabajo se exponen los elementos necesarios para poder demostrar este teorema con las
herramientas que hasta ahora tenemos.
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DEFINICION 2.11.1. Sea K un subconjunto de un subespacio vectorial X. Un subcon-
junto no vacio S C K es llamado conjunto extremal de K, siparaz,y € K y0<t<1
la condicion tz + (1 —t)y € S implica z,y € S.

Los puntos extremos de K son los conjuntos extremales de K con s6lo un elemento.

Es obvio que para poder afirmar que z € K no es un punto extremo de K, basta ver
quez =ty+(1—t)zconte (0,1),y#zyy,z € Kyque K es un conjunto extremal
de si mismo.

Es inmediato notar que los puntos extremos se conservan bajo transformaciones lineales
biyectivas.

LEMA 2.11.2. Sea (X, T) un espacio vectorial topoldgico w-Hausdorff. Supongamos que
K es un subconjunto no vacio, compacto y convero en X, entonces todo conjunto ez-
tremal compacto de K contiene un punto extremo de K.

DEMOSTRACION. Sea H la familia de todos los conjuntos extremales y compactos
de K. Dado que K es un conjunto compacto K € H.

Probaremos las siguientes dos propiedades de la familia .

(a) SiCCH,C#0Dy (| H+#D, entonces (| H € H.

Hec Hec

(b) Sean H € H, z* € X* y u = max{Re(z*(z)) : « € H}. Definimos el conjunto
H,» ={x € H: Re(z"(z)) = u}

entonces H,- € H.

Notese que podemos hablar de g y del conjunto H,«, ya que toda funcional real y
continua en un compacto alcanza su valor maximo.

(a) Como H € C es compacto en (X, 7), entonces también es compacto en (X, w) y por

ser éste de Hausdorff, se sigue que H es w—cerrado y por tanto, 7—cerrado. Asi, (| H
Hec
es un cerrado contenido en un compacto, por lo que también es compacto en (X,7) y

es inmediato ver que es un conjunto extremal de K.

(b) Supongamos que z = tx + (1 —t)y € Hycon x,y € K y t € (0,1). Mostraremos
que z,y € H,«. Dado que z € H, H € H y este tltimo es un conjunto extremal de K,
tenemos que x,y € H. Por otra parte, Re(z*(x)) < u, Re(z*(y)) < p y por hipotesis
Re(z*(z)) = p; supongamos sin perdida de generalidad que Re(z*(z)) < Re(z*(y)).
Entonces

i = Re("(2)) = tRe(a*(x)) + (1 — )Re(a" ()
< (Re(a"(y)) + (1 — )Re(2"(y)) = Re(a"(y))-
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De donde, Re(z*(y)) = p y despejando Re(z*(z)) del primer renglon, obtenemos que
Re(z*(x)) = p , i.e., x,y € Hy-. Queda probado que H,« es un conjunto extremal de K
y es claro que es compacto por ser un subconjunto cerrado de un compacto. Entonces,
H,« € H.y queda probado (b)

Fijemos ahora H € H y sea H' la subfamilia de H formada por los subconjuntos de
H pertenecientes a H. Dado que H € H', H' # 0. Por el Lema de Zorn existe una
subcoleccion maximal entre las subcolecciones totalmente ordenadas de H’. Denotemos
a dicha subcoleccion como Q. Por lo visto en la prueba de (a) sus elementos son cerrados
de X y por tanto del compacto H y € tiene la propiedad de interseccion finita por ser
() totalmente ordenada. Entonces, la intersecciéon M de todos los elementos de €2 es no
vacia.

Por (a) , M € H'. La maximalidad de € implica que ningin subconjunto propio de
M pertenece a H. Del inciso (b) se sigue que si z* € X* entonces H,» = H; o sea,
x*es constante en M y como X* separa puntos en X, por hipotesis, entonces M debe
tener un solo punto. Por tanto, M es un punto extremo de K y como M C H, queda
entonces probado el lema. O

TEOREMA DE KREIN-MILMAN. Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico w-Hausdorff
(por ejemplo, localmente convero). Si K es un conjunto compacto y convexo en X, en-
tonces K es la cerradura de la envolvente convexra del conjunto de sus puntos extremos.

DEMOSTRACION. Sea H la familia de todos los conjuntos extremales y compactos
de K. Por el lema anterior todo conjunto en H contiene un punto extremo de K.

Por ser K un conjunto compacto y convexo, C1(C) C K y CI(C) es compacto. Si K = (),
el teorema esta probado. Supongamos K = ().

Si C' es la envolvente convexa del conjunto de puntos extremos de K, se sigue del lema
anterior que

(2.11.1) C(\H#0

para cada H € H.

Supongamos que existe xy € K tal que zy ¢ CI(C). Por el Corolario 2.3.3 de los
Teoremas de separacion, existe z* € X* tal que Re(z*(z)) < Re(z*(x¢)) para todo

z € Cl(C). Sea p = max{Re(z*(z)) : x € K}. Como vimos en el lema anterior K, =
{z € K : Re(z*(z)) = p} pertenece a H y tenemos que

Re(2"(x)) < Re(z(0)) <
0 lo que es lo mismo CI(C) () K+ = 0, lo cual contradice 2.11.1. O



Capitulo 3

La caracteristica. Subespacios minimales

En todo el capitulo X denota un espacio de Banach con norma ||-||, a menos que otra
cosa se diga, y en X™ se considera la norma asociada, a menos que se especifique algo
distinto.

Algunos resultados que aqui se ven son vélidos inclusive cuando X es un espacio nor-
mado no completo.

3.1. Comparacién de topologias débiles restringidas a By

LEMA 3.1.1. Sean Vi C X* un subconjunto no vacio y V.= CI(V}). Entonces o(X,V1)|p, =
O'(X, V)lBX .

DEMOSTRACION. Como V; C V entonces es inmediato que o(X, V1) |g, C (X, V)|,

Por otra parte, dada y* € V existe una sucesion (z7) C V] que converge a y*. Sea € > 0,
existe N > 0 tal que
* * * €
(@ = y) (@) <l =yl <
sin > N y para todo x € By.

Sea xg € By, por ser este conjunto convexo y simétrico, para todo x € Bx se cumple
que (z—x0) € By y por la desigualdad anterior, tenemos que |(z} —y*)(z — z9)| < §.

Por otro lado, para todo x € X se cumple

(3.1.1) " (z = xo)| < [(y" — 2i) (@ = wo)| + |y (2 — o).

Por ser %, una funcional o(X,V})-continua, existen z7i,--- ,z% € Vi y 6 > 0 tales

rYm
€

que si © € Vir . 4 5(w0) entonces w3 (2 — x9)| < §. De la desigualdad (3.1.1) y la
anterior, se sigue que |y*(z — xy)| < € para todo z € By ﬂVx;,_.. o s(wo). Asi, y* es

o(X,V1)-continuo en By . "

Sea xg € U, con U C By un conjunto o(X, V)-abierto. Entonces existen yf,...,y5 € V
y € > 0 tales que Vs o (20)(VBx C U. Como vimos anteriormente cada yj es

72
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o (X, V1)-continuo en By; por tanto, Vys .« (o) es una o(X, V;)-vecindad abierta de
zo por lo que U es o(X, V})-abierto en Bx. O sea, o(X,V)|p, C o(X,V1)|By- O

COROLARIO 3.1.2. Sean Vi,V C X* subconjunto no vacios. Entonces o(X,V1)|p, =
(X, Va)|py si y sélo Cl(V;) = Cl(V3) .

DEMOSTRACION. La parte “si” se sigue del lema anterior. Para la otra parte, su-
pongamos que o(X,V)|p, = (X, V2)|p, vy tomemos z* € CI(V;) = V. Sabemos que
z* es o(X,V)-continua. Por el lema anterior y nuestra suposicion resulta que x* es
o(X, Vz)-continua en By. Para e > 0, existen y,--- ,y5 € Vo y § > 0 para los que se
cumple que

|z* ()| < € para todo x € V= . = 5(0) N Bx.

Entonces

x € mker(y;k) implica |z*(x)| < €|z
i=1

ker(y;) = o y
1

Por el Teorema de Hahn-Banach, existe yj € X* tal que con yg|

n
1=

|lysll < e. Definamos af = (z* — yg).

Como
ﬂker(y;‘) C ker(zj)
i=1
resulta de la Proposicion 1.1.13 que x5 €< yj,--- ,y; > por lo que z € Voy ademas
% — 2]l = [lyoll < e
con lo cual queda demostrado que z* € Cl(V3). O sea, Cl(V}) C Cl(V3). Como V; y V5
tiene papeles simétricos, se da la otra contencion. 0

3.2. Los conjuntos A' y A®M

DEFINICION 3.2.1. Sea A C X*. El conjunto A' es el conjunto que esté formado por
todos los w*—limites de sucesiones en A. Es claro que A C A

marem unién w*-cerradur rByxs al variar r en r
Llamaremos AM a la on de las w*-cerraduras de A NrBx~ al variar r en los reales
positivos. En simbolos,

A(l) = UClw*(A N TB)(*).

r>0
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Hacemos notar que AN0Bx- C AWM. Ademas,
Cly«(ANrBx+) C rBx-~
para cada r > 0 y por tanto,
(3.2.1) Cly«(AN7Bx+) = ClpBy. w) (ANTBx+).
Sera util tener en cuenta que para cualquier subespacio vectorial V' de a X™* se cumple
que,
(3.2.2) rCly«(V N Bx«) = Cly«(V NrBx+)

si 7 > 0, lo que es consecuencia inmediata de que las homotecias no nulas son homeo-
morfismos.

Para cada conjunto acotado F' C X* existe » > 0 tal que F' C rBx+y cada rBx- es
acotado. Por consiguiente:

AV = | ) ClL(AnF).
FCX* acotado

LEMA 3.2.2. §i X es separable, entonces Bx+ con la topologia débil* es 1°- numerable.

DEMOSTRACION. Sea D = {z1,z5---} un subconjunto numerable y denso en X.
Por la Proposicion 2.7.3, o(X*, < D >) = o(X*, D). De la densidad de D y por ser
7 X — X** una isometria se sigue que

o —
~

X=<D>Cc<D>=X—

Por el Corolario 3.1.2, o(X*,< D >)|g,. = o(X*, X)|p,.. Entonces, bastard ver
o(X*,D)|py. es una topologia 1° numerable, y esto es inmediato pues para cada
x* € Bx~, la familia

B= Va2 @) By imn €N }

es una base local numerable en z* para la topologia o(X*, D)|z,.. O

Como las homotecias con constantes positivas son homeomorfismos y estos conservan
la propiedad de ser 1°- numerable, se sigue que rByx«, con r > 0, es 1°- numerable con
la topologia w*.

De este lema y la igualdad (3.2.1) se sigue que
COROLARIO 3.2.3. S X es separable, entonces Cl,-(ANrBx«) = (ANrBx:)! C AL

TEOREMA 3.2.4. Sea A un subconjunto de X*. Entonces
(a) At ¢ AL,

(b) Si X es separable, entonces A' = AW,
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DEMOSTRACION. Si z* € A!, entonces existe una sucesion (z¥) en A que w*-
converge a x*, que es lo mismo a decir que z(z) — 2*(z) para todo x € X. Por
tanto, sup{|z}(z)| : n € N} es finito para cada x € X. Al aplicar el teorema de
Banach-Steinhaus obtenemos, sup{||z}|| : n € N} = r con 0 < r < oo. Se sigue que
7% € Cly-(rBx- N A) y asi 2* € AW,

Para probar (b), sea z* en AW, Por definicion existe r > 0 tal que 2* € Cl,-(rBx-NA).
Por el corolario anterior, existe una sucesion en A que w*-converge a x*. Asiz* € A, [
TEOREMA 3.2.5. Sea V C X* un subespacio vectorial. Entonces

VW = {\y*:y* € Cly- (VN Bx-) y A € F}.

Observamos que V N Bx+ = By.

DEMOSTRACION. Si #* € VI existe 7 > 0 tal que 2* € Cl,- (V ()rBx-). Por
la igualdad (3.2.2) tenemos que +z* € Cl,« (V[ Bx+) y como z* = riz*, entonces
z* e {y*y* € Cly« (VN Bx«) y A€ FL
Por otra parte, ACl,«(V N Bx-) = Cl,-(V N ABx-) c VI c VI, O

TEOREMA 3.2.6. Sea V C X* un subespacio vectorial. V es w*-cerrado si y solo si
V=,

DEMOSTRACION. Supongamos que V es w*-cerrado. Por el Teorema de Alaoglu
Bx+ es w*-cerrado por lo que

V(\rBx- = Cly+ (V[ |rBx-)
para todo r > 0. Asi, V) = (J(VrBx:) = JrBy =V.

r>0 r>0

Para la implicacion contraria, supongamos que V = V1 y que r > 0. Se cumple que
(3.2.3) Cly(V ()rBx-) c V) = V.

Como Cl,«(V (rBx+) C rBx-, al intersecar ambos lados de (3.2.3) con rBx: obtene-
mos

Cly(V()rBx+) C V[ |rBx-

lo que equivale a decir que V () rBx« es w*-cerrado. Por el Teorema de Krein-Smulian,
V' es w*-cerrado. O

Obtendremos condiciones necesarias y suficientes para que un subespacio vectorial V' C
X* cumpla que V! = X*. Lo haremos a través de los siguientes dos resultados, que se
demostraran siguiendo lo hecho en [2].



3.2. LOS CONJUNTOS A' Y AM 76

LEMA 3.2.7. Sean X un espacio separable y V. C X* un subespacio vectorial. Fl
conjunto V1 es la union de una familia numerable de conjuntos cerrados.

DEMOSTRACION. Para cada natural n, sea A, el conjunto de todas las funcionales
r* € X* que son w*-limites de sucesiones (z}) en V' que satisfacen que ||z}|| < n para
todo k > 1.

Si z* € V!, entonces existe una sucesion (z}) C V que w*-converge a x*, o lo que es
lo mismo, zj(z) — z*(z) para todo x € X. Asi, el conjunto {|zj(z)| : k = 1,2,...}
es acotado para cada x, aplicando el Teorema de Banach-Steinhaus obtenemos que
sup{||zi|| : K = 1,2...} es finito, por tanto, 2* € A,, para algin n. Por otra parte, es
o
inmediato de la definicion de V! que |J A, C V1. Asi, OleAn =V
n—=

n=1

Veamos que para cada n, el conjunto A,, es cerrado. Tomemos una sucesion (:z;;‘) C A,
convergente a x*. Por la definicion de A,,, ||z*|| < n y para cada j, existe una sucesion

(z9)2° | en V que w*-converge a %, con 129 < n para todo k > 1.
Sea D = {x1,xs,...,2,,...} un conjunto denso y numerable de X. A partir de la matriz
) * j ) j ) w* %
xgj) xéﬂ) . :1:,(3) Yo
1
x*
construiremos inductivamente una sucesiéon (a:,%)*) tal que x,(j])* N x*; o sea,
(3.2.4) xg])*(:vl) — 2%(z;) cuando j— oo, para todo x; € D.
Sabemos que
(3.2.5) 29 () — 2%(z;) cuando k— oo

para cada elemento x;.

Por (3.2.5), existe k1 > 1 tal que \3:211)*(901) — xf(21)] < 3. Elegido kj_; podemos
encontrar k; > k;_; tal que

)" (@) — ()| < o5 para 1< i <
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Veamos que la sucesion (xg])*) asi construida satisface (3.2.4). Sean € > 0y x; € D.

Existe N > 0 tal que 5 < §y |lz} —2*[| < st S J > N

Entonces,
)" (@) — 2 ()] < Ja) () — 5 )| + [ () — ” ()| <€

si j > max{N,i}.
Finalmente, sea x € X. De la siguiente desigualdad

o (@) = 2% (2)| < |z — 2l + |20 (@) — 27 (@)] + |2 () — 27 ()]

J

se sigue que x,(f])*(x) — x*(x) y por tanto, x,(jJ)* “S 2* y entonces z* € A,,. O

TEOREMA 3.2.8. Sean X un espacio separable y V. C X* un subespacio vectorial.
VY= X* siy sdlo si existe M > 0 tal que para cada x € X, existe v € V que satisface
las condiciones

(3.2.6) [oll < My ()] = [|z[].

DEMOSTRACION. Supongamos que V! = X*. Por el Lema 3.2.7
(3.2.7) x*=JA,
n=1

donde A, es el conjunto de todas las funcionales x* € X* que son w*-limites de suce-
siones (z}) en V' que satisfacen que ||z;|| < n para todo k > 1. Cada A,, es cerrado.

Por el teorema de Baire X* es de la segunda categoria (ver p. 36, 37 de [11]), lo
cual implica que existe un ng tal que A, tiene interior no vacio. Existen z* € A, y

0 < r <1 tales que B,[z*] C A, . Hagamos M = —2%(54) , donde A = 1

Sea x # 0, por el primer corolario del Teorema de Hahn-Banach, existe zf; € X* tal que

(3.2.8) zo(z) = ||zl v [|zg] = 1.
Definimos
(3.2.9) y' = Azg+ (1= A"

Estimemos que tan cercanos estan y* y x*:
[Azg + (1 = A)z* — ™[] = Allag — 27

* * r *
Aol + ll="{l) = m(l + =) =

*

ly* — ||

IA
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Asi, y* € B,[z*] C A,,. Entonces, por la definicion de A,,, existen dos sucesiones (z7)
, (y5) en V que w*-convergen a x* y y*, respectivamente, y que cumplen

(3.2.10) il < noy |yl < mo para k > 1.

. . sz *\ _ (1, % 11—\, % ‘ :
Como V' es un subespacio vectorial, la sucesion (z;) = (5y; — =~ 2},) esta contenida en

V y w*-converge a 1y* — 35322*, que de acuerdo a la igualdad (3.2.9), es igual a zj. Por
la convergencia de (z;(z)) a zj(z) = ||z]|, existe ko tal que |z} () — ||z]|| < $[|z|; de
donde

1, 1—X
(@) = =g, () = alle]

para algin « € F tal que % <a< %

Veremos que la funcional v = *(sy; — 52}, ) satisface (3.2.6).

D) By
Es inmediato que v € V' y v(x) = ||z||. Por otro lado,
loll = 2 lxvi, = 52|
< 5 (no (2= X))
< @Y — gy,

Cya??

Para probar la parte “si” empecemos por observar que por el Teorema 2.7.14 existe
un subconjunto numerable de By que es w*-denso en By; lo denotaremos como D =
{v1,v9...,0,,...}. Para x € X, definimos la sucesion escalar

(3.2.11) A(x) = (v(x)).

Entonces |v.(z)| < ||lv-||||lz]| < ||z]| ¥ asi, A (x) € £ y se cumple la desigualdad
(3.2.12) 1A (@) lloo < [l

donde || - ||oo es la norma usual en .

Sea v € V que satisface la condicion (3.2.6) para x € X. Si hacemos v' = %v, entonces

[v']] £ 1. 0O sea, v' € By. y por tanto, existe una sucesion (v,,) € D que w*-converge
a v'; en particular, jlirilo\vTj(x)] = [v/(x)]. De (3.2.6) y (3.2.12) ocurre que ||| =

[v'(z)| = lim |v, (2)] < ||A(2) ||lso- En resumen,
j—o0
(3.2.13) el < 1A @)
2. 1l = 1A (@) oo

Definimos el operador U : X — £ como U(z) = A (z). De (3.2.11) y (3.2.12) es facil ver
que U es un operador lineal y continuo. Como el espacio X es separable y el operador
U es lineal y continuo, entonces U (X) es un subespacio separable de ¢*. Ademas, de
(3.2.13) resulta que U es inyectivo.
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Consideremos el inverso U~! : U (X) — X del operador U, que también es lineal. De
la desigualdad (3.2.13) se sigue de inmediato que U~! es continuo.

Con base en lo anterior, procedemos a probar que X* C V1. Sea z* € X*, definimos la
funcional lineal f: U (X) — F como

(3.2.14) fA (@) = 2" (U7 (A (@) = 2°(a)

para cada z € X, la que por ser una composicion de operadores continuos es también
continuo.

Aplicando el Teorema 2.2.5 a la funcional lineal f se sigue la existencia de una matriz
escalar [a] y una sucesion estrictamente creciente (k,) de naturales tales que

(3.2.15) f(A(x)) = lim Zaf@r(x) para todo x € X
n—o00 p—

y a =0sir >k, . Definimos, para cadan >1yz € X,

0o kn
(3.2.16) zr(x) = Z arv, = Zafvr.
r=1 r=1

Tenemos que z¥ € V, ya que cada v, € V. Mas aun, por (3.2.15) y (3.2.16), f(A(z)) =
lim z}(z), y por (3.2.14), z*(z) = f(A(x)) = lim z}(z) para cada z. Asi, 2* € V. O
n—oo n—oo

3.3. La caracteristica de un subespacio vectorial de un espacio dual

Una parte importante de este trabajo se apoya en resultados que se ven en esta seccion.
Antes de introducir la nociéon de la caracteristica de un subespacio vectorial del dual
de X, veremos algunos resultados que daran pauta a su definicion.

En esta seccion V' denota a un subespacio vectorial de X*

LEMA 3.3.1. 51 K C X* es un conjunto absorbente, convexo, cerrado y simétrico,
entonces existe r > 0 tal que rBx« C K.

DEMOSTRACION. Como K es un conjunto absorbente, entonces X* = K U2K U
3K U--- Como las homotecias distintas de cero son homeomorfismos y K es un con-
junto cerrado, X* es la union de una coleccion numerable de conjuntos cerrados. Por el
Teorema de Baire, X* es de la segunda categoria, por tanto existe n € N tal que nK
tiene interior no vacio. Lo anterior implica la existencia de n > 1, z§ € nK y ' > 0
tales que

xy+r'Bx« C nKk.
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Sabemos que la simetria es una propiedad que se conserva bajo homotecias y que las
bolas centradas en cero son simétricas, es decir, 1’ Bx« = —r’Bx+. Con esta observacion
obtenemos la contenciéon

—xy+ ' Bx~ C nk.

Sea x* € 7' Bx-. De las dos contenciones anteriores, obtenemos que x{+2* y —z{+z* son
elementos de nK. Como la convexidad también se conserva bajo homotecias tenemos
que nK es convexo y se sigue que la funcional lineal z* = (§(zf+2*) + 2 (—xj+12*)) esta
en nK, con lo cual queda demostrado que 7' By« C nK. Concluimos la demostracion al
tomar r = % 0
TEOREMA 3.3.2. VU = X* i y sdlo si existe r > 0 tal que

rBy« C Cly(V N Bx-).

DEMOSTRACION. Si existe 7 > 0 tal que rBx+ C Cl,«(V N Bx+), entonces dada

x* € X* se tiene que y* = W:ﬁ* €rBxs C Cly«(VN By:) y z* = wy‘ . Por el

Teorema 3.2.5 z* € V. Por tanto, X* = V),

Para la otra parte, basta con tomar al conjunto K del Lema 3.3.1 como Cl,«(V N Bx+),
el que cumple con ser absorbente, ya que V() = X* (Teorema 3.2.5), y ademas es
cerrado, convexo y simétrico. ]

DEFINICION 3.3.3. Llamamos caracteristica de V' al nimero
carV = sup{r > 0: V N Bx« = By es un subconjunto w* — denso en rBx~}.

Del Teorema 3.3.2 se sigue V) = X* si y sélo si carV # 0.

En el siguiente resultado se dan algunas propiedades de la caracteristica que son muy
sencillas de comprobar, pero que no dejan de ser relevantes.

PROPOSICION 3.3.4. La caracteristica tiene las siguientes propiedades:

(a) 0 < carV < 1.

(b) carV = max{r > 0: V N Bx+ es un subconjunto w* — denso en rBxx}.

(¢) SicarV # 0, entonces V' es w*-denso en X*.

DEMOSTRACION. Hagamos ry = carV. El apartado (a) es inmediato ya que Cl,« (VN
Byx+) C Bx+ (Teorema de Alaoglu).

b) Supongamos que g > 0 . Se sigue directamente de la definiciéon de la caracteristica
0
que existe una sucesion creciente (r,,) de nimeros positivos que tiende a o y cumplen

que 7, Bxs C Cly«(V N Bx+). Como r,z* % rox* para cualquier z* € X*, se tiene, al
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tomar limite sobre n en la contencién anterior, que roBy+ C Cl,«(V N Bx+), y queda
demostrado ().

(c) Sirg # 0, entonces podemos aplicar el Teorema 3.3.2 y obtener que X* = V(1); de
donde, por el Teorema (3.2.5), V' es w*-denso en X*. O

3.3.1. Otras maneras de determinar la caracteristica. En esta seccion se
veran algunas otras formas de determinar la caracteristica de un subespacio de un dual,
mismas que seran utilizadas mas adelante.

En lo que sigue supondremos que V C X* es subespacio vectorial de caracteristica r.

TEOREMA 3.3.5. 51 X no es el espacio nulo y
: |v(z)| }}
s = inf sup{—:vGVﬂBX* ,
x#o{ ]l

s =1 = Iinf ||x|v||
w20 |||

entonces

DEMOSTRACION. La segunda igualdad de arriba, se debe a que V N Bx+« = By.
Probaremos que r < s. Sea x # 0, aplicando el Segundo Corolario del Teorema de
Hahn-Banach podemos encontrar z* € X* tal que x*(x) = r||z|| y ||[z*]| = r. Sea e > 0
y consideremos la w*—vecindad abierta Vx,eHx”(x*) de x*. Como carV = r, entonces
Bx+NV es w*-denso en rBx+, por tanto, existe v € Bx~NV tal que |v(z)—z*(z)| < €||z]|,
o lo que es lo mismo, |v(xz) — r||z||] < €||z|. De la desigualdad anterior se sigue que

r<e-+ % < e+ S5,, donde S, = sup{% : v € (VN Byx+). Haciendo tender € a
cero, obtenemos que r < S, y finalmente como x es arbitrario, observamos que r es

cota inferior del conjunto formado por los nimeros S,. Asi, r < s.

Supongamos que s > 0. Para obtener la desigualdad s < r veremos que sBx+ C
Cly+(V N Bx+). Tomemos z* € sUx+, donde Ux+ es la bola abierta unitaria en X*.
Para x # 0 tenemos que % < s. Por la definicion de s, existe v, € V N By« tal que
2" (@) - [va(2)].

[l =l

(3.3.1) |z*(x)] < |vg(x)].

0 sea,

Supongamos que z* ¢ Cl,«(V N Bx+). En este caso, podemos aplicar la parte (b) del
Corolario 2.3.3(Teorema de Tukey-Klee) a los subconjuntos no vacios, convexos y ajenos
entre si, {z*} y Cl,«(V N Bx«) de (X*,w*), por lo que existen xg € X y a3, a0 € R
tales que

(3.3.2) Rev(zo) < an < s < Rex™(zo)
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para toda v € Cl,«(V N Bx+). Debido a que V es un espacio vectorial se tiene que
To 7§ 0.

Tomamos para zo la funcional v,, € V que satisface la desigualdad (3.3.1) y el signo
0 (Vo (20)) de vy, (x0). La funcional o(vy,(z0))vs, pertenece a V N Bxx, por lo que la
desigualdad (3.3.2) es valida para ésta y obtenemos

Vg0 (20)] < o < g < Rex™(zg) < |2" (o),
lo cual contradice la desigualdad (3.3.1); por tanto, z* € Cl,-(V N Bx+).

Lo anterior, demuestra que sUx+ C Cl,«(V N Bx+) y por tanto, sBxs C Cl,«(V N Bx+).
Por ser r el nimero més grande con esta propiedad, se sigue que s < 7. 0]

Una expresion mas para la caracteristica es la siguiente:
TEOREMA 3.3.6. Si denotamos al conjunto Cly(x,v)(Bx) por ¥, y R = sup||z||. Enton-
€Y

cesr = R, donde R™' =0 si R = oo. La bola Bx es (X, V)-cerrada si y sélo si la
caracteristica de V' es 1.

DEMOSTRACION. Es claro que R > 1. Sea 0 < p < R. Existe o € ¥ tal que
|zo|| > p. Sean v € VN By« y § > 0. Tomemos la o(X,V)—vecindad de z, V, 5(z0) -
Por ser ¥ la o(X, V)-cerradura de By, existe © € By tal que x € V, 5(zo). Entonces,
lv(xo)] < |v(z)| + |v(zg — )] < 1+ 3§ y podemos concluir que |v(zg)| < 1. Como v

fue tomada arbitrariamente, entonces sup{“"'(;ou)l v € VN By} < m < %. Al hacer

tender p a R, obtenemos r < R

Para probar que R™' < 7 cuando R < oo, tomemos zg # 0, ¢ > 0 y definamos

Yo = m(R + €)xo. Este elemento no pertenece a ¥ por tener norma mayor que R.

El espacio localmente convexo (X, o(X,V)) tiene como dual topoldgico al espacio vec-
torial V. Al aplicar el Teorema de Tukey-Klee (Corolario 2.3.3) al conjunto convexo y
o(X,V)-cerrado ¥ y al compacto convexo {yo} obtenemos v € V' y o € R tales que

Rev(z) < o < Rev(yp)
si z € ¥. De donde 0 < ||v|| < |v(yo)|. Entonces
sup{|v(yo)|: v €V NBx«}>1

o0 sea,

Sup{h}(xo)‘ D v E VﬂBX*} > (R+e)h

2o

Finalmente, al hacer tender € a cero y aplicar el teorema (3.3.5) obtenemos r > R

La afirmacion final del teorema es consecuencia inmediata de lo anterior. O
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COROLARIO 3.3.7. Si || - |1 v || - || son dos normas equivalentes en X, entonces V
tiene caracteristica no nula respecto a (X, || - ||) si y sdlo si tiene caracteristica no nula
respecto a (X, || - ||1) -

DEMOSTRACION. Si || - ||; es una norma equivalente a || - || y By y B son las bolas
unitarias cerradas correspondientes, entonces existen m, M > 0 tales que mB C By C
MB y por tanto, si ¥ = Clyx,v)(B) vy X1 = Cly(x,v)(B1), entonces m¥ C ¥; C MX.
Asi, R = sup||z|| < oo siy solo si Ry = sup||z|; < oc. O

B €Y
TEOREMA 3.3.8. Si V tiene caracteristica r # 0, entonces existe en (X, ||||) una norma
equivalente || - ||1 a la norma original, tal que V' es de caracteristica 1 con esta nueva
norma.

DEMOSTRACION. Sea ¥ = Cl,(x,v)(Bx). Entonces X es un conjunto absorbente,
balanceado y convexo por serlo By; ademas, es o(X, V)-cerrado. Consideramos la fun-
cional de Minkowski || - [|; de ¥, es decir

|z|[y = inf{a>0:2 € aX}

para cada z € X. Por la Proposicion 1.1.21 || -||; es una seminorma que ademés cumple
que {z : [|z|; < 1} =X%.

Afirmamos que || - ||; es una norma con las propiedades buscadas. Observemos que como
Bx C %, ||z|| < 1 implica que ||z||; < 1. Por la Proposicion 1.1.19, ||z|[; < ||z|| para
todo z € X. Por otro lado, como la caracteristica de V' es r, aplicando el Teorema 3.3.6,
tenemos que si z € X, entonces ||z|| < %, o equivalentemente, si [|z|[; < 1, entonces
r||z|| < 1; asi, aplicando de nuevo la Proposicion 1.1.19, resulta que r||z| < ||z||;. En
resumen
rllzll < flefly < ]

para todo z € X. O sea, || - ||; es una norma equivalente a || - ||. Ademés, ¥ es la bola
unitaria cerrada respecto a la norma || - ||;. Entonces la caracteristica de V' respecto al

espacio (X, || - [l1) es 1, ya que sup ||x||1 = supl||z||: = 1. O
z€Cly(x vy (2) 4

Obsérvese que || - ||; esta fuertemente ligada al subespacio vectorial V' C X*.

Como mencionamos inmediatamente después de definir la caracteristica de un subes-
pacio, tenemos que V1) = X* si y solo si la caracteristica de V no es cero. De esto y el
Teorema 3.3.6 se obtiene el siguiente resultado.

COROLARIO 3.3.9. V) = X* i y sdlo si ¥ es acotado.

A continuacién veremos expresiones para la caracteristica que involucran al doble dual.
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TEOREMA 3.3.10. Sea X no nulo y

A, 1
S il

cx#£0yovt eV
]

Entonces r = t.

DEMOSTRACION. Sean z # 0 y vt € V1, entonces, como (V N Bx:) C By« y
(2 +v1)(v) = 2(v) para todo v € V, obtenemos:

|12 + vt|| = sup |v*(x) +out(a)] >
SC*EBX*
sup  Jv(z) +ot(v)] = sup  |v(x)].
ve(VNBx+) vE(VNBx+)

Al dividir entre ||z|| la desigualdad anterior obtenemos

- 1
R PR ()]
||| v#0 we(vnBy-) Y|
l2+vt |

Y del Teorema 3.3.5 obtenemos que > r. Como 2 y v* fueron tomadas arbitra-

riamente, entonces t > 7.

[l

Para probar la desigualdad contraria tomemos € > 0. Usando de nuevo el Teorema
3.3.5, sabemos que existe x # 0 en X tal que

jo(2)]

sup ——— <71 +e,
ve(VNBxx) ||$H

que equivale a decir que ||Z|yv|| < ||z||(r 4 €). Por el Teorema de Hahn-Banach existe
r** € X** tal que ** y & coinciden en V' y ||z**|| = ||Z|v||; de donde:

[l < {2l (r + €).

Por ser x** y & coincidentes en V, entonces, v- = (2** — 2) pertenece a V*. De la
[2+o ]|
fl]

desigualdad anterior obtenemos que < (r 4 €). Por consiguiente, ¢ < r. O

3.4. Subespacios vectoriales minimales

En la seccién se sigue suponiendo que V' C X*es un subespacio vectorial.

En la secciéon anterior hablamos de la caracteristica de un subespacio vectorial, vimos
algunas de sus propiedades y distintos modos de calcularla; uno de ellos nos permitira
probar el Teorema 3.4.2.
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LEMA 3.4.1. Sea X un espacio de Banach, Vi y V5 subespacios cerrados de X tales que
ViNVy # 0. Entonces, el espacio vectorial S = Vi & Vs, es cerrado si y sélo si existe
M > 0 tal que para cualesquiera vi € Vi y vo € Vo se cumple que

(3.4.1) [or]] < M[or + va].

DEMOSTRACION. Para probar la parte “si” tomemos una sucesiéon (x,) en S con-
vergente a © € X. Entonces, para cada n > 1 se tiene que v, = vg) + vﬁf), con vg) eV
y v'?) € V. Probaremos que z € S. Por la desigualdad (3.4.1) y dado que V; y V5 son

espacios vectoriales, tenemos:

log? = vl < M|(vi? = o)) + (0 = o)l = Mo, = val.

Por ser (v,) una sucesién convergente, entonces es de Cauchy, y por la desigualdad

. 1 ., . .
anterior, (vg)) también lo es. Como Vj es un subespacio cerrado de un espacio de

Banach, entonces vg) — vy para algan v, € V7.

Ademés, como

105 = o1 = 1l (wn = o) = (0 = ) < Nlow = vll + [0 = o1,

v los dos miembros de la derecha de esta desigualdad tienden a cero cuando n, m — oo,
existe vy € V5 tal que 117(12) — v9. De donde, x = vy + vy yasi z € S.

Ahora veremos que la condicion (3.4.1) es necesaria para que S sea cerrado. Consi-
deremos la proyeccion my, : S — Videl subespacio cerrado S sobre el V; a lo largo

de V5. Tomemos una sucesion (v,) = (v8” + v\)) convergente a v y supongamos que

1
v, (vy) = i converge a un elemento v, € Vi. Demostraremos que v, (v) = vy.

Debido a la convergencia de (v,) y (127(11)), tenemos

[P = o1 < J[vn = vl + [0S = 0RO,
cuando n,m — oo. Entonces vf) — v para algin vy € Vo v v = vy + vg, por lo que
Ty, (v) = vy1. Del Teorema de la Gréfica cerrada se sigue que 7y, es continua. Entonces,
existe M > 0 tal que
[o1]] = llmvs (01 4 v2) || < MJvy + v

siempre que v; € Vi v vy € V5. O

Como podemos observar, el resultado anterior no es mas que una caracterizacion de la
continuidad de una proyecciéon en una suma directa de subespacios cerrados.

TEOREMA 3.4.2. Si V es w*-denso en X*. Entonces V) = X* si y sdlo si V- @ X es
cerrado en X**.
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DEMOSTRACION. Sabemos que X es un subespacio cerrado de X** y por la Pro-
posiciéon 2.5.2 V- también lo es. Si & € V() X, entonces v(z) = #(v) = 0 para todo
v € V. Tenemos, aplicando el Teorema 2.7.12, que x = 0. Entonces, la suma de los
conjuntos V1 y X es una suma directa.

Por el Teorema 3.3.10 tenemos:

(3.4.2) car = inff 12V

Vimos en la seccion anterior, VY = X* si y solo si carV > 0.

Por otra parte, de (3.4.2) se sigue que carV > 0 si y solo si existe m > 0 tal que
z|| < L||Z + vt para todo .

Combinando lo anterior con el Lema 3.4.1 se sigue que V-+ @ X es cerrado en X** si y
solo si V) = X*, O

Definimos ahora un concepto fundamental para el resto del trabajo.

DEFINICION 3.4.3. Un subespacio vectorial V' C X™* es minimal si cumple las siguientes
tres propiedades:

(1) V es cerrado.
(2) V es w*-denso en X*.
(3) Todo subespacio cerrado W C V, con W # V', no es w*-denso.

Es decir V' es minimal dentro de los subespacios cerrados y w*-denso de X*.

Daremos algunas caracterizaciones de subespacios minimales.

TEOREMA 3.4.4. Sea V C X* cerrado y w*-denso en X*. Entonces V es minimal si y
sélo si X** = X o V+.

DEMOSTRACION. Supongamos que X** = X @ VL. Sea W C V, con W # V, un
subespacio vectorial cerrado, entonces, V+ C W=, Veamos que V* # W+, En caso
contrario, tendriamos por el apartado (c) de la Proposicion 2.5.2 que V =+ (V+) =4
(W) =W, lo cual es una contradiccion. Entonces, existe wt € W+ tal que wt ¢ V+
y por hipotesis, wt = & + vt para algin z € X y vt € V+. Si 2 = 0, entonces
w™ es elemento de V+, lo cual es una contradiccion, por tanto, z # 0 y se tiene que
& (w) = w(z) = 0 para todo w € W. Por el Teorema 2.7.12 W no es w*-denso en X*,

de lo que se sigue que V' es minimal.
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Para probar la parte “solo si” supongamos que V' es un subespacio minimal y sea z** €
X** tal que z** ¢ V<. Consideremos el subespacio cerrado de V, H{z**|V'}. Por lo
supuesto, T{z**|V} # V. Por ser V minimal, podemos afirmar que *{z**|V} no es
w*-denso en X*. El Teorema 2.7.12 implica que existe x # 0 tal que w(x) = 0 para
toda w €t {2**|V}, o lo que es lo mismo, por el Teorema 2.7.11,

(3.4.3) 2V e (H{z™|V}) = Clye vy (< ™|V >).

Como < x**|V > es de dimension finita y o(V*, V) es una topologia vectorial de
Hausdorff en V*, entonces < ™|V > es o(V*, V)-cerrado. De esto y la igualdad 3.4.3
se sigue que existe un escalar A € F # 0 tal que \z*™*|V = 2|V. Asi, \a** —3 = vt € V-
y Az =ovt + 2 esta en V1 + X. Esta suma es directa ya que V es w*—denso en X*.
Por tanto,/\#ny**GVL@j\( O

Consecuencia de los Teoremas 3.4.2 y 3.4.4 es el siguiente.

TEOREMA 3.4.5. §i V C X* es minimal, entonces V) = X*,

Veremos una caracterizacion més de los subespacios minimales. Para esto serd necesario
el siguiente resultado.

LEMA 3.4.6. Sea V. C X* cerrado. Eriste una topologia localmente convera T en X** /V+
tal que (X**/V*,7) es homeomorfo a (V*,a(V*,V)) mediante el operador lineal S :

V* — X* VL que determina la isometria candnica entre estos dos espacios de Banach.

DEMOSTRACION. Sea 7 la topologia definida en el espacio X**/V+ mediante la

familia de seminormas P = {p, : v € V'}, donde p,(z**) = |x™*(v)| y ™ representa la
clase de x** en X**/VL.

Veamos que p, estd bien definida, para esto, tomemos z7*, 23" € X™** tales que z7* = x3*;
es decir, (23* — 23*) € V4, lo cual implica que 23*(v) = a3*(v); asi, p,(23%) = p, (x5%).

Consideremos la isometria
S VF— XV
definida en el Teorema 2.5.3 y demostremos que
S (V5 oV, V) — (X™/VEP)

es un homeomorfismo. Sabemos que S es un operador lineal biyectivo definido como

S(v*) = a si v* € V' y aft € X* es cualquier extension continua de v* a X*.

Entonces, p,(S(v*)) = po(x) = |22 (v)| y como x|y = v* podemos afirmar que
po(S(v*)) = |v*(v)|. Por el Teorema 1.3.6, S es continua. Dado que S™(z**) = z**|y,
para x** € X**, si tomamos v € V, entonces |z**|y(v)| = |2**(v)| = p,(2**) con lo cual

concluimos que S~! es continua y por tanto, S es un homeomorfismo. 0
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TEOREMA 3.4.7. Sea V. C X* cerrado. Entonces V es minimal si y solo si Bx es
relativamente compacto para o(X,V') y ésta es una topologia Hausdorff.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¥ = Cl,(x,v)(Bx) es 0(X,V)-compacto. Como
o(X,V) es una topologia Hausdorff, por el Teorema 2.7.13 esto equivale a decir que
V es w*-denso en X*. Tomemos un subespacio vectorial W C V, con W # V| w*-
denso en X*. Entonces, (X, W) C o(X,V) y podemos afirmar que ¥ es un conjunto
o(X, W)-compacto. Ademas, o(X, W)y o(X,V) son topologias Hausdorff; por tanto,

Id: (3Z,0(X,W)|s) = (X,0(X,V)|x)
es un homeomorfismo. En particular,
o(X, W)|py = (X, V)]s

y por el Corolario 3.1.2, CI(V') = CI(W); pero V es cerrado, asi, V = Cl(W) y como
w ; V se tiene que W no es cerrado. Entonces, V' es minimal.

Reciprocamente, supongamos que V' es minimal. En particular V' es w*-denso en X* y
por el Teorema 2.7.13, o(X, V) es una topologia Hausdorff.

Por otra parte, por el Teorema 3.4.4 tenemos que X** = X @ VL. Esta igualdad nos
permite afirmar que existe una isomorfismo lineal 7' : X**/V+ — X y podemos suponer

que el codominio es X, ya que éste es isométrico a X. Por otro lado, sabemos que existe
una isometria lineal S : V* — X**/V+(Teorema 2.5.3).

Probaremos que la imagen de By~ bajo T o S contiene a Byx. Sea v* € V entonces
T (S (v*) = T (23%) = z,., donde x}* es cualquier extension continua de v* a X* y
z,. € X es tal que T, es la proyeccion de z}f en X alo largo de V*. Asi, 72 un
representante de la clase 2%, de hecho el Ginico que pertenece a X. Por esto y dado que
S es una isometria tenemos:

lo*l = |

< ||z

¥ _
Loy - Hxﬂ*

Por ser T' o S suprayectiva, dado x € Bx existe v* € V* tal que T'(S (v*)) =x,» =2y
por tanto, ||[v*|| < 1. Es decir, Bx C T o S (By~).

Afirmamos que
(3.4.4) ToS:(V*5a(V*,V)) — (X,0(X,V))

es un homeomorfismo. Al probarlo habremos terminado. En efecto supongamos que
tal es el caso, entonces por el Teorema de Alaoglu By- es o(V* V)-compacto y por
consiguiente T' o S (By+) es o(X, V)-compacto y como By C T o S (By~) resulta que
Bx es o(V*,V)—relativamente compacto.
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Probemos nuestra afirmacion. De acuerdo al lema anterior la familia de seminormas
P = {p, : v € V}, donde p,(z™) = |2**(v)| y ™ representa la clase de z** en X**/VL
define una topologia localmente convexa 7 en X**/V* tal que S : (V*,o(V*,V)) —
(X**/V+,7) es un homeomorfismo.

Para terminar con la demostracion bastara ver que el operador lineal biyectivo
T:(X*/VE 1) — (X,0(X,V))

es también un homeomorfismo.

La minimalidad de V implica que X** = Xo V4, por lo que cada z** se puede escribir
de manera tinica como ™ = T 4 v*. Ademas, T(z™) = T(Z +vt) =2y T '(z) =
T = 2% ast, [o(T(2%))] = |v(@)] = [Z(v) + v (v)] = |27 ()] = po(a™) ¥ po(T7 (2)) =
|Z(v)| = |v(z)|. Por consiguiente, queda probada nuestra afirmacion de que T es un
homeomorfismo. O

TEOREMA 3.4.8. 51T :Y — X es una isomorfismo isométrico y V C X* un subespa-
cio minimal o con caracteristica r, entonces T* (V') es minimal o de caracteristica r,
respectivamente, donde T* es el operador adjunto de T

DEMOSTRACION. Supongamos que V' es minimal. Para probar la minimalidad de
T* (V) hay que ver, segin el Teorema 3.4.7, que By = T7'(Bx). es o(Y,T* (V))-
compacto y que o(Y,T*(V)) es de Hausdorff. Bastara entonces con probar que el ope-
rador lineal T: (Y, o(Y,T*(V))) — (X,0(X,V)) es un homeomorfismo.

Sean p, ¥ pr+) las seminormas determinadas por los elementos de v € V' y T (v)

S
T+ (V), entonces p,(T(y)) = [v(T(y)| = pr-) (y) para cada y € Yy pr-)(T(x)) =
|T*(v) (T~ ()| = [v(T(T7(z))| = |v(z)| = p, (z) para cada x € X. Del Teorema 1.3.6
se sigue que T : (Y, o(Y,T*(V))) — (X,0(X,V)) es un homeomorfismo.

Ahora supongamos que carV = r. Por el Teorema 2.4.1 T* es una isometria. Entonces,

b@l -, w0l TG s *
{HxH' ceVNBx-y ;AO} { vl .T()eT(V)ﬂBY yy;é()}

y carT*(V) = r, por el Teorema 3.3.5. O

COROLARIO 3.4.9. Si T :Y — X es una isomorfismo isométrico y V C X* un subes-
pacio minimal y de caracteristica 1, entonces T* (V') es minimal y de caracteristica 1

en X*.
Como consecuencia de los teoremas 3.4.7 y 3.3.6, podemos enunciar el siguiente

TEOREMA 3.4.10. Sea V' cerrado. V es minimal y de caracteristica 1 st y solo si By
es o(X,V)-compacto y o(X,V) es Hausdorff.
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TEOREMA 3.4.11. X es minimal Y de caracteristica 1 en X** , X** = X Xt y
lyll < ||y + z|| para cualesquiera y € X+ yze XL

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Alaoglu Bx+ es w*-compacto y como la topo-
logia w* = o(X*, )A() es Hausdorff, se sigue del Teorema 3.4.10 que X es minimal y de
caracteristica 1 en X**. En tanto que por el Corolario 2.8.5 y los teoremas 3.4.4 y 3.3.10
se tiene que X*** = X* @ Xt y

fﬂm|ﬂ yeX y#0yze Xt}

de donde se sigue inmediatamente la desigualdad del enunciado. O

El siguiente resultado se prueba facilmente utilizando la equivalencia 3.3.10 para la
caracteristica.

TEOREMA 3.4.12. Si existe V' C X* minimal y de caracteristica r > 0, entonces existe
un isomorfismo lineal U : V* — X tal que |U|| = r~'.

DEMOSTRACION. Del Teorema 3.4.4 se sigue, por ser V minimal, que X** = XVt
lo cual implica que X es isomorfo a X**/V+. Por otro lado, en el Teorema 2.5.3 se vio
que este ultimo es isométricamente isomorfo a V*. Al componer estos dos isomorfismos
obtenemos el isomorfismo

U: V=X
definido como U(v*) = = donde z € X satisface que 2** = 7 + vt con v+ € V*+ y 2**
es cualquier extension continua de v* a X*.

Si 1 < )\, entonces existen x # 0 y v+ € V'tales r < e+ Iz ” < Ar. Sea v* la restriccion
a V del operador & + v Entonces, ||& + vt| = ||v*]] ¥
1 ]l [[o™]]

< 1 S W= < Ul
Ar | 4 o] [

Al hacer tender X a 1 obtenemos 1 < [|U]| .
Por otra parte si 0 < p < 1, entonces existen v* € V*, x € X y vt € V* tales que

|o*]] < 1,740t es una extension de Banach de v* y u||U|| < [|[U (v*)]] = ||z|| . Entonces,
le+o <1y

HE—I—ULH < 1
lzfl. — w|U

Al hacer tender pa 1 obtenemos ||U]| < 1. De donde, |U|| = 2. O
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3.5. Una condicién para la reflexividad de un espacio de Banach

En los que sigue X denota al cuarto dual del espacio de Banach X, o sea X = X
y sus elementos son llamados z*, 4", etc.

= ~ 1 — —~ L .
Notamos que X, <XL> , X** y (1 X* son subespacios de X".

TEOREMA 3.5.1. Se cumplen las siguientes tres igualdades.
~ —~ 1
(a) (XH)FNX* ={0}.
//\\ o~ L —_—
() X = (Xi) NX+.

~ L —~ L .
(c) (XL) OX = X",
Ademads,

1
; . 4 ~L y ; o ot
(d) ||| > ||&++]| si 2+ 42 es la descomposicion de ™ en la suma <Xl> eX* =

X",

— ~ L 2
(e) Existe una isometria lineal I : X** — (XL> que coincide con la identidad en X,

y si I(x7) = T+, entonces el valor de | A\z** + (1 — \)Z1L|| es independiente de X para
todo 0 < A < 1.

DEMOSTRACION. (a) Por el Teorema 3.4.11,
X )’(\* @ )’(\'J_
y
(3.5.1) llyl| < ||y + z|| para cualesquiera y € X+ yze Xt

Supongamos que 2% € (X1)+ () X* , entonces por la descomposicion anterior de X***,
" (™) = 0 para todo z™* € X*** o sea, '¥ = 0. Entonces,

(3.5.2) ()A(L)iﬂ)?*L = {0}.

b) Sea x € X: es claro ue%E)/(E se cumple ue%xA’L :xA’lﬁE = 0 para toda
( ; q y ple q p

~

L —~ =~ —~ 1 o P ~ 1 —
¥ € X+ es decir, X C <XL> N X**. Dada z** € (XL> () X**, se satisface que

7 (7) = #(z**) = 0 para toda T+ € X1, 0 lo que es lo mismo, 2™ €+ (X+). Por
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la Proposicién 2.5.2, -(X+) = CI(X) = X, por tanto z** € X. Con lo anterior queda
demostrado (b).

(¢) y (d) Recordemos que X*™** = X* @ XL Sean Py y P, las proyecciones de X*** en
X*y X1, respectivamente. Por la desigualdad (3.5.1) tenemos que || P]| = 1
Sea ' € X™ y definamos 2} = 2* o P, y x4 = 2% o P,. Estas son funcionales lineales
continuas que actiian en X*** como sigue.
oz +7h) = 2 2)
iz +7h) = 24@h)
P - - —~1
con z* € X*y 7+ € X*. Se sigue que 2 =2} + 25 y 2} € (X)), 25 € X+ y
2]l < fl2*F 12l = =]

Consecuentemente, y en conjunto con el apartado (a), llegamos a que

~ \ L —
X0 = (%) @ X
y
(3.5.3)

N . . ~1
mLLH < H:L‘4H sizt =2t 4+

L
Entonces la proyeccion @1 de X* sobre (XL) asociada a esta suma es continua.

(e) Aplicando el Teorema 3.4.11 al espacio de Banach X* obtenemos la igualdad
X = X @ X+

y la desigualdad

(35.4) 7] < |17 + 2|

~ 1 —~ 1
para toda z** € X*™ y x* € X* .

.\ L
., !/ . .
Entonces la proyeccion Q) de X sobre (X**) asociada a esta suma es continua.

— ~\L L
Definimos los operadores lineales [ : X** — (XL> y J: (XL> — X** como:
1(e7) =3+

1
L~ ~ ~ 1 .., — . -~ —~ L
si g = 2427 es la descomposicion de 2 en la suma directa X® = (XL> pX* .



3.5. UNA CONDICION PARA LA REFLEXIVIDAD DE UN ESPACIO DE BANACH 93

N NN eSS Rt . ) _ Yo o vt
siz— =y +y* es la descomposiciéon z—— en la suma directa X% = X** p X* .

Con la notacién antes introducida tenemos que I = Q1| X* y J = Q}|X**por tanto, I
y J son continuos. Ademas, debido a que
x**:xLJ__i_x* =y 4yt 4+ o

xJ_J_ — y** + y* — ZJ_J_ 4+ 2+ y*

o~ o~ — 1
donde: y** + y*L es la descomposicion de -+ en la suma X® = X*= @ X+ y 21t +

1
~ 1 .., o~ . o~ —~ 1
2" es la descomposicion de y** en la suma directa X = (XL) ® X* . Por la
unicidad de estas descomposiciones se sigue que z** = y** y z++ = Z4+: 0 sea, 2** =

g = J <I (:E*\*>> yoztt =zt =1 (J (:/ELL)). De donde, I es biyectiva y por las
desigualdades (3.5.3) v (3.5.4) tenemos ||I (;?) I < &%y 17 (B4 || < 344, por

lo que I es una isometria.

Sean T € X y 7+ € X*. Tenemos que T (z7+) = z*(Z) = 0. Por consiguiente, T €
(XL> y entonces, la componente en X* | en la descomposiciéon de = en la suma directa

XMW = (XL> @& X* esOyasi, [ (55) = 7. O sea, X es la identidad.

Finalmente, sean 7 € X* y 7+ € (X1)L tales que I(z%) = #4- y 0 < A < 1.
Entonces,
T =g
~ 1 —~ 1
para algin x* € X* vy,
2] = [[Z+4].

De donde
AT 4 (1= NFHt =34 ot

y por la desigualdad (3.5.3)

T < A+ (L= )7

Por otra parte,
Az 4 (1= \)@H|| <[22,
Por tanto, [[Az* + (1 — N7t = ||+ -

COROLARIO 3.5.2. S By no contiene segmentos de recta no degenerados, entonces
X es reflexivo.



3.6. SUBESPACIOS CON CARACTERISTICAS QUE RECORREN TODO [0, 1]. 94

DEMOSTRACION. Supongamos que X es no reflexivo y tomemos z** € X**\ X
unitario. Afirmamos que = # 2+t si I(z) = 'L, donde I es la isometria del
apartado (e) de teorema anterior. En efecto, en caso contrario e Xt y entonces
0 =g+ ()?L> y asi 0= X+ (2*). O sea, z** € X+ = X, 1o que contradice la eleccién

k%

de z

Entonces, el segmento de recta determinado por T y 11 es no degenerado. Por (e)

de teorema anterior, el valor de [[Az** + (1 — \)Z1|| es independiente de A para todo
0 <A <1ycomo |[Az** + (1 — A\)z++| < 1 se contradice la hipotesis. O

3.6. Subespacios con caracteristicas que recorren todo [0, 1].

Construiremos una familia de subespacios dependientes de un pardmetro \. Se vera que
la caracteristicas de los subespacios de esta familia recorren todos los valores entre 0 y
1.

Hemos visto que el dual de ¢y es isométricamente isomorfo a ¢! y a su vez, el dual de
¢! es isométricamente isomorfo a ¢*°. En la Seccién 2.2 se dieron explicitamente las
siguientes isometrias entre dichos espacios:

To:ch— 0y Ty 0 — (&

con Tp (z*) = (x* (e;));~,, donde (e;);~, es la base canonica de ¢y, y T (b) (o)) =

> o2, by para todo (o), € Oty b= (b)), € (™.

Observemos que si a = (ay,as, -+ ) € ¢, entonces
(T1 (a) o Ty) (2%) = > o™ (&) a; = z* (Z aiei) =a(xY).
i=1 i=1

Tomamos
T =TTy cg™ — 077,

. ~1 . ~1 :
siweT (co ), entonces existe x°* € ¢,~ tal que T'(z*) = w. Por lo anterior para

cada a = (ay,aq, -+ ) € ¢ se tiene

wla) = T (") (a) =T} o Tg" (a}")(a)
= Ty o(uy" o T)(a) = " (T5 (Ti(a))
= 2 (T (a) o Ty)

(3.6.1) = 7).

w
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*

, € cotal que y = T(xAZ) Para cada b =

Por otra parte, sea y € T (CA{)), existe x

(b1, ba, -+ +) € £°° tenemos que
y(b) = T (x3) (b) =T} o Tg*(z;)(b)

= Tfo ([Z’;’;OTO*)(I)) = xAZoTJ o T1(b)
= 2i(Ty(b) o Tp) = T1(b)(To(x}))

(3.6.2) = Zbix;‘/(ei).

*

5(b), pues (e;) es una base de

En el caso particular que b € ¢, se cumple que y(b) = x
Schauder de cg.
El Teorema 3.4.11 nos asegura que

CEk)** _ é(?; D é?)L-

A partir de esta igualdad podemos considerar isométricamente inmersos en £°°* a ¢} y
cg; de hecho, bajo la isometria

T =Ty oT7" t cy™ — 0777,
ya que
=T () =T (50) &T (ﬁ) .

AFIRMACION 3.6.1. ||y + w|| = |lyl| + [lw| siy € T (EO) yweT (cﬂ)

Siy =00 w =0 la afirmacién es obvia. Supongamos que y y w no son nulos. Sélo es
necesario probar que ||y +wl| > ||y| + |Jw]|-

Sean e >0,y T (c%) yweT (é;L> Entonces, existen z, € ¢j, a = (ar,as,--+) € co
y b= (b1,ba, ) € £, estos dos tltimos unitarios, tales que
T (z;) =y,
zy(a) > ||zgll — 5 = llyll — 5,
w(b) > [Jw| — 5.

Tenemos que z;(a) = > 2, x5 (e;)a; y por (3.6.2), y(b) = >_72, bz (e;). Existe N € N tal

que Zfil xZ(ei)ai >yl =5 v YN bia:;;(ei)| < 5. Definimos av = (a, - ,an,0,--+) €
coy b = (ay, -+ ,an,byni1,- -+ ). En vista de lo anterior, tenemos que
€
o) > ol
€
ly(b™ — a™)] 5
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Existe 2 € &,* tal que T(2**) = w. Por (3.6.1), w(a) = z*(@); de donde w(a) = 0.

Por consiguiente, w(b™) = w(b), ya que b — b € .

Finalmente, es claro que ||bY| < 1y asi,

ly+wl = ly) +w(®)
= Jw(®Y) + y(a¥) + (" — a¥)]
€ € €
> w®) + @)~ |y (7 = ") | 2wl =gl + vl -5 -
= lyll+ el - e

Se sigue que|ly + w| > ||y|| + ||w]|, por ser € arbitraria.
CONSTRUCCION DE LA FAMILIA DE SUBESPACIOS

Sean A\ > 0, wg € T (é:f) yy €T <CAE§>, ambos unitarios. Consideremos el subespacio

1% =1 {Tl*_l(yo) + )\Tl*_l(wo)} C o

Entonces
Vib =< T7 H(yo) + AT7 Hwo) } >C £

Segin el Teorema 3.3.10 la caracteristica de V), se puede calcular como

> 1
tA—inf{W:xleﬁl,xl%OvaEV)\l}.
I

Tenemos queTy (@) =Ty <T0 (cg)). Asi, para 2* € ¢ y A € £°°, tenemos

o —

TY(To(x))(A) = TiA) (=" (e:));2,) = Z Nia*(ei) =T (¥) (A)

5 (7)=1()

Tl* (V;) =< 1Yo+ Awg > .

(recuérdese 3.6.2), por lo que

y es inmediato que

Por ser T} : ('** — (>*un isomorfismo lineal isométrico se tiene que

A ~
m:mf{”“o‘(ﬁoﬁ o) :yeT(c;;),y#OyaeF}.
y

Al tomar y = yp y a = —1, tenemos que t, < A\
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Sean y € T (c%) ,y# 0y a € F. Por la Afirmacién 3.6.1 tenemos

(3.6.3) |y + alyo + Awo)[| = [ly + awol| + ||,
ademaés,
[yl = lel = [lyll = llayoll < lly + ayoll-

Si0<\<1, entonces
Myl < lly + awoll + || A,

A partir de esto y la igualdad (3.6.3), tenemos que A < ¢, . Y por tanto, ty = \ .
Supongamos que A > 1. Se sigue de la desigualdad ||y|| — Ao = |ly|| — [|Jadyo|] <
ly + adyo|| que ||y]| < ||y + adyol| + |a|A. Tomemos o = A, entonces

lyll < lly + ol + '] < lly + a"yoll + || A-

por ser \ > 1.

Por esta desigualdad, la igualdad (3.6.3) y el hecho de que la caracteristica siempre es
menor o igual a 1, se sigue que A > 1 implica t) = 1.

TEOREMA. 5%

s = inf sup |z (x)| | - sup y ()| ] 7'y,
x¢LClw*(V){<x*e(VﬂBX*)| (@) y*e(Clw*(V)ﬁBX*)‘ (@)

entonces s' = r' , donde r' es la caracteristica de V respecto al espacio de Banach

(CLy+ (V) I-11)

DEMOSTRACION. Sabemos que Cl,«(V) = (+V)+ y que (X /+V)* es isométrico a
(+V)*. Se sigue que el operador lineal T : Cl, (V) — (X /+V)* dado como T(y*)(x+*
V) = y*(x) para cada y* € Cl«(V) y © € X, es un isomorfismo isométrico. Por el
Teorema 3.3.5 tenemos

) T(z*)(z ++ V)|
" = inf | 28 €V N Bg .
e+ 2V) 0 {p{ e+ v " Clur (V)
| ()| }}
— f — e VN B,
(e 1V) 20 {Sup { |z ++ V|| ! (V)

Como V N Bay,.(vy = V N Bx« N Cl,«(V) = V N Bx- y debido que la condicién
(x +1 V) # 0 equivale a que x ¢ +Cl,-(V), tenemos que

r = inf su M:m*GVﬂB*}}
mngw*(V){ p{||:z: +L V]| X
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—_—
Ademés, ||z ++ V| = ||z ++ V||, es decir,
—_—
|z ++ V] = sup  |uf(z +T V)
WEB(x Ly
y por ser 1" una isometria tenemos que

o+ V| = sup ly* ()|
y*€(Cl,« (V)NBxx*)

Entonces,

r" = inf sup |z (x)| | - sup y*(z)] ] !
I¢¢Clw*(v){<x*e(VﬂBx*)| (@) y*e(Clw*(V)ﬂBX*)‘ (@)



Capitulo 4

Caracterizacion de los espacios de Banach con predual

A partir de este punto diremos que dos espacios de Banach X y Y, son equivalentes
si son isométricamente isomorfos; es decir, si existe un operador 7' : X — Y lineal,

biyectivo e isométrico. Recordamos que en tal caso escribimos X =~ Y, o bien X ~ Y si
queremos hacer explicito que el isomorfismo isométrico esT . En caso de que exista una
correspondencia lineal, biyectiva y bicontinua entre X y Y, diremos que esos espacios
son topoldgicamente isomorfos, o solamente nos referimos a ellos como isomorfos.

DEFINICION 4.0.2. Sea X un espacio de Banach. Un espacio de Banach Y es llamado
un predual de X si X es equivalente a Y*. En tal caso se dice que X tiene predual.

Si Y es un predual de X, entonces escribimos X = Y* en lugar de X ~ Y.

En este capitulo se daran condiciones necesarias y suficientes para la existencia de un
predual de un espacio de Banach.

4.1. Ejemplos de espacios con y sin predual

4.1.1. Espacios con predual. Para cualquier espacio de Banach X es obvio que
él es un predual del espacio de Banach X*. Asi por lo visto en el Capitulo 2 tenemos
que ¢y ¢o son preduales de '

Otros ejemplos inmediatos de espacios de Banach con predual son los espacios reflexivos,
va que si X es reflexivo, entonces X = x* y esto implica que X* es un predual de X,
pues X = X. De acuerdo a lo visto en el Capitulo 2 cada espacio /P, con 1 < p < 00 es
reflexivo y tiene como predual a ¢4, donde ;z_la + % =1.

DEFINICION 4.1.1. Cuando cualesquiera dos preduales de un espacio de Banach X son
isométricamente isomorfos, entonces se dice que X tiene predual tnico.

Esto sucede para cualquier espacio reflexivo, pero hay espacios de Banach que no tienen
predual tinico. Por ejemplo, ¢! no tiene predual inico ya que ¢ y ¢y no son isométrica-
mente isomorfos. A continuacién comprobamos estas afirmaciones.

99
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Supongamos que X es un espacio de Banach reflexivo y Y es un predual de X. Entonces
X ~ (X*)"y X =~ Y*. Por los Teoremas 2.9.3 y 2.9.2 se tiene que Y es reflexivo y por
el 24.1, Y™ ~ X*. Entonces Y ~ X*.Es decir, X tiene predual tnico.

El espacio ¢, tiene la propiedad (D): dado = € ¢y con ||z|| = 1, existen x1, 22 € ¢ tales
que 1 # Ty, [lz1]| = [lazf =1y
1

5(1’1 +ZL’2) = X.

O sea, B, no tiene puntos extremos.

En efecto, como © = (z,) es una sucesion que converge a 0, entonces |ry| = 1 para
algin N. Por otra parte, existe N; > N tal que |zy,| < 1. Escojamos k& > 0 tal que

1 1
_1<xN1_E<$N1+E<1

y definamos: z; = (mfﬁ) Y Ty = (%22)) donde xE&f = TN, — %,xﬁj =N+ 5 ¥

xﬁf) =z, = x,(f) para n # Nj. Es claro que 7 y x5 satisfacen (D).

Afirmamos que el espacio ¢ no tiene la propiedad (D). Sea z = (1,1,1,..) y supongamos

que existen 561:(%%1)) y Ta= <x£2)> en c tales que xy # xg, ||z1|| = ||22f| =1y

1
(4.1.1) 5 (14 29) = 2.
Asi, e +2® =2 para todo n y entonces 2 < |+ |22 para todo n. Si 2P o |2
es menor que 1, entonces el otro es mayor que 1, lo que contradice una de la hipotesis
por tanto, xg) = xg) =1y asi, xg) + 1’7(12) = xg) —|—x%2) y por tanto, xg) es

1 . 2 .
un multiplo no negativo de x5’ y como esos dos escalares son de mdédulo 1, obtenemos

x%l) = :ch) = 1 para todo n, con lo que contradice que x; # x».

Como la propiedad (D) se conserva bajo isomorfismos isométricos, se sigue que ¢y ¢
no son isométricamente isomorfos.

4.1.2. El espacio ¢y no tiene predual. Mostraremos algo mas fuerte que el
titulo de la subseccion. Veremos que ¢y no es topolégicamente isomorfo al dual de
ninglin espacio de Banach X. Lo haremos para el espacio real, pero con pequenas
modificaciones la prueba funciona para el caso complejo. Antes necesitamos ver algunos
resultados auxiliares.



4.1. EJEMPLOS DE ESPACIOS CON Y SIN PREDUAL 101

LEMA 4.1.2. Sea Z un espacio topoldgico no vacio. Si Z es de Baire y (F,) es una
sucesion de subconjuntos cerrados de Z tales que Z =] - | F,,, entonces:

(a) Uz, Int(F,) # 0.
(b) U,—, Int(F,) es denso en Z.

DEMOSTRACION. (a) Supongamos lo contrario. Entonces Int(F,) = (Z) ara todo
n > 1. Tenemos que Z \ F,, es un abierto y denso en Z. Asi, ()7, (Z \ F,,) = 0 es denso
en Z, lo que es absurdo.

(b) Sea U un abierto no vacio de Z. Entonces U es un espacio de Baire. El con-
junto U F, es un cerrado de U para cada n > 1y U = |-, U F,. Por (a)
U,~, Inty (UNF,) # 0. Como Inty (UNF,) C U(Int(F,) para cada n > 1, en-
tonces U (U,—, Int (F,,) # 0 y se sigue (b). O

LEMA 4.1.3. Sean X wun espacio de Banach tal que X*es separable y K C X* un
conjunto w* - compacto. Existe x* € K tal que si una sucesion en K es w*—convergente
a x* € K, entonces lo mismo sucede respecto a la norma en X*, es decir la funcion
identidad I : (K,w*) — (K, ||-||) es continua en x*. Por esto se dice que x* es un punto
de w*—norma continuidad en K.

DEMOSTRACION. Como todo subespacio de un espacio métrico separable es separa-
ble, existe en K una sucesion (z) densa en K. Sea (€,)una sucesion de reales positivos
que converge 0. Entonces K = J-_, B., [z,»] () K para cadan > 1y B, [z, K es
w* - cerrado para cualesquiera n,m > 1.

La topologia w* restringida a K es metrizable por ser K acotado en la norma (Corolario
2.8.4). Sea d la métrica que define la topologia w* en K. Entonces, (K, d) es compacto
y por tanto, completo. Entonces (K, d) = (K, w*) es un espacio de Baire.

Sea V,,, el w —interior de B, [z K, para m,n > 1. Por el lema anterior el w* -
abierto V,, = U Vinn €8 denso en X . Cada V,,, es una w*-vecindad abierta, en K,
de cualquiera de sus puntos y ||z* — y*|| < 2¢, siempre que z*,y* € V,,,. De donde,
cada x* € V,, tiene una w*-vecindad abierta en K con didmetro, respecto a la norma,
menor que 2¢,.

Como (K, d) es un espacio de Baire, se tiene que V = (', V}, es denso en (K, d).

La funcion idéntica I :(K,w*) — (K,||-||) es continua en cada z* € V. En efecto,
si x* € V, entonces sabemos que tiene una w*-vecindad abierta en K con diametro,
respecto a la norma, menor que 2¢,, para cada n > 1 y como ¢, — 0 se sigue la
afirmacion. De donde, cada vez que una sucesion converge en (K, w*) a x*, lo mismo
sucede respecto a la norma.
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Como (K,w*) es metrizable. La continuidad de I : (K,w*) — (K, ||-||) equivale a la
continuidad por sucesiones. 0]

TEOREMA 4.1.4. Sean X yY dos espacios de Banach yT : X — Y™ un isomorfismo to-
pologico sobre su imagen, donde el dual Y™ es separable. Entonces todo conjunto FF C X
cerrado y acotado tiene un punto x € F' tal que si una sucesion en F' es w—convergente
a x, entonces lo mismo sucede respecto a la norma en X. Por esto se dice que T es un
punto de w-norma continuidad en F.

DEMOSTRACION. Existen m, M > 0 tales que
(4.1.2) m ||zl < || T (x)|| < M |[|z]]

para todo z € X.

Llamemos K a la w*-cerradura de T'(F'). Entonces K es w*-cerrado y acotado (Corolario
2.7.19), por tanto, es w*-compacto. Por el lema anterior existe un punto y* € W de
w*—norma continuidad en K. También existe una sucesion (y) = (T (x,)) en T(F)
que w*-converge a y* y por tanto, lo mismo sucede respecto a la norma. Por (4.1.2)
tenemos que (x,) es una sucesién de Cauchy en X, y por tanto, converge, digamos a
z, en X. Entonces, T (z) = y*. Sea € > 0; como la funcion identidad I : (K,w*) —
(K, ||-]|) es continua en z*, existe una w*-vecindad W de y* tal que z* € W N K implica
|2* — y*|| < me. Entonces v € T~ (W)NF implica | T (u) — T (z*)|| < me. El conjunto
T~ (W) es w-abierto en X, ya que T es w —w*-continuo de acuerdo al Teorema 2.7.22.
Afirmamos que x es un punto de w-norma continuidad en F', pues si (u,) es una sucesion
en F' que w-converge a x, entonces existe N > 0 tal que para n > N se cumple que
u, € T-H(W)N F y por tanto, ||T (u,) — T (z*)|] < me. De (4.1.2), concluimos que
|lun, — x*|| < esin> N. O

AFIRMACION 4.1.5. El espacio real ¢y no es topolégicamente isomorfo al dual de ningin
espacio de Banach X.

Supongamos lo contrario y sea X un espacio de Banach tal que X™ es topologicamente
isomorfo a ¢g. Entonces X* es separable ya que ¢y lo es. De acuerdo al Teorema 4.1.4
existe € By, con x = (z,), que es un punto de w-norma continuidad en B,,. Si (e,)
es la base de Schauder candnica de ¢y, entonces cualquier sucesion de la forma (A,e,)
donde A\, = %1 es w-convergente a 0, ya que iz_% |z* (Anen)| = 0 para todo z* € .

Existe N > 0 tal que —%<xn<%sin>N.Deﬁnamosyn:(0) sil<n< Nypara
n > N hagamos y, = e, 0 y, = —e, segin que x, < 0 o x, > 0. Entonces, ||y,|| =1
sin> Ny (z—y,) es una sucesion en B, que w-converge a x. Por tanto, también lo
hace en la norma; o sea que ||y,|| — 0, lo que es absurdo.
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4.2. Condiciones necesarias y suficientes para la existencia de un predual

TEOREMA 4.2.1. 5% en X™ existe un subespacio vectorial minimal V' y de caracteristica
1, entonces existe un isomorfismo isométrico T : X — V* tal que la inmersion candonica
de V en V**sequida de T} es la identidad en V. En particular, X tiene predual.

DEMOSTRACION. Por los teoremas 3.4.4 y 3.3.10 tenemos X™* = X & V+ y |7 <
|Z + vt para cualesquiera x € X y vt € V4. En este caso el isomorfismo canonico Tp:
XVt — X correspondiente a esa suma directa es una isometria, ya que 2 = 7
si T es la proyeccion de x**a lo largo de V* y por tanto, ||z7|| < ||Z]] = ||To (™) ||
. En tanto que, ||Ty (@) || = ||Z|| < ||z + v'|| para cualesquiera x € X y vt € V*
implica la desigualdad en sentido contrario. Por tanto, 7j es un isometria. Tenemos que
T,7' @) =2+ V-t

Del Teorema 2.5.3 tenemos que X** V= % V*, donde T(z* + VY (v) = z*(v) para
cualesquiera v € V y x* € X*. Asi, T} =T o TO’1 o” : X — V* es una isomorfismo
isométrico. Para la ultima parte, tomemos v € V, entonces 77 (v) = v o T7. Para cada
zr € X, se tiene que v(T1(x)) = Ti(x)(v) = Z(v) = v(zx), por lo que T} (V) = v. O sea,
Ty o™ : V — X¥es la identidad en V. 0

TEOREMA 4.2.2. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach para el que eziste una topologia T
que es Hausdorff, localmente convera y Bx es T-compacta. Entonces, X tiene predual.

DEMOSTRACION. Definamos V' = {v € X# :v|By es T—Continua}. Claramente V'
es un espacio vectorial y se tiene la primera de las siguientes dos contenciones.

(X,r)rcva(X |-

Para ver que también es cierta la segunda, observamos que si v € V., entonces v (Bx)
es la imagen continua de un conjunto 7-compacto, por tanto, también es compacto, lo
cual implica que es acotado en F, o lo que es lo mismo, v € (X, | - ||)*

El subespacio V de (X, ||-||)* separa puntos de X debido a que (X, 7)* lo hace; de donde,
0(X,V) es de Hausdorff. Por otra parte, afirmamos que V' es cerrado en (X, || - ||)*. Para
probarlo sean * € V, € Bx y € > 0. Existen v € V y una 7- vecindad W de z tales
que [[v —2*|| < £y |v(y) —v(z)| < §siz,y € W()Bx. Entonces, v,y € W[ Bx
implica

2" (y) — " (2)] < 2" (y) = v (W) + v (y) — v (@) + v (2) — 2" (2)]

por lo que |z* (y) — 2* (x)| < e. O sea, *| Bx es T-continua . Entonces z* € V' y se sigue
nuestra afirmacion.
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Con lo anterior, hemos visto que se cumplen las hipotesis para aplicar el Teorema 3.4.10,

por lo tanto, V' es minimal y de caracteristica 1, y entonces X tiene predual por Teorema
4.2.1. O

En el siguiente teorema que caracteriza a los espacios de Banach con predual resumimos
mucho de lo hecho hasta ahora.

TEOREMA 4.2.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) X tiene predual.

(b) Eziste un subespacio V- C X*minimal y de caracteristica 1.

(¢) Eriste un subespacio V. C X* cerrado, w*-denso tal que X** = X @ V+ y |7 <
|Z + vt || siempre que x € X y vt € VL.

(d) Eziste un subespacio cerrado V- C X* tal que Bx es o(X,V)-compacto y o(X,V)
es Hausdorff.

(e) Eziste una topologia 7 en X localmente convera y Hausdorff tal que Bx es T-

compacto.

DEMOSTRACION. (a)=- (b) Supongamos que Y™* ~ X. Por el Teorema 3.4.11, Y es
minimal y de caracteristica 1 en Y*. Se sigue del Corolario 3.4.9 que T* (Y) C X* es
minimal y de caracteristica 1.

Que (b) implica (a) es consecuencia inmediata del Teorema 4.2.1.
Las afirmaciones (b) y (c) son equivalentes debido a los teoremas 3.3.10 y 3.4.4.
La equivalencia entre (b) y (d) es el Teorema 3.4.10.

Es claro que (d) implica (e). Y finalmente, que (e) implica (a) es el Teorema 4.2.2. [

4.3. Espacios sin predual topolégicamente isomorfos a duales

J. Dixmier se pregunt6 en [4]: ;Un espacio de Banach X topologicamente isomorfo
a un espacio dual Y™, necesariamente tiene un predual? Esto fue respondido tiempo
después de forma negativa (|8]). Mucho més recientemente se dio un procedimiento para
construir a partir de cualquier espacio de Banach no reflexivo un espacio de Banach
topolégicamente isomorfo a un espacio dual, pero sin predual; es decir, no isométrico a
ningin espacio dual.

En la primera seccion veremos el ejemplo especifico y en la segunda mostraremos el
procedimiento antes mencionado.
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4.3.1. Un espacio isomorfo al espacio real />* y sin predual. Sabemos
que /> es isométrico a (¢1)". Por tanto, si X es topologicamente isomorfo a (* es
topologicamente isomorfo a un espacio dual.

LEMA 4.3.1. Hagamos V = By + B, en {*. Entonces, (x,) = x € V si y sdlo si
2]l <2 y limsup|a,| <1 siz= ().

DEMOSTRACION. Parte “solo si”. Sea x € V, es decir, t = y+ 2z con y € By ¥
z € B,,. Entonces,
limsup|z,| = limsup|y, + 2|
< limsup|y,| + limsup|z,|
lim sup|y,| <1

y es claro que ||z| < 2.

Para probar la parte “si”, tomemos x € £*°, con z = (z,,) tal que||z|| < 2y limsup|z,| <
1. Si x, = 0 excepto para un nimero finito de naturales n, el resultado se sigue de

inmediato, ya que:
@) =(3)+(3)
Tn) = (— — .
2 2

Supongamos ahora que x,, # 0 para una infinidad de naturales n.

Por el hecho de que limsup|z,| < 1, existe una sucesion Ny, Ny, -+, Np,, - -+ estricta-
mente creciente de niimeros naturales , tales que

1
sup || <14+ ———
]gZ]\I/?m| k| m+1

si m > 1. Hagamos Ny = 0.

Definimos dos sucesiones (y,,) v (z,) como

o xn_m_—i-l sl Nm<n§Nm+lyxn20
In = a4+ - si Np<n< Ny va,<0

Zp = Tp — Yn
para cada n > 1.
Claramente x = (y,)+ (z,). Veamos que las sucesiones (y,) v (2,) cumplen lo requerido

Sea Ng <n < N;.Si x, >0, entonces 4y, =z, — 1y 0 <z, <2.5ix, <0, entonces
Yn =2, +1y =2 < x, <0. En cualquier caso, —1 <y, < 1.
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Sea N,, <n < Npiq, conm > 1. Si z, > 0, entonces y, :xn—ﬁ y0< 2z, <
1+ m;H flsi z, <0, entonces y, = z, + m#ﬂ y — —1# < x, < 0. En el primer caso,
—1 < =75 <wyn <lyenelsegundo, -1 <y, < -5 <1

Por lo anterior, |y,| < 1 para todo n > 1; o sea, (y,) € By, y es inmediato ver que
(zn) € Bey, ya que es una sucesion de bloques con valores 1, %, %, e OJ

COROLARIO 4.3.2. El conjunto V es cerrado en (.

DEMOSTRACION. Tomemos una sucesion (y) en V, con yr, = (y¥)nen, que sea
convergente a = (). Asi, y* — =z, cuando k — oo, uniformemente respecto a n
. Por el Lema anterior, |y*| < 2 para cada n,k € N y limsup|y?| < 1 para todo k.

Entonces |z| < 2. Por otra parte, dado € > 0 existe K > 0 tal que |[y* — x,| < € si
k > K y para todo n > 1. Se sigue que |z,| < € + ‘yﬂ para todo n > 1 y entonces
limsup|z,| < e+ 1. Como € es arbitraria, limsup|z,| < 1. Entonces z € V y V es
cerrado. (|

LEMA 4.3.3. El conjunto V' no tiene puntos extremos.

DEMOSTRACION. Sea x = (x,,) € V, entonces (z,,) = (yn) + (2,) con (y,) € Bpo y
(2n) € B, -

Supongamos que (z,) = (0) . Entonces,

(20) = 3 () + (1L0,0,0.0) + 2 ((u) + (~1,0,0,0.)

y las sucesiones (y,)+(1,0,0,0..) v (yn) +(—1,0,0,0..) son distintas y pertenecen a V.
De donde, (x,) no es punto extremo de V.

Supongamos ahora que z = (z,) # (0). Como x = (z,) es una sucesién que converge a
0, entonces |zy| = ||z|| para algin N. Por otra parte, existe N; > N tal que |zn,| < ||2]|.
Escojamos k& > 0 tal que

1 1
Nzl < 2 = 7 < 2w+ 3 <12

/ 1 1" 1 / "
y definamos zy, = 2y, — 1,2y, = 28, T 1, ¥ 2, = 20 (n) = 2, para n # N;. Entonces

() = % <(yn> + <Z;>) + % ((y”> + (Z’/”‘)>

y las sucesiones (y,,)+ (z;) V (yn) + (z;;) son distintas y pertenecen a V. Con esto queda
probado el Lema. O

TEOREMA 4.3.4. Ezxiste un espacio de Banach X isomorfo a £*° que no tiene predual.
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DEMOSTRACION. Tomemos la bola unitaria cerrada By~ y hagamos V' = By~ 4 B,,.
Claramente By~ C V' y By~ es absorbente, lo cual implica que V' también lo es. Sea
py la funcional de Minkowski de V' en ¢*°. Por ser By~y B, conjuntos balanceados y
convexos, se sigue que V también lo es, y por el lema anterior V' es cerrado. Aplicando
la Proposicion 1.1.21 podemos asegurar que py es una seminorma, que ademéas cumple
con que {z € £~ : py(x) < 1} = V. Por otro lado, si € (", 1V se obtiene por el
corolario anterior que, ||z| < 2 para todo n € N, es decir z = 0; de donde: py(z) = 0
implica « = 0; por lo que py es una norma.

Hagamos X = ({*,py) y veamos que (¢*°/] - ||) es isomorfo a X bajo la funcion
identidad. Tenemos que By~ C V' y V C 2By, entonces ||z|| < 1 implica py(z) < 1y
pv(z) < 1implica £[|z| < 1. Por la proposicion 1.1.19, se puede asegurar que py (z) <
lz|l v ||=|| < 2py(z). Por tanto, || - || y py son normas equivalentes. Queda probado el
isomorfismo.

Ya hemos visto que X es isomorfo a (>, veremos ahora que no tiene predual. Suponga-
mos lo contrario, entonces existe un espacio de Banach Y y un isomorfismo isométrico
T:Y* — X. Sabemos que By« es w*-compacto, por tanto, por el Teorema de Krein &
Milman, By es la w*-cerradura de la envolvente convexa del conjunto de sus puntos
extremos. Como T (By+) = V y las transformaciones lineales inyectivas conservan los
puntos extremos de conjuntos, entonces V' tiene puntos extremos, lo que contradice al
lema anterior. O

4.3.2. Construccion de espacios de Banach sin preduales, pero topolé-
gicamente isomorfos a duales.
El procedimiento que se expone en esta seccion se debe a Libor Vesely [10] y permite
construir a partir de cualquier espacio de Banach no reflexivo un espacio de Banach sin
predual, pero topolégicamente isomorfo a un dual.

LEMA 4.3.5. Sea X un espacio normado. St x € X y A C X entonces
(a) x + conv(A) = conv(z + A)

(b) x + Cl(conv(A)) = Cl(conv(x + A))

DEMOSTRACION. (a) x+conv(A) es convexo y contiene a z+ A; de donde conv(z +
A) C = + conv(A). De aqui, conv(A) = conv(—x + x + A) C —x + conv(z + A), y
obtenemos la otra contencion.

(b) Como las traslaciones son homeomorfismos, bastara tomar la cerradura en (a) para
obtener (b). O
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Supongamos que X es un espacio de Banach real.

Sea xj € X* y hagamos
L = ker(z}) () Bx.

Este subconjunto de X es cerrado, balanceado y convexo.

Definimos el siguiente conjunto en X x R.

Co = {(Bx x {oh) [ J(L x {=1h [ J(L x {1})}

y
C' = Cl(conv(Cy)).

Como resultado del lema anterior, obtenemos:

COROLARIO 4.3.6. Los puntos del conjunto (0, —1) + conv(Cy) tienen segunda coorde-
nada en [—2,0] y los del conjunto (0,1) + conv(Cy) en [0,2]. Ademds

(0, +¢) N ((0,-1)+C)
(4.3.1) = Cl(conv((0,1) + Cp)) () Cl(conv((0,—1)+ Cp)).

DEMOSTRACION. Por (a) del Lema anterior,
(0, —1) + conv(Cy) = conv((0,—1)+ Cp)
= conv ((Bx x {=1){J (L x {=2{J (L x {0})).

por tanto, la segunda coordenada de todo elemento en este conjunto esta en [—2,0].
Con argumentos similares, se prueba que la segunda coordenada de cualquier elemento
de (0,1) + conv(Cy) esté en [0, 2].

La igualdad (4.3.1) es consecuencia inmediata del inciso (b) del lema anterior. O

Definimos el conjunto

LQ =L x {O}
LEMA 4.3.7. Para el conjunto Ly se cumple la siguiente iqualdad

Lo = ((0,1) + C)[)((0,-1) + C)

DEMOSTRACION. Sea x € L, entonces (0,1) + (z,—1) = (z,0) = (0, —1) + (z, 1),
por tanto (z,0) € ((0,1) + C)(((0,—1) + C). Inversamente, sea (z,t) € ((0,1) +
C)N((0,—1) + C). Por la igualdad (4.3.1) tenemos

(x,t) € Cl(conv((0,1) 4+ Cy)) ﬂ Cl(conv((0,—1) + Cp)),
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entonces existen dos sucesiones ((z,,t,)) v ((z,,1.)), en conv((0,1)+Cp) y conv((0, —1)+
Cy), respectivamente, tales que

(4.3.2) lim (z,,t,) = (x,t) = lim (2, t))

n’’n
n—o0 n—oo

Por el Corolario (4.3.6), t,, € [0,2] y t, € [-2,0]. De donde, ¢t = 0.

Asi, para ver que (z,t) = (x,0) pertenece a Ly solo falta probar que x € L. Para
eso, primero notemos que (0,1) + Cp = ((Bx x {1}) U(L x {0}) U(L x {2})). Ahora
supongamos que en la ecuacion 4.3.2 sucede que para una infinidad de naturales n
aparecen puntos de By x {1} en la combinaciones convexas que definen a los puntos
(2, t,). Si para una infinidad de esos n también aparecieran puntos de L x {2} en las
combinaciones convexas correspondientes, tendriamos que t,, € [1, 2] para una infinidad
de naturales, y esto contradice que ¢ = 0. Por tanto, para dichos naturales n, existe N
tal que si n > N, entonces los puntos (z,,t,) son de la forma

(«73n>tn> = Z O‘?(a?7 1) + Zﬁjn(b?’ 0)
i=1 j=1

con af € Bx y b} € L. Por tanto, Yo alh — 0, pues t =0y como || Y ;" afal|| <
Doy ledlllaill = 3252, o, se sigue que

Tn Sn Sn
r= limz, = lim E aj'a; + E Brot | = lim E Bro.
i=1 j=1 j=1

Asi, x € L, por ser este conjunto cerrado. En este caso se tiene que (x,t) = (x,0)
pertenece a L.

El caso en que s6lo para un numero finito de naturales n sucede que aparecen puntos
de Bx x {1} en la combinaciones convexas que definen a los puntos (x,,t,), podemos
afirmar que existe N € N tal que (z,,t,) € {(L x{0}) U(L x {2})} sin > N; de donde,
es inmediato que x € L. Por lo que también se cumple que (z,t) = (x,0) pertenece a
Lo v esta probado el lema. O

LEMA 4.3.8. Se cumplen las siguientes tqualdades:
(ker(zf) x R)(C = Lx[-1,1]

= conv(((0,1) + Lo) [ J((0,~1) + Lo)).

DEMOSTRACION. Como L es un conjunto convexoy (0,1)+Lo = Lx {1}y (0,—1)+
Lo = L x {—1}, entonces

conv(((0,1) + Lo) | J((0,—1) + L)) = L x [-1,1].
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De la definicion del conjunto L se sigue que L x [—1,1] C (ker(zj) x R). Por otra parte,
(L x {1}H)U(L x {—1}) C Co, y al tomar la envolvente convexa en ambos miembros
obtenemos la contencion L x [—1,1] C C. Por tanto,

L x [-1,1] C ((ker(zp) x R)[)C).

Inversamente, sea (z,t) € ((ker(zf)xR) (N C)). Como C C Bxx[—1,1]y (ker(xf) [ Bx)
L entonces (z,t) € L x [—1,1] O

TEOREMA 4.3.9. Sea (X, || - ||) un espacio real de Banach no reflexivo. Entonces eziste

una norma ||| - ||| en X x R tal que

(a) La norma ||| - ||| es equivalente a la norma usual || - || en X X R.
(0) (2, 0)[[| = [lz]| para todo x € X.

(¢) La proyeccion 7w : (X xR, |||-|||) = (X, || - ||) definida como w(z,t) = x tiene norma
uno.

(d) El espacio (X x R, ||| - |||) no tiene predual.

DEMOSTRACION. Por una de las distintas caracterizaciones de los espacios de Ba-
nach no reflexivos (Teorema 1.13.14 de [11]) tenemos que existe una funcional z € X*
que no alcanza el valor de su norma en Byx. Tomemos

L = meker(xé),
Lo = Lx {0},

Co = (Bx x {0y J@ x {-1H | J = {1}),
C = CIH.”OO(COHV(CO).
Para (x,t) € X X R consideramos las normas ||(x,t)|l1 = ||z|| + [t| v [|(z,t)]|ec =

max{||z||, |t|} y denotaremos por Bxx,r, Bxx.r a las bolas unitarias en X x R corres-
pondientes a estas normas.

Es claro que

Co C By x{-1,0,1}
(433) C C BX X [—1, 1] - BXXOOR

Como Cj es simétrico entonces conv(Cy) = conv(—Cj) = —conv(Cyp). Al tomar cerra-
duras concluimos que C' es simétrico.

Sean (z,y) € C'y |t| < 1. Como (0,0) € C'y C es convexo y simétrico, entonces
t(z,y)+ (1 —1)(0,0)sit >0y —t(—z,—y)+(1+1¢)(0,0) € Csit <0.Es decir, C es
balanceado.
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Afirmamos que
(4.3.4) Bxx,r C C.
|| I <1

Sea (x,t) € Bxx,r, 1.6 gy

y entonces, (z,t) = (1 — |t|)(1 B 0) + [t| (0, £1) € C, donde el signo £ se toma seglin
t>00t<0.8i|t|]=1,entoncesx =0y (0,t) e Lx {1} CCo(0,t) e Lx{-1} CC
segin que t = 1 o t = —1. Queda probada la afirmacién .

Como Bx,r es absorbente tenemos que C' también lo es. Tomemos la seminorma
definida por la funcional de Minkowski de este conjunto en el espacio vectorial X x R:

|[(z,t)||] = inf{a > 0: (z,t) € aC'}.

De hecho, ||| - ||| es una norma en X x R, ya que |||(z,t)||| = 0, implica que (z,t) €
aC C aBxx_ g para todo a > 0. Equivalentemente, ||(z,t)||. < « para todo o > 0,
por lo que (x,t) = (0,0).

Ademas, como la bola unitaria Bxx,, & de (X x R, [[| - [[|) es {(z,t) : [|[(z,8)]|| <1} =
C, se sigue de (4.3.4) que ||(z,t)|l; < 1 implica que |||(z,t)]|| < 1. Por la Proposicion
1.1.19 se cumple que |[|(x,t)||| < [[(z,¢)]1 en X x R. De (4.3.3) se tiene de manera
analoga que ||(z,t)|lco < |||(z,t)|||- En resumen,

Gz, )lloo < {11, O] < I, 8) 1

en X x R.
Como || |l ¥ || - |1 son equivalentes entre si, entonces ||| - ||| también lo es con cada
una de estas normas. Por consiguiente, ||| - ||| satisface el inciso (a) del enunciado.

Para la demostracion de (b) y (c), veamos que se dan las siguientes contenciones:
(4.3.5) Bx={re€ X :(2,0) € C} =7 [C] =7 [Bxx.r|-

Por 4.3.3, © € By siempre que (x,t) € C'y como x € By implica que (z,0) € Bx X
{0} € Cy C C, obtenemos la primera igualdad. Y de (4.3.3) se sigue que 7 [C] C
W[BXXOOR] C BX .

Tenemos (z,0) € aC' siy sdlo si é(a:, 0) € C, y por (4.3.5) esto equivale a decir que
11 € By, o lo que es lo mismo 2 € aBx. Como = € |z|| By, entonces (z,0) € ||z C;
lo cual implica que |||(z,0)||]] < [|z]|. Y de modo anélogo, como (z,0) € ||(z,0)|||C,
entonces z € ||(z,0)|||Bx; de donde, ||z|| < |||(z,0)|||. Por tanto se cumple (b).

Por otro lado, para ver que se cumple (c¢) supongamos que |||(z,t)||| < lo sea, (x,t) €
C' C Bxx.r- Entonces ||7(z,t)|| = ||z]| < 1, de donde |||x||| < 1. Por b), |||(z,0)||| =
||z|| para todo = € X; entonces ||7(z,0)|| = 1si |||(x,0)]|| = 1, por lo que 1 < |||x]||. Es
decir, se cumple (¢).
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Para probar (d) supongamos que existe un espacio de Banach Z y un isomorfismo
isométrico

T: (X xR — 2"
Como C' = Bxy &, entonces, T’ [C] = By~ es, por el Teorema de Alaoglu, w*-compacto
en Z*.

Por el Lema 4.3.7 y el hecho de que T' es lineal y continua tenemos:
T [Lo] = (T(0,1) + T [C]) (\(T(0, =1) + T [C))

y T'[Lo] es w*-compacto en Z*, por ser la interseccion de dos conjuntos w*-compactos.

Por el Lema 4.3.8 y la Proposicion 1.1.12 se tiene que

T((ker(xp) x R) () C] = conv((T(0,1) + T[Lo)) | J(T(0,~1) + T[L])).

De la Proposicion 1.1.7 se sigue que este conjunto es w*—compacto en Z* por serlo los
conjuntos convexos 1°(0,1) + T'[Lo| y T'(0, —1) + T'[Ly.

Sea r > 0 arbitraria. Entonces T[(ker(zf) x R)[(C] = Tker(zf) x R]() Bz y como
(ker(xf) x R) = r(ker(z) x R) se sigue que
rT[(ker(zf) x R)YNC] = r(T|(ker(xf) x R)|()Bz«)
= Tlker(zf) x R](\rBz-.

De donde, T'[ker(z§) x R](rBz« es w*- compacto y en particular, es w*-cerrado en Z*.

~

Por el Teorema de Krein-Smulian T'[ker(z{) x R] es w*-cerrado.

Definimos la funcional lineal F': (X x R, ||| - |||) = R como
F(z,t) = af (7 (x,t)) = z5(x).
Entonces, ker(F) = (ker(zf) x R), lo cual implica que ker(F o T~!) = Tlker(z}) x R|

es w*-cerrado, lo que equivale a decir que la funcional lineal F o T : (Z* w*) — R es
w*-continua.

Debido a que toda funcién real continua en un compacto alcanza su valor maximo,
existe 2* € By tal que sup{|F(T~1(z*))| : 2* € Bz} = |F(T"(2))| - De donde,

IIF(Il = SgglF(C)l = sup |F(T'(z")| = |F (20, to)|

Z*EBZ*
con (xg,tg) =T~ (23) € C. En particular, 2y € Bx.

Como C es balanceado, podemos suponer, sin perder generalidad, que
EN] = F(zo, to) = x5 (x0) -
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De las contenciones 4.3.5 vemos que se cumplen las siguientes igualdades

F(ao, to) = [|IF[|l = sup [F(z,t)] = sup |25(z)]
(zt)eC zeT[C]
— sup (@] = 73],
$€BX
Asi, ||zg]| = 2§ (z9) . Como xy € By se contradice el hecho de que x5 € X*no alcanza
el valor de su norma en By. Por tanto, (X, ||| - |||) no es isométricamente isomorfo a
ningtn dual. 0

Concluimos con lo anunciado al inicio de esta seccion: a partir de cualquier espacio de
Banach no reflexivo es posible construir un espacio de Banach sin predual y topoldgi-
camente isomorfo a un dual.

Sea X cualquier espacio de Banach no reflexivo. Por el Teorema 2.9.2 X™ no es reflexivo.
Por tanto, se sigue del Teorema 4.3.9 que a X* xR se le puede dar una norma |||-||| equi-
valente a la usual y tal que (X* x R, ||| - |||) no tiene predual. Es decir, (X* x R, ||| - |||)
es topologicamente isomorfo a (X* x R, |||, ). Por el Teorema 2.2.6, (X* xR, ||| - [||)

*

es topologicamente isomorfo al dual (X xR, ||-||)
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