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Introduccion

Conjetura de Erdés—Faber—Lovadsz

Actualmente, resulta imposible hablar de combinatoria, matemaéticas discretas y teoria
de gréficas sin mencionar a Paul Erdos quien es, sin duda alguna, uno de los matematicos
que mas contribuciones tiene en estas areas de las matematicas; esta afirmacién puede
constatarse a partir de la larga lista de publicaciones de este notable matematico. Ademas
de la gran cantidad de resultados que deja plasmados a lo largo de cientos de articulos,
Erdés deja también muchos problemas abiertos, que hoy en dia siguen sin ser resueltos.

Una parte de este trabajo de tesis aborda uno de los problemas que propuso Paul
Erdés, junto con sus colegas Vance Faber y Laszl6 Lovasz alrededor de 1972, segin narra
Faber en [29]. Este problema apareci6 en 1974 en [10] y establece lo siguiente:

“Si|Agl =n, 1 <k<n y|ANAj <1 paral <i < j <n, entonces uno puede
colorear los elementos de la unién J;_, A; con n colores de tal forma que todo conjunto
tenga elementos de todos los colores.”

A este problema se le llamé en un principio “el problema de los n conjuntos” (ver [10]),
y hoy en dia se le conoce como la Conjetura Erdés—Faber—Lovasz (E-F-L); y aunque en
un principio parece muy inocente es, desde mi punto de vista, uno de los problemas mas
maravillosos y complejos que hay en el area de matematicas discretas en la actualidad,
concretamente en teoria de graficas. El problema se plantea de manera inmediata en térmi-
nos de graficas de la siguiente manera: si G',...,G" son n copias de la gréfica completa
de n vértices con la propiedad de que cualesquiera dos de estas copias comparten a lo mas
un vértice, entonces la grafica G = J;_; G* tiene ntimero cromdtico igual a n. En esta
tesis y en esta introduccion llamamos n—grdfica E-F-L a la grafica G.

Hay trabajos que acotan superiormente el ntimero de colores requeridos para colorear



a las n—graficas E-F-L, por ejemplo Chang y Lawler probaron en [19] que son suficientes
[37" —2] colores para colorear la gréfica G. También hay trabajos que verifican la Conjetura
E-F-L para casos pequenos, concretamente, Hindman probé en [37] que toda n—gréfica E-
F-L con n < 10 satisface la Conjetura E-F-L; esta cota fue mejorada por Romero, Alonso—
Pecina y Sanchez—Arroyo para n < 12 en [54]. Por otro lado, Kahn probé en [43] que toda
n—grafica E-F-L tiene nimero cromético a lo més n + o(n), probando que la Conjetura
E-F-L es cierta asintéticamente. La version fraccional de la conjetura fue probada por
Kahn y Seymour en [44]. Existen ademds trabajos que muestran familias de n—graficas
E-F-L que satisfacen la Conjetura E-F—L, y otros que estudian diferentes equivalencias
de la conjetura (ver 7, 6, 11, 21, 42, 50, 52, 55, 57|, y [32, 37, 47, 56], respectivamente),
sin embargo, es claro que, hasta este momento, la prueba de la conjetura queda todavia
muy lejana.

En el Capitulo 2 damos un panorama de este problema, dando equivalencias y resul-
tados, sin entrar en mucho detalle, de lo que se ha hecho de 2007 a 2013. El resultado
principal de este capitulo, establece una nueva familia infinita de n—gréficas E-F-L que
satisfacen la Conjetura E-F-L (ver teorema 2.4.3). Es importante mencionar que este tra-
bajo culminé con un articulo de investigacion dado en [6], y que fue un trabajo conjunto
con mi asesora de doctorado, Gabriela Araujo, y mi hermano académico, Christian Rubio.

El Capitulo 2 se desglosa de la siguiente manera: en la Seccién 2.1 se expone la Con-
jetura E-F-L tal cual fue establecida (como se vio previamente), y de como surge (segun
Faber). En la Seccién 2.2 se establece la conjetura en términos de sistemas lineales, que
es la forma en que es més conocida. En la Seccién 2.3 damos una breve exposicién de los
resultados mas recientes que hay de la Conjetura E-F-L de 2007 a 2013. En la Seccién 2.4
damos una equivalencia a la conjetura en términos de ciertas descomposiciones de la grafi-
ca completa, y presentamos nuestro resultado principal, dado una nueva familia infinita de
n—graficas E-F-L que satisfacen la Conjetura E-F—-L. Este resultado es una generalizacion
de un trabajo previo, también dentro de este doctorado, dado en [7], que a su vez fue ins-
pirado por [55]. Finalmente, en la Seccién 2.5 se presentan resultados ya establecidos con
respecto a disenos resolubles y espacios proyectivos que satisfacen la Conjetura E-F-L,

pero vistos en términos de descomposiciones de graficas completas.



Transversales y 2—acoplamientos en sistemas lineales

Dada una familia finita F de conjuntos, una transversal es una seleccién minima de
puntos en los conjuntos de tal manera que cada uno de los elementos de la familia interseque
al menos uno de estos puntos. La cardinalidad de este conjunto minimo de puntos se le
conoce como el numero de transversal, denotado por 7, y es un parametro muy estudiado
en muchos contextos; en teoria de gréficas se le conoce como el nimero de cubierta (ver
[14, 23, 35]), y busca el minimo nimero de vértices en una grafica, de tal manera que
toda arista de la gréfica contenga alguno de estos vértices. En geometria discreta, este
pardmetro, conocido también como nimero de perforacion (ver [1, 2, 3, 26, 51]), es muy
estudiado, en este contexto F puede ser un conjunto de convexos que satisfacen ciertas
propiedades.

Supongamos que en la familia F podemos seleccionar un conjunto de conjuntos con la
propiedad de que de tres en tres no tengan un punto en comun; dicho subconjunto se le
conoce como 2—-acoplamiento (2—packing en inglés), y al maximo numero de elementos en
un 2-acoplamiento se le conoce como el nimero de 2—acoplamiento (2—packing number en
inglés), denotado por vs.

En esta tesis estudiamos la relacion entre 7 y 5 para ciertas familias de conjuntos, a
saber, las graficas simples, los planos proyectivos, los espacios proyectivos y los sistemas de
segmentos; ademds estudiamos 7y vy, con vy € {2, 3,4}, para familias de conjuntos donde
dos conjuntos comparten a lo méas un elemento (estos sistemas son llamados sistemas
lineales, y se definirdn con més precisién en el Capitulo 1).

En los lemas 3.4.1 y 3.4.2 de la Seccién 3.4 del Capitulo 3 se prueba, para sistemas
lineales, la siguiente relacion natural para estos dos parametros:

{2—‘ <7< 71/2(”2 _ 1),

21 = = 2
esto es, para sistemas lineales, el nimero de transversal estda acotado superiormente por
una funcién cuadrética con respecto al nimero de 2—acoplamiento. Sin embargo, probare-
mos que para ciertas familias de sistemas lineales el niimero de transversal esta acotado
superiormente por una funcién lineal con respecto al nimero de 2—acoplamiento.

El Capitulo 3 estd desglosado de la siguiente manera: en la Secciéon 3.1 se dan las
definiciones bésicas para entender el problema. En las Secciones 3.2, 3.3 y 3.6 se estudia

la relacion entre el nimero de transversal y el numero de 2—-acoplamiento para el caso en



que los sistemas lineales sean gréficas, planos proyectivos y espacios proyectivos, respecti-
vamente, concluyendo que la relaciéon que hay entre estos parametros es que el niimero de
transversal esta acotado superiormente por el nimero de 2-acoplamiento. En la Seccién
3.4 se presenta el resultado principal de este capitulo, se prueba, en algin sentido, que si
el nimero de 2-acoplamiento de un sistema lineal es a lo mas cuatro, entonces también el
numero de transversal estd acotado superiormente por el niimero de 2—acoplamiento. En
la Seccion 3.5 se da una familia de sistemas lineales cuyo ntimero de transversal es igual al
su numero de 2—acoplamiento (uno de los problemas principales que resuelve esta tesis en
este tema). Finalmente, en la Seccién 3.7 se establece que en general, en sistemas lineales,
no es cierto que el nimero de transversal estd acotado superiormente por el nimero de
2—acoplamiento.

Es importante mencionar que este trabajo culminé con un articulo de investigacion
dado en [5], y que fue un trabajo conjunto con Gabriela Araujo, Amanda Montejano y

Luis Montejano.



Capitulo

Definiciones generales

En este primer capitulo, introducimos la terminologia y definiciones generales que
usaran a lo largo de esta tesis.

En la Seccion 1.1 damos los conceptos basicos generales de la estructura combinatoria
en la que vamos a trabajar, a saber, los sistemas lineales. En el resto de las secciones,
Seccién 1.2, Seccion 1.3, Seccion 1.4 y Seccion 1.5, damos los conceptos y resultados
necesarios de las subfamilias de sistemas lineales que vamos a trabajar en esta tesis. Estas
subfamilias son las graficas simples, los disenos, los espacios proyectivos y los sistemas de

segmentos.

1.1

Sistemas lineales

Un sistema de conjuntos es una pareja (X, F) donde F es una familia finita de subcon-
juntos de un conjunto finito no vacio X. A un sistema de conjuntos también se le conoce
como hipergrdfica, donde a los elementos de X y de F se les llaman vértices e hiperaristas,
respectivamente.

Gran parte de este trabajo se centra en una subfamilia de los sistemas de conjuntos, a
saber, los sistemas lineales. Un sistema lineal es un sistema de conjuntos (X, F) tal que
todo par de elementos F' y F' de F cumplen |[EN F| < 1. Ademé&s vamos a pedir que

todo subconjunto de F contenga al menos dos elementos de X, y que todo elemento de



X esté contenido en al menos un subconjunto de F.

De aqui en adelante denotaremos a los sistemas lineales como (P, £), y llamamos puntos
y lineas a los elementos de P y L, respectivamente. Usaremos las palabras incidente para
decir que un punto esta contenido en una linea, o bien que la linea contiene al punto, y

adyacente si dos puntos estan contenidos en una misma linea.

Algunos ejemplos de sistemas lineales que veremos a lo largo de esta tesis, y que se defi-
nirdn mas adelante con mas precisién, son: las graficas, los disenos, los planos proyectivos,

los espacios proyectivos y los sistemas de segmentos de linea recta.

El dual de un sistema lineal (P, £ = {l1,...,l}), es el sistema lineal (P*, £*) cuyos
puntos P* = {ly,...,l,} son las lineas de L, y las lineas £* = {Lj,.. .,LTP‘} son de la
forma L = {l; : p; € l; € L}. Note que el dual de un sistema lineal también es un sistema

lineal.

Decimos que dos sistemas lineales (P, L") y (P, L) son isomorfos, denotado por (P’, L) ~
(P, L), si existe una biyeccion f : P’ — P tal que p,q € P’ son adyacentes si y sélo si
f(p), f(q) € P son adyacentes.

Un subsistema (P’, L") de un sistema lineal (P, £) satisface P’ C Py para todo ' € £’
existe un unico [ € L, tal que I’ C [. El subsistema inducido por un conjunto de lineas
L' C L es el subsistema (P, L), donde P’ = [J,. .

Sea (P, £) un sistema lineal y p un punto de P. Denotamos por £, al conjunto de lineas
que son incidentes a p, esto es £, = {l € L : p € l}. El grado de p es el nimero de lineas
incidentes a p, esto es, deg(p) := |L,|. El grado mdzimo de (P, L), denotado por A(P, L),
es el méximo de los grados de todos los puntos de (P, £). Al conjunto de puntos de grado
al menos k lo denotamos por Xy, esto es X = {p € P : deg(p) > k}. A los puntos de
grado 2 y de grado 3 los llamamos puntos dobles y puntos triples, respectivamente. Un
sistema lineal (P, £) es r—regular si todo punto de P tiene grado r,y (P, L) es k—uniforme

si toda linea de L es incidente a exactamente k puntos.

Las definiciones anteriores son validas para cualquier sistema de conjuntos.



1.2

Graficas

En esta seccion, introducimos algunas definiciones elementales de graficas que usaremos
a lo largo de esta tesis. También presentamos algunos resultados, sin demostracién, que
utilizaremos en algunas secciones de este trabajo. Es importante decir que dichos resultados
son bien conocidos y aparecen en cualquier libro de texto de teoria de gréficas (ver [8, 15,
20]).

Un sistema lineal (P, £) es una grdfica simple cuando (P, £) es 2—uniforme. Usualmente
se denotan a las gréficas simples como G = (V, E), y se llaman vértices y aristas a los
elementos de V' y F, respectivamente. En ocasiones expresaremos al conjunto de vértices
de una grafica G como V(G), y al conjunto de aristas como E(G). Recordemos que una
grafica simple no tiene lazos ni aristas multiples, en esta tesis llamamos graficas a las
graficas simples.

Una gréfica H es una subgrdfica de una grafica G, si V(H) C V(G) y E(H) C E(G).
Por otra parte, si W C V(G), entonces la subgrdfica inducida por W, denotada por G[W],
satisface que V(G[W]) =W y E(G[W]) = {{u,v} € E(G) : u,v € W}.

Sean u y v dos vértices de una grafica G. Un camino entre u y v, o bien un uv—camino,
es una sucesion alternada de vértices y aristas ujejuses ... ex_1ug, CON €; = U;, U1 para
1=1,...,k—1, tal que uy = u y ux = v. Un paseo entre u y v, o bien un uv—paseo, es un
uv—camino sin aristas repetidas, y una trayectoria entre u y v, o bien una uv—trayectoria,
es un camino entre u y v sin vértices repetidos (y por ende, sin aristas repetidas). Es bien
sabido que si existe un camino entre dos vértices, entonces existe una trayectoria entre
ellos. La distancia entre dos vértices u y v de una grafica GG, denotada por d(u,v), es el
nimero de aristas de un wwv—trayectoria, si es que la trayectoria existe, o es infinito, si
no existe la tal uv—trayectoria. Una grafica GG se dice que es conexa, si para todo par de
vértices u y v de GG existe una uv—trayectoria. Note que la funcion distancia en una grafica
conexa G define una métrica en ella, esto es, (G, d) es un espacio métrico.

Un ciclo de longitud n (n > 3), denotado por C,,, es una sucesién de vértices y aristas

no repetidas ujejusges . .. e,_1u, tal que uy = u,. El cuello de una grafica GG, denotado por



g(G), es la longitud del ciclo (como subgrafica) mas pequenio en G.

Decimos que dos vértices u y v de una grafica G estan relacionados, denotado por
u ~ v, si existe una wv—trayectoria. La relacion ~ define una relacion de equivalencia
entre los elementos de V(G). Llamamos componentes conezxas a las graficas inducidas por
las clases de equivalencia inducida por la relacion ~. Note que si G' es conexa, entonces
u ~ v, para todo u,v € V(G). Por lo tanto, toda componente conexa es una subgrafica
(inducida) conexa de G.

Una gréfica G se dice que es completa, si todo par de vértices de G son adyacentes.
Es bien sabido que si G y H son completas, con |V(G)| = |V (H)|, entonces G ~ H, esto
es, esencialmente hay una unica grafica completa con |V (G)| vértices, y ésta la denotamos
como K,, donde n = |V(G)|. Note que cualquier subgrafica inducida de K, sigue siendo
una grafica completa, esto es, si W C V(K,), entonces G{W] ~ Kjy|. Un clan en una
grafica G es un subconjunto maximal U € V(G) tal que G[U] es completa. El nimero de
clan de una gréfica G, denotado por w(G), es la cardinalidad més grande entre todos los
posibles clanes de G, esto es, w(G) = max{|V|:V es un clan de G}.

Un conjunto A C V(@) de una grafica G es independiente, si todo par de vértices de
A no son adyacentes. El nimero de independencia, denotado por a(G), es la cardinalidad
méas grande entre todos los conjuntos independientes de G. Un conjunto B C V(G), de
una grafica GG, es una cubierta, si toda arista de GG es incidente a un elemento de B. El
niumero de cubierta, denotado en esta tesis por 7(G) (usualmente es denotado por 3(G)),
es la cardinalidad méas pequena entre todas las posibles cubiertas de G.

Una k-arista coloracion de una gréafica G es una funcién suprayectiva g : E(G) —
{1,...,k} tal que, si e y f son aristas incidentes a un mismo vértice, entonces g(e) # g(f).
El indice cromdtico de una grafica G, denotado por x'(G), es el minimo k para el cual G
tiene una k—arista coloracién.

Una representacion plana de una grafica G mapea cada vértice v € V(G) a un punto
p(u) en el plano, y cada arista e € E(G) a una curva simple c(e) en el plano, de tal forma
que cada vértice u € V(G) y arista e € V(G) se cumple p(u) € I(e) siy solosiu € e, y
para cada par de distintas aristas e, f € E(G) se cumple l(e) NI(f) = {p(u) : u € en f}.
Una grafica G es planar si existe una representacion plana de G, y G es plana si ya
estd representada en el plano.

Una gréfica G es bipartita, si existe una particiéon de V(G) en dos conjuntos disjuntos A
y B, de tal forma que toda arista e € F(G) cumple eN A # () y en B # (). Si todo vértice

de A es adyacente a todo vértice de B, entonces la grafica bipartita se llama bipartita



completa, y se denota como K, ,,, donde n = |A| y m = |B].
A continuacién presentamos algunos resultados que se utilizardn a lo largo de este

trabajo. Para més detalles puede consultar [8; 20].

Teorema 1.2.1. Si G es una grdfica, entonces a(G) + 7(G) = |V (G)|.

Teorema 1.2.2. Si G es una grdfica, entonces A(G) < X'(G) < A(G) + 1.
Teorema 1.2.3. Si el cuello de una grifica conexa plana G es al menos 3, entonces

9(G(VI(E) - 2)
B(0) < LT

1 [ ) 3
Disenos

En esta seccién introducimos algunos conceptos de teoria de disenos de bloques que
usaremos a lo largo de esta tesis. También presentamos algunos resultados, sin demos-
tracion, que utilizaremos mas adelante en este trabajo. Es importante decir que estos
resultados son bien conocidos y aparecen en la mayoria de los textos dedicados a esta area
(ver [4, 58]).

Sean v, b, 7 y k enteros positivos con v > 1. Un diseno D con parametros v, b, r y &
es un sistema lineal (P, £) k—uniforme y r—regular, con la propiedad de que para todo par
de puntos existe una linea incidente a ellos.

En esta tesis denotamos a los disefios como D = (V, B), y llamamos puntos y bloques
a los elementos de V y B, respectivamente.

De la definicién de diseno se sigue inmediatamente que (ver [58]):

E>1, r(k—1)=v—1, or=>bx, (1.1)

pues si z es cualquier punto del diseno, y éste es incidente a r bloques, entonces x hace

pareja con r(k — 1) puntos obtenidos de los r bloques incidentes a x. Por otra parte, el
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Figura 1.1: Ejemplo de un (7, 3)-disenio que también es un (7, 3)-diseno ciclico.

punto z hace pareja con v — 1 de los puntos restantes, por lo que r(k — 1) = v — 1. Para
verificar que vr = bk, note que como todo bloque tiene k puntos, entonces los puntos del
diseno aparecen bk veces en los bloques, pero como cada punto es incidente a r bloques,
entonces vr = bk.

Una vez que v y k son conocidos, el resto de los parametros, r y b, estan tinicamente
determinados, por lo que diremos que D es un (v, k)—diserio. En la Figura 1.1 se muestra
un ejemplo de un (7, 3)-diseno.

En [58] demuestran que una condicién necesaria para la existencia de (v, k)—disefios es
que v = 1,k méd k(k — 1). Por otra parte, en [33] prueban que si k = 3,4, entonces la
condicién necesaria también es suficiente, esto es, si v = 1, kK méd k(k — 1), con k = 3,4,

entonces la existencia de (v, k)—disenos estd garantizada.

1.3.1

Disenos ciclicos

En esta subseccion, introducimos el concepto de disenos ciclicos, y presentamos algu-
nos resultados, sin demostracion, que usaremos mas adelante en este trabajo. Para maés

informacion de estos disenos puede consultar [4, 58].
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Decimos que un (v, k)—diseno (Z,,B) es ciclico, si o : i — i+ 1 es un automorfismo,
esto es, si {by,...,b.} es un bloque de B, entonces {b; + 1,...,b, + 1} también lo es.

La Figura 1.1 muestra un (7, 3)—diseno ciclico, cuyos bloques son:
B = {{07 17 3}7 {17 27 4}7 {27 37 5}7 {37 47 6}7 {47 67 0}7 {57 07 1}7 {67 17 2}} .

Para un (v, k)—diseno, sea B = {by,...,b.} un bloque. La drbita blogue que contiene a

B, denotado por Orb(B), es el conjunto de bloques
Orb(B) ={{b1+J,....bs+j}: j€Z,}.

Al bloque B se le llama bloque base.
Esta definicion estd motivada por la accién del grupo Z, sobre B, ® : Z, x B — B,
dada por ®(j,{b1,...,bx}) = {b1 +74,...,bs + j}. Recuerde que una accién de un grupo

(G, ) sobre un conjunto X es un mapeo ¢ : G x X — X tal que:

(i) ®(e,z) = z, para todo = € X,

(ii)) ®(g * h,x) = (g, P(h,x)), para todo g,h € G,y v € X.
Si z es un elemento de X, la drbita de x, denotado por Orb(x), es el conjunto
Orb(z) = {®(g,2): g€ G},
y el estabilizador de x como el conjunto
Stab(z) ={g€ G: P(g9,x) ==x}.

Es bien sabido que Stab(x) es un subgrupo de G, y que |Orb(z)| =[G : Stab(z)], para
todo = € X, donde [G : Stab(x)] es el indice de G sobre Stab(x).

Si un grupo G acttia sobre un conjunto X, entonces las érbitas de los elementos de
X constituyen una particion de X, pues la siguiente relacién en X es una relacién de
equivalencia: dos elementos x,y € X estan relacionados, si existe g € G tal que ®(g,y) = x.

Si la érbita de un bloque (drbita blogue) en un (v, k)—diseno ciclico tiene v bloques
distintos, decimos que esta Orbita es completa, de lo contrario decimos que la orbita es

corta. En [22] se pueden encontrar los siguientes resultados:
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1. En un (v, k)-diseno (V, B) con v = 1 méd k(x — 1), todas sus dérbitas son completas,
esto es |Stab(B)| = 1, para todo B € B. Ademés, hay [ drbitas si v = [k(k — 1) + 1,

es decir, hay K(”R;_ll) orbitas completas.

2. En un (v, k)-diseno (V, B) con v = k méd k(k — 1), todas sus érbitas son completas,

excepto una, esto es, existe un tnico B’ € B tal que |Stab(B')| > 1. Siv = lk(k—1)+k

hay hay [ 6rbitas completas y una corta, es decir, hay ﬁ orbitas completas y una
corta.
3. La ¢rbita corta contiene al bloque {0, 2,22 ..., (“;1)”}

Ejemplo 1.

(i) El (7,3)-diseno tiene una orbita bloque completa, cuyo bloque base es {0,1,3}.

(i) El (13,3)-diseno tiene dos drbitas bloque completas, cuyos bloques base son {0,1,4}
y {0,2,7}.

(#i) EL(15,3)—diseno tiene dos drbitas bloque completas, dados por los bloque base {0, 1,4},
{0,2,8}, y una drbita corta, dada por el blogue base {0,5,10}.

1.3.2

Planos proyectivos

En esta subseccion, definimos los planos proyectivos finitos, y damos algunos resultados,
sin demostracién, que son bien conocidos de estas geometrias. Estos resultados aparecen

en la mayorfa de los textos de Geometria Finita (ver [9, 17, 24, 39, 49]).

Un plano proyectivo finito (o simplemente plano proyectivo) es un disenio D = (V, )

que satisface los siguientes axiomas:
(i) todo par de puntos de V son incidentes a un mismo bloque,

(i) todo par de bloques de B son incidentes a un mismo punto (se intersectan),
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Figura 1.2: A la izquierda esta el plano proyectivo de orden 2 y a la derecha el plano

/
e

(a

proyectivo de orden 3.

(iii) existen cuatro puntos en posicion general, esto es, no tres de éstos son incidentes a

un mismo bloque.

Es importante decir que existe una dualidad entre los puntos y los bloques de un plano
proyectivo, esto es, si pensamos al conjunto de bloques como el conjunto de puntos y el
conjunto de puntos como el conjunto de bloques, entonces el diseno resultante es también
un plano proyectivo. En otras palabras, si D = (V, B) es un plano proyectivo, entonces el
disenio dual D* = (V*, B*) es también un plano proyectivo (ver [24, 49]).

Una consecuencia inmediata de los axiomas anteriores es que si D es un plano proyec-
tivo, entonces existe n € N, llamado orden del plano proyectivo, tal que todo punto (linea,
respectivamente) es incidente a n+ 1 lineas (puntos, respectivamente), ademds todo plano
proyectivo de orden n tiene n* +n+ 1 puntos (lineas, respectivamente). Para la demostra-
ci6én de estas propiedades puede consultar [9]. En resumen, un plano proyectivo de orden
n es un (n? 4+ n + 1,n + 1)-disefio. En esta tesis denotamos a los planos proyectivos de
orden n como II,. El inciso (a) de la Figura 1.2 se muestra a Iy, el plano proyectivo mas
pequeno (conocido como el plano de Fano, nombre debido al matematico Gino Fano), y
en el inciso (b) de la Figura 1.2 se muestra a Il;.

Es bien sabido que si n es potencia de primo, entonces existe plano proyectivo de orden
n (ver [39]). Sin embargo, la pregunta sobre la existencia de planos proyectivos de orden
diferente a una potencia de primo permanece abierta, existen algunos resultados parciales
al respecto, sin embargo en esta tesis no abordaremos este tema (para mas informacién
puede consultar [18, 25]).

Un arco en un plano proyectivo II,, = (V, B) es un conjunto méximo A C V de puntos
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Figura 1.3: Ejemplo de un (9, 3)-diseno resoluble.

en posicién general (no tres colineales). En [16] demuestran lo siguiente:

Teorema 1.3.1. [16] Si II, es un plano proyectivo de orden q, y A es un arco de Il,.
Entonces

w Al =q+2 sin es par.

» Al =q+1 sin es impar.

Un arco A en un plano proyectivo II, es un dvalo si |A| = g+ 1, y es un hiperdvalo si
|A| =q+2.

1.3.3

Disenos resolubles

En esta subseccion, continuamos con los disenos, enfocandonos en una familia muy
importante de éstos, a saber, los disenos resolubles. Presentaremos algunas definiciones

que se usaran a lo largo de esta tesis.

Una clase resoluble S de un (v, k)—disenio es un conjunto de bloques que particiona los

puntos del diseno, en el sentido de que todo punto es incidente a uno y solo a uno de los
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bloques de §. Una resolucion P de un (v, k)—diseno es un conjunto de clases resolubles
que particiona a los bloques del diseno, en el sentido de que cada bloque esta en una y
solo en una de las clases resolubles.

Si un (v, kK)—diseno tiene una clase resoluble S, entonces x divide a v, por lo que existe

t tal que

v =kt (1.2)
y S contiene exactamente ¢ bloques disjuntos distintos. Ademas por la ecuacion de
(1.1) se tiene que

b=—r=tr (1.3)

Si un (v, k)—diseno tiene una resolucién P —en este caso lo decimos que el disefio es un
diseno resoluble— entonces P es un conjunto de r clases resolubles disjuntas. En la Figura

1.3 se muestra un (9, 3)—diseno resoluble, con el siguiente conjunto de bloques:

{0,1,2} {3,4,5} {6,7,8}
{0,3,6} {1,4,8} {2,5,7}
{0,4,7} {1,5,6} {2,3,8
{0,5,8} {1,3,7} {2,4,6}

donde cada renglon corresponde a una clase resoluble.
En [58] prueban que una condicién necesaria para que un (v, k)-diseflo sea resoluble es
que v = k méd k(k — 1). En [53] prueban que la condicién necesaria también es suficiente

cuando k = 3, y en [34] prueban lo mismo pero para cuando x = 4.

1.4
Espacios proyectivos

En esta seccién, estudiamos los espacios proyectivos, o geometrias proyectivas, y pre-

sentamos algunos resultados sin demostracion. Para més detalles puede consultar [38, 39].
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Sea V' = V(n + 1,q) un espacio vectorial (n + 1)-dimensional sobre el campo finito
GF(q) de q elementos y con origen O. Consideremos la relacién de equivalencia sobre los
elementos de V' '\ {O} cuyas clases de equivalencia son subespacios 1-dimensional de V'
sin el origen, esto es, para z,y € V \ {O}, decimos que = esta relacionado con y, donde
xr = (zo,...,Tn) €y = (Yo,---,Yn) para alguna base, si para algin t € GF(q)\ {0} se tiene
y; = tx;, para todo i. El conjunto de clases de equivalencia n—dimensional sobre GF(q)
se denota por PG(n, ¢). En otras palabras, el espacio proyectivo PG(n, ¢) es la geometria
cuyos puntos, lineas, planos, ..., hiperplanos son los subespacios (bajo la relacién de
equivalencia anterior) de V(n+1, ¢) de dimension 1,2, 3, ..., n, respectivamente. Note que
la dimensién de un subespacio de PG(n, ¢) es uno menor a la dimensién de un subespacio
de V(n+1,q).

En la Figura 1.4 se muestra el espacio proyectivo de dimensién 2 (o plano proyecti-
vo), denotado por PG(2,2). Este plano proyectivo se construye de la siguiente manera:
consideremos el espacio vectorial V(3,2) = Z3. Entonces los puntos y las lineas del plano

proyectivo PG(2,2) estdn dados, respectivamente, por:

p1 = {A(1,0,0): A e Zy \ {0}} = {(1,0,0)},
p2 = {AM1,0,1): A e Zy \ {0}} = {(1,0,1)},
ps = {ML1,0): A e Z\ {0}} = {(1,1,0)},
ps = {ML,1,1): AeZy\{0}} = {(1,1,1)},
ps = {A0,0,1): A€ Zy \ {0}} = {(0,0,1)},
ps = {M0,1,0): A e Zy\ {0}} = {(0,1,0)},
pro= {MO, 1L, 1): A e Zy \ {0}} = {(0, 1, )},

(1,0,0) + A2(1,0,1) : Ay, A € Zo \ {0}} = {(1,0,0),(1,0,1),(0,0,1)
(1,0,0) + A2(1, 1,0) : Ay, Ag € Zo \ {0}} = {(1,0,0), (1,1,0), (0,1,0)
(1,0,0) + A2(1,1,1) : Ay, A € Zo \ {0}} = {(1,0,0), (1,1,1),(0,1,1)
o= {M(LL0)+X(1,1,1) - Ay, Ao € Z \ {0}} = {(1,1,0),(1,1,1),(0,0,1)},
(1,1,0) + A2(1,0,1) : Mgy Ag € Zo \ {0}} = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)
(1,0,1) + A2(1, 1, 1) (1,0,1),(1,1,1),(0,1,0)
(0,0,1) + X2(0,1,0) (0,0,1),(0,1,0),(0,1,1)

,(0,0,1

—_ =

Y

t AL, A € Zo\ {0}} = {(1,0,1), ,(0,1,0
I)\l,)\QGZQ\{O}}:{0,0,l, ,(0,1,1

) Y

) Y
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(0,1,0)

(0,1,0) (1,0,1) (0,0,1)

Figura 1.4: Ejemplo del plano proyectivo PG(2,2).

No es dificil verificar que PG(2,2) es isomorfo a Ily, al plano de Fano. En general,
como se comenté previamente, cuando n = 2, el espacio proyectivo PG(2,¢) es un plano
proyectivo de orden ¢: la propiedad de que todo par de lineas en PG(2,q) tienen un
punto en comun, es debido a que todo par de planos que pasan por el origen en V (3, q)
se intersectan en una unica linea (que pasa por el origen), y esta linea (sin el origen)
define un punto en PG(2,q). Y que todo par de puntos en PG(2,¢q) hay una linea que los
contiene, es debido a que todo par de lineas en V' (3, q) que pasan por el origen existe un
tnico plano que los contiene, esto es, si P = {az : a € GF(q¢) \{0}} vy Q@ = {fy : g €
GF(q)\{0}},con x # y € V(3,q), son dos puntos diferentes en PG(2, ¢), entonces la linea
PQ ={ax+By:a,p € GF(q)\{0}} contiene a estos dos puntos. Solo faltarfa verificar la
existencia de cuatro puntos en PG(2, ¢) en posicién general, por ejemplo, no existe ningiin
plano en V(3,¢), que pase por el origen, que contenga a todos los puntos P, = {aFE; :
a € GF(g) \ {0}}, P» = {aks : a € GF(q) \ {0}}, P = {aks : a € GF(q) \ {0}} vy
Py ={a(E,+ Es) : a € GF(q) \ {0}}, donde E; es el i—ésimo vector canénico de V' (3, q).

A continuacion, presentamos algunos resultados, sin demostracion, que nos ayudaran

a verificar que todo espacio proyectivo es un diseno. Para mas detalles puede consultar
(38].

Proposicion 1.4.1. [38] El nidmero de i—subespacios de PG(n,q) estd dado por

[t = (@ =1)(g" ' ~q)..(¢" " ~¢")
i+llg (¢ F1=1) (¢ —q)...(¢*t1=¢%) *

Proposicién 1.4.2. [38] El nimero de i-subespacios a través un j—subespacio (j < i) dado
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Figura 1.5: El inciso (a) representa el sistema lineal W, y el inciso B es una representacién

plana del sistema lineal W.
en PG(n,q) estd dado por [’;jj.']q.

qn+1_1
q—1

lineas, pues el nimero de puntos en una linea es [ﬂq = ¢+ 1, el nimero de lineas que pasan

El espacio proyectivo PG(n,q) es un ( ,q + 1)—diseno, donde los bloques son las

7 n__ . 3
a través de un punto es [’;]q = qq—_ll, y todo par de puntos determinan una linea, pues estos

puntos representan vectores (junto con el origen) que generan un plano en V(n + 1, q).

1.5

Sistemas de segmentos

En esta seccion, presentamos los sistemas lineales que se puede representar en el plano,

y daremos algunos resultados de estos sistemas lineales.

Una representacion en segmentos de linea recta sobre el plano de un sistema lineal
(P, £) mapea cada punto x € P a un punto p(z) en el plano, y cada linea F' € £ a un
segmento de linea recta [(F') en el plano, de tal forma que cada punto x € P y linea F' € £
satisfacen p(z) € I(F') si y solo si # € F, y para cada par de lineas distintas F, H € F se
tiene [(F)NI(H) = {p(x) : v € FN H}. Un sistema de segmentos de linea recta (P, L),
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en corto sistema de segmentos, es un sistema lineal tal que existe una representacion de
segmentos de linea recta de (P, £) en el plano.

La grdfica de incidencia de un sistema de conjuntos (X, F), denotado por B(X,F),
es una grafica bipartita con conjunto de vértices V = X U F, donde dos vértices x € X y
F € F son adyacentes si y solo si x € F.

De acuerdo a [45] cualquier sistema de segmentos es Zykov—planar. Un sistema de
conjuntos (X, F) es Zykov—planar si existe una grafica planar G' (no necesariamente simple)
tal que V(G) = X y G puede dibujarse en el plano con las caras bicoloreadas (digamos rojo
y azul) de tal forma que existe una biyeccién entre las caras rojas de G y los subconjuntos
de F, de manera que un punto es incidente a una cara roja si y solo si este punto es
incidente al subconjunto correspondiente (ver [60]).

En el inciso (a) de la Figura 1.5 se muestra una representaciéon del sistema lineal W =
(Pw,Lw), donde Py ={1,2,3,4,5,6} y Ly = {{1,2,4},{1,3,6},{2,3,5},{4,5,6}}. Por
otra parte, en el inciso (b) se muestra una representacién Zykov—plana del sistema lineal
W. Note que este sistema lineal es un sistema de segmentos.

En [59] se prueba que la definicién de planaridad dada por Zykov es equivalente a lo

siguiente:

Teorema 1.5.1. [59] Un sistema de conjuntos (X, F) es Zykov-planar si y solo si la
grdfica de incidencia B(X,F) de (X, F) es planar.
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Capitulo

Conjetura Erdos—Faber—Lovasz

En este capitulo, estudiamos uno de los problemas que, desde mi punto de vista,
resultan mas interesantes en matematicas discretas, a saber: el problema de los n conjuntos
(descrito previamente en la introduccién de esta tesis). A este problema se le conoce

actualmente como la Conjetura Erdés—Faber—Lovész.

En la Seccién 2.1, se establece el problema de los n conjuntos tal cual lo plantean
Erdés, Faber y Lovéasz, y se enuncian dos parrafos en donde Erdds y Faber ([27] y [29]
respectivamente) narran como surgié este problema, ahora conjetura. En la Seccién 2.2,
se establece el problema en términos de sistemas lineales. En la Seccién 2.3, se da un
panorama general de los resultados mds recientes sobre este problema (concretamente de
2007 a 2013). En la Seccién 2.4, se establece el problema en términos de descomposiciones
de gréaficas completas, que es la forma en que abordamos el problema a lo largo de esta
tesis y se presenta el resultado principal de este capitulo (teorema 2.4.3) el cual generaliza
un resultado previo dado en [7], también obtenido dentro del marco de este doctorado;
cabe resaltar que como el teorema 2.4.3 es una generalizacién del mismo nos limitamos
a describir el resultado general. Finalmente, en la Seccion 2.5, se mencionan resultados
ya establecidos con respecto a disenos resolubles y espacios proyectivos pero vistos en

términos de descomposiciones de graficas completas.
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2.1
El problema original

En 1975 Paul Erdés escribié en [27] lo siguiente: “ Faber, Lovédsz and I conjectured
that if |[Ax] = n, 1 < k < n,and |4, NA;] <1, fori < j < n, then one can colour
the elements of the union |J_, A; by n colours so that every set has elements of all the
colours. It is very surprising that no progress has been made with this problem and I offer
50 pounds for a proof or disproof.” Este problema fue llamado en un principio el problema
de los n conjuntos [10], y actualmente es conocido como la Conjetura Erdés—-Faber—Lovész
(E-F-L).

Por otra parte, Vance Faber narra en [29] el origen de este problema: “ In 1972, Paul
Erdos, Laszlé Lévasz and 1 got together at a tea party in my apartment in Boulder,
Colorado. This was a continuation of the discusions we had had a few weeks before in
Columbus, Ohio, at a conference on hypergraphs. We talked about various conjectures
for linear hypergraphs analogous to Vizing s theorem for graphs (see [10]). Finding tight
bounds in general seemed difficult so we created an elementary conjecture that we thought

would be easy to prove. We called this problem the n sets problem....”

La conjetura en términos de sistemas lineales

En esta secciéon, establecemos la Conjetura E-F-L en términos de sistemas lineales.

Para ello, necesitamos de algunas definiciones.

Una k—coloracion en un sistema lineal (P, £), es una asignacién de colores a los puntos
de P con k colores diferentes, de tal forma que puntos adyacentes, tienen colores distintos.
En otras palabras, una k—coloracién, es una funcién suprayectiva ¢ : P — {1,... k} tal
que, si p y ¢ son puntos adyacentes, entonces 1(p) # ¥ (q). El nimero cromdatico de (P, L),

denotado por x(P, L), es el minimo k para el cual (P, £) tiene una k—coloracién.
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Asi, la Conjetura E-F—L puede establecerse como sigue:

Conjetura 2.2.1. Si (P, L) es un sistema lineal con n lineas y cada linea es incidente a n

puntos, entonces x(P, L) = n.

Ahora en adelante, cuando hagamos mencién a la Conjetura E-F-L nos referiremos a

la conjetura 2.2.1.

Como dijimos en la introduccién de la tesis, esta conjetura tiene una formulacién

inmediata en términos de graficas completas:

Conjetura 2.2.2. Si G*,...,G" son n copias de la grdfica completa de n vértices, con la
propiedad de que cualesquiera dos de estas copias se intersectan en a lo mds un vértice,

entonces la grifica G = | |7, G* tiene nimero cromdtico igual a n.
=1

Nota 2.2.1. En [40] Hordk y Tuza probaron que si no hay restriccion en la interseccion

7/ e 7/ . 7/ 3
de las grdficas completas, entonces el nimero cromdtico es a lo mads nz.

Supongamos que (P, L) es un sistema lineal que satisface las hipétesis de la conjetura
2.2.1. Sea Xj el conjuntos de puntos de grado al menos 2 de (P, £). Si podemos colorear los
puntos de X5 con n colores, de tal forma que puntos adyacentes tengan colores distintos,
entonces esta coloraciéon puede extenderse a una n—coloracién de (P, L): pues si en una
linea hay puntos de grado uno, estos puntos pueden colorearse con colores no utilizados
en la coloracién de los puntos de dicha linea (pues toda linea tiene a lo mas n — 1 puntos).
Una consecuencia inmediata de esta observacion, es que la conjetura 2.2.1 es equivalente

a lo siguiente:

Conjetura 2.2.3. Sea (P, L) un sistema lineal con n lineas. Si todo punto es incidente a

al menos dos lineas, entonces x(P, L) < n.
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2.3

Equivalencias y resultados recientes

Existen varios trabajos relacionados con algunas equivalencias a la Conjetura E-F-L,
y también muchos avances, pero es claro que este problema, esta en estos momentos, lejos
de ser demostrado. En esta seccion veremos algunas equivalencias y resultados recientes de
la conjetura, de manera precisa de 2007 a 2013 (para un panorama de la conjetura antes
de 2007 puede consultar [56]). Es importante decir que estos resultados, se expondran de

forma breve.

2.3.1

Cumulos

En [55] Romero y Sdnchez—Arroyo, dieron una equivalencia (conjetura 2.3.1) a la Conje-
tura E-F-L. El resultado principal de [55] (teorema 2.3.2), fue exponer una familia infinita
de sistemas lineales que satisfacen dicha equivalencia. En esta subseccién, exponemos su

resultado de forma breve.

Un sistema lineal (P, L) es intersectante si todo par de lineas se intersetcan, esto es

[N # (0, para todo [,I" € L. Un n—cimulo es un sistema lineal intersectante y n—uniforme
(ver [55]).

En [55] se prueba que la conjetura 2.2.1 es equivalente a lo siguiente:
Conjetura 2.3.1. [55] Si (P, L) es un n—cimulo, entonces x(P, L) = n.

Resultado principal

Sea W un conjunto finito no vacio de enteros positivos. Decimos que W es compacto
si W] = 1, o bien existe un orden ay,...,aw de W tal que a;41 = a; + 1, para i =
L...,|W| =1 (ver [55]).
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Sea (P, L) un sistema lineal con n lineas. Decimos que (P, L) es linea—conforme si
existe una biyeccién ¢ : L — {0,...,n — 1}, llamado etiquetamiento conforme, tal que
para cada punto p € P, el conjunto F(p) = {¢x(L) : p € L € L} puede ser particionado en

dos conjuntos compactos (ver [55]).

Observaciéon 2.3.1. Un sistema lineal cuyos puntos tienen grado a lo mds dos, es trivial-

mente linea—conforme.

Teorema 2.3.2. [55] Si (P, L) es un n—cumulo linea—conforme, entonces x(P, L) = n.

2.3.2

Numero de interseccion de una grafica

En [47] Klein y Margraf, dieron una equivalencia (conjetura 2.3.3) a la Conjetura E-
F-L, en términos del nimero de interseccion lineal, pardmetro que ellos definieron en [46].
El resultado principal de [47] (teorema 2.3.4) fue demostrar que toda gréfica simple o su
complemento, satisface la equivalencia. En esta subseccion, exponemos su resultado de

forma breve.

Un espacio lineal parcial es un sistema lineal (P, £) con la propiedad de que toda linea
contiene al menos dos puntos. La grdfica de lineas o grdfica de interseccion de un espacio
lineal parcial (P, £) (en general de un sistema lineal), denotada como L(P, L), es la grafica
cuyo conjunto de vértices es el conjunto de lineas £, y donde dos vértices son adyacentes si
y s6lo si las lineas correspondientes se intersectan, esto es, L(P, L) = (V, E), donde V' = L
yE={{LUI}:INnl'#AQconl,l' € L}.

Para toda grafica simple G, se denota por v(G) como el minimo v € N para el cual
existe un espacio lineal parcial (P, £) con |P| = v, y tal que L(P, £) = G. El ntmero v(G)
es llamado namero de interseccion lineal (ver [46]).

Note que para cualquier gréfica simple G = (V| E), existe un sistema lineal (Pg, Lg)
(no necesariamente espacio lineal parcial) tal que L(Pg, Lg) ~ G: témese P = E' y

Lo ={L,:v eV} donde L, es el conjunto de aristas incidentes a v. El sistema lineal
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(Pg, L), es casi un espacio lineal parcial, pues cualquier vértice v € V de grado cero
o uno, induce una linea £, que no tiene puntos, o bien un solo punto. Por lo tanto
(Pg,La), no es en principio, un espacio lineal parcial. Si anadimos dos nuevos puntos
(un nuevo punto) a toda linea de (Pg, L) que conste de cero puntos (un punto), entonces
el sistema lineal parcial (13(;,2(;) obtenido de (Pg, Lg) al anadirle los nuevos puntos,
satisface L(Pg, Lg) ~ G (donde G es una gréfica simple). Asi, toda grafica simple es la
grafica de interseccién de un cierto espacio lineal parcial (ver [46]).

En [47] se prueba que la Conjetura E-F-L es equivalente a lo siguiente:
Conjetura 2.3.3. Si G es una grdfica simple, entonces x(G) < v(G).

Resultado principal

El complemento de una grafica simple G = (V, E) es la grifica G¢ = (V, E), donde
F = {{u,v}: {u,0} ¢ E}.

Teorema 2.3.4. Sea G = (V, E) una grdfica simple y G su complemento. Entonces |V| <
X(G) + x(G°). Mas ain x(G) + x(G°) < v(G) + v(G°).

2.3.3

Resultados sobre sistemas lineales regulares—uniformes

En esta subseccion, se exponen dos resultados parciales sobre sistemas lineales regulares—
uniformes que satisfacen la Conjetura E-F-L. En [29] Faber, considera sistemas lineales
regulares y uniformes, y en [50] Mitchem y Schmidt, consideran sistemas lineales uniformes.
En esta subseccién, exponemos sus resultados de forma breve, pero antes de esto, intro-
duciremos la version dual del la Conjetura E-F-L, pues uno de estos resultados esta en

términos de esta versién.

Version dual

Una k-linea—coloracion de un sistema lineal (P, £), es una asignacion de colores a las

lineas de L con k colores diferentes, de tal forma que dos lineas incidentes a un mismo
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punto tienen colores distintos. En otras palabras, una k—linea—coloracién es una funcién
suprayectiva ¢ : £ — {1,...,k}, tal que si [ y I’ son lineas incidentes a un mismo punto,
entonces (1) # ¥(I"). El indice cromdtico de (P, L), denotado por x/'(P, L), es el minimo

k para el cual (P, L) tiene una k-linea—coloracién.

Observacion 2.3.2. Una k—coloracion en un sistema lineal (P, L) corresponde a una k—

linea—coloracion del sistema lineal dual de (P, L), y viceversa.

Una consecuencia inmediata de la observacion 2.3.2, es que la conjetura 2.2.3 es equi-

valente a lo siguiente:

Conjetura 2.3.5. Sea (P, L) un sistema lineal donde todo punto incide en al menos dos
lineas. Entonces x'(P, L) < |P| (ver [56]).

Es importante decir que esta equivalencia es conocida como la versién dual de la
Conjetura E-F-L.

Un sistema lineal (P, £) es un (n, k, ) sistema lineal, si (P, £) es k—uniforme y r-regular
con |P| =mn (ver [29]).

Observacion 2.3.3. Un (n, k)-diseno es un (n,k,r) sistema lineal con r(k —1) =n — 1.

En [29] Faber prueba los siguientes dos resultados:

Teorema 2.3.6. [29] Sea (P, L) un (n,k,r) sistema lineal. Entonces:
1. Sir < k+1, entonces X'(P, L) <n.

2. Existe una constante universal C tal que, para todo k > C, si n > Ck?, entonces
X'(P, L) <n.

Teorema 2.3.7. [29] Si (P, L) es un (n, k)-disenio con r = 2k, entonces x'(P, L) < n.

Una consecuencia del teorema 2.3.6, es que “en caso de existir” sistemas lineales uni-
formes y regulares que sean contraejemplo a la Conjetura E-F-L, serian solamente un

numero finito.
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Por otra parte, en [50] Mitchem y Schmidt prueban lo siguiente:

Teorema 2.3.8. [50] Sean n y k dos enteros tales que 3 < k <n < k(k —1)(k —2) + 1.
Si (P, L) es un sistema lineal k—uniforme con |P| = n, y donde todo punto incide en al

menos dos lineas, entonces X' (P, L) < |P)|.

2.3.4

b—coloracién en graficas tensas bipartitas

En [48] Hsiung y Chang relacionan las b-coloraciones de gréficas tensas bipartitas con

la Conjetura E-F-L. En esta subseccién, exponemos su resultado de forma breve.

Sea G = (V, E) una gréfica simple. Para una k—coloracién ¢ : V. — {1,... k} de G,
un b—vértice de color i es un vértice v € V tal que ¢(v) =i, y x es adyacente a al menos
un vértice de color j, para i # j, es decir, el vértice v tiene vecinos de todos los colores.
Una k-b—coloracion de G, es una k—coloracién de G en la cual toda clase cromatica tiene
al menos un b—vértice, esto es, para todo i € {1,...,k}, existe v; € V b-vértice. El b—
niumero cromdtico de G, denotado por x,(G), es el méximo k para el cual G admite una
k—b—coloracion (ver [41]).

El m—grado de una gréfica simple G (ver [41]) se define como
m(G) = max{m : [{x € V : deg(x) > m — 1}| > m}.

Un vértice v € V es denso, si deg(v) > m(G)—1. Una grafica G es tensa, si hay exactamente
m(G) vértices densos, y cada uno de estos vértices densos tiene grado m(G) (ver [36]).

En [41] Irving y Manlove probaron la siguiente relacion:
X(G) < xb(G) <m(G) < A(G) +1,

para toda gréfica simple G.
Para una grafica tensa G, sea D¢ el conjunto de todos los vértices densos, y Dy, el
complemento de Dg. Sea B, la familia de las graficas tensas bipartitas G con m(G) = m

tales que D¢ y Dy, son conjuntos independientes con | N, N N.| < 1, para cualesquiera dos
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vértices © € Dg y 2/ € Dy, donde N, ={y € V : {z,y} € E} (ver [48]), es el conjunto de

los vecinos de z, esto es, el conjunto de vértices adyacentes a y.

Resultado principal

En [48] Hsiung y Chang probaron lo siguiente:

Teorema 2.3.9. Si la Conjetura E-F-L es cierta, entonces x4(G) =m ¢ m—1, para toda
grafica G € B,,.

Proponiendo asi la siguiente conjetura, que es una versién débil a la Conjetura E-F-L:

Conjetura 2.3.10. Si G € B,,, entonces x(G) =m ¢ m — 1.

2.3.5

Otras familias que satisfacen la Conjetura E-F-L

En esta ultima subseccién, se exponen de forma breve, trabajos que generalizan algu-
nos resultados presentados antes de 2007. Estos nuevos trabajos, estan dados por Paul y

Germina en [52], y por Romero, Alonso—Pecina y Sdnchez—Arroyo en [54].

Un sistema lineal (P, £) es denso si deg(p) > +/|L|, para todo p € P (ver [57]).

En [57] Sdnchez—Arroyo prob¢ el siguiente resultado:

Teorema 2.3.11. [57] Sea (P, L) un sistema lineal n—uniforme donde todo los puntos

tienen grado al menos dos. Si (P, L) es denso, entonces x(P, L) < n.

En [52] Paul y Germina prueban que el teorema 2.3.11 es una implicacién de su resul-

tado principal:

Teorema 2.3.12. [52] Si (P, L) un sistema lineal con |P| =n y A(P,L) < v/n++vn+1,
entonces X' (P, L) < n.
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Finalmente, en [37] Hindman probé lo siguiente:
Teorema 2.3.13. [37] La Conjetura E-F-L es cierta para n < 10.
En [54] Romero, Alonso—Pecina y Sdnchez—Arroyo mejoraron el resultado de Hindman.

Teorema 2.3.14. [54] La Conjetura E-F-L es cierta para n < 12.

2.4

Cuasicimulos y descomposiciones de graficas

completas

En esta seccién, presentamos el resultado principal de este capitulo (dado en [6]). Este
resultado, se obtuvo en trabajo conjunto con mi asesora de tesis, Gabriela Araujo Pardo,
y con mi hermano académico, Christian Rubio Montiel. Es importante senalar que este
resultado, generaliza uno previo dado en [7], que fue un trabajo conjunto con mi asesora

de tesis.

Un n—cuasicumulo, es un sistema lineal intersectante y n—uniforme, donde todo punto
es incidente a al menos dos lineas (ver [7]). En otras palabras, un n—cuasictimulo se obtiene
de un n—camulo (ver 2.3.1) al suprimir los puntos de grado uno.

Utilizando el mismo argumento que se hizo en la conjetura 2.2.3 (ver Seccién 2.2), la

conjetura 2.3.1 (ver Seccién 2.3) es equivalente a los siguiente:
Conjetura 2.4.1. [7] Si (P, L) es un n—cuasicimulo, entonces x(P, L) < n.

Una descomposicion de una grafica G, es una pareja (G, D), donde D es un conjunto de
subgréficas de G que particiona a E(G), en el sentido de que toda arista de G estd en un y
solo un elemento de D. Si los elementos de D son subgraficas inducidas, entonces denotamos

a la descomposicién como [G,D]. En la Figura 2.1 se muestra una descomposicién de K
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Figura 2.1: Descomposicién de K; en tridngulos.

en los siguientes triangulos: {0, 1,3}, {1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},{4,5,0},{5,6,1},{6,0,2}.

Una k-D-coloracion de una descomposicién (G, D), es una asignaciéon de k—colores
a las aristas de G, de tal forma que todas las aristas de cada elemento de D tienen un
mismo color, y que si H; y Hy son elementos de D con V(H;) NV (Hy) # 0, entonces
las aristas de H; y las aristas de Hy tienen colores distintos. El indice cromdtico de una
descomposicién (G, D), denotado por X' ((G, D)), es el minimo entero k para el cual (G, D)

tiene una k—D-coloracion (ver [7, 6]).

Proposicion 2.4.1. [7] Eziste una biyeccion entre las descomposiciones [K,, D] y los n—

cuasicumulos.

Demostracion. Sea (P, £) un n—cuasicimulo. La descomposicién [G, D] correspondiente a
(P, L) se obtiene haciendo V(G) = Ly D = {G, : p € P}, donde G, es la grafica completa
inducida por los vértices correspondientes a las lineas incidentes a p. Como todo par de
lineas en (P, £) se intersetcan, entonces todo par de vértices de G son adyacentes. Ademas
como (P, L) es un sistema lineal, entonces toda arista de GG estd en una tnica subgréfica
de D. Resultando asi una descomposicion de G ~ K, en subgraficas completas.

Por otra parte, sea [K,,, D] una descomposicién de K, en subgraficas completas. El
n—cuasicimulo (P, L) correspondiente a [K,,, D] se obtiene haciendo P = D, donde dos
puntos p,q € P son adyacentes si y solo si la interseccién de los conjuntos de vértices
de las subgraficas completas correspondientes a p y ¢ es no vacia. En otras palabras,
L=A{l:z¢eV(K,} donde I, = {G € D:x € V(G)}. El sistema (P, L) es lineal

porque toda arista de K,, pertenece a una unica subgréfica de D. Ademas, como todo par
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de vértices en K, son adyacentes, entonces todo par de lineas de (P, L) se intersectan.

Resultando asi (P, £) un n—cuasicimulo. O

De la proposicion 2.4.1, se sigue facilmente que una k—coloraciéon de un n—cuasicimulo
(P, L) es una k—D-coloracion de la descomposicién [K,, D] correspondiente a (P, L), y

viceversa. Asi la conjetura 2.4.1, es equivalente a lo siguiente:
Conjetura 2.4.2. [7] Toda descomposicion [K,,, D] satisface x'([Kn, D]) < n.

Como un ejemplo de esta interpretacion, considere los n—cuasicimulos donde todo pun-
to es un punto doble. Entonces todas las subgraficas de la descomposicion correspondiente
a (K,,D) tienen orden dos, esto es, D = E(K,). Asi, una k—D-coloracién de [K,, D] es
una k-arista—coloracién de K,,, que por el teorema 1.2.2 se tiene que x/'([K,, D]) < n. Por
lo tanto, estos n—cuasicimulos satisfacen la Conjetura E-F-L.

El resultado principal de este capitulo, tiene que ver con coloraciones de aristas indu-
cidas por cuasigrupos conmutativos, dando una nueva clase infinita de descomposiciones

que satisfacen la conjetura 2.4.2.

2.4.1

Cuasigrupos conmutativos

Un cuasigrupo (Q, *), es un conjunto Q junto con una operacion binaria *, de tal forma
que las ecuaciones axx = by y*a = b tienen una tnica soluciéon para todo par de elementos
a,b € Q. Un cuasigrupo es conmutativo, si se cumple que a *x b = b * a para todo a,b € Q.
Un cuasigrupo es idempotente si a * a = a, para todo a € Q.

Sea W = {wy,...,w;} un subconjunto de un cuasigrupo conmutativo Q. Decimos que
W tiene una g—asignacion si w;_; 1 *w; = wy_;*xw;41 = g, para todoi € {1,..., (éw —1}y
algin g € Q. Una descomposicién [K,, D] la llamamos Q-asignable si existe una biyeccién
v V(K,) — Q, llamado etiquetamiento Q-asignable, tal que para todo G € D existe
g € Q de tal forma que el conjunto de vértices de V(G) tiene una g—asignacion (ver [6]).

Sea [K,,D] una descomposicién Q-asignable y G un elemento de D con una g—
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Figura 2.2: Una descomposicion de K.
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asignacién, donde V(G) = {wy,...,w;} tiene cardinalidad impar. Entonces Wizt lo lla-
mamos vértice central de G,y éste cumple w;_; * w; 1 = w%%l = g, para i = (%-‘ — 1 (ver
[6])-

Es importante senalar que si V(G) tiene una g—asignacion y |V (G)| es impar, entonces
o bien V(G), tiene un unico vértice central o V' (G), puede ser representado por cualquier
elemento de V(G) como vértice central, dependiendo de la Q-asignacién a la descompo-

siciéon.

Ejemplo 2. Consideremos la descomposicion Zg—asignable de Kg de la Figura 2.2, y sea
G tal que V(G) = {0,2,4}, entonces cualquier vértice de G es un vértice central y V(G)

tiene tres asignaciones diferentes.

Decimos que una descomposicién Q-asignable [K,,, D], tiene vértices centrales distintos,
si hay una eleccién de vértices centrales (correspondientes a los elementos de D de orden
impar) de tal forma que cualquier par de vértices centrales son diferentes.

Resultado principal

El resultado principal de [6], que es el resultado principal de este capitulo, viene dado

por el siguiente teorema:

Teorema 2.4.3. [6] Si [K,, D] es una descomposicion Q-asignable con vértices centrales

distintos, entonces X' (K,,D) < n.

Demostracion. Sea [K,,, D] una descomposicién Q-asignable con vértices centrales distin-
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tos, G un elemento de D, y {cy,, ..., ¢y, } un conjunto de n colores diferentes.
Como V(G) = {wy, ..., w} tiene una g-asignacion, para algin g € Q, y por hipitesis
Wy_iy1 *W; = Wy x wiy = g, para i € {1,..., (ﬂ — 1}, entonces asignamos el color ¢, a

todas las aristas de G.

Note que el conjunto de aristas {wws, ..., w, aeEgn }, es un acoplamiento perfecto
cuando [ es par, y es un acoplamiento perfecto para G — Wep cuando [ es impar. Note
ademas que todas las aristas de K, tienen un color asignado, pues D induce una particion.

Para finalizar con la demostracion, hay que probar que todo par de elementos G, H € D,
con V(G)NV(H) # 0, tienen colores distintos.

Sean G, H € D tales que V(G)NV(H) = {h}, para algin h € Q, y supongamos que
se les asigno el mismo color ¢,. Entonces existen elementos hg € V(G) y hy € V(H) tales
que hg * h = hy * h = g. Tenemos una contradiccién pues hg # hy incluso si h es un

vértice central de G o H, y por hipdtesis G y H vértices centrales distintos. O

2.5

Disenos resolubles, espacios proyectivos y la

Conjetura E-F-L

En esta seccion, se presentan resultados ya establecidos con respecto a disenos resolu-
bles y espacios proyectivos que satisfacen la Conjetura E-F—-L, pero vistos en términos de

descomposiciones de graficas completas.

2.5.1

Disenos resolubles y la Conjetura E-F—-L

Recordemos que un (v, k)—diseno, es un sistema lineal k—uniforme y r-regular (donde

= Z;_i), con la propiedad de que todo par de puntos, existe una linea que los contiene

-
(ver Seccién 1.3.3).
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Un (v, k)—diseno puede pensarse como una descomposicién de la grafica completa K,
es decir, un diseno es un caso particular de una descomposicion de una grafica completa.
La correspondencia estd dada como sigue: sea V = {x1,...,2,} el conjunto de puntos de
un (v, k)—disenio D = (V, B). Identificamos los puntos de D con el conjunto de vértices de
una grafica G' de orden v. El conjunto de puntos de cada bloque de D induce en G una
subgréfica isomorfa a K, y G es una gréafica completa de orden v.

Por cada bloque b; € B, sea B; = (V(B;), E(B;)) la subgréfica de G inducida por

v—1

el conjunto de x puntos (vértices) de b;. Como en todo vértice inciden r = = blo-

ques, v todo par de vértices hay una arista contenida en una tnica subgrafica. Entonces
{E(B1),...,E(By)} es una particién de las aristas de E(G).

De esta manera, cuando decimos que una grafica H isomorfa a GG es una representacion
del disenio D, se entenderd que V (H) estd identificado con los puntos de D, y que hay una
familia de subgréficas completas (bloques) B = {Bjy,..., By} de H, de tal forma que cada
bloque b; de D, B; es la subgréfica inducida por el conjunto de puntos de b;.

Denotamos por [K,, Dg] a las descomposiciones que representan a los (v, k)—disenos
D= (V,B).

En [21] Colbourn y Colbourn probaron que toda descomposicién [K,, Dg| satisfa-
ce X'([Ky,Dp]) < %. En ese mismo trabajo también demuestran que si [K,, Dg| es
una descomposicién que representa a un (v, k)-diseno ciclico D = (Z,,B), entonces
X' ([Ky, Dgl) < v, es decir, los (v, k)-disenos ciclicos satisfacen la conjetura 2.4.2 (ver
Seccién 2.4).

Note que si D = (V, B) es un disefio resoluble, y asignamos un color diferente a cada
clase resoluble, entonces esta coloracién nos da una r—Dg—coloracion de [K,, Dg|, y como

consecuencia tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.5.1. Si [K,,Dg] es una descomposicion que representa un disenio resoluble,
entonces X'([Ky, Dg|) = r (ver [6]).

A continuacién, damos una construccién recursiva para obtener facilmente descompo-
siciones a partir de descomposiciones que representan disenos ciclicos que satisfacen la
conjetura 2.4.2.

Dada una descomposicién [K,, D] y un vértice p € V(K,,), la descomposicién obtenida
por [K,,, D] al borrar el vértice p, es la descomposicién [K,,_1, D] donde D; = {G—p: G €

D}. En general, la descomposicién [K,,_,, D,] es una descomposicién obtenida de [K,,, D]
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Figura 2.3: Ejemplos de descomposiciones obtenidos de un (9, 3)-diseno resoluble donde

se le suprime el vértice 8, los vértices 1 y 8, y los vértices 6, 7 y 8, respectivamente.

al borrar un conjunto de vértices A, con |A| = a (ver [6]).

Asi pues obtenemos lo siguiente:

Corolario 2.5.1. [6] Sea [K,, Dg| una descomposicion que representa un diserio resoluble,
entonces para cualquier conjunto de vértices A C V(K,), con |A| = a < v —r, satisface
X' ([Kv-a0;Dp,]) <v—a.

En la Figura 2.3, se muestran algunas descomposiciones que se obtienen de un (9, 3)—
diseno (ver Figura 1.3) al suprimirse algunos vértices. Note que todas las descomposiciones
tienen una buena coloracién, pues estas coloraciones estan inducidas por la coloracion del

diserio resoluble.
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2.5.2

Espacios Proyectivos

Una fibra (en inglés spread) S, de un espacio proyectivo PG(n,q), es un conjunto de
lineas que particiona los puntos del espacio proyectivo, en el sentido de que todo punto es
incidente a una y solo a una de las lineas de S. Un empaquetamiento (en inglés packing)
P, de un espacio proyectivo PG(n,q), es un conjunto de fibras que particiona las lineas
del espacio proyectivo, en el sentido de que cada linea estd en una y solo en una de las
fibras.

Como el lector puede darse cuenta, las definiciones de clase resoluble (ver Subseccién
1.3.3) y la de fibra, al igual que la de resolucién (ver Subseccién 1.3.3) con la de empa-

quetamiento, son las mismas, nada méas que vistas en diferentes contextos.

En [12] Beutelspacher prueba el siguiente resultado:

Teorema 2.5.2. [12] Euziste un packing P en PG(n,q), para n = 2% — 1.

Puesto que PG(n, q) es un (v, k)—-diseno (ver Seccién 1.4), y como todo (v, k)—disefio
puede pensarse como una descomposicién [K,, D®] (ver Subseccién 2.5.1), entonces el

teorema 2.5.2 establece, en estos términos, lo siguiente:

Teorema 2.5.3. [6] Existe una descomposicion que representa un diseno resoluble K, Dg]

_ g™t
para v = & —

, donde q es potencia de primo yn = 2F —1 (k € N).

Corolario 2.5.2. [6] Sea [K,, D] una descomposicion que representa un diseno resoluble
como en el teorema 2.5.3, entonces para cualquier conjunto de vértices A C V(K,) con
_ n : "1
Al = a < g se tiene que x'([K\oa Dy,) < U5,
Es importante resaltar que en [13] Beutelspacher, Jungnickel y Vanstone, probaron que
todo espacio proyectivo satisface la conjetura 2.4.2 (ver Seccién 2.4), es decir, prueban lo

siguiente:



38

Teorema 2.5.4. [13] Si [K,,Dgl, con v = qd;_ll_l, es la descomposicion que representa al

espacio proyectivo PG(v,q), entonces X' ([K,, Dg]) < v.



Capitulo

Transversales y 2-acoplamientos en sistemas

lineales

En este capitulo estudiamos la relacion entre dos parametros definidos en un sistema
lineal (P, L), el nimero de transversal, T(P, L), y el nimero de 2—acoplamiento, vs(P, L).
Como veremos mas adelante, el estudiar estos dos parametros para ciertos sistemas lineales

nos lleva a conjeturar que la relacion entre estos esta dada por 7 < vs.

En la Seccién 3.1 se dan las definiciones basicas para el entendimiento del problema
de este capitulo, a saber, la relacién entre el nimero de transversal y el nimero de 2-
acoplamiento en sistemas lineales. En las Secciones 3.2, 3.3 y 3.6, se estudia la relacién de
los parametros antes mencionados para el caso en que los sistemas lineales sean graficas,
planos proyectivos y espacios proyectivos, respectivamente, concluyendo que la relacién
que hay entre estos pardmetros es que el nimero de transversal esta acotado superiomente
por el nimero de 2-acoplamiento. En la Secciéon 3.4, se presenta el resultado principal
de este capitulo, se prueba, en algin sentido, que si el niimero de 2—acoplamiento de un
sistema lineal es a lo mas cuatro, entonces también el niimero de transversal esta acotado
superiormente por el nimero de 2—-acoplamiento. En la Seccién 3.5, se da una familia de
sistemas lineales cuyo ntimero de transversal es igual al su niimero de 2—acoplamiento, que
fue uno de los problemas que me plantearon en este tema. Finalmente, en la Seccién 3.7 se
argumenta el por qué la relacién entre los parametros no tiene el mismo comportamiento

como en los casos anteriores.

39
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3.1

Introduccion

Sea (X, F) un sistema de conjuntos. Un subconjunto 7" C X es una transversal de
(X, F), si interseca a todos los elementos de F, esto es, T N F # (), para todo F € F. El
niumero de transversal de (X, F), denotado por 7(X, F), es la cardinalidad més pequena

entre todas las posibles transversales de (X, F).

En la literatura, el nimero de transversal ha sido estudiado en diferentes contextos y
con nombres diferentes. Por ejemplo, en teoria de graficas al nimero de transversal se le
conoce con el nombre de nimero de cubierta (ver [14, 23, 35]), y en Geometria Discreta

con el nombre de nidmero de perforacion (piercing number en inglés) (ver [1, 2, 3, 26, 51]).

Sea (X, F) un sistema de conjuntos. Un subconjunto F' C F es un 2-acoplamiento
de (X, F), si la interseccién de cualesquiera tres elementos de F’ es vacia, esto es, para
todo Fi, Fy, F3 € L' satisface Fy N Fy N F3 = (). El ndmero de 2—-acoplamiento de (X, F),
denotado por v5(P, L), es la cardinalidad més grande entre todos los 2—acoplamientos de

(X, F).

El problema central de este capitulo, es dar una relacion entre el niimero de transversal
y el nimero de 2-acoplamiento en algunos sistemas lineales concretos. En los lemas 3.4.1
y 3.4.2 se prueba que una relacion natural entre estos dos parametros, para el caso de los

sistemas lineales, estd dado por:

La motivaciéon principal para trabajar en este tema, es saber si se puede acotar el
nimero de transversal de un sistema lineal, 7, en términos de una funcién lineal de 5. En

la siguiente, seccién probamos que toda grafica G satisface 7(G) < 15(G) — 1.
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l—2 1
’ M\ '
3 4 5 6 3
Figura 3.1: La grafica H representa un 2-acoplamiento de G.

3.2

Transversales y 2—acoplamientos en graficas

En esta seccion, estudiamos la relacion entre 7 y v5 para el caso de sistemas lineales
2—uniformes, es decir, para el caso de las graficas. Concretamente, el resultado principal

de esta seccién establece que toda grafica simple G satisface la relacién 7(G) < 15(G) — 1.

Recordemos que la definicién de transversal y la de cubierta para el caso de las gréficas
es la misma, por lo tanto, en esta seccién, manejamos el nombre de cubierta que es clasico
para el caso de graficas.

Note que un 2—acoplamiento, en una gréfica G, lo podemos pensar como una subgrafica

H con grado maximo a lo mas 2.

Ejemplo 3. Sea G = (V. E), donde V ={1,...,6} y E{{1,3},...,{1,6},{2,3},...,{2,6},{1,2}}
(ver Figura 3.1). Entonces la subgrdfica H = (V', E'), donde V' = {1,2,3,6} y £/ =
{{1,3},{1,6},{2,3},{2,6}}, representa un 2—acoplamiento (mdzximo) de G.

Sea H una subgrafica de una gréfica G. Denotemos por degy(x) como el nimero de

aristas en H incidentes a v.

Teorema 3.2.1. Sea G = (V, E) una grdfica con |E| > 15(G), entonces

7(G) <1n(G) -1
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Demostracion. Sea H un 2-acoplamiento maximo de G. Definamos T" = {x € V(H) :
degg(z) = 2}. Note que T es una transversal de G, pues toda arista que no estd en
H es incidente a algin vértice de H de grado 2. Es facil ver que |T'| < |E(H)|, donde
E(H) es el conjunto de aristas de H. Entonces 7(G) < |T| < |E(H)| = 1»(G). Note
que si en H hay una trayectoria, entonces |T'| < |E(G)|, por lo que 7(G) < 1»(G), y
asi 7(G) < 1»(G) — 1, como el lema establece. Por lo tanto, supongamos que en todo
2—acoplamiento maximo H no hay trayectorias, esto es, H es una union disjunta de ciclos.
Afirmamos que existe un vértice v € V(H) tal que T\ {v} es una transversal de G, y
asi tendriamos que 7(G) < 1»(G) — 1, como el teorema establece. Para demostrar esta
afirmacion, supongamos que no existe tal v € V(H) tal que T = V(H) \ {v} es una
transversal, y por tanto deg(v) > 3, para todo v € V(H), de lo contrario, si deg(v) = 2, las
aristas incidentes a v intersectan a T\ {v}, y asi T\ {v} es una transversal, lo que nos llevaria
a una contradiccién. Podemos suponer que V(H) = V(G), pues si x € V(G) \ V(H),
entonces una de las aristas incidentes a z, digamos e, es incidente a un vértice de v de
H (porque H es un 2-acoplamiento). Asi, si ¢’ es una de las dos aristas incidentes a v en
H, entonces H' = (H \ {€'}) U{e} es un 2-acoplamiento maximo en G que contiene una
trayectoria, lo que nos lleva a una contradiccién, pues en todo 2—acoplamiento maximo
no hay trayectorias, por lo tanto V(H) = V(G). Finalmente, por el teorema 1.2.1 (ver
Seccién 1.1) tenemos que a(G) + 7(G) = |V(G)| = |V(H)| = (G), y como o(G) > 1,
para toda gréfica, entonces 7(G) < |V(G)| — 1 = 15(G) — 1, como afirma el teorema. O

3.3

Transversales y 2—acoplamientos en planos

proyectivos

En esta seccién, probaremos que todo plano proyectivo II,, ¢ potencia de primo, satis-

face 7(I1;) < 1»(1l,), con igualdad si ¢ es impar.

En lo que resta de la tesis, cuando digamos que el plano proyectivo es de orden g,

entenderemos que ¢ es potencia de primo.
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Lema 3.3.1. SiIl, = (P, L) es un plano proyectivo de orden q, entonces 7(Il,) = ¢+ 1.

Demostracion. Por definicion de plano proyectivo, toda linea es una transversal, por lo
tanto 7(II,) < ¢ + 1. Para demostrar que 7(Il;,) > ¢ + 1, procedamos por contradiccién,
esto es, supongamos que existe una transversal minima 7" de II, de cardinalidad g. Como

todo punto de II; le inciden ¢ + 1 lineas, entonces
Ll={leL:l>z, €T} <qlg+1)=¢+q<|L],
que es una contradiccion, pues |£] = ¢*> + ¢ + 1. Por lo tanto 7(I1,) > ¢ + 1. O

Con respecto al nimero de 2—acoplamiento tenemos lo siguiente:
Lema 3.3.2. SiIl, = (P, L) es un plano proyectivo de orden q, entonces v5(1l,) < g + 2.

Demostracion. Como en todo plano proyectivo hay dualidad (ver Subseccién 1.3.2), el 2—
acoplamiento coincide con la cardinalidad de un évalo o de un hiperévalo (ver el teorema
1.3.1 de la Subseccién 1.3.2) de un plano proyectivo del mismo orden, dependiendo de la
paridad de q. Por el teorema 1.3.1 se tiene que es ¢ + 1, cuando ¢ es impar, y es q + 2,

cuando ¢ es par. O

Teorema 3.3.1. [5] Todo plano proyectivo 11, de orden q satisface T(I1;) < 1,(Il,), con

wgualdad st q es impar.

3.4

Numero de transversal cuando el nimero de

2—acoplamiento es 2, 3 y 4

Es esta seccién, presentamos el resultado principal de este capitulo (dado en [5]). Este
resultado, se obtuvo en trabajo conjunto con Gabriela Araujo Pardo, Amanda Montejano

Cantoral y Luis Montejano Peimbert.
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Comenzamos esta seccién con la siguiente observacion:

Observacion 3.4.1. Un sistema lineal (P, L) satisface A(P, L) < 2 si y sélo si ve(P, L) =
£].

Para un sistema lineal (P, £) con A(P, L) > 2, decir que (P, L) = n significa, por
una parte, la existencia de al menos un conjunto de n lineas que no inducen puntos triples
(no hay tres lineas incidentes a un mismo punto), y otra, la propiedad de que cualquier

conjunto de n + 1 lineas inducen al menos un punto triple.

Relaciéon natural entre 7 y 1, en sistemas lineales

Sea (X, F) un sistema de conjuntos. Una k—coloracion débil de (X, F) es una asignacién
de colores a X, de un conjunto de k colores, de tal forma que todo elemento de F no es
monocromatico, es decir, existe una funcién suprayectiva g : X — {1,...,k} de tal forma
que, para todo f € F existen x,y € f tal que g(x) # g(y). El numero cromdtico débil de
(X, F), denotado por xq(X,F), es el minimo k para el cual existe una k—coloracién débil
de (X, F).

Sea (X, F) un sistema de conjuntos k—uniforme (ver Seccién 1.1). Un clan de (X, F)
es un subconjunto Y de X, con |Y| > k, tal que todo subconjunto de Y de k elementos es
un elemento de F. El nimero de clan de (X, F), denotado por w(X, F), es la cardinalidad
maés grande entre todos los clanes de (X, F). Note que si Y es un clan méximo de un
sistema de conjuntos 3—uniforme (X, F), y por cada dos elementos de Y se colorean con
un color diferente, entonces:

[w(X ,F)

s ] < Xul X, F). (3.1)

Si (P, L) es un sistema lineal, denotamos por (X(p), F(pz)) al sistema de conjuntos
3-uniforme inducido por (P, L) como sigue: Xpgy = Ly {li,l2,13} € Fpyr) siy sélo
silinNlyNiz =0, donde ly,15,13 € L. El lema 3.4.1, relaciona un sistema lineal con su
sistema de conjuntos 3—uniforme, probando que su nimero de 2—acoplamiento del primero
es igual al nimero de clan del segundo. De igual, forma se prueba que el nimero de
transversal del primero y el ntimero cromatico débil del segundo son iguales, lo que nos
permitird relacionar, utilizando la des—igualdad (3.1), el nimero de transversal con el

numero de 2—acoplamiento para sistemas lineales:
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—‘ <7(X,F) (3.2)

Lema 3.4.1. Sea (P, L) un sistema lineal, entonces vo(P, L) = w(X(p), Fpe)), y7(P, L) =
Xa(X(p.c), F(pc))-

Demostracion. Primero demostremos que v5(P, L) = w(X(pr), F(p.r))- Sea R un 2-acopla-
miento méaximo de (P, L) (esto es que |R| = (P, L)). Como Iy Ny NIz = (), para
todo ly,l5,l3 € R, entonces {ly,ls,ls} € F(pyy. Asi, el conjunto R induce un clan en
(X(p,c), Fpc)), por lo que vo(P, L) = |P| < w(X(pr), Fpr)). Por otra parte, si Y es un
clan maximo de (X(pr), Fipr)) (esto es que |Y| = w(X(pr), Fpr))), entonces para todo
li,15,13 € Y se cumple que {ly,ly,l3} € F(pyr), es decir, ; Nly N3 = 0. Asi, el conjunto Y
induce un 2-acoplamiento en (P, £), por lo que w(Xpr), Fpe)) = |Y| < 1a(P, L).

Ahora, demostremos que 7(P, L) = xa(X(pc), F(pc))- Sea T = {x1,...,2,} € P una
transversal minima de (P, L) (esto es que m = 7(P, £)). Definamos ¢ : £L — T dado por
Y(l) = minj<j<m{i : x; € I}, entonces v es una m-—coloracién débil de (X(p ), F(p,r)), pues
si e € Fipr), digamos e = {l1,ls, I3}, v ¥(l1) = ¥(l2) = ¥(l3), entonces y NIy N5 # 0,
que es una contradiccién al hecho de que e € F(pyy, por lo tanto 9 (l;) # (li), para
g,k € {1,2,3}, por lo que 7(P, £) > xqa(X(pc), F(p,c)). Por otra parte, sean ¢ : X(pry —
{1,...,m} una m-—coloracién débil minima de (X(pr), Fpe)), v Y = ¥ (i), con i =
1,...,m. Entonces para todo e € F(pr) se cumple e € Y;, con i = 1,...,m, por lo que
Niey, | # (), para i = 1,...,m. Por lo tanto, el conjunto T" = {ﬂleYil i=1,... ,m} es
una transversal de (P, L), y asi 7(P, L) < xa(X(p.c), F(p,c))-

X
Finalmente, por la desigualdad (3.1), se concluye que [M—‘ <7(X,F) O

1/2(1/2 — ].) .

Lema 3.4.2. [5] Sea (P, L) un sistema lineal, entonces 7(P, L) < 5

Demostracion. Los puntos dobles inducidos por un 2—acoplamiento maximo es una trans-

1/2(1/2 - 1)
2

versal de (P, L), y este 2—acoplamiento induce a lo més puntos dobles. O

A continuacién, probaremos que todo sistema lineal (P, £) con |L£| > 2y 1p(P, L) =2
satisface 7(P, L) = 1, esto es, cualquier conjunto de tres lineas de £ tienen un punto en

comun, implicando que todas ellas se intersectan. A esta propiedad se le conoce como la



46

propiedad 2-Helly.

Proposicion 3.4.1. [5] Sea (P, L) un sistema lineal con |L| > 2. Si (P,L) satisface
vs(P, L) =2, entonces 7(P, L) = 1.

Demostracion. Como (P, L) > 1 para todo sistema lineal (P, L), entonces basta probar
que 7(P, L) < 1. Sean [ y I’ dos lineas cualesquiera de (P, £). Entonces como v,(P, L) = 2
se cumple que [N NI" # 0, para toda " € L\ {l,I'}. Entonces T = {INI'} es una
transversal de NI, y asi 7(P, L) < 1. O

Es importante decir que la inversa de la proposiciéon 3.4.1 también es cierta, esto es,
todo sistema lineal (P, L) con 7(P, L) = 1 satisface v»(P, L) = 2.
A continuacion presentamos un resultado relacionado a la proposicién 3.4.1 para sis-

temas lineales cuyo niimero de 2-acoplamiento es 3.

Proposicion 3.4.2. [5] Sea (P, L) un sistema lineal con |L| > 3. Si (P,L) satisface
(P, L) =3, entonces (P, L) = 2.

Demostracion. Por la observacién 3.4.1, A(P, L) > 3, el conjunto de puntos de grado al
menos 3, X3, es no vacio. Podemos asumir que |X3| = 1, de lo contrario, si |X3| > 2,
podemos encontrar facilmente un conjunto de cuatro lineas que no inducen puntos triples
(dos puntos distintos en X3 y dos lineas incidentes a cada uno de estos puntos), lo que
nos llevarfa a una contradiccién a la hipétesis (P, L) = 3. Sea p € P el tinico punto
con deg(p) > 3. Asumimos que hay otro punto ¢ € P, ¢ # p, tal que deg(q) = 2, de lo
contrario |£\ £,| < 1y la proposicién es cierta. Consideremos £L” = L\ (£, U L,). Note
que L” = (), de lo contrario podemos encontrar cuatro lineas (dos en £,, una en £,, y una
més en L£”) que no inducen puntos triples, contradiciendo la hipétesis vo(P, L) = 3. Asi,

el conjunto {p, ¢} es una transversal de (P, L) y 7(P, L) = 2. O

Note que la inversa de la proposicion 3.4.2 no es cierta. Por ejemplo, la grafica bipartita
completa Ky 3 cumple 7(Ky3) =2y 12(Ky3) = 4.

A partir de las proposiciones, 3.4.1 y 3.4.2 resulta atractivo afirmar que todo sistema
lineal (P, L), con 1u(P,L) = 4y |L| > 4, satisface 7(P, L) < 3. Sin embargo, existe al

menos un ejemplo donde esto no sucede.
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Figura 3.2: Plano proyectivo de orden 3, II;.

Ejemplo 4. El plano proyectivo 113 = (P, L) de orden 3 (Figura 3.2) satisface vo(Il3) =
7(Il3) = 4 (ver Seccion 3.3).

El resultado principal de esta seccién (teorema 3.4.1), establece en algun sentido, que
a menos que el sistema lineal (P, £) sea Il3, es cierto que vo(P, £) = 4 con |L| > 4 satisface
(P, L) < 3.

Teorema 3.4.1. [5] Sea (P, L) un sistema lineal con |L| > 4. Si vo(P, L) = 4, entonces
T(P, L) < 4. Mds ain, si T(P, L) = va(P, L) = 4, entonces (P, L) es un subsistema de 113.

Para demostrar el teorema 3.4.1, se analizaran diferentes casos relacionados con el grado
méaximo de (P, £). Por la observacién 3.4.1, un sistema lineal que satisface la hipdtesis del
teorema 3.4.1 es tal que A(P, L) > 2. En el lema 3.4.3 probamos que todo sistema lineal
con va(P, L) =4y A(P,L) > 5 satisface 7(P, L) < 3. Los casos restantes, A(P,L£) =3y
A(P, L) = 4, son los casos para los cuales existen sistemas lineales que cumplen v5(P, £) =
T(P, L) = 4. Estos casos se presentan en las secciones 3.4.1 y 3.4.2, respectivamente. En

cada seccion se describirdn todos los sistemas lineales (P, £) que cumplen dicha igualdad.

Lema 3.4.3. [5] Todo sistema lineal (P, L) con vo(P, L) =4 y A(P,L) > 5, son tales que
(P, L) < 3.

Demostracion. Consideremos un punto p € X5 (conjunto de puntos de grado al menos 5),
y definamos L' = L\ L,. Sea (P’, L') el subsistema inducido por £'. Note que |£'| > 2, de lo
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contrario v5(P, L) < 3, contradiciendo la hipdtesis vo(P, L) = 4. Si L' = {l4, 2}, entonces
{p,11 N1y} es una transversal si l; Ny # 0, si no (cuando I3 Ny = ) el sistema satisface
7(P, L) = 3. Por otra parte, si |[£'| > 3 afirmamos que v»(P’, L") = 2, de donde se sigue
de la proposicién 3.4.1 que 7(P', L") = 1, y asi 7(P, L) = 2. Para verificar la afirmacion,
supongamos lo contrario, esto es, existe un conjunto de tres lineas {l1,ls,l3} C L' que
no induce puntos triples. Este conjunto de lineas induce a lo méas tres puntos dobles. Por
el principio de las casillas hay al menos dos lineas [,I’ € £, que no inciden en ningin
punto doble. Entonces el conjunto {l,!’,ly, 5,13} no induce puntos triples, contradiciendo
la hipétesis v (P, L) = 4. O

Note que a menos que exista un punto p € X5y |[L\L,| = 2, con [,I' € L\ L, disjuntos,
un sistema lineal (P, £) con vo(P, L) =4y A(P, L) > 5 satisface 7(P, L) = 2.

3.4.1

Caso A(P, L) =3

Comenzamos esta subseccién introduciendo terminologia que nos ayudara a simplificar

la descripcion de los sistemas lineales que satisfacen v, = 7 = 4.

Dado un sistema lineal (P, £) y un punto p € P, el sistema lineal obtenido de (P, L)
al borrar el punto p es el sistema lineal (P’, L) inducido por £' = {l\ {p} : I € L}. Dado
un sistema lineal (P, £) y un linea | € L, el sistema lineal obtenido de (P, £) al borrar la
linea 1 es el sistema lineal (P’, L") inducido por £ = L\ {l} (ver [5]).

Consideremos el plano proyectivo I3 (Figura 3.2). Sea k cualquier punto de I3, y I
cualquier linea de II3 no incidente a k. Se define a Cs4 (ver [5]) como el sistema lineal
obtenido de II3 al:

i) borrar el punto k junto con sus cuatro lineas incidentes,

ii) borrar la linea [ junto con sus cuatro puntos incidentes.

El sistema lineal C5 4 = (FPe, ,, L¢,,) (ver Figura 3.3) antes definido es un sistema lineal
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Figura 3.3: Sistema lineal Cs 4.

3-regular y 3—uniforme con 8 puntos y 8 lineas; y descrito como:

Fe,, = {p,q,%1,%2,%3,91,Y3,Ya},
£C3,4 = {{p7 y17y3}7{x27'r37y1}7{q7y17y4}7{x17$37y4}7
{pa q, 1'1}7 {zla T, y3}a {Q> zs, y3}a {p> Zg, y4}}7

En la proposicién 3.4.3 y en el lema 3.4.4 se demuestra que el sistema lineal Cs 4 con
15(C34) = 4y A(C34) = 3 es el tnico sistema lineal que satisface 7(C34) = 4, y como
consecuencia cualquier otro sistema lineal (P, L) con (P, L) = 4y A(P,L) = 3 es tal
que 7(P,L£) < 3. Sin embargo, la prueba de la proposiciéon 3.4.3 es una consecuencia
inmediata de los lemas 3.5.2 y 3.5.3 que para mantener un orden en el trabajo pensamos

que es mejor probar en la siguiente seccion.
Proposicion 3.4.3. [5] El sistema lineal Cs 4 satisface v2(Cs4) = 7(C34) = 4.
Demostracion. Caso particular de los lemas 3.5.2 y 3.5.3. U

Lema 3.4.4. [5] Sea (P, L) un sistema lineal con vo(P, L) =4 y A(P,L) = 3. Si (P, L) #
Cs4, entonces T(P, L) < 3.

Demostracion. Sean p'y q dos puntos de P tales que deg(p) = 3 y deg(q) = max{deg(x) :
x € P\ {p}}. Asumimos que deg(q) = 3, de lo contrario el resultado se tiene, pues el
conjunto de lineas £ \ {l}, con [ € L,, no induce puntos triples, y como |L\ £,| < 2,
entonces 7(P, L) < 3. Sea (P”, L") el sistema lineal inducido por £ = L\ (£, U L,).
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Figura 3.4: Dos representaciones del sistema lineal Cs 4.

Supongamos primero que |£”| > 3. Afirmamos que v5(P”, L") = 2, de donde se sigue de
la proposiciéon 3.4.1 que 7(P", L") = 1, y asi 7(P, L) < 3. Para verificar la afirmacién
supongamos lo contrario, esto es, existe un conjunto de tres lineas {l,ls,l3} de L£L” que
no induce puntos triples. Este conjunto de tres lineas induce a lo méas tres puntos dobles.
Como A(P, L) = 3, entonces por el principio de las casillas hay al menos dos lineas en £,
o dos lineas en £,, digamos I, y [5, que no contienen ningtin punto de X. Por lo tanto, el
conjunto {ly, ls, 3, 14,5} no induce puntos triples, contradiciendo la hipdtesis vy (P, L) = 4.
Supongamos ahora que |£”| < 2. Asumimos que L” = {l1, 15}, con l;Nly = ), de lo contrario
el conjunto {p,q,l; NIy} es una transversal de (P, L), y el resultado se tiene. Afirmamos
que toda linea [ € (L, U L,) \ (£, N L,) satisface [Ny # 0 y N1y # 0. Para verificar la
afirmacion supongamos lo contrario, esto es, existe una linea [ € (£, U L,) \ (£, N L,) tal
que I Ny = (. Sin pérdida de generalidad asumimos que [ € L£,. Por el principio de las
casillas, hay al menos dos lineas l,,, l,, € L, tales que [yNINI, =0y l1NINI, = 0. Por lo
tanto, el conjunto de cinco lineas {l1,ls,1,1,,,,,} no induce puntos triples, contradiciendo
la hipétesis vy (P, L) = 4.

Supongamos que L, = {l,,, Ly lps } ¥ L4 = {lg1, lgas lgs }-

Caso 1: £L,N L, # 0. Sean {a} =1, Ny, {b} =1, N, {c} =1, Nla, {d} = 1,, N o,
donde I, l,, € L,\ (£, N L,), entonces {a,d,q} es una transversal de (P, L), y el lema es
cierto.

Caso 2: L,N L, =0. Sean {a} =1, N, {b} =1, N, {c} =1, Ny, {d} =1, N o,
{e} =1, Ny {f}=1,Nl. Comol, NI # 0, parai=1,2,3y j=1,2, entonces dado
lg € Lg existen I, .1, € Ly, 1, # 1, tales que Iy, N, Nl # 0y 1y, N1, Ny # 0 (pues
l4; induce puntos triples en los siguientes 2-acoplamientos: {l1,l, Iy, , Iy, }; {11, 12,1, , lpki}
v {l,l2, b, s by }s donde £, = {ly, 1, .1y, }). Sea A; = {l,, .1, } el conjunto de tales
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lineas de [,,. Por linealidad de (P, L) tenemos que |[A; N A;| =1, paral < i < j < 3,
y A1 N Ay N Az = 0, donde A, Ay y As son las lineas correspondientes de l,,, 1y, v lys,
respectivamente. Por lo tanto {,, 3 a,e, l,, 20, f y l;, 2 d,cobienly, 3 a,f, l, 2bdy
lg D ¢, e. Sin pérdida de generalidad, asumimos que I, 3 a,e, I, 2 b, f y Iy, > d, ¢ (pues
los sistemas lineales resultantes son isomorfos). Note que existen tres sistemas lineales no
isomorfos, pues o, Ny, # 0 6 1y, N1y, # 0 61y Ny, # 0, de lo contrario, si Iy, N1y, =0
Vi Ny =0yl NI, =0, entonces el sistema lineal resultante (P, £) (Figura 3.4 (a))
es isomorfo al sistema Cs 4 (Figura 3.4 (b)), contradiciendo la hipétesis (P, £) % Cs 4. Por
lo tanto, el conjunto de puntos {b,d,l, Ny} 6 {a, f,l,u Ny}t 6 {c,el, Ny}, es una
transversal de (P, L), y asi 7(P, L) < 3. O

3.4.2

Caso A(P, L) =4

Procediendo de la misma forma que en la subseccién previa, comenzamos introduciendo

terminologia para describir los sistemas lineales para los cuales se cumple vy = 7 = 4.

Dado un sistema lineal (P, L), un tridngulo 7T de (P, L) es el sistema lineal inducido
por tres puntos en posicion general (no colineales) y las tres lineas inducidas por estos
puntos.

Consideremos el plano proyectivo I3 y un tridngulo 7 de II3. Definimos C = (P, L¢)
como el sistema lineal obtenido de II3 al borrar el tridngulo 7.

El sistema lineal C (ver Figura 3.5) tiene diez puntos y diez lineas; y esté descrito como:

PC = {p7Q7x17'r27'r37y17y27y37y47y5}7
Lo = {{p,yr,y2u35 {0 v Y, ys b {21, 22, y3, Us }, {71, 03, Y2, Ya )}, {Ds T2, Ya )
{pa xs, y5}7 {pa q, :L'l}v {Q> T2, y2}7 {Q> €3, y3}> {$2> €3, yl}}

A continuacion, presentamos como una observacion, algunas propiedades de C, que son

propiedades heredadas de II5.



Figura 3.5: Sistema lineal C.

Observacion 3.4.2.

(a) 3 <deg(x) <4, para todo x € P,

(b) 3<|l| <4, para todo | € Le,

(c) deg(x) =4 siy sdlo si x es adyacente a todo y € Pe \ {z},

(d) |I| =4 siysolosilnl #0, para todo I € L\ {1},

(e) no hay tres puntos de grado cuatro incidentes a una misma linea,

(f) para todo | € L¢ existe una unica linea I € Le \ {I} tal que INT = .

Definimos C44 como la familia de sistemas lineales (P, £) con v»(P, L) = 4 tales que
i) C es subsistema (ver Seccién 1.1) de (P, L),
ii) (P, L) es subsistema de IIj,

esto es
Cia={(P,L):CC (P,L)CIl3 con (P, L) =4}

En la proposicién 3.4.4 se demuestra que si (P, L) € Cy4, entonces 7(P, L) = 4. Mas
aun, en el lema 3.4.5 se demuestra que si (P, L) & Cy4, con a(P,L) = A(P,L) = 4,
entonces 7(P, L) < 3.

Proposicion 3.4.4. [5] Si (P, L) € Cy4, entonces (P, L) = 4.
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Demostracion. Como cualquier linea de tamano cuatro de (P, L) es una transversal de
(P, L) (pues toda linea de tamano cuatro es una transversal de II3), entonces 7(P, £) < 4.

Para probar que 7(P, L) > 4 consideramos dos casos:

Caso (i): £\ L¢ = 0. Supongamos que existe una transversal minima 7' = {a,b,c¢} C P
de (P, L) de cardinalidad tres. Si P\ Pz = (), entonces deg(x) > 3, x € T, de lo
contrario (si P\ Pz # () puede existir puntos de T' de grado dos, pues cada punto
de P\ P es un vértice del tridngulo 7 borrado de Il3. Por la observacién 3.4.2, no
es dificil verificar que en ambos casos se tiene que |£| = |{l € L:INT # 0}| <9,

que es una contradiccién, pues |£] = 10. Por lo tanto 7(P, £) > 4.

Caso (ii): £\ Lc # 0. Sean Xy = {p € P : deg(p) = 4} y X§ = {p € P¢ : deg(p) = 4}.
Afirmamos que | X4| > 6, donde se sigue que hay un punto = € P\ T de grado cuatro,
y asi 7(P, L) > deg(z) = 4, como el lema establece. Para verificar la afirmacién note
que toda linea de L\ L¢, es una linea del tridngulo 7 borrado de II3. Asi, tal linea
induce al menos dos puntos (diferentes de los vértices del tridngulo) de grado cuatro,

y como |X§| = 4, entonces | X,| > 6.

O

Lema 3.4.5. [5] Sea (P, L) un sistema lineal con vo(P, L) = A(P,L) =4. Si (P, L) & Cy,
entonces T(P, L) < 3.

Demostracion. Recordemos que vo(P, L) = 4 implica que cualquier conjunto de cinco
lineas induce un punto triple. Sean p y ¢ dos puntos de P tales que deg(p) =4 y deg(q) =
méax{deg(z) : x € P\ {p}}. Asumimos que deg(q) > 3, de lo contrario el lema es cierto,
pues como el conjunto de lineas £\ {l,{'}, con I,{" € L,, es un 2—-acoplamiento, entonces
|L\L,| < 2,yasiT(P, L) <3.Sea (P” L") el sistema lineal inducido por L” = L\ (L,UL,).
Supongamos que |L"| = 2, pues si |£”| = 1, entonces vy(P, £)=3. Asumimos que L"” =
{l1,13}, con Iy NIy = B, de lo contrario el lema es cierto, pues el conjunto {p,q,l; Ny}
es una transversal de (P, L). Procediendo de la misma forma que en la demostracion del
Lemma 3.4.4, se puede probar que toda linea [ € (£,UL,)\ (£,NL,) satisface INl; Ay
[Niy # (0. Sin pérdida de generalidad asumimos que existe una linea I, € £, \ (£,NL,) tal
que l,NliNL, #0yl,NlaNl, #0,donde l,,,1,, € L,\ (£,NL,). Entonces el conjunto
de cinco lineas {ly, 2, Ly, lp,, l;}, donde 1, 1,, € L, \ {l,,,,,}, no induce puntos triples,

contradiciendo la hipétesis vo(P, L) = 4.
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Figura 3.6: Sistema lineal resultante al considerar [, , > 21 y [, l,,, para ¢ = 1, 2.

Supongamos entonces que |£”| > 3. Asumimos que vo(P”, L") > 3, de lo contra-
rio, si ve(P", L") = 2, por la proposicién 3.4.1 se sigue que 7(P”, L") = 1, y por tanto,
T(P, L) < 3. Sea {ly,ls,l3} un conjunto de tres lineas de L” que no induce puntos triples.
Este conjunto de tres lineas induce a lo més tres puntos dobles X = {z1, zo, x3}. Asumi-
mos que tres lineas de £, y tres lineas de £, son cada una incidente a un punto de X, de lo

contrario existen dos lineas de [,,, I/ € £, o dos lineas de [

/ o
s Ly l; € L, que no son incidentes a

4> 'q

los puntos de X (pues deg(q) > 3), y por tanto el conjunto de cinco lineas {l1,ly, I3, 1, [} }
6 {l1,12,13,14,1;} no induce puntos triples, contradiciendo la hipétesis vo(P, £) = 4. Afir-
mamos que X N (L, NL,) # 0, esto es, existe la linea incidente a los puntos p y ¢, y esta
misma linea es incidente a un punto de X. Para verificar la afirmacion, supongamos lo
contrario, esto es, X N (L, N Ly) = 0. Sea L, = {1y, Loy lps, lpu b ¥ Lg = {lgrs lgns lgss pa b
con (L, \{lp, }) N (L \{ls}) = 0. Como tres lineas de L, y tres lineas de £, son incidentes
a un punto de X, entones sin pérdida de generalidad podemos suponer que ,,,l, > x;,
para i = 1,23,y {z1} = lb N3, {z2} = 3Nl y {x3} = 1 Nls. Entonces el conjunto
{li, 1y, lpy, Uy, lgs } 1O induce puntos triples, contradiciendo la hipdtesis v5(P, £) = 4. Por
lo tanto X N (£, N L,) # 0.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que l,, > x; y que [, [,

3

S x;, para

i = 2,3 (ver Figura 3.6). Consideremos las lineas l,,, y [,, y los siguientes 2-acoplamientos:

'Cl - {ll>l2>lq27 lpq}a ‘62 - {l1>l3>lq37 lpq}> ‘63 = {lla l27 lp2>lpq}> ‘C4 - {llal?nlpga lpq}'

La linea [, induce puntos triples sobre los 2-acoplamientos £, y L, por lo que debe
de existir las intersecciones {ya} = lb N, v {ys} = I3 Ny, con ya,ys € 1, de lo
contrario existe un conjunto de cinco lineas £, U {l,,} 6 L2 U {l,,} que no induce puntos

triples, contradiciendo la hipétesis v2(P, £) = 4. Andlogamente, la linea [, induce puntos
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Figura 3.7: Sistema lineal resultante isomorfo a C.

triples sobre los 2—acoplamientos L3 y L4, por lo que debe de existir las intersecciones
{ya} =Ny, y{ys} = lsNl,,, con ys, ys € l,,,. Finalmente, como el siguiente conjunto de
cinco lineas {ly, I, l3,1,,, l,, } induce un punto triple, entonces debe de existir la intersecciéon
=Ll Nly,.

No es dificil checar que el sistema lineal resultante (P, £) (ver Figura 3.7) es isomorfo
al sistema lineal C. Por lo tanto, existe al menos una linea [ € £\ L. Afirmamos que
cada linea | € £\ L¢ es una linea de I3, y asi (P, L) € Cy4, contradiciendo la hipdtesis
(P, L) & Cy4. Antes de esto, note que | £\ L¢| < 3 (y por tanto |£]| < |Ln,| = 13), pues toda
linea de £\ L¢ induce un punto triple sobre el 2-acoplamiento {ls, I3, ly,, [y, }, v por tanto
cada linea de £\ L¢ es incidente a un punto de {x,ys,ys}. Para verificar la afirmacién
consideremos el sistema lineal C representado por la Figura 3.7. Sea [ una linea fija de
L\ Lc. Probaremos que existe una linea I" € Ly, tal que I’ = [. Primero probemos que
' Cl. Sin pérdida de generalidad asumamos que [ 3 y, (el mismo argumento es utilizado

sil>x; 6sil > ys). Lalinea [ induce puntos triples sobre los siguientes 2—acoplamientos:

'Ci = {ll’ lp3>lq1’ lqz}> 5/2 = {ll’ l3>lq1’ lp7q}a 'Cg = {li’nlm’ lq1>lp,q}>

por lo que debe de existir las intersecciones {y;} = l,, Ny, v {ys} =1 N 1,4, por lo tanto
ys,y7,ys € 1 (pues {ys} € INl3N1y,), de lo contrario existe un conjunto de cinco lineas
Ly U{l} or LLU{l} 6 L5U{l} que no induce puntos triples, contradiciendo la hipdtesis
(P, L) =4. Asi I’ C 1, donde I' = {ys, Y, y7,ys} € Ly, (ver Figura 3.5). Para probar que
[ C I’ es suficiente verificar que cualquier linea 77& [ de L\ L satisface nlcr , pues no hay
puntos de grado uno en [. Sea [ tal linea. Sin pérdida de generalidad asumamos que y5 € I
(el mismo argumento es usado para el caso x; € N) Como la linea [ induce puntos triples

sobre el 2-acoplamiento {ly,l3,1,,,1,,}, entonces debe de existir la interseccién Inhn lp.g-
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Como ys =1 N1l NI, ,, entonces ys = nrnl, y por tanto Inlel. O

3.4.3

Sistemas de segmentos

Para el caso en que el sistema lineal sea un sistema de segmentos, se puede concluir, a

partir del teorema 3.4.1 lo siguiente:

Corolario 3.4.1. [5] Sea (P, L) un sistema de segmentos en el plano con |L| > vo(P, L).
Si (P, L) €{2,3,4}, entonces 7(P, L) < vy(P, L) — 1.

Demostracion. Por las proposiciones 3.4.1y 3.4.2, faltaria demostrar el caso en que v5(P, L) =
4. Para probar esto sea (P, £) cualquier sistema lineal con v5(P, £) = 4y |£| > 4. Suponga-
mos primero que (P, £) ~ Cs 4, veamos que (P, £) no es Zykov—planar, y como consecuencia
(P, £) no puede representarse como segmentos de linea recta sobre el plano, y como Cs 4
es un subsistema de Cy44, entonces ningun elemento de C44 puede ser Zykov—planar.

Si (P, L) ~ Cs 4 fuera un sistema de segmentos, entonces (P, L) es Zykov—planar, por lo
que la grafica de incidencia B(P, L) de (P, L) es una grafica planar. Como |V(B(P, L))| =
14, |[E(B(P,L))| =21y g(B(P, L)) = 4, se sigue del teorema 1.2.3 (ver Seccién 1.2) que
B(P, L) no puede ser planar, obteniendo una contradiccién. Por lo tanto, no existe una
representacién en segmentos de linea recta sobre el plano de (P, £).

Por otra parte, si (P, L) % Cs34 6 (P,L) & Cy4, con vo(P,L) =4y |L] > 4, entonces
por los lemas 3.4.3, 3.4.4 y 3.4.5 tenemos que 7(P, L) < 3, y en particular, si (P, £) es un

sistema de segmentos, entonces 7(P, L) < 3, como el teorema afirma. O

Creemos que el corolario 3.4.1 es cierto en general, es decir, conjeturamos que:

Conjetura 3.4.2. Si (P, L) es un sistema de segmentos con |L| > vo(P, L), entonces
T(P>‘C) < VQ(Pv‘C) - ]-7

para todo vo( P, L) > 2.
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3.5

Una familia de sistemas lineales con 7 = 1»

Uno de los problemas que me plantearon con respecto a este tema, fue en exhibir
una familia de sistemas lineales, diferentes a los planos proyectivos de orden potencia de
primo impar, cuyo numero de transversal fuese igual al nimero de 2—acoplamiento, pues
como vimos en la seccién anterior no es trivial encontrar ejemplos de sistemas lineales que
cumplan dicha igualdad en los parametros. Afortunadamente pude construir dicha familia
(teorema 3.5.1). Estos sistemas lineales generalizan la estructura que tiene el sistema lineal

(3.4 que se definié en la Subseccién 3.4.1.

Lema 3.5.1. Sean (P, L) un sistema lineal con |L]| > (P, L), yp,q € P dos puntos tales
que deg(p) = A(P, L) y deg(q) = méx{deg(z) : © € P\ {p}}. Si |L] < deg(p) + deg(q) +
ve(P, L) — 3, entonces (P, L) < vp(P, L) — 1.

Demostracion. Sean p,q € P dos puntos como en el enunciado del lema, entonces |L” =
L\{L,UL} < (P, L) —2. Asumimos que |L"| = v»(P, L) —2 (y por tanto £L,NL, # 0),
de lo contrario el conjunto {p,q} U {a; : | € L£"}, donde @; es cualquier punto de [, es una
transversal de (P, £) de cardinalidad a lo mas v»(P, £)—1, y el lema es cierto. Supongamos
que L” ={Ly,...,L,,_o}. Asumimos que las lineas de £” son disjuntas a pares, esto es,
I[Nl =0, para todo [,I" € L", de lo contrario el conjunto £” induce al menos un punto
doble o triple, digamos x € P, por lo que el conjunto {p,q,z} U{a; : 1 € L"}, donde a; es
cualquier punto de [, es una transversal de (P, £) de cardinalidad a lo mas vo(P, L) — 1,y
el lema es cierto.

Caso 1: Supongamos que A(P, £) < v5(P, £) — 2: afirmamos que todo par de lineas [,
yig, conl, € L\{lpq} v, € Lo\ {ly,}, se intersectan, donde [, , es la linea que contiene
a los puntos p y ¢ (pues £, N L, # (). Para verificar la afirmacién sean [, y [, dos lineas
cualesquiera de £,\{l,,} v £, \{l, 4}, respectivamente. Entonces la linea [,, induce puntos
triples sobre el 2-acoplamiento £” U{l,,1,,}, o bien la linea [, induce puntos triples sobre
el 2-acoplamiento £” U {l,,,,,}, por lo que debe de existir una linea L,, € L"” tal que

l,Nl,NL,,#0,y asil,Nl, # 0, como la afirmacién establece.
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Supongamos que L, = {l, ..., lpa 1 ot ¥ Ly =l lga_,, lpg}- Sin pérdida de
generalidad supongamos que I, N, N L; # 0, para todo ¢ = 1,...,A —1, con I, € L,
fijo. Entonces el conjunto {l, N L; : i = 1,...,A =1} U{za,..., 2,2} U {p}, con z;
cualquier punto de L;, parai = A, ..., vy — 2, es una transversal de (P, £) de cardinalidad
ve(P, L) — 1,y el lema es cierto.

Caso 2: Supongamos que A > vy(P, L) — 1: afirmamos que si [, € £, \ {l,,,}, entonces
l,N L # 0, para toda linea L € L£”. Para verificar la afirmacién supongamos lo contrario,
esto es, existe I, € L, \ {lpo} vy L € L" tal que [, N L = . Por el principio de las
casillas existe I, € £, \ {lpq} tal que [, N1, N L = 0, para toda linea L € £"\ {L},
pues deg(p) = A > vy(P, £)-1. Entonces el conjunto de lineas £” U {l,,l,,l,,} es un 2—
acoplamiento de cardinalidad v(P, £) + 1, contradiccién a la definicién de vo(P, £). Note
que si A = deg(p) = deg(q), entonces también se cumple que si l, € £, \ {l,,}, entonces
[, L # (0, para toda linea L € L£” (por el argumento anterior).

Supongamos primero que A(P,L) = 1»(P,L) — 1. Si a;; = L; N1, para i,j =
1,...,A —1, entonces el conjunto {q,a1,a22,...,aa—1.a-1} €s una transversal de (P, L)
de cardinalidad v»(P, L) — 1, y el lema es cierto. Por otra parte, si A(P, L) > vs(P, L), en-
tonces por el principio de las casillas existe [, € £,\{l,,} tal que [,Nl,NL = ), para algin
ly € LA{l,,} v toda L € L. Entonces el conjunto de lineas {L1, ..., L,,_2,1,, 15, 1, ,} s un
2—-acoplamiento de cardinalidad v»(P, £) + 1, contradiciendo la definicién de vo(P, £). O

Sea (G, +) un grupo abeliano aditivo finito con elemento neutro e. Diremos que G es de
suma neutra si deg g = e. Ademas diremos que es libre de idempotencia si 2g = g+g # e,
para todo g € G\ {e}. Es bien sabido que si (G, +) es un grupo abeliano de orden par, con
identidad e, entonces existe g € G tal que 2g = e. Por ejemplo, el grupo aditivo (Z,,+),
con n > 3 impar, es un grupo de suma neutra y libre de idempotencia.

La idea ahora es construir una familia de sistemas lineales (P, £) con dos vértices de
grado méximo y con |L| = 2A(P, L) + v»(P, L) — 2 que satisfaga 7(P, L) = v»(P, L), pues
si le pedimos que tenga menos lineas, entonces por el lema 3.5.1 se tendria 7(P, L) <
ve(P, L) — 1.



Figura 3.8: Sistema lineal Cs 4

3.5.1

Sistemas lineales C,, ;11

Sean n = 2k + 1, donde k es un numero natural, y (G,+) un grupo aditivo abeliano
de orden n, de suma neutra, libre de idempotencia y con elemento neutro e. Definamos
L={L,;:g9€G\{e}}, donde L, = {(h,g9) € G x G\ {e} : h € G}, para todo g € G\ {e},
L, ={ly, : g € G}, donde l,, = {(g,h) € GxG\{e}:heG\{e}} U{p} para todo
g€G, L, =1{l, g€ G}, donde l,, = {(h, fy(h)) € GxG\{e} : h €G,fy(h) =
h+ g con fy(h) # e} U{q}, para todo g € Gy q # p.

Tenemos que £ es un conjunto de n— 1 lineas disjuntas a pares, £, es un conjunto de n
lineas incidentes a p, £, es un conjunto de n lineas incidentes a g. Note que dado [,,, € £,
existe una unica linea [, € £, tal que [,, N{, = 0 de lo contrario existirfa l,, € L, tal que
lp, N1, # 0, para toda linea [, € L,, lo cual implicaria que a +b € G\ {e}, para todo
b e G,y esto es una contradiccién.

Denotemos como C,, 41 al sistema lineal (P, £,,), donde
P,=(GxG\{e})U{p,q}y L,=LUL,UL,.
Note que C, ,+1 es un sistema lineal n—uniforme con n(n — 1) + 2 puntos y 3n — 1 lineas.

Ademés tiene 2 puntos de grado n (los puntos p y q) y n(n — 1) puntos de grado 3.

Ejemplo 5. Consideremos el grupo abeliano aditivo G = Zs. El sistema lineal C34 =
(Ps, L3) tiene como conjunto de puntos a Py = {(0,1),(1,1),(2,1),(0,2),(1,2),(2,2)} U
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{p} U {q} y como conjunto de lineas a L3 = LU L, U L,, donde

£ = {0,1),(1,1),(21)}{(0,2),(1,2),(2,2)}},
L, = {{(0,1),(0,1),p},{(1,1), (1,2),p},{(2,1), (2,2), p}},
Ly = {{(1,1),(2,2),4},{(0,1),(1,2),¢},{(0,2), (2, 1), ¢} }-

y es representado en la Figura 3.8. No es dificil de probar que este sistema lineal es

isomorfo al sistema lineal que definimos en la subseccion 3.4.4.
Lema 3.5.2. El sistema lineal C,, i1 = (P, L) satisface 7(Cppy1) =n+1

Demostracion. Como el conjunto {z, : z, es cualquier punto de L, € L} U {p, ¢} es una
transversal de C,, 41, entonces 7(Cpn41) < n + 1. Para demostrar que 7(P,, L,) > n+1
supongamos lo contrario, que 7(FP,, £,,) = n. Note que si T es una transversal de cardina-
lidad n, entonces T'C G x G\ {e}, esto es, p,q & T, de lo contrario, si p € T, entonces por
el principio de las casillas existe una linea I, € £, tal que T'N 1, = 0, pues deg(q) =

contradiciendo la definicién de transversal, a menos que ¢ € T, lo que implicaria, por el
principio de las casillas, que existe L € £ tal que LNT = (, pues |£| = n — 1, con-
tradiciendo la definicién de transversal. Por lo tanto T C G x G \ {e}. Como p,q ¢ T,

entonces

T = {(90s f1no(90)), - - s (gn-15 fr, 1 (gn-1))},

dOnde {g()? cee agn—l} = {hOa CIEEES hn—l} = g
Afirmamos que existe (g;, fn;(g;)) € T tal que f,,(g;) = e, contradiciendo que 7' C
G x G\ {e}, y por tanto 7(P,, L,) = n+ 1. Para verificar la afirmacién note que

n—1
th ) = Y (g + i) ngLZh =e,
=0

pues por hipdtesis Z g = e. Como también Z g = e, entonces debe de existir un
geg geG\{e}
fn;(g;) = e, verificando asf la afirmacién. O

Lema 3.5.3. El sistema lineal Cp, i1 = (P, L) satisface v5(Cppt1) = n + 1.
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Demostracion. Como el conjunto £ U {l,,,1,, }, para cualesquiera dos lineas I, ,1,, € L,
es un 2-acoplamiento, entonces v5(Cp, n41) > n+ 1. Para demostrar que v5(Cp,41) < n+1
supongamos lo contrario, que v5(Cp,n11) = 1 + 2. Sea R un 2-acoplamiento maximo.
Caso 1: Supongamos que R = LU {l,,,1,,,l,.}, donde l,,,1,, € L, vy l,. € L,, cuales-
quiera: como hay una tunica linea [, € £, que interseca a [, entonces podemos suponer
que l,, N1, # 0,y por construccién de C, ,+1, existe L € L tal que I,, Nl,, N L # 0,
induciendo asi un punto triple en R, por lo que R no puede ser un 2—acoplamiento.
Caso 2: Supongamos que R = {l,,,,l,,,lg.. lg, }UL\{ Lk}, para algin k € G\ {e}, donde
lposlp, € Ly ¥ 1y, 1y, € L4 sin pérdida de generalidad podemos suponer que 1,, N, # 0,
L, Ny, 0, 1,,N1, =0y, NI, =0, delo contrario R no podria ser un 2-acoplamiento.
Afirmamos que existe L € £\ {Lx} tal que I, Nl,. N L # 0 o bien [, NI, N L # 0, y esto
implicaria que R induce puntos triples, que es una contradiccion, y asi v5(Cp pny1) = n + 1.
Para verificar la afirmacién supongamos lo contrario, esto es, para todo L € £\ {L} se
cumple I, Nl,, "L =0y, N, NL =0, esto quiere decir que l,, Nl,, N Ly # 0y

lp, N1y, N Ly, # 0. Por construccién de C, 41 tenemos que

l,, = {(i,z):2€G\{e}}, paratodoiec g
l, = {(x,z+j):x€G\{e}yx+j#e}, paratodo je g

Tenemos que Ly = {(z,k) : v € G}. Sil,, Nl N Ly # 0y 1, Ny, N Ly #0,
entonces a + ¢ = b+ d = k. Por otra parte, como l,, N1, = 0y I, N1, = 0, entonces
a+d=b+c=e Juntandoa+c=b+d =k con a+d=0b+ c= e tenemos que 2k = e,

que es una contradiccion, pues en G es libre de idempotencia. O

Juntando los resultados anteriores se prueba lo siguiente:

Teorema 3.5.1. Paran =2k+1, conk € N, el sistema lineal C,, 11 satisface T(Cp, 1) =

V2(Cn,n+1> =n+ 1.

En el caso en que n sea una potencia de un primo impar, el sistema lineal C,, ,,+1 puede
construirse de la siguiente manera: considere el plano proyectivo PG(2,n), vy {p1, -+ ,pg+1}

una linea de PG(2,n). Entonces C,, 11 es el sistema lineal obtenido de PG(2,n) al:

i) borrar los puntos ps, - - -, p,, junto con las lineas incidentes correspondientes a estos

puntos,
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ii) borrar cualquier linea incidente a p,4; diferente de {p1, - - - , pg+1}, junto con sus ¢+1

puntos.

3.6

Transversales y 2—acoplamientos en espacios

proyectivos

En esta seccién, analizamos la relacion entre el nimero de transversal y el ntimero
de 2—acoplamiento en el espacio proyectivo PG(d,q), cuando d > 3. Note que el caso
d = 2, se analiz6 en la Seccién 3.3 (pues los espacios proyectivos PG(2,q) son planos
proyectivos II,), el cual se concluyé que 7(PG(2,q)) < 15(PG(2,q)). Ahora completamos
la demostracién para g > 3, probando que 7(PG(d,q)) < vo(PG(d, q)).

Decimos que dos lineas son oblicuas (en inglés skew), si no se intersectan, es decir,
si no tienen un punto en comun. Y dos lineas son paralelas, si satisfacen el axioma de
paralelismo: para cualquier par (p,), donde [ es una linea y p es un punto, existe una
unica linea I’ que contiene a p y no interseca a [. Las lineas [ y I’ se llaman paralelas.

Es importante notar que dos lineas paralelas son lineas oblicuas, pero no necesariamente
dos lineas oblicuas son lineas paralelas. Por ejemplo, si II y II' son dos planos en R? que
no se intersectan, y [ es una linea en Il y p es un punto en II’, entonces hay una infinidad
de lineas oblicuas en II' que pasan por p que son oblicuas a [, y nada mas una de ellas es
paralela a [ (por el axioma de paralelismo).

Recordemos que una fibra & de un espacio proyectivo PG(d,q) es un conjunto de
lineas (oblicuas) que particiona los puntos de PG(d, q), en el sentido de que todo punto
es incidente a una y solo a una de las lineas de §; y un empaquetamiento P de un espacio
proyectivo PG(d, q) es un conjunto de fibras que particiona a las lineas de PG(d, q), en el
sentido de que cada linea estd en una y solo en una de las fibras.

Consideremos el espacio proyectivo PG(d, q) y un hiperplano H fijo de PG(d,q). Se
llama espacio afin, y lo denotamos por AG(d, q), a la geometria que se obtiene al borrar

el hiperplano H del espacio proyectivo PG(d, q).
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Consideremos el espacio afin AG(d, q) al borrar un hiperplano H al espacio proyectivo
PG(d, q). No es dificil ver que AG(d, q) tiene un empaquetamiento, pues si p es un punto
en H, entonces el conjunto de lineas incidentes a p, que no estan en H, inducen una fibra
en AG(d,q), més atn, las lineas de esta fibra forma un conjunto de lineas paralelas. Asi,
por cada punto en H tenemos una fibra en AG(d,q), obteniendo de forma natural un
empaquetamiento en AG(d, q).

Es importante mencionar que para ciertos valores de d y ¢ existe un empaquetamiento
de PG(d,q) cuyas fibras no contienen dos lineas paralelas (ver [30]). A estos empaqueta-
mientos se les llaman empaquetamientos oblicuos (en inglés skew packing).

En esta tesis llamamos fibra oblicua a una fibra donde todo par de lineas en él son
oblicuas pero no son paralelas.

A continuacién demostraremos que 7(PG(d, q)) < vo(PG(d, q)), para todo d > 3.

Lema 3.6.1. Todo espacio proyectivo PG(d,q) de dimension d > 2 y orden q satisface
d-1
Demostracion. Todo hiperplano de PG(d, q) es una transversal, y todo hiperplano tiene
_ g¢‘-1
[‘f]q = *—1 buntos. O
Lema 3.6.2. Todo espacio proyectivo PG(d,q) de dimension d > 3 y orden q satisface
29" < w(PG(d,q))

Demostracion. Fijemos un hiperplano H de PG(d, q) y consideremos el espacio afin AG(d, q)
al quitar H de PG(d,q). En [31] Fuji-Hara y Vanstone probaron que existe un empaque-
tamiento en AG(d,q) cuyas fibras Sy,...,S,, donde a =1+ ¢+ ...+ ¢% !, satisfacen:

(i) Las fibras Sy,...,S a1 son fibras oblicuas.

q

(ii) En cada fibra Sya-1,q,...,8a-14 4,41 hay a lo més ¢ lineas paralelas.

Como todo par de lineas (en el espacio proyectivo) en una fibra oblicua (en el afin) no
inciden en un mismo punto en H (pues las lineas no son paralelas), entonces el conjunto de
lineas de dos fibras oblicuas forman un 2-acoplamiento en PG(d, q). Por lo tanto 2|S;| <

vo(PG(d,q)), y como |Si| = ¢"!, entonces el resultado se sigue inmediatamente. O

En resumen, demostramos lo siguiente:
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Teorema 3.6.1. Todo espacio proyectivo PG(d, q) de dimension d > 3 y orden q satisface
7(PG(d,q)) < ro(PG(d,q)).

3.7
Caso general

Con lo que hemos visto hasta ahora, es muy tentador afirmar que si (P, £) es un sistema
lineal con |L| > (P, L), entonces 7(P, L) < vy(P, L). Desafortunadamente, esto no es
cierto. Eustis y Verstraéte [28] probaron, usando métodos probabilisticos, que para una
infinidad de ks, existen sistemas lineales k—uniformes (P, £) con n = | P| suficientemente
grande cuyo numero de transversal es 7(P, L) = n —o(n). Estos sistemas lineales tienen el
numero de 2-acoplamiento acotado superiormente por 2?", y por tanto vo(P, L) < 7(P, L)
(para n suficientemente grande). Mds ain, si k es muy grande, entonces no existe A > 1

tal que 7(P, L) < Avs(P, L) (pues el cociente 2* se hace muy pequeno).
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