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Cuatro Soles fueron anteriores a esta era en que 

vivimos, los que tuvieron por objeto la evoluci6n

que cada vez permitiera el mejoramiento de los se

res humanos, de los animales y las plantas, hasta

llegar a la Quinta Epoca, llamada del Sol de Movi 

miento. 

A muchos milenios de tiempo está la "primera fun 

damentaci6n de la tierra". 

Mas estos años que cobijan nuestra existencia, -

según los dioses de nuestros antepasados, constitu . 
yen la edad maravillosa, de la Perfeccci6n, de la-

Armon~a, que había sido forjada con el aprovech~ -

mrento de las experi'encias de anteriores épocas. 

Pero tal ~ez la agitada ~ida de esta Era del 

Quinto Sol, nos esté acercando a su final. 

Tal vez algún día no lejano termine: 

"Este $01, su nombre 4 movimiento, este es nues

tro Sol, en el que ,vivimos ahora. 

y. aqu~ está su señal, cómo cayó en el fuego el ... 

Sol, en el tog6n d~vino, allá en Teotihuacán. 

Igualmente fue este el Sol de nuestro príncipe, 

en Tula, 6 sea de Quetzalc6atl. 

El quinto Sol, 4 movimiento su signo, 

se llama Sol de movimiento porque se mueve, sigue 

su camino. 

y como andan diciendo los viejos, en él habrá -

movimiento de tierra, habrá hambre y con esto per~ 

ceremos." 



Cuando esto suceda, cuando no exista ni una brizna 

de paja sobre la tierra aún existirá el' mundo mágico 

de los dioses. 

y allá en la inmensidad de los trece cielos, de~ -

pués del Cataclismo que destruya el quinto Sol, esos 

dioses volverán a pensar en forjar otro mundo mejor, 

un mundo en que no existan las ambiciones humanas, -

en el que el hermano ame con verdad al hermano, en -

donde desaparezcan las guerras fatricidas, en que 

los guiadores de los pueblos sean hombres justicieros 

y honrados, y la desmedida fiebre del oro, aquello -

que todo lo prostituye, sea erradicada. 

Otilia Meza 
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Resumen 

Se desarrolla la metodología -

de dispersi6n múltiple no relat~

vista aplicada a moléculas, de 

forma tal que las ecuaciones y 

procedimientos puedan hacerse co

rresponder con el programa de cál 

culo de Liberman y Batra (pero 

con el potencial de esferas tan -

gentes modificado a una partici6n 

del espacio). Este desarrollo se

presenta mediante el formalismo -

de las funciones de Green y toman 

do en cuenta la simetría del sis

tema. No se presenta con detalle

la construcción del potencial mo

lecular (partición celular), úni

camente se dan los resultados 

obtenidos por Costas y Garritz. 

Es desarrollada la metodología 

de dispersión múltiple relativi~

ta, de tal forma que la corre la -

ción con aquella no relativista -

sea directa. Se ha seguido para -

el método relativista la descrip

ción de C.Yang y S.Rabii sin to 

mar en cuenta l~ simetría,- pues -

una vez desarrollada para el caso 

no-relativista, su introducción -

en el relativista es inmediata. -

Sin embargo, se presenta la con~

trucción de las funciones base y

las expresiones finales para las

ecuaciones seculares simetrizadas. 

Se ha dedicado una sección a demos 

trar que las ecuaciones relativis 

tas se convirten en las clasicas

en el límite C-co 

The non-relativistic multiple 

scattering methodology applied to 

molecules is developed, so that th~ 

equations and procedures may correspond 

with the Liberman and Batra's program 

(with a celular potencial and not with 

a muffin-tin one). This development 

is presented by means of the Green 

functions formalism and taking into 

account the syrnmetry of the system. 

The construction of the potencial is 

not presented in detail, only the 

results obtained by Costas and Garritz 

are given. 

It is also presented the relativistic 

multiple scattering methodology, so it 

may be correlated with the non

relativistic version. For the 

relativistic method it has been followed 

the C.Yang and S.Rabii description, 

without using the syrnmetry properties 

because once it has been evolved for 

the non-relativistic case, its 

introduction to the relativistic case 

is inmediate. Howeyer, the construction 

of the basis functions and the final 

expressions for the symmetrized secular 

equations are presented. A section to 

demostrate that the relativistic 

equations become the classic ones in 

the limit c -Q) is included. 
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-PROLOGO 

Hoyes imposible prescindir de un método relativista para el 

estudio de la estructura electr6nica de la materia. Si en los ele 

mentos de transici6n ya se presentan efectos relativistas, un tra 

tamiento no relativista para los elementos lantánidos y actínidos 

es completamente inadecuado. En este caso aún para un estudio cua 

litativo es necesario tomar en cuenta los efectos relativistas¡ -

los niveles de energía de no-valencia se desplazan a energías más 

profundas, los niveles de valencia sufren desplazamientos conside 

rabIes y se presentan desdoblamientos de los niveles debido al 

acoplamiento espín=6rbita,. 

Hasta abora no hay.una teoría cuántica relativista completa-

y consistente, pues ésta tendría que tomar en cuenta la interac--

ci6n electr6n-electr6n en forma completa, y esto no ha sido descri 

to correctamente. Sin embargo r debido al gran éxito que ha tenido

la teoría de Dirac, así como los métodos basados en ésta, todo pa

rece indicar aue la omisi6n de la interacci6n magnética y el retar 

do de la interacci6n coulómbica no es de considerable importancia. 

Este trabajo cumple un doble objetivo. 

1) Desarrollar la metodología de dispersi6n múltiple no-rela 

tivtsta de forma tal que las ecuaciones y procedimientos puedan -

hacerse corresponder con el programa de cálculo existente en el -

Departamento de Química Te6rica ( Primer capítulo }. 

Se desea que el estudio y sistematizaci6n realizada pueda 

ser de utilidad a los futuros y actuales estudiantes del deperta

mento. El desarrollo se presenta con todo el detalle posible y en 

los casos en que se omite alguna demostraci6n, un paso matemático 

"escabroso" o se introduce alguna definici6n, se da la referencia 

bibliográfica. Se presenta el desarrollo del método mediante el -

formalismo de las funciones de Green y tomando en cuenta la sime

tría del sistema ( lo que no es perfectamente claro en la biblio

grafía existente ). Se ha dedicado una secci6n a la interpretaci6n 

de las ecuaciones obtenidas, a la luz de la terminología de la 
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teoría de dispersión. Los armónicos esféricos empleados son reales; 

en el apéndice A se presenta la construcción de estas funciones, -

así como la fase empleada, y en el apéndice B se tratan con deta -

lle los números de Gaunt tanto con armónicos esféricos reales como 

complejos, como argumento. No se presenta con detalle la construc

ción del potencial molecular, únicamente se dan los resultados, 

pues este tema en específico ya ha sido tratado antes en el D.Q.T. 

Sin embargo, se han incluído los resultados con el objeto de pre -

sentar una visión lo más completa posible del método. 

2) Desarrollar la metodología de dispersión múltiple relati -

vista, de tal forma que pueda correlacionarse con aquella no-rela

tivista Segundo capítulo ). De esta forma, la eventual programa 

ción de las ecuaciones puede simplificarse al ser empleadas varias 

subrutinas y procedimientos del método no-relativista. 

En esencia, se ha seguido la descripción d~ C.Yang y S.Rabii, 

aunque su trabajo es demasiado sintético y hubo de complementarlo

con varias otras ref~rencias. En este caso no se tomó en cuenta la 

simetría, pues una vez desarrollada para el caso no-relativista, su 

introducción en el relativista es inmediata. Sin embargo, se presen 

ta la construcción de las funciones base y las expresiones finales

para las ecuaciones seculares simetrizadas. Debido a que los armó -

nicos esféricos utilizados son complejos, en el apéndice e se obtie 

nen las funciones de Green no-relativistas, y por lo tanto los fac

tores de estructura, como desarrollos en armónicos esféricos comple 

jos. En el apéndice D se demuestra la propiedad de los factores de

estructura relativistas y en el apéndice E se discute el método del 

operador de proyección utilizado para la obtención de las funciones 

base de las representaciones irreducibles. En el caso relativista -

ya no se discute la construcción del potencial, pues se toma igual

que en. el caso no relativista; no se consideran términos debidos a

la interacción relativista electrón-electrón. Así mismo, se ha dedi 

cado una sección a demostrar que las ecuaciones relativistas .se co~ 

vierten, en el límite C-co, en las clásicas. Finalmente, con el 

objeto de presentar una visión general del método de cálculo s~ ha 

incluido el apéndice F, el cual muestra el diagrama de flujo del _ 
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método tanto relativista corno no relativista, indicando las ecua

ciones que se aplican en cada paso del diagrama. 

-, 



capítulo 1 



METODO CELULAR DE DISPERSION MULTIPLE 

PARA MOLECULAS 

1 

Para la descripción del método celular de dispersión múlti

ple con intercambio estadístico X«~ (CDM-Xd~) es posible seguir -

dos caminos; hacer uso del formalismo de las funciones de Green~~
en forma similar a Korringa,Kohn y Rostoker en teoría de bandas -

(método KKRr; o bien seguir la descripción del tipo corrimientos-
(3) 

de fase. El primero de estos métodos tiene ventaja en flexibi-

lidad y elegancia. 

En las descripciones del método CDM-X~p generalmente no se-
(4) 

ha tomado en cuenta la simetría de los sistemas. Johnson menciona 

únicamente la forma en que se modifican los elementos de matriz -

G~~ (Rü~iE) por el efecto de la simetría, pero sin llegar a su 
, (~ 

justificación. Diamond presenta la introducción de la simetría al 

método, pero particulariza a un sistema con un solo conjunto de

átomos equivalentes sin llegar a escribir sus resultados en forma 
(6) . 

general. ~or último, Weinberg~r presenta el método CBM-X~pmedian-

te el formalismo de las funciones de Green y tomando en cuenta 

simetría, pero desgraciadamente tanto su notación como sus expre

siones finales son tan confusas que es sumamente difícil su iden

tificaci6n con las usadas en el programa que actualmente se em -

plea en el Departamento de Química Teórica. 

Este capítulo tiene como objetivo el de exponer en la for-

ma lo más detallado posible el método CDM-·X«~ tomando en 

cuenta la simetría del sistema y empleando el método de las fun -

ciones de Green. Las definiciones y ecuaciones resultantes han 

sido escritas con el objeto de hacer lo más directa posible 

su identificación en el programa antes mencionado. 

Problema a Resolver 

Dado un sistema molecular, el problema consiste, físicamente, 

en obtener la energía total del estado basal de un sistema de 

n electrones y N núcleos. Para hacer esto se expresa la energía -
('f) 

total estadística como un funcional de la densidad, la cual dado-
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un conjunto de espín-orbitales t~LJ y otro de ocupaciones tni} 

esta dada por 

. t t 
P(I') "" ~(fí') + p{lr) ••• (1.1) 

donde 't = t ,i . El funcional de la densidad empleado es 

••• (1.2) 

.. 
En esta expresión r y r' son vectores con respecto a un orlgen 

arbitrario, Ra es el vector de posición del núcleo ~ con respecto 

a ese origen y R~~=IR~ - R~I. El primer término corresponde a la

energía cinética. El segundo representa la interacción electrón-

núcleo. El tercero es la energía de repulsión electrón-elec 

·trón y el último corresponde a la energía de repulsión núcleo-nú

cleo. El cuarto término es la suma de energías de intercambio Ux -

1 
. .. (e) . 

y corre aClon Uc ' 

Al variar los espín-orbitales, demandando que la energía 

total pérmanezca estacionaria, se obtienen las siguientes ecua -

ciones monoelectrónicas (Q) 

••• (1.3) 

donde se define el potencial 

V't[lO:) ] _ .;... -2~ J 2f'(tp') 1 I D.()e,,) - l. \f'-R 1 -1' u.f' +V , • d:1 01 I f - i" I I . xc • • •• (I.3') 

Como los espín orbitales están incluídos en el potencial a través 

de la densidad, este conjunto de ecuaciones se resuelve en forma

a.utoconsistente. 

polución Imolícita 

Dados los antecedentes de la sección anterior¡ el sistema -

de ecuaciones a resolver es el siguient~ 

••• (1.4) 
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Aquí se ha cambiado la notación de cPj(r) -to>1(r) .Y t-j -E simplemen

te por consistencia con la notación usada en teoría de disper 

sión. 

Debido a la naturaleza autoconsistente de la ecuación(I.4), 

así como de la complejidad' del potencial V{r), es materialmente -

imposible obtener su solución exacta. De ahí la necesidad de un -

método que permita una simplificación considerable de (1.4). Este 

requisito lo cumple el método celular de dispersión múltiple X~p • 

En este método se considera el movimiento de los electrones como

un proceso de dispersión múltiple debido al campo producido por -

un número arbitrario de dispersores. Este grupo de dispersores se 
. • (10) 

determina mediante una partición del espacio, esto es, mediante -

la división del sistema en un grupo de componentes pOliatómicas,

y a su vez cada grupo (el cual puede estar formado por completo

po~ una molécula poliatómica, parte de una macromolécula o un com 

plejo poliatómico en un sólido ya sea ordenado o desordenado) es

dividido en tres regiones,a saber; 1: regiones atómicas, 11: re -

gión intersticial y 111: región exterior (figura 1.1) .Es factible 

introducir en la región intersticial esferas tangentes adiciona -

les('11; pero no se tomará en cuenta estaposibilidád.". -, ". 

Como consecuencia de esta partición del espacio el poten 

cial estará dado por una superposición de potenciales locales de 

finidos cada uno en su respectiva región de la partición 

••• (1.5) 

donde la suma se extiende sobre N+2 términos¡ N regiones atómicas, 

región exteriór (i=O) y región intersticial (i=N+l). r. es un vec 
l. 

tor con centro en la región i y ni (r i ) es una función escalón de-

finida por 

r i si a:\ Eút, 
n ~ (1') = l o ~\ ll, ~ 6\.: , ••• (I.6) 

esto es, define a la i-ésima región, la cual es denominada celda. 

El potencial en la región intersticial se considera constante. 
(1!"i) 

Esto no necesariamente tiene que 'ser asi pero simplifica en gran 

medida el problema. Este potencial constante VII se obtiene me 

diante el promedio volum6trico 



(a) 

(b) 

{C) 

Figura 1.1 Particiones del espacio utilizadas en dispersión 

mOltiple; a) esferas tangentes, b) esferas tras
lapantes y e) esferas truncadas. 

4 

I 
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1 r .. Vu :: -v \I(f) dVnrt.. 
IIIl 

••. (1.7) 

siendo Vint.· el volumen intersticial. 

El haber hecho la superposición (I.5) significa resolver la

ecuación (1.4) para cada región de la partición, lo que simplifi

ca enormemente el problema*. 

Ahora bien, definiendo la función de Green Go(r,r') como so 

lución a la ecuación diferencial 

••• (1.8) 

obteniendo su compleja conjugada y multiplicando a la izquierda -

por ~(r) se obtiene: 

••. (I.9) 

Se rearregla ahora (1.4) de la siguiente forma 

* se multiplica por Go(r,r') a la izquierda y se le sustrae (I.9),-

para obtener 

~(rf') : - S G: (f,f") {V(f) -vrr.l'<.P(f) + JtG.:(¡P,f')"72~(f) - 'Zjl(f)'\1zG: (tf. (JI)} d-f. 

(1.4) 
Si ahora se hace uso del teorema de Green, se intercambian r y r' 

y se toma en cuenta la propiedad de HermiticidadU5) 

finalmente se obtiene la forma integral de ~a ecuaci6n (I.4): 

* En realidad primero se propone la superposici6n del tipo 

(1.5) para la densidad elect..r6nica y después, al substituirla en-

( T ':1 1) (! -, \, t . ( .... 5) (1.~) 
,o' ... __ ",e Ov l .. ana .1.. • • 
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En esta ecuaci6n el dominio de integraci6n puede corresponder a -

cualquier regi6n de la partición; para el caso en que la integra

ción se efectúa sobre todo el espacio la ecuación (r.l0) se redu-

ce a 

expresión que usualmente aparece en la literatura como soluci6n -

de (r.4). En el método CDM el dominio de integraci6n corresponde

a la regi6n intersticial.Con esta elección la integral de volúmen 

en (r.l0) se anula y por lo tanto 

11 (f); S {G:O(I'/I'I)\T'~(I'I) - ?P(i'I)\l'Go (~F\)} . ildS . 
Sint.. 

• .. (1.11) 

Es posible descomponer esta integral en contribuciones por esfera, 

esto es 

'qI (f,..+R,,) = t· r{G.o(f«+Rce I f~ +R~ )\l'I?J:'(I'~+Rp)-ª,{r;tf\I»~'Go'(fdttci~f~tR~) }. í1¡, dOr; , 
(he J 

••• (r.12) 

donde los vectores r y r' con origen arbitrario se han substitui 

do por vectores con origen en las esferas atónlicasy exterior (fi 

gura 1.2). 

Para obtener la solución de la ecuaci6n (I:12) es necesario 

el conocimiento de la solución misma. Ahora bien, la integral se

efectúa sobre la regi6n intersticial, la cual también forma parte 

de las superficies at6micas y exterior; si se propone una solu 

ci6n para las regiones r y rr se podrían introducir en (r.12). 

Por otra parte, la funci6n de Green es singular en r = r', de 

modo que es necesario el siguiente proceso de límite 

N . 

li~ '?l:<i',dR.,)! = Q(.~ 1; Jfo(fc<+K".f;+l<¡?» \ V'l1(lP~tR(~)-
r,,:.b.-t C-'o (Lo r"",bc(-t.. 
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••• (12.a) 

para evitar dicha singularidad. Esta ecuación corresponde a ~=1,-

2, ••• #N , Y para 0(=0 

N 

PJm "!(fo+fto)1 = ~~ 2: !{Golfb+Rb,rp+R~)1 '\l'~(i'~+R~)-
{ .. o 'fCl"'bo+E t>.o ~:o r.,"b.~E. 

-'?:PCf~+F.~)\1'Go(r.,-+({.oJ r~+l<f.»¡ }'~~d SIC; , 
. r.~bo-té. ••• (12 .b) 

donde b~ es el radio de la esfera ~ y n~ un vector unitario nor -

mal a su superficie. A continuación se propone tanto una expre 

sión para las funciones de onda como para el potencial en las re

giones 1 y 111. 

1lI 

Figura 1.2 Substitución de los vectores 

r = r«+ R« y r' = r~+ Rp en -

la partición de esferas tan

gentes. 



Funciones de Onda 

Aún cuando la superposici6n del potencial (1.5) simplifica 

en gran parte el problema, cada uno de los potenciales locales -

es funci6n de las tres coordenadas espaciales. Esto sugiere una

aproximaci6n 

8 

Es posible expresar el potencial de las regiones 1 y 111 

como un desarrollo en arm6nicos esféricos reales (en todo este -

capítulo serán usados armónicos esféricos reales, ver apéndice A) 

... (1.13) 
De igual forma, para las funciones de onda 

~(f",tf.o() = 1: C~ R~(E;rc() y~ (Í'«) • 
L . .• (1.14) 

En ambas expresiones se ha evitado el uso del índice de espín 

l=t,', por ser superfluo en la discusi6n que sigue. 

Si se sustituye (1.13) y (1.14) en la ecuación de Schr8din -

ger para el interior de un dispersor 

se 
v ,.. (1.b) 

mul tiplica por I~' (r«) y se lntegra, entonces 

donde 

son los números de Gaunt (ecuaci6n B.14). Si se separa el término 

del potencial con L=O y se toma en cuenta que I
L

(O¡L II)=dl.l,d'¡41f'; 

•.. (1.15) 
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expl.'esión forraa un sistema de ecuaciones diferenciales no -

homogéneas acopladas,sUluamente difícil de resolver: ( si se hubie 

ra supuesto un potencial no local se hubiera obtenido un sistema 

de ecuaciones integrodiferenciales acopladas). 

a la práctica, se toma en cuenta únicamente el término esférica

mente simétrico del potencial y se consideran esferas tangentes, 

esto es 

La obtenci6n de las ecuaciones seculares estará referida a esta

aproximaci6n y s6lo se hará menci6n a las otras dos particiones

del espacio antes mencionadas en la secci6n "Potencial y Energía 

Total" • 

Con esta aproximaci6n de esferas tangentes se elimina la -

inhomogeneidad en (1.15), reduciendo el problema a uno de campo

central 

[
-Id.. ~ d 2UH) ] O( ---f - + --2,- +V(r ... ) - E R.(r..I·~) '" o rZ dr dl-. r Jo ~ • ••. (1.16) 

Estas funciones radiales deben ser finitas en el origen para las 

regiones 1 y se generan por integraci6n numérica hacia afuera 
lH) 

para cada energía de prueba E y componente angular l. En la re -

gi6n 111 las soluciones se generan por integraci6n hacia adentro. 
, 

Así, el uso práctico del método CDM-X~~ básicamente depende de -

tres factores a) partici6n del espacio en celdas, b) la forma de 

construir el potencial a ser usado en cada celda y c) aproxima -

ci6n al intercambio y correlaci6n. 

La substituci6n en la ecuaci6n (1.12) del desarrollo (1.14) 

con la aproximaci6n de esferas tangentes, conduce a uri sistema -

de ecuaciones lineales homogéneas cuyas inc6gnitas son los coefi 

cientes C~ . La dimensi6n de la matriz asociada a este sistema

de ecuaciones corresp01iderá al número total de arm6nicos esfér~

cas incluidos en (I.14) tomando en cuent.a todos los centros 

·Q=O,l, .. ,N. En general la dimensi6n de la matriz es muy grande-
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(por ejemplo, para Pd4 (grupo ~ ), tomando en cuenta un desarro -

110 hasta 1=2 para el paladio y hasta 1=4 para la esfera exterior 

se tiene un determinante de 61X61). Afortunadamente existe una 

forma de simplificar la matriz secular. Si se toma en cuenta la -

simetría, el problema se reduce a resolver tantos conjuntos de -

sistemas de ecuaciones (de menores dimensiones que la matriz ori

ginal) como representaciones irreducibles tenga el grupo al cual

pertenezca la molécula; la dimensión de cada uno de dichos siste

mas estará dada por el número de funciones base de la representa

ción correspondiente. A continuación se presentarán los desarro -

llos de las funciones de onda para las regiones r y m en términos

de funciones adaptadas por simetría (apéndice E). 

Dado el Hamiltonian6 del sistema 

el conjunto de operaciones de simetría {al que lo dejan invaria~

te forman un grupo; el grupo puntual al cual pertenece la moléc~

la. Cada una de estas operaciones de simetría es una transforma -

ción ortogonal que actúa sobre los vectores de posición r.. El 
. (1B) 

efecto de una operación de simetría sobre una .función f(r) será -

denotado por el operador ~ ; 

Así, la invariancia del Hamiltoniano se expresa de la siguiente -

f 
. (19) 

orma 

.•. (r.17) 

El conjunto de funciones {f~r} I las cuales forman una base 

de la representación irreducible ~ del grupo G, tienen la siguie~ 

te propiedad de transformación 

... (r.18) 

'tLl . 
donde r(R~j ,con RcG,corresponden al conjunto de matrices que for 

roan una representaci6n irreducible r del grupo G. 



11 

Los armónicos esféricos son funciones base de las represen 

taciones irreducibles del grupo de rOtaciones puras, lo cual, de 

acuerdo con (1.18) quiere decir lo siguiente 

donde 1 corresponde a la representación irreducible y m a la 

m-ésima función base. 

Supóngase ahora una molécula conteniendo más de un conjun

to de átomos equivalentes. Si se denota por ~ a uno de esos con

juntos {~1, ex", (X}/'".<Xml Y además se define 

••• (I.20) 

entonces, al aplicar a la función ~~m(~) las operaciones de sime -

tría del grupo/ésta se transforma de la manera siguiente 

. - ltl 

donde ~(R) esta formada por el producto directo 

con 
si Ht R« :: RoC' 

~, PI'. R« f. R«' 

••• (I.21) 

••• (I.22) 

la cual es una matriz de mxm, siendo ro el número de átomos equiva 

lentes que corresponden al conjunto (f • En general la represent~

ción ~~(R) es reducible y por lo tanto e~ posible expresarla como 

una suma directa de representaciones irreducibles 

••• (1.23) 

donde ~ corresponde al número de representaciones irreducibles -

del grupo G (por supuesto, ~ será finito si .el grupo es finito) -
~ y n ... al número de veces que la representación irreducible ~ está 

contenida en !i RI
• Esta multiplicidad se evalua mediante la expre-' 

. 6 (2.0\ 
81 n 
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/ 

••• (1.24) 

donde X(R) denota a la traza de la matriz r(R). 

Ahora bien, las funciones base que se transforman de acuer

do a la j-ésima columna de la representaci6n irreducible ~ se 

construyen mediante el operador de proyecci6n Gf, el cual esta -

d f · . d (21.) e lnl o por 

••• (1.25) 

donde lp. corresponde a la dimensi6n de la 'representaci6n irred~ -

cible p. .Dado un conjunto <r y una l , aplicando (Y~ a toda fu~ 
c.i6n C/J;m con la ayuda de la regla de transformaci6n (1. 21) Y 0E.. -
tQnormalizando las funciones resultantes, se obtienen n~ funci~ -

nes base, las cuales serán denotadas por F:~ (aquí n~ =n). Cada 

una de estas funciones base se transforma de acuerdo a la j-ésima 

columna de la representaciÓn irreducible (~) bajo las operaciones

del grupo 

R rp-,j ~ r(R.)f! -:cP3 
R hrtn =-,(...¿ jl1 l~J.n. • 

. ji ••• (1.26) 

Explícitamente estas funciones base tienen la siguiente forma 

••• (1.27) 

Una vez construidas las funciones base de la representaci6n 

irreducible ~lo~ de~arrollo$ de las funciones de onda de las re

giones at6micas y exterior en términos de dichas funciones esta -

rán dados por 

••• (1.28) 
o introduciendo (1.27) 

••• (1.29) 
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Agur es conveni~nte hacer la siguiente observaci6n. La fun 

ci6n de onda ~f(r" + R q ) sigue teniendo la propiedad (1.26) 

PR l7p ~ = L r{R)~. ~~ • 
j " j j j I 

3 . 

es posible obtener tantos desarrollos de ~~(r~ + ~«) como dimen

si6n de la representaci6n irreducible 

Sin embargo, debido a la degeneraci6n de estas funciones es sufi 

ciente con tomar una de ellas. 

El hacer un desarrollo como (1.29) tiene la ventaja de 

seccionar el problema original de una sola matriz secular en tan 

tas matrices seculares de menor dimensi6n como representaciones

iLreducibles haya. Esto es posible debido a la propiedad 

lo cual es una consecuencia directa del teorema. de gran ortog2 -
t:¿1.) 

nalidad y significa que las funciones de diferente' represent~ -

ción irreducible no se "mezclan'~ 

Una vez que se cuenta con las funciones de onda de las re

giones 1 y !Il,sólo falta obtener las funciones de Green para 

dar comienzo a la obtención de las ecuaciones seculares. 

Funciones de Green 

Con base en un análisis de la partici6n del espacio de esfe 

ras tangentes, las funciones de Green necesarias son (figura 1.3) 

o) Go(I'C(+R.>!,I'~tR.d=Go(~c>',lí'~) cit-o 

r« ') r~ 

b) Go()'~ +({~ ~ f~-tR¡o) .. G o (r?al
J 
lP~ -f{oq¡,) ,,101,0 

, Yo( < \ f~·~O(~ I 

e) Go(l'dt(","~-\i.o)"'6o(Il()'Jf~-i<a(» ct-!o 

fo( <. u?'" - R .. ol 



Figura r.3. Ilustraci6n de la relación entre 

vectores para el cálculo de las

funciones de Green 

14 



d) Go(~,,+{(o)f~t{(o) =GoltPo,i'~) 
r~ > 'fo 

e.) Go(f.ti<o,l?~tl(~) -= G,,(l'o,t'~-I<.ol"» • 
r 1> > 1 ~ ~ + ,,~o , 
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k
2 

.... O Es necesario obtener estas funciones de Green para los casos , 

(E ') VII) Y k
Z< O (E, < VII)' los cuales corresponden a resolver las

ecuaciones 

(\it k2 )Go (tf,f') :. -~(I'~IP\) ; R~=I:.-\tn ••• (1. 30) 

('\12_ R'2) Go (tri 1:1) ~ - d(f>-f l ) ; t<'t = \ E.-\i1L I • 
• •• (1.31) 

{2.~) 
Para obtener las funciones de Green en la representación de 

momento angular se propone el siguiente desarrollo en armónicos

esféricos 

••• (1.32) 

En esta misma representación la distribución Ó(r - r~ tiene la-

f 
(24) 

orma 

••• (1.33) 

Substituyendo estas dos expresiones en (I.30) y sabiendo que 

••• (1.34) 

se , obtiene 

••• (1.35) 

Así, se ha transformado la ecuación de tres variables (1.30)a una 

ecuaci6n unidimensional. La función de Green ~(r,~) se construye

mediante el producto de dos soluciones de la ecuación homogénea -

de (I.35) 

~-ª- r~ _._i- (~(Q+i) -r~Rt~W(r) =-0 r¡·'! or (}r r1 1 . ~ , ••• (1.36) 

una satisfaciendo las condiciones ala frontera en el or1gen y 

la otra en el "infinito". 
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~It 
Si se efectúa el cambio de variable W(kr)=Z(kr)/(kr) I la -

ecuación (1.36) se transforma en 

••. (1.37) 

Esta ecuación es la de Bessel con soluciones j Q (kr) =.Rf;JRtV'1.('(r) (fu~
ciones esféricas de Bessel) y nt (kr) =ENhi(Rr) (funciones esféri 

cas de Neumann). Para el estudio de estados estacionarios, cuan-
1 do k > O es conveniente utilizar la función de Green de espacio -

libre para ondas estacionarias. Esta funci6n de Green tendrá co

mo condicion.es a la frontera las siguientes: regular en el ori -

gen y estacionaria a kr grande .. Estas cond'iciones las cumplen 

las funciones j~ (kr) y n~(kr) respectivamente, puesto que 

1dl\r)~ 2J~! (If{y),t 
(ZH1) 

~dt{r) x __ 1_ Co'5(~:r-R~), 
{tr 

cuando kr» 1(1+1)/2. Con excepci6n del punto r=r' la funci6n de 

Green debe satisfacer la ecuaci6n homogénea (1.37) y por lo tan

to 

•.. (1.38) 

donde se está tomando en cuenta el hecho de que la funci6n 

gt (r,r1 debe ser simétrica con respecto a r y r'. La constante e 
se determina mediante la expresi6n de la discontinuidad de la de 

(25) 
rivada de g,2(r, r 1) 

Esta expresi6n se obtiene al integrar la ecuaci6n (1.35) de r=~~E 

a r"''t"'+t y tornar el límite cuando é - o . 

Substituyendo (1.38) en (1.39) se obtiene 

y-2C { dtl¡{h) j~tRr) - Ilell<r) d1cl~~}} ",,-i 
dr dr . 
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Por otra parte el Wronskiano de jR y nj está dado por 

de modo que 

e = - R • 

Tornando en cuenta este resultado se obtiene para la función de -

Green 

GO(tf,(JI) =-1{ ~ -11:(~r,-)qQtt{f»Yd.,)YL.(i>l) w 

L 
••. (I. 40) 

Para obtener la solución de (1.31) es posible proceder de -

dos formas. Una de ellas sería resolviendo directamente (1.31)

con k 2=IE-V11, y la otra sería resolviendo (1.30) manteniendo -

el signo de k 2 implícito. Siguiendo el segundo método, las solu

ciones linealmente independientes de (1.30) son ji( (LRr) , Ylq (LRr) 

y cualquier combinación lineal entre ellas, corno por ejemplo 

he;) li.l<r):: 1,(L~'f) +(~~tC\u-) • En este caso las condiciones a la frontera -. 
convenientes son: regular en el orlgen y que se anule a kr gran 

de (estados ligados). Estas condiciones a la frontera las cum -

plen las funciones j~ (ikr) y h~(ikr) respectivamente. Esto se 

justificará más adelante. Tornando en cuenta esto la función de 

Green gt(r,r l
) estará dada por 

de modo que 

r~ ¡-I 

r >r' 

Ahora se introducen las siguientes definiciones de las funciones 

modificadas de Bessel y modificadas de Hankel respectivamente 
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las cuales son reales para argumentos reales. Como justificaci6n 

a que estas funciones cumplen con las condiciones a la frontera

antes exigidas se tiene 

ne 

Rr )) W+i) 
2. 

Al substituir las funciones modificadas en ~~(r,rl) se obtie 

y por lo tanto 

••• (1. 41) 

Con las funciones (1.40) y (I.41) se obtienen directamente las 

funciones de Green (a) y (d) 

\?l,¡O ••• (1.42) 

GoCf«,"f«') '" -\'tI: (-/ LJtt~r~)R¡¡(\{r~)'Yl.(WO{)YL(i':) 
L 

k1 <. O ••• (1.43) 

t11 
) O ••. (I.44) 

L. 

~~.( O 
~ ••• (I.45) 

Para el caso k2 )O las funciones de Green en dos centros 

estarán dadas por 

b) Go (1'''', f'p -R((r) := - R L. jf 0\1'",,) ~d k Ill'~- ~<Yp\) Ydw",) Yd 1"0'~f!» 
L 

e) Go (fe<; f>ol-Ra .. ) = -R L r¡~ (~\ ff; -ít.on Jd krat) YdiOl) Yd ~<io) 
L 
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, ~ 

'1 f (\'Z 11' ~ - Rcx(l> l) Yd I'~ - ~r» 
R.t r- > r'(> 

j,.,(I) ( ') ( 1\' X 1\ t' Rro YL' 1'0) 

se transforman en 

... (I.46) 



ro( ( \l': t- ROA \ 
r~ ) R«o 

ro '> \I'~ - Ro(o \ 
r~ ) 'R«o 

Ecuaciones Seculares 

20 

.•. (I. 51) 

Las ecuaciones seculares se obtendrán a partir de (1.12a) -

y (I.12b) una vez que se substituyan las funciones de onda (1.29) 

y las correspondientes funciones de Green 

anterior. Primera~ente se tratará el caso 

omitirá el proceso de límite en (1.12a) y 

de simplificar la notación. 

obtenidas en la sección 
2 k ) O. En adelante se 

(I.12b) con el objeto -
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Substituyendo (1.29),(I.42),(1.46) y (1.47) en (1.12a) se

obtiene 

Las integrales a efectuar son del tipo 

A fin de efectuar estas integrales con facilidad se expresa el 

operador nabla en coordenadas esféricas 

Por otra parte, ~ es un vector normal a la superficie S, el cual 

será (1,0,0) si se integra sobre la superficie exterior y (-1,0,0) 

si se integra sobre las superficies at6micas. 

Debido a la aproximación de es~eras tangentes la integral -

de traslape entre dos armónicos esféricos se anula 
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de modo que la ecuaci6n (l.52) se transforma en 

En esta ecuaci6n 
•.• (l.53) 

[fO'ü) <jO<'í)} = fCR'r) ~g(I<Y) _ 9UZn df({u) • 
." dr dr 

Substituyendo ahora 

nl)tJ. ( , \ "'f' e 1'1, j S ¡.t,j.ta- o'S ( , )Y.~ (A \ 
~ j W",! ¡ R«r I = ¿'_ ;;2 VI Rnl'll 1'\. f'l'.-, E. m Irt ... ) , 

'mM ' 
Ir g,.,. 

1" 
mul tiplicando por Y'fIIU <rCfr ), inteqrando sobre dnr y sumando sobre 

O( , se obtiene 

~ ? 1 ""'Gtt, O . Cl'li SV,1,O r (ftol 1 - '-- bd be L- L'l..! (Rolo J E) O"(o)t'I1' .e'I1'VI\' Ll'lelRbo)' Re ('oo;E.) jdRb:(p)" 
0(,,'1 (!l\'m' I ••• (l.54) 

El primer. término de la derecha puede ser transformado mediante-

la identidad 

donde por comodidad se ha omitido el subfndíce del radio de la ,

esfera. Substituyendo este resultado en (I.54) 

~ 2 't"' e flj c:. fJA,l'Ir R'? I .) ~ IA'l. "), c ... A C,. I-',j.~r ') i' (1 .) 
L,...b¡J; '-' \'(d)tn vt,,1Yl ~1.'o,,:f(E "'t,..,.1J0I"-" pbll~n vlVllln 1"\J! O\1,fIE 

c{.j " g¡ .. ¡ 11 

f,¡ N 

+ ~'bt )\12 { bY' ~ c¡.t,j' SfJ,i,p,..rr1 (b l \ Q<:I(¡;)(L ,- 'J1 (""b ' i-..4 q( L-I.lc.- T\L .. C,xp rr¡\~l f\'l 21\\'1\ L I~¡q}~a J '\.. ~G'I t.J JI 'I\. <4r) 

of.i "'0 11 .,,' 
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+ r: ti - 6c(~)( \- d~o)G~t~ (R¡(f> ;E) C~~;ij~'l\'S ~~:~~. [1~, (Rb~) J R: (br; E) l1d ~Io~) 
i'n' 111 1 

-L éM G~;~,r(Ro{~:E)C~~~¿YI' S~/~,'~~ [nl1'(Rbp), R~,(b~;Ell1eU{b~)}. 
,'1\'1'1\' ,. 

El primer término de la derecha es igual al de la izquierda y por 

lo tanto 

Esta ecuación tiene solución si y sólo si el término que está en

tre paréntesis se anula. Tornando en cuenta esto y definiendo las

siguientes variables 

.-.-.(1.55) 

}: ;. (1. 56) 

se tiene 

( G(\'I'~or ( . c. t-ü (3a-} AfA,i . 
f 0110 1.; U 1\.0:0' E) J .Q'V1'm'G\\'H t')\' ::; O • 

Si esta expresión se multiplica por S:·~~ y se suma sobre !Xl' y h1 , 

en·tonces 
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tJ W 

La doble suma [, L: 
Clf'l f.o ~o 

puede ser substituída por . El -

primer término de la expresión 

ro a menos que ex = r.> Ó <1' = P 

que está entre paréntesis será ce

, y como [K.t (E)r; depende única 

mente de ~ y 1, entonces 

'. -4 

2; ~ { d~~ d2~1 ~;: S~'!J~r S ~':,I:r [KQ (E)l y 

" '" \' (' SI-', l/CCr Gdr pa- (R . c.p,i, ~a-+~'- (1-0¡;o)(1-0dr..) f\'lm l.;\..' oIf\,E.)Je'y¡ll'Yl' 
Cif \'VI f'a- \'VI 

P-IS'(O) • 

Debido a la ortonormalidad de las funciones base 

las ecuaciones seculares se transforman en 

Finalmente,si se define 

••. (1.57) 

se obtiene 

f f.; {c\r" ~Hl dMI' [KelE)];-f + Ga~~\,' } A~!ln' ~ O ~ ~iS>(o)J \t\o 
... (I. 58) 



Substituyendo ahora (1.29), (1.44) Y (1.48) en (1.12b) y 

efectuando las integrales 
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+ (1- Jo()L~:L G :;~. ({<o¡;; E.)e(!:~ S ~,'\,~~!,O" ~d Rl"o) Ut,t~b~) I ~cr~~1 (b¡>r', E) ]YL (~o)) • 
Qm €n'fA' 

... (I.58') 

Si ahora se introduce el desarrollo 

. se mul tipl.ica por '*, (it
9

) y se integra; 

x [Qe(Rb¡)..t R~~~\b~~;E.)J + (1-Óo~)~.G~;r~, ((ot1;FJe;;:':e'Y\I S 1J;,1~,~~ x 

x [-:le' (\z\'~,\ R()~~)(b~a-;s)J Qet~bor)} • 

El primer t~rmino de la derecha puede transformarse mediante la -

identidad 

}t OU~L[rM\:tb) íflt~'EJJ = 1tO~b) R<.rk'\~;E) - RO'r('o; Sl_~_ - R~¡b;E.) ~~ (Rb) 
\hl~b) , I I'1tli<.lo) Rb1 

[ ~(b:E.) _oi_ = ~e(~b), R~(b;E)l-
Yltll<.b) .k \:12 

de.la siguiente forma 

o simplificando 



Si se introduce la definición 

entonces 

= R. LR~(b,,;e\ 1dttbo)] • 
[~lb.;E) )'1/0t bo)] 
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••. (I.59) 

1 1 lt " l" SI',1",Ü? Al igua que en e caso anterior, se mu lp lca por i~m , se su-

ma sobre m y se cambia la suma r por 1:. L ,para obtener 
~ ~ ~~ 

Esta expresión, por ortonormalidad de las funciones de onda 

se transforma en 

" ""5' {( r· \" [K 1 1 
)"""' ~ Q ~,Ip GO'P'«l " c.1l,1, ~r} A\I/1 _ 

k..J I.-t O~(7"dQeld""f Q,(E)J\l+~.k...- J~MI'\ L;L! li..'-O\l,E.L.JQ.'\\'\'\1f a(\!>j~'"l-·O. 
~ r~ M ~~ 

C;'¡o 

En la dobi'e suma LL no se ha incluído una suma sobre átomos 
..... ~a\Vl' 

equivalentes del conjunto p , puesto que en este caso a éste úni-

camente pertenece la esfera exterior. 

Por últ~mof definiendo 

••• (I.60) 

se obtiene para f= )-'(0) 

• ~'I.)O .•.. (I.61} 
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Para obtener las ecuaciones seculares cuando k~<O, se substi 

tuye (1.29), (1.43), (1.49) Y (r.50) en (12a). Después de efectuar -

las integrales se tiene 

Substituyendo 

~i(fdS+1(~f)=L c:'L 5~~~u R~(~.-~tJYL-(~~), 
(le", 
~a-w. 

. r 
mul tiplicando por Yw.\I (rdr) , integrando sobre c1re(1' y sumando sobre 

O( =1, .•. ,N, entonces 

Esta expresión, con ayuda de las identidades 

y simplificando se transforma en 

Definiendó ahora· 
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... (1.62) 

A\l11 ( H1 b2 ¡,.,[, ritb 1()00Ib "")] ,..,P/1 
(!(f>ll'l\:: -) f' 'K Lt \ ~,\ f\. L \ [ler ~ E cO(f>J tlt (J'~(J"lo) } 

•• (1.63) 

se obtiene para las ecuaciones seculares 

Aquí, se ha omitido (_)f por ser factor común con respecto a la -

suma sobre 1'. Finalmente, se multiplica por S~~f, se suma sobre

~~ y m , para obtener 

) .-R\O , ?n(o) . 

••• (1.64) 

donde 

... (1.65) 

Para el caso en el que 9= P(o) se substituye (I.29) I (1.45)

Y (1.51) en (12b). Una. vez efectuadas las integrales se obtiene 

... (I.65') 
Introduciendo el desarrollo 



f)1) '" ? C"i c.. 1-I,1,tlf DI)" • \J" 
:r. 1(Fo +[t,,) =-¡_ O"tl\ V(¿V\'t'I. r\.~(r~cr)E.) l\..(fe,,) , 

l V\ '" es ~ .. 
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~' r-
multiplicando por YI'rI,,(J::'0f ), integrando sobre drol' y utilizando la -

identidad 

se obtiene, después de simplificar 

Introduciendo en esta ecuaci6n las definiciones (1.63) y la defini 

ci6n 

••• (1. 66) 

entonces 

Ahora se multiplica por S~!f, se suma sobre m y se toma en 9uenta 

la ortonormalidad de las funciones de onda para obtener 

L L {cS'r~ ~.Q~(dMI [1.t1 (E)l~ + z: z:: (1- dor) 5~~i~1 G ~~: (~~ E) s:"~:~~ 1 A~~'\1' =0 
(f I!.I VI' m f..cr I'!\' • J 

... {I.67) 

Por altimo, definiendo 

se obtiene 

: {~'I.,{o. • •• (1. 68 ) 
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Los sistemas de ecuaciones seculares (1.58,1.61) y (1.65, 

1.68) tendrán solucj.ón no trivial si y s610 si el determinante 

de la matriz asociada se anula. Los elementos de matriz k.1tE)~ y 

~(~ contienen la información del potencial. Los elementos de ma -

triz Gr~rH\\ contienen la información de la geometría de la molécula. 

Ambos tipos de elementos de matriz contiene.n a la energía como 

parámetro. La condición de que el determinante asociado a la ma -

triz secular se anule, es equivalente a buscar los polos de la -

matriz de transición T o de reactancia K del cúmulo. Este punto de 

vista se discutirá más adelante. 

Significado de las Definiciones 

Es posible obtener una solución multicéntrica para la fu~ -

ción de onda de la región intersticial mediante la substitución 

de las funciones de Green (1.42-1.45) en la ecuación 

N 

~:(r~::;L J {Go(fr,f~)\1I'Pi(f~tl<f.»-'?fl~(r~+l<fO)\l'Go(wr:,)r~) l· dwr . 
~~o • 

2-
Para el caso k>O, una vez hechas las integrales 

Esta expresión se transforma en 

al introducir las definiciones (1.56). Si ahora se introduce la -

definición 

... (1.69) 

entonces 
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El primer término de esta expresi6n se interpreta como on -

das salientes dispersadas por los centros at6micos y el segundo -

término como una onda entrante dispersada por la esfera exterior. 

Así, la función de onda de la regi6n intersticial estará dada por 
. • /11',1,1'} 

una suma de ondas dlspersadas, con ampll tudes cJícrt't'l1. 

Es posible obtener la funci6n de onda de la zona intersti -

cial pero con respecto a un solo centro. Esta funci6n, referida -

al centro ex estará dada por (1.53), de modo que, después de 

substituir (1.56) 

Definiendo ahora 

se obtiene 

La funci6n de onda intersticial también podrá interpretarse como 
ct:l..,1,c(· . 

una onda incidente de amplitud 1U1Y"'lh~ y una onda dispersada de am 
• I1P,1,cl . ~ 

plltud ~~t~' Estas amplitudes de dispersion estan relacionadas-

por los factores de estructura, los cuales transfieren la infor

maci6n de las ondas dispersadas por centro por L, al centro ~ c~ 

mo onda incidinente. Es por esto que a los factores de estructura 

también se les llama propagadores, aunque en principio este nom

bre esta reservado,a las funciones de Green mismas. 

Si se presta ahora atenci6n al dispeisor a y se demanda la

'continuidad de la funci6n de onda y su derivada sobre la superfi

cie de su esfera, entonces 



y rearreglando 

['R~ ( ~; E), 1eCVi.bA) J 
[Rtr

t l b.l.; t=.L nt l \lb~) J 
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Este cociente que resulta de dividir la amplitud de la onda di~ -

persada entre la amplitud de la onda incidente, es lo que se deno 

mina en teoría de dispersión como la tangente de los corrimientos 
(H) 

de fase, esto es 

donde tambi€n se ha introducido la definición para la"matriz de -

reactancia" o "matriz K". Rearreglando esta filtima expresión se -

obtiene el resultado 

Esta expresi6n corresponde justamente a la definición (I.55) dada 

anteriormente. 

Con respecto a la esfera exterior, de (I.S8') se obtiene 

••• {lo73) 

donde 

•.. (I.74) 

Si se demanda la continuidad de la función de onda y su derivada

se obtiene la definici6n (1.59). 

Siguiendo el mismo procedimiento para el caso k~O, se obtie 

ne para la funci6n de onda intersticial multic€ntrica 



+ BoL IH-)t C:~1~\1 S ~/~/~r [~~Il\tbo)) R~(·)(bo;E.)J Le('R-ro))'díJo) ; 
~iWI\ 

expre~i6n que, introduciendo las definiciones (1.63) y (1.69), 

se transforma en 
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donde aquí¡ las funciones esféricas modificadas de Hankel y Bessel 

juegan el papel de ondas salientes y entrantes respectivamenté. 

A partir de (1.61'), se introducen las definiciones (1.63) -

para obtener la función de onda con respecto al centro ~ 

..• (1.76) 

donde 

Para la esfera exterior, a partir de (1.65') y de las defi

niciones (1.63) se obtiene 

~~ (ro 11<' \r :::.z:,jf \!;:l~'; L t litro) YL (¡pI)) + L: 6 ~~~'e~"{ f<. <i ( R ro) y L' (~D) ~ ••• (1. 78) 
~~ l~ 

donde 

••• (1. 79) 

Introduciendo las definiciones 

la expresión (1.76) puede ser escrita de la siguiente forma 
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pero de acuerdo a la teoría de dispersi6n 

AMI. l~t 
- fíA 11:;:' = ARM. ~ e <Z 

\.!...kR~ 

y puesto que la matriz de transici6n esta definida como 

entonces 

" ir(E) = -1.. [R~(h";E.ti~(~b,,U 
<':? (J" R [R:t'o..:E) J R'i(\t~,,\] 

donde el cociente .t.A:;~~/(J!~'; se ha obtenido al exigir la continui 

dad de la función (I.76) y su derivada sobre la superficie Sd,al 

igual que como se hizo para obtener (I. 72"' ) • 

La expresi6n (I.81) es idéntica a la definición (I.62) 

excepto por el factor (-/ . Un resultado análogo se obtiene pa

ra la esfera exterior. 

Matriz K -, 

En las secciones pasadas se obtuvieron las ecuaciones se

culares mediante el formalismo de las funciones de Green. Por 

otra parte, como ya fue mencionado, existen otras alternativas -

para llegar a los mismos resultados; se pudo haber partido de 

las expresiones para la función de onda intersticial (I.70, 

I. 75), las cuaJ,es son solución de la ecuación ('1 1+ R2.)~(F~:O , y de 
<. ? 

las funciones de onda at6micas, para después exigir la continui 

dad de las funciones de onda y sus derivadas sobre la superficie 

de las esferas. Sin embargo, es posible seguir otro método; la 

búsqu.eda de valores propios mediante el determinante (I. 68') es -

equivalente a la búsqueda de polos de la matriz K (o T, según 

sea el caso) del cúmulo. A continuaci6n se obtendrá una expresi6n 

para la matriz K del cúmulo con el objeto de ver la equivalencia 
(2~) 

entre ambos métodos. No se obtendrá la matriz T , pues el proce~ 

dimiento es totalmente análogo, ni tampoco se tomará en cuenta -
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la simetría del cúmulo y la existencia de la esfera exterior. 

Si se considera el problema de dispersión sencilla, la 

funci6n de onda en la regi6n donde el potencial del dispersor -

es despreciable estará dada por 

. ~(I'>X =o r: DL. {1~ lR\W-R.I) YL (vr.:-~D) -Rl: ytq. (~\I'-I<.I) \k 1 (¡("~o) KL1L 1 ~ 
L. L1. ( ) • •• 1. 80 

el dispersor está centrado en Ro Y se esta tomando en cuenta la-

posibilidad de que el potencial no sea esféricamente simétrico -

mediante la introducci6n de una matriz de reactancia no diagonal. 

En función de la matriz t se tendría 

Se considerará ahora un proceso de dispersión múltiple en 

el cual se origina una onda incidente de amplitud B~A ( con re~

pecto al centro arbitrario RA) en la región con potencial constan 

te y es dispersada por las esferas atómicas.Al igual que en el ca 

so de dispersión sencilla la función de onda en la región con po

tencial constante estará dada por 

donde K representa a la 
••• (1. 81) 

matriz de reactancia del cúmulo. 

La funci6n de onda de la región intersticial se puede e~

c.ribir en funci6n de los dispersores individuales,de la siguieg,

te forma 

El primer término representa a la función de onda incidente con-

respecto al centro o<. y de amplitud B'l:( El segundo término 

representa las ondas dispersadas por las esferas at6micas. Si en 

(1.82) se introduce la matriz k por dispersor, entonces 
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~(F)lt ,,1: B~ti je \vz\r-tz~1) y~t~&<,¡J - R r; L k~ B~ ~e \k\"-~) YL (wf:lZ f.» 
\.. ~¡h'/o L. 

..• (1.83) 

donde se ha supuesto la simetría esférica del potencial de los -

dispersores. Es posible referir con respecto al centro ~ el desa 

rrollo multicéntrico (1.83) mediante los siguientes desarrollos 

... (1. 85) 

Substituyendo estas expresiones en (1.83) 

y por lo tanto, la amplitud total incidente con respecto al cen

tro ~ estará. dada por 

rearreglando 

e invirtiendo 

••• (1.86) 

donde en este caso 

GQ(o( - O 
\..1.' =-

Regresando al desarrollo multicéntrico de la función de -

onda intersticial, su contribución incidente es 



con respecto al centro arbitrario R A • Mediante el desarrollo 

(1.85) I pero definiendo ahora 
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... (1.87) 

la función de onda incidente con respecto al centro « será 

~ AdA o..Cl,A 
Así, es posible interpretar """,U~1. uL.. 

Lo 
como la amplitud de la 

onda incidente con respecto al centro ~ , esto es 

La contribución a la función de onda dispersada es 

~d¡Sp(~)n =-RLl: ytq \\<t\I'-{2. .. :I)Y\.(t:~~)K~5~ ... (I.88) 
ot L 

Esta función puede referirse al centro arbitrario RA mediante -

el desarrollo 

AA«' 
donde L..llL 

(1.88) 

p!?ro como BL 

o también 

... (L89) 

está definida en (1.87). Substituyendo (I.89) en 

esta dada por (I.86) 
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-1 

'<idl~p.cI'\ll =-~[L[ t~~ \\~ {Óci~dL~ +G:~ (R«I;;E)I~t} t~1 5
e
: 1 ~QI t~\r-~A\)Ydr-RA) , 

CLl &(L P.A1 

••• ( 1 • 9 O) 
después de haber introducido (1.88). Si se compara esta última -

expresión con la contribución a la onda dispersada del cúmulo en 

(1.81) se obtiene para la matriz K del cúmulo, con respecto al -

centro arbitrario R~ 

Esta ecuación puede ser escrita como 

, ••• (1.91) 

donde 

con el objeto de mostrar explícitamente la relación entre la re 

presentación de momento angular y la representación momento ang~ 

lar~posición. 

Vale la pena hacer notar que la matriz de reactancia del

cúmulo no es diagonal puesto que el potencial de todos los dis -

persores no es esférícamente simétrico. 

En lenguaje formal, la expresión para K es 

donde k representa a la matriz de reactancia por dispersor. Los r 

valores propios estarán dados por los polos de la matriz de 

reactancia¡ esto es, cuando 

•.. (I. 92) 

•• pues es en este caso cuando la matriz (\ .. ~-G) no tiene inversa. 

Si se compara este resultado con la condici6n (1.68') para la -

existencia de la solución no trivial del sistema de ecuaciones-

seculares, es clara la equivalbncia ~ntre ambos m~todos. 
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I¿ 

Siguiendo el mismo procedimiento cuando k~O, se obtiene -

para la matriz de transición del cúmulo 

donde 

y en lenguaje formal 

T=-(-t·-Gfi. 

Matriz Secular 

Las ecuaciones seculares obtenidas forman un sistema de 

ecuaciones lineales homogéneas que admite solución no trivial 

únicamente si el determinante asociado se anula. Expresando el -

determinante en forma esquemática 

=0 

..• (1.93) 

Los valores propios de la ecuación (1.4) estarán dados por 

aquellos valores de la energía para los cu~les el determinante -

(1.93) se anule. Los factores de estructura tienden a cero a me

dida que las distancias entre centros aumentan.En este límite 

los ceros del determinante corresponderán a la aparición de ce -

ros en las matrices K: ( o ti); és"ta es just;.amente la condición pa 

ra la aparición de valores propios en los átomos libres. 

Los factore~ de estructura, y por lo tanto la matriz secu

lar, tienen la siguiente propiedad 

Esta propiedad de Hermiticidad puede demostrarse directamente a

partir de las expresiones explícitas" de los factores de estruc 

tura.Si para ejemplificar se toma la expresión (1.46) 
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se obtiene su complejo conjugado y se transpone, entonces 

donde se ha tomado en cuenta que los números de Gaunt y los ar -

mónicos esféricos son reales, además de las siguientes propieda

des 

con Q.= (e .. ~) y -ll= (rr-e ... lTt(b). Haciendo la siguiente identificación, -

, 1 01 fJ 

( ) f-e . t -e . " --<; 

- l :: L 

se obtiene 

No se tomó en cuenta la conjugación en esta última igualdad pues 
O_III_l.lI i~-l'.'-.tll 
x ~ debe de ser un número par; ~ es real y por lo tan 

to la matriz secular es real y simétrica. 

Cuando ~~~O se tiene 

) I o",;'¡'o; a={3. ••• (1.94) 

La primera de estas expresion7s puede verificarse tomando como -

ejemplo 

y por 10 tanto 
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La segunda de las expresiones en (1.94) es una definición, ya 

que con argumento cero las funciones·de Neumann y Hankel modifi

cadas son irregulares. 

Desde el punto de vista práctico, los valores propios se -

obtienen medi.ante la búsqueda de los cambios de signo del deter-

minante (1.93). Sin embargo, es posible que aún habiendo locali

zado un cambio de signo, éste no se deba a la existencia de una

raiz , sino de un polo. Esto significa que el denominador de al

guno de los elementos de la matriz de reactancia (o de transi 

ción) se anula, lo cual sucede cuando alguna de las amplitudes-

AY-·{ 
nn se anula. En este caso se debe de tener cuidado de que ni~ 

guna de las amplitudes cambie de signo al localizar un cambio de 

signo en el determinante. 

Autoconsistencia 

La evaluación del determinante (1.93) supone contar con un 

potencial para el cálculo de los corrimientos de fase y un con -

junto de energías de prueba para economizar la búsqueda. 

En la práctica, para las esferas atómicas y exterior se 

construye un potencial mediante una sobreposición de densidades-
l:::q) I 

atómicas (programa MOLPOT), y ya dentro del programa CELULAR, el 

potencial intersticial se construye mediante el siguiente prome

dio 

VJI. = , •.. (1.95) 

donde el subíndice e significa exterior~ Los potenCiales genera

dos en esta forma son usados para dar ~omienzo a la primera ite 

ración. Una vez localizados los .valores propios se calculan los 
... ~ 

vectores propios A:~ . Con estos vectores propios se obtienen-

los coeficientes c~~ del desarrollo (1.29), los cuales serán 

utilizados junto con las soluciones radiales para generar las -

densidades electrónicas esréricamente simétricas para cada re -

gi6n de la partición ( s6lo atómicas y exterior, pues para la -

regi6n intersticial se efectua el promedio volumétrico) y me 

diante éstas obtener la energía total a partir de su runcional

de la densidad. La densidad electr6nica obtenida tambi6n se 
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usa para la generación de un nuevo potencial ( mediante (3')), -

el cual a su vez servirá para un nuevo cálculo de los valores 

propios; dando comienzo así a la siguiente iteración. Este pro

ceso de autoconsistencia se repite hasta que la diferencia entre 

los potenciales nuevo y viejo sea menor a una tolerancia y los -

valores propios no difieran (también con respecto a una toleran

cia) de iteración en iteración. 

Normalización 

Las funciones de onda que se obtienen directamente de los 

vectores propios no estan normalizadas. Sin embargo, desde un 

punto de vista químico esto es muy importante, pues es necesa -

rio un calculo de distribución de cargas para llevar a cabo un -

análisis de los resultados. 

La constante de normalización esta dada por 

(1 °6" . . . ,../) 

para cada estado. La contribución de las esferas atómicas y 

exterior a la constante de normalización es directa y estará 

dada por 

donde r i =0 Y r,. =b<t para las esferas atómicas, f.=b o Y f:¡,;::-.co 
~ 

para la esfera exterior. Para obtener lá contribución L a la 

constante de normali~ación N1 de la región intersticial, es nece 

sario, en principio, efectuar directamente la integral multicen-
• (~o) 

trlca 

••• (1.98) 

Sin embargo, por ,ser este método largo y engorroso, será omitido 

en este trabélj o. 

51 se asume que las funci9nes de onda normalizadas estan -

dadas por '?:l?y¡ ¡ entonces la contribución de la regi.ón 1ntersti, 

cial a la constante de normalización; una vez efectuada ésta, es 
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10 = ~~:~: a\? , 
~\l\\.' 

•.• (1.99) 

donde 

La expresí6n (I.99) puede ser escrita como 

•.. (l.100) 

Oj.) 
mediante el teorema de Hellmann-Feynman. Podría utilizarse este 

resultado para el cálculo de ro , sin embarg? es el método que a 

continuaci6a se presenta el utilizado en la práctica. 
(32) 

El sistema de ecuaciones seculares puede ser escrito como 

para una E arbitraria. Si E=E entonces A=O. Por otra parte, -n 
mediante la regla cíclica del cálculo 

( OE:. II ) - { (~)E 1 · 
O\Ju ). - - (~~)Vn E:¡:" ••• (1.102) 

A partir de (1.101) y tomando en cuenta la Hermiticidad de la -

matriz M, se obtiene 

... (1.103) 

puesto que 

,., 
La contribuci6n y~ normalizada ro esta relacionada con lo , me 

diante 

... (1.104) 
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r" 
donde la representa la contribución del conjunto de átomos equ! 

valentes ~ a la-constante de normaiizaci6n N
2 

y l~ correspon 

de a su contribuci6n ya normalizada. Esta contribuci6n norm~li

zada estará dada por 

IG" ::. _ (A
t (-~ )EA ) 

At (.2Jj)_ A 
OE. Vrs E.=E" 

.•. (1.105) 

donde V~ es un potencial arbitrario constante en las esferas del 
'" conjunto (J • Para 10"" se tiene 

'oq: i 

1(1" = l: \ e~:i~ \ 2 ) r 1 R~{ (ndr • 
JI VI o . .. (1.106) 

Substituyendo (1.105) Y (1.103) en (1.104) se obtiene 

... (1.107) 

puesto que 

Tomando ahora en cuenta que 

donde la prima indica que la derivada se esta tomando en cuenta

únicamente con respecto a la energía de las funciones radiales,

se obtiene para el denominador de (1.107) 

Cuando 
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y substituyendo la expresión explíci.ta 12ara A~!I\ 

o 

y por lo tanto 

..• (1.109) 

. Substi.tuyendo (1.108) y (1.109) en (T.107), se obtiene 

IV 1 { i'OM) I lo = -,. A -_- A • 
k O\Ju E. E:"'t.'II •.. (1.110) 

Por último, la derivada con respecto a ~puede escribirse como 

de modo que (T.110) se transforma en 

l :: -~ { J\ ('OM) A 1 , 
" 2.~ ~ é) ~ E JE ':.\::.>\ 

•.. (T.111) 

No es difícil demostrar que cuando ~<O 

•.• (1.112) 

Con este resultado y la expresión (I.106) el procedimiento de 

normalización esta completo. 

La matriz secular tiene como factor común a R. Si se defi-

MI __ ~M t ne 'él~ , en onces 

~~i)E: H
I 

4" R ~~ 
Pero como 

puesto que 



46 

, 
se obtiene 

lt,'l > 
1\ < O. .•• (I.113) 

Con ayuda de las expresiones 

1J1 t}(.) Vl~tX) - qelK) j'~(K) -= ~7. 1 

~" 2 ~' . (}\2_ .Ql~~1) ) 'r1 
Q"'-7 R- "l'l " xl.. J 

se obtiene para la expresión explícita de la derivada k('é):~),lO 
siguiente: 

-~ 
a) Matriz KN.) (o t) 

()" 

l\ 2- (i K
Q 
trS1 ) '" k b [R~(\¡ct;E) 1 ~[f/b2o- - Q( H1)] + [b~ R~ (b .. ;E.)] \ b" R~ O'a"; \:.) R.~ "U'crj~ 1 

5R R a- (i (~b1.G'")1 [R()'~(\,q-:E), J.t{Rb<r) 12-
~ DO"#-O"(o\. ••• (I.114) 

para k'2. 5 O Y <r.j.()(o). Cuando 9-:.~<.o) 

ll. 
para k negativa y positiva. 

Gdf) 
b) Matriz lV i en este 

kflnt~ü\ por ~ o~(~u\ en la matriz 

caso únicamente se substituye 

original, pues 

donde la función ft (x) corresponde a las funciones 
y t¿C¡ l'l'.' • 

Potencial y Energía Total 

Una vez que se han obtenido las funciones de onda monoelec 

trónicas y de que se ha efectuado la ~otmalización, se procede -

a la construcción de un nuevo potencial con el cual se d~ comien 

zo a una nueva iteraci6n del ptoceso autoconsistente. 

En una partición del espacio dada ( ya sea de esferas tan-
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gentes o celular) la densidad electrónica est~ dada por 

't ~H''1 ~ 

p(tr):-; L ~ (WJil,(I\) 
~"'O 

..• (1.115) 

y por consiguiente 

... (1.116) 

Es posible desarrollar en armónicos esféricos la densidad elec -

trónica en cada región de la partición 

~(ir.) n.(r.) = ~2: p~ ter:,).r( c(~·) + L, .[ I\.(l; L:' ) P~'t((L) n.L~1 (re) YI.. (~,J . r~, ,. 411 1.. L~o I.!L" 

... (1.117) 
donde se ha separado la parte esféricamente simétrica del desa -

rrollo. Este primer término corresponde al promedio esférico de

la función PI(irL)n.JW)=?Jl~~~ puesto que 

resultado que se ha obtenido al introducir los desarrollos en ar 

mónicos esféricos de ~(I!~) y il¡(t>.;) por separado ,e integrar. Si se

denota corno (MS2.}\I'.) al término no esféricamente simétrico de , . 
(1.117), entonces 

.•. (1.118) 

'# 
En principio, es posible obtener un potenci~l ~(~) correspondie~ 

te a (1.116) tornando en cuenta ambos términos del desarrollo 

(1.117). Sin embargo, la introducción del término no esféricamen 

te simétrico hace muy costoso el método. Es por esto que Gnicamen 

te se torna en cuenta la parte esféricamente simétrica de la den

sidad ( y por lo tanto del potencial) y la parte no esféricamen

te simétrica se introduce como una perturbación. En este trabajo 

no se tornará en cuenta esta Gltima posibilidad. Así, si se consi 

dera la siguiente'aproximación para ]~ densidad 

•.. (I.119) 

pnt.onccs 
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IoJ·H 

p1f(I') ~ p)li('() -= Z (?n)~ lr¡) . 
["O 

La forma explícita de esta expresión dependerá de la partición 

del espacio. A continuación se discutirá la partición de esferas

tangentes utilizada en la.obtención de las ecuaciones seculares,

para posteriormente analizar la partici6n celular. No se present~ 

rá el caso de esferas traslapantes. 

El obtener el promedio esférico de una función es equivale~ 

te a tomar el primer término de su desarrollo en armónicos esféri 

cos, esto es 

puesto que para la partición de esferas tangentes' 

y por lo tanto 

Así, la dens~dad para esta partición es 

Una vez obtenida la densidad electrónica se procederá a 

obtener el potencial V~~) para cada región de la partición. 

Para u~ punto r el potencial esta dado por 

dw
1 

+ V,!-c t 

y específicamente para la regi6n exterior, después de i.ntroducir 

(I.120) 

Al efectuar este tipo de integrales se tornan los promedios esf~

ricos de los términos del ti. po f (:¡¡:\j) :-::1/1 r¡ ~'1~¡I I sin que por ello se 
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introduzca una nueva aproximación. No se presentará el procedimie~ 

to de integración, únicamente se presentarán los resultados. 

Una vez efectuadas las integrales en (I.121) se obtiene~3~ 

como la carga contenida en un cascarón de espesor (r~bo)' a 
'o¡ 

\1 l ~-~ I I ~. -:: 411 ~ p. (r.) dr. ~~ I 1 , , 

o 

como la carga contenida dentro de la esfera i, y a 

INT 

como la carga en la región intersticial. 

Para las regiones atómicas 

e integrando 
t;· . o¡ . 

\/~ ( 2.li 2. f 12 - ~( \) ji' f I - '!fe 1 ) d I Va 'f¡) :: - -. + T J ~m-¡ Pi '(í ur¡ -\- Z J l.¡iTf¡ Pi íí r-¡ 
'"", , r, o I 

, 

•.. (1.123) 

En la región intersticial se calcula el promedio volumétri 

co 

."¡ 
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y al substituir (1.120) 

-t ~V)i.C di' . 
\+<'1. 

Se efectGan las integrales y se obtiene 

" ¡.¡ \:,3 
VI~' = -7J~ L (-i.J [4TIb~ -1\rR:-. 411b~ - 8~nL R~ ] 

\flt el,,1 ~ii . '3 
+ 2. l:n'r~ r:( r~) n'r t

o 

bo 

... (1.124) 

La energía total esta dada por (1.2). Substituyendo en esta 
. (2S) 

expresi6n la densidad electr6nica (1.120), se obtiene 

. N· 

EL~(rr)lEí ::1:~~¡ Sq)~~(i')[-'l~Ó~(")]dr T 12 ~inr 9,(ri)\jQ~(~~;)y-~-dr. 
3,~ l (=0 

.•• (I.126) 

donde 

Estas expresiones son loas mismas que aparecen en los potenciales 

obtenidos anteriormente para las diferentes regiones de la part! 

ci6n. El término correspondiente a la energía cinética en (1.126) 
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no se obtiene directamente, sino a partir de 

... (I.127) 

donde E Tor corresponde a la suma de valores propios de una ite 

ración anterior. 

Cuando los cúmulos de átomos no están muy empacados (moléc~ 

las lineales o planares) los resultados que se obtienen con esta

partición son muy crudos¡ no es posible describir adecuadamente -

los enlaces covalentes. De las dos aproximaciones al método: poten 

ciales esféricamente simétricos en la partición de esferas tangen

tes y ·aproximación al potencial de intercambio, la primera es la 
(Yl) 

determinante. Es por esto que se ha prestadoqran atención en el 
. 0~ 

mejoramiento de la descripción del potencial. De los métodos más 

ambiciosos para corregir la aproximación de esferas tangentes, -
n-~) (;,:1-) 

estan los de William et al y Keller et al; generalizan la teoría 

de dispersión múltiple para potenciales locales arbitrarios, inde 

pendientemente de la partición del espacio. Yang Y Johnson prese~ 

tan las ecuaciones seculares para una partición del espacio de 
O .. :') (:3>9) 

esferas truncadas y Ellis y Painter han presentado el método va -

riacional discreto, el cual, aún cuando elimina la aproximación

de esferas tangentes¡ tiene la desventaja del gran consumo de 

tiempo de máquina. 

Los métodos antes mencionados, aún cuando eliminan las apr~ 

ximaciones de esferas tangentes, tienen la desvehtaja de introdu

cir considerables complicaciones al método. Hay dos. métodos. que

mantienen la simplicidad de las ecuaciones seculares de esferas -

tangentes, corrigiendo el potencial de acuerdo a la partición del 
(40) . 

espacio: esferas traslapantes y esferas tr~ncadas.A continuación-

se presentará la construcción del potencial (I.5)para la parti -
fl¡ {\ 

ción de esferas truncada¿:' 

De acuerdo a la partición de esferas truncadas, la aproxim~ 

c.i6n a la densidad' (1.119) tomará la sigui~nte forma 
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Substituyendo esta expresión en (1.118), se obtiene 

••. (I.128) 

Las funciones escalón y sus promedios esféricos pueden expresarse 
(33) 

en forma cerrada para cada corte. No serán presentadas estas expre 

siones aquí, pues no es el objetivo de este trabajo. 

Empleando (1.128) en la expresión para el potencial (1.3') 1 

~ ~ .. ~ (' .. ~) 
se obtendra el potencial celular para cada region de la partlclon. 

Para la regi6n exterior, el potencial será 

••. (I.129) 

será 

puesto que no se permite que el centro de ninguna esfera at6mica

este colocada más alla del radio de la esfera exterior. Integrando 

el segundo término 

'<"o ro i L¡íi f:~~~}\"~ )D.oCr~)c/k~ + 2 S L¡lT r~ 90¡l(r~)ñ.ocr~) dr~ , 
~ ~. 

donde fÍo<'fo} representa la fracciGn de area de una esfera de radJ.o ro 

que ha quedado dentro de la esfera exterior. 

El cuarto término es idéntico al de ET 

La contribuci6n de las esferas at6micas al potencial de la 
I 

región exterior tiene distinta forma segun sea la posición de la 

esfera atómica. Para cada radio ro es necesario analizar el caso 

en el que esta cada esf~ra at6mica y así poder calcular su contri 

buci6n. Si se define t. como la distancia del centro de la esfera 
1. 

atómica i a la esfera de radio ro en la dirección del eje que pa 



53 

sa por el orígen de coordenadas y el cent.ro de la esfera i (ti: ro- í1~o) 

se obt.iene para el tercer témino de (1,129) 

b) t. ~ (b¡ ; SIL 't\ur.!Z.n -t...-q." COI &O~ : 

1: b¡ > R.oí >1.¡ 
r.-R,,' 'o, 

~o jL\1r9~('(IJIii(í'.:)~2d\'": + ~o ~L¡Tí~fr:,)ñ.:(í''-) (1-Il,('(o,<))r('ldr~ 
C>, r.-íIo. 
~ ~~ 

'2 r -~', - 1 _1 { , 'd' 2 f /,-¡:/( 1 ñ (' ñ' ( I 1 d I + J41T9.:(rJf2.,;(r.JllL,\'fo,íJí' r~ + Ro' J"ill).; r':).~L': í,hl.; ro,r,)r~, r. 

donde 

- , (1-q) .o. ,( rQ • \""',) -= --
, I l 2. 

Ro¡, L ro-Ro.: 

, 
("" 2 2. ,2) 

lo - Roc.- r· 
c.t=-~- '-, ir: Ro':' 

represent.a la fracci6n de área de una esfera de radio r[ que so -

brepasa la esfera de radio ro. 

Para las esferas at.ómicas 

.•. (1.130) 

El primer término,' al igual que en ET 
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La segunda integral,cuando j~i 

~ r~ ~. 

( 2 ~i(ré )~Q\\r~l dI": = ~. e 4n r'\-'é) Q,(r,) (2 d rl¡ -+ 2) ~1T r'\ ~l{() dril 
Jcx ¡ \1\ -1';\ 1 Jo f¡ 

y cuando j=O 

La contribuci6n de las N-1 esferas at6micas al potencial de 

la esfera at6mica i, tiene distinta forma según sea la posici6n -

de cada esfera respecto a la esfera i. Así, para el segundo térmi 

no de (I.130) cuando jii,O 

donde 

ni! ( I . (1-b) 
~L' f"r:)=-j ~~. , 2. 

, 

corresponde a la fracci6n de área de una esfera de radio r que

sobrepasa el plano de truncaci6n con la esfera i . 

Para el tercer término de (1.130) se tiene 
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donde Z~~ corresponde al radio más allá de b~ que contiene a to 

das las esferas atómicas. 

Por filtimo, para la región intersticial 

••• (r.131) 

El primer término estará dado por 

donde 

y 

Para el tercer término de (r.131) 

!j 2~! D.\1JT dl"¿i- = 4ií o'" J'l, V _ ~2.fj ~ Li':!t" -~ ( R~" 7J¿ + S~ Q- o (ro) ..l\-'. \ 
\~_¡>II )lfJT.l..mdl< 11It. "3 r'f\CL 5 ~\ 41í .- I ,01 1 ) 

v·.¡ 
IN1 1"11 . o 

~""<ÍJ' b¡ 

-S ro'Tlat'ío} dro] -t 2 R: 7JT [211 l~l< - ; 11 R': - ) 4lT ñ l t r;)~l d'(¡ 
b". o 
f~ :z~ l~ 

- S41rlt,(ío)íadro]~"2~:1. t S41frt ()4íTr'oflot,~)d\~) dI'" -
~ o ~ 
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Substituyendo ahora la expresión (1.128) para la densidad 

en la expresión para la energía total (1.125), se obtiene 

E [9(~)lE\. :: L n~ ) CPjt(lf) [-V
2
q)J(f)]d¡> -\- t l41r9d,,)1i.¡(f¡)'i ctn Cr¡)r~ dr¡ 

~~ ~q 

••. (I.132) 

Una vez obtenidas las expresiones para el potencial, la realiza-

ción de las integrales en (1.132) es directa. 

Con estas expresiones para el potencial y energía total se 
t 

dará término a este capítulo. No será discutido el término de in 

tercambio y correlación. Solamente se mencionará que el tipo de-

aproximación usado tanto en la versión relativista como en 
tS} 

la no relativista,es la Xá~ 



Capítlllo 2 



METODO CELULAR DE DISPERSION MULTIPLE 

RELATIVISTA PARA MOLECULAS 
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En este capítulo se presenta la formulación del método de

dispersión múltiple para moléculas a partir de la solución de la 
\'12) 

ecuación monoelectrónica de Dirac para un campo central. Al 

igual que en el caso no relativista, se tratará la partición del 

espacio de esferas tangentes y se hará uso de las funciones de -

Green. No será incluída la simetría durante todo el proceso de

la obtención de las ecuaciones seculares con el objeto de simpli 

ficar en lo más posible la notación. Una vez incluída con deta -

11e la simetría en el caso no relativista, la introducción de és 

ta en el caso relativista es directa y por lo tanto únicamente -

serán discutidas las expresiones finales. 

Este método proporciona una descripción completamente rela 

tivista de las funciones de onda; reproduciendo el desdoblamien

to espín órbita de los niveles de energía. No serán incluídas co 

rrecciones relativistas en el potencial. 

Problema a Resolver 

Al igual que en el capítuloranterior se considerará un sis 

tema molecular con n electrones y N núcleos fijos. Con la aproxi 
(<'¡~) 

mación de Breit para la interacción electrón-electrón el Hamilto 

niano estaría dado por 

.. ~(II.l) 

donde 

con unidades atómicas {mdi'dl",i, C="\H.031 } y la energía en 

Hartrecs. Las matrices U y ~ est§n dadas por 



t< =(0 (f) 
Q)- O 

. 
I 

¡;::(IO\ 
O -1 ) 

donde ~ son las matrices de Pauli 

y 

1 = (~ ~) • 

O""z :: (10 O \ 
-1 ) 
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El primer término del potencial en (11.1) corresponde a la inte

racción coulómbica clásica, mientras que el último término es re 

lativista y describe la interacción magnética y el retardo de la 

interacción coulómbica. Esta aproximación para la descripción 
(¡l.¡ ) 

del potencial relativista es solamente una de las posibles. La -

introducción de este tipo de términos en el potencial no será to 

mada en cuenta en este trabajo. 

Ahora se generalizará la aproximación para la energía to -

tal como funcional de la densidad al caso relativista 

E[?<IJ)] =4n;S~~(ff}hi<2.Pi(jP)df + ~ SJp(f)ltP~fll P(lfl) d\p'df . . 

.•. (11.2) 

donde ahora la función de onda, es una matriz d.e. dimensión 4xl y

la densidad estará dada por 

f>(P) = 12 ni ~¡+Cl')qpj (F). 
i. 

La minimización de la energía total (11.2) con respecto a

las funciones '2J?; (r) con números de ocupación constantes conduce

a las ecuaciones monoelectrónicas 
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donde 

••• (11.2 1
) 

(45) 

Al igual que en el caso no relativista se sigue cumpliendo 

Solución Implícita 

Debido a que se tomará una particiqión del espacio de esfe 

ras tangentes)el potencial estará dado por la superposición 

N 

Y (1') % L: Vodr¡/) t\ill , 
a=.o ••• (11.3) 

donde V~ (r~) corresponden a los potenciales esféricamente simé -

tiicos para las esferas atómicas y exterior. El potencial constan 

te intersticial estará dado por el promedio volumétrico 

••• (11.4) 

La ecuaci6n monoelectrónica a resolver es 

... (Ir. 5) 

En este caso se defineia funci6n de Green como 

••• (11.6) 

donde t=E-Vn .Si esta ecuación se traspone y se cOnjuga 

A.. "'t 
pero como el Hamiltoniano es Hermitiano ~ =~ puesto que 

(fH,)t :: (Y.p ,entonces 
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••• (11. 7) 

Si ahora se rearregla (II.5) de la siguiente forma 

••• (11.8) 

y se multiplica a la izquierda por Gt (r,r') 

A esta expresi6n se le resta (11.7) después de haberla multipli

cado a la derecha por '?f' (r), de modo que la soluci6n de (II. 5) -

es 

pero la funci6n de Green tiene la propiedad 

y por lo tanto 

••• (11.9) 

expresi6n que corre~ponde a una ecuaci6n integral de Fredholm 

de segunda clase. 

El obtener ()~ (r) mediante (11.9) es equivalente al princi-
. .. 1 (4b) plO varlaClona 

6A-=.o 

con el funcional p,~ definido por 

••• (11.10) 

Esto se demuestra obteniendo directamente la variación de (11.10) 

con respecto .a las funciones de onda, es decir 
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6A ::: S [\1(1') - v-¡¡;] [d''S/\W') '4>(iP; t '2Jl([') d <2(1"1) 1 dI? 

-r 61/(1:') [\J(W)-Qrr. 1 f G(~ 1") [\1(1") -\i Ir ] '4'( IV 1) clw' di' 

-S ~ 1'01?) [\lelP) - V)lJ S G(I'I i?') [\lC'íP1
) -\i u: ] ¿; J (1'1) d\p'dF 

y factor izando b?tel» y ~~('¡)): 

óA .: l Ó'<1:\F) {L \1(1') -\jJL T?1>(F) - [V(Jl) -\fn II Cr (f,f") [\1(1'1) Sjll 1 i(j?oP') df\} clIP 

Esta expresión se anula si ambos términos entre paréntesis se anu 

lan simultáneamente y por lo tanto 

~(r):: ) G (1')") L\J(~)-\j1rJ ~(t:) 01" 

~i(~,)= ~~\f) [\f(tp)-\í1tJG(I'~J")Ói? 

que no es otra cosa que la ecuación (11.9) y su transpuesta conj~ 

gada. 
(lit) 

Es posible expresar (11.5) como una integral de superficie~ 

en forma equivalente a la ecuación (1.10). Para hacer esto, se 

multiplica (11.8) a la izquierda por Gt(r,r l
) y (11.6) por '?f'iC!P) -

esto es 
. 

t . -' 
G ('~i'I) t ~(r) = e dtlP, tp,)(':(.P'?J!(IP) + ffioG'l.Gt(~ W'){?> q,(P) - t G\~ 1'1) ~ (1') 

::; -G-\ ~,1P\) t \J(lP) - Vlt 1 ~\t» 

'lf\JP) t G(IJ/t>') = e ít-t(i1)~' f' G(~ 1'\) tmoc'L (lor)~ G (I'J 1") - t. ~t((') G(J>, 1") 

=-1. ~-t(~) d ti'.-l?I) 

donde se ha definido 

Trasponiendo y conjugando (11.6') y restándole (II.g) 

••• (11.8 1
) 

••• (11.9 1
) 



Esta expresi6n se transforma en 

~(IPI):: JGt(rJ~I) [V(f)-Vu ]'Il>Cf)dlP -(! S{[12JtC\o)()1'PG(p¡IP,)]t 

. - G+CI',tr')~'p '21'(J')} dIP 

después de tomar en cuenta 

t 
(?> -= i-> ¡ 
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... (11.10) 

... (11.11) 

El primer término de la segunda integral de (11.11) se transfor

ma de la siguiente manera 

f ~\tI?)~·PG (1', ~\) t = d\ {'</CW) ()(·'\1G (~IPI) } t :: i11 ~ G\ 1', 1") . • i~ (W) 

:: lil VG \~Pl) . fY'Zi (1') 

t 
puesto que (X.p =-díCY·\l Y ex -= €X • Tomando en cuenta esto se obtie 

ne 

'!f (tp ,) :: l G\~ V?\) L\I(\\') -\l\L] ~(er) dr - Le h ¡ {~G \f¡~') . tl11> (1') 

+ GtCIV,fl)t(.\f!(lP) J d.1' • 

Un resultado del cálculQ vectorial es 

y por lo tanto 
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pero por el teorema de la divergencia de Gauss y ~ la propiedad

de Hermiticidad de la función de Green, se obtiene finalmente 

'lJ!(¡»-:: SGl~f\) [VCl't)-\Jn.1'lJ>(l't)dW - l\'.'h J G(I>/w\)®(·fi1'(~') dS', ... (11.12) 
v s 

donde ñ es el vector unitario normal a la superficie S que encie 

rra al volumen V en consideración. Aquí, es de hacerse notar 

que (11.12) se reduce a (11.9) cuando el volumen de integraci6n

es todo el espacio, pues la integral de superficie se anula. 

Así, para obtener la funci6n de onda es posible seguir 

dos procedimientos: a) mediante la ecuaci6n integral (11.12) y 

b) mediante la minimización del funcional (11.10). El primero de 

estos procedimientos es el que se desarrollará en este capítulo. 

Al igual que en el caso no relativista, se considera la re 

gión intersticial como el dominio de integración y por lo tanto 

~(¡» ::; -Le-\; J G(te,t'I)~ ·rl1:t>CI'I) di' . • •• (II.13) 

S¡fI'l 

Para las funciones de onda de las regiones atómicas y exte 

fior se propone el siguiente desarrollo 

••• (I:L.14) 

donde las funciones radiales deben satisfacer las siguientes 

ecuaciones diferenciales acopladas 

•.. (11.15) 

donde E =E-meC2. 'XQ(-L-) son las funciones angulares de espín, las c 
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2 2 2 cuales son funciones propias de los operadores L, S, J, J z y 

~'L+l con valores propios 1(1+1) f s(s+l), j (j+l), ~ y -k respecti 

vamente y est&n dadas por 

donde Q=(k,~) Y Q=(-k,p.). Los términos <1/-AIQ1.,~-':>,s,> son los coefi 

cientes de acoplamiento o de Clebcsh-Gordan, y también se deno -

tan como C (n j ; u-s, s) o S 2.1 . 'X. (s) son las funciones de espín-
.. f' 1,i!'\ ~ 

(espinores) 

El número cuántico k toma valores enteros diferentes de cero y -

está relacionado con j y 1 de la siguiente manera 

para j:: 1- f k "" ~ 

\.l toma los valores -1, -j +1, . '" J j-L 1 . 

Es posible obtener la función de Green relativista median 

te un desarrollo en términos de las soluciones de la ecuación 

cuyas soluciones son las ondas planas de Dirac 

y 

o mediante la aplicación del operador Hermi tiano {c~.l' -tBWi.e2. té} 
a la función de Green no :::-elativista .con k~:::: 2 E VYl o • A continua 

ci6n se mostrara este último m6todo. Las funciones de Green no-
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relativista y relativis~~ estan definidas cerno 

('l\k~)Go('f,l") :;:SCI'-fr') , 

{Ctx.p +~moc1- E }G.(f,lr'J =' -1 d(t'-fr ') • 

Multiplicando por 1 la ecUaci6n para la funci6n de Green no relativista 

e introduciendo la expresi6n relativista para el momento 

se tiene 

z . 
(V2 + ~2-m~CI?)I GO(Ir,Ir I

) =16(1'-1'1) • 

El operador laplaciano puede ser expresado como 

y por lo tanto 

Si en el t6rmino entre par6ntesis se introduce la identidad 

y se factoriza, se obtiene 

expresi6n que de acuerdo con la definici6n de la funci6n de 

Green relativista implica que 

Debido a que la función de Green está asociada a una energía e~

pecífica, podría parecer extraño que G(r,r') se derive de 

GD (r,r') con una energía diferente. Esta aparente discrepancia 

se disipa al tomar en cuenta que a bajas energías, ~ se reduce 
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a su contraparte no relativista 

donde se ha definido ér:.-=-E,-Vi'loc.'l. 

Además de su "simplicidad" esta relación entre G(r,r') y 

Go(r,r') tiene una ventaja adicional sobre el desarrollo en on -

das planas de Dirac; ya est&n contenidas las condiciones a la 

frontera, pues éstas prevalecen en ambas teorías. 

Volviendo a la ecuación integral (11.13), el dominio de -

integración consta de la superficie de .la esfera exterior, la 

cual será denotada SE f Y de las superficies de las esferas ató 

micas, las cuales serán denotadas por So Al igual que en el 

capítulo anterior, debido al requerimiento de continuidad de las 

funciones de onda , la función de onda intersticial puede ser 

substituida por las funciones atómicas o exterior según sea el 

caso. Así, 

~(~I)\c;,E= (~((\ll;) \r~: \,% 

~(I>\q5(! :'2J?d(i'~)\r~=b,¡ 
.•• (11.16) 

donde los subíndices + y - denotan,.la superficie exterior e inte

rior respectivamente. Tomando en cuenta estas condiciones a la

frontera)la primera de las ecuaciones seculares será 

I1j?b(Fot\<o )\\"o~'gó ~ -le l G(i'o, 1':) tI'.ro I(y(f~t~,,) ds~ 
. ~(~ . 

. .. (11.17) 

donde R olll :: Ro-Ro( • 

La segunda de las ecuaciones seculares estará dada por 

He r G\fí''''ll{l~) t,('~Q{ ~OP,~ tH,,) d5~ 
ro()r~· . 
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+lQ.í2lG(ro(/f~-BD(r»~.rc;~~(f~+jA~) ds~ 
(:>¡4,O 

.•. (11.18) 

Las ecuaciones (11.17) y (11.18) son equivalentes a (1.12b) y -

(1.12a) respectivamente. 

Funciones de Green 

En la sección anterior se mencionaron dos posibilidades -

para obtener las funciones de Green relativistas: a)mediante un

desarrollo en ondas planas de Dirac y b) mediante la aplicación

del operador {Q.f+~~~+E} a las funciones de Green no relati -

vistas. Debido a las ventajas ya antes mencionadas del segundo -

. método con respecto al primero y a que ya se cuenta con 'las 

expresiones para las funciones de Green no relativistas, será el 

segundo de estos métodos el que se utilizará. 

No es posible usar directamente las funciones de Green -

obtenidas en el capítulo anterior debido a que los desarrollos -

se hicieron en función de los armónicos esféricos reales, y en -

este caso son necesarios en funci6n de los arm6nicos complejos.-

Los cambios de uno a otro tipo de desarrollo son mínimos. Del -

apéndice e,las funciones de Green no relativista cuando kl~O son 

- Go(I',&.>'):: RI: 1dR\,".(.)qd~r»~l.(~)i1.jl(~\t 

1 
Y para k<O 

lo 
... (11.19) 
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Go (1', (") ::: R L (-t\d \Zf<> R~\ Rr> ) fljd~) ~l. tí' ')"'1' ••• (II.23) 
\.. 

Ahora bien, para que sea posible aplicar el operador 

tetl.p -+~CI{? + t.} a estas funciones es necesario que estén ~eprese~ 
tadas en el espacio de momento angular total. 

Sise efectúa el producto 'X.Q(W?)A.~(I'I) y se suma sobre j,¡.t -

se tiene 

Esta expresión, debido a la ortonormalidad de los coeficientes 

de Clebsch-Gordan 

12 (11-A1 ~i 1¡.t-s,S><1~! t~ '¡l-S, 5\ > ~ ~~5' 
j . 

se transforma en 

Efectuar una suma sobre ~S es equivalente 

puesto que ~=m+s, y por lo tanto 

a hacerlo sobre m,s, 

••. (II.27) 
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pues 

Multiplicando por I 2 las expresiones UL19) y (II.23) Y substitu 

yendo (I1.27) se obtiene para las funciones de Green de un solo

centro en el espacio de momento angular 

G o (r, 1:1)11 RL 1dIH'() YhlRY'») 1.Qll') -x.+Q.Ci!I) ; tt~)O 
ca. 

Se multiplica ahora tetCl') por <1 !J.11 t P.-51
, 5' > 

sobre j para obtener 

•.. (11.28) 

••• (11. 29) 

y se suma 

'y por la ortonormalidad de los coeficientes de Clebsch-Gordan 

•.. (11.30) 

'Multiplicando las funciones de Green de dos centros por 1 2 e in 

traduciendo (11.30) finalmente se obtiene 

••• (II.31) 

•.• (11.32) 



cuando k
2< O. 

Para obtener las funciones de Green relativistas s610 

falta aplicar el operador a estas funciones, es decir 

Antes de hacer esto, se obtendrá el resultado de operar ~.F 

sobre GoCI:I") l z 

Es posible expresar el operador nabla de la siguiente 

forma 

"01 o . l' 
'f =-1>- -L-xl 

'O'í . r 

y por lo tanto 
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Por otra parte 

de modo que 

(f.P) = - L ((r·r) tI t ~ (tr·f)(tl.L) 

= - i. r Cfl"" ~r +t(fr (qr • L) 

=i.(Jy-{K -r gr -1) , 
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donde se han introducido las definiciones K =-~·L ti Y cry- oo~.~ • '1:0 

mando ahora en cuenta las siguientes propiedades 

1\ 'XK ... K " K tt((l) = -\( X", (yp) 

y la relación de recurrencia 

donde Sk corresponde al signo del número cuántico k, se tiene 

(~.(l) hl~'f)AQ(") =+t.cr;.l~-r-~í -1)'1c(Yzr)l(a(~) 

=: 1. K 1(\\\,,) "X"él(P) ti. RS~ 1r tRX)Xfi(i-) -tht-~t:-) 1llRr)lQ (1)) 

tí. ·jt{~nrx.G (F) :; ~\'<5K ~Q(lf{d XQ(w) 

De igual forma, con las siguientes rélaciones de recurrencia 

i d n~t ¡Zy) -;. S\~ "ti (t~r) _ 1<+1 Yld \l-Y\ 
R dr h 
1- cit.t!Rrl = le (~r) - (!t1) Ltl~r) 
!{ d'í I'1.r 

~ el ~~I\YI :: R(10n~ -(~fr) R~'(\'{Yi 

se obtiene el siguiente resultado general 

••• (II.36'} 

donde 
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Utilizando este resultado, se aplica el operador {c«x.p", m.e7p.. -+ (.} a 

cada una de las funciones de Green (11.31-11.36) y se obtiene 

G(fo,t>~) 
,".<''r~ 

2 para el caso k <: O 

... (11.37) 

Ó K \ ~H{ lRro)qttlRr~)'X"& (¡'oYX~ (i>~)) 

é-I~,oc.lÁ( .. , l.J'V(" ,1-("1, 
--(T ·Jll.l\.fQ)'ltt \<.f o) A.(~ ~o) AQ 1'0 . 

..• (II.38) 

.•. (11.39) 

••. (II.40) 

••• (I1.41.) 

••• (11.42) 



Ecuaciones Seculares 
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••. (11.43) 

l (~)Lt (v(fo\W~{Rr:) XQ(i>lil X:. (Fc:). ) 

l-llI.e2 . ( h(,,(.J \'Y (" )"Y t ( " ~lt Rrll)1\~ \'?'DII\.Q "O( ~Q' Wo) 

... (11.44) 

..• (11.45) 

..• (11.46) 

Una vez obtenidas las funciones de Green relativistas,

se substituyen éstas y el desarrollo (11.14) en (11.17) y (11.18) 

para obtener las ecuaciones seculares. Primeramente se tomará la 

ecuaci.6n (11. 18) para el caso k\ O. 

La primera integral de (II.1B) es 

Substituyendo (11.14) Y (11.39) se obtiene, después de haber 

efectuado los productos matriciales 
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Los tipos de integrales a resolver son 

Estas integrales pueden ser efectuadas fácilmente recurriendo a 
('-18) 

la propiedad 

la cual ya ha sido usada ,antes para demostrar (II.36'). Para de

mostrar esto, se escribe esta expresión explícitamente 

-.:q, ) (J \ I I I \ f1..\ R "') ~a.n&Q. ,111 !ífA.-l,í 1 dIL-\t~) 

-(.05 e <.1}l\ kt \Ati, -1) ~ IL'+l (.,,) 

«
1\A\ (L~-t ~ > úf.>e rtj:-l (~) + <1tl\ ~~ \A~i, -D savdi

lG ~ !+¡ (,,) ) . 
(1¡·Ú .q .. t-'+ 1) ~(LV\fr (li(¡! ~~_~ l~) - < 1~·l\ f ~, ~ t ~ I -k} c.o~ e ~:~i (¡,) , 

('-\9} 
Y utilizando las siguientes relaciones de recurrencia 

(t+ ... h)(~_!-,+3h) ~H1 + 
, (1.~+1) (1H!» fA-IIz, 

(~'f-\-t)(~-~+'h) ~ t-1 

(U-M) (U-1) 'f_ll-z. 
e • 

(HI.L .. II:t)(~-fA_Ih.) ~ g-1 

(Jh1)(;z.t-1) d P.+lh 

-úJ g (H\A-t~) th\-l-+~f.t) l'\.(H1 ~-~+lh)l ~-f-\-Y2) ~ Q.1 
'5cz.n\1 <Z ~\A-\. :: -

(2~+1)(U~~) Of-\+l 
i-

(11 +1 )l1.~ -'1 ) .... +'12 

¡;~ Q (~-I·Hli2.) ( HH~/z.) ~ H; ( Q 1- lA ~ 1/2)( Ht-t- l/,¡.) t'\.1 ~-1 ~\'\e (l ~j.L-1.-:: 
(iH1) (~H}) 

-
(1tH)(-U -1) el jA-lh. \-{- -

2. 

'2. 
para ~}O se obtiene 
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donde se ha utilizado el hecho de que para k)O, ¡*~~ ~ . Cuando 

k<O 

- ".I~I ("') --I\.I'"l' 

y por lo tanto 

••• (11.47) 

Una vez demostrada la propiedad (11.47) y puesto que las 

funciones angulares de espín son ortonormales 

se obtiene 

+ C~l l SK ( ~) j( t \\f,,) Vle(\{6.) g~\<ll\;o) 'XQ lF o{)) 
1" e~l (-;:~t-:ít(t\t·,;)\'ldRh.) 9.0\<, (b.rXQ (í\) 

••• (11.48) 

Para la segunda integral de (11.18) se obtiene 

;-l.~Rb~r I . 
. t fe: t+~:e't~r¡~(~H"Ht(Rb.;.).f:A(;)(íl('()~(l~lStJ~)qq(R'(,d1tlRbi)g~k x~(rc()) 

Q \ - c~ s~ (~) flq 0< ro< ) 1~ (Kb,,) f~ AQ (w",) 4- é~ . .: '~i-'!! ~f (\<r,,)1l( ~b¡j) 9~11. XQ (I~) 

••• (11.49) 
desp6es de haber efectuado los pioductos matriciales e integrar. 

Por altimo, para la tercer? inteqral 
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l} :: tt~L ! G (1' ,(,}l~,,- lZ<iI,)tJ(· Y-(O '?r~ (f'~-t~{'» d S'(' 
(; j<l,O 

La ecuación matricial 
••• (11.50) 

es posible ~escomponerla en dos ecuaciones: una correspondiente 

a la componente mayor 

LC~ 9~tfá)XQ(¡'«) =. i.eb:.L: {9::,c;, é\;:-\12t~r,,)Y1c'{~bo)f:'XQ(Í'«) +9:;, C~I ¿Sk(~) x 
G! GQ' 

X 1~ (t\r~) ril' (Rbo)9~, XQ (fo()} - t~ ¡;¿ b'l", ~ {e: tf;:C~ l n ~ \ Rr~) 1t l ~b,,) f: 'XQ (i>«) t 

+ Q~ i. 5k. (~) rh(Rr,¡j 1e O~bd) 9~K X"Q(fl",)} -LeL bt~ L {g:~ C~ . .l+~cz t: 1t l~r¡( )1e' l\:<b¡;) l( 

()#,O GQ' 

x f~AG(í\) +5::' cg. L SK (~) 1¡(~r")1zl (kbf» 9~, X~(iC()} 

y otra con respecto a la menor 

x E-~:(!~ 1elRrc() Yl~'(l\bo) 9~, XQli'",)} -le Rb~ ~ {-c~ 5K t ~) rt~ (Rí .. ) 1tlRb,,:} f: 'XQ(f>,,¡) 

+C~ E-~;~ n 2lRr ... He (Rb~)g~K XQtF<x)} - Le L b
2

¡; r { -9::' C~I s" (% J ~dRr~H e,(~br'»). 
r->"ico;.o QQ' 

f ¡; ,. r. ar; c~ E-rn.ct.A (' CI r v- A , 

X 1\' X Q(I',,) + 0QQ' Q' ~ Jtl~r¡()1f Rb¡>b "'"' ÁQ(fPot ) J 

Si se multiplica a la izquierda la piimera de estas ecuaciones -

por 'X~(~ .. ) y la segunda por X~{r,,\ y se integra I entonces 



• o( r;( • 2·"\' { . (.«0 CO C. (~) .. L{ o Se(O CO E-YrloC'lLr O 1 LCQ 1,,::: Lebo"'¡; -;:JQQ' Q'Vk.C )e Rb¡{)V\~ltt<bo)fkl+ QQ' Q¡~Jed(b,¡)nf'(tÜ¡O)gkl J 

-~« L e R b: {- C% SI<. (%) Vl e O~bc() 1t \R~) r: + C~ t-;;e1.~g (Izb,,) 1é (r~bd.) 9 ~ 1 
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-lC~~r b~L {-9~~ C~I SK \~) jQ(lÜd;) jq\(~br)f:' +9;~1 C~I é-~;C.7.1~ (rÜ,~) h(\<b~)g ~·l. 
~#,o @' 

Tomando ahora en cuenta la relaci6n de recurrencia 

••• (50.5a) 

obtenida a partir de 

y la propiedad (apéndice D) 

5K 9:Z (~~; E) :: 5KIS:~ (R«¡;; E) 
tt'1)O 

se obtiene para la primera ecuaci6n 

y para la segunda 

z: I: [ dar dQQ' R b~ (51<. ( ~ )rte.(Rb~)tl<~ - t-~~~~ ~t'( kb.,{) g~, ) + U-do:¡;\(1- JOf\)9:~ (Rc(p; E) J( 

P QI 

\! ( (~)' ( L .\ (\(3 SI< E.-""'C1. 1_,/¡ q!!,) .. ( r ,f"'. c{o ('f) • E)b1. )( Uf:> 51' Q: 1(1 ~\]~J T 1;.' -- 51\.\ ~- .( \Rlor,.).1 K' - '\-q~o, J Q(O' \ !f\a'o ,- o X 

X ( Sk (~) "h, {\'{\:Q)t~, - ~:. t>~:tl ni' (ttb~\ 9~1) } e ~t '" o 
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Aparentemente se han obtenido dos sistemas de ecuaciones. Sin 

embargo, si la segunda de estas ecuaciones es multiplicada por 

y se toma en cuenta que 

2 ( e~ ) ,'.: 
R :: 2YY1"tc. + C\ , 

se obtiene el primer sistema de ecuaciones. 

Definiendo 

[Kk(E)J4 ::« [(t+YI1.C~)~~{Rb~)f:-(!kSKY/Q(~bp)gC] ; P=lo 
p [(E-tvn.C'L) 1t(kb!"l) f: -(! R Sk j ij (tzb~) 9C 1 •.• (TI. 51) 

IJ. 

A~ = R~~ [(ttmoc2
) 1e(tzb~) tk -~ 1\51\ 1Q(t~b~) g~ ] ct '; ¡.>io 

A~ = RCt:o [Q\'{Sk \'h(~bo) f: -(t+moc'l)~t(~'oo)f: ]c; 
..• (II.52) 

se obtiene para la primera parte de las ecuaciones seculares cuan 

do i>o 

{ d ( - -" J' t( F.> (cto } t3 7; C(~~Q~I [Kk(E)]p +(1- «f.')(1-d~o) 9<t(t,(~~~F-) td~o9a~f(R(o;E) A~,-::o 

... (II.53) 
La segunda parte se obtiene al integrar (II.17). Para la primera 

integral' de {II.17)~·tina vez efectuada se obtiene 

I~ ::-i.c iG(ff'o,i'~)(x.~ f2J:°(r~+Ro)dS: 

~ ~ (C; é~~t dt(tZfo) Y/t{kbo) t~ XQ(~) tC~ CSk.(~) 1,( \r{ro)11 M<bo) (~e, ~ (~o) \, 
~ le k 00 """ 1 

, a -C~ Sk (~) je(Rro)~~( \\\'0) r; X ~(io) + e; f-~.ct 1,,-O~ro ) Vlt(Rbo) g~\( XQ C~) ) 

y para la segunda integral ••• (II.54) 
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(
9:, e~, t:tr:oQ¡ i. nq(~ro)1~,(Rb~)fr. XQ(pJ +9::, e; (Sk (~)V¡é(l\f,,'1q'l~bf})g~''4(¡'I») 

_ -i..~ ~ 6~ T' ~ e 
- '-' p"-' g0r.. f$ (tt) rP'" 90PIl~E-m.C!'1 I ,¡ ( 91'5 X '" ~jo Qa' - Q~,CQ,SK e 11¡(~ro)jt,(!'{bf.l) h,1&('-;') + Q~' \.ql (p YlH "ro) Ji' fl~~) k' G(~) 

1 
... (11.55) 

La ecuación '~lt("'otRo)= 1i + 2 da origen a dos sistemas de ecuaci~ 

nes id~nticos. Debido a esto se tomargn aqui¡ y para las ecuaci~ 

nes seculares del caso ~~O, únicamente el.sistema correspondien

te a la componente mayor. Asi, se tiene 

+c; í5k( ~)1¡(kro)~2(Rbo) 9~kXQ (Fo )} 

'- le!: b~Z; {9:~ CZI €*~;ct. (\1e(Rr~) je.(kb~)f:''XQ(~) -tS::, e: 6K(~)qq(Rro)~i'(~b/!l)~~' )'q(r.) 
~t-o QQ' 

Esta expresión se multiplica a la izquierda por ~,,(to) y se inte-

gra 

~oe~ 9: ~-ck~o{C~ E+~~c2. j2(Rbo)n~(~bo)f~ - C~ SK(~)1e(t<bo)neO\bD)90Kl 

+C~or: b~r:{9::'C:, E+~:cz V¡((~bo)1f,(~bl'»r:-9:g. Q:,SK(~)We(t{bo)1á'(~bp)9~,} 
('jo r<¡' 

mediante (II.50.5a) y (II.50.5b) se transforma en 

se obtiene para la segunda parte de las ecuaciones seculares 

121:{¿;o~dQql [KK,(E)f~t (1-Ó~(») 9::,(R~;E)} A~, =0 • 
r Q' _ 

. • •• (11.57) 

Las ecuaciones seculares cuando k.1 < O se obtienen al 

substituir (11.42) I (II.44) Y (11.45) en (II.lB). Para la prim~ 
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ra integral 

para la segunda •.• (11.58) 

y para la tercera integral de (11.18) 
••• (11.59) 

Multiplicando ahora a la izquierda 

S"", , se obtiene 

t A 

por ::tQ..(i'~J e integrando sobre 
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pero debido a la identidad 

1 --1 
> (QH )~-tt¿ -) :: I..- •.. (II.61) 

se transforma en 

~ T' {( ( i Ú1 (€tm.c'1 ,.) ('\1>/ (tz\ In(') act ) t'a: d(?dOCi~' RDcl (-) C1 R,(i'l.bl.)h'- el l'(¡(~bll.)Jl<' 
I 

+ (1- ~¡{\'J) (1-6o~) 9:~ ~~ (- )2~ (é+~;C\~.lRb~Wr.: (~) l~,(Rbp) g~, ) 
- (1-dy;o) 9:~, b: (-) t+t

l

( Et~~el k~: (R~)f~ - (~.) ;zci, lvzlo,,) gr, ) } C~, ::: o 

Por Gltimo, definiendo 

[t
K

{E.)l1 = k (_)Qt1[(€+m.ct)~(i (1f<b~)f~ - ~~ R¡l(Rb!'J)_~e] 
p [(E ttnoC1) LD H~b~) ft - ~ k L~ l Rb~) g ~ ] I r,,40 

•.• (II.62) 

A~ =(_)~+1 .~b~ [(t+~o(!?) l~tRb~) -f~ - e\'Ü¡(ltb~) g~ JC~ ~ '~40 

A ~ = (-) Hi 1 ~t" L ~ ~ ~(~ (t~bo) g~ - Ü.-\-moct
) ~~ (Rbo) r; ] C~ ••. (II.63) 

se obtiene lo siguiente para la primera parte de las ecuaciones 
~ > 

seculares cuando R<ü 

Par~ la segunda parte se obtiene para la primera integral 

de (II.17) 

1i = -Le. )G (f",f:) t{. ro 'Zy(w> iZo) d 5~ 

• f H1(C: uc~cz (let\,{Yo)R>~l(RbQ)r: ~(i>o) -t C~ L(~)le(~ro)~(~)(~bo)9~~'Xq(tPo) ) 

': \.c,kboLH olt~) .. ( .. )\i{(') , r0 ,.,¡ (~) e> é-~aCl . ( )1 (1) )rlO "Y(") , 
<i .. e(,}\c LQ\~ro dRbohr. A(¡) 1'0 +CQ-Ci- Lt ~ro 1(v(~bo ';J-I': Aq lb 

.•. (I1.64) 

y para la seguQda integral 



Con base en estos resultados la componente mayor 

ción (11.17) estará dada por 
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de la ecua'" 

1 ""' r, Q{tGO~ '" é-l\'#,,(!"/.. I/)(n . . l (lf?~tlI9°~ ~.( It) Inlll '( )gl'- 'Y..(" 1 -LcLpf->k..tlH .]Q(l,eQ'7L1\R(~fo)Lt'~b~hlt,Xa(rohH Gt¡IC~,l Q 'KtlRro)Lf~b~ IC'/\Q"D) 
pio ~G' 

Mul tiplicando a la izquierda por ~tI(~) e integrando 

Esta ecuación se transforma en 

con la relación de recurrencia (11.61) y la propiedad (II.50.5b). 

Por último, . definiendo 

•.. (11.66) 

y tomando en cuenta las definiciones (Ir. 63), se obtiene la se -

gunda parte de las ecuaciones seculares cuando k\o 

... 0:I.67) 
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ªignificado de las Definiciones 

En esta sección, al igual que como se hizo en el capitu 
--1 

lo primero, serán interpretadas las definiciones A~ ,K~{E~ Y 

t~(~~ mediante el análisis de la función de onda de la región 

intersticial. 

A partir de la substitución en (11.13) de las funciones 

de Green (11.37), (11.38) ,(11.42) Y (II.43), es posible obtener 

la función de onda multicéntrica de la región intersticial. Asi, 

a partir de 

'?:}:>(IP)¡¡ = -Le t ) G (I'~)p~)«.rp 'P~(ir~t Rr.» d5~ 
~ .. o 

se tiene para R>O 

Rearreglando de la siguiente forma 

introduciendo las definiciones 

además de (11.52), se obtiene 
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N 

~(lPhr = 1: L A~ NaCf¡;) -t 12 A~Ja (1'0) , 
p~ Q ~ 

••• (11.69) 

NQ~p) corresponde a una onda dispersada (saliente con respecto al 

centro I<f.> ) por el potencial V (rf.» con ampli tud A ~ . J a (re) es -

la onda dispersada (entrante con respecto al centro Ro ) por el -

potencial V{ra } con amplitud A~ .El desarrollo multicéntrico 

(II.69) expresa la funci6n de onda de la regi6n intersticial corno 

una suma de ondas dispersadas por los potenciales esféricos. 

De igual forma, cuando k~o se obtiene para el desarrollo 

multicéntrico 

Rearreglando esta expresión 

e introduciendo las definiciones (11.63) además de 

•.• (11.70) 
se obtiene 
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H 

~(rh: = 1: 2: A~ KQ (I'r;) -t L A~ la (1'0) ••• (II. 71) 
~=1 G. Q. 

Por otra parte, también es posible expresar la solución de 

la región intersticial pero con respecto a un solo centro. Cuando 

k\o, a partir de (11.48) I (11.49), (II.50), - (II.54) y (11.55), se 

obtiene con respecto al centro C(: 

y con respecto a la esfera exterior 

Si estas expresiones se rearreglan de la siguiente forma 
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y se introducen las definiciones (11.52) y (11.68), además de 

. , 

entonces 

•.. (11.72) 

... (11.73) 

Siguiendo el mismo procedimiento cuando k~o, se obtiene 

... (11.74) 

... (11.75) 

Estos desarrollos expresan la funbi6n de onda intersticial 

con respecto al centro ~ como una suma de ondas disper 

sadas por el potencial esférico V{r~) con amplitudes A~ y ondas 

incidentes con amplitudes B~ 

La funci6n de onda debe de ser continua en la superficie de 

cada esfera y por lo tanto, para t>O 
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Igualando componentes 

y expresando explícitamente el cociente de las amplitudes, se -

obtiene 

'A~ :::. _ [(t'Yl\oc2.)1~t~\¡t)t~ -SK~(!1q('II.b~~9t] :::. 1:.drt ~: 
B~ [(tti'l\"c.~)r1tlRhol}fi - Q~~ldhtkb,,) g~] 

A~ = _ lif.t'Moe1)Vlel\l..~o) r:-elt<s .. Vle(k~)tj~ ] :::. -la", ~o 
~~ néH't\oC1.) M'Kbo)t~ -ck~~ 1eH~~o) 9';:] \<.. 

... (II.76) 

... (II.77) 

donde se ha introducido la definición de los corrimientos de fase. 

La matriz K se relaciona con los corrimientos de fase median 

te 

y por lo tanto 
r, ,¡ ti' 

[K ]-.f _ n L\.ét~"t,et)Vl~l'Rk>ÁH\-c~~~~i(t,b~)g~ J 
,<lEI.¡-I\Ú 'oo. 

(~Hlloel) jelitb,¡)f: - (!\t~\(.jéO~b,,~ :11] 

[k\(,(Elf :;:. k ~Etw()(!1)1e(~~~)~-ej¡~K·:h(K.Vo)~n • 
o D.ttl'lloet) Yld\t\'o)f; -c k.SvY1tlRbo) g~ 1 

Estas expresiones corresponden precisamete a las definiciones (II.52) y (II.56) 

dadas con anterioridad. 

Un procedimiento an5looo al caso no relativista se sigue en la identifica-
ción de la matriz t\«E)" cuzmdo k\ O. -
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Límite no Relativista 

El método de dispersión múltiple relativista ha sido com -

pletamente análogo al método no relativista~ Sin embargo, en el

primer caso no fue necesario demandar la continuidad de las fun 

ciones de onda, debido a su naturaleza matricial. 

La ecuación de Dirac (11.5) se reduce a la ecuación de 

Schr5dinger cuando se hace tender a infinito la velocidad de la -

luz; las ecuaciones seculares también deben de.reducirse a su con 

traparte no relativista. Como las ecuaciones en ambos métodos son 

similares,es posible comparar las matrices K (o t) y los facto -

res de estrúctura por separado. 

Los factores de estructura relativistas tienen la siguien 

te forma 

En el límite no relativista el momento angular total se reduce al 

momento angular orbital, esto es, J=L Y Q= ( R ,m) = L . No hay un 

acoplamiento entre los momentos angulares orbital y de espín y 

,por lo tanto 

Las matrices de reactancia estan dadas por 

L K 1< (E)í~ :: R [tE.H"o~ t) Ylt(\t\:lod f~ -e R<S~ 11,( R~o() g ~] rijo. 

d. [tEtm.(J1e(l\~}ft -e~SIc. t(\1.b",)~t J 

[kk.(E:)i1. :: ~ l(€.t~e})1eO~.~H't- ~tL~1< 1.i(~o) ~~] 
o [(ttVt\oel)l1d~b.)f~-t'~~~i1e(\Ibo) Cjo,,] 

A partir de (11.15) se obtiene para f K en el límite no relativista 

Substituyendo este resultado en (11.51) y (11.57), tomando en 

cuenta las relaciones de recurrencia (11.36.1), la aproximación 

. I 
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y el hecho de que gl< tiende a R,l a medida que e tiende a infini 
.. 

to, las expresiones (II.5l) y (11.57) se reducen a 

rt/ 1-1 _ \~ lR~tb~;E.) I V\ql~b¡()] 
L r\q.lE) o/ - K [ ] ' R'\tbi.'¡é) I 1e (k'oll.) 

rk (E.) f~ = ~ [R~t~o'J el I h( k\,o) 1 
lt o [R~(bo'¡E)/V/d\H)o)J 

expresiones que corresponden precisamente a. (1.55) y (1.59). Si 

guiendo el mismo procedimiento para la matriz t se obtiene 

Simetría 

Hasta ahora no ha sido tomada en cuenta la simetría del 

sistema. Se ha preferido introducirla hasta ahora, y no desde un 

principio, con el único objeto de trabajar con ecuaciones más sim 

plificadasi una vez que se ha desarrollado el método de dispersión 

múltiple no relativista con simetría, la introducción de ésta en-

el caso relativista es inmediata. La forma de introducir la sime

.tría será totalmente análoga a la del capítulo anterior. 

Las funciones de onda de las regiones atómicas y exterior 

se han expresado como desarrollos en funciones propias del momen

to angular total. Como consecuencia las funciones adaptadas por -

simetría se transformarán ahora de acuerdo a las representacio -

ne~ irreducibles del grupo puntual doble del sistema en cuestión. 

Las funciones angulares de espín XQ(I-) son base de las representa -

ciones irreducibles semienteras del grupo de rotaciones puras. 

De acuerdo con (1.18) esto significa que 

•.. (11.78) 

':jI 
donde D (R) corresponde al conjunto de matrices que formari la re-

presentación j del grupo y 

{

O lO1.UcIÓn 'proP\(j . 
lfll. = . . r' • 

1 to-tct\: lOY! \~T'~'\O~lC!. 
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Si se de fine la componen te wayor de "lCf(I',() -:arro 

donde <.r denota al conjunto {di} de átomos equivalentes, entonces, 

a partir de (11.78) se obtiene 

••• (11.80) 

1\111tí ... donde u \~ esa dada por el producto directo 

.•• (11.81) 

y D~)(R)-:.(_)QtrItD(jl(R) 1 

dC,ü:: {1 '$i OI'RQ"f?,¡. 
o WAl'ldo 1'10 roc.IlCÍq a~,{. • •• (II.82) 

... A (1!O) es 1 En general, la representacion 4(~ reducible y por o tanto -

puede ser expresada como una suma directa de representaciones 

irreducibles 

••• (11. 83) 

donde n~ corresponde al número de veces que la representaci6n 
Al;) 

irreducible v está contenida en u .Esta multiplicidad se ev~ -

lúa mediante (1.24). Las funciones base que se transforman de 

acuerdo a la q-ésima columna de la representaci6n irreducible 

del grupo doble, se construyen mediante ~l operador de proyección 

••• (11.85) 

Dado un conjunto (í de átomos equivalentes y una k (6 j 1), me -
¡{')\I (J . 

diante la aplicación de \I~ a toda ~c)-t con la ayuda de (11.80) Y 

ortonormalizando las funciones resultantes, se obtienen n~ fun 
. 'S \1 't 

ciones base, las cuales serán denotadas por ~~~ • Cada una de es 

tas funciones base se transformará de acuerdo a la q-ésima columna 

de la representación irreducible v , esto es 
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•.• (11.86) 

Explícitamente estas funciones serán 

.•• {II.87) 

Si se aplica el operador de proyecci6n a la componente 

rrenor .:fK 'X-I<p. ( tomando en cuenta que para el caso relativista -

el operador de inversi6n estará dado por ~t ver apéndice E) se 

obtiene la misma combinaci6n lineal. Las componentes mayor 

y menor de (11.14) se transforman de idéntica manera al apli 

car el operador de proyecci6n. Esto es una consecuencia de que la

funci6n (II.14) sea una funci6n propia de los operadores J , J z Y 

K=~(~'1+1) con valores propios j(j+1), ~ Y -k respectivamente. 

Dicho en otra forma, al aplicar el operador de proyecci6n a (11.14) 

se obtiene 

••• (11.88) 

y por lo tanto las funciones de onda adaptadas' por simetría para -

las regiones at6micas y exterior estarán dadas por el siguiente de 

sarrollo 

( ~V/C;¡ ) 
~ \1 ~ (1"1(\,\ 

~~ (!'.tR,,:) =J..¿ C<r'k'll ' 
KYlIT "I."f. V. ~ 

1T)o;V\ 

donde 

En forma explícita 

" "'~ )I/~/~ ( gt«r\'d") ÁQ(~&;) ) 
'9? \l (l',¡tR.,¡) = r; CO"I<.I'\ 5 "V\~' . ,.. • r: t t~JJ~.r) ~ Ll't5") 

••. (11.89) 

Esta ecuación es complet'amen te análoga a la ecuaci6n (l. 29) obteni 

da en el caso no relativista. 
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Al substituir (11.89) en (11.17) y (11.18) no es difícil -

ver que las ecuaciones seculares simetrizadas estarán dadas por 

~i=~Lo) 

••. (11.90) 

••. (11.91) 

Hatriz Secular 

El sistema de ecuaciones seculares admitirá solución no 

trivial si y sólo si el determinante de su matriz asociada se anu 

la 

••. (11.92) 

-1 1 
o con b{E) cuando k {o. Esta matriz es hermi tiana con respecto a -

los índices {f1(',,'~9K\'\ ; no es difícil demostrar que cualquier ele -
9tr mento M~\\;K!\' cumple con la propiedad 

••• (11.93) 

y por lo tanto el determinante de la matriz debe de ser real; 10-

cual era de esperarse , pues los valores propios corresponden a los 

ceros del determinante. Las precauciones que han de tomarse para

evitar los cambios de signo del determinante debidos a los polos 

de la matriz K (o t) son las mismas que fueron descritas en el 

caso no relativista. 

Una vez localizados los valores propios se calculan los 

t A",<i é t 1 f· . t' e ~~ A t . d vec ores ~~, y con s os os coe.1Clen es ~~. par lr e es-

tos coeficientes se calculan las densidades electr6nicas para las 

regiones at6micas y exterior (la densidad intersticial se calcula 

mediante el promedio (11.4» f las cuales serán usadas para el cál 
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culo de un nuevo potencial que será usado para,dar comienzo a una

nueva iteración. 

Normalización 

Una vez que se ha obtenido la solución de las ecuaciones -

seculares para un valor propio dado, se obtienen las funciones de 

onda, sin normalizar, para cada región del espacio. La constante

de normalización estará dada por 

N2.::: t l \'1>:(, d~ + ~ 1,º;I'ldl'o + ) \~llf dl'lT. (~in ~im(lhíd) ..• (11.94) 

N'l. = ) \~V~ \2dr + l \~Vil'.l drlt (c.on·~\m~l"Id ) .•• (11.95) 

donde 

(con ~iw.q{,r\& ) 
... (11.96) 

En (11.94) no hay términos mezclados que involucren regiones dife 

rentes del espacio, pues éstas son ajenas en la aproximación de -

esferas tang~ntes. 

Las integrales para las regiones atómicas y exterior son -

inmediatas 

"1. 
le( = ~ ~~¡r~)'?2(I'¡/)dl'.¡ = 1: \ C~I1. ~ (~~(rd.)'\ fl<-(ri\)1.)'f~ dr« 

G r, 
.•• (11.97) 

con r, =0 y r'1'= bll para las esferas atómicas y r" = bo Y r 1 =00 para -

la esfera exterior. Además 

••• (11.98) 

puesto que 

'\' , ... c:: v,~.lI.,. S",q,ll\.,. \ 
J.,..¡.t.- lo) I<tll~ . ,,\\~ "'CMnl • 

~ fl 

Las ecuaciones ~I1.97) y (11.98) son r~lativamente fáciles de 

evaluar numéricamente. Sin embargo, evaluar la integral para la -
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regi6n intersticial no es directa, pues en esta regi6n de la paE.

tici6n la funci6n de onda es multicéntrica. 

La contribuci6n de la zona intersticial a la constante de

normalizaci6n es posible obtenerla directamente a partir de (11.96) 

sin embargo este procedimiento es largo y tedioso por lo cual no

será utilizado. 

Si se denota a la integral de la regi6n intersticial para

el n-ésimo estado como ~n 

... (11.99) 

y como 

entonces, mediante el teorema de Hellmann-Feynman se tiene 

~~: = i '1!~ g~ '1'. dI' ~ i~'~' al' = 1. • .• (11.100) 

En esta expresi6n ~ ya esta normalizada, de modo que 10 corre~ -

ponde a la contribuci6n normalizada de la regi6n intersticial. -
., '" Es posible usar (II.100) para el calculo de lo! la contribuci6n -

no normalizada al coeficiente de normalizaci6n, pero este método

tiene un grañ consumo de tiempo de máquina. 

El sistema de ecuaciones seculares puede ser escrito como 

•.. (11.101) 

donde A es un escalar; cuando E=E entonces A =0. Un resultado del n 
cálculo diferencial es 

( or:.n ) -= -f (~)E ] . ' c}\lu lo ( a). ) ~ • , (11 .10 2 ) 
DE Vn E: E .. 

Por otra parte, a partir de (11.101) y tomando en cuenta la Hermi 

ticidad de M 

.,.(II.103) 
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y por lo tanto 

1 :; (~) == _IR (~tA ]. 
o oVr;. ~ At(OM)_A _ 

'O E Vii. E.-E'f\. 

• •• (11.104) 

Esta es la contribución de la región intersticial ya normalizada. 

Para obtener la contribución no normalizada lo se toma en cuenta 

lo siguiente 
,.... rv 

~= Io-~N'" 
lo L-

y por lo tanto 

••• (11.105) 

Al igual que para la reglón intersticial, la contribución normali

zada del conjunto ~ estará dada por 

I :: _¡ At (~);: A ] , 
o- A-t(OH)_ A 

ZlE Vr 

••• (II.106) 

donde aquí V(j representa a un potencial constante arbitrario en -

cada una de las esferas del conjunto ~ , e I~ esta dado por 

~ 

lo- ~ L I C;~I~ ) (g~ -t f~ )\!dr • 
kn . o • •• (II.107) 

Substituyendo estos resultados en (11.105) 

••• {II.10S) 

puesto que 

Para la derivada de la matriz secular'con respecto a Vo- se tiene 

. donde la prima indica que la derivada, es Gnicamente con respecto 

a la energía de las funciones radiales; esta derivada s610 afecta 

a los términos K y t de modo que 
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•.. (II.109) 

••• (II.110) 

se obtiene 

para ambos casos. Esta expresión, a partir de la identidad 

&>0 

se transforma en 

... (I1.111) 

• 
donde 

• 
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Con este resultado y las contribuciones de las esferas atómicas y 

exterior al coeficiente de normalización, el procedimiento de nor 

malización esta completo. 

Por último, la matriz secular tiene a k como factor común. 

" Si se define a M'=-¡[M , entonces 

y por lo tanto 

lo ~! t<~l~m.ct) {A+ R ( ~) A JE:E>\ te ~ O .•. (II.112) 

(oH'/ 
En forma explícita, la derivada ~ tuk) estará dada por: 

a) Matrices de reactancia y transici6n 

... (II.113) 

Cuando r=O, la' derivada corresponde a esta misma expresi6n,pero 

con el signo cambiado. Cuando k~O t se tiene 

R Q. (~-t,,(t() =- _ ~ {(EdMOC~) .r~ -+~ .g~'l 
BI( k (1" [(édV't\.C1)Lt(f:?b~)fO;:-~kÚ(\{\'<r)~o;.J1.. ~t.bcr b.,.. IC-

(tI:. ffl.et
) \ f~ tltT t! 3 (10"" (f!í n ( t) b H1 

- ~'l. b~.,.. e j,; J~ - tb~ t ~ J):. +:L Ec,t\l'ft.c CR ~(-) x 

( 
L.. ., 1 , I (-) fl-! ) J 

'( 1\¡(1<1a-) lf(~IT) -~lt~bg"H~L(+t\lo-) + tttbg)l ~#O . 
... (II.114) 

y al igual que con la matriz de reactancia, los elementos de ma -

triz t~ cuando ~=O corresponden a (II.114) con el signo cambiado. 

b) Factores de estructura 

En este caso si se denota a 9~\ como a cualquiera de 

los posibles factores de estructura y a 4~ como a su función co

rrespond.iente 'MX.),Vlt(X),l.'t(X), \'{tlx.) , entonces simplemente se substituye 

td~(~~) . por \l.bf!U·:\') (ver normalizaci6n del capítulo anterior). 
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Potencial y Energía Total 

Con respecto al potencial, no serán tomadas en cuenta co -

rrecciones relativistas, de modo que las expresiones serán las 

mismas que las obtenidas en el capitulo anterior. 

Si se compara (11.2) con (1.2), la única diferencia entre

ambas expresiones de la energia total corresponde a la energia 

cinética. En el caso no relativista este término esta dado por 

y para el caso relativista 

Además,en este caso se tiene el término adicional correspondiente 

a la energía de reposo 

moe 1; i'll ~ ~:. (1') t3'P.: (If) dIJ . 
... 



capítulo 3 



99 

CONCLUSIONES 

Se ha expuesto lo más detalladamente posible el método CDM 

mediante el formalismo de las funciones de Green y tomando en 

cuenta la simetría del sistema. Afin cuando el objetivo principal 

de este trabajo es la presentación del método CDMR, se ha incluí 

do el método no-relativista por las siguientes razones: 

a) No hay en la bibliografía existente una presentaci6n 

tan detallada del método ( tanto relativista como no relativi2 -

ta ), por lo que se espera que el primer c'apítulo sea de gran 

utilidad para los actuales y futuros estudiantes del D.Q.T. que

tengan deseos de profundizar en la teoría del método. 

b) La programaci6n del método CDMR se basará en el progrª

ma ya existente del método no relativista, como consecuencia, es 

necesario contar con una presentación de la teoría del método 

que esté en completa correspondencia con dicho programa. 

c) Es conveniente presentar la correspondencia entre ambas 

teorías (relativista y no-relativista) cuando en el límite no-re 

lativista (e -+ co) las ecuaciones del método CDMR se reducen a 

las del método CDM. 

En el segundo capítulo se ha presentado el método CDMR, si 

guiendo el mismo procedimiento que en el caso no-relativista. Me 

diante la comparación de ambos métodos,se tiene que los cambios -

fu~damentales a hacer, en orden decreciente de dificultad, en el 

programa no-relati.vista para ob'tener la versi6n relativista, son 

los siguientes: 

1.- Cambio de la parte del programa que integra la ecua 

ci6n radial de Schrodinger por una subrutina que integre las 

ecuaciones radiales de Dirac. 

2.- Modificación del subprograma que calcula los factores

de estructura no-relativistas para obtener los relativistas mg -

diante la introducci6n de los coeficientes de acoplamiento. 

3.- Adaptación de-la simetría; cambio de los números cuán

ticos 1 y m por k y ~. 



En conclusi6n, contar con un estudio te6rico, detallado y 

consistente de los métodos CDM y CDMR, es imprescindible para -

llevar a cabo una programaci6n del método CDMR. En general las

modificaci.ones a hacer son pocas, si.n embargo, cambios como el

integrar las ecuaciones radiales de Dirac en lugar de la de 

Schrodinger, presentan grandes dificultades. Esto sucede aún 

cuando ya se cuente con un programa para átomos que efectúe es

ta integraci6n, (DlRAC-SLATER, por ejemplo), pues su adaptaci6n 

requiere un profundo conocimiento de la programaci6n de tal mé

todo. 

El presente trabajo servirá como base para alcanzar el 

objetivo final: contar con la versi6n programada del método 

CDMR a fin de efectuar estudios relativistas de estructuras 

electr6nicas de moléculas. 



Apéndices 
. . 

I 
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APENDICE A 

ARMONICOS ESFERICOS 

Los arm6nicos esf~ricos estan bien definidos hasta un fac -

tor de fase. En este ap~ndice se presentará, en forma explícita,

la fase utilizada durante el desarrollo de este trabajo. 

Sup6ngase que se tiene inter€s en encontrar una representa-
(51) --

ci6n irreducible del grupo de rotaciones puras . Se sabe que es 

posible obtener una representaci6n de un qrupo mediante la aplic~ 

ci6n de los 9peradores correspondientes de cada elemento del gr~

po a un conjunto de funciones. Los operadores de momento angular

orbital son generadores de rotaciones, de modo que todo operador-o 

que corresponda a una rotación pura podrá escribirse en funci6n -

de dichos operadores. Por esto, es conveniente que se tomen como 

conjunto de funciones para generar una representaci6n las funcio 

nes propias del momento angular orbital. 

Es bien conocido que los operadores de momento angular tie

nen las siguientes propiedades 

, 
••• (A. 1) 

y por lo tanto es posible obtener simultáneamente funciones pro -

pias del opera?or del cuadrado del momento angular orbital y de -

una de sus componentes, la cual se toma como Lz. Explícitamente, 

L I~m> = QU+1) I~m> "f¡-:;1 I , 
••• (A. 2) 

donde 1(1+1) corresponde al valor propio del cuadrado del momen

to angular y m al de su proyección en z. Las funciones propias se 

han denotado por 11m). Como se está considerando únicamente la 

parte orbital del momento angular~ 1 y m pueden tomar los siguie~ 

tes valores 
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rn~ -i , -li-1, .... / R-1, ¡¿ • • •• (A. 3) 

... 2 ," 
, En coordenadas esféricas los operadores l y Lz estan dados por 

A ' o 
Li: = -l

oC¡; 

• •• (A. 4 ) 
, 

de modo que las ecuaciones de valores propios (A.2) forman un 

par de ecuaciones diferenciales acopladas., Debido a que se pre~

tará especial atenci6n a la fase involucrada en las funciones 

'1m), es conveniente seguir el método de los operadores de ascen 

so y descenso para la soluci6n de dicho sistema. 

Los operadores de ascenso y descenso están dados por 

" " '" ' L- ~ L~ - i. L~ , • •• (A. 5) 

respectivamente. Estos operadores, al ser aplicados a las funcio 

nes 11m), cambian el índice m en 1 de la siguiente manera 

• •• (A. 6) 

donde es un factor de fase arbitrario. Con base en la for-
. "-

ma explícita para L se tiene que la dependencia en ~ de 11m) es 
• ni Z 

Q~mr , de modo que se puede escribir 

Debido a la restricci6n impuesta sobre m se tiene 

L oJ i.mlP 
- ~Il.(e) <2. == O 

Estas ecuaciones contienen el factor arbitrario 

nadas esféricas 

• (+ \.0_ 
r¿ 

• •• (A. 7) 

• •• (A. 8 ) 

• En coorde 
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• •• (A. 9 ) 

y por lo tanto 

( -ª--.Q (059) ~/ (8) = O , ¿re 5ezne R •.• (a.10) 

Esta ecuaci6n tiene como soluci6n 

t (~ 8>1 (e) = constam<l' :,cz.n e-) ••• (A.11) 

Si demandamos ahora que la funci6nlll) esté normalizada, entonces 

• •• (A .12) 

y por lo tanto 

I Q~) = (i- rt (2Q+ III _1_ (sCLn e/ <zí.RcjJ , 
4rr 2R.R! . 

• •• (A .13) 

donde Qt~ es otro factor de fase arbitrario. La convenci6n de fa 

se que se ha tom~do durante todo el desarrollo de este trabajo es 

la siguiente 

rió!. 
\L. =1 , 

\1'1. .1 
(l = (-1) , 

{"52) 
la cual es debida a Condon y Shortley 

••. (A.14) 

Para obtener 11m), aplicamos el operador L , (l-m) veces a-

111), esto es 

IR) O.¡.m)~ 
m = (2il!U-m)! 

y desarrollando se tiene 

• •• (A .15) 

donde X=COS9. Finalmente, si identificamos el término entre paré~ 
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tesis con las funciones asociadas de Legendre, se obtiene para -

los armónicos esféricos con la convención de fase de Condon y 

Shortley lo siguiente 

.\ i.m~ Ptn (cose) e. . • •• (A .16) 

Los armónicos esféricos son ortonormales 

• •• (A .17) 

y tienen las siguientes propiedades 

• •• (A .18) 

• •• (A .19) 

Por otra parte las funciones asociadas de Legendre tienen la si

guiente propiedad 

• •• (A. 20) 

de modo-que (A.16) puede ser transformada en 

~ R ~l (1) x 1) (~ 1) 1 2 i.mrJ> 
m 

(-ft,rf,;':: (-) 2 - .f._-l"_ -1m. O ((059; n 
't' 41T (~+lmIH lim\\ I..L. • •• {A.21) 

A partir de los armónicos esféricos es posible generar una 

representación irreducible del grupo de rotaciones puras. 

As! 

• •• (A. 22) 

donde ~1R) son las ~atrices asociadas a. l~ representación l. 

Habrá tantas representaciones como valores "de 1, y para cada 

representación se tendrán (21+1) ~unci6nes base. 

Los arm6nicos esféricos en (A.21) son complejos y serán de 



104 

notados por ~:(~0). Sin embargo, durant~ el desarrollo del método 

celular no relativista fueron usados arm6nicos esféricos reales. 

Estos arm6nicos serán denotados porY!(~~) y podrán ser construi

dos de las siguientes dos formas 

Q) 

• VR. .... 
1m -

b) 

\ mi =f. o ' ••• (A.23) 

••• (A. 24) 

La segunda de estas posibilidades es la utilizada en este traba

jo y en el programa de la versi6n no relativista del método exis 

tente en el Departamento de Químia Te6rica. En forma explícita -

tenemos para (A.24) 

Vi _ 1 m (1.1+1) (~-lml)l. 1 
A05lrnl",(e,~)-r::;;>1T (-) 2 Rm,(wse)c..o5\m\~ 

T -JII (itlml)! 

Vi (9,0) =~ (_)tTI (Zi+1) (Q-ImJ)1 R,rn', (lO~.€-) sa.n\m\<p 
¡~nlml91 {Ti 2. (I.-tlrn¡)! 

••• (A.25) 

y! (9/0): na! 

Estos arm6nicos esféricos reales siguen teniendo las propiedades 

(A.17-A.19) y también son base de las representaciones irreduci

b.l..es del grupo de rotaciones puras I esto es 

w . donde D(R) ,al 19ual que en (A.22), es una representaci6n irredu-

cible unitaria; 
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t"""'ruY* !1 ~ Q. JI. 
'-' Om (U) n¿.m (n) -:: '- PP. C!jm(nSR J-m{n) 

m m 

r: y~ CD.),i~ (Q) -:: r p~ y~ CQ)R Y~(n) 
"' m 

La representación l>~\(R) diferirá de 6"(R) por una transformación -

de similitud. Si introducimos la siguiente notación 

+ m =cos Iml~ 

m-=sÉmlm¡st 

entonces ::¡)'\(R) y rnR) estarán relacionadas de la siguiente forma 

(fl r (RI } m' O { 'i""I(Q) ()} 
Dm'i-m+ (R) = Re l ])m'm (R.) + (-) í\Q "v-m'm R 

D~~11Í (R):= Rez ~ 1)~~lm l1\)} - (-t' hQ t 1)~:'m (R)} 

D{~tm (R) = Im l J)~'m(R)} + l_)m' 1m t J)_~'m (RJ] 

lQ\ f (i) } m' {~ll } • 
Dm'-rn+ (R) = - 1m l. 1)m'm (1t) + (-) 1m l1)-m'lYl (R) 

1m: parte. imaginaria 

cuando m,m'= O, y para m'=O se tiene 

••• (A. 2 6a) 

••• (A.26b) 
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APENDICE B 

NUMEROS DE GAUNT 

A las integrales de tres arm6nicos esféricos sobre la super 

ficie de la esfera unitaria se les conoce con el nombre de núme -
('5) 

ros de Gaunt. Este nombre es debido a que fue Gaunt el primero 

en obtener el resultado de este tipo de integrales. Estos números 

de Gaunt tendrán valores diferentes dependiendo si el integrando 

10 forman arm6nicos esféricos complejos 6 arm6nicos esféricos re

ales. En este apéndice se tomarán en cuenta ambas posibilidades. 

Producto Directo 

Se dice que un grupo'G está formado por el producto directo 

de sus subgrupos H1 ,H?I .• ,H si 
~ n 

1) Los elementos de los diferentes subgrupos conmutan 

2) Todo elemento gc G es expres~ble de la siguiente forma 

g=h1 • ... hn 

donde h1 e H1 , .•. ,hne Hn' 

Se asume que ninguno de los subgrupos H. consiste únicamen-
1. 

te del elemento unidad. Simb6licamente el producto directo se es-

cribe como 

G=H1x H2 X ••• XHn 

donde se dice que los subgrupos Hi son los factores'directos del

grupo G. De los puntos (1) y (2)' se sigue que tOGOS los subgrupos 

Hi son subgrupos invariantes*. 

Representaci6n del Producto Directo 

Si un grupo G puede e.~~resarse corno el producto directo de dos grupos 

G1 y G2, los caracteres de las repr~ 

* Se dice que el subgrupo H de G es invariante, si sucede -

que para todo gcG y gq:H, gHg=H i las clases laterales izquierdas

y derechas son iguales. 
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sentaciones irreducibles de G se determinan a partir de los ca 
(1'-) • 

racteres de G1y G2 • Para hacer ver esto, supóngase que ~l (1=1, .. 

• • • nI'-) Y f/Jj) (j=l, ••. n,,) son conjuntos de funciones que forman una 

base de las representaciones irreducibles ~ y v de G1 y G2 res 

pecti vamente. Entonces las n¡.tnlJ funciones ~r)<p~)I) forman una base pa 

ra una representación irreducible de G=Gl~G2. Si denotamos a los 

elementos del grupo G1 como R1 y R2 a los de G
2

, entondes 

• •• (B.l) 

• •• (B. 2 ) 

" de modo que 

y por lo tanto 

• •• (B. 3) 

6 simbólicamente 

Para encontrar el"caracter del producto de representaciones 

igualamos subíndices k=i y l=j, Y sumamos para obtener 

• •• (B. 4 ) 

Aplicación de~ Producto de Repres~ntaciones a Sistemas 

Acoplados 

Sup6nganse dos sistemas independientes con coordenadas r y -

E • Los Hamiltonianos de los dos sistemas tienen la misma forma y 

son invariantes bajo las operaciones de simetría del mismo grupo G. 
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[A p- ]:0 1, S 

Si se considera ahora que los dos sistemas interactúan, en-
... 

tonces habrá un término adicional H' en el Hamiltoniano total que 

será función de la distancia entre los dos sistemas. Como conse -

cuencia los operadores como P~P~ no dejarán invariante el térmi-
"1 no H a menos que R=S i los sistemas estan acoplados y estarán suj e-

tos a la misma operación de simetría. En este caso se tendrá lo -

siguiente 

Los productos forman un grupo isomórfico a G. La introducción del 

término H' reduce las operaciones de simetría de P~P~ al subgrupo 

de operaciones PI\ PRo. Los productos de funciones ~'r'~r que son una

base para una representación irreducible del grupo formado por to 

dos los elementos P~Ps, también proporcionan una representación -

para el subgrupo de elementos ~~. Pero esta representación será 

reducible, pues se ha reducido la simetría, y por lo tanto el nú

mero de veces op que el producto de representaciones contendrá-
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a la representación irreducible p del grupo G ~stará dado por 

- 1 ~ 9 X(I''''V) X{PI * = 1. '" d. XlI". 1 xl~) Xl~) * 
ap-9~ t i. t 9"r~~ L • L ••• (B.S) 

donde g es el orden del grupo ygi es el número de elementos del 

grupo pertenecientes a la i-ésima clase. Tornando en cuenta esto,

es posible escribir 

••• (B. 6 ) 

desarrollo que recibe el nombre de serie de Clebsch-Gordan. 

Caracter del Producto de Representaciones del Grupo de 

Rotaciones Puras. 

A continuación se procederá a obtener las series de Clebsch 
i'1T, l}'l rA ( .. , 

-Gorda n para el caso en el que ~. ~ ~j correspondan a los armóni-

cos esféricos. 

En el caso del grupo de rotaciones puras los caracteres de -

las representaciones irreducibles únicamente dependen del ángulo

de la rotaci6n y estan dados por 

. .1 • 
-yUl "Lm~ 
A (~) =1.., Q 

El caracter del producto directo d"))( Dril) de dos represent~ -

ciones irreducibles 11 y 12 esta dado por 

Corno en el caso que estarnos tratando los dos sistemas estan acopla 

dos, ~t= 951 = sz5 y por lo tanto 

de donde se deduce que las series de Clebsch-Gordan estarán dadas 

por 



t.te.. 
DU

') X nlh) :: I: n{\'} 
L~ \I.~l,1 

Cada representaci6n irreducible estará contenida cuando mucho 

una sola vez en el producto directo. 

Coeficientes de Clebsch-Gordan(~~ 
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.En general la representaci6n del producto direct; D(J·)X di,) -

es reducible y por lo tanto existe una matriz S (coeficientes 

de Clebsch-Gordan) tal que 

. S" JYj(R)S :: nU'\R.)x'Dle,\'f{) t ••• (B. 7) 

donde M(R) esta dada por 

o 

o 

La expresi6n (B.7) en forma explícita será * 

donde se ha substituido 

Si se forman ahora las siguientes combinaciones lineales 

y se aplica el operador ~R =PRPR1 se tiene 

* Se supondrán Coeficientes de Clebsch-Gordan reales. 
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••• (B. 8) 

Esto siqnifica que los coeficientes de Clebsch-Gordan son los 
I)b" rA Qt coeficientes de las combinaciones lineales de productos %p?v -

D
lL

' • que forman una base de la representaci6n 

Números de Gauntt~) 

Se empezará por definir unos nuevos arm6nicos esféricos 

que estarán dados por 

y que para algunos casos específicos de m y !l.= < e ,r/J) toman la

siguiente forma 

e! (e,~) = B (UV,¡B) 

C~(o/~) :: dmo 

••• (B. 9) 

Ahora, si c~<e ,~ ) y C::<9 ,~ ) contienen como argumento -

los mismos ángulos entonces la siguiente combinaci6n lineal 

E (KG.\2d1.~tq1) c~: (e,0) e!: (8,05) 
~lq1 . . 

deberá ser proporcional al arm6nico esférico C~ ( e , (,i ). Aquf se

han definido los coeficientes de Clebsch-Gordan como 
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pues esta definición es más clara para las discusiones que siguen. 

Con respecto a la combinación lineal de arm6nicos esféricos,se 

tiene entonces que 

Con el fin de obtener Ak se hace 

ta (B.9), de modo que 

y por 10 tanto 

As~ tenemos que 

~ =0 y se toma en cuen -

Ahora multiplicamos por <KQI1112m1m2> y sumamos sobre KQ para 

obtener 

L L <\(Q.1.21Q1q~Q1.><KQ1Q1Q~m1m~> C:',l9¡(l}) C~~(é,OS) :: 
q,'h KQ 

= L <I<Q ¡ Q, Qlm,\ml '> <: \<.0\ Q,qtOO Y e ~ leJj) 
k.Q 

Los coeficientes de C1ebsch-Gordan tienen la siguiente propiedad-

de ortonorma1idad 

y por 10 tanto 
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Esta expresión se transforma en 

después de introducir los armónicos esféricos originales. Final

mente multiplicamos por ~::( e ,() e integramos sobre la superfi 

cie unitaria para obtener los números de Gaunt 

••• (B .10) 

Nameros de Gaunt con Armónicos Esféricos Peales Como Arqumento 

La expresión que se obtuvo para los números de Gaunt 

(B.IO) contiene a los armónicos esféricos complejos como argume~ 

to del -integrando. Sin embargo, hay ocasiones en las cuales es -

conveniente utilizar armónicos esféricos reales y por lo tanto -

los correspondientes números de Gaunt estarán dados por una com

binación lineal de números de Gaunt dados. por (B.IO). 

Los arm6nicos esféricos reales dados por (A.24) los pod~ -

mos escribir como 

••• (B.ll) 

Si se hace referencia al armónico esférico y(1J~''''\II, entonces Im=1, 

Plrn ;; cos (¡m,liS) y FIn\ =1/.[2'. Cuando se hace ;referencia a %:"IT't\\c:j ,
entonces Im=-1, P:lm =sen aml1J) Y F 1m =1/iJ2' , Y para Y~ se tie

ne F¡"'I =1 e Im=O. Tomando en cuenta esto, se tiene para los núme 
ros de Gaunt 
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Si por comodidad se define P =F:rM FI.'f'IIt.F111l1 y se desarrollan los pro 

ductos entonces 

El primero y último números de Gauntse anulan puesto que -

en ese caso -M=ml +m2 , lo cual es imposible puesto que mi y m2 
son enteros positivos. Si cada uno de los números de Gaunt res -

tan tes se expresan en términos de coeficientes de Clebsch-Gordan 

se-obtiene 

••. (B.13) 
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Los coeficientes de Clebsch-Gordan tienen la ~iguiente propiedad 

entonces 

y por 10 tanto L+l1+l2 debe ser un entero par. Tomando en cuenta 

esto, la expresión (B.13) se transforma en 

Por último, substituyendo M en términos de m1 y m
2 

' en términos 

de paridades 

1" (9.M,; t,m:) = rl (2~;~~:~:~) J 1 <LO 11, ¡, O o> { (1. +1.,1.,,) < L Illld, m. ro, ) 
. 1 M .. nl.+1'O'l] 

t (IWl1 -+ I",lm~) (_)1. (LH I O~h 'M1 -mz) 
\r-:t1~..,-m-.--m-'2.""1 

+ (IMltn1 tll'Vl~)(-)1<\..MI21h-·nh mt) 
(r-M-= --m-1-... -m'J 

••• (B.14) 

Las condiciones sobre las emes en el segundo y tercer 

coeficiente de Clebsch-Gordan no pueden cumplirse simultáneamen

te. Si ml > m2 el tercer término 'se anula y si m2 > m1 el segundo

es el que se anúla. 
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APENDICE C 

FUNCIONES DE GREEN NO RELATIVISTAS 

En el capítulo primero se obtuvieron las siguientes funcio 

nes de Green 

GO(t>~f") = - kZ; ji(~r<)Yld\'{í»YI..(i»YL.(il) 
L 

Go (~~ 1'1 ) = R 1: (_)2 L JI ( V{ r.:~ ) RC~I ( kr> ) y di'), Y L (i 1) f:C<o • , 
L 

soluciones de la ecuaci6n 

••• (C.l) 

Sin embargo, en el segundo capítulo fue necesaria la solución de 

(C.l) pero con el signo cambiado en la delta de Dirac y en fun

ción de los armónicos esféricos complejos. La diferencia con res 

pecto al procedimiento seguido en el capítulo primero está en 

que ahora se propone el desarrollo 

. " ••• (C.2) 

y se toma en cuenta el cambio en el signo al demandar la conti -

dad de la función de Green. En este caso se tiene 

Es de hacer notar que el armónico esférico conjugado de (C.2) 

puede ser cualquiera de los dos, en ambos. casos la función de 

Green es soluci6n de 

••• (C.3) . 

Siguiendo el mismo procedimiento que en el capítulo prime

ro, se tiene que la soluci6n de (C.3) es 
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Go(l>/ f ') = tzI: 112(t{\~)'1((\\r» ~1.(f.)~\.("lt ••• (C.4) 
\.. 

••• (C.S) 

A continuaci6n se obtendrán los desarrollos para las fun -

ciones de Green en dos centros. 

Para la funci6n de Green Go ( rOl r~- R o«) se tiene 

Go(fo~ f~ -Roe() = kL 1" lt\ \ 1>~-RooCl )~dRro) ~\. ct) ~L- (~Ro,d~ 
Yo )\l'~ -Ro .. \ 

L k~>o ••• (C.6) 

h1 .' /"--
Go(l'o"f'~-(to"')::' t<rC-) L((tz\FP~-(to"I)R.(:OW!»~L(fo)~\.(1I'~-RCI,,)lt , 

'(,,)\l'~.íto,,\ \. t{l<.O ••• ~C.7) 

de modo que es necesario obtener los desarrollos para 1ll~\Fd.f-(1.o,cI)~L(I'~{<:..)* 
• ,~ lt 

Y . l2( \tI I'~ - F.o",I)~ dr" -~O¡( ) Para hacer esto, se tiene que el desa -

rrollo de una onda plana es 

i ~.l' e :41f2: LljR(Rr)~~(f)~\..(R) 
L 

entonces 

Por otra parte 

tU ...... 
y multiplicando por dL{tt) e integrando 
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Si se comparan ambas expresiones obtenidas para la onda plana en 

dos centros 
- "'"- I • _ >1. .... , ' * ~ . t-R -1 , .... ~ _ "" 

jq (t{lf~-llo,¡I)~dfd-t<od) =Lj1T # L lL(L'i~) 1t,t~rct)jt~\t{'RDd.)~C(t>~) ~~c(RotA) • 

••• (C.8) 

Cuando k2 ( O se tiene para la onda plana 

de modo que en este caso . 

y 

por lo tanto 

Substituyendo ahora (C.8) y (C.9) en (C.6) Y (C.?) respecti 

vamente 

60(1' .... fl~-J(Od) :: L. G ~~ (Ro,,;E1'{Qltn'o) 1~1(\\r~)~1. ti) ~L! (i;)* 
L1.' 

••• (C.ll) 
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donde 

son los números de Gaunt (ver apéndice B). 

Para la funci6n de Green Ge { r~, r e - Rae} se tiene 

Go(I'e(, 1'>1\«0) ~k z: ~Rtnll'>IR<i()\) 1.t(lH¡t) ~L(í\.)~L ( f1of:(C,.o)* 

t ' L h2 ••• (C.12) 
d( IFo - ~ ~o! l\ '> O 

./""-. 
Go ( f<{ r~-1Zc«(») = 1(.12 (- )Qt'I R(~ (\\ \ f~ - 1<.:(01) Le.l \'<f;..) ~L (V,,) ~ ~ (r: -~.c()) * 

, L. R2 ro! <: I F., - f1",~ I <. o • • • (C. 13 ) 

Y por lo tanto son necesarios los desarrollos de V¡tO<\I'~-t<rto\)~\..(I'~dJ y 

tt~ tRI~-t<cl)~L(I'~:tO)'* 
Cuando R2 } O, el desarrollo en arm6nicos esféricos de una

onda estacionaria está dada por 

••• (C.14) 

donde r es un vector arbitrario tal que cumpla con las condicio-

nes exigidas. Esta funci6n 

guiente forma 

pero como se sabe que 

entonces 

es posible expresarla de la si-

y por lo tanto por comparaci6n con (C.14) 
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El desarrollo de la funci6n de Green cuando k 2 <.0 es 

6 también 

Sabiendo que 

el segundo desarrollo se transforma en 

- ~ QXp (- R I F!-Rdo-l'l) ::: i¡TI k z:. r: (-t 1 ~(~; L:') R(~' (tU-'o) ltu l4ZRo. Q ) l.l t (In) ~L-(F~) lj 
L¡TT 11'~-l<<1.o-f'1 l L'L" 

.x ~~ (.co) ~\.! (r) 
y comparando con el primer desarrollo 

Substituyendo ahora (C.15) y (C.16) en (C.12) y (C.13) respecti

vamente, se obtiene 

••. (C.17) 

••• (C.18) 

Tornando en cuenta las propiedades de los números de Gaunt, los -

factores de estructura se pueden escribir de la siguiente forma 
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Por último, para G o ( r.c,rp -Ro(~) se tiene 
~ /'.. ~ 

Go(k'O/;I'~-~f?)"::'tz~I1k'(I\\I'~:-{1'd~\) j~{-Rrd) ~\..(~-~a.f') ~L.(i)rJ,) Rt>O ••• (C.19) 
/'-... 

Go(rci,f~- (Z<t¡)) ~ ~ Ll-)e~ R~t K\I'~- ~¡;l) lit +\r,,) ~¡..(r~- (\.r,~) '¡(~dl"t>:) ~l~O 
l.. /,- ••• (C.20) 

siendo necesario obtener los desarrollos de ~t(~{l"p-R¡¡Jl~I.(F~-f{o(,..,)'I( Y -

ll~'l~II'~-fl.¡(i'>lW\..{~~~íZ¡(~)i' con r~< ~c(rs • 
2 

Cuando k) O se tiene 

~ cosH~\ ... ~-~vl') _ 'rlr' • 1 1!. 1'" lE rl'>. 

4rr -lfp-I'o:r--rl - ~K~q(t<II'F-'-t<.I{f1\) ~(RY").dL(f~-(I{c(f.» ~L\I') 
además 11"~-RI(~I)'r 

i C05 H~ \"~-Fa:fb-r) Y' (1 1\.1 " *cU I 

- 41T \1'" -ll~ _1'\ = ~l¡{V1q 1tR;.~) ~(R\r~-FI) dL(I\.{\,» ÓL(I'~-I') , 
~ ~ \I'~- .. \ <. R~_~. 

péro sabiendo que 

. , u 

jt t \t\1' ~-('n ~L (~:-I') -; 41í Z; Le-t-tI L (L':~') 1tl ( -\{r~) j en (t{\")~di~) ~L." (1)) 
1- ,- \.! L." 

el segundo desarrollo se transforma en 

Comparando este resultado con el primer desarrollo 

\1 ' . ill (/'- ~ ~ . Q!.t.tl'I (' V1 ( ( r. ~ ,.. ~ 'lI .... 1 
. ·lf(~\"~-«.ltf>\) él'- IJ~-~(.» =4.1T# L LO L;L)'leu kRtl{!l)1t' %\ "')dL·(F,¿\~) dt!(I'~) • 

además 

1 Para el caso k < O 
••• (C.21) 
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expresi6n que con (C.9) 

se transforma en 

In(!} , )N (<". ~ .")' ( t'-.1. r l' )' ('1> I ) 1t!(I, )tl/ ~ Y.rz¡ .... , 
f\.~(.I't\t'('lI-i<.QJSI dI- I'~-R¡:(r.» = ATIk -) L,,'\L;L Le' rl.r~ ,\.( .. {~R,,~ dLd~dr0 dL(I'¡) 

~~ . 
••. (C.22) 

Si se substituye (C.21) y (C.22) en (C.19) y (C.20) respectiva -

mente, entonces 

De igual forma que fueron transformados los factores de estructu 

ra en (C.17) y (C.1B) se obtiene 

~t}O 

••• (C.23) 

Gel!'>. ~( )h11 (1 \1 1,,(1) (11)0 rt/ (a-)Y: 
\.\..l~«~;t) ::.lt"IT~,,- - L t.:;t:) 'K ..... '\.I\.d.f!» OL" ~~ 

. C' 

••. (C.24) 
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APENDICE D 

FACTORES DE ESTRUCTURA RELATIVISTAS 

En el capítulo segundo fue utilizada la siguiente propiedad 

de los factores de estructura 

R.') O 

••• (D.l) 

CIl(~ :: O,1, ... ~ N. ••• (D.2) 

en la obtenci6n de las ecuaciones seculares. Este ap~ndice "tiene 

por objeto la demostraci6n de esta propiedad. 

Definiendo los números de Gaunt relativistas Bk~(K~;L") 

como 

R~<O 

donde M~"(kR~~) representa a la funci6n esf~rica adecuada, en ton -

ces 

••• (D. 3) 

Tomando en cuenta que "§ = R - Sk' se tiene 

J 

y puesto que 

entonces 

I 



! 
! 
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I 

I 

I 
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y por lo tanto únicamente queda por demostrar 

B~ \K.'p.' j t) = B-Ktl (-""\-1-' ; t.:') • 
• •• (D.3') 

Pero antes de proceder a e$ta demostraci6n se hará un paréntesis 

para introducir los llamados coeficientes de Racah. 

En el apéndice B se discuti6 el acoplamiento de dos momen

tos angulares y se vi6 que la matriz asociada a la transforma 

ci6n unitaria de la representaci6n en la cual J; , J1l I J; Y Jti:' son-

d ' .- 1 1 '2. 't 2 lagonales a la representacion en a cuaJ ,Ji ,J1 Y J~ lo son, 

está dada po~ los coeficientes de Clebsch-Gordan (j¡..tlj4J1\l1P.'1.) 

A continuaci6n se considerará la suma de tres momentos angulares 

J = ~ + J 2 + J 3 Y se analizarán las transformaciones unitarias 

que relacionan las diferentes representaciones posibles. 

Para obtener una representaci6n en la cual el cuadrado del 

momento angular total y su componente en z sean diagonales se 

procede acoplando dos de los momentos angulares (Ji y J~ ,J1 Y J~ 

6 Ji Y J3 ) en un momento angular intermedio y éste se acopla al

momento angular restante del conjunto original (J~, J2. ,J3 ). Así ,

se tiene que los operadores a diagonalizar serán J~ ,J; ,J; ,~~ ,J 1 

Y Ji • 

Ahora sé considerará la relaci6n existente entre las repre 

sentaciones caracterizadas por los momentos angulares interme 

dios 

. , 
• •• (D.4) 

'j' 11" j" 

con funciones propias rp~¡t;j,1tl; y J.1 ... ;j.1d~ respectivamente. Estas 

dos representaciones estan relacionadas por la siguiente trans -

formaci6n unitaria 

••• (D. 5) 

Los coeficientes de Racah W estan definidos por 

4 

RJ"j' = [(2:1"+1)(2:1'+1)] iW U1 j2 j:b ; j' j") 

••• (D. 6) 
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A partir del acoplamiento de dos momentos angulares pueden 

escribirse las funciones propias de J' y J". De esta forma, se -

tiene que 

'Pi~~:' = r (j'm'\j1j1,m1, m'-mi} '2f~, ~!:-m1 
mi 

es una funci6n propia de J~ ,J; ,J'! Y J~; Y / 

~;.~;'} = f. (jm 11'l~ I m',m-m' )~~:m.~ (fm'l:fd2,t"r11, m'-mi) ".P;, '7f ~':W11 
2. 2.1J. 1 es una función propia de J ,J¡ ,J' ,Ji ,.11 Y J'3 • 

De manera similar 

es una funci6n propia de J h1,J; ,J~ Y 
'2 

J~ ,Y 

es una función propia de 
• 2. .2. t 2 2 
J ,Jz,J ,Ji ,J t Y J 3 • La substituci6n de 

estas funciones de onda en (D.S) produce 

,,~~ • h Q"1,, Qh1, %1~ 
:: ¿.", ~ J...,¡ 'R..1 j' < 1m \11:1 ~ m -m·, m" '> < j ma¡11 13" m'L, mI-m! ) ::r~:m~ ~nt'1 ~"",It-m1 

m1. m" jU 

, Q"~ CjI!J11 Qh1'!> 
Si se efectúa en ambos lados el producto escalar con ";!t11~P1':!t-L!I 

entonces 

o también 
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donde ¡.t=P.1+ tJ.¡+}!!>. Multiplicando ahora por {1\-l"\1d~\lttl~'> y suman 

do sobre P.1 manteniendo p..A = jJ.1 + "h constante 

puesto que 

Por último, introduciendo la definici6n de los coeficientes de -

Racah 

~ 

[ (2j" + 1)( 2j'+ 1) ] Z (1J-l11d", ~1 .1 . .ht}1~ ) VI (jd1 j j~ ; j' j") 

= L < -j't·.l'\ 1d'l ~'\~.1} <1fl. 1 ji j3, ~'1·q.1ql~><1\lp.l\111j~ I.hp~ '> 
Vol 

~':~.t.,.) fijo. 

••• (D. 7 ) 

Los coeficientes de Racah así expresados estan en funci6n

de los coeficientes de Clebsch-Gordan, los cuales estan bien de

finidos hasta un factor de fase. En lo que sigue se introducirá

la notaci6n de Racah, en la cual se utilizan las letras latinas

abcd;ef para los'momentos angulares ~ ~J J 3 ¡J'J
u y letras gri~

gas para los números cuánticos asociados a la proyecci6n de los 

momentos angulares; ~~tJl)ltt!7-- \i¡;tÓ ; ('r=<x+!?'-td) • 

Utilizando la expresi6n explícita de los coeficientes de -

Clebsch-Gordan es posible obtener la siguiente expr~si6n para 

los coeficientes de Racah 

\V (abcd ;<zf) :: 6R (Clb~) .1~cdcz.) 61\ (de+,) ~R (bdr) x 

( )
I'! +tt + b te l' d ( 

x E - n-+1)~ x 
n (n - ~-b -cz.) ~ (n-c-d-cz.)~ (n -0-( -r)~ (n- b- d - tH 

1 
••• (D. 8) 

donde !:::t.R es el "coeficiente del triángulo", simétrico en sus argu

mentos 
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~F\.(Clbc):= (ct+b-c)Ha-btc)~ (-a+b+c)~ 
{O ... b+C+1H 

••• (D. 9) 

Los coeficientes del triángulo en (D.8) contienen las reglas para 

que no se anulen los coeficientes de Racah (condiciones del trián 

gulo) . 

Volviendo a la demostración de (D.3')·, si se substituye la 

expresión (B.10) para los números de Gaunt en (D.3), entonces 
4 

Bt-p. (K'~; r) J~!'~~)~l!:;+1)] ~~ol2'1"oo> 1;1 <1f.l\2 t }J-S, S><2111\2'.(: ~'-S,~_P.f> (1'tl'12't, ll'-c;, 5 > 
L So_ 2 • • • • (D. 10 ) 

donde se ha tomado en cuenta que m = 'in' + m" con m = tl- s y 

m' = p.' -s .Si se r,onsidera la siquiente correspondencia 

entonces la suma sobre s puede simplificarse mediante los coefi -

cientes de Racah 

t 

[ (23'+ 'I)(U+1) JI <j~.d Q"j', tt-fL', /-L,)w(ri' j L ~ jI) 

y por lo tanto 
4 . 

. ~ (K'l1'; ~I) = [4~ (Zt'+1)(2~·+1)(2j\1~1~j~I~"jl, p-p:, p")W (tfH ; .UI) <~ol ~' R" 005° 

El producto [Ct/L¡lT)(2e·+1)(2j\·,n]! (1~I~Uj', ~-r.(~'> es independie!!.-

te de ~ y i', de modo que es suficiente demostrar la invarianza de 

4 

6J (Sk, SK'):: [l2f+1) F <~ol Q'Q" oo)W (f'~' ji; ~ jI) 
•• ',(D.11) 

con respecto a cambios simultáneos en los signos de k y k'. Dicho 

en otra forma, es necesario verificar lo siguiente 

~k+} '" o:,(~.:1 '" 1 
6)(-,-) ()l;(-,+) 

••• (D.12) 
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Para llevar a cabo esto, se efectua la correspondencia de l2
Q

i'1l: 21') 

con (abcd;ef) y se escribe el coeficiente<QOIQ~"oo) de la si -

guiente forma 

(~I!. U (Qtb+~)]f 
(e olab,oo> =(-) 2 (2(¿.¡.'\)2. L\RtQb~)~ . 

[1 (o + b-e)]~ [ i (j-b -tQ.) 1! [1 (-q tP -\- (1.)]! 
••• (D.13) 

donde ~R. corresponde a la misma definici6n (D. 9). El índice de -

la suma en (D.8) toma valores enteros hasta que uno de los argu

mentos de los factoriales sea negativo. El coeficiente <c:z.o\C(boo} 

se anula a menos que se cumpla que a+b+e=entero par, y Iq-t\~ ~'I = oH Q.', 

condici6n qu~ se denota por ~u~r) . El coeficiente de Racah se -

anula a menos que se cumplan las condiciones L\(ctbcz.), .6. (<zdc) , ~Cbdn 
y ~(afc). 

Para introducir la dependencia explícita de (Sk'S~) en 

(D·.ll) se hace uso de la relaci6n Q= 1 +i5k.' de modo que b:f'+~5K' I 

<z :: e + ~ 5 k., Y por lo tanto 

x [1(Otftc+1cs¡¿+s,,))], 
-[ 1 (oTf - e -t-1 (SK' -CS,,))]! U.(a-f tC + ! (~l< - 'S K')) ]~ (1(- Chf t Q + i (<;'k' t'3t<.))J? 

(_ r+CHftc+d+l~" 

x~ (n-Q -1- c-1 (Sk' -t-'3I<))! (n-c - d-c. o}. SIC. )t(n-d-c--F)Hn-f - d -f' - ~'jK')! 

En esta expresi6n d=i • Puesto que los términos de la suma se anu 

lan cuando los factoriales son negativos, se tiene que para B(+,+) 

únicamente el término n;a+f+c+l sobrevive, y el término n;a+f+c -

en los tres casos restantes. Tomando en cuenta esto, se substitu

ye en (D .14) las cuatro combinaciones (++), (+-) , ~ -+) I (--) y se -

verifica (D.12). 
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APENDICE F 

DIAGRAMA DE FLUJO DEL METODO CDM 

R=Relativista 

NR= No relativista 

( Inicio 

Lectura de: 

~ 1.- Potencial molecular 
\~) 

(proveniente de MOLPOT o 

de una iteraci6n anterior) 

2.-Valores propios y si

metría (funciones base) 

NR: (1.29) 

R: (11.89) 

Ciclo <le • 

iteraciones 

Ciclo de 

estados 

cálculo de los elementos de 

la matriz asociada a las -

ecuaciones seculares 

NR: a) (1.58), (r..6i) R,2..(o 

b)(I.64),(I.68) kt>o 

R: (11. 90) , (11.91) 

]\ 

Cálculo de la matriz K o t: 

Integraci6n de 

NR: (1.16) 

R: (11.15) 

+-1' Para obtener 

NR: a) (1.55), (1.59) ttt.)O 

b) (1.62) , (1. 66) kt..(o 

R: a) (11.51), (11.56) ~t)O 

b} (11.62), (11.66) N'<.O 

1 2 



.1 

l 

~ 

Búsqueda del valor propio 

cálculo del cero del deter 

minante 

NR: (1.93) 

R: (11.92) 

Solución a las ecuaciones 

seculares para obtener las 

amplitudes de las ondas -

dispersadas 

NR: a) 
b) 

(1.58), (1.61) . 

(1.64) ,(1.68) 

R: (11. 90) , (11. 91) 

Normalización del orbital 

molecular 

l.-Contribución de las es -
feras atómicas 

NR: (1.97) 

R: (11.95) 

2.- Contribución de la re -
gión intersticial 

NR: (1.113) 

R: (11.112) 

1 2 

Cálculo de los factores 

de estructura 

NR: a) (1.57) , (1.60) 

R: b) (1.65), (1.67') 

R: 2a ecuación de 

(11.90) , (11.91) 

? 



Construcci6n de la densidad 

total. 

Obtención del nuevo po~encial 

(I.129), (1.130), (1.131) 

Y energía total 

(1.132) 

Determinación el error en el 

potencial. 

Impresión de resultados 

Termina 

2 
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APENDICE E 

ORBITALES MOLECULARES 

Para obtener las combinaciones lineales de arrr6nicos esféri 

cos l:~! en el caso no relativista, y de espinores t:~~. en el -

caso relativista, se aplica el operador de proyecci6n 

t9.: Q "'''r (no A.tzldtwi~U) ;:: ;1.: rjjlR) 1l "3 
!'.eG ~ .•• (E.la) 

61Y Qy L (V,· O (rcz1C1ti,'¡\ ~t el) =9 r~<l(R.) R. 
Roc.e:. 

a toda funci6n rp[m ( 6 ~:f- ) tomando en cuenta que 

.•. (E.2a) 

O ;;:.. <r ')' <j1cid ;¡:.. Ir 
R. '±'KtL (rel) : '- ti. tlr (R) \j:'"I-" Crci') 

oI'!"" .•• (E.2b) 

- Qlój) - ~ 
donde ~ (R) está formada por -el producto directo 

••• (E. 3) 

con 

[ 

1 5i 

ótRL-I = o 
... .... si VlO CI.~ dr.í • 

• •• (E.4) 

C1l 
Las matrices D(R) corresponden a las representaciones irreduci -

bIes del grupo de rotaciones puras. Al aplicar una de las opera

ciones de simetría (p~ en el caso no relativista y OR en el rela 

tivista) a una de las funciones f/Jfm (6 ~?:~ ), se efectúa primero -

la traslaci6n del centro « al di , Y después se aplica la rota 

ci6n en el centro ~ tomando en cuenta que 

••• (E. 5) 



130 

••• (E. 6 ) 

1 í · d 1 1 d . . t1) (R) t d d La forma exp c:¡.ta e os e ementos e matrlz D,..'t' es an a os 

por 

Dl~) (d, 't):;" (-f !(j+'tl)! t1-j-.l)! (1t}l.')' U-P.')! 
I'tt 1", 4r-' (1-P.'-K)~ (j+I .. H4.)! H.~ (H.+~-~)! 

ní.¡tc( 21+fl- fl'-21{(!) 2~+J-l'-""(!) ni., .. d{, 
)( \L. ~ . 2. ~ I.lQ.iYI 2. ~ \L ••• (E. 7) 

donde J incluye tanto a las representaciones semienteras como 

enteras. Las variables (~,~,t) corresponden a los ángulos de 

Eu1er aue caracterizan a la rotaci6n R. Si se definen las canti

dades ~ y (20 como 

<lo = 005 ~ ••• (E.8) 

donde n y ~ corresponden al vector unitario y al ángulo que ca -

racterizan a la rotaci6n R,entonces los ángulos de Eu1er estarán 

dados por 

n = cos o:+'t (,OS~ 
'\L. o 2. 2 

t? ~-á (3 
"-2 = (,05 -- ~Qn-

2. 2 

••. (E.9) 

En principio, dadas h y 0 es posible obtener los ángulos de Euler, 

sin embargo obtener estos ángulos a partir de (E.9) es sumamente 

complicado debido a que son ecuaciones que involucran funciones-
<:i) 

trigonom~tricas~ Es por esto que en lugar de emplear D~t'(R) como 

funci6n de los ángulos de Eu1er, se expresa en t~rminos de los -

parámetros deCayley-Klein 

••• (E.10) 



donde 
a::: (lo +lQ~ 

b", <la +í.<21 
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Si las operaciones de simetría corresponden a rotaciones -

puras, las ecuaciones (E.S) 'y (E.6) se aplican' directamente. Cuan 

do las operaciones de simetría corresponden a rotaciones impropias, 

reflexiones o inversiones, entonces 

••• (E!.ll) 

••• (E.12) 

donde 

, 
puesto que el operador de inversi6n T (caso no relativista) y 

~t (caso relativista) tiene el siguiente efecto 

••• (E.13) 

donde 

, (1 O) 
~:. o -1 . 

Las expr~siones (E.11) y (E.12) rtnicamente toman en cuenta 

rotaciones puras e inversiones puesto que toda reflexi6n y rota 

ci6n impropia puede expresarse en términos de una inversi6n y ro 

taciones puras. Así, para una reflexi6n 

donde el eje de rotaci6n C2 es perpendicular al plano de la re -

flexi6n, y por lo tanto para una rotaci6n impropia 
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Con estos resultados, la aplicación del operador de proyección -

para grupos discretos a los armónicos esféricos y espinores, es

directa. 
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