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Cuatro Soles fueron anteriores a esta era en que
vivimos, los que tuvieron por objeto la evolucibn-
gue cada vez permitiera el mejoramiento de 1os se-
res humanos, de los animales y las plantas, hasta-
llegar a la Quinta Epoca, llamada del Scl de Movi
miento.

A muchos milenios de tiempo esti la "primera fun
damentacibn de la tierra".

Mas estos anos que cobijan nuestra existencia, -
seglin los dioses de nuestros antepasados, constitu
yven la edad maravillosa, de la Perfecccidén, de la-
Armonfa, que habia sido fbrjada con el aprovecha -
miento de las experiencias~de anteriores‘épocas.

Pero tal vez la agitada vida de esta Era del -
Quinto Sol, nos esté acercando a su final.

Tal vez alglin dfa no lejano termine:

"Este Sol, su nombre 4 movimiento, este es nues-
tro Sol, en el gue vivimos ahora.

Y agui estd su sefnal, cbmo caybd en el fuego el-
Sol, en el fogbn divino, alld en Teotihuacén.:

Igualmente fue este el Sol de nuestro principe,
en Tula, ¢ sea de Quetzalcbatl. _

El quinto Sol, 4 movimiento su signo,
se llama Sol de movimiento porgue se mueve, sigue
su camino. ‘

Y como andan diciendo los viejos, en €l habra -
movimiento de tierra, habrd hambre y con esto pere

ceremos."



Cuando esto suceda, cuando no exista ni una brizna
de paja sobre la tierra afin existir4d el mundo migico
de los dioses.

Y alld en la inmensidad de los trece cielos, des -
pués del Cataclismo que destruya el quinto Sol, esos
dioses volver&n a pensar en forjar otro mundo mejor,
un mundo en que no existan las ambiciones humanas, -
en el que el hermano ame con verdad al hermano, en -
donde desaparezcan las guerras fatricidas, en que -
los guiadores de los pueblos sean hombres justicieros
y honrados, y la desmedida fiebre del oro, agquello -

que todo lo prostituye, sea erradicada.

Otilia Meza
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Resumen -.

Se desarrolla la metodologia -
de dispersi6n mfiltiple no relati-
vista aplicada a moléculas, de -
forma tal que las ecuaciones y -
procedimientos puedan hacerse cg?
rresponder con el programa de c&l
culo de Liberman y Batra (pero -
con el potencial de esferas tag -
gentes modificado a una particién
del espacio). Este desarrollo se-
ipresenta mediante el formalismo -
de las funciones de Green y toman
do en cuenta la simetria del sis-
tema. No se presenta con detalle-
la construccién del potencial mo-
lecular (particibén celular), Gni-
camente se dan los resultados -
obtenidos por Costas y Garritz.

Es desarrollada la metodologia
de dispersidn miltiple relativis-
ta, de tal forma que la correla -
cién con aquella no relativista -
sea directa. Se ha seguido para -
el método relativista la descrip-
cidén de C.Yang y S.Rabii sin to -
mar en cuenta la simetria, pues -
una vez desarrollada para el caso
no-relativista, su introduccidn -
en el relativista es inmediata. -
Sin embargo, se presenta la cons-
trﬁccién de las funciones base y-
las expresiones finales para las-
ecuaciones seculares simetrizadas.
'Se ha dedicado una seccidén a demos
trar que las ecuaciones relativis
tas se convirten en las clasicas-

en el 1limite ¢ —+>w .

The non-relativistic multiple
scattering methodology applied to
so that the

equations and procedures may correspond

molecules is developed,

with the Liberman and Batra's program
(with a celular potencial and not with
a muffin-tin one). This development

is presented by means of the Green
functions formalism and taking into
account the symmetry bf the system.

The construction of the potencial is

not presented in detail, only the
results obtained by Costas and Garritz
are given,

It is also presented the relativistic
multiple scattering methodology, so it
may be correlated with the non-
relativistic version. For the
relativistic method it has been followed
the C.Yang and S.Rabii description,
without using the symmetry properties
because once it has been evolved for
the non-relativistic case, its
introduction to the relativistic case
is inmediate. However, the construction
of the basis functions and the final
expressions for the symmetrized secular
equations are presented. A section to
demostrate that the relativistic
equations become the classic ones in

the limit ¢ —e 1is included.




"PROLOGO

Hoy es imposible prescindir de un método relativista para el
estudio de la estructura electrdnica de la materia. Si en los ele
mentos de transicidn ya se presentan efectos relativistas, un tra
tamiento no relativista para los elementos lanté&nidos y actinidos
es completamente inadecuado. En este caso afin para un estudio cua
litativo es necesarioc tomar en cuenta los efectos relativistas; -
los niveles de energia de no-valencia se desplazan a energias més
profundas, los niveles de valencia sufren desplazamientos conside
rables y se presentan desdoblamientos de los niveles debido al -~
~acoplamiento espin=6rbita. e
Hasta anora no hay una teoria cudntica relativista completa-

-y consistente, pues ésta tendria gue tomar en cuenta la interac---

cidn electrbn-electrdén en forma completa, y esto no ha sido descri

to correctamente. Sin embargo, debido al gran é&xito gue ha tenido-
la teoria de Dirac, asi como los métodos basados en ésta, todo pa-
rece indicar cue la omisién de la interaccidn magnética y el retar
do de la interaccidn coulomblca no es de con51derable 1mportan01a.

Este trabajo cumple un doble objetlvo.

1) Desarrollar la metodologia de dispersifén mfiltiple no-rela
tivista de forma tal que las ecuaciones y procedimientos puedan -
hacerse corresponder con el programa de cdlculo existente en el -
Departamento de Quimica Tedrica ( Primer capftulo ).

Se desea que el estudio y sistematizacibén realizada pueda -
ser de utilidad a los futuros y actuales estudiantes del deperta-
mento. El desarrollo se presenta con todo el detalle posible y en
los casos en que se omite alguna demostracidn, un paso matemdtico
"escabroso" o se introduce alguna definicidn, se da la referencia
bibl}ogréfica. Se presenta el desarrollo del método mediante el -
formalismo de las funciones de Green y tomando en cuenta la sime-
tria del sistema ( lo gue no es perfectamente claro en la biblio-
grafia existenfe ). Se ha dedicado una seccidn a la interpretacidn

de las ecuaciones obtenidas, a la luz de la terminologia de la -
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teoria de dispersién. Los armbnicos esféricos empleados son reales;
en el apéndice A se presenta la construccibén de estas funciones, -
asi como la fase empleada, y en el apéndice B se tratan con deta -
lle los nfimeros de Gaunt tanto con arménicos esféricos reales como
complejos, como argumento. No se presenta con detalle la construc-
cibén del potencial molecular, Gnicamente se dan los resultados, -
pues este tema en especifico ya ha sido tratado antes en el D.Q.T.
Sin embargo, se han incluido los resultados con el objeto de pre -

sentar una visién lo m&s completa posible del método.

2) Desarrollar la métodologia de dispersidén mfiltiple reléti -
vista, de tal forma que pueda correlacionarse con aquella no-rela-
tivista ( Segundo capitulo ). De esta forma, la eventual programa
cibén de las ecuaciones puede simplificarse al ser empleadas varias
subrutinas y procedimientos del método no-relativista.

En esencia, se ha segﬁido la descripcién de C.Yang y S.Rabii,
aungue su trabajo es demasiado sintético y hubo de complementarlo-
con varias otras referencias. En este caso no seAtomé en cuenta la
simetria, pues una vez desarrollada para el caso no-relativista, su
introduccibén en el relativista es inmediata. Sin embargo, se presen
ta la construccidn de las funciones base y las expresiones finales-
para las ecuaciones seculares simetrizadas. Debido a que los armb -
nicos esféricos utilizados son complejos, en el épéndice C se obtie
nen las funciones de Green no-relativistas, y por lo tanto los fac-
tores de estructura, como desarrollos en armbnicos esféricos comple
jos. En el apéndice D se demuestra la propiedad de los factores de-
estructura relativistas y en el apéndice E se discute el método del
operador de proyeccidn utilizado para la obtencién de las funciones
base de las representaciones irreducibles. En el caso relativista -
va no se discute la construccidén del potencial, pues se toma igual-
que en. el caso no relativista; no se consideran términos debidos a-
la intéraccién relativista electrén-electrdén. Asi mismo, se ha dedi
cado una seccibn a demostrar que las ecuaciones relativistaslse con
viertén, en el limite ¢ —-w , en las clésicas. Finalmente, con el -
objeto de presentar una visién general del método de cilculo se ha

incluido el apéndice F, el cual muestra el diagrama de flujo del -
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método tanto relativista como no relativista, indicando las ecua-

ciones que se aplican en cada paso del diagrama.



Capitulo 1



METODO CELULAR DE DISPERSION MULTIPLE
PARA MOLECULAS

Para la descripcién del método celular de dispersibn mGlti-
ple con intercambio estadistico Xap (CDM-Xap) es posible seguir -
dos caminos; hacer uso del formalismo de las funciones de Green?L
en forma similar a Korringa,Kohn y Rostoker en teoria de bandas -
(mé&todo KKRf? o bien seguir la descripcidén del tipo corrimientos-
de fasé? El primero de estos métodos tiene ventaja en flexibi-
lidad y elegancia.

En las descripciones del método CDM-Xaxp generalmen%e no se-
ha tomado en cuenta la simetria de los sistemas. Johnson menciona
inicamente la forma en que se modifican los elementos de matriz -

Gf& (Rup;E) por el efﬁgto de la simetria, pero sin llegar a sq -
justificacidén. Diamond presenta la introduccidn de la simetria al
método, pero particulariza a un sistema con un solo conjunto de-
dtomos equivalentes sin llegar a escribir sus resultados en forma
general. Por Gltimo, Weinberggéapresenta el mé&todo CBM-X«pmedian-
te el formalismo de las funciones de Green y tomando en cuenta -
simetria, pero desgraciadamente tanto su notacidn como sus expre-
siones finales son tan confusas que es sumamente dificil su iden-
tificacifn con las usadas en el programa que actualmente se em -
plea en el Departamento de Quimica Tedrica.

o Este capitulo tiene como objetivo el de exponer en la for-
ma lo m&s detallado posible el método CDM-Xop tomando en -
cuenta la simetria del sistema y empleando el método de las fun -

ciones de Green. Las definiciones y ecuaciones resultantes han -~

sido escritas con el objeto de hacer lo mé&s directa posible

su identificacidn en el programa antes mencionado.

Problema a Resolver

Dado un sistema molecular,'el problema consiste,fisicamente,
en obtener la energia total del estado basal de un sistema de -
n electrones y N nlcleos. Para hacer esto se expresa la energia -

: F
~ total estadistica como un funcional de la densidad, la cual dado-



un conjunto de espin-orbitales {ét} v otro de ocupaciones {ni} -

esta dada por
: ' , '
Py =nl gt imglm . P(eY= Puoy + PmY Ve (1.1)
L
donde U= f,# . El funcional de la densidad empleado es

ElP)] = En}Sgbfm[ﬂ @ @]dp +Z:f‘ ZZ“ P(r)ds’
, i

et ffzi’(mﬂmdwy +§: SPVW)UL(W(m)dW

e -F)
224 Z
e r
+ 22;(2—#«(5 (Rydbergs) . L (1.2)

En esta expresidén ¥ y ¥' son vectores con respecto a un origen -
arbitrario, R« es el vector de posicidn del nGcleo « con respecto
a ese origen y Rep =|R«x - Ryal. El primer término corresponde a la-
energia cinética. El segundo réprésenta la interaccién electr&n--
nlicleo . . El tercero es la energia de repulsién electrdn-elec -
trén y el Gltimo corresponde a la energia de repulsidn nficleo-ni-
cleo. El cuarto. término es la suma de energias de intercambio U~
y correlacibn U “§

Al variar . los espin~orbitales, demandando que la energia -

total permanezca estacionaria, se obtienen las siguientes ecua -

ciones monoelectrénicas(w
el ¥ : by ¥ ¥ ‘ .
{-¥" v W'P“”]}%(‘g):& P; ), | o (TL3)
donde se define el potencial .
2£« 2 0@
® LY ) 4@
VL b)) = &t \F Rel P AT EIN Py + Vxe | e {I.3")

Como los espin orbitales estdn inclufdos en el potencial a través
de la densidad, este conjunto de ecuaciones se resuelve en forma-

autoconsistente,

Solucidn Implicita

Dados los antecedentes de la seccibn anterior, el sistema -

de ecuaciocnes a resolver es el siguiente

97+ Vi 1T - EP P S e (1)



Agui se ha cambiado la notacidn de (ﬁﬂr)—*@tr)_y €; —E simplemen-
te por consistencia con la notacidn usada en teoria de disper -
sién.

Debido a la naturaleza autbconsistente de la ecuacibn(I.4),
asi como de la complejidad del potencial V¥(xr), es materialmente -
imposible obtener su solucidn exacta. De ahi la necesidad de un -
método que permita una simplificacidn considerable de (I.4). Este
requisito lo cumple el método celular de dispersibn mGltiple Xap .
En este método se considera el movimiento de los electrones como-
un proceso de dispersibn mlltiple debido al campo producido por -
un nlmero arbitrario de dispersores. Este grupo de dispersores se
determina mediante una particidn del espacié?ﬂesto es, mediante -
la divisidn del sistema en un grupo de componentes poliatdmicas,-
y a su vez cada grupo (el cual puede estar formado por completo=-
por una molécula poliatémica, parte de una macromolécula o un com
plejo poliatdmico en un sdlido ya sea ordenado o desordenado) es-
dividido en tres regiones,a saber; I: regiones atdmicas, II1: re -
gidén intersticial y III: regidn exterior (figura I.1).Es factible
introducir en la regibn intersticial esferas tangentes ad1c1onaﬁ-;
leé ) pero no se tomari en cuenta esta p051b111dad AR

Como consecuencia de esta particidn del espacio el pbteg -
cial estard dado por una superposicidn de potenciales locales de
finidos cada uno en su respectiva regibn de la particidn

Nt+4

Viiede] = Z.ZV [rele] (), ... (I.5)

donde la suma se extiende sobre N+2 términos; N regiones atdmicas,
regién exteridr (i=0) y regibn intersticial (i=N+1). ¥; es un vec
tor con centro en la regidn i y‘ni(ri) es una funcidn escaldn de-~
finida por _
‘ (1 s v ef;

. :io s RER, | .. (1.6)

esto es, define a la i-&sima regidbn, la cual es denominada celda.

El potencial en la regibén intersticial se considera constante. -
) B ¢ V)
Esto no necesariamente tiene que 'ser asi pero simplifica en gran

- medida el problema. Este potencial constante vII se obtiene me -

diante el promedio volumétrico



{c)

(b)

)

Figura 1.1 Particiones del espacio utilizadas en dispersion
‘midltiple; a) esferas tangentes, b) esferas tras-
lapantes y ¢) esferas truncadas.



Vp = 2).,\ f\/(?)dvm K
oo (I.7)

siendo Vit el volumen intersticial. ‘

El haber hecho la superposicién (I.5) significa regolver la-
ecuacién (I.4) para cada regibén de la particidn, lo que simplifi-
'~ ca enormemente el problema*. ‘

‘Ahora bien, definiendo la funcibn de Green G, (r,r') como so
lucidén a la ecuacidn diferencial

’ !

(F+ 1) G (BP) =- S(#-¥) ©  Ri=E-V
' | ... (I.8)

-obteniendo su compleja conjugada y multiplicando a la izguierda -
por P() se obtiene:

Yee) (I RZ)GZ(K’,E‘) - () S(e-9

e (I.9)

Se rearregla ahora (I.4) de la siguiente forma
(W2 + R V(@) = {VE) -V J 2 (P,

*
se multiplica por G,(x,r') a la izquierda y se le sustrae (I.9L—
para obtener ‘

V') = - Saj(e,e-) {V(m -V | %) + j{a’gta’,m%w) Y@ IGL (e F) ) dp,

(14)
Si ahora se hace uso del teorema de Green, se intercambian r y x'

vy se toma en cuenta la propiedad de HermltlcldaGUSJ
GL(EP)=G,(F P,

finalmente se obtiene la forma integral de la ecuacidn (I.4):

* En realidad primero se propone la superposicién del tipo -

(1.5) para la densidad electrdnica y después, al substituirla en-

(T.3'), se obtiene (;..5).\m



Y(r)= -~ SG,(F; E"){\/(é‘)-—\h}@(ﬁ”)d?‘ +5{ao(s%‘)@f'@(wf) -~V G, (7,7 ] 4,

ees (I.10)

En esta ecuacibn el dominio de integracidén puede corresponder a -
cualquier regidn de la particidn; para el caso en que la integra-
cidn se efectfia sobre todo el espacio la ecuacidn (I.10) se redu-

ce a

P(0)=- gﬁaw, P {Vie)-Ve )P0 de,

expresidn que usualmente aparece en la literatura como solucibn -
de (I.4). En el método CDM el dominio de integracidn corresponde-
a la regi6n intersticial.Con esta eleccién la integral de volfmen

en (I.10) se anula y por lo tanto

V)= {eulerv -2, (€ r)}-AdS.
Sint..
Es posible descomponer esta integral en contribuciones por esfera,

e (I.11)

esto es

Y (e +R.) =92: - g{ao(mm B+ R0V LB+ Rp) -2 ¢ R I G (B + R B+ Bp) )15 45
ce. (1.12)

donde los vectores x y x' con origen arbitrario se han substitui
do por vectores con origen en las esferas atfmicas.y exterior (fi
gura I.2). ' .
Para obtener la solucién de la ecuacién (I.12) es necesario
el conocimiento de la solucidn misma. Ahora bien, la integral se-
efectla sobre la regibn intersticial, la cual también forma parte
de las superficies atdmicas y exterior; si se propone una solu -
cidn para las regiones I y II se podrian introducir en (I.12). -
Por otra parte, la funcidén de Green es singular enx = x', de -

modo gue es necesario el siguiente proceso de limite

N

{ 1
fim 'Qf(ﬁ“-ﬂa)!_ = {im E ié;»o(?d+ﬁo(,€};+3p} vl?&(g‘)p}+ﬁ(ﬁ) -
f+o tebg £00 07 Yazbu-t



— Yyt R )B'G, (Fe +Ra, By +Rp) )r n }'ﬁpds},
» “ehu-t | ... (12.a)

para evitar dicha singularidad. Esta ecuacidn corresponde a &=1,-

2,...,N ,y para &=0

7' (Pa+Rp) ~
To=beat

.
bim Qf(s:m,)l = Jim 2, S{Gg(ﬁ’aﬂo,f‘;mr,)

fs0

~W (¥ + RN G (Bt R, P+ R fids
?{) ot @)VG 1B, Bpt aﬁ)L:L’o*&} ﬂﬂ‘d P ...(12.b)

donde by es el radio de la esfera f# y fip un vector unitario nor -
mal a su superficie. A continuacibén se propone tanto una expre -
sién para las funciones de onda como para el potencial en las re-

giones I y III.

Ra

Y

Figura I.2 Substitucién de los vectores
L = ru+ Re Y IE'=xp+ Ry en —
la particién de esferas tan-

gentes.



Funciones de Onda

Afin cuando la superposicibn del potencial (I.5) simplifica
en gran parte el problema, cada uno de los potenciales locales -
es funcibn de las tres coordenadas espaciales. Esto sugiere una-
aproximacién

Es posible expresar el potencial de las regiones I y III -
como un desarrollo en armdnicos esféricos reales (en todo este -

capitulo serédn usados armbnicos esféricos reales, ver apéndice A)

VIR R = 2 Vi (T Y (B . |
Lz (,m) ' : e (I.13)

De igual forma, para las funciones de onda

_ o ~o . ) P
Yt Ra) _;CLRE(EIQ)Y"‘(E’“)' oo (I.14)

En ambas expresiones se ha evitado el uso del indice de espin -
¥=%,1, por ser superfluo en la discusién que sigue.
Si se sustituye (I.13) y (I.14) en la ecuacidn de Schr8din -

ger para el interior de un dispersor

RN HONEI AN HADMESES N W NICAN

. s . 16
se multiplica por Y (Fq) y se integra, entonceé )

il zw “E R (E5R) 'ZQC:@M?“"V*‘“' (r) R (E2 1)

donde

Iy = @ @da
son los nimerocs de Gaunt (ecuacién B.14). Si se separa el término
del potencial con L=0 y se toma en cuenta gue IL(O;L")=éiwA% ;

Q+i
[_,:_1 2d ,r_%( )

rd D gy W\/w (r) JRGW(E: 1) =

e Q
%EP-

C

=2 I CLLL; L")VL-‘(mR AP

U#o &

«.. (1.15)



kEsta expresifén forma un cistema de ecuaciones diferenciales no -
homogéneas acopladas,sumamente dificil de resolver { si se hubie
ra supuesto un potencial no local se hubiera obtenido un sistema
de ecuaciones integrodiferenciales accpladas).

’ ar s 2 TR

Con el Tin de transformary {I.312)7 20 una ecuaciin adresik

@]

{

a la préctica, se toma en cuenta (nicamente el término esférica-
mente simétrico del potencial y se consideran esferas tangentes,
esto es '
v Vi) fetbs -
(Foha) | robe 0L

La obtencién de las ecuaciones seculares estard referida a esta-
aproximacién y s6lo se hard mencidén a las otras dos particiones-
del espacio antes mencionadas en la seccidn "Potencial y Energia
Total".

Con esta aproximacidn de esferas tangentés se elimina la -
inhomcgeneidad en (I.15), reduciendo el problema a uno de campo-

central

1”4__ + Q(Q-\zi) +V(R) -E ]_R;(‘:L}E) =0, ... (1.16)

[Fgrae e

g’

Estas funciones radiales deben ser finitas en el orlgen para las
regiones I y se dgeneran por integracibn numérica ha%ig afuera -
para cada energia de prueba E y componente angular 1. En la re -
gién IIT las soluciones se generan por integracidn hacia adentro.
Asi, el uso practico del nétodo CDM-Xap bé&sicamente depende de -
tres factores a) particidn del espacio en celdas, b) la forma de
construir el potencial a ser usado en cada celda y ¢) aproxima -
cién al intercambio y correlacidn.

La substitucién en la ecuacidén (I.12) del desarrollo (I.14)
con la aproximacién de esferas tangentes, conduce a un sistema -
de ecuaciones lineales homégéneas cuyas incfgnitas son los coefi
cientes CJ . La dimensién de la matriz asociada a este sistema-
de ecuaciones corresporiderd al nlmero total de arménicos esféri-
cos incluidos en (I.14) tomando en cuenta todos los centros -

&=0,1,..,N. En general la dimensidn de la matriz es muy grande-
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(por ejemplo, para Pd4y (grupo Tq), tomando en cuenta un desarro -
llo hasta 1=2 para el paladio y hasta 1=4 para la esfera exterior
se tiene un determinante de 61X6l). Afortunadamente existe una -
forma de simplificar la matriz secular. Si se toma en cuenta la -
simetria, el problema se reduce a resolver tantos conjuntos de -
sistemas de ecuaciones (de menores dimensiones que la matriz ori-
ginal) como representaciones irreducibles tengé el grupo al cual-
pertenezca la molécula; la dimensidén de cada uno de dichos siste-
mas estard dada por el nlmero de funciones base de la representa-
cibén correspondiente. A continuacién se presentarin los desarro -
llos de las funciones de onda pars las regiones I y III en términos-
de funciones adaptadas por simetria (apéndice E).

Dado el Hamiltoniano del sistema

T (p) = 2+ V()

el conjunto de operaciones de simetria ﬁ%} que lo dejan invarian-
te forman un grupo; el grupo puntual al cual pertenece la molécu-
la. Cada una de estas operaciones de simetria es una transforma -
cidén ortogonal que actfia sobre los vectores de posicibn ¥. El o
efecto de una operacidn de simetrfa sobre una funcibn f (r) seréh%)

denotado por el operador Pg

B fee) =f(P:te).

Asi, la invariancia del Hamiltoniano se expresa de la siguiente -

. 9
fcsrma(13

Pa R(e)PE = k0w, e (1.17)

. . 40
El conjunto de funciones {f;} ; las cuales forman una base
‘de la representacidn irreducible 8 del grupo G, tienen la siguien

te propiedad de transformacidn

( -~ (w.(w
_ ™ R).,
PK i Z;;,r( )1'3 Fjl _,.(1.18)

S . . .
donde F(Rhﬁ y con ReG,corresponden al conjunte de matrices que for

man una representacidn irreducible p del grupo G.



11

Los arménicos esféricos son funciones base de las represen
taciones irreducibles del grupo de rotaciones puras, lo cual, de

acuerdo con (I.18) guiere decir lo siguiente

gu'a j O ro*dc\m;\qs pmbba%
ENHOVEPNE DRI V(o0 TS e s s (1199

donde 1 corresponde a la representacidén irreducible y m a la -
m-ésima funcidn base.

Supéngase.ahora una molécula conteniendo mds de un conjun-
to de dtomos equivalentes. Si se denota por ¢ a uno de esos con-

juntos bh,aLdLmdﬁ y ademds se define

B (8 = Ra R Ve (E)
' ' ... (1.20)

. . \3 . -
entonces, al aplicar a la funcidbn 4$ndmilas operaciones de sime -

trfa del grupo,ésta se transforma de la manera siguiente

PR ¢got:n (Pu) = g A ( mm ,gm'(Pﬂ')

el (I.21)
dondeiﬁﬁR) esta formada por el producto directo |
A'R)= §(R) @ D(R)
con
é {1 si PR Ra=Ru _
(P‘)“‘d=
. o i P&Rq#R«“ ' \ ee. (I.22)

la cual es una matriz de mxm, siendo m el nGmero de &tomos equiva
lentes que corresponden al conjunto ¢ . Eﬁ general la'representgf
cibn ZFRR) es‘reducible Yy por lo tanto es posible expresarla como
una suma directa de representaciones irreducibles
Au:nir4@ngr2® ,,.@nir}*@....@n%‘r“‘*,
' . e (I.23)
donde U corresponde al nGmero de representaciones irreducibles -
del grupo G (por supuesto, u, serd finito si el grupo es finito) =
Y n& al nfimero de veces que la representacién irreducible p estd
contenida en AY. Esta multiplicidad se evalua mediante la expre-

., (e
sibn
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.
Nk - 1w x(ém)xm ‘
sg;é ’ - »oe (T.24)

donde X (R) denota a la traza de la matriz [(R).

Ahora bien, las funciones base que se transforman de acuer-
do a la j-ésima columna de la representacidn irreducible it se -
construyen mediante el operador de proyeccién‘(?;, el cual esta -

2
definido por(2d

G)M N Z: ﬁ: F& ’ A
Ree ... (I.25)
donde 1y corresponde a la dimensidn de la representacién irredu -
cible p .Dado un conjunto ¢ y una 1 , aplicando 6% a toda fun -
cién P, con la ayuda de la regla de transformacién (I.21) y or -
tonormalizando las funciones resultantes, se obtienen nﬁ funcio -
nes base, las cuales serdn denotadas por FfJ (aqui n! =n). Cada
una de estas funciones base se transforma de acuerdo a la j-ésima
columna de la representacién irreducible () bajo las operaciones-

del grupo

PR G‘ln ’Z F(R)“ O'.H\

.. (1.26)

Explicitamente estas funciones base tienen la siguiente forma

0_;*‘,‘5:2 ::I\t\ QSRM(EG .

Una vez construidas las funciones base de la representacidn

.o (1.27)

irreducible des-desarrollos’de las funciones de onda de las re-
giones atdmicas y exterior en términos de dichas funciones esta -

rén dados por

wi.
Q:L)'?(E“‘+Fﬁ) = T u’ﬁn _Ean , %=04,. N

62 "

ees (I.28)
o introduciendo (1.27)

Pl (PerRy) = U OML S RS (Y«,E)/m\?«o-)-' e (I.29)

- Gen
A, m
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Aqui es conveniente hacer la siguiente observacifn. La fun

cibn de onda @f(ra + R,) sigue teniendo la propiedad (I.26)

R =2 TRL Y
3 .

es posible obtener tantos desarrollos de’@?h& + R«) como dimen-

sidn de la representacidn irreducible

- {@g} 3=4,2,.., dim. da la vep.irred, .

Sin embargo, debido a la degeneracién de estas funciones es sufi
ciente con tomar una de ellas.

El hacer un desarrollo como (I.29) éiene la ventaja de -
seccionar el problema original de una sola matriz secular en tan
tas matrices seculares de menor dimensién como representaciones-

irreducibles haya. Esto es posible debido a la propiedad

S@?; g{@:dﬁ’ #0 solo si p=y %=3,

lo cual es una consecuencia directa delvteorema_dé gran ortogo -
nalidad@ﬁy significa que las funciones de diferénte'representg -
cién irreducible no se'mezclan®

Una vez que se cuenta con las funciones de onda de las re-
giones Iy ¥IT,s6lo falta obtener las funciones de Green para -

dar comienzo a la obtencidn de las ecuaciones seculares.

Funciones de Green
Con base en un andlisis de la particién del espacio de esfe

ras tangentes, las funciones de Green necesarias son (figura I.3

d)  Go(Pu+Ry, B +Ra) = Go(Pu By) oto
Yad ¥x

b) Go(?ﬂ-aa, E’(ly%ﬁp) =G (B, 5’&."30{{53 péxo

C) Go(ﬁ’gf‘ﬁid’ﬁ‘;-&ﬂo) ""'69 (E}d) gé"ﬁ«o) _u ¥0
Cx AL - Rl -



Figura I.3.

Tlustracidn de la relacidén entre
vectores para el cdlculo de las-

funciones de CGreen

14
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d) Go(B 4R, B, +R.) =Go (¥, ¥))
o>

@) GD(E¢+RO’E;51’£‘§) = Go(gja,w{;‘goé> .
“ Fo> P4+ Rpo)

. . 2
Es necesario obtener estas funciones de Green para los casos k >0

(E‘>VII) vy X< 0 (E'<VII)’ los cuales corresponden a resolver las-
ecuaciones ' :
2 ‘ _ .
(V4 R)G. (B 7 = -0w-p) ; Kae, ... (1.30)

2 2 W _pt » 2 < :
(V- k) Go (B ®) = -OCe-8) ; K=leVal, o (I.31)

' . o ) :
Para obtener las funciones de Green en la representacidn de

momentc angular se propone el siguiente desarrollo en armdénicos-
esféricos '

Go(ﬁ’, )= ‘ ! L(g’ L.(Ak'
RPN NISPACHA LR c.(1.32)

En esta misma representacién la distribucién 6}r - ¥) tiene la-

24 !
forma()

Sce-py = {- ED ;\/ﬁmcé'),
: ... (I.33)

Substituyendo estas dos expresiones en’(I.30)-y sabiendo que

17 22
vzz_i.z.é.rﬁ_@_ +-—-(—§w)
r ar ar \'2 ...(1‘34)

se obtiene

.

L2 2 A Loy —ritello oo A Sy
Tor or ¥ {ren-r R}]gn(,":"3'—"j:‘£5(r.‘"3. L (1.35)

Asi, se ha transformado la ecuacidén de tres variables (I.30)a una.
ecuacidn unidimensional. La funcidn de Green gyr,r) se construye-
nediante el producto de dos soluciones de la ecuacién homogénea -
de (I.35)

J_a ta'_,,wigr .;.1"‘1 = s
(i_l.ﬁr-—? rl{ (@44) riz&\zx(r) o5

«e.(I.36)

una satisfaciendo las condiciones a la frontera en el origen y -

la otra en el "infinito".
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Y,
Si se efectfia el cambioc de variable W(kr):Z(kr)/(kr)z, la -

ecuacidn (I.36) se transforma en

A28 L A0 (e ] 2 (e =0
dr _ | ... (1.37)

Esta ecuacidn es la de Bessel con soluciones jﬂ(kr)aE%HLwAM(fugf
ciones esféricas de Bessel) y ng(krrﬂg:Nh%Rﬂ (funciones esféri
cas de Neumann). Para el estudio de estados estacionarios, cuan-
do K'y 0 es conveniente utilizar la funcidn de Green de espacio -
libre para ondas estacionarias. Esta funcién de Green tendrd co-
mo condiciones a la frontera las siguientes: regular en el ori -
gen y estacionaria a kr grande. Estas condiciones las cumplen -

las funciones ji(kr) y ng(kr) respectivamente, puesto que

3 (RY) = (R\f)

Nelrr) = 713; os (Rr- 2Ty,

cuando kr » 1(1+1)/2. Con excepcidn del punto r=r' la funcidn de
Green debe satisfacer la ecuacién homogénea (I.37) y por lo tan-
to
Cle(ROMe(R)  Fe! |
91(VY) .
Qﬂdmﬁi Re)  FoF ... (I.38)

donde se estd tomando en cuenta el hecho de que la funcidn -
gy (r,r) debe ser simétrica con respecto a r y r'. La constante C
se determina mediante la expresidén de la discontinuidad de la de

rivada de gﬁr r' f "

Lim r,dgz(”.) r=rg - q
{0 dr Y‘:Y“—E_ ¢ ¢ e (1.39)

Esta expresidn se obtiene al integrar la ecuacidén (I.35) de r=v-g
a r=v+¢ y tomar el limite cuando &é-=o .
Substituyendo (I.38) en (I.39) se obtiene

2. [ dn(kn) dlelrn )
rC {""-JF““ jP(R\') - YIE(RT) —‘a‘%“"} =
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Por otra parte el Wronskiano de j, y n, estd dado por

WL el Nelka ] - ;Qj;z

de modo que
C=-k.

Tomando en cuenta este resultado se obtiene para la funcién de -

Green
GO(E’,V‘) =-R Z; S RORG V(@)Y (B, .. (1_405

Para obtener la solucibdn de (I.31l) es posible proceder de -
dos formas. Una de ellas seria resolviendo directamente (I.31)-
con k2=lEJVIII_y la otra seria resolviendo (I.30) manteniendo -
el signo de k? implicito. Siguiendo el segundo método, las solu-
ciones linealmente independientes de (I.30) son J ({Ry) ,Ne(iRy) -
y cualguier combinacidn lineal entre ellas, como por ejemplo -
?(mﬂ=ﬁdmﬂ+ﬂhURﬂ . En este caso las condiciones a la frontera -
convenientes son: regular en el origen y que se anule a kr gran
de (estados ligados). Estas condiciones a la frontera 1las cum -
plen las funciones jg (ikr) vy h?(ikr) respectivamente . Estc se -
justificard mds adelante. Tomando en cuenta esto la funcidén de -

Green g,(r,r') estard dada por

. _[C3elirn Korr)  rer’ ;
9Q(r/r ) - Ct 5@0‘&‘4) %’L(CRY\ rov! | | 5

y la constante

C=- : --
iR WL delomn), Wi lrn Jr2

de modo que
9u(r,r) =-RAcLRD W (RD)

Ahora se introducen las siguientes definiciones de las funciones

modificadas de Bessel y modificadas de Hankel respectivamente

Uik = e (RO
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—L R;Uﬂ\-h h?ﬂ 3

las cuales son reales para argumentos reales. Como justificacidn
a que estas funciones cumplen con las condiciones a la frontera-
antes exigidas se tiene

) {

Lolkry = RO kg
(20epyll

(Rt » M‘%nr RY 55

)

{
&S 2 2\‘1)

‘Al substituir las funciones modificadas en g,.(r,r') se obtie
ne ’ “

gl = R (5 Ltk RY (RO |
y por lo tanto

G.we) =R7, (Y La ke RY(REYYL(BYYi(BY), e {T.41)
L .

Con las funciones (I.40) y (I.41) se obtienen directamente las -

funciones de Green (a) y (4)

G.'o(ga,ﬁ’;) =-R Z; /j!(RY;)Yil(RYK}yL(g)d)YL{%‘;) ®'vo ees{1.42)
Go (B ®) = R O RGO RIRIO VLEI VLB R0 L (T.43)
G. (¥, 8)) =-RZ,'jz(Rfo)mLRr;WL(%a)YL(%%;) ko c. . (TI.44)

Go (¥ €:) = +R Z,(— ARG YRV By Y@y RO . . (1.45)

Para el caso k Y0 las funciones de Green en dos centros -
estaran dadas por

b) G (es, £ -Rup) =R 20 Jlker) e (Rinh- Mn\/u@dwum/\ o)

c) Go.(B B-Ry.) :—RZWR&%’, Rl LR Yo ()Y (- B

-~ . N
Q) uo(ﬁ‘a,-%(,-»&p) Z”Jg (R E’r, Rop!) e R‘o)yhfﬁ’c)& (EP Q%}
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y cuando k"¢ 0

b) GulPu, By-Rep) = ‘az ) Lelkra RS (vl —R,(pnyL(m‘ﬁm(%/_\ﬁm)
C) G (e, B-Bu) = R 2, () Le(RYO) R (kIS Ruol) Yo (B) Yo (5 - Reo)
@) G.(P,, B - Rop) = RZ,(—) R% (kD) umm},-&(m\/L(@,,)YL(E('VQO(A) .

. ' . . . 26)
Estas expresiones,mediante los siguientes desarrollos(

e CRIE - Rapl) i (8 - Rup) -!mZL“ ‘ZL T (L1 e (RRup) X
Rﬁp)\'o

X y,_" qu) jl' (RV{J)\/‘-‘ (W(b)

Y‘{Q(RIP Ruol)Y&.(ﬁ’q @\do) - 4“'2 (-2 el :[.'L (L L)jeu RR.;(O VL. (Ro{b)
Yc >Rda

X vlk ~(Rra)\/l.' (E’a

4 (mao;b-ﬁzop;m(g-\%) a3 T TG0 e (R Rop) e (o)

X o (RYR) Yo () |

R”(Rlﬁj(s Q«pl)x_(ﬁ)p-gqp) 4'”2:( ) 2 (L;L')R;:|(R'Rd(5)YU‘(§o(p)x
'de)\’(s

X Lo (Rip) Yo (8p)

R (RI P, - Reol) Y.CPL - Re) -WZ,( M Te () e (RRuw) e (Fe) x
- Ruw sty : |

x B (keb) Yo (6))
e (RIB) - Repl) Y (B~ Rop) zrrrZ ()" TelL1) Les (RRop) Y (Rops) X

X Lor(RYR) Yo (),
se transforman en
b) G. (B, Pp-Rap) = = ;:Giﬁ (Rap; E) Je(R1a) Jo (RYR) Y E) Vo (B)

Vo 1By -Roap! . (1.46)
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o ! "
G L? (R o« 3 E.) = 4“@342 l-g Iu'(L}U) Vle“ (RRAP)Yw ([/K:‘F’)
0 . .

C) @GP T-Ruo)=- EGLU(ﬂ@/E)jZ (Re e (REIYL (@) Ve (FS) | .. (1.47)

FOS e G RwE) =m0 e (R ()

@) Go(ro,wgwaop=—7§GLL.(RDP,E)QQ kW) 4 'p)\/L(E;)\/L-(i»};) .o (1.48)

[
kro>‘g‘¢'ﬂop‘ Goﬁ({)\O@;E Z{TI‘R L‘Q QZ L IL‘.‘( L v) jqu RRO(& YL.‘ (Rop)

Lll,

para K> 0, v para K< 0

b) Go(8e, B -Bep) = - 2 () Gl (RuepE) LRI LolRrg)Ye (B)Yer (B) ... (1. 49]

L

BBl QL (Rup ) =4TRO™ T T (1 0)RE (RRap) Ve (Res)

¢) Go (B, BL-Rao) :-Z(—>MG‘$(RM;E) Lo (RN R (kL) Yo (8 Y (8,) (1‘.50)

AN GLL&&(,,E) 4R ()" 20T (10) L (RRe) et (i)
vy > Ruo
@) G (B, P ~Rop) = = L (1" GLE (Rop ) REKG) (1) Y () Yo (i)
Yo 3 1¥h- Rop W (Rop E) = 4TR (- )“‘Z T (1) Lo (RRop) Yo (Ros),
| «(I.51)

Ecuaciones Seculares

Las ecuaciones seculares se obtendré&n a partir de (I.l2a) -
y (I.12b) una vez que se substituyan ias funciones de onda (I.29)
y las correépondientes funciones de Green obtenidas en la seccidn
anterior. Primeramente se tratarid el caso k2>0. En adelante se =~
omitir& el proceso de limite en (I.12a) y (I.12b) con el objeto -

de simplificar la notacidn.
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9ubst1tuyendo (I.29),(1.42),(1.46) v (I.47) en (I.12a) se -

obtiene

Wi+ Req) = {{- 0 2 (RO Rr e BV BT L Qo S R, VL)

L
I m

,.,gcr a A ! 1 N P » '
g_:cm o R EV Y (B TR e (RNt Yot Ve (%,)} 40w

§ ZGLL Rgplh/jé‘(g(i)jt er, YL(%,x)y Eﬂp)?g Cg‘gn %:jnfm RQ (r&rlE-)\/’ Wge

p#om ‘;r W

F:J,Kcr g H . ~ oy i . i} ! .
«;:Z: Ol St Re(H1E) Yo (RN (—§635 (Rap,E) JolRTDu( RY )Y, (Rel) Y, (gody‘)} -d,
Ng

- 2GR R eI B @ WZ:CN S, Rl Y ()

{.?: St ReA6 DY BV (LG (Reo B ART) N (0B Y (8.} 46

Las integrales a efectuar son del tipo

ve. (I.52)

§ Jo (REJY. (B RE(R JE) Y (B)) - 46,
; dT =649 .
[RECGENL (BTl (B) - 4

A fin de efectuar estas integrales con facilidad se expresa el -

operador nabla en coordenadas esféricas

~

-
or 7 ¢

oz 2 A -
V=F 55+ 1+ &

rseng B¢

-]~

Por otra parte, $i es un vector normal a la superficie S , el cual
serd (1,0,0) si se integra sobre la superficie exterior y (-1,0,0)
si se integra sobre las superficies atémicas.

Debido a la aproximacidn de es@eras'tangentes la integral -

de traslape entre dos arménicos esféricos se anula

5){:(%)0{) Y\:: (’%3) Cinps " gxs'émm' (Sdf& ¥
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de modo que la ecuacidén (I.52) se transforma en

B0+ R) = RO, O o S ke TAelRba), e 8) LR

[GY

+Z { bp Z Z,: L\_‘ (gd;”—) Cc(p) (L} 5};3"?:. ﬁe {RQ) {/SE' (kbp) ﬁ;ﬂ (b@,F}l\/\__(?d\}}

Pd,0 g Cwn

- ban—:ZGLU (R“’ﬂ/ Hu?)en’ :le?f o jé er [qe’\m} ) R_Q (b,,,[.)l\/t_(g’»

fei e’

.{I.53)
En esta ecuacidn

’ AT = dd(ry - dfry
[Flen,a(rn ] = f(r) G - dikr) s

Substituyendo ahora

: Y
@)?({?Jg-}ﬂd‘y 7-‘ Cﬁﬂﬁ ::ﬂjm Rl r“t\‘/‘a)vl‘e (g)ﬁj '

26w
[

1 " .
multiplicandc por Yw(f% ), integrando sobre dxy y sumando scbre
% , se obtiene

L]

2 2 1 ] ? o
" b Z CPm -1 :v'\’w‘tdf Rz {\b”!':‘a - Rg bd? gdc(:“gﬂ“ S::m“ ‘Q(R&’d) [5 (Rb‘* Rﬁi,(bﬂv,a\]

BB b T GO (Rap 10 g S (e (k) R (18 (b

[ £21 P#Og( enm’
o O w4 ¥,4,0
2.: ZG L (Ree; E)Cc(o)e'n' 2 (ﬂ@ (Rbo) , Re(‘oo,x:ﬂ Je(Rby,), .
o= 1 €y ‘ ..(I.54)
El primer. término de la derecha puede ser transformado mediante—
la identidad

%

11t {Ro) A1 (Ry)
TS UA%) Re(bre) ] = mmm,w B - MelRo)RelbE) ERTS

4 Re(be)

E’g{ *m 3 [16(\%) Ve i) 5 =

= [ (R, Re(b;e) ] 4 el

donde por comodidad se ha omitido el subindice del radio de la -

esfera. Substituyendo este resultado en (I.54)

N
cuddy e RN ) widy ~ 9
E b 2: Ce(d)m ié\'\ﬁ‘xy R: OC\\‘;, E) :Z bol Zx Qemﬁzn Pni nP (o"l\' ,E)

[ ¥
+Zb§2h9{ Z- Cup ck:@jen é:'w(:r Dn“ M“?\ P r,( \'ﬂ';E’}]ji(Rbdt’)

tlad grc
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2w
' !

PNE éq@m 5o )G (R 1) Ot G528 e (Rbg) , B ;8] Je (ki)

fn'm

-z 6@0 0 Ry )OI, SEa e (el on), R 0)] ﬂc(hbd)}

El primer término de la derecha es igual al de la izquiexda y por
lo tanto '

LIORA ] 2'nmt
=1

E b‘f { Z bﬁ RZ 6415 CSM’ Summ C M  Shile Eﬂq‘ (Rop), Rf’(\aﬂ;a]

.+Z;b T G (Rep i) Camew Sty De®g), R ()]

2w wmi!
pioa - da'm

Lnwm!

Z‘b 7 85 G (R £)Clingy ST D), R0 (5207} deliea) =0 .

Esta ecuacidn tiene solucidn si y sélo si el término que estd en-

tre paréntesis se anula. Tomando en cuenta esto y definiendo las-

siguientes variables

-4 [R b, £, Me(Rbg,) ]
(E) - ,h_ Ber 7 T
L LR%(bpe; E), e (Rbp,) ]

T#0(0) o (I.55)

'Ac':“ = R ['jl Rbﬂr) R (bﬁﬂE)] C““ v P

=42 N
v (1.56)
B, o
Ac(,:)q_“= b’cR[_R,U; (bo nQ(‘Rb ‘)] cclo)ﬁn s rb-_- o. s
se tiene
g: ;’ {éuﬁ gw gmmr S:’“ﬂ;ﬁ"' Y_KQ(E)]G‘(F,) (4- po) 1- CSﬂﬁ) G'L U R”‘(ME)S::{S:
« , %)
+(§ﬁo G Lirif(axo JE) S;itw } AW\M =0

Si esta expresidn se multiplica por Sy v se suma sobre 6 v m
entonces

. . P
' Z A {éo{i‘*é@‘?‘ :ﬁj,:/f i [Kfmﬂcr{m_*

2 n'm
Goe o Tw

4
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+ (( 5(&;0\(( 5(50\) Z: S::MW? ‘??f'(ﬁup;E> S':'d;{'f;:i-' '

“’d o T I'I T ‘}471'
+5(’>OZ SgnM?GLig (Ruo}E)Sz'\‘.m{? } Av(mv.‘w =0,

mml

La doble suma Z Z puede ser substituida por ;;% . E1 -

Sy >0
primer término de la expresidn que estd entre paréntesis serd ce-

-
ro a menos que “=p o U=p Py como{:Kg(E)]cr depende finica -

mente de & y 1, entonces

LT {ade DTS St el

o, ¢ f’v ,Be
+ZZ (1—5@05(1-5dﬁ> S‘i:\g\? ’ de,E)S%fn\ﬁ,.

ﬁgm ";a_m

¥ 20 Cgpo Shins G O{'ﬁ’ v (RupE) 5;::?}/\2;;,;“. =0 ; P49l .

Y Pvm'

Debido a la ortonormalidad de las funciones base
E Z WAde Wi, dp 5
gnm gim ~ Opnt
< ‘m
las ecuaciones seculares se transforman en

PR AP e
Z z {609 ézc ann' [K (E\_J "'ZZ (1- éop\ (1- &(M M:nov(v: Lg,ﬁ\j z':'v[:«'

LA

+EZ (Spo S‘Z:x:: t")?_."(ﬁuo',E)S‘;k&i} AGQV\‘ =0

Ly !

Finalmente,si se define

Gm (5‘,\’!\
Fﬂ,df dfﬁf Pl"l
; 5({)0 tnwm Lyt (B:C(D; E) Se"“l{:y:-’ . e (I . 57)
Q;VA ¢ .

se obtiene

Z.: Z {6“ CSM‘ ém\ LKQ(t)]P + Gﬂh zwx‘ } 0"1 a =0 ', 9?‘?(5% RZ>O

.. (1.58)



Substituyendo ahora (I.29),(I.44) y (I.48) en (I.12b) y -

efectuando las integrales
" . .
e, 1R = 2 b { = 2 1 o Clen TR Akt [l R b 1) )
fo=o e

+-do) DL GUE (R 2000 SUTT e, Lol 28 (bpee) MLE] -
v '
.(I.58")

Si ahora se introduce el desarrollo
P‘l,j o ~
5’ +R,) = Z; Cwu\ Sz“_mmRz(“wf',E)Y; (E’gf)

. se multiplica por 7@(%;) y se integra;

Bi,0p P01 2 K, p«
b ch?wﬂn QnmPRe (ba}F—) = bf; bP { Z}Récﬂ W(@:nn znw?vjf“?‘b?r) X
=0

X [ﬂe (Rbﬁw RQ(M(&J[?,,E)] + (1~ &)p)z G- (Qoﬂ E)C {5)“\, % b4, B

¢t X
.

% [Mo (Rbp), R (b, 1) ] el Rbo) ))

El primer término de la derecha puede transformarse mediante la -
identidad

3BTy Role)] = el R (e - RetvB) A Rl gf(we)

WelRo) Vtm%') ky*
4
Ue( B Relbe)] - mb) o
de.la siguiente forma
14,0 0) IH Op oy D0
ZC?(G)M Qv\m? 9; \buy, ZQ?U)RH tam p “(bo,t)

52N, { RSp 2o Cnn Sty Ll R0, 2]
g0 n

ot “'5°V-‘)Z G?_f_. (Roﬁ}t)ﬁf;,n"\ :!ﬁl::; [Jsa‘ bbp\ Rﬂw b[;,,, ]} Y(Q(m)o,

gt

0 simplificando

Z:\O {“Résﬁ(ﬁgﬂ' (Svawt' Stng\d; Et(%‘m{if) R &ﬂ ?ﬁc:[») ]
el

oW
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+({ (Sop)GLu(gcﬁ;E)Sf:i:f: Ui jﬂ“p.) Re'{bfa(,f.)]} c(meﬂ' =0,

Si se introduce la definicidn

! e (b; e (&b,
[K (E)39(,o) = R [‘R(’(b"lE)ld-(Pbo)] .

[R% (b, ) MelRbo)] .. (1.59)
entonces
¥4, y
ZZ {&)fséw mw Si.'n’:(: D‘\gx(ﬁﬂ?i’ i{- éop) 0(5,5) 5::,&: };(; s =0
f=0 ¢ttt

Al igual que en el caso anterior, se multiplica por ghi 0 ; Se su-

fnvan

ma sobre m y se cambia la suma Z: por - 2:'23. ; para obtener
[ g

LT {8ede L SUT SU Ikl + Z 2SIl G Ry ) S Al <o

@w

Esta expresibén, por ortonormalidad de las funciones de onda
2 Pﬂj,O SP,’J,D CS )
o G il | T

se transforma en

2 T & dadon [Ke B+ %ZZ o G2 (Rpye) STl LA oy =0

¢ ﬁ#o

: Eh la dobié suma Z:;;; no se ha incluido una suma sobre &dtomos -
equivalentesvdelcongznto £ ., puesto que en este caso a éste Gni-
camente pertenece la esfera exterior.

Por Gltimo, definiendo
Qmu’ W3, Of . Wi, B,
Eﬂ 2'!\‘ = ZZ: (‘ O@) Sevnm (.E?\O{},,E) Sﬁv\“M' ’ L e e (1.60)
se obtiene para p=¢w) .

Z;: %:' {éﬂ‘géﬁ&;}éhw [km(f ]9 AQ":‘O;H }A ciw =0 - R'L)O_ v (T.61)

7/
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) . ) . .
Para obtener las ecuaciones seculares cuando k' <0, se substi

tuye (1.29),(1.43),(I.49) yv (I.50) en (12a). Después de efectuar -
las integrales se tiene

¥
V5 (B +Re) = 2 p{&p k2, R Rrp) [Ce(kup), RS (bp, ) TV ()

B0 £

+ -8\ 1-Sop) L0 2 ) R (Ray ) O SM0 1 (i, [ ) RS VIV ()

Lwn'va!
Oy

fva Cw'w

éo{&Z: Z: ( )“Q Qﬁ;(?_?' (Ri(s, E)Cﬁlp\ oW :"3,"'{::‘ L'l (Rrﬂ ER(')' (m)p) ,R{( b(b',E) ]YL (gjol) .

Substituyendo

s\ AW oW 0T A
@‘;’(Pds*gﬂa =; Co‘zu Lwwn E(Q(,E)YL(?‘&) ’
en
dam

multlpllcando por ‘Ywdrﬁ ; iIntegrando sobre dxy, y sumando sobre -
W=dq...,N, entonces

Eb«Z 0 SR ) = 2 Z{&m RZ ™ Co S R (o, Mtk Koty ]
d=1 .
4 (-8 (1-8ep) T (-)M'Gf.‘i«" (R E) Cre SortP o (Rogp) e (Rog,), RS (bpe )]
2wt

- Spo VG (Ro((b,‘r'-)cw,ew i Celtog,) [ (00,), RS (b, 007 ]

v

Esta expresidn, con ayuda de las identidades

(| I e

RY (12b) Rm (&% 14 RYwe
s ), RS be) ] + —1-7————
xS Lieteo, Re(o;00 7 = )]+ () TS

y simplificando se transforma en

Zb 3 IR by et St N Gl RATER P lprse) )

inm’

+(" "éd"s) 4- 60(5) (")Q{»Q‘G?—xﬁ? (RW)', tB Ssljl Eif‘ [LQ'(kbﬂgisg‘(bp‘Y,E}]
CSop -7 G r\O((” (g‘)\s\o;\‘i) 5*;4 , (br LY (\Zbﬁy\ ’R;‘,(bm; E’)]} ‘ZQQ‘V\‘ =0

wiwal .

Definiendo ahora-
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mLR (o ©), R L0 g PRGREA (1 62)‘
(RS (o), LelRbpe) o

Etda]

A S{pien *( )“4 b{5 R [L{ Rbpﬂ 'Rd(b(af,t)] Qg(ﬁm (’a:"\,Q/,../N TS0
. (I.63)

A2 = () bk TR E), RYRE) T O, peo s ooam

se obtiene para las ecuaciones seculares

o i Be A } .
Z: Z {éd@éu'd\mm‘ Z:‘lv{:‘ B*‘(E)}? + (1'&?9\ “‘CSOV;) & L?r:)_' IRB((S,E‘)Q‘Z:'&.

fp=o ww!

+ 0o G @aiey SEil AL, <0,

2wl yat

. ‘o [}
Aqui, se ha omitido (-)" por ser factor comin con respecto a la -
suma sobre 1'. Finalmente, se multiplica por S/"%, se suma sobre-

O¢ vy m , para obtener

E Z,a {CS@? éﬂ&'énn' [.tﬁ‘(ifl? + GR\A ew} A?:‘w =0, }Ri'(o , P50,
ST

. (I.64)

donde

B de AU DB, M4
Q‘n En' = Z Z {t- é'»“(ﬂ 1- 50(5\) lv\m? GL’}E‘ (gp{f}; E_) SQ‘V\‘{S:'

Gy w (BWW\'
+Z,,:41505 Srand G J(Em,_)Sﬁﬁ‘ff . ... (I.65)
0wt w!o

Para el caso en el que P=900 ce substituye (I.29),(I.45)-

y (I.51) en (12b). Una vez efectuadas las integrales se obtiene

N .
Pl @R %ﬁ, { 2o =)k G Ot Y ) TRk, R (e D TV (85

[$4 0

t{1- CP")ZE (- QWGLU(&’Wi) 1Gﬁgm' \Jinsm‘ }pw(m.”) X

Iny Cww!

X D.qa)\’flb‘;,) R% bs;lE ]YL (4%) )j

LAT.65)
Intreoduciendo el desarrollo
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® w4 FAIE g

rgzﬁ(gvc*'ao) "’Z:, Fen M 0awm R- (\‘U E-\)\/L(Evc
G‘é?

multiplicando por Yﬁ&f@ ), integrando sobre dr,, y utilizando la -

identidad

241
L,o(\%) (g T L o) R (_\) \') (- =)
Ty e 0 Rebie) [ = Lot RS b e)] - e <

se obtiene, después de simplificar

o b o !R&ap (ﬁe(Smm () 5’2’1\'(5\3 [Le'(hbfﬁ,)ﬁi (bp,}E\]

B=o (o m'

e Q T /-166‘ *
-Gy (O TG (am;ax St Lles (kg1 RE (o, 01} €52 20

Introduciendo en esta ecuacidn las definiciones (I.63) y la defini
cibn '
oot [REUi), el ]

Y P=o, §=900). ... (I.66)
TR ), R Rh]

Tte®70h = ke

entonces
Pl-‘ Hldl(; Hl '
Z Z.f {Cgoyo(gac‘éwxw\’ &“:r&z (E')] p T (1- &)’5 G(:_ \‘5 (R"ﬁnE) SQ‘V\'V:' k AO‘(mu\' =
p=o g
k5 D

tam T

la ortonormalidad de las funciones de onda para obtener

- op,
; ; {5‘39 (g,n( 5‘“\! [’u' (E\]g + ; %:' (1- 50(5) Sr;’“?ya e (Qop, E) S::fg‘ﬁx Aﬂn =0

.{I.67)

Ahora se multiplica por S, se suma scbre m v se toma en cuenta

Por Gltimo, definiendo

fo o C B4 0Py W1, 8q
::;Gf'ﬂ' :Z&, 7\ (1 50‘5 i \J ﬁn;o'\f G 2"?‘;‘2‘»‘31' (Rbﬁ ' F) S Py f\’

m o

se obtiene

§ .
E?{j‘g “’ Ay Y}N (E-) % (Kﬁﬂﬁ"ﬂ.‘ Vﬁ\xen' =0 ,421‘{-0- -..(1.68)
O e P ’ »



30

Los sistemas de ecuaciones seculares (I.58,I.61) y (1.65,
I.68) tendré&n solucidn no trivial si y s6lo si el determinante -
de la matriz asociada se anula. Los elementos de matriz K,Eesy -
t(E)y, contienen la informacidén del potencial. Los elementos de ma -
triz Giwcontienen la informacidn de la geometria de la molécula.
Ambos'tipos de elementos de matriz contienen a la energia como -
parédmetro. La condicibén de que el determinante asociado a la ma -
triz secular se anule, es equivalente a buscar los polos de la -
matriz de transicién T o de reactancia K del cGmulo. Este punto de

vista se discutirid mas adelante.

Significado de las Definiciones

Es posible obtener una solucidn multicéntrica para la fun -
- ¢cidn de onda de la regidn intersticial mediante la substitucidn -

de las funciones de Green (I.42-I1.45) en la ecuacidn
Phe)- 3 1G0T e R ) -0 (B Ro) TG (R y]-d
1'(?211;2:,0\10 (’.‘,“p)v 3(%’9’:8@)« 5 p*ﬁp)@_jo @,E’P | g

=@ .

Para el caso £>O, una vez hechas las integrales

CACE Zb,ﬂ}acw SO Lo, RS Cop, 2 M L) Yol )

fLawm

-b, PAR AN 5*;a£fwmm;an JelRLYVL(B)

Esta expresidn se transforma en

4

N .
B4 B4 Be H.4,0 A
?“‘U: (E)B :%Z %E“ Sipren & ni(;\ (‘ﬁ“‘:q) y (@ ) *Z: A p(o)cn 5 L ¢ (hro)\/l‘(gaa)

al introducir las definiciones (I.56). Si ahora se introduce la -

definicidn
Arim- ZAGLSTY .\ (1.69)
entonces
41?’(.%“ ‘::w:, L ‘/q;j:: ¥j g{’firfsf)yl_(é%) + %(}9:::}“ 'jc(ki"a)YL(é\’g) . . (I.70)
i
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El primer término de esta expresidn se interpreta como on -
das salientes dispersadas por los centfos atémicos y el segundo -
término como una onda entrante dispersada por la esfera exterior.
Asi, la funcidn de onda de la regidn intersticial estard dada por
una suma de ondas dispersadas, con amplitudes 'ﬂf.

Es posible obtener la funcidn de onda de la zona intersti -
cial pero con respecto a un solo centro. Esta funcidn, referida -
al centro « estard dada por (I.53), de modo que, después de -

substituir (I.56)

P (BBl = 7 Ainen Dt e (1) YL (B0

Ltawm

+}: Z Z Gm-‘ (R*Y%,E-)Av(wu\ :‘:ﬁr e (RTYL(8)

@io«‘ o Enel e

P‘Iﬂ. Mi'jlo ~
ZZ GLL‘ (Ruo) E) Aviser O et Jo (RGO YL (82
rea £a'w! .

Definiendo ahora

Fl;j,d Pﬂ,ﬁ P/1,°
Slaitm ZZG LU(R(@,E) q(mq‘m' +ZGLU(8“ E) Sy 2'w! .. (1.71)

pédo £va! o'w!

se obtiene

A, ~ | A A ,
QP E’“’fgﬂn Z qus};\!:\ e lRT) WL (®) *; cﬁ::zm Je (RO (B ., (1.72)

La funcidén de onda intersticial también podré interpretarse como
una onda incidente de amplitud fﬂﬁ:; y una onda dispersada de am
plitud 'ﬁi. Estas amplitudes de dispersidn estan relacionadas-
por los factores de estructura, los cuales transfieren la infor-
macidn de las ondas dispersadas por centro por L, al centro % co
mo onda incidinente. Es por esto que a los factores de estructura
también se les llama propagadores, aungue en principio este nom-
bre esta reservado,a las funciones de Green mismas.

Si se presta ahora atencidn al dispersor o y se demanda la-
continuidad de la funcién de onda y su derivada sobre la superfi-

cie de su esfera, entonces
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{
R (i) . Mo oen L lba) + Bl 45 (Rb)
R (baE) mw%::; 1t (R

KI\M

y rearreglando

whs o [RUbgE), AelRe)]

T TR LAY

Cew

F

=N

s

Este cociente que resulta de dividir la amplitud de la onda dis -
persada entre la amplitud de la onda incidente, es lo que se deno
mina en teorfa de dispersidn como la tangente de los corrimientos

(2%
de fase, esto es

M,3,4 Tl Gla)
Llogm —“tchz ‘—’RKQ 3

M98
T & VA

se ha introducido la definicidn para la"matriz de -

donde también
Rearreglando esta Gltima expresibn se -

reactancia" o "matriz K".

obtiene el resultado

¢ - :R[P\:(b‘;E},WC(m’d)] ;o od=d L N
.EK ®le =% Rl stk ]

Esta expresidn corresponde justamente a la definicidén (I.55) dada

anteriormente.
' Con respecto a la esfera exterior, de (I.58') se obtiene

@“(M Z fﬁi «rmmuz rom MR Yo (B) (1 93

donde
Hﬂ/ﬁ

4,0 °
b Z:z Gt (Rop,E)uqﬂg)n’m' ¢ e (I.74)

Twiewm
pto det!
Si se demanda la continuidad de la funcidn de onda y su derivada-

se obtiene la definicién (I.59). :
Siguiendo el mismo procedimiento para el caso kX0, se obtie

ne para la funcién de onda intersticial multicéntrica
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. N . - A
Wiy = 1 b 2 R Cgen Om [UelRon,), RV )R (R Ve (Bp)

(f,:'( Zam

F B, 20 Rt ed, S [RY (ke R 2) ] Lelkra) Ve (o)

gum

expresibén gue, introduciendo las definiciones (I.63) y (I.69), -

se transforma en
M R e A ‘
rg; (E))TL Z«ﬁ 2. ﬂo’w)m Rr{ﬁ)y‘-(g?ﬁ) +Z (Amo) v LE Rra)\’\—(?o)g se e (1.75)

donde aqui, las funciones esféricas modificadas de Hankel y Bessel
juegan el papel de ondas salientes y entrantes respectivamente.
A partir de (I.61') se introducen las definiciones (I1.63) -

para obtener la funcién de onda con respecto al centro d

’%if'{(&*%%)wz‘ 5’3;’\ R3(vry) umHZBJﬂ' (R Ve (B, ...(I.76) |

L

 donde

fpiod ew\

N
H;ﬁl 19
cem 20 Z: GoP (RWE),/L(M, +§ i"L (gdo;egﬂiﬁftﬂ. - (I.77)

Para la esfera exterior, a partir de (I.65') y de las defi-

niciones (I.63) se obtiene

Wi (iR, = Zu‘kw el V(B + Z B e RYRG) Vi (g -+ (1-78)

donde

uIG, 142
O‘O\t:.\ ZZ:GLU (RO"B,L—-)LAG(:)QM\ e .. (I.79)

P40 dw
Introduciendo las definiciones

P l®e) = Jocke)
-LR Wﬂ~kﬁhﬁﬂ

la expresidén (I.76) puede ser escrita de la siguiente forma
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B,
i . R ' le»('(") P £, A
PPt R = %; U {5@(&«\;} + m hy (Lk\'})JYm(PA) ’

pero de acuerdo a la teoria de dispersidn

BaA

M
W _
Wit 'MMWQQ;
{8

y puesto que la matriz - de transicidn esta definida como

't!. = - —:i lel, @lvlt [

entonces
o [Rebe), okl
o R [Relbae), R (ko]
B Pﬂ,l N34 . ) . .
donde el cociente mﬂﬁm se ha obtenido al exigir la continui

dad de la funcibn (I.76) y su derivada sobre la superficie S,,al
igual que como se hizo para obtener (I.72').

La expresidn (I.81) es idéntica a la definicidn (I.62) -
excepto por el factor U)n . Un resultado andlogo se obtiene pa-
ra la esfera exterior.

Matriz K o o
En las secciones pasadas se obtuvieron las ecuaciones se-
culares mediante el formalismo de las funciones de Green. Por -
otra parte, como ya fue mencionado, existen otras alternativas -
para llegar a los mismos resultados; se pudo haber partido de -
las expresiones para la funcién de onda intersticial (I.70, -
I.75), las cuales son solucibn de la ecuacién (V*+k%)¥®z=0 ,y de
las funciones de onda atdmicas, para después exigir la continui
dad de las funciones de -onda y sus derivadas sobre la superficie
de las esferas. Sin embargo, es posible seguir otro método; la -
blisqueda de valores propios mediante el determinante (I.68"') eé -
equivélente a la bfisqueda de polos de la matriz K (o T, segin -
sea el caso) del clmulo. A continuacidn se obtendrd una expresibn
para la matriz K dg} cmulo con el objeto de ver la equivalencia
entre ambos métodos. No se obtendrd la matriz T , pues el proce-

dimiento es totalmente an&logo, ni tampoco se tomard en cuenta -
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la simetria del cGmulo y la existencia de la esfera exterior.
Si se considera el problema de dispersién sencilla, la -~
funcién de onda en la regidén donde el potencial del dispersor -

es despreciable estard dada por

Ve =) B, {jl\mw—m\ Yo (B7RY -R 2 M, (RiP-R YL, (B, K } '

L L1 . . .

... (X.80)

el dispersor est@ centrado en R, y se esta tomando en cuenta la-

posibilidad de gue el potencial no sea esféricamente simétrico -
mediante la introduccidn de una matriz de reactancia no diagonal.

En funcidén de la matriz t se tendria

P () =Z§é§k\@-aa\m<r’-\9°) - L‘REL_: h(;', (R\&m)\’u(af-\ggthL} .

Se considerar& ahora un proceso de dispersibén mGltiple en

el cual se origina una onda incidente de amplitud B* ( con res-

pecto al centro arbitrario Ra) en la regibén con potencial constan

te y es dispersada por las esferas atbmicas.Al igual que en el ca

so de dispersidén sencilla la funcidén de onda en la regidn con po-

tencial constante estaré dada por

QP(E’)IL ZE\. {jq F-Ral Y(i“ Ra) - REVI“ (Rip-Ra) Y (p- RA}KLA_}

...(1.81)
donde K representa a la matriz de reactancia del clmulo.

La funcidén de onda de la regidn intersticial se puede es-
cribir en funcidn de los dispersores individuales,de la siguien-
te forma

Ry = 2 B e r-RaN(F RO £ 2 AL (KR Y, (57 8R)
bin, L ... (I.82)

El primer término representa a la funcién de onda incidente con-
respecto al centro « y de amplitud B%“ . El segundo término -
representa las ondas dispersadas por las esferas atbmicas. Si en

(1.82) se introduce la matriz k por dispersor, entonces
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Do), = LB - )Y, (¥R -k ) 20 k“ B} o (Rirp-R) A (R )
pEdo -
... (1.83)

donde se ha supuesto la simetria esférica del potencial de los -
dispersores. Es posible referir con respecto al centro « el desa

rrollo multicéntrico (I.83) mediante los éiguientes desarrollos

Ne(RIP-R) V(PR p) = iZ,GL,_(M £) Jo(RIP- ROV (0 Ra) (1 g
Ragd \@-R 1
G (a1 =4 T3 ¢ “TL0) o KRa)Ver ()
fe(RiP-R YL (P-R) =%Z G R ) do (RIP-RAV Ve (F-R ) .. ,' (1.85)
L‘L(Q’ME) Lﬂ( ’(QZ: L e ¢ IL(L'/U‘) iﬂ."(RRdo)\/L (ﬁdo) .

Substituyendo estas expresiones en (I.83)

B(e), Z,{&"‘ 1260 R, 0kl B ;j RIP- m\)%w’ Ra)s

fPix U

y por lo tanto, la amplitud total incidente con respecto al cen-

tro o estard dada por

- B ZZ GhRpKE B

rearreglando

z::z: (Qup dict GIB (et KE 85 = B

e invirtiendo

L

-4 :
ZE {gdpéw"'&;u ?\aﬂ;E).k\{f} Bof_p ’ ... (I.886)
donde en este caso |
e =0

Regresando al desarrollo multicéntrico de la funcidn de -

onda Intersticial, su contribucidn incidente es
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P, (), = 25 B 4, lr-ra) Y (FoRa)
» L

con respecto al centro arbitrarioc Ra . Mediante el desarrollc -

(I.85), pero definiendo ahora

o A P | 2
NG =4m 20 Ty Je (RRa) Yuo L Ry (I.87)
c‘ . e @ -

la funcidén de onda incidente con respecto al centro « serd

Wi (P = 2 Aol Rio-8a) Ve (B2R,) A B

L
' da [}
Asi, es posible interpretar ZgﬂwnbL como la amplitud de la -

onda incidente con respecto al centro o , esto es

§=L A o B

La contribucidén a la funcidén de onda dispersada es

'g-)disp (®), ="R,§Z e W\E"Q“\W\—(?ﬁ@ d\wi@i | «..(1.88)

Esta funcidn puede referirse al centro arbitrario R. mediante -

el desarrollo

nq(‘ﬁm” R«\)Y}_(P -B) "Z‘ ALL V{Q R\B’ RA\) \/U(g) RA) | coe (1.89)
\T'Rh\>r2hx
donde Zlu estd definida en (I.87). Substituyendo (I.89) en -

(1.88)

de\sp(m:—iz; g;?zg.(m-m)\/u PR ALY kL BL ,

pero como Bf  esta dada por (I.86)

0, {3

' A
Piop By =R D D5 2 AL { e e 4 G2, ()P K Mo (Rl aDYE (6 00) B,

- S N SR W

o también
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Q_{’dmp_(ﬁ’)m =~¥%ZZL A&L K“ {(gw(gm *GLL, g«p,EM } Lila E)eLi Yze‘( P-Ral) Ve (E’/‘\R A

Cly oL (Bl
. :(1.90)
después de haber introducido (I.88). Si se compara esta Gltima -

expresién con la contribucidén a la onda dispersada del clmulo en
(I.81) se obtiene para la matriz K del cGmulo, con respecto al -

centro arbitrario R,

KLL;:_ Z:E Aii d{&{'&éLL,"’GLL R«p ‘ gAL‘LL .

oi L1

Esta ecuacidn puede ser escrita como

Kul g.zAu. Katpu L,Lz 5 eeo(I.91)

Lq

donde

, -1
K= K (s GLIE]

con el objeto de mostrar expliéitamente la relacidn entre la re
presentacién de momento angular y la representacidn momento angu
lar-posicidn. ,

Vale la pena hacer notar que la matriz de reactancia del-
cimule no es diagonal puesto que el potencial de todos los dis -
persores no es esféricamente simétrico.

~En lenguaje. formal, la expresidn para K es

K= (K'-6)"

I

donde k representa a la matriz de reactancia por dispersor. Los
valores propios estar&n dados por los polos. de la matriz de -

reactancia, esto es, cuando

Kk-Gl=o | ... (I.92)

: e
pues es en este caso cuando la matriz (K-6) no tiene inversa.
Si se compara este resultado con la condicibén (I1.68') para la -
exigstencia de la solucidn no trivial del sistema de ecuaciones-

seculares, es clara la equivalencia entre ambos mé&todos.
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%
Siguiendo el mismo procedimiento cuando k40, se obtiene -

para la matriz de transicidn del clmulo

BA
T\.L "ZZ ALL zliPly Latdda,

«l (5\.4

donde

Ten. Bly T £ {(So({é (gm +GLL( (de,at }
y en lenguaje formal

T=(¢'-6)"

Matriz Secular

Las ecuaciones seculares obtenidas forman un sistema de -
ecuaciones lineales homogéneas que admite solucidén no trivial -
Gnicamente si el determinante asociado se anula. Expresando el -

determinante en forma esquemdtica

-1
60'9 é el (gvm' kq'(ﬁ)o- (é e (56 ) f::«fn'

o, 4
z{ﬂ};::n! . éiﬂ’(o) CS&Q’ 5‘1"1 KQ(E)P (O {Q(E)?)
| o (1.93)

Los vélores propios de la ecuacidn (I.4) estaran dados por
aquellos valores de la energia para los cuales el determinante -
(I.93) se anule. Los factores de estructura tienden a cero a me-
dida que las distancias entre centros aumentan.En este limite -
los ceros del determinante corresponderén a la aparicidn de ce -
ros en las matrices Kf( 0 ﬁ); ésta es justamente la condicidn pa
ra la aparicidén de valores propios enh los &dtomos libres.

Los factores de estructura, y por lo tanto la matriz secu-
lar, tienen la siguiente propiedad

Gt -GL

&

Esta propiedad de Hermiticidad puede,démostrarse directamente a-
partir de las expresiones explicitas. de los factores de estruc

tura.Si para ejemplificar se toma la expresidn (I.46)
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o
Gl (R E) - 4me2x T 140) Yo (RR ) Yo (ap)
'se obtiene su complejo conjugado y se transpone, entonces
: 9—2' L _g" u f} ~
@Y (R e TR () 2}‘ U T () e RRap) (9 Y (R,

donde se ha tomado en cuenta que los nlimeros de Gaunt y los ar -
ménicos esféricos son reales, ademds de las siguientes propieda-

des

con Q1=(8,8) y -Q=(r-87). Haciendo la siguiente identificacibn, -

se obtiene '
aAp
GLU (Rqﬁ,ﬁ\ = Gfg(ﬁﬁa,&) -

No se tomd en cuenta la conjugacidn en esta Gltima igualdad pues
. u - . o goglogt

g-0-4 debe de ser un ntmero par; \ es real y por lc tan

to la matriz secular es real y simétrica.

Cuando @Lp:O se tiene

vl o)vcgw ; Gitloy=o AUp#0 ;A= ... (I.94)

Ia primera de estas expresiones puede verificarse tomando como -

ejemplo
G Ry ;) = 4TR L“Z OO T (0 e (KRop) Ver (Rop) ;

cuando Rpo=(00,0); p=0
240
\/t:\(o.c& = 29*1 é\mo *' 1¢(O) {o =0
1\1"0 L L‘ \]"‘ §YL ﬂ)yL(ﬂ\de—r CSLL

vy por lo tanto

L\.‘ = Ré LL‘ .
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La segunda de las expresiones en (I.94) es una definicibén, ya -
que con argumento cero las funciones-de Neumann y Hankel modifi-
cadas son irregulares. |

Deéde el punto de vista préctico, los valores proplos se -
obtienen mediante la bﬁsqueda de los cambios de signo del detex-
minante (I.93). Sin embargo, es posible que aln habiendo locali-

‘zado un cambio de signo, éste no se deba a la existencia de una-
raiz , sino de un pole. Esto significa que el denominador de al-
guno de los elementos de la matriz de reactancia (o de transi -
cién) se anula, lo cual sucede cuando alguna de las amplitudes-
A%k se anula. En este caso se debe de tener cuidado de que nin
guna de las amplitudes cambie de signo al localizar un cambio de -

signo en el determinante.

Autoconsistencia

La evaluacién del determinante (I.93) supone contar con un
potencial para el cé&lculo de los corrimientos de fase y un con -
junto de energias de prueba para economizar la blsgueda.

En la préctica, para las esferas atfmicas y exterior se -
construye un potencial medlante una sobreposicidén de densidades-
atémicas (programa MOLPOT), Yy Va dentro del programa CELULAR, el
potencial intersticial se construye mediante el siguiente prome-

dio

bﬁ N bs'
_ ANy e - 20 Y 4TrEV, (R dit
Vi = S" L S ) ...(1.95)

N

$w (6 - 206})

v Tt
donde el subindice e significa exterior. Los potenciales genera-
dos en esta forma son usados para dar comienzo a la primera ite
r501on. Una vez localizados los valores propios se calculan los
veht01es propios Agu, . Con estos vectores proplos se obtienen-
los coeficientes Cm“ del desarrollo'(l.29), los cuales serédn -
utilizados junto con las soluciones radiales para generar las -
densidades GLeLthHJCRS esféricame nte simétricas para cada re -
gidén de la td-thlﬁﬂ ( s6lo atbmicas y ehterlor, pues para la -

regidn intersticial se efectua el promedio volumétrico) y me -

diante éstas obtener la energia total a partir de su funcional

de la densidad. La densidad electrdnica obtenida también se -
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usa para la generacién de un nuevo potencial ( mediante (3')), -
el cual a su vez servird para un nuevo cdiculo de los valores -
propios; dando comienzo asi a la siguiente iteracién. Este pro-
ceso de autoconsistencia se repite hasta que la diferencia entre
los potenciales nuevo y viejo sea menor a una tolerancia y los -
valores propios no difieran (también con respecto a una toleran-

cia) de iteracidn en iteracidn.

Normalizacidn

Las funciones de onda que se obtienen directamente de los
vectores propios no estan normalizadas. Sin embargo, desde un -
punto de vista guimico esto es muy importante, pues es neceSg -
rio un calculo de distribucidn de cargas para llevar a cabo un -
anflisis de los resultados.

La constante de normalizacidén esta dada por

w

Z’SW?‘ZO\W*S @hitde, =7 45, | ... (1.96)

para cada estado. La contribucidn de las esferas atdmicas y -
exterior a la constante de normalizacidn es directa y estaréd -

dada por
%

- §rsiee - 210 § el (2T

if34

rl

donde r,=0 vy rlﬁhi para las esferas atémicas, Yi=b, v Yizeo =
para la esfera exterior. Para obtener la contribucidn Eo a la =
constante de normalizacidn N* de la regidbn intersticial, es'necg
sario, en principio, efectuar directamente la integral multicen-

. (L0} .
trica _ .

S @vgx‘*@;a d?ﬁ .

Sin embargo, por ser este método largo y engorroso, serd omitido

...(1.98)

en este trabajo.
Si se asume que las funciones de onda normalizadas estan -
0n s, . & . 2 . .
dadas por ¥, , entonces la contribucién de la regidn intersti -

cial a la constante de normalizacién, una vez efectuada ésta, es
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L- %% de

... (1.99)
Rhint.
donde
»
&{@ :E@ﬂ Iy
La expresidén (I.99) puede ser escrita como
* A .
OEn . S@n OR Y, dy - S‘l}z"&“éﬂ:’ﬂo s ... (1.100)
b\ln aVn'. ‘G\it

mediante el teorema de Hellmann—Eeynmaé?APodria utilizarse este

resultado para el célculdwéé<f.  Sin embargo es el método que a
~continuacidn se presenta el utilizado en la préctica. '
El sistema de ecuaciones seculares puede Ser‘eséfitb coméMJ

M(E V) A(E Vp) =XM(EWR) A(E V) ... (1.101)

para una E arbitraria. Si E=En entonces A=0. Por otra parte, -

mediante la regla ciclica del célculo

ot (%) . ,
(_ﬁ_g_) - _{ OVmje } o
OVz /, (5‘52 )vn £, ... (I.102)

A partir de (I.101) y tomando en cuenta la Hermiticidad de la -

matriz M, se obtiene

f oM
_ aEvu _ A (DQK)EA ’
o = bvn - _'——"_—'F"———'—' ) h .--(1.103)

* R A+ (L)QIA E=E.n‘ |

o

pﬁesto que

(33)”A+(%%}EA . (ax i A+(’§%)%A
sl ATA 0 T \WRER, AA

La contribucibdn ya normalizada I, esta relacionada con I, , me

diante

R

.iiz__g Y L
I, I o7 to

e

...(1.104)
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donde EU representa la contribucién del conjunto de &tomos equi
valentes ¢ a la constante de normalizacibn N° y 14 correspon
de a su’contribucién‘ya normalizada. Esta contribucidn normali-
- zada estari dada por

A (Qi‘l> A

1= - __\OVs/e THGl0) 5 ... (I.105)

A (2 RA

donde V; es un potencial arbitrario constante en las esferas del

E:E"

lad
conjunto ¢ . Para I, se tiene

bq
Ie =Z:‘ :s‘zv\\l g r P\G (\')d'('n

- ...(I.106)

Substituyendo (I.105) y (I.103) en (I.104) se obtiene

! Eﬁ)
~ _ A (a"\‘an A ’i . )
FTTTTTSoN ¢ ‘ ... (1.107)

EzEn

[k (B ),

Tomando ahora en cuenta que A »
[GR
’ L 2
OVele. ‘

donde la prima indica que la derivada se esta tomando en cuenta-

puesto que

finicamente con respecto a la energia de las funciones radiales,-

se obtiene para el denominador de (I.107)

)A Z AN {KQ‘(ES:Y (8 alery 3.} A’;'jn .

(@VW ““aE

Cuando k)O
/f'(lili.> /\': 2;‘ ;\ { Yi\t\wws 1e kiki] } e
b\"G‘ ;;,: R¥EH '}E’ [RI .»,;,VX /‘i\kbq—)] gan
_ 4~ ;jﬁ AJA {‘\ﬁ\\nf} -ti:;%;f ‘fv}

Gt

¢ Ta ﬁi N }3\1‘0@3

O'.v'i 1]



45

y substituyendo la expresidn explicita para A?&
N (au A7 | dRGGrE) P\“'(\;‘,'E\B

H,‘l § ¢
ifm {R ‘O";B ag d 1
Por otra parte

b P ' oy s
gvtﬂi (r;e)dr = b KR”I(%;;E)QBE(%@ _U&»—)R" (be L—,ﬂ}

[+]

.(1.108).

y por lo tanto

AR eE) ol dRY b E)
I \Qﬁ;’“ { e E) —=— — RalbgE) -~—————}
Z \ dE de ~ .. (1.109)

. Substituyendo (I.108) y (I.109) en (I.107), se obtiene
ST
E=En

k* OV . (1.110)

Por ltimo, la derivada con respecto a @rpuede escribirse como

e A&, -5 ().

de modo que (I.110) se transforma en

zoz__f,{/:r(_amwz , ko

2R? ORJe Jene, .. (I.111)

No es dificil demostrar que cuando K<0

st {A*( )A}E..Eh ) . | . ;..(I.ilz)

Con este resultado y la expresidn (I1.106) el procedimiento de -

normalizacidn esta completo.
La matriz secular tiene como factor com@in a R. Si se defl—

ne M' =**M , entonces

QQEL)'=¥4‘+%%aFv

R L ok

Pero como

A [ A AN [REEA - (RIBHAL,
puesto que
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[A+M‘A]E22n:0 $

se obtiene

To = ZRZ’ ORIe

.

{A”( aﬂ) A} ;0 K Zo. .. (1.113)
BiEn _ |

Con ayuda de las expresiones

0010 - 0 4200 = =5 s
RSP

" - (¥E- Y ) . 2
ne=-;vz;-€—-—~x-;——~m e he- g

]

ou!

————

se obtiene para la expresidn explicita de la derivada k(ag),lo
siguiente: )
a) Matriz K(E§ ( o t)

ag——(%wﬁﬁ) Ry, LRECe)] "Lk - 20 ] +[EE RS ()] b REGere) R (i) ]

(kY ) LR%(be B), JalRbe) 1°
= Dy toion. ... (T.114)

para kzé 0 y T#00), Cuando 9=

Dggg@, == Dow

2
para Kk negativa y positiva.
) . an P .
b) Matriz G;Lg ; en este caso Gnicamente se substituye -

kfy(Rbe\  por ¥laﬁm“fen la matriz original, pues

Le_gv

L Gl Rae) = AR o & TP (Reg ) Y (Re) - K0
DR v (—\“'I R DR

donde  la funcibén f, (x) corresponde a las funciones ‘h(ﬂ,ndxx\h(x)
y R, ‘ '

Potencial y Energia Total

Una vez que se han obtenido las funciones de onda monoelec
trénicas y de que se ha efectuado la normalizacién, se procede -
a la construccidén de un nuevo potencial con el cual se d& comien
z0 a una nueva iteracidén del proceso autoconsistente.

En una particitn del espacio dada ( ya sea de esferas tan-
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gentes o ce]ular) la densidad elec%xﬁﬁlca estd dada por

tird

Pler= > Plw 0. s

L=0

ee.(I.115)

y por congiguiente

Nl
\/(W"ZN w)lilwa, ... (I.116)
Es p551ble desarrollar en armdnicos esféricos la densidad elec -

trbénica en cada regidn de la particidn

,?:(?;)Q-,éﬁ’&- ZPL (1) Q5 YH—?‘ Li (5P QS (v Yo (B

+0 LL“
. o (I.117)
donde se ha separado la parte esféricamente simétrica del desa -

rrollo. Este primer término corresponde al promedio esférico de-

la funcidn 2L\ (29 puesto que

37 1 ¢ N
(P, 7)) = — gﬁ-(mﬂa (w)dr, =£‘_I— PARNCATNIE

resultédo gue se ha obtenido al introducir los desarrcllos en ar
ménicos esféricos de Q@) v .®) por separado,e integrar. Si se-
denota como QWﬂ(?)al término no esféricamente simétrico de -
(1.117), entonces

[ N4

CPYe) = ) (R +Z(AQSD ®)

i ce.(T.118)
En principio, es pésible obtener un potencial V&ﬂ) correspondien
te a (I.116) tomandc en cuenta ambos términos del desarrollo -
(I.117). Sin embargo, la introduccidn del término no esféricamen
te simétrico hace muy costoso el método. Es por esto que Gnicamen
te se toma en cuenta la parte esféricamenﬁefsimétrica de la den-
sidad ( y por lo tanto del potencial) y la parte no esféricamen-
te simétrica se introduce como una perturbacibn. En este trabajo
no se tomar& en cuenta esta filtima posibilidad. Asi, si se consi

dera la siguiente aproximacidn para la densidad

¥ — U :
Pee)Q; oy & (P () . | e (1.119)

entonces
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N4

Py = P(0) = 2, (ﬁh)f ()

i=p

La forma explicita de esta expresidn dependeri de la particién -
del espacio. A continuacibn se discutirid la particidén de esferas-
tangentes utilizada en la .obtencidn de las ecuaciones seculares,-
para posteriormente analizar la particifn celular. No se presenta
r&4 el caso de esferas traslapantes.

El obtener el promedio esférico de una funcibn es equivalen
te a tomar el primer término de su desarrcllo en armbnicos esféri

cos, esto es
— % 4
(QQJKﬁ)=Zﬁ (\flw P(V\fZ(VX)
puesto que para la particidn de esferas tangentes:
A wi_g % o
.Q.;(\”;) &1 G.Q; (&) ol = Q.0¢)
y por lo tanto
b =Y
P; AN (AN AT
Asi, la densidad para esta particibn es

: K
£ (p)z P 6) =§ B0 () + P Qs () ee.(1.120)

Una vez obtenida la densidad electrénica se procederd a -
obtener el potencial V%Q) para cada regibén de la particidn.

Para un punto ¥ el potencial esta dado por
\/Ex (gﬁo) Z: Z + \/x"- $
d=1 :

y especificamente para la regidn exterior, después de introducir
(1.120)"

5 {r) uT ! ‘
Viey- 7 ~qu +Z§?L{P 1>&“l+§zemn, IRV

ET 1 %0 ;—:w\g {0, - 8 | 18, - B ceo{I.121)

LEQ

Al efectuar este tipo de integrales se toman los promedios esfé-

ricos de los términos del tipo f{mgﬁl/lrimrﬁp sin que por ello se
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introduzca una nueva aproximacidén. No se presentard el procedimien

to de integracién, finicamente se presentarén los resultados.

Una vez efectuadas las integrales en (I.121) se ob‘ciene('w’3
¥ & - o ' =¥ [ “" '
Ve (B) %\ () = 22 25“ + —% SWY‘,’ P(r)dr, + 2 Smn‘, Palr,y dr)
‘ =4 o
L §4Trr"P (v)ydr: + -««Slnrr Cude #Vge. e (1.122)
L=t o INT, .
donde se identifica a
b 2=f
Q) - Sm B,
como la carga contenida en un cascardn de espesor (r~b,), a
Q; - Slﬂ'\" (v)dr
como la carga contenida dentro de 1la esfexa i, v a
: =¥
Qe = e Bde
INT
como la carga en la regidn intersticial.
Para las regiones atdmicas
29 (rg)—Q (r') me er
mV”Zlﬁ“&. 7o S \Ti-E) d; wewl 4+ Nac
i
e integrando
' g ' L by
\/jf(m -,-,25—‘- * —1:: §4“T';2 CHUAY Y Stm*r Blety +}: Smr B (r‘)dv
' ' o 'j'f\o
oo o o _
+2 L4me Do) dr, + 2P (g - SwRey) +2R (2T %?‘, =
. b y ‘1
e ... (I.123)

En la regidn intersticial se calcula el promedio volumétri

— N sy ZP(K")dW' L
thl { g % m{;\dﬁ‘.+ gg -«mgﬂ.— pr dg’ dg’ -¥- g\/xc d%‘} s

107 AR it

coO




50

y al substituir (I.120)

v -2 P 2800 28 Qe
Nix = {SZ g ¥ +§[Zﬂ el de le-w'] de’ ]d
ar. 0 B4 INT
s {Vede
T,

Se efectfian las integrales y se obtiene

E(—Zd [4nb -4 TR - 4nby vf‘“,Z: b’] +2 Szmn?o(r) dr',

UJ’( - ‘3
o

D\v\t

w

N i -
EQ fantt - 4L 8, 4, - &L ) t;a% ] +4upid,

3 35
-'{GTYQE?‘@ b b; '______ }_5{5‘; LﬂTb 2 l{ﬁ
-t Z’)‘M{? Z[ + MZE‘ 2 (Ar, -
g - gzb )i PNac e .20
44 . :

La energia total esta dada por (I.2). Substituyendo en esta
25)
se obtiene( ”

expresidén la densidad electrdnica (I.120),

Elemey e Zq*‘ ggb‘g\s») - @*(w)]d%v % Z, S‘m 2 (r Waa(r) ¢ dr,

272« = ! N 4 B _ ._z
‘W—R:A S)‘“T"Q"Ur dg} * % 2 gltw S)l'(-r\')\/QQ (‘(‘\) \ { dr‘

}
S@lm—{’ ‘E;(@") s dﬁ’ + z 2 ‘% ?E‘(\‘\)Ux}; (Y.‘:p“(r;))l{ﬁ \"i'dl"-
tzo ¥4,

=% ¥ ‘
+M‘§ Sinc Unc Qs e e (1.126)

donde
— N 2 9(\' IIRER d@-, n Qs)mh Lot
Ven ()= Zj.;m s Vot - g ST \lc,-g YT dw‘

oz e

Estas expresiones son las mismas que aparecen en los potenciales
las diferentes regiones de la parti
(L.126)

o -~

obtenidos anteriormente para
cidén. El térwminc correspondiente a la energia cinética en



no se obtiene directamente, sino a partir de

Een = Zk} nﬂ; gg{):y(m E\E%ﬁ?(?)ldw = Bt — JAVAN( 3 ,ﬁ)]‘> e (T.127)
donde E 1y . corresponde a la suma de valores propios de una ite
racidn anterior.

Cuando los cfimulos de tomos no estdn muy empacados (molécu
las lineales o) planaréS) los resultados que se obtienen con esta-
particidn son muy crudos; no es posible describir adecuadamente -
los enlaces covalentes. De las dos aproximaciones al método: poten
ciales esféricamente simétricos en la particidén de esferas tangen-
tes y -aproximacién al potencial de intercambio, la primera es la -~
'determinantéﬁ}Es por esto gue se ha prestado;%ran atencién en el
mejoramiento de la descripcidn del potenciaf%>De los métodos més
ambiciosos para corregir l%!aproximacién dg‘esferas tangentes, -
estan los de William et aI&y Keller et af??generalizan la teoria
de dispersidn mGltiple para potenciales locales arbitrarios, inde
- pendientemente de la particidn del espacio. Yang y Johnson preéeg

tan las ecuacionié seculares para %%% particidn del espacio de -
esferas truncadagwy Ellis y Painter han presentado el método va -
riacional discreto, el cual, atn cuando elimina la aproximacidn-
de esferas tangentes, tiene la desventaja del gran consumo de -
tiempo de maquina.

Los métodos antes mencionados, afin cuando eliminan las apro
ximaciones de esferés tangentes; tienen la desvenhtaja de introdgf
cir considerables complicaciones al método. Hay dos métodos. que-
mantienen la simplicidad de las ecuaciones seculares de esferas -
tangentes, corrigiendo el po%&;cial de acuerdo a la particidén del
espacio: esferas traslapantes y esferas truncadas.A continuacibn- .
se presentard la constr%?cién del potencial (I.5)para la parti -
cidn de esferas truncada§?ﬁ

De acuerdo a la particidén de esferas truncadas, la aproxima

cién a la densidad (I.119) tomard la siqguiente forma

P () ity (TR = FYea Qv
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Substituyendo esta expresidén en (I.118), se obtiene

N ) . .
PC:L(E")’&?(;(Y\) ‘—'Z @C‘B‘{Y“.} ’.6_5(.’(() + .éxi‘r Lo () . . . (I .v128)
{30
Las funciones escalon ¥y sus promedlos esféricos pueden expresarse
en forma cerrada para cada cortequo serdn presentadas estas expre
siones aqui, pues no es el objetivo de este trabajo.
Empleando (I.128) en la expresibn para el potencial (I.3'),
se obtendr& el potencial celular para cada regidn de la particién.“ﬂ

Para la regidn exterior, el potencial serd

N 3

w -
CEL - "‘22# fi(\" )Qa(\’g) dg} 29 (Y \Q (T«) dgq
N (ﬁj")“; kel 4 VBB % o
=¥ 0
Bnllwrge | Nye, e (1.129)

-~ \ps‘gﬂ\
1
El primer término, al igual que en el caso de esferas tangentes(ET)

sera

puesto que no se permite que el centro de ninguna esfera atdmica-
este colocada més alla del radio de la esfera exterior. Integrando

el segundo té&rmino

0

gzw————wig")g o) g 2 Euy v,',“-?xcr,‘,)Qo(rL)dr;Jrquv B (r) Bolrhy dt) |
¥o! IR . .

o

donde (%) representa la fraccién de area de una esfera de radio r,
que ha gquedado dentro de la esfera exterior.
El cuarto término es idéntico al de ET

SZPM_Q dg,xﬁzlfr\., .

{1-2 118

La contribucidn de las esferas atémicas al potencial de la
~regidn exterior tiene distinta forma segun sea la posicién de la
esfera atbmica. Para cada radio r, es necesario analizar el caso
en el que esta cada esfera atémica y asfi poder calcular su contri
bucidn, Si se define ti como la distancia del centro de la esfera

atbmica i a la esfera de radio r, en la direccibn del eje que pa
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sa por el origen de coordenadas y el centro de la esfera i ({;=6-Ri)

se obtiene para el tercer témino de (I.129)

.
a b <ty

R .
S 4 Py A

]

Yo

b) tc(b; ; s¢ tiangn twes cos0S
I bi:’g\ui)"“;i

“’ FL" b\
2 ‘*‘T?‘(r e (mr”dr + Sbf? (R Q) (1=l )v
[ ‘“o foi

+2§4mcr VDA rrdd + & §~'«ue (DT d,

b Y- N
ii Z‘U QG < ' Rt

‘ ”G{ I b'>'§_.;5Rog
i Yo—ﬂc;, bl’- .
Y, § 4B Lo e + §4v§>¢(v’;)ﬁ;m->(1&'&(“;;3)r;. dr;

Yy~ Roc

2 5 AT B DL v

Yo-Roo .

T Rocdbe Mts
Ye-Rov

2 gém(r )8y "dr +——§4W?(r ML) -13, (o, e Y Zd\f
by Yo Rot
| +-R—°_ g““ Qd(.\Jc)ﬂg(\'g)Q,;(To,\";\)\’,(_.ld\“;
donde * No-Roc

(4-a) (r7-Ra&-t)
Dojrd=—7— ==t

representa la fraccién de &rea de una esfera de radio r{ que so -
brepasa la esfera de radio r,.

Para las esferas atdmicas

X ~ ~2% 2551 200567
CEL & ¥ 2?&:9 !
VI L e Z I, % g e e 130

El primer término,  al igual que en ET

]
R 2 2%a
o» e Rl E Rat

«a1 i K Ei
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La segunda integral,cuando j=i

\f¥ be

_® ) ! ¥ ]

5 2 ? (\"L) Q ("' ) dt” 54“ ?:(V‘AQL'(‘J() ‘J"Zd\.'i + 72 glﬂr \”\. ?\' (r) d,YJ
6{ ‘r 5‘ ‘ |. fe) r\'. '

v cuando j=0

v}
S BN g - 5 AT B (e DL A,
0 |- Jor S b ‘

La contribucidn de las N-1 esferas atbmicas al potencial de
la esfera atdmica i, tiene distinta forma segun sea la posicibn -
de cada esfera respecto a la esfera i. Asi, para el segundo térmi
no de (I.130) cuando j#i,0

I Riydbo+b;
b; y _ A
2 g AT 08) D4l &Yy

&

T Ry dbotby

gw dg» < Reg=Te
- - Ryl 2 g Al 93(\' Y4, (\-1‘)‘3 dY
G}\J R\,j o

b N
I S — ‘
+2 g 4T G (v Qg () 5 (e v 1" Yy
S R“a“.'

9 b,
-F—g mwmmu AT

donde -
. 2 2
= , (1'b) ‘.'_1__ RL« "h.
T (r sy - 40 po WoRo-t

2 T 1Y,Ry
corresponde a la fraccidn de &rea de una esfera de radio r dque -
sobrepasa el plano de truncacién con la esfera i

Para el tercer término de (I.130) se tiene

S’_@_‘;Q i

PR
INT N %mx

) pe
2_, §4m,(mr d; - :zgamgqm,mmaar Ve,
L o

b

= ZV\NT(ZT Lowmdy = 3“' ROL.) 29M§)4W Q ru)\ﬂ d\‘
&

fea
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donde Zmd» corresponde al radio mds alld de b, que contiene a to

das las esferas atbmicas.
Por (ltimo, para la regién intersticial

V"=.L{§i oL dmg'(g ZUDEAD gpt

i Vit 9,570 W -84 o \bw oW -y
5%
2 gm Qim -m) g ¢ .
Su\?~?W detfde & YNac dr - ... (I.131)
NG L\

El primer tétmino estard dado por

. bd
2Za =
S 2 d = Zzi 4T ng 3“- Rda) ZE ZR gé“ﬂd(rn)h‘drx

Hzq ‘P @\“\ . e( 4

iw-ax

+Z{Z Z2Ea g,qn_Q (r) ¥ dY} 22 Zy m.o_o(mr dr, .

Para el segundo término, se tiene

- M i
g 29,
E 9.?(r )L cm 4Pl = Wt § w?m)ﬂ. ()Yody, E § \@,-ﬁlcglda
PA=SENY by - N .
donde

\]

b‘.
AR —
Q- §<m Bolr ) Telely K2 GF,

¥ .
" G e N by N A ,' Fwady
§ —dy, Z {mr Ers™ 5 TR - S‘ﬂﬂ. (v, dr& Dy gém OTHA; - 54“ Qoratdy, o
=1 ‘m‘g;"g{o\ =1 o JE R"& b
Para el tercer término de (I.131)
¥ ) 27 o
' Y =% =8 zwt w ~
gg%”_}%{ dg‘ dﬁ‘ = ATY ﬁm%r:d'xz)mt - M \nc[ - Z (Rzﬁ? +§rf.Qi (r;) é\f‘}
MY ANT v °
y & b :
— L 2 — NN
-5&" 0.0 dn] —Zz o) [zn Tty - -%—Tr Rio - glm‘ Q.0 dvy - ~ﬁ;°-
=1 A = ST

m
Ewiak

| T
gmmacmndrﬂ] 2%&5 (S/W\"‘o_ﬁo@;)dr;)dr -

ko
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b, Trein

...M giq (gjmr Q%) dY, )dr géﬂrr Q (\’o)(g:lvnﬂ 60 dh)dyo}

Substituyendo ahora la expresidén (I.128) para la densidad
en la expresidén para la energia total (I.125), se obtiene

E Loy, = En 5¢>“ga°) v @,(ﬁ')]di’ ¥ }:, §<m B e i (1 )W 1T AT,

=0

+E§ \ézq P Quur die +Z §‘W?(rmtku(vw dr.
o Rel

+ ggé\“‘ \Z\:Y?‘\Q\m (\,@‘d@ +§ - g (‘"x QA(X }UXC(Y:,?)QWY‘ d‘l’

LS

. — ¥ . :
+§L§§“‘ Uxe {Lin de e (1.132)

donde

\/cw )= Z 2L

‘g\ R’h

Q%m _ g 2%‘2&\1 v@n\w o
Una vez obtenidas las expresiones para el potencial, la realiza-
cidn de las integrales en (1.132) es directa.

an estas expresiones para el potencial y energia total se
dard término a este capitulo. No serd discutido el término de in
tercambio y correlacibn. Solamente se mencionard que el tipo de-
aproximacién usado , tanto en la versibn relativista como en

‘ (8}
‘la no relativista,es la Xap .



Capitulo 2
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METODO CELULAR DE DISPERSION MULTIPLE
RELATIVISTA PARA MOLECULAS

" En este capftulo se presenta la formulacidn del método de-
dispersibn miltiple para moléculas a partir de la soluﬁagn de la
ecuacibn monoelectrdnica de Dirac para un campo central. Al -
igual que en el caso no relativista, se tratard la particidén del
espacic de esferas tangentes y se har&d uso de las funciones de -
Green. No serd incluida la simetria duraﬁte todo el proceso de-
la obtencidn de las ecuaciones seculares con el objeto de simpli
ficar en lo m&s posible la notacidn. Una vez incluida con deta -
lle la simetria en el caso no relativista, la introduccién de és
ta en el caso relativista es directa y por lo tanto Gnicamente -
serdn discutidas las expresiones finales.

Este m&todo proporciona una descripcidn completamente rela
tivista de las funciones de onda; reproduciendo el desdoblamien-
to espin 6rbita de los niveles de energfa. No serdn incluidas co

rrecciones relativistas en el potencial.

Problema a Resolver

Al igual que en el capitulo.anterior se considerard un sis

tema molecular(con n electrones y N nficleos fijos. Con la aproxi
S

macidén de Breit para la interaccidn electrdn- electrdn el Hamilto

niano estaria dado por

Z: _As [eeay o &R (& Fy) }
h ‘1‘(“1 4 Z; { rtJ rli d s e (II'l)
(X 2] i34

donde

h, =Ce-p+e?p, Z,-

o=

,
Vi

con unidades atdmicas ﬂm:ﬁ:z:ig ¢=13%.03% ) v la energia en -

Hartrees. Las matrices & y f estén dadas por
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“-(eo) » r(53)

donde ¢ son las matrices de Pauli

- 0 1 o - (1 0o\
G_x‘—'(1 O) 3 G’a:(" O) ] G_l_(O"l)
=(10
1 (01)

El primer término del potencial en (II.l) corresponde a la inte-
raccibén couldmbica clésica, mientras que el #ltimo término es re
lativista y describe la interaccidn magnética y el retardo de la
interaccidn coulémbica. Esta aproximacién para la descripq%én -
del potencial relativista es solamente una de las posible§%)La -
introduccién de este tipo de términos en el potencial no serd to
mada en cuenta en este trabajo.

Ahora se generalizard la aproximacidn para la energia to -

tal como funcional de la densidad al caso relativista
Pt 1 2 ‘ . {
Elpw] =2 n § ¥l wde + 4 §§ P hg Peen awe

1 27«2
4 gP(?)Ux:(Q(E)H%{—‘E‘ Z "",R’o’(i (Rgdbgrgs)

d#—p o.‘(II.Z)

donde ahora la funcidn de onda es una matriz de dimensidén 4x1 y-
la densidad estard dada por

Pee) = 1 n ey, .

La minimizacién de la energia total (II.2) con respecto a-
las funciones .(x) con nfimeros de ocupacidén constantes conduce-

a las ecuaciones monoelectrénicas

€

{c@§gmm&+VGﬂr%(%=&@ﬂﬁ,
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donde

1

"2%4 ?ﬂ?) i :

Vivmel '“‘g'; i gma-gn;dg’ elo@1, BG4 -2
(a%)

Al igual que en el caso no relativista se sigue cumpliendo

oE

Solucibn Implicita
Debido a gque se tomaré una particiqién del espacio de esfe

ras tangentes,el potencial estard dado por la superposicidn

_ N ‘
VY = 2, Vo) +

) azo T .. (11.3)
donde Vg (ry4) corresponden a los potenciales esféricamente simé -
tricos para las esferas atbmicas y exterior. El potencial constan

te intersticial estard dado por el promedio volumétrico

v:x:v‘)"it %f”d?' oo (II.4)

La ecﬁacién monoelectrdnica a resolver es
{c‘ﬁ;(.mpmoc’wt\/(r)}@(@) = EY(p) . ... (II.5)

En este caso se define;la funcibén de Green como
e (IT1.6)

{capspmet-E}GRPY = -1 $te-w,

donde £E=E-Vyx .Si esta ecuacibn se traspone y se cenjuga

4 t
G (ep) {Qﬁ-Fﬁémaahﬁ} =-10-®) ;

A ~4

pero como el Hamiltoniano es Hermitiano W ="® , puesto que

@@f:@gi , entonces
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G+(§’, E"){Q%{'P apmet-g}=-To(e-) . - ee . (I1.7)

'Si ahora se rearregla (II.5) de la siguiente forma

{oace +pmacr- e 2@y = - [N T} ) L..(1I.8)
'y se multiplica a la izquierda por ¢fx,x")
G ey [P« pmat- e Jooer = - Qe en (Vo) -V} B

A esta expresidn se le resta (II.7) después de haberla multipli-
éado a la derecha por ¥ (xr), de modo que la solucidn de (II.5) -
es
. . B
V() = SG(SJ,E") (V)-S5 j%@yde
pero la funcidén de CGreen tiene la propiedad
1, .
Gep = GEe)
y por lo tanto
@P(W) = ga(ﬁigm) {\’(@\) "QE }@(@\) d@' ; | Ve (II . 9)

expresidn que corresponde a una ecuacién integral de Fredholm -
de segunda clase.
El obtener ¥Y(xr) mediante (II.9) es equivalente alvprinci—

. C (46)
pio variacional

SA =0
con el funcional A definido por
A= E@g‘(ﬁ) Vie- Vel {Tw - gg (e [viry -Vp [ 2y dp }de . (II.10)

Fsto se demuestra obteniendo directamente la variacidn de (II.10)

con respecto a las funciones de onda, es decir
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SA = 5[\1@9) -V ] [ $% ey 2 ) ey dm ] dé
'§5@+(€’)LV(?)—VE] §G{m‘> Vo) e l2e) de'de
- g % (e) (V(w) -V ] gﬁ(@,v) [V Ve ] S¥ ) dede
y factorizando S¥'® y 5@(@» . |

SA = S ST ) {Nm N JWe) - [VE) Ve ] S&(w) By Ny ] %y dp} dp
+ S{%‘Y@‘) Ve -V ] - Ve -Vn ] S?Je*(@) [V(ey -V ] Gee P dp} OB (iR’ -0

Esta expresibén se anula si ambos términos entre paréntesis se anu

lan simultdneamente y por lo tanto
Yoy = S G (e P [N -Np 2E) dF'

CA(DE g‘?flf(&?) @ -w]Gler) de

gue no es otra cosa que la ecuacidén (II.9) y su transpuesta conju
gada. ‘

Es posible expresar (II.5) como una iﬁtegral de superfici£?§
en forma equivalente a la ecuacidén (I.10). Para hacer esto, se -
multiplica (II.8) a la izquierda por GY'(xr,x') y (II.6) por'@*@% -

esto es
1_ - * I
Gee) B =0 G EemePRE) +m G ERp2E) -t Gler) 2w
= -Geey (NP -} Tl | ... (I1.8")

Ve £ Glep) = e 2 @) P G P +moe? Fepa e - 2@ Gl )

=T V) S p-n) -
.. (II.9")

donde se ha definido

L= cop rpmot-¢

Trasponiendo y conjugando (I1.6') y resténdole (II.8)
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- {’f{as)é(guav) }*Jr Gf(ﬁzéw V@ -Ve ] aw) - o (Youpce W)}Jr
+ m,0? {’Zf(ﬁ’)(aew, @t)}+—£ {@*(P)G(azw')}+~ Gl E’")@.? Y(w)
—} moCzG+(’é‘,§")(3@(§?) + é@+(§’,@‘)’@(ﬁﬂ). .. (II.10)
Esta expresibn se transforma en
Yp) = SG*(mm) V) -V T%(p)de - g{ [@*(@)@!-PG(?,@) ]+

- G Eap e | de L oo (TT.11)

después de tomar en cuenta

]

¢ ' |
{Pwpcrem]-Gerigum -Gumpre) | pp

; %
{@JEE)GQ@,?‘)} =G+(x’,§‘)’3£(§’) .

El primer término de la segunda integral de (II.1l) se transfor-

ma de la siguiente manera
4 e ¥ LER 1
{@(E’)@-?G(@, %9‘)} =ith {’Q (@)WVG(@,m} =hVGep) & UWw)

= hvGler) . o)

puesto que UP:-=-(hOV y @(Jf=€>( . Tomando en cuenta esto se obtie

ne

Yy - [ Cwen V-] verde - ieh § (VG @m0
+G*(E’,%")®!-\:¥’*‘£(§>)} de ,
Un resultado del c&lculo vectorial es
PR + t
V-chmﬁ*)@@x@s} = G(RP)Y.FPP) +N¥G (eP). 82 (P |

y por lo tanto
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Y'Yy = §G+(%ﬂ,é‘>[\!<§ﬁ>—“\?u]@(@)da} - ieh g’?- XGJ'(M"\& ’th»aﬂ}dﬁ’ X

pero por el teorema de la divergencia de Gauss y < la propiedad-

de Hermiticidad de la funéién de Green, se obtiene finalmente
P (p)= fG(@,s") vy -V Teey de - eh §G<w)@chw ds', ...(11.12)
v 5

donde n es el vector unitario normal a la superficie S que encie
rra al volumen V en COnsideracién; Agui, es de hacerse notar -
que (II.12) se reduce a (II.9) cuando el volumen de integracidn-
es todo el espacio, pues la integral de superficie se anula.
Asi, para obtener la funcidn de onda es posible seguir -
dos procedimientos: a) mediante la ecuacién integral (II.12) v
b} mediante la minimizacidén del funcional (II.10). El primero de
estos procedimientos es el que se desarrollard en este capitulo.
Al igual que en el caso no relativista, se considera la re

gidn intersticial como el dominio de integracidén y por lo tanto

Wiw) = ~-ich SG(E’,E")%X-?} VEHdr' _ e (IT1.13)
- S\'nt
Para las funciones de onda de las regiones atfmicas y exte

rior se propone el siguiente desarrollo

( 3‘: (%) Xa(&’a))

QQ“(E”\:@(!&+R y = ZQ“ d
‘ R e B

Q

d=04,. N,
L ... (IT.14)
donde las funciones radiales deben satisfacer las siguientes -

ecuaciones diferenciales acopladas

d Il ket 9 ) +(E'—°’é\-/;@ +1 )e{’:(m

de, T W
) | ... (11.15)
dfi) | k-t ity - (E&:.\i(ﬁ“‘l ) e E}f () o me=ifz
dry | c* ' :

" 2 . v
donde Eczhmmoc . Xafﬁ) gon las funcicones angulares de espin, las
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cuales gson funciones propias de los operadores L2 3232 J y -

gL+l con valores propios 1(1+1), s(s+l1l), j(j+1), kb vy -k respecti

vamente y estan dadas por

Z;<4HH'.pss>‘%Hs(?) X(3)

-t
5=23%

donde Q=(k,pt) y O=(-k,p). Los términos <{4mif% K55 son los coefi
cientes de acoplamiento o de Clebcsh-Gordan, y también se deno -

tan como C(234 ; H-s,8) o s,k

455+ X(s) son las funciones de espin-

(espinores)

Ah=(5) , xn=(9)

El nlimero cudntico k toma valores enteros diferentes de cero y -

estd relacionado con j y 1 de la siguiente manera

1=Hﬂ-% | para  J=0+% K=-(241)
para 1=1-% k=12 3

f toma los valores -4,-3+%,....,73-3 9.
Es posible obtener la funcidén de Green relativista median

te un desarrollo en términos de las soluciones de la ecuacidbn
{Q@{.p +mocl(1‘>} Qp) = £ P s

cuyas soluciones son las ondas planas de Dirac

e |k L XS e
. . iR ,,+mnC1 .
¢§;'S (E’) 3\1(.5,K) @ =(““"’£‘E:’") _0;.?_-_2__ X(S) Q E= ho
Ro*mact
Y
1/ cop
i 2 lxw) (R®
P (1) =580 C =(—§—°§f§—}°~ \) Rorimoc C £= -k
: X9

o mediante la aplicacidn del operador Hermitiano {QN?*ﬂmuf+£} -
a la funcidn de Green no relativista con K*=2&W. ., A continua

cibn se mostrarad este Gltimo método. Las funciones de Green no-
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relativista v relativista estan definidas ccmo
2 .
(¥+k) G, (er) = S(w-8)
{Cex-? + pmmk 3 }G:(P,%”) =-1 5(?—@‘)

Multiplicando por I la ecltacidn para la funcidn de Green no relativista

e introduciendo la expresidn relativista para el momento
21,2 1 2 4
R =¢2-wio

se tiene

’ .
(‘32 + %—micﬁ)l G.(rw) =15®-p) .

El operador laplaciano puede ser expreéado como

2,

SAvA -(@(@(&@Pw(&’a -t " )52@?

y por lo tanto
{,(&?Vﬂ§)+wm-nuc}GJ&PQ:Ié&LFL
Si en el término entre paréntesis se introduce la identidad

M, (&0)p - O, (o-P)p + ECH-P -0 @0 + EMaL?P - EMLTE =0

y se factoriza, se obtiene

\C@('P [0 - € (Cocpme’p +£ }G o) —-‘_\:é(ef v ]

expresidn que de acuerdo con la definicidn de la funcidn de -

Green relativista implica que

G (E},ﬁ") :{C&p.}_mcoﬁ(s + E} QQ(E’/E")

CZ

Debido a que la funcidn de Green esté ‘asociada a una energia es-
pecifica, podria parecer extrafio que G(r,r') se derive de -
Go {x,x') con una energia diferente. Esta aparente discrepancia -

se disipa al tomar en cuenta que a bajas energias, R se reduce -



66

a su contraparte no relativista

R2¢* = ¢m-mih = Ec (€ + 2mc?) = E:(i 4 —gf“——@f) s 2 Ec

£C __g__g &l

Wall

donde se ha definido €c=E&-W.e?

Ademids de su "simplicidad" esta relacibn entre Gx,x') vy
G, (x,r') tiene una ventaja adicional sobre el desarrollo en on -
das planas de Dirac; ya estdn contenidas las condiciones a la -
frontera, pues éstas prevalecen en ambas teorias.

Volviendo a la ecuacibn integral (II.13), el dominio de -
integracién consta de la superficie de la esféra exterior, la -
cual seréd denotada 5. , y de las superficies de las esferas atd
micas, las cuales serén denotadas por S. . Al igual gue en el -
capitulo anterior, debido al requerimiento de continuidad de las
funciones de onda , la funcidén de onda intersticial puede ser -
substituida por las funciones atémicas o exterior segin sea el -

caso. Asi,

OIS . Yoo, =¥,

, ' ...(I1.16)
e }sa =,q)x(g==¢) \“:\;‘4 Y (&) }Sa =@d(€’d)\\,;=b—‘ R

donde los subindices + y - denotan.la superficie exterior e inte-
rior respectivamente. Tomando en cuenta estas condiciones a la-

frontera)la primera de las ecuaciones seculares seré

Ve (RR, . = -l SG(%, ®) &-f, YRR, dS,
‘ Yo lr, - f=4

+ 'LeZ:S’G(%z,wh-au.m-“r‘%*(@;wrzd)- ds'y e (I1.17)

{0 L
RL S o
donde Ros= Ro-Ry | Yoo Wyt Roul

La segunda de las ecuaciones seculares estari dada por

A
= <o § GlBs B - B )OCT, 20(R+ R S
e Ya <IF,-8uol '

P(w, + Ba)

tiC gG(&‘a, o) 60 0y B (W +R4) A Sy
Tg)"; '
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... (11.18)

Las ecuaciones (II1.17) y (II.18) son equivalentes a (I.12b) y -

(I.12a) respectivamente.

Funciones de Green .

En la seccibn anterior
para ébtener las funciones de
desarrollo en ondas planas de
del operador k@?+m€ﬁ+&} a

vistas. Debido a las ventajas

se mencionaron dos posibilidades -
Green relativistas: a)mediante un-
Dirac y b) mediante la aplicacidn-
las funciones de Green no relati -

va antes mencionadas del segundo -

-método con respecto al primero y a gue ya se cuenta con las -

expresiones para las funciones de Green no relativistas, serd el

segundo de estos métodos el que se utilizari.

No es posible usar directamente las funciones de Green -

obtenidas en el capitulo anterior debido a qﬁe los desarrollos -

se hicieron en funcidn de los

armébnicos esféricos reales, v en -~

este caso son necesarios en funcidén de los armbnicos complejos.-

Los cambios de uno a otro tipo de desarrollo son minimos. Del -

P . . . . . 7
apéndice C,las funciones de Green no relativista cuando k" >0 son

Go(RE') = k) Je (RO e (RG) Yo (B Y (BY
L

Go (B B Ruo) = 20610 (R 3 E) o (RTONARYD Yo (B) Yo (B))

L

L o)-Ry,)
r‘o) Rao

G (5’4,3’{3—8&@) = Z:, G‘:’% (Ra‘;;E) je(im) ’qu(RY&) aéx.(ﬁ?’d\ Aju (@(‘b)*

T‘(‘Eﬂb‘&“ﬁ; b

Qo8 1R = 2 GO Rog ) el R, Jaler) Mo (8,) Yo (84)*

[R5

Vo > ¥y~ Roal

Y para ﬁ<0

«..(II.19)

... (IX.20)

‘ " A Ak
G‘it-(?\do',ﬂ = Z‘WRZ i—m eI\-(L‘ 1) J e (RReo) «éL" (ﬁdo)
. = .

<. (IT.21)

G Rap ) =41 ) T WMo RReg) Yoo (3.

W

ee o (IT.22)

e N X
G(:eu (@ZN'IE) ‘:Q\TRZ -LH@J IL(U‘IL‘I‘ ’Sck (RRM) [‘jw(ﬂoo&)
S
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v@)-RZ: Lelrre) RT(RG) Yooy Yo®hy* ... (1I.23)

Gl (8, B, Rao) = Z:( )M LU(Q\M,EJ LelRry) RYGi( W\%L(%)%L(Wv (I1.24)

v

L N (Ré(o ) 4“'&2 Q+1 (L; L“) (.Q" (RR-C(O) AJL“ (ﬁdo)*

G, (¥, B~ Bup) = Z( )m Gob Rdm‘:—) ICATICIARN (Pod’ﬂu(f
_ .(I1.25)

44 : A
GLU(Rm,m mZ( Lo R (RRap) Y (R

G, (PD,PA Roa) = Z( “i LL‘ (?‘Od B) RE(RY,) Le RY.,()"A\_W)M "(!’d)
»  (I1.26)
Gt Rog ) =472 (™ T (L 19) o (RR og) Yool B

L\|

Ahora bien, para que sea posible aplicar el operador -
{Qul’*mvﬁ-va} a estas funciones es necesario que estén represen
tadas en el espacio de momento angular total.

Si se efectlia el producto XQUHXQWW y se suma sobre ju -

se tiene
2 a3 e) L2 2 & Capl ) Capl 8 s S YL B (B X X5
3 .

Esta expresidn, debido a la ortonormalidad de los coeficientes -

de Clebsch-Gordan
LRI pes s Yapt 8 pest s = Oss!
3

se transforma en
. 4 . ? A ~ .
;XQ\E)X@ (v = ;Z; Ys @YY B XS Wi

Efectuar una suma sobre us’es'equivalente a hacerlo sobre m,s,

puesto que f=m+s, vy por lo tanto

%KG(@)-X@(?)*I L Yoy Yo (B ve . (I1.27)



-
\ted

pues

-1 9)- 2w sy

Multiplicando por'12 las expresiones (IL19) y (II.23) y substitu
yendo (II1.27) se obtiene para las funciones de Green de un solo-

centro en el espacio de momento angular
G, (PP R%ﬂe(m)YMR\’AM(@)XE(% fo ... (I1.28)

Go (e, P ’QZ’ R RYLRY, ) X (BY X5 (8 ; ka0 ... (II.29)

Se multiplica ahora Aa(®) por {Aultf, p-g, o) y se suma

sobre ] para obtener

;Xe(mw pressd =20 20 (dpled pes 5 it s 53 U0 (BYXS)

i s=t}

'y por la ortonormalidad de los coeficientes de Clebsch-Gordan
{ A
E%d?)(ﬂp\@p—s‘,ﬁ = ‘ép-g () A, ... (I1.30)
3 :

‘Multiplicando las funciones de Green de dos centros por I, e in

troduciendo (II.30) finalmente se obtiene
2 dQ i A ~
Go(av,,av;-gmmzz, G e (B2 el Rra) Xa (B (R X (B0) L. (x1.31)

SGQ,(&O E) = L(ﬁpiiz_,pssbGLL(Rm,EKﬁMLL, 5, 5Y

GolBx, K- Rep)T, = 2;9:; 30087 Xa (B Jol REp) Xy (B) ... (I1.32)

| JagBep ) = ZQP }k$5>GL“(R<p;&)Aj'p‘\a'lz,p‘-s,s>
G (B, - Ro)T5 = s Jog (Roa; Emfmmxca(@) 1o (Rek) xa @) ...(I1.33)

g

Saa- (Rox;€) :Z;qwg Mes,5) G %o Rou )y wiey ‘5,33
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cuando k2>0, Y

Q‘rQ
Gn(E’u BB, = 8&&‘ (gdo,E)Lﬂ RY,) XalPy) UL )’Y@(ﬁ’ )
QG?.
.. (I1.34)

aa‘ Ra(osE> Z.Xﬂ* g, SS)G Rio,L)({ple ,p'~s,s>

Gro P B Rep) o = 10 ()™ G (R ) Lelitr) Y () Lo ler) X ()
Qa'
.(I1.35)

9:2 (Rip £ )-=§<’JM 0 15,5 GS?(R@;B LApl S s s

Go (B, By~ Roa) T, = ) (- )’”9  (Rog E) ‘Q“’(mn(@ &) le(RY) Yot (B4)
ae . (I1.36)

G RogE _ZGH\Q pss>GLL(§zM,E)Ljp (Liss)

cuando k%<0.
Para obtener las funciones de Green relativistas sélo -

falta aplicar el operador a estas funciones, es decir

GEe) = {C%P+ W\oc‘zr‘) re} __Go(é’;ﬁ")’ 1,

E+ miet Qﬁ--p GD ('E,I!,\)
o
ceg.pP E-nq?

i

Antes de hacer esto, se obtendri el resultado de operar ¢.v¢ -
sobre Go®P) I,
Es posible expresar el operador nabla de la siguiente -

forma

2 P
=P -Lt=xbk
N ar .V

y por lo tanto

O.P=-(0-V =-(T.9) % «g-‘@ﬂ-j ;



Por otra parte
@F)@L) =P-L+0.(8xL) @ (PxL)= ~i (T-9)(C-1) ,

de modo que

(@) =-(on & + L@ R)EL)

= -U‘Q}B—Y—‘ A0 (T L)
=G {k-r & -1),
han introducido las definiciones K=@.L 4 Y U}=$'% To

donde se
mando ahora en cuenta las siguientes propiedades

KXp@r = Xe® , G- X5 (8

vy la relacibén de recurrencia

d el K+
—:{ 4;; S« 1. Re) (- 1\%(3&\

donde Sy corresponde al signo del nlméro culntico k, se tiene

(6-8) § (RN Xa(®) = +Le(R -T2 -1) delkn) Xal®)
=tk el RY) Xa () +ikSeAr (RY) Aal®) - Lh‘r( LS ) $lanYg (B)
LR X g (B) = (RS Je(Re) Xa ()

De igual forma, con las siguientes relaciones de recurrencia

LIRS ek — KL et

R gr

A didkn ia(m (k”)umv)
R dr

4 dRIm RY (K1) RE(RY)
L et

se obtiene el siguiente resultado general

(-P) T () Xal®)= (RO To (kN Xg (@) L (11.367)

donde
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47 si Telrn = RYRY, Celrn)
Ok =
Sk st Felrn = Actr0, Me(RYY

Utilizando este resultado, se aplica el operador {Cﬂ1’+mwﬁﬁ+5} a

cada una de las funciones‘de Green (IT1.31-I1.36) y se obtiene

e N AU AD ARy (AN (AL HCTATH m)xawxgim
G (e ) = R

oy & GG M k) e Kal 8 X (8
. (I1.37)
e A AT KITAD Ao A MM L PO KLY CYCAR A I8
Gle, VB "'RZ_, 2
o r, SelE) e @®GE)  E d R T8 X g (81)
‘ . (I1.38) 1
o [EE an eXaB @) St e (nh (#)) |
G (%, B-Ree) =2y oy (i) , 1
g igk(g)j@(gr,()m.{m;m YA 5’2—-‘;5& amm,-mr,,) Q(E’,\,’Xa* N

..(11.39)

/ EH“:C

B daler o (R KB B 1S, (& Velor Jelad) Xa (B 8|
Gl &, “p) Zuw(% a( )

(MR et e B ey £ ée(mmm@x@(m () )

Pt

e (I1.40)

£mu.c

0

MR Xy 5, Me (k)Mo Rek) K ()50

g’ E" g‘od) Aadsiwl RMIE

o : \Sx( IelRn e (ko o (8. XQ (B) SRR elerd XolB) X5 ()

LL{IT 40D
cuando kZ)O, y para el caso k2<0

A iR E
[E Ldnr;)R‘;‘.im”ﬁ(@(mﬁwm LB treda RS ) X (B Xl |
G E‘ ) RT( ﬁHk *
o, By "

s
LY
%

4 Ay £-¥ pﬁ ap Ay
L) LR R RN EN S (P &80 LlRRY (RED el Xe 5,

|
)

LAITLA2)



[ e Rea) R LR Yo 8, )X 8D (%M \m’o}k“’ URe) A E1XA(R))

Glp,p 'pZ,( *
’*1

rm (LB Catke) ROLREG @I RED U o) ket Yaldo Yo 8))

v (I1.43)

B e KR YalBNa 8] € (%) Celnad e Yo e ()

G(n,,r;_ﬁth()mS R \
aq! () Gl BRI ) 2 LR KR! BN,

. (IT.44)

Q‘L

AL LelRr tp(k%\%(@ﬂéw@’é\ k%) Lz(md) LQ“.R(@YX@ eﬁ\ﬂ'(f’b \
G(P« P(rﬁq";) E QQQ. de:E) >

L) Celiny LelRp) ToBXa () - E0E% Clmratelrp Kol Kon(8h,)

. {II.45)

“E R el B )R

. ut!
Gle, v L0 ) G (e

Qg

L AR CAY ATAY R e R bR ol )

... (1T.46)

Ecuaciones Seculares

Una vez obtenidas las funciones de Green relativistas,-
se substituyen éstas‘y el desarrollo (II.14) en (IT1.17) y (ITI.18)
para obtener las ecuaciones seculares. Primeramente se tomaréd la
ecuacidn (II.18) para el caso K>0.

La primera integral de (II.18) es
To=-ic SG(E’Q,P}ﬁM)ﬁ-\% V(e R,)dS, .

Substituyendo (II.14) v (II1.39) se obtiene, después de haber -

efectuado los productos matriciales

Z / (’Rﬂ)q!'(kn Fw(rﬂ‘x (E ) S G! XQ (
=-il g \RM:E)C ]
Z\‘ % T\ 5 B fekrane (ke P2 ) SX 0% X (B2) 45,

&w
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#15, (B fthra) Rtk 9562 Xal ) g A (B) O X (82) 4,

g LRraN, ngmxo(mjxw ) 0n X 2) 5

Los tipos de integrales a resolver son

fxé(ﬁz‘;)crroxw(v;ms:, SX@ ()G Age () dS,

Estas integrales pueden ser efectuadas f4cilmente recurriendo a -

la propiedad“a
G, X L (@)= - XL®)

la cual ya ha sido usada antes para demostrar (II1.36'). Para de-

mostrar esto, se escribe esta expresidn explicitamente

i

TN B sang €| [l 1305, ) ey 1B
V’Xl“(m ; i t -
sap C -5 B {piag, kg, 3D G ()

<’“"H1,}‘ 2,7_)(059 /léﬂ . (“) + (1}-\”2}&*1, 2.> 5‘”‘@ qéw' (f’)

Gl 25 64 4Y sane @Y ) - (Opleg ek L) se Yot (@)

1. | S : . u9)
y utilizando las siguientes relaciones de recurrencia

1 ! .
sy (2-p e 3a) 144 (Qm-il)(e-w'/n
wer\é}l“’g -/' {\éﬁ“/z‘ + nj ‘/2

{2844) (2243) (2044} (22 -1)

¢ (e (tpey o 87 (esmav) (R-p-tia)
CMG%‘-, =/W_L..__z_ Yo, Al ﬂé}“‘lz

(2213 (2243) B (2 +4)(21-1)
7* (crpeD (e et [T (RYa) | oy o-t
Seng ‘
“ %p (eenizze3) 903 7/ Tt (zea) fgw‘lz

SCL\'\QQ Wé (L-paviy (- Mﬂ/z)' /gQM (Q+p+‘/1)(i+M—‘/1)‘M 2-1
i’ {2+1) (244 3) K-g (22 41y {24 -1) d}&-‘lz

2 :
para R>0 se obtiene

4



~ B :
O—Y‘XV(W\ = = = K
L-pei (%9 ‘(@)
2144 W

donde se ha utilizado el hecho de que para kY0, f+4=1 ., Cuando
k<0

. » E P-‘\"/Z (\é (g})
~Kl, o P-‘ 4 A,
UFX F (E’) = QQ*J‘ = - ‘k

TER+Yy
{um ﬂé“*- (T)

y por lo tanto

' ® - oA '
JUR ALY =-X9(¥)‘ .. (I1.47)

Una vez demostrada la propiedad'(II.47) y puesto gue las.

funciones angulares de espin son ortonormales
'{' ~ ~ ~
| SXQ(P)Xd(ﬁ’)d?= dear
se obtiene

| ’ Co E‘H‘:e Lje\R(t WQ{RB r\g! 'XQ(?)‘*).
= L(‘.b ZSQQ* Qm E

oo =02 Sk (B) datiere) e (Rbo) £ (6) Xz ()

+c;.(s.‘(%)4 (K0 M 2 9%lb) Aol
... {(IT.48)
» 0 B dc {Rr ) Ne (Rbo) 9. K(bﬂa(m)

Para la segunda integral de (I1.18) se obtiene
Ty ic s’eu),,mex.ﬁch-e’mmas;

e (MR el *b«x)&’xuné)+0@\§;(%} (R¥g) delRrby) g Y“

/ 'y Emac
-Lchbdzsk
¢

25& (g) HGARNIN i X3 gg‘} *’Ca N (RE) 4o Rba)g»m)LQ

CATIT.49)
desplies de haber efectuado los productos matriciales e 1ntcgra1

Por Gltimo, para la tercera integral
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1,= iQZ SG(&’«}G{Q«,«J@('?@ @ﬁ(ﬁa(:,'t?\(ﬁ-) ds‘(a

£ #,0

Zg @ Cﬁ éi;m ’ldh'ﬂsﬂc'(%p) F“?Xq(f’ﬂ Qo' Q‘ LSK( ) (Rﬂ (R%r&)d‘,g X@Qﬁd )\
=-i0)
fran o Gaa (55 {%Me“’\ﬁ\ JulRbe) £8 Xg®e) *9 Q(B £ A deles) 9% Aol

La ecuacidn matricial ... (II.50)

Y (PR = Ty+ 10415

es posible descomponerla en dos ecuaciones: una correspondiente -

a la componente mayor

LG R Xatbd =i, 22 {Gha €5 5 ehulend el KKl + 35 €2 £5 () x

X (R i (Ko 92 K ()} Lekbdﬂ{ o e ono(RY) el £X (B +
' Q

+Q LS (%} RVAMMREJQ&X'@“&)} 'LQZ gp Z { ﬂQq. Cﬂ Em ¢4 U‘(\%He (Rbg) x

p#E0 QQ
X B Xalfo + G2 08 ¢ S () dethrafa (koe) 98 Xa () )

y otra con respecto a la menor

- Lot et ek, 2 {-900 05 90 (el weanelien i Kotk + Gag O

Q!
x £ ) e (662 95 Xt -t kB, 10 {-C Sle) e lhra) elroad £ Al
+C3 & m‘;c g(RmMe(Rb.)gd XQ(F“)} ~C L b@ Ei SQQ‘ (%) Jelkra) S (Rop)s
ptio - QR

x £8 Xq(Fa) +8§§ 08 £ 4 thra de(Rop) IR No ) |

Si se multiplica a la izquierda la primera de estas ecuaciones -

por 'x&ﬁd vy la segunda poxr X%ﬁw y se integra, entonces
qo °ﬂ i . .3 )
bgCQ gK =-¢ ba{b Z: {EQQx Y f”ﬁ L‘ jt Rb«) “q m{) )‘P; C\?Q' Oﬁ bK (%) j?(kﬂe{)ﬂi‘(hbo) gk' J}

+herb, {03 £ (mm(n\,dsf" ct Sh( }m(m’.‘,j (m)g;ﬁ}
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s Ebﬁz‘,{ e 0f e ezie,awe«(w&““ LS ERTMIRTICTY

{*#4,0

Legey = et 2 {-950.0% S (g Melruanetrnn « Gige o Eo Selmbay ) 9 |
'bza(C(‘.Rb: {—O%SK )V‘c\kbﬁ)'jt\nb«i &“‘(.d é-—moc al (Rieg) 42! Rb&)g;g}

‘Lﬂbaz pr{ QQICQ‘ % j (kba) jQ I?QU(E ﬂ‘ +9--' \0“““154 [MH 3 'ﬁ%p)gﬁ‘}.

Ptio @

Tomando ahora en cuenta la relacidn de recarrencia

O

M50 Aol ke) - Vel Ro) Jale) = 225, . (50.53)

obtenida a partir de
VetX) Jera () = Qeaa (0 4elx) = —

y la propiedad (apé&ndice D)

. B (e . ap o .
SKggg‘ (Rep 3 E) = SK'SQ@‘ (RepiE) 9@5‘(R«ﬁ;5) - -YGom B3 E) .
rR*>0O R*<o e.e.(I1.50.5b)

se obtiene para la primera ecuacidn

%}:2;, {&q@ <‘SQQ! ‘sza (6*”@0 nﬂ'(Rbﬂ\o’&‘ - Ok (%) i MS‘L ) + (1-&((5\({-50(;)922‘ (R.(p;EX X
X g@ (ﬂ%gd?'(kb(‘)?g’ SK' (%) fe (h‘%}gt‘ ) -(4- épo) Q:Zu(ﬁqo}E\) b2° X
(&mecl nQ Rbo] Fk' SK'(%)“@'(Rbo)g:,)}Cg -0 .

Yy para la segunda

Z_‘,E { Sap Sa &b (Sl e tho fil - EETnelken 98 ) +0-dantt- S Gl Ren )

skEvmc

X b ( ’jp Rbf;l‘{\ ""c:;:‘
x ( Sl8) nutreafs - 2 ’E%“ g (b} ?’iﬁ} g -0

) *'(1-({@0)95‘:;‘ (Rda ', E-)‘O: X
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Aparentemente se han obtenido dos sistemas de ecuaciones. Sin -

embargo, si la segunda de estas ecuaciones es multiplicada por

(Efénzoc“) (%) S,

y se toma en cuenta gue

RQ

i
L)
™o

3
L°4
n
(o]
+
™
P
s
-

se obtiene el primer sistema de ecuaciones.

Definiendo

| = [Cemee®)elRop) Fi- 0 k S el i) 92 ]
) : -
[k = 4 e (Rbp) £ - ek Sic JalRop) 9]

Al =..é*1. [(€1.0) elKos) 2L - ek S dalkbp) 92 100 po
S = REe [0k S, Ma(Rh) - (etma)¥e(Re) T 10

se obtiene para la primera parte de las ecuaciones seculares cuan
2
do R>0

Eﬁ {é‘iﬁ é@@u [Kk(h)}p +(4- (gdf’a‘)“ Cg(bc&) SQQ' &p}ﬁ) +(g(so ;:« (Rl,a',E)} AP.‘-‘O

... (IT.53)
La segunda parte se obtlene al integrar (II.1l7). Para la primera

s pFo ... (I1.51)

. (IT.52)

integral de (II.17), Una vez efectuada se obtiene

T =-ic SG( £, B0 E V(P R dS,

i E < e, (hmm(kba) fie Xal®) +05 S 5) Jelkra i) 95 X5 (8,) |
= 10
055w [5 ) Jalkea ko) £ X Xl + 05 £ 4, (ko ne(ken) 92 Aol

<3

y para la segunda integral ‘ g ..« (II.54)

I,- ch SG(%’O,E’F Bt o 20 (R eRp) =
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( 00 (o) e (o) £E X, )+9(m 0 iS5 ) Methr) kb I X @)

QG},CQ‘?SK{ nele) e m,M 5(®) SQQ.C"”“"" m)je (R 9% X ()

' o | . (II.55)
La ecuacién PER)= Ty+1z  ga origen a dos sistemas de ecuacio

nes idénticos. Debido a esto se tomarédn aqui, y para las ecuacio
2 . . .
nes seculares del caso R¢0, dnicamente el sistema correspondien-

te a la componente mayor. Asi, se tiene

L G5 Xaf) - iekE, Z{ o 4 () elRbo) £y el

+c;c5k(%)5;(kro)m(k\%> P, (8]
-6 {Gob 0f £ () el 1 o) +G e oS )l (ke I 8

fto @@
Esta expresién se multiplica a la izquierda por 2@%&) y se inte-

gra

6,000 =-okb,{ 03 EmE Sol ko Nl - €5 S| 5 el s (ko 0
teb Y gp;{g;gcp £ (o (kb FE-GB 05 S, [5) el e (kb 9P, §

po
mediante (II.50.5a) y (II.SO.Sb) se transforma en

ZZ{ ~Sop Saar b: (S (ko) fr - S [%) lkbo) )

4"(8(50) SQQ.(Ropiﬁ)bp(éﬂxc 12 Rbp)FK‘ \C)K ‘%) ’S' kb({bgﬁ,} Cg- ..v-«’."’ A

Introduciendo ahora (II.52) y definiendo

Le+mae®) 4e{Rb) o -0R S 4 (Rba) ]
(E)
[KK ] [(€+mac )nq on)Fk”eRSKnQ )«bo)]

se obtiene para la segunda parte de las ecuaciones seculares

» o o ‘
Ez{éo(’,& (gqa' [KK'(E)]{“ (1—5(50) gaz'(R"P;E)} Ag‘ =0 .
Y |

' S (I1.57)

- . ' 2 .
Las ecuaciones seculares cuando K< 0 se obtienen al -

substituir (II.42),(II.44) y (II.45) en (II.18). Para la prime
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ra integral

I,=-tic SC—,(&,P SRV, RO(E PR.) dS,

"G Cor 51 Lalidholinn) B YalB) ) (600 () atarai mﬁk,xg
(”’“9"@2( £) s lava) R RbIFR, Xald )+ (- )Q"SSZ, B (KRR T, Xa )
para la segunda ... (I1.58)

I=ic gG(a ED6C 5 V(R +R) S
0% £ ) (oo £ Koo B2 0 1[5 )RS (k) Ll o) I Xl

0 () ) Clhod 2 X )+ 0 S K kb S Ko B2
... (I1.59)

- teh 2

Q"

= -Lch&ﬂ(—)m (
: Q

y para la tercera integral de (II.18)

L=ic Y ge(r,,,r(, Rap)F, BP(# +Rp) dSp
B0

(G008, S iR LR E Kal) +(- )“*‘9"‘"0"’ &) gl L6 90 Kol )
tﬂZ:bzz

Perylio m«Jg ( )Lz RYﬂ)LQ'(kbp {\pxg ()4(- §+29 0(5 E-moc Le(kmw U‘?b@g XQ@
.(I1.60)

Tomando (nicamente la componente mayor , entonces

T CaGatua Xl = e 2 {1"CE EEEH o e el

+0"Ca f% )k"'w‘)u(kb‘ 195X 0] +eEb E{( e P 0F S5 L)L (Ko Xl

Péd0 QG'

+ -G b (§) stz o atio) -t {( G 05, 0 ) Kkt B2 X

(s

+()" g 03[ ke R (k0 . X (12

Multiplicando ahora a 1la 1zqu1erda por Zé“ﬂ) e integrando sobre

S« , se obtiene

b ¢4 95 =k b, b, (3‘“{ § SR (Rbaie RbM‘ﬂ it ‘(%) R (ko) LalkbA Y }

sl Z%Z{( G0 08 E**"‘f*c“mkbd) » m;,,)? ) 9""’05(”‘)L, (Rb)ie (RopIP }

Piao
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R E{( ‘*Qg‘“, 0, E g R0 4L 9 202 (%jiq(kbd)h‘§'|(hbo)3§‘} ,

pero debido a la identidad
L
(Rb)?

B2 (k) Lolkb) - Li(kb) Y kb) = s (e (0 .v.(II.61)

se transforma en
E Z {é\’x}( &QQ“ Rbo( QH &m C R“ Rb&‘?&' "(E\ (i kbu)gx«\

F-Sup) 8- éop)SQa. (e Lelkb)RP - (&) (s (ko) T,
-(1 (Sﬁo) SQQ‘b ( E‘!Mocz u) kb{")rk‘ ( ) (g‘ (Rbf,) 3K')} Cg‘ =0

Por Gltimo, definiendo

t G) [4Y]
£ - Rt Leme kG (kb fE- ek KRNI T
Lt ] kL) [lermaer) Lo (Rbp) £P- ek Le‘\%ﬁbﬁ)gﬂ] ’ M?..(Il.ez)'

A‘;q_)’”‘i%f L(£+m°c‘)te(kbp)fh~gkt@(hbp)gi]Ca , pHo
A = (o _k_g‘s». LerRG(kba 95 - (Bmaey R (RO £ T 05,

se obtiene lo 51gu1ente para la primera parte de las ecuaciones

seculares cuando R<0
EZ: {ngp (gcgcg [tk(t)] +(1- 54{3)(1 5(50) 9%:(520((5'?-) +(4- &50) SQQ. (Reoi ‘§

Para la segunda pérte‘ se obtiene para la primera integral
de (II.17) '

Ti=-ic Sa(ﬁ,zom rL (e R.) d O,

(S LR KR Xa () + 0 [ etk R ) 925 (82)

el &) Lalke) K (kb) %@(ﬁme"“"ﬂ“ LelRE) RP(Rb.) IS Kol )
.. (IT.64)

9

- i.(! hb:,Z(’)!H(
Q

; para la secgunda integral
Gur; g
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. { A ' Xl
I=tel fam g -rapect, YK Rp) dsp

——LGEb 2

[0 QQ'

QHSQQ,C(& &Vé:c L ku (k%) Lo ’Rbp)ﬂo ’Xa(ﬁ" +() 29 Cq't[ ) o RTO)LQ kb‘ﬁgﬁ XD(F
()mngeﬁ Qg‘( )»{Q%’ Rro) Lt- {Qbﬁ){‘w @( ng ﬂ £- moez Re k%) iz ( kbp)?fk,')(qy/

- Con base en estos resultados la componente mayor de la ecua-

cién (IT.17) estard dada por

Z_:cagacro)xam) (e kb, }:( “"{ B et Y00 12 T )15 o B oS o), 7 }

RTY M3 Tl 2’5‘;’? Rk 20 Xl G (&R0 [oleb) 98260}

p#o Qg
‘Multiplicando a la izgquierda gxn:zk(no e integrando

bt,cQ 2= -crbyb Qa{u S Lol R en) £ 7 () el R (o1 9 |

teb: EprG { o A G L THCAIMEmEIAS

g0

Esta ecuacidn se transforma en

EE{ 505@@ e g ’ﬂ“%m& (E) Rk 96

2! &wue

+ -5 G () Colrbp) 2 - (Hiatrn) 48] 05 =0

con la relacibn de recurrencia (II.61) y la propiedad (II.50.5b).

Por Gltimo, -definiendo

| 4 (erwot?) R (Rbo) {2 -k K2 {ebe) 97 T
by T =Ry L +(Rbo) T ~CR e {bo) O ... (I1.66)
[te@], =ke) [Cermoce) (olkbs) k- Ck Lg (kbo) 3]

y tomando en cuenta las definiciones (II.63), se obtiene la se -

. 1
gunda parte de las ecuaciones seculares cuando R<0

-4 - . . R
X (S el + (-G8 (R ) Ay 0. zrem)
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Significado de las Definiciones

En esta seccidn, al igual que como se hizo en el capitu
lo primero, serédn interpretadas las definiciones Ai ' K@éﬁ vy
tkwuf mediante el andlisis de la funcidn de onda de la regidn
intersticial.

A partir de la substitucién en (II.13) de las funciones
de Green (IT.37), (II.38),(II.42) vy (II.43), es posible obtener
la funcién de onda multicéntrica de la regibn intersticial. Asi,

a partir de

PP) - -ic PZ SG(@P};;)@(-FP YO8+ Rp) dSp

se tiene para R>0 |

Cge*‘;i“’mmp)ﬁc(abp)’ﬁX@( )+CE mx( )nz(nrme(hbp\gﬁxé(ﬁﬁx
085, (B rrpde b P W B+ CF Ex (k1) elkbp) 90 Ao
08 &% ¢ fxr) ko £ X@(w £02 (S [ £) otk Relibe) P XgR

'Z_l)(ﬂ’xr‘ -0 R‘prz

rickb, 2J | s
@ eSk{ )j kn’ Rbc» "FK XQ o- . E"“"on ’je(R\”a)VIe(RbJ q"g Q(l”) : |

Rearreglando de la sigquiente forma

W)y = EZ, —Q—‘-’- [(evman) Se(Rog) FE -0kt (o 9L TCT | o 5 ke .
oo TR Az ()
folRe) Xo(F,)

..Z k""{(eme Ml kb - crScalRba IR 105 | ok
e AR el B

introduciendo las definiciones

He(RD Yo (&) 4elkr) Aa(¥)
NQ (¥)=| . ' | JQ(E’ = R
g;’:—%% M7 (R0 %@ ;?;\Ef elen) Yal @)

... (I1.68)

ademé&s de (I1II.52), se obtiene
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) _
P 0 | =
'%E(%}ZQZQLAQ Naw@*%: AadalR) .. (I1.69)

Ne(wp) corresponde a una onda dispersada (saliente con respecto al
centro Rp ) por el'potencial V(rp) con amplitud A% . Jalwe) es -
la onda dispersada (entrante con respecto al centro R, ) por el -
potencial V(r,) con amplitud A% .E1l desarrollo multicéntrico -
(1IT.69) expresa-lé funcidén de onda de la regibn intersticial como
una suma de ondas dispersadas por los potenciales esféricos.

De igual forma, cuando k%40 se obtiene para el desarrollo -

multicéntrico
g E-’:g&;@ kﬁﬂk\’pﬂ.q(%@? X@_(ﬁ’ﬁ\) +Q(3 { )chkkrf,) Le Rb‘ﬂ g—K’XQ (yp)>

| N 1
B (®lp = -ick ), D pAS . : R
T T LolB) Ry iR P8 Kot +05 E2 ek ia ) 95 Xol)

05 18 Lu KU Xath+ 51 () alre REBAG2 X R

‘Qg {6) (’5 (RTOS k(g URbo’ 10: X,'q')(é;o\)-t G; &'Z“‘;cz R ‘R(“ Kb, gok.XQ (E’) .

+ Cﬁkbﬁoz (-
Q@

Rearreglando esta expresiéﬁ
KSR Aglp)
R gy Xa W’M

\etmoc2

)y = EZ( Rb [,(awmmw ~ck tgLkbe) 9% J0°

p=t @

" ‘Q‘Q?' [ ? ’R {-QKR"A’XQ(B?)O)
= M8 [ ermar) R (R0 Fe-eR R (Roy 927100 |
207 CETT T R ke X ()

E4we 0t

e introduciendo las definiciones (II.63) ademis de

Re(RN) Yo (¥) ke

Ka(®) = | e r Tate)=| g
'5%51 RSN Y5 (8) R L ST Xal®)

E4wa0r

~~

L{I1.70)
se obtiene



K
@(K’)E=SE.Z:A§KQ(%)+%A;1a(wo\ . o eeo (I1.71)
2 Q

Por otra parte, también es posible expresar la solucidn de
la regidn intersticial pero con respecto a un solo centro. Cuando

K50, a partir de (II.48), (II.49), (II.50), (II.54) y (II.55), se

cbtiene con respecto al centro

e o LR dRb ) Kol ) + C%‘ (Sl %) Malkna) delRb) 9% Xg (£

Ge’-

q
@mmnme( ﬂ )
9] ke ) £ gl + QAT e, o) B, Kol )

-'LQZ\) Z

piz0o Q@

( o e o) £ Role) + Gae ¢S B Jelkn o by 98 X
SK[ )4' Rﬁ e' Rbp) Kl X{;(ﬁ&) Q; E—w;c jz Mﬁ”d kbp) JE! XQ(W >

-thi ZC’

ag!

( o S A o000 £ Yo 8 4 G50 e (B) B b kb I, Yo )
Taar S (B) kel e 2 XalB) G E22 o i s (R 52 Ao

y con respecto a la esfera exterior

QQ E’*M CAelre) Vel Rb,) £5 Xa(“’o‘)"‘% ¢ Sn( Me(’g ) Velebs) 35 Xa(8)
PR+ R, ) =itk 2 )
02 S (53 R el Nz ) 05 S Aefiee) MelRbo) 9%, Ko ) |

Q. Qo

ag @ Tlad

Saa Sx D)a ke Jeliig) FEG(E) SRR Motke) 4eleb) 9% Y (®)

vag'

—£&21%220§

pio Qe

( o8 S ol trbp) I8 X @)+ G5 LSMC) (ko) Je:(Rbp) 95 Xa(8,)

Si estas expresiones se rearreglan de la siguiente forma

Relkra) Yol Py ) )

Bnir,, = E REx [(e4mae™) elron) £ 0 kSxdz (kb T 1ef s ke
' . \ E:ﬁ g ng krd\) '\Q(a’d

B B o A 4 (%) Xa (8)
o3 X Gl B8 Tevmnar s o) FR-cxtineg 32 108 (Lsdee ) sl
LGirs

Wi
Prao QR
E4ma(?
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o ’{Zb ﬁ((\‘(‘ﬁ\)% (e’o&\
29 [(E*Wto(!z) ch‘ kbo\ ‘PK‘ CR%K Vzg (Rbo)g\:‘]cgt S kc

w‘: R ACATHCH

&Zb '1@0&‘(0\ X@(éo\

Plwig (extee) W (vba) f - ck%m (eb)9lcal .

kel “ TN 4 (k) Yo ()

o5 1 ] fe( k) Ao
+ 208 [lermeon e log) £ - kS 266k 9% JCF,

62; L da e e K () Yeh)

y se introducen las definiciones (II.52) y (II.68), ademés de

B EZSQQJ A(;t 293@ ) B;=Z'282£ A(;' 5

entonces-

Y ey = 2 A NelF) + 2 B, Ja(®a) ce o (I1.72)
Q

VE iRy = 3, Ao Ja (B) +20 B Na(®,)
) @ ]

.. (I1.73)

Siguiendo el mismo procedimiento cuando kQO, se obtiene

PR )y ZA Ka(meEBelar«\ ‘ e 11.78)

) © (o] .
VAR, = g Az Talr,) +Z;,Ba Kalwo), - ... (II.75)

Estos desarrollos expresan la funcidn de ondaAintersticial -
con respecto al centro # como una suma de ondas disper
sadas por el potencial esférico V(rp) con amplitudes AQ, y ondas
incidentes con amplitudes B%G .

La funcién de onda debe de ser continua en la superficie de

‘cada esfera v por lo tanto, para K>0



HOAR AR el Yo (8, } falbs) Yo ()
202(9 * ) A"‘( B :
<) 1

al , i i o
) (a8 LR e | 8\ () al)

Eiwoc

I oai Xl of o kb el o Velo) Yol
LG -2Aq | F4 B

ERUMIN A %é%t JelRbo Xa(F, fﬁ?\;‘iﬂl e (o) Y8

igualando componentes

Ca 9% = A Mol kby) + By JelRbs) }dw
§50 = AL vt « RS oty )

A Erwoct

S 9% = A Jeliths) + B Velkbo)

0P8 = ALk 4y + B2 2= fa(kn,)

8 Ciwoct @ £rwaCt

y expresando explicitamente el cociente de las amplitudes, se -
- obtiene

o d . V
A 2 b - = (e 9
=== et et e *)p‘: Sxkedi! bd)g:J = Tan 1} ... (I1.76)
B [(ermog2) Re(Rba) 5 - 0 S Mz (R ba) 9%

A [ermor) Velkoo) £i- 05k Ma(Res) & ~tan?®
B2 (L€ o) felRuo) fy - kS 4l Rbo) I3 ]

e e (IT1.77)
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donde se ha introducido la definicidn de los corrimientos de fase.

te
v 4
K kK -~ KT-GMV{‘L
y por lo tanto

kel - k Bt P ckoe Likagl ]
kB, [(Cmoe‘)jf(kba‘)ff—ek%ﬂi(kba}‘ji]

[« (s;]'4 e e g £ - oSk Jelkes) 93
o °T [(imog?) Ve (8bo) £ -k ScMatRbe) 951

La matriz K se relaciona con los corrimientos de fase median

Estas expresiones corrésponden precisamete a las definiciones (II.52) y (II.56)

dadas con anterioridad.

Un procedimiento anfloco al caso no relativista se sigue en la identifica-
citn de la matriz  t(E) cuando K¢ 0.
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Limite no Relativista

El método de dispersibén m@ltiple relativista ha sido com -
pletamente andlogo al método no relativista. Sin embargo, en el-
primer caso no fue necesario demandar la continuidad de las fun -
ciones de onda, debido a su naturaleza matricial.

_ La ecuacidn de Dirac (II.5) se reduce a la ecuacidn de -
Schr8dinger cuando se hace tender a infinito la velocidad de la -
luz; las ecuaciones seculares también deben de reducirse a su con
traparte no relativista. Como las ecuaciones en ambos métodos son
similares,es posible comparar las matrices K (o t) y los facto -
res de estructura por separado. )

Los factores de estructura »relétivistas tienen la siguien

te forma

9&&' (p\qp;F_) =§L<d }ll Q% P—S,S> GTS (de',E) <‘3‘}k‘\21% H:S,‘3>

En el limite no relativista el momento angular total se reduce al
momento angular orbital, esto es, J=L y o=(f,m)=L . No hay un -
acoplamiento entre los momentos angulares orbital y de espin y -

.por lo tanto
ap (Ys o)
QQQ'(&P ’ ) G\»-L Rﬂr) /E‘)

Las matrices de reactancia estan dadas por

(Kl \]_4 " [ermoot) Nk £ - RS MilRO 9F ]
N T T e (Re) §F - e Rk 1ilkba) 9% ]

[kk(r:ﬂ o LeoC) dolRue) £ - oSy 4 (kb ) 95
[(Etméc‘)ﬂe (Rba) £y - eRSi Ve (ko) I ]

A partir de (II.15) se obtiene para fx en el limite no relativista

el ar ()2

Substituyendo este resultado en (II.51) y (II.57), tomando en -

cuenta las relaciones de recurrencia (II.36.1), la aproximacidén

£c+2mo0" ~ 2oLt



89

y el hecho de gue g, tiende a Ry a medida que c¢ tiende a infini

to, las expresiones (II.51) y (II.57) se reducen a

[R:(MLE3,We[kba3] )
[Rlba B Al by ) J
o' -k File, a1

R (boiE), Me(Rbe) 1 7

[Kdm—; -k

expresiones que corresponden precisamente a. (I.55) y (I.59). Si -

guiendo el mismo procedimiento para la matriz t se obtiene

-4 -
[te@lp e teeTp -

Simetria ‘ ,

Hasta ahora no ha sido tomada en cuenta la simetria del -
sistema. Se ha preferido introducirla hasta ahora, y no desde un
-principio, con el Gnico objeto de trabajar con ecuaciones mis sim
plificadas; una vez que se ha desarrollado el método de dispersidn
mGltiple no relativista con simetria, la introduccidén de ésta en-
el caso relativista es inmediata. La forma de introducir la simé;
tria serd totalmente andloga a la del capitulo anterior.

Las funciones de onda de las regiones atdmicas vy exterior
se han expresado como desarrcllos en funciones propias del momen-
to angular total. Como consecuencia las funciones adaptadas por -
simetria se transformarin ahora de acuerdo a las representacio -
nes irreducibles del grupo puntual doble del sistema en cuestidn.
Las funciones angulares de espiﬁ?@ﬁ% son base de las representa -
ciones irreducibles semienteras del grupo de rotaciones puras. -

De acuerdo con (I.18) esto significa que
4 a %kl)u> 7(5 . _
- Or Xt (I’%}_;,:(-) o (R A5 () ... (I1.78)

) . - .
donde D (R) corresponde al conjunto de matrices que forman la re-

presentacidn j del grupo y

0 rolacion propid .
v“{ prop

1 tolacioh npropia.
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Si se define la componentermwbrckz?ﬁ%)como
: @3} (T = 91(&37(,39(%) ’ ' ... (IT.79)

donde ¢ denota al conjunto {d& de dtomos equivalentes, entonces,

a partir de‘(II.78) se obtiene

wz (F) = ZA (R) M’“’" Cee.(I1.80)

donde A'® esa dada por el producto directo
4) () B .
A’(RHJ(R)@ De(r) ' ... (I1.81)

y D(‘)’(R) ( )QKa D(‘))(R) )

Y ORRq=RV
CS(R”{O ’ ...(11.82)

cudndp yp sucede dst.

. . 1€ .
En general, la representacidn lﬁzﬂ) es reducible y por lo tanto -
puede ser expresada como una suma. directa de representaciones -

irreducibles
61] i
AM=nir'e....onire - ... (I1.83)

donde ni corresponde al niimero de veces que la representacidn -
irreducible Vv estd contenida en A” .Esta multiplicidad se eva -
l1Ga mediante (I.24); Las funciones base que se transforman de -
acuerdo a la g-é&sima columna de la representacidn irreducible

del grupo doble, se construyen mediante el operador de proyeccidn

v Qv V, . '
@9,‘-—3‘2; r(P\\ngR o ... (II.85)

Dado un conjunto © de itomos equivalentes y una k (&6 jl), me -
diante la aplicacidn de G& a toda Qﬁ}'con la ayuda de (II.80) vy
ortonormalizando las funciones resultantes, se obtienen ns fun
ciones base, las cuales serdn denotadas por &ﬁ&3 . Cada una de es
tas funciones base se transformaré de acuerdo a la g-ésima columna

de la representacibn 1rledu01b1e v , esto es
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STYG _ Y S H :
OR -‘Fﬁ'k“ - ; r(R)g‘q E‘-—Kn i “ o o (II. 86)
Explicitamente estas funciones serén

v,2 »V’Q/dl a ) .
S‘Fcrkn Z;E SKV&H* ¢KF‘(E¥‘) . ) e (XI1.87)
‘F" .

Si se aplica el operador de proyeccidn a la componente -
menor iﬁ)@q» ( tomando en cuenta que para el caso relativista -
el operador de inversién estard dado por (3T , ver apéndice E) se
obtiene la misma combinacidn lineal. Las componentes mayor -
Yy Menor de (II.14) se transforman de idéntica manera al apli
car el operador de proyeccidn. Esto es una consecuencia de que la-
funcidn (II.14) sea una funcidn propia de los operadores J , J, ¥
K=f(€-1+1) con valores propios j(j+1), M y -k respectivamente. -
Dicho en otra forma, al aplicar el operador de proyeccidn a (II.14)

se obtiene
v Vv Qv ol A . | '
@q_@kv'—‘%g:._g_% r(R)QQ ORQ‘}.}KP ...(II.88)

y por lo tanto las funciones de onda adaptadas por simetria para -

las regiones atbmicas y exterior estardn dadas por el siguiente de

sarrollo
&F“q
v v.e Trn
AR, = 1
@Q( ,’ff\u) _QCWW 1vg
Tkw
donde

v yq,a' . T . o A
B O'i:\? "'Z 5;\«3‘ Sp‘ (5}') ) @kp(‘"a) ='L'(K(QYX-KM(PA) .

o' P:

En forma explfcita

gk (“'o'\) .XQ(";I&')
v / uq,
%g(g’ﬁgd):xe:&t S:\w ~ ¢ ... (IT.89)
i () W () |

Esta ecuacidn es completamente andloga a la ecuacién (I.29) obteni

da en el caso no relativista.
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Al substituir (II.89) en (II.17) y (II.18) no es dificil -

ver que las ecuaciones seculares simetrizadas estar&n dadas por

ZZ {(gc’(' ék kO [KK(Eﬂ } A\:rz =0

¢ «n
P#9Lo)
V9,9 o é ds O VQ,Oo-
5“ ew Q% % 5““}"? {(4—5{“\{1-6 Po)j@.;‘c 5 o 8@.9&' } K ... (I1.90)
i
;;&Eﬁ' {(Se"q ék’x anrn [Kk (E}I? + \éji:;k,w } \:;":jml =0
Ospe @ %% §=%000. ... (II.91)

xu kw' _LE K?\I:i’ aa St’:’»\'w .

Cuando k(O se obtlenen expresiones andlogas.

Matriz Secular

El sistema de ecuaciones seculares admitiri solucidn no -
trivial si y s8lo si el determinante de su matriz asociada se anu
la

Cgec cgm c&\“! [K“(E 9“‘ K
‘WE o » |=0 | e..(I.92)
5? 0,‘ w T écm (§k\<l S [Xe Yo,

Kw K'w!

‘ -1 ' 2 ' s
o con tue) cuando R40. Esta matriz es hermitiana con respecto a -
los Indices OkW,9kn ; no es dificil demostrar que cualquier ele -

mento M&&w cumple con la propiedad

ww“') (Mm kwly - ﬂ veo(IT1.93)

y por lo tanto el determinante de la matriz debe de ser real; lo-
cual era de esperarse,pues los valores propios corresponden a los
ceros del determinante. Las precauciones que han de tomarse para-
evitar los cambios de signo del determinante debidos a los polos
de la matriz K (o t) son las mismas que fueron descritas en el -
caso no relativista. '
Una vez localizados los valores propios se calculan los -
vectores A&&\,,Y con éshcs los coeficienteé‘Cﬁi . A partir de es-
tos coeficientes se calculan las densidades electrdnicas para las
regiones atbmicas vy exterior (la densidad intersticial se calcula

-

mediante el promedio (II.4)), las cuales serén usadas para el cal
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culo de un nuevo potencial que serd usado para dar comienzo a una-

nueva iteracidn.

Normalizacidn

Una vez que se ha obtenido la solucidn de las ecuaciones -
seculares para un valor propio dado, se obtienen las funciones de
onda, sin normalizar, para cada regidn del espacio. La constante-

de normalizacidn estarid dada por

N*=2) Slz.l?f\zda’d + Sl?&;’lzdﬁz + S\%lzdvn (sin simatria) ... (I1.94)
N = g\%idr = S@”é‘lqd&  (on-simdnd ) .. (I1.95)
donde
N » .
@n(ﬂ‘)=§§ A{; Nﬁ(g},) ’r‘g AZJQ(WD) o (s simetyia).

M
@V&ﬂ = Z 2 LH:Z:I :* ng(g’@ ""Z L/qz;?lk‘; Jkp (®) (con simelnd )
poq Kb [ ee. (II.96)
En (II.%4) no hay términos mezclados que involucren regiones dife
rentes del eépacio, pues éstas son ajenas en la aproximacidn de -
esferas tangentes.
Las integrales para las regiones atbmicas y exterior son -

inmediatas
Y.

o + 2 2 . .
T,= S@cm@mxm =3 10y § CHARTAAR e (I1.97)
) Y, v
con r,=0 vy ra=ba para las esferas atdmicas y r,=b, y r,=0 para -
la esfera exterior. Adem&s -
X

T- (e ae - Dot {(Gm orinirar

2
Okn
%

e (IT.98)
puesto que
y By AT
%%& Szz'i 5‘;3\}‘( "C&m' ¢

Las ecuaciones (II1.97) y (II.QS} son félativémente faciles de -

evaluar numéricamente., Sin embargo, evaluar la integral para la -
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regib6n intersticial no es directa, pues en esta regibn de la par-
ticibén la funcibdn de onda es multicéntrica.

La contribucidbn de la zona intersticial a la constante de-
normalizacibn es posible obtenerla directamente a partir de (II.96)>
sin embargo este procedimiento es largo y tedioso por lo cual no-
serd utilizado. ,

Si se denota a la integral de la regidn intersticial para-

el n-ésimo estado como YPa

I, = Sg&%d?, . o ...(11.99)
it '
y ‘como '
2= End,

entonces, mediante el teorema de Hellmann-Feynman se tiene

ok + ox o

En esta expresién % ya esta normalizada, de modo que I, corres -
ponde a la contribucién normalizada de la regidn intersticial. -
Es posible usar (II.100) para el cédlculc de foz la contribucibn -
no normalizada al coeficiente de normalizacién, pero este método-
tiene un gran consumo de tiempo de miquina.

El sistema de ecuaciones seculares puede ser escrito como
M(E Vo) A(E V) = A(E Nz) A(E, Vg, o ... (II.101)

donde A es un escalaf; cuando E=En entonces A=0. Un resultado del

c8dlculo diferencial es

oL
(6En)1=<_ (OVxLi .. (11.102)

Vs FiX )’ '

OEIVI [g=Ean

Por otra parte, a partir de (II.101) y tomando en cuenta la Hermi
ticidad de M

o) p \REEA -
(%%J;ﬁ(%‘%" , ("@L)v“ﬂ%\")i?" ... (1I1.103)

o
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Y por io tanto _
1 [OH
3E A(ﬁ;M
L av”)=—~—-§~—-——--—- ‘ ‘ ... (IT.104)
¥ A( )\ln E=En,
Esta es la contribucibn de la regidn intersticial ya normalizada.

- 3 » & - ~
Para obtener la contribucidn no normalizada I, se toma en cuenta

1o 51gu1ente

LTy
I Is
y por lo tanto
o i |
Io=To 32« : ...(II.105)

- Al igual que para la regibn intersticial, la contribucidn normali-
zada del conjunto o estarid dada por

oM\
_%(._%f;kﬁ_ . | - ... {I1.106)
(_SE)V(A |

donde aqui V; representa a un potencial constante arbitrario en -

cada una de las esferas del conjunto G , e fg esta dado por

I, Z_\Cm g (Gt £2)vdr | .. (I1.107)

Substituyendo estos resultados en (II.105)

NGAT ¥

. A+ (—a\/q) A e::;‘

42

... (11.108)

puesto que

(L), (S‘;)

Para la derivada de la matriz secular con respecto a Vg se tiene

(bM)z(aM)
M e \DE' /e

.donde la prima indica que la derivada. es Gnicamente con respecto

a la energia de las funciones radiales; esta derivada s6lo afecta

a los términcs K y t de modo gue
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: -~ V’ (4
(b\&y) A Z Tr @E {KK(E) (Itk(ﬁ)c 3} Amm, '. - (I1.109)
Cuando ﬁ>o | & -
(9, 2 -£2%)
Ry - s sy s e c
e o T [(t’(’VﬁoQ mm,\{k—mmjz(«ba 9% 12
ﬁﬂm@) 2 Ve ol 99\
k b % lcs\m (qk 'OE‘ 'FV' —5.55; )
y para k%0
5¥; agn ‘
A+ (aM )A E A v ¥ (E*moc") (q‘ .(\ ) At‘i\n
o~ ok g [_(&{rmmu(ﬁkr\ﬂ—ekLi(%a) 9% J*
_(ErmetY) | 1 Vi3 ofe _p 0%
~““é"“h bo-gacsm (gﬂoé'—‘ DE‘) (595

Tomando en cuenta estas expresiones y la siguiente propiedad

S(ak 2 = - (o3 2 (0 )

se obtiene

~ +{OM e?
10 =, - {A (bVJE A }(U'Wﬂﬁ") Rz ’

EZEV\

para ambos casos. Esta expresidn, a partir de la identidad
€ (0

N

ko an); ‘

se transforma en

£ { H(oM A} £&>0
3. . Rlewme) (@k) EEn -
o~ _ £ { +(§_ﬁ\);_\} £ {0
R ey A oR £:En ’
donde ‘
A
(Zm;fc+—€5’§) £30
R: <

el L\
(Qi‘éaf&_{ iy ) &<O0 ,

. (IT.110)

L(IT.111)
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Con este resultado y las contribuciones de las esferas atémicas y
exterior al coeficiente de nor mallza01on, el procedlmlento de nor

malizacidn esta completo.

Por Giltimo, la matriz secular tiene a R como factor comin.

- 81 se define a '—*‘M , entonces

(FGE) AL f A SR

y por lo tanto

N:*..___..____.E + _a_ﬂ; } E&o - o
To== k*(e4m.02) {A k( OR)A E=E, e (IT.112)

En forma explicita, la derivada k(aubk) estara dada por:

a) Matrices de reactancia y transicibn

2
.am { K( ) : ,{Q (&*Moc'z) _FG‘ CQ (30'
R(R K [eetmoe®) 4lkbe) £ - S JalRoe) 9 12 -
(c;:vz:zc’ 10): éb’ .F 9¢ Lz(&mocZ)QR‘Snbm{‘ 90-
v _ ‘
x (Mide- Je i +C@{)‘)} p#o : oo (I1.113)

Cuande {?=0, la derivada corresponde a esta misma expresidn,pero

. . 2 N
con el signo cambiado. Cuando R<0 , se tiene

P +. ® R | { (ctmoc?) cz 6‘
T ( ‘ X) Llecrmoo®) Celke) PE - ek Li(RLY IR T2 L R by 4k g

(fd’W\oQ ) ¢ Fs gﬂ'

hz b ‘PT gk. +A(E¢+Nsct)cpb (- )“ﬂt X

cv

yH
... (IT.114)

y al igual que con la matriz de reactancia, los elementos de ma -

triz tp cuando =0 corresponden a (II.114) con el signo cambiado.

b) Factores de estructura
En este caso si se denota a 923@ como a cualquiera de
los posibles factores de estructura y a fifiy como a su funcidén co-
rrespondiente 4Aﬂ¥ku3(4m) Rx), entonces simplemente se substituye

R@dﬂlipoz Rb$riy)  (ver normalizacidn del capftulo anterior).
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‘Potencial v Energfa Total

Con respecto al potencial, no serin tomadas en cuenta co -
rrecciones relativistas, de modo que las expresiones serén las -
mismas que las obtenidas en el capitulo anterior.

Si se compara (II.2) con (I.2), la fnica diferencia entre-
ambas expresiones de la energia total corresponde a la energia -

cinética. En el caso no relativista este término esta dado por
ny
Ec= 2% Sqﬁ?(r) ¥ g m]de
{

y para el caso relativista
e X E@t (%) 0ol P @, (x) I,

Ademés,en este caso se tiene el término adicional correspondiente

a la energia de reposo

moe? 7 W; S@k’t(m PP, (w)dp,



~ capiwlo 3
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CONCLUSIONES

Se ha expuesto lo m&s detalladamente bosible el método CDM
mediante el formalismo de las funciones de Green y tomando en . -
cuenta la simetria del sistema. Afin cuando el objetivo principal
de este trabajo es la presentacibén del método CDMR, se ha inclui
do el método no-relativista por las siguientes razones:

a) No hay en la bibliografia existente una presentacién -
tan detallada del método ( tanto relativista como no relativis -
ta ), por lo que se espera gue el primer capftulo sea de gran -
utilidad para los actuales y futuros estudiantes del D.Q.T. que-
tengan deseos de profundizar en la teoria del método.

b) La pfogramacién del método CDMR se basard en el progra-
ma yva existente del método no relativista, como consecuencia, es
necesario contar con uné presentacidn de la teoria del método -~
que esté en completa correspondencia con dicho programa.

c) Es conveniente presentar la correspondencia entre ambas
teorfas (relativista y no-relativista) cuando en el limite no-re
lativista (C¢—»o) las ecuaciones del m&todo CDMR se reducen a -
las del método CDM.

En el segundo capfitulo se ha presentado el método CDMR, si

guiendo el mismo procedimiento que en el caso no-relativista. Me

diante la comparacidn de ambos métodos,se tiene que los cambios -

fundamentales a hacer, en orden decreciente de dificultad, en el
programa no-relativista para obtener la versidn relativista, son
los siguientes:

1.~ Cambio de la parte del programa que integra la ecua -
¢ibn radial de Schrodinger por una subrutina que integre las -
ecuaciones radiales de Dirac.

2.- Modificacidn del subprograma gue calcula los factores-

de estructura no-relativistas para obtener los relativistas me -

diante la introduccidn de los coeficientes de acoplamiento.
3.~ Adaptacién de-la simetria; cambio de los nlmeros cudn-
ticos 1 y m por k v .



En conclusién, contar con un estudio tedrico, detallado y
consistente de los m&todos CDM y CDMR, es imprescindible para -
llevar a cabo una programacidén del método CDMR. En general las-
modificaciones a hacer son pocas, sin embargo, cambios como el-
integrar las ecuaciones rédiales de Dirac en lugar de la de -
Schrodinger, presentan grandes dificultades. Esto sucede afin -
cuando ya se cuente con un programa para dtomos que efectfe es-
ta integracidn, (DIRAC-SLATER, por ejemplo), pues su adaptacidbn
requiere un prbfundo conocimiento de la programacidn de tal mé-
todo.

El présente trabajo servird como base para alcanzar el -
objetivo final: contar con la versién programada del métodoc -
CDMR a fin de efectuar estudios relativistas de estructuras -

electrdnicas de moléculas.



A péndices
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APENDICE A

ARMONICOS ESFERICOS

Los arménicos esféricos estan bien definidos hasta un fac -
tor de fase. En este apéndice se presentard, en forma explicita,-
la fase utilizada durante el desarrollo de este trabajo.

Supbngase que se tiene interés en encontrar una representa-
cibn irreducible del grupo de rotaciones puras@1>. Se sabe que es
posible obtener una representacidn de un grupo mediante la aplica
cidén de los operadores correspondientes de cada elemento del gru-
po a un conjunto de funciones. Los operadores de momento angular-
orbital son generadores de rotaciones, de modo que todo operador-
que corresponda a una rotacidn pura podré escribirse en funcibn -
de dichos operadores. Por esto, es conveniente que se tomen como
coﬁjunto de funciones para generar una representacién las funcio
nes propias del momento angular orbital.

Es bien conocido que los operadores de momento angular tie-

nen las siguientes propiedades

[Loty]=tle 5 (L 0=t 5 [Colua-ity

... (A1)
[ﬁ,t‘]= O ;i=xyz s i_ =A2X+T_§+’[f1

Yy por lo tanto es posible obtener simultineamente funciones pro -
pias del opeéerador del cuadrado del momento angular orbital yfde'—

. ~ .
una de sus componentes, la cual se toma como L,. Explicitamente,

CClmy =2t 1amy T, 1Ay = ml Q) Shet <. (a.2)

donde 1(1+1) corresponde al valor propio del cuadrado del momen-
to angular y m al de su proyecci6n en z. Las funciones propias se
han denotado por |Im). Como se estd considerando @inicamente la -

parte orbital del momento angular, 1 y m pueden tomar los siguien
tes valores
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2=012,....
m=‘2l'£+1,....,2'1,£o ‘ -.O(A-3)

- En coordenadas esféricas los operadores £2 y“iz estan dados por

’i.z-=~{ 1 L(sane‘a )+ t_ o J

sene Qo 00 sen*e o gt
. 5 ... (A.4)
-l =—
L >3

de modo que las ecuaciones de valores propios (A.2) forman un -
par de ecuaciones diferenciales acopladas. Debido a que se pres-
tard especial atencidén a la fase involucrada en las funciones -
|1m), es conveniente seguir el método de los operadores de asceg
sO0 y descenso para la solucidén de dicho sistema.

Los operadores de ascenso y descenso esté&n dados por

~ ~ A A ~, ~ -

L+=Lx’fi\_g ’ L-=Lx’LL‘3 ’ : ... (A.5)
respectivamente. Estos operadores, al ser aplicados a las funcio

nes |1m), cambian el Indice m en 1 de la siguiente manera

~ id % ’
L+ [tmd =@ [(2:m)(2tm+1)] {2 mze1)

i &s 1 ...(A.6)
= @ s -m(me) % [ 1mer)

g .
donde @ es un factor de fase arbitrario. Con base en la for-
ma explicita para iz se tiene que la dependencia en ¢ de |lm) es

tmg :

74

, de modo que se puede escribir

= @ . | ce (ALT)

Debido a la restriccibén impuesta sobre m se tiene

Le,@d™-0 ; L.Bye¢™-0 . e (A.8)

(St

Estas ecuaciones contienen el factor arbitrario . En coorde

nadas esféricas
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o6 Sene O¢ ...(A.9)
y por lo tanto |
(%é—-ﬂgg—i—g) @j(e):o, | ... (a.10)
Esta ecuacién tiene como solucién
' (6) = constarta - (sene). . o man

Si demandamos ahora que la funcién |11) esté normalizada, entonces

(2
constante = Q 9”) 2;‘1, ... (A.12)

y por lo tanto

INE a" (“*“' Zfﬂl (Sanef(zlm , ve.(B.13)

{
donde qu es otro factor de fase arbitrario. La convencidn de fa

se que se ha tomado durante todo el desarrollo de este trabajo es

la siguiente

AT AN Y : | e (n.14)

: ‘ i
la cual es debida a Condon y Shortley(33 .

Para obtener }lm}, aplicamos el operador i_, (1-m) veces a-
I11), esto es

f-m
= e (L)

y desarrollando se tiene

4 (1-x";l‘% 4™

~ mf(2244) (-
dm(ew = ’Qm> (-3 g '&;Zim

41 (hm)‘,

«..(a.15)

e e,

(Xhi)zj CZLm¢ '

donde X=cose. Finalmente, si identificamos el término entre parén
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tesis con las funciocnes asociadas de Legendre, se obtiene para -
los armbénicos esféricos con la convencidén de fase de Condon y -

Shortley lo siguiente

2 M /(20+4) (1-m)! 1 img
Om (8.0)= ()7 /200 ot Ph ey @77 .. (A.16)
Los armfnicos esféricos son ortonormales

.f“éi(m“éi.(m A = OorSmm * d0 - senodedg ... (B.17)

y tienen las siguientes propiedades

Yo () = (=Y () | ... (A.18)

{ : .
%m(m:(_)i%i(gﬂ) ;L= (m-e, e . ©...(a.19)

Por otra parte las funciones asociadas de Legendre tienen la si-

guiente propiedad

Pr (0= (" 108 PR,

LN 4 (A.ZO)
de modo -que (A.16) puede ser transformada en
o maml o) (-im)l Y im¢ '
qé’m(e’/@/: (’—) 2. y 4 (Q+imi)! FD\m\ \('DSG) Q e e..(n.21)

A partir de los armbnicos esféricos es posible generar una
representacién irreducible del grupo de rotaciones puras. -
Asi

R (\3:,(9,@) = m, ::;(R)q?f -(905 .. (a.22)

(£
-~ donde mlR) son las matrices asociadas a la representacién 1. -
Habrd tantas representaciones como valores de 1, y para cada -
representacién se tendr&n (21+1) funciones base.

Los arménicos esféricos en (A.21) son complejos y serdn de
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notadosbpor'%i@¢}}‘Sin embargo, durante el desarrollo del método

celular no relativista fueron usados arménicos esféricos reales.
2

Estos armbénicos serén denotados porﬁym(QQ) y podrédn ser construi-

dos de las siguientes dos formas

o) i1
. ‘Ywmm(9¢ :ﬁ%[( %%k [%um] |40 . (A.23)
' yrf\ = < an\m@(e,@ :1'2’ [( )xmx ngmz Qé-lml ]
RATZIERS | m=o
B
| 1 Tayf iy ? ... (AL
. Ywﬁsxmm(Q ) =z [thxm; +(+) Qflf-t;u } Imio A28
ym = 1 qu;;lm\é (6,6) :1_1/—2:‘ [Qélm‘ - () né.wm] |
YO(9,®):431 m=0

La segunda de estas posibilidades es la utilizada en este traba-
jo y en el programa de la versidn no relativista del método exis
tente en el Departamento de Quimia Tedrica. En forma explicita -

tenemos para (A.24)

r

b
ymm;gs(e‘ﬁ (1"‘1"(") M w“‘ le (s e) oS imig

{A+imi)}
4 ! mo(2841) (-1t O, }
Ym (6,p) \/Sz,m,,“qS (8.0) :ﬁ =) 7 (awmi! le (c0s€) Senimi¢ e (A.25)

Yie0)= '

Estos armdnicos esféricos reales siguen teniendo las propiedades
(A.17-A.19) y también son base de las representaciones irreduci-

bles del grupo de rotaciones puras, esto es

(€3] . ) -

B Vateo) = ; Do (RS o)

donde SQR),al igual gue en (A.22); es una representacidn irredu-

cible unitaria;
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2; U (@) Y2 0) - g PSR e ()
L Yol Ya (@) =L PYa@RYnwe) .

La representacibn D(R) diferird de DI(R) por una transformacidn -

de similitud. Si introducimos la siguiente notacidn

4
m =cosimjg

m-=sén}nu¢

entonces ®(R) y DYR) estarin relacionadas de la siguiente forma

mfmm = Re (Do)} + () Re { D (R}
Dyt (R) = Rawm. ®} - O Re [ Drn(®)
D { D@} + " I { B (0]

© ' @ . (A.26a)
Q m .
‘Dm m* = —Im {/Dm‘m (R)} +(-) Im {/\D-m'm (V\)} ’
Re: parte real Im: parte imaginaria
cuando m,m'= 0, y para m'=0 se tiene
(4} ]
Dare ()= 7 { Din(R) + i (R))
. {(A.26Db)

Denr (R) = 75 { T (R) - D (R0}
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APENDICE B

NUMEROS DE GAUNT

A las integrales de tres armbnicos esféricos sobre la super
ficie de la esfera unitaria se les conoce con el nombre de nlme -
ros de Gaunt. Este nombre es debido a que fﬁe Gaunéﬁﬂ el primero
en obtener el resultado de este tipo de integrales. Estos nflimeros
de Gaunt tendré&n valores diferentes dependiendo si el integrando
lo forman armdnicos esféricos complejos 6 arménicos esféricos re-

ales. En este apéndice se tomardn en cuenta ambas posibilidades.

Producto Directo

Se dice que un grupo G estd formado por el producto directo
de sus subgrupos Hl'HZ""Hn si
1) Los elementos de los diferentes subgrupos conmutan

2) Todo elemento gc G es expresable de la sigquiente forma
g=h1....hn

donde hlc Hl' .o ,hnc: Hn' »
Se asume que ninguno de los subgrupos Hi consiste Gnicamen-
te del elemento unidad. Simb6licamente el producto directo se es-

cribe como
G=HixH2X ...XHn

donde se dice que los subgrupos H; son los factores directos del-
grupo G. De los puntos (1) y (2)' se sigue que todos los subgrupos

Hi son subgrupos invariantes¥*.

Representacién del Producto Directo
Si un grupo G puede expresarse camo el producto directo de dos grupos

G, ¥ Gy, los caracteres de las repre =

* Se dice que el subgrupo H de G es invariante, si sucede -
que para todo geG y g, gHéEH ; las clases laterales izquierdas-

y derechas son iguales.
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sentacidnes irredu¢ibles de G se determinan a partir de los ca -
racteres de G1 y G2. Para hacer ver esto, supbngase que ?%Qi=1,..
eesDyp) V. ¢f’(j =1,...n,) son conjuntos de funciones que forman una
base de las representaciones 1rreduc1bles py v de Gy vy G2 res -

)]
pectivamente. Entonces las n.n, fun01ones‘?f¢mforman una base pa

ra una representacién irreducible de G~G1XG2 Si denotamos a los

elementos del grupo Gl como Rl \% R2 a los de G2, entonces’

R, P - 2: DX(R)) ('" ... (B.1)

%wzm'“’ - R

. de modo que

R, F%l %l.,(gn¢§v) - R‘Qf(gn Pﬂl ¢;v)
3 v (0 v}
=LY 3 Dalr) Dy(R)

"y por lo tanto

(M%)

an 34 (Re R,) = Dm (R ):D(V)(Rz) eee (B.3)

6 simb&licamente

D*(R.A) = DRI DV (R

Para encontrar el caracter del producto de representaciones

igualamos subindices k=i y 1=j, y sumamos para obtener

X¥(RRD = X R XM (R .. (B.4)

Aplicacidn del Producto de Representaciones a Sistemas -
Acoplados |

Supdnganse dos sistemas independientes con coordenadas r y -
¥ . Los Hamiltonianos de los dos sistemas tienen la misma forma y

son invariantes bajo las operaciones de simetrfa del mismo grupo G.
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Se dendtaré como Pr al operador del grupo de simetria qUé act@a-
sobre las coordenadas del primer sistema y Py al correspondiente-
operador que actua sobre el segundo sistema.

Si se considera al primer sistema por separado, es posible—
clasificar a sus funciones de onda de acuerdo a las representacio
nes irreducibles del grupo G. Dichas funciones serén denotadas -
“por ¥¥. De igual forma, para el segundo sistema las funciones -
serén ?”. Estas funciones cumplen con (B.l) y (B.2) pero con -
Rj= Ry Ry= S, con r,§c G. Si denotamos como ﬁl al Hamiltoniano -
del primer sistema y como ﬁ2 al del segundo, entonces ﬁ=ﬁl+ﬁ2 -
cuando los dos sistemas no interactfan; la energia total es la su
ma de las energias y por lo tanto H és invariante bajo la aplica-
cibén de todas los operadores PaPs . En otras palabras, se cumple -
que

| [ﬁ”Pp‘]:O ’ [F‘lzlP§]=O , [Q,PRPQ]"O

Si se considera ahora que los dos sistemas interactfian, en-
tonces habréd un término adicional H' en el Hamiltoniano total que
serd funcién de la distancia entre los dos sistemas. Como conse -
cuencia los operadores como Py P no dejarén invariante el térmi-
no H'a menos que R=S; los sistemas estan acoplados y estaré@n suje-
tos a la misma operacidn de simetria. En este caso se tendri lo -

siguiente
_[H ) PaPrl=0

Los productos forman un grupo isomérfico a G. La introduccibn del
término H' reduce las operaciones de simetria de PaPs al subgrupo
de operaciones PaPa. Los productos de funciones %¥1'¢; que son una-
base para una representacién irreducible del grupo formado por to
~dos los elementos Py Pg, también proporcionan una representacibn -
para el subgrupo de elementos P; Px . Pero esta representacibn seréi
reducible, pues se ha reducido la simetria, y por lo tanto el nG-

mero de veces Qp que el producto de representaciones contendrd -~
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a la representacidén irreducible p del grupo G estar& dado por

«v * Yy WV ot R ' o
sz_é-z:gixwi_)x(z) ‘=%—2;E1;X"f7(;)7(? ' ... (B.5)

donde g es el orden del grupo y'gi es el nimero de elementos del
grupo pertenecientes a la i-&sima clase. Tomando en cuenta esto,-

es posible escribir

anx D(v) =qu D‘P) . ) _ ...(B.6)
14

desarrollo qﬁe recibe el nombre de serie de Clebsch-Gordan.

Caracter del Producto de Representaciones del Grupo de -

Rotac1ones Puras.

A continuacidn se procederd a obtener las series de Clebsch
—Gérdan para el caso en el que @ﬁuy '?-correspondan a los armbéni-
cos esféricos. '

En el caso del grupo de rotaciones puraslos caracteres de -
las representaciones irreducibles Gnicamente dependen del &ngulo-

de la rotacidn y estan dados por

2 .
X( )(¢) -E thgs

mz=-2

9

El caracter del producto directo D" x D™ de dos representa -

ciones irreducibles 1, v 12 esta dado por

—Xuz,xiz,)((z’4 ) = z @L X3 Z madg

m("" mys~L;
Como en el caso que estamos tratando los dos sistemas estan acopla

dos, #=4,=¢ y por lo tanto

134 v 2.4

X4 () = Z_,Si‘ g Z:Z,Q Y e

me-f, Mys-2, : Lel-4,) KoL Leie,-0ad

de donde se deduce que las series de Ciebsch—Gordan estarin dadas

por
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9.} (%) o (%)
- DxDY:=). D

. L'v"ll“tl‘ .

Cada representacidn irreducible estard contenida cuando mucho -

una sola vez en el producto directo.

Coeficientes de Clebsch—Gordancﬁ)

"En general la representacidén del producto directo p™x o' -

es reducible y por lo tanto existe una matriz $ (coeficientes -

de Clebsch-Gordan) tal que
§'Mms - DU RXDYR) | (BT

‘donde M(R) esta dada por

(10-22)) '
D R O

(1-4141) (R)

D RY e, W
M®)= | S = Dry

- L=1g,-0,4

O | o (1.+9,)
D

La expresién (B.7) en forma explicita ser§ *

2o o Sintipw D (R Sump

mm' L

(¢) %)
D (‘R)FF‘D (R)v’v =

donde se ha substituido

[{8]

M (R.)L'm';Lm = g\.\.'. :D (R)m'm

Si se forman ahora las siguientes combinaciones lineales
QPL Z Su.,m*,z}?sz« ¢h
m Vi LM;P'V M v

y se aplica el operador Py =P Pa, se tiene

* Se supondrén Coeficientes de Clebsch-Gordan reales.
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APTn =L U R R4
=2 S LD w02 ZD”"v
¥ (4,4) (!.) @,h)
ZZ SLm T HY R :DVV(R Z SLm pv

vt

@0

=Z Z Z S:.omh;v :DFF(R):D\;V(R' S\!m‘ }iv'(q)

PP' yy' “Um!
XM(RM e ZD (R Y ...(B.8)
vm’ :

Esto significa que los coeficientes de Clebsch~-Gordan son los -
A . . . 2 ¢
coeficientes de las combinaciones lineales de productos ?}‘}" ¢v7'

. . (SR )
que forman una base de la representacibén D .

Niimeros de Gauntwm

Se empezard por definir unos nuevos arménicos esféricos -

que estardn dados por

i
Cr®9) = (2“1)2 naL: (6,0),

y que para algunos casos especificos de m y‘(l=(e ,® ) toman la-

siguiente forma

Cle,8) =P we) - ... (B.9)
C,‘;(O,Qﬂ = 5mov |

Ahora, si c&(e /P Y C&(é ,® ) contienen como argumento -

los mismos &ngulos entonces la siguiente combinacibén lineal

Y (Kalnny Cg (80) Ch (0,)
4192 :

deberi ser proporcional al arménico esférico Cg( e ,d). Aqui se-

han definido los coeficientes de Clebsch-Gordan como
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| (8
<KQ' £ quxqz> = Oke;%.9,

pues esta definicidn es més clara para las discusiones que siguen.
Con respecto a la combinacibn lineal de armbnicos esféricos,se -

- tiene entonces que

. Q . v :
qzq (KQ!Q«h%%) Cg:(e,a)cg_t (6,0) =Ak C; (9,@) .

Con el fin de obtener A, se hace $=0 y se toma en cuen -

" ta (B.9), de modo que

é‘;‘(mx 00,99 Sog.80q, = AxSao

y por lo tanto
- Ax={kol et 00 -

As{ tenemos que

§<KQ19«QZ%>C§: (89) g’ (8,9) = {012.6,00% 0¥ (5,¢) -

Ahora multiplicamos por (KQllllzmlmz) y sumamos sobre KQ para -

obtener _
D dKal 10,%3,) (ka1 h Gmam Y C g 9,0) Cf (6,0 =

44, K@ )
=Z <KQlQ1 sz4m1> (KO\ 2.4, 00 > C; LG,O’)
KQ

Los coeficientes de Clebsch-Gordan tienen la siguiente propiedad-

de ortonormalidad

Z<KQEQ1Q“LQ(Q1><KQ [l wamy ) = &1“\1532"11

ke

y por lo tanto
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C¥ (8,0) CE (9,9) = :4:; (KR Lmimay (ol ke d, 00 0 (o,6) .
Esta expresidn se transforma en

1
24 1 2
‘3 (905)"3,‘, (8,0) 2(%;(%%3) KR4 fuwmams Y {KOI2, 600D

v

después de introducir los armbnicos esféricos originales. Final-
»
mente multiplicamos por g;(e ;¢ ) e integramos sobre la superfi

cie unitaria para obtener los nfimeros de Gaunt

Xl Lotz § ";}f:(m Yo () Y () dOL = {aml tomyl tme

i
- [t f (11,009 Gttt
41 (2141) ' '

M=Mytm, , f.¢5, 48 = par : eee(B.10)

Nfmeros de Gaunt con Armdnicos Esféricos Reales Como Argumento

La expresidn que se obtuvo para los nfimeros de Gaunt -
(B.10) contiene a los ar&énicos esféricos complejos como argumen
to del integrando. Sin embargo, hay ocasiones en las cuales es -
conveniente utilizar armbnicos esféricos reales y por lo tanto -
los correspondientes nGmeros de Gaunt estardn dados por una com-
binacién lineal de nimeros de Gaunt dados. por (B.10),

Los arménicos esféricos reales dados por (A.24) los pode -

mos-escribir como
2 g gk B o
Pon = Fan (0 T ) | cen(B.11)

; . . . 1 '
8i se hace referencia al armdnico esférico mem¢, entonces Im=l,
Pin = cos{mg) y Fim =1/J2. Cuando se hace referencia a ‘ﬂﬁnmq,-
entonces I =-1, Pim =sen (mg) y Fim él/iJif, y para Y: se tie-
ne ¥;, =1 e I1,=0. Tomando en cuenta esto, se tiene para los ntme

ros de Gaunt
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Loy '
IYPIM %1:\1 \]ézm, d—o— z ILH (Q;W‘;}Q«W’H) =

-Eﬁmﬁm,f(”éu T o G R LA (TR Y °“)dg,"'(3'12)

Si por comodidad se define f’iFnaEumEm,Y se desarrollan los pro
ductos entonces

ILM(szz;Q1m1) = I( ) (3 %‘M%M« d_O- + Im, Sﬂé:(\éfn:_ 3:1* dQ -
L.t , ¥ |
+1‘“1I%L { ?“12 x,dﬂ ‘*'Im«murn(ju %m: 341 da
+-L‘";% 'lé da + 1. I“‘*S%L* 3':1 5:;1*

+Iu]m1 53(3:4* f;: ’g‘:,‘ dﬂ_ + Inlwq—l—-mz(" ;“‘*misﬂé;v{gf;l {\é:q:n.‘ dsl

El primerd y Gltimo nmeros de Gauntse anulan puesto que -
en ese caso —M=ml+m2, lo cual es imposible puesto que my y m,
son enteros positivos. Si cada uno de los nGmeros de Gaunt res -

tantes se expresan en términos de coeficientes de Clebsch-Gordan
se- obtiene

ILM (szz;hh‘h) = P{%? <L0|21 ?; OO> {Ifm ( )”+m1<\-'Ml Q*\ Qz ‘m1‘m1>

Nt

+ T, (- YMZL‘M 28 me-me) + Ty T, () 1<\-'M\ Rty -mq-y )

Lo Ot lmame) + T e () LM 22y -y

+ TuTw, () LLM] &l g ) '

... (B.13)
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Los coeficientes de Clebsch-Gordan tienen la siguiente. propiedad

91+Q1"

<LM‘91Q1mqm1> = (") - (L'H‘h% -Ma-M2 )

L ]
entonces

Q#Qz,’ L

Lol 00 S = (=) {1012, 00

vy por lo tanto L+11+12 debe ser un entero par. Tomando en cuenta

esto, la expresién (B.13) se transforma en

’ 4
Lt g , .
Lo (amy; 2om,) = P{%} {0100, 00Y { (Tn¥TueTm, (3™ "™ ) {EM10, 00 ey )

t ( I\m‘('—?‘m*& Iu—iml(—;ﬂl) {imle, 0, M-y )
| — Vg M-,
(DT O™ 4 T 30 ) LML vy ) § e

Por iltimo, substituyendo M en términos de m Y m, , en términos

de paridades

\, 1
2
Tow(um,; 4om) = F[%m}‘] <L018,2:00) { (Tw 4T T, ) (LM Lz e, )

t (I“'H “'1\41“\1) (~)m-,_ (LM\ 0492 Wy -

4 (InImy + T ) 3™ (0] 2022 -0 )

«..(B.14)

Las condiciones sobre las emes en el segundo y tercer -
coeficiente de Clebsch-Gordan no pueden cumplirse simult&neamen-
te. Si my > m, el tercer término 'se anula y si m, > my el segundo-
es el que se anula. '
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APENDICE C

FUNCIONES DE GREEN NO RELATIVISTAS

En el capftulo primero se obtuvieron las siguientes funcio

nes de Green

G (R 1) = - R D ,(RV) e (RY,) Yo (@)Y (#9) Ky0

G, (P ¥ - RE(—)” Lo (RE) RY (R Yo (B YL (B RO
i .

£y

soluciones de la ecuacién

2 ) ]
(V' +r2)G (e e) = -SE-8") . e
Sin embargo, en el segundo capitulo fue necésaria la solucidn de
(C.1) pero con el signo cambiado en la delta de Dirac y en fun-
cidén de los arménicos esféricos complejos. La diferencia con res
pecto al procedimiento seguido en el capitulo primero estd en -
gue ahora se propone el desarrollo

G,(?,f”) =2 Sg(r’r,)lﬂg‘-(i})%‘_(@‘f | e (c.2)

y se toma en cuenta el cambio en el signo al demandar la conti -

dad de la funcidén de Green. En este caso se tiene

: Y=Y+ .
fim ¢z d8slrr) =1, ’
o
€~ dr v=¢-¢

Es de hacer notar que el armbnico esférico conjugado de (C.2) -
puede ser cualquiera de los dos, en ambos casos la funcidén de -

Green. es solucidén de
(T4 R)G(0F) = Se-wy), (C.3)

Siguiendo el mismo procedimiento que en el capitulo prime-

ro, se tiene que la solucidn de (C.3) es
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Go(e¥)=R X L RN RS Y @)Y @Y Ko ...(c.4)

f+1, ~ -
GO(W):Rz;(-)”Llum)R‘;'<m,)‘éL(e>“3L(r-)* R'<o  ...(C.5)

A continuacidn se obtendrdn los desarrollos para las fun -

ciones de Green en dos centros.
Para la funcidn de Green G,( xr,, ¥q4- Roy) se tiene

. ) N
Goll Bi-Roo) = R Je (RIPL-Roul )elRY,) Y (B Y (F-Roa)
L R"' Y0 (R (C.6)

Yoole, -Roul ,
Q44 . 0 C A~
Go (B, BL-Roa) = K2 (7)) Le(RIPCBLRG (R YL ()Y (BiR oL
ole-R, " R*<o el (C.T)

de modo que es necesario obtener los desarrollos para 1ARH$B“DﬁLU£%Mf
y 'L(MI:-BMH%LUfgha)* . Para hacer esto, se tiene que el desa -

rrollo de una onda plana es
iR-® g . A ~
C =am) U LROYIEY R,
L
entonces

LR (P Ree) _ N
e L P (RUPe-Roal) Y (B R Go(R) .
|-

. . .
Multiplicando ahora por %ﬁ@u e. integrando

LR-(Ta-Roa) ~ %
5@ Y (R) dQ = 4 L‘L(Rlx’l-RM\)“jL(n/‘-\m)* .

Por otra parte

(RABRo)  LRE -iRR

Q@ AT LR Y (B)Y, (Y
X Ll‘n E.Llhjp: (RROd)%Q‘ (E’iw)* néut (&)

w

AR
y multiplicando por %L“ﬂ e integrando
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¥

© [ ;'“cﬂ
f@h ' “(j(k\dg (tm)Z)L L(L )4, ('«r,yﬁ,u(mmﬁj (%)’3 o) .

Si se comparan ambas expresiones obtenidas para la onda plana en

dos centros

‘ /‘~\ .1“ ‘_i 1 —v ~ ~ *
3 (Rli“.‘r?\“\y\é\.(f«fﬁod)* =4“LZ; - IL(L Y e (Rr ) e (RRM)“JL'(P.:)*%L"(RM) ]
3 (C-8)

Cuando k2< 0 se tiene para la onda plana

-kRP ' g . R T .
C a2 () Len YL@ YKR) ) R leTa

de modo que en este caso

RBC-R) . o~
5@ YolR)dQ = 4T() " C(RIBRo) Yo (Br-Ra)*

"R(I’z -Rox) P 2 ¢ . . ~oX 2 b*
I “gL(R) d Q) =(4m) g;,(-) Ty Ca(rry) Con (RRou) Y () %c(RM) ,

por lo tanto

LelR e, Ro“l)'gL(p D ﬂqTrZ‘,(-) T (1) Lo (Rr) Lo RRo) Y (n)’gu (Roa)
vy (C 9)

Substituyendo ahora (C.8) y (C.9) en (C.6) y (C.7) respecti

vamente

G o, Fi-Re) = 2 G To (RogEelRG) o (RE) Y, (€)Y (B

L

> 0-Rol K70 |
G:t- (Rog e)=4T RZ: ™ —IIL.(U',L"s Jer(RRoa) Y (Roa) ... (C.10)
L" ) .
G. (8 B-R,,) = g( )“‘ ._L.(E{oa, £) Ry (ko) Lo (k) Yo () Yo (B
o_)\g’a €odl

. %
Gw(ﬁo&,ﬁ) = 4T RZ: (-)‘*11‘_(\-‘}&“’(“ (K Roa) "jcl(Ro;‘) .. {(C.11)
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donde
Lo = [Yua e doda .

son los nfimeros de Gaunt (ver apéndice B).

Para la funcién de Green Go( ¥«, ¥o— Ruo) se tiene

Gl 8- Ru) = ' T o(RIFRal) 4, (R0 Y (80 Y, (FTR Y *
L el (C.12)

G \B- R 40 RZ>0
GelPe B-Ro) =R () RS (RIE,- Rl Mm FRCAERUE Sy
L R
[ | k<O ... (C.13)

y por lo tanto son necesarios los desarrollos de ﬂdhuiﬁnﬂﬂﬁdihjly
Re(RIF- R Y (6 R )* .
Cuando kz

onda sstacionaria estd dada por

> 0, el desarrollo en armbdnicos esféricos de una-

4 w@s(RIE-Reo-pl) _
ATr ‘P gdo"Pi

= R L (RIERa) RO Y (- Rl B
IB-RaldY ... (CL14)

donde r es un vector arbitrario tal que cumpla con las condicio-
nes exigidas. Esta funcidn es posible expresarla de la si-

guiente forma

_ 4 cos(Riv-Rap-Pl) (REY A (RIP + el RV
4T |8-Ruo-B] ‘RZ;YZ" B (RIP+ Raol) Y (25" Y, (P4 Ret0)

) r )‘P*R(o‘ ¥e> Raso
pero como se sabe que

Jl k1RGN Y, (FFR) = AwZ‘,L L) o (RO R«m)tfu( P) Yo Ruo) |

[

entonces

A cos(Ripl-Raml) | RZ‘*TTZ T (kL) der (RRuo) der(RE) Y, (i 1) e )

T AT TR R.-Fl
X%L"(QOS
y por lo tanto por comparacién con (C;l4)

e (RIP- Roo Y, (B Ree) = 4 D L 1, (L ) (RY%) Je (RRas)Yor (R ;*gu.m%)

e

... {(C.15)
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El desarrollo de la funcidn de Green cuando k2<.0_es

"'Z%T‘ Q_lp(‘:k“’a"?\(c’rl RZ('— u"k(n(R‘E 8‘0‘) LQ(RrX(jL !’o Rdo) gL(p)
}l’a-Rm-m IWo-Reol>r - v 5 Ry RElE-Tal

o) también

- _i__ pr(—k"’,'-ﬁ“'ﬂ) - R B RHR(“ R\". L R\l’ ' a3 A
4T 0 -Re-0l Z( ) RGRE Le(Rip s Ra) Y, (8)) ’gu(”&o)}
| Yo > VPt Ruo)
Sabiendo que
L (R1P+Reol) “JL(E?R“ 4HTZ( I Ler (RY) LQ"(RKNO) KB\_ (F) gu." (Rio)
e

el segundo desarrollo se transforma en

TP G141
B 2;% @p!(l."k.‘: R:f‘m = 4n kZZ( " LU0 RY (RY,) (o RRag ) Ly (RY) rgL(PD
o-®ap . L xﬁu(p\d‘,)y‘-(p)

y comparando con el primer desarrollo

RS (RIE. Rea) Y (R 1) = 470 () Ty 1) R (RYD) Ul RRuo) Y (00" Yo (Ro) c.16)
e l..(C.

Substituyendo ahora (C.15) y (C.16) en (C.12) y (C.13) respectl—

vamente, se obtiene

ol O
Gol P, Bo-Ruo) = 2 Grie (Re:E) ki) Ve RV, Yy () Y (£)) .
e 0
P -Ruol >ty 2 ¥ Reo
o (RaE) = /-{TTRZL L o (RRa) V() e (C17)

248~ d )
G, (P 0 Ra) =) () Grog (RueiE) LelRrg) RS (RY, )“4;(::,)‘5,_ (£)"
Ly
!";'R-&‘)rd; s > Ruo RQLO

[ 1
Gl (Be,8) =4HRZ(—) Lot n(RReo) Y 1 (Reo) ... (C.18)

f

Tomando en cuenta las propiedades de los ntmeros de Gaunt, los -

factores de estructura Se pueden escribir de la siguiente forma
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G &O;E)=4n4zZ‘LQ*Q"'¢I ) ool RRoo) Yun( R o

G (Buib) - fm&zZ( L) (ol kRe) Y () Ko

Por @iltimo, para G, ( Ihrb"ﬁdp) se tiene

G. (E’«-P‘i,-f’\ar,):\ﬁz\((p mvhapa ) JlRe) Yo (a’}:ﬁa,:)tgd@d) k%0 ... (c.19)
Golhs, ¥y~ Reg) = RZ( YRS (RiEy- Repl) Lol KT 4o (r(5 Rup) ’}ij:)\ m? 50

51endo necesario obtener los desarrollos de HelRiwt- Regd . (i"‘s 3-(;&3 y -
R (RUE-Rypl )‘gui" Rd[ﬁ con Yp< Rap .
Cuando k" 0 se tiene
_ A cos(—k\r},-ﬁdﬁ-ﬂ _ ' Wi .0, A
AT i pr] = LRie(rir Rxpnje(ur{“gh(wp-'%\ Y ()
adem&s M- Bapl >¥

- _é-__ cos (-R \!’;rﬂdp -P)
4m ll’é,- qu -r|

Z‘KWQ(R&(&)'&@ RW’p B! ’g\_(de\ Qé\_(l‘r,'!’) , |
\0g-ri<Rap.
pero sabiendo que

Joliw o) Yt 0e) = el UL krp)jeu (RN Y () Yo ()

vu

el segundo desarrollo se transforma en

1 s
4w rlinfo 01 =kLL s A (% L WMelRRap)d el R"(b)dc" (ke %L(Bdr:) Mul i’p) x
LS g“("'ﬂ Lo “% )
Lll

Comparando este resultado con el primer desarrollo

Ne(Riwg- de 3%. R«p) 4“2 e La(c; L)Vlz“ RR%MU (Rrp) Y P«p\?} i’p) .

L . {C.21)
Para el caso kz<0

.._.4___ pr(—-'R!l’é-Rda‘m " I Qi ¢ g
& e LY R e R Lol Pw?ﬁzl?i Yr)

ademés
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4 axp(-Ri€h-Rap-p1) _ M , ‘ . ~
e _RZL:() ‘Rz(RRtﬁ)te(RlPﬂ-PD(gL(de) Y ()

. “"" -2 L Rap
expresidn que con (C.9)

o (RIE-1) Y (o) = 4T () T (1510) CorlRelp) CenlRY) You () Yoo ()
‘ UL

se transforma en

-Z%_ a_xpii—mfp Rais-¥l) _ AHRZ;Z() I\_(L L"\LQI(RT'M R“'(RR,,;Q“JL‘ (Pﬁ)(gL(R"f’)
n-Bap-r| e X Leon(RY) Yoo ()

ol

Comparando este desarrollo con el primero se tiene

R‘“(R\!’p-ﬂdp\w (f’p'Rdﬁ) 4“2( ) L.;(L L) Cer(Rrp) REL “Rdﬁ)“jﬂ'(ﬁn)xﬂ‘_(“
o | ...(C.22)
Si se substituye (C.21) y (C.22) en (C.19) y (C.20) respectlva -

mente, entonces

G. (P, B -Rep) “‘”‘;LZ::L Lo (50 el Rr) des (k) Qon (R Rup) Bl i)
x Y lop) Y, (1) k>0

G, (Pd !’(5 Ra{p} ‘WRZZQ ) ( ) IL‘(L L)Le(m‘d)tgt(m(ﬂ RO (RRup) gu’(ﬁ{',)*
e <YL Y (B R%0

De igual forma que fueron transformados los factores de estructu
ra en (C.17) y (C.18) se obtiene

Gr. (R, B Ra) —Z,G (&p;a)dl(hmﬂe‘(m}o’wf’a)“du(i’p*

Ye g \Tﬁ Exp‘

G‘U(.RK{’:,E) L{TRZL L(L U‘)YIQ"(RRX(’))(SL (edr&)

R0
o e . (C-23)

G,(Pﬁll’fb-ﬁm) = EGT‘E(R#“E) L'.Q (er) L’e‘(R\'}s) '\jL(éd) (\é\.' (?“;) *
Ly . .
Ya< (¥g-Rap)
~ ¥
G (e 8) - wr X ()T (e ) R (RRap)Y o (Rt

I .
... (C.24)
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 APENDICE D

FACTORES DE ESTRUCTURA RELATIVISTAS

En el capfitulo segundo fue utilizada la siguiente propiedad

de los factores de estructura

y op . LY . RS o
5“9“" (Bapie) =S“’99 (B S ... (D.1)

8— &' (Rd“)E-) = 9QQ| (de,EA ’ h,,.( O
dlr5=o,1l...,N. ‘ o--(D.Z)

en la obtencibén de las ecuaciones seculares. Este apéndice tiene
por objeto la demostracidén de esta propiedad.

Definiendo los nfimeros de Gaunt relativistas ka(wg L") -
como

9%3 (Rep,E) = 4?&2 M - BKF(K'}CJU) Mg (RRap) ‘gw(ﬁ:p)* R*>y0
Gor (Rap;E) = ATR Zu;(-)“” Bl (K1 1) M ¢ (RRep) Yo (Rap)” B¢ 0

donde Mg(kR«p) representa a la funcién esférica adecuada, enton -

ces

B tep;00 = Z, (pteg, peo ) T (I RILE, wos, )

N

ees(D.3)

Tomando en cuenta que §=2 - Sy,se tiene

‘ﬁi’-Q“—Q' -E*Q“_i‘ .S _5 . . i 1
L =U i 5 S O

Y puesto que

SK ~ .LSK°'SKI

entonces

-t 5, iiff-i

C S ,
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y por lo tanto finicamente gueda pdr demostrar

B o) = B breps 1) D37
Pero antes de proceder a esta demostracifn se hard un paréntesis
para introducir los llamados coeficientes de Racah. ‘

En el apéndice B se discutié el acoplamiento de dos momen-
tos angulares y se vid que la matriz asociada a la transforma -
¢ibén unitaria de la representacibn en la cual Jf,Jﬁ,JZ ¥y J» son-
diagonales a la representacibén en la cual J%,J; ,37 y J¢ 1lo son,
estd dada por los coeficientes de Clebsch-Gordan {piddapapa) .
A continuacibén se considerarid la suma de tres momentos angulares
J=J,+ J;+ J; y se analizarén las transformaciones unitarias -
que relacionan las diferentes representaciones posibles.

Para obtener una representacidén en la cual el cuadrado del
momento angular total y su componente en z sean diagonales se -
procede acoplando dos de los momentos angulares (Jy y J2,72 vV J;
6 Jy y J;) en un momento angular intermedio y éste se acopla al-
momento angular restante del conjunto original (3 ,J, ,J3). Asi,-
se tiene que los operadores a diagonalizar serén J, ,J; ,J32 ,Jm ,J°
Yy Jz . :

Ahora seé considerard la relacidn existente entre las repre
sentaciones caracterizadas por los momentos angulares interme -
dios ‘ '

J'= F+ Ty IV =T, + T, . .(D.4)
con funciones propias @E@ﬁdg vy xmhh respectivamente. Estas -
dos representécibnes estan relacionadas por la siguiente trans -

formacifén unitaria
Jm 4 Im P
,g)ﬂdzﬂs - ; Rj‘j‘ Yededs o

Los coeficientes dé Racah W estan definidos por

«..(D.5)

P i
Rj“‘j‘ = [(21"-#1)(23'*-1)] E\/\/ (‘31 jzj j} ’ jl 3“)
| o ... (D.6)
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A partir del acoplamiento de dos momentos angulares pueden
escribirse las funciones propias de J' y J". De esta forma, se -

tiene que -
3 1
‘Hg Z(j m'Uhjz my m*- m1) Q-Pn;, Q‘sz m4
es una funcién propia de Ji ,J7 ,3" y Ji 3 Y

31113 Z(jmlﬂs m',m- m)’%mZ(ﬂm“sz e, m- m«)qf ’q}j““‘A

es una funcidén propia de J? Iz o J° ,J1 ,J”: Yy J~3 .

De manera similar

1;1, Z:<j m'{3:3s m, m"mJQP e,

es una funcibn propia de J'°,J; ,J, v Ji,¥

-z;nj} Z‘,Uml']d m -m* ﬂ'\“>Q..l"m-m'Z<J‘S 'm"ljzja RUT m' ml Qy m mz

. ' 2
es una funcidén propia de 7 +Jz ,J ,Jf,JZ N J§ . La substitucién de

estas funciones de onda en (D.5) produce

Z Z Aot iz, mom-m Y ml $5 m' m-md Q_P:,,‘ o @

my m
ZZZ Rfj <‘5de m-m" m“><'j m“sza Mo m—mzyz.pw m“(.al-) @ iy
mﬁ m u
15
Si se efectfia en ambos lados el producto escalar con @}u@ ’
entonces
Zi(ﬂm‘\js,zm« m- m4><3mlj33 m m m> 6\“"‘1‘ gm Mg g - s
My M

:; Z ; Ry mld, 3" mome my{ Fens | jzjslm‘,m’—mﬁ Sm'm'}}h ém,p, ém“_m,’ My

o tambié&n

et g Al a6 = 20 Ry CHUUE o poaps) KIS ds apss)
:
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donde M=+ Mo+ My . Multiplicando ahora por (3pidalipupsd  y suman

do sobre i manteniendo M=z + M constante

%(ﬂlpf 14432 P«}lz> <JP~ | jtjg,pz *pqpo (‘1"};“”4 15 }11}lb> =R 14 <1MH4 j‘: }M; Ha +p5>
puestoique
;<jp“ 142145 }11{&15‘)(5“}1“{&13 Pz}l3> = 5;{;{"

Por Gltimo, introduciendo la definicién de los coeficientes de -

Racah

LA
[ (23" 0) 2as ) 1% bt pa praras YW Ui 32 1455 9'97)

= ; <ﬂ'}—l‘H1jz H«}J.1><1N- %) js, Pz*}h,p;)(']"p“”zja }Jz}lss

K=tatps Bijo,

... (D.7)

Los coeficientes de Racah asi expresados estan en funcidn-
de los coeficientes de Clebsch-Gordan, los cuales estan bien de-
finidos hasta un factor de fase. En lo que sigue se introduciré-
la notacién de Racah, en la Cual se utilizan las letras latinas-
abcd;ef para los momentos angulares Jy J, J J3;J’J“ y letras grie-
gas para los nUmeros cudnticos asociados a la proyeccidn de los
momentos angulares; pajifly—— ap¥d : (F=asprd)

Utilizando la expresibn explicita de los coeficientes de -
Clebsch-Gordan es posible obtener la siguiente expresidn para -

.

los coeficientes de Racah

Wiabcd jef) = Ar(abe) Afcde) Anlact) Ar(bdf) x

Ned+b+C+ d

(=) (n+1)¥
v (n-a-b-a)t(n-c-d-e) (n-a-c-£H1 (n-b-d -3

X

1 . .
X
(a+b+c+d-nﬁ(d+d+@+?vnﬂ(b*c+¢+f—®! ’ .. (D.8)

donde As es el "coeficiente del tridngulo”, simétrico en sus argu-

mentos
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Aa(dbc) - (d+b-c(a-b+c) (.'CH'b#C)‘,
(osb+cs+)t

... (D.9)
Los coeficientes del tridngulo en (D.8) contienen las reglas para
gque no se anulen los coeficientes de Racah (condiciones del trié&n
gulo) . |

Volviendo a la demostracidén de (D.3'); si se substituye la

expresi6n>(B.lO) para los nlmeros de Gaunt en (D.3), entonces

o~

B (510 = L2008 | Ygolg's 00 Z {Ipias, m-5, 5% <am) £0% s popd (S 0 195
AT (20 41) sith . (D.10)
donde se ha tomado en cuenta que m =m'+ m" conm=W- sy -

m'=lf—s.&ise considera la sidguiente correspondencia

Y 4 —3 ' ¢

Jo— 2 $ g 14

entonces la suma sobre s puede simplificarse mediante los coefi -

cientes de Racah
[ Qrenaesn P {ple's, pge wdW(8234; 14)

= 2 {apled s, sy om0 e sy el § s o)
pes M fijo.
Yy por lo tanto

i : : -
- By g5 1) [Z‘f (2i'+ﬂ(22"+1)(21‘+1)] z{jmsz"a', M, W (2043 24) {20l £'2%00)

4
El producto [(1/4K)@5ﬂ\uf*”]z<4Hl”f,P1t}”> ~ es independien-

te de Uy ', de modo que es suficiente demostrar la invarianza de

’ i
® (S, Sn) = [2es1) ] ool 22 00YW (2035 5 85')

«+.(D.11)
con respecto a cambios simulté&neos en los signos de k y k'. Dicho
en otra forma, es necesario verificar lo siguiente

®(+,+) - B(+.-) =1
®(—' ‘—) @(’,+)
- ’ LI (Do 12)
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Para llevar a cabo esto, se efectua la correspondencia de (92'45;44")
con (abcd;ef) y se escribe el coeficiente (t0l2¢2"00) de la si -

guiente forma

_ Jamo 4 [Slatpre)]l
(e olab,00) =(-) (22+9)* Ag(abe) L(asb-o1 [L(a-bea) IS (asb+a)]l

... (D.13)

donde Ar corresponde a la misma definicién (D.9). El Indice de -
la suma en (D.8) toma valores enteros hastarque uno de los argu-
mentos de los factoriales sea negativo. El coeficiente {zolaboo}
se anula a menos que se cumpla que atb+e=entero par, y NJW&N&2+T,
condicién que se denota por A(e) . El coeficiente de Racah se -
anula a menos que se cumplan las cond1c1ones A(dba.) A(edc), Albdf)
Y Afafc).

Para introducir la devendencia explicita de (S .) en -
(D.11) se hace uso de la relacidn &= j* 5« , de modo que b=f+i Sw;

Q= c+,25K, y por lo tanto

! i P + Sk
(Pg(sx,sx.)=[zu+izsx-)+1]2(—) - [2@c+4 sk)+1] Arla, §+156 450

[ (arfec+ 2(5“4—50”'
[i(a»r c+d e -5 ] LL(a- F+C+Z(SK SN [$(-a+fres F(on+SK) ]t

X AR(G,¥+%SK-’Q+£ZSK) AR(C,A,C+125K) Arlacf)Ar (Fi—isz',d{")

nra+f4c4d+35c

Xy -)
. de-f-c—%(swtsgn!ch—d-c-isn\!0»a—c~?ﬂ(n4¥d-F-%Swﬂ

1
(0+?+C&d+z$n N (avdic +£ 455 -n) (2?*-2C-f (Sx +Sk) -m)Y

En esta expresibn d=% . Puesto que los términos de la suma se ang
lan cuando los factoriales son negativos,; se tiene qﬁe para B (+,+)
Gnicamente el término n=atf+c+l sobrevive, v el término n=atf+c -
en los tres casos restantes. Tomando en cuenta esto, se substitu-
ye en (D.14) las cuatro combinaciones (++) , (+=), (=), (==) y se -
verifica (D.lz).' §
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APENDICE F

DIAGRAMA DE FLUJO DEL METODO CDM

R= Relativista

NR= No relativista

‘ Inicio )

y

Lectura de:

Q}l.— Potencial molecular
(proveniente de MOLPOT o
de una iteracibén anterior)
2.-Valores propios y si-

meéria (funciones base)

NR: (I.29)

R: (II.89)

Cicl<‘3 de \

iteraciones///

Cicl; de ﬁ\\

estados ///

o ] C&lculo de la matriz K o t:
C&lculo de los elementos de Integracién de
la matriz asociada a las - NR: (I.1l6)
ecuaciones seculares R: (II.15)
NR: a) (I.58),(I.61) R*<0 |, Para obtener
b) (I.64),(1.68) R'>o0 NR: a) (I.55),(I.59) R%o
R: (II.90),(II.91) » b) (I.62),(1.66) R'<o
7 R: a) (II.51),(II.56) k%o
'b) (I1.62),(II.66) k%o




A

C&lculo de los factores
de estructura
NR: a) (I.57), (I.60)
R: b) (1.65), (I.67")
R: 2a ecuacidn de
(I1.90), (II.91)

Bisqueda del valor propio
G8lculo del cero del deter
minante '
NR: (I.93)
R: (II.92)

\

Solucidbn a las ecuaciones

seculares para obtener 1las

amplitudes de las ondas -

dispersadas

NR: a) (I.58), (I.61) °
b) (I.64), (I.68)

R: (II.90),(II.91)

Normalizacién del orbital
molecular

l.-Contribucidén de las es
feras atdbmicas

NR: (I.97)
"R:  (II.95)

2.- Contribucién de la re
gidén intersticial

NR: (I.113)

R: (I1.112)




Construccién de la densidad
total.

i
Obtencién del nuevo potencial

(r.129),(1r.130),(1r.131)
y energia total
(I.132)

N

D

()
N

\

Determinacidén el error en el

potencial.

y
Impresidén de resultados

Error < tolerancia

-

(Termina‘>v




APENDICE E

ORBITALES MOLECULARES
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Para obtener las combinaciones lineales de armdnicos esféri

'COos fxf en el caso no relativista, y de espinores

caso relativista, se aplica el operador de proyeccidn

Z Fj j(R) PR (no rddiwisio)
RC

X

I
¢ - —;
v g

™ L
6% _§‘_’Z FQQ(R’) OR (rdativisia)
Rco
a toda funcién ¢ﬁ§( 5‘$;x) tomando en cuenta que

PR ¢:m ("d) =Z a)ud(R.) ¢1mv ( Pd
o'm'

OR @kp.(fa) Z Aﬂdd (R) @xp ("d'

. fleg)
donde A (R) est& formada por el producto directo

29

AR - SR D r)

con
1 si Rsor) R4 =Ry
Sy, =

O st woas @bl .

. en el -

...(E.1a)

... (E.1b%D

...(E.23a)

... (E.2b)

... (E.3)

...(E.4)

. G) . . .
Las matrices D(R) corresponden a las representaciones irreduci -

bles del grupo de rotaciones puras. Al aplicar una de las opera-

ciones de simetria (Pa en el caso no relativista y Os en el rela

tivista) a una de las funciones ¢g;R3¢EH), se efectfia primero -

la traslacién del centro o« al w', y después se aplica la rota -

‘cidn en el centro « tomando en cuenta que

PeYm(0,0) =3 Ditm(R) Y, (6,0)

...(E.5)
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Or X} (8) = ZDW(R)XF-(I?) ... (E.6)

La forma explicita de los elementos de matriz DﬁL(R) estan dados

por

H) (d p, Z ( )Hﬂj"p"“ (4-m (S0 (4w ‘
el Gep-n ) kY (gl

H+#;xzu 1 BLp-p (p¥
A T (2P) som (zp) € (2.7)
donde J incluye tanto a las representaciones semienteras como -
enteras. Las variables («,p,¥) corresponden a los &ngulos de -
Euler cue caracterizan a la rotacién R. Si se definen las canti-

dades ¢ y g, como

C=fsnd ; QS - ... (E.8)

donde fi y ¢ corresponden al vector unitario y al &ngulo que ca -
racterizan a la rotacidn R,entonces los &dngulos de Euler estarén

dados por

€, = s O(ZX‘ s -g- Q- COS_X..._?(.E;Q\'\L;-
@, = sen X-ZO( san'z Qa:s:mﬂ cosfz_. ... (E.9)

En princiéio, dadas fi y ¢ es posible obtener los &ngulos de Euler,
sin embargo obtener estos &ngulos a partir de (E.9) es sumamente
complicado debido a que son ecuaciones que involucran fun01ones—
trigonométricas. Es por esto que en lugar de emplear Dve(R) como
funcibn de los &ngulos de Euler, se expresa en términos de los -

parémetros de Cayley-Klein

Y E o O (- (e gt (4-p
P'( b) = ( 4 N
(1—}4—»&)! (fop-r)f WY (e pi-p

xd‘]—ﬂ‘-u d*‘}ﬂl-ﬂ bu b“ -

?

VL (E.10)
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donde
b= @ +(Cq ,

Si las operaciones de simetria corresponden a rotaciones -
puras, las ecuaciones (E.5) y (E.6) se aplican directamente. Cuan
do las operaciones de simetria corresponden a rotaciones impropias,

reflexiones o inversiones, entonces

O R
RYL® =2 () D (YL (8
» " .. (E.11)
OXp@) = X 1™ DRI X8
’ e (E.12)
donde

T = { 1 wnarsiones
0 vrotacionas puras ).

puesto que el operador de inversién E(caso no relativista) y -

p? (caso relativista) tiene el siguiente efecto
s [ | RPRY 2PN
LY@ =) Y@

K A koA .
t(XR(f))=(-)Q(XfK(T’) ... (E.13)

donde
{10
& —(O-I)

Las expresiones (E.1l1) y (E.12) Gnicamente toman en cuenta
rotaciones puras e inversiones puestb que toda reflexibén vy rota
cidn impropia puede expresarse en términos de una inversién y ro

taciones puras. Asi, para una reflexidbn
~ a >
T=1C

donde el eje de rotaciébn C, es perpendicular al plano de la re -

flexibn, y por lo tanto para una ;otacién impropia
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én -_-a-én :‘i‘, CQC“

Con estos resultados, la aplicacién del operador de proyeccién -
para grupos discretos a los armbnicos esféricos y espinores, es-

directa.
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