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Introducción

La geometría algebraica se ha desarrollado en oleadas, cada una con su propio idioma y punto
de vista. Al �nal del siglo XIX se vio el enfoque teórico de Riemann, el enfoque más geométrico
de Brill y Noether, y el enfoque puramente algebraico de Kronecker, Dedekind, y Weber. La
escuela italiana siguió con Castelnuovo, Enriques y Serveri , que culminó con la clasi�cación
de super�cies algebraicas. Luego vino la escuela americana del siglo XX de Chow, Weil y
Zariski, cosa que dio fundamentos algebraicos �rmes a la intuición italiana. Acto seguido Serre y
Grotendieck iniciaron la escuela francesa, cosa que ha cambiado los fundamentos de la geometría
algebraica en términos de esquemas y cohomología, y que tiene un impresionante historial de
resolver viejos problemas con nuevas técnicas. Cada una de estas escuelas ha introducido nuevos
conceptos y métodos.

Para hablar de los fundamentos de la geometría algebraica clásica, podríamos mencionar
entre muchos otros a Hilbert y sus sucesores: Noether, Krull, van der Waerden; que desarro-
llaron en parte la teoría de ideales de polinomios, cuyos resultados más importantes han sido
recopilados por Gröbner en su obra �Moderne Algebraische Geometrie�, de 1949. Después de la
aparición en 1946 del libro de Weil, �Foundations of Algebraic Geometry�, la teoría de valua-
ciones y de campos jugó un papel importante y fueron los fundamentos comúnmente aceptados
en su tiempo. Weil introduce nuevos objetos de estudio: las variedades algebraicas abstractas,
entendidas como conjuntos algebraicos sobre campos arbitrarios, así como el lenguaje de los
puntos genéricos. Pero es con Zariski y su escuela (P. Samuel, Cohen, etc.) que los métodos
del álgebra conmutativa son aplicados a la geometría algebraica, en particular, se introduce
el álgebra local, como puede verse en el libro de P. Samuel, Méthodes d'Algébre Abstraite en
Géométrie Algébrique, de 1955.

Varias construcciones, como lo son la variedad de Jacobi, entre otras, estimularon el desarro-
llo de la noción de variedad algebraica, comenzando por las variedades algebraicas abstractas,
de Weil, hasta la noción de espacio algebraico de Artin y Moishezon.

La de�nición clásica de variedad algebraica fue empleada para referirse a subconjuntos
cerrados (en la topología de Zariski) de un espacio afín o proyectivo sobre un campo K . Pero
la idea de tratar de manera análoga a las variedades algebraicas como se hace con variedades
diferenciales se debe también a Weil que de�ne una variedad algebraica abstracta como un
sistema de variedades algebraicas a�nes {Vα} en cada una de las cuales son elegidos subconjuntos
abiertos Wαβ ⊂ Vα isomorfos con las elecciones de los abiertos Wβα de cualquier otra variedad
afín Vβ del sistema. Es entonces que Weil tiene éxito en extender, a sus variedades, todos los
conceptos fundamentales de la geometría algebraica.

Por otro lado, en 1950 Jean Leray introduce en su artículo �L'anneau spectral et l'anneau
�ltré d'homologie d'un espace localement compact et d'une application continue � la noción
de gavilla sobre un espacio topológico, y es el seminario de 1950/51 de H. Cartan en donde se
desarrolla la teoría de gavillas, misma que permite de�nir las variedades diferenciales o analíticas
desde un nuevo punto de vista, considerándose como espacios topológicos anillados.
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En 1955, Serre descubre que una de�nición similar es aplicable a la geometría algebraica.
Un espacio anillado, localmente isomorfo a una variedad afín con una gavilla de gérmenes
de funciones regulares en ella, será para Serre una variedad algebraica (un espacio algebraico,
usando su terminología). La estructura adicional de espacio anillado en una variedad algebraica,
permite no solamente la simpli�cación de varias construcciones, sino también la introducción
en su estudio de los métodos del álgebra homológica, en conexión con los métodos de la teoría
de gavillas.

El propósito de este trabajo es dar una introducción a la geometría algebraica. En el primer
capítulo se pretende hablar sobre conjuntos algebraicos dotados de una topología muy especial
(la topología de Zariski), además de dar una relación entre la geometría y el álgebra, por lo
que se probará el teorema de los ceros de Hilbert (Nullstellensatz). Todo esto en el caso afín
para después, en el capítulo dos hacer una comparación con el caso proyectivo. En el capítulo
tres se dará una pequeña introducción a la teoría de gavillas, que constará de la de�nición
de gavilla sobre un espacio topológico, germen, mor�smos entre gavillas, la gavilla asociada a
una pregavilla, la gavilla imagen y núcleo de un mor�smo. Por último en el capítulo cuatro
se de�nirá un espacio anillado con una gavilla estructural asociada, con lo que podremos dar
una buena de�nición de variedad algebraica y variedad algebraica proyectiva, para brindar una
de�nición de gavillas de módulos sobre variedades algebraicas a�nes y proyectivas, lo que nos
permitirá de�nir una gavilla cuasi-coherente. Para concluir daremos una de�nición de módulos
desplazados y calcularemos el espacio de las secciones globales sobre el espacio proyectivo de la
gavilla OPn(d).
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Capítulo 1

Conjuntos algebraicos a�nes

Dado un campo K de�namos al espacio afín como el conjunto de n-adas de K denotado por
A
n
K
y si no hay riesgo de confusión lo denotaremos simplemente como An. Un elemento P en el

espacio afín se llamara punto, si P = (a1, . . . , an) con ai ∈ K entonces se dice que los elementos
ai son las coordenadas del punto P .

Ahora consideremos K[x1, . . . , xn] el anillo de polinomios en n variables sobre K, desde
el punto de vista algebraico K[x1, . . . , xn] es una K-álgebra �nitamente generada por el con-
junto {x1, . . . xn} ⊂ K[x1, . . . , xn]. Sin embargo, cada polinomio g ∈ K[x1, . . . , xn] puede ser
considerado como una función de la forma:

g : A
n → K

(a1, . . . , an) 7→ g((a1, . . . , an))

Lo que nos permite hablar de los ceros de un elemento de el anillo de polinomios o más general,
los ceros de un subconjunto de este anillo, por lo que de�nimos para T ⊂ K[x1, . . . , xn]:

V (T ) = {(a1, . . . , an) ∈ An|f((a1, . . . , an)) = 0 ∀f ∈ T}

Una propiedad útil de este conjunto es que es decreciente en el sentido de que si W ⊂ U
entonces V (U) ⊂ V (W ), esto es claro, ya que si un punto se anula en todos los elementos de
U, en particular se anula en los elementos de W.

Dado que K es un campo, eso implica que es un anillo noetheriano y por el teorema de
la base de Hilbert [AM] su anillo de polinomios K[x1, . . . , xn] es un anillo noetheriano, así
dado I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal, es �nitamente generado, por lo que I = 〈f1, . . . , fs〉 con
fi ∈ K[x1, . . . , xn], además dado f ∈ I, f es combinación lineal de sus generadores, es decir,
f = α1f1 + · · ·+ αsfs con αi ∈ K[x1, . . . , xn].

Dado (a1, . . . , an) ∈ An tal que fi((a1, . . . , an)) = 0 para toda i ∈ {1, . . . , s} tenemos enton-
ces que f((a1, . . . , an)) = α1f1((a1, . . . , an))+ · · ·+αsfs((a1, . . . , an)) = 0 lo cual nos prueba que
V ({f1, . . . , fs}) ⊂ V (I) pero además tenemos que {f1, . . . , fs} ⊂ I y por la propiedad anterior
eso implica que V (I) ⊂ V ({f1, . . . fs}) por lo tanto tenemos que V (I) = V ({f1, . . . , fs}). Para
simpli�car notación, escribiremos a V ({f1, . . . , fs}) como V (f1, . . . , fs).

De�nición 1.1 (Conjunto algebraico afín) Sea X subconjunto de An, decimos que X es un
conjunto algebraico, si existe T subconjunto de K[x1, . . . , xn] tal que X = V (T )
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Ejemplo 1.1 Estos son algunos ejemplos de conjuntos algebraicos.

Proposición 1.2 Los conjuntos algebraicos cumplen las siguientes propiedades:

1. El conjunto vacío y An son conjuntos algebraicos.

2. Dados X, Y ⊂ An conjuntos algebraicos, entonces X ∪ Y es un conjunto algebraico.

3. Dada {Xi}i∈I una familia de conjuntos algebraicos, entonces ∩i∈IXi es un conjunto
algebraico.

Demostraciòn

1)
El polinomio constante 1 es un elemento de K[x1, . . . , xn] que cumple que 1((a1, . . . , an)) = 1
para toda (a1, . . . , an) ∈ An, por lo tanto V (1) = ∅ lo cual prueba que el conjunto vacío es un
conjunto algebraico. El polinomio constante 0 es un elemento de K[x1, . . . , xn] que cumple que
0((a1, . . . , an)) = 0 para toda (a1, . . . , an) ∈ An, por lo tanto V (0) = A

n por lo que An es un
conjunto algebraico.
2)
Probaremos que dados R y S subconjuntos de K[x1, . . . , xn] se tiene que V (T )∪V (S) = V (TS)
con TS = {ts|t ∈ T y s ∈ S}. Sea x ∈ V (T ) ∪ V (S), eso implica que x ∈ V (T ) o x ∈ V (S),
sin perdida de la generalidad suponemos que x ∈ V (T ), que por de�nición nos dice que f(x) = 0
para todo f ∈ T , así, para todo g ∈ S se tiene que (fg)(x) = f(x)g(x) = 0g(x) = 0 lo
que implica que x ∈ V (TS), así V (T ) ∪ V (S) ⊂ V (TS). Sea x ∈ V (TS) y suponemos que
x 6∈ V (T ), por lo que existe f ∈ T tal que f(x) 6= 0 pero como x ∈ V (TS) se tiene que para
todo g ∈ S (fg)(x) = f(x)g(x) = 0 lo que implica que g(x) = O para todo g ∈ S por lo que
x ∈ V (S) ⊂ V (T ) ∪ V (S) lo que nos da la otra contención.
3)
Probaremos que dada una familia de ideales {Ti}i∈I se tiene que ∩i∈IV (Ti) = V (∪i∈ITi)
Sea x ∈ ∩i∈IV (Ti), esto pasa si y sólo si para toda i ∈ I y para todo fi ∈ Ti se tienen que
fi(x) = 0, esto ocurre si y sólo si fi(x) = 0 para todo fi ∈ ∪i∈ITi que por de�nición pasa si y
sólo si x ∈ V (∪i∈ITi) lo que prueba la igualdad.

%
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Esto nos permite de�nir una topología en An, tomando como conjuntos abiertos a los comple-
mentos de los conjuntos algebraicos, que son una topología por la proposición anterior. Esta
topología es muy importante para la geometría algebraica y se le conoce como la topología
de Zariski. Dado X un subconjunto de An, podemos considerar la topología inducida por esta
topología (llamada también la topología de Zariski), cuyos conjuntos cerrados son aquellos de
la forma X ∩ V (I).

Ejemplo 1.2 Dado K un campo algebraicamente cerrado, consideremos la topología de Zariski
de la recta afín A1. Dado que K[x] es un dominio de ideales principales, los conjuntos algebraicos
son generados por un solo polinomio f, que al estar en un campo algebraicamente cerrado se
escribe de manera única como f(x) = c(x − a1) . . . (x − an) con c, a1, . . . an ∈ K, por lo que
V (f) = {a1, . . . an} que es un conjunto �nito.

Ejemplo 1.3 Si consideramos f ∈ K[x1, . . . , xn] y V (f) la hipersuper�cie de�nida por f. El
conjunto D(f) = A

n�V (f) es un abierto de la topología de Zariski, el cual llamaremos abierto
estándar. El conjunto de todos los abiertos estándar forman una base para la topología de
Zariski.

1.1. El ideal asociado a un conjunto algebraico afín

En la primera parte asociamos a un subconjunto de K[x1, . . . , xn] un subconjunto de An,
en esta sección asociaremos un ideal de K[x1, . . . , xn] a un subconjunto de An, dado por la
siguiente de�nición:

De�nición 1.3 Sea V un subconjunto de An, el conjunto

I(V ) = {f ∈ K[x1, . . . , xn]|∀x ∈ V f(x) = 0}

que es llamado el ideal asociado al conjunto V.

Para ver que es un ideal, consideremos el mor�smo de anillos

r : K[x1, . . . , xn]→ F(V,K)

Donde F(V,K) es el conjunto de funciones K-valuadas, y el mor�smo está dado de manera
natural como a cada polinomio (visto como función de An a K) lo manda a su restricción al
conjunto V. De esta forma el ker(r) = {g ∈ K[x1, . . . , xn]| g|V = 0} = I(V ) que como sabemos
es un ideal de K[x1, . . . , xn].
De este mor�smo podemos de�nir Γ(V ) := K[x1, . . . , xn]/I(V ) que es un anillo, al cual llama-
remos el anillo de funciones regulares en V, que es una K-álgebra de tipo �nito.
Con un argumento similar al hecho para los conjuntos algebraicos se puede probar que si I ⊂ J
entonces I(J) ⊂ I(I).

Proposición 1.4 Los ideales de conjuntos algebraicos cumplen las siguientes propiedades:

1. Si X es un conjunto algebraico, entonces V(I(X))=X.

2. La función V 7→ I(V ) (con V un conjunto algebraico) es inyectiva y si V ⊂ W son
conjuntos algebraicos y V 6= W , entonces existe un polinomio que se anula en V pero no
en W.

3. J ⊂ I(V (J)) para cualquier ideal de K[x1, . . . , xn].
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Demostraciòn

1)
Que V ⊂ V (I(V )) es claro. Para ver la otra contención, tenemos que si V = V (I) entonces
I ⊂ I(V (I)) lo que implica que V (I(V )) ⊂ V (I) = V .
2)
Para la primera parte, tenemos que si I(V ) = I(W ) entonces V = V (I(V )) = V (I(W )) = W lo
que nos dice que la función es inyectiva.Para la segunda, como V 6= W , eso implica que existe
(a1, . . . an) ∈ W�V , esto implica que existe f ∈ I(V ) tal que f((a1, . . . an)) 6= 0, lo que implica
que f 6∈ I(W ).
3)Si f ∈ I entonces f(x) = 0 para toda x ∈ V , que nos dice que f ∈ I(V ) = I(V (I)).

%

Del último inciso de la proposición anterior podemos ver que la igualdad no siempre se da, por
ejemplo, si K = R e I = (x2 + y2 + 1), tenemos que V (I) = ∅ pero I(∅) = K[x1, . . . , xn] que
contiene propiamente a I.

1.2. Conjuntos irreducibles

Un conjunto algebraico puede ser la unión de dos conjuntos algebraicos más pequeños, por
ejemplo, si consideramos en A2 el conjunto algebraico dado por xy = 0, podemos ver que
V (xy) = {(0, t)|t ∈ K} ∪ {(t, 0)|t ∈ K} = V (x) ∪ V (y), pero V (x) y V (y) son subconjuntos
propios de V (xy) ya que por ejemplo (1, 0) ∈ V (xy) pero (1, 0) 6∈ V (x) . Esta situación motiva
la siguiente de�nición:

De�nición 1.5 Decimos que X ⊂ An un subconjunto no vacío es irreducible si, dados F y G
conjuntos cerrados en X tales que X = F ∪G, entonces X = F ó X = G.
Si X no es irreducible, decimos que X es reducible. Un subconjunto Y ⊂ X es irreducible, si
es irreducible con la topología inducida.

Proposición 1.6 Si X ⊂ An , X 6= ∅, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

1. X es irreducible.

2. Si U y V son conjuntos abiertos de X y U ∩ V = ∅, entonces U = ∅ o V = ∅.

3. Cualquier subconjunto abierto no vacio de X es denso en X.

Demostración

1)⇒ 2)
Suponemos que X es irreducible y sean U, V abiertos tales que U ∩ V = ∅. Sea F = X�U y
G = X�V , son conjuntos cerrados en X, ademas F ∪G = (X�U)∪ (X�V ) = X�(U ∩V ) =
X�∅ = X , como X es irreducible tenemos que F = X�U = X ó G = X�V = X por lo que
U = ∅ o V = ∅.
2)⇒ 1)
Es una prueba similar a la anterior.
3)⇔ 1)
Es directo de la de�nición.

%

El siguiente teorema, compara una característica geométrica de los conjuntos algebraicos (la
irreductibilidad) con una propiedad algebraica (con el ideal asociado a un conjunto algebraico).
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Teorema 1.7 Sea V un conjunto algebraico equipado con la topología de Zariski, las siguientes
propiedades son equivalentes:

1. V es irreducible.

2. I(V ) es un ideal primo.

3. Γ(V ) es un dominio entero.

Demostración

1)⇒ 2)
Suponemos que V es irreducible y sean f, g ∈ K[x1, . . . , xn] tales que fg ∈ I(V ), lo que implica
que {fg} ⊂ I(V ) por lo que V (I(V )) ⊂ V ({fg}) = V (fg) = V (f) ∪ V (g), así
V = (V ∩ V (f)) ∪ (V ∩ V (g)) , como (V ∩ V (f)) y (V ∩ V (g)) son cerrados en V que es
irreducible, entonces V = V ∩ V (f) ó V = V ∩ V (g), sin pérdida de la generalidad suponemos
que V = V ∩ V (f), es decir, V ⊂ V (f) lo que implica que f ∈ I(V ), por lo que I(V ) es un
ideal primo.
2)⇒ 1)
Supongamos que I(V ) es un ideal primo y que existen cerrados F y G tales que V = F ∪ G
con V 6= F y V 6= G, dado que F y G son subconjuntos de V, tenemos que I(V ) ⊂ I(F )
e I(V ) ⊂ I(G) con I(V ) 6= I(F ) y I(V ) 6= I(G), por lo que existen f ∈ I(F )�I(V ) y
g ∈ I(G)�I(V ) tales que (fg)(x) = 0 ∀x ∈ V lo que implica que fg ∈ I(V ) lo cual es una
contradicción ya que I(V ) es primo.
2)⇐⇒ 3)
Es claro ya que Γ(V ) = K[x1, . . . , xn]/I(V ) que es un dominio entero si y sólo si I(V ) es un
ideal primo.

%

Ejemplo 1.4 A1 es irreducible ya que como ya vimos, todos sus subconjuntos algebraicos pro-
pios son conjuntos �nitos, por lo que A1 no pude verse como la unión �nita de estos conjuntos.

De�nición 1.8 Diremos que V es una variedad algebraica afín, si V es un conjunto algebraico
irreducible. Un subconjunto abierto de una variedad algebraica afín es una variedad cuasi-afín.

La siguiente de�nición será muy útil para dar una característica muy importante de los con-
juntos algebraicos.

De�nición 1.9 Sea X un espacio topológico, decimos que X es noetheriano si satisface la
condición de cadena descendente para subconjuntos cerrados, es decir, para cualquier sucesión
descendente de conjuntos cerrados Y1 ⊇ Y2 ⊇ . . . existe un entero r, tal que Yr = Ys para toda
s ≥ r

De los espacios topológicos noetherianos, se pueden resaltar las siguientes propiedades im-
portantes:

Todo espacio topológico noetheriano es cuasi-compacto, es decir, toda cubierta abierta
tiene una subcubierta �nita.

Cualquier subconjunto de un espacio topológico noetheriano es noetheriano (con la topo-
logía inducida).

Un espacio topológico X es noetheriano, si y sólo si, todo subconjunto abierto es cuasi-
compacto.
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Proposición 1.10 Sea X un espacio topológico, entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. X es noetheriano.

2. Toda familia no vacía de subconjuntos cerrados tiene elemento minimal.

3. X satisface la condición de cadena ascendente para conjuntos abiertos.

4. Toda familia no vacía de subconjuntos abiertos tiene elemento maximal.

Ejemplo 1.5 An es un espacio topológico noetheriano, ya que si consideramos una cadena
descendente Y1 ⊇ Y2 ⊇ . . . , entonces I(Y1) ⊂ I(Y2) ⊂ . . . es una cadena ascendiente de ideales
de K[x1, . . . , xn] que como vimos es un anillo noetheriano, por lo que existe un entero r tal que
I(Yr) = I(Ys) ∀s ≥ r, lo que implica que Yr = V (I(Yr)) = V (I(Ys)) = Ys para toda s ≥ r.
Por lo tanto An con la topología de Zariski es un espacio topológico noetheriano.

Proposición 1.11 En un espacio topológico noetheriano X, cualquier subconjunto cerrado pue-
de ser expresado como la unión �nita de elementos irreducibles, es decir, dado Y ⊂ X cerrado
entonces Y = Y1 ∪ . . .∪ Yr con Yi irreducible para toda i ∈ {1, . . . , r}. Si además se cumple que
Yi * Yj para i 6= j, entonces los conjuntos Yi están univocamente determinados y son llamados
las componentes irreducibles de Y .

Demostraciòn

Primero probaremos la existencia de esta representación. Sea G el conjunto de todos los sub-
conjuntos de X que no pueden ser expresados como la unión �nita de conjuntos cerrados irredu-
cibles.Si G no es vacío, dado que X es un espacio topológico noetheriano, G tiene un elemento
minimal, sea Y ese elemento, como Y no puede ser irreducible, por construcción, entonces Y
es reducible, lo que implica que existen W y Z subconjuntos propios de Y cerrados, tales que
Y = W∪Z , por la minimalidad de Y , tenemos queW = W1∪. . .Wr y Z = Z1∪. . . Zs ,conWj y
Zi conjuntos cerrados e irreducibles para toda i, j, pero Y = W∪Z = W1∪. . .Wr∪Z1∪Z1 . . . Zs
lo cual es una contradicción, por lo tanto el conjunto G es vacío.
Para la unicidad, supongamos que Y = Y1∪. . . Yr = Z1∪. . .∪Zs con la propiedad de que Yi * Yj
para i 6= j y Zm * Zn para m 6= n, como Y = Y1∪ . . .∪Yr tenemos que Y1 ⊂ Y = Z1∪ . . .∪Zs,
lo que implica que , Y1 = ∪si=1(Y1∩Zi) pero Y1 es irreducible, por lo que existe k ∈ {1, . . . s} (el
cual podemos suponer que es 1) tal que Y1 = Y1 ∩ Z1 lo cual implica que Y1 ⊂ Z1 . De manera
análoga tenemos que Z1 ⊂ Yk para alguna k ∈ {1, . . . r} así Y1 ⊂ Z1 ⊂ Yk pero Yi * Yj para
i 6= j lo que implica que Y1 = Z1, ahora sea W = Y�Y1 entonces, W = Y2∪ . . . Yr = Z2∪ . . . Zs
con las mismas condiciones, procediendo por inducción tenemos que r = s y que Yi = Zi para
toda i ∈ {1, . . . r}. Lo cual prueba la unicidad.

%

Corolario 1.12 Cualquier subconjunto algebraico afín se puede expresar de manera única como
unión de variedades algebraicas a�nes, no contenidas una en la otra.

De�nición 1.13 Si X es un espacio topologico, se de�ne la dimensión de X (denotado por
dimX), al supremo de todos los enteros n, tales que, existe una cadena Z0 ( Z1 ( . . . ( Zn de
conjuntos irreducibles �distintos� de X.
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1.3. El teorema de los ceros de Hilbert (Nullstellensantz)

En este capítulo hablaremos de el �Nullstellensantz� que se traduce del Alemán como �el
teorema de los ceros�. Es uno de los teoremas fundamentales de la geometría algebraica, pues
da una correspondencia entre los conjuntos algebraicos a�nes y los ideales, en particular nos
dice cómo calcular I(V (I)) en términos de I.

En toda esta sección supondremos que K es un campo algebraicamente cerrado.

Dado que 〈fn〉 ⊂ 〈f〉 para cualquier natural distinto de cero, lo que implica que V (f) ⊂
V (fn); pero es claro que si un punto se anula en f , entonces se anula en cualquier potencia
(mayor que cero) de f , lo que nos da la siguiente igualdad:

V (fn) = V (f) para toda n ≥ 1

Esta propiedad, es la que motiva la siguiente de�nición.

De�nición 1.14 Dado A un anillo conmutativo, I ⊂ A un ideal de A, de�nimos el radical de
I como: √

I = {x ∈ A|xn ∈ I para algún natural n > 0}

Decimos que I es un ideal radical si I =
√
I.

Proposición 1.15 Si I ⊂ K[x1, . . . , xn] es un ideal, entonces:

√
I ⊂ I(V (I))

Demostración

Para cada f ∈
√
I tenemos que existe un natural n tal que, fn ∈ I, lo que implica que {fn} ⊂ I

así V (I) ⊂ V (fn) = V (f) lo que implica que f se anula en V (I), que prueba que f ∈ I(V (I)).

%

Los siguientes lemas son necesarios para la prueba que se dará de el teorema de los ceros
de Hilbert, pero se omitirá su demostración las cuales se pueden consultar en [ZF] (capítulo 1,
página 20)

Lema 1.16 (Zariski) Si K ⊂ L son campos, con L de tipo �nito sobre K, entonces la extensión
L : K es algebraica, y por tanto �nita.

Lema 1.17 (Rabinowitsch) Si f ∈ K[x1, . . . , xn] y K[x1, . . . , xn]f es la localización respecto al
conjunto multiplicativo S = {fn|n ≥ 0} entonces la función

K[x1, . . . , xn][t]/〈ft− 1〉 → K[x1, . . . , xn]f

ant
n + . . .+ a1t+ a0 7→ an/f

n + . . .+ a1/f + a0

Es un isomor�smo.
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Teorema 1.18 Sea K un campo algebraicamente cerrado, entonces:

1. Todo ideal máximo M del anillo de polinomios K[x1, . . . , xn] es de la forma:

M = 〈x1 − a1, . . . , xn − an〉

2. (Nullstellensantz débil) Para todo ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn] se tiene que V (I) 6= ∅

3. (Nullstellensantz) Para todo ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn] se tiene que I(V (I)) =
√
I

Demostración

1)
Primero probaremos que todos los ideales de la forma 〈x1 − a1, . . . xn − an〉 con ai ∈ K son
máximos. Salvo traslación, podemos suponer que ai = 0 para toda i ∈ {1, . . . n}. Consideramos
el mor�smo del anillo de polinomios al campo dado por f 7→ f(0, . . . 0), que es claramente
suprayectivo y manda a cada polinomio a su término constante, por lo que su núcleo lo forman
los polinomios sin término constante, es decir, los polinomios divisibles por algún xi, lo que
implica que el núcleo de este mor�smo es el generado por 〈x1, . . . xn〉, usando el primer teorema
de isomor�smo, tenemos que :

K[x1, . . . , xn]/〈x1, . . . xn〉 ' K

Por lo que 〈x1, . . . xn〉 es máximo. Ahora sea M ideal máximo y consideramos la siguiente
composición de mor�smos:

K ↪→ K[x1, . . . , xn]� K[x1, . . . , xn]/M =: A

Donde A es un campo, ya que M es máximo, además es una K-algebra �nitamente generada
(por las clases residuales xi−M), la sucesión nos dice que podemos ver a A como una extensión
deK, que por el lema de Zariski, implica que es algebraico sobreK y comoK es algebraicamente
cerrado se tiene que K 'φ A. Así para toda Xi −M ∈ A se tiene un único ai ∈ K tal que
φ(ai) = xi + M es decir, xi − ai ∈M, lo que implica que 〈x1 − a1, . . . , xn − an〉 ⊂M pero ya
vimos 〈x1 − a1, . . . , xn − an〉 es máximo, lo que prueba la igualdad.
2)
Sea I un ideal propio, entonces existe MI ideal máximo que contiene a I, que por el inciso
anterior, es de la forma M = 〈x1 − a1, . . . , xn − an〉, por lo que V (MI) ⊂ V (I), pero es claro
que V (MI) = V (〈x1 − a1, . . . , xn − an〉) = {(a1, . . . , an)} ⊂ V (I) que prueba que V (I) 6= ∅.
3)
Por la proposición (1.15), tenemos que

√
I ⊂ I(V (I)), así que sólo nos falta la otra contención,

sea f ∈ I(V (I)), dado que K[x1, . . . , xn] es noetheriano, podemos suponer que I = 〈h1, . . . hr〉
y consideremos el anillo Af := K[x1, . . . , xn]f (la localización de el anillo de polinomios en f).
Queremos probar que IAf es el generado por la imagen de 1 en el anillo Af , es decir, probaremos
que 1 ∈ IAf . Por el lema de Rabinowitsch tenemos que Af ' K[x1, . . . , xn][t]/〈ft − 1〉 =
K[x1, . . . , xn, t]/〈ft−1〉, por lo tanto IAf ' IK[x1, . . . , xn, t]〈ft−1〉 = 〈I, ft−1〉/〈ft−1〉, y así
basta con probar que 1 ∈ If := 〈I, ft−1〉 = 〈h1, . . . hr, ft−1〉 ⊂ K[x1, . . . , xn, t], por la parte dos
de este teorema, es su�ciente con probar que V (If ) = ∅ en An+1. Sea A = (a1, . . . an, b) ∈ V (If )
esto pasa si y sólo si los generadores del I se anulan en el punto P = (a1, . . . an) (ya que los hi
no tienen a la variable t), lo que implica que P ∈ V (I) y como f ∈ I(V (I)), entonces f se anula
en P, pero como ft− 1 se anula en el punto (P, b) tenemos que (ft− 1)(P, b) = f(P )b− 1 = 0
lo que implica que f(P )b = 1 pero esto nos dice en particular que f(P ) 6= 0 lo cual es una
contradicción.
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Por lo tanto V (If ) = ∅ así If = 〈1〉 que implica que 1 ∈ IAf por lo que existen gi ∈ Af
tales que:

1 = Σr
i=1(gihi)/f

m (considerando un denominador común)

lo que implica que fm = Σr
i=1gihi

Que prueba que f ∈
√
I.

%

Corolario 1.19 Hay una correspondencia uno a uno entre los conjuntos algebraicos a�nes en
A
n y los ideales radicales de K[x1, . . . , xn].

{Conjuntos algebraicos afines en A
n}

//
{Ideales radicales de K[x1, . . . , xn]}oo

Proposición 1.20 Sea K un campo algebraicamente cerrado, si f ∈ K[x1, . . . , xn] es irreduci-
ble, entonces V (f) es una variedad irreducible.

Demostración

Como K[x1, . . . , xn] es un dominio de factorización única y f es irreducible tenemos que 〈f〉
es un ideal primo y por tanto es un ideal radical, es decir, 〈f〉 =

√
〈f〉. Por Nullstellensantz,

tenemos que I(V (〈f〉)) =
√
〈f〉 = 〈f〉 lo cual implica que I(V (〈f〉)) es un ideal primo y así

V (f) es irreducible.

%

Esta última proposición es muy útil, ya que si consideramos f ∈ K[x1, . . . , xn] podemos
descomponer a f como producto de irreducibles, es decir, f = fα1

1 · · · fαrr lo que nos ayuda a
descomponer a V (f) en componentes irreducibles, ya que:

V (f) = V (fα1
1 · · · fαrr ) = V (fα1

1 ) ∪ . . . ∪ V (fαrr ) = V (f1) ∪ . . . ∪ V (fr)

.

Corolario 1.21 Si f1, . . . fr son polinomios irreducibles y distintos sobre un campo K
algebraicamente cerrado, entonces:√

fα1
1 · · · fαrr = 〈f1 · · · fr〉

1.4. Una introducción a los mor�smos entre variedades

a�nes.

Ya que de�nimos lo que es una variedad algebraica afín, buscamos una manera de poder
compararlas, para ello necesitamos de�nir mor�smos entre ellas, para ésto comenzamos de�-
niendo las funciones regulares en una variedad afín, análogas a las funciones holomorfas en una
super�cie de Riemann.

De�nición 1.22 Sea V ⊂ An y W ⊂ Am conjuntos algebraicos a�nes, y sea φ : V → W una
función, φ = (φ1, . . . , φm). Decimos que φ es un mor�smo regular si φi ∈ Γ(V ) ( el anillo de
coordenadas de V ) para toda i ∈ {1, . . . ,m}. Denotamos al conjunto de mor�smos regulares de
V en W como Reg(V,W ).

Hay que notar que un mor�smo regular es continuo (con la topología de Zariski), pero no
cualquier función continua es un mor�smo regular.
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Ejemplo 1.6 (La k-ésima proyección) Dado un conjunto algebraico V ⊂ An y k ∈ {1, . . . , n}
de�nimos

πk : V → K

(x1, . . . , xn) 7→ xk

Es un mor�smo regular.

De�nición 1.23 Sean V y W variedades algebraicas;

Un isomor�smo de variedades a�nes es un mor�smo regular φ : V → W , tal que existe
ψ : W → V un mor�smo regular con la propiedad de que φ ◦ ψ = IdW y ψ ◦ φ = IdV .
Decimos que dos variedades a�nes son isomorfas si existe un isomor�smo entre ellas.

Un automor�smo de variedades a�nes, es un ismor�smo φ : V → V .

Dado un mor�smo regular φ, podemos de�nir un homomor�smo de anillos de la siguiente
forma:

φ∗ : Γ(W )→ Γ(V )

f 7→ f ◦ φ
Este mor�smo tiene la propiedad de que φ∗(C) = C para cualquier constante C ∈ K, que nos
dice que este homomor�smo es un homomor�smo de álgebras.

Toda esta teoría nos sirve para de�nir un funtor contravariante (Γ) de la categoría de
conjuntos algebraicos a�nes con mor�smos regulares a la categoría deK-álgebras, que le asocia a
cada conjunto algebraico V un K-álgebra Γ(V ) y a cada mor�smo regular φ , un mor�smo de K-
álgebras φ∗. Este funtor cumple muchas propiedades interesantes (algunas de estas propiedades
ser pueden ver en [P] capítulo 1, página 20), entre ellas, una que es muy útil para poder saber
si dos variedades algebraicas a�nes son isomorfas o no.

Proposición 1.24 El mor�smo

γ : Reg(V,W )→ HomK−álgebra(Γ(W ),Γ(V ))

φ 7→ φ∗

Es biyectivo.

Corolario 1.25 Dada φ : V → W un mor�smo regular, entonces: φ es isomor�smo si y sólo si
φ∗ es isomor�smo. Así dos variedades algebraicas a�nes son isomorfas si y sólo si, sus anillos
de coordenadas son isomorfos como K-álgebras.

Por último, en este capítulo, de�niremos unos abiertos especiales, que son fundamentales
para una de las construcciones más importantes de este trabajo de la cual hablaremos en el
capítulo cuatro.

De�nición 1.26 Sea V un subconjunto algebraico afín y consideremos un elemento f de Γ(V ).
El conjunto

D(f) = {x ∈ V |f(x) 6= 0}
es un conjunto abierto de V .

Proposición 1.27 Todo subconjunto abierto no vacio de V es la unión �nita de conjuntos
abiertos de la forma D(f).

Demostración:
Sea U ⊂ V un conjunto abierto no vacio de V , entonces V�U = V (I), con I un ideal de
K[x1, . . . xn], además I = 〈F1, . . . , Fr〉 con Fi ∈ K[x1, . . . xn] de grado >0, sea fi la imagen en
Γ(V ) de Fi, entonces U = D(f1) ∪ . . . ∪D(fr).

%
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Capítulo 2

Conjuntos algebraicos proyectivos

Históricamente, el espacio proyectivo se introdujo en el siglo XVII por G. Desargues, pero
se desarrolló sobre todo en el siglo XIX por Monge, Poncelet, Klein y otros. En la geometría
algebraica, es el escenario que da los resultados más satisfactorios, sin embargo, el espacio afín
sigue siendo importante ya que es el modelo local del espacio proyectivo.

Dado E unK−espacio vectorial de dimensión n+1 podemos dar una relación de equivalencia
v en E r {~0} dada por:

~x v ~y ⇔ ∃λ ∈ K∗ tal que ~y = λ~x

Como esta relación es una relación de colinealidad, se puede ver que las clases de equivalencia
están dadas por los subespacios de E de dimensión 1, sin el vector ~0.

De�nición 2.1 El espacio proyectivo asociado a E (denotado por P(E)) es el cociente E r
{~0}/ v. Cuando E = K

n+1 escribimos Pn
K
y es llamado el espacio proyectivo n-dimensional

estándar.

A menos que se especi�que lo contrario, solo consideremos al espacio proyectivo estándar y para
simpli�car notación lo denotaremos como Pn.

Un punto p ∈ Pn, es una clase de equivalencia, si elegimos un representante, entonces pode-
mos escribir p = (x0, . . . , xn), los elementos xi ∈ K las llamamos, las coordenadas homogéneas
de p, la razón de este nombre es que dado otro representante (y0, . . . , yn) entonces existe λ ∈ K∗
tal que (y0, . . . , yn) = (λx0, . . . , λxn).

2.1. Homografías

Si E es un espacio vectorial, entonces el grupo general lineal GL(E) actúa en E. Si conside-
ramos u ∈ GL(E), como u es inyectiva, preserva colinealidad, por lo que induce una biyección
ū en P(E).

De�nición 2.2 Una biyección de P(E) inducida por un elemento u de GL(E) es llamada una
homografía

De la de�nición podemos ver que el grupo K∗ actúa trivialmente en P(E), pero además
es claro que son las únicas que actúan trivialmente sobre P(E). Así el grupo general lineal
proyectivo de E o grupo de homografías en P(E) es el cociente PGL(E) = GL(E)/K∗.
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2.2. Relación entre el espacio afín y el espacio proyectivo

Dado un subespacio vectorial F de Kn+1 de dimensión m+ 1, con m ≤ n. Sea ι la inclusión
natural y π la proyeccion canónica al cociente.

F r {~0} � � ι //

π◦ι

''

K
n+1 r {~0}

π

��
P
n

De�nición 2.3 Sea F un subespacio de Kn+1 de dimensión m+1, de�nimos: F := π(ι(Fr{~0}))
que es el subespacio proyectivo de dimensión m.

Cuando m = 0, F es un punto, cuando m = 1 se llamará recta, si m = 2 diremos que es un
plano, y cuando m = n− 1 diremos que es un hiperplano.

Sea Hi el hiperplano dado por la ecuación xi = 0 con i ∈ {0, 1, . . . , n} y H i el hiperplano
proyectivo asociado, de�nimos Ui = P

n rH i, entonces:

φi : Ui → A
n

(x0, . . . xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) 7→ (
x0

xi
, . . .

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

)

son funciones que están bien de�nidas ya que si x ∈ Ui con x = (x0, . . . , xn) entonces xi 6= 0,
además si consideramos otro representante x = (λx0, . . . , λxn) con λ ∈ K

∗ se tiene que
φi((λx0, . . . , λxn)) = (λx0

λxi
, . . . λxi−1

λxi
, λxi+1

λxi
, . . . , λxn

λxi
) = (x0

xi
, . . . xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . , xn

xi
) = φi((x0, . . . , xn)).

Además es una biyección, cuya inversa está dada por:

ψi : An → Ui

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . xi−1, 1, xi+1, . . . , xn)

De esta forma podemos ver Pn como la unión disjunta de un espacio afín de dimensión n
y un hiperplano proyectivo. Los puntos en el hiperplano se llaman puntos al in�nito, aunque
claro, esta noción de in�nito depende de la elección del hiperplano.

2.3. Algebras graduadas

De�nición 2.4 Una K−álgebra R, se dice que es graduada, si se puede escribir como suma
directa:

R = ⊕n>0Rn

, donde los subespacios Rn de R satisfacen que RpRq ⊂ Rp+q. Los elementos de Rp se llaman
elementos homogéneos de grado p.

Se puede ver que R0 es una subálgebra de R y que R+ = ⊕n>0Rn es un ideal de R que
cumple que R/R+ ' Ro.

Ejemplo 2.1 Sea R = K[x0, . . . xn] y de�nimos

Rd = Kd[x0, . . . xn] = {los polinomios homogéneos de grado d} ∪ {0}

por lo que podemos ver a R como:

K[x0, . . . xn] = ⊕d>0Kd[x0, . . . xn]

Así podemos ver al anillo de polinomios como un anillo graduado.
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De�nición 2.5 Dado I un ideal de R un anillo graduado, decimos que I es un ideal homogéneo,
si I es generado por elementos homogéneos.

Proposición 2.6 Sea R = ⊕n>0Rn un anillo graduado e I un ideal de R. Los siguientes son
equivalentes:

1. I es ideal homogéneo.

2. Si f ∈ I y f = Σr
i=0fi, con fi ∈ Ri, entonces fi ∈ I para toda i.

Demostración

1)⇒ 2)
Suponemos que I es generado por elementos homogéneos Gi de grado αi. Sea f ∈ I, f se
descompone como suma de elementos homogéneos (porque R es un anillo graduado) es decir
f = Σr

i=0fi con fi ∈ Ri, por inducción sobre r mostraremos que fi ∈ I. Si r = 0 entonces
f0 = f ∈ I, ahora suponemos que es válido para todos los menores iguales que r − 1 y
probaremos que fr ∈ I. Por hipótesis tenemos que f = Σs

i=0UiGi. Identi�cando los términos de
mayor grado tenemos que:

fr = ΣUi,r−αiGi

Lo que implica que fr ∈ I.
2)⇒ 1)
Es claro ya que los elementos fi que generan a I son elementos homogéneos.

%

Corolario 2.7 Sea R un K−álgebra graduada, dado I un ideal homogéneo de R, si S = R/I
y p la proyección canónica, entonces S tiene una graduación natural dada por:

Si = p(Ri)

De�nición 2.8 Sea R un K−álgebra graduada yM un R−módulo. Se dice queM es graduado,
si se puede escribir como suma directa

M = ⊕n∈ZMn

, donde los K−subespacios Mn de M satisfacen que RpMq ⊂ Mp+q para toda p ∈ N y toda
q ∈ Z. Un homomor�smo φ : M → N entre dos anillos graduados, se dice que es homogéneo
de grado d, si para toda n, se tiene que φ(Mn) ⊂ Nd+n.

2.4. Conjuntos algebraicos proyectivos

Ahora repetiremos algunas de�niciones del capítulo uno, notando las similitudes con el caso
afín y haciendo hincapié en las diferencias.

En este capítulo supondremos que K es un campo in�nito.

La primera diferencia con el caso afín, es que los polinomios f ∈ K[x0, . . . , xn] no de�nen una
función del espacio proyectivo en el campo, ya que evaluar un polinomio en un punto x ∈ Pn
depende del representante. Por ejemplo, si consideramos un polinomio homogéneo F de grado
d tenemos que:

F ((λx0, . . . , λxn)) = λdF ((x0, . . . , xn))

De�nición 2.9 Sea F ∈ K[x0, . . . , xn] y x ∈ Pn, decimos que x es un cero de F si F (x) = 0
para cualquier representante de la clase de x. Y lo denotamos por F (x) = 0.
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Proposición 2.10 Sea F ∈ K[x0, . . . , xn] y x ∈ Pn. Si F = F0 + . . .+Fr con Fi un polinomio
homogéneo de grado i, entonces F (x) = 0 si y sólo si Fi(x) = 0 para toda i.

Demostración

⇒
Suponemos que F (x) = 0, esto implica que F (λx) = F0(x) + λF1(x) + . . . + λrFr(x) = 0 para
toda λ ∈ K∗, pero como K es in�nito podemos considerar el polinomio f(t) = F0(x) +F1(x)t+
. . .+Fr(x)tr ∈ K[t] que por lo anterior es el polinomio cero, lo cual implica que Fi(x) = 0 para
toda i ∈ {0. . . . , r}.
⇐
Es claro.

%

Lo que esta proposición nos a�rma, es que para ver que un punto se anula en un polinomio,
basta ver que se anula en cada una de sus componentes homogéneas. lo que nos permite dar la
siguiente de�nición.

De�nición 2.11 Sea S un subconjunto de K[x0, . . . , xn]. De�nimos:

Vp(S) = {x ∈ Pn|para todo F ∈ S homogéneo, F (x) = 0}

Decimos que Vp(S) es el conjunto algebraico proyectivo de�nido por S.

Al igual que en el caso afín, dado un ideal I ⊂ K[x0, . . . , xn], se tiene que Vp(I) = Vp(S)
con S un conjunto generador de I. Dado que K[x0, . . . , xn] es noetheriano y por la proposición
anterior, podemos suponer que S es un conjunto �nito y que I es un ideal homogéneo.

Proposición 2.12 Los conjuntos algebraicos proyectivos cumplen las siguientes propiedades:

1. El conjunto vacío y Pn son conjuntos algebraicos proyectivos.

2. Dados X, Y ⊂ A
n conjuntos algebraicos proyectivos, entonces X ∪ Y es un conjunto

algebraico proyectivo.

3. Dada {Xi}i∈I una familia de conjuntos algebraicos proyectivos , entonces ∩i∈IXi es un
conjunto algebraico proyectivo.

4. Si I1 ⊂ I2 son ideales homogéneos entonces, Vp(I2) ⊂ Vp(I1)

Demostración:
La demostración es similar al caso afín.

%

Con esta proposición al igual que en el caso afín, podemos de�nir la topología de Zariski en
el espacio proyectivo, tomando como cerrados a los conjuntos algebraicos proyectivos.

De�nición 2.13 (Ideal irrelevante) Sea R+ = 〈x0, . . . xn〉 es un ideal homogéneo que consiste
de los polinomios con término constante 0, es llamado el ideal irrelevante.

Una característica de este ideal es que Vp(R+) = ∅ y marcará una diferencia notable al
momento de dar una versión del teorema de los ceros de Hilbert en el caso proyectivo.

19



2.5. El ideal asociado a un conjunto algebraico proyectivo

y conjuntos irreducibles

Para esta sección es necesario considerar a K[x0, . . . , xn] como una K−álgebra graduada
(como se expuso en la sección 2.3)

De�nición 2.14 Sea V un subconjunto de Pn. De�nimos un ideal asociado a V dado por:

Ih(V ) = {F ∈ K[x0, . . . , xn] homogéneo |∀x ∈ V, F (x) = 0}

Proposición 2.15 Dado V ⊂ Pn, Ih(V ) es un ideal homogéneo.

Demostración:
Es un corolario de la proposición (2.10).

%

También se tienen los siguientes resultados análogos al caso afín.

Proposición 2.16 Los ideales de conjuntos algebraicos cumplen las siguientes propiedades:

1. Si V es un conjunto algebraico, entonces Vp(Ih(V )) = V .

2. I ⊂ Ih(V (I)) para cualquier ideal de K[x1, . . . , xn].

Demostración:
La demostración es idéntica a el caso afín.

%

De igual manera un subconjunto de Pn es irreducible, si es irreducible como espacio topo-
lógico con la topología de Zariski y todos los resultados de ese capítulo se traducen al caso
proyectivo de manera natural.

De�nición 2.17 Una variedad algebraica proyectiva es un conjunto algebraico proyectivo irre-
ducible. Un abierto de una variedad proyectiva es una variedad cuasi-proyectiva.

De�nición 2.18 (el cono de un conjunto algebraico proyectivo) Sea Y ⊂ P
n un conjunto

algebraico proyectivo, asociamos a Y el conjunto C(Y ), dado por la imagen inversa de Y bajo
π : Kn+1 r {~0} → P

n (la proyección canónica) unión el 0, es decir:

C(Y ) = π−1(Y ) ∪ {0}

Si I ( K[x0, . . . , xn] es un ideal homogéneo y Y = Vp(I), entonces C(Y ) = V (I) ⊂ An+1.
Si I = K[x0, . . . , xn] entonces C(Y ) = V (R+) = {0}.

Este tipo de argumentos se usa en algunas ocasiones para reducir un problema en el pro-
yectivo a un caso similar en el caso afín. Por ejemplo, si suponemos que K es un campo alge-
braicamente cerrado, se tiene una versión del teorema de los ceros de Hilbert para conjuntos
algebraicos proyectivos.
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Teorema 2.19 (Nullstellensatz proyectivo) Sea K un campo algebraicamente cerrado. Sea I
un ideal homogéneo de K[x0, . . . , xn] y V = Vp(I), entonces:

1. Vp(I) = ∅ ⇔ ∃N ∈ N tal que (R+)N ⊂ I ⇔ R+ ⊂
√
I

2. Si Vp(I) 6= ∅, entonces Ih(Vp(I)) =
√
I.

Demostración

1)
V (I) = ∅ ⇔ C(V ) ⊂ {0}

⇔ C(V ) = ∅ ó C(V ) = {0}

⇔
√
I = K[x0, . . . , xn] ó

√
I = R+ (por el Nullstellensatz af ίn)

⇔ R+ ⊂
√
I

2)
Si Vp(I) 6= ∅ entonces:

f ∈ Ih(V (I))⇔ f ∈ I(C(V ))(por la proposición 2.10)

⇔ fm ∈ I para alguna n ∈ N(por el Nullstellensatz af ίn)

⇔ f ∈
√
I.

%

Corolario 2.20 Si K es un campo algebraicamente cerrado, y V ⊂ Pn es un conjunto
algebraico no vacío, entonces:

Ih(V ) = I(C(V ))

Se puede comprobar que si I es un ideal homogéneo, entonces también lo es su radical
√
I.

Por lo tanto, obtenemos una biyección entre los conjuntos algebraicos no vacíos en Pn y los
ideales homogéneos propios de K[x0, . . . , xn] que no contienen al ideal irrelevante R+.

21



Los ideales primos todavía corresponden a conjuntos algebraicos proyectivos irreducibles, pero
los puntos ya no se corresponden con los ideales máximos. Por lo que tenemos:

{Conos afines no vacios en A
n+1}

TT




{Conjuntos algebraicos proyectivos en P

n}
TT




{Ideales radicales homogéneos 6= R+ en K[x1, . . . , xn]}

Al igual que en el caso afín, le podemos asociar a cada conjunto algebraico proyectivo un
K−álgebra graduada, dada por:

De�nición 2.21 Sea V ⊂ Pn, un conjunto algebraico proyectivo, y sea Ih(V ) su ideal homo-
géneo asociado, entonces el cociente:

Γh(V ) = K[x0, . . . xn]/Ih(V )

es una K−álgebra graduada.

Pero como ya vimos no de�ne funciones sobre V .

Por último, daremos el análogo a los abiertos especiales, de�nidos en el capítulo uno.

De�nición 2.22 Sea V un subconjunto algebraico proyectivo y consideremos un elemento f
homogéneo de Γh(V ) de grado >0. El conjunto

D+(f) = {x ∈ V |f(x) 6= 0}

Es un conjunto abierto de V .

Proposición 2.23 Todo subconjunto no vacío de V es la unión �nita de conjuntos abiertos de
la forma D+(f).

Demostración:
Sea U ⊂ V un conjunto abierto no vacío de V , entonces V�U = Vp(I), con I un ideal
homogéneo de K[x0, . . . xn], además I = 〈F1, . . . , Fr〉 con Fi ∈ K[x0, . . . xn] de grado >0, sea fi
la imagen en Γh(V ) de Fi, entonces U = D+(f1) ∪ . . . ∪D+(fr).

%

La proposición anterior, nos dice que estos conjuntos no sólo son abiertos, si no que además,
si consideramos el conjunto D = {D+(f)}f∈Γh(V )+ es una base para la topología de V .

En conclusión, las principales diferencias entre geometría afín y proyectiva son los siguientes:

1. Tenemos que usar polinomios homogéneos y reemplazar los anillos por anillos graduados
e ideales por ideales homogéneos.

2. Los polinomios (y más generalmente todos los elementos de los anillos graduados involu-
crados) ya no funcionan.

3. El ideal irrelevante R+ juega un papel muy especial.
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Capítulo 3

Gavillas sobre espacios topológicos

3.1. Introducción

En este capítulo daremos una pequeña introducción a la teoría de gavillas la cual es una de
las herramientas esenciales de la geometría algebraica. Su importancia se debe a que nos da las
relaciones entre las propiedades locales y globales de un espacio.

De�nición 3.1 Sea X un espacio topológico. Una pregavilla F de grupos abelianos en X con-
siste de:

1. Para cualquier abierto U de X, F(U) es un grupo abeliano

2. Dados U, V conjuntos abiertos de X con V subconjunto de U, existen mor�smos de grupos
abelianos ρV,U : F(U)→ F(V ) con las siguientes condiciones:

F (∅) = {0}
ρU,U = IdF(U) para todo abierto U de X.

Si W ⊂ V ⊂ U abiertos entonces ρW,U = ρW,V ◦ ρV,U .

Si los grupos F(U) son anillos, módulos , etc. Sus mor�smos son homomor�smos de ani-
llos, módulos etc., entonces tenemos una pregavilla de anillos, módulos etc. Frecuentemente
escribiremos f |V = ρV,U(f) si f ∈ F(U) y V ⊂ U .

De�nición 3.2 Dado un espacio topológico X. Decimos que F es una gavilla en X si:

1. F es una pregavilla en X.

2. Dado un abierto U de X y {Ui}i∈I una cubierta abierta de U, se cumplen las siguientes
propiedades, a las cuales llamaremos axiomas:

AX1 Si f ∈ F(U) cumple que f |Ui = 0F(Ui) para todo i, entonces f = 0F(U)

AX2 Para cada familia de fi ∈ F(Ui) tales que fi|Ui∩Uj = fj|Ui∩Uj para todos los
índices i,j entonces existe f ∈ F(U) tal que f |Ui = fi para toda i.

Usualmente dada una pregavilla sobre X y un abierto U de X, a los elementos de F(U) se les
llama las secciones de la pregavilla F sobre el abierto U y se usa la notación F(U) = Γ(U,F).
Cuando U es igual a X llamaremos a las secciones correspondientes secciones globales.

Observación: el axioma AX1 de la de�nición anterior implica que la sección f de AX2 es
única, ya que si consideramos g ∈ F(U) que cumpla las mismas condiciones que f , entonces
para todo i se tiene que f |Ui = g|Ui por lo que f |Ui − g|Ui = (f − g)|Ui = 0F(Ui) lo que implica
que f − g = 0 en F(U).
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Ejemplo 3.1 Sean K un campo y X un espacio topológico, de�nimos la gavilla de funciones
K-valuadas como: para cada abierto U ⊂ X de�nimos F(U) = {f : U → K|f es continua }
con la estructura de grupo abeliano dada por la suma puntual y los mor�smos dados por las
restricciones usuales de funciones.

Que F es pregavilla es claro, ya que las restricciones cumplen naturalmente esas propie-
dades.

Por lo que nos resta probar que F es gavilla. Sea U un abierto de X y {Ui}i∈I una cubierta
abierta de U

1. AX1 Si consideramos una sección f distinta de la sección 0, es decir, existe x ∈ X
tal que f(x) 6= 0 . Por lo que existe Ux un elemento de la cubierta, tal que x ∈ Ux
por lo que f |Ux 6≡ 0, por lo que se cumple el axioma AX1.

2. AX2 Sea una familia de fi ∈ F(Ui) tales que fi|Ui∩Uj = fj|Ui∩Uj para todos los
índices i,j entonces de�nimos f : U → K de manera natural, es decir a cada x ∈ U
f(x) = fix(x) con ix ∈ I tal que x ∈ Uix dado que fi es continua para toda i y
coinciden en las intersecciones, tenemos que f esta bien de�nida y f ∈ F(U). Por
tanto se cumple el axioma AX2.

Ejemplo 3.2 Del mismo modo, si tomamos K = R, X una variedad k-diferenciable o lisa, y pe-
dimos que las funciones además de ser continuas sean funciones k-diferenciables o lisas, respec-
tivamente obtenemos la gavilla de funciones k-diferenciables sobre una variedad k-diferenciable
o la gavilla de funciones lisas sobre una variedad lisa.

En el caso de que K = C, tomamos a X una variedad compleja y funciones holomorfas, de
donde obtenemos la gavilla de funciones holomorfas sobre una variedad compleja.

Ahora daremos una de�nición que sirve para examinar el comportamiento de las secciones
de una gavilla localmente, es decir, en vecindades muy pequeñas para cada punto p de X.

3.2. El grupo de gérmenes

En esta sección nos enfocamos en de�nir el tallo de una gavilla en un punto, aunque la
de�nición usual es usando limites directos, la simpli�caremos dando una de�nición dada por
una relación de equivalencia. La relación entre estas dos de�niciones puede verse en [TE] (pro-
posición 4.2, pagina 9).

Sea X un espacio topológico, p un elemento de X y F una pregavilla sobre X. Consideremos
el siguiente conjunto:

Ωp = {(U, f)|U es un abierto tal que p ∈ U y f ∈ F(U)}.

Sobre este conjunto de�nimos la siguiente relación: (U, f) ∼ (V, g) si y solo si existe un
abierto W ⊂ U ∩ V tal que p ∈ W y f |W = g|W .
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Proposición 3.3 La relación ∼ es de equivalencia.

Demostración:
La re�exividad y simetría son directas de la de�nición.
Transitividad : Si (U, f) ∼ (V, g) y (V, g) ∼ (Z, h) por de�nición tenemos que existenW1 ⊂ U∩V
y W2 ⊂ V ∩ Z tales que f |W1 = g|W1 y g|W2 = h|W2 . Sea W = W1 ∩W2 , como W ⊂ W1 y
W ⊂ W2 entonces f |W = g|W y g|W = h|W . por lo que f |W = h|W ademásW = W1∩W2 ⊂ U∩Z
que por de�nición implica que (U, f) ∼ (Z, h) . Por lo tanto ∼ es relación de equivalencia.

%

Además podemos dotar de una estructura algebraica (de grupos abelianos) al conjunto
cociente Ωp/∼ con la siguiente operación:

[(U, f)] + [(V, g)] = [(U ∩ V, f |V ∩V + g|U∩V )]

Esta operación está bien de�nida, para probarlo, sean : (U1, f1) ∼ (U2, f2) y : (V1, f1) ∼
(V2, g2) , por de�nición eso quiere decir que, existen abiertos Wf ⊂ U1∩U2 y Wg ⊂ V1∩V2 tales
que f1|Wf

= f2|Wf
y g1|Wg = g2|Wg , tomando W = Wf ∩Wg se tiene que W es subconjunto

de U1, U2, V1 y V2 por lo que W ⊂ U1 ∩ U2 y W ⊂ V1 ∩ V2 lo que implica que f1|W = f2|W y
g1|W = g2|W y así sumando las dos igualdades tenemos que f1|W + g1|W = f2|W + g2|W por lo
tanto (W, f1 + g1) ∼ (W, f2 + g2), esto demuestra que la operación esta bien de�nida y además,
es asociativa y conmutativa.

El neutro es la clase [(X, 0F)] = [(U, 0F(U))] para cualquier abierto U de X y el inverso aditivo
de la clase [(U, f)] es la clase de [(U,−f)]. Esta construcción motiva la siguiente de�nición:

De�nición 3.4 Dado X un espacio topológico, p un elemento de X y F una pregavilla sobre
X, de�nimos el grupo de gérmenes de la pregavilla F en el punto p como el conjunto cociente
Ωp/∼ dotado con la estructura algebraica anterior.

Notación: Fp ≡ Ωp/∼ y se le llama el tallo de F en p . Un elemento de Fp será de la forma
fp ≡ [(U, f)] y se llamará el germen de la sección f en el punto p. Además la aplicación de
F(U)→ Fp dada por f 7−→ fp resulta un homomor�smo de grupos.

De la misma forma, si F es una pregavilla de anillos o módulos, los grupos de gérmenes
adquieren la misma estructura de manera natural.

El siguiente teorema nos muestra cómo un hecho global se puede probar localmente:

Teorema 3.5 Sea F una gavilla sobre un espacio topológico X, U un abierto de X y sean f y
g elementos de F(U) tales que fp = gp para todo p en U, entonces f = g.

Demostración:
Si U = ∅ entonces F(U) = 0 , luego f = g = 0 por lo que no hay nada que probar. Sea U 6= ∅,
si p ∈ U por hipótesis tenemos que fp = [(U, f)] = [(V, g)] = gp que por de�nición implica
que existe un abierto Wp ⊂ U tal que p ∈ Wp y f |Wp = g|Wp , que por ser homomor�smos
restricción se tiene que f |Wp − g|Wp = (f − g)|Wp = 0F(Wp) además {Wp}p∈U es una cubierta
abierta de U, pero F es gavilla se tiene que f − g = 0F .

%
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Si F es una pregavilla sobre un espacio topológico X y U es un subconjunto abierto de X,
de�nimos la restricción de F a U , como la pregavilla F|U que a cada abierto V subconjunto de
U le asigna el grupo F|U(V ) = F(V ) y las restricciones entre abiertos son las mismas que las
de F . Si F es una gavilla, su restricción a cualquier abierto también es gavilla.

La siguiente de�nición nos da la manera de relacionar dos pregavillas (gavillas) por medio
de secciones locales y grupos de gérmenes.

De�nición 3.6 Sea X un espacio topológico y F una pregavilla sobre X. Una subpregavilla de
F es una pregavilla G en X tal que para cualquier subconjunto abierto U de X, se cumple que
G(U) es un subgrupo de F(U) y las restricciones de G son las restricciones de F , es decir,
ρGV,U = ρFV,U tales que V ⊂ U .
Si G es gavilla diremos que es una subgavila de F .

Observación: Si G es una pregavilla de F y p ∈ X, tenemos un homomor�smo inyectivo
natural Gp → Fp dado por fp 7−→ gp que nos permite identi�car al grupo Gp con un subgrupo
de Fp.

Ahora que tenemos una noción general de gavillas, nos interesa la manera en que poda-
mos compararlas. Por ello, en la siguiente sección daremos unas de�niciones que nos permitan
hacerlo.

3.3. Mor�smos de gavillas

Como ya se mencionó, esta sección está enfocada en dar una relación entre gavillas sobre
un espacio topológico, además de de�nir las gavillas núcleo, imagen e imagen directa, que junto
con las sucesiones, que sirven para poder comparar gavillas.

De�nición 3.7 Sean F y G dos pregavillas sobre un espacio topológico X. Un mor�smo de
pregavillas α : F → G es una aplicación que a cada abierto U de X le asigna un homomor�smo
de grupos αU : F(U) → G(U) tal que si V ⊂ U ⊂ X son abiertos, el siguiente diagrama es
conmutativo:

F(U)
αU //

ρFV,U
��

G(U)

ρGV,U
��

F(V )
αV // G(V )

Dado α un mor�smo entre pregavillas y p ∈ X, α induce un homomor�smo αp : Fp → Gp
entre los grupos de gérmenes, dado por αp([(U, f)]) = [(U, αU(f))] , con p ∈ U . Primero pro-
baremos que esta bien de�nido. Sin pérdida de la generalidad podemos suponer que [(U, f)] =
[(U, g)] ∈ Fp. Por hipótesis existeW ⊂ U tal que p ∈ W y f |W = g|W , que induce un diagrama
conmutativo como el de la de�nición anterior, por lo que αU(f)|W = αW (f |W ) = αW (g|W )
y αU(g)|W = αW (g)|W lo que implica que αU([(U.f)]) = αU([(U, g)]). Luego αp esta bien de-
�nido.Para probar que es un homomor�smo de grupos abelianos, sean [(U, f)], [(U, g)] ∈ Fp
entonces αp([(U, f)] + [(U, g)]) = αU([(U, (f + g))]) = [(U, αU(f + g))]) = [(U, αU(f) +αU(g))] =
[(U, αU(f))] + [(U, αU(g))] = αp([(U, f)]) + αp([(U, g)]).
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De esto se sigue que, si U es un abierto de X y p ∈ U , el siguiente diagrama conmuta:

F(U)
αU //

��

G(U)

��
Fp

αp // Gp

Ejemplo 3.3 Sea F una gavilla sobre un espacio topológico X, y G una subgavilla de F , de
manera natural, podemos de�nir el mor�smo ι̇ : G → F que a cada abierto U de X le asigna
ι̇U : GU → FU la inclusión natural de el subgrupo G(U) en el grupo F(U). Es claro que es un
mor�mo de grupos, al ser la inclusión y dados V ⊂ U abiertos, el diagrama correspondiente a
ι queda de la siguiente manera:

G(U)
ι̇U //

ρGV,U
��

F(U)

ρFV,U
��

G(V )
ι̇V // F(V )

Que es claramente conmutativo.

De�nición 3.8 Sean F ,G y H gavillas sobre un espacio topológico X. Si α : F → G
y β : F → H son mor�smos, el mor�smo composición β ◦ α : F → H está dado por:
(β ◦ α)U = βU ◦ αU para cada abierto U de X.

Un mor�smo de gavillas α : F → G es isomor�smo, si existe un mor�smo de gavillas
β : G → F , tal que, α ◦ β = IdG y β ◦ α = IdF .

La segunda parte de está de�nición, es equivalente a lo siguiente:

Lema 3.9 Dado α : F → G un mor�smo de gavillas, los siguientes son equivalentes:

1. α es isomor�smo.

2. Para todo U abierto de X, todos los homomor�smos αU : F(U)→ G(U) son isomor�smos.

Demostración

1)⇒ 2)
Como α es isomor�smo,existe β : G → F mor�smo, tal que, α ◦ β = IdG y β ◦ α = IdF .
Sea U ⊂ X abierto, como α y β son mor�smos de gavillas, entonces, αU : F(U) → G(U)
y β : G(U) → F(U) son homomor�smos y por la de�nición de composición se tiene que
αU ◦ βU = (α ◦ β)U = (IdG)U = IdG(U) y βU ◦ αU = (β ◦ α)U = (IdF)U = IdF(U) . Por lo tanto
αU es isomor�smo.
2)⇒ 1)
Sea U ⊂ X abierto, como αU : F(U)→ G(U) es isomor�smo, sea βU = (αU)−1 el homomor�smo
inverso de αU , por la de�nición de composición tenemos que : (α ◦ β)U = αU ◦ βU = IdG(U) y
(β ◦ α)U = βU ◦ αU = IdF(U) . Por lo tanto α es un isomor�smo de gavillas.

%

El siguiente teorema muestra la utilidad e importancia de los gérmenes.

Teorema 3.10 Sea α : F → G un mor�smo de gavillas sobre un espacio topológico X, α es
isomor�smo si y sólo si para todo p elemento de X αp es isomor�smo.
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Demostración

⇒
Sea p ∈ X y αp : Fp → Gp el homomor�smo correspondiente a p. Probaremos que αp es
isomor�smo probando que es inyectiva y suprayectiva.
Inyectividad: Sea fp ∈ Ker(αp) supongamos que, fp = [(U, f)] con U ⊂ X tal que p ∈ U y
f ∈ F(U) . Por hipótesis [(U, αU(f)] = [(X, 0G(U))] es decir, existe W ⊂ U abierto, tal que
p ∈ W y αU(f)|W = 0G(W ) , como α es mor�smo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

F(U)
αU //

ρFW,U
��

G(U)

ρGW,U
��

F(W )
αW // G(W )

Entonces, αW ◦ρFW,U(f) = ρGW,U ◦αU(f) = 0G(W ) lo que implica que f |W ∈ Ker(αW ) = 0F(W ),
pues por el lema anterior, αW es isomor�smo, en particular es inyectivo. Por lo tanto fp =
[(U, f)] = [(W, f |W )] = [(W, 0F(W ))] = [(X, 0F(X))] que prueba la inyectividad de αp.
Suprayectividad Sea gp ∈ Gp y supongamos que, gp = [(U, g)] con U ⊂ X tal que p ∈ U y
g ∈ G(U), entonces existe f ∈ F(U) tal que αU(f) = g , ya que αU es suprayectiva, pero
αU([(U, f)]) = [(U, αU(f))] = [(U, g)] = gp y por tanto αp es suprayectiva. Hemos probado que
αp es inyectiva y suprayectiva, lo que implica que αp es isomor�smo.
⇐
Nuevamente por el lema anterior, basta probar que para todo U ⊂ X abierto, los homomor-
�smos αU : F(U) → G(U) son isomor�mos. Sea U ⊂ X un abierto y αU : F(U) → G(U) el
homomor�smo que le corresponde por α. Probaremos que αU es inyectivo y suprayectivo.
Inyectividad. Si f ∈ Ker(αU) entonces αU(f) = 0G(u), por lo que para todo p ∈ U ,se tiene que,
[(U, αU(f))] = [(U, 0G(U))] = 0Gp , ya que G es gavilla. Así αp(fp) = [(U, αU(f))] = 0Gp pero αp
es inyectiva para todo p ∈ U , lo que implica que fp = 0Fp para todo p ∈ U , que por el teorema
3.5, implica que f = 0F(U), por lo tanto αU es inyectiva.

Suprayectividad. Sea g ∈ G(U) y p ∈ U entonces gp ∈ Gp, pero αp es suprayectivo por hipóte-
sis, por lo que existe fp ∈ Fp tal que α(fp) = gp, supongamos que fp = [(Up, f(p))] con Up ⊂ X
abierto tal que p ∈ Up y f(p) ∈ F(Up) , de esta manera αp([(Up, f(p))]) = [(Up, αUp(f(p)))] =
[(U, g)] = gp , por lo que existe Wp ⊂ Up abierto tal que p ∈ Wp y (αUp(f(p)))|Wp = g|Wp , es
decir, αWp(f(p)|Wp) = g|Wp . Lo que nos genera una familia de secciones f(P )|Wp ∈ F(Wp),
con p ∈ U y una cubierta abierta {Wp}p∈U . Además para todo p, q ∈ U se cumple que
(f(p)|Wp)|Wp∩Wq = (f(q)|Wq)|Wp∩Wq , ya que (f(p)|Wp)|Wp∩Wq = f(p)|Wp∩Wq y (f(q)|Wq)|Wp∩Wq =
f(q)|Wp∩Wq aplicando a ambas igualdades αWp∩Wq tenemos que αWp∩Wq((f(p)|Wp)|Wp∩Wq) =
αWp∩Wq(f(p)|Wp∩Wq) = g|Wp∩Wq y αWp∩Wq((f(q)|Wq)|Wp∩Wq) = αWp∩Wq(f(q)|Wp∩Wq) = g|Wp∩Wq ,
igualando tenemos que, αWp∩Wq(f(p)|Wp∩Wq) = αWp∩Wq(f(q)|Wp∩Wq), pero Wp ∩Wq es abierto,
y ya probamos que para cualquier abierto (en particular para Wp ∩Wq) αWp∩Wq es inyectivo,
lo que nos da la igualdad buscada.Pero como F es gavilla, usando el axioma 2 tenemos que
existe f ∈ F(U) tal que f |Wp = f(p)|Wppara toda p. Por lo tanto tenemos que αU(f)|Wp =
αWp(f |Wp) = αWp(f(p)|Wp) = g|Wp para todo p ∈ U , entonces (αU(f)−g)|Wp = 0G(Wp), es decir,
αU(f) = g lo que nos dice que αU es suprayectiva y en consecuencia, un isomor�smo.

%

De�nición 3.11 Sea α : F → G un mor�smo de gavillas sobre un espacio topológico X,
diremos que α es inyectivo (respectivamente suprayectivo), si para todo p ∈ X se cumple que
αp es inyectivo (respectivamente suprayectivo).

Algo que debe notarse de la prueba anterior es que puede formularse un teorema similar
cambiando isomor�smo por inyectividad, pero en el caso de la suprayectividad, el hecho de que
α sea suprayectiva no implica la suprayectividad de αU para cada abierto U .
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Ejemplo 3.4 Para X = C
∗ = C\{0} consideramos las siguientes gavillas

F(U) = {f : U → C| f holomorfa}

G(U) = {g : U → C
∗| g holomorfa}

para cada U ⊂ X abierto. A la gavilla F la pensamos con la estructura aditiva de C dada por
la suma puntual y a la gavilla G la pensamos con la estructura multiplicativa de C∗ dada por la
multiplicación puntual, sea

exp : F → G

dada por expU(f) = exp(2πif) para cualquier U ⊂ X abierto y f ∈ F(U). Consideremos
la función g(z) = 1

z
dado que 0 6∈ X g es una función holomorfa e invertible (ella es su

propia inversa) por lo cual g ∈ G(X), pero no existe una función holomorfa f en X (es decir
f ∈ F(X) tal que exp(2πif) = g por lo cual la función exponencial no es un mor�smo de
gavillas suprayectivo en X. Sin embargo, para cualquier punto p ∈ X existe una rama de
logaritmo (ln(z)) que contiene a p y f(z) = −1

2πi
ln(z) una función holomorfa en una vecindad

de p tal que exp(2πif) = g , lo cual implica que para cualquier punto p el mor�smo exponencial
es suprayectivo.

De estas observaciones tenemos los siguientes resultados.

Proposición 3.12 Un mor�smo de gavillas α : F → G es inyectivo si y sólo si para cada
abierto U de X, el homomor�smo αU : F(U)→ G(U) es inyectivo.

Demostración

Ver la prueba del teorema (3.10) y la de�nición de inyectividad.

%

Proposición 3.13 Si para todo abierto U de X, se tiene que el homomor�smo αU : F(U) →
G(U) es suprayectivo, entonces el mor�smo α : F → G es suprayectivo.

Demostración

Ver la prueba del teorema (3.10) y la de�nición de suprayectividad.

%

Corolario 3.14 α : F → G es un mor�smo de gavillas, entonces, α es isomor�smo si y sólo
si es inyectivo y suprayectivo.

De�nición 3.15 Dada una pregavilla F sobre un espacio topológico X, una gavilla asociada a
F , es una gavilla F+ y un mor�smo θ : F → F+ que cumplen la siguiente propiedad universal;
para cada gavilla G sobre X y mor�smo de pregavillas α : F → G, entonces existe un único
mor�smo de gavillas α̃ : F+ → G que hace conmutar el siguiente diagrama:

F α //

θ
��

G

F+
α̃

>>
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Proposición 3.16 Dada una pregavilla F sobre un espacio topológico X, entonces la gavilla
asociada F+ existe y es única salvo isomor�smo. Además θp : Fp → F+

p es un isomor�smo
para todo p en X.

Demostración

Primero construyamos la gavilla F+. Dado U subconjunto abierto de X, sea F+(U) el conjunto
de funciones s : U →

∐
p∈U Fp tales que:

1. Para toda p en U , s(p) ∈ Fp

2. Existe una cubierta abierta {Uα} de U y elementos sα ∈ F(Uα) tales que s(p) = (Sα)p =
[(Uα, sα)] para todo p ∈ Uα.

Con la suma puntual y las restricciones usuales, no es difícil ver que F+ es una pregavilla, por
lo que sólo probaremos que es una gavilla. Sea U ⊂ X un subconjunto abierto y {Uα} una
cubierta abierta de U , veamos que se veri�can los dos axiomas:

AX1 Es claro por la forma en que se construyó la gavilla.

AX2 Supongamos que sα|Uα∩Uβ = sβ|Uα∩Uβ , para sα ∈ F+(Uα) y sβ ∈ F+(Uβ). Si {Vαi}
es una cubierta abierta para Uα con elementos sαi ∈ F(Vαi), entonces por la propiedad
2, tenemos que sα(p) = (sαi)p para todo p ∈ Vαi, de manera análoga, si {Vβi} es una
cubierta abierta para Uβ con elementos sβi ∈ F(Vβi) tales que sβ(p) = (sβi)p para todo
p ∈ Vβi. Así, para todo p ∈ Uα ∩ Uβ se tiene que:

sα(p) = (sαi)p = (sβi)p = sβ(p)

Sea (sαi)p = [(Vαi, sαi)] y (sβi)p = [(Vβi, sβi)], como (sαi)p = (sβi)p, entonces, existe Vαβ
tal que sαi|Vαβ = sβi|Vαβ y como U = ∪αUα = ∪α(∪iVαi), esto implica que sαi ∈ F+(U) y
además:

sαi|Uα = [(Uα, sαi)] = [(Vαβ, sαi)] = [(Uα, sα)] = sα

y
sαi|Uβ = [(Uβ, sαi)] = [(Vαβ, sαi)] = [(Vαβ, sβi)] = [(Uβ, sβ)] = sα

Así F+ es gavilla.
Dado U subconjunto abierto de X de�nimos el siguiente mor�smo:

θU : F(U) // F+(U)

s � // θU(s) : U //
∐

p∈U Fp

p � // sp

Queremos probar que θU es un homomor�smo de grupos, sean s, t ∈ F(U), entonces:

θU(s+ t)(p) = (s+ t)p = sp + tp = θU(s)(P ) + θU(t)(p)

Además, es claro que dados V ⊂ U abiertos, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

F(U)
θU //

ρFV,U

��

F+(U)

ρF+V,U

��
F(V )

θV // F+(V )
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Por lo que θ es un mor�smo de gavillas, sea p ∈ U queremos probar que:

θp : Fp → F+
p

[(U, s)] 7→ [(U, θU(s))]

Es un isomor�smo. Sea [(U, s)] ∈ Fp, tal que θU([(U, s)]) = [(U, θu(s))] = [(X, 0F+)], entonces
existeW ⊂ U abierto tal que, p ∈ W y θU(s)|W = 0F+(W ), esto es θW (s|W ) = θU(s)|W = 0F+(W ).
Por lo tanto, para todo q ∈ W se tiene que [(U, s)] = [(W, s|W )] = [(W, 0F(W ))] = 0Fq , en
particular para q = p, lo que implica que [(U, s)] = 0Fp = [(X, 0F+(X))]. Así θU es inyectiva. Sea
sp ∈ F+

p , supongamos que sp = [(U, g)] con p ∈ U ⊂ X abierto, tal que g ∈ F+(U). La sección
es de la forma g : U →

∐
p∈U Fp, por lo que existe Vp vecindad abierta de p y sp ∈ F(Vp) tal

que, para todo q ∈ Vp se tiene que g(q) = (sp)q. De la aplicación:

θVp(sp) : Vp →
∐
p∈Vp

Fp

q 7→ (sp)q ∈ Fq
Obtenemos que θVp(sp)(q) = (sp)q = g(q), para todo q ∈ Vp, lo que implica que θVp(sp) = g|Vp .
Luego β = [(Vp, sp)] es la preimagen de [(U, g)], pues θp(β) = θp([(Vp, sp)]) = [(Vp, θVp(sp))] =
[(Vp, g|Vp)] = [(U, g)]. Por lo tanto, θp es suprayectiva, y en consecuencia un isomor�smo.

Ahora, lo siguiente que debemos probar es que cumple la propiedad universal, sea G una
gavilla sobre X y un mor�smo de pregavillas α : F → G, para cada U abierto de�nimos
ᾱ : F+(U) :→ G(U) como sigue: dado f ∈ F+(U) consideramos los pares (Vp, sp) con p ∈
Vp ⊂ U y sp ∈ F(Vp) que cumplen la de�nición de F+(U) para f , de modo que los abiertos
Vp cubran a U , es decir, para todo q ∈ Vp, (sp)q ∈ Fq y U = ∪pVp. De esta manera tenemos
una familia de secciones αVp(sp) ∈ G(Vp) y queremos probar que esta familia de secciones
se extienden a una sección en G(U), para ello basta probar que para todo p, q ∈ U se tiene
que αVp(Sp)|Vp∩Vq = αVq(Sq)|Vp∩Vq . Si Vp ∩ Vq = ∅ no hay nada que probar, por lo tanto sea
Vp ∩ Vq 6= ∅, para cada z ∈ Vp ∩ Vq se tiene que [(Vp, sp)] = (sp)z = (sq)z = [(Vq, sq)], es decir,
existe Uz ⊂ Vp ∩ Vq tal que z ∈ Uz y sp|Uz = sq|Uz . Es claro que Vp ∩ Vq = ∪z∈Vp∩VqUz.

Además se tiene que αUz((sp|Vp∩Vq)|Uz) = αUz(sp|Uz) = αUz(sq|Uz) = αUz((sq|Vp∩Vq)|Uz), y los
diagramas inducidos por el mor�smo α para las siguientes cadenas de abiertos; Uz ⊂ Vp∩Vq ⊂ Vp
y Uz ⊂ Vp ∩ Vq ⊂ Vq, implican que (αVp(sp)|Vp∩Vq)|Uz = (αVq(sq)|Vp∩Vq)|Uz . Luego como G es
gavilla, αVp(sp)|Vp∩Vq = αVq(sq)|Vp∩Vq , lo que implica que existe una única γ ∈ G(U) tal que,
para toda q ∈ U se tiene que γ|Vq = αVq(sq). De�nimos ᾱU(f) = γ.

Este elemento cumple que (ᾱU(f))p = αp(f(p)) lo cual se sigue del isomor�smo θp. Luego,
esta de�nición no depende de las secciones ni de la cubierta de U , es decir. esta bien de�nida,
ya que f = g ∈ F+(U),si p ∈ U se tiene que (ᾱU(f))p = αp(f(p)) = αp(g(p)) = (ᾱU(g))p, así
ᾱU(f) = ᾱU(g).

Para ver que es un homomor�smo de grupos, sean f, g ∈ F+(U), si p ∈ U , entonces
(ᾱ(f + g))p = αp((f + g)(p)) = αp(f(p) + g(p)) = αp(f(p)) + αp(g(p)) = (ᾱU(f) + ᾱu(g))p, por
lo que ᾱ(f + g) = ᾱU(f) + ᾱu(g).

Sean V ⊂ U abiertos de X. Si f ∈ F+(U) y p ∈ V entonces (ᾱ(f |V )p = αp((f |V (p))) =
αp(f(p)) = (ᾱU(f))p = (ᾱU(f)|V )p, luego ᾱV (f |V ) = (ᾱU(f))|V y por lo tanto el diagrama
inducido por ᾱ es conmutativo, lo que prueba que ᾱ es un mor�smo de gavillas.

Por último, si s ∈ F(U), entonces ᾱU(θU(s)) = αU(s) ya que el elemento θU(s) podemos
calcularlo a partir del par [(U, s)], así α = ᾱ ◦ θ. Ya que construimos θ y vimos que cumple
la propiedad universal, probemos la unicidad. Supongamos que existe (F∗, θ̄) con la misma
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propiedad, lo que nos da el siguiente diagrama conmutativo:

F
θ̄
��

θ // F+

F∗
Ψ̃

==

es decir θ = Ψ ◦ θ̄, de manera análoga, tenemos que existe el siguiente diagrama conmutativo:

F
θ
��

θ̄ // F∗

F+
Φ̃

==

es decir θ̄ = Φ ◦ θ, por lo que obtenemos que θ̄ = Φ ◦ Ψ ◦ θ̄ y que θ = Ψ ◦ Φ ◦ θ por lo que
Ψ ◦ Φ = IdF+ y Φ ◦Ψ = IdF∗ lo cual prueba que F+ ' F∗.

%

Sea X un espacio topológico, F una gavilla sobre X y G una subgavilla de F . Enton-
ces, podemos de�nir la pregavilla (F/G)− , de la siguiente manera; dado U abierto de X
(F/G)−(U) = F(U)/G(U), tomando como restricciones los homomor�smos inducidos por las
restricciones de F . En general no se trata de una gavilla, pero como ya vimos podemos asociarle
una gavilla, lo que motiva la siguiente de�nición.

De�nición 3.17 La gavilla asociada a la pregavilla (F/G)− es llamada la gavilla cociente
y se denota como F/G ≡ (F/G)−+.Esta gavilla cumple que para todo p ∈ X se tiene que
(F/G)p ∼= ((F/G)−)p ∼= Fp/Gp.

Si α : F → G es un mor�smo de gavillas sobre un espacio topológico X, podemos de�nir
kerα como una subgavilla de F como sigue: dado U ⊂ X abierto, (kerα)(U) = kerαU , dado
que αU es un homomor�smo de grupos, podemos asegurar que kerαU es un subgrupo de F(U).
Las restricciones están dadas por ρ(kerα)V,U = ρFV,U |kerαU . Así, para todos V ⊂ U ⊂ X abiertos
tenemos el homomor�smo ρ(kerα)V,U : kerαU → kerαV y para cada x ∈ kerαU usando la
conmutatividad del diagrama inducido por el mor�smo α se tiene que αV ((ρFV,U)|kerαU (x)) =
αV (ρFV,U(x)) = ρGV,U(αU(x)) = ρGV,U(0G(U)), lo que prueba que la restricción está bien de�nida.
Para ver que es gavilla, consideremos U ⊂ X un conjunto abierto y {Ui} una cubierta abierta
de U ,que cumple el axioma uno es inmediato, ya que F es gavilla, y la sección cero es un
elemento de kerα(U) , además toda sección de kerα(U) es una sección de F(U). Para ver que
se cumple el axioma dos, suponemos que existen elementos si ∈ kerα(Ui) que coinciden en las
intersecciones, como F es gavilla, existe s ∈ F(U) tal que, s|Ui = si para toda i, como α es un
mor�smo, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

F(U)
αU //

ρFUi,U

��

G(U)

ρGUi,U

��
F(Ui)

αUi // G(Ui)

Si si ∈ kerα(Ui) implica que αUi(si) = 0 pero, del diagrama anterior, tenemos que αUi(si) =
αUi ◦ ρFUi,U(s) = ρGUi,U ◦ αU(s) lo que implica que ρGUi,U ◦ αU(s) = 0. Como G es gavilla se
tiene que αU(s) = 0, lo que implica que s ∈ kerα(U). Por lo tanto kerα es gavilla.

De la misma manera podemos de�nir una subpregavilla (Imα)− de G, dada por (Imα)−(U) =
ImαU y restricciones ρ(Imα)V,U = ρGV,U , para cada V ⊂ U abiertos de X. En general no es una
gavilla, por lo que de�nimos Imα = (Imα)−+.
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Ejemplo 3.5 Para X = C
∗ = C\{0} consideramos las siguientes gavillas

F(U) = {f : U → C| f holomorfa}

G(U) = {g : U → C
∗| g holomorfa}

para cada U ⊂ X abierto. A la gavilla F la pensamos con la estructura aditiva de C dada por
la suma puntual y a la gavilla G la pensamos con la estructura multiplicativa de C∗ dada por la
multiplicación puntual, sea

exp : F → G
el mor�smo exponencial como en el ejemplo (3.4). Para cada p ∈ X consideramos Up el interior
de alguna rama de logaritmo que contenga a p y de�nimos gp : Up → C como gp(z) = 1

z
, como

vimos gp ∈ Im exp(Up), además es claro que gp|Up∩Uq = gq|Up∩Uq para cualquier p, q ∈ X y
que {Up}p∈X es una cubierta abierta de X, si consideramos g ∈ G(X) la sección de�nida por
g(z) = 1

z
tenemos que g|Up = gp para toda p ∈ X y como G es gavilla, se tiene que esta sección

es única, pero g 6∈ Im exp(X) lo cual implica que Im exp no es gavilla.

Observemos que la inclusión i : (Imα)− → G se extiende usando la propiedad universal
de la gavilla asociada a un mor�smo i+ : Imα → G de tal manera que i = i+ ◦ j , con
j : (Imα)− → Imα. Además tenemos que dado p ∈ X se tiene que ip = i+p ◦ jp por lo que
i+p es inyectivo, así i+U : ImαU → G es inyectivo para cualquier abierto U . Esto nos permite
considerar a Imα como una subgavilla de G.

De�nición 3.18 Llamaremos coimagen y conúcleo de un mor�smo α : F → G a las gavillas
cociente de F y G

coimα ≡ F/ kerα y cokerα ≡ G/Imα
respectivamente.

Observación No es muy difícil probar que (kerα)p = kerαp y (Imα)p = Imαp. Así α es
inyectivo si y sólo si kerα = {0}, y es suprayectivo si y sólo si Cokerα = {0}.

De�nición 3.19 Se dice que una sucesión de gavillas F α // G β //H es exacta en G, si
ker β = Imα.

Proposición 3.20 Una sucesión de gavillas F α // G β //H es exacta en G , si y sólo si

Fp α // Gp
β //Hp es una sucesión exacta de grupos en Gp para todo p ∈ X.

Demostración

Es inmediato por el teorema (3.10) y la observación anterior.

%

3.4. Imagen directa de una gavila

Las de�niciones anteriores están basadas en gavillas sobre un mismo espacio topológico X.
Por lo que ahora daremos una manera de transportar gavillas de un espacio topológico a otro
a través de funciones continuas, por medio de la siguiente de�nición.

De�nición 3.21 Sea f : X → Y una función continua entre espacios topológicos y F una
gavilla sobre X. La gavilla imagen directa de F por f, denotado por f∗(F) es una gavilla sobre
Y determinada de la siguiente forma: f∗(F)(U) = F(f−1(U)) para cada abierto U de Y , y las
restricciones dadas por ρf∗(F)V,U = ρFf−1(V ),f−1(U) para cada V ⊂ U ⊂ Y abiertos.
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Está bien de�nida, ya que el hecho de pedir que f sea continua nos asegura que f−1(U) es
un abierto de X para cualquier abierto U de Y , por lo que solo tenemos que probar que f∗(F)
es gavilla.

Probar que f∗(F) es pregavilla es fácil, usando el hecho de que F es gavilla.

1. f∗(F)(∅) = F(f−1(∅)) = F(∅) = {0}
2. ρf∗(F)U,U = ρFf−1(U),f−1(U) es la identidad en F(f−1(U)) = f∗(F)(U) con U ⊂ Y

abierto.

3. Para W ⊂ V ⊂ U abiertos en Y tenemos que f−1(W ) ⊂ f−1(V ) ⊂ f−1(U) son
conjuntos abiertos de X. Como ρf∗(F)W,U = ρFf−1(W ),f−1(U) y ρf∗(F)W,V ◦ ρf∗(F)V,U =
ρFf−1(W ),f−1(V )ρFf−1(V ),f−1(U), entonces ρf∗(F)W,U = ρf∗(F)W,V ◦ ρf∗(F)V,U .

Para ver que f∗(F) es gavilla. Sea U ⊂ Y abierto y {Ui}i∈I una cubierta abierta de U

1. AX1 Sea s ∈ f∗(F)(U) tal que s|Ui = 0f∗(F)(U) para todo i, esta ultima implica que
ρf∗(F)Ui,U(s) = ρFf−1(Ui),f−1(U)(s) = 0f∗(F)(Ui) = 0F(f−1(Ui)) Luego como U = ∪i∈IUi,
esto implica que f−1(U) = ∪i∈If−1(Ui) en X, entonces s = 0F(f−1(U)) = 0f∗(F)(U)

2. AX2 Sea si ∈ f∗(F)(Ui) una familia de secciones tales que para todo i, j en I
si|Ui∩Uj = sj|Ui∩Uj . Nuevamente tenemos que f−1(U) = ∪i∈If−1(Ui) y si ∈ F(f−1(U))
para cada i, luego si si|Ui∩Uj = sj|Ui∩Uj implica que si|f−1(Ui)∩f−1(Uj) = sj|f−1(Ui)∩f−1(Uj)

para todo i, j en I, por lo que existe s ∈ F(f−1(U)) = f∗(F)(U) tal que para todo
i ∈ I s|Ui = s|f−1(Ui) = si. Así f∗(F) es una gavilla sobre Y .
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Capítulo 4

Gavillas de anillos

4.1. Espacios anillados

En este trabajo nos interesan en particular las gavillas de anillos que, como ya se mencionó
anteriormente son gavillas sobre un espacio topológico donde cada grupo F(U) tiene estructura
de anillo conmutativo con uno y las restricciones son homomor�smos de anillos.

De�nición 4.1 Un espacio anillado (X, OX) es un espacio topológico X equipado con una
gavilla de anillos. Esta gavilla es llamada la gavilla estructural de X y usualmente se denota
por OX .

Dado cualquier espacio topológico X, sea OX la gavilla de funciones K-valuadas donde K es
un campo, como vimos le podemos dar estructura de grupo abeliano con la suma puntual, pero
ademas podemos darle estructura de anillo con el producto puntual, así (X ,OX) es un espacio
anillado y por ahora (a menos que se indique lo contrario) pensaremos en OX como esta gavilla
y para simpli�car notación dado un abierto U de X escribiremos Γ(U,OX) en lugar de OX(U).
Con está aclaración podemos dar la siguiente de�nición que solo tiene sentido si consideramos
una gavilla cuyas secciones son funciones.

De�nición 4.2 Sean (X, OX) y (Y , OY ) dos espacios anillados, un mor�smo de espacios
anillados está dado por una función continua φ : X → Y con la propiedad de que para cualquier
U abierto de Y , y cualquier sección g ∈ Γ(U,OY ) se tiene que g ◦ φ ∈ Γ(φ−1(U),OX).

Dado φ un mor�smo de anillos, para cualquier abierto U de Y podemos de�nir un homo-
mor�mo de anillos dado por:

φ∗U : Γ(U,OY )→ Γ(φ−1(U),OX)

g 7−→ g ◦ φ

Este homomor�smo satisface que ρφ−1(V ),φ−1(U) ◦ φ∗U = φ∗V ◦ ρv,u, es decir, φ∗U es compatible con
las restricciones.

4.2. Gavillas de módulos

Sea (X,OX) un espacio anillado. En esta sección hablaremos de gavillas de OX módulos.

De�nición 4.3 Un OX-módulo es una gavilla F tal que, para cualquier abierto U de X, F(U)
es un OX(U)-módulo y las restricciones son funciones lineales.
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Ejemplo 4.1 La suma directa de n copias de la gavilla OX es un OX-módulo.

De�nición 4.4 Sean F y G dos OX-módulos. De�nimos el producto tensorial F ⊗OX G como
la gavilla asociada a la pregavilla que a cada abierto U de X le asocia F(U) ⊗OX(U) G(U) que
de nuevo es un OX-módulo.

De�nición 4.5 Una sucesión de Ox-módulos

F υ // G η //H

es exacta, si es exacta como sucesión de gavillas.

4.3. Gavilla estructural de un conjunto algebraico

Para poder asociarle una gavilla estructural adecuada a un conjunto algebraico, necesitamos
el siguiente teorema, que lo que nos permite de�nir una gavilla en una base de la topología del
espacio y extenderlo a cualquier abierto de X.

Teorema 4.6 Sea X un espacio topológico, U una base para la topología de X y K un campo.
Suponemos que para cualquier conjunto abierto U ∈ U , el conjunto F(U) de funciones de U
en K satisface las siguientes condiciones:

1. (Restricción) Si U, V ∈ U , V ⊂ U y s ∈ F(U) entonces s|V ∈ F(V ).

2. (Pegado) Si un conjunto abierto U ∈ U es cubierto por {Ui}i∈I ⊂ U y si s es una función
de U en K tal que para todo i ∈ I s|Ui ∈ F(Ui) entonces s ∈ F(U).

Entonces existe una única gavilla F de funciones en X tal que, para cualquier abierto U ∈ U
se tiene que F(U) = F(U).

Demostración:
Sea U abierto de X, entonces U es unión de elementos de U (por ser base), es decir U = ∪i∈IUi
con {Ui}i∈I ⊂ U , de�nimos:

F(U) = {s :→ K| s|Ui ∈ F(Ui) para toda i ∈ I}

1. Primero hay que probar que F(U) esta bien de�nido, es decir, que no depende de la
cubierta. Sean {Ui}i∈I ⊂ U y {Wj}j∈J ⊂ U dos cubiertas de U y sean F I(U) = {s :→
K|s|Ui ∈ F(Ui) para toda i ∈ I} y FJ(U) = {s :→ K|s|Wi

∈ F(Wj) para toda j ∈ J},
queremos probar que FJ(U) = F I(U) . Sea s ∈ FJ(U), por de�nición implica que
s|Wj

∈ F(Wj) para toda j ∈ J , Sea Vj,i = Wj ∩ Ui es un elemento de U , como Vj,i ⊂ Wj

la condición 1 de el lema, implica que s|Vj,i ∈ F(Vj,i) para toda j ∈ J y ∀i ∈ I además
para cada i, Ui está cubierta por {Vj,i}j∈J y (s|Ui)|Vj,i = s|Vj,i ∈ F(Vj,i) para toda j ∈ J y
por la condición 2 esto implica que s|Ui ∈ F(Ui) esto es para cada i , nuevamente por la
condición 2 implica que s ∈ F(U) que por la de�nición de F implica que s ∈ F I(U). La
otra contención es análoga, por lo tanto tenemos que FJ(U) = F I(U) , lo que signi�ca
que la de�nición no depende de la cubierta elegida.

2. Ahora probaremos que para cualquier abierto U ∈ U se tiene que F(U) = F(U). Como
ya probamos que no depende de la cubierta que se tome, sea {U} ⊂ U es una cubierta
abierta de U lo que implica que F(U) = {s : U → K| s|U = s ∈ F(U)} = F(U).

3. Que F es una pregavila es claro, por lo que solo nos falta probar que es gavilla, para esto,
sea U un conjunto abierto de X y {Vj}j∈J una cubierta abierta de U .
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AX1 Si s ∈ F(U) no es la sección 0, implica que existe x ∈ U tal que
s(x) = m ∈ Kr {0} , como x ∈ U existe jx ∈ J tal que x ∈ Vjx por lo que s|Vjx 6≡ 0
y por lo tanto se cumple AX1.

AX2 Consideremos una familia de sj ∈ F(Vj) tales que para toda j1, j2 ∈ J se
tiene que sj1|Vj1∩Vj2 = sj2|Vj1∩Vj2 . De�nimos a s : U → K de la manera natural, es
decir, para cada x ∈ U sea jx ∈ J tal que x ∈ Vjx entonces s(x) = sjx(x) es una
función bien de�nida de U en K ya que {Vj}j∈J es una cubierta de U y las secciones
coinciden en las intersecciones. Por lo que solo necesitamos probar que s ∈ F(U).
Observemos que para toda j ∈ J , Vj es un abierto, por lo que existen {Uij}ij∈Ij ⊂ U

tales que Vj = ∪ij∈IjUij (porque U es base) por lo que sj ∈ F(Vj) implica (por la
de�nición de F) que sj|Uj,i ∈ F(Uj,i) para toda i ∈ Ij, además como {Vj}j∈J es una
cubierta de U eso implica que ∪j∈J{Uij , }ij∈Ij = ∪k∈KUk ⊂ U con K = ∪j∈JIj es una
cubierta de U , así s|Uk ∈ F(Uk) para toda k ∈ K que por de�nición de F implica
que s ∈ F(U).

Por lo tanto F es gavilla.

4. Por último, probaremos la unicidad de F . Sea F una gavilla, tal que F(U) = F(U) para
cualquier U ∈ U. Sea V ⊂ X abierto, de�nimos:

φV : F → F

s 7→ s

Está bien de�nido, ya que por hipótesis, tenemos que F(U) = F(U) = F(U) para

cualquier U ∈ U así, dada una cubierta de V , {Uα}, como F es gavilla, se tiene que

s|Uα ∈ F(Uα) = F(Uα), para toda α, lo que implica, por la de�nición de F , que s ∈ F(V ).
Es claro que es inyectiva para cualquier abierto, pero además es suprayectiva, ya que
dada t ∈ F(V ), sean tα = t|Uα ∈ F(Uα) = F(Uα), por como de�nimos estas funciones,

coinciden en las intersecciones, dado que F es gavilla, se tiene que existe s ∈ F(V ) tal
que s|Uα = tα, por lo que s = t, lo que implica que φV es suprayectivo, para cualquier
abierto V , lo cual implica que es isomor�so, así φ es un isomor�smo, lo cual implica que
F ' F lo cual nos da la unicidad.

%

Lema 4.7 Sea X un espacio topológico y sea U una base para la topología de X, sean F una
gavilla y G una pregavilla en X. Si F(U) = G(U) para cualquier U ∈ U entonces F ' G+

La prueba de este lema es similar a la prueba de la unicidad del teorema anterior

%

Sea V ⊂ Kn un conjunto algebraico afín, para cada abierto básico D(f) podemos consi-
derar F(D(f),K) el anillo de funciones K-valuadas, y el homomor�mo de anillos dado por la
restricción usual, ρ : Γ(V ) → F(D(f),K) , dado que f(x) 6= 0 para cualquier x ∈ D(f), esto
implica que ρ(f) es invertible en Γ(D(f),K) así, por la propiedad universal de la localización
existe r : Γ(V )f → F(D(f),K) que hace conmutar el siguiente diagrama:

Γ(V )
ρ //

s

��

F(D(f),K)

Γ(V )f

r

88
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Además r es inyectiva, ya que si r(g/fn) = 0 entonces g(x) = 0 para toda x ∈ D(f), por lo que
fg = 0 en V lo que implica que g/fn es cero en Γ(V )f .

De�nición 4.8 Sea V un conjunto algebraico afín y sea f ∈ Γ(V ) un elemento no cero.
De�nimos:

Γ(D(f),OV ) = Γ(V )f

(identi�cado con un subanillo del anillo de funciones K-valuadas en D(f) por medio de r).

Sea U = {D(f)| f ∈ Γ(V ) y f 6≡ 0}, es una cubierta base con la topología de Zariski
de V. Ahora veremos que la de�nición anterior cumple las hipótesis del teorema (4.6)

1. (Restricción) Sean D(f), D(g) ∈ U tales que D(f) ⊂ D(g) eso implica que V (g) ⊂ V (f),
por lo que f se anula en V (g), por el teorema de los ceros de Hilbert se tiene que fm = gh.
Dada u/gk ∈ Γ(V )g, restringiendo a D(f) podemos escribir u

gk
= u(hk)

gkhk
= u(hk)

(gh)k
= u(hk)

fk+m
∈

Γ(V )f .

2. (Pegado) Dado que D(f) puede cubrirse con abiertos básicos D(fi), donde fi 6= 0, que
nos dice que V (f) es la intersección de los conjuntos V (fi), que por las propiedades de
estos conjuntos, implica que V (f) = V (I) con I ⊂ Γ(V ), el ideal generado por los fi,
pero como Γ(V ) es un anillo noetheriano, podemos suponer que I está generado por un
número �nito de elementos, es decir I = 〈f1, . . . , fr〉.
Sea si una sección de D(fi), entonces podemos escribir si = ai/f

n
i (podemos suponer que

es la misma n para todos los fi ya que solo hay un número �nito de estos elementos y
si si = ai/f

ni
i = fn−nii con n = máx{ni}). Supongamos que estas secciones coinciden en

las intersecciones, lo que implica que existe N ∈ N tal que fNi f
N
j (aif

n
j − ajfni ) = 0 así

fN+n
j aif

N
i = fN+n

i ajf
N
j (esta relación se extiende a V por ser un abierto denso)

Sea f un polinomio que se anula en V (f) = V (f1, . . . , fr) = V (fn+N
1 , . . . , fn+N

r ), el

teorema de los ceros de Hilbert nos dice que f ∈
√
〈fn+N

1 , . . . , fn+N
r 〉, en otras palabras,

que existe m ∈ N y elementos bj ∈ Γ(V ) tales que fm = Σr
i=1bif

n+N
i .

Buscamos una sección s en D(f) de la forma a/fm tal que s|D(fi) = si en D(fi) lo que
implica que existe M ∈ N tal que fMi (afni − aifm) = 0 multiplicando ambos lados por
fNi tenemos que fM+N

i (afni − aifm) = 0 así

fM+N+n
i a = fM+N

i afni = fM+N
i aif

m = fM+N
i ai(Σ

r
j=1bjf

n+N
j )

= fMi Σr
j=1bjf

N
i aif

n+N
j = fMi Σr

j=1bjf
N+n
i ajf

N
j = fM+N+n

i Σr
j=1bjajf

N
j

Si de�nimos a = Σr
j=1bjajf

N
j es claro que la sección s cumple lo que queríamos.

%

Observación En el caso especial de que Γ(V ) es dominio entero (cuando V es irreducible)
el anillo Γ(V )f es un subanillo del campo de fracciones de Γ(V ) y el homomor�smo natural

j : Γ(V )→ Γ(V )f

f 7→ f/f 0

es inyectivo.
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4.4. Variedades a�nes

De�nición 4.9 Una variedad algebraica afín, es un espacio anillado que es isomorfo (como
espacio anillado) a (V,OV ), con V un conjunto algebraico afín y OV la gavilla estructural de
funciones regulares en V . Los mor�smos, son simplemente mor�smos de espacios anillados.

Proposición 4.10 Sea V un conjunto algebraico afín y consideramos a f ∈ Γ(V ). El conjunto
abierto D(f) = {x ∈ V |f(x) 6= 0} equipado con la restricción de la gavilla OV a D(f), es una
variedad algebraica afín.

Demostración:
Supongamos que el conjunto V está encajado en Kn, sea I = I(V ) y sea F un polinomio tal
que la restricción a V es f . Queremos probar que D(f) es isomorfo a un conjunto algebraico
afín, para ello consideremos el siguiente mor�smo:

φ : D(f)→ K
n+1

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, 1/f((x1, . . . , xn)))

Sea W = φ(D(f)), por la forma en la que se de�nió el mor�smo, se puede ver que W = V (J)
con J = I + 〈xn+1F − 1〉. Este mor�mo es claramente inyectivo por lo que si lo restringimos a
su imagen es un homeomor�smo, con inversa:

π : W → D(f)

(x1, . . . , xn+1) 7→ (x1, . . . , xn)

%

Ejemplo 4.2 El conjunto de matrices invertibles con coe�cientes en los complejos (GL(n,C))
es una variedad algebraica afín, para probarlo veamos a GL(n,C) como un subconjunto de
C
n2

y consideremos a f la función determinante de las matrices de n × n que es una función
polinomial, es decir, f ∈ C[x1, . . . , xn2 ], ahora de�nimos el mor�smo

ψ : GL(n,C)→ C
n2+1

(x1, . . . , xn2) 7→ (x1, . . . , xn2 ,
1

f((x1, . . . , xn2))
)

este mor�smo es inyectivo por lo que restringido a la imagen un isomor�smo, además se tiene
que ψ(GL(n,C)) = V (ft− 1) = V por lo cual se tiene que:

Γ(V ) = C[x1, . . . , xn2 , t]\〈ft−1〉 = C[x1, . . . , xn2 ][t]\〈ft−1〉 ' C[x1, . . . , xn2 ]f = Γ(D(f),OC[x1,...,xn2 ])

el isomor�smo es por el lema de Rabinowitsch, y por proposición (4.10) implica que GL(n,C)
es una variedad algebraica afín.

4.5. Variedades algebraicas

El principal uso de los espacios anillados, es que nos permiten de�nir objetos que son local-
mente isomorfos a algún tipo particular de espacios. Por ejemplo, una variedad diferenciable, es
un espacio anillado localmente isomorfo a un conjunto abierto de Rn con la gavilla de funciones
diferenciables. En el caso de la geometría algebraica, los modelos locales son las variedades
algebraicas a�nes.
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De�nición 4.11 Una variedad algebraica es un espacio anillado cuasi-compacto (X,OX), que
es localmente isomorfo a una variedad algebraica afín. Los mor�smos de variedades algebraicas
son los mor�smos de espacios anillados.

Decir que (X,OX) es localmente isomorfo a una variedad algebraica afín, signi�ca que para
toda x ∈ X existe un conjunto abierto U que contiene a x, tal que, (U,OX |U) es isomorfo a
una variedad algebraica afín.

Como ya vimos, un conjunto algebraico afín es un espacio topológico noetheriano, por lo
que como espacio topológico es cuasi-compacto, lo que signi�ca que en particular una variedad
algebraica afín es una variedad algebraica.

De�nición 4.12 Sea (X,OX) una variedad algebraica. Un conjunto abierto de X que es iso-
morfo a una variedad algebraica afín es llamado un conjunto abierto afín de X

Proposición 4.13 Sea (X,OX) una variedad algebraica. El conjunto de todos los abiertos
a�nes de X forman una base para la topología de X. Más precisamente, cualquier subconjunto
abierto de X es la unión �nita de abiertos a�nes de X

Demostración:
Como (X,OX) es una variedad algebraica, tenemos que para toda x ∈ X existe Ux un subonjun-
to abierto afín de X tal que x ∈ Ux, por lo que X = ∪x∈XUx, pero como X es cuasi-compacto,
tenemos que X = ∪ri=1Ui, donde los Ui son abiertos a�nes de X. Sea U ⊂ X abierto, tenemos
entonces que U = ∪ri=1(U ∩ Ui), pero como U ∩ Ui ⊂ Ui, que es un conjunto algebraico afín.
En el capítulo uno, probamos que estos conjuntos son la unión �nita de abiertos basicos, que
por la proposición anterior es una variedad algebraica afín, por lo tanto, U es la unión �nita de
conjuntos a�nes.

%

Observaciones:

1. los polinomios son funciones continuas con la topología de Zariski para ver esto, sean
f ∈ K[x1, . . . , xn] y V ⊂ K un conjunto cerrado, si V = K entonces f−1(V ) = A

n

que es un conjunto cerrado, por lo cual supondremos que V es un subconjunto propio
de K[x1, . . . , xn] que como vimos en el ejemplo (1.2) es un conjunto �nito, es decir,
V = {a1, . . . , am} con ai ∈ K para toda i.

f−1({ai}) = {x̄ ∈ An|f(x̄) = ai} = {x̄ ∈ An|f(x̄)− ai = 0} = V (f − ai)

que es un conjunto cerrado para toda i, además se tiene que f−1(V ) = f−1(∪mi=1{ai}) =
∪mi=1f

−1({ai}) = ∪mi=1V (f − ai) que al ser la unión �nita de conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado, por lo que f es una función continua.

2. Dado V un abierto afín sabemos que existe una base para la topología de Zariski de
V formada por abiertos estándar D(f) con f ∈ Γ(V ). Sea g ∈ Γ(D(f),OV ) = Γ(V )f
entonces g = a

fn
con n > 0 y a ∈ Γ(V ), por la observación anterior a y fn son continuas

en D(f) y fn no se anula en D(f) por lo que g es continua en D(f), además como OV es
gavilla y las restricciones a los abiertos de una base de cualquier sección global g en OV
son continuas, podemos concluir que g es una función continua.
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Si X es una variedad algebraica y U es un conjunto abierto de X, se tiene por la proposición
anterior que las secciones de Γ(U,OX) son funciones K−valuadas continuas (con K equipado
con la topología de Zariski) ya que por la proposición (4.13) tenemos que el conjunto de todos
los abiertos a�nes forman una base para la topología de U y por las observaciones anteriores, la
restricción de una sección f ∈ Γ(U,OV ) a cada uno de estos abiertos es una función continua
por lo cual f es una función continua en U .

Corolario 4.14 Una variedad algebraica no vacia, se puede descomponer de manera única
como la unión �nita de conjuntos cerrados irreducibles, que no se contienen unos a otros. Estos
conjuntos son las componentes irreducibles de la variedad.

Ejemplo 4.3 Dada (X,OX) una variedad algebraica

1. Si U es un subconjunto abierto de X, entonces U equipado con la gavilla OX |U es una
variedad algebraica.

En particular, cualquier subconjunto abierto de una variedad afín es una variedad alge-
braica (llamada una variedad algebraica cuasi-afín).

2. Si Y un subconjunto cerrado de X, queremos de�nir una gavilla sobre Y , para ello, sea
V ⊂ Y abierto en Y , de�nimos

O−Y (V ) = {f : V → K|∃U ⊂ X abierto tal que U ∩ Y = V

y ∃g ∈ OX(U) tal que g|V = f}

Esta de�nición sólo nos de�ne una pregavilla, por lo que tenemos que considerar la gavilla
asociada OY = O−+

Y . Dicha gavilla le da una estrucura de espacio anillado a Y que hace
a la inclusión un mor�smo de variedades, por lo cual, (Y,OY ) es una variedad algebraica.

De�nición 4.15 Sea (X,OX) una variedad algebraica, las variedades descritas en el ejemplo
anterior son subvariedades abiertas (en el caso del inciso 1) y subvariedades cerradas (en el
caso del inciso 2).

4.5.1. Anillos locales

Dada una variedad algebraica (X,OX) y x ∈ X, consideremos el grupo de gérmenes de OX
en x que lo denotaremos por OX,x , que como ya vimos en el capítulo tres, podemos dotar con
una estructura extra (en este caso de anillo).

Proposición 4.16 Dada una variedad algebraica (X,OX) y x ∈ X, entonces OX,x es un anillo
local, con ideal máximo MX,x = {f ∈ OX,x|f(x) = 0}. Además:

OX,x/MX,x ' K

Demostración:
Consideremos el mor�smo de anillos dado por la evaluación en x, es decir:

π : OX,x → K

f 7→ f(x)
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Está bien de�nido ya que cualquier representante de una clase, toma el mismo valor en X (por
la forma en la que se de�nió el grupo de germenes), además es claramente suprayectiva y se
tiene que :

kerπ = {f ∈ OX,x|f(x) = 0} = MX,x

Así, por el primer teorema de isomor�smo tenemos entonces que:

OX,x/ kerπ = OX,x/MX,x ' Imπ = K

Lo que implica que MX,x es un ideal máximo. Sea f ∈ OX,x�MX,x , eso implica que f(x) 6= 0,
por continuidad tenemos que existe U vecindad abierta de x, tal que f(u) 6= 0 ∀u ∈ U , por
lo que f es invertible en U , así l germen de f es invertible en OX,x , lo que implica que f es
unidad, por lo tanto OX,x es un anillo local.

%

4.5.2. Gavillas de módulos sobre una variedad algebraica

Sea (V,OV ) una variedad algebraica, y consideramos A = Γ(U,OV ), si F es un OV−módulo,
entonces, Γ(U,F) es un A−módulo.

De�nición 4.17 Sea M un A−módulo, de�nimos un OV−módulo M̃ en los abiertos estándar
de V de la siguiente manera:

M̃(D(f)) = Mf = M ⊗A Af

Para cada f ∈ A, en particular M̃(V ) = Γ(V,M) = M

Recordemos que podemos describir al módulo localizado Mf como el conjunto de pares
(x, s) ∈ (MXS)/ ∼ con S = {f 0, f 1.f 2, . . .} y la relación dada por:

(x, s) ∼ (y, t)⇔ ∃u ∈ S tal que u(xt− ys) = 0

Observación: El término u puede ser necesario, ya que A no es necesariamente un dominio
entero y M puede no ser libre de torsión, es decir, puede pasar que ax = 0 con a ∈ A \ {0} y
x ∈M \ {0}.

Denotamos a la clase de (x, s) como x/s o como x ⊗ 1/s. La prueba de que es gavilla, es
análoga a la de la de�nición (4.8) y en particular tenemos que Ã = OV .

Proposición 4.18 Dada una sucesión exacta de A−módulos

0→M ! →M →M !! → 0

Entonces la siguiente sucesión es exacta:

0→M !
f →Mf →M !!

f → 0

Demostración:
Que la sucesión M ! → M → M !! → 0 sea exacta, implica por las propiedades de producto
tensorial que M ! ⊗A Af → M ⊗A Af → M !! ⊗A Af → 0 es exacta, pero por de�nición eso
implica que M !

f →Mf →M !!
f → 0 es exacta.

Sea ι̃ : M !
f → Mf , queremos probar que ι̃ es inyectiva. Supongamos que ι̃(x!/fn) = 0 en

Mf , esto implica que f rι(x!) = 0 en M y por lo tanto f rx! = 0 en M ! por hipótesis, por lo cual
x!/fn = 0 en M !

f . Lo cual prueba la inyectividad y por lo tanto la exactitud (en pocas palabras
probamos que Af es un A−módulo plano ([AM] capítulo 2, página 9).
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Lema 4.19 Dados dos A−módulos, M y N , se tiene que:

1. (M ⊕N)f 'Mf ⊕Nf

2. (M ⊗A N)f 'Mf ⊗Af Nf

Demostración:
1)
(M ⊕N)f = (M ⊕N)⊗A Af ' (M ⊗A Af )⊕ (N ⊗A Af ) = Mf ⊕Nf

El isomor�smo es una propiedad del producto tensorial ([AM] capítulo 2, página 26).
2)
De�nimos

ϕ : Mf ⊗Af Nf → (M ⊗A N)f

a

fn
⊗ b

fm
7→ a⊗ b

fn+m

queremos probar que ϕ es isomor�smo. Sea a⊗b
fn
∈ (M ⊗A N)f proponemos a a

fn
⊗ b

1
∈Mf ⊗Af Nf

al aplicar ϕ tenemos que ϕ( a
fn
⊗ b

1
) = ϕ( a

fn
⊗ b

f0
) = a⊗b

fn+0 = a⊗b
fn

lo cual prueba que ϕ es supra-

yectivo, para la inyectividad, suponemos que ϕ( a
fn
⊗ b

fm
) = 0 lo cual implica que a⊗b

fn+m
= 0 que

por de�nición implica que existe l ∈ Z+ tal que 0 = f i(a ⊗ b) = (f la) ⊗ b = a ⊗ (f lb) lo cual
implica que a⊗ b = 0 que prueba la inyectividad.

%

De�nición 4.20 Dada V una variedad algebraica afín y M un OV -módulo, que es isomorfo
a un OV -módulo de la forma M̃ , se llama un módulo cuasi-coherente. Si M es �nitamente
generado sobre A, decimos que M̃ es coherente.

Proposición 4.21 Sea (X,OX) una variedad algebraica afín y F un OX−módulo. Entonces
F es cuasi-coherente (respectivamente coherente) si y sólo si, existe una cubierta �nita {Uα}
de abiertos a�nes de X y Mα, Aα−módulos, con Aα = Γ(Uα,OX) (de tipo �nito) , tales que
para cualquier α se tiene que:

F|Uα ' M̃α

La prueba se puede consultar en [H] (capítulo 5, página 113).

Esta proposición nos dice que la propiedad de ser cuasi-coherente (respectivamente cohe-
rente) es una propiedad local, además justi�ca la siguiente de�nición.

De�nición 4.22 Sea (X,OX) una variedad algebraica y F un OX−módulo. Decimos que F es
una gavilla cuasi-coherente (respectivamente coherente) si existe una cubierta {Uα} de abiertos
a�nes de X tales que: F|Uα es cuasi-coherente (respectivamente coherente) para cada Uα.

Proposición 4.23 Sea (X,OX) una variedad algebraica y sean F ,G dos gavillas cuasi-coherentes
sobre X, entonces:

1. La gavilla F ⊗OX G es cuasi-coherente.

2. Para cualquier abierto afín U de X, se tiene que:

(F ⊗OX G)(U) ' F(U)⊗OX(U) G(U)
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Demostración:
Si U es un conjunto abierto, entonces (F ⊗OX G)|U = (F|U ⊗OX |U G|U ya que estas dos gavillas
están asociadas a la misma pregavilla (W 7→ F(W ) ⊗OX(W ) G(W ) en U). Si U es un abierto
afín, sea A = Γ(U,OX),F = Γ(U,F) y G = Γ(U,G), entonces

(F ⊗OX G)|U = F̃ ⊗Ã G̃ ' F̃ ⊗A G

que prueba las dos a�rmaciones.

%

4.6. Variedades proyectivas

Sea V ⊂ Pn un conjunto algebraico proyectivo, con la topología de Zariski. Para darle una
estructura de variedad algebraica a V , debemos primero dotarla de una gavilla estructural,
para ello, consideremos su base estándar, dada por los conjuntos abiertos D+(f) con f ∈ Γh(V )
polinomio homogéneo de grado positivo. Pero antes, necesitamos algunas de�niciones previas.

De�nición 4.24 Sea R un anillo graduado y f ∈ R un elemento homogéneo de grado d. Se
de�ne una graduación sobre el anillo localizado Rf , estableciendo que: grado(g/f r) = e − rd
con g un elemento homogéneo de grado e. El conjunto de elementos de grado 0 de Rf es un
subanillo, denotado por R(f).

Si consideramos R = Γh(V ) y un polinomio homogéneo de grado positivo, entonces los
elementos de R(f) tienen la ventaja de de�nir funciones del conjunto D+(f) al campo, ya que
al cambiar de representante, el escalar está tanto en el numerador como en el denominador.

De�nición 4.25 Sea V un conjunto algebraico proyectivo. De�nimos la gavilla de funciones
K−valuadas en V como:

Γ(D+(f),OV ) = Γh(V )(f)

Para cualquier polinomio homogéneo de grado positivo

De forma similar al caso afín podemos ver que se cumplen las condiciones del teorema (4.6),
lo que nos de�ne una gavilla sobre V , para ver que con esta gavilla los conjuntos algebraicos
proyectivos resultan ser variedades algebraicas, probaremos primero que Pn es una variedad
algebraica, para ello probaremos que los conjuntos abiertos D+(xi) son variedades a�nes, ya
que Pn = ∪ni=0D

+(xi). Dado que los cambios de coordenadas inducen homogra�as en Pn, basta
probar que D+(x0) es afín. Para ello necesitamos un enlace entre el espacio afín y el proyectivo.

Como ya vimos el conjunto U0 = D+(x0), es el conjunto de puntos en Pn tal que la primera
coordenada x0 es distinta de cero. De�nimos:

j : An → U0

(ζ1, . . . , ζn) 7→ (1, ζ1, . . . , ζn)

Que tiene como inversa a la función dada por:

(x0, . . . , xn) 7→ (x1/x0, . . . , xn/x0)
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Proposición 4.26 Consideremos a An con la topología de Zariski y a U0 con la topología de
Zariski inducida por Pn, entonces se tiene que:

1. j es homeomor�smo

2. j es un isomor�smo de espacios anillados, entre la variedad afín (An,OAn) y (U0,OPn|U0).

Para probar esta proposición, estudiaremos la homogeneización y la deshomogeneización
con un poco de detalle. Si p es un polinomio homogéneo de grado d, en las variables t1, . . . , tm,
entonces la formula

(0)

p

(
t1
ti
, . . . ,

tm
ti

)
=
p(t1, . . . , tm)

tdi

Se preserva en el campo de fracciones. Para las siguientes de�niciones usaremos la siguiente
notación para distinguir entre los dos anillos de polinomios, un polinomio en K[x0, . . . , xn]
se escribirá con letra mayúscula y un polinomio en K[x1, . . . , xn] se escribirá con letra
minúsculas.

a) El operador [. Es un homomor�smo de anillos suprayectivo dado por

[ : K[x0, . . . , xn]→ K[x1, . . . , xn]

P (x0, . . . , xn) 7→ P[(x1, . . . , xn) = P (1, x1, . . . , xn)

El núcleo de este homomor�smo es el ideal 〈x0−1〉. Estamos interesados en el caso especial
cuando P es polinomio homogéneo de grado d. En este caso tenemos que (en el campo de
fracciones K(x0, . . . , xn)).

(1)

P[

(
x1

x0

, . . . ,
xn
x0

)
= P

(
x0

x0

, . . . ,
xn
x0

)
=
P (x0, . . . , xn)

xdo

De la formula anterior deducimos que si P es un polinomio homogéneo de grado d, entonces
P[ es de grado d si y solo si x0 no divide a P .

b) El operador ]. (Nota: este operador no es un homomor�smo) Al contrario del operador [,
este operador va de K[x1, . . . , xn] a K[x0, . . . , xn]; si p ∈ K[x1, . . . , xn], p] es el polinomio
homogéneo de grado menor en K[x0, . . . , xn] tal que p = (p])[, que podemos describir de la
siguiente manera; si p = p1 + . . . + pd, donde pi es un polinomio homogéneo de grado i y
pd 6= 0, entonces p](x0, . . . , xn) = xd0po + xd−1

0 p1 + . . .+ pd es decir

(2)

p](x0, . . . , xn) = xd0p

(
x1

x0

, . . . ,
xn
x0

)
Observaciones

i) Si p, q ∈ K[x1, . . . , xn] entonces (pq)] = p]q], esto se sigue de la formula (2)

ii) Si p ∈ K[x1, . . . , xn], entonces p = (p])[

iii) Si P ∈ K[x0, . . . , xn] es homogéneo, entonces xr0(P[)
] = P , donde r es la potencia mas

grande tal que xr0 divide a P . (lo que nos reduce al caso cuando x0 no divide a P , usando
(1) y (2) se puede ver que el grado no decrece cuando se pasa de P a P[). De esto se sigue
que si P es homogéneo y P[ = 0 entonces P = 0
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Demostración de la proposición:
1) j es homeomor�smo
Dado que los conjuntos D+(F ) y D(f) forman una base para la topología de Pn y An respec-
tivamente, el resultado se sigue de las siguientes dos formulas:

Si F ∈ K[x0, . . . , xn] es homogéneo, entonces:

j−1(D+(F )) = j−1(D+(F ) ∩ U0) = D(F[)

Si f ∈ K[x1, . . . , xn] entonces:

j(D(f)) = D+(f ]) ∩ U0

2)El isomor�smo
Consideremos F ∈ K[x0, . . . , xn] de grado d. Es su�ciente con probar el siguiente isomor�smo:

Γ(D+(F ) ∩ U0,OPn) ' Γ(D(F[),OAn)

Primero observemos que D+(F ) ∩ U0 = D+(x0F ) de lo cual tenemos que:

Γ(D+(F ) ∩ U0,OPn) = K[x0, . . . , xn](x0F )

y los elementos de este anillo son de la forma P/(x0F )r donde P es homogéneo de grado r(d+1),
pero también podemos ver a sus elementos como P/xs0F

r, donde P es de grado rd+ s. Por otro
lado, se tiene que

Γ(D(F[),OAn) = K[x1, . . . , xn]F[

Dado que (x0F )[ = F[, entonces [ induce un homomor�smo ψ en los anillos locales

ψ : K[x0, . . . , xn]x0F → K[x1, . . . , xn]F[

De�namos a ϕ como la composición de ψ con la inclusión natural

ι : K[x0, . . . , xn](x0F ) → K[x0, . . . , xn]x0F

Queremos probar que ϕ es el isomor�smo buscado, para ello observemos que

ϕ(P/xs0F
r) = P[/F

r
[

Primero queremos probar que ϕ es inyectiva. Si ϕ(P/xs0F
r) = 0 por la igualdad de arriba

se tiene que P[/F r
[ = 0, lo que implica que P[ = 0 y por una de las observaciones se tiene

entonces que P = 0. Para la suprayectividad consideremos p/F r
[ ∈ K[x1, . . . , xn]F[ , entonces

p/F r
[ = ϕ(xs0p

]/F r) donde s = rd− grado(p)

%

Corolario 4.27 Sea V ⊂ Pn un conjunto algebraico proyectivo. El espacio anillado (V,OV )
(con la gavilla de la de�nición anterior), es una variedad algebraica.

Demostración:
Sea V ⊂ Pn como es un conjunto algebraico, eso implica que es un subconjunto cerrado de Pn,
sea f ∈ Γh(V ) la imagen del polinomio homogéneo F ∈ K[x0, . . . , xn], entonces tenemos que
D+(f) = V ∩D+(F ) por lo que el homor�smo de restricción

ρ : Γ(D+(F ),OPn)→ Γ(D+(f),OV )

Es suprayectivo, pero entonces OV es la imagen de la gavilla OPn en la gavilla de funciones en
V , pero por la proposición anterior Pn es una variedad algebraica, lo que implica que V es una
subvariedad encajada (con la inclusión) en Pn y por tanto, es una variedad algebraica.
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De�nición 4.28 Una variedad que es isomorfa a un conjunto algebraico proyectivo (respecti-
vamente a un subconjunto abierto de un conjunto algebraico proyectivo) con la gavilla anterior,
se dice que es una variedad proyectiva (respectivamente cuasi-proyectiva).

4.6.1. Gavillas de módulos sobre una variedad proyectiva

Sea (X,OX) una variedad algebraica proyectiva equipada con un encaje en Pn. Daremos
una de�nición de gavillas de módulos sobre variedades proyectivas similar a la de�nición para
variedades a�nes, pero para ello necesitamos módulos graduados (que se de�nieron en el capítulo
dos) sobre el anillo R = Γh(X). Es importante notar que la graduación de este anillo depende
del encaje.

De�nición 4.29 SeaM un R−módulo graduado. De�nimos M̂ un OX−módulo en los abiertos
estándar de X como sigue: si f ∈ R es un polinomio homogéneo de grado positivo, entonces

M̂(D+(f)) = M(f)

Donde M(f) denota el submódulo de Mf que consiste de los elementos de grado 0, es decir,
los elementos de la forma x/fn, con x un polinomio homogéneo de grado ngrado(f).

Observaciones:

1. Restringiendo al abierto afín D+(f) cuyo anillo es R(f) se puede ver que que la gavilla M̂

es simplemente la gavilla M̃(f) (según la de�nición 4.17) asociada al R(f)−módulo M(f).

En particular un OX−módulo M̂ es cuasi-coherente (respectivamente coherente), siM es
cuasi-coherente (respectivamente un R- módulo de tipo �nito).

2. R̂ = OX

Proposición 4.30 Sea ϕ : M → N un mor�smo homogéneo entre dos R−módulos graduados
de grado 0 y suponemos que para alguna n su�cientemente grande se tiene que ϕn : Mn → Nn

es supreyectiva. Entonces
ϕ̂ : M̂ → N̂

es un mor�smo de gavillas suprayectivo.

Demostración:
Sea D+(f) un conjunto abierto, con f un polinomio homogéneo de grado positivo. Queremos
probar que ϕ(f) : M(f) → N(f) es suprayectivo. Sea y/f r ∈ N(f), para alguna s lo su�cientemente
grande se tiene que f sy es imagen de ϕ, por lo tanto también lo es y/f r = f sy/f r+s

%

Ahora nuestro objetivo es de�nir a las gavillas OPn(d) y OX(d) en una variedad proyectiva
(X,OX), la ventaja sobre la gavilla estructural original es que dada d > 0 se tiene que las
secciones globales son los polinomios homogéneos de grado d. Pero primero daremos la de�nición
de un módulo desplazado.
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De�nición 4.31 Sea R un anillo graduado y M = ⊕n∈ZMn un R−módulo graduado y d ∈ Z.
El módulo M(d) es un módulo graduado igual a M excepto por una graduación desplazada, es
decir

M(d)n = Md+n

Algo que se debe notar, es que desplazar un módulo no altera la exactitud de una sucesión
de módulos.

De�nición 4.32 Sea (X,OX) una variedad proyectiva encajada en Pn, d ∈ Z y consideremos

R = Γh(X). La gavilla OX(d) es la gavilla asociada al módulo R(d), es decir, OX(d) = R̂(d).
Si F es un OX−módulo, podemos escribir F(d) como la gavilla

F ⊗OX OX(d)

Las secciones de OX(d) sobre el conjunto D+(f) son los elementos de la forma a/f r, donde
grado(a)− rgrado(f) = d.

Observaciones

1. La gavilla OX(d) depende fundamentalmente de la graduación en R y por tanto del encaje
de X en Pn

2. Si M es un R−módulo graduado, entonces

M̂(d) ' M̂ ⊗OX OX(d) ' M̂(d)

Teorema 4.33 Sea Rd el espacio vectorial de los polinomios homogéneos de grado d en las
variables x0, . . . , xn, entonces

Γ(Pn,OPn(d)) =

{
0 si d < 0
Rd si d ≥ 0

Demostración:
Sea f ∈ Γ(Pn,OPn(d)). f 6= 0. Por de�nición, su restricción al conjunto D+(xi) es una función
racional de la forma Pi(x0, . . . , xn)/xri , donde Pi es un polinomio homogéneo de grado d + r,
podemos suponer que xi no divide a Pi. Análogamente para i 6= j , tenemos que f |D+(xj) es
de la forma Pj(x0, . . . , xn)/xsj , donde Pj es un polinomio homogéneo de grado d+ s tal que xj
no divide a Pj. Dado que ambos polinomios son restricciones de f , coinciden en la intersección
D+(xi) ∩D+(xj) = D+(xixj) y por tanto son iguales en el anillo localizado K[x0, . . . , xn](xixj),
o en el campo de fracciones K(x0, . . . , xn), de ello se sigue que xsjPi = xriPj, pero xi no divide a
Pi y xj no divide a Pj por lo que la igualdad se da si y sólo si r = 0 = s, así Pi = Pj. Además
esto lo hicimos para cualesquiera i, j distintas, lo que implica que la sección f está dada por
un polinomio homogéneo de grado d.

%

Corolario 4.34 Para toda d ≥ 0 se tiene que

dimK(Γ(Pn,OPn(d))) =

(
n+ d

d

)
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Demostración:
Por la proposición anterior tenemos que Γ(Pn,OPn(d)) = Rd, pero Rd es un K espacio vectorial
que tiene como base al conjunto

{xα0
0 x

α1
1 · · ·xαnn | 0 6 αi 6 d para toda i y Σn

i=0αi = d}

es decir el conjunto de monomios de grado d en las variables x0, x1, . . . , xn, el numero de estos
monomios es igual al de las combinaciones con repetición de n+ 1 elementos tomados de d en
d que por de�nición es (

d+ (n+ 1)− 1

d

)
=

(
n+ d

d

)
%

Lo que nos muestra que a diferencia de las variedades a�nes, cuyos espacios de secciones
rara vez son de dimensión �nita, el espacio de secciones sobre el espacio proyectivo OPn(d) es
de dimensión �nita.
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