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Introduccion

La geometria algebraica se ha desarrollado en oleadas, cada una con su propio idioma y punto
de vista. Al final del siglo XIX se vio el enfoque teérico de Riemann, el enfoque méas geométrico
de Brill y Noether, y el enfoque puramente algebraico de Kronecker, Dedekind, y Weber. La
escuela italiana sigui6 con Castelnuovo, Enriques y Serveri , que culminé con la clasificacion
de superficies algebraicas. Luego vino la escuela americana del siglo XX de Chow, Weil y
Zariski, cosa que dio fundamentos algebraicos firmes a la intuicion italiana. Acto seguido Serre y
Grotendieck iniciaron la escuela francesa, cosa que ha cambiado los fundamentos de la geometria
algebraica en términos de esquemas y cohomologia, y que tiene un impresionante historial de
resolver viejos problemas con nuevas técnicas. Cada una de estas escuelas ha introducido nuevos
conceptos y métodos.

Para hablar de los fundamentos de la geometria algebraica clasica, podriamos mencionar
entre muchos otros a Hilbert y sus sucesores: Noether, Krull, van der Waerden; que desarro-
llaron en parte la teoria de ideales de polinomios, cuyos resultados méas importantes han sido
recopilados por Grobner en su obra “Moderne Algebraische Geometrie”, de 1949. Después de la
aparicion en 1946 del libro de Weil, “Foundations of Algebraic Geometry”, la teoria de valua-
ciones y de campos jugd un papel importante y fueron los fundamentos comtinmente aceptados
en su tiempo. Weil introduce nuevos objetos de estudio: las variedades algebraicas abstractas,
entendidas como conjuntos algebraicos sobre campos arbitrarios, asi como el lenguaje de los
puntos genéricos. Pero es con Zariski y su escuela (P. Samuel, Cohen, etc.) que los métodos
del algebra conmutativa son aplicados a la geometria algebraica, en particular, se introduce
el algebra local, como puede verse en el libro de P. Samuel, Méthodes d’Algébre Abstraite en
Géométrie Algébrique, de 1955.

Varias construcciones, como lo son la variedad de Jacobi, entre otras, estimularon el desarro-
llo de la nocién de variedad algebraica, comenzando por las variedades algebraicas abstractas,
de Weil, hasta la nocién de espacio algebraico de Artin y Moishezon.

La definicion clasica de variedad algebraica fue empleada para referirse a subconjuntos
cerrados (en la topologia de Zariski) de un espacio afin o proyectivo sobre un campo K . Pero
la idea de tratar de manera analoga a las variedades algebraicas como se hace con variedades
diferenciales se debe también a Weil que define una variedad algebraica abstracta como un
sistema de variedades algebraicas afines {V,} en cada una de las cuales son elegidos subconjuntos
abiertos W,5 C V,, isomorfos con las elecciones de los abiertos W3, de cualquier otra variedad
afin Vj del sistema. Es entonces que Weil tiene éxito en extender, a sus variedades, todos los
conceptos fundamentales de la geometria algebraica.

Por otro lado, en 1950 Jean Leray introduce en su articulo “L’anneau spectral et 'anneau
filtré d’homologie d’un espace localement compact et d’une application continue” la nocion
de gavilla sobre un espacio topologico, y es el seminario de 1950/51 de H. Cartan en donde se
desarrolla la teoria de gavillas, misma que permite definir las variedades diferenciales o analiticas
desde un nuevo punto de vista, considerandose como espacios topologicos anillados.



En 1955, Serre descubre que una definicion similar es aplicable a la geometria algebraica.
Un espacio anillado, localmente isomorfo a una variedad afin con una gavilla de gérmenes
de funciones regulares en ella, serd para Serre una variedad algebraica (un espacio algebraico,
usando su terminologia). La estructura adicional de espacio anillado en una variedad algebraica,
permite no solamente la simplificacién de varias construcciones, sino también la introduccién
en su estudio de los métodos del algebra homolégica, en conexion con los métodos de la teoria
de gavillas.

El proposito de este trabajo es dar una introducciéon a la geometria algebraica. En el primer
capitulo se pretende hablar sobre conjuntos algebraicos dotados de una topologia muy especial
(la topologia de Zariski), ademés de dar una relacion entre la geometria y el algebra, por lo
que se probard el teorema de los ceros de Hilbert (Nullstellensatz). Todo esto en el caso afin
para después, en el capitulo dos hacer una comparaciéon con el caso proyectivo. En el capitulo
tres se dard una pequena introduccion a la teorfa de gavillas, que constard de la definicion
de gavilla sobre un espacio topologico, germen, morfismos entre gavillas, la gavilla asociada a
una pregavilla, la gavilla imagen y niicleo de un morfismo. Por tdltimo en el capitulo cuatro
se definird un espacio anillado con una gavilla estructural asociada, con lo que podremos dar
una buena definicion de variedad algebraica y variedad algebraica proyectiva, para brindar una
definicién de gavillas de modulos sobre variedades algebraicas afines y proyectivas, lo que nos
permitird definir una gavilla cuasi-coherente. Para concluir daremos una definiciéon de modulos
desplazados y calcularemos el espacio de las secciones globales sobre el espacio proyectivo de la
gavilla Opn (d).
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Capitulo 1
Conjuntos algebraicos afines

Dado un campo K definamos al espacio afin como el conjunto de n-adas de IK denotado por
A’ v si no hay riesgo de confusion lo denotaremos simplemente como A"™. Un elemento P en el
espacio afin se llamara punto, si P = (a4, ..., a,) con a; € I entonces se dice que los elementos
a; son las coordenadas del punto P.

Ahora consideremos Kl[zy,...,x,] el anillo de polinomios en n variables sobre K, desde
el punto de vista algebraico Kzy,...,z,| es una K-algebra finitamente generada por el con-
junto {x1,...x,} C Klzy,...,2,]. Sin embargo, cada polinomio g € K[zy,...,x,] puede ser

considerado como una funcion de la forma:

g: A" — K

(a1,...,a,) = g((ar,...,a,))
Lo que nos permite hablar de los ceros de un elemento de el anillo de polinomios o méas general,
los ceros de un subconjunto de este anillo, por lo que definimos para T' C K[z, ..., x,]:

V(T) = {(ar,...,an) € A" f((a1,...,a,)) =0 VfeT}

Una propiedad 1til de este conjunto es que es decreciente en el sentido de que si W C U
entonces V(U) C V(W), esto es claro, ya que si un punto se anula en todos los elementos de
U, en particular se anula en los elementos de W.

Dado que K es un campo, eso implica que es un anillo noetheriano y por el teorema de

la base de Hilbert [AM] su anillo de polinomios K[z1,...,x,] es un anillo noetheriano, asi
dado I C Klxy,...,2,] un ideal, es finitamente generado, por lo que I = (fi,..., fs) con
fi € K[zq,...,z,], ademéas dado f € I, f es combinacion lineal de sus generadores, es decir,

f=a1fi+ - +asfs con a; € Klzy,...,x,]

Dado (ay,...,a,) € A™ tal que f;((ay,...,a,)) =0 para todai € {1,...,s} tenemos enton-
ces que f((ar,...,a,)) =arfi((ar,...,an))+---F+asfs((ai,...,a,)) = 0lo cual nos prueba que
V({fi,---, fs}) C V(I) pero ademés tenemos que {fi,..., fs} C Iy por la propiedad anterior
eso implica que V(I) C V({fi,... fs}) por lo tanto tenemos que V(1) = V({fi,..., fs}). Para
simplificar notacion, escribiremos a V({fi,..., fs}) como V(fi,..., fs).

Definiciéon 1.1 (Conjunto algebraico afin) Sea X subconjunto de A", decimos que X es un
conjunto algebraico, si existe T subconjunto de IK|xy, ..., z,] tal que X = V(T



Ejemplo 1.1 FEstos son algunos ejemplos de conjuntos algebraicos.

et e

a V(Y2-X(X*-1))cA? b. V(Y2 - X2(X +1)) c A®

c. V(Z2—(X2+ YY) c Al d V(Y2-XY -X2Y + X%) c A2

Proposicion 1.2 Los conjuntos algebraicos cumplen las siguientes propiedades:
1. El conjunto vacio y A™ son conjuntos algebraicos.
2. Dados X,Y C A" conjuntos algebraicos, entonces X UY es un conjunto algebraico.

3. Dada {X;}icr una familia de conjuntos algebraicos, entonces NicrX; es un conjunto
algebraico.

Demostracion

1)

El polinomio constante 1 es un elemento de K[z, ..., x,] que cumple que 1((ay,...,a,)) =1
para toda (ay,...,a,) € A" por lo tanto V(1) = ) lo cual prueba que el conjunto vacio es un
conjunto algebraico. El polinomio constante 0 es un elemento de K[z, ..., z,] que cumple que
0((ai,...,a,)) = 0 para toda (ai,...,a,) € A", por lo tanto V(0) = A" por lo que A™ es un
conjunto algebraico.

2)

Probaremos que dados Ry S subconjuntos de K[z, ..., z,] se tiene que V(T)UV(S) = V(T'S)
con TS ={tsteT y seS} SeaxecV(T)UV(S), esoimplica que x € V(T) o x € V(S5)
sin perdida de la generalidad suponemos que x € V(T'), que por definicion nos dice que f(x)
para todo f € T, asi, para todo g € S se tiene que (fg)(z) = f(x)g(x) = 0g(x)
que implica que z € V(T'5), asi V(T) U V(S) C V(TS). Sea = € V(T'S) y suponemos que
x & V(T), por lo que existe f € T tal que f(z) # 0 pero como x € V(T'S) se tiene que para
todo g € S (fg)(x) = f(x)g(z) = 0 lo que implica que g(z) = O para todo g € S por lo que
z e V(S) CV(T)UV(S) lo que nos da la otra contencion.

3)

Probaremos que dada una familia de ideales {T;};c; se tiene que NV (T;) = V(Ui Th)

Sea x € N;e/V(T}), esto pasa si y so6lo si para toda ¢ € I y para todo f; € T; se tienen que
fi(z) = 0, esto ocurre si y solo si f;(x) = 0 para todo f; € U;e;T; que por definicion pasa si y
solo si x € V(UierT;) lo que prueba la igualdad.

I
—
S



Esto nos permite definir una topologia en A", tomando como conjuntos abiertos a los comple-
mentos de los conjuntos algebraicos, que son una topologia por la proposicion anterior. Esta
topologia es muy importante para la geometria algebraica y se le conoce como la topologia
de Zariski. Dado X un subconjunto de A", podemos considerar la topologia inducida por esta
topologia (llamada también la topologia de Zariski), cuyos conjuntos cerrados son aquellos de
la forma X NV (I).

Ejemplo 1.2 Dado K un campo algebraicamente cerrado, consideremos la topologia de Zariski
de la recta afin A*. Dado que K[| es un dominio de ideales principales, los conjuntos algebraicos
son generados por un solo polinomio f, que al estar en un campo algebraicamente cerrado se
escribe de manera unica como f(r) = c(x —ay)...(x — a,) con c,ay,...a, € K, por lo que
V(f) =A{a1,...a,} que es un conjunto finito.

Ejemplo 1.3 Si consideramos f € Klxy,...,x,] y V(f) la hipersuperficie definida por f. El
conjunto D(f) = A"\ V (f) es un abierto de la topologia de Zariski, el cual llamaremos abierto

estandar. El conjunto de todos los abiertos estindar forman una base para la topologia de
Zarisksi.

1.1. El ideal asociado a un conjunto algebraico afin

En la primera parte asociamos a un subconjunto de K[zy,...,x,] un subconjunto de A",
en esta seccion asociaremos un ideal de K[zy,...,z,] a un subconjunto de A", dado por la
siguiente definicion:

Definiciéon 1.3 Sea V un subconjunto de A", el conjunto
I(V)={f eKlzy,...,x,]Vx €V f(z) =0}
que es llamado el ideal asociado al conjunto V.

Para ver que es un ideal, consideremos el morfismo de anillos
r: Kz, ...z, = F(V,K)

Donde F(V,K) es el conjunto de funciones K-valuadas, y el morfismo estd dado de manera
natural como a cada polinomio (visto como funcién de A" a K) lo manda a su restriccion al
conjunto V. De esta forma el ker(r) = {g € K[z1,...,z,]| ¢y =0} = I(V) que como sabemos
es un ideal de K[xq, ..., x,).

De este morfismo podemos definir I'(V') := K|z, ..., 2,]/1(V) que es un anillo, al cual llama-
remos el anillo de funciones regulares en V, que es una [K-algebra de tipo finito.

Con un argumento similar al hecho para los conjuntos algebraicos se puede probar que si I C J
entonces I(J) C I(I).

Proposicion 1.4 Los ideales de conjuntos algebraicos cumplen las siquientes propiedades:
1. 8i X es un conjunto algebraico, entonces V(I(X))=X.

2. La funcion V — I(V) (con V un conjunto algebraico) es inyectiva y si V. C W son

conjuntos algebraicos y V. # W, entonces existe un polinomio que se anula en V pero no
en W.

3. J C I(V(J)) para cualquier ideal de IK[xy, ..., ;).



Demostracion

1)

Que V' C V(I(V)) es claro. Para ver la otra contencion, tenemos que si V' = V(I) entonces
I Cc I(V(I)) lo que implica que V(I(V)) Cc V(1) =V.

2)

Para la primera parte, tenemos que si I(V) = I[(W) entonces V =V (I(V)) =V ({I(W)) =W lo
que nos dice que la funcion es inyectiva.Para la segunda, como V' # W, eso implica que existe
(ay,...a,) € WN\V, esto implica que existe f € I(V) tal que f((a1,...a,)) # 0, lo que implica
que f & I(W).

3)Si f € I entonces f(z) = 0 para toda z € V, que nos dice que f € (V) = 1(V(I)).

)

Del ultimo inciso de la proposicién anterior podemos ver que la igualdad no siempre se da, por
ejemplo, si K = R e [ = (2% + y* + 1), tenemos que V(I) = @ pero I(0) = K[zy,...,z,] que
contiene propiamente a I.

1.2. Conjuntos irreducibles

Un conjunto algebraico puede ser la uniéon de dos conjuntos algebraicos més pequenos, por
ejemplo, si consideramos en A? el conjunto algebraico dado por xy = 0, podemos ver que
V(zy) = {(0,0)|t € K} U{(t,0)]t € K} = V(x) U V(y), pero V(z) y V(y) son subconjuntos
propios de V' (zy) ya que por ejemplo (1,0) € V(zy) pero (1,0) € V(z) . Esta situacién motiva
la siguiente definicion:

Definicién 1.5 Decimos que X C A" un subconjunto no vacio es irreducible si, dados F' y G
conjuntos cerrados en X tales que X = F UG, entonces X = F ¢ X = G.

St X no es irreducible, dectmos que X es reductble. Un subconjunto Y C X es irreducible, si
es irreducible con la topologia inducida.

Proposicion 1.6 Si X C A" , X # (), entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
1. X es irreducible.
2. SiU yV son conjuntos abiertos de X y UNV =0, entonces U =0 o V = (.

3. Cualquier subconjunto abierto no vacio de X es denso en X.

Demostracion

1)=2)

Suponemos que X es irreducible y sean U,V abiertos tales que UNV = (. Sea FF = X\ U y
G = X\V, son conjuntos cerrados en X, ademas FUG = (X\U)U(X\V) =X\ (UNV) =
X\ = X , como X es irreducible tenemos que F'= X\U =X 6 G = X\ V = X por lo que
U=0o0V =0.

2)=1)

Es una prueba similar a la anterior.

3)<1)

Es directo de la definicion.

D

El siguiente teorema, compara una caracteristica geométrica de los conjuntos algebraicos (la
irreductibilidad) con una propiedad algebraica (con el ideal asociado a un conjunto algebraico).



Teorema 1.7 Sea V un conjunto algebraico equipado con la topologia de Zariski, las siguientes
propiedades son equivalentes:

1. 'V es irreducible.
2. I(V) es un ideal primo.

3. T'(V) es un dominio entero.

Demostracion

1)=2)

Suponemos que V es irreducible y sean f, g € Kz, ..., z,] tales que fg € I(V), lo que implica
que {fg} € I(V) por lo aue V(I(V)) € V({fg}) = V(fg) = V() UV(g), asi
V=WVnV(f)ulVnV(g)), como (VNV(f)y (VNV(g)) son cerrados en V que es
irreducible, entonces V=V NV (f) 6 V=V NV(g), sin pérdida de la generalidad suponemos
que V =V NV(f), es decir, V C V(f) lo que implica que f € I(V), por lo que I(V) es un
ideal primo.

2)=1)

Supongamos que (V) es un ideal primo y que existen cerrados F'y G tales que V = FUG
con V # FyV # G, dado que F y G son subconjuntos de V, tenemos que I(V) C I(F)
e [(V) C I(G) con I(V) # I(F) y I(V) # I(G), por lo que existen f € I(F)\I(V) y
g € I(G)NI(V) tales que (fg)(x) =0 Va €V lo que implica que fg € I(V) lo cual es una
contradiccion ya que (V) es primo.

2) < 3)

Es claro ya que I'(V) = K[z, ..., 2,]/I(V) que es un dominio entero si y solo si (V') es un
ideal primo.

D

Ejemplo 1.4 Al es irreducible ya que como ya vimos, todos sus subconjuntos algebraicos pro-
pios son conjuntos finitos, por lo que A' no pude verse como la union finita de estos conjuntos.

Definicién 1.8 Diremos que V es una variedad algebraica afin, st V es un conjunto algebraico
wrreducible. Un subconjunto abierto de una variedad algebraica afin es una variedad cuasi-afin.

La siguiente definiciéon sera muy util para dar una caracteristica muy importante de los con-
juntos algebraicos.

Definicién 1.9 Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es noetheriano si satisface la
condicion de cadena descendente para subconjuntos cerrados, es decir, para cualquier sucesion
descendente de conjuntos cerrados Y, 2 Yo DO ... existe un entero r, tal que Y, =Y, para toda
s>r

De los espacios topolégicos noetherianos, se pueden resaltar las siguientes propiedades im-
portantes:

= Todo espacio topoldgico noetheriano es cuasi-compacto, es decir, toda cubierta abierta
tiene una subcubierta finita.

» Cualquier subconjunto de un espacio topolégico noetheriano es noetheriano (con la topo-
logia inducida).

= Un espacio topologico X es noetheriano, si y solo si, todo subconjunto abierto es cuasi-
compacto.

10



Proposicion 1.10 Sea X un espacio topoldgico, entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. X es noetheriano.
2. Toda familia no vacia de subconjuntos cerrados tiene elemento minimal.
3. X satisface la condicion de cadena ascendente para conjuntos abiertos.

4. Toda familia no vacia de subconjuntos abiertos tiene elemento maximal.

Ejemplo 1.5 A" es un espacio topoldgico noetheriano, ya que si consideramos una cadena
descendente Yy O Yy D ..., entonces I(Yy) C I(Ys) C ... es una cadena ascendiente de ideales
de K[z1, ..., x,] que como vimos es un anillo noetheriano, por lo que existe un entero r tal que
I(Y,) = I(Ys) Vs >, lo que implica que Y, = V(I(Y,)) = V(I(Y;)) = Y para toda s > r.
Por lo tanto A™ con la topologia de Zariski es un espacio topoldgico noetheriano.

Proposicion 1.11 En un espacio topoldogico noetheriano X, cualquier subconjunto cerrado pue-
de ser expresado como la union finita de elementos irreducibles, es decir, dado Y C X cerrado
entonces Y =Y, U...UY, conY; irreducible para toda i € {1,...,r}. Si ademds se cumple que
Y; € Y; para i # j, entonces los conjuntos Y; estdn univocamente determinados y son llamados
las componentes irreducibles de Y .

Demostracion

Primero probaremos la existencia de esta representacion. Sea & el conjunto de todos los sub-
conjuntos de X que no pueden ser expresados como la unién finita de conjuntos cerrados irredu-
cibles.Si & no es vacio, dado que X es un espacio topolégico noetheriano, & tiene un elemento
minimal, sea Y ese elemento, como Y no puede ser irreducible, por construccién, entonces Y
es reducible, lo que implica que existen W y Z subconjuntos propios de Y cerrados, tales que
Y = WUZ , por la minimalidad de Y, tenemos que W = W1 U... W,y Z = Z;U... Z; ,con W; y
Z; conjuntos cerrados e irreducibles para toda ¢, j, peroY = WUZ = WyU.. . W,UZ,UZ; ... Z;
lo cual es una contradiccion, por lo tanto el conjunto & es vacio.

Para la unicidad, supongamos que Y = Y U...Y, = Z;U...UZ; con la propiedad de que Y; € Y;
parai # jy Zy ¢ Z, param #n, como Y =Y, U...UY, tenemos que Y; CY = Z;U...UZ,
lo que implica que , Y7 = U;i_, (Y1 N Z;) pero Y] es irreducible, por lo que existe k € {1,...s} (el
cual podemos suponer que es 1) tal que Y; = Y; N Z; lo cual implica que Y; C Z; . De manera
analoga tenemos que Z; C Yj para alguna k € {1,...r} asi ¥ C Z; C Y} pero Y; € Y; para
i # j lo que implica que Y; = Z7, ahora sea W = Y\ Y] entonces, W = Y,U...Y, = Z,U... Z,
con las mismas condiciones, procediendo por inducciéon tenemos que r = s y que Y; = Z; para
toda ¢ € {1,...7}. Lo cual prueba la unicidad.

D

Corolario 1.12 Cualquier subconjunto algebraico afin se puede expresar de manera uinica como
union de variedades algebraicas afines, no contenidas una en la otra.

Definicidén 1.13 Si X es un espacio topologico, se define la dimension de X (denotado por

dimX ), al supremo de todos los enteros n, tales que, existe una cadena Zy C Z1 C ... C Z, de
conjuntos trreducibles “distintos” de X.
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1.3. El teorema de los ceros de Hilbert (Nullstellensantz)

En este capitulo hablaremos de el “Nullstellensantz” que se traduce del Aleman como “el
teorema de los ceros”. Es uno de los teoremas fundamentales de la geometria algebraica, pues
da una correspondencia entre los conjuntos algebraicos afines y los ideales, en particular nos
dice como calcular I(V(I)) en términos de I.

En toda esta seccién supondremos que K es un campo algebraicamente cerrado.

Dado que (f™) C (f) para cualquier natural distinto de cero, lo que implica que V(f) C
V(f™); pero es claro que si un punto se anula en f, entonces se anula en cualquier potencia
(mayor que cero) de f, lo que nos da la siguiente igualdad:

V(f")=V(f) para toda n>1

Esta propiedad, es la que motiva la siguiente definicion.

Definicion 1.14 Dado A un anillo conmutativo, I C A un ideal de A, definimos el radical de
I como:
VI={xecAlz" el para algin natural n >0}

Decimos que I es un ideal radical si I = /1.
Proposicion 1.15 Si I C Klzy,...,z,| es un ideal, entonces:
VI c I(V(I))

Demostracion
Para cada f € v/I tenemos que existe un natural n tal que, f* € I, lo que implica que {f"} C I
asi V(I) c V(f") = V(f) lo que implica que f se anula en V(I), que prueba que f € I(V(1)).

)

Los siguientes lemas son necesarios para la prueba que se dara de el teorema de los ceros
de Hilbert, pero se omitird su demostracion las cuales se pueden consultar en [ZF]| (capitulo 1,
pagina 20)

Lema 1.16 (Zariski) Si K C IL son campos, con 1L de tipo finito sobre I, entonces la extension
L : K es algebraica, y por tanto finita.

Lema 1.17 (Rabinowitsch) Si f € Klxq,...,z,] y Klzq,...,2,]s es la localizacion respecto al
congunto multiplicativo S = {f"|n > 0} entonces la funcidn

Klzy,...,z][t]/{(ft = 1) = Klz1,...,z,]¢

ant™ + ... Fat +ag > an/f"+ ... Fa/f+ag

Es un isomorfismo.
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Teorema 1.18 Sea K un campo algebraicamente cerrado, entonces:

1. Todo ideal mdazimo M del anillo de polinomios K|xy, ..., z,| es de la forma:

M= (r1—ay,...,r,— a,)

2. (Nullstellensantz débil) Para todo ideal I C Klxq,. .., x,] se tiene que V(I) # 0

3. (Nullstellensantz) Para todo ideal I C K[xy,. .., x,] se tiene que I(V(I)) = /T

Demostracion

1)

Primero probaremos que todos los ideales de la forma (z; — ay,...z, — a,) con a; € K son
méaximos. Salvo traslacion, podemos suponer que a; = 0 para toda i € {1,...n}. Consideramos
el morfismo del anillo de polinomios al campo dado por f — f(0,...0), que es claramente
suprayectivo y manda a cada polinomio a su término constante, por lo que su ntcleo lo forman
los polinomios sin término constante, es decir, los polinomios divisibles por algin z;, lo que
implica que el nicleo de este morfismo es el generado por (z1, ... z,), usando el primer teorema
de isomorfismo, tenemos que :

Klxy, ...,z /{21, .. 2p) 2 K

Por lo que (z1,...x,) es maximo. Ahora sea 9 ideal maximo y consideramos la siguiente
composicion de morfismos:

K — Kzy,...,2,] & Klzq,...,2,)/M = A

Donde A es un campo, ya que 9 es maximo, ademas es una IK-algebra finitamente generada
(por las clases residuales z; — 1), la sucesion nos dice que podemos ver a A como una extension
de KK, que por el lema de Zariski, implica que es algebraico sobre IK y como K es algebraicamente
cerrado se tiene que K ~4 A. Asi para toda X; — 9t € A se tiene un tnico a; € K tal que
o(a;) = x; + M es decir, z; — a; € M, lo que implica que (z1 — ay,...,x, — a,) C M pero ya

vimos (r1 — ay, ..., T, — a,) es maximo, lo que prueba la igualdad.

2)

Sea I un ideal propio, entonces existe 9t; ideal maximo que contiene a I, que por el inciso
anterior, es de la forma M = (x; — a1, ..., x, — a,), por lo que V(IM;) C V(I), pero es claro
que V() =V({z1 —ay,...,x, —ay)) = {(a1,...,a,)} C V(I) que prueba que V(I) # 0.

3)

Por la proposicion (1.15), tenemos que /I C I(V (1)), asi que sélo nos falta la otra contencion,
sea f € I(V(I)), dado que K[z1,...,x,] es noetheriano, podemos suponer que I = (hq,...h,)
y consideremos el anillo Ay := K[zy,...,z,]; (la localizacion de el anillo de polinomios en f).
Queremos probar que Ay es el generado por la imagen de 1 en el anillo Ay, es decir, probaremos
que 1 € [Ays. Por el lema de Rabinowitsch tenemos que Ay ~ Kzq,...,z,|[t]/{(ft — 1) =
K(zy,...,2,,t]/{(ft—1), porlo tanto [Ay ~ IKxy,...,x,, t](ft—1) = (I, ft—1)/(ft—1), y asi
basta con probar que 1 € Iy := (I, ft—1) = (hy,... h,, ft—1) C K|y, ..., z,, 1], por la parte dos
de este teorema, es suficiente con probar que V(I;) = 0 en A", Sea A = (ay,...a,,b) € V(I;)
esto pasa si y s6lo si los generadores del I se anulan en el punto P = (ay,...a,) (ya que los h;
no tienen a la variable t), lo que implica que P € V(I) y como f € I(V(I)), entonces f se anula
en P, pero como ft — 1 se anula en el punto (P, b) tenemos que (ft —1)(P,b) = f(P)b—1=0
lo que implica que f(P)b = 1 pero esto nos dice en particular que f(P) # 0 lo cual es una
contradiccion.
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Por lo tanto V(I;) = 0 asi Iy = (1) que implica que 1 € T Ay por lo que existen g; € Ay
tales que:
1=%_,(g:h:)/f™ (considerando wun denominador comin)

lo que wmplica que ™ =X_,9h;
Que prueba que f € V1.
D

Corolario 1.19 Hay una correspondencia uno a uno entre los conjuntos algebraicos afines en
A" y los ideales radicales de K[xq, . .., ).

{Conjuntos algebraicos afines en A"} {Ideales radicales de Kxy,...,z,]}

Proposiciéon 1.20 Sea K un campo algebraicamente cerrado, si f € K[zy,...,x,] es irreduci-
ble, entonces V(f) es una variedad irreducible.

Demostracion
Como K[zy,...,z,] es un dominio de factorizacion tnica y f es irreducible tenemos que (f)
es un ideal primo y por tanto es un ideal radical, es decir, (f) = \/(f). Por Nullstellensantz,

tenemos que I(V((f))) = /{(f) = (f) lo cual implica que I(V((f))) es un ideal primo y asi
V(f) es irreducible.

)

Esta ultima proposicion es muy til, ya que si consideramos f € Klzy,...,z,] podemos
descomponer a f como producto de irreducibles, es decir, f = f'--- f% lo que nos ayuda a
descomponer a V(f) en componentes irreducibles, ya que:

V) =V ) =V U V) = V() U uV(f)

Corolario 1.21 5i fi,... f, son polinomios irreducibles y distintos sobre un campo K
algebraicamente cerrado, entonces:

VI fre = S

1.4. Una introduccién a los morfismos entre variedades
afines.

Ya que definimos lo que es una variedad algebraica afin, buscamos una manera de poder
compararlas, para ello necesitamos definir morfismos entre ellas, para ésto comenzamos defi-
niendo las funciones regulares en una variedad afin, analogas a las funciones holomorfas en una
superficie de Riemann.

Definicion 1.22 Sea V C A" y W C A™ conjuntos algebraicos afines, y sea ¢ : V. — W una
funcion, ¢ = (¢1,...,¢m). Decimos que ¢ es un morfismo reqular si ¢p; € T(V) ( el anillo de
coordenadas de V') para toda i € {1,...,m}. Denotamos al conjunto de morfismos regulares de

V en W como Reg(V,W).

Hay que notar que un morfismo regular es continuo (con la topologia de Zariski), pero no
cualquier funciéon continua es un morfismo regular.
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Ejemplo 1.6 (La k-ésima proyeccion) Dado un conjunto algebraico V.C A™ y k € {1,...,n}
definimos
m V— K
(X1, ..y Tp) > Xp
Es un morfismo reqular.

Definiciéon 1.23 Sean V y W wvariedades algebraicas;

s Un isomorfismo de variedades afines es un morfismo reqular ¢ - V- — W, tal que existe
Y W = V un morfismo reqular con la propiedad de que ¢ o = Idy y o ¢ = Idy.
Decimos que dos variedades afines son isomorfas si existe un isomorfismo entre ellas.

s Un automorfismo de variedades afines, es un ismorfismo ¢ : V. — V.

Dado un morfismo regular ¢, podemos definir un homomorfismo de anillos de la siguiente
forma:

o :T(W) = T(V)
fr=fog
Este morfismo tiene la propiedad de que ¢*(C) = C para cualquier constante C' € KK, que nos
dice que este homomorfismo es un homomorfismo de algebras.

Toda esta teoria nos sirve para definir un funtor contravariante (I') de la categoria de
conjuntos algebraicos afines con morfismos regulares a la categoria de KK-algebras, que le asocia a
cada conjunto algebraico V un K-algebra I'(V') y a cada morfismo regular ¢ , un morfismo de K-
algebras ¢*. Este funtor cumple muchas propiedades interesantes (algunas de estas propiedades
ser pueden ver en [P| capitulo 1, pagina 20), entre ellas, una que es muy 1til para poder saber
si dos variedades algebraicas afines son isomorfas o no.

Proposicion 1.24 El morfismo
v Reg(V,W) — Homg _aigerra(L(W),T'(V))

¢ @
Es biyectivo.

Corolario 1.25 Dada ¢ : V — W un morfismo regular, entonces: ¢ es isomorfismo si y sélo si
¢ es isomorfismo. Asi dos variedades algebraicas afines son isomorfas si y solo si, sus anillos
de coordenadas son isomorfos como K-dlgebras.

Por 1dltimo, en este capitulo, definiremos unos abiertos especiales, que son fundamentales
para una de las construcciones mas importantes de este trabajo de la cual hablaremos en el
capitulo cuatro.

Definicion 1.26 Sea V un subconjunto algebraico afin y consideremos un elemento f de I'(V').
El conjunto

D(f) = {x € V|f(x) # 0}

es un conjunto abierto de V.

Proposicion 1.27 Todo subconjunto abierto no vacio de V' es la union finita de conjuntos
abiertos de la forma D(f).

Demostracion:
Sea U C V un conjunto abierto no vacio de V', entonces VN\U = V(I), con I un ideal de
K[zy,...2,], ademas [ = (Fy,..., F,) con F; € K[zy,...x,] de grado >0, sea f; la imagen en

(V) de F;, entonces U = D(f1) U...UD(f.).
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Capitulo 2
Conjuntos algebraicos proyectivos

Historicamente, el espacio proyectivo se introdujo en el siglo XVII por G. Desargues, pero
se desarrolld sobre todo en el siglo XIX por Monge, Poncelet, Klein y otros. En la geometria
algebraica, es el escenario que da los resultados mas satisfactorios, sin embargo, el espacio afin
sigue siendo importante ya que es el modelo local del espacio proyectivo.

Dado E un IK—espacio vectorial de dimension n+1 podemos dar una relacién de equivalencia
«en E \ {0} dada por:

Ty INe K" tal que y=M\t

Como esta relacion es una relacion de colinealidad, se puede ver que las clases de equivalencia
estan dadas por los subespacios de F de dimension 1, sin el vector 0.

Definicion 2.1 El espacio proyectivo asociado a E (denotado por P(E)) es el cociente E \
{0}/ . Cuando E = K" escribimos Pl y es llamado el espacio proyectivo n-dimensional
estandar.

A menos que se especifique lo contrario, solo consideremos al espacio proyectivo estandar y para
simplificar notacién lo denotaremos como P".

Un punto p € P", es una clase de equivalencia, si elegimos un representante, entonces pode-
mos escribir p = (xg, ..., x,), los elementos x; € K las llamamos, las coordenadas homogéneas
de p, la razon de este nombre es que dado otro representante (o, . . . , ¥, ) entonces existe A € IK*
tal que (yo,...,Yn) = (Azo, ..., Axy).

2.1. Homografias

Si E es un espacio vectorial, entonces el grupo general lineal GL(E) actua en E. Si conside-
ramos u € GL(FE), como u es inyectiva, preserva colinealidad, por lo que induce una biyeccion
uen P(E).

Definicion 2.2 Una biyeccion de P(E) inducida por un elemento v de GL(E) es llamada una
homografia

De la definicién podemos ver que el grupo K* actta trivialmente en P(FE), pero ademaés

es claro que son las Gnicas que actiian trivialmente sobre P(E). Asi el grupo general lineal
proyectivo de E o grupo de homografias en P(E) es el cociente PGL(E) = GL(E)/K*.
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2.2. Relacion entre el espacio afin y el espacio proyectivo

Dado un subespacio vectorial ' de IK"*! de dimensién m + 1, con m < n. Sea ¢ la inclusion
natural y 7 la proyeccion canoénica al cociente.

F A0} —> K+ {0}
IPn

Definicion 2.3 Sea F un subespacio de K"+ de dimension m+1, definimos: F = m(1(F~{0}))
que es el subespacio proyectivo de dimension m.

Cuando m = 0, F' es un punto, cuando m = 1 se llamaré recta, si m = 2 diremos que es un

plano, y cuando m = n — 1 diremos que es un hiperplano.

Sea H; el hiperplano dado por la ecuaciéon ; = 0 con i € {0,1,...,n} y H; el hiperplano
proyectivo asociado, definimos U; = P™ \ H;, entonces:

o Ti—1 Ti41 T
(ajOw--'xi—laxial'i—&—l,---azn)'_>(_>--- , ,...,—)
son funciones que estan bien definidas ya que si x € U; con = = (zy,...,z,) entonces x; # 0,
ademés si consideramos otro representante © = (Azg,...,Az,) con A € K* se tiene que
. _ (Azo AZi—1 ATiq An\ _ (o Ti—1 Titl Tn\ _ 4.
Oi(Axo, ..., Axy)) = (Mi,... srali ral SR Ax") = (I, =, =, x“) = ¢i((x,...,2n)).

Ademas es una biyeccién, cuya inversa esta dada por:
(l'l, . ,l’n) — (1’1, L1, 1,.I'Z'+1, R ,iL’n)
De esta forma podemos ver P como la unién disjunta de un espacio afin de dimensiéon n

y un hiperplano proyectivo. Los puntos en el hiperplano se llaman puntos al infinito, aunque
claro, esta nocién de infinito depende de la eleccién del hiperplano.

2.3. Algebras graduadas

Definiciéon 2.4 Una K—dlgebra R, se dice que es graduada, si se puede escribir como suma
directa:
R = @TL}ORn

, donde los subespacios R, de R satisfacen que R,R,; C Ry, q. Los elementos de R, se llaman
elementos homogéneos de grado p.

Se puede ver que Ry es una subélgebra de R y que RT = ®,-0R, es un ideal de R que
cumple que R/R*T ~ R,

Ejemplo 2.1 Sea R = Klxo, ...x,] y definimos
Ry = K[z, ... x,] = {los polinomios homogéneos de grado d}U{0}
por lo que podemos ver a R como:
Klxo, ... x,] = Ba=oKa[zo, - - - 4]

Ast podemos ver al anillo de polinomios como un anillo graduado.
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Definicién 2.5 Dado I un itdeal de R un anillo graduado, decimos que I es un ideal homogéneo,
st I es generado por elementos homogéneos.

Proposicién 2.6 Sea R = ®,>0R,, un anillo graduado e I un ideal de R. Los siguientes son
equivalentes:

1. I es ideal homogéneo.
2. Sifelyf=X_,fi, con fi € R;, entonces f; € I para toda 1.

Demostracion

1)=2)

Suponemos que I es generado por elementos homogéneos G; de grado a;. Sea f € I, f se
descompone como suma de elementos homogéneos (porque R es un anillo graduado) es decir
f =X_,fi con f; € R;, por induccién sobre r mostraremos que f; € I. Si r = 0 entonces
fo = f € I, ahora suponemos que es valido para todos los menores iguales que r — 1 y
probaremos que f, € I. Por hipotesis tenemos que f = 3 (U;G;. Identificando los términos de

mayor grado tenemos que:
f’/‘ - EUi,T—ajGi

Lo que implica que f, € I.
2)=1)
Es claro ya que los elementos f; que generan a I son elementos homogéneos.

)

Corolario 2.7 Sea R un K—dlgebra graduada, dado I un ideal homogéneo de R, si S = R/1
y p la proyeccion candnica, entonces S tiene una graduacion natural dada por:

S; = p(Ri)

Definiciéon 2.8 Sea R un K—dlgebra graduada y M un R—mddulo. Se dice que M es graduado,
st se puede escribir como suma directa

M = @nEZMn

, donde los IK—subespacios M, de M satisfacen que R,M, C My, para toda p € N y toda
q € 7Z.. Un homomorfismo ¢ : M — N entre dos anillos graduados, se dice que es homogéneo
de grado d, si para toda n, se tiene que ¢(M,) C Nyi,.

2.4. Conjuntos algebraicos proyectivos

Ahora repetiremos algunas definiciones del capitulo uno, notando las similitudes con el caso
afin y haciendo hincapié en las diferencias.

En este capitulo supondremos que K es un campo infinito.

La primera diferencia con el caso afin, es que los polinomios f € Kz, ..., z,] no definen una
funcion del espacio proyectivo en el campo, ya que evaluar un polinomio en un punto z € P"
depende del representante. Por ejemplo, si consideramos un polinomio homogéneo F' de grado

d tenemos que:
F((Ago, ..., Azn)) = XF((x, ., )

Definicion 2.9 Sea F € K|xg,...,x,] y T € P", decimos que T es un cero de F' si F(x) =0
para cualquier representante de la clase de T. Y lo denotamos por F(T) = 0.
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Proposicién 2.10 Sea F' € K[z, ...,x,) yT € P". Si F = Fy+...+ F, con F; un polinomio
homogéneo de grado i, entonces F(T) = 0 si y sdlo si Fy(T) = 0 para toda i.

Demostracion
=
Suponemos que F(Z) = 0, esto implica que F(A\z) = Fy(z) + AFi(z) + ...+ N F.(x) = 0 para
toda A € K*, pero como K es infinito podemos considerar el polinomio f(t) = Fy(z) + Fi(z)t +
...+ F.(z)t" € K[t] que por lo anterior es el polinomio cero, lo cual implica que F;(z) = 0 para
toda i € {0....,7}.
=
Es claro.

D

Lo que esta proposicion nos afirma, es que para ver que un punto se anula en un polinomio,
basta ver que se anula en cada una de sus componentes homogéneas. lo que nos permite dar la
siguiente definicion.

Definicidén 2.11 Sea S un subconjunto de Kz, ..., x,]. Definimos:
V,(S) ={z € P"|para todo F €S homogéneo, F(T)=0}
Decimos que V,(S) es el conjunto algebraico proyectivo definido por S.

Al igual que en el caso afin, dado un ideal I C K[z, ..., x,], se tiene que V,(I) = V,(S)
con S un conjunto generador de I. Dado que Klzy, ..., x,] es noetheriano y por la proposicion
anterior, podemos suponer que S es un conjunto finito y que [ es un ideal homogéneo.

Proposicion 2.12 Los conjuntos algebraicos proyectivos cumplen las siquientes propiedades:
1. FEl conjunto vacio y P™ son conjuntos algebraicos proyectivos.

2. Dados X, Y C A" conjuntos algebraicos proyectivos, entonces X UY es un conjunto
algebraico proyectivo.

3. Dada {X;}icr una familia de conjuntos algebraicos proyectivos , entonces Nic;X; es un
conjunto algebraico proyectivo.

4. Si Iy C Iy son ideales homogéneos entonces, Vy,(I2) C V,(11)

Demostracion:
La demostracion es similar al caso afin.

)

Con esta proposicion al igual que en el caso afin, podemos definir la topologia de Zariski en
el espacio proyectivo, tomando como cerrados a los conjuntos algebraicos proyectivos.

Definicion 2.13 (Ideal irrelevante) Sea R = (xo,...x,) es un ideal homogéneo que consiste
de los polinomios con término constante 0, es llamado el ideal irrelevante.

Una caracteristica de este ideal es que V,(RT) = 0 y marcara una diferencia notable al
momento de dar una version del teorema de los ceros de Hilbert en el caso proyectivo.
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2.5. El ideal asociado a un conjunto algebraico proyectivo
y conjuntos irreducibles
Para esta seccion es necesario considerar a K[z, ..., x,] como una IK—Aalgebra graduada

(como se expuso en la seccion 2.3)

Definiciéon 2.14 Sea V' un subconjunto de P". Definimos un ideal asociado a 'V dado por:
I,(V) ={F € Klzg, ...,x,] homogéneo VT €V, F(Z)=0}
Proposicion 2.15 Dado V- C P", I,,(V) es un ideal homogéneo.

Demostracion:
Es un corolario de la proposicion (2.10).

)
También se tienen los siguientes resultados analogos al caso afin.
Proposicion 2.16 Los ideales de conjuntos algebraicos cumplen las siguientes propiedades:
1. 81V es un conjunto algebraico, entonces V,(I,(V)) =V.
2. 1 C I,(V(I)) para cualquier ideal de Klxy, ..., x,].
Demostracion:
La demostracion es idéntica a el caso afin.
)

De igual manera un subconjunto de P" es irreducible, si es irreducible como espacio topo-
logico con la topologia de Zariski v todos los resultados de ese capitulo se traducen al caso
proyectivo de manera natural.

Definiciéon 2.17 Una variedad algebraica proyectiva es un conjunto algebraico proyectivo irre-
ducible. Un abierto de una variedad proyectiva es una variedad cuasi-proyectiva.

Definicién 2.18 (el cono de un conjunto algebraico proyectivo) Sea Y C P™ un conjunto
algebraico proyectivo, asociamos a'Y el conjunto C(Y), dado por la imagen inversa de'Y bajo
7 K" {0} — P" (la proyeccidn candnica) unidn el 0, es decir:

CY)=rY)u{0}

Si I € K[z, ...,2,] es un ideal homogéneo y Y = V,(I), entonces C(Y) = V(I) C A"
Si I = K[z, ...,z,] entonces C(Y) = V(R") = {0}.

Este tipo de argumentos se usa en algunas ocasiones para reducir un problema en el pro-
yectivo a un caso similar en el caso afin. Por ejemplo, si suponemos que K es un campo alge-
braicamente cerrado, se tiene una version del teorema de los ceros de Hilbert para conjuntos
algebraicos proyectivos.
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Teorema 2.19 (Nullstellensatz proyectivo) Sea IK un campo algebraicamente cerrado. Sea I
un ideal homogéneo de K[zo, ..., x,] y V = V,(I), entonces:

1. V)= 3NeN tal que (ROHYNcle RtcCVI
2. Si V,(I) # 0, entonces I,(V,(I)) = V1.

Demostracion

)
V() =0< C(V)c {0}

s CV)=0 ¢ C(V)={0}
e VI=Klzg,...,z,] 6 VI=R" (por el Nullstellensatz afin)
&R cVI

2)
Si V,,(I) # 0 entonces:

fel(V(I) < feI(C(V))(por la proposicion 2.10)

& fm el para alguna n € N(por el Nullstellensatz afin)

o fevI

Corolario 2.20 57 K es un campo algebraicamente cerrado, y V C P™ es un conjunto
algebraico no vacio, entonces:

Se puede comprobar que si I es un ideal homogéneo, entonces también lo es su radical v/I.
Por lo tanto, obtenemos una biyeccion entre los conjuntos algebraicos no vacios en P" y los
ideales homogéneos propios de K[xo, ..., x,] que no contienen al ideal irrelevante R*.
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Los ideales primos todavia corresponden a conjuntos algebraicos proyectivos irreducibles, pero
los puntos ya no se corresponden con los ideales méximos. Por lo que tenemos:

{Conos afines no wvacios en A"}

|

{Conjuntos algebraicos proyectivos en P"}

|

{Ideales radicales homogéneos # Rt en Klxy,...,x,]}

Al igual que en el caso afin, le podemos asociar a cada conjunto algebraico proyectivo un
K—algebra graduada, dada por:

Definicién 2.21 Sea V' C P", un conjunto algebraico proyectivo, y sea I5,(V') su ideal homo-
géneo asociado, entonces el cociente:

Ln(V) =Klzo, ... 20/ 1n(V)
es una IK—dlgebra graduada.

Pero como ya vimos no define funciones sobre V.

Por ultimo, daremos el analogo a los abiertos especiales, definidos en el capitulo uno.

Definicion 2.22 Sea V' un subconjunto algebraico proyectivo y consideremos un elemento f
homogéneo de T',(V') de grado >0. El conjunto

D¥(f) ={z e V|f(x) # 0}
Es un conjunto abierto de V.

Proposicion 2.23 Todo subconjunto no vacio de V es la unidn finita de conjuntos abiertos de
la forma D*(f).

Demostracion:
Sea U C V un conjunto abierto no vacio de V, entonces VNU = V,(I), con I un ideal
homogéneo de Klxy,...z,], ademas I = (Fy,..., F,) con F; € K[z, ...x,| de grado >0, sea f;

la imagen en T',(V) de Fj, entonces U = DT (f1) U...U D (f,).
D

La proposicion anterior, nos dice que estos conjuntos no sélo son abiertos, si no que ademaés,
si consideramos el conjunto D = {D*(f)}ser,(v)+ es una base para la topologia de V.

En conclusion, las principales diferencias entre geometria afin y proyectiva son los siguientes:

1. Tenemos que usar polinomios homogéneos y reemplazar los anillos por anillos graduados
e ideales por ideales homogéneos.

2. Los polinomios (y mas generalmente todos los elementos de los anillos graduados involu-
crados) ya no funcionan.

3. El ideal irrelevante RT juega un papel muy especial.
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Capitulo 3
(Gavillas sobre espacios topologicos

3.1. Introduccion

En este capitulo daremos una pequena introduccion a la teoria de gavillas la cual es una de
las herramientas esenciales de la geometria algebraica. Su importancia se debe a que nos da las
relaciones entre las propiedades locales y globales de un espacio.

Definicién 3.1 Sea X un espacio topoldgico. Una pregavilla F de grupos abelianos en X con-
siste de:

1. Para cualquier abierto U de X, F(U) es un grupo abeliano

2. Dados U, V conjuntos abiertos de X con V subconjunto de U, existen morfismos de grupos
abelianos pyy : F(U) — F(V) con las siguientes condiciones:

= 7 (0) = {0}
» pyy = Idrw) para todo abierto U de X.

» St W CV CU abiertos entonces pwy = pwy © pvu-

Si los grupos F(U) son anillos, m6dulos , etc. Sus morfismos son homomorfismos de ani-
llos, modulos etc., entonces tenemos una pregavilla de anillos, modulos etc. Frecuentemente

escribiremos f|y = pyu(f)si fe F(U)y V CU.
Definicién 3.2 Dado un espacio topologico X. Decimos que F es una gavilla en X si:

1. F es una pregavilla en X.

2. Dado un abierto U de X y {U;}icr una cubierta abierta de U, se cumplen las siguientes
propiedades, a las cuales llamaremos ariomas:

» AX1 S5 fe F(U) cumple que f

» AX2 Para cada familia de f; € F(U;) tales que filu,nu;, = filuinu, para todos los
indices 1,j entonces existe f € F(U) tal que f|y, = f; para toda i.

v, = O,y para todo i, entonces f = 0z

Usualmente dada una pregavilla sobre X y un abierto U de X, a los elementos de F(U) se les
llama las secciones de la pregavilla F sobre el abierto U y se usa la notacion F(U) = I'(U, F).
Cuando U es igual a X llamaremos a las secciones correspondientes secciones globales.

Observacion: el axioma AX1 de la definicién anterior implica que la seccion f de AX2 es
tinica, ya que si consideramos g € F(U) que cumpla las mismas condiciones que f, entonces
para todo i se tiene que f|y, = gly, por lo que f|y, — glv, = (f — 9)|lv, = 0z, lo que implica
que f —g=0en F(U).
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Ejemplo 3.1 Sean KK un campo y X un espacio topologico, defintmos la gavilla de funciones
K-valuadas como: para cada abierto U C X definimos F(U) = {f : U — K|f es continua }
con la estructura de grupo abeliano dada por la suma puntual y los morfismos dados por las
restricciones usuales de funciones.

= Que F es pregavilla es claro, ya que las restricciones cumplen naturalmente esas propie-

dades.

» Por lo que nos resta probar que F es gavilla. Sea U un abierto de X y {U, }ic; una cubierta
abierta de U

1. AX1 S50 consideramos una seccion f distinta de la seccion 0, es decir, existe v € X
tal que f(x) # 0 . Por lo que existe U, un elemento de la cubierta, tal que x € U,
por lo que fly, #Z 0, por lo que se cumple el azioma AX1.

2. AX2 Sea una familia de f; € F(U;) tales que filu,nu; = filv,nu, para todos los
indices 1,7 entonces definimos f : U — K de manera natural, es decir a cada v € U
flz) = fi.(x) con i, € I tal que © € U;, dado que f; es continua para toda i y
coinciden en las intersecciones, tenemos que f esta bien definida y f € F(U). Por
tanto se cumple el axioma AX2.

Ejemplo 3.2 Del mismo modo, st tomamos K = R, X una variedad k-diferenciable o lisa, y pe-
dimos que las funciones ademds de ser continuas sean funciones k-diferenciables o lisas, respec-
tivamente obtenemos la gavilla de funciones k-diferenciables sobre una variedad k-diferenciable
o la gavilla de funciones lisas sobre una variedad lisa.

En el caso de que IK = C, tomamos a X una variedad compleja y funciones holomorfas, de
donde obtenemos la gavilla de funciones holomorfas sobre una variedad compleja.

Ahora daremos una definicién que sirve para examinar el comportamiento de las secciones
de una gavilla localmente, es decir, en vecindades muy pequenas para cada punto p de X.

3.2. El grupo de gérmenes

En esta seccion nos enfocamos en definir el tallo de una gavilla en un punto, aunque la
definicion usual es usando limites directos, la simplificaremos dando una definicion dada por
una relacién de equivalencia. La relacion entre estas dos definiciones puede verse en [TE| (pro-
posicion 4.2, pagina 9).

Sea X un espacio topologico, p un elemento de X y F una pregavilla sobre X. Consideremos
el siguiente conjunto:

Q, ={(U, f)|U es un abierto tal que pe U y f € F(U)}.

Sobre este conjunto definimos la siguiente relacion: (U, f) ~ (V,g) si y solo si existe un
abierto W Cc UNV tal que pe Wy flw = glw-
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Proposicion 3.3 La relacion ~ es de equivalencia.

Demostracion:

La reflexividad y simetria son directas de la definicion.

Transitividad: Si (U, f) ~ (V,g) v (V,g) ~ (Z, h) por definicién tenemos que existen Wy, C UNV
y Wy C VN Z tales que flw, = glw, ¥ glws = hlw,. Sea W = Wi N W, , como W C Wy y
W C Wy entonces flw = glw vy glw = hlw. por lo que flw = h|lw ademas W = W NnW, C UNZ
que por definicion implica que (U, f) ~ (Z, h) . Por lo tanto ~ es relacion de equivalencia.

)

Ademas podemos dotar de una estructura algebraica (de grupos abelianos) al conjunto
cociente €2,/ con la siguiente operacion:

(U, O] +1(V,9)] = [(UNV, flvav + gloav)]

Esta operacion esta bien definida, para probarlo, sean : (U, f1) ~ (Ua, f2) v : (V4, f1) ~
(Va, g2) , por definicién eso quiere decir que, existen abiertos Wy C Uy NUy y W, C V1N V; tales
que f1|Wf = f2|wf y 9ilw, = g2lw,, tomando W = W; N W, se tiene que W es subconjunto
de Uy, Uy, Vi y Vo porloque W C Uy NUy y W C Vi NV; lo que implica que filw = folw ¥y
g1lw = g2|lw y asi sumando las dos igualdades tenemos que fi|lw + g1lw = folw + g2|lw por lo
tanto (W, f1 +g1) ~ (W, fa + g2), esto demuestra que la operacion esta bien definida y ademas,
es asociativa y conmutativa.

El neutro es la clase [(X,07)] = [(U, 0xw))] para cualquier abierto U de X y el inverso aditivo
de la clase [(U, f)] es la clase de [(U, —f)]. Esta construcciéon motiva la siguiente definicion:

Definicién 3.4 Dado X un espacio topologico, p un elemento de X y F una pregavilla sobre
X, definimos el grupo de gérmenes de la pregavilla F en el punto p como el conjunto cociente
Q,/~ dotado con la estructura algebraica anterior.

Notacion: F, =,/ y se le llama el tallo de F en p . Un elemento de F, sera de la forma
fp = [(U, f)] y se llamara el germen de la seccion f en el punto p. Ademés la aplicacion de
F(U) — F, dada por f — f, resulta un homomorfismo de grupos.

De la misma forma, si F es una pregavilla de anillos o modulos, los grupos de gérmenes
adquieren la misma estructura de manera natural.

El siguiente teorema nos muestra como un hecho global se puede probar localmente:

Teorema 3.5 Sea F una gavilla sobre un espacio topologico X, U un abierto de X y sean fy
g elementos de F(U) tales que f, = g, para todo p en U, entonces f = g.

Demostracion:

Si U = () entonces F(U) =0, luego f = g = 0 por lo que no hay nada que probar. Sea U # 0,
si p € U por hipétesis tenemos que f, = [(U, f)] = [(V.,g)] = g, que por definicién implica
que existe un abierto W, C U tal que p € W, y flw, = glw, , que por ser homomorfismos
restriccion se tiene que flw, — glw, = (f — 9)lw, = Orw,) ademas {W,},cy es una cubierta
abierta de U, pero F es gavilla se tiene que f — g =0x .
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Si F es una pregavilla sobre un espacio topolégico X y U es un subconjunto abierto de X,
definimos la restriccion de F a U, como la pregavilla F|y que a cada abierto V' subconjunto de
U le asigna el grupo F|y(V) = F(V) y las restricciones entre abiertos son las mismas que las
de F . Si F es una gavilla, su restricciéon a cualquier abierto también es gavilla.

La siguiente definicion nos da la manera de relacionar dos pregavillas (gavillas) por medio
de secciones locales y grupos de gérmenes.

Definicion 3.6 Sea X un espacio topologico y F una pregavilla sobre X. Una subpregavilla de
F es una pregavilla G en X tal que para cualquier subconjunto abierto U de X, se cumple que
G(U) es un subgrupo de F(U) y las restricciones de G son las restricciones de F, es decir,
pgv.u = prvu tales que V C U.

S1 G es gavilla diremos que es una subgavila de F.

Observacion: Si G es una pregavilla de F y p € X, tenemos un homomorfismo inyectivo
natural G, — F, dado por f, — ¢, que nos permite identificar al grupo G, con un subgrupo
de F,.

Ahora que tenemos una nocién general de gavillas, nos interesa la manera en que poda-
mos compararlas. Por ello, en la siguiente seccion daremos unas definiciones que nos permitan
hacerlo.

3.3. Morfismos de gavillas

Como ya se mencion6, esta seccion estd enfocada en dar una relacion entre gavillas sobre
un espacio topologico, ademas de definir las gavillas nicleo, imagen e imagen directa, que junto
con las sucesiones, que sirven para poder comparar gavillas.

Definicion 3.7 Sean F y G dos pregavillas sobre un espacio topoldgico X. Un morfismo de
pregavillas o © F — G es una aplicacion que a cada abierto U de X le asigna un homomorfismo
de grupos ay : F(U) — G(U) tal que si V C U C X son abiertos, el siguiente diagrama es
conmutalivo:

F(U)—==6(U)

L/’}'V,U lPQV,U

F(V)—==G(V)

Dado a un morfismo entre pregavillas y p € X, o induce un homomorfismo o, : 7, = G,
entre los grupos de gérmenes, dado por o, ([(U, f)]) = [(U,au(f))] , con p € U. Primero pro-
baremos que esta bien definido. Sin pérdida de la generalidad podemos suponer que [(U, f)] =
(U, g)] € F,. Por hipotesis existe W C U tal que p € Wy flw = g|lw , que induce un diagrama
conmutativo como el de la definicién anterior, por lo que ay(f)|lw = aw(flw) = aw(glw)
y av(9)lw = aw(g)|lw lo que implica que ay([(U.f)]) = av([(U, g)]). Luego «, esta bien de-
finido.Para probar que es un homomorfismo de grupos abelianos, sean [(U, f)],[(U,g)] € F,
entonces oy, ([(U, /)] +[(U, 9)]) = av ([(U, (f +9)]) = (U, av(f +9)]) = [(U, av (f) + aw(9))] =
(U, o (M + (U aw(9))] = ap([(U, ))]) + a([(U, 9)])-
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De esto se sigue que, si U es un abierto de X y p € U , el siguiente diagrama conmuta:

Ejemplo 3.3 Sea F una gavilla sobre un espacio topologico X, y G una subgavilla de F, de
manera natural, podemos definir el morfismo i : G — F que a cada abierto U de X le asigna
iv : Gu — Fu la inclusion natural de el subgrupo G(U) en el grupo F(U). Es claro que es un
morfimo de grupos, al ser la inclusion y dados V- C U abiertos, el diagrama correspondiente a
L queda de la siguiente manera:

G(U) —L= F(U)
PQV,U P]—'V,U
G(V) Y~ F(V)

Que es claramente conmutativo.

Definiciéon 3.8 w Sean F,G y H gavillas sobre un espacio topolégico X. St o : F — G
y 8 F — H son morfismos, el morfismo composicion o« : F — H estd dado por:
(Boa)y =By oay para cada abierto U de X.

» Un morfismo de gavillas o © F — G es isomorfismo, si existe un morfismo de gavillas

B:G—F, tal que, o =1dg y foa=Idg.
La segunda parte de esta definicion, es equivalente a lo siguiente:

Lema 3.9 Dado o : F — G un morfismo de gavillas, los siquientes son equivalentes:
1. « es isomorfismo.

2. Para todo U abierto de X, todos los homomorfismos o : F(U) — G(U) son isomorfismos.

Demostracion

1)=2)

Como « es isomorfismo,existe § : G — F morfismo, tal que, ao f = Idg y foa = Idr .
Sea U C X abierto, como « y [ son morfismos de gavillas, entonces, oy : F(U) — G(U)
y 8 : G(U) — F(U) son homomorfismos y por la definicién de composicion se tiene que
Qpr © 5(] = (a o B)U = ([dg)U = ]dg(U) y 6(] oy = (ﬁ (@) a)U = (]d]:)U = ]d]:(U) . Por lo tanto
ay es isomorfismo.

2)=1)

Sea U C X abierto, como oy : F(U) — G(U) es isomorfismo, sea By = (ay) ™! el homomorfismo
inverso de oy, por la definicion de composicion tenemos que : (a0 B)y = ay o By = Idgw) ¥
(Boa)y = Puoay = Idry) . Por lo tanto « es un isomorfismo de gavillas.

El siguiente teorema muestra la utilidad e importancia de los gérmenes.

Teorema 3.10 Sea o : F — G un morfismo de gavillas sobre un espacio topologico X, o es
isomorfismo si y solo si para todo p elemento de X ay, es isomorfismo.
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Demostracion

=

Seap € Xya,:F, = G,el homomorfismo correspondiente a p. Probaremos que o, es
isomorfismo probando que es inyectiva y suprayectiva.

Inyectividad: Sea f, € Ker(a,) supongamos que, f, = [(U, f)] con U C X talque p € U y
f € F(U) . Por hipotesis [(U, ar(f)] = [(X,0gw))] es decir, existe W C U abierto, tal que
peWyay(f)lw = Oguw) , como o es morfismo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

F(U)—=G(U)
lpmzw |pora
F(W) —=G(W)

Entonces, oy o prwu(f) = pgwu o au(f) = Ogwy lo que implica que fly € Ker(aw) = 0w,
pues por el lema anterior, ay es isomorfismo, en particular es inyectivo. Por lo tanto f, =
(U, )] =W, flw)] = [(W,07w)] = [(X,0£x))] que prueba la inyectividad de a,.
Suprayectividad Sea g, € G, y supongamos que, g, = [(U,g)] con U C X tal que p € U y
g € G(U), entonces existe f € F(U) tal que ay(f) = g , ya que ay es suprayectiva, pero
ay([(U, H)]) = [(U,au(f))] = [(U,9)] = g, y por tanto «, es suprayectiva. Hemos probado que
o, es inyectiva y suprayectiva, lo que implica que «, es isomorfismo.

=

Nuevamente por el lema anterior, basta probar que para todo U C X abierto, los homomor-
fismos ay : F(U) — G(U) son isomorfimos. Sea U C X un abierto y oy : F(U) — G(U) el
homomorfismo que le corresponde por «. Probaremos que oy es inyectivo y suprayectivo.
Inyectividad. Si f € Ker(ay) entonces ay(f) = Og), por lo que para todo p € U,se tiene que,
(U, au(f))] = [(U,0gwy)] = 0g, , ya que G es gavilla. Asi a,,(f,) = [(U,au(f))] = Og, pero a,
es inyectiva para todo p € U, lo que implica que f, = Oz, para todo p € U, que por el teorema
3.5, implica que f = 0z, por lo tanto oy es inyectiva.

Suprayectividad. Sea g € G(U) y p € U entonces g, € G, pero «,, es suprayectivo por hipote-
sis, por lo que existe f, € F, tal que a(f,) = g,, supongamos que f, = [(U,, f(p))] con U, C X
abierto tal que p € U, y f(p) € F(U,) , de esta manera o, ([(Up, f(p))]) = [(Up, av,(f(p)))] =
[(U,g9)] = gp » por lo que existe W, C U, abierto tal que p € W, y (ay,(f(p)))lw, = glw, , es
decir, aw,(f(p)lw,) = glw,. Lo que nos genera una familia de secciones f(P)|w, € F(W,),
con p € U y una cubierta abierta {W,},cv. Ademdas para todo p,q € U se cumple que
(f@)w)lwyow, = (F(@lw)wpnw,. ya que (f(0)lw,)lw,ow, = f0)wpow, ¥ (F(@)lw,)|lw,ow, =
f(@)lw,nw, aplicando a ambas igualdades aw,nw, tenemos que aw,aw,((f(P)lw,)lw,nw,) =
aw,ow, (f () lw,ow,) = glw,ow, ¥ aw,ow, ((F(@)w)lwoow,) = aw,ow, (F(@)lw,ow,) = glw,ow,
igualando tenemos que, aw,nw,(f(2)|lw,~w,) = aw,aw, (f(@)|w,nw,), pero W, N W, es abierto,
y ya probamos que para cualquier abierto (en particular para W, N W,) aw,nw, es inyectivo,
lo que nos da la igualdad buscada.Pero como F es gavilla, usando el axioma 2 tenemos que
existe f € F(U) tal que flw, = f(p)|w,para toda p. Por lo tanto tenemos que ay(f)|lw, =
aw, (flw,) = aw,(f(p)lw,) = glw, para todo p € U, entonces (av(f) — g)lw, = Ogw,), es decir,
ay(f) = g lo que nos dice que ag es suprayectiva y en consecuencia, un isomorfismo.

D

Definicién 3.11 Sea o : F — G un morfismo de gavillas sobre un espacio topoldgico X,
diremos que « es inyectivo (respectivamente suprayectivo), si para todo p € X se cumple que
a, es inyectivo (respectivamente suprayectivo).

Algo que debe notarse de la prueba anterior es que puede formularse un teorema similar
cambiando isomorfismo por inyectividad, pero en el caso de la suprayectividad, el hecho de que
« sea suprayectiva no implica la suprayectividad de oy para cada abierto U.
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Ejemplo 3.4 Para X = C* = C\{0} consideramos las siguientes gavillas
FU)={f:U—C| f holomorfa}

GU)={9:U—C*| g holomorfa}

para cada U C X abierto. A la gavilla F la pensamos con la estructura aditiva de C dada por
la suma puntual y a la gavilla G la pensamos con la estructura multiplicativa de C* dada por la
multiplicacion puntual, sea

exp: F—>(G

dada por expy(f) = exp(2mif) para cualquier U C X abierto y f € F(U). Consideremos
la funcion g(z) = % dado que 0 ¢ X g es una funcion holomorfa e invertible (ella es su
propia inversa) por lo cual g € G(X), pero no eziste una funcion holomorfa f en X (es decir
f € F(X) tal que exp(2mif) = g por lo cual la funcion exponencial no es un morfismo de
gavillas suprayectivo en X. Sin embargo, para cualquier punto p € X existe una rama de
logaritmo (In(z)) que contiene a p y f(z) = 7= In(z) una funcidn holomorfa en una vecindad
de p tal que exp(2mif) = g , lo cual implica que para cualquier punto p el morfismo exponencial
es suprayectivo.

De estas observaciones tenemos los siguientes resultados.

Proposicion 3.12 Un morfismo de gavillas o : F — G es inyectivo st y sélo si para cada
abierto U de X, el homomorfismo ay : F(U) — G(U) es inyectivo.

Demostracion
Ver la prueba del teorema (3.10) y la definicion de inyectividad.

)

Proposicién 3.13 Si para todo abierto U de X, se tiene que el homomorfismo oy @ F(U) —
G(U) es suprayectivo, entonces el morfismo a: F — G es suprayectivo.

Demostracion
Ver la prueba del teorema (3.10) y la definiciéon de suprayectividad.

D

Corolario 3.14 o : F — G es un morfismo de gavillas, entonces, « es isomorfismo si y solo
st es tnyectivo y suprayectivo.

Definicién 3.15 Dada una pregavilla F sobre un espacio topoldgico X, una gavilla asociada a
F, es una gavilla F* y un morfismo 0 : F — FT que cumplen la siguiente propiedad universal;
para cada gavilla G sobre X y morfismo de pregavillas o : F — G, entonces existe un unico
morfismo de gavillas & : F* — G que hace conmutar el siguiente diagrama:

F—2-g

A

f+
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Proposicion 3.16 Dada una pregavilla F sobre un espacio topoldgico X, entonces la gavilla
asociada FT existe y es unica salvo isomorfismo. Ademds 0, : F, — ]—"; es un isomorfismo
para todo p en X.

Demostracion
Primero construyamos la gavilla F*. Dado U subconjunto abierto de X, sea F+(U) el conjunto

de funciones s : U — [[ ¢y F tales que:

1. Para toda p en U, s(p) € F,

2. Existe una cubierta abierta {U,} de U y elementos s, € F(U,) tales que s(p) = (S4), =
[(Ua, $a)] para todo p € U,.

Con la suma puntual y las restricciones usuales, no es dificil ver que F* es una pregavilla, por
lo que s6lo probaremos que es una gavilla. Sea U C X un subconjunto abierto y {U,} una
cubierta abierta de U, veamos que se verifican los dos axiomas:

= AX1 Es claro por la forma en que se construyo la gavilla.

= AX2 Supongamos que sq|y,nvs = Sslvanus, Para so € F(Ua) y s5 € FT(Us). Si {Vai}
es una cubierta abierta para U, con elementos s,; € F(V,;), entonces por la propiedad
2, tenemos que S,(p) = (Sai)p para todo p € V,;, de manera analoga, si {Vj;} es una
cubierta abierta para Ug con elementos sg; € F (V) tales que sz(p) = (ss:), para todo
p € Vp;. Asi, para todo p € U, N Ug se tiene que:

Sa(P) = (Sai)p = (81)p = 55(p)

Sea (Sai)p = [(Vair Sai)] ¥ (88i)p = [(Vai, s8i)], como (Sai)p = (Ssi)p, entonces, existe Vg
tal que sqlv,; = Sgilves ¥ como U = UaUy = Ua (Ui Vai), esto implica que s € FH(U) y
ademas:

SailUa = [(Ua; 8ai)] = [(Vags 8ai)] = [(Ua; 5a)] = $a

Sailus = [(Ups 8ai)] = [(Vags 5ai)] = [(Vag, 551)] = [(Us, 55)] = 54

Asi F1 es gavilla.
Dado U subconjunto abierto de X definimos el siguiente morfismo:

Oy : F(U) — F*+(U)

s————0py(s) U —=],.v F

peU Y P

P35,
Queremos probar que 0y es un homomorfismo de grupos, sean s,t € F(U), entonces:

b (s + )(p) = (s + )y = 5, + b = B () (P) + 6 (£) (p)
Ademas, es claro que dados V' C U abiertos, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

45

FU)——=F*(U)
PFV,U Prt+v,u

F(V) == F(V)
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Por lo que € es un morfismo de gavillas, sea p € U queremos probar que:
0, Fp — ]:;r

(U, s)] = [(U, u(s))]

)
Es un isomorfismo. Sea [(U, s)] € F,, tal que 0y([(U, s)]) = [(U,0.(s))] = [(X,05+)], entonces
existe W C U abierto tal que, p € Wy 0y(s)|w = O;+( wy, esto es Oy (slw) = Ou(s)|lw = O+ .
Por lo tanto, para todo ¢ € W se tiene que [(U,s)] = [(W,s|w)] = [(W,0rw))] = 0z, en
particular para ¢ = p, lo que implica que [(U, 5)] = 0x, = [(X,0£+(x))]. Asi 0y es inyectiva. Sea
sp € F,7, supongamos que s, = [(U, g)] con p € U C X abierto, tal que g € F*(U). La seccion
es de la forma g : U — ]_[peU F,, por lo que existe V,, vecindad abierta de p y s, € F(V},) tal
que, para todo ¢ € V}, se tiene que g(q) = (s,),- De la aplicacion:

Ov,(sp) : Vp, = H Fp

peEV),

q+ (Sp)g € Fy

Obtenemos que Oy, (s,)(q) = (5p)q = 9(q), para todo g € V,, lo que implica que 6y, (s,) = gly,.

Luego § = [(Vp, 5p)] es la preimagen de [(U, g)], pues 0,(8) = 0p([(V;, 5p)]) = [(V}, 0y, (sp))] =
[(Vp, glv,)] = [(U, g)]. Por lo tanto, 6, es suprayectiva, y en consecuencia un isomorfismo.

Ahora, lo siguiente que debemos probar es que cumple la propiedad universal, sea G una
gavilla sobre X y un morfismo de pregavillas o : F — G, para cada U abierto definimos
a: FH(U) :— G(U) como sigue: dado f € FT(U) consideramos los pares (V},s,) con p €
V,CcUy s, € F(V,) que cumplen la definicion de F*(U) para f, de modo que los abiertos
V, cubran a U, es decir, para todo ¢ € V,, (s,), € F; v U = U,V,. De esta manera tenemos
una familia de secciones av,(s,) € G(V,) y queremos probar que esta familia de secciones
se extienden a una seccion en G(U), para ello basta probar que para todo p,q € U se tiene
que av, (Sp)lv,nv, = av,(Sq)|v,nv,- Si V, NV, = 0 no hay nada que probar, por lo tanto sea
V, NV, # 0, para cada z € V, NV, se tiene que [(V,,s,)] = (sp). = (59). = [(Vy, 84)], es decir,
existe U, C V, NV, tal que 2z € U, y splu. = s4|v,. Es claro que V, NV, = U.cv,nv, Us.

Ademas se tiene que oy, ((splv,nv,)|u.) = av.(splv.) = aw.(sqlv.) = av.((sqlv,nv,)]u.), ¥ los
diagramas inducidos por el morfismo « para las siguientes cadenas de abiertos; U, C V,NV, C V,,
y U. C V, NV, C Vg, implican que (aw,(sp)|v,nv,)|v. = (v, (5¢)v,nv,)|v.- Luego como G es
gavilla, av, (sp)lv,av, = av,(5¢)|v,nv,, 1o que implica que existe una tunica v € G(U) tal que,
para toda ¢ € U se tiene que 7|y, = ay,(8,). Definimos ay(f) = 7.

Este elemento cumple que (ay(f)), = a,(f(p)) lo cual se sigue del isomorfismo 6,. Luego,
esta definicion no depende de las secciones ni de la cubierta de U, es decir. esta bien definida,
vaque f =g € FH(U)sip € U se tiene que (av(f))y = ap(f(p)) = ap(9(p)) = (aw(9))y, asi
ay(f) = au(g)-

Para ver que es un homomorfismo de grupos, sean f,g € FT(U), si p € U, entonces
(@(f +9))p = ((f +9)() = o (f(p) +9(p)) = (f(P) + ap(g(p)) = (av(f) + u(g))p, Por
lo que a(f + g) = ay(f) + au(g).

Sean V' C U abiertos de X. Si f € FH(U) y p € V entonces (a(flv), = a((flv(p))) =
ap(f(p)) = (auv(f))p = (@ (f)lv)p, luego av(flv ) = (au(f))|lv y por lo tanto el diagrama
inducido por & es conmutativo, lo que prueba que @ es un morfismo de gavillas.

Por tltimo, si s € F(U), entonces ay(0y(s)) = ay(s) ya que el elemento 6y (s) podemos
calcularlo a partir del par [(U,s)], asi @ = @ o 6. Ya que construimos ¢ y vimos que cumple
la propiedad universal, probemos la unicidad. Supongamos que existe (F*,6) con la misma
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propiedad, lo que nos da el siguiente diagrama conmutativo:

F—ts Fr

A

F*
es decir § = ¥ o ¢, de manera anéloga, tenemos que existe el siguiente diagrama conmutativo:

F—rF

P A

f‘-i-

es decir # = ® o 6, por lo que obtenemos que § = o Vo y que § = Vo dof por lo que
Vod =TIdr+ y ®oVW = Ids lo cual prueba que F ~ F*.

)

Sea X un espacio topolégico, F una gavilla sobre X y G una subgavilla de F. Enton-
ces, podemos definir la pregavilla (F/G)~ , de la siguiente manera; dado U abierto de X
(F/G)~(U) = F(U)/G(U), tomando como restricciones los homomorfismos inducidos por las
restricciones de F. En general no se trata de una gavilla, pero como ya vimos podemos asociarle
una gavilla, lo que motiva la siguiente definicion.

Definicion 3.17 La gavilla asociada a la pregavilla (F/G)~ es llamada la gavilla cociente
y se denota como F/G = (F/G) t.Esta gavilla cumple que para todo p € X se liene que
(F/G)p = (F/G) )p = Fp/Gp-

Sia: F — G es un morfismo de gavillas sobre un espacio topolégico X, podemos definir
ker a como una subgavilla de F como sigue: dado U C X abierto, (ker a)(U) = ker ay, dado
que o es un homomorfismo de grupos, podemos asegurar que ker oy es un subgrupo de F(U).
Las restricciones estan dadas por pera)yv,u = PFVU lkerag - Asi, para todos V' C U C X abiertos
tenemos el homomorfismo pera)v,v : keray — keray y para cada x € keray usando la
conmutatividad del diagrama inducido por el morfismo « se tiene que ay ((prv.)|keray (%)) =
av(prvu(x)) = pgvu(ou(x)) = pgvu(0gwy), lo que prueba que la restriccion esta bien definida.
Para ver que es gavilla, consideremos U C X un conjunto abierto y {U;} una cubierta abierta
de U,que cumple el axioma uno es inmediato, ya que JF es gavilla, y la seccién cero es un
elemento de ker a(U) , ademas toda seccion de ker o(U) es una seccion de F(U). Para ver que
se cumple el axioma dos, suponemos que existen elementos s; € ker a(U;) que coinciden en las
intersecciones, como F es gavilla, existe s € F(U) tal que, s|y, = s; para toda i, como « es un
morfismo, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

F(U)—=6(U)

lpri,U LPQUi,U
F(U;) —=G(U;)
Si s; € ker a(U;) implica que ag,(s;) = 0 pero, del diagrama anterior, tenemos que ay,(s;) =
ay, © pru,v(s) = pgu,v © ay(s) lo que implica que pgy, v o ay(s) = 0. Como G es gavilla se
tiene que ay(s) = 0, lo que implica que s € ker a(U). Por lo tanto ker « es gavilla.

De la misma manera podemos definir una subpregavilla (Ima)~ de G, dada por (Ima)~(U) =

Imay y restricciones p(rmayv,u = pgvu, para cada V. C U abiertos de X. En general no es una
gavilla, por lo que definimos I'ma = (Ima)~*.
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Ejemplo 3.5 Para X = C* = C\{0} consideramos las siguientes gavillas
FU)={f:U—=C| f holomorfa}
GWU)={9:U—C*| g holomorfa}

para cada U C X abierto. A la gavilla F la pensamos con la estructura aditiva de C dada por
la suma puntual y a la gavilla G la pensamos con la estructura multiplicativa de C* dada por la
multiplicacion puntual, sea

exp: F—G

el morfismo exponencial como en el ejemplo (3.4). Para cadap € X consideramos U, el interior
de alguna rama de logaritmo que contenga a p y definimos g, : U, — C como g,(z) = %, como
vimos g, € Imexp(U,), ademds es claro que gplu,nu, = 9¢lv,nv, Para cualquier p,q € X y
que {Up}pex es una cubierta abierta de X, si consideramos g € G(X) la seccion definida por
g(z) = % tenemos que glu, = g, para toda p € X y como G es gavilla, se liene que esta seccion
es unica, pero g &€ Imexp(X) lo cual implica que Imexp no es gavilla.

Observemos que la inclusion i : (Ima)~ — G se extiende usando la propiedad universal
de la gavilla asociada a un morfismo it : Ima — G de tal manera que 7 = i" o j , con
Jj : (Ima)” — Ima. Ademas tenemos que dado p € X se tiene que i, = z'; o jp por lo que
z'; es inyectivo, ast if; : Imay — G es inyectivo para cualquier abierto U. Esto nos permite
considerar a I'ma como una subgavilla de G.

Definicién 3.18 Llamaremos coimagen y conicleo de un morfismo o : F — G a las gavillas
cociente de F y G
cooma = F/kera y cokera =G/Ima

respectivamente.

Observacion No es muy dificil probar que (kera), = kera, y (Ima), = Imao,. Asi « es
inyectivo si y solo si ker @« = {0}, y es suprayectivo si y solo si Cokera = {0}.

Definiciéon 3.19 Se dice que una sucesion de gavillas ]:L>Q—ﬁ>7-[ es eracta en G, si
ker 6 = Ima.
Proposicion 3.20 Una sucesion de gavillas ]-"—a>g—'8>7-l es exacta en G , si y solo si

Fp——=G, —ﬂ>7—[p es una sucesion exacta de grupos en G, para todo p € X.

Demostracion
Es inmediato por el teorema (3.10) y la observacion anterior.

3.4. Imagen directa de una gavila

Las definiciones anteriores estan basadas en gavillas sobre un mismo espacio topologico X .
Por lo que ahora daremos una manera de transportar gavillas de un espacio topologico a otro
a través de funciones continuas, por medio de la siguiente definicion.

Definiciéon 3.21 Sea f : X — Y wuna funcion continua entre espacios topoldgicos y F una
gavilla sobre X. La gavilla imagen directa de F por f, denotado por f.(F) es una gavilla sobre
Y determinada de la siguiente forma: f.(F)(U) = F(f~1(U)) para cada abierto U de Y, y las
restricciones dadas por py, (ryvu = pri-1(v),f-1v) para cada V- C U CY abiertos.
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Esta bien definida, ya que el hecho de pedir que f sea continua nos asegura que f~*(U) es
un abierto de X para cualquier abierto U de Y, por lo que solo tenemos que probar que f.(F)

es gavilla.

» Probar que f.(F) es pregavilla es facil, usando el hecho de que F es gavilla.

1.
2.

F(F)0) = F(f~1(0)) = F(0) = {0}

Pr(FYUU = PFF-1U),f-1(U) es la identidad en .F(f71<U)) = f*(]:)(U) con U CY
abierto.

. Para W C V C U abiertos en Y tenemos que f~*(W) c f~1(V) c f~YU) son

conjuntos abiertos de X. Como pyr,(ryw,u = Prf-1(w),f_1(U) Y Pf(FIW,V © PL(F)VU =
PF =1 (W), f1(V)PFf=1(V),f-1(U)s €DLONCES P (FYW,U = Pf(F)W,V © P (F)V,U-

» Para ver que f.(F) es gavilla. Sea U C Y abierto y {U, };c; una cubierta abierta de U

1.

AX1 Sea s € f.(F)(U) tal que s|y, = O, (7 ) para todo i, esta ultima implica que

PrFwv(s) = prriw,-1w)(8) = Oy = 0r-1(uy) Luego como U = Uie Ui,
esto implica que f~H(U) = Ujer f1(U;) en X, entonces s = 0x(s-1)) = Op. ()

. AX2 Sea s; € f.(F)(U;) una familia de secciones tales que para todo i,j en [

Silu,nu, = $jluinu,- Nuevamente tenemos que f~'(U) = Uier f~H(Us) y s, € F(f1(U))
para cada i, luego si s;|v,nv; = 8j|v,nu; implica que s;| f-1wyns-1w,) = Sil 1 wons—1 ;)
para todo 7,5 en I, por lo que existe s € F(f~1(U)) = f.(F)(U) tal que para todo
i €I s|ly, = s| -1,y = si- Asi f.(F) es una gavilla sobre Y.
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Capitulo 4
(GGavillas de anillos

4.1. Espacios anillados

En este trabajo nos interesan en particular las gavillas de anillos que, como ya se menciond
anteriormente son gavillas sobre un espacio topologico donde cada grupo F(U) tiene estructura
de anillo conmutativo con uno y las restricciones son homomorfismos de anillos.

Definicidon 4.1 Un espacio anillado (X, Ox) es un espacio topoldgico X equipado con una
gavilla de anillos. Esta gavilla es llamada la gavilla estructural de X y usualmente se denota
por Ox.

Dado cualquier espacio topologico X, sea Ox la gavilla de funciones K-valuadas donde K es
un campo, como vimos le podemos dar estructura de grupo abeliano con la suma puntual, pero
ademas podemos darle estructura de anillo con el producto puntual, asi (X ,0x) es un espacio
anillado y por ahora (a menos que se indique lo contrario) pensaremos en Oy como esta gavilla
y para simplificar notacion dado un abierto U de X escribiremos I'(U, Ox) en lugar de Ox(U).
Con esta aclaracion podemos dar la siguiente definicién que solo tiene sentido si consideramos
una gavilla cuyas secciones son funciones.

Definiciéon 4.2 Sean (X, Ox) y (Y, Oy) dos espacios anillados, un morfismo de espacios
anillados estd dado por una funcion continua ¢ : X —'Y con la propiedad de que para cualquier

U abierto de Y, y cualquier seccion g € T'(U, Oy) se tiene que go ¢ € T'(¢p~1(U), Ox).

Dado ¢ un morfismo de anillos, para cualquier abierto U de Y podemos definir un homo-
morfimo de anillos dado por:

o3 : T(U,Oy) — T (¢ (U), Ox)

g—>go¢

Este homomorfismo satisface que pg-1(v)¢-1(1) © ¢f; = @7, © py.u, es decir, ¢f; es compatible con
las restricciones.

4.2. Gayvillas de moédulos

Sea (X, Ox) un espacio anillado. En esta seccion hablaremos de gavillas de Ox modulos.

Definicion 4.3 Un Ox-mddulo es una gavilla F tal que, para cualquier abierto U de X, F(U)
es un Ox(U)-mddulo y las restricciones son funciones lineales.
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Ejemplo 4.1 La suma directa de n copias de la gavilla Ox es un Ox-modulo.

Definicién 4.4 Sean F y G dos Ox-mddulos. Definimos el producto tensorial F ®o, G como
la gavilla asociada a la pregavilla que a cada abierto U de X le asocia F(U) @owy G(U) que
de nuevo es un Ox-mddulo.

Definiciéon 4.5 Una sucesion de O,-mddulos
FYsg-"1oH

es exacta, si es exacta como sucesion de gavillas.

4.3. Gavilla estructural de un conjunto algebraico

Para poder asociarle una gavilla estructural adecuada a un conjunto algebraico, necesitamos
el siguiente teorema, que lo que nos permite definir una gavilla en una base de la topologia del
espacio y extenderlo a cualquier abierto de X.

Teorema 4.6 Sea X un espacio topologico, I una base para la topologia de X y K un campo.
Suponemos que para cualquier conjunto abierto U € W | el conjunto F(U) de funciones de U
en K satisface las siguientes condiciones:

1. (Restriccion) Si U,V e,V C U y s e F(U) entonces s|y € F(V).

2. (Pegado) Si un conjunto abierto U € W es cubierto por {U,;}icr C U y si s es una funcion
de U en K tal que para todo i € I s|y, € F(U;) entonces s € F(U).

Entonces existe una unica gavilla F de funciones en X tal que, para cualquier abierto U € 3

se tiene que F(U) = F(U).

Demostracion:
Sea U abierto de X, entonces U es union de elementos de 8l (por ser base), es decir U = U U;
con {U; }ier C Y, definimos:

FU)={s:—= K| s|y, € F(U;) para toda i€ I}

1. Primero hay que probar que F(U) esta bien definido, es decir, que no depende de la
cubierta. Sean {U;}ic; C 4y {W;}jes C 44 dos cubiertas de U y sean F(U) = {s :—
K|s|y, € F(U;) para toda i € I}y F;(U) = {s :— K|s|w, € F(W;) para toda j € J},
queremos probar que F;(U) = F;(U) . Sea s € F;(U), por definicion implica que
slw, € F(Wj;) para toda j € J, Sea V;; = W; N U; es un elemento de 4 , como V;; C W;
la condicién 1 de el lema, implica que s|y,, € F(V};) para toda j € J y Vi € I ademas
para cada i, U; esta cubierta por {V;}jes v (s|lv,)|v,, = slv,, € F(Vj:) para toda j € Jy
por la condicion 2 esto implica que s|y, € F(U;) esto es para cada i , nuevamente por la
condicién 2 implica que s € F(U) que por la definicién de F implica que s € F;(U). La
otra contencién es andloga, por lo tanto tenemos que F;(U) = F(U) , lo que significa
que la definicion no depende de la cubierta elegida.

2. Ahora probaremos que para cualquier abierto U € i se tiene que F(U) = F(U). Como
ya probamos que no depende de la cubierta que se tome, sea {U} C il es una cubierta
abierta de U lo que implica que F(U) ={s: U = K| s|lg =s€ F(U)} = F(U).

3. Que F es una pregavila es claro, por lo que solo nos falta probar que es gavilla, para esto,
sea U un conjunto abierto de X y {V};es una cubierta abierta de U.
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= AX1 Sis € F(U) no es la seccion 0, implica que existe z € U tal que
s(z) =m € K~ {0} , como x € U existe j, € J tal que x € V}, por lo que s|y, # 0
y por lo tanto se cumple AX1.

= AX2 Consideremos una familia de s; € F(V;) tales que para toda j,j, € J se
tiene que sy, |v; nv,, = Sj|v; Ay, Definimos a s : U — K de la manera natural, es
decir, para cada x € U sea j, € J tal que x € V}, entonces s(xz) = s, () es una
funcion bien definida de U en K ya que {V;},c; es una cubierta de U y las secciones
coinciden en las intersecciones. Por lo que solo necesitamos probar que s € F(U).
Observemos que para toda j € J, V; es un abierto, por lo que existen {U;; }4,er;, C U
tales que V; = U; c1,Us; (porque i es base) por lo que s; € .7—"(1/]) implica (por la
definicion de F) que s;|u,, € F(U;,) para toda i € I;, ademas como {V;},c; es una
cubierta de U eso implica que Uje /{U;;, }i;er; = UrexUr C U con K = Ujc;I; es una
cubierta de U, asi s|y, € F(Uy) para toda k € K que por definicion de F implica
que s € F(U).

Por lo tanto F es gavilla.

. Por altimo, probaremos la unicidad de F. Sea F una gavilla, tal que ?(U) = F(U) para
cualquier U € 4. Sea V' C X abierto, definimos:

(bv : ? — .T
5+ 8
Esta bien definido, ya que por hipotesis, tenemos que ]:f(U) = F(U) = F(U) para

cualquier U € 4 asi, dada una cubierta de V' |, {U,}, como F es gavilla, se tiene que
sy, € ?(Ua) = F(U,), para toda a, lo que implica, por la definicién de F, que s € F(V).
Es claro que es inyectiva para cualquier abierto, pero ademds es suprayectiva, ya que
dada t € F(V), sean t, = t|y, € F(U,) = F(U,), por como definimos estas funciones,
coinciden en las intersecciones, dado que Fes gavilla, se tiene que existe s € 7—"(‘/) tal
que $|y, = ta, por lo que s = t, lo que implica que ¢y es suprayectivo, para cualquier
abierto V, lo cual implica que es isomorfiso, asi ¢ es un isomorfismo, lo cual implica que
F ~ F lo cual nos da la unicidad.

D

Lema 4.7 Sea X un espacio topoldgico y sea I una base para la topologia de X, sean F una
gavilla y G una pregavilla en X. Si F(U) = G(U) para cualquier U € 4 entonces F ~ G

La prueba de este lema es similar a la prueba de la unicidad del teorema anterior

Sea V' C K" un conjunto algebraico afin, para cada abierto bésico D(f) podemos consi-

derar F(D(f),K) el anillo de funciones K-valuadas, y el homomorfimo de anillos dado por la
restriccion usual, p : I'(V) — F(D(f),K) , dado que f(x) # 0 para cualquier x € D(f), esto
implica que p(f) es invertible en I'(D(f), K) asi, por la propiedad universal de la localizacion
existe r : I'(V); — F(D(f), K) que hace conmutar el siguiente diagrama:

I'(V)—% F(D(f),K)
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Ademas r es inyectiva, ya que si r(g/f") = 0 entonces g(x) = 0 para toda x € D(f), por lo que
fg=0en V lo que implica que g/f™ es cero en I'(V);.

Definicién 4.8 Sea V un conjunto algebraico afin y sea f € I'(V) un elemento no cero.
Definimos:
L(D(f),0v) =T(V);

(identificado con un subanillo del anillo de funciones IK-valuadas en D(f) por medio de r).

Sea = {D(f)| feDl(V) y f %0}, es una cubierta base con la topologia de Zariski
de V. Ahora veremos que la definicion anterior cumple las hipotesis del teorema (4.6)

1. (Restriccion) Sean D(f), D(g) € U tales que D(f) C D(g) eso implica que V(g) C V(f),
por lo que f se anula en V (g), por el teorema de los ceros de Hilbert sektiene qge fm :kgh.
Dada u/g* € T'(V),, restringiendo a D(f) podemos escribir % = ZSJ;L,J = ?;Z)k) = J”f,E’;,l €

L(V)y. ’

2. (Pegado) Dado que D(f) puede cubrirse con abiertos basicos D(f;), donde f; # 0, que
nos dice que V(f) es la interseccion de los conjuntos V(f;), que por las propiedades de
estos conjuntos, implica que V(f) = V(I) con I C T'(V), el ideal generado por los f;,
pero como I'(V') es un anillo noetheriano, podemos suponer que I esta generado por un
nimero finito de elementos, es decir I = (f,..., f.).

Sea s; una seccion de D(f;), entonces podemos escribir s; = a;/f!" (podemos suponer que
es la misma n para todos los f; ya que solo hay un nimero finito de estos elementos y
sis; = a;/f" = fI"" con n = max{n;}). Supongamos que estas secciones coinciden en

. . . . . N N n n\y __ ,
las intersecciones, lo que implica que existe N € IN tal que f" f; (aifj —a;fl') = 0 asi

N+n N _ gN+4n_, N ;2 : :
fi Maif = fi "a;f; (esta relacion se extiende a V' por ser un abierto denso)

Sea f un polinomio que se anula en V(f) = V(f1,...,f.) = V(... fr), el

(frN ., frtNYen otras palabras,

teorema de los ceros de Hilbert nos dice que f € \/
que existe m € N y elementos b; € T'(V) tales que f™ = X7_ b /.

Buscamos una seccion s en D(f) de la forma a/f™ tal que s|p(s) = s; en D(f;) lo que
implica que existe M € N tal que fM(af? — a;f™) = 0 multiplicando ambos lados por
fN tenemos que fMN(af? —a;f™) =0 asi

M+N M+N M+N M+N N
fi + +na:fi + afzn:fi + aifm:fi + ai(Z§:1bjfjn+ )

M N N M N N M+N N
= i Egz1bjf¢ aif;'wr = /i E§:1bjfi +najfj = /i " MEZ':lbjajfj

. . . r N L3 z
Si definimos a = X7_,b;a; f;* es claro que la secciéon s cumple lo que queriamos.

Observacion En el caso especial de que I'(V') es dominio entero (cuando V' es irreducible)
el anillo I'(V') s es un subanillo del campo de fracciones de I'(V') y el homomorfismo natural

j:T(V)—=T(V);
f=rr°

es inyectivo.
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4.4. Variedades afines

Definicidén 4.9 Una variedad algebraica afin, es un espacio anillado que es isomorfo (como
espacio anillado) a (V,Oy), con V un conjunto algebraico afin y Oy la gavilla estructural de
funciones regulares en V. Los morfismos, son simplemente morfismos de espacios anillados.

Proposicion 4.10 Sea V' un conjunto algebraico afin y consideramos a f € T'(V'). El conjunto
abierto D(f) = {z € V|f(z) # 0} equipado con la restriccion de la gavilla Oy a D(f), es una
variedad algebraica afin.

Demostracion:

Supongamos que el conjunto V' esta encajado en K", sea [ = I(V) y sea F' un polinomio tal
que la restriccion a V' es f. Queremos probar que D(f) es isomorfo a un conjunto algebraico
afin, para ello consideremos el siguiente morfismo:

qb . D(f) SN ]Kn—H

(X1, oy xn) = (T, T, (21,0 2))

Sea W = ¢(D(f)), por la forma en la que se defini6 el morfismo, se puede ver que W = V (.J)
con J =1+ (x,.1F — 1). Este morfimo es claramente inyectivo por lo que si lo restringimos a
su imagen es un homeomorfismo, con inversa:

7: W — D(f)

(X1, .oy Tpyr) = (T1, .., Tp)

D
Ejemplo 4.2 El conjunto de matrices invertibles con coeficientes en los complejos (GL(n,C))
es una variedad algebraica afin, para probarlo veamos a GL(n,C) como un subconjunto de
C" y consideremos a f la funcion determinante de las matrices de n X n que es una funcion
polinomial, es decir, f € Clxy,...,x,2], ahora definimos el morfismo
¥ GL(n,C) — ¢!

1
f((éBl, c. 733712)))

este morfismo es inyectivo por lo que restringido a la imagen un isomorfismo, ademds se tiene
que P(GL(n,C)) =V (ft —1) =V por lo cual se tiene que:

L(V) = Clay, ..., xp2, t]\(ft=1) = Clzy, ..., 2] t]\(ft—=1) = Clay, ..., 2]y = T(D(f), O¢ya....,

(T1, .y p2) = (T, T2,

el isomorfismo es por el lema de Rabinowitsch, y por proposicion (4.10) implica que GL(n, C)
es una variedad algebraica afin.

4.5. Variedades algebraicas

El principal uso de los espacios anillados, es que nos permiten definir objetos que son local-
mente isomorfos a algin tipo particular de espacios. Por ejemplo, una variedad diferenciable, es
un espacio anillado localmente isomorfo a un conjunto abierto de R"™ con la gavilla de funciones
diferenciables. FEn el caso de la geometria algebraica, los modelos locales son las variedades
algebraicas afines.

39



Definicion 4.11 Una variedad algebraica es un espacio anillado cuasi-compacto (X, Ox), que
es localmente isomorfo a una variedad algebraica afin. Los morfismos de variedades algebraicas
son los morfismos de espacios anillados.

Decir que (X, Ox) es localmente isomorfo a una variedad algebraica afin, significa que para
toda x € X existe un conjunto abierto U que contiene a x, tal que, (U, Ox|y) es isomorfo a
una variedad algebraica afin.

Como ya vimos, un conjunto algebraico afin es un espacio topolégico noetheriano, por lo
que como espacio topoldgico es cuasi-compacto, lo que significa que en particular una variedad
algebraica afin es una variedad algebraica.

Definiciéon 4.12 Sea (X, Ox) una variedad algebraica. Un conjunto abierto de X que es iso-
morfo a una variedad algebraica afin es llamado un conjunto abierto afin de X

Proposicion 4.13 Sea (X,Ox) una variedad algebraica. El conjunto de todos los abiertos
afines de X forman una base para la topologia de X. Mds precisamente, cualquier subconjunto
abierto de X es la union finita de abiertos afines de X

Demostracion:

Como (X, Oy) es una variedad algebraica, tenemos que para toda x € X existe U, un subonjun-
to abierto afin de X tal que x € U,, por lo que X = U,cxU,, pero como X es cuasi-compacto,
tenemos que X = U]_,U;, donde los U; son abiertos afines de X. Sea U C X abierto, tenemos
entonces que U = Ul_, (U N U;), pero como U NU; C U;, que es un conjunto algebraico afin.
En el capitulo uno, probamos que estos conjuntos son la unién finita de abiertos basicos, que
por la proposicioén anterior es una variedad algebraica afin, por lo tanto, U es la union finita de
conjuntos afines.

Observaciones:

1. los polinomios son funciones continuas con la topologia de Zariski para ver esto, sean
f € Klzy,...,z,] y V C K un conjunto cerrado, si V' = K entonces f~1(V) = A"
que es un conjunto cerrado, por lo cual supondremos que V' es un subconjunto propio
de K[xy,...,2,] que como vimos en el ejemplo (1.2) es un conjunto finito, es decir,
V ={ay,...,a,} con a; € K para toda i.

[ {ai}) ={z € A"|f(Z) = a;i} = {7 € A"[f(T) — a; = 0} = V(f — @)

que es un conjunto cerrado para toda i, ademas se tiene que f~H(V) = f~H (U™ {a;}) =
ur, f~'{a;}) = U, V(f — a;) que al ser la union finita de conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado, por lo que f es una funcién continua.

2. Dado V un abierto afin sabemos que existe una base para la topologia de Zariski de
V' formada por abiertos estandar D(f) con f € I'(V). Sea g € I'(D(f),Oy) =T'(V);
entonces g = f% conn >0y ae€ (V) por la observacion anterior a y f™ son continuas
en D(f)y f" no se anula en D(f) por lo que g es continua en D(f), ademéas como Oy es
gavilla y las restricciones a los abiertos de una base de cualquier seccién global g en Oy,
son continuas, podemos concluir que g es una funcién continua.
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Si X es una variedad algebraica y U es un conjunto abierto de X, se tiene por la proposicion
anterior que las secciones de I'(U, Ox) son funciones IKK—valuadas continuas (con K equipado
con la topologia de Zariski) ya que por la proposicion (4.13) tenemos que el conjunto de todos
los abiertos afines forman una base para la topologia de U y por las observaciones anteriores, la
restriccion de una seccion f € I'(U, Oy) a cada uno de estos abiertos es una funcién continua
por lo cual f es una funcién continua en U.

Corolario 4.14 Una variedad algebraica no vacia, se puede descomponer de manera unica
como la union finita de conjuntos cerrados irreducibles, que no se contienen unos a otros. Estos
conjuntos son las componentes irreducibles de la variedad.

Ejemplo 4.3 Dada (X, Ox) una variedad algebraica

1. Si U es un subconjunto abierto de X, entonces U equipado con la gavilla Ox|y es una
variedad algebraica.

En particular, cualquier subconjunto abierto de una variedad afin es una variedad alge-
braica (llamada una variedad algebraica cuasi-afin).

2. 5i'Y un subconjunto cerrado de X, queremos definir una gavilla sobre Y, para ello, sea
V CY abierto en'Y, definimos

Oy(V)={f:V=>K|3U C X abierto tal que UNY =V

y dge€Ox(U) tal que gly = f}

Esta definicion solo nos define una pregavilla, por lo que tenemos que considerar la gavilla
asociada Oy = Oy, Dicha gavilla le da una estrucura de espacio anillado a'Y que hace
a la inclusion un morfismo de variedades, por lo cual, (Y, Oy) es una variedad algebraica.

Definicion 4.15 Sea (X, Ox) una variedad algebraica, las variedades descritas en el ejemplo
anterior son subvariedades abiertas (en el caso del inciso 1) y subvariedades cerradas (en el
caso del inciso 2).

4.5.1. Anillos locales

Dada una variedad algebraica (X, Ox) y € X, consideremos el grupo de gérmenes de Ox
en = que lo denotaremos por Ox , , que como ya vimos en el capitulo tres, podemos dotar con
una estructura extra (en este caso de anillo).

Proposicion 4.16 Dada una variedad algebraica (X,Ox) yx € X, entonces Ox . es un anillo
local, con ideal mdzimo My, = {f € Ox.|f(x) = 0}. Ademds:

OX,m/me ~ K

Demostracion:
Consideremos el morfismo de anillos dado por la evaluacion en z, es decir:

m:0x, = K

[ fz)

41



Esta bien definido ya que cualquier representante de una clase, toma el mismo valor en X (por
la forma en la que se defini6 el grupo de germenes), ademas es claramente suprayectiva y se
tiene que :

kerm = {f € Ox,|f(x) =0} = Mx,

Asi, por el primer teorema de isomorfismo tenemos entonces que:
Oxa/kerm = Ox . /Mx, ~ Imm =K

Lo que implica que Mx , es un ideal maximo. Sea f € Ox  \IMx . , eso implica que f(z) # 0,
por continuidad tenemos que existe U vecindad abierta de z, tal que f(u) # 0 Yu € U, por
lo que f es invertible en U, asi 1 germen de f es invertible en Ox, , lo que implica que f es
unidad, por lo tanto Ox , es un anillo local.

4.5.2. Gavillas de médulos sobre una variedad algebraica

Sea (V, Oy) una variedad algebraica, y consideramos A = I'(U, Oy ), si F es un Oy —modulo,
entonces, I'(U, F) es un A—modulo.

Definicion 4.17 Sea M un A—mddulo, definimos un Oy —mddulo M en los abiertos estindar
de V' de la siguiente manera:

—~

M(D(f)) =My =M ®4 Ay
Para cada f € A, en particular M(V) =T(V,M)=M

Recordemos que podemos describir al médulo localizado My como el conjunto de pares
(r,8) € (MXS)/ ~conS={f° fl.f% ...} y larelacion dada por:

(x,s) ~(y,t) = JuesS tal que wu(xt—ys)=0

Observacion: El término u puede ser necesario, ya que A no es necesariamente un dominio
entero y M puede no ser libre de torsion, es decir, puede pasar que axz =0 con a € A\ {0} y
x € M\ {0}.

Denotamos a la clase de (x,s) como z/s o como x ® 1/s. La prueba de que es gavilla, es
analoga a la de la definicion (4.8) y en particular tenemos que A = Oy.

Proposicion 4.18 Dada una sucesion exacta de A—mddulos
0= M M- M -0
Entonces la siguiente sucesion es exacta:
0— M;— My — M =0

Demostracion:

Que la sucesion M' — M — M" — 0 sea exacta, implica por las propiedades de producto
tensorial que M' ®4 Ay — M @4 Ap — M" ®4 Ay — 0 es exacta, pero por definicién eso
implica que M} — My — M}' — 0 es exacta.

Sea 7 : M} — M, queremos probar que I es inyectiva. Supongamos que 7(z'/f") = 0 en
My, esto implica que f"t(z') = 0 en M y por lo tanto f"z' =0 en M' por hipétesis, por lo cual
z'/f"=0en M]'c Lo cual prueba la inyectividad y por lo tanto la exactitud (en pocas palabras
probamos que Af es un A—moédulo plano ([AM] capitulo 2, pagina 9).
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Lema 4.19 Dados dos A—mddulos, M y N, se tiene que:
1. (M@N)fﬁMf@Nf
2. (M@AN)fZMf(X)Afo

Demostracion:
1)
(MO N)p=(M®&N)®a Ay = (M®4Ap) ® (N @4 Ap) =My ® Ny
El isomorfismo es una propiedad del producto tensorial (J[AM] capitulo 2, pagina 26).
2)
Definimos
Q. Mf ®Af Nf — (M@AN)f
- b a®b
fn fm fn+m

queremos probar que ¢ es isomorfismo. Sea “®b € (M ®4 N); proponemos a i®9 € My ®a, Ny

al aplicar ¢ tenemos que ¢(f ® by = o(Fx ) = a,‘?bo “®b lo cual prueba que ¢ es supra-
yectivo, para la inyectividad, suponemos que gp( fi) = O lo cual implica que 22 = 0 que
por definicion implica que existe [ € ZT tal que 0 = fi(a ®b) = (f'a) ® b = a ® (f'b) lo cual

implica que a ® b = 0 que prueba la inyectividad.
D

Definicién 4.20 Dada V' una variedad algebraica afin y M un Oy-mddulo, que es isomorfo
a un Oy-mddulo de la forma M, se llama un mddulo cuasi-coherente. Si M es finitamente
generado sobre A, decimos que M es coherente.

Proposicion 4.21 Sea (X, Ox) una variedad algebraica afin y F un Ox—mddulo. Entonces
F es cuasi-coherente (respectivamente coherente) si y sélo si, existe una cubierta finita {U,}
de abiertos afines de X y M,, Ay—mddulos, con A, = T'(U,, Ox) (de tipo finito) , tales que
para cualquier o se liene que:

—~

f‘UQ ~ M
La prueba se puede consultar en [H]| (capitulo 5, pagina 113).

Esta proposicion nos dice que la propiedad de ser cuasi-coherente (respectivamente cohe-
rente) es una propiedad local, ademas justifica la siguiente definicion.

Definiciéon 4.22 Sea (X, Ox) una variedad algebraica y F un Ox—mddulo. Decimos que F es
una gavilla cuasi-coherente (respectivamente coherente) si existe una cubierta {U,} de abiertos
afines de X tales que: F|y, es cuasi-coherente (respectivamente coherente) para cada Ul,.

Proposicion 4.23 Sea (X, Ox) una variedad algebraica y sean F,G dos gavillas cuasi-coherentes
sobre X, entonces:

1. La gavilla F ®o, G es cuasi-coherente.

2. Para cualquier abierto afin U de X, se tiene que:

(F ®ox 9)(U) = F(U) @oxw) 9(U)
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Demostracion:

Si U es un conjunto abierto, entonces (F ®o, G)|v = (Flv ®oy|, Glu ya que estas dos gavillas
estan asociadas a la misma pregavilla (W — F(W) ®@o,w) G(W) en U). Si U es un abierto
afin, sea A =T'(U,Ox),F =T'(U,F) y G =T(U,G), entonces

(FRoy Gl =F®;G~F®,G

que prueba las dos afirmaciones.

4.6. Variedades proyectivas

Sea V' C P™ un conjunto algebraico proyectivo, con la topologia de Zariski. Para darle una
estructura de variedad algebraica a V', debemos primero dotarla de una gavilla estructural,
para ello, consideremos su base estandar, dada por los conjuntos abiertos D (f) con f € T, (V)
polinomio homogéneo de grado positivo. Pero antes, necesitamos algunas definiciones previas.

Definicién 4.24 Sea R un anillo graduado y f € R un elemento homogéneo de grado d. Se
define una graduacion sobre el anillo localizado Ry, estableciendo que: grado(g/f") = e —rd
con g un elemento homogéneo de grado e. El conjunto de elementos de grado 0 de Ry es un
subanillo, denotado por Ry).

Si consideramos R = T',(V) y un polinomio homogéneo de grado positivo, entonces los
elementos de R(y) tienen la ventaja de definir funciones del conjunto D*(f) al campo, ya que
al cambiar de representante, el escalar estd tanto en el numerador como en el denominador.

Definiciéon 4.25 Sea V un conjunto algebraico proyectivo. Definimos la gavilla de funciones
K—wvaluadas en V' como:

L(D¥(f), Ov) =Tu(V)p)

Para cualquier polinomio homogéneo de grado positivo

De forma similar al caso afin podemos ver que se cumplen las condiciones del teorema (4.6),
lo que nos define una gavilla sobre V', para ver que con esta gavilla los conjuntos algebraicos
proyectivos resultan ser variedades algebraicas, probaremos primero que P" es una variedad
algebraica, para ello probaremos que los conjuntos abiertos DT (x;) son variedades afines, ya
que P" = U ;D™ (z;). Dado que los cambios de coordenadas inducen homografias en P, basta
probar que D7 (xg) es afin. Para ello necesitamos un enlace entre el espacio afin y el proyectivo.

Como ya vimos el conjunto Uy = DT (), es el conjunto de puntos en P" tal que la primera
coordenada xg es distinta de cero. Definimos:

jiAn—>U0

(Clv-uugn)'_>(17<17'~'7Cn>

Que tiene como inversa a la funciéon dada por:

(o, -y Tp) > (21/T0, ..., Tp /)
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Proposicion 4.26 Consideremos a A™ con la topologia de Zariski y a Uy con la topologia de
Zariski inducida por P™, entonces se tiene que:

1. 7 es homeomorfismo

2. j es un isomorfismo de espacios anillados, entre la variedad afin (A", Oan) y (Uy, Opn|y,)-

Para probar esta proposicién, estudiaremos la homogeneizacion y la deshomogeneizacion

con un poco de detalle. Si p es un polinomio homogéneo de grado d, en las variables ¢, ..., t,,,
entonces la formula

(0)

i)

iii)

2fl tm ptlw";tm

.7t td

)

Se preserva en el campo de fracciones. Para las siguientes definiciones usaremos la siguiente

notacion para distinguir entre los dos anillos de polinomios, un polinomio en K[z, ..., x,]
se escribird con letra maytscula y un polinomio en K[zy,...,x,] se escribird con letra
mintsculas.

El operador b. Es un homomorfismo de anillos suprayectivo dado por
b Kz, ...,z = Kz, ..., z,)

P(xg,...,z,) — P(xy,...,z,) = P(l,xy,...,2,)

El niicleo de este homomorfismo es el ideal (zo—1). Estamos interesados en el caso especial
cuando P es polinomio homogéneo de grado d. En este caso tenemos que (en el campo de
fracciones K(zo, ..., x,)).

1 T, Zo T, P(zg,...,x,)
P2t ) =P (2. ) =
Zo Zo Zo o T

o
De la formula anterior deducimos que si P es un polinomio homogéneo de grado d, entonces
B, es de grado d si y solo si zy no divide a P.

El operador §. (Nota: este operador no es un homomorfismo) Al contrario del operador b,
este operador va de K[zy,...,x,] a K[z, ..., x,]; si p € K[zy,...,7,], p* es el polinomio
homogéneo de grado menor en K[z, ..., z,] tal que p = (p*),, que podemos describir de la
siguiente manera; si p = p; + ... + pg, donde p; es un polinomio homogéneo de grado 7 y
pa # 0, entonces p*(xg, ..., 1,) = 1lp, + 12 py + ... + pg es decir

T I
pﬂ(l‘o, ey Tp) = :L*gp (—,...,—)

Observaciones
Sip,q € Klzy,...,,] entonces (pqg)* = pf¢, esto se sigue de la formula (2)
Sip € Klzy,...,x,], entonces p = (p*),

Si P € Klxg,...,z,] es homogéneo, entonces z5(F,)* = P, donde 7 es la potencia mas
grande tal que z{, divide a P. (lo que nos reduce al caso cuando xy no divide a P, usando
(1) y (2) se puede ver que el grado no decrece cuando se pasa de P a B,). De esto se sigue
que si P es homogéneo y P, = 0 entonces P = (
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Demostracion de la proposicion:

1) j es homeomorfismo

Dado que los conjuntos DT (F') y D(f) forman una base para la topologia de P™ y A" respec-
tivamente, el resultado se sigue de las siguientes dos formulas:

» Si F' € K|xyg,...,z,| es homogéneo, entonces:

JHDNE)) = (DT (F)NUs) = D(F)

» Si feKlxy,...,z,| entonces:
Ji(D(f)) = DT (f4) "o

2) El isomorfismo
Consideremos F' € K]z, ...,z,] de grado d. Es suficiente con probar el siguiente isomorfismo:

D(DT(F)N Uy, Opn) =~ T(D(F,),Oxn)
Primero observemos que DT (F) N Uy = Dt (zF) de lo cual tenemos que:
F(D+(F) N U, OIP”) = ]K[l'07 cee 7xn](moF)

y los elementos de este anillo son de la forma P/(zoF')" donde P es homogéneo de grado r(d+1),
pero también podemos ver a sus elementos como P/z{F", donde P es de grado rd+ s. Por otro

lado, se tiene que
F(D(Fb), OAn> = ]K[.%‘l, e ,In]Fb

Dado que (zoF), = F,, entonces b induce un homomorfismo # en los anillos locales
Y Kz, ..., xpleer = Kz, ..., 20] 5
Definamos a ¢ como la composicion de ¢ con la inclusion natural
v Kxo, .o @) @or) = Klzo, ., 2n]ar
Queremos probar que ¢ es el isomorfismo buscado, para ello observemos que
p(P/egF") = B/ F]

Primero queremos probar que ¢ es inyectiva. Si ¢(P/z§F") = 0 por la igualdad de arriba
se tiene que P,/F] = 0, lo que implica que P, = 0 y por una de las observaciones se tiene
entonces que P = 0. Para la suprayectividad consideremos p/F] € K[z1,..., 2], entonces
p/Er = o(zip*/F") donde s = rd — grado(p)

D

Corolario 4.27 Sea V. C P™ un conjunto algebraico proyectivo. El espacio anillado (V,Oy)
(con la gavilla de la definicion anterior), es una variedad algebraica.

Demostracion:
Sea V' C P" como es un conjunto algebraico, eso implica que es un subconjunto cerrado de P,
sea f € I'4(V) la imagen del polinomio homogéneo F' € Klxo,...,,|, entonces tenemos que

DT (f) =V N D*(F) por lo que el homorfismo de restriccion
p: F<D+(F), O]P’VL) — F(D+(f), OV)

Es suprayectivo, pero entonces Oy es la imagen de la gavilla Op» en la gavilla de funciones en
V', pero por la proposicién anterior IP” es una variedad algebraica, lo que implica que V' es una
subvariedad encajada (con la inclusion) en IP" y por tanto, es una variedad algebraica.
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Definicidén 4.28 Una variedad que es isomorfa a un conjunto algebraico proyectivo (respecti-
vamente a un subconjunto abierto de un conjunto algebraico proyectivo) con la gavilla anterior,
se dice que es una variedad proyectiva (respectivamente cuasi-proyectiva).

4.6.1. Gavillas de médulos sobre una variedad proyectiva

Sea (X, Ox) una variedad algebraica proyectiva equipada con un encaje en P™. Daremos
una definicion de gavillas de modulos sobre variedades proyectivas similar a la definiciéon para
variedades afines, pero para ello necesitamos modulos graduados (que se definieron en el capitulo
dos) sobre el anillo R = T',(X). Es importante notar que la graduacion de este anillo depende
del encaje.

Definicién 4.29 Sea M un R—mddulo graduado. Definimos M un Ox—mddulo en los abiertos
estandar de X como sigue: si f € R es un polinomio homogéneo de grado positivo, entonces

M(D*(f)) = M)

Donde My denota el submodulo de My que consiste de los elementos de grado 0, es decir,
los elementos de la forma x/f", con x un polinomio homogéneo de grado ngrado(f).

Observaciones:

1. Restringiendo al abierto afin D*(f) cuyo anillo es Ry se puede ver que que la gavilla M

es simplemente la gavilla My (segtn la definicion 4.17) asociada al R;y—modulo My).

—

En particular un Ox—modulo M es cuasi-coherente (respectivamente coherente), si M es
cuasi-coherente (respectivamente un R- modulo de tipo finito).

2. R= 0y

Proposicion 4.30 Sea ¢ : M — N un morfismo homogéneo entre dos R—mddulos graduados
de grado 0 y suponemos que para alguna n suficientemente grande se tiene que v, : M,, — N,
es supreyectiva. Entonces

o~

@:M—)N

es un morfismo de gavillas suprayectivo.

Demostracion:

Sea D*(f) un conjunto abierto, con f un polinomio homogéneo de grado positivo. Queremos
probar que ¢(y) : My — N(y) es suprayectivo. Sea y/ f" € N(y), para alguna s lo suficientemente
grande se tiene que f*y es imagen de ¢, por lo tanto también lo es y/f" = foy/f ¢

D

Ahora nuestro objetivo es definir a las gavillas Op«(d) y Ox(d) en una variedad proyectiva
(X, Ox), la ventaja sobre la gavilla estructural original es que dada d > 0 se tiene que las
secciones globales son los polinomios homogéneos de grado d. Pero primero daremos la definicion
de un moédulo desplazado.
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Definicion 4.31 Sea R un anillo graduado y M = @&,ez M, un R—mddulo graduado y d € Z.
FEl modulo M(d) es un mddulo graduado igual a M excepto por una graduacion desplazada, es
decir

M(d)n - Md+n

Algo que se debe notar, es que desplazar un médulo no altera la exactitud de una sucesion
de moédulos.

Definicion 4.32 Sea (X, Ox) una variedad proyectiva encajada en P™, d € 7. y consideremos
R =T, (X). La gavilla Ox(d) es la gavilla asociada al mddulo R(d), es decir, Ox(d) = R(d).
Si F es un Ox—mddulo, podemos escribir F(d) como la gavilla

F Koy Ox(d)

Las secciones de Ox(d) sobre el conjunto DT (f) son los elementos de la forma a/f", donde
grado(a) — rgrado(f) = d.

Observaciones

1. La gavilla Ox(d) depende fundamentalmente de la graduacion en R y por tanto del encaje
de X en P"

2. Si M es un R—modulo graduado, entonces

— —

M(d) ~ M ®0, Ox(d) ~ M(d)

Teorema 4.33 Sea R, el espacio vectorial de los polinomios homogéneos de grado d en las
variables xy, . .., x,, entonces

n 0 sid<0
FW’OWM»:{]Q sid>0

Demostracion:

Sea f € T'(P", Opn(d)). f # 0. Por definicion, su restriccion al conjunto D (z;) es una funcion
racional de la forma Pj(xy,...,z,)/x}, donde P; es un polinomio homogéneo de grado d + r,
podemos suponer que x; no divide a P;. Analogamente para ¢ # j , tenemos que f]D+(Ij) es
de la forma Pj(xo,...,7,)/z;, donde P; es un polinomio homogéneo de grado d + s tal que z;
no divide a P;. Dado que ambos polinomios son restricciones de f, coinciden en la interseccion
D*(x;) " D¥(x;) = DT (z;25) y por tanto son iguales en el anillo localizado K[zo, ..., 2n](z2;),
o en el campo de fracciones K(xo, ..., z,), de ello se sigue que x;P; = i P}, pero z; no divide a
P; y x; no divide a P; por lo que la igualdad se da si y solo si 7 = 0 = s, asi P, = P;. Ademés
esto lo hicimos para cualesquiera 7, j distintas, lo que implica que la seccién f estd dada por
un polinomio homogéneo de grado d.

Corolario 4.34 Para toda d > 0 se tiene que

dmﬂmwﬁww»:cgﬁ
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Demostracion:
Por la proposicion anterior tenemos que I'(P", Opn (d)) = Rq4, pero Ry es un K espacio vectorial
que tiene como base al conjunto

{zglaf -2t 0<a; <d para toda i y X! o =d}

es decir el conjunto de monomios de grado d en las variables xg, z1, ..., x,, el numero de estos
monomios es igual al de las combinaciones con repeticion de n + 1 elementos tomados de d en

d que por definicién es
d+n+1)—1\  (n+d
d -\ d

Lo que nos muestra que a diferencia de las variedades afines, cuyos espacios de secciones
rara vez son de dimension finita, el espacio de secciones sobre el espacio proyectivo Op«(d) es
de dimension finita.

D
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