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Introduccion

El trabajo se lleva a cabo en la categoria de los médulos izquierdos (R-
Mod), donde R es un anillo asociativo con unidad.

Las reticulas de clases de médulos son una 1util herramienta para obtener
informacion acerca de la estructura interna del anillo y la categoria de médu-
los asociada a él. Una de las reticulas mas estudiadas es la reticula de teorias
de torsion hereditarias, ya que de ella se obtienen importantes relaciones con
la reticula de topologias lineales en R, la reticula de radicales exactos izquier-
dos, la reticula de clases de torsion hereditarias y la reticula de clases libres
de torsion hereditarias. Veremos que estas reticulas surgen de un concepto
mas general que es el de clase de pretorsién hereditaria.

En el capitulo 1, se introduce la subcategoria plena de R-Mod (o[M]),
debida a Robert Wisbauer, y se estudian algunas de sus propiedades, entre
las cuales destaca el ser una clase de pretorsion hereditaria.

En el capitulo 2, se trabaja con las reticulas mencionadas previamente y
las relaciones que existen entre ellas.

Las clases naturales- también conocidas como clases saturadas o clases
de tipo- fueron introducidas por John Dauns en la década de los 90s. En el
capitulo 3, se introduce ésta importante reticula, se muestra la relacion que
mantiene con las reticulas de los capitulos anteriores y se obtienen resultados
del anillo.

Historicamente, se obtuvieron primero resultados para la reticula de clases
naturales y después se generalizaron para la reticula de clases pre-naturales.
Dicha reticula (que denotaremos por R-prenat) fue introducida por Yigiang
Zhou y Stanley Page a finales de los 90s. Esta reticula se estudia en el tltimo

capitulo.
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Capitulo 1

og|M] y Clases de Pretorsion

Hereditarias

1.1. Propiedades de o[M]

Se dice que un R-médulo N es M-generado si existe un conjunto A tal
que N = MW /V con V< M@, Un médulo N isomorfo a un submédulo

de un médulo M-generado se le conoce como un médulo M-subgenerado.

Definicién 1.1.1. St M es un R-modulo, la clase de todos los modulos M -
subgenerados se denotard por o[M]. Por lo tanto se tiene que o[M] ={N €
R-Mod : 3I conjunto y 3V < M tal que N — MD/V}.

De la definicién y del hecho de que todo R-moédulo es cociente de un libre
se tiene que o[grR] = R-Mod.

También es claro que o[M] es cerrada bajo tomar copias isomorfas. De-
mostremos que es cerrada bajo submddulos, sumas directas arbitrarias y

coclentes.

Proposicién 1.1.2. St M es un R-maodulo, entonces se tienen las siguientes

propiedades:

1. Si N eo[M]yL <N, entonces L € o[M] y N/L € o[M];

2. Si {N;},c; C o[M], entonces @ N; € o[M].

iel

9



10 CAPITULO 1. o[M] Y CLASES DE PRETORSION HEREDITARIAS

Demostracion. (1) Si L < N € o[M] entonces existe un conjunto I tal que
L N MD/VeconV <MD Asi L — MD/V entonces L € o[M]. Si
N — MWDV entonces N = W/V donde V < W < MWD Asi L = XV
con V< X < W, entonces N/L = (W/V)/(X/V)=W/X < MD/X. Por
lo tanto N/L € o[M].

(2) Sea {M;},.; la familia de médulos M-generados tales que para toda

1 € I, N; < M,;. Asi M; = M(Ai)/‘/;, donde A; es un conjunto y V; <
M) entonces por la propiedad universal de la suma directa @ M; =
iel
(M V) = (@ MO ED V).
iel iel iel
Pero ED M@ = M@ para algin conjunto A. Con ello EB M; € o[M]
iel iel
y por el inciso (1), @ N; € o[M]. O
iel

Corolario 1.1.3. Si N € R-Mod y {N;,}icr es una familia de submddulos de
N tales que {N;}icr C o[M] entonces Z N, € o[M].

iel
Demostracion. Si j; : N; — N denotan las inclusiones, entonces por la
propiedad universal de la suma directa existe j = @y; : @ N; — N, la

el
funcién suma, que cumple Im(j) = Z Im(y;) = Z N;. Como @ N; €
il iel iel
o[M], por la Proposicién 1.1.2 Z N; =Im(j) € o[M]. O

i€l

Definicién 1.1.4. Una subclase € de R-Mod es subgenerada por N o N es

un subgenerador para €, si todo elemento en € es N-subgenerado.

Proposicion 1.1.5. Para N, M € R-Mod las siguientes condiciones son

equivalentes:
(a) N es un subgenerador para o[M];
(b) o[M] = o[N];

(¢c) N € o[M] y M € o[N].
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Demostracion. (a) = (b) Como N € og[M] entonces, por el primer inciso de
la Proposicién 1.1.2 y el hecho de que o[N] es cerrada bajo tomar copias
isomorfas implica que o[N] C o[M]. Para la otra contencién, M € o[M]
entonces, por hipétesis, es subgenerado por N y por lo tanto M € o[N].
Por la Proposicién 1.1.2 cualquier médulo isomorfo a un submoédulo de un
médulo M-generado también pertenece a o[M]. Asi o[M] C o[N].

(b) = (c¢) Es claro.

(¢) = (a) Como M € o|[N], entonces M es subgenerado por N por lo que
cualquier médulo subgenerado por M es subgenerado por N. Entonces N es
subgenerador de o[M]. O

De lo anterior podemos concluir que si N < M, entonces o[N| C o[M] y
si N € o[M] entonces o[N] C o[M].
Corolario 1.1.6. Para un R-modulo M las siguientes propiedades son equi-

valentes:

(a) R es subgenerado por M;
(b) o[M]=R-Mod.

Demostracion. (a) = (b) Si R es subgenerado por M entonces R € o[M].
Por lo tanto R-Mod=0[R] C ¢[M] C R-Mod.

(b) = (a) Claramente R € o[M], por lo tanto R es subgenerado por
M. [

1.2. Mobdulos M-inyectivos

Definicién 1.2.1. Se dice que un mddulo N es M-inyectivo si para cada
submaodulo X de M, cualquier homomorfismo f : X — N se puede extender
a un homomorfismo f : M — N tal que fi = f donde i denota la inclusion
de X en M.
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Corolario 1.2.2. Si N es un modulo M-inyectivo, entonces cualquier mono-
morfismo f : N — M se escinde, mas aun si M es inescindible, f es un

isomorfismo.

Proposicion 1.2.3. Sea N un modulo M-inyectivo. Si X < M entonces N
es X -inyectivo y M /X -inyectivo.

Demostracion. SeaY < Xy f:Y — N.ComoY < M y N es M-inyectivo,
entonces f se extiende a f : M — N. Por lo tanto f|x : X — N es una

extension de f, asi N es X-inyectivo. Ver la figura donde 1, 75 son inclusiones.

Sea Y/X < M/X y ¢:Y/X — N un homomorfismo. Sea 7 el epimor-

fismo canénico de M en M/X y 7’ = 7|y.

Yy —" M
Y/X 2% vy x

Como N es M-inyectivo, entonces existe 6 : M — N que extiende a @7’

Y v M
l /
py /
/
Y/X
/
d}l /
¥
N
Asi, tenemos que 0(X) = p(7'(X)) = ¢(0) = 0y como Nuc(m) < Nuc(d),
entonces existe ¢ : M/X — N tal que ¢ym = 6. Asi, para todo y € Y,
by + X) = ¥r(y) = 0(y) = 7' (y) = o(y + X). Por lo que 4 extiende a ¢
y por lo tanto N es M/ X-inyectivo.
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Yy —Y M

/
/
i 6, ™

Z'Y/X/

—#>M/X

[]

La siguiente proposicion se puede pensar como una generalizazion del

Criterio de Baer.

Proposiciéon 1.2.4. Un mdédulo N es M-inyectivo si y solo si N es Rm-

wmyectivo para todo m € M.

Demostracion. (=) Se sigue de la Proposicién 1.2.3.

(<) Supongamos que N es Rm-inyectivo para todo m € M. Sea X <
My ¢ : X — N un homomorfismo. Sea & = {(Y,¢) : X <Y < M
y ¥ Y — N tal que ¢|x = p}. Definimos la siguiente relacién en -
Y,v) < (Z,v) si Y < Z y v|ly = 1. Entonces (&7, <) es un conjunto
parcialmente ordenado; con ayuda del Lema de Zorn demostraremos que &7
tiene elementos maximos. En efecto, si € = {(Y;,¥;)}ies es una cadena de
elementos de o7, consideremos la pareja (Y = Z Y, = U Y;, 1) donde

icl icl
1 'Y — N definida como sigue: para todo y € Y, existe ¢+ € I tal que

y € Y; con ello ¥(y) := ¥;(y). Afirmamos que (Y,1)) es una cota superior
Y, = wz‘-

Por el Lema de Zorn & tiene elementos méaximos. Sea (Y1) un méximo,

de €. En efecto, para toda ¢ Y; <Y y por como se defini6 ¢, ¢

entonces se tiene que Y <, M, pues en caso contrario existiria Y/ < M
seudocomplemento de Y en M tal que Y @Y’ <, M. Asi Y <Y & Y’
y podemos extender ¥ lo que es una contradiccién pues (Y, 1) es maximo.
AsiY <. M.

Supongamos que Y es propio en M y consideremos m € M — Y.

Sea K = {r € R : rm € Y}, entonces, como Y <, M se tiene que
Km # 0. Definimos ¢ : Km — N como p(km) = ¢ (km). Por hipdtesis
1 se extiende a v : Rm — N. Si definimos y : Y + Rm — N como
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X(y+rm) =(y) +v(rm), entonces y estd bien definida pues si y +rm = 0
entonces r € K y por tanto ¢ (y) +v(rm) = ¥(y) + u(rm) = ¥ (y) +(rm) =
Y(y+rm) = 0. Entonces (Y + Rm, x) € <7, lo que contradice la maximidad
de (Y,9). AsiY =M y ¢ : M — N extiende a ¢. O

Proposiciéon 1.2.5. Un maddulo N es @ M;-inyectivo st y sélo si N es
iel
M;-inyectivo para toda i € 1.

Demostracion. =) Se sigue de la Proposicién 1.2.3.

<) Supongamos que N es M;-inyectivo para todo i € I, sea M = @ M;,
iel
X < M y consideremos un homomorfismo ¢ : X — N. Andlogamente

a la demostracion de la Proposiciéon 1.2.4 por el Lema de Zorn podemos
tomar una pareja (Y,1) maxima con la propiedad de que X <Y < M y
|x = p.Por lo tanto Y <., M pues en caso contrario ¢ se extiende mediante
un pseudocomplemento de Y. Afirmamos que Y = M. Supongamos que no,
entonces existe j € [ y m € M; tal que m ¢ Y, como N es M;-inyectivo, por
la Proposicion 1.2.4, N es Rm-inyectivo. Los mismos argumentos usados en
la demostracion de la Proposicién 1.2.4 nos dicen que v se puede extender a
un homomorfismo yx : X + Rm — N | contradiciendo la maximidad de 1,

asi N es M-inyectivo. O

Si K es una clase de médulos y N € R-Mod, decimos que N es inyectivo
en K si N es M-inyectivo para todo M € K.

1.3. La Capsula M-inyectiva de un mddulo.

Al principio del capitulo se definieron los médulos M-generados, donde
M € R-Mod. Vamos a generalizar este concepto y para ello consideramos %
una clase de médulos, entonces un médulo N es generado por % si existe

una familia {U, }aca € % y un epimorfismo ¢ : @ U, — N.
acA
Cuando % = {M}, tenemos nuestra definicién de que M genera a N o

que N es M-generado pues existe un epimorfismo ¢ : M4 — N y esto es
justamente que N = M@ /Nuc(yp).
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Dada una clase de médulos %, la clase de todos los médulos generados
por % se denotara como Gen(% ), cuando % = {M} se denotard Gen(M).

Lema 1.3.1. Si % es una clase de mddulos, entonces Gen(% ) es cerrada

bajo tomar tomar copias isomorfas, cocientes y sumas directas arbitarias.

Demostracion. Para demostrar que es cerrada bajo cocientes y bajo tomar
copias isomorfas observamos que si M € Gen(Z)y f: M — M’ es un
epimorfismo, entonces existe una familia {U;};c; € % y un epimorfismo
F @ U — M. Asi fF: @ U; — M’ es un epimorfismo y por lo tanto

iel iel
M' e Gen(%).

Si {Ma}aen € Gen(%), entonces existe una familia {U;}ic;, € %y
existe un epimorfismo f, : @Ui — M, para cada a € A. Por lo tanto,

i€la
si U, = @ U; entonces M, = U,/Nuc(f,). Asi, por la propiedad universal
i€l
de la suma directa @M = @(Ua/Nuc(fa)) =~ (@ Ua)/(@ Nuc(fa)),
acl acA acl ael
como @ Ua :@(@ U;) = @ U,, entonces por ser cociente consideramos
a€el aelN i€l vyel’
el epimorfismo canoénico 7 : @ U, — EB M,.
vel acl
Por lo tanto @ M, € Gen(%). O

a€eA

Es claro que Z C Gen(% ), ademés tenemos que si ¥, % son clases de
moédulos tales que ¥ C % entonces Gen(?) C Gen(%) y también ocurre
que si ¥ C Gen(% ), entonces Gen(¥) C Gen(% ).

Definicién 1.3.2. Si % es una clase de modulos, un médulo G es un gene-
rador para Gen(% ), si Gen(% ) = Gen(G).

Lema 1.3.3. Sea % wuna clase de mddulos y G un R-mddulo, entonces G

es un generador para Gen(%) si y solo si G € Gen(%) y G genera cada
Ucu.

Demostracion. (=) Es claro pues G € Gen(G) = Gen(% ) y cada U € %
pertenece a Gen(% ).
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(<) SiG € Gen(% ) entonces Gen(G) C Gen(% ). Por otro lado, como G
genera a cada elemento de la clase %, entonces % C Gen(G) y asi Gen(% ) C
Gen(G). O

Dada una clase de médulos % y cualquier R-médulo M, siempre exis-
te un submdédulo mayor de M que es generado por % como lo veremos a

continuacion pero antes tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.3.4. La traza de % en M se define como try (%) = > {f(U) :
fe  Homr(U M) yU € %}. Cuando % = {U} entonces se denotatry (U) =

>ASW) - f € Homp(U, M)}.
De lo anterior concluimos que try (%) = > {try(U) : U € U }.

Proposicién 1.3.5. try (%) < M es el mayor submddulo de M generado
por U .

Demostracion. Sea {Uy}taer € % y h : EBUa — M. Entonces Im(h) =

aEA
Z Im(hi,) < try (%) donde i, denota la a-ésima inclusién por cada o € A,

acA
por lo tanto todo submédulo de M generado por % esta contenido en 7y, (% ).

Por otro lado existen {U,}aca y homomorfismos h, : U, — M con

trov(%) = Z[ m(hy). Consideremos entonces el homomorfismo suma h :
acl

@ U, — M, el cual tiene como imagen try, (% ). O

a€cl

Dado lo anterior el siguiente corolario es claro.
Corolario 1.3.6. % genera a M si y sélo sitry (%) =M.

La siguiente proposicion muestra el comportamiento que tiene la traza

sobre los homomorfismos de médulos.

Proposicion 1.3.7. Sea % wuna clase de modulos, M, N € R-Mod y [ :
M — N un homomorfismo, entonces f(try (%)) < trn(%).

Demostracion. Anteriormente se demostré que Gen(% ) es cerrada bajo imédge-
nes epimorficas. Como try (%) € Gen(U) entonces f(try (%)) es un submédu-
lo de N generado por % . Por la Proposicién 1.3.5, f(try (U)) < trn(%)). O
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Lema 1.3.8. Sean %,V clases de modulos. Si V' C Gen(%) entonces

Demostracion. Como ¥ C Gen(% ) entonces Gen(¥') C Gen(% ) por lo que
tra (7)) es un submédulo de M generado por % . Por la Proposicién 1.3.5,

Teorema 1.3.9. Sea G un generador para Gen(%). Entonces para todo

modulo N se tiene que

trN(%) = t’f’N(G)

Demostracion. Es claro por el Lema 1.3.8. ya que Gen(G) = Gen(%) O

Corolario 1.3.10. Sean N, M € R-Mod e I un conjunto. Entoncestry(M) =
tT’N<M(I)).

Demostracion. Tenemos que MY € Gen(M) por lo que Gen(M)) C Gen(M).
Para la otra contencién, consideramos 7 : M! — M el epimorfismo na-
tural del producto directo del cardinal de |I| copias de M en M. Como
MD < My 7|y : MDD — M sigue siendo un epimorfismo entonces
M € Gen(MWY). Entonces tenemos que Gen(M) C Gen(M®). Asi, por el
Lema 1.3.8 try(M) = try(MWD). O

Para todo R-mdédulo N, try(M) € o[M] la demostracién se sigue de la
Proposicién 1.1.2 y del Corolario 1.1.3.

Proposicién 1.3.11. Para N, M R-mdédulos se tiene que trgny (M) es M-

myectivo.

Demostracion. Sean H = trppy(M), X < My f: X — H, como H <
E(N) y E(N) es inyectivo entonces existe f : M — E(N) que extiende a
i1 f, donde i; es la inclusién de H en E(N), y cumple que fi =i, f con i la
inclusion de X en M.
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Pero por definicién de traza, tenemos Im(f) < H pues f € Homgp(M, E(N)).

Por lo tanto H es M-inyectivo.

X——M

/

~

i
Ve
7
7
L /
/

H™ )

|
|

| 7
r
E(N)

Ve
/

]

Definicién 1.3.12. trpu)(M) se llama la cdpsula M-inyectiva de N y se
denota como Eyn(N) = trgaw (M) < E(N).

De la Proposicién 1.3.11 tenemos que Ep(N) € o[M].
Lema 1.3.13. Sean N, M € R-Mod, entonces trpvy(M) = trgn)(o[M]).

Demostracion. Como M € o[M] se tiene que trpv) (M) < trgmy(a[M]).
Sea L € o[M]y f: L — E(N), sin pérdida de generalidad podemos
suponer que L < M@ /V con I un conjunto y V' < M. Entonces f se
puede extender a f : MY /V — E(N) pues E(N) es inyectivo.
Sea 7 : MDD — MWD /V el epimorfismo canénico. Entonces f(L) =
fG(L) < FMD)V) = f(m(MD)) = (fr)(MD). Ver el siguiente diagrama:

Como fr € Homg(MY, E(N)), entonces f(L) < trE(N(M(I)) =
trgvy(M). Por el Corolario 1.3.10, trE(N)(M(I)) =trpw)(M), asi f(L) <
treavy(M).
Lo anterior ocurre para cualquier L € o[M]y f € Homg(L, E(N)), por
lo tanto tTE(N)(J[M]) < tTE(N)(M)-
]
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Lema 1.3.14. Sean N, M € R-Mod. Si N es M-inyectivo, entonces es inyec-
tivo en o[M].

Demostracion. Sea L € o[M]. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que L < MW /V. Como N es M-inyectivo entonces, por la Proposicién 1.2.5,
N es MD-inyectivo. Ahora, por la Proposicién 1.2.3, N es M) /V-inyectivo
y de nuevo por la Proposicion 1.2.3 N es L-inyectivo. Por lo tanto N es
inyectivo en o[M]. O

Lema 1.3.15. Para cualquier mdédulo N € o[M], N <, Ey(N).

Demostracion. Sea N < MY /V. Entonces N = L/V para algin L < MD,
Sea 7 : L — L/V el epimorfismo canénico y @ : M) — E(N), la exten-
sién de 4,7 a M), donde i; es la inclusién de N en E(N). En la figura i

denota la inclusién de L en M@,

Entonces, N = i1(N) = i1(n(L)) = (L) < 7#(MD) < trpny(c[M]) =
Ey(N) por el Lema 1.3.13.
Tenemos que N <, E(N), por lo anterior N < Ej;(N), entonces N <,
Ey(N).
[l

Definicién 1.3.16. Decimos que un modulo N es casi-inyectivo si es N -

myectivo.

Proposicién 1.3.17. Para cualquier mddulo M, sean Y < X € o[M] y
N € o[M]. Lo siguiente se cumple:

1) Si Y es M-inyectivo, entonces Y es sumando directo de X;

2) Ey(X)=Ey(Y)® En(Z) para algin Z < X;
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3) N es M-inyectivo si y sélo si N = Ep(N);
4) St N es M-inyectivo entonces N es casi-inyectivo.

Demostracion. (1) SiY es M-inyectivo, entonces por el Lema 1.3.14, es o[ M-
inyectivo. Por lo tanto es X-inyectivo y por el Lema 1.2.2 es un sumando
directo de X.

(2) Del hecho de que Y < X € o[M] se tiene Ey(Y) < Ey(X) €
o[M]. Por la Proposicién 1.3.11, Ey(Y) es M-inyectivo. Entonces por (1),
Ey(X) = Ey(Y) @V para algin V. Tenemos X < Ey(X) < E(X) por
el Lema 1.3.15. Sea Z = X NV, entonces Z <, V pues X <, Ey(X) =
Ey(Y)®V.Asi E(Z) = E(V) lo cual implica que Ey(Z) = Ep(V). Lo que

queremos se sigue de que
Ev(X)=EuY)®V <Ey(Y)® Ey(V)=Eu(Y)® Eu(Z2) < En(X).

(3)(=) N es M-inyectivo, asi por el Lema 1.3.14 N es inyectivo en o[M]. Por
lo tanto N es Ej;(N)-inyectivo, entonces es un sumando directo de Fy (V)
por (1). Como se tiene que N <, Ep;(N), entonces N = Ep(N).

(<) Es claro pues Ey(N) es M-inyectivo.

(4) Como N es M-inyectivo, por el Lema 1.3.14 es inyectivo en o[M].

Entonces es N-inyectivo, asi N es casi-inyectivo. O

Todo lo anterior se puede resumir en términos mas generales:

o[M] es una subcategoria plena de R-Mod la cual tiene nicleos y contcleos,
Proposicién 1.1.2. Dada una familia de médulos {M;}ic; C o[M] existe el
coproducto el cual viene dado por la suma directa de médulos, Proposicién
1.1.2. Cualquier médulo N € o[M] tiene cépsula inyectiva Fp(N) € o[M],
Lema 1.3.15 y Proposicion 1.4.1.

Para ver la existencia del producto, generadores y mas propiedades sobre
o[M] ver Wisbauer [12, pp. 118-141].

1.4. Clases de Pretorsion Hereditarias.

Para nuestros fines, necesitaremos algunas clases de moédulos que por
ser cerradas bajo ciertas propiedades reciben nombres especificos como lo

muestra la siguiente tabla:
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Clase Cerrada bajo

Pretorsién =~ /. P
de Pretorsiéon Hereditaria =/, <
Torsion = /, P, Ext.
de Torsion Hereditaria =~ /, P, <, Ext.

Libre de Pretorsién =~ <]

Libre de Torsién = < I, Ext

Libre de Torsién Hereditaria | =, <, [[, Ext., E(.)

Ya demostramos que dada una clase de médulos %, Gen(% ) es una
clase de pretorsion. El siguiente Lema demuestra como son las clases de
pretorsion hereditarias y en el capitulo 2 se discutird sobre las clases de

torsion hereditarias y las clases libres de torsién hereditarias.

Definicién 1.4.1. Para cualquier clase de médulos F, consideramos el con-
gunto {X; }ier de representantes de clases de isomorfismo de submddulos cicli-
cos de modulos en F, es decir, si A € F ya € A, no se puede asegurar que
Ra € F, pero existe i € I tal que Ra = X;. Construimos Mx = @ X;.
iel

Posteriormente se probara que la coleccion de clases de pretorsion heredi-
tarias estd en correspondencia biyectiva con un conjunto por lo que se puede
intersecar una familia de clases de pretorsion hereditarias la cual vuelve a ser

una clase de pretorsion hereditaria.

Lema 1.4.2. Lo siguiente se cumple para una clase de modulos F:
1. o[Mzx] es la menor clase de pretorsion hereditaria que contiene a F;
2. F es una clase de pretorsion hereditaria si y solo si F = o[Mg].

Demostracion. (1) En la Proposicién 1.1.2 se demostré que para todo médulo
M, o[M] es cerrrada bajo tomar copias isomorfas, cocientes, submédulos y
sumas directas arbitrarias, por lo tanto, o[M] es una clase de pretorsién
hereditaria.

Si K es una clase de pretorsion hereditaria tal que F C K entonces
Mz € K. Por lo tanto, o[Mz] C K. Entonces o[Mx| estd contenida en la

interseccion de todas las clases de pretorsion hereditarias que contienen a F.
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Sélo falta probar que F C o[Mx|, para ello si N € F y x € N entonces

Rx — Mgz. Asi Rx € o[Mg], por el Corolario 1.1.3 N = Z Rx € o[Mg].
zeN
(2) Se sigue directamente de (1). O

Corolario 1.4.3. Una clase de modulos F es una clase de pretorsion here-

ditaria si y solo si F = o[M] para algin mdédulo M.

La coleccion formada por las clases de pretorsion hereditarias la denota-

remos como TP(R).



Capitulo 2

Topologias Lineales

2.1. Propiedades y definiciones.

Definicién 2.1.1. Un grupo abeliano G es un grupo topoldgico si existe una
topologia en G tal que las funciones f : G x G — G, (a,b) — a+b y
g: G — G, a — —a son continuas. La topologia que se considera en

G x G es la topologia producto.

Para cualesquiera U,V C G definimos U +V ={u+v:ueUyv eV}
y—U={u:—-ueU}.
La funcién g es biyectiva y su inversa es ella misma por lo que es un

homeomorfismo. Asf, U C G es abierto si y sélo si g~}(U) = —U es abierto.

Lema 2.1.2. Sea G un grupo topolégico. Para un elemento fijo a € G la

funcion f, : G — G, x — x + a es un homeomorfismo.

Demostracion. El subespacio {a} x G de G x G es homeomorfo a G mediante
la aplicacién (a,b) — b. Por otro lado f|{s}x¢ es una funcién continua y
claramente es biyectiva. Asi, hay una biyeccién continua f, : G — G. La
funcion f_, : G — G es continua, biyectiva y es la inversa de f, por lo que

fa €s un homeomorfismo.

]

Si U C G es un conjunto abierto y a € G entonces el conjunto U + a =

{u+a :u € U} es abierto. Asi, al tomar uniones tenemos que U + V es

23
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abierto cuando U y V lo son. Si a € G entonces U es un vecindad abierta de

a siy sélo si U — a es una vecindad abierta del 0.

Definicién 2.1.3. Una base de vecindades de x en un espacio topologico X
es una subcoleccion B, de un sistema de vecindades N, que tiene la propiedad
de que para todo U € N, existe V € B, tal que V C U.

La familia de vecindades abiertas del cero es una base de vecindades del
cero y determinan de manera tinica una topologia en G (ver Prieto [10, pp.
56-60]) que lo convierte en un grupo topolégico como lo muestra la siguiente

proposicion.

Proposicién 2.1.4. Sea G un grupo topoldgico y N el conjunto de vencin-

dades abiertas del 0 entonces las siguientes condiciones se satisfacen:
N1) SiU e N ya e U entonces existe V€ N tal que a+V C U;
N2) Para cada U € N existe Ve N tal que V+V CU;

N3) Si U € N entonces —U € N.

Reciprocamente, si G es un grupo abeliano y N es un conjunto no vacio de
subconjuntos de G que satisface N1) — N3), ademds de que todo elemento
de N tiene al cero y si U,V € N entonces existe W € N con W CUNV
entonces existe una unica topologia en G tal que G es un grupo topologico y

N es precisamente la base de vecindades del cero.

Demostracion. Lapropiedad N1) se sigue del Lema 2.1.2 pues f_, : G — G,
r — x — a es un homeomorfismo.

Para N2), sea U € N. Tenemos que f es una funcién continua y (0,0) €
F~HU), por lo que existen Vi, V, C G abiertos tales que (0,0) € V; x V, C
f7YU). Consideramos V = V; NV entonces V x V C V; x Vo C f~1(U) por
loque f(VxV)=V+V CU.

N3) se sigue del hecho de ser g continua.

Para el reciproco, sea 7 = {U C G : Ve € U,3W € N con z + W C U}.
Afirmamos que 7 es una topologia para G.

Claramente (), G € .
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Sea x € UyNU, con Uy, U, € 7. Como x € U; € T entonces existe W, € N
tal que z + W, C Uj, de forma ansloga existe W5 € N tal que x + Wy C Us.
Por hipétesis, tenemos que existe W € N tal que W C W, N W, por lo que
r+W Cax+W, CU yo+W Cax+Wy, CUy. Asi, 2+ W C U NU,
implicando que Uy NU; € 7.

Consideramos una familia {U;},c; C 7y x € U U; entonces existe ig €
i€l
tal que x € U;,. Asi, existe Wy € N tal que 2+ Wy C U, entonces =+ Wy C

U U;. Por lo tanto, U U; € 7 y demostramos que 7 es una topologia para G.
i€l iel
La condicién N1) dice que los elementos de N son abiertos.

Tenemos que si U es abierto entonces a + U es abierto para todo a € G.
Para demostrar esto consideramos b € a+ U entonces b—a € U como U € T,
existe Ve Ntalqueb—a+V CU. Asi,b+V Ca+U y a+ U es abierto.

Para demostrar que GG es un grupo topoldgico necesitamos demostrar que
las funciones f y g son continuas. Primero veamos que f es continua. Sea
U C G abierto y (¢,d) € f~1(U) entonces ¢ + d € U, con lo cual existe
W € N tal que c+d+ W C U. Por otro lado por N2) existe @ € N con
Q + Q C W entonces (¢,d) € (c+ Q) x (d+ Q) C f~HU). Como (c+ Q) y
(d + @) son abiertos entonces f es continua.

La continuidad de g se sigue del hecho de que si U es abierto entonces
—U es abierto. Para esto, sea a € —U entonces —a € U por lo tanto existe
W e N tal que —a+ W C U. Por N3) =W € N, asi a+ (—W) C —U por
lo tanto —U es abierto y por lo tanto g es continua.

Asi, G es un grupo topoldgico y directamente se sigue que la base de
vecindades del cero es N. O

Definicién 2.1.5. Un anillo topolégico es un anillo R con una topologia tal
que como grupo abeliano es un grupo topologico y la funcion h: Rx R — R

con (a,b) — ab es continua.
Para cualesquiera U,V C R, se define UV ={uv:ueUywv eV}

Lema 2.1.6. Sea R un anillo topoldgico. Si a € R entonces las funciones

ha,h® : R — R con x — ax y x — xa respectivamente son continuas.

Demostracion. El subespacio {a} x G de G x G es homeomorfo a G mediante

la aplicacion (a, b) — b. Por otro lado h|e) < es una funcién continua. Asf,
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he : G — G es una aplicacién continua. De forma andlgoa h® es continua.
O

Proposicion 2.1.7. Sea R un anillo topoldgico. Entonces el conjunto de
vecindades abiertas del cero N satisface N1) — N3) de la Proposicion 2.1.4

y también satisface:
N4) Paraa € RyU € N existe V€N tal que aV CU yVa CU;
N5) Para cada U € N existe V € N tal que VV CU.

Reciprocamente, si R es un anillo y N es un conjunto de subconjuntos de R
que satisface N1) — N4) ademds de que todo elemento de N tiene al cero y
s1 U,V € N entonces existe W € N con W C U NV entonces existe una
inica topologia en R tal que R es un anillo topoldgico y N es precisamente

la base de vecindades del cero.

Demostracién. Por la Proposicién 2.1.4 el conjunto N satisface N1) — N3).
La condicién N4) se sigue directamente del Lema 2.1.6. Para demostrar N5),
sea U € N como h es continua entonces existen V;, Vo € N tales que (0,0) €
Vi x Vo C h=Y(U). Asi, considerando V = V; N V4 tenemos que VV C U.

Reciprocamente, definimos 7 = {U C R:Vz € U,3W € N con x + W C
U} entonces 7 es una topologia, la demostracién se sigue de la Proposicion
2.1.4. Vamos a demostrar que con esta topologia R es un anillo topoldgico.

Primero veamos que h, : R — R definida como x — ax es una funcién
continus. Sea U C R abierto y x € h,'(U), esto es ax € U. Por definicién
de 7, existe W € N con ax + W C U. Con W € N existe V € N tal que
aV CW. Asi, x+V C h;Y(U), por lo que h;'(U) es abierto por lo tanto h,
es continua. De forma andloga tenemos que h* es continua.

Estamos listos para demostrar que h es continua. Sea U C R abierto y
(c,d) € h~Y(U) entonces cd € U por lo que existe W € N tal que cd+W C U.
Usando N2) existe @ € N tal que Q + @Q C W y ahora usando N5) para
Q € N tenemos que existe V € N tal que VV C Q. Sea P € N con la
propiedad de que P+ P C @, por N2). Por otro lado, como las funciones h, y
h? son continuas, los siguientes conjuntos son abiertos, Py = (h%)~1(P)NnQNV
vy P.=h;'(P)NQNV. Entonces (¢,d) € (c+ P.) x (d+P;) C h™'(U) ya que
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parav € Py, v' € P, (c+d)(d+v") = cd+ cv' +vd+vv' € cd+W C U. Asi,
h es una funcién continua. Por la Proposcion 2.1.4 esta topologia es la tinica

topologia tal que R es un grupo topoldgico y tiene como base de vecindades
abiertas del 0 a NV. O

Definicién 2.1.8. Sea R un anillo. Un conjunto no vacio N de subconjuntos

de R decimos que es fundamental si satisface las siguientes condiciones:
(a) Todo elemento de N tiene a 0;
(b) Si U,V € N entonces existe W € N tal que W CUNV;

N1) Para cada U € N ya € U existe Ve N tal que a+V CU;

N2) Para cada U € N existe V€ N tal que V +V CU;

N3) SiU € N entonces —U € N;

N4) Paraa € R yU € N existe V€N tal que aV,Va CU;

N5) Para cada U € N existe V € N tal que VV CU.

Por la Proposicién 2.1.7 si R es un anillo topoldgico entonces N el con-
junto de vecidades abiertas del 0 es fundamental. Reciprocamente, si R es un
anillo y A es un conjunto fundamental de subconjuntos de R entonces existe
una unica topologia que convierte a R en un anillo topolégico de manera que
N es la base de vecindades de 0.

Proposicién 2.1.9. Sea R un anillo y k una familia de ideales izquierdos

del anillo. Supongamos que las siguientes condiciones se satisfacen:
(L1) Sil €k yl <.J entonces J € k;

(L2) Sil,J € k entonces INJ € k;

(L3) Sil €k yre R entonces (I :1) € k.

Entonces k es un conjunto fundamental.
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Demostracion. Las condiciones (a), N1), N2), N3), N5) son obvias y (b) se
sigue de (L2). Para demostrar N4), sea a € R e I € k entonces (I : a) €
por (L3) y por (L2) tenemos que J = I N (I : a) € k. Claramente aJ, Ja C [

por lo que se cumple N4) y por lo tanto s es fundamental. [

Por la Proposicion 2.1.4, k es un conjunto fundamental entonces existe
una unica topologia que convierte a R en un anillo topologico cuya base de

vecindades consiste de puros ideales izquierdos.

Definicién 2.1.10. Un anillo topoldgico lineal R es un anillo topologico cuya
base de vecindades de 0 consiste de ideales izquierdos del anillo. Llamamos a

dicha base un filtro de ideales izquierdos.

Asi tenemos que una familia de ideales izquierdos de R que satisface
(L1) — (L3) se llama filtro de ideales izquierdos de R. Si no se presta a
confusién lo llamaremos simplemente filtro.

Si k es un filtro de R, entonces todo elemento de x es cerrado y abierto
en la topologia lineal definida en R, pues si I € k entonces R\l = U{a + I :
a ¢ I} que es unién de conjuntos abiertos de R, por lo tanto es abierto, asi [
es cerrado.

La colecciéon de todos los filtros de R es un conjunto que vamos a denotar
como R-fil. Como se observd, este conjunto esté en correspondencia biyectiva
con el conjunto de topologias lineales en R.

Si I es un ideal de R, entonces el conjunto de ideales izquierdos de R que
contienen a [ es un filtro, lo vamos a denotar como 7[I]. Notemos que los
filtros de esta forma son cerrados bajo intersecciones arbitrarias.

Hay un filtro de esta forma muy especial 1[0], el filtro de todos los ideales
izquierdos de R, el cual contiene a cualquier otro filtro de R y n[R] = {R}

que esta contenido en cualquier filtro de R.

Definicién 2.1.11. Sea x € R-fil, decimos que un maodulo izquierdo M es
de k-torsion si para todo m € M, (0 : m) € k. Denotaremos a la clase de

todos los maodulos de k-torsion por F,.

Teorema 2.1.12. Si k € R-fil entonces J, es una clase de pretorsion heredi-
taria. Reciprocamente, si A es una clase de pretorsion hereditaria, entonces
existe un unico filtro k € R-fil tal que A = ..
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Demostracion. Sean k € R-fily M € 9. Si f: M — M’ es un isomorfismo
de R-médulos y m' € M’ entonces existe un inico m € M tal que f(m) = m/.
Asi (0: f(m) =m') = (0:m), como M € 9 entonces (0 : m’) € k, para
todo m’ € M’ lo cual indica que M’ € 7. Asi la clase 7 es cerrada bajo

tomar copias isomorfas.

Es inmediato de la definicion que cualquier submédulo de M pertenece a
..

SiN<Mym+N € M/N, entonces (0 : m) C (N :m) = (0,m+ N)
como  es un filtro se tiene (0 : m+ N) €  por lo tanto M/N es de s-torsién
ie. M/N € 7.

Sean {M;}ie; € J.y m = (m;) € @MZ Entonces m; = 0 salvo un
ntimero finito de indices, digamos my, ms, ..., m,, donde my, € M, con k =

1,2,...,ny i, € I. Entonces para todo k, (0 : my) € k y tenemos (0 : m) =

ﬂ (0 : my). Como k es cerrado bajo intersecciones finitas entonces (0 : m) €

k=1

K es decir GB M; € 7., asi ., es una clase de pretorsion hereditaria.
Reciprocamente, sea A una clase de pretorsién hereditaria, definimos k =

{I < R: R/I € A}. Afirmamos que k satisface (L.1)-(L3) de la Proposicién

2.1.9 .

Veamos (L1) . Si I < J e I € k entonces (R/J) = (R/I)/(J/I) lo cual
implica que R/.J € A pues es cerrada bajo cocientes y copias isomorfas. Por
lo tanto J € k.

Ahora veamos (L2). Sean I,J € k. Entonces R/[I NJ] — R/I & R/J,

como A es cerrada bajo sumas directas y submoédulos, entonces I N J € k.

Por tltimo veamos (L3). Sean [ € k y r € R. Como (I :r) = (0:r+I),
entonces R/(I : r) = R/(0:r+ 1) =2 R(r+1) < R/I € A Como A es
cerrada bajo submddulos, entonces (I : ) € . Con lo anterior demostramos

que k es un filtro.

Con este filtro construimos 7, = {M € R-Mod : Ym € M,(0 : m) €
k}. Por como se definié6 x tenemos que si M € 9, y m € M entonces
(0 : m) € k lo que implica que R/(0 : m) € A, ésta al ser una clase de

pretorsion hereditaria es cerrada bajo tomar copias isomorfas por lo tanto

Rm e A Ast 7, = {M € R-Mod : Vm € M,Rm € A}. Sea M € 7,
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como M = Z Rm y para cada m € M se tiene que Rm € A entonces
meM

M = Z Rm € A pues A es una clase cerrada bajo tomar cocientes y

meM
sumas directas arbitrarias. Asi .7, C A.

Para la otra contencion, si M € A entonces para toda m € M, Rm € A.

Por lo tanto para toda m € M, (0 : m) € k, lo que implica que M € .. [

Hemos demostrado que R-fil estd en correspondencia biyectiva con la
coleccion de clases de pretorsiéon hereditarias que a su vez esta en correspon-

dencia biyectiva con el conjunto de topologias lineales asociadas al anillo.

Proposicién 2.1.13. Sea M € R-Mod y k € R-fil. Definimos T,(M) =
{m € M : (0:m) € k}. Entonces T,(M) < M y es el mayor submddulo de

Kk-torsion de M.

Demostracion. Sean m,m’ € T,(M) entonces (0 : m), (0 : m') € k. Como
O:mnNnO:m)ery O0:mnO:m)C(0:m+m) entonces
(0:m+m') € k por ser un filtro. As’i m +m' € T,(M).

Sire Rym € T.(M) entonces (0:m) € k por lo tanto (0 : rm) = ((0:
m):r) € k. Asi rm € T,,(M) con lo que T,,(M) < M.

Claramente T}, (M) es un médulo de k-torsién y por como se construyé es

el mayor submoédulo de k-torsion contenido en M. O]
Cuando T,,(M) = 0 decimos que M es libre de x-torsion.

Lema 2.1.14. Su N, M son R-mddulos y k € R-fil, entonces las siguientes

condiciones se cumplen:

(a) Si f: M — N es un homomorfismo, entonces f(T.(M)) < T,(N);
(b) Si N < M entonces T,;(N) =T,(M)NN;

(¢) M es de k-torsion si y solo si T,(M) = M.

Demostracion. (a) Sea n € f(Tx(M)), entonces existe m € Ti(M) tal que
fm) =mn.Asi, (0:n)=(0: f(m)) ={re R:rf(m)=0} ={reR:
f(rm) =0} D {r € R:rm =0} = (0: m). Como « es filtro se tiene que
(0:n) € K, por lo tanto n € T(N) con lo que f(Tx(M)) < Tr(N).
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(b) Usando el morfismo inclusién en el inciso anterior tenemos que T (V)
Tx(M). Por otra parte, siempre tenemos Tj(N) < N. Entonces Tj(N)
Tw(M) N N. La otra desigualdad es clara a partir de la definicién.

<
<

(¢)(=) Como M es de k-torsion, entonces para toda m € M, (0 : m) €
K,y por lo tanto M < T(M). La otra contencién es clara, por lo tanto

Ti(M) =

(<) Para todam € M, (0:m) € k. Por lo tanto M es de k-torsiéon. [

Corolario 2.1.15. Si k,x" € R-fil y k C K/, entonces T,,(M) < T,.(M) para
todo modulo M.

Asi, todo médulo de k-torsion es un médulo de k’-torsién, i.e. 7, C Ty

este hecho serd clave a la hora de demostrar el isomorfismo entre las reticulas

R-fily T?(R).

Proposicion 2.1.16. Sea k € R-fil, entonces la clase de los modulos libres

de k-torsion es una clase libre de torsion hereditaria.

Demostracion. Llamemos %, a la clase de los modulos libres de x-torsién.

Demostremos que %, es cerrada bajo:
(i) isomorfismos;

(ii) submédulos;

(iii) productos arbitrarios;

(iv) extensiones;

(v) capsulas inyectivas.

(i) Claramente es cerrada bajo isomorfismos.
(ii)) Sea N < M € %, por el inciso (a) del Lema 2.1.14 tenemos que
0=T,(N) <Ty(M)=0. Por lo tanto N € .Z,,.
(iii) Sean {M;}ier C Fpy M = 1_[]\/[Z Tomamos m € M, entonces
iel
m = (m;);er y se tiene que (0 : m) = ﬂ(O :m;). Si (0 :m) € Kk entonces,
iel
como es filtro, se tiene que para toda ¢ € I,(0 : m;) € K, pero para toda
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i €I, Ty(M;)={0}. Por lo tanto m; = 0 para toda i € I. Asi m = 0. Por lo
tanto Ti(M) = {0}.

(iv) Consideremos la siguiente sucesion exacta 0 — N — M —
M/N — 0 con N, N/M € %,. Para demostrar que Tj(M) = {0}, veremos
que T (M) < N y por los incisos (b), (¢) del Lema 2.1.14 T, (M) < T(N) =
{0}.

Para ello, sea (0 : m) € k con m € M. Como (0:m) < (N :m)=(0:
m + N) por ser & filtro, (0 : m + N) € k. Pero M/N € %,, por lo tanto
m + N = 0. Entonces m € N con lo que tenemos Ty(M) < N.

(v) Sea M € Z,y E(M) su cépsula inyectiva. Del inciso (b) del Lema
2.1.14, tenemos 0 = T},(M) = Tp(E(M)) N M. Por lo tanto Ti(E(M)) = 0,
pues M C, E(M).

Asi .7, es cerrada bajo tomar copias isomorfas, submdédulos, productos,
extensiones y capsulas inyectivas por lo que es una clase libre de torsion
hereditaria. ]

2.2. La estructura reticular de R-fil.

El conjunto R-fil junto con la inclusién es un conjunto parcialmente or-
denado. Para analizar la estructura reticular de R-fil es necesaria la siguiente

proposicion.

Proposicién 2.2.1. Si {k;}ie;r € R-fil, entonces ﬂ k; € R-fil.
icl

Demostracion. Sean K < Jy K € ﬂ k;. Entonces para todo 7 € I, K € k;.
iel
Como cada k; es un filtro, J € k; para todo ¢ € I. Entonces J € ﬂ K.
i€l
Si K, L e ﬂ k; entonces, para todo ¢ € I, se tiene que K, L € k;. Por lo
i€l
tanto K N L € k; y entonces K N L € ﬂ/{i.
iel
Por dltimo, sir € Ry K € ﬂ/@i entonces (K :r) € ﬂ/@i, por lo que
iel iel

() ri € RAL O

i€l
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Por la Proposicién 2.2.1 el infimo de un subconjunto Y de R-fil estd dado
por A/"Y =Y y el supremo esté dado por \//"Y = N{x € R-fil : &' C &
para todo k' € Y}.

Asf (R-fil,C, AY v n[0], n[R]) es una reticula completa.

El elemento menor de R-fil es n[R] = {R} y el elemento mayor es 7[0].
Un elemento de R-fil\{n[0]} se llama propio y un elemento de R-fil\{n[R]} se
llama no trivial, notemos que un filtro es propio si y sélo si (0) no pertenece

a él.

Definicién 2.2.2. 1) Un dtomo de R-fil es un filtro no trivial que no con-

tiene filtros no triviales.

2) Un codtomo en R-fil es un filtro propio que no estd contenido en algin

filtro propio.

Proposicién 2.2.3. Si k es un filtro propio de R-fil y {I; : j € Q} es un
conjunto de ideales izquierdos de R que no estan en k, entonces el conjunto
de todos los filtros que contienen a Kk pero que no tienen a las I, tiene un

elemento mdzximo.

Demostracion. Sea # = {k' € R-fil : k C &’ y para todo j € Q,I; ¢ «'}
entonces (%, C) es un conjunto parcialmente ordenado.

Para demostrar que & tiene elementos méaximos haremos uso del Lema
de Zorn.

Sea Y C % una cadena,veamos que UY € Z. Si en caso contrario, existe
J € Q) tal que I; € UY entonces existe &' € Y tal que I; € &’ pero eso es una
contradiccion.

Por lo tanto UY no tiene I; para toda j € €2, asi se cumplen las hipdtesis

del Lema de Zorn y por ende £ tiene elementos maximos. O

Corolario 2.2.4. Todo elemento propio de R-fil estd contenido en un codto-

mo.

Demostracion. Los codtomos de R-fil son precisamente aquellos filtros «’/

maximos con respecto a la condiciéon (0) ¢ '’ O
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El corolario anterior demuestra que R-fil tiene coatomos pero para nues-
tros fines necesitamos saber ; Qué ocurre cuando hay un tinico codtomo? Por
lo anterior, todo elemento propio estaria contenido en él y asi seria el mayor

filtro propio.

Definicién 2.2.5. Sea « un cardinal infinito, un ideal izquierdo I de R se
llama esencialmente a-débil si dado cualquier subconjunto X de R tal que

| X |< a se tiene ﬂ (I :2)#0. S« es numerable entonces se dice que I

reX
es esencialmente débil si para cualquier subconjunto finito X de R se tiene

que ﬂ([:x);«é().
zeX
Proposicion 2.2.6. Si % denota el conjunto de todos los ideales izquierdos

esencialmente débiles y el conjunto es un filtro entonces es el mayor filtro

propio de R-fil.

Demostracion. Sea k € R-fil un filtro propio, si J € k y S C R finito,

entonces [ = ﬂ(J : ) € k por lo tanto I # 0 pues k es propio, asi J es

seS
esencialmente débil con lo que se tiene que kK C 7. O

Lema 2.2.7. §i J < R es esencialmente débil y X C R es finito, entonces
L= ﬂ (J : x) es esencialmente débil.

zeX

Demostracion. Sea Y C R finito, consideremos el conjunto Y X = {yz : y €

Y,z € X}. Claramente Y X es finito, entonces ﬂ (L:y) = ﬂ (J :yx) #0

yey yr€Y X
pues J es esencialmente débil. Por lo tanto L es esencialmente débil, pues Y
fue un subconjunto arbitrario finito. O
Teorema 2.2.8. Las siguientes propiedades son equivalentes:
(a) R-fil tiene un unico codtomoy

(b) El conjunto de ideales izquierdos esencialmente débiles es un filtro;

(¢) La interseccion de cualesquiera dos ideales esencialmente débiles es no

cero.
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Demostracion. (a) = (b) Sea K el tnico codtomo de R-fil. Entonces todo
elemento es esencialmente débil pues K es propio.

(b) = (c) Como es filtro, autométicamente se cumple la condicién (L2)
de la Proposicién 2.1.9 y como es propio no tiene al cero, asi la interseccion
de cualesquiera dos ideales es distinto del cero.

(¢) = (b) Sea K el conjunto formado por ideales izquierdos esencialmente
débiles, demostraremos que es un filtro y para ello usaremos la Proposicion
2.1.9.

Sean J € K, J < Iy X C R finito. Entonces para todo x € X, (J: x) <
(I : x), por lo tanto 0 # ﬂ (J:x) < ﬂ (I :x). Asi tenemos I € K.

reX reX
Consideremos I,JJ € K y X C R finito, entonces ﬂ([ NnNJ:zx) =
zeX
{ﬂ([ : x)}ﬂ{ﬂ(J : x)}. Por el Lema 2.2.7 ﬂ([ L T)y ﬂ(J : ) son
rzeX zeX rzeX zeX
esencialmente débiles y por (c), ﬂ (INJ:x)#0, porlotanto INJ € K.
zeX

Sean [ < R, X C Ry r € R. Considerando L = (I : r) y Xr = {ar:
x € X}, tenemos que m (L:z)= ﬂ (I :ar) # 0, pues rX es finito e [

zeX rzreXr
es esencialmente débil. Entonces L € K y K es un filtro.

(b) = (a) Es la Proposicién 2.2.6. O

2.3. Las reticulas R-fil, T?(R), R-tors, T(R) y
F(R).

TP(R) con la inclusién es un conjunto parcialmente ordenado, claramente
la interseccion de una familia de clases de pretorsion hereditarias es una clase

de pretorsién hereditaria, por lo que tenemos que si Y C TP(R), entonces
pretor pretor

/\ Y = m Xy \/ Y:ﬂ{ICETp(R):lC'QICparatodoK’eY}.
Xey
Por lo anterior, tenemos que (T?(R), C, APreter yeretor R Mod,{0}) es una

reticula completa.

Proposicién 2.3.1. Como reticulas R-fil y TP(R) son isomorfas.
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Demostracion. La Proposicién 2.1.12 demuestra la biyeccion entre R-fil y
T?(R), mediante xk — Z,. Ahora veamos que si, {k;}ie; C R-fil, entonces

pretor pretor

<?\/f“m = \/ ZZ y <?/\f“m = /\ ZZ
En efecto, M € J,su,, siy sblo si para todo m € M y para todo i € I,

pretor
(0:m) € k; siy sélo si para todo i € I, M € .7,,, es decir M € /\ T
Para la otra igualdad, M € Z,su,, siy sélo si paratodom € M, (0:m) €
fil
\/ k; sy sélo si para todo m € M, para todo ¢ € I y para toda x € R-fil tal
que k; C &, (0 : m) € k. Entonces, M € 7, con lo que tenemos .7, C 7.
Por otro lado, si A € TP(R) cumple que para toda i € I, J, C A, por

la Proposicién 2.1.12 existe k € R-fil tal que .7, = A. Entonces para toda

pretor

i € I,k; € k con lo que tenemos que M € Ay con ello M € \/ T, [

Definicién 2.3.2. Dada una clase de mdodulos K, la menor clase de pretor-

sion hereditaria que lo contiene se denotard por &pretor(KC).

Ast Epretor (UY) = VPTY vy recordando el Lema 1.4.2 o[Mz] = &pretor (F)

para una clase de modulos F.

pretor
Lema 2.3.3. Si {F;}ic1 € TP(R), entonces \/ Fi= 0[@ Mz,].
i€l iel

Demostracion. Por el Lema 1.4.2 para toda i € I, K; = o[My,].
Como My, < @ME entonces o[Mg,] C O’[@ Mpx,], para toda i € I lo

el el
pretor pretor

que implica \/ Fi= \/ o[Mg,] C O'[@M]:i].
iel iel iel
Para la otra contencién, consideramos F € TP(R) tal que F; C F, pa-
ra toda ¢ € I. Entonces Mz, € F, para toda ¢ € I, como F es cerrada

bajo sumas directas arbitrarias, se tiene que @ME € F. Por lo tan-

i€l
to a[@ Mz] C F y esto ocurre para cualquier F € TP(R), por lo tanto
i€l
pretor pretor
of EB Mz,] C \/ Fi y se tiene demostrado el lema. O

el el
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Dado un filtro &, la clase %, es una clase libre de torsién hereditaria y
cumple, junto con .7, una propiedad interesante:

Dado M € J,y N € %, entonces Homg(M,N) = {0} pues f(M) =
f(Te(M) < Tp(N)) = {0}, este hecho se puede generalizar de la siguiente

manera.

Definicién 2.3.4. Una teoria de torsion en R-Mod consiste en un pareja

(7 ,.F) de clases de mddulos que satisfacen las siguientes condiciones:
(a) Homg(T,F) = {0} para todo T € T, F € F;

(b) T € T < para todo F € F, Homg(T, F) = {0};

(¢) F €% < para todo T € T, Homg(T, F) = {0}.

Cualquier clase de médulos €', genera una teoria de torsion de la siguiente

forma:

F ={F: Homgr(C,F)={0},VC € ¢}
T ={T : Homy(T,F) = {0},VF € Z}
y dualmente tenemos la teoria de torsion cogenerada por la clase ¥ dada por

T ={T : Homg(T,C) = {0},VC € ¢}

F'={F : Homg(T,F) ={0},VT € T}

Directamente, la pareja (7,.%) es una teoria de torsién y dualmente la
pareja (7',.%") es una teoria de torsion.
La siguiente proposicion muestra bajo que propiedades son cerradas las

clases que forman una teoria de torsion.

Proposiciéon 2.3.5. Las siguientes propiedades, acerca de una clase de modu-

los .7, son equivalentes:
1. Existe F tal que (T ,.F) es una teoria de torsion.

2. T es una clase de torsion.
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Demostracion. (1) = (2) Para probar que 7 es cerrada bajo cocientes,
sumas directas arbitrarias y extensiones usaremos el inciso (b) de la Definicién
2.34.

Sea M € J y N < M, consideramos F' € F y f € Homr(M/N,F).
Usando el epimorfismo natural 7 : M — M/N se tiene fw : M — F pero,
por hipétesis, fm = 0, entonces (fm)(M) = f(M/N) = {0}. Por lo tanto
f =0 con lo que tenemos M /N € 7.

Sea {M;}icr € T y F € F el hecho de que la clase sea cerrada bajo sumas
directas arbitrarias se sigue del isomorfismo como grupos, Homg (€9 M;, F') =
[[ Homgr(M;, F) = {0}.

Si tenemos una sucesién exacta que, sin pérdida de generalidad, es de
la forma 0 N—sM-T M/N —=0 con N,M/N € 7, tomamos
FeZyf:M— F.Entonces la funcién fi : N — F, donde ¢ denota

la inclusién de N en M, es la funcién cero por hipétesis. Asi N < Nuc(f)

y usando la propiedad universal del conticleo f se factoriza por medio de
m: M — M/N, es decir existe h : M/N — F tal que hm = f. Como h €
Hompg(M/N, F) = {0}, entonces f = 0 y por lo tanto Homg(M, F) = {0},
es decir M € 7.

(2) = (1) Sea 7 una clase de torsién y (7',.%) la teoria de torsion
generada por .7, debemos demostrar que .7 = 7. Una contencién es clara,
T C 7', por ser la teoria de torsién generada por 7. Para la otra contencidn,
tomamos M € ' yseaL =) {X <M :X € 7}. Como 7 es cerrada bajo
cocientes y sumas directas arbitrarias, entonces es cerrada bajo sumas, por
lo tanto L € .. Ademas éste submddulo de M es el mayor con la propiedad
de pertenecer a 7. Si demostramos que M/L = 0, terminamos. Para ello
probaremos M/L € %, pues ' N .7 = {0}.

Como 7 genera la teoria de torsién. Para demostrar que M/L € Z,
debemos considerar T € J y f : T — M/L. Por ser J cerrada bajo
cocientes f(T) < M/Ly f(T) € Z.Si f # 0 entonces existe L < N < M
tal que f(T) = N/L y como 7 es cerrada bajo extensiones, N € 7. Esto
contradice la maximalidad de L, por lo tanto f = 0 lo cual implica M/L €
F. m

También hay una proposiciéon dual a la anterior para clases libres de

torsion.
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Proposicion 2.3.6. Las siguientes propiedades acerca de una clase de modu-

a

los F son equivalentes:

1. Existe T tal que (F,.F) es una teoria de torsion.

2. % es una clase libre de torsion.

Demostracion. (1) = (2) Para verificar que .# es cerrada bajo submédulos,
productos y extensiones, usaremos el inciso (¢) de la Definicién 2.3.4

Sea M € % y N < M, consideramos T' € 7 y f € Homg(T,N).
Usando la inclusion ¢ : N — M tenemos por hipétesis if = 0, entonces
if(T) = i(f(T)) = f(T) = {0}. Por lo tanto f = 0 lo cual implica que
NeZz.

Sea {M;}ier € F y T € F, el hecho de que la clase sea cerrada bajo
producto se sigue de que Hompg(T,[[ M;) = [[ Homg(T, M;) = {0}.

Tomemos una sucesion exacta que, sin pérdida de generalidad, es de la
forma 0 N—>M-">M/N 0 con N M/N € F.Sean T €
y f:T — M, entonces la funcién nf : T"— M/N, donde 7 : M —

M/N es el epimorfismo canénico, es la funcién cero por hipétesis. Por la
propiedad universal del ntcleo, existe h : T — N tal que ih = f. Como
h € Homg(T,N) = {0}, entonces f = 0y por lo tanto Homg(T, M) = {0},
asi M € &.

(2) = (1) Sea .# una clase libre de torsién y (.7, .#') la teoria de tor-
sién cogenerada por .#. Debemos demostrar que .# = .%#'. Es claro que
F C F' por ser F' la teoria de torsién cogenerada por .#. Para la otra
contencion, sea M € Z#' y consideramos [(\{M/X : X < M,M/X € F}.
Entonces tenemos M/(NX) — [[ M / X. Como .Z es cerrada bajo productos
y submédulos entonces M/(NX) € .7, asi NX es el menor submddulo de M
tal que M/(NX) € Z#. Si demostramos que NX = {0} entonces M € Z
Como NX < M € %' entonces NX € %'. Basta demostrar NX € 7.

En efecto, sea F' € # y f : NX — F. Afirmamos que Nuc(f) = NX con
lo que tendriamos f = 0. Supongamos lo contrario, entonces NX/Nuc(f) =
f(NX) < F con lo que tenemos NX/Nuc(f) € .#. Considerando la sucesién
exacta 0 — NX/Nuc(f) — M/Nuc(f) — M/(NX) =

(M/Nuc(f))/(NX/Nuc(f)) — 0, tenemos M/Nuc(f) € .% pues es ce-

rrada bajo extensiones. Esto contradice el hecho de que NX es el menor
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submédulo de M con la propiedad de que M/(NX) € %, asi f =0y queda

demostrada la proposicion. [

Asi, dada una clase €, ésta genera o cogenera una teoria de torsion y en el
caso generado 7 es la menor clase de torsion que contiene a € y dualmente
en el caso cogenerado %’ es la menor clase libre de torsién que contiene a €.

La clase cuyos elementos son teorias de torsién se va a denotar R-Tors.

Una teorfa de torsién (7,.%) se llama hereditaria si .7 es hereditaria es

decir, cerrada bajo submodulos.

Proposicién 2.3.7. Una teoria de torsion (7 ,.%) es hereditaria si y solo

st .F es una clase libre de torsion hereditaria.

Demostracion. (=) Sélo falta probar la cerradura bajo capsulas inyectivas.
Paraello,sea M € .7 y f € Homg(T, E(M)). Si f # 0 entonces 0 # f(T) <
E(M) como M C., E(M) entonces f(T) N M # 0. Considerando 0 # L =
Y f(T)N M) < T que por hipdtesis tenemos que L € 7. Del hecho de que
f(L) = f(T)N M, se tiene f|, : L — M. Por lo tanto f|, € Homg(L, M)
pero, por hipétesis, f|, = 0. Por lo tanto f| (L) = f(L) = f(T)NM =0 lo
que es una contradiccion.

Por lo tanto f = 0 entonces E(M) € Z.

(<)Sea N < M e I, FeFyf:N — F, consideramos i; la
inclusion de N en M e iy la inclusién de F' en su cépsula inyectiva E(F).

Considerar el siguiente diagrama:

/

/
/ /

/

N M
F

. 7
12 /
r
E(F)
Por hipotesis E(F) € %, entonces iyf : N — E(F) se extiende a
f: M — E(F) tal que fi; = iof. Como f € Homp(M, E(F)) entonces
f = 0 por hipotesis, lo que implica f = 0. Por lo tanto N € F y 7 es

hereditaria.

]
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A la coleccién cuyos elementos son teorias de torsién hereditarias la vamos
a denotar R-tors. Por las proposiciones 2.3.5, 2.3.6 y 2.3.7, dada una clase de
torsion hereditaria .7, existe una unica clase libre de torsion hereditaria %
tal que (.7,.%) es una teorfa de torsién hereditaria por lo que si tenemos dos
teorias de torsion (7, F)y (',.F') entonces definimos (7, #) < (T, F')
siysélosi. s C 7.

Observamos que este orden en R-tors implica también %’ C .% pues si
F € Z' entonces para todo T' € 7', Homg(T, F') = {0} en particular para
todo T' € .7, por lo tanto F' € .Z. Asi, tenemos que (7, .F) < (T, F')siy
solo si 7 C T siysblosi F' C.F.

Denotaremos T (R) a la coleccién cuyos elementos son clases de torsién
hereditarias, claramente 7 (R) C TP(R). Por otra parte, F(R) denota la co-
leccién de clases libres de torsién hereditarias, con esto la estructura reticular
de R-tors queda completamente determinada por la estructura reticular de
T(R).

Posteriormente demostraremos que R-tors esta en correspondencia biyec-
tiva con un conjunto por lo tanto, para darle estructura reticular a R-tors
basta observar que dada una familia de clases de torsién hereditarias {.7; }ic;
entonces ﬂ 7; es una clase de torsion hereditaria. Andlogamente si {.% }icr

iel
es una familia de clases libres de torsion hereditarias entonces ﬂ F; es una
clase libre de torsion hereditaria. !

Dada una familia de clases de torsién hereditarias (respectivamente libres
de torsién hereditarias) la menor clase de torsién hereditaria que las contie-
ne se denotara £t0T(U ;) (respectivamente &t‘”(U F;) donde &O,«(U ) =

iel iel iel
ﬂ{f € T(R):Viel, 7, C T} (respectivamente para las clases libres de

torsién hereditarias).

Definicién 2.3.8. La estructura de reticula completa de T (R) esta dada por
tor tor

/\ T, = m Ty \/ T, = ftOT(U T;), andlogamente la estructura de reticula
i€l i€l i€l iel

ltor ltor
completa de F(R) estd dada por /\ Ty = ﬂf, y \/ Ty = &W(U F;).

el i€l iel iel
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tors

Entonces la estructura de reticula para R-tors estd dada por /\ (T, %) =

i€l
tor ltor tors tor ltor
A 7N Z) v (7 7) = (] 7 \ 7).
el el i€l i€l i€l

Con lo anterior T(R) es una reticula isomorfa a R-tors y F(R) es una

reticula anti-isomorfa a R-tors.

Definicién 2.3.9. Un filtro k se llama filtro de Gabriel, si dado I < R ideal
izquierdo de R para el cual existe H € k tal que (I : a) € k para todo a € H,

entonces I € k.

A la coleccion de filtros de Gabriel se le denota R-gab, con esto tenemos

una proposicién analoga al Teorema 2.1.12.

Proposicion 2.3.10. Si k € R-gab entonces J, es un clase de torsion he-
reditaria. Reciprocamente, si A es una clase de torsion hereditaria, entonces

existe un unico Kk € R-gab tal que I, = A.

Demostracion. Para demostrar que .7, es una clase de torsiéon hereditaria,
solo falta probar la cerradura bajo extensiones. Consideramos la sucesién
extacta 0 — N — M — M/N — 0 con N, M/N € 7. Para demostrar
M € 9, tomamos m € M y probamos (0 : m) € k.

Para ello usaremos la condicién de Gabriel. Como (N,m) = (0 : m+N) €
K entonces para todo r € (N : m) se tiene rm € N como N € 7, entonces
((0:m):r)=(0:rm) € k asi (0:m) € k por lo tanto M € 7.

Para probar el reciproco, si A es una clase de torsién hereditaria en parti-
cular es una clase de pretorsion hereditaria, asi por el Teorema 2.1.12 existe
k € RAl tal que 7, = A, recordemos k = {I < R: R/I € A}. Sélo falta
demostrar que k es un filtro de Gabriel; para ello, sea I < Ry J € k tal
que para toda a € J, (I : a) € k. Consideremos la siguiente sucesion exac-
ta0 — (I +J)/I — R/I — R/(I+J) — 0. Como J € kK y este
es filtro entonces I + J € k por lo tanto R/(I + J) € A. Para cualquier
acJ,(I:a)=UINJ:a)ery[Ra+(INJ)]/UINJ)=R/(INJ:a)€ A,
para toda a € J entonces (I + J)/I = J/(INJ) € A. Como A es cerrada
bajo extensiones, esto implica que R/I € A, es decir I € k. Por lo tanto k
es un filtro de Gabriel. O
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La biyeccién entre F(R) y un conjunto se dard en el préximo capitulo.
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CAPITULO 2. TOPOLOGIAS LINEALES



Capitulo 3

Clases Naturales

3.1. Definiciones y propiedades

Definicién 3.1.1. Una clase natural es una clase de modulos cerrada bajo
tomar copias isomorfas, submodulos, sumas directas arbitrarias y cdpsulas

wyectivas. La coleccion de clases naturales se denotard por R-Nat.

Las clases libres de torsion hereditarias claramente son clases naturales.

Posteriormente se demostrara que R-Nat esta en correspondencia biyec-
tiva con un conjunto con lo que se tiene que la interseccion de una familia
de clases naturales es una clase natural.

Dada una clase de médulos F, notemos que existe la menor clase natural
que lo contiene, la cual viene dada por N{K : K € R-Nat y F C K}, y se
denotara por &, (F). Con ello, la estructura reticular a R-Nat es clara. Para

dar una descripcién de &,q:(F) es necesario el siguiente lema.

Lema 3.1.2 (Argumento de la proyeccién). Sea {W,}aen una familia de

modulos y 0 # W < @ W, entonces existen w € W y 0 # w, € W, para

a€cA
algin o € A, tales que Rw =2 Rw,,.

Demostracion. Sea x € W distinto de cero entonces © = wy, + ... + W,
con w,, € W,, distintos de cero para todo ¢ = 1,2,...,n, podemos llamar
a n la longitud de z y escoger sg € ¥ = {r € R: 0 # rx € W} tal que la

. .. . oy / .
longitud de spz sea minima es decir 0 # sov = w,,, +... tw, ysir € R

45
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es tal que r'w;, = 0 para algin i = 1,...,m entonces se anula para todos
pues en caso contrario estamos negando la minimidad de n que es la longitud
de sor, por lo tanto si w = spx entonces (0 : w) = (0 : wy,,), para toda i.
Asi Rw = R/(0:w) = R/(0: w), ) = Rw, <W,, O

En pocas palabras, el argumento de la proyeccién dice que todo submodu-
lo no cero de una suma directa contiene un submaodulo no cero isomorfo a un

submoédulo de algiin sumando.

Teorema 3.1.3. Si F es una clase de modulos entonces &nq(F) se puede

representar de las siguientes maneras:

1) (pat(F) = {M € R-Mod : 3J conjunto y AN; € F con j € J tales que
M — E(@ N}

jeJ

11) &nat(F) = {M € R-Mod : Y0 #W < M,30 #V < W tal que V — A
para algin A € F}.

111) &pat(F) ={M € R-Mod : 3J conjunto y 3IM; — N; € F con j € J tal
que @Mj C. M}.

jeJ

Demostracion. I) Llamemos C = {M € R-Mod : 3J conjunto y IN; €

F con j € J tal que M — E(@ N;)}. Para demostrar que C' es una
jeJ
clase natural demostraremos que es cerrada bajo tomar copias isomorfas,
submoédulos, sumas directas arbitrarias y cdpsulas inyectivas.
Claramente C es cerrada bajo tomar copias isomorfas.

Tomemos N < M € C. Entonces N — M — E(@ N;) para algin J
jed
conjunto y {NV;} C C por lo tanto N € C lo cual indica que C es cerrada bajo
submaodulos.
Sea M € C entonces existe una familia de médulos {N;};e; € F tal

que f: M — E (EB N;) es un monomorfismo. Consideremos el siguiente
jeJ
diagrama:
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i
L7
EE@N)
jedJ

Como i es la inclusién de M en su capsula inyectiva entonces podemos
extender a f puesto que E(@ N;) es un médulo inyectivo entonces f es
jeJ
un monomorfismo. Asi F(M) € C con lo que C es cerrada bajo capsulas
inyectivas.
Para demostrar que C es cerrada bajo sumas directas arbitrarias con-
sideramos una famila {M;};c; C C, entonces para cada i € I existe una

familia {N;};es, C F tal que M; — E(GB N;). Entonces por la propiedad

jeJi
universal de la suma directa tenemos que @ M; — @(E(@ Nj)) = N,
iel el jeJ;
pero N < E(PED N;)). Como HEP N;) = € Ni. con {Ny}bper C C,
iel jed; iel jeJd; keK
entonces @ M; — E(@ Ng). Por lo tanto @ M; € C.
iel keK i€l

Por las propiedades demostradas tenemos que C es una clase natural.

Es claro que F C C. Entonces &, (F) C C. La otra contencién es inme-
diata. Por lo tanto &,.(F) = C.

IT) Volvemos a llamar C = {M € R-Mod : Y0 #W < M,30 # V < W
tal que V < A para algin A € F} y vamos a demostrar que C es una clase
natural.

Claramente es cerrada bajo tomar copias isomorfas.

Para demostrar que C es cerrada bajo submdédulos, tomamos N < N con
NeCy0#£W < N'. ComoW < N, entonces existe 0 # V < W tal que
V < A para algun A € F, por lo tanto N’ € C.

Ahora veremos que C es cerrada bajo sumas directas arbitrarias. Sean

{Ni}ier CCy0#N < @Ni. Por el argumento de la proyeccién, existen
iel

0#n € N ymn; €N, para alguna ¢ € [ tal que Rn; = Rn. Por hipdtesis

N; € Cy 0# Rn; < N;, entonces existe 0 # V < Rn; tal que V — A € F.
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Consideramos V' < Rn < N con V = V' por lo tanto V' < A con lo que
tenemos @ N; € C.

Falta Zdeélrnostrar que C sea cerrada bajo tomar capsulas inyectivas. Para
ello,si0# W < E(N)con N € C,como N C, E(N), entonces 0 # WNN <
N. Por lo tanto existe 0 # V < W N N tal que V — A para alguna A € F.
Pero V. < W NN < W < E(N), por lo tanto E(N) € C. Asi C es clase
natural.

De la definicién se tiene que F C C por lo tanto &,.(F) C C.

Consideramos F = {M € R-Mod : AN € F con M <+ N}. Asi F es
una clase cerrada bajo copias isomorfas y submédulos, claramente &, (F) =
&nat(F), por lo que usaremos F para la otra contencién.

Sea N € C y consideramos & = {{Na}acr : No < N tal que Vo €
A, N, € Fy {N,} es una familia independiente}. Como N € C entonces
o # (). Asi & tiene familias independientes mdximas por el Lema de Zorn.

Sea { N, }aea una familia independiente méxima en <7, entonces la suma

de los elementos de la familia es directa, vamos a demostrar que @ N, C. N,

a€A
para ello supongamos lo contrario. Entonces si V' es un seudocomplemento

de @ N,, se tiene que (@ N,)@®V C. N como V < N € C entonces existe

aEA aEA
0# V' <VconV’ € F porlo tanto (@ No)@V' < N,asi {N,}U{V'} € &
aeA
pero eso contradice la maximidad de {N,}. Por lo tanto @ N, C. N. Se
a€el

sigue que E(N):E(EB No) € &at(F) = Euar(F), entonces N € Enai(F).

acl

Asi C C &uar(F).

II1) Sillamamos D = {M € R-Mod : 3J conjunto y IM; — N; € F con
J € J tal que @ M; C. M} entonces demostraremos que D =C = {M € R-
Mod : V0 # V?fejg M,;30 #V < W tal que V < A para algin A € F} por
doble contencion.

(C) Sea M € C distinto de cero entonces existe N < M distinto de cero tal
que L — C para algin C' € F. Construimos Z={H <M : H #0y H — C
para algin Ce F} entonces Z # () y por el Lema de Zorn podemos considerar

una familia independiente maxima {M;};c; de submédulos distintos de cero
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de M tales que M; — C; con C; € F paratoda ¢ € I. Tenemos que @ M; C,
el
M pues en caso contrario consideramos K < M un seudocomplemento de

@Mi en M, como K # 0 entonces existe K’ < K tal que K’ — A para
i€l

algin A € F puesto que M € C. Asi K" € A entonces {M;};c; U{K'} es una
familia independiente pero eso contradice la maximidad de {M;};c;. Por lo

que tenemos @ M; C. M lo cual implica que M € D.

(D) Sea ]\ZEIE Dy0# N < M como existe {M;};c; una familia de
submoédulos de M donde M; — N; con N; € F tales que @MZ C. M.
Entonces (EB M;) NN # 0. Asi, por le argumento de la proz;éccién existe
0 # Rx §i]€\;yj € J tales que Rx — P; — N; entonces N € C. Por lo

anterior C = D = &, (F). O

Si F = {N} entonces &,q(F) se denotard como &,4:(N) y por el inciso
(1), &nat(N) = {M € R-Mod: 3J, M < E(N))}.

Corolario 3.1.4. Si F es una clase de mddulos entonces &,qi(F) = Enat(MF).

Demostracion. Por el inciso (I) del Teorema 3.1.3, como {Mx} C &,ut(F),
entonces al ser esta tltima clase natural, se tiene que &,qt(Mx) C Epar(F).
Para la otra contencién vamos a usar el inciso (/) del Teorema 3.1.3. Toma-
mos N € &,u(F) vy 0# W < N, entonces existe 0 # V < W tal que V — A
para algin A € F. Sea V! < A tal que V= V' y 0 # v € V'. Entonces
Rv <V’ < A€ F pero Ruv < Mz. Por lo tanto N € &, (Mx). O

Proposicién 3.1.5. Si F es una clase de mddulos entonces D = {N € R-
Mod : Y0 #W < N, W 5 AVA € F} es una clase natural.

Demostracion. Sea N' < N € Dy 0# V' como 0#V < N' < N entonces
V < A, para toda A € F por lo tanto N’ € D.
Sea {N,;}ier € D, supongamos @Ni ¢ D entonces existe 0 # V <
icl
@ N; tal que V' — A para algin A € F, por el argumento de la proyecciéon
el
existe v € V tal que Rv = Rn; < N; para alguna ¢ € I con lo que tenemos
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Rv — A pero N; € Dy Rn; < N; por lo tanto Rn; <> A lo cual es una
contradiccién. Asi @ N; €D

iel

Si N € D es un médulo tal que E(N) € D entonces existe 0 # V < E(N)
con V — A para algin A € F como N C., E(N) entonces VN # 0y
V NN < A pero eso contradice N € D. Por lo tanto E(N) € D con lo que

D es una clase natural. O]

Definicién 3.1.6. Dada una clase de modulos F, la clase natural construida

en la Proposicion 3.1.5 se va a denotar por & ..(F).

Corolario 3.1.7. Las siguientes condiciones se cumplen para cualesquiera
clases de modulos F,IKCq, Ko

1. &nat(F) N 6o (F) = {0}

2. fnat( nat( )) :gnat(‘/—-);
3. Para todo F € R-Nat, F = &pat(F);

4' ICI g ICQ zmpllca grcbat(lc2> C gnat( )

Demostracion. (1) Es claro apartir de la definicién de cada una de las clases
naturales involucradas.
(2) €u(Eeu(F)) = {N € R-Mod : YO # W < N.W 4 AVA €
¢ #(F)}, tomamos 0 # V < M € £8,,(65,.(F)), se tiene V & £, (F) en-
tonces existe 0 # V' < V tal que V/ < B para algin B € F por lo tanto
Calll(F)={N € R-Mod :YO#W <N, FJ0 AV <W talque V — A
para algin A € F} = &uu(F).
(3) Es claro pues F es clase natural y &,q:(F) es la menor clase natural
que contiene a F.
(4) Si N € &,,(K2) entonces para todo 0 # W < N, W < A para todo

A € K5 en particular para todo A € Ky por lo tanto N € £¢,,(K4). O
Corolario 3.1.8. Toda clase natural F es cerrada bajo extensiones.

Demostracion. Supongamos que 0 — A — B — C — 0 es exacta con
A,C € F pero B ¢ F entonces por los incisos 2) y 3) del Corolario 3.1.7,
B & &, (&84 (F)) por lo tanto existe 0 # D < B con D € &, (F) entonces

AND =0pero0# D =(D+ A)/A — C, contradiciendo que C € F.
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3.2. Conjuntos naturales.

Dada una clase natural IC, sea Hgr(K) = {I < R : R/I € K}. Estos
conjuntos de ideales caracterizaran a las clases naturales. Denotemos por

L(R) a la reticula de ideales izquierdos de R.

Proposicién 3.2.1. La correspondencia K — Hg(K) de R-Nat en P(L(R)),

el conjunto potencia de L(R), es inyectiva.

Demostracion. Supongamos Hr(K) = Hg(L) para las clases naturales K, L.
Sea M € K tal que M ¢ L, por el inciso (2) y (3) del Corolario 3.1.7
existe 0 # N € £°,,(L) para algin submédulo no cero de M, asi tomando
0#x € NRt 2 R/(0:z) € ,,(L). Por lo tanto (0 : z) ¢ Hgr(L), pero
M € K, Rx € K, entonces (0 : x) € Hp(K) lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto M € L, asi K C L. De manera analoga £ C K. O

La proposiciéon anterior indica que una clase natural K esta determinada
de manera tnica por el conjunto Hg(K). Asi R-Nat estd en correspondencia
biyectiva con un subconjunto de P(L(R)) por lo que se puede pensar que
R-Nat es un conjunto.

Daremos una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto de

ideales izquierdos de R sea de la forma Hg(K) para algin K € R-Nat.

Definicién 3.2.2. Un conjunto no vacio &/ de ideales izquierdos de R se

llama conjunto natural si las siguientes condiciones se satisfacen:
1) Sil,J e o entonces INJ € o,
2) Si I € o entonces (I :a) € &, para toda a € R;

3) Sil & of entonces existe un ideal izquierdo J tal que I < J y (I : a) &
para toda a € J\I.

Proposicion 3.2.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para un con-

junto f de ideales izquierdos de R:
(a) o/ = Hg(K) para algin K € R-Nat;

(b) o es un conjunto natural.
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Demostracion. (a) = (b) Primero veamos que se satisface 1) de la Definicién
3.2.2. Supongamos que existe K € R-Nat tal que o = Hg(K). Sean I, J €
o/ = Hg(K) entonces R/I,R/J € K. Ademés tenemos un monomorfismo
R/(INJ) < R/I & R/J con regla de correspondencia r + (I N J) —
(r+1,r+J). Asique R/INJ € K ya que K es una clase cerrada bajo sumas

directas arbitrarias, submdédulos y copias isomorfas entonces I N J € o7.

Ahora supongamos que [ € &7 y seaa € R, como (I : a) = (0:a+ 1),
tenemos que R/(I :a)=R/(0:a+ 1) = R(a+1)=(Ra+1)/I < R/I por
lo tanto R/(I : a) € K lo que indica que (I : a) € &7. Asi, se cumple 2) de la
Definicién 3.2.2.

Por tltimo, para demostrar que 27 es un conjunto natural. Si I € Hg(K) =
o/ entonces R/I ¢ K. Por el inciso (2) y (3) del Corolario 3.1.7, existe
0 # J/I < R/I con J/I € &,,(K). Como esta clase es también natu-
ral, entonces para toda a € J\I,(Ra + I)/I € &, (K). El hecho de que
(I :a) & Hr(K) se sigue de R/(I : a) = (Ra+ I)/I. Por lo tanto, Hi(K) es
un conjunto natural.

(b) = (a) Supongamos que .2/ es un conjunto natural. Sea K = {M € R-

Mod : (0: z) € o para cualquier z € M}, afirmamos que K es clase natural.

Claramente I es cerrada bajo tomar copias isomorfas y submodulos. Sea
{M;}iec;r CKy M = @Ml Six e M,x=x1+...+x, con x; € M; entonces

iel
n

0:x) = ﬂ(O :x;), como (0 : x;) € o/ y es cerrada bajo intersecciones
i=1
finitas entonces (0 : z) € & por lo tanto M € K. Asi K es cerrada bajo

sumas directas arbitrarias.

Supongamos que M € K es tal que E(M) ¢ K. Entonces existe z € E(M)
con (0: x) € /. Por la Definicién 3.2.2 existe J < R tal que (0:xz) < Jy
((0:2):a) & o, paratodaa € J/(0: x).SeaY < Rz tal que J/(0:z) =Y.
Y #0ycomo M C, E(M),0+#Y NM. Tomamos 0 # y € Y N M, entonces
R/(0:y) =2 Ry = (Ra+(0:2))/(0:2)=R/(0:a+(0:2))=R/((0:x):a)
paraalgina € J/(0: x). Asi (0:y) & o, pues ((0: x) : a) € 7. Esto implica
que Y N M ¢ K y por lo tanto M ¢ K, lo cual es una contradiccién. Asi IC

es cerrada bajo capsulas inyectivas y por lo tanto es una clase natural.
Ahora, Hr(K) ={I < R: R/I e K} ={I < R:(0:2) € &/ Vo €
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R/I} ={I <R:Ya€ R,(I :a) € o}, sia=1y 1l € Hp(K) entonces
I'=(I:1) € .« porlo tanto Hg(K) C &/. La otra contencién se sigue de la
condicién (2) de la Definicién 3.2.2. Por lo tanto Hr(K) = 7. O

Corolario 3.2.4. Para una clase natural K y cualquier modulo M tenemos
que M € K si y sélo si (0:x) € Hr(K), para todo x € M.

Con lo anterior R-Nat esta en correspondencia biyectiva con el subcon-
junto de P(L(R)) cuyos elementos son conjuntos naturales, asi |R-Nat| <
[P(L(R))| < 2P0l

Es importante notar que los conjuntos naturales se comportan de forma
parecida a los filtros y ambas colecciones nos sirvieron para probar que 77 (R)
y R-Nat se pueden biyectar con un conjunto.

El siguiente lema es interesante pues relaciona a las clases de pretorsion

hereditarias con las clases naturales via los conjuntos naturales.

Lema 3.2.5. Sea K clase natural. Entonces:

(a) K es una clase de torsion hereditaria si y sélo si para cualesquiera I, J <
R, silI <Jele Hg(K) entonces J € Hr(K).

(b) K es una clase libre de torsion hereditaria si y sélo si Hr(KC) es cerrada

bajo intersecciones arbitrarias.

Demostracion. (a)(=-) Es inmediato si recordamos que una clase de torsién
hereditaria es una clase de pretorsién hereditaria, con lo cual Hg(K) es un
filtro.

(a)(«<) Como I € Hr(K) implica que (I : a) € Hg(K), para toda a € R
s6lo necesitamos demostrar que si (I : a) € Hg(K) para cualquier a € J €
HRr(K) entonces I € Hg(K). Vamos a demostrar que Hg(K) es un filtro
de Gabriel. Consideremos la siguiente sucesion exacta 0 — (I + J)/I —
R/I — R/(I +J) — 0. Como J € Hg(K)y J < J + I entonces por
hipétesis I + J € Hg(K). Por lo tanto R/(I + J) € K.

Para cualquier a € J, ({ :a) = (INJ:a) € Hr(K) y [Ra+ (INJ)]/(IN
J)= R/(INJ:a)e K, para toda a € J, entonces (I4+J)/I = J/(INJ) € K.
Por el Corolario 3.1.8, K es cerrada bajo extensiones. Asi R/I € K con lo
cual I € Hr(K).
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(b)(=) Si K es una clase libre de torsién hereditaria entonces es cerrada
bajo productos. Sea {I;};er C Hg(K), del hecho R/((1;) — HR/]t €

teT
Hg(K), se tiene que ﬂ I; € Hr(K), con lo que tenemos la cerradura bajo

teT
intersecciones arbitrarias.

(b)(«<) Supongamos que Hr(K) es cerrada bajo intersecciones arbitrarias

y sea M = H M; con { M, }1er C K. Para cualquier x € M tenemos z = (z¢)

teT
con x; € M, para todo t € T. Entonces (0 : x;) € Hg(K), por lo que

0:2) = ﬂ(O s xy) € Hi(K) y entonces M € K. Lo anterior demuestra la

teT
cerradura bajo tomar poducto. [

Como existe una biyeccion entre las teorias de torsion hereditarias y las
clases libres de torsién hereditarias, el inciso (b) del Lema 3.2.5 da otra bi-
yeccion de R-tors a un conjunto distinta a la que se dié en la Proposicion
2.3.10 con R-gab.

La siguiente proposicion clasifica al anillo via clases naturales, pero antes

una definicién.

Definicién 3.2.6. Un anillo R se llama semiartiniano izquierdo si para todo
M € R-Mod distinto de cero, Zoc(M) C, M.

Proposicion 3.2.7. Las siguientes propiedades son equivalentes para un ani-

llo R:
(a) R es semiartiniano izquierdo;
(b) Toda clase natural es una clase libre de torsion hereditaria;

(¢) K={M € R-Mod : Zoc(M) C. M} es una clase libre de torsion heredi-

taria.

Demostracion. (a) = (b) Supongamos que R es semiartiniano izquierdo y
sea IC una clase natural. Consideramos F = {Zoc(M) : M € K}. Por el
inciso (111) del Teorema 3.1.3 K = &,¢(F). Consideremos M = H M; con

el
{M;}icr € K. Si M ¢ K entonces existe un submédulo distinto de cero N

de M tal que ningin submédulo distinto de cero de N estd en F. Como R
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es semiartiniano izquierdo, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
N = Rz es simple, x = (x;) con x; € M;. Asi para alguna ¢ € I, x; # 0,
consideramos el morfismo N = Rx — Rux; tal que ro — rx; el cual es un
isomorfismo pues N es simple.

Por lo que tenemos N = Rx; < M; € K. Entonces N € F, lo que es una
contradiccion. Por lo tanto M € K y es cerrada bajo tomar producto.

(b) = (c) Sélo hay que verificar que K es una clase natural, pero eso se
sigue del inciso (/1) del Teorema 3.1.3 y del hecho de que K = &,,(S),
donde S = {N € R-Mod : N es simple}.

(¢) = (a) Sea K tal clase natural que por hipétesis es una clase libre
de torsion hereditaria. Notemos que la capsula inyectiva de cualquier simple
estd en IC, por lo tanto la suma directa de capsulas inyectivas de simples no
isomorfos vuelve a estar en K. Pero éste médulo cogenera a todos los médulos
en R-Mod, como K es una clase libre de torsién hereditaria entonces K = R-

Mod y por lo tanto R es semiartiniano izquierdo. O

3.3. La reticula R-Nat.

Proposicién 3.3.1. Si K es una clase natural entonces las siguientes con-

diciones se verifican:

(a) Si N es un submddulo de M, mdzximo con la propiedad de que N € K,
entonces para todo D < M con N N D =0 implica D € £,,(K);

nat

(b) Para todo modulo M, existen C; N < M tales que CHN C. M , N € K
Yy C S g'rczat(lc)'

Demostracion. (a) Sea D < M y 0#V < D, para probar que D € £¢_.(K),
demostrar que V' ¢ K por la descripcién de &5, (K) en la Proposicién 3.1.5.
Supongamos lo contrario, como N N D = 0 entonces N dV € Ly N <
N @&V < M pero eso contradice la maximidad de N, por lo tanto V ¢ K.
(b) Sea M € R-Mod, por el Lema de Zorn la familia o/ = {{M,}aen C
K : M, < M y es una familia independiente} tiene elementos méximos.

Consideramos un elemento méaximo {M, },ep € 7 entonces N = @ M, C

aEA
My N e K. Si N C, M no hay nada que demostrar. En caso contrario,
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sea C' < M un seudocomplemento de N el cual es maximo con la propiedad
C'N N =0. Por el inciso (a), C € &,,(K) vy ademds N C C, M O

Empecemos por darle a R-Nat estructura reticular. La inclusion es un
orden parcial en R-Nat y con base en la menor clase natural generada por
una clase cualquiera, se pueden dar las relaciones de supremo e infimo de una

familia de clases naturales.

Observacion 3.3.2. Si {K;},c;r € R-Nat entonces /\ICi = ﬂ K; vy \/ICZ- =
i€l i€l i€l
5nat(U IC;) son el supremo y el infimo de una familia de clases naturales.
iel
Si denotamos R-Mod = 1y {0} = 0 entonces (R-Nat,C,A,V,1,0) es

una reticula completa.

Teorema 3.3.3. Para cualquier clase natural IC, la clase natural 5,,(K) es
el inico complemento de KC en R-Nat, esto es que KV £5,,(K) = R-Mod y
nat (IC) NE = {0}

Demostracion. Por el inciso (111) del Teorema 3.1.3 tenemos que ﬁnat(U K;) =

i€l
{M € R-Mod : 3M; < M con M; € K; e i € I tal que @ M; C. M}
para una familia de clases naturales {/C;};c;. Por lo que ;21 cumple que
KVES . (K) = &nat(KUES,(K)) = {M € R-Mod : 3A, B < M con A € &;,,(K)
y B € &,(K) tal que A@® B C, M}. Asi, por el inciso (b) de la Pro-
posicién 3.3.1, para todo M € R-Mod, M € KV &,(K). Entonces R-
Mod= KV €,,(K).

Para cualquier clase natural K, &£, (K) A K = {0} la demostracién se
sigue de los incisos (1) y (2) del Corolario 3.1.7.

Ahora supongamos que £ € R-Nat cumple que LAK = {0} y LVK = R-
Mod. Para cualquier 0 ## N € Ly cualquier 0 #V < N,V € K pues V € L,
entonces L C{M € R-Mod: VO #V < N,V & K} = £5,,(K).

Para cualquier M € £,,(K), M € LV K, entonces existen My, My <
M, M, € Ly M, € K tales que My @ M, C, M. El hecho de que M € £¢,,(K)
implica M, € ££,,(K), pero My € K por lo tanto My = 0. Asi My C. M y
entonces M € L con lo que tenemos &5, (K) C L. Por lo tanto &, (K) =

nat
L.

U
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Proposicién 3.3.4. Sean KC, L, D € R-Nat entonces KA (LV D) = (K A
L)V (KAD).

Demostracion. Una desigualdad es completamente reticular. Tenemos que
KANL<KyKAD <K entonces (KA L)V (KAD) < K. Por otro lado
KANL<L<LSLVDyKAD <D < LVD entonces KAL)V (KAD) < LAD.
Asi, tenemos que (KA L)V (KAD) <KA(LVD).

Para la otra desigualdad, sea M € K A (L V D) entonces M € Ky
M € LV D. Por el inciso (I11) del Teorema 3.1.3, existen My, My < M con
My € Ly My <D tales que M; & My C, M. Por lo tanto, M;, My € K pues
es una clase cerrrada bajo submédulos. Asi M; €e CA Ly My € KA D, por
lo tanto M € (XA L)V (KA D) de nuevo por el inciso (/1I) del Teorema
3.1.3. O

Teorema 3.3.5. (R-Nat,C,A,V,1,0) es una reticula de Boole, completa,
con elemento mayor R-Mod = 1, elemento menor {0} = 0 y para todo

K € R-Nat el unico complemento es &£, (K).

Las siguientes proposiciones son resultados importantes referentes a clases
naturales y sirven para simplificar resultados cuando consideremos la teoria

de clases pre-naturales.

Proposicién 3.3.6. Si K,L € R-Nat, entonces KV L = {M € R-Mod
X eKyM/X €L para algin X < M}.

Demostracion. La clase natural KL V L es cerrada bajo extensiones por el
Corolario 3.1.8. Por lo tanto una contencién es inmediata.
Para la otra contencién, sea M € KV L. Con ayuda del Lema de Zorn en-

contramos una familia independiente méxima, que llamaremos .%, contenida

en L y que consta de submédulos de M. Sea N = E (@ Y') N M, entonces

yeF
NeL.

Tomamos un seudocomplemento de N en M al que llamaremos P. En-
tonces NNP =0y N&® P C. M lo que implica que N C, M/P y enton-
ces M/P € L. Por el inciso (a) de la Proposicién 3.3.1 P € £,,(£). Como

P < M € KV L usando la Proposicién 3.3.4 tenemos P € &£ ,(L)AN(KV L) =
(EEL(LYNK)V (EEL(L)NL) = (EEL(L)NK)VO=E,(L)NK < K. O

nat nat nat nat
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Proposicién 3.3.7. Si {K;}ier € R-Nat entonces \/ICi = fnat(@ My,).

el el

Demostracion. Paratodai € I setiene My, < @ My, Entonces &,qt(My,) C

iel
§mt(@ Mjy,). Como R-Nat es una reticula completa,
icl

\/ fnat(M’Ci) - Snat(@ M/Ci)'

iel i€l

Para la otra contencién, claramente se tiene EBM’Ci € fnat(U Ki) =

icl icl

\/ M., entonces @m(@ My,) C \/ My, . O
iel icl iel

Definicién 3.3.8. Decimos que K € R-Nat es un dtomo si IKC # 0 y siempre
que 0 # L < K con L € R-Nat entonces L = K.

Definicién 3.3.9. Un maodulo W es atomico si 0 # W y para cualquier
04V < W, &u(V) = &ae(W). Es decir si y sélo si Eae(W) es un dtomo
en R-Nat.

Ejemplo 3.3.10. 1) Los médulos simples son atémicos. Para demostrar es-
to, sea N un mddulo simple y supongamos que 0 # K < &,0:(N), como
K = &uat(My) por el Corolario 3.1.4. Ast, Mx € &,at(N) y por el inciso
(I1) del Teorema 3.1.3 existe 0 # V < My tal que V < N, como N es
simple si sigue que V= N. Asi, N € IKC por lo que &,.:(N) < K entonces
¢nat(N) = K y N es un mddulo atdmico.

2) Los mddulos uniformes son atémicos. Para demostrar esto, sea N un
mddulo uniforme y supongamos que 0 # Ena(Mx) < Enat(N). Asi, My €
Enat(IN) y por el inciso (I1) del Teorema 3.1.3 existe 0 #V < My tal que
Ve N,seaV=V"C, N, por ser N uniforme, entonces E(V') = E(N).
Como K es una clase natural tenemos que E(N) € K por lo tanto N € K
implicando que &, (N) = K.

Proposicion 3.3.11. Un maodulo M es atomico si y solo si para cualesquiera
submaodulos distintos de cero Ny, Ny existen 0 # P < Ny y 0 # Py, < N,
tales que P, = P,.
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Demostracion. (=) Sean 0 # Ny, No < M, como M es atémico entonces
Enat(N1) = Enar(M). Se sigue que Ny € &,4:(N7), por lo tanto existe 0 # Py <
Ny tal que P, — Nj es decir, existe P, < N; tal que P, = Ps.

(<) Sea 0 # N < M entonces &,qt(N) C &ae(M). Para probar la otra
contencién, basta ver que M € &,,(N) y para ello usaremos la condicién
(I1) del Teorema 3.1.3. Sea 0 # P < M, por hipétesis existen 0 # Ny < N
y 0 # P < P tales que Py & Ny, asf P, — N y entonces M € &,,(N). Por
lo tanto &,qi(M) C Enae(INV). O

Definicién 3.3.12. Una reticula se llama atdmica si cada elemento no cero

contiene un dtomo.

Lema 3.3.13. L es una reticula Booleana, completa y atomica si y solo si
L =2% =P(X), donde X C L es el conjunto de dtomos.

La demostracion se puede consultar en Birkhoff [2, pp. 120].

Corolario 3.3.14. Supongamos que R-Nat es una reticula atomica entonces
la cardinalidad de R-Nat es igual a 2° donde c es el cardinal del conjunto de
atomos en R-Nat. En particular, si la cardinalidad de R-Nat es un niumero

finito entonces |R-Nat| = 2", donde n es el nimero de dtomos en R-Nat.

Concluimos el capitulo con dos caracterizaciones del anillo via la cardi-
nalidad de R-Nat.
Sea {X;}er un conjunto de representantes de clases de isomorfismo de

modulos ciclicos que no contienen submaodulos simples y consideramos Ey =

E(@ X.).

teT

Proposicion 3.3.15. La cardinalidad de R-Nat es 2" para alginn € N si y

solo si alguna de las condiciones se cumple:

(1) R es un anillo semiartiniano izquierdo con n modulos simples salvo iso-

morfismo

(2) Eziste algin entero (0 < i < n) tal que R tiene i mddulos simples salvo
isomorfismo y By = By @ Ex ® ... ® E,_;, donde cada E; es atomico y

cada par Ey, Ej(k # j) no tienen submddulos isomorfos.
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Demostracion. (=) El inciso (1) se sigue de que si un anillo R es semiarti-
niano izquierdo, entonces todo médulo distinto de cero contiene al menos un
simple y como los simples son atémicos, el hecho de que la cardinalidad sea
2™ implica que R-Nat es atémica por lo tanto hay n simples salvo isomorfismo
y estos son los dtomos de R-Nat.

Si el inciso (1) no se cumple, sea s el nimero de clases de isomorfismo de
modulos simples. Notemos que al no ser R semiartiniano izquierdo entonces
la clase natural K = {M € R-Mod: Zoc(M) C. M} # R-Mod, por lo que su
complemento & ,(K) = {M € R-Mod : Zoc(M) =0} # 0.

En efecto, Ey # 0 y por hipétesis Ey contiene un médulo atémico M.
Con ayuda del Lema de Zorn, la siguiente familia: & = {N : VN € NN <
My, N € &(My), My € Ny es una familia independiente}, ordenada par-
cialmente por la inclusién, tiene elementos maximos.

Sea N un elemento méximo de .27. Con él construimos F; = E( @ N),

NeN;
asi B € &ui(My) y por lo tanto &ua(Er) = &na(M1) pues este tltimo es

atémico, lo que implica que E; también es atomico. Como Ej es inyectivo
entonces Fy = E1 @ Fy. Si I} # 0 entonces contiene un submédulo atémico
M. Por la maximalidad de Ny, &uat(Mi) # Enat(Mz), Entonces, andlogo al
caso anterior, existe una familia independiente maxima N5 de submddulos de

Fital que My € Noy N € &,0:(Ms), para todo N € Ns. Sea Fy = E( @ N),
NeN2
entonces Fy € &,u(Ms) y es un médulo atémico con &e(Fo) = Enar(Ms).

Como F7 es inyectivo escribimos I} = Ey @ F. Si F5 # 0 podemos encontrar
E5 con las caracteristicas anteriores y asi sucesivamente.

Como R-Nat sélo contiene n dtomos ya que tiene un nmero finito de
elementos, entonces existe un nimero t tal que F; = 0 por lo que Ey =
E®oE®... .0 L.

Cada E; es atomico y &pai(Ei) # &nat(E;) sii # j, por lo que se tendrd E;
y E; no tienen submédulos isomorfos.

Para completar la prueba, mostraremos que n = s + t. Sea &,q(M) un
atomo de R-Nat, si Zoc(M) # 0 entonces &ut(M) = &ua(N) para algin
submédulo simple N de M. Si Zoc(M) = 0 entonces M tiene un submddulo
no cero V que se sumerge en Ey y por el argumento de la proyeccién V

tiene un submddulo no cero que se sumerge en algin E;, (1 < i < t) lo
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que implica &,(M) = &a(E;). Por lo tanto se acaba de demostrar que
Enat(E1), -+ &nat(Fy), mas los s atomos generados por los médulos simples
constituyen todos los atomos de R-Nat entonces s +t = n por el Corolario
3.3.14

(<) Notemos que la condicién (1) automdticamente implica que |R-
Nat| = 2",

Supongamos que se cumple (2). Entonces R-Nat tiene n atomos. Sea
M € R-Mod, si Zoc(M) # 0 entonces M contiene algin simple, si ocurre
que Zoc(M) = 0 entonces M contiene un submdédulo no cero que se sumerge
en algin FE;, (1 <i <n). En cualquier caso M contiene un médulo atémico,
por el Corolario 3.3.14 |R-Nat| = 2". O
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Capitulo 4

Clases Pre-naturales

4.1. Clases M-naturales

Definicién 4.1.1. Dado un mddulo M, a una clase KK C o[M] cerrada bajo
tomar copias isomorfas, submddulos, sumas directas arbitrarias y cdpsulas
M -inyectivas se le llama clase M -natural. La coleccion de clases M-naturales

se va a denotar como R-Mnat.

De la definicion, las clases R-naturales son las clases naturales dadas en
el capitulo anterior.

Después se demostrara que R-Mnat estda en correspondencia biyectiva
con un conjunto. Ademas es claro que la interseccién de una familia de clases
M-naturales vuelve a ser M-natural, por lo que la estructura reticular de

R-Mnat se presenta de forma analoga a la estructura reticular de R-Nat.

Lema 4.1.2. Sea K una clase M-natural y X C, N € o[M]. St X € K
entonces N € K.

Demostracion. Como X C. N entonces E(X) = E(N) y por lo tanto
Ey(X) = Ey(N). Por el Lema 1.3.14 N < Ey(N) € K lo que implica
que N € K. n

Lema 4.1.3. Sea F C o[M] entonces se tiene lo siguiente:

1. &uat(F) N a[M] es la clase M-natural mas pequena que contiene a F;

2. F es una clase M-natural si y sélo si F = Epa(F) No[M].

63
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Demostracion. (1) Inmediatamente se tiene que &,q:(F) N o[M] es cerrada
bajo tomar copias isomorfas, submédulos y sumas directas arbitrarias. Sea
N € &at(F) No[M] entonces N € &t(F) y N € o[M]. Por la Proposicién
1.3.14, N < Ey(N) € o[M] y N < Ey(N) < E(N) € &ua(F) por lo que
Ey(N) € &uat(F) No[M]. Claramente F C &,q(F) N o[ M].

Ahora supongamos que F C L con L una clase M-natural. Para N €
&nat(F) N o[M] tenemos por el inciso (I11) del Teorema 3.1.3, que existe
una familia de submddulos de N, {N;};cs tal que @ N; C. N. Como L es

iel

cerrada bajo sumas directas arbitrarias, entonces @ N; € L y por el Lema
iel
412 N € L. Asi §i(F) No[M] C L.
(2) Se sigue claramente de (1). O

Corolario 4.1.4. Una clase de modulos F es una clase M -natural si y solo

si F = KN o[M] para alguna clase natural K.

Demostracion. (=) Es el Lema 4.1.3.

(<) Sélo basta con observar que K es cerrada bajo tomar capsulas M-
inyectivas pero esto se sigue de que para todo N € K, Ey(N) < E(N) €
IC. O

Corolario 4.1.5. Sea K una clase M-natural y X < N € o[M].
1. Si N ¢ K entonces existe 0 #Y < N con'Y € &,,(K);
2. Si X,N/X € K, entonces N € K.

Demostracion. (1) Como N € o[M] pero N & &,.(K) N o[M], entonces
N & £, (K). Por lo tanto existe 0 # Y < N tal que Y € £_,(K).

(2) Supongamos N ¢ K, por el inciso anterior existe Y € &5 ,(K) tal que
0#Y < N.Como X € K entonces X NY = 0, por lo tanto Y — N/X € K,

asi que Y € IC, pero eso es una contradiccion. O

4.2. Clases Pre-naturales

Definicién 4.2.1. Una clase de modulos K se llama clase pre-natural si es

cerrada bajo tomar copias isomorfas, submodulos, sumas directas arbitrarias
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y para todo N € K, trpnv)(K) € K. La coleccion de todas las clases pre-

naturales se denotard por R-prenat.

Lema 4.2.2. Una clase de mddulos IC es una clase pre-natural si y solo st

K es una clase My-natural.

Demostracion. (=) Por el Lema 1.4.2 K C o[Mg], con lo que sélo falta
probar la cerradura bajo capsulas My-inyectivas. En efecto, como se tiene
la cerradura bajo trgn(K), si N € K entonces Eyy (N) = trga(Mx) <
treo (K) € K.
(<) Como K C o[Mj] entonces, usando el Lema 1.3.13, trgn (K) <
trewy(o[Mk]) = Euc(N) € K para todo N € K, con lo que K es una

clase pre-natural. O

Recordando el Lema 4.1.3 tenemos algo andlogo en clases prenaturales.

Proposicién 4.2.3. Sea F una clase de modulos, entonces las siguientes

condiciones se cumplen:
1. &nat(Mx) No[Mxz| es la menor clase pre-natural que contiene a F;
2. F es una clase pre-natural si y solo si F = Enat(Mz) N o[ Mx].

Demostracion. Por el Corolario 3.1.4, &,4¢(F) = &nat(Mz). Entonces &4 (F)N
o[Mzx| es una clase Mz-natural por el Lema 4.1.3 y por lo tanto es una clase
pre-natural.

Por el Lema 4.2.2, es claro que F C &,,:(F) No[Mx]. Ahora supongamos
que F C L con L € R-prenat. Por el Lema 4.2.2, £ es una clase M -natural
y por el Corolario 4.1.4 existe K clase natural tal que £ = K N o[Mg].
Entonces F C K N o[Mg], lo que implica que F C K y como esta iltima
es una clase natural, entonces &,.(F) C K. Por otra parte, F C o[M]
entonces Mr € o[M;] lo que implica que o[Mz] C o[M,]. Combinando
ambos resultados tenemos que &, (Mx) No[Mz| C K No[M] = L.

El inciso (2) se sigue de (1). O

Con lo anterior, dada una clase de médulos IC, la menor clase pre-natural
que la contiene se denotard como &,renat(KC) = &nat(Myc) N o[ Mk].

La siguiente proposicién demuestra que existen muchas clases pre-naturales.
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Proposicion 4.2.4. Una clase de modulos K es una clase pre-natural si y
solo si IC es la interseccion de una clase natural y una clase de pretorsion

hereditaria.

Demostracion. La ida es inmediata gracias a la Proposicién 4.2.3.

Para el regreso, consideramos una clase de pretorsion hereditaria F. En-
tonces, por el Corolario 1.4.3; existe M € R-Mod tal que F = o[M],
asi I = FNo[M]. Por el Corolario 4.1.4, K es una clase M-natural y por lo

tanto es una clase pre-natural. [

Cuando demostramos que R-Nat es un conjunto construimos los con-

juntos naturales, tenemos un andlogo para R-prenat por lo que volvemos a

utilizar Hr(K) ={I < R: R/I € K} con K € R-prenat.

Proposicién 4.2.5. La correspondencia K — Hg(K) de R-prenat en P(L(R)),

el conjunto potencia de L(R), es inyectiva.

Demostracion. Sean K, L € R-prenat. Supongamos que Hgr(K) = Hg(L),
pero existe N € K tal que N ¢ L.

Como N € K y esta es cerrada bajo submoédulos, entonces para todo = €
N,Rx € K. Asi (0: z) € Hr(K), pues Rz = R/(0 : z). Por hipétesis tenemos
que (0 : x) € Hr(L), entonces Rz € L para todo x € N. Supongamos que
L C o[M] para algin médulo M. Entonces, por el Corolario 1.1.3, N =
Z Rz € o[M]. Como N ¢ L, por el Corolario 4.1.5, existe 0 # Y < N con

zeEN
Y € &,,(L). Por lo tanto ningin submédulo ciclico de Y estd en &,,(L), en

nat

particular, no estdn en £. Esto contradice el hecho de que Hg(K) = Hg(L).
Asi, tenemos que £ = K. O

Las clases pre-naturales quedan completamente determinadas por los con-
juntos Hg(K).

Definicién 4.2.6. Un conjunto no vacio </ de ideales izquierdos de R se

llama conjunto pre-natural si satisface las siguientes condiciones:
1) Sil,J e of entonces INJ € of;

2) Sil € of entonces (I :a) € o/ para todo a € R;
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3) Si I ¢ o entonces R/I ¢ o0|Gy] donde Gy = P{R/K : K € o}
6 existe J < R tal que I S J y (I : a) € o para todo a € J\I.

La definicién anterior también describe a los conjuntos naturales.

Cuando nos tomamos K € R-prenat y construimos % = Hg(K) entonces
My — Gy por lo que o[Mx| C o[G%], la otra contencién es clara por lo que
se tiene o[Mx| = o[G#].

Supongamos que existe [ < Rtal que R/I ¢ K entonces R/I & &,at(Mic)N
o[Mx] con lo que tenemos R/I & o[Mx| = o|Gy]| 6 R/I & &nat(My) lo que
implica que existe 0 # J/I < R/I tal que J/I € &£, (M), pero esto es lo
que indica la condicién (3) de la definicién anterior.

Proposicion 4.2.7. Las siguientes condiciones son equivalentes para un con-

junto of de ideales izquierdos de R:
(a) of = Hg(K) para algin K € R-prenat;
(b) o es un conjunto pre-natural.

Demostracion. (a) = (b) Primero veamos que se satisface 1) de la Definicién
4.2.6. Supongamos que existe K € R-prenat tal que &/ = K. Sean I,J € &/
entonces R/I,R/J € K. Adem&s tenemos un monomorfismo R/(I N J) —
R/I® R/J con regla de correspondecia r+ (I NJ) — (r+1,r+J). Asi que
R/(INJ) € K ya que K es una clase cerrada bajo tomar copias isomorfas,
submodulos y sumas directas arbitrarias entonces I N J € o7.

Ahora supongamos que I € &7 y seaa € R, como (I : a) = (0:a+ I),
tenemos que R/(I :a) = R/(0:a+ 1)~ R(a+ 1) = (Ra+1)/I < R/I por
lo tanto R/(I : a) € K lo que indica que (I : a) € &7. Asi, se cumple 2) de la
Definicion 4.2.6.

Por tdltimo, para demostrar que .2/ es un conjunto pre-natural observamos
lo siguiente: tenemos que K C o[G 4] es una clase G -natural, por lo que
K = &au(K) N o[Gy] entonces, si I € o (eso quiere decir que R/I ¢ K)
tenemos dos opciones, si R/I ¢ o[G.] ya terminamos. En caso contrario,
supongamos que R/I € o[Gy| pero R/I & &,.:(K). Entonces existe 0 #
J/I < R/I tal que J/I € &£,,(K). Por lo tanto para todo a € J\I como se
tiene que R/(I : a) = (Ra+ 1)/I < J/I € &, (K). Entonces R/(I : a) € K,
es decir, (I : a) ¢ Hr(K). Asi Hr(K) es un conjunto pre-natural.
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(b) = (a) Supongamos que &7 es un conjunto pre-natural. Sea K = {M €
R-Mod : (0: ) € &, para cualquier x € M}, afirmamos que K es una clase
G s-natural.

Es inmediato que K C o0[G] y claramente K es cerrada bajo tomar
copias isomorfas y submodulos.

Sea {M;}ie;r C Ky M = @Mi, siz € M, x = 21+ ...+ x, con

icl
n

x; € M; entonces (0 : z) = ﬂ(O :x;). Como (0 : ;) € & y es cerrada bajo
i=1
intersecciones finitas, entonces (0 : x) € & y por lo tanto M € K. Asi K es

cerrada bajo sumas directas arbitrarias.

Para probar que K es cerrada bajo capsulas G -inyectivas, supongamos
que existe M € K tal que Eg (M) ¢ K. Entonces existe © € Eg_, (M) tal
que (0:x) € «/. Como R/(0: z) = Rx € o[G.]| entonces, por la condicién
(3) de la Definicién 4.2.6, existe J < R tal que (0 : ) < J y para todo
ae€ J\(0:2),((0:2):a) € . Sea Y < Rx tal que Y = J/(0 : z),
entonces 0 # Y y del hecho de que M C, Eg_ (M), se sigue 0 # Y N M.
Consideramos 0 # y € Y N M, entonces R/(0: y) = Ry = (Ra+ (0: x))/(0:
z) = R/((0: x) : a) para algin a € J\(0 : z). Entonces, (0 : y) & <, pues
((0:x):a) & o loqueimplica YN M ¢ K. Por lo tanto M ¢ K, pero eso es
una contradiccién. Por lo tanto E¢ (M) € Ky K es cerrada bajo capsulas
G s-inyectivas. Concluimos que K es una clase pre-natural.

Ahora, Hr(K) ={I < R: R/l e K} ={I < R:(0:2) € &V €
R/I} ={l < R:NVa€eR,(I:a)c o} Sia=1el € Hi(K), entonces
I =(I:1) € . Por lo tanto Hr(K) C /. La otra contencién se sigue
de la condicién (2) de la definicén de conjunto pre-natural, por lo tanto

Corolario 4.2.8. K —— Hg(K) es una biyeccion entre R-prenat y los con-
Juntos pre-naturales de L(R):

Demostracion. Se sigue de la proposicion anterior. O]

De todo lo que hemos visto, tenemos que: las clases naturales y las clases

libres de torsién hereditarias son clases prenaturales asi como también las
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clases de pretorsiéon hereditarias (por ser de la forma o[M]). Ademsds, las

clases de torsion hereditarias son clases pre-naturales.

Lema 4.2.9. Sea {K;}ic;r una familia de clases pre-naturales, entonces
ﬂICZ» es una clase pre-natural.

i€l

Demostracion. Para todo i € I existe M; tal que K; = &,q:(K;) N o[M;]. Por

lo tanto (Ki = (&t (Ki) No[Mi]) = ()& (Ki)) N ([)o[Mi]). Como
iel iel iel iel
la interseccion de clases naturales es una clase natural, asi como también la

interseccion de clases de pretorsion hereditarias es una clase de pretorsiéon

hereditarias. Por lo tanto ﬂICi es la interseccion de una clase natural con
el
una clase de pretorsion hereditaria, por la Proposicion 4.2.4 es una clase

pre-natural. O]

Dada una clase de médulos F, consideramos % = {K € R-prenat : F C

K}. Entonces F C ﬂ K y ésta ultima es clase pre-natural por el Lema
Ke#
4.2.9. Pero también, por la Proposicion 4.2.8, tenemos que F C ﬂ K =

Ke#
Enat(Mz) No[Mgz] es la clase pre-natural mas pequena que contiene a F. Por

lo tanto, la clase pre-natural que genera una clase de moédulos cualquiera F

estd dada de las siguientes formas: &y enat(F) = ﬂ K = &ua(Mz) N o[Mx].

Ke
Cuando tenemos una clase de la forma {N} entonces a la menor clase pre-

natural que genera N se le denotard & enat(INV).

Terminamos la seccion con un teorema clave sobre R-prenat.

Observacion 4.2.10. R-prenat es una reticula completa con elemento me-
nor 0 = {0} y elemento mayor 1 = R-mod bajo el siguiente orden parcial y

las operaciones reticulares:

1) Para K1,Ky € R-prenat, K1 < Ky si y solo si Ky C Ky

prenat prenat
2) Si{K;}icr C R-prenat entonces /\ K = ﬂlCi Y \/ K, = é‘prenat(U K:),
i€l icl iel icl

son el supremo y el infimo respectivamente.
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4.3. Propiedades reticulares de R-prenat.

Los siguientes teoremas muestran algunas subreticulas de R-prenat estu-

diadas previamente.

Teorema 4.3.1. Para cualquier modulo M, R-Mnat es una subreticula de
R-prenat.

prenat

Demostracion. Sea K1,y € R-Mnat. Claramente C; /\ Ko € R-Mnat.

prenat

Tenemos que Ky \/ Ko es una clase pre-natural, sélo falta demostrar que

prenat

es cerrada bajo capsulas M-inyectivas para que Ky \/ Ko € R-Mnat. Sea

prenat

N € K, \/ Ko, con ayuda del Lema de Zorn encontramos una familia
{X:}1er independiente maxima de submdédulos de N que estén en Ky, enton-

ces X = @Xt € Ky y consideramos un seudocomplemento de X en N al

teT
que llamaremos P. Entonces X NP =0y X & P C, N. Usando nuevamente

el Lema de Zorn encontramos una familia {Y; }scs independiente méxima de

submoédulos de P que estan en Ko, entonces Y = @YS € ICy. Afirmamos

seS
que Y C,. P. En caso contrario, existe 0 # Q < P tal que Q N'Y = 0. Como

prenat

Q<Neck, \/ Ko C &rat(Ky U Kg) entonces, por el inciso (I1) del Teore-
ma 3.1.3, existe 0 # V < @Q tal que V € K, UK,. Si V € Ky, el hecho de que
X NP =0 implica X NV = 0. Entonces la siguiente familia {X; }er U {V'}
seria independiente y estaria contenida en K; pero contradice la maximidad
de {X;}ier. Por lo tanto V' € Ky. Por otra parte, el hecho de que Y NQ =0
implica Y NV = 0. Entonces la familia {Y;}scs U {V} serfa independiente y
estarfa contenida en Ko contradiciendo la maximidad de {Y;}scs. En ambos
casos se obtiene una contradiccion por lo que se concluye que Y C, Py
entonces X &Y C. N. Por lo tanto E(N) = E(X @ Y) = E(X) ® E(Y).

Como grupos
Homp(M,E(X)® E(Y)) 2 Homp(M, E(X)) & Homg(M, E(Y))
Por lo tanto, se tiene que

Ex(N) =Y {f(M): f € Homa(M, E(X) & E(Y))} C
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> {A(M): fr € Homp(M, E(X))}+Y {fo(M) : fo € Homp(M, E(Y))} =
Euy(X)e Ex(Y)

Como K; y Ky son cerradas bajo cdpsulas M-inyetivas se sigue Ejy(X) €

prenat prenat
Ki <Ky \/ Koy Ey(Y) € Ko <Ky \/ ICo entonces Ey (X) @ Ey(Y) €
prenat prenat
K1 \/ Ko por lo que Ey(N) € Ky \/ ICo. O

Corolario 4.3.2. R-Nat es una subreticula de R-prenat.

Teorema 4.3.3. F(R) es una subreticula de R-prenat.

prenat

Demostracion. Sean Ky, Ky € F(R), claramente Ky /\ Ky € F(R). Sea

prenat

L =K \/ KCo por el Corolario 4.3.2 L = &,,:(KC1 U K3) y con ayuda de la
Proposicién 3.3.6, L = {M € R-Mod : X € K1 y M/X € Ky, para algin
X < M}. Sélo basta demostrar que L es cerrada bajo productos arbitrarios.
Para ello, sea {M,;};,c;r C L. Entonces para cada ¢ € [ existe X; < M; tal
que X; € K1y M;/X; € K. Entonces HXZ' €Kiy (HMZ)/(HX1> =
i€l iel il
H(Ml/XZ) € Ky. Con lo anterior concluimos que H M; e L. O

iel iel
Teorema 4.3.4. TP(R) es una subreticula completa de R-prenat.

prenat
Demostracion. Sea {IC;};e; € TP(R). Claramente /\ K; € TP(R). Sea
jeJ
{Xi}ter un conjunto de representantes de clases de isomorfismo de médu-
prenat

los ciclicos en Ule y M = @Xt. Por el Teorema 4.2.10, \/ K; =
jeds teT jed
fnat(U K;) N o[M]. Recordando que para cada N € R-Mod, o[N] € T?(R),
jeJ
prenat
basta demostrar que \/ KC; = o[M]. Si no es el caso, entonces existe
jed
Y € o[M] tal que Y ¢ §mt(U IC;) pero por el inciso (/1) del Teorema 3.1.3
jed
existe W <Y distinto de cero tal que para todo V' < W distinto de cero y
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para todo A € U K; se tiene que V' <+ A. Por lo tanto ningin submédulo de
jeJ
W distinto de cero esta en fmt(U IC;). Por lo anterior podemos suponer que
jeJ
Y es ciclico. Como M es una suma directa de ciclicos entonces, para todo
conjunto I, M) es una suma directa de ciclicos, es decir M) = @ Rxy,

keK
donde Rxp = X, para alguna t. Como Y € o[M] entonces, sin pérdida de

generalidad, Y < (@ Rxy)/V, para algin Y < @ Rzy.

keK keK
Considerando Y = Ry con y € (@ Rzy)/V y el epimorfismo natural
keK
T @ka — (@ka)/v, tenemos que (@ka)/v = ZR?T(Z‘k>.
keK keK keK keK
Como y € (@ Rxy)/V, por lo anterior, y = rim(zy,) + ...rpm(xy,), con
keK
n € N.

Sea g € {r € R : 0 # ry} tal que la longitud de roy sea minima,
entonces roy = ror1m(zy, ) + . . . + rorsm(zg,) con s < n. Afirmamos que para
todo i = 1,...,s,(0 : rorym(zg,)) < (0 : roy) pues, en caso contrario, si
be (0:rorim(xy,)) y 0 # broy entonces la longitud de broy es menor que la
longitud de rgy. Esto es una contradiccién pues ya era minima. Por otro lado
(0 : rorizy;) < (0 : rorym(zy,)), entonces (0 : rorizg,) < (0 : roy), para todo
i =1,...,s. Consideramos el epimorfismo inducido ¢ : R/(0 : rorixy,) —
R/(0 : roy) con lo que tenemos R/(0 : roy) = (R/(0 : rorizy,))/(Nuc(p)).
Entonces, Rroy = R/(0 : roy) = (R/(0 : rorizy,))/(Nuc(p)) = (Rroriz,)/ L
con L < Rrorizg,. Como Rroy < Ry =Y y L < Rrorizg, < Rx; = X
para alguna t € T, entonces Y tiene un submédulo no cero que es isomorfo
a un submodulo de un factor de alguna X;. Pero X; € K; para algin j € J,

entonces Y tiene un submdédulo que estd en K;. Esto contradice el hecho

prenat

de que Y ¢ fnat(U IC;). Asi, \/ K; = o[M] con lo cual T?(R) es una
jeJ jeJ

subreticula completa de R-prenat. O

En la Definicién 3.3.9 se hablé de los atomos de R-Nat y los médulos
atémicos. El siguiente teorema relaciona los atomos de R-Nat con los atomos

de R-prenat.
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Definicién 4.3.5. Se dice que M es fuertemente atomico si &prenat(M) es

un dtomo de R-prenat.

Teorema 4.3.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para un maodulo
M:

1. M es fuertemente atomico;
2. M es atémico y M € o[N] para cualquier 0 # N C M.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que M no es atémico, entonces por la
Proposicién 3.3.11, existen X, Y submoddulos no cero de M tales que no tienen
submédulos isomorfos. Entonces X & &renat(Y), pues X & &,0:(Y). Como
Y C M se sigue que prenat(Y) C Eprenat(M). Esto implica que &prenat(Y) =
Eprenat (M) pues M es fuertemente atémico. Lo anterior contradice lo que
habiamos supuesto. Asi, M es atémico.

Sea 0 # N C M entonces &prenat(N) = Eprenat(M). Por lo tanto M €
Eprenat(N) = £nat(IN) N o[N] y en consecuencia M € o[N].

(2) = (1) Basta con demostrar que M € &yrenat(X) para todo 0 # X €
Eprenat(M). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 0 # X < M.
Por (2) tenemos que M € o[X]. Como M es atémico, todo submdédulo no
cero de M tiene un submédulo isomorfo a un submaédulo de X. Por lo tanto
M € &0t(X) lo cual implica que M € &,0(X) N o[ X] = Eprenat (X). O

Resulta importante que la existencia de codtomos en T?(R) y el hecho
de que sea subreticula completa de R-prenat influya en los coatomos de R-
prenat.

Las siguientes proposiciones tratan acerca de los coatomos de R-prenat.

Teorema 4.3.7. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo
R:

1. Todo elemento propio de R-prenat estd contenido en un codtomo de

R-prenat.
2. No existen R-mddulos X,Y distintos de cero tales que :

(a) R € o[X];
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(b) X,Y no tienen submddulos no cero isomorfos;

(c) Y no contiene submddulos atdmicos.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que existen X, Y médulos no cero que
satisfacen (a)-(c). Construimos K = &£, (Y). Por (b) X € K y como K € R-
prenat afirmamos que K no esta contenido en un codtomo de R-prenat. En
efecto, sea L € R-prenat tal que K < £ < R-mod, por la Proposicion
4.2.4, existe un R-médulo M tal que £ = &,.:(L) N o[M]. Como X € K,
entonces X € o[M] con lo que o[M] = R-mod. Por el inciso (a) se tiene
que £ = &,u(L), es decir, £ es una clase natural. Tenemos que £ # R-
mod, entonces existe A € R-mod tal que A & L = &,,:(L). Por lo tanto
existe 0 # B < A tal que B € &, (L) y entonces B ¢ K = &,.(Y).
Asi que existe 0 # C' < B tal que C' € &,,4(Y) y sin pérdida de generalidad
podemos suponer que C' — Y. Por (¢), C' no es atémico, entonces existen
C1, Cy submoédulos de C' distintos de cero tales que no tienen submoédulos
isomorfos. Consideramos F = LU{C}} y construimos H = &,q:(F), entonces
L<HpuesC,eH,CL gLy Co & H.

(2) = (1) Supongamos que (1) no se cumple. Entonces existe K € R-
prenat con R-mod# K tal que K no esta contenido en algin coatomo de
R-prenat.

Por la Proposicién 4.2.3, K = &,.(Mx) N o[My]. Si o[Mx] # R-mod,
por el Corolario 2.2.4 y la Proposicion 2.3.1, existe un elemento maximo
L en TP(R) tal que o[My] < L # R-mod. Como £ no es un coatomo de
R-prenat, entonces £L < H # R-mod para algin H € R-prenat. Notemos
que H C o[My] y entonces, por la maximalidad de £ en T?(R), tenemos
que o[Myz] = R-mod. Entonces, desde un principio podemos suponer que
o[Mx] = R-mod, con lo que K = &,,:(M); es decir K es una clase natural.
Como K # R-mod, entonces existe un R-médulo N tal que N € K = &,,(K),
lo cual implica que existe 0 # Y < N tal que Y € £,,(K). Sea X = M.
Demostraremos que Y no tiene submédulos atéomicos y por lo tanto, la pareja
X, Y contradice (2).

En efecto, si Y tiene un submdédulo atémico P, entonces P € &5, (K), lo
(KC). Asi, por el Corolario 3.1.7, tenemos que

c
nat

cual implica que &,,(P) C &
K = &a(K) C &u(P).
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Como o[Mx| = R-mod entonces cualquier clase pre-natural que contenga
a £, (P) es una clase natural. Por el Corolario 3.1.7 y el hecho de que P es
(P) es un coatomo de R-prenat, pero esto contradice

atomico, se tiene que &,

lo que habiamos supuesto. [

Corolario 4.3.8. Si todo R-maddulo distinto de cero contiene un mddulo
atomico, entonces todo elemento de R-prenat estda contenido en un codtomo

de R-prenat.

Proposicion 4.3.9. Ezxiste al menos un codtomo en R-prenat

Demostracion. Sean X un médulo simple y K = £¢,,(X). Si K es un coatomo
no hay nada que demostrar. Supongamos que no lo es, entonces K < £ # R-
mod para algin £ € R-prenat. Por la Proposicién 4.2.3 £ es M -natural,
asi L C o[M,].

Tenemos entonces que o[M,] # R-mod pues, en caso contrario, £ es una
clase natural que contiene a K, pero I es un coatomo en R-Nat , por lo que
L = R-mod. Esto contradice lo que habiamos supuesto.

Por la Proposicién 2.3.1, existe H € TP?(R) maximo tal que o[M.] C H #
R-mod. Si H < G con G € R-prenat, entonces o[Mg| = R-mod por lo que G
es una clase natural y, por lo anterior, G = R-mod.

Asi, ‘H es un coatomo de R-prenat. O]

Terminamos este capitulo obteniendo resultados de la estructura del ani-
llo.

Proposicion 4.3.10. Son equivalentes para un anillo R:

prenat

1) \/ {K : R-mod # K € R-prenat} # R-mod.

2) (a) R esun anillo perfecto derecho con un unico simple salvo isomorfismo;

(b) Para cualesquiera dos ideales izquierdos I,J, si I N J = 0 entonces

existe un subconjunto finito X C R tal que m (I:z)=00 ﬂ (J:
zeX zeX
z)=0



76 CAPITULO 4. CLASES PRE-NATURALES

Demostracion. (1) = (2) Si K € R-Nat con {0} # K # R-mod entonces
R-mod # &£,,(K) € R-Nat. Como K V &£, (K) = R-mod eso contradice (1).
Por lo tanto R-Nat={(0),R-mod}, es decir, |R-Nat| = 2. Por la Proposicién
3.3.15 R es semiartiniano izquierdo con un tnico simple salvo isomorfismo.
Afirmamos que R es perfecto derecho. Para ello, demostraremos que R =
R/J(R) es semisimple y J(R) es t-nilpotente izquierdo.

El hecho de que R sea semiartiniano izquierdo implica que J(R) es t-
nilpotente izquierdo (Stenstrom [11, pp. 183-184]). Para demostrar que R
es semisimple basta ver que Zoc(R) = R. Supongamos lo contrario, como R es
semiartiniano izquierdo entonces Zoc(R) C, R. Al ser finitamente generado,
existe un submédulo maximo Iy tal que Zoc(R) < Iy < R. Entonces Iy C. R.
Como Rad(R) = 0, entonces existe K < R simple y Jy < R submdédulo

maximo tal que K N .Jy =0 con lo que K & Jy = R.

Como R tiene un tnico simple salvo isomorfismo se sigue que R/Ij =
R/Jo pues ambos son maximos de R. Como K @ .J; = R, entonces R/JO 2K
el cual es un sumando directo de R, asf R/Jy y por lo tanto R/Iy son R-
médulos proyectivos. Por lo tanto Nuc(r) es un sumando directo de R con
7 : R — R/Iy, lo cual es una contradiccién pues Nuc(r) = Iy C. R.

Entonces, R es semisimple y con ello R es perfecto derecho.
prenat prenat

Claramente \/ {K : R-mod # K € R-prenat} = \/ {K : R-mod
# K € TP(R)} y es el tnico codtomo de TP(R). Por el inciso (c) del Teorema
2.2.8 se tiene (b).

(2) = (1) Por el inciso (a) y la Proposicién 3.3.15, R-Nat={(0),R-mod}.

Por el inciso (b) y el Teorema 2.2.8, TP(R) tiene un tnico codtomo. Entonces

prenat prenat
\/ {K : R-mod # K € R-prenat} = \/ {K: R-mod # K € TP(R)} # R-
mod. ]

Definicién 4.3.11. Un anillo R se llama QI-izquierdo si todo R-moddulo

cast inyectivo es inyectivo.

Teorema 4.3.12. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo
R:

1. R-prenat = R-Nat,
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2. TP(R) C R-Nat;
3. R es un anillo QI-izquierdo;
4. R-prenat es una reticula con complemento unico.

Demostracion. (1) = (2) Es claro.

(2) = (3) Sea M un médulo casi-inyectivo. Consideramos o[M] que es
una clase de pretorsién hereditaria. Por (2), es una clase natural y entonces
E(M) € o[M]. Como M es M-inyectivo, por el Lema 1.3.14 se tiene que es
N-inyectivo para todo N € o[M]. En particular es E(M )-inyectivo y, por la
Proposicién 1.3.17, M es sumando directo de E(M), con lo que concluimos
que M = E(M).

(3) = (1) Dada una clase pre-natural K, sélo falta demostrar que es
cerrada bajo capsulas inyectivas para que sea clase natural.

Supongamos que K C o[M] es una clase M-natural para algin médulo M.
Sea N € K. Para demostrar que E(N) € K por el Lema 4.1.2 basta ver que
E(N) € o[M]. Como N € o[M] por el Lema 1.3.15, N < Ep(N) < E(N).
El hecho de que Ey/(N) sea M-inyectivo por la Proposicién 1.3.11, implica
que Ey(N) es Ey(N)-inyectivo por lo tanto es casi-inyectivo y por hipdtesis
es inyectivo. Asi F(N) = Ey(N) € o[M].

(1) = (4) Se sigue del Corolario 3.3.5 pues R-Nat es una reticula de Boole
completa.

(4) = (2) Sea K € TP(R). Por (4), existe L € R-prenat tal que K APremet
L ={0} y Kvrrenat £ = R-mod. Como LAP"m@ e (L) ={0} y K C &, (L)

nat nat
entonces L VPrenat ¢ (L) = R-mod, por (4) K = £5,,(£) lo que implica K es
clase natural. ]

Lema 4.3.13. Si R es un anillo semiartiniano izquierdo y QI-izquierdo en-

tonces es semisimple.

Demostracion. Un médulo semisimple es casi-inyectivo por lo tanto Zoc(R)
es casi-inyectivo y entonces es inyectivo. Como R es semiartiniano izquierdo

se sigue que Zoc(R) = R. Por lo tanto el anillo es semisimple. O

Teorema 4.3.14. Un anillo R es semisimple si y solo si R-prenat = F(R)
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Demostracion. (=) Si R es semisimple entonces es artiniano izquierdo por lo
tanto semiartiniano izquierdo con lo que R-Nat = F(R) por la Proposicién
3.2.7. Como R es (QI-izquierdo se sigue del Teorema 4.3.12 que R-Nat = R-
prenat. Por lo tanto R-prenat = F(R).

(<) Por la Proposicién 3.2.7 y el Teorema 4.3.12 R es semiartiniano

izquierdo y QQI- izquierdo, entonces por el Lema 4.3.13 R es semisimple. []



Apéndice A

Teoria de modulos.

A.1. Propiedad universal del nicleo y contcleo.

Teorema A.1.1 (Teorema de factorizacién). Todo homomorfismo f :
M — N se puede factorizar como f = f'm donde w: M — M/Nuc(f) es
el epimorfismo candnico y f' : M/Nuc(f) — N es un homomorfismo con
regla de correspondencia, a+ Nuc(f) — f(a). También se cumple que f' es
un isomorfismo si y solo si f es un epimorfismo. Ver el siguiente diagrama

conmutativo:

M N

M/Nuc(f)

Como consecuencia del Teorema de Factorizacién tenemos los teoremas

de isomorfismo.

Teorema A.1.2 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea N,L < M

entonces tenemos

(N+L)/L=N/(NNL)

Teorema A.1.3 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sea L < N < M
entonces

M/N = (M/L)/(N/L)
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Una generalizacion del Teorema de Factorizacion es el siguiente resultado.

Teorema A.1.4. Sea f : M — N un homomorfismo y ¢ : M — L un
epimorfismo tales que Nuc(p) < Nuc(f). Entonces existe un homomorfismo
A: L — N que satisface:

1) f=Ap;
2) Im(\) = Im(f);
3) X es un monomorfismo si y solo si Nuc(y) = Nuc(f).

Checar el siguiente diagrama:

f
M——N
7
@ v
j g )\
7/
L
Teorema A.1.5 (Propiedad universal del niicleo). Si tenemos una suce-
sion exacta en la cual © representa la inclusion y m el epimorfismo candnico

entonces para cualquier homomorfismo f : L — M con nf = 0 existe
h:L — N tal que ih = f.

0 N—>M-—"> M/N —0

Demostracion. Por hipdtesis wf = 0 entonces Im(f) < Nuc(r) = N por lo

que h = f|V es la funcién buscada. O

Teorema A.1.6 (Propiedad universal del contcleo). Si tenemos una
sucesion exacta en la cual i representa la inclusion y m el epimorfismo canoni-

co entonces para cualquier homomorfismo f : M — L con fi = 0 existe
h:M/N — L tal que ht = f.

0 N—>M-—"> M/N —0
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Demostracion. Del hecho de que fi = 0 tenemos que Im(i) < Nuc(f). Como
la sucesion es exacta tenemos que Im(i) = Nuc(w), asi Nuc(mw) < Nue(f) y
se cumplen las hipétesis del Teorema A.1.4, por lo tanto existe h : M/N —
L tal que hr = f. n

A.2. Sumas Directas y Productos.

Teorema A.2.1 (Propiedad universal del producto). Sea {M,}qca una
familia de mddulos. Sea N un mddulo y (fo)aca homomorfismos tales que

fo: N — M,. Entonces existe un unico homomorfismo f : N — H M,

YSIIN
tal que para cada o € A el siguiente diagrama conmuta:

1.
aEA

M,
N
N

A la pareja (H M, (Ta)aen) se le llama producto directo de la familia

{A4d}a€A-

Teorema A.2.2 (Propiedad universal de la suma directa). Sea { M, }aeca

a€eN

una familia de mddulos. Sea N un mddulo y (fo)acr homomorfismos tales que

fa : My —> N. Entonces existe un unico homomorfismo f : @Ma — N

aEA
tal que para cada o € A el siguiente diagrama conmuta:

M, ——P M,

aEA
o /f

N

A la pareja (@ My, (ia)aca) se le llama suma directa de la familia

{A4d}a€A-

Proposiciéon A.2.3. Si {My}aer Yy {Ng}gea son dos familias de mdodulos

entonces I : HomR(@ M, H Ng) — H Hompg(M,, Ng) dada por
ach BeQ (o, B)EAXQ

aeA
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F(p) = (mpi,), para toda ¢ € HomR(@ M,, H Ng) es un isomorfismo

acl BEN
de grupos.

Como consecuencia de la proposicion, tenemos dos casos especiales
Homp(EP M, N) = [[ Homp(Ma, N) y Homp(M, [ [ Ns) =

a€A a€A BEQ

[ Homr(1, Np).
BeQ

A.3. Familias independientes y Anillos Per-

fectos.

Lo siguiente explica la existencia de familias independientes maximas de
submodulos de un moédulo.

Sea P una propiedad referente a los submédulos de un moédulo M dado
y supondremos que existen submédulos de M que cumplen P . Construimos
o = {{No}aecr : No < M para toda @ € Ay {Ny}taea s una familia
independiente de médulos que cumplen P}.

Si {Nataea{Ng}pen son dos familias en o/ decimos que {N,}aer =
{Ns}gen si existe una funcién inyectiva de A — A’ y para toda o € A,
existe § € A tal que N, = Ng. Asi, (&, =) es un conjunto parcialmente
ordenado. Vamos a demostrar que o7 tiene elementos maximos, para ello nos
tomamos una cadena € = {{ N, }aea, bicr-

Afirmamos {Notacya, = U% € . Sea o € |J
alguna i € I, € A; por lo tanto N, < N.

Si |J % no fuese indepediente entonces existe o € A tal que Naﬂ(z Ng) #

.er \i entonces para

a#p
0. Asi, sean € N, N (Z Nj) distinto de cero, él tendra dos representaciones
aFp
n="mn,yn=mng +...+ng,, sea s un indice para el cual 1, B2, ..., Br, o € A4

por lo tanto Ng,,..., Ng,, No € {N,} e, €l cual es independiente y eso es
una contradiccién, por lo tanto | J % es independiente y 7 cumple las hipdte-

sis del Lema de Zorn entonces &7 tiene elementos maximos.

Definicién A.3.1. Un anillo se llama perfecto derecho si todo mddulo dere-

cho tiene cubierta proyectiva.
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Teorema A.3.2. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo

R:
(a) R es perfecto derecho;
(b) Todo mddulo derecho tiene cubierta proyectiva;

(¢) R satisface la condicion de cadena descendente para ideales izquierdos
ciclicos;

(d) Todo mddulo izquierdo distinto de cero tiene zoclo distinto de cero y R

no contiene un conjunto infinito de idempotentes ortogonales;

(e) R/J(R) es semisimple y J(R) es t-nilpotente izquierdo.
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Apéndice B

Reticulas.

B.1. Definiciones

Sea L un conjunto parcialmente ordenado con el orden parcial denotado
como <y S C L. Una cota superior para S en L es un elemento x € L tal que
para cualquier s € S, s < z. Un elemento sy € S se dice que es el elemento
mayor en S si para todo s € S, s < sy. De forma andloga se define una cota
inferior para S y el elemento menor de S. La minima cota superior para S
es el menor elemento en el conjunto de las cotas superiores, similarmente se

define la méxima cota inferior.

Definicién B.1.1. Una reticula es un conjunto parcialmente ordenado tal
que cualesquiera dos elementos x,y tienen minima cota superior que se de-

nota por x Vy y mdrima cota inferior que se denota por x A y.

Definicién B.1.2. Sea L una reticula. Una subreticula de L es un subcon-
junto L' de L tal que para cualesquiera x,y € L' entonces x Vy € L'y
ANy e L.

Asi, L’ es una reticula.

Definicién B.1.3. Una reticula L se llama completa, si todo subconjunto S

de L tiene minima cota superior denotada como sup(S) o \/ s Yy mdxima
s€S
cota inferior denotada como inf(S) o /\ s.
seS
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En una reticula completa L existe el elemento mayor al que comunmente

se le denota por 1 y el elemento menor denotado por 0. Por conveniencia

1=1inf(0)y 0= sup().

Definicién B.1.4. Si L' es una subreticula de L, decimos que L' es una
subreticula completa de L si L es una reticula completa y para para todo
S C L se tiene que inf(S) y sup(S) tomados en L viven en L.

Definicién B.1.5. Sea L una reticula con 0,1. Si a € L, entonces un com-
plemento de a € L es un elemento ¢ € L tal que aVec=1,aANc=0. La

reticula es complementada si todo elemento tiene complemento.

Definicién B.1.6. Una reticula es distributiva si cumple que para cuales-
quiera x,y,z € L:
(xANy)Vz=(zVz)A(yV=z)
Una reticula distributiva complementada se llama un algebra de Boole.
Definicion B.1.7. Un elemento a € L con a # 0 es un dtomo si para
cualquier b € L con b < a se tiene que b = 0. De forma dual, un elemento

c € L, conc#1, es un codtomo si para cualquier d € L con ¢ < d se tiene

que d = 1.
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