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Capitulo 1

Resumen

Actualmente existen distintos enfoques que intentan resolver el problema de la gra-
vedad cuantica. Uno de ellos es de la gravedad analoga, que toma en cuenta las
similitudes entre la fisica en un espacio-tiempo curvo y la dinamica de fluidos (par-
ticularmente, los condensados de Bose-Einstein), basandose en el hecho de que
estos ultimos presentan los mismos aspectos cinematicos que la relatividad gene-
ral. Investigar dichas analogias es interesante porque podria arrojar luz sobre al-
gunos de los grandes problemas gravitacionales que aun permanecen sin resolver,
aprovechando que los fluidos son sistemas conceptualmente claros y experimental-
mente bien controlados, ofreciendo asi la posibilidad de simular algunos fenomenos
predichos en fisica de altas energias y la gravitacion.

La presente tesis se enmarca en este contexto y se inspira por estas analogias.
En la primera mitad nos avocamos a desarrollar un caso puramente teorico: es-
tudiamos un fluido barotrépico e irrotacional, incluyendo viscosidad en el sistema.
Demostramos que la ecuacion de movimiento para el potencial de velocidad corres-
pondiente puede ser interpretado como el de un campo no masivo, minimamente
acoplado, que se propaga en una geometria lorentziana (3+1). Como resultado de
este estudio, encontramos que en nuestras ecuaciones aparece un término fuente
inducido por la presencia de la viscosidad, que puede ser interpretado fisicamente
como transferencia de energia del campo a la curvatura de la variedad. Para revi-
sarla mas a fondo, calculamos el tensor de energia momento y concluimos que no
es constante.

En la segunda mitad, nos concentramos en un caso concreto de laboratorio: un
CBE en un potencial armonico, sujeto no so6lo a la presencia de la interaccion de
contacto, sino también a una interaccion dipolo-dipolo, anisotropica, de largo al-



cance. Dedujimos y analizamos algunas propiedades termodinamicas del sistema
como el tamano del condensado, el potencial quimico, la velocidad del sonido y
la energia por particula. Encontramos que al introducir la interaccion dipolar surge
cierta anisotropia en varios aspectos del sistema (por ejemplo, en la velocidad del
sonido).



Capitulo 2

Introduccion

Las analogias siempre han jugado un papel fundamental en la fisica y las matemati-
cas. Mas alla de la belleza inherente a ellas, su importancia radica en que repre-
sentan una herramienta poderosa que podria arrojar luz sobre lo que pasa en un
sistema basandose en los fendmenos que suceden en su analogo correspondiente
definiendo, asi, un puente entre dos diferentes ramas de la ciencia.

El movimiento de las ondas de luz en un espacio-tiempo curvo encuentra una her-
mosa analogia en la descripcion de ondas de sonido en un fluido en movimiento
[1]. En este caso se ha demostrado la existencia de un agujero sordo (region de la
cual el sonido no puede escapar), que se asemeja a un agujero negro en relatividad
general [2]. Ademas, hace tiempo que se notd que las ecuaciones de movimiento
de una perturbacién en un fluido se pueden expresar de la misma forma matemati-
ca que las de un campo no masivo inmerso en un espacio-tiempo curvo [3]. Estas
observaciones sugieren que es posible estudiar ciertos aspectos de la relatividad
general y la teoria cuantica de campos por analogia con sistemas tales como los
condensados de Bose-Einstein (CBE), dado que los fluidos perfectos presentan los
mismos aspectos cinematicos de la relatividad general. Esta es la idea que subyace
detras de la llamada Gravedad Anélog.

Existe una gran cantidad de sistemas fisicos, tanto en materia condensada como en
otras areas, en los que espacios-tiempos curvos relativistas emergen. Los CBE son
de particular interés por ser fuentes de analogias gravitacionales conceptualmente
claras, ademas de permitir sistemas experimentales bien controlados, ofreciendo

1Sin embargo, es importante resaltar que hasta ahora no se sabe de ningln sistema analogo que
reproduzca las ecuaciones de Einstein, por lo que la analogia no se extiende directamente al nivel
dinamico.



la posibilidad de simular los analogos a algunos fendmenos predichos en fisica de
altas energias (por ejemplo, se considera que los CBE son buenos candidatos pa-
ra la posible futura deteccion experimental de radiacién de Hawking fononica, o de
creacion de particulas en espacios-tiempos en expansion).

Ahora bien, la geometria o el régimen relativista descrito anteriormente no es uni-
versalmente valido en un CBE mas alla de cierta aproximacion, sino que esencial-
mente, sblo es correcto para los modos o fonones de bajas energias, es decir, en la
aproximacion hidrodinamica. Para energias mayores, asi como en la presencia de
horizontes, el limite hidrodinamico o relativista se viola dando paso a la descripcion
microscopica subyacente. Este comportamiento es similar a lo que esperariamos
que pasara en gravedad cuantica, con la diferencia crucial de que la descripcion
microscopica en el caso de los BEC es bien conocida, por lo que calculos comple-
tos basados en fisica firmemente verificada y controlada serian posibles ain mas
alla del régimen relativista.

En vista de lo anterior, las desviaciones del limite hidrodinamico o relativista que
aparezcan en los CBE se presentan como posibles ventanas a correcciones ci-
nematicas que una hipotética teoria cuantica de la gravedad impondria sobre la
relatividad general. Las extrapolaciones que se pueda hacer a partir de analogias
con la materia condensada seran particularmente relevantes si las desviaciones de
la relatividad general clasica, originadas por tal teoria, resultan ser similares a las
que ocurren en los BEC con respecto al régimen relativista.

Inspirada por estas ideas, y enmarcada en este contexto, la presente tesis se divi-
de en dos partes. En la primera mitad desarrollaremos la generalizacion del caso
estudiado por Barceld, Liberati y Visser en [3], considerando un fluido barotrépico e
irrotacional, pero incluyendo viscosidad en el sistema. Demostraremos que la ecua-
cién de movimiento para el potencial generado por la velocidad de una perturbacion
en el fluido puede ser interpretado como el de un campo no masivo, minimamente
acoplado, que se propaga en una geometria lorentziana (3+1). En contraste con lo
que ocurre en [3], en nuestras ecuaciones aparece un término fuente inducido por
la presencia de la viscosidad, que puede ser interpretado fisicamente como cier-
ta transferencia de energia del campo a la curvatura de la variedad. Para revisar
qué ocurre con la energia del sistema calculamos el tensor de energia momento,
que resulta no ser constante.

En la segunda mitad, nos concentraremos en un caso concreto de laboratorio: un
CBE en un potencial armonico, sujeto no so6lo a la presencia de la interaccion de
contacto, sino también a una interaccion dipolo-dipolo, anisotropica, de largo al-



cance. Deducimos y analizamos algunas propiedades termodinamicas del sistema
como el tamano del condensado, el potencial quimico, la velocidad del sonido y
la energia por particula. Encontramos que al introducir la interaccion dipolar surge
cierta anisotropia en varios aspectos del sistema (como en la velocidad del sonido),
que ofrece la posibilidad de analizar mecanismos disipativos en el sistema.



Capitulo 3

Antecedentes

La Gravitacion es un area de la fisica que todavia representa un enigma para la
ciencia. A pesar de los grandes esfuerzos que se ha hecho por encontrar una teoria
que unifique todos los fendmenos fisicos, hasta ahora ha sido imposible lograr una
descripcion cuantica completa de la gravedad, ya que existe una profunda incom-
patibilidad entre la incertidumbre inherente a la mecanica cuantica (MC) y la rigidez
de la formulacion geométrica sobre la que se basa la relatividad general (RG).

Se ha aplicado diversos enfoques para encontrar la solucién a este problema, en-
tre los cuales los mas populares son la Teoria de Cuerdas y la Gravedad Cuantica
de Lazos. Sin embargo, hay otra linea de investigacion que sugiere que la grave-
dad podria no ser una interaccion fundamental, sino un fendmeno emergente (algo
asi como el limite hidrodinamico de una teoria mas fundamental). Dentro de ella hay
distintos planteamientos, pero nos referiremos a todos como Modelos de Gravedad
Emergente.

Entre éstos se encuentran los Modelos de Gravedad Analoga (MGA), que son, ge-
neralmente, sistemas de materia condensada que funcionan como modelos de ju-
guete, en los que se ha podido recuperar conceptos de la gravitaciéon como la inva-
riancia de Lorentz de las ecuaciones de movimiento y una métrica pseudorieman-
niana. Si bien es cierto que dichos esquemas tienen sus limitaciones, han aportado
interesantes ideas relacionadas con otros problemas presentes en la teoria de la
gravitacion (por ejemplo, el problema de la constante cosmolégica) y son extre-
madamente Utiles para acceder experimentalmente a algunas caracteristicas de la
teoria de campos en espacios-tiempos curvos que hasta ahora no se ha podido
medir mediante la deteccion directa, es decir, permiten reproducir en el laboratorio
varios fendmenos gravitacionales cuya existencia real en la naturaleza no ha podido
aun ser verificada (como la radiacion de Hawking).
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3.1. Gravedad Cuantica (GC)

A pesar de que la gravedad fue la primera fuerza de la naturaleza en ser comprendi-
da en términos fisicos, ésta se distingue de las demas interacciones fundamentales
porque aun no ha sido posible encontrar su descripcion cuantica y unificarla con el
resto de ellas [4].

Hasta ahora, nuestras observaciones fisicas han podido ser descritas exitosamen-
te por la teoria general de la relatividad de Einstein y el modelo estandar de las
particulas elementales, pero, a pesar del notable progreso que se ha alcanzado al
unificar tres de las cuatro fuerzas de la naturaleza, la fuerza gravitacional se ha re-
sistido a ser cuantizada y aun es una teoria completamente clasica. Esto se debe a
que los métodos de cuantizacién que sirvieron para el resto de las interacciones en
el modelo estandar no han funcionado como se esperaba. No es que la gravedad
no pueda ser cuantizada mediante ellos, sino que el resultado no es renormalizable
y por tanto no puede ser interpretado como una teoria fundamental, sino mas bien
como una efectiva, en el mejor de los casos. Este conflicto indica que aun hay co-
sas por comprender que, por un lado, nos llevan a un territorio desconocido y, por
otro, representan una oportunidad para profundizar nuestro entendimiento sobre el
funcionamiento de la naturaleza.

Existen diversas razones por las cuales quisiéramos unificar la relatividad general
(RG) y la mecanica cuantica (MC). Desde el principio, la historia de la fisica ha
estado ligada a la unificacion de fenomenos aparentemente disconexos: primero, en
la segunda mitad del s. XIX, Maxwell establecio la interrelaccion entre los campos
eléctricos y magnéticos, conformandolos en la teoria electromagnética [5]. Luego,
en la segunda mitad del siglo pasado, Glashow, Salam, y Weinberg propusieron
una teoria que unificaba estas interacciones, a su vez, con la interaccion débil en lo
que conocemos como la teoria electrodébil. A partir de entonces, se ha intentado
fusionar la interaccion electrodébil con la llamada fuerza fuerte, en las llamadas
teorias de gran unificacion, aunque no hay ninguna propuesta hasta ahora que se
acepte universalmente. El ultimo paso en este sentido seria, naturalmente, crear
un marco teérico que conjunte todas las interacciones que conocemos, es decir,
construir la teoria que unifique a estas tres interacciones que hemos mencionado
con la de la gravedad. A ésta se le ha bautizado como la "teoria del todo”.

Ademas de los motivos historicos, existen ciertos enigmas de la fisica que siguen
sin ser resueltos. Por ejemplo, en MC las particulas existen como una superposi-
cion de estados, mientras que desde la perspectiva de la RG, dado que todas las
particulas llevan energia, gravitan. Un fotén, entonces estaria mecanico-cuantica-
mente en un estado superpuesto, por lo cual no podriamos determinar su campo
gravitacional, puesto que un campo clasico no existe en superposiciones, lo cual
refuerza la incompatibilidad de las teorias.
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También tenemos el problema de pérdida de informacién en los agujeros negros.
Usando la teoria cuantica de campos (TCC) en una geometria clasica de agujero
negro, Hawking demostrd que los agujeros negros emiten radiacion térmica, de mo-
do que pierden masa. Si esta radiacion siguiera siendo térmica hasta que el agujero
negro se evaporara completamente, cualquier distribucion con la misma masa ini-
cial que colapsara en un hoyo negro alcanzaria finalmente el mismo estado térmico
final. Entonces perderiamos irreversiblemente parte de la informacioén contenida en
la configuracion inicial, lo cual seria incompatible con la MC. Esperamos, entonces,
gue una cuantizacion correcta de la gravedad resuelva esta contradiccion [6].

Finalmente, la RG predice que existen objetos con una densidad de energia y una
fuerza gravitacional infinitas, llamados singularidades. Estas singularidades no son
fisicas e indican un colapso en la teoria. Por ello, cabe pensar que tendriamos que
reemplazar a la RG por una teoria mas fundamental en estos limites extremos del
espacio-tiempo.

Si bien es cierto que una teoria cuantica de la gravedad tal vez no alcance a resol-
ver por completo estos enigmas (en particular los dos ultimos), esperamos que al
menos arroje alguna luz sobre cémo proceder para hacerlo.

Cabe puntualizar que, a lo largo de esta busqueda, hay que tener en cuenta que uno
de los requisitos basicos para cuantizar la gravitacion sera que la teoria resultante
tenga un limite clasico que sea, al menos aproximadamente (y correspondiendo
con la fenomenologia conocida), idéntico a la relatividad general.

3.2. Intentos para encontrar la Gravedad Cuantica

Para resolver el problema de cuantizar la gravedad se han planteado distintas pro-
puestas. Algunas de las teorias mas populares son las siguientes [7].

Comencemos por mencionar la teoria de cuerdas, que es uno de los candidatos
mas famosos para encontrar una formulacion unificada de la naturaleza [8], [9] .
Esta es una de las teorias que usan un enfoque parecido a la TCC y, ademas, com-
parte con otras el planteamiento de un fondo separado de la materia [10]. Desafor-
tuadamente, aun no ha conseguido hacer predicciones que se hayan comprobado
experimentalmente. Ademas, el hecho de que haya un gran nimero de soluciones,
debido a que los procesos de compactificacion en esta teoria no son Unicos, no per-
mite encontrar predicciones unicas, por lo que al final se encuentran teorias fisicas
en cuatro dimensiones totalmente distintas entre si.

La siguiente propuesta que mencionaremos es gravedad cuantica de lazos, que
consiste en un enfoque canénico para la cuantizacion del espacio-tiempo indepen-
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diente del fondo. En sus etapas tempranas dio origen a la geometrodinamica [11] y
la supergravedad [12]. Sin embargo, hasta ahora no se ha podido demostrar que en
realidad contenga a la RG en algun limite clasico [13], ademas de que el concepto
del tiempo se pierde, debido a que no podemos definir un producto interno en el
espacio de Hilbert de esta teoria.

También estan los modelos anisotropicos, que postulan un comportamiento de es-
cala diferente del espacio y el tiempo en el régimen ultra violeta (UV), lo que permi-
te construir una teoria renormalizable a 6rdenes bajos en dicho régimen [14], [15],
[16]. Sin embargo, trabajos recientes afirman que, en el limite infrarrojo, la teoria no
reproduce la gravedad sin masa [17], [18] .

Por ultimo nos referiremos a las teorias de gravedad emergente, que plantean que
el espacio-tiempo curvo surge de una estructura subyacente. Existen diferentes ver-
tientes de esta rama; nosotros nos concentraremos en las basadas en sistemas de
materia condensada, que van desde plantear una simple analogia entre la termo-
dinamica del espacio-tiempo y sistemas de materia condensada hasta ideas radi-
cales que involucran un sistema de materia condensada preespacial [10] . En la
siguiente seccidn, las revisaremos con mas detalle.

Se ha desarrollado otras lineas de investigacion en areas tales como la cuantiza-
cion asintotica [19] , el grupo de renormalizacion [20], [21], [22], Twistores [23] y
geometria discretizada [24] y no conmutativa [25], [26], entre otras, pero no abun-
daremos en ellas.

Cabe hacer notar que los enfoques construidos independientemente del fondo (co-
mo la gravedad cuantica de lazos) suponen que la gravedad es algo fundamental,
mientras que los que se basan explicitamente en que existe un espacio-tiempo
subyacente (como la teoria de cuerdas o las teorias de gravedad emergente), con-
sideran a la gravedad como una teoria efectiva nada mas, asumiendo que la MC es
la formulacion verdaderamente fundamental. En consecuencia, la mayoria de los
planteamientos del segundo tipo intentan aplicar alguno de los procedimientos de
cuantizacion ya bien definidos a los grados de libertad fisicos del espacio-tiempo o
a alguna teoria subyacente que lo origina.

3.3. Modelos de Gravedad Emergente

Una de las teorias recientes que ha ido ganando mas adeptos propone que la gra-
vedad (y tal vez inclusive el electromagnetismo y los demas campos de norma [27])
podria ser un fenomeno emergente, en el sentido de ser el resultado de un com-
portamiento efectivo de cierta fisica microscopica muy distinta (refiriéndose esta
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tltima a la dinamica de ciertos objetos cuanticos elementales). Esto es, la gravedad
seria algo asi como un fenédmeno emergente, a gran escala, similar a un estado de
materia condensada hecha de muchos atomos [28].

Estos modelos consideran una teoria fundamental, que no es la RG, y exploran
como es posible que el espacio, el tiempo y su dinamica emerjan en cierto régimen
usando distintas técnicas, a menudo adoptadas de la fisica de materia condensada.

Si la gravedad no fuera fundamental, sino una interaccion residual emergente, podria
ser un fenomeno intrinsecamente clasico. Considerando que es la MC lo universal-
mente valido, tendriamos que asumir un sustrato cuantico a partir del cual la gra-
vedad resultaria como un fenémeno clasico emergente. En este caso, no habria
conflicto con los argumentos contra las teorias semiclasicas, porque no habria gra-
vedad en absoluto al nivel del sustrato. EI campo gravitacional no tendria propieda-
des cuanticas que establecer en una teoria de gravedad cuantica, y la cuantizacion
de la RG no llevaria a ninguna teoria fundamental. El objetivo de una teoria de
gravedad cuantica seria, mas bien, identificar el sustrato cuantico que da origen a
la gravedad, aunque dicha teoria deberia tener la RG como limite clasico (que, al
menos, reprodujera la fenomenologia conocida) [29].

Por esa razdn, hay quienes plantean que los modelos de gravedad emergente no
deben considerarse como alternativas para encontrar la gravedad cuantica, tales
como la teoria de cuerdas o la cuantica de lazos, sino que deben ser vistos como
manifestaciones de un paradigma mas general sobre como se podria recuperar la
dinamica y geometria clasicas del espacio-tiempo a partir de ciertos escenarios
gravitocuanticos ([30]).

Dentro de este espectro de teorias podemos mencionar muchos ejemplos, tales co-
mo la group field theory [31], [32], la propuesta del conjunto causal [33], los quantum
graphity models [34], [35], entre otros [36], [37]. Sin embargo, los que nos intere-
san, dado que son la base teorica para este trabajo, son los modelos de gravedad
analoga (MGA). La principal motivacion para estudiar estos modelos es averiguar
si es posible (ya sea teorica o experimentalmente) reproducir en el laboratorio di-
versos fendmenos gravitacionales, cuya existencia real en la naturaleza no puede
ser verificada directamente en la actualidad. Estos fendmenos superan nuestras
capacidades observacionales actuales (y previsibles en un futuro inmediato), pero
creemos que existen por ser consecuencia de argumentos tedricos aparentemen-
te sélidos dentro de los marcos de la relatividad general y la teoria de campos en
espacios curvos.

10
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3.4. Modelos de Gravedad Analoga

En los ultimos tiempos se ha avanzado mucho en cuanto a los alcances obtenidos
en observaciones experimentales relacionadas con la RG. Sin embargo, debido a
lo débil que es, el campo gravitacional sigue siendo muy dificil de medir en régime-
nes de gran curvatura, donde el comportamiento gravitacional se desvia significa-
tivamente de la descripcidon newtoniana y requiere una descripcion completamente
relativista, y bajo condiciones controlables experimentalmente, donde la diferencia
entre el efecto fisico y los efectos de la contaminacién sea clara.

El régimen de grandes curvaturas es importante, no solo para la dinamica del cam-
po gravitacional, sino por los efectos cinematicos relacionados con la dinamica de
los campos de materia que viven en la variedad espacio-temporal, puesto que qui-
siéramos entender como “sienten” los campos de materia la geometria subyacente.
Ademas de entender la validez del principio de equivalencia en ese dominio, existen
otros fendmenos cuya comprension es fundamental para que podamos descifrar el
origen de las estructuras en escenarios inflacionarios y para comprender qué ocurre
con la evolucion unitaria cuando se llegan a formar agujeros negros (por ejemplo,
la radiacion de Hawking y la creacién cosmolégica de particulas) [38].

A pesar de que hasta ahora han surgido diferentes maneras de abordar estos
fendbmenos tedricamente, el estatus de esas teorias aun no esta claro. Para con-
firmar los calculos tedricos necesitamos hacer detecciones directas, pero aun no
podemos manipular o generar experimentalmente campos gravitacionales que sean
suficientemente fuertes para producir fenémenos de creacion de particulas. Por eso,
parece que la exploraciéon del régimen de grandes curvaturas con campos gravita-
cionales reales esta restringida sélo a la observacién de fenomenos astrofisicos o
cosmologicos, con todas las limitaciones e incertidumbre que esto implica.

Sin embargo, podemos librar estos obstaculos, al menos en cierta medida, traba-
jando con métricas espacio-temporales curvas artificiales en laboratorios relativa-
mente sencillos, gracias a que, aun en sistemas de materia condensada simples
(tales como los condensados de Bose-Einstein en gases atomicos) la cinematica
de las perturbaciones a bajas energias (los fonones) pueden describirse mediante
una teoria de campo relativista. El espacio-tiempo curvo de fondo se origina por
el comportamiento colectivo de la parte condensada de los atomos. En sistemas
fermidnicos mas complicados (en particular en 3He-A [39]), emergen campos de
norma y gravitacionales junto con una cuasimateria fermidnica. Todos estos cam-
pos emergentes tienen mucho en comun con los de la fisica de altas energias, o
sea, la gravedad einsteiniana y el modelo estandar de particulas. Esto puede dar
indicios de que estos ultimos podrian ser Unicamente teorias efectivas que emergen
en el limite de bajas energias de una teoria fundamental de gravedad cuantica que
describiria los "atomos” que componen el vacio cuantico.

11



3.4. — Modelos de Gravedad Analoga 12

Sin embargo, vale la pena mencionar que el interés en este enfoque no sélo radica
en reproducir fenomenos gravitacionales en algin modelo analogo, sino también
en encontrar desviaciones del caso ideal en modelos analogos reales, y analizar
si es probable que desviaciones similares aparezcan en sistemas gravitacionales
reales. Y, aunque los MGA no han sido capaces de ofrecer algun tipo de ecuacio-
nes dinamicas gravitacionales emergentes hasta ahora, si han aportado una nueva
corriente de ideas sobre muchos problemas apremiantes en la teoria gravitacional,
tales como la constante cosmologica [40] o la materia obscura.

12



Capitulo 4

Gravedad Analoga a Fluidos

Las analogias, como hemos visto, han jugado un papel muy importante en la fisica
y las matematicas, dandonos nuevas formas de ver los problemas y permitiendo la
proliferacion de ideas entre diferentes ramas de la ciencia; una analogia elegida cui-
dadosamente puede ser extremadamente Util para fijar la atencion en un problema
especifico, asi como para sugerir rutas inesperadas para encontrar posibles solucio-
nes. También establecimos que nosotros nos centraremos en las teorias analogas a
la gravedad, que son algunas analogias basadas tipicamente en la fisica de materia
condensada, que permiten probar algunos aspectos de espacios-tiempos curvos.

La mas conocida es aquella de las ondas de sonido en un fluido en movimiento
como analogas a las ondas de luz en un espacio-tiempo curvo. Un fluido que se
mueve a una velocidad supersénica puede generar un “agujero sordo”, el analogo
acustico de un “agujero negro”, y la analogia se puede extender hasta el punto de
demostrar matematicamente la presencia de radiacidon fonénica de Hawking a partir
de el horizonte acustico. Este detalle proporcionaria, en principio, un modelo de
laboratorio concreto para la teoria cuantica de campos en espacios curvos en un
territorio que es tecnol6gicamente accesible al experimento.

Hay muchos otros modelos analogos que pueden ser Utiles por distintos motivos:
algunos son interesantes por razones experimentales y otros son utiles por arrojar
nueva luz sobre preguntas tedricas desconcertantes.

Desde luego hay que puntualizar que analogia no significa identidad y no se preten-
te alegar, de ninguna manera, que los modelos que consideremos sean completa-
mente equivalentes a la relatividad general (de hecho, no se ha logrado reproducir
las Ecuaciones de Einstein en ellos, por ejemplo). Simplemente diremos que los
modelos analogos son interesantes cuando capturan y reflejan adecuadamente un
nuamero suficiente de caracteristicas importantes de relatividad general (o, a veces,
especial) y, por ello, nos interesa estudiarlos.

13
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4.1. Antecedentes

La acustica en un fluido en movimiento es un ejemplo simple y claro de un modelo
analogo. Su fisica es sencilla, al igual que el marco conceptual y los calculos que
involucra (siempre y cuando no sean casi imposibles de realizar).

La idea fisica detras de este problema es la siguiente: un fluido en movimiento arras-
trara ondas de sonido con él y, si la velocidad del sonido llegara a ser supersonica,
las ondas de sonido nunca serian capaces de remontar en la direccion opuesta a
la del fluido. Esto implicaria la existencia de un “hoyo sordo”: una region de la cual
el sonido no puede escapar. Esto suena muy parecido a la nocién de “hoyo negro”
en relatividad general, al menos a nivel verbal.

Nos interesa ver si es posible convertir esta analogia verbal en un enunciado fisico y
matematico ya que sélo cuando tenemos una coneccion fisica y matematica precisa
entre, en este caso, la fisica de la acustica en un sonido en movimiento y algunas
caracteristicas significativas de relatividad general podremos decir que tenemos un
“modelo analogo de (algunos aspectos) de la gravedad”. En general la comunidad
se refiere a tales modelos como “gravedad analoga” para abreviar y nosotros lo
haremos también.

Ahora bien, las caracteristicas de relatividad general que se recuperan tipicamente
en un “modelo analogo” son las cinematicas relacionadas con la forma en que se
definen los campos (clasicos o cuanticos) en el espacio-tiempo curvo, y la condicion
imprescindible de cualquier modelo analogo a la gravedad es la existencia de una
“métrica efectiva” que capture la nocion de espacios-tiempos curvos que surgen en
relatividad general. (Al menos seria deseable reproducir la nocion de la geometria
de Minkowski de relatividad especial.)

Puesto que lo que acabamos de describir verbalmente (y su generalizacion en otros
marcos fisicos) puede ser convertido en un enunciado fisico y matematico preciso,
este modelo analogo es de interés fisico, y dicha analogia funciona a dos niveles:
en el de la acustica geométrica y en el de la acustica fisica.

La ventaja del uso de la acustica geométrica es que la derivacion de la forma ma-
tematica precisa de la analogia es tan simple que es casi trivial y que la derivacion
es extremadamente general. Su desventaja es que en ese limite uno so6lo puede
deducir la estructura causal del espacio-tiempo, y no obtiene una métrica efectiva
Unica. En ese sentido, la acustica fisica resulta mejor, ya que, aunque la derivacion
de la analogia es valida en un régimen mas restringido, ésta puede ser mas util
ya que se puede especificar una métrica efectiva precisa, lo cual da cabida a una
ecuacion de onda para las ondas de sonido (valgame la redundancia).

A continuacion hablaremos brevemente del primer enfoque, por completitud, para

14
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después desarrollar de manera mas extensa, en la siguiente seccion, el caso de la
acustica fisica a modo de introduccion para el tema central de este capitulo.

4.1.1. Acustica geométrica

Al nivel de la acustica geométrica s6lo necesitamos asumir que la velocidad del
sonido ¢, con respecto al fluido, y que la velocidad del fluido v, con respecto al
laboratorio, estan bien definidas.

Entonces, con respecto al laboratorio, la velocidad de una onda de sonido que se
propaga en el fluido en la direccién dada por el vector unitario fi es:

%:cﬁJrv. (4.1)
o bien,
1 {dx
n=—-|——v|. 4.2
" c[dt V} (4-2)

Demandando que f sea unitario encontramos que

1 [dx dx 1| /dx\? dx
l==|=—v|-|—=v|=5|[=) —2v-—+V* 4.3
c? [dt V] [dt V] c? [(dt) VY (4-3)
0, equivalentemente,
Adt? = dx* =2 (v-dx)dt +v¥dt* &
— (2 =v*)dt* —2(v-dx)dt +dx-dx=0 . (4.4)

Resolver esta ecuacion cuadratica para dx en funcion de dt nos da un cono asocia-
do con cada punto en el espacio y el tiempo, que definira una “causalidad” entre las
senales que viajan en el fluido.

Recordemos de relatividad general, que podemos expresar el elemento de linea
como [41], [42]
ds* = guvdxtdx'. (4.5)
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Nos interesa encontrar una métrica que nos permita hacer una analogia entre (4.4)
y (4.5) asumiendo, por supuesto, que el elemento de linea es luxoide]. Para ello
expresemos (4.4) como un producto de matrices, definiendo

u! = (dx*)T = (dt,dx) (4.6)

y factorizandolo por la izquerda, de modo que entonces (4.4) sera

o (T

Haciendo lo propio por la derecha, obtenemos
—(?=v?) T dr \
(dt,dx) ( Ly L., g | =0 (4.7)

A partir de (4.7) podemos identificar una matriz que podemos asociar a una métrica
lorentziana de clase conforme? [1]:

2 2 T
2 —(cT=v) —v
guv = Q ( v Ts3 ) , (48)

donde Q es una funcidn sin especificar, pero no nula.

El enfoque geométrico tiene las ventajas de ser extremadamente simple y que su
estructura basica es independiente de la dimension, ademas de que se puede ge-
neralizar este razonamiento légico rapida y facilmente a situaciones fisicas mas
complicadas. Sin embargo, en él la métrica no queda totalmente definida.

A continuacion, revisaremos con mas profundidad esta analogia desde la perspec-
tiva de la acustica fisica. Para ello, en la siguiente seccién haremos una revision de
algunos conceptos basicos de la dinamica de fluidos, para después demostrar el
teorema propuesto por Barceld, Liberatti y Visser [43].

4.2. Analogia desde la acustica fisica:
caso no Viscoso

En este tratamiento partimos del hecho de que, para un fluido estatico, homogéneo
y Nno viscoso, la propagacion de ondas de sonido esta gobernada por la ecuacion

"Después de todo, el cono de sonido quedaréa definido por un cuadrivector luxoide.
2Una métrica conforme puede verse como una métrica que esta definida sélo hasta cierta escala.
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de onda [44]
2o = V2. (4.9)

Generalizar este resultado para un fluido que no es homogéneo o que esta en mo-
vimiento (incluso posiblemente en movimiento inestable) es mas complicado de lo
que podria parecer. Para derivar una ecuacién de onda en una situacién mas gene-
ral, comenzaremos por adoptar algunas simplificaciones que nos permitan derivar
el teorema que mas adelante enunciaremos, pero antes de comenzar, es necesario
establecer algunas ecuaciones y conceptos de utilidad.

4.2.1. Ecuaciones de la dinamica de fluidos
Ecuacion de continuidad

Para deducir las ecuaciones fundamentales de la dinamica de fluidos, comencemos
por la ecuacién de la conservacion de la materia [45], [44]. Consideremos cierto vo-
lumen del espacio, V,, cuya superficie llamaremos S,, y supongamos que tenemos
un fluido con densidad de masa local bien definida para cada punto e instante de
tiempo, p(t,x)@, y una velocidad local v(z,x). La masa de fluido en ese volumen sera

M= / pdV. (4.10)
Vo

Por un lado, cuando el fluido salga de Vj, el decremento de la masa estara dado por

oM 9 ap
= VOpdV——/VOEdV (4.11)

Por otro lado, la Unica manera en que la masa puede cambiar dentro del volumen
Vo es fluyendo a través de la superficie S,. Matematicamente, podemos expresar
el elemento dV en (4.10) como la distancia que alcanza a moverse el fluido en
un tiempo dr, en la direccion perpendicular a la superficie, por el diferencial de
superficie dS [A:

dV =vdt-dS = pdV = (pv-dS)dt.

3La suposicién de que p existe es una suposicion del continuo, que no se mantiene si tomamos en
cuenta la estructura molecular de la materia. La hacemos porque estamos considerando fenémenos
macroscopicos.

4La magnitud del vector dS es igual al area del elemento de superficie, y su direccion esta a lo
largo de la normal, en el sentido de la normal saliente, por convencion.
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Asi, el diferencial de masa que sale del volumen, por unidad de tiempo, es

0

E(pdv) =pv-dS, (4.12)
y la masa total del fluido que sale del volumen V, por unidad de tiempo sera la suma

del flujo que atraviesa la superficie que lo rodea, Sy,

oM
o :%Sopv-dS. (4.13)

Usando el Teorema de Gauss-Ostrogradsky y convirtiendo nuestra integral de su-
perficie en una de volumen llegamos a

7{ pv.dS— [ (V-pv)av. (4.14)
So Vo

Por dltimo, como (4.11) y (4.14) tienen que ser iguales,

/(V~pv)dV:—/ P o
Vo Vo at

/{a—p—l-v-pv]dV:O . (4.13)
Vo ot

Dado que esta ecuacion debe satisfacerse para cualquier elemento de volumen, el
integrando debe ser nulo, i.e.
dp

5tV v =0. (4.16)

que es la ecuacion de continuidad.

Ecuacion de Euler

Antes de continuar, necesitamos definir lo que queremos decir por fluido ideal. Nos
referiremos a éste como aquél que cumple con la siguiente propiedad: para cual-
quier movimiento del fluido existe una funcion p(z,x), llamada presion, tal que si S es
cierta superficie en el fluido, cuyo vector unitario normal es n, la fuerza de tensién
que se ejerce sobre las superficie S, por unidad de area, al tiempo 7 y en la posicion
X €s
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fuerza sobre S porunidad de area = —p(t,x)n .

Note que la fuerza esta en la direccion de n y que actlia ortogonalmente a la su-
perficie S, 0 sea, no hay fuerzas tangenciales. Esto ultimo implica que el fluido es
irrotacional.

Ahora consideremos cierto volumen en el fluido, V,, rodeado por una superficie
cerrada Sy. La fuerza total que actua sobre este volumen es igual a

F— —]{ pdS. (4.17)
So

Podemos transformar la dltima integral en una de volumen, auxiliandonos de un
vector cualquiera, digamos e, fijo en el espacio y tomando su producto punto por

@.17)

e-F:—j{pe-dS:— V-(pe)dV=— [ Vp-edV.
So Vo Vo

Sacando el producto punto por e y restando la segunda y la ultima integral, vemos
que

_ j{ pdS=— [ Vpav, (4.18)
So

con lo que concluimos que el fluido que rodea cualquier elemento de volumen dV,
ejerce sobre él una fuerza igual a —VpdV o, equivalentemente, que una fuerza igual
a —Vp actua por unidad de volumen en el fluido.

Ahora podemos escribir la ecuacion de movimiento de un elemento de volumen en
el fluido usando la Segunda Ley de Newton:

dv

— =-Vp. 419
P p (4.19)
La derivada dv/dt que aparece aqui no denota la razén de cambio de la velocidad
del fuido en un punto fijo en el espacio, sino la razén de cambio de la velocidad de un
pequenisimo elemento de volumend del fluido mientras éste se mueve en el espacio.
Esta derivada tiene que expresarse en términos de cantidades que si estén fijas en

5Como estamos considerando al fluido como un medio continuo, cualquier pequefio elemento de
volumen en él se supone que es tan grande que alin contiene un gran nimero de moléculas; por ello,
cuando hablemos de elementos de volumen “infinitamente pequenos” nos referiremoas a aquellos
que son “fisicamente” infinitamente pequenos, i.e., muy pequenos comparados con el volumen del
cuerpo que estamos considerando, pero grandes comparados con la distancia entre las moléculas.
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el espacio. Para ello, notemos que el cambio dv en la velocidad del elemento de
volumen dado, durante un tiempo dt, se compone de dos partes: el cambio durante
dt de la velocidad en un punto fijo del espacio, y la diferencia entre velocidades, al
mismo tiempo, en dos puntos que estan separados por una distancia dr. Estas dos
contribuciones se pueden expresar como

dv_dv dvdx;

- _77 _ dv dr
dt 8t+8x,~ dt gt (@ Vv =
dv  ov

(usando la notacion de Einstein).

En la primera parte de la contribucion a %, la derivada temporal se toma para x;
constantes, o sea, en un punto fijo en el espacio; la segunda, por su parte, se toma
a un tiempo fijo.

La expresion para la derivada dada por (4.20) se conoce como la derivada material
de v, y en general se define, para una funcién arbitraria f(z,x) en el fluido, de la
siguiente manera:
Df(t,x)
Dt

= Of+(v-V)f. (4.21)
Finalmente, sustituyendo (4.20) en (4.19), y dividiendo entre p encontramos que

—+(v-V)v= —EVp, (4.22)

que es la ecuacion de Euler. En general, el lado derecho puede generalizarse para
incluir otras fuerzas, ademas de la debida a la presion. En particular, si el fluido
esta en un campo gravitacional seria necesario agregar la fuerza pg, que es la fuer-
za de la gravedad por unidad de volumen (donde g es la aceleracion gravitacional).
En este caso, la ecuacion (4.22) toma la forma

ov 1
E+(V-V)v——EVp+g. (4.23)

En general, podremos expresar la ecuacion de Euler como

d 1

a—:+(v-V)v:—EVp+a, (4.24)
siendo a la aceleracién (o bien, la fuerza por unidad de masa) producida por cual-
quier fuerza externa, agregada a la debida a la presidn, que actia sobre el fluido.
La a puede tener componentes tangenciales, en el caso de fluidos no ideales.
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Hasta este punto no hemos tomado en cuenta procesos de disipacion de la energia
que podrian ocurrir si el sistema estuviera en movimiento como consecuencia de
la friccidn interna (viscosidad) del fluido y el intercambio de calor entre diferentes
partes de él. Estas condiciones, en las que la conductividad térmica y la viscosidad
no son importantes, son equivalentes a las enunciadas anteriormente para definir
un fluido ideal.

La ausencia de intercambio de calor entre diferentes partes del fluido (y con el exte-
rior) implica que el movimiento es adiabatico a través de él. En este caso, la entropia
de cualquier pequeno elemento de volumen permanece constante mientras éste se
mueve en el espacio. Sila entropia es constante en todo el volumen en algun mo-
mento inicial, mantendra el mismo valor constante en todo momento. Esto puede
expresarse como

S = constante < dS = 0. (4.25)

Un movimiento con tal caracteristica se conoce como isentrdpico y para ellos tam-
bién se satisface que la densidad sélo depende de la presion, i.e. p = p(p).

Aprovechando que el movimiento es isentropico, podemos expresar (4.22) (al igual
que (4.23) y (4.24)) de una manera diferente. Para ello, partimos de la relacion que
conocemos para la entalpia

H=U+pV

y la derivamos
dH = dU + pdV +Vdp.
De la segunda ley de la termodinamica sabemos que
dU = TdS — pdV,
expresion que podemos sustituir en la derivada de la entalpia para encontrar que
dH =TdS+Vdp.

Ahora podemos reescribir el volumen como V =M /p, donde M es la masa del fluido,
y considerando que para el caso que nos ocupa dS = 0,la entalpia se reduce a

M dH d
dH="dp o dh=2"=2P
P M p

donde hemos definido 4 = h(p) como la entalpia especifica (la entalpia por unidad
de masa) del sistema. Vemos pues que

P dp P1dp
h:/ —:/ ~9P 4.26
o p(p) Jo pdx; (4.26)
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de tal suerte que

oh  Oh [ (Pldp 1 ldp
0, escrito vectorialmente, .
Vh=—Vp. (4.28)
P
Sustituyendo en (4.22) nos queda
g—: +(v-V)v=—Vh. (4.29)

Aun podemos simplificar esta expresion recordando que

lV(V-V):vx (Vxv)+(v-V)v

2
y entonces podemos reescribir (4.29) como
%—F%V(vv) —vx (Vxv)=-Vh. (4.30)

Dado que nuestro flujo es irrotacional, podemos escribir la velocidad en términos
de un potencial escalar como

v=-V¢, (4.31)
de modo que el ultimo sumando del lado izquierdo de (4.30) se anula, y nos queda
ov 1
— 4+-V(W¥)=-V
ot * 2 (v’ h

que podemos reescribir, en términos del potencial, de la siguiente forma

+ %V [(V9)?]=-Vh <

¢ 1 2 _
V{—E+§(V¢) +h} =0

0, equivalentemente,

g 1 2,
- t5(Vo) +h=q, (4.32)

gue es una version de la ecuacion de Bernoulli, donde a = cte. que, por convenien-
cia, fijaremos igual a cero.

Ahora si estamos en condiciones de enunciar el teorema.
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4.2.2. Teorema de Barcelo, Liberati y Visser

Si un fluido es barotropico y sin viscosidad, y el flujo es irrotacional (aunque posible-
mente dependiente del tiempo), la ecuacion de movimiento para el potencial de la
velocidad que describe una perturbacion acustica es idéntica a la ecuacion de movi-
miento d’alembertiana para un campo escalar, no masivo, minimamente acoplado,
que se propaga en una geometria lorentziana (3+1) dimensional

Ag = (V—gg""dvp) =0. (4.33)

1
——d
V=g
Bajo tales condiciones, la propagacion del sonido esta gobernada por una métrica
acustica, g,v(t,x). Esta métrica acustica describe una geometria (3+1) dimensional

lorentziana (pseoudo-riemanniana) y depende algebraicamente de la densidad, la
velocidad del fluido y la velocidad local del sonido en el fluido. Especificamente

o c2_ 2 T
guv(t,X) = %( ( L ) 113:3 ) (4.34)

En general, cuando el fluido no sea homogéneo y esté en movimiento, el tensor de
Riemann acustico asociado a esta métrica lorentziana sera no nulo.

Antes de hacer la demostracion cabe resaltar que, aunque la dinamica de fluidos
subyacente sea newtoniana, no relativista, y tenga lugar en el espacio plano mas el
tiempo, las fluctuaciones (ondas de sonido) seran gobernadas por una geometria
espacio-temporal lorentziana (pseudo riemanniana), (3+1) dimensional, curva. Pa-
ra aquellos que se dedican a la relatividad general, esta observacion describe un
modelo fisico simple y concreto para cierta clases de espacios-tiempos lorentzia-
nos, incluidos los agujeros negros. Por otro lado, esta discusion es potencialmente
interesante para aquellos que se dedican a la mecanica de continuos y fluidos, en
tanto que proporciona una introduccion simple y concreta a las técnicas de geo-
metria diferencial lorentziana.

Demostracion. Partamos de las ecuaciones fundamentales de la dinamica de flui-
dos: la de continuidad, (4.16)

ap B
E#—(V-pv)—o

y la forma reducida de la ecuacion de Euler
o 1

2 —
— =, 5 (V9 +h=0. (4.35)

Ahora pasemos a linearizar estas ecuaciones de movimiento en torno a cierto fondo
no perturbado (po, po, ¢o), para lo cual fijamos
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p=po+epi+O(e), (4.36)
p=po+ep+O(), (4.37)
O = o+ €0+ O(%). (4.38)

El sonido sera justamente las fluctuaciones linearizadas en las cantidades dinami-
cas. Esta es la definicién estandar del sonido (lineal) y, mas generalmente, de
perturbaciones acusticas [44]. Aunque lo deseable seria resolver las ecuaciones
de movimiento completas para las variables del fluido (p, p,¢), en la practica es
muy dificil; sin embargo, resulta util separar el movimiento exacto, descrito por las
variables exactas (p, p, ¢), en un movimiento colectivo, dado por (po, po, ¢o) mas per-
turbaciones acusticas de baja amplitud, (spl,spl,em)@.

Para linearizar las ecuaciones de nuestro interés, partimos de (4.37), en la que
sustituimos (4.38)), y nos quedamos con los términos lineales:

V=V =-V(p+eg) =

v=—-V@o— eV =vo+e€v, , (4.39)
donde se han definido

Vo = —V(PO Y vi= —V¢1. (440)
A continuacion, sustituimos las ecuaciones (4.36) y (4.39) en (4.76)

P d
a_lz)+(V-pV) =5, (Po+€p1)+V-(po+ep1)(Vo+evi) =

0 J

- apzo- +8-aptl' + V- [povo + €(Pov1 + P1vo) + O(€%)] =
~ dpo v Ipi Y (%) =0
= S0V (povo) € | L+ V-(povi +pivo) | + O(€7) =

8En esta aproximacion se debe puntualizar lo siguiente: las perturbaciones que tienen bajas fre-
cuencias (o largas lingitudes de onda) se agrupan con el movimiento colectivo. Las perturbaciones
que tienen longitudes de onda mas cortas suelen describirse como perturbaciones acusticas. Ca-
be hacer notar que estamos haciendo una suposicion fisica especifica, que restringe la validez de
nuestro analisis, en la medida en que estamos pidiendo que las amplitudes de las perturbaciones
de altas frecuencias (o cortas longitudes de onda) sean pequenas; esta suposicion subyace tras la
linearizacion que hemos hecho vy, por esta razén, las ondas de sonido que tengan amplitudes su-
ficientemente altas deben ser tratadas solucionando directamente las ecuaciones completas de la
dinamica de fluidos.
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Por independencia lineal, obtenemos

0
T 1V (povo) = 0 (4.41)
y 0
DLV (pgvi +pivo) =0. (4.42)

Por otro lado, sustituyendo (4.37) en la condicion barotrépica i = h(p) nos queda

h(p) = h(po+€p1 + O(€%)).

Haciendo una expansién en serie de Taylor vemos que

dh 1

h(p) =h(py) + —| epi+0O(€*) =h(py) +——ep+ O(€?),

(p) = h(po) ap|,, p1+0(€”) = h(po) oo ! (&%)
o bien

h(p) = ho—l—ep——i—ﬁ( ) (4.43)
donde hemos definido hy = h(po) Y po = p(po)-
Sustituyendo y en obtenemos
—%0 L 1(Ve)2+h=
= — 5 (o +€01) +ho+ €L +J[V(do+£01)?+O(7) =

= %0 e 4 g+ L+ 3[(Vo)® +2eVer - Vo] + O (e2) =
= (=% +ho+3(V90)?) + e[~ L+ L+ Vg, Vo] + O(e) =0 . (4.44)

Por independencia lineal, de nuevo, obtenemos dos ecuaciones que, recordando
(@.39), podemos escribir como

90 ear s s
y 9
1

o +%— 0-V§P = (4.46)

de aqui podemos despejar p; y encontrar
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0
P1=Po [% +V0'V¢1} : (4.47)

A continuacién nos interesa linearizar la densidad; para ello, hacemos una expan-
sion de Taylor en torno a py usando (4.37):

+0(€%) = po+ep1+O(€2),

J
P@)ZPUM%+WM5%

de donde podemos identificar

dp
pP1=p1 %
y, sustituyendo (4.47), obtener que
)
pi= 2] b B voevel. (4.48)
p 14

Finalmente, podemos sustituir (4.48) y (4.47) (que son consecuencias de la ecua-
cion de Euler linearizada) en la ecuacién de continuidad linearizada, (4.42), y en-
contrar que

J
LAV - (povi+ p1vo) =

ai{a_pp [a¢l+V0 Voul}+V-{- P0V¢1+appo[a¢l+V0 Voilvo} =0 <
_%{a Pol ¢1+V0 Vot +V- {P0V¢1——Po[a¢‘+vo Vilvo} =0 . (4.49)

Esta ecuacion de onda describe la propagacion del potencial escalar linearizado
¢;. Una vez que se ha determinado ¢;, la ecuacion (4.47) determina p; y (4.48)
hace lo propio con p;. De este modo, (4.49) determina completamente la propa-
gacion de perturbaciones acusticas. Los campos de fondo pg, po y vo = —V¢y, que
aparecen en esta ecuacion de onda como coeficientes que dependen tanto de la
posicion como del tiempo, estan constrenidos a resolver las ecuaciones de movi-
miento del fluido para un flujo barotropico, sin viscosidad e irrotacional. Fuera de
esas constricciones, tienen permitido tener dependencias temporales y espaciales
arbitrarias.

Escrita de esta forma, el significado fisico de la ecuacion de onda no es precisa-
mente diafano. Para simplificarla algebraicamente, partimos del hecho de que la
velocidad local del sonido ([46], [44]) se define como
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5]

p

1
? ap Po

(4.50)

de modo que podemos factorizar ’2_—3 de (4.49) y obtener

gt{l)o [38¢;1+V V¢1]} {Po { 2V, — (#4_‘70 V¢1) ]}:0. (4.51)

Quisiéramos expresar (4.51) como un producto de matrices de la forma

Iu(f*ovgr1) =0, (4.52)

(donde se utilizan las coordenadas (3+1) espacio-temporales, que escribimos como
x* = (t;x) ) ya que queremos recuperar una ecuacioén que se pueda leer como
el d’alembertiano del campo ¢ (en una variedad lorentziana) igual a cero. Dicho
d’alembertiano se define en términos de una métrica g, (z,x) como [2]

o= %__gauw—gg“vam, (4.53)

siendo gV (z,x) la matriz inversa de g,y en el punto (z,x), mientras que g = det(guv).

En principio vamos a encontrar la funcion f*V y, a partir de ella, esperamos poder
identificar la métrica acustica efectiva g,y

Para tal fin, partamos de expresar (4.51) como un producto de vectores tipo

donde (5)T = (d, 0k, dy,d;) y u sera un vector columna. Vemos que dicho producto
sera

[a(m +Vo Vo
Po 0y — [ L+vo-Vorilvor |
(30,9, (%) oo [ v vorve | ~° (4.54)

5
2001 — [5G o +vo - Vi ]vo,
donde se entiende que la derivada actua sobre el producto %u, aunque % = cte.
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Una vez hecho esto, aln nos falta escribir el vector columna en (4.54) como f*Va, ¢;
procedamos a hacerlo factorizando por la derecha el vector columna

J 01
P ¢1 o ax¢1 .
\% - D
ay‘l)l
az¢1
a partir de esto podemos identificar que
-1 —Vox —Voy —V0z 8; ¢1
_ 2 .2 _ o a
f,uv pa o = @ Vox € Vox VoxVoy VoxVoz P
LT sy —vopvor =g, —vopvoe 9,91
—Vo; —VoxVor —Voyvor €2 —V, ;01
o sed’]
o -1 : —v(])
fuv:_g , (4.55)
C

i 2sij i)
vy 1 ctoY —vpy

Ahora sélo nos falta encontrar g,v. Para hacerlo es necesario que comparemos

(4.53) con (4.52) para notar que
v—ggh = . (4.56)

Por un lado, esto implica

det(f*) = det[\/—gg""] = (—g)* det(g"")

y, recordando que

det(gh") = [det(guy)] ! = é

vemos
det(f*Y) =g. (4.57)

Por otro lado, si calculamos directamente de (4.55),

det(/4") = (5) (=) = -2 ) (4.58)

2’

"Estamos usando la notacién en la que los indices griegos van de 0 a 3 y los romanos de 1 a 3.
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de modo que,

2
g=-P0 . P (4.59)

c? c

Usando (4.56) y (4.59) podemos ver que la inversa de la métrica acUstica es

-1 —v!
gt = A

—g_% | S

i DS i
vo.c5 VoV

(4.60)

Entonces podemos ya determinar la métrica acustica en si, invirtiendo esta matriz
de 4 x 4, la cual resulta ser

0
g#":% e ] (4.61)
v 8
Teniéndola podemos también escribir el intervalo acustico como

ds* = guydxtdx’ =22 [—2ar? + (dx —div)?], (4.62)
(6

lo cual completa la prueba del teorema.

4.2.3. Caracteristicas generales de la métrica acustica

Cabe hacer, en este punto, algunos comentarios:

= Notemos que la signatura de esta métrica efectiva es (—,+,+,+), como de-
beria ser para ser lorentziana.

» Observemos que en la acustica fisica es la inversa de la densidad de la métri-
ca,
Y= —ggh
que tiene un significado mas fundamental a la hora de derivar las ecuaciones
de movimiento que la misma g,v. (Esta observacion se mantiene en situa-

ciones mas generales donde es, a menudo, mucho mas sencillo calcular la
densidad tensorial f*¥ que calcular la métrica efectiva g,v.)
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» Hay que hacer hincapié en que hay dos métricas distintas relacionadas con
esta discusion:

e La métrica fisica espacio-temporal que es, en este caso, la métrica habi-
tual plana del espacio-tiempo de Minkowski:
Nuv = (diag[—clzuz, 1,1,1])uv. (Aqui ¢y, es la velocidad de la luz en el vacio)
Las particulas del fluido se acoplan solamente a la métrica fisica n,y. De
hecho, el movimiento del fluido es completamente no relativista, de modo
que ||| < ¢z, Y €S suficiente considerar la relatividad galileana para la
dinamica del fluido subyacente.

e Las ondas de sonido, por otro lado, no “ven” la métrica fisica para na-
da. Las perturbaciones acusticas se acoplan sélo a la métrica acustica
efectiva g,y .

4.3. Analogia desde la acustica fisica: caso viscoso

A continuacion estudiaremos la situacion en que la analogia a la gravedad surge a
partir de un fluido con las mismas caracteristicas que el anterior, salvo por el hecho
de presentar viscosidad, trabajo del cual surgi6 el articulo [47].

Al igual que en la seccion anterior, partiremos primero de una revision de la dinami-
ca correspondiente a los fluidos con esta caracteristica, para pasar después a enun-
ciar nuestro teorema y, finalmente, estudiaremos cémo se comporta la energia del
sistema a través del calculo del tensor de energia-momento.

4.3.1. Dinamica del fluido viscoso: Las ecuaciones de Navier-
Stokes

En este apartado estudiaremos el efecto de la disipacion de la energia que ocurre
durante el movimiento de un fluido, en el fluido mismo. Este proceso es resultado
de la irreversibilidad termodinamica del movimiento; esta irreversibilidad siempre
ocurre en cierta medida y se debe a la friccidn interna (viscosidad) y conduccion
térmica.

Para entender esto mejor, consideremos la situacion que aparece en la siguiente
figura.

En ella se muestra un fluido ideal para el cual la velocidad, v, es paralela a cierta
superficie S pero cambia de magnitud rapidamente cuando la cruzamos. En el
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yd o Pz

B

B
u
u

Figura 4.1: Transferencia de energia entre las capas del fluido

fluido ideal, todas las fuerzas que actuan sobre una superficie son normales a ella;
si todas las fuerzas son normales a S no habra transferencia de momentum entre
los volumenes del fluido denotados por B y B’ en la figura. Sin embargo, en la
realidad eso no ocurre; pensando en términos de la teoria cinética de la materia, las
moléculas mas rapidas que estan sobre S se difundiran a través de esta superficie e
impartiran moméntum al fluido de abajo y, de manera semejante, las moléculas mas
lentas que estan debajo de S se difundiran a través de ella, alentando el fluido de
arriba. Si el cambio en la velocidad del fluido es significativo en distancias cortas,
el efecto puede ser importante.

Por esta raz6n tenemos que cambiar lo que anteriormente habiamos considerado
como la fuerza por unidad de area. En vez de pensar que

fuerza sobre S porunidad de area = —p(t,x)n, (4.63)

donde n es la normal a S, ahora tenemos que considerar que

fuerza porunidad de area = —p(x,t)n+ o (x,1) - 1; (4.64)

aqui o es una matriz llamada el tensor de estrés, sobre el cual tendremos que
hacer algunas suposiciones. La novedad es que o -n es un producto matricial y no
necesariamente sera paralelo a n. La separacion de las fuerzas entre la presién
y el resto de ellas en (4.64) es un poco ambigua, porque o -n puede tener una
componente paralela a n, pero esto se resolvera cuando demos una forma funcional
especifica para o.
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La segunda ley de Newton establece que la razén de cambio del moméntum de
cualquier porcién del fluido en movimiento V es igual a la fuerza que actla sobre
ella, o sea que

d ~ ~
° - — 6 -n)dSs. 4.
dt/vdeV év(pn c-n)dS (4.65)

Vemos que o modifica el transporte de moméntum a través de la frontera de V.
Elegiremos o de modo que se aproxime en una medida razonable al transporte de
momeéntum debido al movimiento molecular.

La forma general del tensor o puede establecerse de la siguiente manera. Como
ya dijimos, los procesos de friccion interna ocurren en un fluido sélo cuando dife-
rentes particulas en él se mueven con distintas velocidades, v;, de modo que hay
un movimiento relativo entre varias partes del fluido. Por ello, o debe depender
de las derivadas espaciales de la velocidad. Si los gradientes de la velocidad son
pequenos, debemos suponer que la transferencia de moméntum debida a la visco-
sidad depende solo de las primeras derivadas de la velocidad. En esta misma apro-
ximacién, debemos suponer que o;; es una funcion lineal de las derivadas dv;/dx;.
No puede haber términos en o;; que sean independientes de dv;/dx;, puesto que
o;; debe anularse para v = cte. Ademas, notemos que o;; debe anularse cuando to-
do el fluido esta rotando uniformemente, dado que en tal movimiento no hay friccion
interna en el fluido [44] . En rotacion uniforme con velocidad angular Q, la velocidad
v=Qxr. Las sumas

8\/‘,’ an
_|_
axj' 8x,-
son combinaciones lineales de las derivadas dv;/dx; y se cancelan cuando v =
Q xr. Entonces la matriz o;; debe contener solo estas combinaciones simetricas

de las derivadas dv;/dx;. En general, o;; debe ser simétrica, como consecuencia
de la conservacién del momento angular [48].

El tensor mas general que satisface las condiciones requeridas es

. 8v,~ an 8vl
Oijj =0 <8Xj + aXi> +ﬁa—xlaz]7

que podemos rearreglar como

. 8v,~ an 2 _8vl 8vl :

8Uno se puede preguntar por qué la fuerza en gue actua sobre S debe ser una funcion
lineal de n. De hecho, si uno asume que la fuerza es una funcién continua de n, entonces, usando
el balance del moméntum, se puede demostrar que tal funcién es lineal en n. Este resultado es el
Teorema de Cauchy[48].
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de modo que el término entre paréntesis se anule al contraer los indices i y j, y
dondea=nyp=¢— %n. Los coeficientes n y £ son independientes de la velocidad
y hemos usado el hecho de que el fluido es isotropico, por lo cual sus propiedades
deben ser descritas unicamente por cantidades escalares (en este caso n y {).
A las constantes 1 y ¢ se les llama primer y segundo coeficientes de viscosidad
respectivamente.

Antes de sustituir (4.66)), reexpresemos usando el teorema de Gauss-Ostrogradsky,
para la cual la componente i-ésima sera

d ~ .
E /vaidV = —%V (pn,- — G,-jnj) ds = —/V(aip — aj()','j>dV. (4.67)

Como vemos, hay dos contribuciones al cambio del momento en (4.67): la prime-
ra se debe a la transferencia debida a la presién en el fluido y la segunda es la
transferencia irreversible debida a la viscosidad.

Como la integral se realizara sobre un volumen arbitrario, (4.67) se reduce a
dv; dvi\ dp 0 dvi dv; 2 ”3\/1 0 [dv
p<§+vja)€j) _—a—)Ci+8—Xj {T] (axj-l‘aXi—g(sl]&—xl + a—xl a—XI (468)

Esta es la forma mas general de las ecuaciones de movimiento de un fluido viscoso.
Las cantidades 1 y ¢ son funciones de la presion y la temperatura. En general,
py T,y portanto n y ¢, no son constantes en todo el fluido, de tal suerte que
no podemos sacar a n y ¢ fuera del operador gradiente [44]. Sin embargo, en la
mayoria de los casos los coeficientes de viscosidad no cambian notablemente en el
fluido y pueden considerarse constantes. En tal situacion, podemos escribir (4.68)
vectorialmente como

p (% +(V~V)V) =-Vp+nVivt (§+ %n) V(V-v). (4.69)

Esta se llama la ecuacién de Navier-Stokes. Al coeficiente 1 se le conoce como
coeficiente de viscosidad dinamica y a g se le llama coeficiente de viscosidad ci-

nematica.

En general, podemos reescribir (4.69) como

v 1o me, 1/, 1 B

Al igual que en el caso anterior, supondremos que el fluido es barotropico, de modo
que p es funcién de p, y entonces podemos definir la entalpia como
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P dp/
hp) = / , 4.71
(p) o () (4.71)
Yy, por ende,
1
Vh= EVp, (4.72)
asi que al sustituir (4.72) en (4.70) obtenemos
—ﬁ—(v-V)v—Vh-rﬂvzv-rl §+l V(V-v)=0 (4.73)
ot P P 31 - '

Ahora bien, de las formulas del analisis vectorial tenemos, primero,
Vx(Vxv)=V(V.v)—V?,

y entonces
Viv=V(V-v) =V x (VxV). (4.74)

Por otro lado, tenemos la relacion
(vxV)xv= %V (V?) = (v-V)v; (4.75)
en general, el producto cruz no es asociativo, sin embargo, como
(axb)xe=—-cx(axb)=cx(bxa)

vemos que sia=c
(axb)xa=ax(bxa), (4.76)

de modo que (4.75) es equivalente a
1
vx (Vxv)= EV(VZ) —(v-V)y,

o bien |
(V-V)VZEV(VZ)—VX(VXV). (4.77)
Sustituyendo las ecuaciones (4.74) y (4.77) en (4.73) obtenemos
— 4 vx (Vxv) =1V (v?) = Vit
(4.78)
TVV-v) =V (VxV)]+5 (+5m) V(V-v)=0
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Para un fluido irrotacional V x v =0y esta ecuacion se reduce a

av 1_ , i 1 1 B
v 1_ 1 4 B
—E—EV(V)—Vh+E<C—|—§n)V(V~V)—O . (4.79)

Es importante resaltar que si elegimos un fluido incompresible, para el cual V-v =0,
la parte correspondiente a la viscosidad desaparece de la ecuacion (4.79) y nuestro
sistema se reduciria al caso que investigamos anteriormente.

Finalmente, para un fluido irrotacional podemos expresar v = —V¢, de modo que

@.79) se vuelve

a(Veg) 1 [
Jt

[\

V(V¢)2] —Vh—% <§+gn> V(V2)=0 <

99 1 .5 1 4 24| _
V{8—_§(V¢) —h—5<é+§n)V¢}—0 :

~

o bien, 3
¢ 1 2 1 4 2
— 5, 75 (V9) +h+E(C+§n)V ¢ =0. (4.80)

Comparando (4.80) con (4.35) vemos que si hacemos

4 4
§W+C:0 < C=—§n

nuestra ecuacion también se reduce trivialmente al caso estudiado anteriormente.

4.3.2. Teorema de Gonzalez-Fernandez y Camacho

En nuestra contribucién, publicada en el Modern Physics Letters A, [49], lo que
hicimos fue la generalizacion del teorema demostrado en la seccién anterior para el
caso de un fluido viscoso irrotacional, que enunciamos como sigue.

Si un fluido es viscoso, barotropico e incompresible, y el flujo es irrotacional (aunque
posiblemente dependiente del tiempo), la ecuacion de movimiento para el potencial
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de la velocidad que describe una perturbacion acustica estara dada por

ou (voasap0) = = (Bvasvie) . @8

M= N

Bajo tales condiciones, la propagacion del sonido sera gobernada por una métrica
acustica, g,y (t,x). Esta métrica acustica describe una geometria (3+1) dimensio-
nal lorentziana (pseoudo-riemanniana). La métrica depende algebraicamente de
la densidad, la velocidad del fluido y la velocidad local del sonido en el fluido. Es-

pecificamente,
_p((@-¥)
guv (%) = c ( —v I3x3 ) °

Demostracion. Las ecuaciones para el fluido viscoso irrotacional seran, nuevamen-
te, la ecuacion de continuidad, (4.16)

ap B
E#—V-(pv) =0.

y la ecuacion (4.80) que, definiendo

4
se reescribe como
o 1 2 Hep,
— 5t (VoY Hht Ve =0, (4.82)

Procedemos a linearizar estas ecuaciones usando, nuevamente (4.36), (4.37) y

(4.38)

p=pot+ep+0(e),
p=po+ep +0O(e?),
¢ = do+ 1+ O(€7).

y
v=—-V@y— eV =vg+e€vy, (4.83)
y al expandir i(p) en torno a py obtenemos
h(p) :h(po)-l-e%-i-ﬁ(ez) = ho+ ehy + O(£2). (4.84)
0
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Como vimos antes, sustituyendo (4.36) y (4.83) en (4.16) encontramos dos ecua-
ciones linealmente independientes, (4.47) y (4.42),

0
% + V- (povo) =0

0
% + V- (povi +p1vo) =0

que se siguen satisfaciendo para este sistema.

Por su parte, reemplazando (4.36)), (4.38) y (4.84) en (4.82) llegaremos a

%) 1 .
—3; (fo+ed)+5 (V¢0+8V¢1)2+h0+8% +u(po+ep)” [V2go+eVig]+0 (%) =0

de modo que,

dgop 9o P1\ ro2 2 _
—S e thote p—+ L (Vo) +Veo-Vor + o (1—8p0) (V290 +£V291] +0 (¢7) =0,

que resultara en

[a¢0+h %(V¢0)2+%V2¢0]+

(4.85)
£+ B+ Voo Vi + £ (V291 — BV ) | =
Por independencia lineal, podemos separar esta ultima en dos ecuaciones:
d
—%-ﬁ-ho-l— (Voo)2 + L v2py =0 (4.86)
Po
’ 99
1 2 P12
+ 2L vy v +— Vg — —V =0. 4.87
o T o ¢o- Vo o ( ¢ o ¢0) (4.87)
De (4.87), podemos despejar p;, para obtener
dP
Po( aq; — Vo - V¢l) <V2¢1 - &VZ%)- (4.88)
Po
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En este punto vale la pena hacer notar que si comparamos la ecuacion (4.88) con
(4.47), el término que depende del coeficiente de viscosidad es negativo, de modo
que la presién disminuye como consecuencia de la viscosidad, lo cual es congruen-
te con lo que esperamos que pase fisicamente.

Para encontrar el valor de p; necesitamos el valor de p;; para encontrarlo, expandi-
mos p nuevamente en una serie de Taylor:

+ﬁ(82) Epo+8p1+ﬁ(82);
Po

d
p =p(po)+ep a—p
P
de aqui podemos identificar facilmente

dp
P1=Dp1 %

Po

y, si recordamos que la velocidad local del sonido se define como

1_9p
2 ap Po
llegamos a
p) = %. (4.89)

Sustituyendo (4.89) en (4.88) encontramos

0
P1=Po (% - V¢0~V¢1) —uVi + = Pl :; Vi) &

VZ
P (1—% cz%) = Po (%-W’o V¢1) —uVier

de tal suerte que

V2¢o\ P
p1= (1—5 %) {P (;;l Vo - V¢1) —HV2¢1} (4.90)

y entonces
i - ¢
p1= <02 — —V2¢0) {Po <—1 — V- V¢l) —uVvie, } (4.91)
Po ot
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Podemos ver que si hacemos u — 0 recuperamos la expresion que debemos para
el caso sin viscosidad.

Por comodidad, definamos

2= (&—ﬂvz%) - (c + By ) (4.92)
Po Po
de modo que podamos expresar
1 0
P {o (G- vonvor )~ | (4.99)

Sustituyendo en (4.42) y usando encontramos que

0
—% — V- (povi+p1vo) =

= —% {% [Po (8;51 +vp- V¢1) —IJV2¢1} }

V. {iz [p (8(;)1 +vp- V¢1) HV2¢>1} Vo — Po [<c2+£V~Vo) V‘Pl} }:0(4-94)
U 0 Po

Podemos reagrupar los términos de (4.94) de modo que la expresemos como

(R (G eeme) v B ev (G sa) -

- gt (IJ Vo ) v {% [VoV2¢1 + (V- v0) V1] } (4.95)

Ahora bien, queremos que el lado izquierdo de (4.95) se vea como en el caso sin
viscosidad, i.e. igual a la ecuacion (4.57). Con tal fin pedimos que

u ~1
u = (c2 +—V. V()) =c2 (4.96)
Po

Esta condicion se puede pidiendo que u = 0, con lo cual recuperamos trivialmente
las ecuaciones para el caso no viscoso, pero nos interesa estudiar los efectos de la
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viscosidad en el sistema, asi que no nos conviene hacer esta eleccion. La opcion
que nos queda es demandar que

V.vo =0, (4.97)

lo cual implica que el fluido sea incompresible cuando no hay perturbaciones en él.
Bajo esta condicion, (4.95) se transforma en

S{BC ) o (3o (o))

N gt( V2¢1) ' {%VOVZW } (4.98)

Por conveniencia, dejaremos (4.98) expresada tal cual para encontrar su forma ma-
tricial. Por supuesto, habra algunos términos que al aplicar (4.97) se desvaneceran,
por lo que hay que considerar ambas ecuaciones juntas siempre.

Matricialmente, podemos escribir (4.98) como

—0i¢1 —vo- Vo V29,
(3,9) {55 | ~@a) {5 ,
2091 —vi (991 +vo - V) Vi V2 ¢y
(4.99)
que a su vez puede descomponerse en
( . ,]
-1 : —Vp o
(3.9) { & - —
L —vé 28 — vf)vé 991
' I V24,
=(@.0) QL] . . (4.100)
L —v6 28U —yi vé 0
Tensorialmente, podemos expresar (4.100) como
of _ ﬂ 0o y72
Ou (18 3p0r) = 3u (£ pouv2g1). (4.101)

Ahora, recordemos que el d’alembertiano definido en términos de una métrica g,y
esta dado por (4.53)
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1
= —du (V—88""dv9),
Ad = i (V—88""9vo)

o, haciendo las identificaciones pertinentes,

Ap=——0y (faﬁ8ﬁ¢1). (4.102)

1
v—E
En este caso, f*V tiene el mismo valor que en el caso no viscoso, por lo que,
mediante un procedimiento analogo al realizado anteriormente, es facil recuperar

(4.56):
1P = /=gg"P,
siendo aun valida (4.59)
2
P
/o — 70
y la matriz inversa de la métrica, igualmente (4.60)
-1 !
g L :
¢Po 2 ’
-V Sl — vovo

por lo que la métrica acustica resulta ser, de nuevo (4.67)

oo [~ (2—3) + —v)

Suv = - | )
i : ij
Vo )

Asi, pues, podemos expresar (4.107) en términos de estos parametros multiplican-
dola a ambos lados por F y usando (4.102) y (4.56):

j__gaa (faﬁaﬁqn) = \/1__gaa <%f0avz¢l> _

con lo cual queda demostrado el teorema.

1
V=g

N Jo (%\/—_ggO“VZ%) :

(4.103)

En el caso que nos ocupa, tanto ¢ como py son constantes, asi que /—g = cte.
también y entonces (4.103) se reduce a

A G = (ﬂg(’“vzqn) : (4.104)
Po

El hecho de que esta ecuacion sea inhomogénea implica que hay cierto intercambio
de energia entre el campo que representa al potencial de la velocidad y el espacio
tiempo. Por esta razén, queremos entender el estado energético del sistema, para
lo cual procederemos a calcular el tensor de energia-momento.
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4.3.3. Tensor de energia-momento

Para ver qué pasa con la energia del sistema, necesitamos calcular el tensor de
energia-momento que, como sabemos, es el operador que contiene la informacion
sobre la densidad de energia y de momento del sistema, ademas del intercambio
de ellos entre distintas partes del mismo [2].

Comencemos por escribir la componente T%, que representa la densidad de energia
del elemento de fluido, y estara dada por la densidad de energia interna mas la den-
sidad de energia cinética:

7% :pe-l-%pvz, (4.105)

siendo p la densidad de masa y ¢, la energia interna por unidad de masa para cada
elemento de fluido.

Por su parte, las componentes T (= T%) expresan la densidad de la componente
i-ésima de momento y seran, simplemente,

70 = 7% = py;, (4.106)
donde v; es la componente i-ésima de la velocidad del elemento de fluido.

Ya s6lo nos queda por encontrar las componentes 7%/ del tensor que, como sabe-
mos, es el flujo de la componente i-ésima de momento a través de una superficie
con x/ = cte. Para calcularlas, determinemos la razén de cambio del momento i-ési-
mo en el tiempo [44], que sera

9 i\ . (9p
= (pvi) =p (5) + (8_t) Vi (4.107)

Ahora bien, recordando la ecuacién de continuidad, (4.16), vemos que podemos

expresar

dp 0
P _8—xk (Pvr), (4.108)

mientras que, de la ecuacion de Navier-Stokes,

(4.109)
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que, como vimos, en el caso de un fluido irrotacional se reduce a

v\ dv; dp 4 d [Jdv
0, en nuestra notacion,
i\ dv; dp d (v
Sustituyendo las ecuaciones (4.108) y (4.111) en (4.107), obtenemos

J N — .apvk_ v; _ap J v\
3t (pvi) = —viT P(Vkaxk) o THag (a—xk =

Z—%(Pvivk)—a%@—ﬂg—g) = (4.112)
= - [Pvivk+ <P—H§—;j> 5ij] = — 7 (),
donde hemos definido, por comodidad, el tensor
Il = pvivi + <p—,u3—;j) 0;j- (4.113)

Para entender el significado de (4.112), integrémosla sobre cierto volumen:

9 My [
= / pvidV = / s ?{ T, 7,dS. (4.114)

El lado izquierdo de (4.114) es la razén de cambio de la i—ésima componente del
momento, de modo que la integral de superficie de la derecha es la razén de cambio
de la i—ésima componente del momento por unidad de tiempo; entonces IT;, es
el flujo de la i—ésima componente del momento a través de una superficie con
xk = cte., por lo tanto

T = IT* = pyivk + [p— (V- v)] 87, (4.115)

Matricialmente, podemos juntar (4.105), (4.106) y (4.115) para obtener
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pe+3pv? pvi pv2 pv3
(THV) = pvi pvi+p—u(V-v) pvivz pviv3
pv2 pvav3 pvi+[p—u(V-v) pvav3
2
pv3 pv3vi pvav3 pvi+[p—p(V-v)

(4.116)

Por ultimo, procedamos a linealizar las componentes de 7. Para hacerlo, necesi-
tamos recordar que estamos trabajando con un fluido isentrdpico, de modo que

/
h:/pdl, (4.117)
0o P

y retomar las ecuaciones (4.36), (4.37), (4.38) y (4.39), que recordamos son

p=potep+0O(e?),
p=pot+ep +0O(eY),
¢ = o+ + O(€2).

v=—Voo— eV +O(e*) =vo+ev| + O(&?)

para sustituirlas en (4.105), (4.106) y (4.115).

Por simplicidad, comenzamos por las componentes T
T =T%=pv; = [po+ep1 + O(€?)] [vh +&vi + O(e?)] =
= p0V6 + &€ (pov"l +P1V6) + ﬁ(é‘z) =

_ 70 0
:TO’ JreT1

0) (i+ﬁ(£2).

)

En la dltima igualdad, hemos definido
Tig) = Povh = —Pod" do, (4.118)
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que sera la densidad de la componente i-ésima de momento correspondiente a la
perturbacion en conjunto, mientras que

T((ii) = pov| + p1vh = —pod’d1 — P19' Py (4.119)

sera la correspondiente a las perturbaciones.
A continuacion, linealicemos las 7%/

T =TT = pvivk + [p— 1 (V-v)] 8V =

= (po+ep1) (vh+evh) (vé—l—ev{) +

+{(po+ep1) —p[V-(vo+ev)]} 87 +O(e%) =

= povivi +€ [Plvf)"é +po(viv) + VSV{)} +

+(po—uV-v9) 87 +e(p1—uV-vy) 87 +0(?) =

=Ty +eTj)+ O(&?).

De nuevo, hacemos la separacion entre la parte del tensor correspondiente a las
perturbaciones y el resto, estableciendo

T3) = Povivt + (po— 1V -vo) 87
T(ilj) = plvf)vé + Po (v’ivé + vév{) +(p1—uVvV-vy) S

0, en términos del potencial,

T(i)j) = po(9'90) (07 90) + (po + LV ¢o) 5 (4.120)

T, = p1(900)(370) + Po [(9'91) (97 90) + (960) (9791)] +
(4.121)

(p1—uVv2er) 8",

Finalmente, obtengamos la linearizacién de 7%. Antes de hacerlo, nos conviene
reexpresar la densidad de energia interna.
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Si recordamos la definicién de entalpia interna, vemos que podemos escribir € en
términos de ella:

h=e+L = e=h-1. (4.122)

Ademas, sera Util invocar la ecuacion (4.43),

1 D1 2
h(p) = h(po) + ep1+ O(€)) =hy+e—+ 0(e?),
(p) = h(po) olpg) P! (&) =ho o (e7)

y expresar

E=p(p)~' = [po+epi+0(e))] [po+epi + o)) =

= (pot€p1) (%) (1 —i—e%) L 0(€?)

— [ PO p1 _ b1 2
= (Po +ep0> (1 SP(},+p O(e ))2_
— Po P1 _ 0F1 ﬁ
po €m0 TE 2 (€%).

Sustituyendo y en (4.122) obtenemos
— PL_Po_pP1L PoP1 2y
e=hot+es — 5 —€p TE 02 +0(e”) =
:ho—%—l—epg—gl—l-ﬁ(Ez)E€0—|—€€1—|—ﬁ(82),
0

donde

g=ho—5 815”3—0’31. (4.123)

Sustituyendo, ahora, (4.123) junto con (4.36) y (4.39) en (4.105), encontramos
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0 _ pet Lpy? =
= [po+ep1+0(e)] [ao+ee1+ O ()] +

4l 2 N

+3 [po+ep1+ O(*)] [(vo+evi)- (Vo+evi)+O(e?)] =
= pogo+ £(p1€0+ Pog1) + 5 { Povi + € [po(Vo- Vi) +p1v]] } + O(€?) =
= (po&o + %POV%) +&[p1&o + poer + % (P1v3+povo-vi) |+ O(€%) =

0+ 0(e?),

— 700 0
=T )—I—ET(I)

0

de donde se lee que

(0()) = Pogo + PoVo (4.124)

1
() = p1€& + Po€l + 5 (P1V0+P0Vo Vi),

y, usando (4.123), estas ecuaciones se pueden reescribir como

1
(o) = Poho — po + 5 PoVo: (4.123)

mientras que

T =p1 (ho—p—) +Po <p°§1) 5 (p1v§) +3 (Povo - v1) =

= prho+ % (p1vg) + % (Povo - V1) .

Cabe hacer notar aqui que todas las componentes del tensor de energia-momento
a primer orden tienden a cero cuando eliminamos la viscosidad, es decir, cuan-
do hacemos p; —+ 0, vi — 0 6 p; — 0, como era de esperarse. Sin embargo, no
son constantes, de modo que existe cierto intercambio de energia entre el campo
escalar de la velocidad y el espacio-tiempo que queremos modelar: el campo le
transfiere parte de su energia al espacio-tiempo, incrementando asi su curvatura.

Para resumir, podemos decir que a lo largo de este capitulo, hemos discutido como
la gravedad analoga ofrece la posibilidad de estudiar sistemas gravitacionales y
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4.3. — Analogia desde la acustica fisica: caso viscoso 48

teorias de campos en un marco conocido (CBE) y manipulable experimentalmente,
aunque siempre hay que mantener en mente que analogia no es identidad.

En este marco, pudimos relacionar la dinamica de una particula con espin y masa
nulos, que se mueve en un espacio-tiempo curvo con un acoplamiento con la cur-
vatura del tipo aqui introducido, con una perturbacion en un fluido viscoso a través
de la ecuacion (4.81),

1 1

TV o) = o[ Ves™ 5V,

——0
=
y vimos que considerando el caso { =0y n = 0 recuperamos el teorema usual [3].

Al incluir la viscosidad en el sistema, surgié un término fuente en la ecuacién de
movimiento, lo cual interpretamos como un mecanismo para la transferencia de
momento en el fluido: el parametro u, que contiene la informacién de la viscosidad
es responsable por el flujo de energia del campo ¢, a la curvatura de la variedad, de
modo que existe cierta transferencia de energia uniforme del campo a los grados
geomeétricos de libertad del espacio-tiempo.

Cabe puntualizar, por ultimo que, al igual que en la relatividad general las ondas
gravitacionales pueden ceder energia en forma de “arrugas” en la curvatura, el flujo
de energia del sistema a la curvatura de la variedad en este caso no implica el
rompimiento de los postulados de la RG.
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Capitulo 5

Velocidad del sonido en un
condensado de Bose-Einstein con
interacciones dipolo-dipolo

Como ya mencionamos anteriormente, la gravedad analoga ofrece la posibilidad de
comprender mejor e, inclusive, modelar algunos fenomenos relacionados con la fisi-
ca de altas energias. Es decir, podemos estudiar ciertos aspectos de la relatividad
general y la teoria cuantica de campos usando analogias con sistemas de fluidos,
tales como los condensados de Bose-Einstein (CBE) [50], [51], ya que estos imitan
algunos aspectos cinematicos de la relatividad general, como la propagacion de
los campos en espacios-tiempos relativistas curvos, e inclusive es posible que nos
permitan simular configuraciones cuanticas, como las de los agujeros negros.

Esto es, ademas de la propagacion de campos relativistas en espacios-tiempos cur-
vos, las analogias también pueden aprovecharse para investigar la fenomenologia
de una posible teoria de la gravitacié cuantica. Si bien es cierto que el régimen
geomeétrico o relativista que hemos descrito hasta ahora so6lo es valido con CBE
en el limite hidrodinamico, para energias mayores (o en la presencia de horizon-
tes) la aproximacion relativista o hidrodinamica se podria romper, dando paso a
la descripcion microscopica del sistema. Este comportamiento es semejante a lo
que se espera que ocurra en el caso de la gravitacion cuantica, con la importante
ventaja de que, en los CBE, la descripcion microscépica subyacente es bien cono-
cida. Por ende, las desviaciones de los regimenes hidrodinamico o relativista en los
CBE ofrecen posibles pistas sobre las correcciones cinematicas que cierta teoria
de la gravitacidon cuantica podria imponer sobre la relatividad genera (por ejemplo,

'Puntualicemos, nuevamente, que no podemos esperar estudiar correcciones gravitacionales a
la dinamica de la relatividad general mas alla del régimen lineal, dado que nuestra analogia no
reproduce las ecuaciones de Einstein.
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sobre la invariancia local de Lorentz que caracteriza la relatividad general), permi-
tiendonos estudiar la fenomenologia de la gravedad cuantica por analogia.

Estas extrapolaciones son particularmente relevantes si las desviaciones de la re-
latividad general clasica predichas por distintas teorias de gravedad cuantica, como
la de cuerdas o la gravedad cuantica de lazos, resultan ser similares a las que apa-
rezcan en los CBE con respecto al régimen relativista.

Un enfoque tedrico que considera varios escenarios donde podrian surgir desvia-
ciones a la fisica conocida (incluyendo los mencionados en el parrafo anterior, pe-
ro evitando elegir alguno en particular) es el de la fenomenologia de la gravedad
cuantica. En ella se estudian paramétricamente desviaciones y modificaciones que
aparecen en mulples teorias de la gravitacion cuantica, por ejemplo, violaciones a
la invarianza de Lorentz, al principio de equivalencia débil o a la universalidad del
corrimiento al rojo gravitacional [52], [53], [54]. Encontrar alguno de estos efectos
experimentalmente podria darnos una idea de lo que ocurre en la fisica a esca-
las de Planck [55] y poner cotas sobre dichos parametros, lo que nos permitirian
determinar la viabilidad de las teorias propuestas.

En general, suele pensarse que las propiedades no clasicas de la fisica del es-
pacio tiempo son muy dificiles de detectar experimentalmente, ya que sus efectos
se vuelven relevantes cerca de la energia de Planck, Ep ~ 10%¢V, o la longitud de
Planck Ip ~ 10~3*m. Sin embargo, se espera que algunos residuos de modificacio-
nes inducidas por la gravedad cuantica en el régimen de bajas energias puedan ser
detectables con experimentos de laboratorio altamente sensibles [52], [53], [54].

A pesar de que dichos efectos estan fuertemente suprimidos, se ha alcanzado un
alto nivel de precision en las técnicas experimentales que buscan hallarlos. Por
ejemplo, pruebas con ondas de materia, en las que la frecuencia de Compton de
particulas materiales se veria modificada por un corrimiento al rojo gravitacional,
han alcanzado una precision de 7 partes en 10° [56], [57], [58], mientras que expe-
rimentos que se centran en la comparacion de relojes [59], [60] han alcanzado una
exactitud de 7 partes en 10° [61]. Ademas de éstos, hay una serie de experimentos
que pretenden probar el principio de equivalencia de Einstein, entre los cuales se
encuentran algunos que exploran la invarianza local de Lorentz y la universalidad
de la caida libre [62], [63].

En vista de la relevancia que la fisica experimental tendra al determinar la validez
de las teorias de gravedad cuantica, la segunda mitad esta tesis estara dedicada
a estudiar un problema de laboratorio concreto: la velocidad del sonido en un con-
densado de Bose-Einstein y su modificacion debido a la presencia de interacciones
dipolo-dipolo anisotropicas, ademas de algunos procesos disipativos, tales como el
criterio de superfluidez de Landau ([64]).
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5.1. — Revisién de la Teoria de Estados Condensados 51

Antes de entrar de lleno al estudio de el problema que nos ocupara, sera util recor-
dar un poco el marco teorico sobre el cual se sustenta.

5.1. Revision de la Teoria de Estados Condensados

5.1.1. La ecuacion de Gross-PitaevskKii

Para investigar la energia de estados cuanticos de muchos cuerpos, adoptaremos
el enfoque de campo medio (o de Hartree? ), en el cual asumiremos que la funcion
de onda es un producto simetrico de funciones de onda de particulas individuales.
En el estado de condensacion total, todos los bosones estaran en el mismo esta-
do cuantico individual (i.e., de una sola particula) y, por tanto, podemos escribir la
funcion de onda del sistema de N particulas como

¥(ry,ra,...,ry) =Y 0 (r,). (5.1)

La funcién de onda individual ¢ (r;) esta normalizada como de costumbre,

[arlo) |=1. (5.2)

Esta funcién de onda no contiene las correlaciones producidas por la interaccion
entre dos atomos que estan proximos ente si. Para tomar en cuenta estos efectos,
usamos la espresion Uyd(r —r’), que incluye la influencia de los grados de libertad
de longitud de onda corta. En ella, U, representa la interaccion efectiva ente dos
particulas a bajas energias que resulta ser, en la representacion de momentos,

2
Uy = Amh a7 (5.3)

m

donde « es la longitud de dispersion y m, la masa de las particulas que conforman
el gas.

En el tratamiento de campo medio no tomaremos en cuenta explicitamente las in-
teracciones entre los grados de libertad correspondientes a escalas de longitud

2Esta asume que la funcion de onda exacta de un sistema de N cuerpos puede aproximarse
mediante un permanente, en el caso de los bosones de N orbitales de espin y, usando métodos
variacionales, puede derivarse un conjunto de N ecuaciones acopladas para cada orbital.
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menores que el espacio entre particulas y, por tanto, podemos establecer el corte
del nimero de onda k. = 0.

Bajo estas condiciones, podemos escribir el hamiltoniano efectivo como

r2

H = Zévzl [ﬁ-l—‘/(l‘i)} +U02i<j6(l'—l‘/>, (54)

donde V (r;) es el potencial externo. Asi, la energia del estado (5.1) estara dada por

2 —
E=N [dr [f—m|v<z>(r>|2+V(r>|<z><r)|2+N2 ol ()| (5.5)

En la aproximacion de Hartree, todos los atomos estan en el mismo estado, cu-
ya funcién de onda denotamos por ¢. En la funcién de onda de la nube, algunas
particulas estaran en estados con una variacioén espacial mas rapida, debido a las
correlaciones existentes cuando la separacion entre ellas es pequena vy, por ende,
el numero total de atomos en el estado ¢ sera menor que N. Sin embargo, se puede
demostrar que el vaciado, i.e. la reduccion relativa del niumero de particulas en el
condensado, debida a las interacciones es del orden del uno por ciento o menos
(basandose en datos obtenidos en los experimentos existentes a la fecha), por lo
que puede ser despreciada en la mayoria de las circunstancias.

Ahora bien, consideremos un gas de Bose uniforme de volumen V; en él la funcion
de onda de una particula en el estado base es 1/V!/2 y, por tanto, la energia de in-
teraccion de un par de particulas es Up/V. La energia de un estado con N bosones
en el mismo estado cuantico sera el producto de esta cantidad por el nimero de for-
mas en que se pueden hacer pares de bosones, N(N —1)/2. En esta aproximacion,
entonces, la energia estara dada por

NN=1) 1,
TU() ~ EVn (]()7 (56)

donde n =N/V,y hemos asumido que N > 1.

Es conveniente, ahora, introducir el concepto de funciéon de onda del estado con-
densado (al que también nos referiremos como nube):

8Para mayor detalle, remitirse a la seccion 8.1 de la referencia [Pethick]
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w(r) =N'"7¢(r). (5.7)

Despejando de (5.7) el nimero de particulas y dividiendo entre el volumen, es claro
que la densidad de particulas se puede reescribir como

n(r) = |y(r). (5.8)

Despreciando los términos de orden 1/N, podemos escribir la energia del sistema
como

2
By) = [dr | 9w P4Vl + v 59)

Para optimizar la forma de y, minimizamos la energia (5.9) con respecto a varia-
ciones independientes de y(r) y su complejo conjugado y*(r), considerando la
condicién de que el numero total de particulas tiene que ser constante,

N= /a’r|l,u(r)|2. (5.10)

Tomamos en cuenta la constriccién (5.10) usando el método de multiplicadores de
Lagrange, escribiendo la ecuacion como

SE — W8N =0, (5.11)

donde el potencial quimico, u, es el multiplicador de Lagrange que garantiza la
constancia del nimero de particulas y las variaciones de y(r) y y*(r) podran tomar
valores arbitrarios. Igualando a cero la variacion de E — uN con respecto a y*(r),
encontramos

2

Iy 0) V() () + Uy () () = (), 5.12)
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que resulta ser la ecuacién de Gross-Pitaevskii independiente del tiempo. Esta tiene
la forma de una ecuacion de Schrodinger en la que el potencial que actua sobre las
particulas es la suma del potencial externo V y un término no lineal Up|y(r)|?, que
toma en cuenta el campo medio producido por los demas bosones. Cabe hacer
notar que el eigenvalor en esta ecuacion es el potencial quimico, no la energia por
particula como en la ecuacion usual lineal de Schrédinger. Para particulas que no
interactian entre si, que comparten el mismo estado cuantico, el potencial quimico
es igual a la energia por particula, pero para particulas interactuantes, no.

Para la regidn interior de la trampa, donde el potencial V(r) =0y y = cte., la ecua-
cion de Gross-Pitaevskii (5.12) sera

u = Uply(r)| = Upn, (5.13)

la cual coincide con el resultado que se obtiene usando la relacién termodinamica

0E

para calcular el potencial quimico a partir de la energia del estado uniforme, (5.6).

5.1.2. El estado base para bosones en una trampa

Nos interesa particularmente estudiar el caso de bosones contenidos en una tram-
pa. Por su relevancia y la relacion que tiene con el problema que nos interesa,
analizaremos el caso de bosones en una trampa armonica.

Comencemos por hacer un analisis cualitativo de las propiedades de la solucion. Si
suponemos, por sencillez, que el potencial armoénico es homogéneo, i.e., de la forma
V= mwgﬂ/z y consideramos que la nube tiene un radio aproximado de R, la energia
potencial de una particula dentro de la trampa sera proporcional aV = ma)gR2 /2. Por
su parte, recordando el principio de incertidumbre sabemos que

K
3 (5.15)

asi que la energia cinética por particula sera del orden de 7#?/2mR>. Entonces, en
ausencia de interacciones, la energia total varia como 1/R? para R pequefia y como
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R? para R grande, teniendo un minimo en el punto en el que la energia cinética y
potencial se igualan. El valor correspondiente del radio de la nube es del orden de

1/2
Aosc = (%) (51 6)

que es la escala de longitud mecanica cuantica caracteristica para el oscilador
armonico. Esto es lo que esperariamos, porque hemos hecho un calculo variacional
del estado base de una particula en un potencial de oscilador.

Ahora consideremos el efecto de las interacciones. Una densidad de particulas tipi-
caesn~ N/R®y la energia de interaccion de una particula con el resto de la nube,
por lo tanto, es del orden de nUy ~ UyN/R>. Para interacciones repulsivas, el efecto
de una contribucién adicional a la energia que varia como R~ desplaza el minimo
de la energia total a valores mayores de R y, en consecuencia, para valores ma-
yores de Na, el término de energia cinética se vuelve menos importante. Para el
caso que desarrollaremos mas adelante, es particularmente interesante investigar
el limite de acoplamiento fuerte, en el cual la energia cinética se puede despreciar.
El tamano en equilibrio se encuentra minimizando la suma de las energias potencial
y de interaccion, lo cual ocurre cuando las dos contribuciones a la energia son del
mismo orden de magnitud. Igualando ambas, se encuentra que el radio de equilibrio
es

1/5
R ~ apgc (ﬂ) ) (51 7)
a()SC
y la energia por particula es
E Na \ >
Nwﬁwo (a ) : (5.18)

La cantidad adimensional Na/a,s €s un parametro de la fuerza de interaccion v,
en la mayoria de los experimentos llevados a cabo hasta ahora para atomos con
interacciones repuslivas, es mucho mayor que uno, de modo que el radio R es,
de algun modo, mayor que a,s. En un estado de equilibrio, tanto la energia de
interaccion como la del oscilador son proporcionales a R? y, por tanto, la razon
entre la energia cinética, que es proporcional a R~? y la energia potencial (o la
de interaccion) sera propocional a (a../Na)*?. Esto confirma que, en efecto, la
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energia cinética es despreciable para nubes con un nimero suficientemente grande
de particulas.

Ahora centrémonos en interacciones atractivas. Para un nimero pequeno de particu-
las, la energia total como funcion de R es semejante a la que describe particulas no
interactuantes, salvo por el hecho de que, si la nube es muy pequena, la energia
diverge a —e como —1/R>. En consecuencia, para un nimero suficientemente pe-
queno de particulas, la energia tiene un minimo local cerca del que corresponde
al caso de las particulas no interactuantes, pero se encuentra en una R menor.
Este estado es metaestable, dado que para pequenas desviaciones del minimo la
energia aumenta, pero cuando el radio es muy pequeno la energia en algun mo-
mento variara como —1/R? y sera menor que la energia del minimo local, en cuyo
caso la nube colapsara. Conforme el nUmero de particulas aumenta, el minimo lo-
cal va perdiendo profundidad vy, al alcanzar cierto numero critico de particulas, N,
éste desaparece. Para numeros de particulas grandes no hay estado metaestable.
Como era de esperarse, el numero critico esta determinado por la condicion de que
el parametro adimensional de acoplamiento sea del orden —1, 0 sea, N, ~ a,s/a.

Para analizar el problema cuantitativamente hay que determinar el estado base
energético para un gas atrapado en un potencial tipo oscilador armonico, anisotrdpi-
co, tridimensional, dado por

1
V(x,y,2) = gm(0px’ + m3y" + 032%), (5.19)

donde las tres frecuencias de oscilacion ®; (donde i = 1,2,3) pueden ser distintas
entre si.

5.1.3. La aproximacion de Thomas-Fermi

Cuando trabajamos con nubes bastante grandes o, en su defecto, sistemas cuya
densidad tal que el cambio de la energia potencial promedio de una particula es
mucho menor que su energia total promedio, y en el caso en el que casi todo el sis-
tema esta en el estado cuantico base, podemos despreciar el término de energia
cinética en la ecucacion de Gross-Pitaevskii y seguir teniendo una expresion sufi-
cientemente representativa. En otras palabras, como para una trampa armédnica con
un namero de particulas suficientemente grande e interacciones repulsivas la razéon
entre la energia cinética y la de interaccion es muy pequena, podemos despreciar
el término cinético y trabajar con la expresion
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[V (x) + Uoly(r) ] w(r) = ny(r), (5.20)

donde u es el potencial quimico.

Esta ecuacion tiene la solucion

() =y = L1 (5.21)

en la region donde el lado derecho es positivo, mientras que la solucion sera y =0
fuera de ella. La condicidn de frontera sera, entonces,

V(r) = u. (5.22)

El significado fisico de esta aproximacion es que la energia que se requiere para
agregar una particula en cualquier punto de la nube es el mismo en toda la frontera.
Esta energia esta dada por la suma de el potencial externo V(r) y cierta contribucion
debida a la interaccion, n(r)Uy, que es el potencial quimico de un gas uniforme que
tiene una densidad igual a la densidad local n(r). Puesto que esta aproximacion
evoca a la aproximacion de Thomas-Fermi en la teoria de los atomos, generalmente
suele referirse a ella con el mismo nombre.

En este limite, la extension de la nube en las 3 direcciones esta dada por tres
semiejes R;, que se obtienen sustituyendo (5.19) en (5.22) para encontrar

P i=1,2,3. (5.23)

Las longitudes R; pueden evaluarse en términos de los parametros de la trampa
una vez determinado el potencial quimico. La condicidon de normalizacién sobre v,
ecuacion (5.10), establece una relacion entre u y N. Para una trampa armonica con
un potencial como el dado por la ecuacion (5.19) resulta que

8w | 2u 3/2u
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donde @ = (w;m,m3)'/? es el promedio geométrico del las frecuencias del oscilador
en las tres direcciones. Resolviendo (5.24) para u obtenemos una relacién entre el
potencial quimico y ho :

2 a

1525 (Na\**
U= <—“) o, (5.25)

donde introdujimos la longitud caracteristica

1/2
a— {i} , (5.26)

que representa el semieje de la region donde una particula sin interaccion con otras
sujeta a un potencial armonico de frecuencia @ tiene una probabilidad casi uno de
encontrarse.

En el caso que nos interesa, la nube si esta sometida a interacciones, por lo que la
extension espacial de la nube no estara dada por @, sino por un nuevo parametro
que definiremos como el promedio geométrico de los semiejes de la nube, R =
(R1R2R3)'/3, y que podemos calcular combinando (5.23) y (5.25) para obtener

1/5 1/5
E:lsl/S(@) m1,719(¥) a, (5.27)

de modo que R es mayor que a bajo condiciones experimentales tipicas.

Puesto que u o« N?° y u = dE/dN, de (5.25) encontramos que la energia por
particula, i.e. la parte de la energia que se invierte en la geometria (el reacomo-
do) del sistema, sera

—24 (5.28)

Podemos calcular cémo se distribuye la energia total entre la de interaccion y la
potencial (sustituyendo (6.21) en (5.9) y despreciando el término cinético), para
encontrar que
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Ei _ Jpdr?(1-r)/2 _2 (5.29)
Epot foldr}'A(l—r2> 3

Entonces, la energia total en la aproximacion de Thomas-Fermi se reparte asi: % de
ella corresponderan a la energia de interaccion y % a la potencial. Usando (5.28),
podemos concluir que la energia de interaccion por particula se relaciona con el
potencial quimico como

_— (5.30)

5.1.4. Estructura superficial de la nube

Por completitud, revisemos qué ocurre cerca de la frontera de la nube, donde la
aproximacion de Thomas-Fermi falla cerca de la frontera de la nube, ya que ahi la
funcidén de onda no varia suficientemente despacio. Para confirmarlo, estimemos las
contribuciones a la funcional de energia para la funcién de onda de Thomas-Fermi.

Expandiendo el potencial externo en torno a un punto sobre la superficie, ry, y
tomando en cuenta la condicién de frontera (5.22) que en este caso escribiremos
como V(ry) = u, podemos reescribir la densidad de particulas, n(r) = [u —V(r)]/Up,
como

n(r) ~ ——VV(ry) - (r—ry). (5.31)
Definiendo
F=—-VV(ry) (5.32)

como la fuerza que el potencial externo ejerce sobre una particula en la superficie,
la densidad de particulas podra expresarse asi

n(r) = — = 10, (5.33)
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Entonces, tomando en cuenta (5.8), podemos escribir la funcién de onda del siste-
ma, en la aproximacion de Thomas-Fermi, como

1/2
F. ("—I‘Oq , (5.34)

i) = |

Ahora bien, si denotamos la coordenada en la direccion de VV(ry) por x y, la posi-
cion de la superficie por x = x, el interior de la nube corresponde a x < xy. La funcion
de onda de la nube para Thomas-Fermi varia como (xo —x)'/? para x < xg y, por lo
tanto, su derivada con respecto a x es proporcional a (xo —x)~'/2. En consecuen-
cia, el término de energia cinética en el funcional de energia ira como 1/(xo—x) y
la energia cinética total por unidad de area en la superfice, que se obtendra inte-
grando esta expresion sobre x, divergira como —In(xy — x) cuando x tienda a xo por
abajo.

Para estimar la distancia desde la superficie a la cual el término cinético se vuelve
importante, busco la region en la que el término cinético es del orden de los otros
dos en la ecuacion de Schrédinger, o sea que

h* 92
S = VW) My = F - (= x0)V: (5.35)

Tomando una pequena porcion de la frontera de la nube, podemos modelar lo que
ocurre en esta capa como si ahi las particulas estuvieran sujetas a un potencial tipo
caja; en tal caso, la funcién de onda seria y ~ ¢** de modo que el término cinético

en (5.35) ird como

Py 2
2m dx? 2m v 2mé? v

(5.36)

donde hemos usado el principio de incertidumbre para encontrar el Ultimo término
y, definido 6 como el ancho de el cascarén donde la contribucion cinética no es
despreciable (que, en nuestro modelo, también corresponde al ancho de la caja).

Sustituyendo, pues, (5.36) en (5.35) y tomando & = xy —x podremos encontrar el
tamano de tal cascara,

hZ hZ 1/3
Fomy o = 8= <ﬁ) , (5.37)
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y entonces la region donde el término cinético domina sera aquella para la que
x0—x<39.

Para un potencial armédnico isotrépico,

2.2
y = "% (5.38)
2
de tal suerte que en la superficie F(R) = mwjR y entonces, ahi,
h2 1/3
= —5—>— : 5.39
<2m2w3R) ( )
Recordando (5.22)), podemos escribir R en términos de u usando la relacion
2.2
w= ’”‘gor (5.40)

, considerando que a,sc = (h/may 12§ puede reescribirse como
Y.

aisc 1/3 h(l)() 2/3R
o= (%) -(%) 2 o410

La fraccién del volumen de la nube correspondiente a la cascara donde la aproxima-
cion de Thomas-Fermi falla, que resulta ser del orden de (a,s/R)*/3, seré bastante
pequena si el numero de particulas es suficientemente grande, asi que la aproxi-
macion no es mala.

Sin embargo, aun queremos ver qué pasa en la regiéon donde no sirve. Para ello
necesitamos recurrir nuevamente a la ecuacion de Gross-Pitaevskii. Si volvemos a
escribir todo en términos de la coordenada x y suponemos que el potencial externo
varia suficientemente despacio a lo largo de &, podemos expandir el potencial en
torno a R, de modo que u —V = F(xo — x) sea valida. Si elegimos medir nuestras
coordenadas a partir de un sistema cuyo origen esté ubicado en R (i.e., la super-
ficie segln la aproximacion de Thomas-Fermi), xo —x — —x. En tal caso, de (65.12)
obtenemos que
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h? d? )
_%E +Fx+ U()|I,U(I‘)| I//(I‘) =0. (5.42)

Esta ecuacion se simplifica si renormalizamos las distancias usando 6. Ademas,
nos conviene medir la funcién de onda del condensado con respecto a su valor en
la cascara, al cual llamaremos b y tendra un valor de b = (F§/Uj)'/? a una distancia
o0 de la superficie de la nube. Definiendo, asi,

y ¥

v
b

<
Il
Ol =

y sustituyéndolas en (5.42)), obtenemos la ecuacion

RO QN 2 (5.42)

donde las primas denotan diferenciacion con respecto a y. En la aproximacion de
Thomas-Fermi es término cinético no cuenta, asi que la solucién en este caso sera

¥Y=,/—yparay<0, Y=O0paray >0, (5.43)

considerando que fuera de la frontera la funcién de onda es nula.

Ahora veamos que pasa con la ecuacion completa cuando y > 1, o sea, cuando
x> 6. Puesto que en esa region la funcion de onda de la nube es muy pequena,
podemos despreciar el término cubico en (5.42). La ecuacion resultante es la co-
rrespondiente a la funcién de Airy y su solucion asintética es

(5.44)

Cerca del centro de la nube, donde y < —1, la solucién de Thomas-Fermi ¥ ~
v/~ es aproximadamente valida. Para determinar la correcion mas significativa a
la funcion de onda, escribimos ¥ = ¥ + ¥y, la sustituimos en (5.42) y linealizamos,
de modo que encontramos
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—W 4y + 3P, = . (5.45)

Tomando ¥, = /—y y notando que podemos despreciar ¥/ por contribuir a términos
de orden mayor en 1/y en la ec. (5.45), llegamos a

1

I (5.46)
8y2y/—y
Sumandola a ¥, encontramos la solucién asintotica a primer orden:
1
Y= \/_<1+—). (5.47)

La ecuacion (5.42) se puede resolver numéricamente y encontrar el valor de C, que
resulta ser aproximadamente 0.3971 [65].

Ahora evaluemos la energia cinética por unidad de area perpendicular al eje x. Para
ello, primero usamos la funciéon de onda de Thomas-Fermi (5.44), que sera valida
solo en la region en la que x < —38. Como la integral diverge cuando x — 0, evalua-
remos la integral x menor que cierto valor de corte, —I. Entonces fijamos el valor
inferior de la integral como —L, donde L >> §. Esperamos que la energia cinética
coincida aproximadamente con el resultado para Thomas-Fermi si elegimos que la
distancia de corte sea ~ —§, que es la distancia a la cual la aproximacion falla:

2l wol P F L
2 2 o
- =_ . 5.48
m/_L 4 vyl 2m /_L dx(l// - 8m Uol 1 ( )

Comparando este resultado con el que se obtiene haciendo el calculo numérico,
se ve que se puede obtener el mismo comportamiento asintético para la energia

cinética usando el enfoque de Thomas-Fermi y haciendo el corte de la integral en
x = —I[,donde [ =0,2406

[ =0,2408. (5.49)

Ahora retomemos el problema que nos interesa: una nube de N bosones atrapados
en un potencial armonico tridimensional. Por sencillez, consideremos so6lo el caso
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isotropico, donde el potencial es de la forma (5.38) y asumamos que la nube no rota.
La funcion de onda del estado base so6lo dependera, entonces, de la coordenada
radial y satisfara la ecuacion de Gross-Pitaevskii, entonces,

od(,d\ 1 4mh’a
{_2mr25<r25)+5m%2r2+ vl w(r) = py (). (5.50)

Haciendo el cambio de variable y = ry y sustituyendo u en su forma (5.40), la
ecuacion (5.50) se puede reescribir como

Anh3a
mr2

X el (P - R () + o () P () = 0. (5.51)

Eliminando, nuevamente, el término cinético encontramos la solucion de Thomas-
Fermi para esta ecuacion,

R2_ 2\ 1/2
XFT = r( : ) : (5.52)

8maa

osc

Expandiendo en torno a r = R en la ecuacion (5.57) llegamos a una ecuacion de la
forma (5.42), donde la escala de longitud 6 esta dada por (5.49).

Para calcular la energia cinética, usamos la funcién de onda de Thomas-Fermi y
cortamos la integral en un radio R — 1, donde [ es la misma que aparece en (5.49), y
encontramos que

(5.53)

E _#* [ dr(dy/dr)? 7 (15 2R 5)

N~ 2m  [Fap2y? 2mR\4 1 2

la cual corresponde al resultado numérico [?].

5.1.5. Restitucion de la funcion de onda del condensado

En la seccion anterior consideramos la funcién de onda del condensado para un
potencial externo que variaba de manera relativamente suave en el espacio. Ahora
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nos interesa el caso contrario: un condensado confinado por un potencial con pa-
redes infinitamente duras. Sobre el muro la funcion de onda debe anularse y en el
interior de la caja la densidad del condensado se aproximara a su valor medio. La
distancia a lo largo de la cual la funcion de onda pasara de un valor al otro pue-
de calcularse usando la ecuacion de Gross-Pitaevskii, puesto que lejos del muro
la funcién de onda esta gobernada por la competencia entre la energia debida a
las interacciones, ~ Uy, y el término de energia cinética. Si denotamos la escala
espacial de las variaciones con &, la energia cinética por particula es del orden de
h? /2mE? y las dos energias se igualan cuando

h2
gz =00 (5.54)
(0]
2 3
g2 M L 5 (5.55)

- 2mnU ~ 8mna  6a’

donde r, representa el radio de una esfera cuyo volumen es igual al volumen pro-
medio por particula y esta relacionado con la densidad a través de

1
"= G (5.56)

Puesto que en los experimentos la distancia entre atomos es comunmente mucho
mayor que la longitud de dispersion, la longitud de coherencia es mayor que la
separacion entre atomos. A la longitud & suele llamarsele longitud de coherencia,
donde el término “coherencia” tiene una acepcién distinta a la usada en dptica.
Dado que describe la distancia sobre la cual la funcion de onda tiene a su valor
medio una vez que ha sido sujeta a una perturbacion localizada, también se le
llama longitud de resititucion.

Para investigar el comportamiento de la funcion de onda condensada cuantitativa-
mente, comenzamos por la ecuacién de Gross-Pitaevskii, (5.12), y asumimos que
el potencial es nulo para x > 0 e infinito si x < 0. La funcion de onda del estado base
es uniforme en las direcciones y y z y, por ende, la ecuacion de Gross-Pitaevskii se
reducira a

n dy(x)

— D Uy w0 Py ) = 1y (). (5.57)
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En cuanto al grueso de la nube respecta, el potencial quimico esta dado por la
ecuacién (5.13) y, por tanto, podemos escribir u = Uy|yp|?, donde v es la funcién
de onda lejos del muro, donde el término de energia cinética se vuelve despreciable.
En ese caso, la ecuacion se vuelve

» d*y(x)

5 = ~Uo [lwol” = [v()I’] w(). (5.58)

Cuando v es real, podemos pensar en ella como si se tratara de una coordenada
espacial, cuyo parametro x corresponderia al tiempo. Entonces (5.58) tiene la mis-
ma forma que la ecuacion clasica de movimiento de una particula en un potencial
=< yiy? — y*/2. Considerando las condiciones de frontera y(0) =0y y(w) = y,
podemos resolver esta ecuacion de manera analitica, encontrando que

y(x) = yotanh(x/V2E), (5.59)

lo cual confirma, como esperabamos, que la funcion de onda tiende a su valor medio
a lo largo de una distancia ~ &.

5.1.6. Condensados con interacciones dipolares

A continuacién, consideraremos atomos completamente polarizados a lo largo del
eje z por un campo magnético externo. Asumiremos que la magnitud de la inter-
accion dipolar es suficientemente grande como para afectar la forma de la nube
durante su expansion (como en el caso de los atomos de Cr [66].

Estudiemos el caso de la aproximacién de Thomas-Fermi. La energia de interaccion
dipolar entre dos atomos situados enry r’ es

Lo (2miup)? 1 3(z—7)?
Uy(r—r') = in PR ir— (5.60)

donde uy es la permeabilidad del vacio, m,, el momento dipolar, u,, el magnetén del
Bohry zy 7 las longitudes de los dipolos.

Esta interaccion es de largo alcance y la energia debida a ella puede calcularse en
la aproximacion de campo medio, resultando ser, para la funciéon de onda (5.9),
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E;= %/drdr’Um(r—r’)n(r)n(r’), (5.61)

donde n(r) esta dada por la ecuacion (5.8).

La ecuacion para la funcién de onda del condensado puede determinarse repitiendo
las consideraciones hechas en la primera seccion de este capitulo, agregando la
contribucién dipolar a la energia, de modo que uno encuentra que la ecuacion de
Gross-Pitaevskii para este sistema sera

2
ST VOV + |Gy + [ a Ve (R | yie) = wv(o) (562

En la aproximacion de Thomas-Fermi, la distribucién de densidad n(r) satisface la
ecuacion integral

1 = V(r) + Upn(r) + / dr'Uy(r —v')n(r). (5.63)

Por sencillez, consideraremos una trampa armaonica isotropica y trataremos la in-
teraccion dipolar como una perturbacion. En ausencia de la interaccién dipolar la
ecuacioén (5.63) tiene la solucion

WO () = & —mIZng/ 2 (5.64)

Sustituyendo (5.64) en el Gltimo término de (5.63) e integrando sobre r’, obtenemos
que la primera correccion a la energia proveniente del potencial dipolo-dipololo en
un punto r es

v (r) = / dr'Uy(e—')n O (), (5.65)

justamente el potencial U,(r —r’) es el que rompe la simetria esférica del sistema,

lo cual provocara que Véo)(r) sea anisotrépico y produzca cierta deformacion en la
nube.
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Sustituyendo, entonces, (5.65) en (5.63) llegamos a

) = - = V(e - vy ) (5.66)

Para simplificar el integrando en (5.63) podemos usar la relacion

1 3(Z—Z’)2: 02 (;)_4_7‘[5@_1,/)_ (5.67)

r—r'P  |r—r 922 \r—r/]

Sustituyendo esta expresion en (5.65), encontramos que, si definimos

_ 1 /"(O)(r/)
¢(r) = E/dr o (5.68)

entonces

2
V" = —pto(2mguip)® (a aq)z(zr) + %H(O)(r)) , (5.69)

de modo que ¢ satisface la ecuacién de Poisson, V2¢ = —n(%(r) y es, salvo por al-
gunos factores, el potencial electrostatico debido a una distribucion de carga n(® (r).

En nuestro caso, n(¥) es esféricamente simétrico y tiene la forma

2

20 — 0)(0) <1 _ ﬁ) (5.70)

para r menor o igual al radio de Thomas-Fermi, R. El potencial en R se determina
partiendo la integral en dos regiones, ' < ry ¥ > r. La contribucion para la primera,
es 1/r por el nimero total de atomos dentro de la esfera de radio r; cuando la fuente
es una cascara esférica con radio ' > r y grosor dr’, el potencial es 1/ por la carga
total contenida en el cascarén. Juntando ambas, encontramos la expresion para el
potencial en todo el espacio de la trampa:
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r R
o(r) = % /O dr' (¥)Yn0 (/) + / dr/(r/)z%n(o)(r/), (5.71)

0 sea,

R 2 rt
=10 ~on T
0)=1%0) (% = %+ 502 5.72
cuando r <R,y
N
¢(r) = anr (5.73)
sir>R.
La energia Vd(o)(r) dada por el ultimo término en (5.63) sera, entonces,
2
vi(r) = / dr'Uy(r —x') = — i (2mgpip)’ <a a";ﬁ” + %n@) (r)) . (5.74)

Sustituyendo (5.68) en esta expresion, y recordando que en la aproximacion de
Thomas-Fermi n(%) (0) = ma}R?/2U,, obtenemos que

2 r?—3z72 meg
Véo)(r) = E,uo(2171S,LLB)211(0)(0) < o ) = ISU(;‘LLO(stug)Z(xZ +y* —27%). (5.75)

Usando lo anterior, la expresion (5.66) se reduce a

x2 y2 Z2
n(r) = n(0) (1 RRR) (5.76)

donde
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R, = yzR(l—de/S) y RZZR(I—i—Zde/S) (577)

a primer orden en el parametro adimensional, &;,, que definiremos como

Lo (2mgip)m
g, — SO\TMsHE) T 5.78
dd 127724 (5.78)

La interaccion dipolar, entonces, elonga la nube a lo largo de la direccion sobre la
cual los dipolos estan alineados. La explicacion fisica es que la interaccién es atrac-
tiva cuando la separacion relativa apunta en la direccién de z y, repulsiva cuando
los dipolos estan alineados en el plano perpendicular a z.

El tratamiento perturbativo puede extenderse en el caso anisotropico.

5.2. Condensados de Bose-Einstein con Interaccio-
nes Dipolares

En esta seccion nos avocaremos a estudiar un problema aplicable en el laborato-
rio: un condensado de Bose- Einstein confinado por un potencial externo armoni-
co anisotrdpico, en el cual existen interacciones dipolo- dipolo entre las particulas.
En concreto, trabajaremos con un gas de atomos de cromo sometido a un campo
magnético rotatorio que genera interacciones dipolares de largo alcance (produ-
ciendo una anisotropia en el sistema), restringiéndonos al régimen donde la teoria
de campo medio es valida y usando la aproximacion de Thomas-Fermi.

Nuestro interés en gases cuanticos degenerados dipolares radica en que se espera
que en ellos surjan fendmenos nuevos. Por ejemplo, entre otras cosas, las interac-
ciones dipolares pueden modificar la forma del condensado [67] o la velocidad del
sonido dentro del sistema (lo que anadiria la anisotropia como una caracteristica
adicional a este parametro fisico).

Como producto de este trabajo, se publicé el articulo [47].

5.2.1. Energia de la Nube bajo una Interaccion Dipolo-Dipolo

Como dijimos, tenemos un gas de cromo atrapado en un potencial armonico an-
isotrépico, sobre el cual se aplica un campo magnético adecuado para producir
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interacciones dipolares entre los atomos del sistema y, desde el principio, introduci-
mos el limite de Thomas-Fermi.

La ecuacion que describe este sistema es la de Gross—Pitaevskii independiente del
tiempo,

2
BW(E) = =252y (r) Vi) (o) + Uoly() Py + [ dRVa(r— Rn(R)y(x)(5.79)

donde, como sabemos, Uy = 47rah2/m, mientras que denotaremos como V; al poten-
cial de la trampa que, por las caracteristicas que pedimos, tiene la forma

Vi(r) = % (03 + 0y + @247 . (5.80)

Supongamos, pues, que tenemos dos atomos iguales, cada uno de los cuales se
encuentra en las posiciones r y R, respectivamente. Bajo tales condiciones apare-
cera cierta energia potencial asociada a la interaccion dipolo-dipolo entre ellos, que
estara dada por

s

" anfr—R|]

(S1-(e=R)(S:- (1=R))y

(5.81)
||r —R[?

Vy(r—R) [sl .S, 3

donde y denota la razdn giromagnética de cada atomo y S; y S, sus espines [68].

Asumamos que el campo magnético polariza nuestros atomos a lo largo del eje z,
de modo que

Sl = Sz = 3hez, (582)

y entonces el potencial dipolar se puede escribir como

_ mo(6up)* 1 (z—2)*
Va(r—R) = 208 Hr—R||3[1_3W]' (5.83)

El término de energia dipolar se encontrara sustituyendo (5.83) en el Gltimo término
del lado izquierdo de (5.79), es decir, sera
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Ey— % / drdRV,(r — R)n(r)n(R). (5.84)

5.2.2. Potencial Quimico y Geometria del Condensado

En este punto, introduciremos dos simplificaciones. La primera sera la aproximacion
de Thomas-Fermi, bajo la cual despreciaremos el término cinético en (5.79). La
segunda sera aproximar la densidad de particulas por una forma simplificada: la
que toma para el caso en el que no hay interacciones dipolares [69], donde

n(r) = nl(r) = (u—Vi(r))/Vp. (5.85)

Para simplificar los calculos, nos conviene recordar la siguiente identidad:

1 (z—2)*  9? 1 47
R’F O eowp sz lwy) 3 00 R: (5.86)
Definiendo
1 a9R) ;
¢(r)—E/||r_RHd R, (5.87)

y sustituyendo (5.86) en (5.83) y usando (5.87), encontramos que

2
[ ARV, (R (R) = —so(s)? [316) + 25 (9()| (5.88)

Para realizar la integral, y con ello poder deducir las propiedades del condensa-
do, necesitamos conocer el volumen de integracion. Sin embargo, la presencia de
la interaccion dipolar a lo largo de cierta direccion cambia drasticamente la geo-
metria del condensado, complicandola [70]. Como en el caso mas simple, donde no
hay interacciones dipolares, aqui debemos derivar tal geometria a partir de nuestro
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modelo. Basandonos en la simetria de la trampa, esperamos tener un sistema elip-
soidal, con dos ejes iguales Ry = R, = R, y uno distinto R, aunque estos parametros
no determinan completamente la configuracion geométrica de la nube.

Bajo este supuesto, nos conviene hacer un cambio de coordenadas y trabajar con
esféricas elongadas en la direccion z [71], de modo que

x = R;sinhucosvcos ¢,
y = R;sinhucosvsing,
z = R,coshusinv, (5.87)

donde 0<v<m;0<¢ <2m;0<u<iytanh(i) = Ro/R;.

Para realizar la integral (5.88)), nos conviene separarla y dividir el volumen total en
dos distintos: el primero, Vi, denotara una esfera de radio r centrada en el origen
del condensado, mientras que V, denotara el volumen restante de la nube.

Tomando un punto dentro de ella cuyo vector de posicion sea r, podemos expresar

1 B 1/ B 1/ B
— d°R=— d°R+ — d’R. 5.88
] TR e e R TR (5:88)

Claramente, la primera integral del lado derecho sera

1 M
ar Jv, |lr—R||

4PR = %rz, (5.89)

mientras que la segunda, después de sustituir (5.87) y hacer mucha algebra, se
vera asi

1 2
/ K d3R:27r,uR§ [—(1(L)2> (coshSﬁ—coshﬁ—
V2

a7 J e R U
r\3 r In 4~ 2~ (T\4 T\2
(R_z) +(R_z)> _4—RZ(COSh ii — cosh” i (Rz) +(Rz) )} (5.89)

Haciéndo un procedimiento analogo para el resto de las integrales y después de
muchos calculos engorrosos, encontramos que la versién de campo medio de la
interaccién dipolo-dipolo esta dada por
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2ppmy)?
/dRVd(r _ R)n(o) (R) _ _Mibm) [% — % (a)gxz + a)gy2 + a)zzz2> +
0
‘uRZ cosh(it) —r ma)OR2 2R cosh(i) —2r n Zrﬂz 14+ i _
3R, 4 g 32K

4ma)22R§ 2 2 r 3
—= (1 = 1-—=— — . )
105 3 r? 2r? R, ] (5.88)

Teniendo esta expresion, ya podemos calcular el potencial quimico, que nos permi-
tira determinar muchas de las cantidades que nos interesan. Para ello usamos la
expresion para la densidad

n(r) = u Vi(r / V(e = R)n(r)n(R)dR] (5.89)

junto con la condicién de que ésta debe anularse en cualquier punto sobre la super-
ficie del condensado. Como tenemos un elipsoide simétrico en dos dimensiones,
ésta implica dos ecuaciones distintas (una para el caso sobre el plano x—y y otra
para el perpendicular). Eligiendo n(r = Rpe,) = 0 obtenemos

R W3 R3
u:<1+§(1+cosh(ﬂ)—R—2)> {mé’ +
R mw?R? 2
+5[mg 0+m§ Z(g[coshﬁ—

Ry mw?R? 2R’R} — R?

) 4T S0 0 5.88

RZ])+ 105 2RS (5.88)
donde, por conveniencia, hemos definido £ = 2572’")

Por su parte, tomando n(7 = R;é;) = 0, encontramos la segunda ecuacion para el
potencial quimico

mszg

_ 3 ~ -1 4
,u—<1-|—§(cosh(u)—3ﬂ:)) {T
mw;R;  mogR; 2 -
—1—5[ e T (3[coshu 1]
k3 ma)Z?Rg
t16) T2 105 ”

(5.87)
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A partir de (5.88) y (5.87), Unicamente, no podemos determinar los radios de la
nube, solo es posible encontrar una ecuacién que defina su razén como funcién de

w, @,y &:

<a)oR0>2 _ I+ %[1 +cosh(Ro/R;) — Ro/R;] o
R, 1+ %[COSh(RO/Rz> —37]

{1 -l-%[l + (@p/@,)*[2cosh(Ro/R;) —2-1—717/2]} X

£, 3R
{1 511+ S [2cosh(Ro/R:) — 2Ro /R

3 0
8Row? RS !
(1— . 5.85
TR.aZ 2R§>]} (5.85)

Esta expresion solo sera satisfecha para ciertos valores de Ry /R. (suponiendo que
wy, @, y & sean conocidos), pero, como dijimos no nos dara el valor de Ry (ni R;).
Para hallarlos, se requiere una ecuacion adicional.

5.2.3. Velocidad del sonido, Numero de particulas y Energia

En términos de la densidad, la masa y el potencial quimico, la velocidad del sonido
en el condensado esta dada por ¢ = %(‘3—‘;) [72].

Definiendo 8 = Ry/R; y sustituyendo (5.87) en la Ultima expresion, encontramos que

2p2

2 WR; S - -

¢ == {H— 3 [cosh(S) 3717}}
{1+§[1+(wo/wz)2[2608h(Ro/Rz)—2+”/2]}
_w§x2+w§y2+wfzz+§{ﬂ_

2 m\3

m - 55 5 5 u r 3nz
m x4+ o)y +wz7 )+ =|cosh(d) — — — —
6 (a)o 0 < > 3[ () R; Rz}

2p2 2
mmyR; [2 r rmz Z
—_ = h(d) — — —(1+ = }
1 |5 (osh(®) RZ)+32R§( +2)

ma)Z?Rg 372

2R -r )} (5.81)

—2"E (1425

S5
"z
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Esta expresion, finalmente, es la que nos permitira deducir los parametros geométri-
cos del condensado determinando la velocidad del sonido en el centro de la nube, o
sea, c2(# = 0) = ¢2(0). Haciendo las sustituciones y el algebra necesaria, podemos
por fin encontrar eI valor de R, como funcién de parametros medibles:

R = w{l + % [cosh(S) —3717} }l

{1 + %[1 + (o) @,)*[2cosh(8) —2-1—71:/2]}
2072
{1 +§ [1+cosh(8)] }%“f«))cosh(&. (5.80)

Para encontrar el niUmero de particulas, habra que sustituir (5.80) en (5.88) e inte-
grar, con lo cual obtenemos

V= S R {14 S YR 1 (D) o)
%{4(%) 1] cosh*(8)3 (wz) cosh(8) — %[(%)24—1”. (5.80)

Por ultimo, recordando que E = | udN = f'udu du [72], podemos encontrar la energia
interna que, después de un larguisimo calculo resulta ser

() (oo o)
2
(GGG e

donde los parametros valen

3/2
Z:a2u+b7 b:_mc§<0)7 a1_43nUb;)2 |:1+5:|(2¢(6)> ’

may cosh

@ = 1+5[1+cosh(8)],
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az = [1 + §] <L@)S/z{ <2-|— (@)2> cosh®(8),

3 \ma} cosh o,
—% (4(%)2 — 1) cosh’(8) + 3(%)2cosh(5) - g ((%)2 — 1)- (5.78)

Usando el ultimo resultado podemos calcular la energia promedio por particula,
simplemente dividiendo: € = E/N.

Para concluir, podemos sintetizar lo que se hizo en esta segunda parte del trabajo,
donde analizamos un sistema bosoénico (Cr) con interacciones dipolares, confinado
a una trampa anisotropica.

En él, calculamos el potencial quimico, que resulté ser una funcion no lineal de los
parametros de la trampa y la longitud de dispersion. Por la simetria elipsoidal del
sistema, no es posible determinar Ry ni R, usando Unicamente argumentos termo-
dinamicos, solo su razén. Para resolver este problema, recurrimos a la ec. (5.80),
donde dedujimos R, como funcidn de la velocidad del sonido en el centro de la nube,
entre otros parametros medibles, como wy, @, y &.

La velocidad del sonido resulté depender de la posicion, ademas de ser anisotropi-
ca, debido tanto a las diferentes frecuencias asociadas a los tres ejes como al hecho
de que la interaccion dipolar sélo se da a lo largo del eje z. Esperamos que dicha an-
isotripia nos permita investigar ciertos mecanismos disipativos en distintos sistemas
fisicos.
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Capitulo 6

Conclusiones y Perspectivas

6.1. Conclusiones

Inspirados por la importancia que las analogias representan como herramientas
para estudiar sistemas dificiles de manipular y/o calcular, utilizando otros que son
conceptual o experimentalmente mas amigables, nos hemos interesado en el estu-
dio de la gravedad analoga a partir de condensados de Bose-Einstein.

En la primera mitad de esta tesis analizamos el caso de un fluido barotrépico e
irrotacional, incluyendo viscosidad en el sistema, y demostramos que la ecuacion
de movimiento para el potencial de velocidad correspondiente puede ser asociada
a la de un campo no masivo, minimamente acoplado, que se propaga en una geo-
metria lorentziana (3+1). La presencia de viscosidad genera un término fuente en
las ecuaciones de movimiento, el cual puede ser interpretado como un mecanismo
por el cual la transferencia de momentum, desde el campo hacia el epacio-tiempo,
se vuelve relevante en el fluido, es decir, permite que la energia asociada al campo
se vuelva energia interna. Especificamente, el flujo de energia indica que nuestro
parametro u, que contiene la informacion concerniente a la viscosidad, es el res-
ponsable del flujo de energia del campo ¢; a la curvatura de la variedad. Es facil
notar que si hacemos la viscosidad nula en (4.87), i.e. u — 0, recuperamos el teo-
rema usual [3].

Ya se ha dicho que el lado izquierdo del resultado principal de la primera parte de
este trabajo, i.e. (4.81)), esta asociado a un campo sin masa, ni espin (un bosén, por
ejemplo), de modo que nuestra ecuacion proporcionaria la dinamica de una particu-
la con tales caracteristicas moviéndose en un espacio-tiempo curvo, asumiendo
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también, por supuesto, cierto acoplamiento con la curvatura del tipo aqui introdu-
cido. Es necesario resaltar que el flujo de energia de un sistema a la curvatura de
la variedad no necesariamente implica el rompimiento de los postulados de la RG.
Finalmente, para entender mejor qué le ocurre a la energia del sistema, calculamos
el tensor de energia momento del campo, para concluir que no es constante, lo cual
es congruente con el intercambio de energia discutido.

En la segunda mitad nos hemos avocado al estudio del caso concreto de laboratorio
de un CBE compuesto de atomos de cromo en un potencial arménico elipsoidal,
con dos frecuencias iguales en las direcciones x y y y una distinta en la direccién
z. Dicho sistema, ademas de ser sometido a interraciones de contacto, esta sujeto
interacciones dipolo-dipolo, que surgen como consecuencia de aplicar un campo
magneético y tienen efectos importantes en el sistema.

Calculamos el potencial quimico, (5.88), que resulta ser una funcién no lineal en
los parametros de la trampa y la longitud de dispersion, lo cual era de esperarse,
dado que hay resultados previos que muestran este tipo de dependencia [72]. Sin
embargo, cabe hacer notar que en los trabajos anteriores se habia asumido que
la interaccion de contacto era mayor que la dipolar, condicidon que nosotros no im-
pusimos, por lo que nuestro trabajo es mas general, y la dependencia del potencial
quimico sobre las frecuencias, la longitud de dispersion y la interaccion dipolo-dipolo
es mas complicada. Obviamente, haciendo las consideraciones pertinentes, nues-
tro caso se reduce a los anteriores.

Encontramos que los argumentos termodinamicos no bastan para definir el valor
de Ry 0 R, en este sistema, sino sblo su razén, Ry/R;. En tales condiciones, dadas
las frecuencias y &, (5.85) nos da un Unico valor posible para dicho cociente, ya
que solo existe un caso en el cual tanto Ry como R, son positivos simultaneamente
y satisfacen la ecuacién. Para poder determinar el valor de Ry 0 R, es necesario
recurrir al concepto de velocidad de sonido en el condensado, dada por la ecuacion
(5.80), a partir de la cual dedujimos R, como funcién de la velocidad del sonido en
el centro de la nube, de las frecuencias y de &, entre otros parametros.

Al estudiar la velocidad del sonido (5.81) pudimos ver que no sélo es dependiente
de la posicion, sino que también es anisotrépica. Para evidenciar esta afirmacion,
notemos que (5.81) implica que el movimiento a lo largo del eje z ocurre a una velo-
cidad distinta que aquél en la direccion del eje x. Este comportamiento es relevante
dado que podria ofrecer una herramienta para investigar algunos mecanismos disi-
pativos, (en particular el caso del criterio de superfluidez de Landau) [67], [73].
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Nuestro calculo confirma una conjetura mencionada en [67] sobre la pérdida de iso-
tropia en la velocidad del sonido para un CBE de cromo y, en consecuencia, hace
mas asequible la posibilidad de estudiar mecanismos disipativos con sistemas en
los que la interaccion dipolo-dipolo juega un papel importante a la hora de determi-
nar las propiedades fisicas.

6.2. Perspectivas

Con base en lo estudiado a lo largo del trabajo aqui expuesto, surgieron las siguien-
tes lineas de investigacion a desarrollar:

» El estudio de la analogia entre la ecuacién de Gross-Pitaevskii, escrita en
términos de la representacion de Madelung, y un campo escalar que se mueve
en el espacio-tiempo, aprovechando que la forma de dicha ecuacién es muy
semejante a la de un fluido viscoso. Este estudio unificara, de alguna manera,
los dos trabajos que conforman esta tesis.

» El célculo numérico para encontrar la solucién del caso de un CBE con inter-
acciones dipolo-dipolo sin aproximaciones.

» El andlisis de la velocidad critica segun el criterio de Landau para el surgimien-
to de superfluidez en un CBE anisotrépico y la comprension de la relaccion
entre la interaccion dipolo-dipolo y la presencia o ausencia de superfluidez.

m La revision de las excitaciones elementales en un CBE con interacciones
dipolo-dipolo a través, no sélo del formalismo hidrodinamico, sino también de
las ecuaciones de Bogoliubov, con el fin de comprender el papel que dichas
interacciones puede jugar en el surgimiento de modos colectivos de vibracién
[65].

= A mediano plazo, el estudio de efectos gravito-cuanticos experimentalmente
medibles, en instalaciones como la torre de caida del Centro de Tecnologia
Espacial Aplicada y Microgravedad, ZARM (por sus siglas en aleman).

= A largo plazo, formar parte del grupo que pretende impulsar la creacién del
primer laboratorio de gases condensados ultrafrios en México.

80



Bibliografia

[1] Matt Visser. Sakharov’s induced gravity: a modern perspective. page 17, 2002.
[2] Misner, Thorne, and Wheeler. Gravitation. W. H. Freeman and company, 1973.

[3] Carlos Barceld, S Liberati, and Matt Visser. Analogue gravity from Bose-
Einstein condensates. Classical and Quantum Gravity, 18(6):1137-1156,
2001.

[4] Claus Kiefer. Quantum Gravity. Oxford Science Publications, 3rd edition, 2012.

[5] W. PEDDIE. The Scientific Papers of James Clerk Maxwell.  Nature,
120(3031):799-800, 2003.

[6] Sabine Hossenfelder. Experimental Search for Quantum Gravity. 2010.

[7] Benjamin Koch. Quantizing Geometry or Geometrizing the Quantum? page 5,
2010.

[8] Elias Kiritsis. D-branes in Standard Model building, Gravity and Cosmology,
2003.

[9] Edward Witten. String theory and black holes. Phys. Rev. D, 44(2):314-324,
1991.

[10] Fotini Markopoulou. Towards Gravity from the Quantum. 2006.

[11] John A Wheeler. On the nature of quantum geometrodynamics. Annals of
Physics, 2(6):604—614, 1957.

[12] S Deser and B Zumino. Consistent supergravity. Physics Letters B, 62(3):335—
337, 1976.

[13] Abhay Ashtekar. Gravity and the quantum. New Journal of Physics, 7:198—198,
2005.

[14] Petr Hofava. Quantum gravity at a Lifshitz point. Physical Review D, 79(8):29,
2009.

81



BIBLIOGRAFIA 82

[15] Petr Hofava. Spectral Dimension of the Universe in Quantum Gravity at a Lifs-
hitz Point. Physical Review Letters, 102(16):11, 2009.

[16] Rong-Gen Cai, Li-Ming Cao, and Nobuyoshi Ohta. Topological black holes in
Horava-Lifshitz gravity. Physical Review D, 80(2):14, 2009.

[17] Christos Charmousis, Gustavo Niz, Antonio Padilla, and Paul M Saffin. Strong
coupling in Horava gravity. Journal of High Energy Physics, (08):070-070,
2009.

[18] Makoto Sakamoto. Strong coupling quantum Einstein gravity at a z=2 Lifshitz
point. Physical Review D, 79(12):10, 2009.

[19] Abhay Ashtekar. Asymptotic Quantization of the Gravitational Field. Phys. Rev.
Lett., 46(9):573-576, 1981.

[20] M. Reuter. Nonperturbative evolution equation for quantum gravity. Physical
Review D, 57(2):971-985, 1998.

[21] M. Reuter and F. Saueressig. Renormalization group flow of quantum gravity
in the Einstein-Hilbert truncation. Physical Review D, 65(6):58, 2002.

[22] Daniel Litim. Fixed Points of Quantum Gravity. Physical Review Letters, 92(20),
2004.

[23] R Penrose and W Rindler. Spinors and space-time. vol. 2: spinor and twistor
methods in space-time geometry. 1986.

[24] Rodolfo Gambini and Jorge Pullin. Consistent Discretization and Loop Quan-
tum Geometry. Physical Review Letters, 94(10):4, 2005.

[25] Alain Connes. Gravity coupled with matter and the foundation of non-
commutative geometry. Communications in Mathematical Physics, 182(1):155—
176, 1996.

[26] Piero Nicolini. Noncommutative Black Holes, The Final Appeal To Quantum
Gravity: A Review. page 77, 2008.

[27] Gil Jannes. Emergent gravity: the BEC paradigm. page 144, 2009.

[28] B. L. Hu. Can Spacetime be a Condensate? International Journal of Theoretical
Physics, 44(10):1785-1806, 2005.

[29] Reiner Hedrich. Quantum Gravity: Motivations and Alternatives. page 32, 2009.

[30] Stefano Liberati, Florian Girelli, and Lorenzo Sindoni. Analogue Models for
Emergent Gravity. page 47, 2009.

82



BIBLIOGRAFIA 83

[31] Daniele Oriti. Group field theory as the microscopic description of the quan-
tum spacetime fluid: a new perspective on the continuum in quantum gravity.
page 38, 2007.

[32] Florian Girelli, Etera R. Livine, and Daniele Oriti. Four-dimensional deformed
special relativity from group field theories. Physical Review D, 81(2):23, 2010.

[33] Luca Bombelli, Joohan Lee, David Meyer, and Rafael Sorkin. Space-time as a
causal set. Physical Review Letters, 59(5):521-524, 1987.

[34] Tomasz Konopka, Fotini Markopoulou, and Simone Severini. Quantum grap-
hity: A model of emergent locality. Physical Review D, 77(10):25, 2008.

[35] Tomasz Konopka. Statistical mechanics of graphity models. Physical Review
D, 78(4):30, 2008.

[36] Olaf Dreyer. Emergent General Relativity. 2006.

[37] Olaf Dreyer. Why things fall. In Proceedings of From Quantum to Emergent
Gravity: Theory and Phenomenology, Trieste, Italy, 2007.

[38] Samir D Mathur. The information paradox: a pedagogical introduction. Classical
and Quantum Gravity, 26(22):224001, 2009.

[39] G E Volovik. The Universe in a Helium Droplet. International Series of Mono-
graphs on Physics. Clarendon Press, 2003.

[40] G. E. Volovik. VACUUM ENERGY: MYTHS AND REALITY. International Jour-
nal of Modern Physics D, 15(12):1987, 2006.

[41] Wolfgang Rindler. Essential Relativity. Springer-Verlag, 1977.
[42] Robert M Wald. General Relativity. The University of Chicago Press, 1984.
[43] Liberati Barcelo and Visser. Analogue Gravity. Living Rev. Relativity, 8:12.

[44] L D Landau and E M Lifshitz. Fluid mechanics. Pergamon Press, 2nd edition,
1987.

[45] A J Chorin and J E Marsden. A mathematical introduction to fluid mechanics.
Springer, 3rd edition, 1997.

[46] Leopoldo Garcia-Colin. Introduccion a la termodinamica clasica. Trillas, 2008.

[47] B. Gonzalez-Fernandez and A. Camacho. Speed of Sound of a Bose—Einstein
Condensate with Dipole—Dipole Interactions. Journal of Low Temperature Phy-
sics, 173(5-6):343-353, 2013.

83



BIBLIOGRAFIA 84

[48] J E Marsden and T J R Hughes. Mathematical foundations of elasticity.
Prentice-Hall, Inc., 1983.

[49] B. Gonzalez-Fernandez and A. Camacho. Fluid-gravity correspondence under
the presence of viscosity. Modern Physics Letters A, 27(32):1250185, 2012.

[50] L. Garay, J. Anglin, J. Cirac, and P. Zoller. Sonic Analog of Gravitational Black
Holes in Bose-Einstein Condensates. Physical Review Letters, 85(22):4643—
4647, 2000.

[51] L. Garay, J. Anglin, J. Cirac, and P. Zoller. Sonic black holes in dilute Bose-
Einstein condensates. Physical Review A, 63(2):023611, 2001.

[52] A. Macias, C. Lammerzahl, and D. Nunez. Gravitation and Cosmology. In AIP
Conference Proceedings 758, New York, 2005.

[53] G. Amelino-Camelia, C. Lammerzahl, A. Macias, and H. Miller. The search for
quantum gravity signals. In AIP Conference Proceedings 758, New York, 2005.

[54] C. Lammerzahl. The search for quantum gravity effects |I. Appl. Phys. B,
634:551, 2006.

[55] Thibault Damour, Federico Piazza, and Gabriele Veneziano. Runaway Dilaton
and Equivalence Principle Violations. Physical Review Letters, 89(8):081601,
August 2002.

[56] Holger Mdller, Achim Peters, and Steven Chu. Miiller, Peters & Chu reply.
Nature, 467(7311):E2—-E2, September 2010.

[57] N. Poli, F.-Y. Wang, M. G. Tarallo, A. Alberti, M. Prevedelli, and G. M. Tino. Pre-
cision Measurement of Gravity with Cold Atoms in an Optical Lattice and Com-
parison with a Classical Gravimeter. Physical Review Letters, 106(3):038501,
January 2011.

[58] Michael A. Hohensee, Steven Chu, Achim Peters, and Holger Muller. Equi-
valence Principle and Gravitational Redshift.  Physical Review Letters,
106(15):151102, April 2011.

[59] Hafele. J.C. and R. E. Keating. No Title. Science, 177:168, 1972.

[60] C.W. Chou, D.B. Hume, T. Rosenband, and D.J. Wineland. No Title. Sience,
329:1630-1633, 2010.

[61] R. Vessot, M. Levine, E. Mattison, E. Blomberg, T. Hoffman, G. Nystrom, B. Fa-
rrel, R. Decher, P. Eby, C. Baugher, J. Watts, D. Teuber, and F. Wills. Test of
Relativistic Gravitation with a Space-Borne Hydrogen Maser. Physical Review
Letters, 45(26):2081—-2084, December 1980.

84



BIBLIOGRAFIA 85

[62] S. Schlamminger, K.-Y. Choi, T. Wagner, J. Gundlach, and E. Adelberger. Test
of the Equivalence Principle Using a Rotating Torsion Balance. Physical Review
Letters, 100(4):041101, January 2008.

[63] V. Alan Kostelecky and Neil Russell. Data tables for Lorentz and CPT violation.
Reviews of Modern Physics, 83(1):11-31, March 2011.

[64] D.R. Tilley and J Tilley. Superfluidity and Superconductivity. Institute of Physics
Publishing, New York, 1990.

[65] Emil Lundh, C. J. Pethick, and H. Smith. Zero-temperature properties of a trap-
ped Bose-condensed gas: Beyond the Thomas-Fermi approximation. Physical
Review A, 55(3):2126-2131, March 1997.

[66] U. Khawaja, C. Pethick, and H. Smith. Surface of a Bose-Einstein condensed
atomic cloud. Physical Review A, 60(2):1507-1512, 1999.

[67] S. Giovanazzi, P. Pedri, L. Santos, A. Griesmaier, M. Fattori, T. Koch, J. Stuh-
ler, and T. Pfau. Expansion dynamics of a dipolar Bose-Einstein condensate.
Physical Review A, 74(1):013621, 2006.

[68] C. Cohen-Tannoudji, B Diu, and F. Laloe. Quantum Mechanics. Wiley-VCH; 2
Volume Set edition, 1991.

[69] C. J. Pethick, H. Smith, and Tin-Lun Ho. Bose-Einstein Condensation in dilute
gases, volume 56. University Press, Cambridge, UK.

[70] L. Santos, G. V. Shlyapnikov, P. Zoller, and M. Lewenstein. Bose-Einstein Con-
densation in Trapped Dipolar Gases. Physical Review Letters, 85(9):1791—
1794, 2000.

[71] George Brown Arfken. Mathematical Methods for Physicists. Elsevier, 2005.
[72] R K Pathria. Statistical Mechanics. Academic Press, 2011.

[73] Philippe Nozieres and David Pines. Theory of Quantum Liquids: Superfluid
Bose Liquids. Addison-Wesley, 1994.

85



	Portada 
	Índice General 
	Capítulo 1. Resumen 
	Capítulo 2. Introducción  
	Capítulo 3. Antecedentes 
	Capítulo 4. Gravedad Análoga a Fluidos
	Capítulo 5. Velocidad del Sonido en un Condensado de Bose Einstein
	Capítulo 6. Conclusiones y Perspectivas 
	Bibliografía 

