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Capı́tulo 1

Resumen

Actualmente existen distintos enfoques que intentan resolver el problema de la gra-

vedad cuántica. Uno de ellos es de la gravedad análoga, que toma en cuenta las

similitudes entre la fı́sica en un espacio-tiempo curvo y la dinámica de fluidos (par-

ticularmente, los condensados de Bose-Einstein), basándose en el hecho de que

estos últimos presentan los mismos aspectos cinemáticos que la relatividad gene-

ral. Investigar dichas analogı́as es interesante porque podrı́a arrojar luz sobre al-

gunos de los grandes problemas gravitacionales que aún permanecen sin resolver,

aprovechando que los fluidos son sistemas conceptualmente claros y experimental-

mente bien controlados, ofreciendo ası́ la posibilidad de simular algunos fenomenos

predichos en fı́sica de altas energı́as y la gravitación.

La presente tesis se enmarca en este contexto y se inspira por estas analogı́as.

En la primera mitad nos avocamos a desarrollar un caso puramente teórico: es-

tudiamos un fluido barotrópico e irrotacional, incluyendo viscosidad en el sistema.

Demostramos que la ecuación de movimiento para el potencial de velocidad corres-

pondiente puede ser interpretado como el de un campo no masivo, mı́nimamente

acoplado, que se propaga en una geometrı́a lorentziana (3+1). Como resultado de

este estudio, encontramos que en nuestras ecuaciones aparece un término fuente

inducido por la presencia de la viscosidad, que puede ser interpretado fı́sicamente

como transferencia de energı́a del campo a la curvatura de la variedad. Para revi-

sarla más a fondo, calculamos el tensor de energı́a momento y concluimos que no

es constante.

En la segunda mitad, nos concentramos en un caso concreto de laboratorio: un

CBE en un potencial armónico, sujeto no sólo a la presencia de la interacción de

contacto, sino también a una interacción dipolo-dipolo, anisotrópica, de largo al-
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cance. Dedujimos y analizamos algunas propiedades termodinámicas del sistema

como el tamaño del condensado, el potencial quı́mico, la velocidad del sonido y

la energı́a por partı́cula. Encontramos que al introducir la interacción dipolar surge

cierta anisotropı́a en varios aspectos del sistema (por ejemplo, en la velocidad del

sonido).
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Capı́tulo 2

Introducción

Las analogı́as siempre han jugado un papel fundamental en la fı́sica y las matemáti-

cas. Más allá de la belleza inherente a ellas, su importancia radica en que repre-

sentan una herramienta poderosa que podrı́a arrojar luz sobre lo que pasa en un

sistema basándose en los fenómenos que suceden en su análogo correspondiente

definiendo, ası́, un puente entre dos diferentes ramas de la ciencia.

El movimiento de las ondas de luz en un espacio-tiempo curvo encuentra una her-

mosa analogı́a en la descripción de ondas de sonido en un fluido en movimiento

[1]. En este caso se ha demostrado la existencia de un agujero sordo (región de la

cual el sonido no puede escapar), que se asemeja a un agujero negro en relatividad

general [2]. Además, hace tiempo que se notó que las ecuaciones de movimiento

de una perturbación en un fluido se pueden expresar de la misma forma matemáti-

ca que las de un campo no masivo inmerso en un espacio-tiempo curvo [3]. Estas

observaciones sugieren que es posible estudiar ciertos aspectos de la relatividad

general y la teorı́a cuántica de campos por analogı́a con sistemas tales como los

condensados de Bose-Einstein (CBE), dado que los fluidos perfectos presentan los

mismos aspectos cinemáticos de la relatividad general. Ésta es la idea que subyace

detrás de la llamada Gravedad Análoga1.

Existe una gran cantidad de sistemas fı́sicos, tanto en materia condensada como en

otras áreas, en los que espacios-tiempos curvos relativistas emergen. Los CBE son

de particular interés por ser fuentes de analogı́as gravitacionales conceptualmente

claras, además de permitir sistemas experimentales bien controlados, ofreciendo

1Sin embargo, es importante resaltar que hasta ahora no se sabe de ningún sistema análogo que
reproduzca las ecuaciones de Einstein, por lo que la analogı́a no se extiende directamente al nivel

dinámico.
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la posibilidad de simular los análogos a algunos fenómenos predichos en fı́sica de

altas energı́as (por ejemplo, se considera que los CBE son buenos candidatos pa-

ra la posible futura detección experimental de radiación de Hawking fonónica, o de

creación de partı́culas en espacios-tiempos en expansión).

Ahora bien, la geometrı́a o el régimen relativista descrito anteriormente no es uni-

versalmente válido en un CBE más allá de cierta aproximación, sino que esencial-

mente, sólo es correcto para los modos o fonones de bajas energı́as, es decir, en la

aproximación hidrodinámica. Para energı́as mayores, ası́ como en la presencia de

horizontes, el lı́mite hidrodinámico o relativista se viola dando paso a la descripción

microscópica subyacente. Este comportamiento es similar a lo que esperarı́amos

que pasara en gravedad cuántica, con la diferencia crucial de que la descripción

microscópica en el caso de los BEC es bien conocida, por lo que cálculos comple-

tos basados en fı́sica firmemente verificada y controlada serı́an posibles aún más

allá del régimen relativista.

En vista de lo anterior, las desviaciones del lı́mite hidrodinámico o relativista que

aparezcan en los CBE se presentan como posibles ventanas a correcciones ci-

nemáticas que una hipotética teorı́a cuántica de la gravedad impondrı́a sobre la

relatividad general. Las extrapolaciones que se pueda hacer a partir de analogı́as

con la materia condensada serán particularmente relevantes si las desviaciones de

la relatividad general clásica, originadas por tal teorı́a, resultan ser similares a las

que ocurren en los BEC con respecto al régimen relativista.

Inspirada por estas ideas, y enmarcada en este contexto, la presente tesis se divi-

de en dos partes. En la primera mitad desarrollaremos la generalización del caso

estudiado por Barceló, Liberati y Visser en [3], considerando un fluido barotrópico e

irrotacional, pero incluyendo viscosidad en el sistema. Demostraremos que la ecua-

ción de movimiento para el potencial generado por la velocidad de una perturbación

en el fluido puede ser interpretado como el de un campo no masivo, mı́nimamente

acoplado, que se propaga en una geometrı́a lorentziana (3+1). En contraste con lo

que ocurre en [3], en nuestras ecuaciones aparece un término fuente inducido por

la presencia de la viscosidad, que puede ser interpretado fı́sicamente como cier-

ta transferencia de energı́a del campo a la curvatura de la variedad. Para revisar

qué ocurre con la energı́a del sistema calculamos el tensor de energı́a momento,

que resulta no ser constante.

En la segunda mitad, nos concentraremos en un caso concreto de laboratorio: un

CBE en un potencial armónico, sujeto no sólo a la presencia de la interacción de

contacto, sino también a una interacción dipolo-dipolo, anisotrópica, de largo al-
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cance. Deducimos y analizamos algunas propiedades termodinámicas del sistema

como el tamaño del condensado, el potencial quı́mico, la velocidad del sonido y

la energı́a por partı́cula. Encontramos que al introducir la interacción dipolar surge

cierta anisotropı́a en varios aspectos del sistema (como en la velocidad del sonido),

que ofrece la posibilidad de analizar mecanismos disipativos en el sistema.
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Capı́tulo 3

Antecedentes

La Gravitación es un área de la fı́sica que todavı́a representa un enigma para la

ciencia. A pesar de los grandes esfuerzos que se ha hecho por encontrar una teorı́a

que unifique todos los fenómenos fı́sicos, hasta ahora ha sido imposible lograr una

descripción cuántica completa de la gravedad, ya que existe una profunda incom-

patibilidad entre la incertidumbre inherente a la mecánica cuántica (MC) y la rigidez

de la formulación geométrica sobre la que se basa la relatividad general (RG).

Se ha aplicado diversos enfoques para encontrar la solución a este problema, en-

tre los cuales los más populares son la Teorı́a de Cuerdas y la Gravedad Cuántica

de Lazos. Sin embargo, hay otra lı́nea de investigación que sugiere que la grave-

dad podrı́a no ser una interacción fundamental, sino un fenómeno emergente (algo

ası́ como el lı́mite hidrodinámico de una teorı́a más fundamental). Dentro de ella hay

distintos planteamientos, pero nos referiremos a todos como Modelos de Gravedad

Emergente.

Entre éstos se encuentran los Modelos de Gravedad Análoga (MGA), que son, ge-

neralmente, sistemas de materia condensada que funcionan como modelos de ju-

guete, en los que se ha podido recuperar conceptos de la gravitación como la inva-

riancia de Lorentz de las ecuaciones de movimiento y una métrica pseudorieman-

niana. Si bien es cierto que dichos esquemas tienen sus limitaciones, han aportado

interesantes ideas relacionadas con otros problemas presentes en la teorı́a de la

gravitación (por ejemplo, el problema de la constante cosmológica) y son extre-

madamente útiles para acceder experimentalmente a algunas caracterı́sticas de la

teorı́a de campos en espacios-tiempos curvos que hasta ahora no se ha podido

medir mediante la detección directa, es decir, permiten reproducir en el laboratorio

varios fenómenos gravitacionales cuya existencia real en la naturaleza no ha podido

aún ser verificada (como la radiación de Hawking).
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3.1. — Gravedad Cuántica (GC) 7

3.1. Gravedad Cuántica (GC)

A pesar de que la gravedad fue la primera fuerza de la naturaleza en ser comprendi-

da en términos fı́sicos, ésta se distingue de las demás interacciones fundamentales

porque aún no ha sido posible encontrar su descripción cuántica y unificarla con el

resto de ellas [4].

Hasta ahora, nuestras observaciones fı́sicas han podido ser descritas exitosamen-

te por la teorı́a general de la relatividad de Einstein y el modelo estándar de las

partı́culas elementales, pero, a pesar del notable progreso que se ha alcanzado al

unificar tres de las cuatro fuerzas de la naturaleza, la fuerza gravitacional se ha re-

sistido a ser cuantizada y aún es una teorı́a completamente clásica. Esto se debe a

que los métodos de cuantización que sirvieron para el resto de las interacciones en

el modelo estándar no han funcionado como se esperaba. No es que la gravedad

no pueda ser cuantizada mediante ellos, sino que el resultado no es renormalizable

y por tanto no puede ser interpretado como una teorı́a fundamental, sino más bien

como una efectiva, en el mejor de los casos. Este conflicto indica que aún hay co-

sas por comprender que, por un lado, nos llevan a un territorio desconocido y, por

otro, representan una oportunidad para profundizar nuestro entendimiento sobre el

funcionamiento de la naturaleza.

Existen diversas razones por las cuales quisiéramos unificar la relatividad general

(RG) y la mecánica cuántica (MC). Desde el principio, la historia de la fı́sica ha

estado ligada a la unificación de fenómenos aparentemente disconexos: primero, en

la segunda mitad del s. XIX, Maxwell estableció la interrelacción entre los campos

eléctricos y magnéticos, conformándolos en la teorı́a electromagnética [5]. Luego,

en la segunda mitad del siglo pasado, Glashow, Salam, y Weinberg propusieron

una teorı́a que unificaba estas interacciones, a su vez, con la interacción débil en lo

que conocemos como la teorı́a electrodébil. A partir de entonces, se ha intentado

fusionar la interacción electrodébil con la llamada fuerza fuerte, en las llamadas

teorı́as de gran unificación, aunque no hay ninguna propuesta hasta ahora que se

acepte universalmente. El último paso en este sentido serı́a, naturalmente, crear

un marco teórico que conjunte todas las interacciones que conocemos, es decir,

construir la teorı́a que unifique a estas tres interacciones que hemos mencionado

con la de la gravedad. A ésta se le ha bautizado como la ”teorı́a del todo”.

Además de los motivos históricos, existen ciertos enigmas de la fı́sica que siguen

sin ser resueltos. Por ejemplo, en MC las partı́culas existen como una superposi-

ción de estados, mientras que desde la perspectiva de la RG, dado que todas las

partı́culas llevan energı́a, gravitan. Un fotón, entonces estarı́a mecánico-cuántica-

mente en un estado superpuesto, por lo cual no podrı́amos determinar su campo

gravitacional, puesto que un campo clásico no existe en superposiciones, lo cual

refuerza la incompatibilidad de las teorı́as.

7



3.2. — Intentos para encontrar la Gravedad Cuántica 8

También tenemos el problema de pérdida de información en los agujeros negros.

Usando la teorı́a cuántica de campos (TCC) en una geometrı́a clásica de agujero

negro, Hawking demostró que los agujeros negros emiten radiación térmica, de mo-

do que pierden masa. Si esta radiación siguiera siendo térmica hasta que el agujero

negro se evaporara completamente, cualquier distribución con la misma masa ini-

cial que colapsara en un hoyo negro alcanzarı́a finalmente el mismo estado térmico

final. Entonces perderı́amos irreversiblemente parte de la información contenida en

la configuración inicial, lo cual serı́a incompatible con la MC. Esperamos, entonces,

que una cuantización correcta de la gravedad resuelva esta contradicción [6].

Finalmente, la RG predice que existen objetos con una densidad de energı́a y una

fuerza gravitacional infinitas, llamados singularidades. Estas singularidades no son

fı́sicas e indican un colapso en la teorı́a. Por ello, cabe pensar que tendrı́amos que

reemplazar a la RG por una teorı́a más fundamental en estos lı́mites extremos del

espacio-tiempo.

Si bien es cierto que una teorı́a cuántica de la gravedad tal vez no alcance a resol-

ver por completo estos enigmas (en particular los dos últimos), esperamos que al

menos arroje alguna luz sobre cómo proceder para hacerlo.

Cabe puntualizar que, a lo largo de esta búsqueda, hay que tener en cuenta que uno

de los requisitos básicos para cuantizar la gravitación será que la teorı́a resultante

tenga un lı́mite clásico que sea, al menos aproximadamente (y correspondiendo

con la fenomenologı́a conocida), idéntico a la relatividad general.

3.2. Intentos para encontrar la Gravedad Cuántica

Para resolver el problema de cuantizar la gravedad se han planteado distintas pro-

puestas. Algunas de las teorı́as más populares son las siguientes [7].

Comencemos por mencionar la teorı́a de cuerdas, que es uno de los candidatos

más famosos para encontrar una formulación unificada de la naturaleza [8], [9] .

Ésta es una de las teorı́as que usan un enfoque parecido a la TCC y, además, com-

parte con otras el planteamiento de un fondo separado de la materia [10]. Desafor-

tuadamente, aún no ha conseguido hacer predicciones que se hayan comprobado

experimentalmente. Además, el hecho de que haya un gran número de soluciones,

debido a que los procesos de compactificación en esta teorı́a no son únicos, no per-

mite encontrar predicciones únicas, por lo que al final se encuentran teorı́as fı́sicas

en cuatro dimensiones totalmente distintas entre sı́.

La siguiente propuesta que mencionaremos es gravedad cuántica de lazos, que

consiste en un enfoque canónico para la cuantización del espacio-tiempo indepen-

8



3.3. — Modelos de Gravedad Emergente 9

diente del fondo. En sus etapas tempranas dio origen a la geometrodinámica [11] y

la súpergravedad [12]. Sin embargo, hasta ahora no se ha podido demostrar que en

realidad contenga a la RG en algún lı́mite clásico [13], además de que el concepto

del tiempo se pierde, debido a que no podemos definir un producto interno en el

espacio de Hilbert de esta teorı́a.

También están los modelos anisotrópicos, que postulan un comportamiento de es-

cala diferente del espacio y el tiempo en el régimen ultra violeta (UV), lo que permi-

te construir una teorı́a renormalizable a órdenes bajos en dicho régimen [14], [15],

[16]. Sin embargo, trabajos recientes afirman que, en el lı́mite infrarrojo, la teorı́a no

reproduce la gravedad sin masa [17], [18] .

Por último nos referiremos a las teorı́as de gravedad emergente, que plantean que

el espacio-tiempo curvo surge de una estructura subyacente. Existen diferentes ver-

tientes de esta rama; nosotros nos concentraremos en las basadas en sistemas de

materia condensada, que van desde plantear una simple analogı́a entre la termo-

dinámica del espacio-tiempo y sistemas de materia condensada hasta ideas radi-

cales que involucran un sistema de materia condensada preespacial [10] . En la

siguiente sección, las revisaremos con más detalle.

Se ha desarrollado otras lı́neas de investigación en áreas tales como la cuantiza-

ción asintótica [19] , el grupo de renormalización [20], [21], [22], Twistores [23] y

geometrı́a discretizada [24] y no conmutativa [25], [26], entre otras, pero no abun-

daremos en ellas.

Cabe hacer notar que los enfoques construidos independientemente del fondo (co-

mo la gravedad cuántica de lazos) suponen que la gravedad es algo fundamental,

mientras que los que se basan explı́citamente en que existe un espacio-tiempo

subyacente (como la teorı́a de cuerdas o las teorı́as de gravedad emergente), con-

sideran a la gravedad como una teorı́a efectiva nada más, asumiendo que la MC es

la formulación verdaderamente fundamental. En consecuencia, la mayorı́a de los

planteamientos del segundo tipo intentan aplicar alguno de los procedimientos de

cuantización ya bien definidos a los grados de libertad fı́sicos del espacio-tiempo o

a alguna teorı́a subyacente que lo origina.

3.3. Modelos de Gravedad Emergente

Una de las teorı́as recientes que ha ido ganando más adeptos propone que la gra-

vedad (y tal vez inclusive el electromagnetismo y los demás campos de norma [27])

podrı́a ser un fenómeno emergente, en el sentido de ser el resultado de un com-

portamiento efectivo de cierta fı́sica microscópica muy distinta (refiriéndose esta

9



3.3. — Modelos de Gravedad Emergente 10

última a la dinámica de ciertos objetos cuánticos elementales). Esto es, la gravedad

serı́a algo ası́ como un fenómeno emergente, a gran escala, similar a un estado de

materia condensada hecha de muchos átomos [28].

Estos modelos consideran una teorı́a fundamental, que no es la RG, y exploran

cómo es posible que el espacio, el tiempo y su dinámica emerjan en cierto régimen

usando distintas técnicas, a menudo adoptadas de la fı́sica de materia condensada.

Si la gravedad no fuera fundamental, sino una interacción residual emergente, podrı́a

ser un fenómeno intrı́nsecamente clásico. Considerando que es la MC lo universal-

mente válido, tendrı́amos que asumir un sustrato cuántico a partir del cual la gra-

vedad resultarı́a como un fenómeno clásico emergente. En este caso, no habrı́a

conflicto con los argumentos contra las teorı́as semiclásicas, porque no habrı́a gra-

vedad en absoluto al nivel del sustrato. El campo gravitacional no tendrı́a propieda-

des cuánticas que establecer en una teorı́a de gravedad cuántica, y la cuantización

de la RG no llevarı́a a ninguna teorı́a fundamental. El objetivo de una teorı́a de

gravedad cuántica serı́a, más bien, identificar el sustrato cuántico que da origen a

la gravedad, aunque dicha teorı́a deberı́a tener la RG como lı́mite clásico (que, al

menos, reprodujera la fenomenologı́a conocida) [29].

Por esa razón, hay quienes plantean que los modelos de gravedad emergente no

deben considerarse como alternativas para encontrar la gravedad cuántica, tales

como la teorı́a de cuerdas o la cuántica de lazos, sino que deben ser vistos como

manifestaciones de un paradigma más general sobre como se podrı́a recuperar la

dinámica y geometrı́a clásicas del espacio-tiempo a partir de ciertos escenarios

gravitocuánticos ([30]).

Dentro de este espectro de teorı́as podemos mencionar muchos ejemplos, tales co-

mo la group field theory [31], [32], la propuesta del conjunto causal [33], los quantum

graphity models [34], [35], entre otros [36], [37]. Sin embargo, los que nos intere-

san, dado que son la base teórica para este trabajo, son los modelos de gravedad

análoga (MGA). La principal motivación para estudiar estos modelos es averiguar

si es posible (ya sea teórica o experimentalmente) reproducir en el laboratorio di-

versos fenómenos gravitacionales, cuya existencia real en la naturaleza no puede

ser verificada directamente en la actualidad. Estos fenómenos superan nuestras

capacidades observacionales actuales (y previsibles en un futuro inmediato), pero

creemos que existen por ser consecuencia de argumentos teóricos aparentemen-

te sólidos dentro de los marcos de la relatividad general y la teorı́a de campos en

espacios curvos.

10
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3.4. Modelos de Gravedad Análoga

En los últimos tiempos se ha avanzado mucho en cuanto a los alcances obtenidos

en observaciones experimentales relacionadas con la RG. Sin embargo, debido a

lo débil que es, el campo gravitacional sigue siendo muy difı́cil de medir en régime-

nes de gran curvatura, donde el comportamiento gravitacional se desvı́a significa-

tivamente de la descripción newtoniana y requiere una descripción completamente

relativista, y bajo condiciones controlables experimentalmente, donde la diferencia

entre el efecto fı́sico y los efectos de la contaminación sea clara.

El régimen de grandes curvaturas es importante, no sólo para la dinámica del cam-

po gravitacional, sino por los efectos cinemáticos relacionados con la dinámica de

los campos de materia que viven en la variedad espacio-temporal, puesto que qui-

siéramos entender cómo ”sienten” los campos de materia la geometrı́a subyacente.

Además de entender la validez del principio de equivalencia en ese dominio, existen

otros fenómenos cuya comprensión es fundamental para que podamos descifrar el

origen de las estructuras en escenarios inflacionarios y para comprender qué ocurre

con la evolución unitaria cuando se llegan a formar agujeros negros (por ejemplo,

la radiación de Hawking y la creación cosmológica de partı́culas) [38].

A pesar de que hasta ahora han surgido diferentes maneras de abordar estos

fenómenos teóricamente, el estatus de esas teorı́as aún no está claro. Para con-

firmar los cálculos teóricos necesitamos hacer detecciones directas, pero aún no

podemos manipular o generar experimentalmente campos gravitacionales que sean

suficientemente fuertes para producir fenómenos de creación de partı́culas. Por eso,

parece que la exploración del régimen de grandes curvaturas con campos gravita-

cionales reales está restringida sólo a la observación de fenómenos astrofı́sicos o

cosmológicos, con todas las limitaciones e incertidumbre que esto implica.

Sin embargo, podemos librar estos obstáculos, al menos en cierta medida, traba-

jando con métricas espacio-temporales curvas artificiales en laboratorios relativa-

mente sencillos, gracias a que, aún en sistemas de materia condensada simples

(tales como los condensados de Bose-Einstein en gases atómicos) la cinemática

de las perturbaciones a bajas energı́as (los fonones) pueden describirse mediante

una teorı́a de campo relativista. El espacio-tiempo curvo de fondo se origina por

el comportamiento colectivo de la parte condensada de los átomos. En sistemas

fermiónicos más complicados (en particular en 3He-A [39]), emergen campos de

norma y gravitacionales junto con una cuasimateria fermiónica. Todos estos cam-

pos emergentes tienen mucho en común con los de la fı́sica de altas energı́as, o

sea, la gravedad einsteiniana y el modelo estándar de partı́culas. Esto puede dar

indicios de que estos últimos podrı́an ser únicamente teorı́as efectivas que emergen

en el lı́mite de bajas energı́as de una teorı́a fundamental de gravedad cuántica que

describirı́a los ”átomos” que componen el vacı́o cuántico.

11
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Sin embargo, vale la pena mencionar que el interés en este enfoque no sólo radica

en reproducir fenomenos gravitacionales en algún modelo análogo, sino también

en encontrar desviaciones del caso ideal en modelos análogos reales, y analizar

si es probable que desviaciones similares aparezcan en sistemas gravitacionales

reales. Y, aunque los MGA no han sido capaces de ofrecer algún tipo de ecuacio-

nes dinámicas gravitacionales emergentes hasta ahora, sı́ han aportado una nueva

corriente de ideas sobre muchos problemas apremiantes en la teorı́a gravitacional,

tales como la constante cosmológica [40] o la materia obscura.

12



Capı́tulo 4

Gravedad Análoga a Fluidos

Las analogı́as, como hemos visto, han jugado un papel muy importante en la fı́sica

y las matemáticas, dándonos nuevas formas de ver los problemas y permitiendo la

proliferación de ideas entre diferentes ramas de la ciencia; una analogı́a elegida cui-

dadosamente puede ser extremadamente útil para fijar la atención en un problema

especı́fico, ası́ como para sugerir rutas inesperadas para encontrar posibles solucio-

nes. También establecimos que nosotros nos centraremos en las teorı́as análogas a

la gravedad, que son algunas analogı́as basadas tı́picamente en la fı́sica de materia

condensada, que permiten probar algunos aspectos de espacios-tiempos curvos.

La más conocida es aquella de las ondas de sonido en un fluido en movimiento

como análogas a las ondas de luz en un espacio-tiempo curvo. Un fluido que se

mueve a una velocidad supersónica puede generar un “agujero sordo”, el análogo

acústico de un “agujero negro”, y la analogı́a se puede extender hasta el punto de

demostrar matemáticamente la presencia de radiación fonónica de Hawking a partir

de el horizonte acústico. Este detalle proporcionarı́a, en principio, un modelo de

laboratorio concreto para la teorı́a cuántica de campos en espacios curvos en un

territorio que es tecnológicamente accesible al experimento.

Hay muchos otros modelos análogos que pueden ser útiles por distintos motivos:

algunos son interesantes por razones experimentales y otros son útiles por arrojar

nueva luz sobre preguntas teóricas desconcertantes.

Desde luego hay que puntualizar que analogı́a no significa identidad y no se preten-

te alegar, de ninguna manera, que los modelos que consideremos sean completa-

mente equivalentes a la relatividad general (de hecho, no se ha logrado reproducir

las Ecuaciones de Einstein en ellos, por ejemplo). Simplemente diremos que los

modelos análogos son interesantes cuando capturan y reflejan adecuadamente un

número suficiente de caracterı́sticas importantes de relatividad general (o, a veces,

especial) y, por ello, nos interesa estudiarlos.

13
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4.1. Antecedentes

La acústica en un fluido en movimiento es un ejemplo simple y claro de un modelo

análogo. Su fı́sica es sencilla, al igual que el marco conceptual y los cálculos que

involucra (siempre y cuando no sean casi imposibles de realizar).

La idea fı́sica detrás de este problema es la siguiente: un fluido en movimiento arras-

trará ondas de sonido con él y, si la velocidad del sonido llegara a ser supersónica,

las ondas de sonido nunca serı́an capaces de remontar en la dirección opuesta a

la del fluido. Esto implicarı́a la existencia de un “hoyo sordo”: una región de la cual

el sonido no puede escapar. Esto suena muy parecido a la noción de “hoyo negro”

en relatividad general, al menos a nivel verbal.

Nos interesa ver si es posible convertir esta analogı́a verbal en un enunciado fı́sico y

matemático ya que sólo cuando tenemos una conección fı́sica y matemática precisa

entre, en este caso, la fı́sica de la acústica en un sonido en movimiento y algunas

caracterı́sticas significativas de relatividad general podremos decir que tenemos un

“modelo análogo de (algunos aspectos) de la gravedad”. En general la comunidad

se refiere a tales modelos como “gravedad análoga” para abreviar y nosotros lo

haremos también.

Ahora bien, las caracterı́sticas de relatividad general que se recuperan tı́picamente

en un “modelo análogo” son las cinemáticas relacionadas con la forma en que se

definen los campos (clásicos o cuánticos) en el espacio-tiempo curvo, y la condición

imprescindible de cualquier modelo análogo a la gravedad es la existencia de una

“métrica efectiva” que capture la noción de espacios-tiempos curvos que surgen en

relatividad general. (Al menos serı́a deseable reproducir la noción de la geometrı́a

de Minkowski de relatividad especial.)

Puesto que lo que acabamos de describir verbalmente (y su generalización en otros

marcos fı́sicos) puede ser convertido en un enunciado fı́sico y matemático preciso,

este modelo análogo es de interés fı́sico, y dicha analogı́a funciona a dos niveles:

en el de la acústica geométrica y en el de la acústica fı́sica.

La ventaja del uso de la acústica geométrica es que la derivación de la forma ma-

temática precisa de la analogı́a es tan simple que es casi trivial y que la derivación

es extremadamente general. Su desventaja es que en ese lı́mite uno sólo puede

deducir la estructura causal del espacio-tiempo, y no obtiene una métrica efectiva

única. En ese sentido, la acústica fı́sica resulta mejor, ya que, aunque la derivación

de la analogı́a es válida en un régimen más restringido, ésta puede ser más útil

ya que se puede especificar una métrica efectiva precisa, lo cual da cabida a una

ecuación de onda para las ondas de sonido (válgame la redundancia).

A continuación hablaremos brevemente del primer enfoque, por completitud, para

14
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después desarrollar de manera más extensa, en la siguiente sección, el caso de la

acústica fı́sica a modo de introducción para el tema central de este capı́tulo.

4.1.1. Acústica geométrica

Al nivel de la acústica geométrica sólo necesitamos asumir que la velocidad del

sonido c, con respecto al fluido, y que la velocidad del fluido v, con respecto al

laboratorio, están bien definidas.

Entonces, con respecto al laboratorio, la velocidad de una onda de sonido que se

propaga en el fluido en la dirección dada por el vector unitario n̂ es:

dx

dt
= cn̂+v. (4.1)

o bien,

n̂ =
1

c

[
dx

dt
−v

]
. (4.2)

Demandando que n̂ sea unitario encontramos que

1 =
1

c2

[
dx

dt
−v

]
·
[

dx

dt
−v

]
=

1

c2

[(
dx

dt

)2

−2v · dx

dt
+v2

]
(4.3)

o, equivalentemente,

c2dt2 = dx2 −2(v ·dx)dt +v2dt2 ⇔

−
(
c2 −v2

)
dt2−2(v ·dx)dt +dx ·dx = 0 . (4.4)

Resolver esta ecuación cuadrática para dx en función de dt nos da un cono asocia-

do con cada punto en el espacio y el tiempo, que definirá una “causalidad” entre las

señales que viajan en el fluido.

Recordemos de relatividad general, que podemos expresar el elemento de lı́nea

como [41], [42]

ds2 = gµνdxµ dxν . (4.5)
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Nos interesa encontrar una métrica que nos permita hacer una analogı́a entre (4.4)

y (4.5) asumiendo, por supuesto, que el elemento de lı́nea es luxoide1. Para ello

expresemos (4.4) como un producto de matrices, definiendo

uT ≡ (dxµ)T = (dt,dx) (4.6)

y factorizándolo por la izquerda, de modo que entonces (4.4) será

(dt,dx)

(
−(c2 −v2)dt − (v ·dx)

−vdt +dx

)
= 0.

Haciendo lo propio por la derecha, obtenemos

(dt,dx)

(
−(c2 −v2) −vT

−v I3×3

)(
dt

dx

)
= 0. (4.7)

A partir de (4.7) podemos identificar una matriz que podemos asociar a una métrica

lorentziana de clase conforme2 [1]:

gµν = Ω2

(
−(c2 −v2) −vT

−v I3×3

)
, (4.8)

donde Ω es una función sin especificar, pero no nula.

El enfoque geométrico tiene las ventajas de ser extremadamente simple y que su

estructura básica es independiente de la dimensión, además de que se puede ge-

neralizar este razonamiento lógico rápida y fácilmente a situaciones fı́sicas más

complicadas. Sin embargo, en él la métrica no queda totalmente definida.

A continuación, revisaremos con más profundidad esta analogı́a desde la perspec-

tiva de la acústica fı́sica. Para ello, en la siguiente sección haremos una revisión de

algunos conceptos básicos de la dinámica de fluidos, para después demostrar el

teorema propuesto por Barceló, Liberatti y Visser [43].

4.2. Analogı́a desde la acústica fı́sica:

caso no viscoso

En este tratamiento partimos del hecho de que, para un fluido estático, homogéneo

y no viscoso, la propagación de ondas de sonido está gobernada por la ecuación

1Después de todo, el cono de sonido quedará definido por un cuadrivector luxoide.
2Una métrica conforme puede verse como una métrica que está definida sólo hasta cierta escala.
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de onda [44]

∂ 2
t φ = c2∇2φ . (4.9)

Generalizar este resultado para un fluido que no es homogéneo o que está en mo-

vimiento (incluso posiblemente en movimiento inestable) es más complicado de lo

que podrı́a parecer. Para derivar una ecuación de onda en una situación más gene-

ral, comenzaremos por adoptar algunas simplificaciones que nos permitan derivar

el teorema que más adelante enunciaremos, pero antes de comenzar, es necesario

establecer algunas ecuaciones y conceptos de utilidad.

4.2.1. Ecuaciones de la dinámica de fluidos

Ecuación de continuidad

Para deducir las ecuaciones fundamentales de la dinámica de fluidos, comencemos

por la ecuación de la conservación de la materia [45], [44]. Consideremos cierto vo-

lumen del espacio, Vo, cuya superficie llamaremos So, y supongamos que tenemos

un fluido con densidad de masa local bien definida para cada punto e instante de

tiempo, ρ(t,x)3, y una velocidad local v(t,x). La masa de fluido en ese volumen será

M =

∫

Vo

ρdV. (4.10)

Por un lado, cuando el fluido salga de V0, el decremento de la masa estará dado por

∂M

∂ t
=− ∂

∂ t

∫

V0

ρdV =−
∫

V0

∂ρ

∂ t
dV (4.11)

Por otro lado, la única manera en que la masa puede cambiar dentro del volumen

V0 es fluyendo a través de la superficie So. Matemáticamente, podemos expresar

el elemento dV en (4.10) como la distancia que alcanza a moverse el fluido en

un tiempo dt, en la dirección perpendicular a la superficie, por el diferencial de

superficie dS 4:

dV = vdt ·dS ⇒ ρdV = (ρv ·dS)dt.

3La suposición de que ρ existe es una suposición del continuo, que no se mantiene si tomamos en
cuenta la estructura molecular de la materia. La hacemos porque estamos considerando fenómenos

macroscópicos.
4La magnitud del vector dS es igual al área del elemento de superficie, y su dirección está a lo

largo de la normal, en el sentido de la normal saliente, por convención.
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Ası́, el diferencial de masa que sale del volumen, por unidad de tiempo, es

∂

∂ t
(ρdV ) = ρv ·dS, (4.12)

y la masa total del fluido que sale del volumen V0 por unidad de tiempo será la suma

del flujo que atraviesa la superficie que lo rodea, S0,

∂M

∂ t
=

∮

S0

ρv ·dS. (4.13)

Usando el Teorema de Gauss-Ostrogradsky y convirtiendo nuestra integral de su-

perficie en una de volumen llegamos a
∮

S0

ρv ·dS =

∫

V0

(∇ ·ρv)dV. (4.14)

Por último, como (4.11) y (4.14) tienen que ser iguales,

∫

V0

(∇ ·ρv)dV =−
∫

V0

∂ρ

∂ t
dV ⇔

∫

V0

[
∂ρ

∂ t
+∇ ·ρv

]
dV = 0 . (4.15)

Dado que esta ecuación debe satisfacerse para cualquier elemento de volumen, el

integrando debe ser nulo, i.e.

∂ρ

∂ t
+∇ · (ρv) = 0. (4.16)

que es la ecuación de continuidad.

Ecuación de Euler

Antes de continuar, necesitamos definir lo que queremos decir por fluido ideal. Nos

referiremos a éste como aquél que cumple con la siguiente propiedad: para cual-

quier movimiento del fluido existe una función p(t,x), llamada presión, tal que si S es

cierta superficie en el fluido, cuyo vector unitario normal es n̂, la fuerza de tensión

que se ejerce sobre las superficie S, por unidad de área, al tiempo t y en la posición

x es
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f uerza sobre S por unidad de area =−p(t,x)n̂ .

Note que la fuerza está en la dirección de n̂ y que actúa ortogonalmente a la su-

perficie S, o sea, no hay fuerzas tangenciales. Esto último implica que el fluido es

irrotacional.

Ahora consideremos cierto volumen en el fluido, V0, rodeado por una superficie

cerrada S0. La fuerza total que actúa sobre este volumen es igual a

F =−
∮

S0

pdS. (4.17)

Podemos transformar la última integral en una de volumen, auxiliándonos de un

vector cualquiera, digamos e, fijo en el espacio y tomando su producto punto por

(4.17)

e ·F =−
∮

S0

pe ·dS =−
∫

V0

∇ · (pe)dV =−
∫

V0

∇p · edV.

Sacando el producto punto por e y restando la segunda y la última integral, vemos

que

−
∮

S0

pdS =−
∫

V0

∇pdV, (4.18)

con lo que concluimos que el fluido que rodea cualquier elemento de volumen dV ,

ejerce sobre él una fuerza igual a −∇pdV o, equivalentemente, que una fuerza igual

a −∇p actúa por unidad de volumen en el fluido.

Ahora podemos escribir la ecuación de movimiento de un elemento de volumen en

el fluido usando la Segunda Ley de Newton:

ρ
dv

dt
=−∇p. (4.19)

La derivada dv/dt que aparece aquı́ no denota la razón de cambio de la velocidad

del fuido en un punto fijo en el espacio, sino la razón de cambio de la velocidad de un

pequeñı́simo elemento de volumen5 del fluido mientras éste se mueve en el espacio.

Esta derivada tiene que expresarse en términos de cantidades que sı́ estén fijas en

5Como estamos considerando al fluido como un medio continuo, cualquier pequeño elemento de

volumen en él se supone que es tan grande que aún contiene un gran número de moléculas; por ello,
cuando hablemos de elementos de volumen “infinitamente pequeños” nos referiremoas a aquellos

que son “fı́sicamente” infinitamente pequeños, i.e., muy pequeños comparados con el volumen del

cuerpo que estamos considerando, pero grandes comparados con la distancia entre las moléculas.
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el espacio. Para ello, notemos que el cambio dv en la velocidad del elemento de

volumen dado, durante un tiempo dt, se compone de dos partes: el cambio durante

dt de la velocidad en un punto fijo del espacio, y la diferencia entre velocidades, al

mismo tiempo, en dos puntos que están separados por una distancia dr. Estas dos

contribuciones se pueden expresar como

dv

dt
=

∂v

∂ t
+

∂v

∂xi

dxi

dt
= ∂v

∂ t
+
(

dr
dt
·∇
)

v ⇔

dv

dt
=

∂v

∂ t
+(v ·∇)v , (4.20)

(usando la notación de Einstein).

En la primera parte de la contribución a dv
dt

, la derivada temporal se toma para xi

constantes, o sea, en un punto fijo en el espacio; la segunda, por su parte, se toma

a un tiempo fijo.

La expresión para la derivada dada por (4.20) se conoce como la derivada material

de v, y en general se define, para una función arbitraria f (t,x) en el fluido, de la

siguiente manera:
D f (t,x)

Dt
= ∂t f +(v ·∇) f . (4.21)

Finalmente, sustituyendo (4.20) en (4.19), y dividiendo entre ρ encontramos que

∂v

∂ t
+(v ·∇)v =− 1

ρ
∇p, (4.22)

que es la ecuación de Euler. En general, el lado derecho puede generalizarse para

incluir otras fuerzas, además de la debida a la presión. En particular, si el fluido

está en un campo gravitacional serı́a necesario agregar la fuerza ρg, que es la fuer-

za de la gravedad por unidad de volumen (donde g es la aceleración gravitacional).

En este caso, la ecuación (4.22) toma la forma

∂v

∂ t
+(v ·∇)v =− 1

ρ
∇p+g. (4.23)

En general, podremos expresar la ecuación de Euler como

∂v

∂ t
+(v ·∇)v =− 1

ρ
∇p+a, (4.24)

siendo a la aceleración (o bien, la fuerza por unidad de masa) producida por cual-

quier fuerza externa, agregada a la debida a la presión, que actúa sobre el fluido.

La a puede tener componentes tangenciales, en el caso de fluidos no ideales.
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Hasta este punto no hemos tomado en cuenta procesos de disipación de la energı́a

que podrı́an ocurrir si el sistema estuviera en movimiento como consecuencia de

la fricción interna (viscosidad) del fluido y el intercambio de calor entre diferentes

partes de él. Estas condiciones, en las que la conductividad térmica y la viscosidad

no son importantes, son equivalentes a las enunciadas anteriormente para definir

un fluido ideal.

La ausencia de intercambio de calor entre diferentes partes del fluido (y con el exte-

rior) implica que el movimiento es adiabático a través de él. En este caso, la entropı́a

de cualquier pequeño elemento de volumen permanece constante mientras éste se

mueve en el espacio. Si la entropı́a es constante en todo el volumen en algún mo-

mento inicial, mantendrá el mismo valor constante en todo momento. Esto puede

expresarse como

S = constante ⇔ dS = 0. (4.25)

Un movimiento con tal caracterı́stica se conoce como isentrópico y para ellos tam-

bién se satisface que la densidad sólo depende de la presión, i.e. ρ = ρ(p).

Aprovechando que el movimiento es isentrópico, podemos expresar (4.22) (al igual

que (4.23) y (4.24)) de una manera diferente. Para ello, partimos de la relación que

conocemos para la entalpı́a

H =U + pV

y la derivamos

dH = dU + pdV +V dp.

De la segunda ley de la termodinámica sabemos que

dU = T dS− pdV,

expresión que podemos sustituir en la derivada de la entalpı́a para encontrar que

dH = T dS+Vdp.

Ahora podemos reescribir el volumen como V =M/ρ, donde M es la masa del fluido,

y considerando que para el caso que nos ocupa dS = 0,la entalpı́a se reduce a

dH =
M

ρ
dp ⇔ dh ≡ dH

M
=

dp

ρ
,

donde hemos definido h = h(p) como la entalpı́a especı́fica (la entalpı́a por unidad

de masa) del sistema. Vemos pues que

h =
∫ P

0

dp′

ρ(p)
=
∫ P

0

1

ρ

dp′

dxi

dxi, (4.26)
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de tal suerte que
∂h

∂xi
=

∂h

∂xi

[∫ P

0

1

ρ

dp′

dx j
dx j

]
=

1

ρ

dp

dxi
. (4.27)

o, escrito vectorialmente,

∇h =
1

ρ
∇p. (4.28)

Sustituyendo (4.28) en (4.22) nos queda

∂v

∂ t
+(v ·∇)v =−∇h. (4.29)

Aún podemos simplificar esta expresión recordando que

1

2
∇(v ·v) = v× (∇×v)+(v ·∇)v

y entonces podemos reescribir (4.29) como

∂v

∂ t
+

1

2
∇(v ·v)−v× (∇×v) =−∇h. (4.30)

Dado que nuestro flujo es irrotacional, podemos escribir la velocidad en términos

de un potencial escalar como

v =−∇φ , (4.31)

de modo que el último sumando del lado izquierdo de (4.30) se anula, y nos queda

∂v

∂ t
+

1

2
∇(v2) =−∇h

que podemos reescribir, en términos del potencial, de la siguiente forma

−∂ (∇φ)

∂ t
+

1

2
∇
[
(∇φ)2

]
=−∇h ⇔

∇

{
−∂φ

∂ t
+

1

2
(∇φ)2+h

}
= 0

o, equivalentemente,

− ∂φ

∂ t
+

1

2
(∇φ)2 +h = a, (4.32)

que es una versión de la ecuación de Bernoulli, donde a = cte. que, por convenien-

cia, fijaremos igual a cero.

Ahora sı́ estamos en condiciones de enunciar el teorema.
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4.2.2. Teorema de Barceló, Liberati y Visser

Si un fluido es barotrópico y sin viscosidad, y el flujo es irrotacional (aunque posible-

mente dependiente del tiempo), la ecuación de movimiento para el potencial de la

velocidad que describe una perturbación acústica es idéntica a la ecuación de movi-

miento d’alembertiana para un campo escalar, no masivo, mı́nimamente acoplado,

que se propaga en una geometrı́a lorentziana (3+1) dimensional

∆φ ≡ 1√−g
∂µ(

√−ggµν∂ν φ) = 0. (4.33)

Bajo tales condiciones, la propagación del sonido está gobernada por una métrica

acústica, gµν(t,x). Esta métrica acústica describe una geometrı́a (3+1) dimensional

lorentziana (pseoudo-riemanniana) y depende algebraicamente de la densidad, la

velocidad del fluido y la velocidad local del sonido en el fluido. Especı́ficamente

gµν(t,x)≡
ρ

c

(
−(c2 −v2) −vT

−v I3×3

)
. (4.34)

En general, cuando el fluido no sea homogéneo y esté en movimiento, el tensor de

Riemann acústico asociado a esta métrica lorentziana será no nulo.

Antes de hacer la demostración cabe resaltar que, aunque la dinámica de fluidos

subyacente sea newtoniana, no relativista, y tenga lugar en el espacio plano más el

tiempo, las fluctuaciones (ondas de sonido) serán gobernadas por una geometrı́a

espacio-temporal lorentziana (pseudo riemanniana), (3+1) dimensional, curva. Pa-

ra aquellos que se dedican a la relatividad general, esta observación describe un

modelo fı́sico simple y concreto para cierta clases de espacios-tiempos lorentzia-

nos, incluı́dos los agujeros negros. Por otro lado, esta discusión es potencialmente

interesante para aquellos que se dedican a la mecánica de continuos y fluidos, en

tanto que proporciona una introducción simple y concreta a las técnicas de geo-

metrı́a diferencial lorentziana.

Demostración. Partamos de las ecuaciones fundamentales de la dinámica de flui-

dos: la de continuidad, (4.16)

∂ρ

∂ t
+(∇ ·ρv) = 0

y la forma reducida de la ecuación de Euler

− ∂φ

∂ t
+

1

2
(∇φ)2 +h = 0. (4.35)

Ahora pasemos a linearizar estas ecuaciones de movimiento en torno a cierto fondo

no perturbado (ρ0, p0,φ0), para lo cual fijamos
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ρ = ρ0 + ερ1 +O(ε2), (4.36)

p = p0 + ε p1 +O(ε2), (4.37)

φ = φ0 + εφ1 +O(ε2). (4.38)

El sonido será justamente las fluctuaciones linearizadas en las cantidades dinámi-

cas. Ésta es la definición estándar del sonido (lineal) y, más generalmente, de

perturbaciones acústicas [44]. Aunque lo deseable serı́a resolver las ecuaciones

de movimiento completas para las variables del fluido (ρ , p,φ ), en la práctica es

muy difı́cil; sin embargo, resulta útil separar el movimiento exacto, descrito por las

variables exactas (ρ , p,φ ), en un movimiento colectivo, dado por (ρ0, p0,φ0) más per-

turbaciones acústicas de baja amplitud, (ερ1,ε p1,εφ1)6.

Para linearizar las ecuaciones de nuestro interés, partimos de (4.31), en la que

sustituimos (4.38), y nos quedamos con los términos lineales:

v =−∇φ =−∇(φ0 + εφ1) ⇒

v =−∇φ0 − ε∇φ1 ≡ v0 + εv1 , (4.39)

donde se han definido

v0 ≡−∇φ0 y v1 ≡−∇φ1. (4.40)

A continuación, sustituimos las ecuaciones (4.36) y (4.39) en (4.16)

∂ρ

∂ t
+(∇ ·ρv) =

∂

∂ t
(ρ0+ ερ1)+∇ · (ρ0+ ερ1)(v0+ εv1) =

=
∂ρ0

∂ t
+ ε

∂ρ1

∂ t
+∇ · [ρ0v0 + ε(ρ0v1 +ρ1v0)+O(ε2)] =

=
∂ρ0

∂ t
+∇ · (ρ0v0)+ ε

[
∂ρ1

∂ t
+∇ · (ρ0v1 +ρ1v0)

]
+O(ε2) = 0 .

6En esta aproximación se debe puntualizar lo siguiente: las perturbaciones que tienen bajas fre-

cuencias (o largas lingitudes de onda) se agrupan con el movimiento colectivo. Las perturbaciones
que tienen longitudes de onda más cortas suelen describirse como perturbaciones acústicas. Ca-

be hacer notar que estamos haciendo una suposición fı́sica especı́fica, que restringe la validez de
nuestro análisis, en la medida en que estamos pidiendo que las amplitudes de las perturbaciones

de altas frecuencias (o cortas longitudes de onda) sean pequeñas; esta suposición subyace tras la

linearización que hemos hecho y, por esta razón, las ondas de sonido que tengan amplitudes su-
ficientemente altas deben ser tratadas solucionando directamente las ecuaciones completas de la

dinámica de fluidos.
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caso no viscoso 25

Por independencia lineal, obtenemos

∂ρ0

∂ t
+∇ · (ρ0v0) = 0 (4.41)

y
∂ρ1

∂ t
+∇ · (ρ0v1 +ρ1v0) = 0. (4.42)

Por otro lado, sustituyendo (4.37) en la condición barotrópica h = h(p) nos queda

h(p) = h(p0 + ε p1 +O(ε2)).

Haciendo una expansión en serie de Taylor vemos que

h(p) = h(p0)+
dh

dp

∣∣∣∣
p0

ε p1 +O(ε2) = h(p0)+
1

ρ(p0)
ε p1 +O(ε2),

o bien

h(p)≡ h0 + ε
p1

ρ0

+O(ε2), (4.43)

donde hemos definido h0 = h(p0) y ρ0 = ρ(p0).

Sustituyendo (4.38) y (4.43) en (4.35) obtenemos

−∂φ
∂ t

+ 1
2
(∇φ)2 +h =

=− ∂
∂ t
(φ0 + εφ1)+h0 + ε p1

ρ0
+ 1

2
[∇(φ0 + εφ1)]

2+O(ε2) =

=−∂φ0

∂ t
− ε ∂φ1

∂ t
+h0 + ε p1

ρ0
+ 1

2
[(∇φ0)

2 +2ε∇φ1 ·∇φ0]+O(ε2) =

= (−∂φ0

∂ t
+h0 +

1
2
(∇φ0)

2)+ ε[−∂φ1

∂ t
+ p1

ρ0
+∇φ1 ·∇φ0]+O(ε2) = 0 . (4.44)

Por independencia lineal, de nuevo, obtenemos dos ecuaciones que, recordando

(4.39), podemos escribir como

− ∂φ0

∂ t
+h0 +

1

2
(∇φ0)

2 = 0, (4.45)

y

− ∂φ1

∂ t
+

p1

ρ0

−v0 ·∇φ1 = 0; (4.46)

de aquı́ podemos despejar p1 y encontrar
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p1 = ρ0

[
∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1

]
. (4.47)

A continuación nos interesa linearizar la densidad; para ello, hacemos una expan-

sión de Taylor en torno a p0 usando (4.37):

ρ(p) = ρ(p0)+ ε p1

∂ρ

∂ p

∣∣∣∣
p0

+O(ε2)≡ ρ0 + ερ1 +O(ε2),

de donde podemos identificar

ρ1 = p1

∂ρ

∂ p

∣∣∣∣
p0

y, sustituyendo (4.47), obtener que

ρ1 =
∂ρ

∂ p

∣∣∣∣
p0

ρ0

[
∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1

]
. (4.48)

Finalmente, podemos sustituir (4.48) y (4.47) (que son consecuencias de la ecua-

ción de Euler linearizada) en la ecuación de continuidad linearizada, (4.42), y en-

contrar que

∂ρ1

∂ t
+∇ · (ρ0v1 +ρ1v0) =

= ∂
∂ t
{∂ρ

∂ p
ρ0[

∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1]}+∇ · {−ρ0∇φ1 +

∂ρ
∂ p

ρ0[
∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1]v0}= 0 ⇔

− ∂
∂ t
{∂ρ

∂ p
ρ0[

∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1]}+∇ · {ρ0∇φ1 − ∂ρ

∂ p
ρ0[

∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1]v0}= 0 . (4.49)

Esta ecuación de onda describe la propagación del potencial escalar linearizado

φ1. Una vez que se ha determinado φ1, la ecuación (4.47) determina p1 y (4.48)

hace lo propio con ρ1. De este modo, (4.49) determina completamente la propa-

gación de perturbaciones acústicas. Los campos de fondo p0,ρ0 y v0 =−∇φ0, que

aparecen en esta ecuación de onda como coeficientes que dependen tanto de la

posición como del tiempo, están constreñidos a resolver las ecuaciones de movi-

miento del fluido para un flujo barotrópico, sin viscosidad e irrotacional. Fuera de

esas constricciones, tienen permitido tener dependencias temporales y espaciales

arbitrarias.

Escrita de esta forma, el significado fı́sico de la ecuación de onda no es precisa-

mente diáfano. Para simplificarla algebraicamente, partimos del hecho de que la

velocidad local del sonido ([46], [44]) se define como
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1

c2
≡ ∂ρ

∂ p

∣∣∣∣
p0

, (4.50)

de modo que podemos factorizar
ρ0

c2 de (4.49) y obtener

− ∂

∂ t

{
ρ0

c2

[
∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1

]}
+∇ ·

{
ρ0

c2

[
c2∇φ1 −

(
∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1

)
v0

]}
= 0. (4.51)

Quisiéramos expresar (4.51) como un producto de matrices de la forma

∂µ( f µν ∂νφ1) = 0, (4.52)

(donde se utilizan las coordenadas (3+1) espacio-temporales, que escribimos como

xµ ≡ (t;xi) ) ya que queremos recuperar una ecuación que se pueda leer como

el d’alembertiano del campo φ (en una variedad lorentziana) igual a cero. Dicho

d’alembertiano se define en términos de una métrica gµν(t,x) como [2]

△ φ ≡ 1√−g
∂µ(

√−ggµν∂ν φ), (4.53)

siendo gµν(t,x) la matriz inversa de gµν en el punto (t,x), mientras que g ≡ det(gµν).

En principio vamos a encontrar la función f µν y, a partir de ella, esperamos poder

identificar la métrica acústica efectiva gµν .

Para tal fin, partamos de expresar (4.51) como un producto de vectores tipo

(~∂ )T
[ρ0

c2
u
]
= 0,

donde (~∂ )T = (∂t ,∂x,∂y,∂z) y u será un vector columna. Vemos que dicho producto

será

(∂t ,∂x,∂y,∂z)
(ρ0

c2

)



−[∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1]

c2∂xφ1 − [∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1]v0x

c2∂yφ1 − [∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1]v0y

c2∂zφ1 − [∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1]v0z


= 0, (4.54)

donde se entiende que la derivada actúa sobre el producto
ρ0

c2 u, aunque
ρ0

c2 = cte.
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Una vez hecho esto, aún nos falta escribir el vector columna en (4.54) como f µν ∂νφ1;

procedamos a hacerlo factorizando por la derecha el vector columna

∂ν φ1 =




∂tφ1

∂xφ1

∂yφ1

∂zφ1


 ;

a partir de esto podemos identificar que

f µν∂ν φ1 =
ρ0

c2




−1 −v0x −v0y −v0z

−v0x c2 − v2
0x −v0xv0y −v0xv0z

−v0y −v0yv0x c2 − v2
0y −v0yv0z

−v0z −v0xv0z −v0yv0z c2 − v2
0z







∂tφ1

∂xφ1

∂yφ1

∂zφ1




o sea7

f µν =
ρ0

c2




−1
... −v

j
0

· · · · · ·
−vi

0

... c2δ i j − vi
0
v

j
0


 . (4.55)

Ahora sólo nos falta encontrar gµν . Para hacerlo es necesario que comparemos

(4.53) con (4.52) para notar que

√−ggµν = f µν . (4.56)

Por un lado, esto implica

det( f µν) = det[
√−ggµν ] = (−g)2

det(gµν)

y, recordando que

det(gµν) = [det(gµν)]
−1 =

1

g
,

vemos

det( f µν) = g. (4.57)

Por otro lado, si calculamos directamente de (4.55),

det( f µν) = (
ρ0

c2
)4(−c6) =−ρ4

0

c2
, (4.58)

7Estamos usando la notación en la que los ı́ndices griegos van de 0 a 3 y los romanos de 1 a 3.
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de modo que,

g =−ρ4
0

c2
;

√−g =
ρ2

0

c
. (4.59)

Usando (4.56) y (4.59) podemos ver que la inversa de la métrica acústica es

gµν =
f µν

√−g
=

1

cρ0




−1
... −v

j
0

· · · · · ·
−vi

0

... c2δ i j − vi
0
v

j
0


 . (4.60)

Entonces podemos ya determinar la métrica acústica en sı́, invirtiendo esta matriz

de 4×4, la cual resulta ser

gµν =
ρ0

c




−(c2 − v2
0)

... −v
j
0

· · · · · ·
−vi

0

... δ i j


 . (4.61)

Teniéndola podemos también escribir el intervalo acústico como

ds2 ≡ gµνdxµ dxν =
ρ0

c

[
−c2dt2+(dx−dtv)2

]
, (4.62)

lo cual completa la prueba del teorema.

4.2.3. Caracterı́sticas generales de la métrica acústica

Cabe hacer, en este punto, algunos comentarios:

Notemos que la signatura de esta métrica efectiva es (−,+,+,+), como de-

berı́a ser para ser lorentziana.

Observemos que en la acústica fı́sica es la inversa de la densidad de la métri-

ca,

f µν =
√−ggµν

que tiene un significado más fundamental a la hora de derivar las ecuaciones

de movimiento que la misma gµν . (Esta observación se mantiene en situa-

ciones más generales donde es, a menudo, mucho más sencillo calcular la

densidad tensorial f µν que calcular la métrica efectiva gµν .)
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Hay que hacer hincapié en que hay dos métricas distintas relacionadas con

esta discusión:

• La métrica fı́sica espacio-temporal que es, en este caso, la métrica habi-

tual plana del espacio-tiempo de Minkowski:

ηµν ≡ (diag[−c2
luz,1,1,1])µν. (Aquı́ cluz es la velocidad de la luz en el vacı́o)

Las partı́culas del fluido se acoplan solamente a la métrica fı́sica ηµν . De

hecho, el movimiento del fluido es completamente no relativista, de modo

que ‖v0‖ ≪ cluz, y es suficiente considerar la relatividad galileana para la

dinámica del fluido subyacente.

• Las ondas de sonido, por otro lado, no “ven” la métrica fı́sica para na-

da. Las perturbaciones acústicas se acoplan sólo a la métrica acústica

efectiva gµν .

4.3. Analogı́a desde la acústica fı́sica: caso viscoso

A continuación estudiaremos la situación en que la analogı́a a la gravedad surge a

partir de un fluido con las mismas caracterı́sticas que el anterior, salvo por el hecho

de presentar viscosidad, trabajo del cual surgió el artı́culo [47].

Al igual que en la sección anterior, partiremos primero de una revisión de la dinámi-

ca correspondiente a los fluidos con esta caracterı́stica, para pasar después a enun-

ciar nuestro teorema y, finalmente, estudiaremos cómo se comporta la energı́a del

sistema a través del cálculo del tensor de energı́a-momento.

4.3.1. Dinámica del fluido viscoso: Las ecuaciones de Navier-

Stokes

En este apartado estudiaremos el efecto de la disipación de la energı́a que ocurre

durante el movimiento de un fluido, en el fluido mismo. Este proceso es resultado

de la irreversibilidad termodinámica del movimiento; esta irreversibilidad siempre

ocurre en cierta medida y se debe a la fricción interna (viscosidad) y conducción

térmica.

Para entender esto mejor, consideremos la situación que aparece en la siguiente

figura.

En ella se muestra un fluido ideal para el cual la velocidad, v, es paralela a cierta

superficie S pero cambia de magnitud rápidamente cuando la cruzamos. En el
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Figura 4.1: Transferencia de energı́a entre las capas del fluido

fluido ideal, todas las fuerzas que actúan sobre una superficie son normales a ella;

si todas las fuerzas son normales a S no habrá transferencia de momentum entre

los volúmenes del fluido denotados por B y B′ en la figura. Sin embargo, en la

realidad eso no ocurre; pensando en términos de la teorı́a cinética de la materia, las

moléculas más rápidas que están sobre S se difundirán a través de esta superficie e

impartirán moméntum al fluido de abajo y, de manera semejante, las moléculas más

lentas que están debajo de S se difundirán a través de ella, alentando el fluido de

arriba. Si el cambio en la velocidad del fluido es significativo en distancias cortas,

el efecto puede ser importante.

Por esta razón tenemos que cambiar lo que anteriormente habı́amos considerado

como la fuerza por unidad de área. En vez de pensar que

f uerza sobre S por unidad de area =−p(t,x)n̂, (4.63)

donde n̂ es la normal a S, ahora tenemos que considerar que

f uerza por unidad de area =−p(x, t)n̂+σ(x, t) · n̂; (4.64)

aquı́ σ es una matriz llamada el tensor de estrés, sobre el cual tendremos que

hacer algunas suposiciones. La novedad es que σ · n̂ es un producto matricial y no

necesariamente será paralelo a n̂. La separación de las fuerzas entre la presión

y el resto de ellas en (4.64) es un poco ambigua, porque σ · n̂ puede tener una

componente paralela a n̂, pero esto se resolverá cuando demos una forma funcional

especı́fica para σ .
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La segunda ley de Newton establece que la razón de cambio del moméntum de

cualquier porción del fluido en movimiento V es igual a la fuerza que actúa sobre

ella, o sea que 8

d

dt

∫

V
ρvdV =−

∮

∂V
(pn̂−σ · n̂)dS. (4.65)

Vemos que σ modifica el transporte de moméntum a través de la frontera de V .

Elegiremos σ de modo que se aproxime en una medida razonable al transporte de

moméntum debido al movimiento molecular.

La forma general del tensor σ puede establecerse de la siguiente manera. Como

ya dijimos, los procesos de fricción interna ocurren en un fluido sólo cuando dife-

rentes partı́culas en él se mueven con distintas velocidades, vi, de modo que hay

un movimiento relativo entre varias partes del fluido. Por ello, σ debe depender

de las derivadas espaciales de la velocidad. Si los gradientes de la velocidad son

pequeños, debemos suponer que la transferencia de moméntum debida a la visco-

sidad depende sólo de las primeras derivadas de la velocidad. En esta misma apro-

ximación, debemos suponer que σi j es una función lineal de las derivadas ∂vi/∂x j.

No puede haber términos en σi j que sean independientes de ∂vi/∂x j, puesto que

σi j debe anularse para v = cte. Además, notemos que σi j debe anularse cuando to-

do el fluido está rotando uniformemente, dado que en tal movimiento no hay fricción

interna en el fluido [44] . En rotación uniforme con velocidad angular Ω, la velocidad

v = Ω× r. Las sumas
∂vi

∂x j
+

∂v j

∂xi

son combinaciones lineales de las derivadas ∂vi/∂x j y se cancelan cuando v =
Ω× r. Entonces la matriz σi j debe contener sólo estas combinaciones simétricas

de las derivadas ∂vi/∂x j. En general, σi j debe ser simétrica, como consecuencia

de la conservación del momento angular [48].

El tensor más general que satisface las condiciones requeridas es

σi j = α

(
∂vi

∂x j
+

∂v j

∂xi

)
+β

∂vl

∂xl

δi j,

que podemos rearreglar como

σi j = η

(
∂vi

∂x j

+
∂v j

∂xi

− 2

3
δi j

∂vl

∂xl

)
+ζ

∂vl

∂xl

δi j, (4.66)

8Uno se puede preguntar por qué la fuerza en (4.64) que actúa sobre S debe ser una función
lineal de n̂. De hecho, si uno asume que la fuerza es una función continua de n̂, entonces, usando

el balance del moméntum, se puede demostrar que tal función es lineal en n̂. Este resultado es el

Teorema de Cauchy [48].
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de modo que el término entre paréntesis se anule al contraer los ı́ndices i y j, y

donde α =η y β = ζ − 2
3
η. Los coeficientes η y ζ son independientes de la velocidad

y hemos usado el hecho de que el fluido es isotrópico, por lo cual sus propiedades

deben ser descritas únicamente por cantidades escalares (en este caso η y ζ ).

A las constantes η y ζ se les llama primer y segundo coeficientes de viscosidad

respectivamente.

Antes de sustituir (4.66), reexpresemos (4.65) usando el teorema de Gauss-Ostrogradsky,

para la cual la componente i-ésima será

d

dt

∫

V
ρvidV =−

∮

∂V

(
pn̂i −σi jn̂ j

)
dS =−

∫

V
(∂i p−∂ jσi j)dV. (4.67)

Como vemos, hay dos contribuciones al cambio del momento en (4.67): la prime-

ra se debe a la transferencia debida a la presión en el fluido y la segunda es la

transferencia irreversible debida a la viscosidad.

Como la integral se realizará sobre un volumen arbitrario, (4.67) se reduce a

ρ

(
∂vi

∂ t
+ v j

∂vi

∂x j

)
=− ∂ p

∂xi

+
∂

∂x j

{
η

(
∂vi

∂x j

+
∂v j

∂xi

− 2

3
δi j

∂vl

∂xl

) }
+ζ

∂

∂xi

(
∂vl

∂xl

)
.(4.68)

Ésta es la forma más general de las ecuaciones de movimiento de un fluido viscoso.

Las cantidades η y ζ son funciones de la presión y la temperatura. En general,

p y T , y por tanto η y ζ , no son constantes en todo el fluido, de tal suerte que

no podemos sacar a η y ζ fuera del operador gradiente [44]. Sin embargo, en la

mayorı́a de los casos los coeficientes de viscosidad no cambian notablemente en el

fluido y pueden considerarse constantes. En tal situación, podemos escribir (4.68)

vectorialmente como

ρ

(
∂v

∂ t
+(v ·∇)v

)
=−∇p+η∇2v+

(
ζ +

1

3
η

)
∇(∇ ·v) . (4.69)

Ésta se llama la ecuación de Navier-Stokes. Al coeficiente η se le conoce como

coeficiente de viscosidad dinámica y a η
ρ se le llama coeficiente de viscosidad ci-

nemática.

En general, podemos reescribir (4.69) como

− ∂v

∂ t
− (v ·∇)v− 1

ρ
∇p+

η

ρ
∇2v+

1

ρ

(
ζ +

1

3
η

)
∇(∇ ·v) = 0. (4.70)

Al igual que en el caso anterior, supondremos que el fluido es barotrópico, de modo

que p es función de ρ, y entonces podemos definir la entalpı́a como
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h(p)≡
∫ P

0

dp′

ρ(p)
, (4.71)

y, por ende,

∇h =
1

ρ
∇p, (4.72)

ası́ que al sustituir (4.72) en (4.70) obtenemos

− ∂v

∂ t
− (v ·∇)v−∇h+

η

ρ
∇2v+

1

ρ

(
ζ +

1

3
η

)
∇(∇ ·v) = 0. (4.73)

Ahora bien, de las fórmulas del análisis vectorial tenemos, primero,

∇× (∇×v) = ∇(∇ ·v)−∇2v,

y entonces

∇2v = ∇(∇ ·v)−∇× (∇×v) . (4.74)

Por otro lado, tenemos la relación

(v×∇)×v =
1

2
∇
(
v2
)
− (v ·∇)v; (4.75)

en general, el producto cruz no es asociativo, sin embargo, como

(a×b)× c =−c× (a×b) = c× (b×a)

vemos que si a = c

(a×b)×a = a× (b×a) , (4.76)

de modo que (4.75) es equivalente a

v× (∇×v) =
1

2
∇
(
v2
)
− (v ·∇)v,

o bien

(v ·∇)v =
1

2
∇
(
v2
)
−v× (∇×v) . (4.77)

Sustituyendo las ecuaciones (4.74) y (4.77) en (4.73) obtenemos

−∂v
∂ t

+v× (∇×v)− 1
2
∇
(
v2
)
−∇h+

η
ρ [∇(∇ ·v)−∇× (∇×v)]+ 1

ρ

(
ζ + 1

3
η
)

∇(∇ ·v) = 0

(4.78)
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Para un fluido irrotacional ∇×v = 0 y esta ecuación se reduce a

−∂v

∂ t
− 1

2
∇(v2)−∇h+

η

ρ
∇(∇ ·v)+ 1

ρ

(
ζ +

1

3
η

)
∇(∇ ·v) = 0 ⇔

−∂v

∂ t
− 1

2
∇(v2)−∇h+

1

ρ

(
ζ +

4

3
η

)
∇(∇ ·v) = 0 . (4.79)

Es importante resaltar que si elegimos un fluido incompresible, para el cual ∇ ·v = 0,

la parte correspondiente a la viscosidad desaparece de la ecuación (4.79) y nuestro

sistema se reducirı́a al caso que investigamos anteriormente.

Finalmente, para un fluido irrotacional podemos expresar v = −∇φ , de modo que

(4.79) se vuelve

∂ (∇φ)

∂ t
− 1

2

[
∇(∇φ)2

]
−∇h− 1

ρ

(
ζ +

4

3
η

)
∇(∇2φ) = 0 ⇔

∇

{
∂φ

∂ t
− 1

2
(∇φ)2 −h− 1

ρ

(
ζ +

4

3
η

)
∇2φ

}
= 0 ,

o bien,

− ∂φ

∂ t
+

1

2
(∇φ)2 +h+

1

ρ

(
ζ +

4

3
η

)
∇2φ = 0. (4.80)

Comparando (4.80) con (4.35) vemos que si hacemos

4

3
η +ζ = 0 ⇔ ζ =−4

3
η

nuestra ecuación también se reduce trivialmente al caso estudiado anteriormente.

4.3.2. Teorema de González-Fernández y Camacho

En nuestra contribución, publicada en el Modern Physics Letters A, [49], lo que

hicimos fue la generalización del teorema demostrado en la sección anterior para el

caso de un fluido viscoso irrotacional, que enunciamos como sigue.

Si un fluido es viscoso, barotrópico e incompresible, y el flujo es irrotacional (aunque

posiblemente dependiente del tiempo), la ecuación de movimiento para el potencial
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de la velocidad que describe una perturbación acústica estará dada por

∆φ ≡ 1√−g
∂α

(√−ggαβ ∂β φ
)
=

1√−g
∂α

( µ

c2

√−gg0α∇2φ1

)
. (4.81)

Bajo tales condiciones, la propagación del sonido será gobernada por una métrica

acústica, gµν (t,x). Esta métrica acústica describe una geometrı́a (3+1) dimensio-

nal lorentziana (pseoudo-riemanniana). La métrica depende algebraicamente de

la densidad, la velocidad del fluido y la velocidad local del sonido en el fluido. Es-

pecı́ficamente,

gµν(t,x)≡
ρ

c

(
−
(
c2 −v2

)
−vT

−v I3×3

)
.

Demostración. Las ecuaciones para el fluido viscoso irrotacional serán, nuevamen-

te, la ecuación de continuidad, (4.16)

∂ρ

∂ t
+∇ · (ρv) = 0.

y la ecuación (4.80) que, definiendo

µ ≡ ζ +
4

3
η,

se reescribe como

− ∂φ

∂ t
+

1

2
(∇φ)2 +h+

µ

ρ
∇2φ = 0. (4.82)

Procedemos a linearizar estas ecuaciones usando, nuevamente (4.36), (4.37) y

(4.38)

ρ = ρ0 + ερ1 +O(ε2),

p = p0 + ε p1 +O(ε2),

φ = φ0 + εφ1 +O(ε2).

y

v =−∇φ0 − ε∇φ1 ≡ v0 + εv1, (4.83)

y al expandir h(p) en torno a p0 obtenemos

h(p) = h(p0)+ ε
p1

ρ0

+O(ε2)≡ h0 + εh1 +O(ε2). (4.84)
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Como vimos antes, sustituyendo (4.36) y (4.83) en (4.16) encontramos dos ecua-

ciones linealmente independientes, (4.41) y (4.42),

∂ρ0

∂ t
+∇ · (ρ0v0) = 0

y
∂ρ1

∂ t
+∇ · (ρ0v1 +ρ1v0) = 0

que se siguen satisfaciendo para este sistema.

Por su parte, reemplazando (4.36), (4.38) y (4.84) en (4.82) llegaremos a

− ∂

∂ t
(φ0 + εφ1)+

1

2
(∇φ0 + ε∇φ1)

2+h0+ε
p1

ρ0

+µ (ρ0 + ερ1)
−1
[
∇2φ0 + ε∇2φ1

]
+O

(
ε2
)
= 0

de modo que,

−∂φ0

∂ t
−ε

∂φ1

∂ t
+h0+ε

p1

ρ0

+
1

2
(∇φ0)

2+ε∇φ0 ·∇φ1+
µ

ρ0

(
1− ε

ρ1

ρ0

)[
∇2φ0 + ε∇2φ1

]
+O

(
ε2
)
= 0,

que resultará en

[
−∂φ0

∂ t
+h0 +

1
2
(∇φ0)

2 + µ
ρ0

∇2φ0

]
+

ε
[
−∂φ1

∂ t
+ p1

ρ0
+∇φ0 ·∇φ1 +

µ
ρ0

(
∇2φ1 − ρ1

ρ0
∇2φ0

)]
= 0.

(4.85)

Por independencia lineal, podemos separar esta última en dos ecuaciones:

− ∂φ0

∂ t
+h0 +

1

2
(∇φ0)

2 +
µ

ρ0

∇2φ0 = 0 (4.86)

y

− ∂φ1

∂ t
+

p1

ρ0

+∇φ0 ·∇φ1 +
µ

ρ0

(
∇2φ1 −

ρ1

ρ0

∇2φ0

)
= 0. (4.87)

De (4.87), podemos despejar p1, para obtener

p1 = ρ0

(
∂φ1

∂ t
−∇φ0 ·∇φ1

)
−µ

(
∇2φ1 −

ρ1

ρ0

∇2φ0

)
. (4.88)
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En este punto vale la pena hacer notar que si comparamos la ecuación (4.88) con

(4.47), el término que depende del coeficiente de viscosidad es negativo, de modo

que la presión disminuye como consecuencia de la viscosidad, lo cual es congruen-

te con lo que esperamos que pase fı́sicamente.

Para encontrar el valor de p1 necesitamos el valor de ρ1; para encontrarlo, expandi-

mos ρ nuevamente en una serie de Taylor:

ρ = ρ (p0)+ ε p1

∂ρ

∂ p

∣∣∣∣
p0

+O
(
ε2
)
≡ ρ0 + ερ1 +O

(
ε2
)

;

de aquı́ podemos identificar fácilmente

ρ1 = p1

∂ρ

∂ p

∣∣∣∣
p0

y, si recordamos que la velocidad local del sonido se define como

1

c2
≡ ∂ρ

∂ p

∣∣∣∣
p0

,

llegamos a

ρ1 =
p1

c2
. (4.89)

Sustituyendo (4.89) en (4.88) encontramos

p1 = ρ0

(
∂φ1

∂ t
−∇φ0 ·∇φ1

)
−µ∇2φ1 +

p1

c2

µ

ρ0

∇2φ0 ⇔

p1

(
1− µ

ρ0

∇2φ0

c2

)
= ρ0

(
∂φ1

∂ t
−∇φ0 ·∇φ1

)
−µ∇2φ1 ,

de tal suerte que

p1 =

(
1− µ

ρ0

∇2φ0

c2

)−1 {
ρ0

(
∂φ1

∂ t
−∇φ0 ·∇φ1

)
−µ∇2φ1

}
(4.90)

y entonces

ρ1 =

(
c2 − µ

ρ0

∇2φ0

)−1 {
ρ0

(
∂φ1

∂ t
−∇φ0 ·∇φ1

)
−µ∇2φ1

}
. (4.91)
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Podemos ver que si hacemos µ → 0 recuperamos la expresión que debemos para

el caso sin viscosidad.

Por comodidad, definamos

u2 ≡
(

c2 − µ

ρ0

∇2φ0

)
=

(
c2 +

µ

ρ0

∇ ·v0

)
, (4.92)

de modo que podamos expresar

ρ1 =
1

u2

{
ρ0

(
∂φ1

∂ t
−∇φ0 ·∇φ1

)
−µ∇2φ1

}
. (4.93)

Sustituyendo (4.93) en (4.42) y usando (4.39) encontramos que

−∂ρ1

∂ t
−∇ · (ρ0v1 +ρ1v0) =

=− ∂

∂ t

{
1

u2

[
ρ0

(
∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1

)
−µ∇2φ1

] }

−∇ ·
{

1

u2

[
ρ0

(
∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1

)
−µ∇2φ1

]
v0 −

ρ0

u2

[(
c2 +

µ

ρ0

∇ ·v0

)
∇φ1

] }
= 0 .(4.94)

Podemos reagrupar los términos de (4.94) de modo que la expresemos como

− ∂

∂ t

{
ρ0

u2

(
∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1

) }
+∇ ·

{
ρ0

u2

[
c2∇φ1 −v0

(
∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1

)] }
=

=− ∂

∂ t

( µ

u2
∇2φ1

)
−∇ ·

{ µ

u2

[
v0∇2φ1 +(∇ ·v0)∇φ1

] }
. (4.95)

Ahora bien, queremos que el lado izquierdo de (4.95) se vea como en el caso sin

viscosidad, i.e. igual a la ecuación (4.51). Con tal fin pedimos que

u−2 =

(
c2 +

µ

ρ0

∇ ·v0

)−1

≡ c−2. (4.96)

Esta condición se puede pidiendo que µ = 0, con lo cual recuperamos trivialmente

las ecuaciones para el caso no viscoso, pero nos interesa estudiar los efectos de la
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viscosidad en el sistema, ası́ que no nos conviene hacer esta elección. La opción

que nos queda es demandar que

∇ ·v0 = 0, (4.97)

lo cual implica que el fluido sea incompresible cuando no hay perturbaciones en él.

Bajo esta condición, (4.95) se transforma en

− ∂

∂ t

{
ρ0

c2

(
∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1

) }
+∇ ·

{
ρ0

c2

[
c2∇φ1 −v0

(
∂φ1

∂ t
+v0 ·∇φ1

)] }
=

=− ∂

∂ t

( µ

c2
∇2φ1

)
−∇ ·

{ µ

c2
v0∇2φ1

}
. (4.98)

Por conveniencia, dejaremos (4.98) expresada tal cual para encontrar su forma ma-

tricial. Por supuesto, habrá algunos términos que al aplicar (4.97) se desvanecerán,

por lo que hay que considerar ambas ecuaciones juntas siempre.

Matricialmente, podemos escribir (4.98) como

(∂t ,∂i)





ρ0

c2




−∂tφ1 −v0 ·∇φ1

c2∂iφ1 − vi
0
(∂tφ1 +v0 ·∇φ1)





= (∂t ,∂i)



− µ

c2




∇2φ1

vi
0
∇2φ1





 ,

(4.99)

que a su vez puede descomponerse en

(∂t ,∂i)





ρ0

c2




−1
... −v

j
0

· · · · · ·
−vi

0

... c2δ i j − vi
0v

j
0







∂tφ1

∂ jφ1








=

= (∂t ,∂i)





µ
ρ0
· ρ0

c2




−1
... −v

j
0

· · · · · ·
−vi

0

... c2δ i j − vi
0
v

j
0







∇2φ1

0








. (4.100)

Tensorialmente, podemos expresar (4.100) como

∂α

(
f αβ ∂β φ1

)
= ∂α

(
µ

ρ0

f 0α∇2φ1

)
. (4.101)

Ahora, recordemos que el d’alembertiano definido en términos de una métrica gµν

está dado por (4.53)
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△ φ ≡ 1√−g
∂µ

(√−ggµν∂ν φ
)
,

o, haciendo las identificaciones pertinentes,

△ φ =
1√−g

∂α

(
f αβ ∂β φ1

)
. (4.102)

En este caso, f µν tiene el mismo valor que en el caso no viscoso, por lo que,

mediante un procedimiento análogo al realizado anteriormente, es fácil recuperar

(4.56):

f αβ ≡√−ggαβ ,

siendo aún válida (4.59)
√−g =

ρ2
0

c

y la matriz inversa de la métrica, igualmente (4.60)

gµν =
1

cρ0




−1
... −v

j
0

· · · · · ·
−vi

0

... c2δ i j − vi
0
v

j
0


 ,

por lo que la métrica acústica resulta ser, de nuevo (4.61)

gµν =
ρ0

c




−
(
c2 − v2

0

) ... −v
j
0

· · · · · ·
−vi

0

... δ i j


 .

Ası́, pues, podemos expresar (4.101) en términos de estos parámetros multiplican-

dola a ambos lados por 1√−g
y usando (4.102) y (4.56):

△ φ =
1√−g

∂α

(
f αβ ∂β φ1

)
=

1√−g
∂α

( µ

c2
f 0α∇2φ1

)
=

1√−g
∂α

( µ

c2

√−gg0α∇2φ1

)
,

(4.103)

con lo cual queda demostrado el teorema.

En el caso que nos ocupa, tanto c como ρ0 son constantes, ası́ que
√−g = cte.

también y entonces (4.103) se reduce a

△ φ = ∂α

(
µ

ρ0

g0α∇2φ1

)
. (4.104)

El hecho de que esta ecuación sea inhomogénea implica que hay cierto intercambio

de energı́a entre el campo que representa al potencial de la velocidad y el espacio

tiempo. Por esta razón, queremos entender el estado energético del sistema, para

lo cual procederemos a calcular el tensor de energı́a-momento.
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4.3.3. Tensor de energı́a-momento

Para ver qué pasa con la energı́a del sistema, necesitamos calcular el tensor de

energı́a-momento que, como sabemos, es el operador que contiene la información

sobre la densidad de energı́a y de momento del sistema, además del intercambio

de ellos entre distintas partes del mismo [2].

Comencemos por escribir la componente T 00, que representa la densidad de energı́a

del elemento de fluido, y estará dada por la densidad de energı́a interna más la den-

sidad de energı́a cinética:

T 00 = ρε +
1

2
ρv2, (4.105)

siendo ρ la densidad de masa y ε, la energı́a interna por unidad de masa para cada

elemento de fluido.

Por su parte, las componentes T i0 (= T 0i) expresan la densidad de la componente

i-ésima de momento y serán, simplemente,

T i0 = T 0i = ρvi, (4.106)

donde vi es la componente i-ésima de la velocidad del elemento de fluido.

Ya sólo nos queda por encontrar las componentes T i j del tensor que, como sabe-

mos, es el flujo de la componente i-ésima de momento a través de una superficie

con x j = cte. Para calcularlas, determinemos la razón de cambio del momento i-ési-

mo en el tiempo [44], que será

∂

∂ t
(ρvi) = ρ

(
∂vi

∂ t

)
+

(
∂ρ

∂ t

)
vi. (4.107)

Ahora bien, recordando la ecuación de continuidad, (4.16), vemos que podemos

expresar
∂ρ

∂ t
=− ∂

∂xk

(ρvk) , (4.108)

mientras que, de la ecuación de Navier-Stokes,

ρ
(

∂vi

∂ t

)
=−ρ

(
vk

∂
∂xk

)
vi − ∂ p

∂xi
+

η
(

∂
∂xk

)2

vi +

(
ζ +

1

3
η

)
∂

∂xi

(
∂vk

∂xk

) (4.109)
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que, como vimos, en el caso de un fluido irrotacional se reduce a

ρ

(
∂vi

∂ t

)
=−ρ

(
vk

∂vi

∂xk

)
− ∂ p

∂xi

+

(
ζ +

4

3
η

)
∂

∂xi

(
∂vk

∂xk

)
(4.110)

o, en nuestra notación,

ρ

(
∂vi

∂ t

)
=−ρ

(
vk

∂vi

∂xk

)
− ∂ p

∂xi

+µ
∂

∂xi

(
∂vk

∂xk

)
. (4.111)

Sustituyendo las ecuaciones (4.108) y (4.111) en (4.107), obtenemos

∂
∂ t
(ρvi) =−vi

∂ρvk

∂xk
−ρ

(
vk

∂vi

∂xk

)
− ∂ p

∂xi
+µ ∂

∂xi

(
∂vk

∂xk

)
=

=− ∂
∂xk

(ρvivk)− ∂
∂xk

(
p−µ ∂vl

∂xl

)
=

=− ∂
∂xk

[
ρvivk +

(
p−µ ∂vl

∂xl

)
δi j

]
≡− ∂

∂xk
(Πik) ,

(4.112)

donde hemos definido, por comodidad, el tensor

Πik ≡ ρvivk +

(
p−µ

∂vl

∂xl

)
δi j. (4.113)

Para entender el significado de (4.112), integrémosla sobre cierto volumen:

∂

∂ t

∫
ρvidV =

∫
−∂Πik

∂xk

=
∮

Πikn̂kdS. (4.114)

El lado izquierdo de (4.114) es la razón de cambio de la i−ésima componente del

momento, de modo que la integral de superficie de la derecha es la razón de cambio

de la i−ésima componente del momento por unidad de tiempo; entonces Πik es

el flujo de la i−ésima componente del momento a través de una superficie con

xk = cte., por lo tanto

T ik = Πik = ρvivk +[p−µ (∇ ·v)]δ i j. (4.115)

Matricialmente, podemos juntar (4.105), (4.106) y (4.115) para obtener
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(T µν)=




ρε + 1
2
ρv2 ρv1 ρv2 ρv3

ρv1 ρv2
1 +[p−µ (∇ ·v)] ρv1v2 ρv1v3

ρv2 ρv2v3 ρv2
2 +[p−µ (∇ ·v)] ρv2v3

ρv3 ρv3v1 ρv2v3 ρv2
3 +[p−µ (∇ ·v)]


 .

(4.116)

Por último, procedamos a linealizar las componentes de Tµν . Para hacerlo, necesi-

tamos recordar que estamos trabajando con un fluido isentrópico, de modo que

h =
∫ p

0

dp′

ρ
, (4.117)

y retomar las ecuaciones (4.36), (4.37), (4.38) y (4.39), que recordamos son

ρ = ρ0 + ερ1 +O(ε2),

p = p0 + ε p1 +O(ε2),

φ = φ0 + εφ1 +O(ε2).

v =−∇φ0 − ε∇φ1 +O(ε2)≡ v0 + εv1 +O(ε2)

para sustituirlas en (4.105), (4.106) y (4.115).

Por simplicidad, comenzamos por las componentes T 0i,

T i0 = T 0i = ρvi =
[
ρ0 + ερ1 +O(ε2)

][
vi

0 + εvi
1 +O(ε2)

]
=

= ρ0vi
0
+ ε
(
ρ0vi

1
+ρ1vi

0

)
+O(ε2)≡

≡ T 0i
(0)+ εT 0i

(1)+O(ε2).

En la última igualdad, hemos definido

T 0i
(0) ≡ ρ0vi

0 =−ρ0∂ iφ0, (4.118)
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que será la densidad de la componente i-ésima de momento correspondiente a la

perturbación en conjunto, mientras que

T 0i
(1) ≡ ρ0vi

1 +ρ1vi
0 =−ρ0∂ iφ1 −ρ1∂ iφ0 (4.119)

será la correspondiente a las perturbaciones.

A continuación, linealicemos las T i j

T ik = Πik = ρvivk +[p−µ (∇ ·v)]δ i j =

= (ρ0 + ερ1)
(
vi

0
+ εvi

1

)(
v

j
0
+ εv

j
1

)
+

+{(p0 + ε p1)−µ [∇ · (v0 + εv1)]}δ i j +O(ε2) =

= ρ0vi
0
v

j
0
+ ε
[
ρ1vi

0
v

j
0
+ρ0(v

i
1
v

j
0
+ vi

0
v

j
1
)
]
+

+(p0 −µ∇ ·v0)δ i j + ε (p1 −µ∇ ·v1)δ i j +O(ε2)≡

≡ T
i j

(0)
+ εT

i j

(1)
+O(ε2).

De nuevo, hacemos la separación entre la parte del tensor correspondiente a las

perturbaciones y el resto, estableciendo

T
i j

(0) ≡ ρ0vi
0v

j
0
+(p0 −µ∇ ·v0)δ i j

T
i j

(1)
≡ ρ1vi

0v
j
0
+ρ0

(
vi

1v
j
0
+ vi

0v
j
1

)
+(p1 −µ∇ ·v1)δ i j

o, en términos del potencial,

T
i j

(0)
= ρ0(∂

iφ0)(∂
jφ0)+

(
p0 +µ∇2φ0

)
δ i j (4.120)

T
i j

(1)
= ρ1(∂

iφ0)(∂
jφ0)+ρ0

[
(∂ iφ1)(∂

jφ0)+(∂ iφ0)(∂
jφ1)

]
+

(
p1 −µ∇2φ1

)
δ i j.

(4.121)

Finalmente, obtengamos la linearización de T 00. Antes de hacerlo, nos conviene

reexpresar la densidad de energı́a interna.
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Si recordamos la definición de entalpı́a interna, vemos que podemos escribir ε en

términos de ella:

h = ε + p
ρ =⇒ ε = h− p

ρ . (4.122)

Además, será útil invocar la ecuación (4.43),

h(p) = h(p0)+
1

ρ(p0)
ε p1 +O(ε2)≡ h0 + ε

p1

ρ0

+O(ε2),

y expresar

p
ρ = p(ρ)−1 =

[
p0 + ε p1 +O(ε2)

][
ρ0 + ερ1 +O(ε2)

]−1
=

= (p0 + ε p1)
(

1
ρ0

)(
1+ ε ρ1

ρ0

)−1

+O(ε2) =

=
(

p0

ρ0
+ ε p1

ρ0

)(
1− ε ρ1

ρ0
+O(ε2)

)
=

= p0

ρ0
+ ε p1

ρ0
− ε p0ρ1

ρ2
0

+O(ε2).

Sustituyendo (4.43) y (4.123) en (4.122) obtenemos

ε = h0 + ε p1

ρ0
− p0

ρ0
− ε p1

ρ0
+ ε p0ρ1

ρ2
0

+O(ε2) =

= h0 − p0

ρ0
+ ε p0ρ1

ρ2
0

+O(ε2)≡ ε0 + εε1 +O(ε2),

donde

ε0 ≡ h0 − p0

ρ0
, ε1 ≡ p0ρ1

ρ2
0

. (4.123)

Sustituyendo, ahora, (4.123) junto con (4.36) y (4.39) en (4.105), encontramos
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T 00 = ρε + 1
2
ρv2 =

=
[
ρ0 + ερ1 +O(ε2)

][
ε0 + εε1 +O(ε2)

]
+

+1
2

[
ρ0 + ερ1 +O(ε2)

][
(v0 + εv1) · (v0+ εv1)+O(ε2)

]
=

= ρ0ε0 + ε(ρ1ε0 +ρ0ε1)+
1
2

{
ρ0v2

0 + ε
[
ρ0(v0 ·v1)+ρ1v2

0

]}
+O(ε2) =

=
(
ρ0ε0 +

1
2
ρ0v2

0

)
+ ε
[
ρ1ε0 +ρ0ε1 +

1
2

(
ρ1v2

0 +ρ0v0 ·v1

)]
+O(ε2) =

≡ T 00
(0)+ εT 00

(1)+O(ε2),

de donde se lee que

T 00
(0) ≡ ρ0ε0 +

1

2
ρ0v2

0 (4.124)

T 00
(1) ≡ ρ1ε0 +ρ0ε1 +

1

2

(
ρ1v2

0 +ρ0v0 ·v1

)
,

y, usando (4.123), estas ecuaciones se pueden reescribir como

T 00
(0) = ρ0h0 − p0 +

1

2
ρ0v2

0, (4.123)

mientras que

T 00
(1) = ρ1

(
h0 −

p0

ρ0

)
+ρ0

(
p0ρ1

ρ2
0

)
+ 1

2

(
ρ1v2

0

)
+ 1

2
(ρ0v0 ·v1) =

= ρ1h0 +
1
2

(
ρ1v2

0

)
+ 1

2
(ρ0v0 ·v1) .

Cabe hacer notar aquı́ que todas las componentes del tensor de energı́a-momento

a primer orden tienden a cero cuando eliminamos la viscosidad, es decir, cuan-

do hacemos ρ1 → 0, v1 → 0 ó p1 → 0, como era de esperarse. Sin embargo, no

son constantes, de modo que existe cierto intercambio de energı́a entre el campo

escalar de la velocidad y el espacio-tiempo que queremos modelar: el campo le

transfiere parte de su energı́a al espacio-tiempo, incrementando ası́ su curvatura.

Para resumir, podemos decir que a lo largo de este capı́tulo, hemos discutido cómo

la gravedad análoga ofrece la posibilidad de estudiar sistemas gravitacionales y
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teorı́as de campos en un marco conocido (CBE) y manipulable experimentalmente,

aunque siempre hay que mantener en mente que analogı́a no es identidad.

En este marco, pudimos relacionar la dinámica de una partı́cula con espı́n y masa

nulos, que se mueve en un espacio-tiempo curvo con un acoplamiento con la cur-

vatura del tipo aquı́ introducido, con una perturbación en un fluido viscoso a través

de la ecuación (4.81),

1√−g
∂µ(

√−ggµν∂ν φ1) =
1√−g

∂µ

[√−gg0µ µ

c2
∇2φ1

]
,

y vimos que considerando el caso ζ = 0 y η = 0 recuperamos el teorema usual [3].

Al incluir la viscosidad en el sistema, surgió un término fuente en la ecuación de

movimiento, lo cual interpretamos como un mecanismo para la transferencia de

momento en el fluido: el parámetro µ, que contiene la información de la viscosidad

es responsable por el flujo de energı́a del campo φ1 a la curvatura de la variedad, de

modo que existe cierta transferencia de energı́a uniforme del campo a los grados

geométricos de libertad del espacio-tiempo.

Cabe puntualizar, por último que, al igual que en la relatividad general las ondas

gravitacionales pueden ceder energı́a en forma de “arrugas” en la curvatura, el flujo

de energı́a del sistema a la curvatura de la variedad en este caso no implica el

rompimiento de los postulados de la RG.
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Capı́tulo 5

Velocidad del sonido en un
condensado de Bose-Einstein con
interacciones dipolo-dipolo

Como ya mencionamos anteriormente, la gravedad análoga ofrece la posibilidad de

comprender mejor e, inclusive, modelar algunos fenómenos relacionados con la fı́si-

ca de altas energı́as. Es decir, podemos estudiar ciertos aspectos de la relatividad

general y la teorı́a cuántica de campos usando analogı́as con sistemas de fluidos,

tales como los condensados de Bose-Einstein (CBE) [50], [51], ya que estos imitan

algunos aspectos cinemáticos de la relatividad general, como la propagación de

los campos en espacios-tiempos relativistas curvos, e inclusive es posible que nos

permitan simular configuraciones cuánticas, como las de los agujeros negros.

Esto es, además de la propagación de campos relativistas en espacios-tiempos cur-

vos, las analogı́as también pueden aprovecharse para investigar la fenomenologı́a

de una posible teorı́a de la gravitació cuántica. Si bien es cierto que el régimen

geométrico o relativista que hemos descrito hasta ahora sólo es válido con CBE

en el lı́mite hidrodinámico, para energı́as mayores (o en la presencia de horizon-

tes) la aproximación relativista o hidrodinámica se podrı́a romper, dando paso a

la descripción microscópica del sistema. Este comportamiento es semejante a lo

que se espera que ocurra en el caso de la gravitación cuántica, con la importante

ventaja de que, en los CBE, la descripción microscópica subyacente es bien cono-

cida. Por ende, las desviaciones de los regı́menes hidrodinámico o relativista en los

CBE ofrecen posibles pistas sobre las correcciones cinemáticas que cierta teorı́a

de la gravitación cuántica podrı́a imponer sobre la relatividad general1 (por ejemplo,

1Puntualicemos, nuevamente, que no podemos esperar estudiar correcciones gravitacionales a
la dinámica de la relatividad general más allá del régimen lineal, dado que nuestra analogı́a no

reproduce las ecuaciones de Einstein.
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sobre la invariancia local de Lorentz que caracteriza la relatividad general), permi-

tiéndonos estudiar la fenomenologı́a de la gravedad cuántica por analogı́a.

Estas extrapolaciones son particularmente relevantes si las desviaciones de la re-

latividad general clásica predichas por distintas teorı́as de gravedad cuántica, como

la de cuerdas o la gravedad cuántica de lazos, resultan ser similares a las que apa-

rezcan en los CBE con respecto al régimen relativista.

Un enfoque teórico que considera varios escenarios donde podrı́an surgir desvia-

ciones a la fı́sica conocida (incluyendo los mencionados en el párrafo anterior, pe-

ro evitando elegir alguno en particular) es el de la fenomenologı́a de la gravedad

cuántica. En ella se estudian paramétricamente desviaciones y modificaciones que

aparecen en múlples teorı́as de la gravitación cuántica, por ejemplo, violaciones a

la invarianza de Lorentz, al principio de equivalencia débil o a la universalidad del

corrimiento al rojo gravitacional [52], [53], [54]. Encontrar alguno de estos efectos

experimentalmente podrı́a darnos una idea de lo que ocurre en la fı́sica a esca-

las de Planck [55] y poner cotas sobre dichos parámetros, lo que nos permitirı́an

determinar la viabilidad de las teorı́as propuestas.

En general, suele pensarse que las propiedades no clásicas de la fı́sica del es-

pacio tiempo son muy difı́ciles de detectar experimentalmente, ya que sus efectos

se vuelven relevantes cerca de la energı́a de Planck, EP ≈ 1028eV , o la longitud de

Planck lP ≈ 10−34m. Sin embargo, se espera que algunos residuos de modificacio-

nes inducidas por la gravedad cuántica en el régimen de bajas energı́as puedan ser

detectables con experimentos de laboratorio altamente sensibles [52], [53], [54].

A pesar de que dichos efectos están fuertemente suprimidos, se ha alcanzado un

alto nivel de precisión en las técnicas experimentales que buscan hallarlos. Por

ejemplo, pruebas con ondas de materia, en las que la frecuencia de Compton de

partı́culas materiales se verı́a modificada por un corrimiento al rojo gravitacional,

han alcanzado una precisión de 7 partes en 109 [56], [57], [58], mientras que expe-

rimentos que se centran en la comparación de relojes [59], [60] han alcanzado una

exactitud de 7 partes en 105 [61]. Además de éstos, hay una serie de experimentos

que pretenden probar el principio de equivalencia de Einstein, entre los cuales se

encuentran algunos que exploran la invarianza local de Lorentz y la universalidad

de la caı́da libre [62], [63].

En vista de la relevancia que la fı́sica experimental tendrá al determinar la validez

de las teorı́as de gravedad cuántica, la segunda mitad esta tesis estará dedicada

a estudiar un problema de laboratorio concreto: la velocidad del sonido en un con-

densado de Bose-Einstein y su modificación debido a la presencia de interacciones

dipolo-dipolo anisotrópicas, además de algunos procesos disipativos, tales como el

criterio de superfluidez de Landau ([64]).
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5.1. — Revisión de la Teorı́a de Estados Condensados 51

Antes de entrar de lleno al estudio de el problema que nos ocupará, será útil recor-

dar un poco el marco teórico sobre el cual se sustenta.

5.1. Revisión de la Teorı́a de Estados Condensados

5.1.1. La ecuación de Gross-Pitaevskii

Para investigar la energı́a de estados cuánticos de muchos cuerpos, adoptaremos

el enfoque de campo medio (o de Hartree2 ), en el cual asumiremos que la función

de onda es un producto simetrico de funciones de onda de partı́culas individuales.

En el estado de condensación total, todos los bosones estarán en el mismo esta-

do cuántico individual (i.e., de una sola partı́cula) y, por tanto, podemos escribir la

función de onda del sistema de N partı́culas como

Ψ(r1,r2, . . . ,rN) = ΠN
i=1φ(ri). (5.1)

La función de onda individual φ(ri) está normalizada como de costumbre,
∫

dr | φ(r2
i ) |= 1. (5.2)

Esta función de onda no contiene las correlaciones producidas por la interacción

entre dos átomos que están próximos ente sı́. Para tomar en cuenta estos efectos,

usamos la espresión U0δ (r− r′), que incluye la influencia de los grados de libertad

de longitud de onda corta. En ella, U0 representa la interacción efectiva ente dos

partı́culas a bajas energı́as que resulta ser, en la representación de momentos,

U0 =
4πℏ2a

m
, (5.3)

donde a es la longitud de dispersión y m, la masa de las partı́culas que conforman

el gas.

En el tratamiento de campo medio no tomaremos en cuenta explı́citamente las in-

teracciones entre los grados de libertad correspondientes a escalas de longitud

2Ésta asume que la función de onda exacta de un sistema de N cuerpos puede aproximarse

mediante un permanente, en el caso de los bosones de N orbitales de espı́n y, usando métodos

variacionales, puede derivarse un conjunto de N ecuaciones acopladas para cada orbital.
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menores que el espacio entre partı́culas y, por tanto, podemos establecer el corte

del número de onda kc = 0.

Bajo estas condiciones, podemos escribir el hamiltoniano efectivo como

H = ΣN
i=1

[
r2

i

2m
+V (ri)

]
+U0Σi< jδ (r− r′), (5.4)

donde V (ri) es el potencial externo. Ası́, la energı́a del estado (5.1) estará dada por

E = N

∫
dr

[
ℏ

2

2m
|▽φ(r)|2 +V (r)|φ(r)|2+ N −1

2
U0|φ(r)|4

]
. (5.5)

En la aproximación de Hartree, todos los átomos están en el mismo estado, cu-

ya función de onda denotamos por φ . En la función de onda de la nube, algunas

partı́culas estarán en estados con una variación espacial más rápida, debido a las

correlaciones existentes cuando la separación entre ellas es pequeña y, por ende,

el número total de átomos en el estado φ será menor que N. Sin embargo, se puede

demostrar3 que el vaciado, i.e. la reducción relativa del número de partı́culas en el

condensado, debida a las interacciones es del orden del uno por ciento o menos

(basándose en datos obtenidos en los experimentos existentes a la fecha), por lo

que puede ser despreciada en la mayorı́a de las circunstancias.

Ahora bien, consideremos un gas de Bose uniforme de volumen V ; en él la función

de onda de una partı́cula en el estado base es 1/V 1/2 y, por tanto, la energı́a de in-

teracción de un par de partı́culas es U0/V . La energı́a de un estado con N bosones

en el mismo estado cuántico será el producto de esta cantidad por el número de for-

mas en que se pueden hacer pares de bosones, N(N−1)/2. En esta aproximación,

entonces, la energı́a estará dada por

E =
N(N −1)

2V
U0 ≈

1

2
V n2U0, (5.6)

donde n ≡ N/V , y hemos asumido que N ≫ 1.

Es conveniente, ahora, introducir el concepto de función de onda del estado con-

densado (al que también nos referiremos como nube):

3Para mayor detalle, remitirse a la sección 8.1 de la referencia [Pethick]
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ψ(r) = N1/2φ(r). (5.7)

Despejando de (5.7) el número de partı́culas y dividiendo entre el volumen, es claro

que la densidad de partı́culas se puede reescribir como

n(r) = |ψ(r)|2. (5.8)

Despreciando los términos de orden 1/N, podemos escribir la energı́a del sistema

como

E(ψ) =
∫

dr

[
ℏ

2

2m
|▽ψ(r)|2 +V (r)|ψ(r)|2 + 1

2
U0|ψ(r)|4

]
(5.9)

Para optimizar la forma de ψ, minimizamos la energı́a (5.9) con respecto a varia-

ciones independientes de ψ(r) y su complejo conjugado ψ∗(r), considerando la

condición de que el número total de partı́culas tiene que ser constante,

N =
∫

dr|ψ(r)|2. (5.10)

Tomamos en cuenta la constricción (5.10) usando el método de multiplicadores de

Lagrange, escribiendo la ecuación como

δE −µδN = 0, (5.11)

donde el potencial quı́mico, µ, es el multiplicador de Lagrange que garantiza la

constancia del número de partı́culas y las variaciones de ψ(r) y ψ∗(r) podrán tomar

valores arbitrarios. Igualando a cero la variación de E − µN con respecto a ψ∗(r),
encontramos

− ℏ
2

2m
▽

2ψ(r)+V (r)ψ(r)+U0|ψ(r)|2ψ(r) = µψ(r), (5.12)
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que resulta ser la ecuación de Gross-Pitaevskii independiente del tiempo. Ésta tiene

la forma de una ecuación de Schrödinger en la que el potencial que actúa sobre las

partı́culas es la suma del potencial externo V y un término no lineal U0|ψ(r)|2, que

toma en cuenta el campo medio producido por los demás bosones. Cabe hacer

notar que el eigenvalor en esta ecuación es el potencial quı́mico, no la energı́a por

partı́cula como en la ecuación usual lineal de Schrödinger. Para partı́culas que no

interactúan entre sı́, que comparten el mismo estado cuántico, el potencial quı́mico

es igual a la energı́a por partı́cula, pero para partı́culas interactuantes, no.

Para la región interior de la trampa, donde el potencial V (r) = 0 y ψ = cte., la ecua-

ción de Gross-Pitaevskii (5.12) será

µ =U0|ψ(r)|=U0n, (5.13)

la cual coincide con el resultado que se obtiene usando la relación termodinámica

µ =
∂E

∂N
(5.14)

para calcular el potencial quı́mico a partir de la energı́a del estado uniforme, (5.6).

5.1.2. El estado base para bosones en una trampa

Nos interesa particularmente estudiar el caso de bosones contenidos en una tram-

pa. Por su relevancia y la relación que tiene con el problema que nos interesa,

analizaremos el caso de bosones en una trampa armónica.

Comencemos por hacer un análisis cualitativo de las propiedades de la solución. Si

suponemos, por sencillez, que el potencial armónico es homogéneo, i.e., de la forma

V =mω2
0 r2/2 y consideramos que la nube tiene un radio aproximado de R, la energı́a

potencial de una partı́cula dentro de la trampa será proporcional a V =mω2
0 R2/2. Por

su parte, recordando el principio de incertidumbre sabemos que

∆p =
ℏ

△x
=

ℏ

R
, (5.15)

ası́ que la energı́a cinética por partı́cula será del orden de ℏ
2/2mR2. Entonces, en

ausencia de interacciones, la energı́a total varı́a como 1/R2 para R pequeña y como
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R2 para R grande, teniendo un mı́nimo en el punto en el que la energı́a cinética y

potencial se igualan. El valor correspondiente del radio de la nube es del orden de

aosc =

(
ℏ

mω0

)1/2

(5.16)

que es la escala de longitud mecánica cuántica caracterı́stica para el oscilador

armónico. Esto es lo que esperarı́amos, porque hemos hecho un cálculo variacional

del estado base de una partı́cula en un potencial de oscilador.

Ahora consideremos el efecto de las interacciones. Una densidad de partı́culas tı́pi-

ca es n ∼ N/R3 y la energı́a de interacción de una partı́cula con el resto de la nube,

por lo tanto, es del orden de nU0 ∼U0N/R3. Para interacciones repulsivas, el efecto

de una contribución adicional a la energı́a que varı́a como R−3 desplaza el mı́nimo

de la energı́a total a valores mayores de R y, en consecuencia, para valores ma-

yores de Na, el término de energı́a cinética se vuelve menos importante. Para el

caso que desarrollaremos más adelante, es particularmente interesante investigar

el lı́mite de acoplamiento fuerte, en el cual la energı́a cinética se puede despreciar.

El tamaño en equilibrio se encuentra minimizando la suma de las energı́as potencial

y de interacción, lo cual ocurre cuando las dos contribuciones a la energı́a son del

mismo orden de magnitud. Igualando ambas, se encuentra que el radio de equilibrio

es

R ∼ aosc

(
Na

aosc

)1/5

, (5.17)

y la energı́a por partı́cula es

E

N
∼ ℏω0

(
Na

aosc

)2/5

. (5.18)

La cantidad adimensional Na/aosc es un parámetro de la fuerza de interacción y,

en la mayorı́a de los experimentos llevados a cabo hasta ahora para átomos con

interacciones repuslivas, es mucho mayor que uno, de modo que el radio R es,

de algún modo, mayor que aosc. En un estado de equilibrio, tanto la energı́a de

interacción como la del oscilador son proporcionales a R2 y, por tanto, la razón

entre la energı́a cinética, que es proporcional a R−2 y la energı́a potencial (o la

de interacción) será propocional a (aosc/Na)4/5. Esto confirma que, en efecto, la
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energı́a cinética es despreciable para nubes con un número suficientemente grande

de partı́culas.

Ahora centrémonos en interacciones atractivas. Para un número pequeño de partı́cu-

las, la energı́a total como función de R es semejante a la que describe partı́culas no

interactuantes, salvo por el hecho de que, si la nube es muy pequeña, la energı́a

diverge a −∞ como −1/R3. En consecuencia, para un número suficientemente pe-

queño de partı́culas, la energı́a tiene un mı́nimo local cerca del que corresponde

al caso de las partı́culas no interactuantes, pero se encuentra en una R menor.

Este estado es metaestable, dado que para pequeñas desviaciones del mı́nimo la

energı́a aumenta, pero cuando el radio es muy pequeño la energı́a en algún mo-

mento variará como −1/R3 y será menor que la energı́a del mı́nimo local, en cuyo

caso la nube colapsará. Conforme el número de partı́culas aumenta, el mı́nimo lo-

cal va perdiendo profundidad y, al alcanzar cierto número crı́tico de partı́culas, Nc,

éste desaparece. Para números de partı́culas grandes no hay estado metaestable.

Como era de esperarse, el número crı́tico está determinado por la condición de que

el parámetro adimensional de acoplamiento sea del orden −1, o sea, Nc ∼ aosc/a.

Para analizar el problema cuantitativamente hay que determinar el estado base

energético para un gas atrapado en un potencial tipo oscilador armónico, anisotrópi-

co, tridimensional, dado por

V (x,y,z) =
1

2
m(ω2

1 x2 +ω2
2 y2 +ω2

3 z2), (5.19)

donde las tres frecuencias de oscilación ωi (donde i = 1,2,3) pueden ser distintas

entre sı́.

5.1.3. La aproximación de Thomas-Fermi

Cuando trabajamos con nubes bastante grandes o, en su defecto, sistemas cuya

densidad tal que el cambio de la energı́a potencial promedio de una partı́cula es

mucho menor que su energı́a total promedio, y en el caso en el que casi todo el sis-

tema está en el estado cuántico base, podemos despreciar el término de energı́a

cinética en la ecucación de Gross-Pitaevskii y seguir teniendo una expresión sufi-

cientemente representativa. En otras palabras, como para una trampa armónica con

un número de partı́culas suficientemente grande e interacciones repulsivas la razón

entre la energı́a cinética y la de interacción es muy pequeña, podemos despreciar

el término cinético y trabajar con la expresión
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[
V (r)+U0|ψ(r)|2

]
ψ(r) = µψ(r), (5.20)

donde µ es el potencial quı́mico.

Esta ecuación tiene la solución

n(r) = |ψ(r)|2 = [µ −V (r)]

U0

(5.21)

en la región donde el lado derecho es positivo, mientras que la solución será ψ = 0

fuera de ella. La condición de frontera será, entonces,

V (r) = µ. (5.22)

El significado fı́sico de esta aproximación es que la energı́a que se requiere para

agregar una partı́cula en cualquier punto de la nube es el mismo en toda la frontera.

Esta energı́a está dada por la suma de el potencial externo V (r) y cierta contribución

debida a la interacción, n(r)U0, que es el potencial quı́mico de un gas uniforme que

tiene una densidad igual a la densidad local n(r). Puesto que esta aproximación

evoca a la aproximación de Thomas-Fermi en la teorı́a de los átomos, generalmente

suele referirse a ella con el mismo nombre.

En este lı́mite, la extensión de la nube en las 3 direcciones está dada por tres

semiejes Ri, que se obtienen sustituyendo (5.19) en (5.22) para encontrar

R2
i =

2µ

mω2
i

, i = 1,2,3. (5.23)

Las longitudes Ri pueden evaluarse en términos de los parámetros de la trampa

una vez determinado el potencial quı́mico. La condición de normalización sobre ψ,

ecuación (5.10), establece una relación entre µ y N. Para una trampa armónica con

un potencial como el dado por la ecuación (5.19) resulta que

N =
8π

15

[
2µ

mω2

]3/2 µ

U0

, (5.24)
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donde ω = (ω1ω2ω3)
1/3 es el promedio geométrico del las frecuencias del oscilador

en las tres direcciones. Resolviendo (5.24) para µ obtenemos una relación entre el

potencial quı́mico y ℏω :

µ =
152/5

2

(
Na

a

)2/5

ℏω , (5.25)

donde introdujimos la longitud caracterı́stica

a =

[
h̄

mω

]1/2

, (5.26)

que representa el semieje de la región donde una partı́cula sin interacción con otras

sujeta a un potencial armónico de frecuencia ω tiene una probabilidad casi uno de

encontrarse.

En el caso que nos interesa, la nube sı́ está sometida a interacciones, por lo que la

extensión espacial de la nube no estará dada por a, sino por un nuevo parámetro

que definiremos como el promedio geométrico de los semiejes de la nube, R =
(R1R2R3)

1/3, y que podemos calcular combinando (5.23) y (5.25) para obtener

R = 15
1/5

(
Na

a

)1/5

a ≈ 1,719

(
Na

a

)1/5

a, (5.27)

de modo que R es mayor que a bajo condiciones experimentales tı́picas.

Puesto que µ ∝ N2/5 y µ = ∂E/∂N, de (5.25) encontramos que la energı́a por

partı́cula, i.e. la parte de la energı́a que se invierte en la geometrı́a (el reacomo-

do) del sistema, será

E

N
=

5

7
µ (5.28)

Podemos calcular cómo se distribuye la energı́a total entre la de interacción y la

potencial (sustituyendo (5.21) en (5.9) y despreciando el término cinético), para

encontrar que
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Eint

Epot

=

∫ 1
0 drr2(1− r2)2/2
∫ 1

0 drr4(1− r2)
=

2

3
. (5.29)

Entonces, la energı́a total en la aproximación de Thomas-Fermi se reparte ası́: 2
5

de

ella corresponderán a la energı́a de interacción y 3
5
, a la potencial. Usando (5.28),

podemos concluir que la energı́a de interacción por partı́cula se relaciona con el

potencial quı́mico como

Eint

N
=

2

7
µ. (5.30)

5.1.4. Estructura superficial de la nube

Por completitud, revisemos qué ocurre cerca de la frontera de la nube, donde la

aproximación de Thomas-Fermi falla cerca de la frontera de la nube, ya que ahı́ la

función de onda no varı́a suficientemente despacio. Para confirmarlo, estimemos las

contribuciones a la funcional de energı́a para la función de onda de Thomas-Fermi.

Expandiendo el potencial externo en torno a un punto sobre la superficie, r0, y

tomando en cuenta la condición de frontera (5.22) que en este caso escribiremos

como V (r0) = µ, podemos reescribir la densidad de partı́culas, n(r) = [µ −V (r)]/U0,

como

n(r)≈− 1

U0

∇V (r0) · (r− r0). (5.31)

Definiendo

F ≡−∇V (r0) (5.32)

como la fuerza que el potencial externo ejerce sobre una partı́cula en la superficie,

la densidad de partı́culas podrá expresarse ası́

n(r) =
F · (r− r0)

U0

. (5.33)
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Entonces, tomando en cuenta (5.8), podemos escribir la función de onda del siste-

ma, en la aproximación de Thomas-Fermi, como

ψ(r) =

[
F · (r− r0)

U0

]1/2

. (5.34)

Ahora bien, si denotamos la coordenada en la dirección de ∇V (r0) por x y, la posi-

ción de la superficie por x = x0, el interior de la nube corresponde a x≤ x0. La función

de onda de la nube para Thomas-Fermi varı́a como (x0 − x)1/2 para x ≤ x0 y, por lo

tanto, su derivada con respecto a x es proporcional a (x0 − x)−1/2. En consecuen-

cia, el término de energı́a cinética en el funcional de energı́a irá como 1/(x0 − x) y

la energı́a cinética total por unidad de área en la superfice, que se obtendrá inte-

grando esta expresión sobre x, divergirá como −ln(x0 − x) cuando x tienda a x0 por

abajo.

Para estimar la distancia desde la superficie a la cual el término cinético se vuelve

importante, busco la región en la que el término cinético es del orden de los otros

dos en la ecuación de Schrödinger, o sea que

− h̄2

2m

∂ 2ψ

∂x2
≈ [V (x)−µ]ψ = F · (x− x0)ψ. (5.35)

Tomando una pequeña porción de la frontera de la nube, podemos modelar lo que

ocurre en esta capa como si ahı́ las partı́culas estuvieran sujetas a un potencial tipo

caja; en tal caso, la función de onda serı́a ψ ∼ eikx de modo que el término cinético

en (5.35) irá como

− h̄2

2m

∂ 2ψ

∂x2
∼ h̄2k2

2m
ψ ∼ h̄2

2mδ 2
ψ, (5.36)

donde hemos usado el principio de incertidumbre para encontrar el último término

y, definido δ como el ancho de el cascarón donde la contribución cinética no es

despreciable (que, en nuestro modelo, también corresponde al ancho de la caja).

Sustituyendo, pues, (5.36) en (5.35) y tomando δ = x0 − x podremos encontrar el

tamaño de tal cáscara,

Fδ ≈ h̄2

2mδ 2
⇒ δ =

(
h̄2

2mF

)1/3

, (5.37)
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y entonces la región donde el término cinético domina será aquella para la que

x0 − x ≤ δ .

Para un potencial armónico isotrópico,

V =
mω2

0 r2

2
, (5.38)

de tal suerte que en la superficie F(R) = mω2
0 R y entonces, ahı́,

δ =

(
h̄2

2m2ω2
0

R

)1/3

. (5.39)

Recordando (5.22), podemos escribir R en términos de µ usando la relación

µ =
mω2

0 r2

2
(5.40)

y, considerando que aosc = (h̄/mω0)
1/2, δ puede reescribirse como

δ =

(
a4

osc

2R

)1/3

=

(
h̄ω0

µ

)2/3
R

2
(5.41)

La fracción del volumen de la nube correspondiente a la cáscara donde la aproxima-

ción de Thomas-Fermi falla, que resulta ser del orden de (aosc/R)4/3, será bastante

pequeña si el número de partı́culas es suficientemente grande, ası́ que la aproxi-

mación no es mala.

Sin embargo, aún queremos ver qué pasa en la región donde no sirve. Para ello

necesitamos recurrir nuevamente a la ecuación de Gross-Pitaevskii. Si volvemos a

escribir todo en términos de la coordenada x y suponemos que el potencial externo

varı́a suficientemente despacio a lo largo de δ , podemos expandir el potencial en

torno a R, de modo que µ −V = F(x0 − x) sea válida. Si elegimos medir nuestras

coordenadas a partir de un sistema cuyo origen esté ubicado en R (i.e., la super-

ficie según la aproximación de Thomas-Fermi), x0 − x →−x. En tal caso, de (5.12)

obtenemos que
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[
− ℏ

2

2m

d2

dx2
+Fx+U0|ψ(r)|2

]
ψ(r) = 0. (5.42)

Esta ecuación se simplifica si renormalizamos las distancias usando δ . Además,

nos conviene medir la función de onda del condensado con respecto a su valor en

la cáscara, al cual llamaremos b y tendrá un valor de b = (Fδ/U0)
1/2 a una distancia

δ de la superficie de la nube. Definiendo, ası́,

y ≡ x

δ
y Ψ ≡ ψ

b

y sustituyéndolas en (5.42), obtenemos la ecuación

Ψ′′ = yΨ+Ψ3, (5.42)

donde las primas denotan diferenciación con respecto a y. En la aproximación de

Thomas-Fermi es término cinético no cuenta, ası́ que la solución en este caso será

Ψ =
√−y para y 6 0, Ψ = 0 para y > 0, (5.43)

considerando que fuera de la frontera la función de onda es nula.

Ahora veamos que pasa con la ecuación completa cuando y ≫ 1, o sea, cuando

x ≫ δ . Puesto que en esa región la función de onda de la nube es muy pequeña,

podemos despreciar el término cúbico en (5.42). La ecuación resultante es la co-

rrespondiente a la función de Airy y su solución asintótica es

Ψ ≃ C

y1/4
e−

2
3

y3/2

. (5.44)

Cerca del centro de la nube, donde y ≪ −1, la solución de Thomas-Fermi Ψ ≃√−y es aproximadamente válida. Para determinar la correción más significativa a

la función de onda, escribimos Ψ = Ψ0+Ψ1, la sustituimos en (5.42) y linealizamos,

de modo que encontramos
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−Ψ′′
1 + yΨ1 +3Ψ2

0Ψ1 = Ψ′′
0. (5.45)

Tomando Ψ0 =
√−y y notando que podemos despreciar Ψ′′

1 por contribuir a términos

de orden mayor en 1/y en la ec. (5.45), llegamos a

Ψ1 ≃− 1

8y2
√−y

. (5.46)

Sumándola a Ψ0, encontramos la solución asintótica a primer orden:

Ψ =
√−y

(
1+

1

8y3

)
. (5.47)

La ecuación (5.42) se puede resolver numéricamente y encontrar el valor de C, que

resulta ser aproximadamente 0.3971 [65].

Ahora evaluemos la energı́a cinética por unidad de área perpendicular al eje x. Para

ello, primero usamos la función de onda de Thomas-Fermi (5.44), que será válida

sólo en la región en la que x ≪−δ . Como la integral diverge cuando x → 0, evalua-

remos la integral x menor que cierto valor de corte, −l. Entonces fijamos el valor

inferior de la integral como −L, donde L ≫ δ . Esperamos que la energı́a cinética

coincida aproximadamente con el resultado para Thomas-Fermi si elegimos que la

distancia de corte sea ∼−δ , que es la distancia a la cual la aproximación falla:

< p2 >

2m
=

h̄2

2m

∫ −l

−L
dx|▽ψ|2 = h̄2

2m

∫ −l

−L
dx(ψ ′)2 ≃ h̄2

8m

F

U0

ln
L

l
. (5.48)

Comparando este resultado con el que se obtiene haciendo el cálculo numérico,

se ve que se puede obtener el mismo comportamiento asintótico para la energı́a

cinética usando el enfoque de Thomas-Fermi y haciendo el corte de la integral en

x =−l, donde l = 0,240δ

l = 0,240δ . (5.49)

Ahora retomemos el problema que nos interesa: una nube de N bosones atrapados

en un potencial armónico tridimensional. Por sencillez, consideremos sólo el caso

63



5.1. — Revisión de la Teorı́a de Estados Condensados 64

isotrópico, donde el potencial es de la forma (5.38) y asumamos que la nube no rota.

La función de onda del estado base sólo dependerá, entonces, de la coordenada

radial y satisfará la ecuación de Gross-Pitaevskii, entonces,

[
− h̄2

2mr2

d

dr

(
r2 d

dr

)
+

1

2
mω2

0 r2 +
4π h̄2a

m
|ψ(r)|

]
ψ(r) = µψ(r). (5.50)

Haciendo el cambio de variable χ = rψ y sustituyendo µ en su forma (5.40), la

ecuación (5.50) se puede reescribir como

− h̄2

2m

d2χ

dr2
+

1

2
mω2

0 (r
2 −R2)χ(r)+

4π h̄2a

mr2
|χ(r)|2χ(r) = 0. (5.51)

Eliminando, nuevamente, el término cinético encontramos la solución de Thomas-

Fermi para esta ecuación,

χFT = r

(
R2 − r2

8πaa4
osc

)1/2

. (5.52)

Expandiendo en torno a r = R en la ecuación (5.51) llegamos a una ecuación de la

forma (5.42), donde la escala de longitud δ está dada por (5.41).

Para calcular la energı́a cinética, usamos la función de onda de Thomas-Fermi y

cortamos la integral en un radio R− l, donde l es la misma que aparece en (5.49), y

encontramos que

E

N
=

h̄2

2m

∫ R−l
0 drr2(dψ/dr)2

∫ R
0 drr2ψ2

≃ h̄2

2mR

(
15

4
ln

2R

l
− 5

2

)
, (5.53)

la cual corresponde al resultado numérico [?].

5.1.5. Restitución de la función de onda del condensado

En la sección anterior consideramos la función de onda del condensado para un

potencial externo que variaba de manera relativamente suave en el espacio. Ahora
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nos interesa el caso contrario: un condensado confinado por un potencial con pa-

redes infinitamente duras. Sobre el muro la función de onda debe anularse y en el

interior de la caja la densidad del condensado se aproximará a su valor medio. La

distancia a lo largo de la cual la función de onda pasará de un valor al otro pue-

de calcularse usando la ecuación de Gross-Pitaevskii, puesto que lejos del muro

la función de onda está gobernada por la competencia entre la energı́a debida a

las interacciones, ∼ U0, y el término de energı́a cinética. Si denotamos la escala

espacial de las variaciones con ξ , la energı́a cinética por partı́cula es del orden de

h̄2/2mξ 2 y las dos energı́as se igualan cuando

h̄2

2mξ 2
= nU0, (5.54)

o

ξ 2 =
h̄2

2mnU0

=
1

8πna
=

r3
s

6a
, (5.55)

donde rs representa el radio de una esfera cuyo volumen es igual al volumen pro-

medio por partı́cula y está relacionado con la densidad a través de

n =
1

(4π/3)r3
s

. (5.56)

Puesto que en los experimentos la distancia entre átomos es comunmente mucho

mayor que la longitud de dispersión, la longitud de coherencia es mayor que la

separación entre átomos. A la longitud ξ suele llamársele longitud de coherencia,

donde el término “coherencia” tiene una acepción distinta a la usada en óptica.

Dado que describe la distancia sobre la cual la función de onda tiene a su valor

medio una vez que ha sido sujeta a una perturbación localizada, también se le

llama longitud de resititución.

Para investigar el comportamiento de la función de onda condensada cuantitativa-

mente, comenzamos por la ecuación de Gross-Pitaevskii, (5.12), y asumimos que

el potencial es nulo para x ≥ 0 e infinito si x < 0. La función de onda del estado base

es uniforme en las direcciones y y z y, por ende, la ecuación de Gross-Pitaevskii se

reducirá a

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
+U0|ψ(x)|2ψ(x) = µψ(x). (5.57)
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En cuanto al grueso de la nube respecta, el potencial quı́mico está dado por la

ecuación (5.13) y, por tanto, podemos escribir µ = U0|ψ0|2, donde ψ0 es la función

de onda lejos del muro, donde el término de energı́a cinética se vuelve despreciable.

En ese caso, la ecuación se vuelve

h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
=−U0

[
|ψ0|2 −|ψ(x)|2

]
ψ(x). (5.58)

Cuando ψ es real, podemos pensar en ella como si se tratara de una coordenada

espacial, cuyo parámetro x corresponderı́a al tiempo. Entonces (5.58) tiene la mis-

ma forma que la ecuación clásica de movimiento de una partı́cula en un potencial

∝ ψ2
0 ψ2 −ψ4/2. Considerando las condiciones de frontera ψ(0) = 0 y ψ(∞) = ψ0,

podemos resolver esta ecuación de manera analı́tica, encontrando que

ψ(x) = ψ0tanh(x/
√

2ξ ), (5.59)

lo cual confirma, como esperábamos, que la función de onda tiende a su valor medio

a lo largo de una distancia ∼ ξ .

5.1.6. Condensados con interacciones dipolares

A continuación, consideraremos átomos completamente polarizados a lo largo del

eje z por un campo magnético externo. Asumiremos que la magnitud de la inter-

acción dipolar es suficientemente grande como para afectar la forma de la nube

durante su expansión (como en el caso de los átomos de Cr [66].

Estudiemos el caso de la aproximación de Thomas-Fermi. La energı́a de interacción

dipolar entre dos átomos situados en r y r′ es

Ud(r− r′) =
µ0(2msµB)

2

4π

(
1

|r− r′|3 −
3(z− z′)2

|r− r′|5
)
, (5.60)

donde µ0 es la permeabilidad del vacı́o, ms, el momento dipolar, µb, el magnetón del

Bohr y z y z′ las longitudes de los dipolos.

Esta interacción es de largo alcance y la energı́a debida a ella puede calcularse en

la aproximación de campo medio, resultando ser, para la función de onda (5.1),
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Ed =
1

2

∫
drdr′Um(r− r′)n(r)n(r′), (5.61)

donde n(r) está dada por la ecuación (5.8).

La ecuación para la función de onda del condensado puede determinarse repitiendo

las consideraciones hechas en la primera sección de este capı́tulo, agregando la

contribución dipolar a la energı́a, de modo que uno encuentra que la ecuación de

Gross-Pitaevskii para este sistema será

− ℏ
2

2m
▽

2ψ(r)+V (r)ψ(r)+

[
U0|ψ(r)|2+

∫
dr′Ud(r− r′)|ψ(r)|2

]
ψ(r) = µψ(r),(5.62)

En la aproximación de Thomas-Fermi, la distribución de densidad n(r) satisface la

ecuación integral

µ =V (r)+U0n(r)+
∫

dr′Ud(r− r′)n(r′). (5.63)

Por sencillez, consideraremos una trampa armónica isotrópica y trataremos la in-

teracción dipolar como una perturbación. En ausencia de la interacción dipolar la

ecuación (5.63) tiene la solución

n(0)(r) =
(µ −mω2

0 r2/2)

U0

. (5.64)

Sustituyendo (5.64) en el último término de (5.63) e integrando sobre r′, obtenemos

que la primera corrección a la energı́a proveniente del potencial dipolo-dipololo en

un punto r es

V
(0)
d (r) =

∫
dr′Ud(r− r′)n(0)(r′); (5.65)

justamente el potencial Ud(r− r′) es el que rompe la simetrı́a esférica del sistema,

lo cual provocará que V
(0)
d (r) sea anisotrópico y produzca cierta deformación en la

nube.

67



5.1. — Revisión de la Teorı́a de Estados Condensados 68

Sustituyendo, entonces, (5.65) en (5.63) llegamos a

n(r) =
1

U0

[µ −V (r)−V
(0)
d (r)]. (5.66)

Para simplificar el integrando en (5.63) podemos usar la relación

1

|r− r′|3 −
3(z− z′)2

|r− r′|5 =− ∂ 2

∂ z2

(
1

|r− r′|

)
− 4π

3
δ (r− r′). (5.67)

Sustituyendo esta expresión en (5.65), encontramos que, si definimos

φ(r)≡ 1

4π

∫
dr′

n(0)(r′)
|r− r′| , (5.68)

entonces

V
(0)
d =−µ0(2msµB)

2

(
∂ 2φ(r)

∂ z2
+

1

3
n(0)(r)

)
, (5.69)

de modo que φ satisface la ecuación de Poisson, ∇2φ = −n(0)(r) y es, salvo por al-

gunos factores, el potencial electrostático debido a una distribución de carga n(0)(r).

En nuestro caso, n(0) es esféricamente simétrico y tiene la forma

n(0) = n(0)(0)

(
1− r2

R2

)
(5.70)

para r menor o igual al radio de Thomas-Fermi, R. El potencial en R se determina

partiendo la integral en dos regiones, r′ < r y r′ > r. La contribución para la primera,

es 1/r por el número total de átomos dentro de la esfera de radio r; cuando la fuente

es una cáscara esférica con radio r′ > r y grosor dr′, el potencial es 1/r′ por la carga

total contenida en el cascarón. Juntando ambas, encontramos la expresión para el

potencial en todo el espacio de la trampa:
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φ(r) =
1

r

∫ r

0

dr′(r′)2n(0)(r′)+
∫ R

r
dr′(r′)2 1

r′
n(0)(r′), (5.71)

o sea,

φ(r) = n(0)(0)

(
R2

4
− r2

6
+

r4

20R2

)
(5.72)

cuando r < R, y

φ(r) =
N

4πr
(5.73)

si r > R.

La energı́a V
(0)
d (r) dada por el último término en (5.63) será, entonces,

V
(0)
d (r) =

∫
dr′Ud(r− r′) =−µ0(2msµB)

2

(
∂ 2φ(r)

∂ z2
+

1

3
n(0)(r)

)
. (5.74)

Sustituyendo (5.68) en esta expresión, y recordando que en la aproximación de

Thomas-Fermi n(0)(0) = mω2
0 R2/2U0, obtenemos que

V
(0)
d (r) =

2

15
µ0(2msµB)

2n(0)(0)

(
r2 −3z2

R2

)
=

mω2
0

15U0

µ0(2msµB)
2(x2 + y2 −2z2). (5.75)

Usando lo anterior, la expresión (5.66) se reduce a

n(r) = n(0)(0)

(
1− x2

R2
x

− y2

R2
y

− z2

R2
z

)
, (5.76)

donde
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Rx = Ry ≃ R(1− εdd/5) y Rz ≃ R(1+2εdd/5) (5.77)

a primer orden en el parámetro adimensional, εdd, que definiremos como

εdd =
µ0(2msµB)

2m

12π h̄2a
. (5.78)

La interacción dipolar, entonces, elonga la nube a lo largo de la dirección sobre la

cual los dipolos están alineados. La explicación fı́sica es que la interacción es atrac-

tiva cuando la separación relativa apunta en la dirección de z y, repulsiva cuando

los dipolos están alineados en el plano perpendicular a z.

El tratamiento perturbativo puede extenderse en el caso anisotrópico.

5.2. Condensados de Bose-Einstein con Interaccio-

nes Dipolares

En esta sección nos avocaremos a estudiar un problema aplicable en el laborato-

rio: un condensado de Bose- Einstein confinado por un potencial externo armóni-

co anisotrópico, en el cual existen interacciones dipolo- dipolo entre las partı́culas.

En concreto, trabajaremos con un gas de átomos de cromo sometido a un campo

magnético rotatorio que genera interacciones dipolares de largo alcance (produ-

ciendo una anisotropı́a en el sistema), restringiéndonos al régimen donde la teorı́a

de campo medio es válida y usando la aproximación de Thomas-Fermi.

Nuestro interés en gases cuánticos degenerados dipolares radica en que se espera

que en ellos surjan fenómenos nuevos. Por ejemplo, entre otras cosas, las interac-

ciones dipolares pueden modificar la forma del condensado [67] o la velocidad del

sonido dentro del sistema (lo que añadirı́a la anisotropı́a como una caracterı́stica

adicional a este parámetro fı́sico).

Como producto de este trabajo, se publicó el artı́culo [47].

5.2.1. Energı́a de la Nube bajo una Interacción Dipolo–Dipolo

Como dijimos, tenemos un gas de cromo atrapado en un potencial armónico an-

isotrópico, sobre el cual se aplica un campo magnético adecuado para producir
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interacciones dipolares entre los átomos del sistema y, desde el principio, introduci-

mos el lı́mite de Thomas-Fermi.

La ecuación que describe este sistema es la de Gross–Pitaevskii independiente del

tiempo,

µψ(r) =− h̄2

2m
∇2ψ(r)+Vt((r)ψ(r)+U0|ψ(r)|2ψ(r)+

∫
dRVd(r−R)n(R)ψ(r),(5.79)

donde, como sabemos, U0 = 4πah̄2/m, mientras que denotaremos como Vt al poten-

cial de la trampa que, por las caracterı́sticas que pedimos, tiene la forma

Vt(r) =
m

2

[
ω2

0 x2 +ω2
0 y2 +ω2

z x2
]
. (5.80)

Supongamos, pues, que tenemos dos átomos iguales, cada uno de los cuales se

encuentra en las posiciones r y R, respectivamente. Bajo tales condiciones apare-

cerá cierta energı́a potencial asociada a la interacción dipolo-dipolo entre ellos, que

estará dada por

Vd(r−R) =
µ0γ2

4π ||r−R||3
[
S1 ·S2 −3

(
S1 · (r−R)

)(
S1 · (r−R)

)

||r−R||2
]
, (5.81)

donde γ denota la razón giromagnética de cada átomo y S1 y S2 sus espines [68].

Asumamos que el campo magnético polariza nuestros átomos a lo largo del eje z,

de modo que

S1 = S2 = 3h̄ez, (5.82)

y entonces el potencial dipolar se puede escribir como

Vd(r−R) =
µ0(6µB)

2

4π

1

||r−R||3
[
1−3

(z−Z)2

||r−R||2
]
. (5.83)

El término de energı́a dipolar se encontrará sustituyendo (5.83) en el último término

del lado izquierdo de (5.79), es decir, será

71



5.2. — Condensados de Bose-Einstein con Interacciones Dipolares 72

Ed =
1

2

∫
drdRVd(r−R)n(r)n(R). (5.84)

5.2.2. Potencial Quı́mico y Geometrı́a del Condensado

En este punto, introduciremos dos simplificaciones. La primera será la aproximación

de Thomas-Fermi, bajo la cual despreciaremos el término cinético en (5.79). La

segunda será aproximar la densidad de particulas por una forma simplificada: la

que toma para el caso en el que no hay interacciones dipolares [69], donde

n(r)⇒ n(0)(r) = (µ −Vt(r))/U0. (5.85)

Para simplificar los cálculos, nos conviene recordar la siguiente identidad:

1

||r−R||3 −3
(z−Z)2

||r−R||5 =− ∂ 2

∂ z2

[
1

||r−R||
]
− 4π

3
δ (r−R). (5.86)

Definiendo

φ(r) =
1

4π

∫
n(0)(R)

||r−R||d
3R, (5.87)

y sustituyendo (5.86) en (5.83) y usando (5.87), encontramos que

∫
dRVd(r−R)n(0)(R) =−µ0(6µB)

2
[

1

3
n(0)(r)+

∂ 2

∂ z2
(φ(r))

]
. (5.88)

Para realizar la integral, y con ello poder deducir las propiedades del condensa-

do, necesitamos conocer el volumen de integración. Sin embargo, la presencia de

la interacción dipolar a lo largo de cierta dirección cambia drásticamente la geo-

metrı́a del condensado, complicándola [70]. Como en el caso más simple, donde no

hay interacciones dipolares, aquı́ debemos derivar tal geometrı́a a partir de nuestro
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modelo. Basándonos en la simetrı́a de la trampa, esperamos tener un sistema elip-

soidal, con dos ejes iguales R0 = Rx = Ry y uno distinto Rz, aunque estos parámetros

no determinan completamente la configuración geométrica de la nube.

Bajo este supuesto, nos conviene hacer un cambio de coordenadas y trabajar con

esféricas elongadas en la dirección z [71], de modo que

x = Rz sinhucosvcosφ ,

y = Rz sinhucosvsinφ ,

z = Rz coshusinv, (5.87)

donde 0 ≤ v ≤ π; 0 ≤ φ ≤ 2π; 0 ≤ u ≤ ũ y tanh(ũ) = R0/Rz.

Para realizar la integral (5.88), nos conviene separarla y dividir el volumen total en

dos distintos: el primero, V1, denotará una esfera de radio r centrada en el origen

del condensado, mientras que V2 denotará el volumen restante de la nube.

Tomando un punto dentro de ella cuyo vector de posición sea r, podemos expresar

1

4π

∫
µ

||r−R||d
3R =

1

4π

∫

V1

µ

||r−R||d
3R+

1

4π

∫

V2

µ

||r−R||d
3R. (5.88)

Claramente, la primera integral del lado derecho será

1

4π

∫

V1

µ

||r−R||d
3R =

µ

3
r2, (5.89)

mientras que la segunda, después de sustituir (5.87) y hacer mucha álgebra, se

verá ası́

1

4π

∫

V2

µ

||r−R||d
3R = 2πµR2

z

[
2

3

(
1
( r

Rz

)2
)(

cosh
3 ũ− cosh ũ−

( r

Rz

)3
+
( r

Rz

))
− zπ

4Rz

(
cosh

4 ũ− cosh
2 ũ−

( r

Rz

)4
+
( r

Rz

)2
)]

. (5.89)

Haciéndo un procedimiento análogo para el resto de las integrales y después de

muchos cálculos engorrosos, encontramos que la versión de campo medio de la

interacción dipolo-dipolo está dada por
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∫
dRVd(r−R)n(0)(R) =−µ0(2µbms)

2

U0

[µ

3
− m

6

(
ω2

0 x2 +ω2
0 y2 +ω2

z z2
)
+

µ
Rz cosh(ũ)− r

3Rz

− mω2
0 R2

z

4

[
2Rz cosh(ũ)−2r

5Rz

+
zrπ

32R2
z

(
1+

z2

r2

)]
−

4mω2
z R2

z

105

(
1+3

z2

r2

)(
1− z2

2r2

)(
r

Rz

)3]
. (5.88)

Teniendo esta expresión, ya podemos calcular el potencial quı́mico, que nos permi-

tirá determinar muchas de las cantidades que nos interesan. Para ello usamos la

expresión para la densidad

n(r) =
1

U0

[
µ −Vt(r)−

∫
Vd(r−R)n(r)n(R)dR

]
(5.89)

junto con la condición de que ésta debe anularse en cualquier punto sobre la super-

ficie del condensado. Como tenemos un elipsoide simétrico en dos dimensiones,

ésta implica dos ecuaciones distintas (una para el caso sobre el plano x− y y otra

para el perpendicular). Eligiendo n(r = R0ex) = 0 obtenemos

µ =
(

1+
ξ

3
(1+ cosh(ũ)− R0

Rz

)
)−1{mω2

0 R2
0

2
+

+ξ
[mω2

0 R2
0

6
+

mω2
0 R2

z

2

(2

5
[cosh ũ−

R0

Rz
]
)
+4

mω2
z R2

z

105

2R2
z R3

0
−R5

0

2R5
z

]}
(5.88)

donde, por conveniencia, hemos definido ξ = µ0(2µbms)
2

U0
.

Por su parte, tomando n(~r = Rz~ez) = 0, encontramos la segunda ecuación para el

potencial quı́mico

µ =
(

1+
ξ

3
(cosh(ũ)−3π)

)−1{mω2
z R2

z

2

+ξ
[mω2

z R2
z

6
+

mω2
0 R2

z

2

(2

3
[cosh ũ−1]

+
π

16

)
+2

mω2
z R2

z

105

]}
. (5.87)
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A partir de (5.88) y (5.87), únicamente, no podemos determinar los radios de la

nube, sólo es posible encontrar una ecuación que defina su razón como función de

ω0, ωz y ξ :

(ω0R0

ωzRz

)2

=
1+ ξ

3
[1+ cosh(R0/Rz)−R0/Rz]

1+ ξ
3
[cosh(R0/Rz)−3π ]

×

{
1+

ξ

3
[1+(ω0/ωz)

2[2cosh(R0/Rz)−2+π/2]
}
×

{
1+

ξ

3
[1+

3R2
z

5R2
0

[2cosh(R0/Rz)−2R0/Rz

+
8R0ω2

z

7Rzω2
0

(1− R2
0

2R2
z

)]
}−1

. (5.85)

Ésta expresión sólo será satisfecha para ciertos valores de R0/Rz (suponiendo que

ω0, ωz y ξ sean conocidos), pero, como dijimos no nos dará el valor de R0 (ni Rz).

Para hallarlos, se requiere una ecuación adicional.

5.2.3. Velocidad del sonido, Número de partı́culas y Energı́a

En términos de la densidad, la masa y el potencial quı́mico, la velocidad del sonido

en el condensado está dada por c2
s =

n
m
(∂ µ

∂n
) [72].

Definiendo δ = R0/Rz y sustituyendo (5.87) en la última expresión, encontramos que

c2
s =

ω2
z R2

z

2

{
1+

ξ

3

[
cosh(δ )−3π

]}−1

{
1+

ξ

3
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Esta expresión, finalmente, es la que nos permitirá deducir los parámetros geométri-

cos del condensado determinando la velocidad del sonido en el centro de la nube, o

sea, c2
s (~r = 0) = c2

s (0). Haciendo las sustituciones y el álgebra necesaria, podemos

por fin encontrar el valor de Rz como función de parámetros medibles:

R−2
z =

ω2
z c2

s (0)

2

{
1+
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3

[
cosh(δ )−3π

]}−1
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3
[1+(ω0/ωz)

2[2cosh(δ )−2+π/2]
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ξ

3
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0 c−2

s (0)

2
cosh(δ ). (5.80)

Para encontrar el número de partı́culas, habrá que sustituir (5.80) en (5.88) e inte-

grar, con lo cual obtenemos
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. (5.80)

Por último, recordando que E =
∫

µdN =
∫

µ dN
dµ dµ [72], podemos encontrar la energı́a

interna que, después de un larguı́simo cálculo resulta ser
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donde los parámetros valen

z = a2µ +b, b =−mc2
s (0), a1 =

4πδ 2
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,
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,
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Usando el último resultado podemos calcular la energı́a promedio por partı́cula,

simplemente dividiendo: ε = E/N.

Para concluir, podemos sintetizar lo que se hizo en esta segunda parte del trabajo,

donde analizamos un sistema bosónico (Cr ) con interacciones dipolares, confinado

a una trampa anisotrópica.

En él, calculamos el potencial quı́mico, que resultó ser una función no lineal de los

parámetros de la trampa y la longitud de dispersión. Por la simetrı́a elipsoidal del

sistema, no es posible determinar R0 ni Rz usando únicamente argumentos termo-

dinámicos, sólo su razón. Para resolver este problema, recurrimos a la ec. (5.80),

donde dedujimos Rz como función de la velocidad del sonido en el centro de la nube,

entre otros parámetros medibles, como ω0, ωz y ξ .

La velocidad del sonido resultó depender de la posición, además de ser anisotrópi-

ca, debido tanto a las diferentes frecuencias asociadas a los tres ejes como al hecho

de que la interacción dipolar sólo se da a lo largo del eje z. Esperamos que dicha an-

isotripı́a nos permita investigar ciertos mecanismos disipativos en distintos sistemas

fı́sicos.
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Capı́tulo 6

Conclusiones y Perspectivas

6.1. Conclusiones

Inspirados por la importancia que las analogı́as representan como herramientas

para estudiar sistemas difı́ciles de manipular y/o calcular, utilizando otros que son

conceptual o experimentalmente más amigables, nos hemos interesado en el estu-

dio de la gravedad análoga a partir de condensados de Bose-Einstein.

En la primera mitad de esta tesis analizamos el caso de un fluido barotrópico e

irrotacional, incluyendo viscosidad en el sistema, y demostramos que la ecuación

de movimiento para el potencial de velocidad correspondiente puede ser asociada

a la de un campo no masivo, mı́nimamente acoplado, que se propaga en una geo-

metrı́a lorentziana (3+1). La presencia de viscosidad genera un término fuente en

las ecuaciones de movimiento, el cual puede ser interpretado como un mecanismo

por el cual la transferencia de momentum, desde el campo hacia el epacio-tiempo,

se vuelve relevante en el fluido, es decir, permite que la energı́a asociada al campo

se vuelva energı́a interna. Especı́ficamente, el flujo de energı́a indica que nuestro

parámetro µ, que contiene la información concerniente a la viscosidad, es el res-

ponsable del flujo de energı́a del campo φ1 a la curvatura de la variedad. Es fácil

notar que si hacemos la viscosidad nula en (4.81), i.e. µ → 0, recuperamos el teo-

rema usual [3].

Ya se ha dicho que el lado izquierdo del resultado principal de la primera parte de

este trabajo, i.e. (4.81), está asociado a un campo sin masa, ni espı́n (un bosón, por

ejemplo), de modo que nuestra ecuación proporcionarı́a la dinámica de una partı́cu-

la con tales caracterı́sticas moviéndose en un espacio-tiempo curvo, asumiendo
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también, por supuesto, cierto acoplamiento con la curvatura del tipo aquı́ introdu-

cido. Es necesario resaltar que el flujo de energı́a de un sistema a la curvatura de

la variedad no necesariamente implica el rompimiento de los postulados de la RG.

Finalmente, para entender mejor qué le ocurre a la energı́a del sistema, calculamos

el tensor de energı́a momento del campo, para concluir que no es constante, lo cual

es congruente con el intercambio de energı́a discutido.

En la segunda mitad nos hemos avocado al estudio del caso concreto de laboratorio

de un CBE compuesto de átomos de cromo en un potencial armónico elipsoidal,

con dos frecuencias iguales en las direcciones x y y y una distinta en la dirección

z. Dicho sistema, además de ser sometido a interraciones de contacto, está sujeto

interacciones dipolo-dipolo, que surgen como consecuencia de aplicar un campo

magnético y tienen efectos importantes en el sistema.

Calculamos el potencial quı́mico, (5.88), que resulta ser una función no lineal en

los parámetros de la trampa y la longitud de dispersión, lo cual era de esperarse,

dado que hay resultados previos que muestran este tipo de dependencia [72]. Sin

embargo, cabe hacer notar que en los trabajos anteriores se habı́a asumido que

la interacción de contacto era mayor que la dipolar, condición que nosotros no im-

pusimos, por lo que nuestro trabajo es más general, y la dependencia del potencial

quı́mico sobre las frecuencias, la longitud de dispersión y la interacción dipolo-dipolo

es más complicada. Obviamente, haciendo las consideraciones pertinentes, nues-

tro caso se reduce a los anteriores.

Encontramos que los argumentos termodinámicos no bastan para definir el valor

de R0 o Rz en este sistema, sino sólo su razón, R0/Rz. En tales condiciones, dadas

las frecuencias y ξ , (5.85) nos da un único valor posible para dicho cociente, ya

que sólo existe un caso en el cual tanto R0 como Rz son positivos simultáneamente

y satisfacen la ecuación. Para poder determinar el valor de R0 o Rz es necesario

recurrir al concepto de velocidad de sonido en el condensado, dada por la ecuación

(5.80), a partir de la cual dedujimos Rz como función de la velocidad del sonido en

el centro de la nube, de las frecuencias y de δ , entre otros parámetros.

Al estudiar la velocidad del sonido (5.81) pudimos ver que no sólo es dependiente

de la posición, sino que también es anisotrópica. Para evidenciar esta afirmación,

notemos que (5.81) implica que el movimiento a lo largo del eje z ocurre a una velo-

cidad distinta que aquél en la dirección del eje x. Este comportamiento es relevante

dado que podrı́a ofrecer una herramienta para investigar algunos mecanismos disi-

pativos, (en particular el caso del criterio de superfluidez de Landau) [67], [73].
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Nuestro cálculo confirma una conjetura mencionada en [67] sobre la pérdida de iso-

tropı́a en la velocidad del sonido para un CBE de cromo y, en consecuencia, hace

más asequible la posibilidad de estudiar mecanismos disipativos con sistemas en

los que la interacción dipolo-dipolo juega un papel importante a la hora de determi-

nar las propiedades fı́sicas.

6.2. Perspectivas

Con base en lo estudiado a lo largo del trabajo aquı́ expuesto, surgieron las siguien-

tes lı́neas de investigación a desarrollar:

El estudio de la analogı́a entre la ecuación de Gross-Pitaevskii, escrita en

términos de la representación de Madelung, y un campo escalar que se mueve

en el espacio-tiempo, aprovechando que la forma de dicha ecuación es muy

semejante a la de un fluido viscoso. Este estudio unificará, de alguna manera,

los dos trabajos que conforman esta tesis.

El cálculo numérico para encontrar la solución del caso de un CBE con inter-

acciones dipolo-dipolo sin aproximaciones.

El análisis de la velocidad crı́tica según el criterio de Landau para el surgimien-

to de superfluidez en un CBE anisotrópico y la comprensión de la relacción

entre la interacción dipolo-dipolo y la presencia o ausencia de superfluidez.

La revisión de las excitaciones elementales en un CBE con interacciones

dipolo-dipolo a través, no sólo del formalismo hidrodinámico, sino también de

las ecuaciones de Bogoliubov, con el fin de comprender el papel que dichas

interacciones puede jugar en el surgimiento de modos colectivos de vibración

[65].

A mediano plazo, el estudio de efectos gravito-cuánticos experimentalmente

medibles, en instalaciones como la torre de caı́da del Centro de Tecnologı́a

Espacial Aplicada y Microgravedad, ZARM (por sus siglas en alemán).

A largo plazo, formar parte del grupo que pretende impulsar la creación del

primer laboratorio de gases condensados ultrafrı́os en México.
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[62] S. Schlamminger, K.-Y. Choi, T. Wagner, J. Gundlach, and E. Adelberger. Test

of the Equivalence Principle Using a Rotating Torsion Balance. Physical Review

Letters, 100(4):041101, January 2008.
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