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Introduccion

En este trabajo denotaremos por R a los nimeros reales y por N a los niimeros enteros
no negativos. Una funcion de empacamiento sobre un conjunto 2 C R", es una correspon-
dencia biyectiva entre el conjunto €2 y el conjunto N. Un polinomio de empacamiento en
Q) es una funcién de empacamiento que es un polinomio. Las funciones de empacamiento
son usadas en computacion para almacenar y recuperar arreglos arbitrariamente grandes
multidimensionales en una memoria lineal (ver [1]).

Sea n > 1, para cualesquiera niimeros reales positivos asq, ..., a,_1, definimos el sector
real multidimensional (en R™)

Iag,...;on-1) ={(z1,...,2) e N" |0 < 2y <oy, 1=1,...,n—1} (1)

Un sector multidimensional es llamado entero, racional o irracional, si aq, ..., 0,1
son enteros, racionales o irracionales, respectivamente.

Posteriormente, sélo nos referiremos como sector (real, entero,...) en vez de sector
multidimensional.

De manera andloga se define el sector

I(c0,...,00) ={(z1,...,2,) EN" | 2; >0, i=1,...,n} =N" (2)

El presente trabajo pretende ser el primer paso de una investigacion mas profunda
sobre polinomios de empacamiento sobre algunas regiones multidimensionales. El primer
capitulo es un compendio de los resultados mas relevantes sobre los polinomios de em-
pacamiento sobre algunos sectores en R% En el capitulo 2 construiremos una funcién
de empacamiento para cualquier sector entero multidimensional (en R™). Después, en el
capitulo 3 expresaremos a la funcién del capitulo 2 como un polinomio de n variables.



Capitulo 1

Polinémios de empacamiento en R?

Las funciones de empacamiento fueron introducidas por primera vez por Cauchy en
1821 [4]. Mas tarde, Cantor [2, 3|, probd que el sector I(c0) tiene la misma cardinalidad
que N construyendo dos polinomios de empacamiento explicitos sobre I(00):

(:v+y)2+:1:+3y

F —

2
Glay) = (W;y) N 3x2+y

Estos polinomios son llamados los polinomios de Cantor.

Fueter y Pélya [5] probaron que los polinomios de Cantor son los tinicos polinomios de
empacamiento cuadraticos en I(00). A partir de este resultado, se ha conjeturado que, de
hecho, los polinomios de Cantor son los tinicos polinomios de empacamiento sobre I(00),
es decir, que cualquier polinomio de empacamiento sobre I(00) es cuadratico. Alentando
esta conjetura, en 1978 Lew y Rosenberg [6] probaron que no existe un polinomio de
empacamiento ciibico o cuértico sobre I(00).

Recientemente, Nathanson [7] prob¢ el siguiente resultado:

Teorema 1 Sea r un entero positivo. Los polinomios

re(r—1
! (e 41)
re(x +
Gr(as,y):T—l—:E—y.

son polinomios de empacamiento sobre el sector entero I1(r).
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Similarmente, obtuvo polinomios de empacamiento sobre ciertos sectores racionales:

Teorema 2 Sean r y s dos enteros positivos tales que 1 < r < s yr divide a s — 1. Sea
d = (s—1)/r. Los polinomios

r(x — dy)? N (2 —=r)z+ (dr —2d+2)y

Frs ) =
/s(@,y) 5 5

r(z — dy)? r+2)x—(2d+s+1)y
ooy = P | 4D = w

son polinomios de empacamiento cuadrdticos sobre el sector I(r/s).

Atdn mas, Nathanson probé que para cualquier entero positivo s > 2 con r = 1, los
polinomios del teorema anterior son los tinicos polinomios de empacamiento cuadraticos
sobre el sector I(1/s).

En general, estos son los resultados mas relevantes que se conocen, por el momento,
de polinomios de empacamiento sobre sectores de R2.



Capitulo 2

Una funcién de empacamiento sobre
sectores enteros multidimensionales

Definicién 1 Para z = (21,...,x,) € N" definimos el mapeo s(z) := x1 + ... + x,.
Si f es una funcion de empacamiento sobre I(0o,...,00), decimos que f es una fun-
cién diagonal si f(z) < f(y) cuando s(x) < s(y). Mientras que, si f es una funcion
de empacamiento sobre el sector entero I(rq,...,mn_1), es llamada funcién diagonal si
f(z) < f(y) cuando 1 < y1. Asi mismo, definimos para cada n >0, DF,, .  (n) co-
mo el conjunto de funciones diagonales I(ry,...,1m—1) y DP, . (n) como el conjunto
de polinomios diagonales I(ry,...,r,_1).

Dada cualquier permutacién 7 de {1,...,n} y cualquier vector (xy,...,z,) € R™,
definimos 7(x1,...,2,) = (Tzq),.-.,Tx(n)). Entonces, diremos que las funciones f y
g en R"™ son equivalentes si existe una permutaciéon 7 tal que para toda (xy,...,x,),
flzr, .. xn) = g(m(xy, ..., 2)).

En particular tenemos que los polinomios de Cantor son equivalentes.

Skolem [11, 12] construy6 una clase de equivalencia de polinomios de empacamiento
sobre (00, ...,00) para cada n > 0. Morales y Lew [8] construyeron 2”2 polinomios de
empacamiento no equivalentes de dimensién n para cada n > 1. Morales [9] produjo una
familia de polinomios de empacamiento, la cual incluia los polinomios de Morales-Lew.
Finalmente, Sanchez [10] obtuvo una familia con (n — 1)! polinomios de empacamien-
to no equivalentes sobre (oo, ...,00), la cual incluye la anterior familia. Todos estos
polinomios son funciones diagonales.

Por nuestra parte, en este capitulo, nos conformaremos con encontrar una funcién
de empacamiento sobre el sector I(ry,...,r,_1).

Para describir nuestros resultados es necesario introducir una definicién recursiva que



a primera vista parece un poco complicada.

Definicién 2 Sean > 1. Seanry,ry,...,rn_1 cualesquiera enteros positivos y sea x € N,
definimos

E. . (1,z):=E(l,z):={z}
y para 0 < i < n definimos

E””iari+17---77"n71(n —i+ 1a :L‘) = {(wza Tit1y--. 7$n) € Nn_i+1| Ti=T Yy

(Tit1, -2 ZTn) € Erpy oy (0 — 4, 2541), 0 < 4y <15},
en particular

Ervgwn 1 (nyx) i ={(x1,22,...,2,) e N"| 21 =0y
(X2, ..., xn) € Ery g pn(n—1,29), 0 <29 <1y}

Notese que, aun cuando 7, no esta definida, nuestra notacién es congruente con la
definicion recursiva.

Por otro lado, dado que todos los elementos de E,, ;. ., . .., (n —i+1,2) tienen en
la primera entrada a x es evidente que

six #yentonces By o (n—i+1,2)NVE, by e (n—i+1y) =0, (2.1)

Una vez que fijemos los enteros positivos 71,73, ...,7,_1, para 0 < ¢ < n, considere-
mos el conjunto

T

Driari-s-h---n“nfl (n —i+1, :E) = U Eriari-ﬁ-l,---,"'nfl (n —i+1, k)? (2'2)
k=0

y definimos las siguientes funciones

Tm,m+17---ﬂ“nf1(l‘) = |E7'i77"i+17---,7’n71(n —i+1, $)|
y

T

Qriivtyin1(T) = |Dririyrr (n—i+ 1, 2)| = ZTri,T’i+17~--,7"nfl(k)' (2.3)

k=0

Observemos que si x < y entonces Qr, iyt () < Qrirypy,rnr (¥), €s decir, es
una funcién creciente.



T

Caso especial: si i = n tenemos que D, ,, ,(1,z) = U E

k=0
Trn,rn_l(l') = |E7‘n77‘n—1<1ax)| = |E(1,I)| =1
y
z
an,rnfl (I) = |-D7'n,7"n71(17x)’ = Z |Trn7"'n71<]‘7 k;)‘ =+ 1.
k=0
Lema 1 Six,7y,72,...,7,—1 Son enteros positivos, entonces
T Tn—1tn—1
Tm,rz,...,rn_l(l') = Z ces Z 1,
i2:0 ano
T T Tn—1%n—1
Q?"l,'r‘z,...,rn_l(l') = Z Z . Z 1’
11=0129=0 in=0

er,rz,...,rn_l(x) = er,rg,‘..,rn_l(x - 1) + Qrg,...,rn_1 (7“1.1').

rmrn_1 (1, k), entonces

(2.4)

(2.5)

(2.6)

Demostracion. Claramente, |E(1,z)| = 1. Para n > 1, la definicién 2, la relacién (2.1) y

la hipotesis de induccion implican que

1% iz 72j Trn—1%n—1
TT1,7“2,...,T”_1 (:E) - E TT27~--77“n—1(]) = E E e E 1
Jj=0 j=0 iz=0 in=0

la igualdad (2.5) se sigue de (2.1), (2.2) y (2.4). Para (2.6) tenemos que

T Tl Tn—2in—2 z—1 7111 Tn—2%n—2 T 1212

Qrirrna@) = 33 0 3 =5 S 1Y

41=012=0 in—1=0 11=012=0 in—1=0 12=0143=0

= er,rg,...,rn,l (LU - 1) + Qr27.._’rn71(7“1$).

esto completa la prueba.

Lema 2 Siry,rq,...,r,_1 Son enteros positivos, entonces

I(ri,y ... rp1) = U Eri g (0, 2).

zeN

Demostracion. La prueba se sigue de (1) y la definicién 2.

Tp—1tn—1

in=0



Lema 3 Seanry,ro,...,1m,_1 enteros positivos. Consideremos (x1,...,x,) € I(ry,...,Th_1),

st para alguna 0 <t < n—1 sucede que x; = 0, entonces x; = 0 para toda j = 1+1,...,n.
Demostracion. La prueba es inmediata de (1). O
En este sentido, para que nuestra notacién sea consisitente, si x = 0 definimos

Qrioovy(x—1) =0paratodai=1,...,n.
Una demostracion similar a la que se utilizé en (2.6) sirve para demostrar que se
cumple

QT‘iﬂ"iJrly-nJ‘nfl (x) = Qri,riJrl,mJ‘nfl (x - 1) + QTz‘lern,Tnfl(T’ix)’ (27)
cuando ¢ = 1,...,n — 1, tomando en cuenta que ahora x puede valer 0.
Lema 4 Sean ry,79,...,7,_1 enteros positivos. Si (T;, Tiz1,...,2y) € (i, ..., Tn1),
entonces
QT¢+1,~~-,7"n71(xi+1) < Qriqtlw-»rnfl(rixi)? (28)

para 0 <1 < n.

Demostracion. Por definiciéon sabemos que x;.1 < r;z; y por la observaciéon que hicimos

en (2.3) se tiene el resultado. O
Lema 5 Sean r1,79,...,7,_1 enteros positivos. Si (T;, Tiz1,...,Ty) € (s, ..., Tn1),
entonces
Z Qrkv--wrn—l(xk - 1) < QTi,m,Tn—l(xi)' (29)
k=i

para 0 < i < n.

Demostracion.
La prueba es por induccién (recursiva) sobre i. Hagamos el paso inductivo:
Sea i = n.

Si x, =0, entonces Q. , (n —1) =0y Qr,p (Tn) =2, +1=1.

Si z, > 0, por un lado tenemos que @, ., ,(z, —1) = (z, — 1) + 1 = z,, y por otro
lado @y, ., ,(zs) = 2, + 1.



Ahora, supongamos que la desigualdad es vélida para k =i + 1 y demostremos que
se vale para k = 1.
De (2.7) tenemos que

Qri,ri+1,.‘.,rn,1 (33'1) = Qri,ri+1,...,rn,1 (x’L - 1) + Qri+1,...,rn,1(rixi>7

dado que z;y1 < riz;,

QT¢+17~--,M71 (xiJrl) < QT¢+17--~7T7L71 (Tlxl)

y por hipétesis de induccion

n
Z Qrk7~--,7"n—1(xk - 1) < Q?‘i+1,-~~77‘n—1<xi+1)'

k=i+1
Por transitividad en las tres ultimas ecuaciones obtenemos el resultado. [
Lema 6 Sean r1,79,...,7,_1 enteros positivos. Sea (x;, Tiv1,...,xn) € I(riy .., Tn_1),
st eziste 0 < @ < n tal que xj 41 = r;x; para toda j =1,...,n, entonces

> Quveirs (T = 1)+ 1= Qo (20)-
k=1

Demostracion. Por induccién sobre i:
Seai =n—1con x, = r,_1Z,—1. Por ambos casos de la base inductiva del lema
anterior tenemos que Q. ., 1 (Tn) = Qr, s, (X, — 1) + 1, entonces

an,l(xnfl) = anfl (xnfl - 1) + an,rn,l('rnflxnfl) (pOI‘ (27>>
= an_1 (xn—l - 1) + an,rn_l(xn) = an_1 (-rn—l - 1) + an,rn_l(xn - 1) + 1.

Supongamos que la desigualdad se cumple para k =1+ 1.
Otra vez por (2.7) tenemos que

Qri,ri+1,.‘.,rn_1 (xz) = Qri,ri+1,...,rn_1 (xl - 1) + Qrprl,...,rn_l(rixi)?

dado que z;1 = rix;
QT’H_l,..A,T‘n,l ($i+1) - QT‘Z‘+1,...,'I’TL,1 (TZ'I’L>

y por hipdtesis de induccion

10



Z Q"’kwna"’nfl(xk - 1) +1= Qri+l7--~a7’n71(aji+1)'

k=it1
Sustituyendo se tiene el resultado. 0
Ahora, definamos la funcién que va del sector entero I(ry,...,7,—1) a N como:

f(.fL'l, Toy ... ,.Z'n) = Z QTk7._"T"_1(.l’k — 1)
k=1

Lema 7 La funcion f es inyectiva.

Demostracion. Sean (1, ...,x,), (Y1, .-, Yn) € I(1r1,...,7,_1) diferentes. Sea i el minimo
indice tal que x; # y;, sin pérdida de generalidad, supongamos que z; < y;. entonces
n

f(xl’ o 71:71) = ZQW ----- 7’n71<x/€ - 1)
k=1
i—1

= ZQWW--,Mfl(xk 1)+ Qriy---,rnq(‘ri - 1)+ Z Qriroorn (zp — 1)
k=1 k=i+1
i—1
< Z QTkym:"'nfl('rk - 1) + Qriw-ﬂ‘n—l('xi - 1) + QT¢+1,--.,T7L71 (xiJrl) (pOI‘ (29))
B
S Z Qr;@,.“,rn,l(mk - 1) + Qri,...,rn,1 (xz - 1) + QTZ'+1,...7TTL71 (7’1%@)
B
= Qur (@ = 1)+ Qr oy, (22) (por (2.7))
k=1

i—1
S ZQ'I‘kwﬂ‘nq(yk - 1) + Q"’im-nrnfl(yi - 1) por ser x; < y;
k=1

i—1 n
<Y Qs U= D)+ Qo Wi = D)+ D Qo (g — 1)
k=1 k=i+1
= f(W1s-- - Yn)-
O
En seguida, de la demostracién anterior, se desprende el
Corolario 1 Sean (z1,...,2,), (Y1, Yn) € I(r1,...,rm_1), entonces
fx1, .., 2n) < f(yr,...,yn) S0y solo si existe 0 < i <n tal que x; < y; y x; =y,
para j < i.

11



Lema 8 La funcion f es suprayectiva.

Demostracion. Sea (z1,...,2,) € I(r1,...,Th-1).
Por un lado tenemos
(a) si 0 <z, < 71251, €ntonces

fley.. . x4+ 1) = f(z1,...,2,) + 1.
Esto es cierto ya que

n—1
F@nan+1) =) Qrer s (@ = 1) + Qrry (2 +1) = 1)
k=1
n—1
= Qs (= 1)+ (7 — 1) + 1) + 11
k=1

n—1
= ZQrk,...,rn_1<xk - 1) + an,rn_1 (xn - 1) + 1

k=1
= f(xy,...,z,) + L.
Asi mismo tenemos
(b) si &y, =rp_12n_1y (21,...,2,) # (0,...,0), entonces

flzy, .. 2 +1,0,...,0) = f(x1,...,2,) + 1

donde 7 es tal que x; < r;_jz;_; con x; = r;r; para j =i+ 1,...,n— 1.
Comprobémoslo:
i—1
f(xb cey Tt 17 07 s 70) = Z QTk,mJ‘nfl (xk - 1) + Qri,mﬂ'nfl((z‘i + 1) - 1)
k=1
i—1
= Z Qrk,...mn,1 ('Ik - 1) + Qri,...,rn,1(xi)
k=1
i—1 n

= Queras @ = 1)+ > Qyy (w — 1) + 1 por el lema 6

k=1 k=i
= f(z1,...,2,) + L.

Ahora bien, sea A € N, puesto que f(0,0,...,0) = 0, se utilizan (a) y (b) para
encontrar un (zy,...,&,) € I(ry,...,r—1) tal que f(z1,...,2,) = A

O

Por lo tanto, tenemos que f es una funciéon de empacamiento y por el corolario 1,
tenemos que f € DF,, ., ,(n).

Resumimos este capitulo con el proximo resultado:

12



Teorema 3 Sean ri,72,...,1r,_1 enteros positivos, consideremos el sector entero multi-
dimensional 1(ry,72,...,m7n—1) en N", entonces la funcion

f:I(ry,...,rpn1)— N

flr1, 20,0 2y) = Z Qrporvrn 1 (T — 1),
k=1

es una funcion de empacamiento diagonal.

13



Capitulo 3

Formula polinomial

En este capitulo expresaremos a las funciones T, ., .. (%) ¥ Qr ro...rn,(x) como
polinomios de variable x. Para probar esto, para cualquier entero positivo r se requiere
construir una familia recursiva de polinomios de variable 7,

k .
. r) [
(Pt = 2ol () 1= 100 m)

cuyos coeficientes 05:3. (cuando no haya confusién omitiremos el super indice (7)) satis-
facen

k—j+1

1
Ckj = Z (Z) Ch—sj—1 Para k > j > 2 con ¢pq = (TZ ) k>2yc=r (3.1)

s=1

Debido a que ¢11 =7y ¢k = rck—14-1 para k > 2, se sigue que ¢ = r¥ for k> 1.
Ejemplo 1. Para n = 3, tenemos

e o= () (Y man=e (o) (7

Sea r, i dos enteros positivos y cualquier entero 0 < t < r. No es dificil probar que
para cualquier entero positivo k,

14



ri . i—1 r . i—1 r rj+i-1
J rj+¢ S
= . 4
(1) - ( L)Y (") 34)
Jj=0 Jj=0 £=0 j=0 =1 s=0

Estas identidades de los coeficientes binomiales seran utilizados en la prueba del
siguiente lema.

Lema 9 Sea r un entero positivo. Entonces, para cualquier entero positivo i y cualquier
entero 0 <t <,

() - i (o ()

Demostracion. Damos una prueba inductiva sobre k. Cuando k = 1, por (3.2)-(3.4)
obtenemos

Dado que (Z) (Tzl
k> 2, utlhzaremos (3.
Parte A. Por (3.2), (3.

P, o(i) y ir = P.1(7), la formula es vélida para k = 1. Para
para dar la prueba en dos partes:

3)
4) e hipétesis de induccién obtenemos

15
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Parte B. También de (3.2), (3.4), parte A, e hipétesis de induccién tenemos

S () )

Jj=1 J

Finalmente, las partes A, B y (3.3) implican el lema.

[

En el siguiente teorema mostraremos que las funciones Ty, v, . () Y Qry o1 ()
pueden ser extendidos a polinomios de variable x.

Para simplificar la notacion, denotamos los coeficientes cg;)

TTn,Tn—l('T) =1 y an,rn,l(x) =xz+1.

por cgj i Recordemos que

Teorema 4 Sean ry,ro,...,7,_1 enteros positivos. Entonces
2 i2+1 in—2+1 T
_ 1) (n—2) (n—3) (1)
Toiirgin s (T) = €11 E €9y Cigt+1ys """ E Cipot1lin_1\ (3.5)
T A . — n—1
i9=1 i3=1 in—1=1

+Tr1,-..,rn—2(x)v

2 i2+1 in—2+1 41
n—1 n—2 n—3 1
QT17T27---7T’n—1 (x) = Cg,l ) Z Cé,iz ) CZ('2+1,)7;3 e Z cl('n),2+1,in,1 (Z 1 + 1) (36)

i9=1 i3=1 in—1=1

+Qry,..irno (T).

Ademds, ambas funciones Ty, vy v 1(T) Y Qpyig....rn o (T) sSON polinomios de variable x
de grado n — 1 y n respectivamente.

Demostracion. Por el lema 1 tenemos

T

T z+1
Tn(g;):|ET(2,J;)|:Z1:r1x+1:c§}{(1>+Tl(x), Qn(x):cgff( ) )+x+1.

11=0

17



Asi el teorema se cumple para n = 2. Supongamos que n > 2. Del lema 1 y la hipdtesis
de induccion se sigue que

T T2J2 Tn—1Jn—1 rT

TT‘1,7"2,...,Tn_1($) = Z Z T Z 1= Z Tr‘g,...,?“n—1(j2)
J2=0j3=0 Jn=0 J2=0
1T 2 io+1 tn—3+1 ]
- A Y 2 ()
jo=0 in=1 ig=1 in_a=1 n—2
rix
+ Z TTZ:---J‘an (]2>
J2=0
io+1 in—3+1 rx .
J2
= Z C2 Ji2 Z 22+1 13 ’ Z Cln 3+1in_2 Z (Z >
io=1 ig=1 in_o=1 j2=0 n—2
rix
) Ty (3.7)
Jj2=0

Sin embargo, del lema 9 obtenemos

rT ] in—2+1 T
2 T
E (Z ) = Plein72+1 (I) = : : C'Enlf)2+17in*1 ( ) '

_ Uy —
j2=0 N2 in—1=1 n-t

Usando la anterior identidad (3.7) obtenemos

2 12+1 ip—3+1 rT j
(n—1) (n—2) (n—3) (2) 2
€11 C2.iy Cig+liz """ Cin—s+1in_2 i

in=1 is=1 in_a=1 jo=0 \'M—2
2 i2+1 in—3+1 in—2+1 -
_ (n—1) § : (n—2) § : § : § :
- €11 €2,i, l2+1 13' cln 3+1in—2 cZn 2+1 in—1 (38)
fo— ; n—1
i12=1 i3=1 tp—o=1 tn—1=1

Por otro lado, de (2.4) tenemos

Tz riT r2j2 Tn—2in—2

ZTTQ, Y j2 Z Z Z 1=1T 71,72,y T — 2(513') (39)

Jj2=0 j2=01i3=0 in_1=0

Entonces (3.7), (3.8) y (3.9) impican la relacién (3.5). Es evidente que (3.8) resulta ser un
polinomio de variable x. Ademads, por hipétesis de induccion T, ,, . . ,(z) es también
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un polinomio de variable x. Por lo tanto T, ,, . ,. ,(x) es un polinomio de variable .
Por (3.5) es claro que i,,_1 < n — 1; por lo que el grado de este polinomio es n — 1.
Ahora mostramos (3.6). Usando (3.5), podemos ver que

n n—1
Yy )
Toprn ) = dn,j( ) +> dnl,j( ) + 1,
=1 J7 53 J

donde las d; ;’s no dependen de y. Por el lema 1 obtenemos Q,, ... .. ,(z) = Z T2 (Y),
y=1

para 1 < m < n—1. Usando estas dos identidades y (3.2) se prueba el resto del teorema.
O
Como corolario del teorema anterior se desprende que la funcién de que definimos en

el Capitulo 2, es un polinomio de n variables.
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Futuras direcciones

En estre trabajo hemos construido un polinomio de empacamiento para cualquier
sector entero multidimensional. Ahora la tarea siguiente sera construir mas polinomios
de empacamiento sobre sectores enteros multidimensionales. Més aun, utizando métodos
similares a los que utilizé6 Nathanson en R? se deberia poder encontrar una corresponden-
cia entre los polinomios de empacamiento sobre el sector (oo, ..., 00) y los polinomios
de empacamiento sobre ciertos sectores enteros multidimensionales.

La definicién de sector puede ser generalizada aun més; por ejemplo en R?, sean
0 < a < f < oo definimos el sector

I :={(z,y) € N’|az < y < Bz},

en los cuales para ciertos a y [ racionales se pueden conseguir resultados analogos a los
del Capitulo 1.

Por 1ltimo, juntando los resultados anteriores ya podremos hablar de polinomios de
empacamiento sobre sectores racionales multidimensionales generalizados.
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