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La matemática-verdad lo trae cada matemático den-
tro de si mismo. El sufrimiento, el gozo, el triunfo,
el fracaso, los elogios y la pasión; todo eso que hay
en este arte de contrastes, de luz y sombra, de exhal-
tación y amargura, de héroes y truhanes, lo vamos
viviendo los matemáticos. Algunos caminarán todo
el tiempo sin llegar jamás a ningún lado en ese labe-
rinto mil veces peor que el del minotauro porque éste
es un camino que se recorre voluntariamente. Para el
que llega encontrar la verdad en las matemáticas, el
camino es aun más duro porque debe defenderlo con
la vida hasta la muerte. Aquel que descubrió la ver-
dad en las matemáticas y lo traiciona, preferirá no
haberlo descubierto nunca...

Jorge de Jesús “El Glison”
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2.1. Categoŕıa de correspondencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2. Motivos puros efectivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3. Motivos puros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3. Motivos puros de Chow 31
3.1. Propiedades básicas de motivos de Chow . . . . . . . . . . . . 31
3.2. Principio de identidad de Manin . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.3. El motivo de una curva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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Introducción

En palabras de A. Grothendieck ([15], pag. 198):

... la teoŕıa de motivos es una teoŕıa sistemática de “propiedades
aritméticas”de variedades algebraicas junto con su grupo de clase
de ciclos algebraicos módulo equivalencia numérica...

Varias teoŕıas de cohomoloǵıa juegan un papel importante en la geo-
metŕıa algebraica, estas teoŕıas tienen propiedades comunes y pueden en
algunos casos relacionarse por medio de morfismos espećıficos. Una teoŕıa
de cohomoloǵıa con coeficientes en un anillo F está dada por un funtor
contravariante H∗ de la categoŕıa de variedades algebraicas sobre un campo
k a la categoŕıa de F -álgebras graduadas (o más general, a una categoŕıa
tensor F -lineal). El funtor H∗ debe satisfacer ciertas propiedades, en parti-
cular, ciclos algebraicos en una variedad X deben de dar lugar a elementos
en H∗(X) y la estructura de ciclos algebraicos en X junto con el producto
de intersección deben reflejarse en la estructura de H∗(X). La cohomoloǵıa
étale, cohomoloǵıa de De Rham, cohomoloǵıa de Betti y la cohomoloǵıa cris-
talina son ejemplos de teoŕıas de cohomoloǵıa. Abstrayendo las propiedades
formales comunes de estas teoŕıas de cohomoloǵıa se obtiene la noción de
teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil, para la cual las teoŕıas anteriores son
ejemplos. Sin embargo, entre todas carecen de falta de cohesión.

La idea de una teoŕıa de cohomoloǵıa universal para variedades al-
gebraicas, lleva a Grothendieck a la formulación de la teoŕıa de motivos
a mediados de los años 60’s. Estrictamente hablando, dada una variedad
algebraica X sobre un campo k, el motivo de X es un objeto esencial en
la estructura de H∗(X) para cualquier teoŕıa de cohomoloǵıa, y por tanto
adquiere la información aritmética (geométrica) contenida en los ciclos al-
gebraicos en X. Para desarrollar una teoŕıa de motivos puros, Grothendieck
teńıa en mente que para todo campo k y toda relación de equivalencia ade-
cuada1 ∼ en ciclos algebraicos, debeŕıa de existir una ⊗-categoŕıa M∼(k)F

1La relación que Grothendieck teńıa en mente era la numérica.
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abeliana y semi-simple junto con un funtor contravariante:

h∼ : {k − variedades proyectivas y lisas} −→ M∼(k)F

que cumpliera en parte con los axiomas de una teoŕıa de cohomoloǵıa de
Weil, en el siguiente sentido:

− Fórmula de Künneth. Para todo X,Y ∈ P(k), existe un isomorfismo:

h∼(X × Y ) ∼= h∼(X)⊗ h∼(Y ).

− Dualidad de Poincaré. Existe un funtor de dualidad (−)∨ en M∼(k)F ,
de tal manera que para todo X ∈ P(k) se tiene una descomposición:

h∼(X) =

2d⊕
i=0

hi∼(X) donde
(
hi∼(X)

)∨
= h2d−i

∼ (X).

− Propiedad universal. Dada cualquier teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil
H∗ : P(k)op −→ GrVecK , existe un único funtor ωH que hace conmutar al
siguiente diagrama:

P(k)op H∗ //

h∼
��

GrVecK

M∼(k)F

ωH

88

al funtor ωH se le llama funtor realización. En particular, h∼ debe resumir
las propiedades que cumple una teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil. Si tal funtor
ωH existe, entonces todas las propiedades categóricas escritas en términos
de cohomoloǵıas de Weil seŕıan válidas si y sólo si son válidas en M∼(k)F .
Por ejemplo, los i-ésimos números de Betti bi seŕıan independientes de
la elección de la cohomoloǵıa. Inspirado en un término musical, A. Grothen-
dieck nombró a la categoŕıa M∼(k)F categoŕıa de motivos. En la música,
un motivo es una ĺınea melódica que a lo largo de la composición puede ser
interpretado por varios instrumentos. En este sentido, el motivo h∼(X) es
un objeto interpretado por distintas teoŕıas de cohomoloǵıa.

En este trabajo, nos concentraremos en los motivos asociados a las varie-
dades proyectivas y lisas sobre un campo arbitrario k. La construcción de la
categoŕıa de motivos puros depende exclusivamente de la elección de una re-
lación de equivalencia adecuada en ciclos algebraicos de variedades sobre k.



Introducción xi

Es decir, dada una relación de equivalencia adecuada ∼ que satisface ciertas
propiedades, es posible construir una categoŕıa F -lineal y pseudo-abeliana
M∼(k)F . Contrario a lo que historicamente se esperaba, la construcción de
los motivos puros es totalmente incondicional. Sin embargo, muchas de las
buenas propiedades de la que goza dependen de conjeturas en ciclos alge-
braicos, las llamadas conjeturas estándar de Grothendieck, formuladas en
[15]. La estructura de este trabajo es la siguiente.

En el caṕıtulo 1, hacemos un repaso sobre ciclos algebraicos y el pro-
ducto de intersección. Se define también el concepto de relación de equiva-
lencia adecuada sobre tales ciclos. En este caṕıtulo introducimos la noción
de teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil y algunos ejemplos particulares de rela-
ciones de equivalencias adecuadas. Finalmente presentamos la definición de
correspondencia cohomológica y se prueba la fórmula de traza de Lefschetz.

En el segundo caṕıtulo, se construyen los motivos puros a partir de una
equivalencia adecuada ∼. El primer paso es considerar la linealización de
la categoŕıa de variedades proyectivas y lisas sobre un campo k, obtenien-
do aśı la categoŕıa de correspondencias. La envoltura pseudo-abeliana de
Corr∼(k)F nos permite obtener a la categoŕıa Meff

∼ (k)F de motivos puros
efectivos. Finalmente, mediante un proceso de inversión obtenemos a la cate-
goŕıa de motivos puros M∼(k)F . Esta categoŕıa viene junto con un ⊗-funtor
h∼ : P(k)op → M∼(k)F , llamado funtor de cohomoloǵıa mot́ıvica.

En el caṕıtulo 3, consideramos principalmente a la categoŕıa de motivos
puros de Chow CHM(k)F . Se prueba en ella propiedades muy importantes,
las cuales pueden ser transportadas sin ninguna dificultad a una categoŕıa
de motivos puros en general M∼(k)F . El producto ×k en la categoŕıa de
variedades proyectivas y lisas sobre k induce una estructura tensorial en
CHM(k)F con identidad 1 correspondiente a Spec(k). La recta proyectiva
P1 se descompone en la categoŕıa como 1 ⊕ L donde L es el motivo de
Lefschetz. Se prueba que CHM(k)F es una categoŕıa pseudo-abeliana (en
general no-abeliana) y que cuenta con un funtor de involución. Finalmente se
presenta una herramienta muy poderosa en el cálculo de motivos, a saber, el
principio de identidad de Manin y también el motivo asociado a una curva.

En el último caṕıtulo se prueba un resultado crucial en la teoŕıa de
motivos puros. El teorema de Jannsen: el cual prueba que la categoŕıa
M∼(k)F es abeliana y semi-simple si y sólo si ∼ = ∼num.

A manera de apéndice, revisamos las definiciones de ⊗-categoŕıas y ca-
tegoŕıas ŕıgidas, aśı como la noción de categoŕıa Tannakiana.
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Caṕıtulo 1

Eqivalencias adecuadas y cohomoloǵıas de Weil

Sean k un campo y denotemos por P(k) la categoŕıa de variedades pro-
yectivas y lisas sobre k. Una variedad X se asume como un esquema
reducido, no necesariamente irreducible; de hecho es crucial permitir unio-
nes disjuntas finitas de irreducibles. La categoŕıa P(k) es una ⊗-categoŕıa
(no aditiva), con producto ×k el producto fibrado sobre k, donde la conmu-
tatividad restringida está dada por cXY : X × Y → Y × X, y con unidad
p := Spec(k). En este primer caṕıtulo damos los ingredientes principales de
la teoŕıa de motivos puros: equivalencias adecuadas y cohomoloǵıas de Weil.

1.1. Ciclos algebraicos

Un ciclo algebraico en una variedad X ∈ P(k) es una suma formal finita
Z =

∑
α nαZα de subvariedades irreducibles Zα en X, tales que nα ∈ Z.

Si toda Zα tiene la misma codimensión q, decimos que Z es un ciclo de
codimensión q en X. Denotamos al grupo abeliano libre generado por las
subvariedades irreducibles de codimensión q en X como:

Zq(X) := {ciclos algebraicos de codimensión q en X}.

En términos de dimensión tenemos a Zq(X), el grupo abeliano libre gene-
rado por las subvariedades irreducibles de dimensión q en X. A los elementos
de Zq(X) se les conoce como ciclos de dimensión q ó q-ciclos. Si X es pura
de dimensión d, entonces Zq(X) = Zd−q(X) para 0 ≤ q ≤ d.

1.1.1. Teoŕıa de intersección (R. Hartshorne [16], Apéndice A). Existe
un producto bilineal parcialmente definido en ciclos algebraicos, a saber el
producto de intersección:

Zp(X) × Zq(X)
·X−→ Zp+q(X)

(α, β) 7→ α ·X β

1



2 Relaciones de equivalencias adecuadas

donde [X] ∈ Z0(X) (el ciclo asociado a X, W. Fulton [14] 1.5) es el ele-
mento unidad. La intersección de dos subvariedades irreducibles V y W es
definido si V y W intersectan propiamente, es decir, que cada compo-
nente T de V ∩ W tiene codimensión codimX(V ) + codimX(W ). En este
caso, las multiplicidades son dadas por la fórmula de intersección de
Serre (J. P. Serre, [34]). Si f : X → Y es un morfismo en P(k), dado que
f es propio entonces por (W. Fulton [14], 1.4) tenemos un push-forward
f∗ : Zq(X) → Zq(Y ), (respetando la graduación por dimensión) esta cons-
trucción es funtorial (covariante). En el sentido contravariente tenemos el
pull-back de un morfismo plano f (W. Fulton [14], 1.7), el cual respeta la
graduación por codimensión f∗ : Zq(Y ) → Zq(X). De manera más general,
cualquier correspondencia α ∈ Z∗(X × Y ) nos da dos homomorfismos
“aditivos” parcialmente definidos:

α∗ : Z∗(X) → Z∗(Y ); γ 7→ prY ∗
(
α · pr∗X(γ)

)
∈ Z∗(Y ),

α∗ : Z∗(Y ) → Z∗(X); γ 7→ prX∗
(
α · pr∗Y (γ)

)
∈ Z∗(X),

donde prX : X × Y → X y prY : X × Y → Y son las proyecciones.

Nota. El producto de intersección y la acción de correspondecias en ciclos
no siempre están definidos. Para ello necesitamos encontrar un “buena re-
lación” en ciclos algebraicos, la cual garantice que estas operaciones estén
definidas en clases de ciclos. Una forma de extender estas operaciones de
manera global, es introduciendo la noción de equivalencia adecuada sobre
tales ciclos (P. Samuel, [31]). Esto permitirá tener un control del producto
de intersección sobre clases de ciclos. Este es el tema de la sección siguiente.

1.2. Relaciones de equivalencias adecuadas

Sea F un anillo conmutativo, para una variedad X sobre k y q ∈ N:

Zq(X)F :=
{∑

rαZα | rα ∈ F y Zα ⊂ X de codim. q
}

= Zq(X)⊗Z F

es el F -módulo libre generado por las subvariedades irreducibles de X de
codimensión q. A los elementos de Zq(X)F se les conoce como ciclos alge-
braicos de codimensión q con coeficientes en F . En este caso, consi-
deremos Z∗(X)F :=

⊕
q≥0 Z

q(X)F (generalmente usaremos F = Q).

Definición 1.2.1 Una relación de equivalencia ∼ en ciclos algebraicos (no
trivial) es adecuada (U. Jannsen, [17]), si para cada X,Y ∈ P(k) se tiene:
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i) ∼ es compatible con la estructura F -lineal y la graduación de Z∗(X)F .

ii) Dados α y β en Z∗(X)F existe un ciclo α′ ∈ Z∗(X)F de tal manera
que α ∼ α′ y α′ intersecta propiamente con β en X.

iii) Para γ ∈ Z∗(X)F y todo α ∈ Z∗(X × Y )F que intersecta propiamente
con pr∗X(γ), tenemos que α∗(γ) := (prY )∗(pr∗X(γ) · α) ∼ 0 si γ ∼ 0.

Las condiciones (i) y (ii) implican que el producto de intersección par-
cialmente definido en Z∗(X)F , está completamente definido en el cociente:

Z∗∼(X)F := Z∗(X)F / Z∗(X)∼,F

donde Z∗(X)∼,F := {Z ∈ Z∗(X)F | Z ∼ 0}. De la misma forma, la condición
(iii) implica que la formación de pull-back (γ = Γt

f ) es contravariante con
valores en F -álgebras Z∗∼(X)F , y covariante en la formación de push-forward
(γ = Γf ), pero esta última con valores en F -módulos Z∼∗(X)F . Estas dos
estructuras se relacionan mediante la fórmula de proyección:

f∗(α ·X f∗(β)) = β ·Y f∗(α)

donde α ∈ Z∗∼(X)F y β ∈ Z∗∼(Y )F . Por otro lado, dado un cuadrado
cartesiano en P(k):

X ′
f ′ //

p′

��

X

p

��
Y ′

f // Y

se cumple la fórmula f∗ ◦ p∗ = p′∗ ◦ f ′∗.

Entre las equivalencias adecuadas existe un orden parcial: decimos que
∼1 es más fina que ∼2, y escribimos ∼1 � ∼2, si α ∼1 0 implica que α ∼2 0.
Ejemplos de equivalencias adecuadas son las siguientes.

Ejemplo 1.2.2 Un ciclo α ∈ Zq(X)F es racionalmente equivalente a
cero (α ∼rac 0) si existe un ciclo β =

∑
niβi ∈ Zq(X × P1)F , tales que las

proyecciones πi : βi → P1 sean dominantes y se cumpla que:

α =
∑

[βi(0)]− [βi(∞)],

donde [βi(t)] := prX∗[π
−1
i (t)] para t ∈ P1. El hecho de que equivalencia

racional sea un equivalencia adecuada se sigue de la teoŕıa de intersección,
el punto crucial es el (ii) de la definición 1.2.1:



4 Relaciones de equivalencias adecuadas

Lema 1.2.3 (Lema del movimiento de Chow) Sean α ∈ CHq(X)F
y β ∈ CHp(X)F . Entonces existen representantes en Zq(X)F y Zp(X)F
respectivamente, que intersectan propiamente. El producto de intersección
α ·X β ∈ CH∗(X)F es independiente de la elección de los representantes.

El conjunto de ciclos racionalmente triviales forma un subgrupo, escribimos:

CHq(X) := Zq(X) / {ciclos racionalmente equivalentes a cero},

para el q-ésimo grupo de Chow de X. En CH∗(X) =
⊕d

q=0CH
q(X)

tenemos definido un buen producto, el cual en los componentes es dado por:

CHp(X)× CHq(X)
·X−→ CHp+q(X)

(α, β) 7−→ α ·X β

Es claro que este producto es conmutativo. Con respecto a la suma y
producto de intersección de clases de ciclos CH∗(X) es un anillo graduado
y CH∗(X)F un F -álgebra graduada, donde la unidad es 1 = [X]. Este
anillo es conocido como el anillo de Chow1 de X. Observemos también
que el producto de intersección es asociativo, puesto que resulta ser igual a
la siguiente composición (W. Fulton [14], 8.1):

CHp(X)× CHq(X)
×−→ CHp+q(X ×X)

∆∗−→ CHp+q(X)

donde ∆: X → X×X es el morfismo diagonal. Se prueba además que, ∼rac

es la más fina entre todas las equivalencias adecuadas (U. Jannsen, [17]).

Ejemplo 1.2.4 La descripción anterior de equivalencia racional, nos per-
mite definir también a la equivalencia algebraica ∼alg, pero esta parame-
trizada por una curva proyectiva y lisa arbitraria. Es claro que si α ∼rac 0
entonces α ∼alg 0, pero en general no son iguales. Por ejemplo, si C es una
curva eĺıptica y a, b son dos puntos distintos. Entonces Z = a − b no es el
divisor de una función, sin embargo Z es algebraicamente equivalente a cero.

Ejemplo 1.2.5 La equivalencia nilpotente-smash (⊗-nil) es otra relación
de equivalencia adecuada importante, introducida por V. Voevodsky en [35].
Un ciclo α ∈ Z∗(X)F es ⊗-nilpotente a cero, α ∼⊗nil 0, si existe n > 0 tal
que: α× α× · · · × α︸ ︷︷ ︸

n−veces

es racionalmente equivalente a cero en Xn.

1El anillo de Chow CH∗(X) =
⊕d

q=0 CH
q(X) es un análogo algebraico para el anillo

de cohomoloǵıa
⊕d

i=0H
2i(X,Z), en topoloǵıa algebraica.
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Ejemplo 1.2.6 Sea X ∈ P(k), en particular X es completa. Luego el mor-
fismo estructural p : X → Spec(k) induce el siguiente morfismo de grado2

en clases de 0-ciclos, definido para α =
∑
ni.pi ∈ CH0(X) como:

gr(α) :=

∫
X
α =

∑
ni[k(pi) : k].

Un ciclo α ∈ CHq(X)F es numericamente equivalente a 0 (α ∼num 0)
si para todo ciclo β ∈ CHd−q(X)F , se tiene que gr(α · β) = 0. La relación
∼num es adecuada en ciclos algebraicos (P. Samuel [31], pag. 474), y es la
menos fina entre todas las equivalencias adecuadas. Definimos:

N q(X) := Zqnum(X) = Zq(X)/{equivalencia numérica}.

1.3. Cohomoloǵıas de Weil

Sea K un campo de caracteŕıstica cero. Denotemos por GrVecK a la ⊗-
categoŕıa ŕıgida de K-espacios vectoriales Z-graduados de dimensión finita,
donde la conmutatividad está dada por la regla de signos de Koszul. En esta
sección recolectamos algunos resultados importantes, sin demostración, que
se usarán en las secciones siguientes (S. Kleiman, [21]) y (A. De Jong, [9]).

Definición 1.3.1 Una teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil consiste de:

D1) Un funtor contravariante:

H∗ : P(k) −→ GrVecK

dado por X 7→
⊕

n∈ZH
n(X). El producto de α, β ∈ H∗(X) se denota

como α ∪ β y se le llama producto copa3.

D2) Existe un K-espacio vectorial 1-dimensional K(−1) := H2(P1), el cual
nos define a la torcedura de Tate:

(−r) := −⊗H2(P1)⊗r : GrVecK −→ GrVecK

dada de la siguiente forma. Para un K-espacio vectorial V ∈ GrVecK
y r ∈ Z, definimos V (−r) := V ⊗K H2(P1)⊗r.

2Esto se cumple dado que push-forward de morfismos propios factorizan a través de
grupos de Chow (W. Fulton [14], Teorema 1.4).

3Recordemos que conmutatividad graduada quiere decir: α ∪ β = (−1)δα·δββ ∪ α,
donde δα (resp. δβ) es el grado del elemento homogéneo α (resp. β).
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D3) Para toda variedad proyectiva y lisa X pura de dimensión dX , existe
un morfismo de traza Tr = TrX : H2dX (X)(dX)→ K.

D4) Para cada X ∈ P(k) y toda subvariedad irreducible Z de codimensión
q, existe una clase fundamental clX(Z) ∈ H2q(X)(q).

Estos datos satisfacen las siguientes propiedades:

W1) Cada H i(X) es un K-espacio vectorial de dimensión finita. En el caso
que i /∈ {0, . . . , 2dX}, se tiene que H i(X) = 0.

W2) (Fórmula de Künneth) Dadas dos variedades X,Y ∈ P(k). Las
proyecciones prX : X × Y → X y prY : X × Y → Y inducen un
homomorfismo de K-álgebras:

H∗(X)⊗K H∗(Y ) → H∗(X × Y ); α⊗ β 7→ pr∗X(α) ∪ pr∗Y (β)

el cual es un isomorfismo.

W3) (Dualidad de Poincaré) Para toda variedad proyectiva, lisa y cone-
xa X, el morfismo de traza Tr : H2dX (X)(dX)→ K es un isomorfismo.
Para toda 0 ≤ i ≤ 2dX , el producto copa induce un apareamiento:

〈 , 〉 : H i(X)×H2dX−i(X)(dX) → K; (α, β) 7→ TrX(α ∪ β)

el cual es un apareamiento perfecto.

W4) Para X,Y dos variedades proyectivas y lisas, el morfismo de traza
TrX×Y : H2dX+2dY (X × Y )(dX + dY )→ K satisface que:

TrX×Y (pr∗X(α) ∪ pr∗Y (β)) = TrX(α) TrY (β),

donde α ∈ H2dX (X)(dX) y β ∈ H2dY (Y )(dY ). Esta propiedad se puede
escribir como TrX×Y = TrX⊗TrY , dado que α⊗β = pr∗X(α)∪pr∗Y (β).

Observaciones 1.3.2 a) La traza TrSpec(k) establece el siguiente isomor-
fismo: H∗(Spec k) = H0(Spec k) ∼= K.

b) Push-forward en cohomoloǵıa. Sea f : X → Y un morfismo en
P(k). Entonces tenemos f∗ := H∗(f) : H∗(Y )→ H∗(X), dualidad de
Poincaré asocia a f∗ un morfismo:

f∗ : H∗(X)(dX) → H∗+2r(Y )(r), (r = dY − dX)
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caracterizado por la conmutatividad del siguiente diagrama:

H2dX−i(X)(dX)×H i(X)

f∗
��

// H2dX (X)(dX)

f∗
��

TrX // K

H2dX−i(Y )(dY )×H2r+i(Y )

f∗

OO

// H2dY (Y )(dY )
TrY // K

es decir, dada α ∈ H i(X), el push-forward de α se define como el
único elemento f∗(α) ∈ H2r+i(Y )(dY − dX) tal que:

TrX
(
α ∪ f∗(β)

)
= TrY

(
f∗(α) ∪ β

)
para toda β ∈ H2dX−i(Y )(dX). En el mismo diagrama, estos dos mor-
fismos se relacionan mediante la fórmula de proyección:

f∗(f
∗(β) ∪ α) = β ∪ f∗(α).

c) Si X ∈ P(k) y p : X → Spec(k) el morfismo estructural, entonces el
morfismo de traza coincide con el siguiente push-forward:

TrX : H2d(X)(dX)
p∗−→ H0(Spec k)

∼=−→ K.

De manera más general, para todo morfismo f : X → Y se tiene que:

TrX : H2dX (X)(dX)
f∗−→ H2dY (Y )(dY )

TrY−→ K.

1.3.3. Dada una teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil H. La propiedad (D4) de
1.3.1 se extiende por linealidad a un mapeo de ciclos:

clqX : Zq(X) → H2q(X)(q).

Este mapeo refleja la estructura de uno de los grupos en el otro, relacionando
producto de intersección con producto copa. El mapeo de ciclos clqX factoriza
a través de CHq(X), y aśı tenemos la definición siguiente.

Definición 1.3.3 Dada una teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil H∗, definimos
el mapeo de clases de ciclos:

clqX = clqX,H : CHq(X) → H2q(X)(q)

asociado a H de la siguiente manera. Para un ciclo α =
∑
niZi de codimen-

sión q en una variedad proyectiva y lisa X, sea:

clqX(α) :=
∑

nicl(Zi) ∈ H2q(X)(q).
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Propiedades. La unidad del álgebra H∗(X) es cl0X([X]).

− clX×Y es compatible con “productos externos”:

clp+qX×Y (α× β) = clpX(α)⊗ clqY (β).

− La composición de cldX con el morfismo de traza TrX coincide con el
morfismo de grado en 0-ciclos.

− Si f : X → Y es un morfismo en P(k), el morfismo de clases ciclos
conmuta con el pull-back inducido en cohomoloǵıa y en anillos de Chow:

CHq(Y )F
clqY //

f∗

��

H2q(Y )(q)

f∗

��

CHq(X)F
clqX //

f∗
��

H2q(X)(q)

f∗
��

CHq(X)F
clqX // H2q(X)(q) CHr(Y )F

clrY // H2r(Y )(r)

es decir, f∗ ◦ clY = clX ◦ f∗ y f∗ ◦ clX = clY ◦ f∗, donde r = q + dY − dX .

− Usando la propiedad anterior, se prueba que el mapeo de clases de
ciclos es compatible con productos (producto de intersección en CH∗(X) y
producto copa en H∗(X)). En efecto, dado que α · β = ∆∗(α× β):

clp+qX (α · β) = clp+qX

(
∆∗(α× β)

)
= ∆∗

(
clp+qX (α× β)

)
= ∆∗

(
clpX(α)⊗ clqX(β)

)
= clpX(α) ∪ clqX(β).

En particular, clX : CH∗(X)→ H2∗(X)(∗) es un homomorfismo de anillos.

Definición 1.3.4 Sea H∗ una teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil. Un ciclo α ∈
Zq(X)F es homologicamente trivial (α ∼hom 0), si clqX(α) = 0.

La definición de equivalencia homológica depende (a priori) de la elec-
ción de una teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil, ∼hom define una relación de
equivalencia adecuada en ciclos algebraicos. Denotemos por:

EH∗(X) := Z∗(X)/{equivalencia homológica}

al anillo graduado de ciclos algebraicos módulo ∼hom.

1.3.5. Cohomoloǵıas de Weil clásicas. A principios de los años 60’s
Grothendiek, junto con Artin y Verdier dessarrollaron la cohomoloǵıa `-
ádica. Desde ese momento ya exist́ıa una teoŕıa de cohomoloǵıa para cada
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número primo ` distinto de la caracteŕıstica p del campo base k. Por otro la-
do, en caracteŕıstica cero existian también las cohomoloǵıas clásicas de Betti
y De Rham. En el caso car(k) 6= 0, Grothendieck introdujo la cohomoloǵıa
cristalina como un sustituto de la cohomoloǵıa `-ádica en el caso ` = p.

Ejemplos 1.3.5 Aqúı, k es el campo base y K el campo de coeficientes:

− Sea X una variedad sobre un campo k de caracteŕıstica p ≥ 0, con
cerradura separable k. Si ` 6= p es un primo, la cohomoloǵıa `-ádica de la
variedad X ∈ P(k) es definida como la cohomoloǵıa étale de X ×k k:

Hq
` (X) := Hq

ét(X ×k k,Q`) = ĺım
←−

Hq
ét(X ×k k,Z/`

nZ)⊗Z` Q`.

La cohomoloǵıa `-ádica es una cohomoloǵıa de Weil con coeficientes en Q`.

− Sea k un campo de caracteŕıstica cero junto con un encaje k ↪→ C.
La cohomoloǵıa de Betti de una variedad X ∈ P(k) es la cohomoloǵıa
singular de X(C) con coeficientes en Q:

Hq
B(X) := Hq(X(C),Q).

Cohomoloǵıa de Betti es una cohomoloǵıa de Weil con coeficientes enK = Q.

− Sea k un campo de caracteŕıstica cero. La cohomoloǵıa de De Rham
algebraica de una variedad X sobre k se define en términos de de la hiper-
cohomoloǵıa de Zariski del complejo de formas diferenciales de Kähler:

Hq
DR(X) := HZar(X,Ω

∗
X/k).

Esta es una teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil con coeficientes en K = k.

− Si k es un campo de caracteŕıstica p > 0, sea W (k) el anillo de vecto-
res de Witt y KWitt = W (k)[1/p] su campo de fracciones. La cohomoloǵıa
cristalina H∗cris(X) = H∗cris(X/W (k)) ⊗W (k) KWitt es una teoŕıa de coho-
moloǵıa de Weil con coeficientes en KWitt.

De esta manera, existe una buena cantidad de teoŕıas de cohomoloǵıa,
las cuales son ejemplos de lo que llamamos teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil:

P(k)
H`

ttiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

HDRzzuuuuuuuuuu

HB $$JJJJJJJJJ
Hcris

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

GrVecQ` GrVeck GrVecQ GrVecW (k)[1/p].
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Las cuales tienen propiedades similares, incluso en caracteŕıstica cero
existen teoremas de comparación entre ellos:

Teorema de Artin : Hq
` (X) ∼= Hq

B(X)⊗Q Q` si k = C.

Teorema de De Rham : Hq
DR(X)⊗k C ∼= Hq

B(X)⊗Q C si k ⊂ C.
1.3.6. Esta relación entre las distintas teoŕıas de cohomoloǵıa no es una
casualidad, y con el fin de comprender esto, Grothendieck esperaba que
existiera una teoŕıa de cohomoloǵıa universal para variedades algebraicas:
la teoŕıa de motivos. Grothendieck pensaba que de existir, esta fuera una
⊗-categoŕıa Q-lineal, abeliana y semisimple con funtores realización a las
distintas teoŕıas de cohomoloǵıas de Weil.

GrVecQ`

GrVeck

P(k) //

H`

00

HDR
00

HB ..

Hcris

--

{Motivos}

==

66

((

!!

...

GrVecQ

GrVecW (k)[1/p].

1.4. Resultados y conjeturas en ciclos algebraicos

Algunos resultados sobre ciclos algebraicos y relaciones de equivalencias ade-
cuadas definidas sobre ellos, son los siguientes:

Observaciones 1.4.1 i) Equivalencia algebraica es más fina que la equi-
valencia nilpotente-smash ([1], prop. 3.2.4.1 y [28], apéndice B).

ii) La equivalencia algebraica es más fina que la equivalencia homológica
([28], Lema 1.2.18).

iii) Si α ∼⊗nil 0, entonces se tiene que α× · · · × α ∼rac 0. Luego:

0 = clXn(α× · · · × α) = clX(α)⊗ · · · ⊗ clX(α)︸ ︷︷ ︸
n−veces

.
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Por lo tanto, clX(α) = 0 y aśı se tiene que α ∼hom 0.

iv) Si α ∼hom 0 entonces para una cohomoloǵıa de Weil H∗, se tiene que
clqX(α) = 0. Si β ∈ CHd−q(X), puesto que:

cldX(α · β) = clqX(α) ∪ cld−qX (β)

y dado que el siguiente diagrama conmuta (propiedades 1.3.3):

CHd(X)
cldX //

gr

��

H2d(X)(dX)

TrX
��

Z � � // K

se tiene que: gr(α ·β) = TrX
(
clqX(α)∪cld−qX (β)

)
= TrX(0) = 0. De esta

manera obtenemos que α ∼num 0.

En el sentido de establecer una comparación entre las distintas relaciones
de equivalencias adecuadas, se tiene la siguiente relación:

∼rac � ∼alg � ∼⊗nil � ∼hom � ∼num si F ⊃ Q.

Una importante conjetura es la siguiente, la cual forma parte del ambicio-
so proyecto diseñado por A. Grothendieck en los años 60’s. A este programa
lo bautizó con el nombre de conjeturas estándar (A. Grothendieck [15]).

Conjetura 1.4.2 (D(X)-Grothendieck) Z∗hom(X)Q
?
= Z∗num(X)Q: equi-

valencia homológica coincide con equivalencia numérica.

Si la conjetura estándar de tipo D se satisface, entonces equivalencia
homológica es independiente de la elección de la cohomoloǵıa de Weil H∗.
En [35], Voevodsky conjetura lo siguiente:

Conjetura 1.4.3 (Voevodsky) ∼⊗nil
?
= ∼num .

Observación 1.4.4 Puesto que ∼⊗nil � ∼hom, luego la conjetura de Voe-
vodsky, implica la conjetura estándar (D) de Grothendieck. Recientemente
en [19], B. Kahn y R. Sebastian prueban que en variedades abelianas A de
dimensión menor e igual a 3, se tiene que Z2

⊗nil(A)F = Z2
hom(A)F , es decir,

ciclos algebraicos homologicamente triviales son nilpotentes-smash.

1.4.5. Si k es un campo algebraicamente cerrado, se cumple:
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• Teorema de Matsusaka: Divalg(X)⊗Q = Divnum(X)⊗Q.

• El grupo de Néron-Severi:

NS(X) := Z1(X) / {equivalencia algebraica} = Divalg(X)

es un grupo abeliano finitamente generado.

• (Clemens-Griffiths) Existe una variedad proyectiva, lisa e irreduci-
ble X de dimensión 3, de tal manera que el grupo de Griffiths:

Griff2(X) := Z2(X)hom / Z2(X)alg

satisface que dimQ(Griff2(X)⊗Q) =∞.

• Si Pic(X) denota el grupo de clases de isomorfismos de haces inverti-
bles en X, entonces tenemos que:

CH1(X) ∼= Pic(X) ∼= H1(X,O∗X).

1.5. Correspondencias cohomológicas y fórmula de traza

En esta sección, fijemos una teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil H∗.

Proposición 1.5.1 Sean X,Y ∈ P(k) de dimensiones dX y dY respectiva-
mente, y r ∈ Z. Entonces existe un isomorfismo canónico:

H2dX+r(X × Y )(dX) ∼=
⊕
j≥0

HomK

(
Hj(X), Hj+r(Y )

)
.

Demostración. Este resultado se obtiene aplicando fórmula de Künneth
y dualidad de Poincaré. De manera más expĺıcita tenemos que:

H2dX+r(X × Y )(dX) ∼=
⊕

H2dX−j(X)(dX)⊗Hj+r(Y )

∼=
⊕

Hj(X)∨ ⊗Hj+r(Y )

∼=
⊕

HomK

(
Hj(X), Hj+r(Y )

)
,

donde (−)∨ representa el dual como espacio vectorial, y todas las sumas van
desde 0 hasta 2dX . �

Entonces, por la fórmula de Künneth y dualidad de Poincaré nos queda:

H∗(X × Y )(dX) ∼= H∗(X)(dX)⊗H∗(Y ) ∼= HomK(H∗(X), H∗(Y )),
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donde a un elemento α = x ⊗ y ∈ H∗(X × Y )(dX) con x ∈ H∗(X) y
y ∈ H∗(Y ), se le hace corresponder una transformación lineal α∗ dada por:

α∗(z) := TrX(z ∪ x) y.

Definición 1.5.2 Una correspondencia cohomológica de grado r de X
a Y , es un elemento de H2dX+r(X×Y )(dX). Si X es pura de dimensión dX ,
denotamos a las correspondencias de grado r de X a Y como HCorrr(X,Y ).

Las correspondencias cohomológicas operan en cohomoloǵıa, es decir, si
α ∈ HCorrr(X,Y )(dX) es una correspondencia, entonces se tiene:

α∗ : H i(X) −→ H i+r(Y )

x 7→ prY ∗
(
pr∗X(x) ∪ α

)
donde prX y prY son las proyecciones obvias. Por otra parte, si consideramos
una correspondencia β ∈ HCorrs(Y,W )(dY ), entonces la fórmula:

γ := (prXW )∗
(
(prXY )∗(α) ∪ (prYW )∗(β)

)
∈ HCorrr+s(X,W )(dX)

cumple con la propiedad γ∗ = β∗ ◦ α∗ ∈
⊕

j≥0 HomK

(
Hj(X), Hj+r+s(W )

)
.

Transposición de correspondencias. Sea cXY : X × Y → Y ×X el iso-
morfismo de simetŕıa. Dualidad de Poincaré nos da el siguiente isomorfismo:

H2dX+r(X × Y )(dX)
cXY ∗ // H2dX+r(Y ×X)(dX)

HCorrr(X,Y )
(−)t // HCorr2dX−2dY +r(Y,X)(dX − dY )

el cual asigna a una correspondencia cohomológica α de X a Y de gra-
do r, su correspondencia transpuesta cXY ∗(α) = αt, la cual es una co-
rrespondencia de Y a X de grado 2dX − 2dY + r. Para α de la forma
u⊗ w ∈ H2dX−i(X)(dX)⊗H i+r(Y ) usamos la regla de signos de Koszul:

(u⊗ w)t = (−1)(2dX−i)(i+r)w ⊗ u = (−1)i(i+r)w ⊗ u.

Estas descripciones nos servirán para dar la fórmula de traza de Lefs-
chetz, ya que nos permiten calcular el grado de intersección entre morfismos
en general, independientemente de que provengan de funciones de X a Y .
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Teorema 1.5.3 (Fórmula de traza de Lefschetz) Sean α ∈ HCorrr(X,Y )
y β ∈ HCorr−r(Y,X). Entonces se cumple que:

TrX×Y (α ∪ βt) = 〈α, βt〉X×Y =

2dX∑
j=0

(−1)jTrj(β∗ ◦ α∗|Hj(X))

donde Trj(β∗ ◦α∗) denota la traza del operador β∗ ◦α∗ en el espacio Hj(X).

Demostración. Por la fórmula de Künneth y por bilinealidad, uno puede
suponer que α = u⊗ v y β = v′⊗ u′ con u ∈ H2dX−i(X)(dX), v ∈ H i+r(Y ),
v′ ∈ H2dY −i−r(Y )(dY ) y u′ ∈ H i(X). Entonces α (resp. β) se anula fuera de
H i(X) (resp. H i+r(Y )) y para x ∈ H i(X), y ∈ H i+r(Y ) se tiene que:

α∗(x) = 〈x, u〉 w y β∗(y) = 〈y, w′〉 u′.

De esta manera β∗ ◦ α∗ = 〈x, u〉〈w,w′〉u′, luego Tr(β∗ ◦ α∗) = 〈u′, u〉〈w,w′〉.
Por otra parte:

〈α, βt〉X×Y = (−1)i(i+r)〈u⊗ v, u′ ⊗ v′〉X×Y
= (−1)i(i+r)TrX×Y (u⊗ v ∪ u′ ⊗ v′)
= TrX×Y (u ∪ u′ ⊗ v ∪ v′)
= 〈u, u′〉〈v, v′〉 = (−1)i(2dX−i)〈u′, u〉〈v, v′〉
= (−1)Tr(β∗ ◦ α∗).

De esta manera queda probada la fórmula de traza de Lefschetz. �



Caṕıtulo 2

La construcción de los motivos puros

Partiendo de la categoŕıa P(k), tres pasos son necesarios para llegar a la de-
finición de motivos puros. A saber, los procesos de “linealización”, “pseudo-
abelianización” e “inversión”. Considerar a los motivos puros como triples
se debe principalmente a U. Jannsen en [17]. Esta definición es equivalente a
las consideradas por M. Demazure [11], S. Kleiman [20] y Yu I. Manin [24].

2.1. Categoŕıa de correspondencias

El primer paso en la definición de los motivos puros, es la construcción de
la categoŕıa aditiva Corr∼(k)F . Esta construcción consiste en enriquecer el
conjunto de morfismos entre dos variedades X,Y ; considerando para ello
clases de ciclos algebraicos en X × Y .

Definición 2.1.1 Sean X,Y ∈ P(k) y ∼ una equivalencia adecuada. El
F -módulo de correspondencias algebraicas entre X y Y se define como:

Corr∗∼(X,Y )F := Z∗∼(X × Y )F .

Para α ∈ Corr∗∼(X,Y )F , escribimos α : X ` Y . Una correspondencia
algebraica de X a Y se dice que tiene grado r si está en Zd+r(X×Y )F , con
X pura de dimensión d. En el caso general, al grupo de correspondencias de
grado r lo denotamos como:

Corrr∼(X,Y )F =
⊕

Corrr∼(Xi, Y )F =
⊕

Zdi+r∼ (Xi × Y )F ,

donde X = qXi es la descomposición de X en componentes irreducibles Xi,
tales que di = dim Xi. El isomorfismo de simetŕıa cX,Y : X × Y → Y ×X
induce un isomorfismo de transposición:

Corrr∼(X,Y )F → Corrr+dim(X)−dim(Y )
∼ (Y,X)F ; α 7→ αt := cX,Y ∗(α),

donde a cada correspondencia α de grado r de X a Y , le asocia su trans-
puesta αt como correspondencia de Y a X de grado r+ dim(X)− dim(Y ).

15
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Ejemplo 2.1.2 Si f : Xd → Ye es un morfismo entre variedades proyectivas
y lisas sobre k, donde X y Y son puras de dimensión d y e respectivamente.
Entonces el ciclo asociado a la gráfica Γf resulta ser una correspondencia de
X a Y de grado e−d, luego Γt

f es una correspondencia de Y a X de grado 0.

En particular, si X = Y y f = 1X , entonces Γf = Γt
f = ∆X ∈ Corr0

∼(X,X)F
es el ciclo definido por la diagonal de X ×X.

2.1.3. El álgebra de correspondencias. Dadas tres variedades X,Y y
W en P(k), consideremos el diagrama de proyecciones siguiente:

X × Y ×W
prXY

wwooooooooooo
prXW

��

prYW

''OOOOOOOOOOO

X × Y X ×W Y ×W.

Para dos correspondencias α ∈ Corrr∼(X,Y )F y β ∈ Corrs∼(Y,W )F defi-
nimos la composición β • α, como la correspondencia:

β • α := prXW ∗
(
pr∗XY (α) · pr∗YW (β)

)
∈ Corrr+s∼ (X,W )F .

Proposición 2.1.3 La composición • de correspondencias es asociativa.

Demostración. Sean α : X ` Y , β : Y `W y γ : W ` Z correspondencias.
En la prueba detallaremos en las proyecciones, sólo omitiremos el super-
ı́ndice XYWZ. Notemos que tenemos el siguiente cuadrado cartesiano:

X × Y ×W × Z
prXYW//

prXWZ

��

X × Y ×W
prXYWXW

��
X ×W × Z

prXWZ
XW // X ×W.

Por lo que tenemos que (prXWZ
XW )∗ ◦ (prXYWXW )∗ = (prXWZ)∗ ◦ (prXYW )∗.

Ahora, por definición de composición tenemos que γ • (β • α) es igual a:

prXWZ
XZ∗

(
prXWZ∗
XW

(
prXYWXW∗ (prXYW∗XY (α) · prXYW∗YW (β))

)
· prXWZ∗

WZ (γ)
)

= prXWZ
XZ∗

(
prXWZ∗(pr∗XYW (prXYW∗XY (α) · prXYW∗YW (β))) · prXWZ∗

WZ (γ)
)
.

Puesto que pr∗XYW es compatible con el producto de intersección, nos queda:

pr∗XYW (prXYW∗XY (α)·prXYW∗YW (β)) = pr∗XYW (prXYW∗XY (α))·pr∗XYW (prXYW∗YW (β)),
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y dada la funtorialidad del pull-back, entonces:

γ • (β • α) = prXWZ
XZ∗ (prXWZ∗(pr∗XY (α) · pr∗YW (β)) · prXWZ∗

WZ (γ)).

Usando ahora la fórmula de proyección nos queda que:

prXWZ∗(pr∗XY (α) · pr∗YW (β)) · prXWZ∗
WZ (γ)

= prXWZ∗
(
(pr∗XY (α) · pr∗YW (β)) · pr∗XWZ(prXWZ∗

WZ (γ))
)
.

Finalmente, usando la funtorialidad del push-forward y del pull-back:

γ • (β • α) = prXWZ
XZ∗ (prXWZ∗((pr∗XY (α) · pr∗YW (β)) · pr∗XWZ(prXWZ∗

WZ (γ)))

= prXZ∗((pr∗XY (α) · pr∗YW (β)) · pr∗WZ(γ))

= prXZ∗(pr∗XY (α) · (pr∗YW (β) · pr∗WZ(γ))).

La última igualdad se obtiene usando la asociatividad del producto de in-
tersección. Un razonamiento similar para (γ • β) • α nos lleva a la misma
fórmula. Con lo cual, la proposición queda probada. �

Se tiene claramente que si α : X ` Y , entonces α •∆X = α = ∆Y • α.
Esta composición de correspondencias induce un homomorfismo F -bilineal:

Corr∗∼(X,Y )F × Corr∗∼(Y,W )F
•−→ Corr∗∼(X,W )F ,

la cual entre otras cosas también cumple con (W. Fulton [14], Prop. 16.1.1.),
para f : X → Y y g : Y →W , y correspondencias α : X ` Y y β : Y `W :

i) Γg • α = (1X × g)∗(α) y β • Γf = (f × 1W )∗(β).

ii) Γg • Γf = Γg ◦ f .

iii) (β • α)t = αt • βt y (αt)t = α.

Observación 2.1.4 En Corr0
∼(X,X)F la composición • induce una estruc-

tura de F -álgebra asociativa (en general no conmutativa), con unidad ∆X .
Este álgebra viene junto con una involución dada por la transposición (−)t.

Definición 2.1.5 Un proyector para X es un elemento p ∈ Corr0
∼(X,X)F

idempotente, es decir, p • p = p. Dos proyectores p, q ∈ Corr0
∼(X,X)F se

dice que son ortogonales si p • q = q • p = 0.
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Definición 2.1.6 Sea ∼ una relación de equivalencia adecuada. Definimos
la categoŕıa de correspondencias Corr∼(k)F , como la categoŕıa que
tiene como objetos variedades proyectivas y lisas sobre k y morfismos:

Corr∼(k)F (X,Y ) := Corr0
∼(X,Y )F =

⊕
Zdim(Xi)
∼ (Xi × Y )F

donde la composición es la composición de correspondencias (2.1.3).

2.1.6. La clase de la diagonal ∆X es la identidad de X ∈ Corr∼(k)F .
Para “distinguirlos” de los objetos de P(k), a los objetos de la categoŕıa de
correspondencias los denotaremos como X. Esta categoŕıa es F -lineal, donde
las sumas finitas están dadas por las sumas disjuntas entre variedades:

X ⊕ Y := X q Y ,

si α : X → Y (α : X ` Y ) y β : X ′ → Y ′, definimos α⊕ β := (α, β) como:

(α, β) ∈ Corr∗∼(X,X ′)⊕ Corr∗∼(Y, Y ′) ↪→ Corr∗∼(X q Y,X ′ q Y ′).

El objeto cero (es decir, inicial y terminal a la vez) de Corr∼(k)F es la varie-
dad vacia. El producto ×k en P(k) induce una estructura tensor (monoidal
simétrica) en Corr∼(k)F , de la siguiente manera:

X ⊗ Y := X ×k Y ,

y para morfismos (correspondencias) α : X → Y y β : X ′ → Y ′ definimos:

α⊗ β := pr∗XY (α) · pr∗X′Y ′(β)

para las siguientes proyecciones:

prXY : (X × Y )× (X ′ × Y ′) → X × Y

prX′Y ′ : (X × Y )× (X ′ × Y ′) → X ′ × Y ′.

La ⊗-unidad en la categoŕıa Corr∼(k)F es 1 = Spec(k). La categoŕıa P(k)
se encaja de manera fiel en la categoŕıa de correspondencias v́ıa el funtor
contravariante, el cual es la identidad en objetos:

h∼ : P(k) −→ Corr∼(k)F

y a f : X → Y en P(k), le asocia Γt
f : Y ` X. La cual es una correspondencia

de grado cero, y es claro que Γg◦f = Γg •Γf . Este es un ⊗-funtor, y se sigue
del hecho de que (α⊗ β)t = αt ⊗ βt y además que Γf×g = Γf ⊗ Γg.
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Observación 2.1.7 Existen objetos no-isomorfos en P(k) los cuales son
isomorfos en Corr∼(k)F bajo el funtor h∼. A saber, sobre k = C, una
superficie de Enriques S no es biracional a su fibración Jacobiana J , ya
que este último es racional, sin embargo si ∼=∼rac, hrac(S) ∼= hrac(J) en
Corrrac(C)Z[1/2] como se puede ver en (K. Coombes, [5]).

El siguiente resultado se sigue de manera similar a la proposición 2.1.3,
siempre usando la fórmula de proyección.

Proposición 2.1.8 (Manin, [24]) Dadas correspondencias α1 : X1 ` Y1,
α2 : X2 ` Y2, β1 : Y1 ` W1 y β1 : Y2 ` W2. Entonces:

(α1 ⊗ α2) • (β1 ⊗ β2) = (α1 • β1)⊗ (α2 • β2).

2.1.9. La acción de correspondencias en ciclos. Sea α ∈ Corr∗∼(X,Y )F .
Para γ ∈ Z∗∼(X)F y ξ ∈ Z∗∼(Y )F , definimos:

α∗ : Z∗∼(X)F → Z∗∼(Y )F ; α∗(γ) := prY ∗
(
α · pr∗X(γ)

)
∈ Z∗∼(Y )F .

α∗ : Z∗∼(Y )F → Z∗∼(X)F ; α∗(ξ) := prX∗
(
α · pr∗Y (ξ)

)
∈ Z∗∼(X)F .

Como casos especiales de esta construcción, tenemos que si f : X → Y
es un morfismo entre variedades proyectivas y lisas, entonces se tiene que
f∗ = (Γf )∗ y también f∗ = (Γf )∗ = (Γt

f )∗.

Lema 2.1.9 Si α : X ` Y y β : Y ` Z. Entonces se tienen las siguientes
compatibilidades:

(β • α)∗ = β∗ ◦ α∗, (β • α)∗ = α∗ ◦ β∗, (αt)∗ = α∗.

Demostración. Sea γ ∈ Z∗∼(X)F = Z∗∼(Spec(k) × X)F , entonces en la
acción que induce α en las clases de ciclos, podemos identificar a α∗(γ) con
α • γ ∈ Z∗∼(Y )F = Z∗∼(Spec(k)× Y )F . Luego tenemos que:

(β • α)∗(γ) = β • α • γ = β • (α • γ) = β∗(α∗(γ)).

De manera similar a lo anterior, podemos identificar a α∗(ξ) con ξ • α,
para ξ ∈ Z∗∼(Y )F = Z∗∼(Y × Spec k)F . Por lo tanto se obtienen las pri-
meras dos propiedades. Para la tercera, observemos que si γ ∈ Zq∼(X)F =
Zq∼(Spec(k)×X)F = Corrq∼(Spec(k), X)F , luego la transpuesta de γ resul-
ta ser una correspondencia de X a Spec(k) de grado q − d. Por lo tanto,
γt ∈ Zq∼(X × Spec k)F y no es mas que γ. Luego tenemos que:

α∗(γ) = (α∗(γ))t = (γ • α)t = αt • γ = (αt)∗(γ).
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En particular Corr∼(X,X)F → End(Z∗∼(X)F ) : α 7→ α∗ es un homomor-
fismo de anillos. �

Un resultado muy útil en correspondencias es (W. Fulton, [14] p. 306):

Lema 2.1.10 (Lieberman) Sean γ ∈ Corr∗∼(X,Y )F , α ∈ Corr∗∼(X,X ′)F
y β ∈ Corr∗∼(Y, Y ′)F . Entonces, en el diagrama:

X
� γ

_

α

Y_

β

X ′
x

αt

� ___ Y ′

se tiene que (α× β)∗(γ) = β • γ • αt ∈ Corr∗∼(X ′, Y ′)F .

Demostración. Consideremos las siguientes proyecciones:

X × Y X ×X ′ × Y × Y ′
prXX

′Y Y ′
XYoo

prXX
′Y Y ′

X′Y ′ // X ′ × Y ′ .

Dado que α× β ∈ Corr∗∼(X × Y,X ′ × Y ′)F , entonces por definición:

(α× β)∗(γ) = (prXX
′Y Y ′

X′Y ′ )∗
(
(α× β) · (prXX

′Y Y ′
XY )∗(γ)

)
.

El isomorfismo de simetŕıa: X × X ′ × Y × Y ′
∼=−→ X ′ × X × Y × Y ′, nos

permite considerar a αt en vez de α y nos da la siguiente expresión:

(α× β)∗(γ) = (prX
′XY Y ′

X′Y ′ )∗
(
(αt × β) · (prX

′XY Y ′
XY )∗(γ)

)
,

puesto que αt×β = (prX
′XY Y ′

X′X )∗(αt) · (prX
′XY Y ′

Y Y ′ )∗(β). Entonces nos queda:

(α×β)∗(γ) = (prX
′XY Y ′

X′Y ′ )∗
(
(prX

′XY Y ′
X′X )∗(αt)·(prX

′XY Y ′
Y Y ′ )∗(β)·(prX

′XY Y ′
XY )∗(γ)

)
.

Consideremos ahora el siguiente diagrama conmutativo:

X ′ ×X × Y × Y ′
pr //

prX
′XY Y ′

X′Y ′
��

X ′ × Y × Y ′

prX
′Y Y ′

X′Y ′uukkkkkkkkkkkkkk

X ′ × Y ′

donde pr = prX
′XY Y ′

X′Y Y ′ = pX
′XY

X′Y × 1Y ′ . De la última igualdad obtenemos una
nueva expresión para (α× β)∗(γ), de la siguiente forma:

(prX
′Y Y ′

X′Y ′ )∗
(
pr∗[(prX

′XY Y ′
X′X )∗(αt) · (prX

′XY Y ′
XY )∗(γ) · pr∗(prX

′Y Y ′∗
Y Y ′ (β))]

)
.
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Aplicando la fórmula de proyección, nos queda entonces que la expresión
pr∗[(prX

′XY Y ′
X′X )∗(αt) · (prX

′XY Y ′
XY )∗(γ) · pr∗(prX

′Y Y ′∗
Y Y ′ (β))] es igual a:

pr∗[(prX
′XY Y ′

X′X )∗(αt) · (prX
′XY Y ′

XY )∗(γ)] · prX
′Y Y ′∗

Y Y ′ (β),

y como pr = prX
′XY

X′Y × 1Y ′ , luego:

pr∗[(prX
′XY Y ′

X′X )∗(αt) · (prX
′XY Y ′

XY )∗(γ)] = prX
′Y Y ′∗

X′Y (γ • αt).

De esta manera resulta que:

(prX
′Y Y ′

X′Y ′ )∗

(
prX

′Y Y ′∗
X′Y (γ • αt) · prX

′Y Y ′∗
Y Y ′ (β)

)
= β • γ • αt.

Por lo tanto (α× β)∗(γ) = β • γ • αt, y la fórmula queda probada. �

2.1.11. La acción de correspondencias en cohomoloǵıa. Dada una
correspondencia α ∈ Corrr∼(X,Y )F con ∼ más fina o igual a la equivalencia
homológica. Entonces α opera en cohomoloǵıas de Weil como:

α∗ : H∗(X) → H∗+2r(Y )(r)

x 7→ prY ∗
(
pr∗X(x) ∪ clX×Y (α)

)
donde prX y prY son las proyecciones de X×Y sobre X y Y respectivamente.

Ejemplo 2.1.11 Si f : X → Y es un morfismo en P(k) con X pura de
dimensión dX , para Γt

f ∈ Corr0
∼(Y,X)F se tiene que:

f∗ := (Γt
f )∗ : H∗(Y ) → H∗(X).

Si Y es pura de dimensión dY , para Γf ∈ CorrdY −dX∼ (X,Y )F nos queda:

f∗ := (Γf )∗ : H∗(X) → H∗+2(dY −dX)(X)(dY − dX).

Para dos correspondencias α ∈ Corrr∼(X,Y )F y β ∈ Corrs∼(Y,W )F , se
cumple que (β •α)∗ = β∗ ◦α∗. Equivalencia numérica opera en cohomoloǵıa
siempre y cuando se cumpla la conjetura estándar de tipo D (1.4.2).

2.1.12. Correspondencias algebraicas y cohomológicas. Correspon-
dencias algebraicas módulo equivalencia racional se relacionan con corres-
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pondencias cohomológicas v́ıa el mapeo de clases de ciclos:

CHdX+r(X × Y )F
cl // H2dX+2r(X × Y )(r)

Corrrrac(X,Y )F
cl //

∼=(−)t

��

HCorr2r(X,Y )(r)

∼= (−)t

��
Corrr+dX−dYrac (Y,X)

cl // HCorrr(Y,X)

el cual es estable bajo la composición de correspondecias.

Lema 2.1.12 Si α es una correspondencia algebraica: cl(αt) = (cl(α))t.

2.1.12. La conjetura de Künneth. Sea H∗ una teoŕıa de cohomoloǵıa de
Weil, con mapeo de ciclos clH . Para X ∈ P(k) irreducible de dimensión d,
por la fórmula de Künneth tenemos que:

H2d(X ×X) ∼=
2d⊕
i=0

H2d−i(X)⊗H i(X),

por dualidad de Poincaré y álgebra lineal tenemos 2d+ 1 clases de cohomo-
loǵıa πiH ∈ H2d(X ×X) ∼=

⊕
j≥0 HomK(Hj(X), Hj(X)) con i = 0, . . . , 2d;

llamados componentes de Künneth de la diagonal. De esta forma, πiH
induce una i-ésima proyección H∗ � H i(X) ↪→ H∗(X) y además:

clX×X(∆X) = π0
H + π1

H + · · ·+ π2d−1
H + π2d

H .

La conjetura estándar de tipo C(X) establece que “las clases de
cohomoloǵıa πiH son algebraicas”, es decir, existen ciclos algebraicos πi ∈
CHd(X ×X) (los cuales dependen de la elección de la cohomoloǵıa de Weil
H∗) tales que cl(πi) = πiH para i = 0, . . . , 2d. La conjetura de Künneth es
estable bajo productos, es decir, C(X) y C(Y ) implican C(X × Y ).

2.2. Motivos puros efectivos

Recordemos que una categoŕıa aditiva A es abeliana si todo morfismo
f : A → B en A tiene núcleo y conúcleo y además el morfismo canónico
coker(f)→ ker(f) es un isomorfismo. Sea A una categoŕıa F -lineal y A ∈ A.
Un endomorfismo p ∈ End(A) es llamado proyector si es idempotente, es
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decir, p ◦ p = p. Si p ∈ End(A) es un proyector, entonces 1A − p ∈ End(A)
es también un proyector. En efecto, puesto que A es F -lineal se tiene que:

(1A − p) ◦ (1A − p) = (1A ◦ 1A)− (1A ◦ p)− (p ◦ 1A) + (p ◦ p)
= 1A − p− p+ p2

= (1A − p).

Una categoŕıa F -lineal A es pseudo-abeliana si para cualquier objeto A ∈
A, todos los proyectores en End(A) tienen núcleo y el morfismo canónico:

ker p⊕ ker (1A − p)
∼=−→ A

es un isomorfismo1. Es claro que toda categoŕıa abeliana es pseudo-abeliana.
Dada una categoŕıa F -lineal A, es posible construir una categoŕıa F -lineal
pseudo-abeliana A\, en el cual se encaja de manera fiel y pleno v́ıa el funtor:

\ : A −→ A\

el cual es universal en el sentido que dado cualquier funtor F : A→ C, donde
C es una categoŕıa pseudo-abeliana, existe un funtor F -lineal G : A\ → C de
tal manera que el funtor F y el funtor composición G◦ \ son equivalentes. La
categoŕıa A\ se obtiene añadiendo formalmente núcleos de endomorfismos
idempotentes en A. Los objetos de A\ son entonces parejas de la forma (A, p)
con A ∈ A y p ∈ A(A,A) un endomorfismo idempotente. El F -módulo de
morfismos de (A, p) a (A′, p′) se define como:

A\
(
(A, p), (A′, p′)

)
:= p′ ◦A(A,A′) ◦ p.

La composición de morfismos es inducida por la composición de morfismos
en A. La categoŕıa que se obtiene es pseudo-abeliana y el funtor dado por:

\ : A 7→ (A, 1A)

es un encaje fiel y pleno, y satisface la propiedad universal anterior. A la ca-
tegoŕıa A\ se le conoce comunmente como la envoltura pseudo-abeliana2

de A. Si A tiene una estructura tensor, también lo hereda A\.

2.2.1. La categoŕıa Corr∼(k)F aunque es F -lineal, dista mucho de ser una
categoŕıa abeliana. En particular, no todos los morfismos idempotentes en

1Si A es una categoŕıa F -lineal, pseudo-abeliana y A un objeto de A, entonces todo
proyector p de A tienen imagen, de hecho Im(p) ∼= ker(1A − p) ([4], Cor. A.1.).

2También se le llama completación idempotente o envoltura de Karoubi de A.
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Corr∼(k)F corresponden a una descomposición en suma directa del objeto
subyacente. La siguiente construcción se obtiene a partir de la categoŕıa
Corr∼(k)F añadiendo formalmente núcleos de idempotentes.

Definición 2.2.1 La categoŕıa de motivos efectivos Meff
∼ (k)F se obtiene

de la categoŕıa Corr∼(k)F , considerando su envoltura pseudo-abeliana:(
Corr∼(k)F

)\
:= Meff

∼ (k)F .

En este sentido, la categoŕıa Meff
∼ (k)F consiste de parejas (X, p) con X ∈

P(k) y p ∈ Corr0
∼(X,X)F un proyector. Los morfismos (X, p) a (Y, q) son de

la forma f = q •f ′ •p con f ′ ∈ Corr0
∼(X,Y )F . La composición está dada por

la composición de correspondencias. Los morfismos de Meff
∼ (k)F tienen una

descripción alternativa, dada de la siguiente manera para f ∈ Corr0
∼(X,Y )F :

Meff
∼ (k)F

(
(X, p), (Y, q)

)
:= {f | f • p = q • f} / {f | f • p = q • f = 0}.

La categoŕıa Meff
∼ (k)F tiene también una estructura F -lineal, donde la

suma directa está dada como en la definición (2.1.6). De la misma manera
tiene una estructura tensor dada también como en (2.1.6). En resumen:

P(k)op −→ Corr∼(k)F
\−→ Meff

∼ (k)F

X 7→ X 7→ (X,∆X)

f : X → Y 7→ Γt
f : Y ` X

son ⊗-funtores, donde \ es fiel y pleno. Sin embargo, el funtor composición
hrac : P(k) → Meff

rac(k)F no es conservativo (inyectivo en objetos).

2.2.2. Motivo de Lefschetz efectivo. Sea X ∈ P(k) con un punto racio-
nal e : Spec(k)→ X, y con morfismo estructural p : X → Spec(k). Entonces
c := p ◦ e es un endomorfismo idempotente en X, luego c∗ tiene núcleo en
Meff
∼ (k)F , el cual se descompone como sumando directo. Este es el llama-

do motivo reducido ĥ∼(X) (Y. André [1], 4.1.2.1.), y no depende de la
elección de e (salvo isomorfismos). Entonces se tiene la siguiente descompo-
sición h∼(X) ∼= h∼(Spec k) ⊕ ĥ∼(X). En el caso de la recta proyectiva P1,
nos queda una descomposición de la forma h∼(P1) ∼= h∼(Spec k)⊕ ĥ∼(P1).
Al motivo ĥ∼(P1) := L se le llama motivo de Lefschetz ([1], 4.1.5).
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Para todo motivo M ∈Meff
∼ (k)F y todo entero r ≥ 0, escribimos:

M(−r) := M ⊗ L⊗r.

Proposición 2.2.2 El funtor − ⊗ L : Meff
∼ (k)F → Meff

∼ (k)F es un fun-
tor fiel y pleno, es decir, para cualesquiera M,N ∈ Meff

∼ (k)F , el mapeo
Meff
∼ (k)F (M,N)→Meff

∼ (k)F (M ⊗ L, N ⊗ L) es una biyección.

En otras palabras, lo que la proposición anterior quiere decir es que L
es un objeto quasi-invertible. Dada una ⊗-categoŕıa A y objeto pseudo-
invertible L en A tal que la permutación (1, 2, 3) actúa como la identidad en
L⊗3, entonces existe una ⊗-categoŕıa A[L−1] y un ⊗-funtor entre categoŕıas:

ι : A −→ A[L−1]

el cual es universal para funtores de ⊗-categoŕıas de A que envien a L a un
objeto invertible. De nuevo, ι : A → A[L−1] puede ser descrito facilmente
como sigue. Objetos de A[L−1] son parejas de la forma (A,m), donde A ∈ A

y m ∈ Z. El conjunto de morfismos entre (A,m) y (A′,m′) es descrito como:

lim−→
k>−m,−m′

A(A⊗ Lk+m, A′ ⊗ Lk+m′),

la composición es inducida por la composición en A. Finalmente, el funtor
ι : A → A[L−1] que env́ıa A a (A, 0) y φ : A → A′ a φ : (A, 0) → (A′, 0); es
en particular un funtor fiel y pleno.

2.3. Motivos puros

Finalmente tenemos la definición central de este trabajo. La categoŕıa de
motivos puros M∼(k)F := Meff

∼ (k)F [L−1] se obtiene añadiendo formalmente
⊗-inversos de L a Meff

∼ (k)F . Esta definición es equivalente a la siguiente:

Definición 2.3.1 La categoŕıa M∼(k)F de motivos puros, consta de:

Objetos: M = (X, p,m), donde:

� X es una variedad proyectiva y lisa sobre k (dim X = d);

� p ∈ Corr0
∼(X,X)F es un proyector;

� m un entero.
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Morfismos: Dados dos motivos M = (X, p,m) y N = (Y, q, n) en M∼(k)F .
El conjunto de morfismos de M a N se define como:

M∼(k)F (M,N) := q • Corrn−m∼ (X,Y )F • p.

Luego f : M → N es de la forma f = q • f ′ • p con f ′ ∈ Corrn−m∼ (X,Y )F .

Composición: La composición de morfismos está dada por la composición
de correspondencias, es decir, si f : X ` Y y g : Y `W , entonces:

g • f = prXW∗
(
pr∗XY (f) · pr∗YW (g)

)
: X `W.

La identidad de un motivo puro M = (X, p,m) es entonces:

1M = p = p •∆X • p ∈ p • Corr0
∼(X,X)F • p.

Con esto resulta que dos motivos M = (X, p,m) y N = (Y, q, n) son isomor-
fos si existen correspondencias f : X ` Y y g : Y ` X de grado n − m y
m− n respectivamente. De tal manera que si:

f = q • f ′ • p y g = p • g′ • q,

entonces:

g • f = p • g′ • q • f ′ • p = p y f • g = q • f ′ • p • g′ • q = q.

Observación 2.3.2 Del hecho de que f = q • f ′ • p se tiene que:

q • f = q2 • f ′ • p = f = q • f ′ • p2 = f • p.

Es decir, los triángulos del siguiente diagrama:

X
� f

_
p

�
f

AAAAAAA Y_
q

X
�
f

Y

conmutan. Como en el caso de Meff
∼ (k)F , el conjunto de morfismos de M a

N tiene una manera alternativa3 de verse, para f ∈ Corrn−m∼ (X,Y )F :

M∼(k)F (M,N) := {f | f • p = q • f} / {f | f • p = q • f = 0}.
3Esta es la formulación original de A. Grothendieck para morfismos (Y. Manin, [24]).
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En efecto, la asignación para f ∈ Corrn−m∼ (X,Y )F :

{f | f • p = q • f} 3 f 7→ q • f • p ∈ q • Corrn−m∼ (X,Y )F • p

define un isomorfismo. Para esto, si f ∈ Corrn−m∼ (X,Y )F se tiene que:

f • p = q • f =⇒ q • f • p = q • q • f = q • f
q • f = f • p =⇒ q • f • p = f • p • p = f • p,

y aśı está bien definido. También esto prueba que las f ∈ Corrn−m∼ (X,Y )F
tales que f • p = q • f = 0 conforman el núcleo, puesto que q • f • p =
0. Finalmente, el mapeo es suprayectivo, puesto que q • f • p mapea en
q2 • f • p2 = q • f • p y además:

q • (q • f • p) = q2 • f • p
= q • f • p
= q • f • p2 = (q • f • p) • p.

Nota. La construcción de los motivos puros que damos en esta sección, es
la construcción clásica de A. Grothendieck. En [17], U. Jannsen introduce
una construcción directa de la categoŕıa M∼(k)F como tripletas (X, p,m).
La importancia de la primera construcción, es que sirve de modelo en la
construcción de la categoŕıa triangulada de los motivos de Voevodsky [25].

2.3.3. Para cada X ∈ P(k), tenemos un motivo puro (X,∆X , 0). De esta
manera, la asignación X  (X,∆X , 0) define un funtor:

h∼ : P(k)op −→ M∼(k)F

f : X → Y 7→ Γt
f : h∼(Y )→ h∼(X)

al cual se le conoce como funtor de cohomoloǵıa mot́ıvica.

Para una correspondencia α ∈ Corr0
∼(X,Y )F se tiene un morfismo:

α∗ : h∼(X) → h∼(Y ),

dado que ∆Y • α •∆X = α y h∼(X) = (X,∆X , 0), para toda X ∈ P(k). En
particular, un ciclo α ∈ Zq∼(X)F induce un morfismo:

α : (Spec k,∆p, 0) → (X,∆X , q)
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ya que α se puede ver como correspondencia de Spec(k) a X de grado q. La
construcción de los motivos puros se resume en el siguiente diagrama:

P(k)op −→ Corr∼(k)F
\−→Meff

∼ (k)F
L−1

−→M∼(k)F

donde los últimos dos funtores son fieles y plenos, pero no esencialmente
suprayectivos. En M∼(k)F el conjunto de morfismos es un F -módulo y la
composición es F -bilineal, de hecho M∼(k)F es una categoŕıa F -lineal; la
descripción del coproducto la daremos después de introducir la estructura
tensorial. Naturalmente, el objeto cero de la categoŕıa de motivos puros
M∼(k)F , es el motivo asociado a la variedad vacia h∼(∅).

Ejemplo 2.3.3 Sea X una variedad proyectiva y lisa sobre k, irreducible
de dimensión d. Para cada punto k-racional4 e : Spec(k)→ X, los elementos
π0 := e × X y π2d := X × e definen dos proyectores en Corr0

∼(X,X)F .
Con esto tenemos definido dos motivos (A. J. Scholl, [32] 1.13), a los cuales
denotaremos de la siguiente forma:

h0
∼(X) := (X,π0, 0) y h2d

∼ (X) := (X,π2d, 0).

Es importante notar, que aunque los proyectores π0 y π2d dependen de la
elección de e ∈ X(k), los motivos son únicos salvo isomorfismos.

2.3.4. Cohomoloǵıa y motivos. Ahora veremos como podemos construir
funtores realización dada una teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil H∗. Si ∼
equivalencia adecuada más fina o igual a equivalencia homológica, para una
cohomoloǵıa de Weil H∗ construimos el funtor:

ωH : M∼(k)F −→ GrVecK .

Si M = (X, p,m) ∈M∼(k)F es un motivo, entonces p ∈ Corr0
∼(X,X)F .

Otra forma de pasar a cohomoloǵıa es mediante la siguiente identificación:

Corr0
∼(X,X)F = CHd

∼(X ×X)F
cl dX×X−→ H2d(X ×X).

Por dualidad de Poincaré y fórmula de Künneth, obtenemos que:

H2d(X ×X) ∼=
2d⊕
i=0

Hom
(
H i(X), H i(X)

)
Entonces el morfismo inducido en cohomoloǵıa es:

p∗ : H i(X) → H i(X).

4Si X no admite k-puntos racionales, podemos considerar un 0-ciclo positivo k-racional
p de grado n, y luego hacemos π0 := 1

n
(p×X) y π2d := 1

n
(X × p).
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Definición 2.3.4 Sea H∗ una cohomoloǵıa de Weil y M = (X, p,m) un
motivo. Definimos a los grupos de cohomoloǵıa de M como:

H i(M) := Im(p∗) ⊂ H i(X),

y sea H∗(M) :=
⊕

iH
i(M).

Como casos especiales tenemos los ejemplos H(X,π0, 0) = H0(X) y
H(X,π2d, 0) = H2d(X). Salvo la conjetura estándar tipo D, equivalencia
numérica no admite grupos de cohomoloǵıa.

2.3.5. Cambio de equivalencia adecuada. Si∼ es una relación de equiva-
lencia adecuada más fina que ≈, los homomorfismos suprayectivos canónicos
Z∗(X)F � Z∗≈(X)F inducen un funtor pleno canónico:

M∼(k)F −→ M≈(k)F .

Conjeturalmente estos funtores son esencialmente suprayectivos (Y. André [1],
4.2.1), el problema radica justamente en levantar correspondencias idempo-
tentes módulo ≈ en correspondencias idempotentes módulo ∼. En resumen,
tenemos los siguiente funtores:

P(k)op

hrac
��

Mnum(k)F

D(X)?

zz

Mrac(k)F //

CHF
��

Malg(k)F // M⊗nil(k)F // Mhom(k)F

∼=?

OO

ωH

��
Grupos de Chow

cl // GrVecK .

2.3.6. Motivos de Chow. Para equivalencia racional, importante por ser
la más fina entre todas las adecuadas, usaremos una notación especial:

CHM(k)F := Mrac(k)F motivos puros de Chow.

Si ∼ es otra equivalencia adecuada, tenemos siempre un funtor pleno:

CHM(k)F −→ M∼(k)F

(X, prac,m) 7→ (X, p∼,m).

En general estos funtores no son fieles, por ejemplo se tiene lo siguiente:
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Ejemplo 2.3.5 El funtor CHM(k)F → Mhom(k)F dado por:

(X, p,m) 7→ (X, phom,m)

no es fiel. Un ciclo α ∈ Z
q
rac(X)F es una correspondencia en Corrqrac(Spec k,X)

y luego un morfismo 1 = (Spec k,∆p, 0) → hrac(X)(q) = (X,∆X , q) en
CHM(k)F y un morfismo f : L⊗q → hrac(X). Si α es homologicamente tri-
vial pero no racionalmente equivalente a cero, entonces f 6= 0 pero fhom = 0.

Al funtor de cohomoloǵıa mot́ıvica asociado a ∼rac, hrac lo denotamos
como ch(−). En el siguiente caṕıtulo, trabajaremos sólo sobre esta categoŕıa.
Varios de los resultados que veremos pueden ser transportados sin ninguna
dificultad a cualquier categoŕıa de motivos puros M∼(k)F en general.



Caṕıtulo 3

Motivos puros de Chow

Este caṕıtulo está basado principalmente en el art́ıculo de A. J. Scholl sobre
motivos de Chow (Classical motives, [32]). También consideramos algunas
referencias de los dos textos que marcan tendencia actualmente en la teoŕıa
de motivos puros, en un aspecto aritmético el libro de Y. André [1] y en un
aire más geométrico el texto de Murre-Nagel-Peters [28].

3.1. Propiedades básicas de motivos de Chow

3.1.1. La ⊗-estructura. El producto fibrado ×k en la categoŕıa P(k) junto
con las restricciones a, c, u; inducen una ⊗-estructura en CHM(k)F .

Definición 3.1.1 Para dos motivos puros de Chow M = (X, p,m) y N =
(Y, q, n), definimos un producto de la siguiente manera:

M ⊗N := (X × Y, p⊗ q,m+ n)

donde p⊗ q := pr∗XX(p) ·pr∗Y Y (q) ∈ CHdim(X×Y )(X×Y ×X×Y )F está da-
do por la definición 2.1.6. El hecho de que p ⊗ q es una correspondencia
idempotente, se sigue de la proposición 2.1.8, puesto que:

(p⊗ q) • (p⊗ q) = (p • p)⊗ (q • q) = p⊗ q.

Este producto también induce un bifuntor F -bilineal:

CHM(k)F × CHM(k)F
⊗−→ CHM(k)F ,

que en morfismos de motivos fi : Mi = (Xi, pi,mi) → Ni = (Yi, qi, ni)
(i = 1, 2) representados por los ciclos ψi ∈ CH∗(Xi × Yi)F , está dado por:

f1 ⊗ f2 := pr∗X1Y1(ψ1) · pr∗X2Y2(ψ2) ∈ CH∗(X1 ×X2 × Y1 × Y2)F

31
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donde prXiYi es la proyección de X1×X2×Y1×Y2 sobre Xi×Yi (i = 1, 2). De
manera que CHM(k)F es una⊗-categoŕıa, la asociatividad y conmutatividad
(restringidas) son heredadas de P(k). La ⊗-unidad de CHM(k)F es el motivo
asociado a p = Spec(k), conocido como el motivo trivial:

1 = ch(Spec k) := (Spec k,∆p, 0).

En el sentido de que ch es en si una teoŕıa de cohomoloǵıa, existe una
versión de fórmula de Künneth para el funtor de cohomoloǵıa mot́ıvica.

Lema 3.1.2 El funtor ch : P(k)op −→ CHM(k)F es un ⊗-funtor.

Demostración. La fórmula es clara, para dos variedades X,Y ∈ P(k) se
cumple que:

ch(X × Y ) = ch(X)⊗ ch(Y ),

en efecto, ya que ∆X×Y = ∆X ⊗∆Y . Se tiene además que el funtor ch fac-
toriza a través de la categoŕıa Corrrac(k)F . �

En términos de morfismos, tenemos lo siguiente.

Definición 3.1.3 Un morfismo de motivos f : M → N es llamado nilpotente-
smash (1.2.5) si para algún entero n > 0, se tiene que:

f⊗n := f ⊗ · · · ⊗ f︸ ︷︷ ︸
n−veces

= 0.

Proposición 3.1.4 Sea f : M → N en CHM(k)F tal que f es nilpotente-
smash de orden n, entonces f es nilpotente, es decir, fn := f • · · · • f︸ ︷︷ ︸

n−veces

= 0.

Demostración. Sean M = (X, p,m) y N = (Y, q, n) dos motivos. Puesto
que f es un morfismo de M a N , entonces está representado por un ciclo
algebraico αf ∈ CH∗(X × Y )F . Ahora, consideremos a los siguientes mor-
fismos g1, . . . gn−1 : N →M representados por los ciclos βi ∈ CH∗(Y ×X)F
para toda i ∈ {1, . . . , n− 1}. Consideremos las proyecciones:

pri : X × Y ×X × Y × · · · ×X × Y → X × Y

dadas por pri(x1, y1, . . . , xn, yn) = (xi, yi),

pi : X × Y ×X × Y × · · · ×X × Y → X × Y
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definido por pi(x1, y1, . . . , xn, yn) = (yi, xi+1). También definamos:

P : X × Y ×X × Y × · · · ×X × Y → X × Y

dada por P (x1, y1, . . . , xn, yn) = (x1, yn). Puesto que:

f⊗n = f ⊗ · · · ⊗ f = pr∗1(αf ) · . . . · pr∗n(αf )

el cual por hipótesis es cero y por definición, la composición:

f • gn−1 • · · · • g1 • f

es representado por:

P∗
(
pr∗1(αf ) · p∗1(β1) · pr∗2(αf ) · p∗2(β2) · · · p∗n−1(βn−1) · pr∗n(αf )

)
,

puesto que 0 = f⊗n = pr∗1(αf ) · . . . · pr∗n(αf ), luego f • gn−1 • · · · • g1 • f = 0.
La nilpotencia de f se sigue de aplicar la misma receta a gi = 1M . �

3.1.5. Motivos de Tate. Otro objeto importante en la categoŕıa de motivos
de Chow es: 1(−1) := (Spec k,∆p,−1). A su ⊗-inverso lo denotamos como:

T := 1(1) = (Spec k,∆p, 1)

llamado motivo de Tate. Podemos también definir a los siguientes objetos:

1(r) := ch(p)(r) = (Spec k,∆p, r) = 1(1)⊗r

con r ∈ Z, 1(1)⊗r := 1(1)⊗ · · · ⊗ 1(1)︸ ︷︷ ︸
r−veces

. Estos objetos satisfacen que:

1(r)⊗ 1(s) = 1(r + s) = 1(s)⊗ 1(r),

luego son todos ⊗-invertibles. El motivo de Lefschetz efectivo L = (P1, [P1×
e], 0) es isomorfo al motivo 1(−1) en CHM(k)F , el isomorfismo no depende
realmente del punto e, podemos entonces escribir L = 1(−1) el motivo de
Lefschetz puro. Puesto que L = 1(−1) = T⊗(−1), entonces escribimos:

1(−1)⊗r = L⊗r = 1(−r) y 1(1)⊗r = T⊗r := 1(r)

para cada r ∈ Z. Notemos que L⊗0 = 1 = T⊗0. Con esta notación, tenemos
que (X, p, r) = (X, p, 0)⊗1(r). De manera más general, obtenemos un funtor:

(r) : CHM(k)F −→ CHM(k)F

M 7→ M ⊗ 1(r) = (X, p,m+ r)
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conocido como la torcedura de Tate1. Explicitamente, para un motivo
M ∈ CHM(k)F y r ∈ Z tenemos que:

M(r) :=

{
M ⊗ L⊗−r si r ≤ 0
M ⊗ T⊗r si r ≥ 0

Generalmente escribiremos Lr en vez de L⊗r, de la misma forma para T.

Proposición 3.1.5 Un motivo puro de Chow (X, p,m) es isomorfo a Lr
si y sólo si p ∈ CHdim (X)(X × X)F puede escribirse de la forma p =
pr∗1(u) · pr∗2(v) donde pri : X × X → X es la i-ésima proyección; u ∈
CHdim (X)−r−m(X)F y v ∈ CHr+m(X)F , en tal caso, gr(u · v) = 1.

Demostración. Si f : (X, p,m) → Lr = (Spec k,∆p,−r) es un isomor-
fismo con inverso g : Lr → (X, p,m), entonces f ∈ Corr−r−mrac (X,Spec k)F
y g ∈ Corrm+r

rac (Spec k,X)F . Luego en el diagrama:

X × Spec k ×X
pr12

vvlllllllllllll
pr13

��

pr23

))RRRRRRRRRRRRR

X × Spec k X ×X Spec k ×X.

Puesto que p = 1(X,p,m) = g • f = pr13∗
(
pr∗23(g) · pr∗12(f)

)
= pr∗2(g) · pr∗1(f),

entonces haciendo v = f y u = g se tiene la primera parte de la prueba.
Inversamente, supongamos que tenemos un motivo de Chow (X, p,m) con
p = pr∗1(u) · pr∗2(v) = u× v, el isomorfismo (X, p,m) → Lr está dado por:

u ∈ CHd−r−m(X)F • p = CHM(k)F
(
(X, p,m),Lr

)
,

con inverso:

v ∈ p • CHr+m(X)F = CHM(k)F
(
Lr, (X, p,m)

)
.

En efecto, puesto que gr(u · v) = 1. Considerando a u como un elemento de
Corr−r−mrac (X,Spec k)F y a v ∈ Corrm+r

rac (Spec k,X)F , se tiene que:

u • p = gr(u · v) · u = u y p • v = gr(u · v) · v = v.

Entonces para los dos morfismos u : (X, p,m) → Lr y v : Lr → (X, p,m),
tenemos que u • v = 1Lr y v • u = 1(X,p,m). Esto determina un isomorfismo
entre (X, p,m) y el motivo Lr. �

1En estructuras de Hodge Q(−1) := H2(P1) = L denota la estructura de Hodge Q de
tipo (−1,−1). Las estructuras de Hodge de tipo Tate están dadas por: Q(r) := [ 1

2πi
]−rQ.
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Corolario 3.1.6 Sea F un campo. Un motivo puro (X, p,m) es isomorfo a
1 si y solamente si p = pr∗1(α) · pr∗2(β) donde pr1,pr2 : X ×X → X son las
proyecciones; α ∈ CHdim(X)−m(X)F y β ∈ CHm(X)F .

3.1.7. La estructura pseudo-abeliana. La noción de suma directa de
motivos es ligeramente más complicada que la del producto. Una primera
definición de coproducto en CHM(k)F es la siguiente.

Definición 3.1.7 Si M = (X, p,m) y N = (Y, q, n) son dos motivos puros
de Chow con m = n, la suma directa se define como:

M ⊕N := (X q Y, p⊕ q,m)

p⊕ q es un idempotente, ya que está dado por el producto (p, q)
(
p
q

)
= (p, q).

La construcción general del coproducto la daremos un poco más adelante.

Ejemplo 3.1.8 Si Xd ∈ P(k), la correspondencia π+ := ∆X − π0 − π2d es
un proyector, ya que π0 y π2d son ortogonales. Entonces existe una descom-
posición de la forma (A. J. Scholl [32], 1.11-1.13):

ch(X) = ch0(X)⊕ ch+(X)⊕ ch2d(X),

donde ch+(X) := (X,π+, 0). Los motivos ch0(X) y ch2d(X) forman siempre
la parte trivial en la descomposición (Chow-Künneth, 3.4.1) del motivo
ch(X). Se prueba que ch0(X) es isomorfo siempre al motivo trivial 1, y
que para todas las variedades X de dimensión d los motivos ch2d(X) son
mutuamente isomorfos. De hecho, ch2d(X) ∼= Ld. Esto establece una nueva
descomposición del motivo asociado a X de la forma:

ch(X) = 1⊕ ch+(X)⊕ Ld.

Para la recta proyectiva P1 tenemos que la diagonal de P1 se descompone
en CH1(P1 × P1)F = Corr0

rac(P1,P1)F = F ⊕ F como:

∆P1 ∼rac [e× P1]− [P1 × e],

independientemente del punto e ∈ P1(k). Luego ch1(P1) = 0 y esto nos da
una descomposición del motivo ch(P1) := (P1,∆P1 , 0) asociado a la recta
proyectiva, de la siguiente forma:

ch(P1) = ch0(P1)⊕ ch2(P1)
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dado que ch0(P1) := (P1, [e × P1], 0) = 1 y que el motivo de Lefschetz
ch2(P1) := (P1, [P1×e], 0) = L es isomorfo al motivo 1(−1) = (Spec k,∆p,−1).
Por lo tanto, nos queda la siguiente descomposición: ch(P1) = 1 ⊕ 1(−1).
En general, la descomposición de una curva está totalmente descrita.

Ejemplo 3.1.9 Si M = (X, p,m) es un motivo, un proyector f en M es de
la forma:

(X, p,m)
f−→ (X, p,m); f = p • f ′ • p

con f ′ ∈ Corr0
rac(X,X)F tal que f • f = f . Puesto que la identidad en el

motivo M es 1M = p, entonces p − f es también un proyector, con lo cual
se pueden considerar dos motivos más:

M ′ = (X, f,m) y M ′′ = (X, p− f,m).

En particular, si M = (X, p, 0), entonces ∆X−p es también un proyector en
X (en M) y tenemos definido un motivo N := (X,∆X − p, 0) y luego una
descomposición de la forma ch(X) = (X, p, 0)⊕ (X,∆X − p, 0).

Probaremos ahora que la categoŕıa de motivos de Chow CHM(k)F , es
efectivamente una categoŕıa F -lineal pseudo-abeliana.

Proposición 3.1.10 La categoŕıa F -lineal CHM(k)F es pseudo-abeliana.

Demostración. Consideremos un motivo puro de Chow M = (X, p,m) y
un proyector f en M , es decir, f es la siguiente composición:

f =
(
X

� p
X

� f ′

X
� p

X
)

donde f ′ ∈ Corr0
rac(X,X)F = CHd(X × X)F y además f • f = f . Proba-

remos que existe ker(f) y un morfismo l : ker(f) → (X, p,m) tal que para
cualquier morfismo g : (Z, q, n)→ (X, p,m) con f • g = 0, existe un morfis-
mo h : (Z, q, n)→ ker(f) de tal manera que g factoriza a través del núcleo.
Consideremos el siguiente diagrama:

(X, p− f,m)
∆X // (X, p,m)

f ′ // (X, p,m)

(Z, q, n)

g′

ggOOOOOOOOOOO
g′

OO

donde l = p •∆X • (p− f), g = p • g′ • q y h = (p− f) • g′ • q. La afirmación
es que (X, p− f,m) es el núcleo de (X, p,m). En efecto, se cumple que:

pf ′p • p∆X(p− pf ′p) = f • (p− f) = (f • p)− (f • f) = f − f = 0
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puesto que 1M = p. Como f • g = pf ′p • pg′q = pf ′pg′q = 0, entonces:

p∆X(p− pf ′p) • (p− pf ′p)gq = p(p− pf ′p) • (pg′q − pf ′pg′q)
= p(p− pf ′p) • pg′q
= p(pg′q − pf ′pg′q) = pg′q

aśı el diagrama conmuta y es universal. Entonces tenemos que:

ker(f) = (M,p− f,m) y ker(p− f) = Im(f) = (X, f,m).

Para describir el isomorfismo:

(X, p,m) ∼= (X, f,m)⊕ (X, p− f,m) = (X qX, f ⊕ (p− f),m),

consideremos los morfismos (f, p− f) : (X, p,m)→ (X qX, f ⊕ (p− f),m)
y
(
f
p−f
)

: (X q X, f ⊕ (p − f),m) → (X, p,m). En las composiciones nos
queda entonces que:

(f, p− f)

(
f

p− f

)
= f2 + (p− f)2 = f + p− f = p(

f

p− f

)
(f, p− f) =

(
f 0
0 p− f

)
Los cuales son las respectivas identidades en los motivos puros. �

Esta prueba es la misma que se utiliza para la categoŕıa CHMeff(k)F .

Observación 3.1.11 La categoŕıa CHM(k)F aunque es pseudo-abeliana,
no es general una categoŕıa abeliana. A saber, A. J. Scholl ([32], Corolario
3.5) prueba que CHM(k)F no es un categoŕıa abeliana cuando k no está con-
tenido en la cerradura algebraica de un campo finito.

3.1.12. El Coproducto en CHM(k)F . Por la torcedura de Tate, se tiene
que cualquier motivo M = (X, p,m), se puede escribir de la forma:

M = (X, p,m) = (X, p, 0)(m) := (X, p, 0)⊗ L−m.

Si m ≤ 0, podemos hacer la siguiente identificación:

M =
(
X × (P1)−m, p⊗ [(P1)−m × e],m

)
.

Esto nos permite definir el coproducto de dos motivos arbitarios M =
(X, p,m) y N = (Y, q, n) de la siguiente forma. Si m > n, entonces:

M = (X, p, n)⊗ Lm−n = (X × (P1)m−n, p⊗ [(P1)m−n × e], n).

Gracias a estas observaciones tenemos la siguiente definición.
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Definición 3.1.12 Para M = (X, p,m) y N = (Y, q, n) definimos:

M ⊕N :=
((
X × (P1)m−n

)∐
Y,
(
p⊗ [(P1)m−n × e]

)
+ q, n

)
esto nos da el coproducto de los motivos M y N en la categoŕıa CHM(k)F .
La estructura tensor es compatible con coproductos.

3.1.13. La ⊗-estructura ŕıgida. En el sentido de dualidad de Poincaré,
en motivos existen duales. La torcedura de Tate y la transposición de corres-
pondencias inducen una estructura ŕıgida (Apéndice, A.1.2) en CHM(k)F .

Teorema 3.1.13 La ⊗-categoŕıa de motivos puros CHM(k)F es ŕıgida.

Demostración. Es suficiente probar que cada objeto de la forma ch(X),
con X irreducible, tiene dual. Sea M = ch(X) = (X,∆X , 0) y M∨ que sea
M ⊗ T⊗d. Por definición de la categoŕıa CHM(k)F , existen isomorfismos:

CHM(k)F (1,M ⊗M∨)
∼=−→ CHd(X ×X)F

∼=−→ CHM(k)F (M∨ ⊗M,1).

Definamos entonces a ε y η como los morfismos correspondientes al ciclo
asociado a la diagonal ∆X en X × X. Entonces en la composición de los
morfismos:

M
η⊗1M //

MMMMMMMMMMMM

MMMMMMMMMMMM M ⊗M∨ ⊗M
1M⊗ε

��

M∨
1M∨⊗η//

OOOOOOOOOOOO

OOOOOOOOOOOO M∨ ⊗M ⊗M∨

ε⊗1M∨
��

M M∨

tenemos que los diagramas nos dan la identidad en M y M∨ respecti-
vamente. De esta manera, (M∨, η, ε) es un dual para M . En particular,
ch(X)∨ = ch(X)(dim X) = ch(X)⊗ L−dX . �

Este resultado nos dice que existe un funtor de dualidad:

(−)∨ : CHM(k)op
F −→ CHM(k)F

(X, p,m) 7→ (X, pt, d−m)

si X es pura de dimensión d y definida en morfismos como:

(X, p,m)
f−→ (Y, q, n) 7→ (Y, q, n)∨

ft−→ (X, p,m)∨.
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Es claro que (M∨)∨ = M y por transposición el funtor −⊗M∨ es adjunto
derecho del funtor −⊗M , es decir:

CHM(k)F (N ⊗M,P ) = CHM(k)F (N,P ⊗M∨)

con lo cual, la categoŕıa CHM(k)F es cerrada. Esto nos permite definir un
Hom (interno), entre dos motivos M y N en CHM(k)F por la fórmula:

Hom(M,N) := M∨ ⊗N = (X × Y, pt ⊗ q, dX −m+ n).

En particular M∨ = Hom(M,1), y entonces por dualidad:

CHM(k)F (M,N) = CHM(k)F (1,M∨ ⊗N).

Luego, por definición:

CHr(X)F := CHM(k)F
(
1, ch(X)(r)

)
= CHM(k)F

(
1(−r), ch(X)

)
.

Por lo tanto CHr(M)F = CHM(k)F (1(−r),M) = CHM(k)F (Lr,M), esto
nos da un funtor aditivo Z-graduado en CHM(k)F con valores en ModF .

Ejemplos 3.1.14 i) 1∨ = (Spec k,∆p, 0) = 1.

ii) L∨ = (Spec k,∆p,−1)∨ = (Spec k,∆p, 1) = T.

iii)
(
ch0(X)

)∨
= ch2d(X)(−d).

3.2. Principio de identidad de Manin

La idea es la siguiente: si f, g ∈ CH∗(X × Y )F , no podemos afirmar en pri-
mera instancia si f y g son iguales (ó desiguales). El principio de identidad
de Manin, nos da un método para decidir la igualdad de f y g en términos
de la acción que inducen en los grupos de Chow. Este hecho se basa en una
observación sencilla y está sustentado por el lema de Yoneda.

3.2.1. Sean X,Y y T ∈ P(k). Sea XT := Corr∗rac(T,X)F = CH∗(T ×X)F
y para f ∈ Corr∗rac(X,Y )F , definimos el homomorfismo:

fT : XT −→ YT

α 7→ fT (α) := f • α.

Lema 3.2.1 (Principio de identidad de Manin) Sean X,Y ∈ P(k) y
f, g ∈ Corr∗rac(X,Y )F . Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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i) f = g,

ii) fT = gT para toda T ∈ P(k),

iii) fX = gX .

En particular, f es un isomorfismo si y sólo si fT es un isomorfismo si
y sólo si fX es un isomorfismo.

Demostración. Para i) ⇒ ii). Sean f, g ∈ Corr∗rac(X,Y )F de tal manera
que f = g. Entonces para toda T ∈ P(k) y para toda α ∈ CH∗(T × X)F ,
tenemos que f • α = g • α. Por lo tanto: fT = gT .

Si en particular X = T , obtenemos ii) ⇒ iii). Ahora, puesto que f •α =
g • α para toda α ∈ CH∗(X ×X)F , si α = ∆X nos queda que:

f = f •∆X = g •∆X = g,

y asi obtenemos iii) ⇒ i). �

No obstante que la demostración es fácil, el principio de identidad de
Manin representa una herramienta sumamente poderosa en el cálculo de
motivos. Por ejemplo, puede ser utilizado para calcular el motivo de un haz
proyectivo y el motivo de un blow-up (A. J. Scholl, [32] 2.4 y 2.7). Por el
resultado de Lieberman (lema 2.1.10), para α ∈ CH∗(T ×X)F tenemos que:

fT (α) = f • α = (∆T × f)∗(α),

el cual implica el siguiente resultado.

Corolario 3.2.2 Sean f, g ∈ Corr∗rac(X,Y )F , entonces:

ch(X)
ch(f)=ch(g) // ch(Y )⇐⇒ CH∗(T ×X)

(∆T×f)∗=(∆T×g)∗ // CH∗(T × Y )

para toda T ∈ P(k).

De manera que f = g como correspondencias si y sólo si f y g actuán
de la misma forma en grupos de Chow. Los siguientes ejemplos ilustran la
utilidad del principio de identidad de Manin.

3.2.3. Cálculo de motivos. − De la teoŕıa de intersección tenemos que:

CH∗(Y × Pn)F ∼= CH∗(Y )F [H]/(Hn+1) =
n⊕
r=0

CH∗(Y )F ·Hr,
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donde H es la clase de un hiperplano de Pn. Entonces tenemos que:

ch(Pn)
∼=←→

n⊕
r=0

1(−r) = 1⊕ L⊕ · · · ⊕ Ln,

dado para X ∈ P(k), como:

CHM(k)F
(
ch(X), ch(Pn)(s)

)
= CHdX+s(X×Pn) ∼=

n⊕
r=0

CHdX+s−r(X), y

CHM(k)F

(
ch(X), (

n⊕
r=0

1(−r))(s)
)

=
n⊕
r=0

CHdX+s−r(X).

Si hacemos X = Pn y s = 0, entonces considerando a la identidad de Pn
tenemos un morfismo canónico ch(Pn)→

⊕n
r=0 1(−r), el cual es un isomor-

fismo, puesto que induce un isomorfismo de los funtores correspondientes.

− Una variedad celular es una variedad proyectiva y lisa X que admite
un morfismo plano π : X → B (de dimensión relativa pura n) junto con una
filtración en X por subesquemas cerrados:

X = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xq ⊃ Xq+1 = ∅

de tal manera que Xi \ Xi+1 es isomorfo sobre B al espacio af́ın An−diB

(para algún di ∈ Z). Un ejemplo simple es Pn = An ∪ An−1 ∪ · · · ∪ A0

sobre B = Spec(k), y entonces también variedades Grasmanianas y haces
proyectivos. Para tales variedades se cumple que:

ch(X) ∼=
⊕
i

ch(B)⊗ Ldi =
⊕
i

ch(B)(−di).

Ejemplo 3.2.3 (Manin [24], pag. 461) Sean Z ⊂ X variedades proyectivas
y lisas, donde Z es pura de codimensión n + 1. Si E ⊂ BlZX es el divisor
excepcional, entonces se tienen isomorfismos canónicos:

ch(X)⊕ ch(E) ∼= ch(BlZX)⊕ ch(Z)

ch(BlZX) = ch(X)⊕
n⊕
r=1

ch(Z)(−r).
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3.3. El motivo de una curva

Otro ejemplo interesante de un motivo no-trivial, quizás sea el motivo asocia-
do a una curva (variedad de dimensión 1) proyectiva y lisa sobre un campo k.

3.3.1. Sea C una curva proyectiva y lisa sobre k. Si F es un Q-álgebra
y C tiene un punto racional e ∈ C(k), entonces tenemos dos proyectores
π0 = e× C y π2 = C × e ortogonales en Corr0

rac(C,C)F . Definimos a π1 :=
∆C − π0 − π2, de la ortogonalidad de π0 y π2 se tiene que π1 es también un
proyector. Esto establece una descomposición del motivo asociado a C:

ch(C) = ch0(C)⊕ ch1(C)⊕ ch2(C)

donde chi(X) := (C, πi, 0) y donde ch0(C) ∼= 1 y ch2(C) ∼= 1(−1) = L son
esencialemnte las partes triviales de la descomposición (Chow-Künneth).

3.3.2. Sea H∗ una teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil. La descomposición del
motivo asociado a C nos da que:

H∗(C) = H0(C)⊕H1(C)⊕H2(C) = K ⊕H1(C)⊕K(−1),

dado que para la cohomoloǵıa de motivos racionales se tiene que:

H(ch0(C)) = H0(C) y H(ch2(C)) = H2(C) =⇒ H(ch1(C)) = H1(C).

Sin embargo ch1(C) contiene la información más fina. De hecho, este
motivo está intimamente relacionado a la variedad Jacobiana, Jack(C) de la
curva C. Esto se hace evidente en los siguientes resultados. La construcción
de la Jacobiana es funtorial, y es un objeto algebro-geométrico:

Jack : {curvas} −→ {variedades abelianas}
C 7→ Jack(C).

Una variedad abeliana A es una variedad completa con estructura de
grupo, donde las operaciones A×A→ A : (a1, a2) 7→ a1a

−1
2 están dadas por

morfismos de variedades. La categoŕıa VA(k) de variedades abelianas sobre
k es una categoŕıa aditiva. Más aún, la siguiente identidad:

H1(C) ∼= H1(Jack(C))

demuestra que la variedad Jacobiana captura la información cohomológica
de la curva C. Las relaciones más precisas son las siguientes:
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i) Los grupos de Chow del motivo ch1(C) son:

CH i
(
ch1(C)

)
=

{
0 si i 6= 1
Jack(C) si i = 1.

ii) Si C y C ′ son dos curvas, proyectivas y lisas, entonces:

CHM(k)F
(
ch1(C), ch1(C ′)

)
= VA(k)(Jack(C), Jack(C

′))F .

3.5.3. En la categoŕıa de motivos de Chow CHM(k)Q, sea M la subcategoŕıa
plena que consta de los siguiente objetos:

M := { M | existe una curva proyectiva y lisa C de tal

manera que ch1(C) = M ⊕M ′ para algún M ′ }.

Entonces M es equivalente a la categoŕıa de k-variedades abelianas AV(k)Q
salvo isogeńıas2 (André [1], prop. 4.3.4.1) y ([28], teorema 2.7.2 (c)). De
esta manera, la categoŕıa de motivos de Chow CHM(k)F contiene como
subcategoŕıa plena a la categoŕıa de variedades abelianas (salvo isogeńıas).

3.4. Descomposición de Chow-Künneth

Sea X es una variedad proyectiva, lisa e irreducible de dimensión d.

Definición 3.4.1 Decimos que X admite una descomposición de Chow-
Künneth (C-K) en CHM(k)F , si existen idempotentes ortogonales πi ∈
CHd(X ×X)F = Corr0(X,X)F donde 0 ≤ i ≤ 2d, de tal manera que:

C) ∆X =
∑2d

i=0 πi.

K) Si H es una teoŕıa de cohomoloǵıa de Weil, entonces clX×X(πi) =
πiH ∈ H2d−i(X)⊗H i(X) (el i-ésimo componente de Künneth, 2.1.10).

Si tales proyectores existen, haciendo chi(X) = (X,πi, 0), tenemos para
el motivo ch(X) una descomposición de la siguiente forma:

ch(X) =
2d⊕
i=0

chi(X)

donde chi(X) es el i-ésimo motivo de Chow-Künneth de X. En coho-
moloǵıa ωH(ch(X)) = H∗(X) =

⊕2d
i=0H

i(X) para ωH(chi(X)) = H i(X).

2Una isogeńıa entre variedades abelianas es un morfismo suprayectivo con núcleo
finito. Hagamos Isog(A,B) = AV(k)(A,B)⊗ F .
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Conjetura 3.4.2 (CK(X)-Chow-Künneth) Toda variedad proyectiva y
lisa X admite una descomposición de Chow-Künneth (C-K).

Observación 3.4.3 i) Es claro que la conjetura CK(X) de Chow-Künneth
implica3 a la conjetura C(X) de Künneth (2.1.12).

ii) Se espera que los proyectores puedan elegirse de manera: πti = π2d−i.
En este caso, se dice que la descomposición C-K es auto-dual.

iii) Si X y Y admiten una descomposición C-K, entonces es válido también
para X × Y . En efecto, si πXi y πYj son las componentes de Chow-
Künneth de X y Y respectivamente, entonces:

πX×Yi =
∑
p+q=i

πXp × πYq ∈ CH∗(X × Y ×X × Y )F ,

son las componentes de Chow-Künneth para X × Y .

iv) Si X admite un punto k-racional e ∈ X(k), podemos considerar a los
proyectores π0 = e×X y π2d = X× e. Estos son ortogonales cada uno
del otro y corresponden naturalmente a las componentes de Künneth
π0
H y π2d

H respectivamente. Los proyectores π0 y π2d son los candidatos
naturales para formar la parte trivial de la descomposición.

3.4.4. Algunos resultados parciales están dados por la construcción de los
motivos ch0, ch1, ch2d−1, ch2d. En el art́ıculo [27], J. Murre construye un con-
junto de idempotentes ortogonales π0, π1, π2d−1, π2d ∈ CHM(k)F (ch(X)) =
CHd(X ×X)F caracterizados de la siguiente manera:

• Para un punto cerrado p deX de grado n con campo residual separable,
definimos π0 = 1

n [p×X] y π2d = 1
n [X × p] = πt0.

• π1 y π2d−1 son proyectores, ortogonales cada uno del otro y ortogonales
a los proyectores π0 y π2d. Los proyectores π1 y π2d−1 se levantan a
las componentes de Künneth π1

H y π2d−1
H de la diagonal y satisfacen

la condición π2d−1 = πt1. A π1 se le conoce como el proyector de
Picard y a π2d−1 como el proyector Albanese (J. Murre, [27]).

• Si ch1(X) = (X,π1, 0) y ch2d−1(X) = (X,π2d−1, 0) en CHM(k)F . En-
tonces ([28], Teo. 6.2.1):

H i
(
ch1(X)

)
=

{
0 si i 6= 1
H1(X) si i = 1

3Si X tiene motivo de Chow de dimensión finita en el sentido de Kimura-O’Sullivan
(J. Murre [27], 4.4.1), entonces la conjetura C(X) implica la conjetura CK(X).
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CH i
(
ch1(X)

)
=

{
0 si i 6= 1
Pic0

X si i = 1

donde Pic0
X es la variedad de Picard de X. Se tiene también:

H i
(
ch2d−1(X)

)
=

{
0 si i 6= 2d− 1
H2d−1(X) si i = 2d− 1

CH i
(
ch2d−1(X)

)
=

{
0 si i 6= d
AlbX si i = d

aqúı AlbX es la variedad Albanese de X. Ambos, la variedad de
Picard y la Albanese son variedades abelianas.

• Por (A. J. Scholl, [32], 4.5), se tienen los siguientes isomorfismos:

CHM(k)F (ch1(X), ch1(Y )) ∼= AV(k)(Pic0
Y ,Pic0

X)F

CHM(k)F (ch2d−1(X), ch2d−1(Y )) ∼= AV(k)(AlbY ,AlbX)F .

En particular, el lado izquierdo de las igualdades no depende realmente
de la equivalencia adecuada ∼ (Y. André [1], 4.3.4).

Luego para cualquier variedad proyectiva y lisa X de dimensión (pura)
d tenemos una descomposición (parcial) de Chow-Künneth:

ch(X) = ch0(X)⊕ ch1(X)⊕ ch+(X)⊕ ch2d−1(X)⊕ ch2d(X)

donde ch+(X) = (X,∆X − π0 − π1 − π2d−1 − π2d, 0). Los motivos ch1(X) =
ch1(Pic0

X) y ch2d−1(X) = ch2d−1(AlbX) están dentro de la subcategoŕıa grue-
sa de CHM(k)F generado por motivos de variedades abelianas, y son cono-
cidos como el motivo de Picard y motivo Albanese respectivamente.

Ejemplos 3.4.4 Los ejemplos más conocidos de variedades que admiten
una descomposición de Chow-Künneth son los siguientes:

1).- Es claro que toda curva admite una descomposición C-K (3.3).

2).- Si S es una superficie lisa, proyectiva e irreducible sobre k, J. Murre
prueba que ch(S) admite una descomposición de Chow-Künneth (auto-dual):

ch(S) = ch0(S)⊕ ch1(S)⊕ ch2(S)⊕ ch3(S)⊕ ch4(S)

donde ch2(S) = (S,∆S − π0− π1− π3− π4, 0). Explicitamente, se tiene que:

ch0(S) ∼= ch4(S)(2) ∼= 1 y
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ch1(S) ∼= ch3(S)(1) ∼= ch1(Pic0
S) ∼= ch1(AlbS) ∼= (ch1(S))∨(−1).

Por lo tanto, la descomposición de ch(S) se escribe como:

ch(S) = 1⊕ ch1(AlbS)⊕ ch2(S)⊕ ch1(Pic0
S)(−1)⊕ 1(−2).

La distribución en cohomoloǵıa de ch(S) está dada por:

H i
(
chj(S)

)
=

{
0 si j 6= i
H i(S) si j = i.

3).- Luego CK(X) se cumple para productos de curvas y superficies.

4).- Un resultado de Shermenev (A. Šermenev, [?]) establece que el
motivo de una variedad abeliana admite una descomposición compatible
con cohomoloǵıa. Trabajos más recientes de (C. Deninger-J. Murre, [12]) y
K. Künneman en [22], muestran que existe una descomposición de Chow-
Künnet de una variedad abeliana A de dimensión d sobre k:

ch(A) ∼=
2d⊕
i=0

chi(A),

tal que para todo i ∈ N, la diagonal ch(A⊗i)→ ch(A) induce un ismorfismo:

Symi
(
ch1(A)

) ∼=−→ chi(A) = (A, πi, 0),

donde Symi denota el i-ésimo producto simétrico. De hecho, los proyectores
πi son determinados de manera única por la propiedad n∗ • πi = πi • n∗ =
niπi para todo n ∈ Z, donde n∗ es el endomorfismo de ch(A) inducido por
la multiplicación por n en A (A. Scholl [32], Sec. 5). Si H∗ es una teoŕıa
de cohomoloǵıa de Weil, se tiene que H i(A) es la realización del motivo
chi(A) y se obtiene una fórmula análoga SymiH1(A) = H i(A) en la categoŕıa
GrVecK .

Existe un isomorfismo canónico:

chi(A)∨ ∼= ch2d−i(A)(d).

Finalmente, si A′ es otra variedad abeliana, existe un isomorfismo canónico:

CHMF

(
ch(A), ch(A′)

)
= AV(A,A′)F ,

la igualdad de la izquierda no depende realmente de la equivalencia ∼.



Caṕıtulo 4

El teorema de Jannsen

En el sentido de conjeturas estándar, uno de los resultados probados en mo-
tivos, es el teorema de Jannsen (1991). Este teorema prueba que la categoŕıa
de motivos módulo equivalencia numérica es abeliana y semi-simple. El prin-
cipal ingrediente en la demostración de Jannsen es la fórmula de traza de
Lefschetz, una fórmula probada por Grothendieck en los años 60’s.

4.1. Motivos numéricos

4.1.1. Motivos de Grothendieck. Sean k un campo y P(k) la categoŕıa de
variedades proyectivas y lisas sobre k. Sea F un campo de caracteŕıstica cero,
denotemos por N q(X ×X)F a Zq(X ×X)F módulo equivalencia numérica.
Dado que ∼num es adecuada en ciclos algebraicos con coeficientes en F , luego
producto de intersección, pull-back y push-forward están bien definidos. De
esta manera, tenemos una composición bilineal:

NdX+r(X × Y ) × NdY +s(Y ×W )
•−→ NdX+r+s(X ×W )

(α, β) 7→ prXW∗
(
pr∗XY (α) · pr∗YW (β)

)
.

En particular, esta composición hace de NdX (X × X) un anillo asociativo
(en general no-conmutativo).

Definición 4.1.1 La categoŕıa NM(k)F = Mnum(k)F de motivos puros
numéricos1, consiste de triples de la forma (X, p,m) donde X ∈ P(k),
p ∈ NdX (X×X)F es un proyector y m ∈ Z. Para dos motivos M = (X, p,m)
y N = (Y, q, n), el conjunto de morfismos se define como:

NM(k)F (M,N) := q •NdX+n−m(X × Y )F • p.

La categoŕıa de motivos numéricos tiene asociada un funtor:

1También llamados motivos de Grothendieck, debido a que es la categoŕıa sobre la
cual A. Grothendieck puso mayor interés.
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nh := hnum : P(k)op −→ NM(k)F

Dado en objetos como X  (X,∆X , 0) y a un morfismo f : X → Y lo
aplica en Γt

f : Y ` X. La ⊗-categoŕıa NM(k)F es F -lineal, pseudo-abeliana
y ŕıgida. El propósito de la siguiente sección, es probar que la categoŕıa de
motivos numéricos NM(k)F es abeliana y semi-simple. Para llegar al lema
principal (4.2.14), probaremos algunos resultados previos.

4.2. Teorema de Jannsen

La naturaleza de la prueba del teorema de Jannsen es puramente categórica,
la parte geométrica consiste unicamente en la existencia de una teoŕıa de
cohomoloǵıa de Weil. De manera paralela a la demostración geométrica del
teorema de Jannsen ([28], Sección 3.2), daremos también un bosquejo de la
prueba categórica del teorema ([2], II. Sección 8).

4.2.1. Categoŕıas semi-simples. Las definiciones siguientes están toma-
das en su mayoŕıa de (André-Kahn, [2]) y (Street, [?]).

Definición 4.2.1 Sea A una categoŕıa F -lineal y A ∈ A un objeto:

i) A es simple si End(A) es un anillo de división.

ii) A es semi-simple si End(A) es un anillo semi-simple.

La categoŕıa A es semi-simple si todos sus objetos son semi-simples.

4.2.2. Sea A una categoŕıa F -lineal. Recordemos que un ideal bilateral I de
A es un sub-funtor F -bilineal del funtor Hom; A(−,−) : Aop×A −→ModF .
Es decir, una colección de submódulos I(A,B) ⊂ A(A,B), los cuales son
estables bajo composición:

A(C,D) ◦ I(B,C) ◦A(A,B) ⊆ I(A,D) para todo A,B,C,D ∈ A.

De esta manera, podemos formar la categoŕıa cociente A/I que está com-
puesta por los mismos objetos de A y para A,B ∈ A, se tiene que el conjunto
de morfismos en A/I es (A/I)(A,B) = A(A,B)/I(A,B). Existe además un
funtor canónico A → A/I el cual es la identidad en objetos y a cada mor-
fismo lo manda a su clase bajo I. Si A es una ⊗-categoŕıa F -lineal, existe
también la noción de ideal tensor (⊗-ideal), el cual es un ideal I de A

cerrado bajo el producto tensor 1A ⊗− y −⊗ 1A para todo objeto A ∈ A.
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Si I es un ideal tensor, la categoŕıa cociente A/I hereda la estructura ten-
sorial de A. Además, se tiene que el núcleo de cualquier ⊗-funtor F -lineal
es un ideal tensor. Más aún, el funtor A → A/I es un funtor tensor si y
solamente si I es un ideal tensor. Si J es un ideal tensor, entonces es estable
bajo el producto de morfismos arbitrarios en A. En efecto, si f ∈ I(A,B) y
h ∈ A(C,D), entonces se tiene que:

h⊗ f = (h⊗ 1B) ◦ (1C ⊗ f) ∈ I(C ⊗A,D ⊗B).

De la misma forma se puede probar a la derecha. Como ejemplos de ⊗-ideales
tenemos los siguientes:

Ejemplo 4.2.2 Si A es una ⊗-categoŕıa F -lineal, pseudo-abeliana y ŕıgida.
El morfismo traza tr : EndA(A)→ EndA(1) define un conjunto de morfismos
N de la siguiente manera ([2], 7.1.1):

N(A,B) := {f ∈ A(A,B) | tr(g ◦ f) = 0 ; para todo g ∈ A(B,A)}

llamados morfismos numericamente triviales. Se prueba que N define un
⊗-ideal y si F es un campo, entonces N es el ideal tensor más grande de A.

Ejemplo 4.2.3 El ⊗-nilradical ⊗√0A de A es el conjunto:

⊗√
0(A,B) := {f ∈ A(A,B) | ∃ n ∈ N tal que f⊗n = 0}.

A los morfismos de ⊗√0(A,B) se les llama nilpotentes-smash ([2], 7.4.1).
El ⊗-ideal ⊗

√
0(A,A) es un nil-ideal para todo A ∈ A. Entonces, el ⊗-funtor

A → A/ ⊗
√

0 es conservativo, es decir, refleja isomorfismos.

Si A es una categoŕıa pseudo-abeliana, la categoŕıa cociente A/I no ne-
cesariamente es una categoŕıa pseudo-abeliana, para ello necesitamos que:

Lema 4.2.4 Sea A una F -categoŕıa tensor y pseudo-abeliana. Si F es un
anillo artiniano y A(A,B) es un F -módulo finitamente generado para cua-
lesquiera A,B ∈ A; entonces A/I es pseudo-abeliana.

Demostración. Este lema es más un resultado de la teoŕıa de anillos, y
es justamente el problema de levantar idempotentes. De esta forma, el lema
se sigue del hecho de que si A � B es un homomorfismo de anillos Arti-
nianos. Entonces todo idempotente de B se levanta a un idempotente de
A. De manera más general, para cualquier nil-ideal N de un anillo A, los
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idempotentes de A/N pueden ser levantados a A. �

Recordemos que ∼rac es la equivalencia adecuada más fina, y para toda
equivalencia adecuada ∼ existe un ⊗-funtor pleno CHM(k)F → M∼(k)F .
El núcleo de este funtor es un ⊗-ideal I∼ de CHM(k)F ([18], 1.7).

Lema 4.2.5 ([1], Lema 4.4.1.1; [18], 1.7) Todo ⊗-ideal I de CHM(k)F es de
la forma I∼ para una equivalencia adecuada ∼ conveniente. Se tiene además
que: M∼(k)F = (CHM(k)F /I∼)\.

Ejemplo 4.2.6 En la categoŕıa de motivos de Chow, el ideal 0 corresponde
naturalmente a la equivalencia racional ∼rac. Para X ∈ P(k), consideremos
el motivo de Chow asociado ch(X)(q) = (X,∆X , q). Entonces:

⊗√
0 := {α ∈ CHM(k)F (1, ch(X)(q)) | α⊗n ∈ 0(1⊗n, ch(X)⊗n)}

= {α ∈ CHq(X)F | α⊗n ∼rac 0}.

Por lo tanto, en CHM(k)F la equivalencia adecuada asociada al ⊗-nilradical
⊗√0, es la equivalencia nilpotente-smash ∼⊗nil. Puesto que ⊗√0(M,M) es un
nil-ideal ([28], 5.2.4), los idempotentes se levantan y se tiene entonces que
M⊗nil(k)F = CHM(k)F /

⊗√0.

Ejemplo 4.2.7 En CHM(k)F , puesto que N(M,N) = N(1,M∨ ⊗N):

N
(
1, ch(X)(q)

)
⊂ CHM(k)F

(
1, ch(X)(q)

)
= CHq(X)F ,

luego N está compuesto por todos los ciclos f tales que para todo g ∈
CHM(k)F (ch(X)(q),1) = CHdim(X)−q(X)F se tiene tr(g • f) = 0. Pero que
la traza de la composición en End(1) = F sea cero, no es mas que gr(f ·g) sea
cero. Por lo tanto, N en CHM(k)F corresponde a la equivalencia numérica,
el cual por ser la más gruesa entre todas las equivalencias adecuadas, nos
dice que N es el ideal tensor propio más grande en CHM(k)F .

Una versión categórica de un resultado central en la teoŕıa de módulos,
es la siguiente:

Lema 4.2.8 (Schur) Sea A una F -categoŕıa tensor, pseudo-abeliana y ŕıgi-
da, de tal manera que N(A,B) = 0 para objetos simples A,B ∈ A. Entonces
todo morfismo f : A→ B es cero ó es un isomorfismo.
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Demostración. Sea f : A → B un morfismo no-cero. Puesto que f /∈
N(A,B) = 0, existe un morfismo g : B → A tal que tr(g ◦ f) 6= 0. De esta
manera g ◦f es no-cero, y como A es simple, luego g ◦f es un endomorfismo
invertible de A. Entonces g̃ = (g ◦ f)−1 ◦ g es una retracción de f . Por lo
tanto g̃ ◦ f = 1A, de la misma forma se tiene que f ◦ g̃ = 1B, ya que B es
también simple. �

Como una consecuencia del lema de Schur, se tiene que un objeto es sim-
ple si no contiene sub-objetos no-triviales. Se cumple también lo siguiente.

Proposición 4.2.9 Sea A una ⊗-categoŕıa pseudo-abeliana y ŕıgida con
N = 0. Para A ∈ A, los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es semi-simple.

ii) A es suma directa de objetos simples.

De manera equivalente, una categoŕıa abeliana es semi-simple si todo objeto
es suma directa finita de objetos simples.

Demostración. Sea A ∈ A semi-simple, entonces por el teorema de es-
tructura de Artin-Wedderburn tenemos que:

End(A) = Matn1(D1) ⊕ · · · ⊕ Matnk(Dk) (∗)

donde cada Di es un anillo de división. El conjunto de idempotentes orto-
gonales mı́nimos de End(A) descompone a A como:

A ∼= An1
1 ⊕ · · · ⊕A

nk
k

donde

HomA(Ai, Aj) =

{
Di si i = j
0 si i 6= j

luego, los A′is son en particular simples. Inversamente, supongamos que A =
A1⊕ · · · ⊕Ak donde cada Ai es un objeto simple y tal que Ai � Aj si i 6= j.
El lema de Schur (4.2.8) implica que A(Ai, Aj) = 0 para i 6= j. Lo cual nos
da una descomposición de End(A) como en (∗). �

Lema 4.2.10 (Jannsen [17], Lema 2) Si A es una categoŕıa F -lineal pseudo-
abeliana tal que EndA(A) es un F -álgebra semi-simple dimensionalmente
finito para todo A ∈ A, entonces A es una categoŕıa abeliana y semi-simple.
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Demostración. Este resultado se sigue del hecho de que A es equivalente
a una suma, indexada por clases de isomorfismos de objetos simples, de ca-
tegoŕıas equivalentes a categoŕıas de módulos sobre anillos de división. �

En la categoŕıa de motivos numéricos NM(k)F se cumplen las condiciones
anteriores, para ello veremos unos lemas que serán de gran utilidad.

Teorema 4.2.11 Para toda Xd ∈ P(k), el F -álgebra:

NdX (X ×X)F = Corr0
num(X,X)⊗ F

es un F -álgebra semi-simple de dimensión finita.

El teorema se puede dividir en dos partes, probaremos primero que es
de dimensión finita y luego que es semi-simple.

Lema 4.2.12 Si H∗ es una cohomoloǵıa de Weil con coeficientes en un
campo K. Entonces Z

q
num(X)F = Z

q
num(X) ⊗Q F es un F -espacio vectorial

de dimensión finita.

Demostración. Sea H∗ una cohomoloǵıa de Weil con coeficientes en F .
Para cualquier q, existe un morfismo suprayectivo de F -espacios vectoriales:

Z
q
hom(X)F � Zqnum(X)F .

Vı́a el mapeo de ciclos clqX , Zqhom(X)F se identica con un sub-espacio vecto-
rial de H2q(X)(q), necesariamente de dimensión finita. Luego Z

q
num(X)F es

un F -espacio vectorial finitamente dimensional. �

La versión abstracta de este resultado afirma que que A/N(A,B) es de
dimensión finita (André-Kahn [2], 8.1.1).

4.2.12. Semi-simplicidad. Para el siguiente lema, usaremos algunos re-
sultados básicos del álgebra no-conmutativa (S. Pierce, [29]). Si F ⊃ Q y
A es un F -álgebra de dimensión finita, entonces A es Artiniano y el radical
(Jacobson) J(A) es el ideal nilpotente más grande de A. De esta manera,
A es semi-simple si y sólo si J(A) = 0. Además si F1 ⊃ F es una exten-
sión de campos, entonces J(A ⊗F F1) = J(A) ⊗F F1. Ahora, si π : A → B
es un homomorfismo suprayectivo de F -álgebras finitamente dimensionales,
entonces π(J(A)) = J(B). En efecto, puesto que π es suprayectivo π(J(A))
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es un ideal nilpotente en B, luego π(J(A)) ⊆ J(B). Por otro lado, tenemos
que:

A/J(A) −→ B/π(J(A)) −→ B/J(B).

Como A/J(A) es semi-simple, entonces B/π(J(A)) es semi-simple (Pierce,
[29] pag. 42), pero J(B) es el ideal más pequeño que hace al cociente semi-
simple, por lo tanto π(J(A)) = J(B).

Lema 4.2.13 El F -álgebra NdX (X ×X)F es semi-simple para X ∈ P(k).

Demostración. Consideremos de nueva cuenta una teoŕıa de cohomoloǵıa
de Weil X  H∗(X) con coeficientes en un campo K. Puesto que Z∗num(X)
conmuta con el cambio de coeficientes, luego podemos asumir que F = K.
Consideremos ahora el homomorfismo suprayectivo:

π : EHdX (X ×X)F � NdX (X ×X)F .

Puesto que EHdX (X × X)F es de dimensión finita, luego su radical J =
J(EHdX (X ×X)F ) es un ideal nilpotente. Entonces el teorema se reduce a
probar que π(J) = 0.

Para esto, sean α, β ∈ EHdX (X × X)F . Si α ∈ J , entonces α • βt es
nilpotente. Haciendo uso de la fórmula de traza de Lefschetz:

gr(α · βt) =

2dX∑
i=0

(−1)itri(α∗ ◦ β∗)|Hi(X) = 0.

Pero β ∈ EHdX (X ×X)F es arbitrario, luego α ∼num 0, y de esta ma-
nera π(J) = 0. Por lo tanto NdX (X ×X)F es semi-simple. �

Los dos lemas anteriores constituyen la parte medular del siguiente teore-
ma, y prueban que Corr0

num(X,X)F es un F -álgebra semi-simple de dimen-
sión finita. Ahora, aplicando el lema 4.2.10 obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.2.14 (Jannsen) Si F es un campo, la categoŕıa de motivos
numéricos NM(k)F = Mnum(k)F es abeliana y semi-simple.

El teorema anterior tiene un rećıproco, probado por U. Jannsen en [17].

Teorema 4.2.15 Si la categoŕıa M∼(k)F es una categoŕıa abeliana y semi-
simple, entonces ∼ = ∼num.
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Demostración. Supongamos que M∼(k)F es una categoŕıa abeliana y
semi-simple, pero que ∼ 6= ∼num. La demostración la haremos por contra-
dicción, recordemos que para cualquier relación de equivalencia adecuada
∼, se tiene que ∼ � ∼num. Sea α ∈ Zq(X)F de tal manera que α ∼num 0,
pero que α � 0 para una variedad irreducible X. Para p = Spec(k), sea
1 = (Spec k,∆p, 0) el objeto identidad, entonces en M∼(k)F tenemos un
morfismo:

f : 1 = (Spec k,∆p, 0) → h∼(X)(q) = (X,∆X , q)

dado por f = α ∈ Corrq∼(Spec k,X) = Zq∼(X)F y como α � 0, luego
f 6= 0. Ahora, puesto que M∼(k)F es abeliana y semi-simple, entonces existe
g : (X,∆X , q) → (Spec k,∆p, 0) de tal manera que g • f = 1p. Entonces g
está dado por un ciclo β ∈ Zd−q∼ (X)F . De esta manera:

g • f = pr13∗
(
pr∗12(p× α) · pr∗23(β × p)

)
= gr(α · β) · p

en el diagrama:

Spec k ×X × Spec k
pr12

uukkkkkkkkkkkkkk
pr13

��

pr23

))SSSSSSSSSSSSSSS

Spec k ×X Spec k × Spec k X × Spec k.

Puesto que g • f = 1p, luego tenemos que gr(α · β) = 1. Lo que quiere decir
que α no es numericamente equivalente a cero, lo cual es una contradicción.
Por lo tanto α ∼ 0, es decir, ∼ = ∼num. �

Una versión categórica del teorema de Jannsen, es el siguiente resultado:

Teorema 4.2.16 ([1], Teo. 4.5.1.2; [2], Teo. 8.2.2 a)) Sea H : A → A′ un
⊗-funtor entre ⊗-categoŕıas ŕıgidas F -lineales, tal que EndA(1) = F y en
A′ los Hom’s son dimensionalmente finitos y los endomorfismos nilpotentes
son de traza nula. Sea N el ⊗-ideal mas grande de A. Entonces:

i) La categoŕıa (A/N)\ es abeliana y semi-simple.

ii) El único ideal tensor I de A tal que A/I es semi-simple es I = N.

El teorema de Jannsen se sigue de aplicar el resultado anterior a A =
CHM(k)F , y de la existencia de un ⊗-funtor H : CHM(k)F → GrVecK ,
dado por la universalidad de los motivos de Chow.



Apéndice A

Categoŕıas ŕıgidas y categoŕıas Tannakianas

El propósito de este pequeño apéndice es recalcar en los hechos básicos sobre
categoŕıas ŕıgidas y Tannakianas, los cuales serán de mucha utilidad en el
presente trabajo. Daremos lo esencial, sin dar demostración alguna, para
esto referimos a los textos de Deligne-Milne [8] y N. Saavedra-Rivano [31].

A.1. ⊗-Categoŕıas ŕıgidas

Sea F un anillo conmutativo. Una categoŕıa F -lineal (F -categoŕıa) es una
categoŕıa aditiva A tal que para cada par de objetos A,B ∈ A, el conjunto
de morfismos A(A,B) es un F -módulo y la composición es F -bilineal.

Definición A.1.1 Una categoŕıa tensor1 (⊗-categoŕıa) sobre F , es una
categoŕıa F -lineal junto con un bifuntor bilineal:

−⊗− : A×A −→ A

llamado producto tensor, y un objeto identidad 1A, donde el producto
satisface, para los objetos A,B,C, los siguientes isomorfismos funtoriales:

aABC : A⊗ (B ⊗ C) ∼= (A⊗B)⊗ C
cAB : A⊗B ∼= B ⊗A tal que cBA = c−1

AB

uA : A⊗ 1 ∼= A, u′A : 1⊗A ∼= A

los cuales son llamados asociatividad y conmutatividad restringida2 (cons-
traint, ver [8] pag. 4) y unidad3, respectivamente.

A.1.1. En una categoŕıa tensor F -lineal A, un objeto L ∈ A es invertible si
el endofuntor −⊗L define una equivalencia de categoŕıas, equivalentemente

1También llamada ⊗-categoŕıa ACU (Saavedra-Rivano) o categoŕıa monoidal simétrica.
2Satisfacen el axioma del pentágono y hexágono, respectivamente.
3El funtor A 7→ 1⊗A define una equivalencia de categoŕıas.
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a que exista un objeto M ∈ A, tal que L⊗M = 1. Un funtor F : A→ A′ es
fiel (resp. pleno) si, para cualesquiera objetos A,B ∈ A, el morfismo:

F : A(A,B) −→ A′(F(A),F(B))

es inyectivo (resp. suprayectivo). Se dice que F es esencialmente supra-
yectivo si para cada objeto A′ ∈ A′, existe A ∈ A de tal manera F(A) ∼= A′.
Toda equivalencia de categoŕıas es esencialmente suprayectivo. Si A y A′ son
categoŕıas F -lineales, el funtor F es un funtor F -lineal (F -funtor) si el mor-
fismo de Hom’s es F -lineal. Si A y A′ son categoŕıas tensores. Un funtor
tensor (⊗-funtor) consiste de un funtor F -lineal:

F : A −→ A′

y una colección de isomorfismos naturales:

ϑAB : F(A⊗A B) ∼= F(A)⊗A′ F(B)

ϑ1 : F(1A) ∼= 1A′ ,

compatibles con las “restricciones” a, c, u, u′.

A.1.2. (Dold-Puppe). Sea A un objeto en una categoŕıa tensor A. Un
dual para A, es un triplete dado por un objeto A∨ de A y morfismos:

ε : A⊗A∨ → 1 y η : 1 → A∨ ⊗A

llamados morfismos evaluación y coevaluación respectivamente, de tal
manera que las composiciones:

A ∼= A⊗ 1
1A⊗η // A⊗A∨ ⊗A

ε⊗1A // 1⊗A ∼= A

A∨ ∼= 1⊗A∨
η⊗1A // A∨ ⊗A⊗A∨

1A⊗ε // A∨ ⊗ 1 ∼= A∨

son las identidades en A y A∨ respectivamente. Un objeto A ∈ A es refle-
xivo si A es isomorfo a (A∨)∨. Todo objeto ⊗-invertible es reflexivo.

Definición A.1.2 Una ⊗-categoŕıa F -lineal A se dice que es ŕıgida, si todo
objeto de A admite un dual.

Para tales categoŕıas, si A,B ∈ A y f ∈ A(A,B), entonces existe f t :=
f∨ ∈ A(B∨, A∨) caracterizado por la conmutatividad del diagrama:

B∨ ⊗A
1B∨⊗f//

ft⊗1A
��

B∨ ⊗B
εB∨

��
A∨ ⊗A εA∨

// 1.
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De esta manera, obtenemos un funtor contravariante (−)∨ : A → A, el
cual env́ıa a cada objeto a su dual y es una equivalencia de categoŕıas.

A.1.3. Sea A una categoŕıa F -tensor y A,B ∈ A, las condiciones anteriores
implican la existencia de hom internos, es decir, existe un funtor:

Hom : A×A −→ A

(A,B) 7→ Hom(A,B)

donde Hom(A,B) es el objeto representante del funtor:

T  A(T ⊗A,B) : Aop −→ Set.

En otras palabras, se cumple que:

A(T ⊗A,B) ∼= A(T,Hom(A,B)), (∗)

el morfismo universal correspondiente al morfismo identidad 1Hom(A,B) es
llamado morfismo evaluación:

εA,B : Hom(A,B)⊗A → B

y el morfismo T → Hom(A,B) se corresponde por la propiedad universal
al morfismo T ⊗A→ B, caracterizado por la conmutatividad del diagrama:

T ⊗A //

��

B

Hom(A,B)⊗A.
εA,B

77pppppppppppp

Entonces, el dual de un objeto A ∈ A se puede ver como A∨ = Hom(A,1).
Además, se tienen los isomorfismos:

A(A, (A∨)∨)
∼=−→ A(A⊗A∨,1)

∼=−→ A(A∨ ⊗A,1),

con todo los objetos reflexivos, A
∼=−→ (A∨)∨. Por otro lado, si A1, A2, B1, B2

son objetos de la F -categoŕıa tensor ŕıgida A, por la propiedad del morfismo
evaluación, se tiene el siguiente isomorfismo:

Hom(A1, B1)⊗Hom(A2, B2)
∼=−→ Hom(A1 ⊗A2, B1 ⊗B2).

Finalmente, de la fórmula (∗), nos queda que como A tiene dual, entonces
existe un isomorfismo natural:

A(T ⊗A,B) ∼= A(T,A∨ ⊗B) y Hom(A,B) ∼= A∨ ⊗B.

Lo cual hace del funtor −⊗A∨ un adjunto derecho del funtor −⊗A, lo cual
hace de A una categoŕıa cerrada.
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Proposición A.1.3 ([8], Prop. 1.9) Sea F : A → A′ un ⊗-funtor entre ⊗-
categoŕıas ŕıgidas. Entonces existe un isomorfismo canónico:

F(Hom(A,B))
∼=−→ Hom(F(A),F(B))

para cualesquiera objetos A,B ∈ A.

Esto nos da de manera automática que ⊗-funtores entre ⊗-categoŕıas
ŕıgidas son compatibles con la formación de duales (−)∨.

Definición A.1.4 Sean F,G : A → A′ dos ⊗-funtores. Un morfismo de
⊗-funtores de F a G es una transformación natural ω : F → G tal que:

F(A)⊗ F(B)
FAB //

ωA⊗ωB
��

F(A⊗B)

ωA⊗B
��

G(A)⊗ G(B)
GAB

// G(A⊗B)

es un diagrama conmutativo.

Al conjunto de morfismos tensores de F a G se le denota como Hom⊗(F,G).
De la misma manera, tenemos las siguientes notaciones End⊗(F), Iso⊗(F,G)
y Aut⊗(F). Gracias a la dualidad, se tiene el siguiente resultado:

Proposición A.1.5 Sean F y G dos funtores tensores entre ⊗-categoŕıas
ŕıgidas. Entonces todo morfismo tensor de F a G es un isomorfismo:

Hom⊗(F,G) = Iso⊗(F,G).

A.1.6. Traza y dimensión ŕıgida. Aplicando el funtor A(−,1) al morfis-
mo evaluación ε : A∨ ⊗A→ 1, obtenemos un morfismo:

trA : EndA(A) → EndA(1)

llamado morfismo traza, explicitamente, tenemos la siguiente definición.

Definición A.1.6 En una ⊗-categoŕıa ŕıgida A, la traza de un endomor-
fismo f ∈ EndA(A) es un elemento en EndA(1) dada por la composición:

tr(f) := (1
η−→ A⊗A∨

cAA∨−→ A∨ ⊗A ε−→ 1)

la caracteŕıstica de Euler-Poincaré del objeto A ∈ A es χ(A) := tr(1A).
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A.1.7. Propiedades. Sea A una categoŕıa F -tensor ŕıgida. Consideremos
un objeto A ∈ A y f, g ∈ End(A). Sea λ ∈ End(1), entonces se tienen las
siguientes propiedades:

i) tr(f + g) = tr(f) + tr(g).

ii) tr(f ◦ g) = tr(g ◦ f).

iii) tr(λ(f)) = λ(tr(f)).

iv) tr(f t) = tr(f).

Trazas en categoŕıas F -tensores ŕıgidas satisfacen un criterio de compa-
tibilidad con respecto a funtores F -tensores:

Proposición A.1.7 (Fórmula de traza) Sea F : A → B un funtor F -
tensor entre categoŕıas ŕıgidas F -tensores. Sea f : A→ A un endomorfismo
en A. Entonces, existe una igualdad en EndB(1):

F
(
trA(f)

)
= trB

(
F(f)

)
.

Ejemplo A.1.8 La categoŕıa ModA es una categoŕıa en la que todos sus
objetos admiten duales (y hom’s internos). Sin embargo, no todos sus objetos
son reflexivos. Por ejemplo, si A = Z entonces Z/2Z no es reflexivo. La sub-
categoŕıa plena de ModA que consiste de todos los A-módulos proyectivos
de tipo finito ModprtfA es una ⊗-categoŕıa ŕıgida ([7], prop. 2.6).

Ejemplo A.1.9 La ⊗-categoŕıa RepF (G), donde G es un grupo, es una
⊗-categoŕıa ŕıgida. El dual de un objeto (V, ρ) ∈ RepF (G) está dado por
la representación contragradiente. En particular, la categoŕıa VecE de
espacios vectoriales dimensionalmente finitos sobre un campo E es una ⊗-
categoŕıa abeliana y ŕıgida, donde el dual de un objeto V ∈ VecE es el
espacio vectorial dual usual V ∗, y además End(1) = E. Aqúı todas las
definiciones anteriores coinciden con las nociones familiares de VecE . Por
ejemplo, tr : End(V ) → E es la traza usual y la caracteŕıstica de Euler-
Poincaré de un espacio vectorial es su dimensión.

Ejemplo A.1.10 La categoŕıa Vec±E de super espacios vectoriales (o
espacios vectoriales Z2-graduados) de dimensión finita sobre E. Un super-
espacio vecorial V es un espacio vectorial con una descomposición V =
V+ ⊕ V−. Elementos en V+ son llamados pares y elementos en V− son lla-
mados impares. Si un elemento v ∈ V es homogéneo, es decir, si v ∈ V+ o
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v ∈ V−, entonces δv denota su grado. Luego, para un elemento homogéneo
uno tiene que v ∈ Vδv. Para el morfismo de simetŕıa, introducimos el cambio
de signos (−1)δv·δw siempre que el orden de dos elementos homogéneos v y
w sea cambiado. De manera más general, tenemos a la categoŕıa GrVecE
de E-espacios vectoriales Z-graduados de dimensión finita (V =

⊕
V n). El

producto tensor ⊗E hace de GrVecE una ⊗-categoŕıa ŕıgida, y la conmu-
tatividad restringida cVW está dada por la regla de signos de Koszul:

cVW : V ⊗W
∼=−→ W ⊗ V,

con cVW =
⊕

r,s(−1)rscr,s, donde cr,s : V r ⊗W s →W s⊗ V r es el morfismo
usual en VecE . El rango (caracteŕıstica de Euler-Poincaré) de un objeto
V ∈ GrVecE , es la super-dimensión: dim V +−dim V −, donde V + = V 2i

y V − = V 2i+1.

A.2. Categoŕıas Tannakianas

La idea de categoŕıa Tannakiana es la siguiente. Sea G un grupo, entonces
RepF (G) la categoŕıa de F -representaciones finitamente dimensionales de
G tiene una estructura relativamente interesante de categoŕıa Tannakiana.
Consideremos la siguiente asignación:

Grupos −→ categorias Tannakianas

G 7→ RepF (G).

El teorema de Tannaka-Krein establece que si G es compacto, entonces el
grupo G se puede recuperar v́ıa el funtor que olvida:

RepF (G) −→ VecF

sobre la categoŕıa VecF de F -espacios vectoriales finitamente dimensionales.

A.2.1. Sea F un campo y A una⊗-categoŕıa ŕıgida, abeliana sobre End(1) =
F . Un funtor fibrado sobre A es un ⊗-funtor exacto y fiel:

ω : A −→ VecE

en la ⊗-categoŕıa ŕıgida de espacios vectoriales de dimensión finita sobre
alguna extensión de campos E de F .

Definición A.2.1 Una ⊗-categoŕıa abeliana y ŕıgida A tal que End(1) = F
es un campo, se dice que es Tannakiana si admite un funtor fibrado.
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Si existe tal funtor fibrado ω sobre E = F , a la categoŕıa Tannakiana A

se le llama categoŕıa Tannakiana neutral. A la pareja (A, ω), donde A

es una categoŕıa Tannakiana y ω es un funtor fibrado sobre End(1) = F , se
le llama categoŕıa Tannakiana neutralizada.

Ejemplo A.2.2 Sea G un grupo esquema af́ın sobre un campo F . La ca-
tegoŕıa abeliana F -lineal RepF (G) de representaciones dimensionalmente
finitos de G es una ⊗-categoŕıa con respecto al producto tensor sobre F de
espacios vectoriales. Además, la categoŕıa es ŕıgida y el funtor que olvida:

ωG : RepF (G) −→ VecF ; (V, ρ) 7→ V,

es un funtor tensor, exacto y fiel, es decir, es un funtor fibrado. Luego,
RepF (G) es una categoŕıa Tannakiana (neutral). Puede suceder que otro
funtor fibrado en RepF (G) no sea isomorfo a ωG.

A.2.3. Dada una categoŕıa Tannakiana neutralizada A, con ω : A→ VecF
como funtor fibrado, se puede definir un grupo-esquema af́ın:

G(ω) = Aut⊗ω

el grupo de transformaciones naturales de ω en si mismo que conservan la
estructura tensor, el cual puede ser visto como un esquema v́ıa el funtor de
puntos en F -álgebras. El siguiente resultado, es el ingrediente principal del
formalismo Tannakiano:

Teorema A.2.3 (Deligne-Grothendieck-Saavedra) Sea (A, ω) una ca-
tegoŕıa Tannakiana neutralizada sobre un campo F , y sea Aut⊗ω el grupo-
esquema af́ın asociado sobre F . Entonces, el funtor:

Ψ : A −→ RepF (Aut⊗ω)

es una equivalencia de categoŕıas.

En particular, si A = RepF (G) para un grupo-esquema af́ın sobre F .
Entonces el morfismo de grupos:

G −→ Aut⊗ωG

es un isomorfismo.
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Ejemplo A.2.4 Sea HodR la categoŕıa de estructuras de Hodge (reales).
Recordemos que un objeto H ∈ HodR, consiste de un R-espacio vectorial
H de dimensión finita y una descomposición de la forma:

HC := H ⊗ C =
⊕
p+q=n

Hp,q, tal que Hp,q = Hq,p,

donde − denota la conjugación compleja. Entonces HodR es una categoŕıa
Tannakiana, donde el funtor natural:

ω : HodR −→ VecR

H 7→ H

es el funtor fibrado. En este caso, el grupo G(ω) = S el cual es un toro
definido por ResC/R(Gm,C), donde ResC/R denota la restricción de Weil de
escalares.

Una caracterización importante sobre categoŕıas Tannakianas que no
involucra a un funtor fibrado, fue probado por Deligne.

Teorema A.2.5 (Deligne) Sea A una ⊗-categoŕıa abeliana y ŕıgida so-
bre un campo F de caracteŕıstica cero tal que End(1) = F . Las siguientes
condiciones son equivalentes:

i) A es Tannakiana,

ii) si A ∈ A, ΛnA = 0 para alguna n > 0,

iii) la caracteŕıstica de Euler-Poincaré: χ(A) es un entero natural.
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⊗-funtor, 56
⊗-ideal, 48

anillo de Chow, 4
anillo de división, 48
anillo semi-simple, 48

caracteŕıstica de Euler-Poincaré, 58
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cohomoloǵıa cristalina, 9
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