(I U
,E ) 3
B
PR
i -
@E

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS Y
DE LA ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA

LA CATEGORIA DE MOTIVOS PUROS

T E SIS

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS

PRESENTA:
DIOSEL LOPEZ CRUZ

DIRECTOR DE TESIS:
DR. FELIPE DE JESUS ZALDIVAR CRUZ
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS Y
DE LA ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA

MEXICO, D. F. AGOSTO, 2013



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



La categoria de motivos puros

Diosel Lépez Cruz



II



III

La matematica-verdad lo trae cada matematico den-
tro de si mismo. El sufrimiento, el gozo, el triunfo,
el fracaso, los elogios y la pasion; todo eso que hay
en este arte de contrastes, de luz y sombra, de exhal-
tacion y amargura, de héroes y truhanes, lo vamos
viviendo los matematicos. Algunos caminardn todo
el tiempo sin llegar jamas a ningin lado en ese labe-
rinto mil veces peor que el del minotauro porque éste
es un camino que se recorre voluntariamente. Para el
que llega encontrar la verdad en las matematicas, el
camino es aun mas duro porque debe defenderlo con
la vida hasta la muerte. Aquel que descubrié la ver-
dad en las matematicas y lo traiciona, preferird no
haberlo descubierto nunca...

Jorge de Jesus “El Glison”
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Introduccién

En palabras de A. Grothendieck ([15], pag. 198):

... la teoria de motivos es una teoria sistemdtica de “propiedades
aritméticas”de variedades algebraicas junto con su grupo de clase
de ciclos algebraicos modulo equivalencia numérica...

Varias teorias de cohomologia juegan un papel importante en la geo-
metria algebraica, estas teorias tienen propiedades comunes y pueden en
algunos casos relacionarse por medio de morfismos especificos. Una teoria
de cohomologia con coeficientes en un anillo F' estd dada por un funtor
contravariante H* de la categoria de variedades algebraicas sobre un campo
k a la categoria de F-algebras graduadas (o mds general, a una categoria
tensor F-lineal). El funtor H* debe satisfacer ciertas propiedades, en parti-
cular, ciclos algebraicos en una variedad X deben de dar lugar a elementos
en H*(X) y la estructura de ciclos algebraicos en X junto con el producto
de interseccién deben reflejarse en la estructura de H*(X). La cohomologia
étale, cohomologia de De Rham, cohomologia de Betti y la cohomologia cris-
talina son ejemplos de teorias de cohomologia. Abstrayendo las propiedades
formales comunes de estas teorias de cohomologia se obtiene la nocién de
teoria de cohomologia de Weil, para la cual las teorias anteriores son
ejemplos. Sin embargo, entre todas carecen de falta de cohesion.

La idea de una teoria de cohomologia universal para variedades al-
gebraicas, lleva a Grothendieck a la formulacién de la teoria de motivos
a mediados de los anos 60’s. Estrictamente hablando, dada una variedad
algebraica X sobre un campo k, el motivo de X es un objeto esencial en
la estructura de H*(X) para cualquier teoria de cohomologia, y por tanto
adquiere la informacién aritmética (geométrica) contenida en los ciclos al-
gebraicos en X. Para desarrollar una teoria de motivos puros, Grothendieck
tenia en mente que para todo campo k y toda relacién de equivalencia ade-
cuadal ~ en ciclos algebraicos, deberfa de existir una ®-categoria M. (k)p

'La relacién que Grothendieck tenia en mente era la numérica.
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abeliana y semi-simple junto con un funtor contravariante:
b~ : {k — variedades proyectivas y lisas} — Mo (k)p

que cumpliera en parte con los axiomas de una teoria de cohomologia de
WEeil, en el siguiente sentido:

— Férmula de Kiinneth. Para todo X,Y € P(k), existe un isomorfismo:

b~ (X X Y) = ho(X) @ b (Y).

— Dualidad de Poincaré. Existe un funtor de dualidad (—)" en M. (k)p,
de tal manera que para todo X € P(k) se tiene una descomposicién:

2d
b (X) =EPbHL(X) donde (HL(X))" =p2"(X).
=0

— Propiedad universal. Dada cualquier teoria de cohomologia de Weil
H* : P(k)°? — GrVecg, existe un dnico funtor wy que hace conmutar al
siguiente diagrama:

P(k)°p M, GrVecy

al funtor wy se le llama funtor realizaciéon. En particular, . debe resumir
las propiedades que cumple una teoria de cohomologia de Weil. Si tal funtor
wp existe, entonces todas las propiedades categoricas escritas en términos
de cohomologias de Weil serfan vélidas si y sélo si son vialidas en M (k)p.
Por ejemplo, los i-ésimos ntimeros de Betti b; serian independientes de
la eleccion de la cohomologia. Inspirado en un término musical, A. Grothen-
dieck nombré a la categoria M..(k)r categoria de motivos. En la musica,
un motivo es una linea melédica que a lo largo de la composiciéon puede ser
interpretado por varios instrumentos. En este sentido, el motivo h(X) es
un objeto interpretado por distintas teorias de cohomologia.

En este trabajo, nos concentraremos en los motivos asociados a las varie-
dades proyectivas y lisas sobre un campo arbitrario k. La construccién de la
categoria de motivos puros depende exclusivamente de la eleccién de una re-
lacién de equivalencia adecuada en ciclos algebraicos de variedades sobre k.
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Es decir, dada una relacién de equivalencia adecuada ~ que satisface ciertas
propiedades, es posible construir una categoria F-lineal y pseudo-abeliana
M~ (k)p. Contrario a lo que historicamente se esperaba, la construccién de
los motivos puros es totalmente incondicional. Sin embargo, muchas de las
buenas propiedades de la que goza dependen de conjeturas en ciclos alge-
braicos, las llamadas conjeturas estandar de Grothendieck, formuladas en
[15]. La estructura de este trabajo es la siguiente.

En el capitulo 1, hacemos un repaso sobre ciclos algebraicos y el pro-
ducto de interseccién. Se define también el concepto de relacién de equiva-
lencia adecuada sobre tales ciclos. En este capitulo introducimos la nocién
de teoria de cohomologia de Weil y algunos ejemplos particulares de rela-
ciones de equivalencias adecuadas. Finalmente presentamos la definicién de
correspondencia cohomoldgica y se prueba la férmula de traza de Lefschetz.

En el segundo capitulo, se construyen los motivos puros a partir de una
equivalencia adecuada ~. El primer paso es considerar la linealizacion de
la categoria de variedades proyectivas y lisas sobre un campo k, obtenien-
do asi la categoria de correspondencias. La envoltura pseudo-abeliana de
Corr.(k)r nos permite obtener a la categoria M (k)r de motivos puros
efectivos. Finalmente, mediante un proceso de inversiéon obtenemos a la cate-
goria de motivos puros M. (k)p. Esta categoria viene junto con un ®-funtor
bt P(K)P — Mo (k)p, lamado funtor de cohomologia motivica.

En el capitulo 3, consideramos principalmente a la categoria de motivos
puros de Chow CHM(k)r. Se prueba en ella propiedades muy importantes,
las cuales pueden ser transportadas sin ninguna dificultad a una categoria
de motivos puros en general M. (k)r. El producto xj en la categoria de
variedades proyectivas y lisas sobre k induce una estructura tensorial en
CHM(k)r con identidad 1 correspondiente a Spec(k). La recta proyectiva
P! se descompone en la categoria como 1 @ L donde L es el motivo de
Lefschetz. Se prueba que CHM (k) es una categoria pseudo-abeliana (en
general no-abeliana) y que cuenta con un funtor de involucién. Finalmente se
presenta una herramienta muy poderosa en el calculo de motivos, a saber, el
principio de identidad de Manin y también el motivo asociado a una curva.

En el dltimo capitulo se prueba un resultado crucial en la teoria de
motivos puros. El teorema de Jannsen: el cual prueba que la categoria
M~ (k) es abeliana y semi-simple si y s6lo si ~ = ~pym.

A manera de apéndice, revisamos las definiciones de ®-categorias y ca-
tegorias rigidas, asi como la nocion de categoria Tannakiana.
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Capitulo 1
Eqivalencias adecuadas y cohomologias de Weil

Sean k un campo y denotemos por P(k) la categoria de variedades pro-
yectivas y lisas sobre k. Una variedad X se asume como un esquema
reducido, no necesariamente irreducible; de hecho es crucial permitir unio-
nes disjuntas finitas de irreducibles. La categoria P(k) es una ®-categoria
(no aditiva), con producto xy, el producto fibrado sobre k, donde la conmu-
tatividad restringida estd dada por cxy: X xY — Y x X, y con unidad
p := Spec(k). En este primer capitulo damos los ingredientes principales de
la teoria de motivos puros: equivalencias adecuadas y cohomologias de Weil.

1.1. Ciclos algebraicos

Un ciclo algebraico en una variedad X € P(k) es una suma formal finita
Z = ). ,NaZq de subvariedades irreducibles Z, en X, tales que n, € Z.
Si toda Z, tiene la misma codimensién ¢, decimos que Z es un ciclo de
codimensién g en X. Denotamos al grupo abeliano libre generado por las
subvariedades irreducibles de codimensién ¢ en X como:

’ Z1(X) := {ciclos algebraicos de codimensién ¢ en X }. ‘

En términos de dimensién tenemos a Z,(X), el grupo abeliano libre gene-
rado por las subvariedades irreducibles de dimensién ¢ en X. A los elementos
de Z4(X) se les conoce como ciclos de dimensidn ¢ 6 ¢-ciclos. Si X es pura
de dimensién d, entonces 29(X) = Z4_4(X) para 0 < ¢ < d.

1.1.1. Teoria de interseccién (R. Hartshorne [16], Apéndice A). Existe
un producto bilineal parcialmente definido en ciclos algebraicos, a saber el
producto de interseccién:

ZP(X) x 2UX) 5 rte(x)
(Od,ﬁ) = O“X/B

1



2 Relaciones de equivalencias adecuadas

donde [X] € 2°(X) (el ciclo asociado a X, W. Fulton [14] 1.5) es el ele-
mento unidad. La interseccion de dos subvariedades irreducibles V' y W es
definido si V y W intersectan propiamente, es decir, que cada compo-
nente 7' de V. N W tiene codimensién codimy (V') 4+ codimx (W). En este
caso, las multiplicidades son dadas por la férmula de intersecciéon de
Serre (J. P. Serre, [34]). Si f : X — Y es un morfismo en P(k), dado que
f es propio entonces por (W. Fulton [14], 1.4) tenemos un push-forward
fe 0 2g(X) = Zy(Y), (respetando la graduacién por dimensién) esta cons-
truccién es funtorial (covariante). En el sentido contravariente tenemos el
pull-back de un morfismo plano f (W. Fulton [14], 1.7), el cual respeta la
graduacién por codimensién f* : Z9(Y) — Z9(X). De manera mds general,
cualquier correspondencia o € Z*(X X Y) nos da dos homomorfismos
“aditivos” parcialmente definidos:

@ 25(X) = Z(Y); v = pryg(a-pri(y)) € 27(Y),

0" ZH(Y) > ZHX) y = pry(a-pri(n) € 24 (X),

donde pry : X XY = X y pry : X x Y — Y son las proyecciones.

Nota. El producto de intersecciéon y la acciéon de correspondecias en ciclos
no siempre estan definidos. Para ello necesitamos encontrar un “buena re-
lacién” en ciclos algebraicos, la cual garantice que estas operaciones estén
definidas en clases de ciclos. Una forma de extender estas operaciones de
manera global, es introduciendo la nocién de equivalencia adecuada sobre
tales ciclos (P. Samuel, [31]). Esto permitira tener un control del producto
de interseccién sobre clases de ciclos. Este es el tema de la seccién siguiente.

1.2. Relaciones de equivalencias adecuadas

Sea F' un anillo conmutativo, para una variedad X sobre ky ¢ € N:

29(X)p == {ZraZa | 7a € F'y Zao C X de codim. q} = 29(X) @y F

es el F-médulo libre generado por las subvariedades irreducibles de X de
codimension q. A los elementos de Z9(X)p se les conoce como ciclos alge-
braicos de codimensiéon ¢ con coeficientes en F. En este caso, consi-
deremos Z*(X)F := @50 29(X)F (generalmente usaremos F' = Q).

Definicién 1.2.1 Una relacién de equivalencia ~ en ciclos algebraicos (no
trivial) es adecuada (U. Jannsen, [17]), si para cada X,Y € P(k) se tiene:
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i) ~ es compatible con la estructura F-lineal y la graduacién de Z*(X) .

ii) Dados a y 8 en Z*(X)p existe un ciclo o/ € Z*(X)p de tal manera
que a ~ o y o intersecta propiamente con 3 en X.

ili) Paray € Z*(X)p y todo a € Z*(X X Y)r que intersecta propiamente
con pri (), tenemos que o (y) := (pry )«(pri (v) - @) ~0si vy ~ 0.

Las condiciones (i) y (ii) implican que el producto de interseccién par-
cialmente definido en Z*(X)p, estd completamente definido en el cociente:

2L (X)p:=2"(X)r | Z(X)~F

donde Z*(X)~ p :=={Z € Z*(X)Fr | Z ~ 0}. De la misma forma, la condicién
(iii) implica que la formacién de pull-back (v = I‘}) es contravariante con
valores en F-algebras Z* (X)p, y covariante en la formacién de push-forward
(v = T'f), pero esta tltima con valores en F-mdédulos Z.(X)r. Estas dos
estructuras se relacionan mediante la férmula de proyeccién:

folax F1(8) = By fulo)]

donde a« € Zu(X)p y B € Z5(Y)p. Por otro lado, dado un cuadrado
cartesiano en P(k):

X/L>X

p/i J/p
f v
/

se cumple la férmula f* o p, = pl, o f*.

Entre las equivalencias adecuadas existe un orden parcial: decimos que
~1 es mas fina que ~q, y escribimos ~1 > ~9, si @ ~1 0 implica que o ~o 0.
Ejemplos de equivalencias adecuadas son las siguientes.

Ejemplo 1.2.2 Un ciclo a € 29(X)F es racionalmente equivalente a
cero (o ~pac 0) si existe un ciclo 8 = Y. n;f; € 29(X x P!)p, tales que las
proyecciones 7; : ; — P! sean dominantes y se cumpla que:

o =S [8,(0)) - [8:(c0)),

donde [Bi(t)] := pry.[m; *(t)] para t € P'. El hecho de que equivalencia
racional sea un equivalencia adecuada se sigue de la teoria de interseccion,
el punto crucial es el (ii) de la definicién 1.2.1:



4 Relaciones de equivalencias adecuadas

Lema 1.2.3 (Lema del movimiento de Chow) Sean o« € CHY(X)p
y B € CHP(X)p. Entonces existen representantes en Z9(X)p y ZP(X)r
respectivamente, que intersectan propiamente. El producto de interseccion
a-x € CH*(X)p es independiente de la eleccion de los representantes.

El conjunto de ciclos racionalmente triviales forma un subgrupo, escribimos:
CHY(X) :=2Z9(X) / {ciclos racionalmente equivalentes a cero},

para el g-ésimo grupo de Chow de X. En CH*(X) = @3:0 CHY(X)
tenemos definido un buen producto, el cual en los componentes es dado por:

CHP(X) x CHY(X) -% CHPM(X)

(aaﬁ) — a'Xﬁ

Es claro que este producto es conmutativo. Con respecto a la suma y
producto de interseccién de clases de ciclos CH*(X) es un anillo graduado
y CH*(X)r un F-dlgebra graduada, donde la unidad es 1 = [X]. Este
anillo es conocido como el anillo de Chow' de X. Observemos también
que el producto de interseccién es asociativo, puesto que resulta ser igual a
la siguiente composicién (W. Fulton [14], 8.1):

CHP(X) x CHY(X) =5 CHPY(X x X) 25 CHP(X)

donde A: X — X x X es el morfismo diagonal. Se prueba ademaés que, ~r4¢
es la més fina entre todas las equivalencias adecuadas (U. Jannsen, [17]).

Ejemplo 1.2.4 La descripcién anterior de equivalencia racional, nos per-
mite definir también a la equivalencia algebraica ~,,, pero esta parame-
trizada por una curva proyectiva y lisa arbitraria. Es claro que si a ~pc 0
entonces o~z 0, pero en general no son iguales. Por ejemplo, si C' es una
curva eliptica y a,b son dos puntos distintos. Entonces Z = a — b no es el
divisor de una funcion, sin embargo Z es algebraicamente equivalente a cero.

Ejemplo 1.2.5 La equivalencia nilpotente-smash (®-nil) es otra relacién
de equivalencia adecuada importante, introducida por V. Voevodsky en [35].
Un ciclo a € Z*(X)p es ®-nilpotente a cero, a ~gnj 0, si existe n > 0 tal
que: o X a X --- X « es racionalmente equivalente a cero en X".

n—veces

'El anillo de Chow CH*(X) = GBZ:O CH?(X) es un andlogo algebraico para el anillo
de cohomologia @?:0 H?(X,7), en topologfa algebraica.



Egivalencias adecuadas y cohomologias de Weil )

Ejemplo 1.2.6 Sea X € P(k), en particular X es completa. Luego el mor-
fismo estructural p : X — Spec(k) induce el siguiente morfismo de grado?
en clases de 0-ciclos, definido para o = Y n;.p; € CHy(X) como:

gria) == | a= an[k:(pz) s k.
X

Un ciclo « € CH?(X)p es numericamente equivalente a 0 (« ~pumy 0)
si para todo ciclo 8 € CH?9(X)F, se tiene que gr(a - ) = 0. La relacién
~num €s adecuada en ciclos algebraicos (P. Samuel [31], pag. 474), y es la
menos fina entre todas las equivalencias adecuadas. Definimos:

NY(X) = 21

num

(X) = 29(X)/{equivalencia numérica}.

1.3. Cohomologias de Weil

Sea K un campo de caracteristica cero. Denotemos por GrVecg a la ®-
categoria rigida de K-espacios vectoriales Z-graduados de dimension finita,
donde la conmutatividad estd dada por la regla de signos de Koszul. En esta
seccion recolectamos algunos resultados importantes, sin demostracién, que
se usaran en las secciones siguientes (S. Kleiman, [21]) y (A. De Jong, [9]).

Definicion 1.3.1 Una teoria de cohomologia de Weil consiste de:
D1) Un funtor contravariante:
H* :P(k) — GrVecg

dado por X — €, H"(X). El producto de «, 8 € H*(X) se denota
como a U f3 y se le llama producto copa®.

D2) Existe un K-espacio vectorial 1-dimensional K (—1) := H?(P!), el cual
nos define a la torcedura de Tate:

(—r) = —® H*(P")®" : GrVecy — GrVeck

dada de la siguiente forma. Para un K-espacio vectorial V € GrVecy
y r € Z, definimos V(—r) := V @ H?(P1)%".

2Esto se cumple dado que push-forward de morfismos propios factorizan a través de
grupos de Chow (W. Fulton [14], Teorema 1.4).

3Recordemos que conmutatividad graduada quiere decir: a U 8 = (—1)60"556 Ua,
donde da (resp. §3) es el grado del elemento homogéneo a (resp. 3).



6 Cohomologias de Weil

D3) Para toda variedad proyectiva y lisa X pura de dimensién dx, existe
un morfismo de traza Tr = Trx : H?%X (X)(dy) — K.

D4) Para cada X € P(k) y toda subvariedad irreducible Z de codimensién
q, existe una clase fundamental cly(Z) € H*(X)(q).

Estos datos satisfacen las siguientes propiedades:

W1) Cada H*(X) es un K-espacio vectorial de dimensién finita. En el caso
que i ¢ {0,...,2dx}, se tiene que H'(X) = 0.

W2) (Férmula de Kiinneth) Dadas dos variedades X,Y € P(k). Las
proyecciones pry : X XY — X y pry : X XY — Y inducen un
homomorfismo de K-algebras:

H (X)ox H'(Y) — H'(X xY); a®f — pri(a)Upr(8)
el cual es un isomorfismo.

W3) (Dualidad de Poincaré) Para toda variedad proyectiva, lisa y cone-
xa X, el morfismo de traza Tr : H2?x (X)(dx) — K es un isomorfismo.
Para toda 0 < i < 2dy, el producto copa induce un apareamiento:

(,):HY(X)x H**>*7(X)(dx) — K; (a,8) Trx(aUp)
el cual es un apareamiento perfecto.

W4) Para X,Y dos variedades proyectivas y lisas, el morfismo de traza
Tryyy : H23x 24 (X x Y)(dx + dy) — K satisface que:

Trxxy (priy(a) Upry(8)) = Trx (a) Try(8),

donde o € H*x(X)(dx)y 8 € H?¥ (Y)(dy). Esta propiedad se puede
escribir como Tryxy = Trx ® Try, dado que a® 8 = pri (a)Upri-(B).

Observaciones 1.3.2  a) Latraza Trspec(k) establece el siguiente isomor-
fismo: H*(Spec k) = H"(Spec k) = K.

b) Push-forward en cohomologia. Sea f : X — Y un morfismo en
P(k). Entonces tenemos f* := H*(f): H*(Y) — H*(X), dualidad de

Poincaré asocia a f* un morfismo:

fo: HY(X)(dx) — H*T"(Y)(r), (r=dy —dx)
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caracterizado por la conmutatividad del siguiente diagrama:

H24 (X)) (dx) % HH(X) ——= H* (X)(dx) —> K
f*T if* J{f*
HQdei(Y)(dy) % H2T+i(y) . H2dy( ) dY H_ K

es decir, dada o € H(X), el push-forward de a se define como el
tinico elemento fi(a) € H*T(Y)(dy — dx) tal que:

Trx (U f*(8)) = Try (fs(a) U B)

para toda 8 € H?X~{(Y)(dx). En el mismo diagrama, estos dos mor-
fismos se relacionan mediante la férmula de proyeccion:

f(F(B)Ua) = BU fu(a).]

c) Si X € P(k) y p: X — Spec(k) el morfismo estructural, entonces el
morfismo de traza coincide con el siguiente push-forward:

Trx : H2(X)(dx) 25 H°(Spec k) — K.

De manera maés general, para todo morfismo f : X — Y se tiene que:

Trx : H*X(X)(dx) EiR H*™ (Y)(dy) =5 K.

1.3.3. Dada una teoria de cohomologia de Weil H. La propiedad (D4) de
1.3.1 se extiende por linealidad a un mapeo de ciclos:

ol 1 29(X) — H2(X)(q).

Este mapeo refleja la estructura de uno de los grupos en el otro, relacionando
producto de interseccién con producto copa. El mapeo de ciclos cl% factoriza
a través de CHY(X), y asi tenemos la definicién siguiente.

Definicion 1.3.3 Dada una teoria de cohomologia de Weil H*, definimos
el mapeo de clases de ciclos:

cf =i CHY(X) — H?(X)(q)

asociado a H de la siguiente manera. Para un ciclo a = > n;Z; de codimen-
sién ¢ en una variedad proyectiva y lisa X, sea:

A (a) =Y nicl(Z;) € H*(X)(q).
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Propiedades. La unidad del dlgebra H*(X) es cl%([X]).

— clxxy es compatible con “productos externos”:

B (o x B) = i (a) @ clL(B).

— La composicién de cl% con el morfismo de traza Try coincide con el
morfismo de grado en 0-ciclos.

— Si f: X — Y es un morfismo en P(k), el morfismo de clases ciclos
conmuta con el pull-back inducido en cohomologia y en anillos de Chow:

CHYY)p b, H24(Y)(q) CHY(X)F By 24(X)(q)
f*l lf* f*l f*l
CHI(X)p — H2(X)(q) CH(Y)r —> B2 (V) (r)

es decir, f*ocly =clx o f*y feocly =cly o fi, donde r = ¢+ dy — dx.

— Usando la propiedad anterior, se prueba que el mapeo de clases de
ciclos es compatible con productos (producto de interseccién en CH*(X) y
producto copa en H*(X)). En efecto, dado que a- f = A*(ax x ():

A a-B) = dF(A*(ax B)) = A% (R (a x B))
= A*(cIi () @ cl%(B)) = cli (o) Ucl%(B).
En particular, cly : CH*(X) — H?*(X)(*) es un homomorfismo de anillos.

Definicion 1.3.4 Sea H* una teoria de cohomologia de Weil. Un ciclo « €
29(X)p es homologicamente trivial (o ~pom 0), si cl% (a) = 0.

La definicién de equivalencia homoldgica depende (a priori) de la elec-
cién de una teoria de cohomologia de Weil, ~yq, define una relacion de
equivalencia adecuada en ciclos algebraicos. Denotemos por:

EH*(X) := Z*(X)/{equivalencia homolégica}
al anillo graduado de ciclos algebraicos médulo ~yom,.

1.3.5. Cohomologias de Weil clasicas. A principios de los anos 60’s
Grothendiek, junto con Artin y Verdier dessarrollaron la cohomologia /-
adica. Desde ese momento ya existia una teoria de cohomologia para cada
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nimero primo ¢ distinto de la caracteristica p del campo base k. Por otro la-
do, en caracteristica cero existian también las cohomologias clasicas de Betti
y De Rham. En el caso car(k) # 0, Grothendieck introdujo la cohomologia
cristalina como un sustituto de la cohomologia /-adica en el caso £ = p.

Ejemplos 1.3.5 Aqui, k es el campo base y K el campo de coeficientes:

— Sea X una variedad sobre un campo k de caracteristica p > 0, con
cerradura separable k. Si £ 7 p es un primo, la cohomologia (-adica de la
variedad X € P(k) es definida como la cohomologia étale de X x k:

HY(X) = H§ (X xi b, Q) = lim HE (X % k, Z/0"Z) ©z, Qe.

La cohomologfa ¢-adica es una cohomologia de Weil con coeficientes en Q.

— Sea k un campo de caracteristica cero junto con un encaje k — C.
La cohomologia de Betti de una variedad X € P(k) es la cohomologia
singular de X (C) con coeficientes en Q:

H(X) := HY(X(C), Q).
Cohomologia de Betti es una cohomologia de Weil con coeficientes en K = Q.

— Sea k un campo de caracteristica cero. La cohomologia de De Rham
algebraica de una variedad X sobre k se define en términos de de la hiper-
cohomologia de Zariski del complejo de formas diferenciales de Kéhler:

H}p(X) = Hza (X, Q}/k)
Esta es una teoria de cohomologia de Weil con coeficientes en K = k.

— Si k es un campo de caracteristica p > 0, sea W (k) el anillo de vecto-
res de Witt y Kwity = W (k)[1/p] su campo de fracciones. La cohomologia
cristalina :ris(X) = H:I'IS(X/W<k)) ®W(k) KWitt es una teoria de coho-
mologia de Weil con coeficientes en Kwyitt.

De esta manera, existe una buena cantidad de teorias de cohomologia,
las cuales son ejemplos de lo que llamamos teoria de cohomologia de Weil:

P(k)

HZ Hcris
Hpr Hp

GrVecg, GrVec,, GrVecg G'1f'VeCW(Ic) [1/p]-
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Las cuales tienen propiedades similares, incluso en caracteristica cero
existen teoremas de comparacion entre ellos:

Teorema de Artin: H}(X)= HL(X)®qQ, sik=C.
Teorema de De Rham : H}, (X)) ®, C = HL(X)®gC sikcCC.

1.3.6. Esta relaciéon entre las distintas teorias de cohomologia no es una
casualidad, y con el fin de comprender esto, Grothendieck esperaba que
existiera una teoria de cohomologia universal para variedades algebraicas:
la teoria de motivos. Grothendieck pensaba que de existir, esta fuera una
®-categoria Q-lineal, abeliana y semisimple con funtores realizacion a las
distintas teorias de cohomologias de Weil.

GrVecg,
7

> GrVec,
T

Pk)

{Motivoé}
N
GrVecg

A
GI‘VeCW(k)[l/p] .

1.4. Resultados y conjeturas en ciclos algebraicos

Algunos resultados sobre ciclos algebraicos y relaciones de equivalencias ade-
cuadas definidas sobre ellos, son los siguientes:

Observaciones 1.4.1 i) Equivalencia algebraica es més fina que la equi-
valencia nilpotente-smash ([1], prop. 3.2.4.1 y [28], apéndice B).

ii) La equivalencia algebraica es més fina que la equivalencia homolégica
([28], Lema 1.2.18).

iii) Si v ~gni 0, entonces se tiene que a X -+ X @ ~pye 0. Luego:

OZCIXn(ax---xa):clx(a)®~-®clx(a).

n—veces
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Por lo tanto, clx(a) = 0 y asi se tiene que a ~pop 0.

iv) Si a ~pom 0 entonces para una cohomologia de Weil H*, se tiene que
cl%(a) = 0. Si B € CHY(X), puesto que:

c%(a- ) = k(o) Uy U(B)

y dado que el siguiente diagrama conmuta (propiedades 1.3.3):

CH(X) ~ 120X ()

grl Trxl

7K

se tiene que: gr(a-f3) = Trx (cl% (o) Uclgl(_q(ﬁ)) = Trx(0) = 0. De esta
manera obtenemos que & ~puy 0.

En el sentido de establecer una comparacién entre las distintas relaciones
de equivalencias adecuadas, se tiene la siguiente relacion:

~rac ~alg > ~®nil ~ ~hom ~ ~~num si FF'D @

Una importante conjetura es la siguiente, la cual forma parte del ambicio-
so proyecto diseniado por A. Grothendieck en los afios 60’s. A este programa
lo bautizé con el nombre de conjeturas estandar (A. Grothendieck [15]).

Conjetura 1.4.2 (D(X)-Grothendieck) Z;_ (X)g Loz (X)o: equi-

hom num
valencia homologica coincide con equivalencia numérica.

Si la conjetura estandar de tipo D se satisface, entonces equivalencia
homolégica es independiente de la eleccion de la cohomologia de Weil H*.
En [35], Voevodsky conjetura lo siguiente:

Conjetura 1.4.3 (Voevodsky) ~wni z ~num -

Observacion 1.4.4 Puesto que ~gpil > ~hom, luego la conjetura de Voe-
vodsky, implica la conjetura estdndar (D) de Grothendieck. Recientemente
en [19], B. Kahn y R. Sebastian prueban que en variedades abelianas A de
dimensién menor e igual a 3, se tiene que 22 . (A)p = 22 (A)F, es decir,
ciclos algebraicos homologicamente triviales son nilpotentes-smash.

1.4.5. Si k es un campo algebraicamente cerrado, se cumple:
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e Teorema de Matsusaka: Div,j,(X) ® Q = Divyum(X) ® Q.
e El grupo de Néron-Severi:
NS(X) :=24X) / {equivalencia algebraica} = Div,js(X)
es un grupo abeliano finitamente generado.

e (Clemens-Griffiths) Existe una variedad proyectiva, lisa e irreduci-
ble X de dimensién 3, de tal manera que el grupo de Griffiths:

Griff?(X) := 2*(X)nom / Z*(X)alg
satisface que dimg(Griff?(X) ® Q) = co.

e Si Pic(X) denota el grupo de clases de isomorfismos de haces inverti-
bles en X, entonces tenemos que:

CH'(X) = Pic(X) = HY(X,0%).

1.5. Correspondencias cohomoldgicas y formula de traza
En esta seccidn, fijemos una teoria de cohomologia de Weil H*.

Proposicién 1.5.1 Sean X,Y € P(k) de dimensiones dx y dy respectiva-
mente, y r € Z. Entonces existe un isomorfismo candnico:

H*™ (X x Y)(dx) = @ Homg (H (X), HT(Y)).
Jj=>0

Demostraciéon. Este resultado se obtiene aplicando formula de Kiinneth
y dualidad de Poincaré. De manera maés explicita tenemos que:

H*™ (X xY)(dx) = @H*™(X)(dx) @ HT(Y)
~ P H(X) @ HT(Y)
>~ (PHomg (H(X), H(Y)),

donde (—)" representa el dual como espacio vectorial, y todas las sumas van
desde 0 hasta 2dx. O

Entonces, por la férmula de Kiinneth y dualidad de Poincaré nos queda:

H*(X x Y)(dx) = H*(X)(dx) ® H*(Y) = Homg (H*(X), H*(Y)),
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donde a un elemento o = x®y € H*(X xY)(dx) con x € H*(X) y
y € H*(Y), se le hace corresponder una transformacion lineal o, dada por:

ax(z) :=Trx(zUx) y.

Definiciéon 1.5.2 Una correspondencia cohomoldgica de grado r de X
a Y, es un elemento de H?¥x*7(X x Y)(dx). Si X es pura de dimensién dy,
denotamos a las correspondencias de grado r de X a 'Y como HCorr" (X,Y).

Las correspondencias cohomoldgicas operan en cohomologia, es decir, si
a € HCorr"(X,Y)(dx) es una correspondencia, entonces se tiene:

o H(X) — HT(Y)
=" pry*(pr}(:c)Ua)

donde pry y pry son las proyecciones obvias. Por otra parte, si consideramos
una correspondencia 5 € HCorr®(Y, W)(dy ), entonces la férmula:

v = (Prxw )« ((erY)*(a) U (pTYW)*(B)) € HCOTTHS(Xa W)(dx)

cumple con la propiedad v, = B, 0 i € @5 Homp (HY(X), HITT+s(W)).

Transposicion de correspondencias. Sea cxy : X XY — Y x X el iso-
morfismo de simetria. Dualidad de Poincaré nos da el siguiente isomorfismo:

CXYx

H2dx+(X x Y)(dx)

HCorr"(X,Y)

H2Xx+(Y x X)(dx)

HCorr?®x —2dv+7(y, X)(dx — dy)

(-)*

el cual asigna a una correspondencia cohomolégica o de X a Y de gra-
do 7, su correspondencia transpuesta cxy«(a) = af, la cual es una co-
rrespondencia de Y a X de grado 2dx — 2dy + r. Para « de la forma
u®@w € H?X~X)(dx) ® H*"(Y) usamos la regla de signos de Koszul:

(@ w)t = (—1)C=DH )y @y = (=1)1F )y @ u.

Estas descripciones nos serviran para dar la férmula de traza de Lefs-
chetz, ya que nos permiten calcular el grado de interseccién entre morfismos
en general, independientemente de que provengan de funciones de X a Y.
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Teorema 1.5.3 (Férmula de traza de Lefschetz) Sean o € HCorr" (X, Y)
y B € HCorr " (Y, X). Entonces se cumple que:

2dx

Trxxy (U BY) = (o, B xxy = Z(—l)jﬁj(ﬁ* o | mi(x))
=0

donde Tr;(B, o) denota la traza del operador By o a en el espacio H (X).

Demostracién. Por la férmula de Kiinneth y por bilinealidad, uno puede
suponer que a = u®vy =0 ®u' con u € H?**x~(X)(dx), v € H*(Y),
V'€ H?I==7(Y)(dy) y v/ € H(X). Entonces « (resp. 3) se anula fuera de
H(X) (resp. HF"(Y)) y para x € HY(X), y € H*"(Y) se tiene que:

Oé*(LU) = <$,U> w y 6*(9) = <y7 U}/> u/‘
De esta manera Sy o a, = (z, u){w, w' ), luego Tr(fs o ai) = (v, u) (w, w').

Por otra parte:

(0, B xxy = (1) u@v,u @) xxy
= ()M Ty gy (u@vUd @)
= Tryxy(uUu @vud’)
= () (v,0') = (=)' ) (0,0)
= (=1)Tr(Bs 0 o).

De esta manera queda probada la formula de traza de Lefschetz. O



Capitulo 2
La construccion de los motivos puros

Partiendo de la categoria P(k), tres pasos son necesarios para llegar a la de-
finicién de motivos puros. A saber, los procesos de “linealizacién”, “pseudo-
abelianizacién” e “inversién”. Considerar a los motivos puros como triples
se debe principalmente a U. Jannsen en [17]. Esta definicién es equivalente a
las consideradas por M. Demazure [11], S. Kleiman [20] y Yu I. Manin [24].

2.1. Categoria de correspondencias

El primer paso en la definicién de los motivos puros, es la construccién de
la categoria aditiva Corr.. (k)r. Esta construccién consiste en enriquecer el
conjunto de morfismos entre dos variedades X,Y’; considerando para ello
clases de ciclos algebraicos en X x Y.

Definicién 2.1.1 Sean X,Y € P(k) y ~ una equivalencia adecuada. El
F-moédulo de correspondencias algebraicas entre X y Y se define como:

Cort (X, Y)r = 2(X xY)p.

Para a € Corr’ (X,Y)p, escribimos o : X Y. Una correspondencia
algebraica de X a Y se dice que tiene grado r si estd en 27" (X x Y)p, con
X pura de dimensién d. En el caso general, al grupo de correspondencias de
grado r lo denotamos como:

Corr”,(X,Y)p = @ Con”_(X;,Y)p = P 24H (X x V),

donde X = I1.X; es la descomposicién de X en componentes irreducibles X;,
tales que d; = dim X;. El isomorfismo de simetria cxy : X xY =Y x X
induce un isomorfismo de transposicién:

Cort (X, Y)p — Corr’;+dim(x)_dim(y)(}/,X)F; a — abi= exy«(a),

donde a cada correspondencia « de grado r de X a Y, le asocia su trans-
puesta a® como correspondencia de Y a X de grado 7 + dim(X) — dim(Y’).

15
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Ejemplo 2.1.2 Si f: X; — Y, es un morfismo entre variedades proyectivas
y lisas sobre k, donde X y Y son puras de dimensién d y e respectivamente.
Entonces el ciclo asociado a la grafica I'y resulta ser una correspondencia de
X aY de grado e—d, luego F} es una correspondencia de Y a X de grado 0.
En particular,si X =Yy f = 1x, entonces 'y =T% = Ay € Corr?, (X, X)p
es el ciclo definido por la diagonal de X x X.

2.1.3. El algebra de correspondencias. Dadas tres variedades X,Y y
W en P(k), consideremos el diagrama de proyecciones siguiente:

X xY xW

Prxy Pryw
/ \LPI‘)N

X xY X xW Y xW.

Para dos correspondencias a € Corr’,(X,Y)p y 8 € Corr? (Y, W)p defi-
nimos la composicién S e «, como la correspondencia:

Bea:=pryy, (priy(a) priyw(3)) € Corr"* (X, W)p.

Proposicién 2.1.3 La composicion e de correspondencias es asociativa.

Demostracién. Seana: X FY , 8:Y W y~: Wk Z correspondencias.
En la prueba detallaremos en las proyecciones, sélo omitiremos el super-
indice XYW Z. Notemos que tenemos el siguiente cuadrado cartesiano:

XxYxWxZ20 x vy x W
Prxwzl \Lpr%%w
pryyy”
X xWxZ X x W.

Por lo que tenemos que (pryfv2)* o (prag?’ ) = (Prxwz)s © (Prxyw)*

Ahora, por definicién de composicién tenemos que v e (3 @ ) es igual a:

XWZ( XWZ XYW/ XYW XYW XWZ
Prx 7« (erW *(erW* (pryy *(a)'pryw *(ﬁ))) “Prwz *(’Y))

XWZ XYw XYW XWZ
= PI'’x z« (erWZ*(pr;(YW(erY “(a) -pryw *(B))) - privz *(’Y))-
Puesto que pry-y;, es compatible con el producto de interseccién, nos queda:

XYWk

YW*(Oé)‘pI"yW (B)) = pr}yw(Pr§¥w*(@))'prﬁcyw(pf%}/fvw*(ﬁ)),

* X
Prxyw (Pl"xy
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y dada la funtorialidad del pull-back, entonces:

e (Bea)=prxX77 (Prxwz (prky (@) - priw(8)) - priviy ().

Usando ahora la férmula de proyeccién nos queda que:

Prxw 2z« (Prxy (@) - Pryw (8)) - PT)M(/‘%/Z*(V)
= Prxwzx ((pf}y(a) pryw(B)) - pf}wz(pr)vgfvgz* (’Y)))-

Finalmente, usando la funtorialidad del push-forward y del pull-back:

ve(Bea) = pryg”(prxwz.((priy (@) - priw(B)) - priwz(privs (7))

= pryz((prxy(a) - pryw(B)) - priyz(v))
Py 7. (Prxy (@) - (Pryw (8) - priyz(7)))-

o~ o~

La ultima igualdad se obtiene usando la asociatividad del producto de in-
terseccién. Un razonamiento similar para (v e /3) @ o nos lleva a la misma
férmula. Con lo cual, la proposicién queda probada. O

Se tiene claramente que si a : X F Y, entonces a e Ax = a = Ay e a.
Esta composiciéon de correspondencias induce un homomorfismo F-bilineal:

Cort®(X,Y)p x Corr™,(Y,W)r — Corr™ (X, W)p,

la cual entre otras cosas también cumple con (W. Fulton [14], Prop. 16.1.1.),
para f: X =2 Y yg:Y — W, y correspondencias a: X FY y 8: Y FW:

i) Tgea=(lx xg)(a) y pely=(fx1w)*(B).
i) TyoT; =Ty ;.

iii) (Bea)!=atept vy (at)t=a.

Observacién 2.1.4 En Corr? (X, X) la composicién e induce una estruc-
tura de F-algebra asociativa (en general no conmutativa), con unidad Ax.

Este algebra viene junto con una involucién dada por la transposicién (—)*.

Definicién 2.1.5 Un proyector para X es un elemento p € Corr?, (X, X)p
idempotente, es decir, p @ p = p. Dos proyectores p,q € COI“I"E)V(X,X)F se
dice que son ortogonales sipeqg=qgep =0.
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Definicion 2.1.6 Sea ~ una relacién de equivalencia adecuada. Definimos
la categoria de correspondencias Corr. (k)p, como la categoria que
tiene como objetos variedades proyectivas y lisas sobre k y morfismos:

Corr(k)p(X,Y) := Cort,(X,Y)p = P 28X (X; x YV)p
donde la composicién es la composicién de correspondencias (2.1.3).

2.1.6. La clase de la diagonal Ay es la identidad de X € Corr.(k)p.
Para “distinguirlos” de los objetos de P(k), a los objetos de la categoria de
correspondencias los denotaremos como X . Esta categoria es F-lineal, donde
las sumas finitas estan dadas por las sumas disjuntas entre variedades:

XoV =XV,
sia: X =Y (a: XFY)yB: X' =Y/, definimos a @ 3 := (a, ) como:
(a, B) € Corr™, (X, X') @ Corr’,(Y,Y') — Corr,(XIIY, X' 11Y").

El objeto cero (es decir, inicial y terminal a la vez) de Corr..(k)r es la varie-
dad vacia. El producto xj en P(k) induce una estructura tensor (monoidal
simétrica) en Corr..(k)r, de la siguiente manera:

XY =X x4 Y,

y para morfismos (correspondencias) a: X =Y y 3: X’ — Y definimos:

a® f = pryy(a) - priy(5)

para las siguientes proyecciones:
Pryy: (X xY)x (X' xY') - X xY

pryy (X xY)x (X' xY') - X'xY'.

La ®-unidad en la categoria Corr.(k)r es 1 = Spec(k). La categoria P(k)
se encaja de manera fiel en la categoria de correspondencias via el funtor
contravariante, el cual es la identidad en objetos:

ho: P(k) — Corr(k)r

ya f: X =Y en P(k), le asocia F}: Y F X. La cual es una correspondencia
de grado cero, y es claro que I'yoy = I'y @ I'y. Este es un ®-funtor, y se sigue
del hecho de que (« ® 8)* = a* @ % y ademds que T'fy, =T @ Ty.
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Observacién 2.1.7 Existen objetos no-isomorfos en P(k) los cuales son
isomorfos en Corr.(k)r bajo el funtor h.. A saber, sobre k¥ = C, una
superficie de Enriques S no es biracional a su fibracién Jacobiana J, ya
que este tultimo es racional, sin embargo si ~=r~ac, brac(S) = Brac(J) en
Corryac(C)z(1 /2 como se puede ver en (K. Coombes, [5]).

El siguiente resultado se sigue de manera similar a la proposicion 2.1.3,
siempre usando la férmula de proyeccién.

Proposicién 2.1.8 (Manin, [24]) Dadas correspondencias oy : X1 F Y7,
ar:Xo F Yy, 51:Y1T F Wy yB1:Ye B Wy, Entonces:

(a1 ®az) e (1 ® f2) = (a1 @ f1) ® (g @ Pa).

2.1.9. La accién de correspondencias en ciclos. Sea « € Corr? (X, Y ) p.
Para v € Z5,(X)rp y € € Z5(Y)F, definimos:

e Z(X)p = Z5(Y)r; aw(y) :=pry, (a-pr(y)) € Z2(Y)p.

o ZL(Y)p = ZL(X)p; o (€) == prx.(a-pry(§)) € ZL(X)p.

Como casos especiales de esta construccién, tenemos que si f: X — Y
es un morfismo entre variedades proyectivas y lisas, entonces se tiene que
fu = (Tp)s y también f* = (T4)* = (TY)..

Lema 2.1.9 Sia: X FY y 3:Y F Z. Entonces se tienen las siguientes
compatibilidades:

(Boa), =fioas, (Bea) =a*op*, (a'),=a"

Demostracién. Sea v € Z,(X)r = 27 (Spec(k) x X)p, entonces en la
accién que induce « en las clases de ciclos, podemos identificar a . () con
aey el (Y)r =2%5(Spec(k) x Y)p. Luego tenemos que:

(Boa)(y)=peaey=7[e(aey) = [ (7).

De manera similar a lo anterior, podemos identificar a a*(§) con £ e a,
para £ € Z5(Y)r = Z5(Y x Spec k). Por lo tanto se obtienen las pri-
meras dos propiedades. Para la tercera, observemos que si v € 22 (X)p =
24 (Spec(k) x X)p = Corr? (Spec(k), X)r, luego la transpuesta de ~y resul-
ta ser una correspondencia de X a Spec(k) de grado ¢ — d. Por lo tanto,
vt € 29 (X x Spec k) y no es mas que 7. Luego tenemos que:

a’(7) = (@' (7)) = (yea)t =a’ ey = (a').(v).
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En particular Corr (X, X)r — End(Z5(X)r): @ — . es un homomor-
fismo de anillos. O

Un resultado muy 1til en correspondencias es (W. Fulton, [14] p. 306):

Lema 2.1.10 (Lieberman) Sean v € Corr’,(X,Y)r, o € Corr’ (X, X')p
y B € Corr’,(Y,Y')p. Entonces, en el diagrama:

X——Y
at(-(a -‘7/3

y

X/|___Y/

se tiene que (a x B).(7) = Bevyeat € Corr* (X', Y')p.
Demostracién. Consideremos las siguientes proyecciones:

prxx/yy’ xx'yy!

XxY~—"" XxX'xYxY X' xY'.

Dado que a x 8 € Corr} (X x Y, X' x Y')p, entonces por definicién:
(ax B)x(7) = (ErXNT)u (@ x B) - (orXF ) ().

El isomorfismo de simetria: X x X’ xY xY’ — X' x X xY x Y’ nos
permite considerar a o en vez de o y nos da la siguiente expresion:

(@ x B)x(7) = (erX? ™ )u((@f x B) - (pry¥™™) (7)),

puesto que at x § = (pry, 57 Y )*(at) - (prisys ¥ Y )*(B8). Entonces nos queda:

(axB)x(7) = (e ™) (e ™) (@9)-(erf? ) (8)- (k™) ().

Consideremos ahora el siguiente diagrama conmutativo:

X' XX xY XY 2= X'xY xY

xX'xXyy'’
Pry. 57/
XY er'YY’

X'y’
X' xY’
’ !/ / ’ . .
donde pr = prig,{f)’f,y = p§,{,(y x 1y-. De la tltima igualdad obtenemos una

nueva expresion para (a x 3).(7), de la siguiente forma:

(erXn e (pr (e A7) (@) - (e ) () - o (ery T (8))])-
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Aplicando la férmula de proyeccién, nos queda entonces que la expresion
pr.[(pry Y )*(@h) - (priy™ ) () - pri(pryy " (B))] es igual a:

pr.[(pr’ ) (@) - (pray ) ()] prgy T (B),
y como pr = pr?éy x ly+, luego:
pr, [(pr ) (@) - (prxy ) ()] = ¥ (v e at),

De esta manera resulta que:
e ) (¥ (v e at) DY (8)) = Beyeat
Por lo tanto (a x 3)«(7) = Bevyeat, y la férmula queda probada. O

2.1.11. La acciéon de correspondencias en cohomologia. Dada una
correspondencia « € Corr’ (X, Y)r con ~ més fina o igual a la equivalencia
homolégica. Entonces o opera en cohomologias de Weil como:

o HY(X) — H*P"(Y)(r)

Tz pry*(prﬁ((x)UCIXXy(a))

donde pry y pry son las proyecciones de X XY sobre X y Y respectivamente.

Ejemplo 2.1.11 Si f: X — Y es un morfismo en P(k) con X pura de
dimensién dx, para F} € Cort? (Y, X) se tiene que:

ff= 0% H'(Y) — H*(X).
Si Y es pura de dimensién dy, para I'y € Corrdy —dx (X,Y)r nos queda:
foi= (Tp)e: HY(X) — H =0 (X)(dy — dy).
Para dos correspondencias « € Corr’(X,Y)r y f € Corr’ (Y, W)p, se

cumple que (B e a)s = By 0 a,. Equivalencia numérica opera en cohomologia
siempre y cuando se cumpla la conjetura estandar de tipo D (1.4.2).

2.1.12. Correspondencias algebraicas y cohomolégicas. Correspon-
dencias algebraicas médulo equivalencia racional se relacionan con corres-
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pondencias cohomolégicas via el mapeo de clases de ciclos:

CHH (X x V) p —S> H2x+2 (X x Y)(r)

o

Corr, . (X, Y)p HCorr? (X, Y)(r)

(—)*i% el(—)t
cl

CorrFax=dv(y, X) HCorr" (Y, X)

el cual es estable bajo la composicién de correspondecias.
Lema 2.1.12 Si « es una correspondencia algebraica: cl(a®) = (cl(a))*.

2.1.12. La conjetura de Kiinneth. Sea H* una teoria de cohomologia de
Weil, con mapeo de ciclos cly. Para X € P(k) irreducible de dimensién d,
por la férmula de Kiinneth tenemos que:

2d
H*(X x X) = P H*(X) @ H'(X),
=0

por dualidad de Poincaré y dlgebra lineal tenemos 2d + 1 clases de cohomo-
logla 7y € H*!(X x X) = @, Homg (H’(X), H (X)) con i = 0,...,2d;
llamados componentes de Kiinneth de la diagonal. De esta forma, 77}[
induce una i-ésima proyeccion H* — H'(X) — H*(X) y ademas:

CIXXx(Ax):W%—FW}{—F +7T]2;}i !

+ W%;i.

La conjetura estandar de tipo C(X) establece que “las clases de
cohomologia W}I son algebraicas”, es decir, existen ciclos algebraicos m; €
CHY(X x X) (los cuales dependen de la eleccién de la cohomologia de Weil
H*) tales que cl(m;) = i, para i = 0,...,2d. La conjetura de Kiinneth es
estable bajo productos, es decir, C(X) y C(Y) implican C(X x Y).

2.2. Motivos puros efectivos

Recordemos que una categoria aditiva A es abeliana si todo morfismo
f: A = B en A tiene nucleo y contcleo y ademads el morfismo candnico
coker(f) — ker(f) es un isomorfismo. Sea A una categoria F-lineal y A € A.
Un endomorfismo p € End(A) es llamado proyector si es idempotente, es
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decir, pop = p. Si p € End(A) es un proyector, entonces 14 — p € End(A)
es también un proyector. En efecto, puesto que A es F-lineal se tiene que:

(la—p)o(la—p) = (laocla)—(laop)—(pola)+(pop)
= la—p—p+p
= (1a—p).

Una categoria F-lineal A es pseudo-abeliana si para cualquier objeto A €
A, todos los proyectores en End(A) tienen nicleo y el morfismo canénico:

o

ker p@ ker (14 —p) — A

es un isomorfismo!. Es claro que toda categoria abeliana es pseudo-abeliana.
Dada una categoria F-lineal A, es posible construir una categoria F-lineal
pseudo-abeliana A%, en el cual se encaja de manera fiel y pleno via el funtor:

A — A

el cual es universal en el sentido que dado cualquier funtor F: A — €, donde
€ es una categoria pseudo-abeliana, existe un funtor F-lineal §: A% — @ de
tal manera que el funtor F y el funtor composicién Go g son equivalentes. La
categoria A’ se obtiene anadiendo formalmente nicleos de endomorfismos
idempotentes en A. Los objetos de A% son entonces parejas de la forma (A, p)
con A€ AypeA(A, A) un endomorfismo idempotente. El F-mddulo de
morfismos de (A,p) a (A',p’) se define como:

_AU ((A,p), (A,,p/)) = p' o .A(A, A/) op.

La composicién de morfismos es inducida por la composicion de morfismos
en A. La categoria que se obtiene es pseudo-abeliana y el funtor dado por:

0 A — (A4, 14)

es un encaje fiel y pleno, y satisface la propiedad universal anterior. A la ca-
tegorfa A’ se le conoce comunmente como la envoltura pseudo-abeliana?®
de A. Si A tiene una estructura tensor, también lo hereda A%,

2.2.1. La categoria Corr..(k)r aunque es F-lineal, dista mucho de ser una
categoria abeliana. En particular, no todos los morfismos idempotentes en

!Si A es una categorfa F-lineal, pseudo-abeliana y A un objeto de A, entonces todo
proyector p de A tienen imagen, de hecho Im(p) = ker(14 — p) ([4], Cor. A.1.).
2También se le llama completacién idempotente o envoltura de Karoubi de A.
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Corr.. (k) corresponden a una descomposicién en suma directa del objeto
subyacente. La siguiente construccién se obtiene a partir de la categoria
Corr..(k)r anadiendo formalmente nicleos de idempotentes.

Definicién 2.2.1 La categorfa de motivos efectivos M¢ (k) se obtiene
de la categoria Corr. (k)p, considerando su envoltura pseudo-abeliana:

(Corr..(k)p)" := ME (k) .

En este sentido, la categoria M (k) consiste de parejas (X, p) con X €
P(k) y p € Corr? (X, X)r un proyector. Los morfismos (X, p) a (Y, q) son de
la forma f = qge f'ep con f' € Corr?,(X,Y)r. La composicién estd dada por
la composicién de correspondencias. Los morfismos de M (k) tienen una
descripcién alternativa, dada de la siguiente manera para f € Corr?, (X,Y)p:

ME ) p((X,p),(V,q)) ={f | fep=qef} /{f|fep=qef=0}

La categoria M (k) tiene también una estructura F-lineal, donde la
suma directa estd dada como en la definicién (2.1.6). De la misma manera
tiene una estructura tensor dada también como en (2.1.6). En resumen:

P(k)P  — Corru(k)r —= M(k)p
X > X = (X, Ax)
f:X->Y - I’;: YEX

son ®-funtores, donde I es fiel y pleno. Sin embargo, el funtor composiciéon
Brac: P(k) — M (k)r no es conservativo (inyectivo en objetos).

2.2.2. Motivo de Lefschetz efectivo. Sea X € P(k) con un punto racio-
nal e : Spec(k) — X, y con morfismo estructural p : X — Spec(k). Entonces
c := p o e es un endomorfismo idempotente en X, luego ¢* tiene nicleo en
M (k) p, el cual se descompone como sumando directo. Este es el llama-
do motivo reducido EN(X) (Y. André [1], 4.1.2.1.), y no depende de la
eleccién de e (salvo isomorfismos). Entonces se tiene la siguiente descompo-
sicién b (X) = h(Spec k) & EN(X). En el caso de la recta proyectiva P!,
nos queda una descomposicién de la forma b (P!) 2 b (Spec k) @ b (PL).
Al motivo EN(]P’l) := L se le llama motivo de Lefschetz ([1], 4.1.5).
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Para todo motivo M € M (k) y todo entero > 0, escribimos:
M(—=r) =M xL®".

Proposicién 2.2.2 El funtor — @ L : M (k)p — ME(k)p es un fun-
tor fiel y pleno, es decir, para cualesquiera M,N € M (k)r, el mapeo
M (k) p(M,N) = ME(k)p(M @ L, N @ L) es una biyeccion.

En otras palabras, lo que la proposicion anterior quiere decir es que L
es un objeto quasi-invertible. Dada una ®-categoria A y objeto pseudo-
invertible L en A tal que la permutacién (1,2, 3) actiia como la identidad en
L®3, entonces existe una ®-categoria A[L~!] y un ®-funtor entre categorias:

i A — ALY

el cual es universal para funtores de ®-categorias de A que envien a L a un
objeto invertible. De nuevo, ¢ : A — A[L™!] puede ser descrito facilmente
como sigue. Objetos de A[L~!] son parejas de la forma (A4, m), donde A € A
y m € Z. El conjunto de morfismos entre (A, m) y (A’,m’) es descrito como:

lim  AA®LM™ A @ L),

k>—m,—m/

la composicion es inducida por la composicién en A. Finalmente, el funtor
t: A — ALY que envia A a (4,0) y ¢: A — A" a ¢: (A,0) — (A’,0); es
en particular un funtor fiel y pleno.

2.3. Motivos puros

Finalmente tenemos la definicién central de este trabajo. La categoria de
motivos puros M~ (k)r := M (k) [IL7!] se obtiene afiadiendo formalmente
®@-inversos de L a M (k). Esta definicién es equivalente a la siguiente:

Definicién 2.3.1 La categoria M. (k)r de motivos puros, consta de:
Objetos: M = (X, p,m), donde:

o X es una variedad proyectiva y lisa sobre k (dim X = d);

o p € Cort? (X, X)r es un proyector;

¢ m un entero.
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Morfismos: Dados dos motivos M = (X,p,m) y N = (Y,q,n) en M_(k)F.

El conjunto de morfismos de M a N se define como:
M~o(k)p(M,N) :=qe Cort. ™(X,Y)r e p.

Luego f: M — N es de la forma f =qe f'ep con f' € Cort™ ™ (X,Y)p.

Composicién: La composicién de morfismos estd dada por la composicién
de correspondencias, es decir, si f: X FY y g: Y W, entonces:

g [ =prxw. (prxy (f) - priw(g) : X W

La identidad de un motivo puro M = (X, p,m) es entonces:

ly=p=peAxepcpeCorr® (X, X)rep.

Con esto resulta que dos motivos M = (X,p,m)y N = (Y, ¢, n) son isomor-
fos si existen correspondencias f : X FY yg:Y F X degradon—my
m — n respectivamente. De tal manera que si:

f=qeflep vy g=pegeg,
entonces:
gef=pegeqefep=p 'y feg=qefepegeq=q
Observacion 2.3.2 Del hecho de que f = g e f' e p se tiene que:
gef=qefep=Ff=qefep’=fep

Es decir, los tridngulos del siguiente diagrama:

XlLY
[N

p q
X'TY

conmutan. Como en el caso de M (k) r, el conjunto de morfismos de M a
N tiene una manera alternativa® de verse, para f € Corr™ ™ (X,Y)p:

Mo(E)p(M,N):={f | fep=qef} /{f| fep=qef=0}

3Esta es la formulacién original de A. Grothendieck para morfismos (Y. Manin, [24]).
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En efecto, la asignacion para f € Corr ™ (X,Y)p:

{flfep=qef} > f = qefep € qeCort™(X,Y)rep

define un isomorfismo. Para esto, si f € Corr, ™ (X,Y ) se tiene que:

Jep=qef = qefep=qeqef=qef
qgef=fep = qefep=fepep=fep,
y asi estd bien definido. También esto prueba que las f € Corr (X, Y)p

tales que fep = ge f = 0 conforman el nicleo, puesto que geo f e p =
0. Finalmente, el mapeo es suprayectivo, puesto que g e f ® p mapea en

G>efep?>=ge fepyademis:

qge(gefep) = q°efep
qe fep
= qefep’=(qefep)ep.

Nota. La construccién de los motivos puros que damos en esta secciéon, es
la construccién clasica de A. Grothendieck. En [17], U. Jannsen introduce
una construccién directa de la categoria M. (k)r como tripletas (X,p, m).
La importancia de la primera construccion, es que sirve de modelo en la
construccion de la categoria triangulada de los motivos de Voevodsky [25].

2.3.3. Para cada X € P(k), tenemos un motivo puro (X,Ax,0). De esta
manera, la asignacién X ~» (X, Ax,0) define un funtor:

be: P(k)P — Mo(k)r
fiX =Y = T%:hu(Y) = bho(X)

al cual se le conoce como funtor de cohomologia motivica.

Para una correspondencia o € Corr?,(X,Y)r se tiene un morfismo:

(X)) = ba(Y),

dado que Ay eae Ax =ay h.(X)=(X,Ax,0), para toda X € P(k). En
particular, un ciclo a € Z%,(X)r induce un morfismo:

a: (Spec k,Ap,0) — (X,Ax,q)
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ya que « se puede ver como correspondencia de Spec(k) a X de grado ¢g. La
construccién de los motivos puros se resume en el siguiente diagrama:

P(K)P —s Corro (k) r —= M (k) 555 Mo(k)r

donde los ultimos dos funtores son fieles y plenos, pero no esencialmente
suprayectivos. En M (k) el conjunto de morfismos es un F-mdédulo y la
composicién es F-bilineal, de hecho M. (k) es una categoria F-lineal; la
descripcién del coproducto la daremos después de introducir la estructura
tensorial. Naturalmente, el objeto cero de la categoria de motivos puros
M~ (k)F, es el motivo asociado a la variedad vacia h. ().

Ejemplo 2.3.3 Sea X una variedad proyectiva y lisa sobre k, irreducible
de dimensién d. Para cada punto k-racional® e : Spec(k) — X, los elementos
mg = e X X y myq := X X e definen dos proyectores en Corr? (X, X)p.
Con esto tenemos definido dos motivos (A. J. Scholl, [32] 1.13), a los cuales
denotaremos de la siguiente forma:

h(X) == (X,m0,0) vy H2UX) = (X, mq,0).

Es importante notar, que aunque los proyectores mg y moq dependen de la
eleccién de e € X (k), los motivos son tnicos salvo isomorfismos.

2.3.4. Cohomologia y motivos. Ahora veremos como podemos construir
funtores realizacién dada una teoria de cohomologia de Weil H*. Si ~
equivalencia adecuada mas fina o igual a equivalencia homoldgica, para una
cohomologia de Weil H* construimos el funtor:

wWH Mw(k)F — GrVecK.

Si M = (X,p,m) € M(k)r es un motivo, entonces p € Corr?,(X, X)p.
Otra forma de pasar a cohomologia es mediante la siguiente identificacién:

1 d
Cort” (X, X)p = CHL(X x X)p 5 H2(X x X).

Por dualidad de Poincaré y formula de Kiinneth, obtenemos que:
H*(X x X) @Hom (HY(X), H'(X))

Entonces el morfismo inducido en cohomologia es:

. H(X) — HY(X).

4Si X no admite k-puntos racionales, podemos considerar un 0-ciclo positivo k-racional
p de grado n, y luego hacemos mg := %(p X X)y moq :i= %(X X p).
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Definicién 2.3.4 Sea H* una cohomologia de Weil y M = (X,p,m) un
motivo. Definimos a los grupos de cohomologia de M como:

H'(M) := Im(p,) C H'(X),
y sea H*(M) := @, H'(M).

Como casos especiales tenemos los ejemplos H(X,m,0) = H(X) y
H(X,7m94,0) = H?¥(X). Salvo la conjetura estdandar tipo D, equivalencia
numérica no admite grupos de cohomologia.

2.3.5. Cambio de equivalencia adecuada. Si ~ es una relacion de equiva-
lencia adecuada mas fina que =, los homomorfismos suprayectivos candnicos
2*(X)p — ZL(X)p inducen un funtor pleno candnico:

M (k)p — Mx(k)F.

Conjeturalmente estos funtores son esencialmente suprayectivos (Y. André [1],
4.2.1), el problema radica justamente en levantar correspondencias idempo-
tentes mdédulo ~ en correspondencias idempotentes médulo ~. En resumen,
tenemos los siguiente funtores:

P(k)op Mauum (k) P
hl E?T \

Malg(k)F I M®n11<k)F I Mhom(k

Miac(k)F )F )
o) o]/

Grupos de Chow GrVecg.

2.3.6. Motivos de Chow. Para equivalencia racional, importante por ser
la mas fina entre todas las adecuadas, usaremos una notacion especial:

CHM(k)p := Myac(k)r motivos puros de Chow.
Si ~ es otra equivalencia adecuada, tenemos siempre un funtor pleno:

CHM(k)r — Mo(k)r
(Xapra(:am) — (X,pw,m).

En general estos funtores no son fieles, por ejemplo se tiene lo siguiente:
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Ejemplo 2.3.5 El funtor CHM(k)r — Mpom(k)r dado por:
(X,p,m) = (vahormm)

no es fiel. Un ciclo a € Z{ac(X)p es una correspondencia en Corrl,.(Spec k, X)
y luego un morfismo 1 = (Spec k, Ap,0) — bhrac(X)(¢) = (X,Ax,q) en
CHM(k)p y un morfismo f: L7 — bp.e(X). Si a es homologicamente tri-
vial pero no racionalmente equivalente a cero, entonces f # 0 pero from = 0.

Al funtor de cohomologia motivica asociado a ~yac, Brac lo denotamos
como ch(—). En el siguiente capitulo, trabajaremos s6lo sobre esta categoria.
Varios de los resultados que veremos pueden ser transportados sin ninguna
dificultad a cualquier categoria de motivos puros M. (k) en general.



Capitulo 3
Motivos puros de Chow

Este capitulo esta basado principalmente en el articulo de A. J. Scholl sobre
motivos de Chow (Classical motives, [32]). También consideramos algunas
referencias de los dos textos que marcan tendencia actualmente en la teoria
de motivos puros, en un aspecto aritmético el libro de Y. André [1] y en un
aire més geométrico el texto de Murre-Nagel-Peters [28].

3.1. Propiedades bésicas de motivos de Chow

3.1.1. La ®-estructura. El producto fibrado xj en la categoria P(k) junto
con las restricciones a, ¢, u; inducen una ®-estructura en CHM(k) .

Definicién 3.1.1 Para dos motivos puros de Chow M = (X,p,m) y N =
(Y, q,n), definimos un producto de la siguiente manera:

’M@N:: (X><Y,p®q,m—|—n)‘

donde p® g 1= pry x (p) - priy (q) € CHIMY) (X XV x X x V) p estd da-
do por la definicién 2.1.6. El hecho de que p ® ¢ es una correspondencia
idempotente, se sigue de la proposicién 2.1.8, puesto que:

(p@q)e(p®q)=(pep)®(geq) =p®q.
Este producto también induce un bifuntor F-bilineal:
CHM(k)r x CHM(k)r -2 CHM(k)p,

que en morfismos de motivos f; : M; = (X;,pi,m;) — N; = (Y, qi,n)
(i = 1,2) representados por los ciclos ¥; € CH*(X; x Y;)p, estd dado por:

J1® f2i=prx,y, (V1) - Prix,y, (¥2) € CH* (X1 x Xo x Y1 X Ya)F

31
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donde Pry,y; €S la proyeccién de X7 x X9 x Y7 X Ys sobre X; xY; (i = 1,2). De
manera que CHM (k) es una ®-categoria, la asociatividad y conmutatividad
(restringidas) son heredadas de P(k). La ®-unidad de CHM (k) r es el motivo
asociado a p = Spec(k), conocido como el motivo trivial:

1 = ch(Spec k) := (Spec k, Ap,0).

En el sentido de que ch es en si una teoria de cohomologia, existe una
versién de formula de Kiinneth para el funtor de cohomologia motivica.

Lema 3.1.2 El funtor cby : P(k)°® — CHM(k)r es un ®-funtor.

Demostracién. La férmula es clara, para dos variedades X,Y € P(k) se
cumple que:

(X xY) = ch(X) @ ch(Y),
en efecto, ya que Axxy = Ax ® Ay. Se tiene ademaés que el funtor ch fac-

toriza a través de la categoria Corryac(k)r. O

En términos de morfismos, tenemos lo siguiente.

Definiciéon 3.1.3 Un morfismo de motivos f: M — N esllamado nilpotente-
smash (1.2.5) si para algin entero n > 0, se tiene que:

fr=f® .- f=0.
—_—
n—veces

Proposicién 3.1.4 Sea f: M — N en CHM(k)Fr tal que f es nilpotente-
smash de orden n, entonces f es nilpotente, es decir, f* := feo---o f=0.
——

n—veces

Demostracién. Sean M = (X,p,m)y N = (Y,q,n) dos motivos. Puesto
que f es un morfismo de M a N, entonces estd representado por un ciclo
algebraico ay € CH*(X x Y)p. Ahora, consideremos a los siguientes mor-
fismos g1, ...gn—1: N — M representados por los ciclos 5; € CH*(Y x X)p
para toda i € {1,...,n — 1}. Consideremos las proyecciones:

pr; : X XY x X xYx.---xXxY = XxY
dadas por pr;(z1, Y1, .., Tn, Yn) = (Ti, ¥i),

Pi: X XY XX XY Xx---xXxY — XxY
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definido por p;(z1,y1,- -, Zn, Yn) = (Yi, i+1). También definamos:
P XXYXXXYXx---xXxY - XxY
dada por P(z1,91, ..., %n,Yn) = (1,yn). Puesto que:
[ =f® @ f=pri(ay) ... pri(ay)
el cual por hipdtesis es cero y por definicién, la composicién:
fogn1e - eg ef
es representado por:
Py (priay) - pi(Br) - pry(ay) - p5(B2) - - pr1(Ba-1) - Pri(ay)),

puesto que 0 = f®" = pri(ay) ... pri(ays), luego feg, 1e---eg e f=0.
La nilpotencia de f se sigue de aplicar la misma receta a g; = 1;;. ([l

3.1.5. Motivos de Tate. Otro objeto importante en la categoria de motivos
de Chow es: 1(—1) := (Spec k, Ap, —1). A su ®-inverso lo denotamos como:

T :=1(1) = (Spec k, Ap, 1)

llamado motivo de Tate. Podemos también definir a los siguientes objetos:
1(r) := ch(p)(r) = (Spec k, Ap,r) = 1(1)®"

1(1) ®--- ® 1(1). Estos objetos satisfacen que:

)

o

B

=

m
N
—
—
~—
®
<

I

1(r)®1(s) =1(r +s) = 1(s) ® 1(r),

luego son todos ®-invertibles. El motivo de Lefschetz efectivo L = (P!, [P! x
€], 0) es isomorfo al motivo 1(—1) en CHM(k)p, el isomorfismo no depende
realmente del punto e, podemos entonces escribir L = 1(—1) el motivo de
Lefschetz puro. Puesto que L = 1(—1) = T®(=1) entonces escribimos:

1(-1)® =L® =1(-r) y 1% =T :=1(r)

para cada r € Z. Notemos que L®° = 1 = T®?, Con esta notacién, tenemos
que (X,p,r) = (X, p,0)®1(r). De manera mas general, obtenemos un funtor:

(r): CHM(k)r — CHM(K)r
M - Mel(r)=(X,p,m+r)
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conocido como la torcedura de Tate'. Explicitamente, para un motivo
M € CHM(k)p y r € Z tenemos que:

ML sir<0
M(r)'_{M(X)T@T sir>0

Generalmente escribiremos " en vez de L®", de la misma forma para T.

Proposicién 3.1.5 Un motivo puro de Chow (X,p,m) es isomorfo a L"
siy sélo si p € CHI™ (X)(X x X)p puede escribirse de la forma p =
pri(u) - pry(v) donde pr; : X x X — X es la i-ésima proyeccion; u €
CHYm (X)=r=m(xX\pn y v e CH™™(X)p, en tal caso, gr(u-v) = 1.

Demostracién. Si f: (X,p,m) — L" = (Spec k, Ap, —r) es un isomor-
fismo con inverso g : L” — (X,p,m), entonces f € Corr,,. " (X, Spec k)p
y g € Cort™ " (Spec k, X) . Luego en el diagrama:

rac

X x Spec k x X

Prig Prag
Pris

X X Spec k X xX Spec k x X.

Puesto que p = 1(x pm) = g f = pris. (pr3z(g) - pris(f)) = pri(g) - pri(f),
entonces haciendo v = f y u = ¢ se tiene la primera parte de la prueba.
Inversamente, supongamos que tenemos un motivo de Chow (X, p,m) con
p = pri(u) - pry(v) = u x v, el isomorfismo (X,p,m) — L" estda dado por:

ue CHY™""™(X)p o p= CHM(k)r ((X,p,m),L"),
con inverso:
veEpe CH™™(X)p = CHM(k)r(L", (X,p,m)).

En efecto, puesto que gr(u - v) = 1. Considerando a u como un elemento de
Corr,m™(X,Spec k)r y a v € Cort™+" (Spec k, X ), se tiene que:

rac rac
uep=gr(u-v) -u=u y pev=gr(u-v) v=u.

Entonces para los dos morfismos u : (X,p,m) — L" y v : L" — (X,p,m),
tenemos que u e v = 1pr y v e u = 1(x ). Esto determina un isomorfismo
entre (X, p,m) y el motivo L". O

'En estructuras de Hodge Q(—1) := H?*(P') = L denota la estructura de Hodge Q de
tipo (—1, —1). Las estructuras de Hodge de tipo Tate estdn dadas por: Q(r) := [5=]~"Q.

27
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Corolario 3.1.6 Sea F' un campo. Un motivo puro (X,p, m) es isomorfo a
1 si y solamente sip = pri(a) - pra(8) donde pri,pry: X x X — X son las
proyecciones; o € C’Hdlm(X)*m(X)F ypB e CH™(X)F.

3.1.7. La estructura pseudo-abeliana. La nocién de suma directa de
motivos es ligeramente mas complicada que la del producto. Una primera
definicién de coproducto en CHM (k) es la siguiente.

Definicién 3.1.7 Si M = (X,p,m) y N = (Y, ¢,n) son dos motivos puros
de Chow con m = n, la suma directa se define como:

]M@N::(Xﬂxp@q,m)\

p® q es un idempotente, ya que estd dado por el producto (p, q) (5) = (p,q).
La construccion general del coproducto la daremos un poco més adelante.

Ejemplo 3.1.8 Si X; € P(k), la correspondencia 7+ := Ax — 7y — mag €s
un proyector, ya que my y mog son ortogonales. Entonces existe una descom-
posicién de la forma (A. J. Scholl [32], 1.11-1.13):

ch(X) = ch(X) & chT (X) & ch?!(X),

donde ch(X) := (X, n",0). Los motivos ch®(X) y c¢h??(X) forman siempre
la parte trivial en la descomposicién (Chow-Kiinneth, 3.4.1) del motivo
ch(X). Se prueba que ch’(X) es isomorfo siempre al motivo trivial 1, y
que para todas las variedades X de dimensién d los motivos ch??(X) son
mutuamente isomorfos. De hecho, chzd(X ) = L¢. Esto establece una nueva
descomposicion del motivo asociado a X de la forma:

¢h(X) =1®ch*(X) o L%

Para la recta proyectiva P! tenemos que la diagonal de P! se descompone
en CH' (P! x Py = Cort? .(P!,P)p = F @ F como:

Ap1 ~opae € X ]P’l] — [Pl X e,

independientemente del punto e € P'(k). Luego c¢h*(P') = 0 y esto nos da
una descomposicién del motivo ¢h(P!) := (P!, Ap1,0) asociado a la recta
proyectiva, de la siguiente forma:

ch(P') = ch’(P") & ch?(P")
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dado que c¢h®(P') := (P',[e x P!],0) = 1 y que el motivo de Lefschetz
ch?(P) := (P!, [P'xe],0) = L es isomorfo al motivo 1(—1) = (Spec k, Ap, —1).
Por lo tanto, nos queda la siguiente descomposiciéon: ch(P!) = 1 @ 1(—1).
En general, la descomposicion de una curva esta totalmente descrita.

Ejemplo 3.1.9 Si M = (X, p, m) es un motivo, un proyector f en M es de
la forma:

(X.p.m) L (X, pom);  f=pefep
con f' € Corr?, (X, X)r tal que f e f = f. Puesto que la identidad en el

motivo M es 1)y = p, entonces p — f es también un proyector, con lo cual
se pueden considerar dos motivos més:

M/:(X7f7m) y M//:(X7p_f7m)'

En particular, si M = (X, p,0), entonces Ax —p es también un proyector en
X (en M) y tenemos definido un motivo N := (X, Ax — p,0) y luego una
descomposicién de la forma ch(X) = (X, p,0) & (X, Ax — p,0).

Probaremos ahora que la categoria de motivos de Chow CHM(k)p, es
efectivamente una categoria F-lineal pseudo-abeliana.

Proposicién 3.1.10 La categoria F-lineal CHM(k)F es pseudo-abeliana.

Demostracién. Consideremos un motivo puro de Chow M = (X,p,m) y
un proyector f en M, es decir, f es la siguiente composicion:

Xt xe o x et x)

f=(
donde f’ € Corr? (X, X)r = CHYX x X)r y ademés f e f = f. Proba-
remos que existe ker(f) y un morfismo [ : ker(f) — (X, p,m) tal que para
cualquier morfismo ¢ : (Z,q,n) — (X,p,m) con f e g =0, existe un morfis-
mo h: (Z,q,n) — ker(f) de tal manera que g factoriza a través del niicleo.

Consideremos el siguiente diagrama:

(X.p — f.m) X (X, p,m) —L = (X, p,m)
T
(Z,q,n)

dondel=peAxe(p—f),g=peg eqy h=(p— f)eg eq. La afirmacién
es que (X,p— f,m) es el nicleo de (X,p,m). En efecto, se cumple que:

pfpepAx(p—pfp)=fe(p—f)=(fep) —(fef)=f—f=0
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puesto que 137 = p. Como feg=pf'pepsdq=pfpgq=0, entonces:
pAx(p—pf'p)e(p—pf'pge = plp—pfp) e(pgdq—rfpga)
= plp—pf'p)epgq
= plpg'a —pf'rg'a) = pd'q
as{ el diagrama conmuta y es universal. Entonces tenemos que:
ker(f):(Mvp_f7m) y ker(p—f):Im(f):(X,f,m)
Para describir el isomorfismo:
(Xapvm) = (X7f7m) @ (Xap_ f?m) = (XHX7fEB (p_ f)7m)7

consideremos los morfismos (f,p— f) : (X,p,m) - (X I X, f® (p— f),m)
y (pff) (XUIOX,fe(p—f),m) = (X,p,m). En las composiciones nos
queda entonces que:

B F Y 2l o
(f.p f)(p_f>—f +=f)=f+p—f=p

(p{f>(f,pf)= <£ pEf)

Los cuales son las respectivas identidades en los motivos puros. O

Esta prueba es la misma que se utiliza para la categoria CHMGH(k) F-

Observacién 3.1.11 La categoria CHM(k)r aunque es pseudo-abeliana,
no es general una categoria abeliana. A saber, A. J. Scholl ([32], Corolario
3.5) prueba que CHM(k)r no es un categoria abeliana cuando k no esta con-
tenido en la cerradura algebraica de un campo finito.

3.1.12. El Coproducto en CHM(k)r. Por la torcedura de Tate, se tiene
que cualquier motivo M = (X, p, m), se puede escribir de la forma:

M= (X,p,m)=(X,p,0)(m) = (X,p,0) @ L™™.
Sim < 0, podemos hacer la siguiente identificacion:
M= (X x (BY) ™, p [(BY) ™ x ¢], m).

Esto nos permite definir el coproducto de dos motivos arbitarios M =
(X,p,m)y N =(Y,q,n) de la siguiente forma. Si m > n, entonces:

M= (X,p,n)@L™ " = (X x (PHY™ ™" p [(P1)™"™ x €], n).

Gracias a estas observaciones tenemos la siguiente definicion.
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Definicién 3.1.12 Para M = (X,p,m)y N = (Y, q,n) definimos:

M N = ((X x (B)" ") [1Y, (p& [(P')" " x ]) +q,n)

esto nos da el coproducto de los motivos M y N en la categoria CHM(k) .
La estructura tensor es compatible con coproductos.

3.1.13. La ®-estructura rigida. En el sentido de dualidad de Poincaré,
en motivos existen duales. La torcedura de Tate y la transposiciéon de corres-
pondencias inducen una estructura rigida (Apéndice, A.1.2) en CHM(k) .

Teorema 3.1.13 La ®-categoria de motivos puros CHM(k)p es rigida.

Demostracién. Es suficiente probar que cada objeto de la forma ch(X),
con X irreducible, tiene dual. Sea M = ¢h(X) = (X, Ax,0) y M"Y que sea
M ® T®?. Por definicién de la categoria CHM(k), existen isomorfismos:

CHM (k) (1, M @ M) = CHYX x X)p — CHM(k)p(M" ® M, 1).

Definamos entonces a € y 1 como los morfismos correspondientes al ciclo
asociado a la diagonal Ax en X x X. Entonces en la composicion de los
morfismos:

®1 1 %4
MEX oMY oM MY 2 Y @ M@ MY

\Aif \ﬁlm

tenemos que los diagramas nos dan la identidad en M y MY respecti-
vamente. De esta manera, (M"Y n,¢) es un dual para M. En particular,
ch(X)Y = ch(X)(dim X) = ch(X) ® L™, O

Este resultado nos dice que existe un funtor de dualidad:

(=)Y: CHM(k)? — CHM(k)p
(vavm) = (X,pt,d—m)

si X es pura de dimensién d y definida en morfismos como:

t
(X,pom) L (Yign) = (Vign) L (X, p,m)Y.
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Es claro que (MY)Y = M y por transposicién el funtor — ® M" es adjunto
derecho del funtor — ® M, es decir:
CHM(k)p(N @ M, P) = CHM(k)p(N,P @ M")

con lo cual, la categoria CHM(k)r es cerrada. Esto nos permite definir un
Hom (interno), entre dos motivos M y N en CHM(k)p por la férmula:

Hom(M,N):=M"®@N = (X xY,pt @ ¢, dx —m +n).

En particular MY = Hom(M, 1), y entonces por dualidad:
CHM (k)p(M,N) = CHM(k)p(1, MY @ N).
Luego, por definicién:
CHT(X)p = CHM(k) (1, cb(X) (1)) = CHM(k) (1(~r), ch(X)).

Por lo tanto CH"(M)p = CHM(k)p(1(—r), M) = CHM(k)r(L", M), esto
nos da un funtor aditivo Z-graduado en CHM (k) con valores en Modp.

Ejemplos 3.1.14 i) 1V = (Spec k,Ap,0) = 1.
ii) LY = (Spec k, Ap, —1) = (Spec k, Ap, 1) =T.
i) (0°(X))” = eb(X)(~d).
3.2. Principio de identidad de Manin

La idea es la siguiente: si f,g € CH*(X X Y)p, no podemos afirmar en pri-
mera instancia si f y g son iguales (6 desiguales). El principio de identidad
de Manin, nos da un método para decidir la igualdad de f y g en términos
de la accién que inducen en los grupos de Chow. Este hecho se basa en una
observacion sencilla y estd sustentado por el lema de Yoneda.

3.2.1. Sean X,Y y T € P(k). Sea X := Corr}, o (T, X)p = CH*(T x X)F

rac
y para f € Corr},.(X,Y)r, definimos el homomorfismo:
fT: XT — YT
a —  frla):=fea.

Lema 3.2.1 (Principio de identidad de Manin) Sean X,Y € P(k) y

f,g € Corr}, . (X,Y)r. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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=g
ii) fr = gr para toda T € P(k),
iii) fx = gx.

En particular, f es un isomorfismo si y sélo si fr es un isomorfismo si
y solo si fx es un isomorfismo.
Demostracién. Para i) = ii). Sean f,g € Corr},.(X,Y)r de tal manera
que f = g. Entonces para toda T' € P(k) y para toda « € CH*(T x X)p,
tenemos que f e a = g @ . Por lo tanto: fr = gp.

Si en particular X = T', obtenemos ii) = iii). Ahora, puesto que fea =
ge« para toda a € CH*(X x X)p, si @« = Ax nos queda que:

f=feAx =geAx =g,

y asi obtenemos iii) = 1i). O

No obstante que la demostracién es facil, el principio de identidad de
Manin representa una herramienta sumamente poderosa en el cédlculo de
motivos. Por ejemplo, puede ser utilizado para calcular el motivo de un haz
proyectivo y el motivo de un blow-up (A. J. Scholl, [32] 2.4 y 2.7). Por el
resultado de Lieberman (lema 2.1.10), para o € CH*(T x X ) tenemos que:

fr(a) = fea=(Arx f)(a),
el cual implica el siguiente resultado.

Corolario 3.2.2 Sean f,g € Corry,.(X,Y)r, entonces:

rac

b(f)=ch(g) (AT X f)x=(ATXg)«

¢h(X) —

ch(Y) < CH*(T x X) CH*(T x Y)
para toda T' € P(k).

De manera que f = g como correspondencias si y sélo si f y g actuan
de la misma forma en grupos de Chow. Los siguientes ejemplos ilustran la
utilidad del principio de identidad de Manin.

3.2.3. Calculo de motivos. — De la teoria de interseccién tenemos que:

CH*(Y x P")p = CH*(Y)p[H]/(H") = éCH*(Y)F HT,
r=0
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donde H es la clase de un hiperplano de P". Entonces tenemos que:

n

ch(IP’")é 1(-r)=1eLa---aoL",
r=0

dado para X € P(k), como:
CHM(K)p (eh(X), ch(B")(5)) = CH® (X xP") @Cde+s (%),

n

CHM (k) p (ch(X), ( 1(—7’))(3)) = P CHTT(X).
r=0

r=0

Si hacemos X = P" y s = 0, entonces considerando a la identidad de P"
tenemos un morfismo canénico ch(P") — @, _, 1(—r), el cual es un isomor-
fismo, puesto que induce un isomorfismo de los funtores correspondientes.

— Una variedad celular es una variedad proyectiva y lisa X que admite
un morfismo plano 7: X — B (de dimensién relativa pura n) junto con una
filtracién en X por subesquemas cerrados:

XZX()DXlD*"DXqDXq+1=@

de tal manera que X; \ X;;1 es isomorfo sobre B al espacio afin A%_di
(para algiin d; € Z). Un ejemplo simple es P* = A" U A" LU ... UA°
sobre B = Spec(k), y entonces también variedades Grasmanianas y haces
proyectivos. Para tales variedades se cumple que:

ch(X) = P eh(B) @ LY = @ ch(B)(—di).

i i
Ejemplo 3.2.3 (Manin [24], pag. 461) Sean Z C X variedades proyectivas

y lisas, donde Z es pura de codimension n + 1. Si £ C BlzX es el divisor
excepcional, entonces se tienen isomorfismos candnicos:

ch(X) & ch(E) = ch(BlzX) & ch(2)

ch(BlzX) = ch(X) @ EB h(Z
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3.3. El motivo de una curva

Otro ejemplo interesante de un motivo no-trivial, quizas sea el motivo asocia-
do a una curva (variedad de dimensién 1) proyectiva y lisa sobre un campo k.

3.3.1. Sea C una curva proyectiva y lisa sobre k. Si F' es un Q-algebra
y C tiene un punto racional e € C(k), entonces tenemos dos proyectores
79 =ex Cy my = C x e ortogonales en Corr, (C,C)p. Definimos a m; :=
Ao — my — 3, de la ortogonalidad de 7y y 73 se tiene que w1 es también un

proyector. Esto establece una descomposicién del motivo asociado a C":
¢h(C) = ¢h’(C) @ b’ (C) @ ¢h*(C)
donde ¢h*(X) := (C,m;,0) y donde ¢h°(C) = 1y ¢h?*(C) = 1(~1) = L son

esencialemnte las partes triviales de la descomposicién (Chow-Kiinneth).

3.3.2. Sea H* una teoria de cohomologia de Weil. La descomposicion del
motivo asociado a C nos da que:

H*(C) = HO(C) S3) Hl(C) & H2(C) =Ko Hl(C) ® K(-1),
dado que para la cohomologia de motivos racionales se tiene que:
H(ch"(C)) = H°(C) y H(ch?*(C)) = H*(C) = H(eh!(C)) = HY(O).

Sin embargo ¢h'(C) contiene la informacién mas fina. De hecho, este
motivo estd intimamente relacionado a la variedad Jacobiana, Jacg(C') de la
curva C. Esto se hace evidente en los siguientes resultados. La construccion
de la Jacobiana es funtorial, y es un objeto algebro-geométrico:

Jacy: {curvas} — {variedades abelianas}
C +—  Jacg(C).

Una variedad abeliana A es una variedad completa con estructura de
grupo, donde las operaciones A x A — A: (aj,az) — alagl estdn dadas por
morfismos de variedades. La categoria VA(k) de variedades abelianas sobre
k es una categoria aditiva. Mds atn, la siguiente identidad:

HY(C) = H'(Jaci,(C))

demuestra que la variedad Jacobiana captura la informacién cohomoldgica
de la curva C. Las relaciones mas precisas son las siguientes:
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i) Los grupos de Chow del motivo ch'(C) son:

i o0 sii#l
CH'(ch'(C)) = { Jacg(C) sii=1.

ii) Si C'y C’ son dos curvas, proyectivas y lisas, entonces:
CHM(k)r (ch*(C), ch* (C")) = VA(k)(Jack(C), Jack(C"))p.
3.5.3. En la categoria de motivos de Chow CHM(k)q, sea M la subcategoria
plena que consta de los siguiente objetos:

M:= { M | existe una curva proyectiva y lisa C' de tal
manera que ch!(C) = M @ M’ para algin M’ }.

Entonces M es equivalente a la categoria de k-variedades abelianas AV(k)q
salvo isogenfas? (André [1], prop. 4.3.4.1) y ([28], teorema 2.7.2 (c)). De
esta manera, la categoria de motivos de Chow CHM(k)r contiene como
subcategoria plena a la categoria de variedades abelianas (salvo isogenias).

3.4. Descomposicién de Chow-Kiinneth
Sea X es una variedad proyectiva, lisa e irreducible de dimension d.

Definicion 3.4.1 Decimos que X admite una descomposicion de Chow-
Kiinneth (C-K) en CHM(k)F, si existen idempotentes ortogonales m; €
CHYX x X)p = Cort(X, X)r donde 0 < i < 2d, de tal manera que:

C) Ax = Z?io TG

K) Si H es una teoria de cohomologia de Weil, entonces clx x(m;) =
mi € H*{(X)® H'(X) (el i-6simo componente de Kiinneth, 2.1.10).

Si tales proyectores existen, haciendo chi(X ) = (X, m;,0), tenemos para
el motivo ¢h(X) una descomposicién de la siguiente forma:

donde ch*(X) es el i-ésimo motivo de Chow-Kiinneth de X. En coho-
mologia wir (X)) = H*(X) = @2, H(X) para wy (ch' (X)) = H(X).

2Una isogenia entre variedades abelianas es un morfismo suprayectivo con ntcleo
finito. Hagamos Isog(A, B) = AV(k)(A4,B) ® F.
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Descomposicién de Chow-Kiinneth

Conjetura 3.4.2 (CK(X)-Chow-Kiinneth) Toda variedad proyectiva y
lisa X admite una descomposicion de Chow-Kiinneth (C-K).

Observacion 3.4.3

ii)

iii)

iv)

implica® a la conjetura C(X) de Kiinneth (2.1.12).

Se espera que los proyectores puedan elegirse de manera: ¢ = moq_;.
En este caso, se dice que la descomposiciéon C-K es auto-dual.

Si X y Y admiten una descomposiciéon C-K, entonces es véalido también
para X x Y. En efecto, si 7% y W}/ son las componentes de Chow-
Kiinneth de X y Y respectivamente, entonces:

Y = 3" aX x ) € CHY (X xY x X xY)p,

K3
ptq=i

son las componentes de Chow-Kiinneth para X x Y.

Si X admite un punto k-racional e € X (k), podemos considerar a los
proyectores mg = e X X y moq = X X e. Estos son ortogonales cada uno
del otro y corresponden naturalmente a las componentes de Kiinneth
71'?{ y 7['12[}1 respectivamente. Los proyectores my y 7oq son los candidatos
naturales para formar la parte trivial de la descomposicion.

3.4.4. Algunos resultados parciales estdan dados por la construccién de los
motivos ¢h?, cht, ch2?71 ¢h?¢. En el articulo [27], J. Murre construye un con-
junto de idempotentes ortogonales 7y, w1, Tog—1, m2q € CHM(k)p(ch(X)) =
CHY(X x X)F caracterizados de la siguiente manera:

Para un punto cerrado p de X de grado n con campo residual separable,
definimos 79 = L[p x X| y maq = L[X x p] = 7§

T Y Taq—1 Son proyectores, ortogonales cada uno del otro y ortogonales
a los proyectores mg y moq. Los proyectores w1 y moq_1 se levantan a
las componentes de Kiinneth 77}{ y 7['12[?71 de la diagonal y satisfacen
la condicién may_1 = 7wt A m se le conoce como el proyector de

Picard y a w41 como el proyector Albanese (J. Murre, [27]).

e Sich(X) = (X,m,0) y b1 (X) = (X, m2q_1,0) en CHM(k)p. En-

tonces ([28], Teo. 6.2.1):

H: (eh(X) :{ ?11()() il

3Si X tiene motivo de Chow de dimensién finita en el sentido de Kimura-O’Sullivan
(J. Murre [27], 4.4.1), entonces la conjetura C'(X) implica la conjetura CK(X).

i) Es claro que la conjetura CK (X)) de Chow-Kiinneth
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0 sii# 1
Pic} sii=1

CH'(ch' (X)) = {
donde Pic% es la variedad de Picard de X. Se tiene también:

H (@t 00) = { Gy 5120000

. 0 siid

aqui Albx es la variedad Albanese de X. Ambos, la variedad de
Picard y la Albanese son variedades abelianas.

e Por (A. J. Scholl, [32], 4.5), se tienen los siguientes isomorfismos:

CHM(k)r(ch'(X), eb'(Y)) = AV(k)(Picy, Pick)r
CHM(E) p(ch?71(X), ch?1(Y)) = AV(k)(Alby, Albx)r.

FEn particular, el lado izquierdo de las igualdades no depende realmente
de la equivalencia adecuada ~ (Y. André [1], 4.3.4).

Luego para cualquier variedad proyectiva y lisa X de dimensién (pura)
d tenemos una descomposicién (parcial) de Chow-Kiinneth:

ch(X) = ch(X) & ch' (X) ® chT (X) & ch* 1 (X) & ch*!(X)

donde ¢h*(X) = (X, Ax — my — T — Tag—1 — 24, 0). Los motivos ch*(X) =
ch!(Pic%) y ch??1(X) = ch?¢"1(Alby) estén dentro de la subcategorfa grue-
sa de CHM (k) generado por motivos de variedades abelianas, y son cono-
cidos como el motivo de Picard y motivo Albanese respectivamente.

Ejemplos 3.4.4 Los ejemplos méas conocidos de variedades que admiten
una descomposicién de Chow-Kiinneth son los siguientes:

1).- Es claro que toda curva admite una descomposicién C-K (3.3).

2).- Si S es una superficie lisa, proyectiva e irreducible sobre k, J. Murre
prueba que ch(.S) admite una descomposicién de Chow-Kiinneth (auto-dual):

ch(S) = ch?(S) @ ch1(S) @ ch?(S) @ ch>(S) @ ch*(S)
donde ch?(S) = (S, Ag — mg — m — 73 — 74, 0). Explicitamente, se tiene que:

h’(S) = ch'(5)(2) 21y
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ch'(9) = ch?(S)(1) = ch' (Picg) = ¢h' (Albg) = (ch'(9))" (—1).

Por lo tanto, la descomposicién de ch(S) se escribe como:
ch(S) =1 @ ch'(Albg) @ ch?(S) ® ch' (Picd)(—1) @ 1(-2).

La distribucién en cohomologia de ch(S) estd dada por:

H@©) ={ s 4170

3).- Luego CK(X) se cumple para productos de curvas y superficies.

4).- Un resultado de Shermenev (A. Sermenev, [?]) establece que el
motivo de una variedad abeliana admite una descomposicién compatible
con cohomologia. Trabajos mas recientes de (C. Deninger-J. Murre, [12]) y
K. Kiinneman en [22], muestran que existe una descomposicién de Chow-
Kiinnet de una variedad abeliana A de dimensién d sobre k:

tal que para todo i € N, la diagonal ¢h(A®?) — c¢h(A) induce un ismorfismo:
Sym' (ch' (4)) > eb'(4) = (A,7;,0),

donde Sym® denota el i-ésimo producto simétrico. De hecho, los proyectores
m; son determinados de manera tnica por la propiedad n* e m; = m;, e n* =
nir; para todo n € Z, donde n* es el endomorfismo de ch(A) inducido por
la multiplicacién por n en A (A. Scholl [32], Sec. 5). Si H* es una teoria
de cohomologia de Weil, se tiene que H'(A) es la realizacién del motivo
ch’(A) y se obtiene una férmula andloga Sym’H'(A) = H*(A) en la categorfa
GrVecg.
Existe un isomorfismo canénico:

ch’(A)Y = b (A)(d).
Finalmente, si A’ es otra variedad abeliana, existe un isomorfismo candnico:
CHMF(ch(A), ch(A')) =AV(A, AR,

la igualdad de la izquierda no depende realmente de la equivalencia ~.



Capitulo 4
El teorema de Jannsen

En el sentido de conjeturas estandar, uno de los resultados probados en mo-
tivos, es el teorema de Jannsen (1991). Este teorema prueba que la categoria
de motivos moédulo equivalencia numérica es abeliana y semi-simple. El prin-
cipal ingrediente en la demostracién de Jannsen es la férmula de traza de
Lefschetz, una féormula probada por Grothendieck en los anos 60’s.

4.1. Motivos numéricos

4.1.1. Motivos de Grothendieck. Sean k un campo y P(k) la categoria de
variedades proyectivas y lisas sobre k. Sea F' un campo de caracteristica cero,
denotemos por N9(X x X)r a 29(X x X)r médulo equivalencia numérica.
Dado que ~yum €s adecuada en ciclos algebraicos con coeficientes en F', luego
producto de interseccién, pull-back y push-forward estan bien definidos. De
esta manera, tenemos una composiciéon bilineal:

NG (X xY) x Ny x W) 2 NIxFHs(X W)
(,8) = Prxw. (Pfﬁ(y(a) : pr?w(ﬁ))-

En particular, esta composicién hace de N9 (X x X) un anillo asociativo
(en general no-conmutativo).

Definicién 4.1.1 La categoria NM(k)p = Muyum (k) de motivos puros
numéricos!, consiste de triples de la forma (X,p,m) donde X € P(k),
p € N (X x X)p es un proyector y m € Z. Para dos motivos M = (X, p,m)
y N = (Y,q,n), el conjunto de morfismos se define como:

NM(E)p(M,N) := qe NXT"""(X X V)1 e p.

La categoria de motivos numéricos tiene asociada un funtor:

! También llamados motivos de Grothendieck, debido a que es la categoria sobre la
cual A. Grothendieck puso mayor interés.

47
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nh = b : P(R)P —> NM(k)r |

Dado en objetos como X ~~ (X,Ax,0) y a un morfismo f : X — Y lo
aplica en F'} : Y F X. La ®-categoria NM(k)r es F-lineal, pseudo-abeliana
y rigida. El propdsito de la siguiente seccion, es probar que la categoria de
motivos numéricos NM(k)r es abeliana y semi-simple. Para llegar al lema
principal (4.2.14), probaremos algunos resultados previos.

4.2. Teorema de Jannsen

La naturaleza de la prueba del teorema de Jannsen es puramente categorica,
la parte geométrica consiste unicamente en la existencia de una teoria de
cohomologia de Weil. De manera paralela a la demostracion geométrica del
teorema de Jannsen ([28], Seccién 3.2), daremos también un bosquejo de la
prueba categérica del teorema ([2], II. Seccién 8).

4.2.1. Categorias semi-simples. Las definiciones siguientes estan toma-
das en su mayoria de (André-Kahn, [2]) y (Street, [?]).

Definicion 4.2.1 Sea A una categoria F-lineal y A € A un objeto:
i) A es simple si End(A) es un anillo de divisién.
ii) A es semi-simple si End(A) es un anillo semi-simple.

La categoria A es semi-simple si todos sus objetos son semi-simples.

4.2.2. Sea A una categoria F-lineal. Recordemos que un ideal bilateral J de
A es un sub-funtor F-bilineal del funtor Hom; A(—, —) : A°? XA — Modp.
Es decir, una coleccién de submddulos J(A, B) C A(A, B), los cuales son
estables bajo composicion:

A(C,D)oI(B,C)oA(A,B) CI(A,D) paratodo A,B,C,D € A.

De esta manera, podemos formar la categoria cociente A/J que estd com-
puesta por los mismos objetos de A y para A, B € A, se tiene que el conjunto
de morfismos en A/J es (A/T)(A, B) = A(A, B)/I(A, B). Existe ademés un
funtor canénico A — A/J el cual es la identidad en objetos y a cada mor-
fismo lo manda a su clase bajo J. Si A es una ®-categoria F-lineal, existe
también la nocién de ideal tensor (®-ideal), el cual es un ideal J de A
cerrado bajo el producto tensor 14 ® — y — ® 14 para todo objeto A € A.
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Si J es un ideal tensor, la categoria cociente A/J hereda la estructura ten-
sorial de A. Ademas, se tiene que el nicleo de cualquier ®-funtor F-lineal
es un ideal tensor. Mds aun, el funtor A — A/J es un funtor tensor si y
solamente si J es un ideal tensor. Si J es un ideal tensor, entonces es estable
bajo el producto de morfismos arbitrarios en A. En efecto, si f € (A, B) y
h € A(C, D), entonces se tiene que:

hef=Mholp)o(lc®f) € (IC®A,D® B).

De la misma forma se puede probar a la derecha. Como ejemplos de ®-ideales
tenemos los siguientes:

Ejemplo 4.2.2 Si A es una ®-categoria F-lineal, pseudo-abeliana y rigida.
El morfismo traza tr : End4(A4) — Endy (1) define un conjunto de morfismos
N de la siguiente manera ([2], 7.1.1):

N(A,B) :={f € A(A,B) | tr(go f) =0 ; paratodo g € A(B,A)}

llamados morfismos numericamente triviales. Se prueba que N define un
®-ideal y si F' es un campo, entonces N es el ideal tensor mas grande de A.

Ejemplo 4.2.3 El ®-nilradical %A de A es el conjunto:
%(A’ B):={f € A(A,B) | 3n €N tal que f®” =0}.

A los morfismos de §/0(A, B) se les llama nilpotentes-smash ([2], 7.4.1).
El ®-ideal {/0(A, A) es un nil-ideal para todo A € A. Entonces, el ®-funtor
A = A/ {/0 es conservativo, es decir, refleja isomorfismos.

Si A es una categoria pseudo-abeliana, la categoria cociente A/J no ne-
cesariamente es una categoria pseudo-abeliana, para ello necesitamos que:

Lema 4.2.4 Sea A una F-categoria tensor y pseudo-abeliana. Si F' es un
anillo artiniano y A(A, B) es un F-mddulo finitamente generado para cua-
lesquiera A, B € A; entonces A/J es pseudo-abeliana.

Demostracién. Este lema es méds un resultado de la teoria de anillos, y
es justamente el problema de levantar idempotentes. De esta forma, el lema
se sigue del hecho de que si A — B es un homomorfismo de anillos Arti-
nianos. Entonces todo idempotente de B se levanta a un idempotente de
A. De manera mas general, para cualquier nil-ideal N de un anillo A, los
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idempotentes de A/N pueden ser levantados a A. O

Recordemos que ~i,. es la equivalencia adecuada mas fina, y para toda
equivalencia adecuada ~ existe un ®-funtor pleno CHM(k)r — Mo (k)p.
El nicleo de este funtor es un ®-ideal J.. de CHM(k)r ([18], 1.7).

Lema 4.2.5 ([1], Lema 4.4.1.1; [18], 1.7) Todo ®-ideal J de CHM(k)F es de
la forma I~ para una equivalencia adecuada ~ conveniente. Se tiene ademds
que: M (k)r = (CHM(k)r/I)5.

Ejemplo 4.2.6 En la categoria de motivos de Chow, el ideal 0 corresponde
naturalmente a la equivalencia racional ~y,.. Para X € P(k), consideremos
el motivo de Chow asociado ¢h(X)(q) = (X, Ax, q). Entonces:

VO = {a e CHM(k)r(1,¢h(X)(q)) | a®" € O(1%", ch(X)®")}
= {a € CHYX)p | a®" ~pae 0}.

Por lo tanto, en CHM (k) r la equivalencia adecuada asociada al ®-nilradical
{/0, es la equivalencia nilpotente-smash ~gyi1. Puesto que %(M , M) es un
nil-ideal ([28], 5.2.4), los idempotentes se levantan y se tiene entonces que

Meni (k) = CHM (k) ./ /0.
Ejemplo 4.2.7 En CHM(k)p, puesto que N(M,N) = N(1, MV ® N):
N(1,¢h(X)(q)) € CHM(k)F(1,¢h(X)(q)) = CHY(X)F,

luego N estd compuesto por todos los ciclos f tales que para todo g €
CHM(E)r(ch(X)(q),1) = CHI™X)=4(X ) se tiene tr(g e f) = 0. Pero que
la traza de la composicién en End(1) = F sea cero, no es mas que gr(f-g) sea
cero. Por lo tanto, N en CHM(k)r corresponde a la equivalencia numérica,
el cual por ser la mas gruesa entre todas las equivalencias adecuadas, nos
dice que N es el ideal tensor propio mas grande en CHM(k) .

Una versién categérica de un resultado central en la teoria de moédulos,
es la siguiente:

Lema 4.2.8 (Schur) Sea A una F-categoria tensor, pseudo-abeliana y rigi-
da, de tal manera que N(A, B) = 0 para objetos simples A, B € A. Entonces
todo morfismo f : A — B es cero ¢ es un isomorfismo.
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Demostracién. Sea f : A — B un morfismo no-cero. Puesto que f ¢
N(A, B) = 0, existe un morfismo g : B — A tal que tr(g o f) # 0. De esta
manera go f es no-cero, y como A es simple, luego go f es un endomorfismo
invertible de A. Entonces ¢ = (go f)™! o g es una retraccién de f. Por lo
tanto g o f = 14, de la misma forma se tiene que fog = 1, ya que B es
también simple. O

Como una consecuencia del lema de Schur, se tiene que un objeto es sim-
ple si no contiene sub-objetos no-triviales. Se cumple también lo siguiente.

Proposiciéon 4.2.9 Sea A una ®-categoria pseudo-abeliana y rigida con
N =0. Para A € A, los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es semi-simple.
ii) A es suma directa de objetos simples.

De manera equivalente, una categoria abeliana es semi-simple si todo objeto
es suma directa finita de objetos simples.

Demostracion. Sea A € A semi-simple, entonces por el teorema de es-
tructura de Artin-Wedderburn tenemos que:

End(A) = Mat,,, (D1) @ --- & Mat,, (Dy) (*)

donde cada D; es un anillo de divisién. El conjunto de idempotentes orto-
gonales minimos de End(A) descompone a A como:

A AN G...q A

donde

D; sii=j

0 sii#j

luego, los Als son en particular simples. Inversamente, supongamos que A =
A1 @ --- @ Ay, donde cada A; es un objeto simple y tal que A; 22 A; sii # j.
El lema de Schur (4.2.8) implica que A(A;, Aj) = 0 para i # j. Lo cual nos
da una descomposicién de End(A) como en (k). O

HOmA(Ai, A]) = {

Lema 4.2.10 (Jannsen [17], Lema 2) Si A es una categoria F-lineal pseudo-
abeliana tal que Endy(A) es un F-dlgebra semi-simple dimensionalmente
finito para todo A € A, entonces A es una categoria abeliana y semi-simple.
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Demostracién. Este resultado se sigue del hecho de que A es equivalente
a una suma, indexada por clases de isomorfismos de objetos simples, de ca-
tegorias equivalentes a categorias de médulos sobre anillos de divisién. [J

En la categoria de motivos numéricos NM(k) p se cumplen las condiciones
anteriores, para ello veremos unos lemas que seran de gran utilidad.

Teorema 4.2.11 Para toda Xy € P(k), el F-dlgebra:

N (X x X)p = Corr?

num

(X, X)®F
es un F-dlgebra semi-simple de dimension finita.

El teorema se puede dividir en dos partes, probaremos primero que es
de dimension finita y luego que es semi-simple.

Lema 4.2.12 Si H* es una cohomologia de Weil con coeficientes en un
campo K. Entonces Zhum(X)r = Zhum(X) ®q F es un F-espacio vectorial
de dimension finita.

Demostracion. Sea H* una cohomologia de Weil con coeficientes en F'.
Para cualquier ¢, existe un morfismo suprayectivo de F-espacios vectoriales:

Zq

hom

num

’ . q q . . .
Via el mapeo de ciclos cl, 2| (X)r se identica con un sub-espacio vecto-

rial de H?4(X)(q), necesariamente de dimensién finita. Luego Zh.m(X)F es
un F-espacio vectorial finitamente dimensional. O

La versién abstracta de este resultado afirma que que A/N(A, B) es de
dimensién finita (André-Kahn [2], 8.1.1).

4.2.12. Semi-simplicidad. Para el siguiente lema, usaremos algunos re-
sultados bésicos del dlgebra no-conmutativa (S. Pierce, [29]). Si FF D Q y
A es un F-édlgebra de dimensién finita, entonces A es Artiniano y el radical
(Jacobson) J(A) es el ideal nilpotente mas grande de A. De esta manera,
A es semi-simple si y sélo si J(A) = 0. Ademds si F; D F es una exten-
sién de campos, entonces J(A @p F1) = J(A) @ F1. Ahora, si m: A — B
es un homomorfismo suprayectivo de F-algebras finitamente dimensionales,
entonces 7(J(A)) = J(B). En efecto, puesto que 7 es suprayectivo m(.J(A))
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es un ideal nilpotente en B, luego w(J(A)) C J(B). Por otro lado, tenemos
que:

AJJ(A) —s B/n(J(A)) — B/J(B).

Como A/J(A) es semi-simple, entonces B/m(J(A)) es semi-simple (Pierce,
[29] pag. 42), pero J(B) es el ideal més pequeno que hace al cociente semi-
simple, por lo tanto 7(J(A)) = J(B).

Lema 4.2.13 El F-dlgebra NX (X x X)p es semi-simple para X € P(k).

Demostracién. Consideremos de nueva cuenta una teoria de cohomologia
de Weil X ~» H*(X) con coeficientes en un campo K. Puesto que Z} ., (X)
conmuta con el cambio de coeficientes, luego podemos asumir que F = K.

Consideremos ahora el homomorfismo suprayectivo:
T EH™(X x X)p — N&(X x X)p.

Puesto que EH (X x X)r es de dimensién finita, luego su radical J =
J(EH(X x X)r) es un ideal nilpotente. Entonces el teorema se reduce a
probar que m(J) = 0.

Para esto, sean o, 3 € EH™ (X x X)r. Si a € J, entonces o e 3¢ es
nilpotente. Haciendo uso de la férmula de traza de Lefschetz:

2dx

gr(a- ) =) (=1)tri(ax 0 Bl igx) = 0.

=0

Pero B € EH (X x X)p es arbitrario, luego a ~yum 0, y de esta ma-
nera 7(.J) = 0. Por lo tanto N (X x X)p es semi-simple. O

Los dos lemas anteriores constituyen la parte medular del siguiente teore-
ma, y prueban que Corr) (X, X)r es un F-algebra semi-simple de dimen-

sién finita. Ahora, aplicando el lema 4.2.10 obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.2.14 (Jannsen) Si F' es un campo, la categoria de motivos
numéricos NM(k)p = Muyum (k) F es abeliana y semi-simple.

El teorema anterior tiene un reciproco, probado por U. Jannsen en [17].

Teorema 4.2.15 Si la categoria M. (k) es una categoria abeliana y semi-
stmple, entonces ~ = ~pum.
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Demostracién. Supongamos que M. (k)r es una categoria abeliana y
semi-simple, pero que ~ # ~pun,. La demostracién la haremos por contra-
diccién, recordemos que para cualquier relacién de equivalencia adecuada
~, se tiene que ~ > ~puy. Sea a € Z9(X)p de tal manera que o ~pym 0,
pero que « ~ 0 para una variedad irreducible X. Para p = Spec(k), sea
1 = (Spec k,Ap,0) el objeto identidad, entonces en M (k)r tenemos un
morfismo:

f:1 = (Spec k, Ap,0) = b(X)(g) = (X, Ax, )

dado por f = a € Corr? (Spec k,X) = Z9(X)p y como o ~ 0, luego
f # 0. Ahora, puesto que M. (k) es abeliana y semi-simple, entonces existe
g:(X,Ax,q) — (Spec k, Ap,0) de tal manera que g ® f = 1,. Entonces g
estd dado por un ciclo 8 € Z&°9(X)p. De esta manera:

ge f=npr.(pris(p X a) - priz(B x p)) =gr(a-B)-p
en el diagrama:

Spec k x X x Spec k

pr pr
/ J/prlg \

Spec k x X Spec k x Spec k X X Spec k.

Puesto que g o f = 1, luego tenemos que gr(a - 5) = 1. Lo que quiere decir
que « no es numericamente equivalente a cero, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto a ~ 0, es decir, ~ = ~pum. O

Una versién categorica del teorema de Jannsen, es el siguiente resultado:

Teorema 4.2.16 ([1], Teo. 4.5.1.2; [2], Teo. 8.2.2 a)) Sea H : A — A’ un
®-funtor entre ®-categorias rigidas F-lineales, tal que Endy(1) = F y en
A’ los Hom’s son dimensionalmente finitos y los endomorfismos nilpotentes
son de traza nula. Sea N el ®-ideal mas grande de A. Entonces:

i) La categoria (A/N)! es abeliana y semi-simple.
ii) El unico ideal tensor J de A tal que A/J es semi-simple es I = N.

El teorema de Jannsen se sigue de aplicar el resultado anterior a A =
CHM(k)p, y de la existencia de un ®-funtor H: CHM(k)r — GrVecy,
dado por la universalidad de los motivos de Chow.



Apéndice A
Categorias rigidas y categorias Tannakianas

El propdsito de este pequeno apéndice es recalcar en los hechos basicos sobre
categorias rigidas y Tannakianas, los cuales seran de mucha utilidad en el
presente trabajo. Daremos lo esencial, sin dar demostracién alguna, para
esto referimos a los textos de Deligne-Milne [8] y N. Saavedra-Rivano [31].

A.1. ®-Categorias rigidas

Sea F' un anillo conmutativo. Una categoria F-lineal (F'-categoria) es una
categoria aditiva A tal que para cada par de objetos A, B € A, el conjunto
de morfismos A(A, B) es un F-moédulo y la composicién es F-bilineal.

Definicién A.1.1 Una categoria tensor! (®-categoria) sobre F, es una
categoria F-lineal junto con un bifuntor bilineal:

- - AXA — A

llamado producto tensor, y un objeto identidad 14, donde el producto
satisface, para los objetos A, B, C, los siguientes isomorfismos funtoriales:

aspc @ AR(BRC)Z(A®B)®C
cap : AQB=B®A tal que CBAzcng
ug : AR1=A, Wyt 1@AXA

los cuales son llamados asociatividad y conmutatividad restringida® (cons-
traint, ver [8] pag. 4) y unidad?, respectivamente.

A.1.1. En una categoria tensor F-lineal A, un objeto L € A es invertible si
el endofuntor — ® L define una equivalencia de categorias, equivalentemente

!También llamada ®-categoria ACU (Saavedra-Rivano) o categorfa monoidal simétrica.
2Satisfacen el axioma del pentdgono y hexdgono, respectivamente.
3Fl funtor A — 1 ® A define una equivalencia de categorias.
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a que exista un objeto M € A, tal que L® M = 1. Un funtor F: A — A’ es
fiel (resp. pleno) si, para cualesquiera objetos A, B € A, el morfismo:

F: A(A,B) — A(F(A),F(B))
es inyectivo (resp. suprayectivo). Se dice que F es esencialmente supra-
yectivo si para cada objeto A" € A, existe A € A de tal manera F(A) = A'.
Toda equivalencia de categorias es esencialmente suprayectivo. Si A y A’ son
categorias F-lineales, el funtor F es un funtor F-lineal (F-funtor) si el mor-

fismo de Hom’s es F-lineal. Si A y A’ son categorias tensores. Un funtor
tensor (®-funtor) consiste de un funtor F-lineal:

F:A — A
y una coleccién de isomorfismos naturales:
Yap: F(A®aB) =2 F(A) @4 F(B)

V1: F(1y) = 1y,
compatibles con las “restricciones” a,c,u,u’.
A.1.2. (Dold-Puppe). Sea A un objeto en una categoria tensor A. Un
dual para A, es un triplete dado por un objeto AV de A y morfismos:

e A AY = 1 y n:1 - AV®A

llamados morfismos evaluacién y coevaluacién respectivamente, de tal
manera que las composiciones:

A A1 22 Aoaved@i104=4

®1 14®
AVg]_@A\/u)Av@A@AVLg)AV@lgAV

son las identidades en A y AV respectivamente. Un objeto A € A es refle-
xivo si A es isomorfo a (AY)Y. Todo objeto ®-invertible es reflexivo.

Definicion A.1.2 Una ®-categoria F-lineal A se dice que es rigida, si todo
objeto de A admite un dual.

Para tales categorfas, si A, B € Ay f € A(A, B), entonces existe f*:=
YV e A(BY, AY) caracterizado por la conmutatividad del diagrama:

v ef
B9 A2 S B9 B

ft®1A\L \LEBV

AV® A

Y
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De esta manera, obtenemos un funtor contravariante (—)" : A — A, el
cual envia a cada objeto a su dual y es una equivalencia de categorias.

A.1.3. Sea A una categoria F-tensor y A, B € A, las condiciones anteriores
implican la existencia de hom internos, es decir, existe un funtor:
Hom: AxA — A
(A,B) +— Hom(A,B)

donde Hom(A, B) es el objeto representante del funtor:

T ~ A(T® A,B): A’ — Set.
En otras palabras, se cumple que:

A(T® A,B) =2 A(T,Hom(A, B)), (%)

el morfismo universal correspondiente al morfismo identidad 1gom(a,p) €s
llamado morfismo evaluacién:

eap:Hom(A,B)® A — B

y el morfismo T' — Hom(A, B) se corresponde por la propiedad universal
al morfismo T'® A — B, caracterizado por la conmutatividad del diagrama:

T®A

|

Hom(A, B) ® A.

B

Entonces, el dual de un objeto A € A se puede ver como AY = Hom(A, 1).
Ademas, se tienen los isomorfismos:

o)

A(A, (A)Y) = AA®AY 1) =5 A(AY ® A1),

con todo los objetos reflexivos, A = (AY)V. Por otro lado, si Ay, A, By, By
son objetos de la F-categoria tensor rigida A, por la propiedad del morfismo
evaluacién, se tiene el siguiente isomorfismo:

Hom(Al, Bl) X HOIII(AQ, BQ) i) Hom(A1 ® Ay, B1 ® BQ)

Finalmente, de la formula (%), nos queda que como A tiene dual, entonces
existe un isomorfismo natural:

AT® A, B) 2 A(T,AY®B) 'y Hom(A,B)=A"®B.

Lo cual hace del funtor —® A" un adjunto derecho del funtor —® A, lo cual
hace de A una categoria cerrada.
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Proposicién A.1.3 ([8], Prop. 1.9) Sea F: A — A’ un ®-funtor entre ®-
categorias rigidas. Entonces existe un isomorfismo candnico:

F(Hom(A, B)) — Hom(F(A),F(B))
para cualesquiera objetos A, B € A.

Esto nos da de manera automatica que ®-funtores entre ®-categorias

rigidas son compatibles con la formacién de duales (—)V.

Definicién A.1.4 Sean F,G: A — A’ dos ®-funtores. Un morfismo de
®-funtores de F a G es una transformacion natural w: ¥ — G tal que:

F(A) @ F(B) A% F(A ® B)
w%l i“’

§(4) © §(B) 5—>95(A @ B)

es un diagrama conmutativo.

Al conjunto de morfismos tensores de F a G se le denota como Hom® (F, G).
De la misma manera, tenemos las siguientes notaciones End® (), Iso® (7, §)
y Aut®(F). Gracias a la dualidad, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion A.1.5 Sean F y G dos funtores tensores entre ®-categorias
rigidas. Entonces todo morfismo tensor de F a G es un isomorfismo:

Hom®(F, §) = Iso®(F, ).

A.1.6. Traza y dimensién rigida. Aplicando el funtor A(—, 1) al morfis-
mo evaluacién e: AV ® A — 1, obtenemos un morfismo:

tra: Endg(A) — Endyx(1)
llamado morfismo traza, explicitamente, tenemos la siguiente definiciéon.

Definiciéon A.1.6 En una ®-categoria rigida A, la traza de un endomor-
fismo f € End4(A) es un elemento en End4(1) dada por la composicién:

tr(f) = (1 -5 A A 24 AV o A =5 1)

la caracteristica de Euler-Poincaré del objeto A € A es x(A) := tr(14).
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A.1.7. Propiedades. Sea A una categoria F-tensor rigida. Consideremos
un objeto A € Ay f,g € End(A). Sea A € End(1), entonces se tienen las
siguientes propiedades:

i) tr(f +g) = tr(f) + tr(g).

i) tr(
i) tr(fog)=tr(go f).
i) tr(
iv) tr(f

iil) tr(A(f)) = A(tr(f)).
b) = tr(f).

Trazas en categorias F-tensores rigidas satisfacen un criterio de compa-
tibilidad con respecto a funtores F-tensores:

tr(f

Proposicién A.1.7 (Férmula de traza) Sea F: A — B un funtor F-
tensor entre categorias rigidas F-tensores. Sea f: A — A un endomorfismo
en A. Entonces, eziste una igualdad en Endg(1):

F(tra(f)) = tra (F(f)).

Ejemplo A.1.8 La categoria Mod 4 es una categoria en la que todos sus
objetos admiten duales (y hom’s internos). Sin embargo, no todos sus objetos
son reflexivos. Por ejemplo, si A = Z entonces Z /27 no es reflexivo. La sub-
categoria plena de Mod 4 que consiste de todos los A-moédulos proyectivos
de tipo finito Modprtf 4 es una ®-categoria rigida ([7], prop. 2.6).

Ejemplo A.1.9 La ®-categoria Repy(G), donde G es un grupo, es una
®-categoria rigida. El dual de un objeto (V,p) € Repp(G) estd dado por
la representaciéon contragradiente. En particular, la categoria Vecg de
espacios vectoriales dimensionalmente finitos sobre un campo F es una ®-
categoria abeliana y rigida, donde el dual de un objeto V € Vecg es el
espacio vectorial dual usual V* y ademds End(1) = E. Aqui todas las
definiciones anteriores coinciden con las nociones familiares de Vecg. Por
ejemplo, tr : End(V) — E es la traza usual y la caracteristica de Euler-
Poincaré de un espacio vectorial es su dimensién.

Ejemplo A.1.10 La categoria Vec:Et de super espacios vectoriales (o
espacios vectoriales Zy-graduados) de dimensién finita sobre E. Un super-
espacio vecorial V' es un espacio vectorial con una descomposicion V =
Vi @ V_. Elementos en V. son llamados pares y elementos en V_ son lla-
mados impares. Si un elemento v € V es homogéneo, es decir, si v € V; o
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v € V_, entonces dv denota su grado. Luego, para un elemento homogéneo
uno tiene que v € Vj,,. Para el morfismo de simetria, introducimos el cambio
de signos (—1)5”'5“’ siempre que el orden de dos elementos homogéneos v y
w sea cambiado. De manera mas general, tenemos a la categoria GrVecg
de E-espacios vectoriales Z-graduados de dimensién finita (V = @ V™). El
producto tensor ® hace de GrVecg una ®-categoria rigida, y la conmu-
tatividad restringida cyy estd dada por la regla de signos de Koszul:

aw VeW — WaV,

con cyw = P, ((—1)"°c™*, donde ™ : V" @ W* — W@ V" es el morfismo
usual en Vecg. El rango (caracteristica de Euler-Poincaré) de un objeto
V € GrVecg, es la super-dimensién: dim VT —dim V~, donde V* = V%
y V- = V21'+1.

A.2. Categorias Tannakianas

La idea de categoria Tannakiana es la siguiente. Sea G un grupo, entonces
Repr(G) la categoria de F-representaciones finitamente dimensionales de
G tiene una estructura relativamente interesante de categoria Tannakiana.
Consideremos la siguiente asignacién:

Grupos — categorias Tannakianas
G — Repp(G).

El teorema de Tannaka-Krein establece que si G es compacto, entonces el
grupo G se puede recuperar via el funtor que olvida:

Repy(G) — Vecp

sobre la categoria Vecr de F-espacios vectoriales finitamente dimensionales.

A.2.1. Sea F un campo y A una ®-categoria rigida, abeliana sobre End(1) =
F. Un funtor fibrado sobre A es un ®-funtor exacto y fiel:

w: A — Vecg

en la ®-categoria rigida de espacios vectoriales de dimensién finita sobre
alguna extension de campos F de F'.

Definicién A.2.1 Una ®-categoria abeliana y rigida A tal que End(1) = F
es un campo, se dice que es Tannakiana si admite un funtor fibrado.
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Si existe tal funtor fibrado w sobre £ = F', a la categoria Tannakiana A
se le llama categoria Tannakiana neutral. A la pareja (A,w), donde A
es una categoria Tannakiana y w es un funtor fibrado sobre End(1) = F, se
le llama categoria Tannakiana neutralizada.

Ejemplo A.2.2 Sea G un grupo esquema afin sobre un campo F. La ca-
tegoria abeliana F-lineal Repr(G) de representaciones dimensionalmente
finitos de G es una ®-categoria con respecto al producto tensor sobre F' de
espacios vectoriales. Ademads, la categoria es rigida y el funtor que olvida:

w’: Repp(G) — Vecrp;  (V,p) =V,
es un funtor tensor, exacto y fiel, es decir, es un funtor fibrado. Luego,

Repr(G) es una categoria Tannakiana (neutral). Puede suceder que otro

funtor fibrado en Repy(G) no sea isomorfo a w®.

A.2.3. Dada una categoria Tannakiana neutralizada A, con w : A — Vecg
como funtor fibrado, se puede definir un grupo-esquema afin:

G(w) = Aut®w

el grupo de transformaciones naturales de w en si mismo que conservan la
estructura tensor, el cual puede ser visto como un esquema via el funtor de
puntos en F-algebras. El siguiente resultado, es el ingrediente principal del
formalismo Tannakiano:

Teorema A.2.3 (Deligne-Grothendieck-Saavedra) Sea (A,w) una ca-
tegoria Tannakiana neutralizada sobre un campo F, y sea Aut®w el grupo-
esquema afin asociado sobre F. Entonces, el funtor:

U : A — Repp(Aut®w)

es una equivalencia de categorias.

En particular, si A = Repy(G) para un grupo-esquema afin sobre F.
Entonces el morfismo de grupos:

G — Aut®w®

es un isomorfismo.
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Ejemplo A.2.4 Sea Hodgy la categoria de estructuras de Hodge (reales).
Recordemos que un objeto H € Hodg, consiste de un R-espacio vectorial
H de dimensién finita y una descomposicién de la forma:

He=HoC= @ H, tal que  HPY = HaPp,
ptg=n

donde ~ denota la conjugacion compleja. Entonces Hodg es una categoria
Tannakiana, donde el funtor natural:

w:Hodr — Vecy
H —- H

es el funtor fibrado. En este caso, el grupo G(w) = S el cual es un toro
definido por Resc/r(Gm,c), donde Resc/r denota la restriccién de Weil de
escalares.

Una caracterizacién importante sobre categorias Tannakianas que no
involucra a un funtor fibrado, fue probado por Deligne.

Teorema A.2.5 (Deligne) Sea A una ®-categoria abeliana y rigida so-
bre un campo F de caracteristica cero tal que End(1) = F. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

i) A es Tannakiana,
i) si Ae A, A"A =0 para alguna n > 0,

iii) la caracteristica de Fuler-Poincaré: x(A) es un entero natural.
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