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Capitulo 1

Introduccion

En los tltimos anos el estudio de nanomateriales ha crecido en gran medi-
da debido a las aplicaciones tecnolégicas que se pueden generar. De acuerdo con la
National Nanotechnology Initiative se tiene por convencion considerar como nano-
materiales a aquellos cuyas dimensiones se encuentran en una escala entre 1y 100
nanémetros.

Un tipo de nanomaterial son las nanoparticulas, de las cuales se encuentran varias
aplicaciones. Las nanoparticulas pueden ser componentes de dispositivos 6pticos
2], al transferir energia electromagnética a través de guias de onda plasménicas .
Asimismo, algunos autores proponen el uso de nanoparticulas para almacenamiento
de datos [1], considerando que la resonancia plasménica depende de la geometria de
la nanoparticula y la longitud de onda de la luz incidente. Al modificar la geometria y
orientacién de una nanoparticula la intensidad de luz dispersada y absorbida cambia.
Por otro lado, también se ha estudiado el uso de nanoparticulas como detectores de
biomoléculas basados en dispersion de luz [3] asi como las propiedades 6pticas a
través de experimentos para medir absorcion y esparcimiento 6ptico, que como se
mencionaba anteriormente, permite ademas de caracterizar la nanoparticula conocer
sus propiedades estructurales y vibracionales [5]. En campos de investigacion médica
por ejemplo, se empieza a experimentar con nanoparticulas de oro para disenar

terapias contra el céncer [4].
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Lo anterior ha motivado a estudiar sistemas particula - matriz' conformados por
muy pocas nanoparticulas pretendiendo el caso de una particula sola y aislada. En
estos sistemas se asegura el aislamiento de la particula proveyendo una densidad
muy baja de nanoparticulas en la matriz, lo que asegura que no interactiien éptica
ni mecanicamente debido a la gran distancia entre si. A pesar de que tedricamente ya
existian algunos modelos (como la teorfa de Mie) para estudiar la respuesta éptica de
objetos muy pequenos, el estudio de estos materiales se vio mermado durante varios
anos debido a la falta de técnicas no invasivas asi como la generacion en laboratorio
de los mismos nanomateriales. El estudio de estos nanomateriales se hace mediante
espectroscopia de resolucion temporal, lo que permite saber cémo se comporta la
particula al ser irradiada con luz, es decir, cémo absorbe o esparce la luz que se le

incide.

Medir cantidades como absorciéon o esparcimiento permite caracterizar a la na-
noparticula en tamano y forma. La espectroscopia de resoluciéon temporal, como
se detallard en las siguientes secciones, consta basicamente de dos etapas: primero
se excita la muestra con radiacion electromagnética de frecuencia conocida (gene-
ralmente un pulso laser con frecuencia de onda cercana a la frecuencia de plasma
del material). Posteriormente, ya excitada la muestra se ilumina con otro pulso que
puede o no ser de la misma frecuencia que el primero pero si de menor intensidad.
Este segundo pulso mide la absorcion o esparcimiento con un fotodetector colocado
después de la muestra en algin angulo respecto al camino éptico del laser. Si se
realizan mediciones con diferentes tiempos de desfase entre el pulso de excitacion y
el pulso de medicién, se puede obtener informacion de cémo evoluciona la absorcién
o esparcimiento en el tiempo. Conocer la absorcién o esparcimiento en funcién del
tiempo permite conocer las propiedades vibracionales como son los modos normales
de vibracion de la nanoparticula . Dicha vibracién es el resultado de la rapida ex-

pansion de la nanoparticula cuando ésta es irradiada con un laser y los electrones

'Por matriz se entiende el medio fisico con pardmetros 6pticos y eldsticos conocidos, en el que
estd inmersa la particula. Generalmente este medio es un dieléctrico como alguna solucién acuosa

o vidrio.
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de conduccion en su superficie transfieren el exceso de energia a la red.

En la presente tesis se tiene como objetivo simular numéricamente la transmision
optica dependiente del tiempo de nanoparticulas metdalicas inmersas en un medio
dieléctrico y calcular la frecuencia fundamental de vibracion actstica de las mismas.

Las motivaciones para realizar este trabajo son:

= Mostrar que la integracion de teoria electromagnética y teoria eldstica (teorias
macroscopicas) genera resultados que coinciden con las mediciones experimen-

tales tal como se reporta en la literatura [7] , [14], sin aludir a efectos cudnticos.

= El estudio vibracional de nanoparticulas en su mayoria solo se hace de manera

experimental [26].

En la parte electromagnética se implementan resultados de la teoria de Mie
mientras que en la parte elastica se soluciona la ecuacion de Navier sugerida por
algunos autores [7] , [16] donde bosquejan ya un andlisis més detallado de la respuesta

vibracional de las nanoparticulas.

En el capitulo 2 se presentan los antecedentes y el marco tedrico que se imple-
mentara. Por su extension se continia el marco tedrico en los capitulos 3 y 4. En el
capitulo 3 se detalla el estudio de las oscilaciones radiales de una esfera elastica en un
fluido elastico. En el capitulo 4 se presenta el estudio del esparcimiento de radiacién
electromagnética por una particula esférica. La propuesta para estudiar las vibra-
ciones acusticas de nanoparticulas metalicas se presenta propiamente en el capitulo
5. Finalmente en el capitulo 6 se presentan los resultados de cédlculos numéricos
realizados en un codigo escrito como parte de esta tesis en lenguaje Python. Los
resultados generados numéricamente se comparan con los resultados experimentales

disponibles encontrando que hay concordancia entre si.



Capitulo 2

Antecedentes y Marco tedrico

En este capitulo se hace una revision de las herramientas tedricas usadas asi como
los articulos referencia para este trabajo. Los articulos que se usan como punto de
partida y referencia son Probing Flasticity at the Nanoscale: Terahertz Acoustic
Vibration of Small Metal Nanoparticles [7] y Coherent acoustic mode oscillation
and damping in silver nanoparticles [8]. En ambos textos se estudian los modos
de vibracion acustica de nanoparticulas metalicas inmersas en vidrio mostrando las

curvas experimentales medidas para la transmision 6ptica dependiente del tiempo.

En las secciones 2.1 y 2.2 se describen de manera breve y general los articulos [7]
y [8] respectivamente. En la seccién 2.3 se describe la transmisiéon 6ptica asi como
la interpretacion que se le da en este modelo. En la seccién 2.4 se exponen los

parametros 6pticos y elasticos que son empleados en los calculos de este trabajo.

2.1. Vibraciones acusticas de nanoparticulas

En el articulo Probing Elasticity at the Nanoscale: Terahertz Acoustic Vibration
of Small Metal Nanoparticles [7], se estudia a través de espectroscopia de resolucién
temporal la respuesta acustica de nanoparticulas de platino con dimensiones entre
1.3 y 3 nanémetros de didmetro inmersas en vidrio. La respuesta actstica encontrada
consiste propiamente en vibraciones acusticas con frecuencias entre 1.1 y 2.6 THz.

Las frecuencias medidas coinciden con el cdlculo tedrico basado en teoria del medio

4
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continuo, en especifico con teoria elastica, demostrando que a escalas nanométricas

aun es valida ésta teoria macroscopica.

En este estudio fueron elegidas particulas de platino debido a que presentan poca
oxidacién al estar en medios como soluciones acuosas. La fabricacion de las nano-
particulas es realizada mediante la deposicién de platino en un substrato, en este
caso vidrio. Asimismo, en este proceso se procura depositar una fraccion muy pe-
quena del metal. Una baja concentraciéon de nanoparticulas implica una interaccion
optica despreciable, lo que tiene como resultado que las nanoparticulas estén muy

lejos entre si y que cada nanoparticula se considere como aislada.

La técnica empleada para medir las vibraciones actsticas fue mediante excitacién
de la muestra con luz y la respectiva medicién de luz esparcida pump probe technique.
Esta técnica es una forma de espectroscopia de resolucién temporal y consiste en
incidir un ldser pulsante (76 MHz) de zafiro, con longitud de onda de 840 nm en
la nanoparticula, a modo de excitar los electrones de conduccién de ésta. Después
de un breve intervalo de tiempo, un segundo pulso laser de menor potencia se hace

incidir sobre la nanoparticula para medir la transmisién éptica (ver Figura 2.1).

En este articulo se busca principalmente el modo fundamental de vibracion breat-
hing mode para nanoparticulas de platino de 1.3, 1.5, 2.4 y 3 nanémetros. Al realizar
mediciones, encuentran que el periodo de oscilacién es linealmente proporcional al
tamano de la particula y que coincide con los calculos hechos con teoria macroscépi-
ca para el modo radial fundamental de vibracién de una nanoparticula modelada
como una esfera elastica. Para el calculo se considera una esfera elastica, homogénea
y embebida en un medio isétropico con constantes elasticas conocidas. Usando la
ecuacién de Navier con las condiciones de frontera adecuadas (continuidad en el des-
plazamiento y esfuerzo radial) se tiene como resultado una expresién para el modo

fundamental de vibracién Wy tal que:

Woro
p )
&

donde Xp es una cantidad adimensional y se conoce como frecuencia compleja redu-

Xp = (2.1.1)

cida, g es el radio de la nanoparticula y C? es la velocidad longitudinal del sonido
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Figura 2.1: (a) Cambio en la transmisién éptica como funcién del tiempo de retardo
entre el pulso de prueba y el puso de excitaciéon para una nanoparticula de platino de
1.5nm inmsersa en vidrio (parte de abajo). El proceso de vibracién se esquematiza
en la parte superior: En un primero momento (1) la nanoparticula se encuentra en
equilibrio térmico con su entorno, después hay una excitacion de los electrones de
conduccién (2) los cuales entran en equlibrio térmico con la red. En (3) se tiene la
vibracién actstica que transfiere energia al entorno (4). En (b) se aprecia la parte
oscilatoria de la transimisién éptica asi como su transformada de Fourier (c). Imagen

tomada del articulo [7].
del material que conforma la nanoparticula. A su vez Xy esta dada por:

X X? 144Xz
R _q_ 2k Rl , (2.1.2)

tan(Xg) X+ A0 (5 - 1) (1+ i)

donde «, £, v y n son parametros relacionados con los parametros elasticos de
la nanoparticula y del medio: o = CJ*/CY, = C/Ch, v = CFJCl y n=p™/pP,
donde C7™ y CT™ son las velocidades del sonido longitudinales y transversales de
la particula (superindice p) y el medio (superindice m) asi como p?»™ las densidades

respectivas.
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2.2. Modos y atenuacién de vibraciones acusticas

coherentes en nanoparticulas de plata

El articulo Coherent acoustic mode oscillation and damping in silver nano-
particles [8] se centra en el estudio del modo radial fundamental de vibracién de
nanoparticulas de plata al ser excitadas coherentemente. Esta excitacién es el re-
sultado de la rapida transferencia de energia a la red cristalina del metal desde los
electrones de conduccion en la superficie, lo que conlleva a una vibracién que puede

ser medida con técnicas de espectroscopia.

En este caso se mide la transmision 6ptica de nanoparticulas de plata inmersas
en un sustrato vidrioso 50BaO — 50P,05 con un laser azul con pulsos de 100 fs .
La excitacién se induce con un ldser pulsante (80 fs) con longitud de onda en el

infrarrojo cercano.

x 10°

Il i 1

3 -
Photon Energy (eV)

- AT/T

1 1 1
0 10 20 30

Time Delay (ps)

Figura 2.2: Cambio en la transmisién 6ptica de una nanoparticula de plata de 13 nm

inmsersa en vidrio excitada con radiacién cercana al infrarrojo (hw = 2.85¢V) [8].

Una de las mediciones del cambio en la transmision como funcion del tiempo se

puede apreciar en la Figura 2.2. La parte oscilante de la transmision se muestra con
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mas detalle en la Figura 2.3 y se aprecia que puede ser bien reproducida por una

funcion periédica decayente de la forma:

f(t) = Cexp(—t/Te)cos(wosct) (2.2.3)

Esta aproximacién permite obtener la frecuencia de vibracién w,s. (oscilacién de
acuerdo a la terminologfa del autor) asi como el tiempo efectivo de decaimiento 7.
De esta manera, para el sistema expuesto en la Figura 2.2, wys. = 0.78 THz y 7.5 =
7.7 ps. En la Figura 2.4 se aprecian los periodos de vibracién para nanoparticulas

con radios entre 3 y 15.3 nm.

14
10 - : ‘
=
12 . y
e _ )
E 4
“ '
—_ | /I
2 N Jl
— 6F 0 A n | -,
Time Delay (ps) /
7 J -‘
= 4} p ""—
2 F .
(] .q-_.‘..’...._l.._ l | | | |
0 : . H

Nanoparticle Radius (nm)

Figura 2.3: Periodo de vibracion T,,. para vibraciones homogéneas como funcion del
radio de las nanoparticulas. La linea continua muestra el periodo calculado para el
modo vibracional n = 0, la linea discontinua para el modo n = 1 y la linea punteada
el modo n = 2. La linea punto-raya representa el caso calculado para una particula
en medio libre y modo n = 0. En la subfigura superior izquierda se muestra la
medicion de la transmision optica dependiente del tiempo para una nanoparticula

de plata con radio de 3 nm [§].

En este articulo se propone calcular los modos fundamentales de vibraciéon de

nanoparticulas considerando un sistema conformado por una esfera elastica inm-
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sersa en un medio elastico infinito. El vector de desplazamiento de la vibracién
(7, t) = u(r)e™! + c.c. puede ser calculado via la ecuacién de Navier, tomando en
cuenta las condiciones de frontera, como son la continuidad del desplazamiento y el
esfuerzo radial en la interfaz, llegando a encontrar que las frecuencias de vibracién
son inversamente proporcionales al radio de la nanoparticula. Dado que las frecuen-
cias de vibracién dependen poco del contacto de la nanoparticula con su entorno,
se tiene que para particulas de plata, la diferencia entre frecuencias para los casos

nanoparticula libre y nanoparticula en un medio es de apenas el 5%.

(arb. units)

(AT/T )osc

0 10 20 30
Time Delay (ps)

Figura 2.4: Parte oscilatoria del cambio en la transmisién para una nanoparticula
de plata de 13 nm inmersa en vidrio. La curva rayada es el ajuste dado por la ecua-
cion 2.2.3. La linea punteada se obtiene asumiendo excitaciéon por desplazamiento
generado por la red cristalina del metal. La linea punto-raya asume acoplamiento

directo con los electrones de conduccion de la superficie de la nanoparticula [8].
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2.3. Espectroscopia de resolucién temporal:
Mediciéon de la transmisién 6ptica

Con el desarrollo de laseres pulsantes en la escala de los femtosegundos se ha
abierto una nueva linea de investigacion, al poder estudiarse fendmenos que ocurren
en escalas temporales cortas. Entre estos fendmenos se tienen reacciones quimicas y
biolégicas [13] o también fendnemos vibratorios como es el caso de esta tesis, donde

las vibraciones tienen periodos en la escala de los picosegundos.

La forma de estudiar estas escalas temporales es mediante la espectroscopia
ultrarrapida o espectroscopia de resolucién temporal Time Resolved Spectroscopy.
Esta técnica permite conocer la manera en qué la muestra bajo estudio absorbe,

transmite o refleja la luz que se hace incidir sobre ésta, véase Figura 2.5.

El arreglo experimental generalmente consiste en poner la muestra bajo estudio
en el camino 6ptico de un haz laser pulsante pump pulse, de longitud de onda y
frecuencia temporal relacionadas con alguna propiedad de la muestra. En el caso
de nanoparticulas, la longitud de onda del laser esté relacionada con la frecuencia
de plasma del material a manera de tener resonancia en los plasmones. Una vez
excitada la muestra se procede a medir el fenonemo que la excitacion produjo a
través de un segundo haz laser probe pulse, generalmente de menor potencia y que
puede ser o no el mismo que causé la excitacién. Este segundo haz laser interactua
con la muestra reflejdndose, transmitiéndose o absorbiéndose.

Una forma de trabajar con la transmisién, absorcion o reflexion de luz es median-
te el cambio que estas cantidades tienen respecto a un valor referencia. Una forma
de hacer esto, es considerar el valor de estas cantidades en un momento inicial para

as{ formular el cociente:

AX X - X,
X X

(2.3.4)

donde X puede ser la transmision, absorcion o reflexion medidas y X la transmision,

absorcién o reflexién en un momento inicial.
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_ At Pulso de excitacién Muestra Detector
(pump)

Pulso de medicion
(probe)

Figura 2.5: Esquema de la técnica pump - probe. Un primer haz laser (mostrado en
color azul) se encarga de excitar a la muestra, mientras que otro haz laser (mostrado
en color rojo) retrasado un intervalo At incide sobre la muestra con el fin de medir

la absorcion, transmisién o reflexion segun sea el arreglo experimental.

En esta tesis se trabaja con la transmisién y su cambio % = T}TO, donde T
es la transmision medida de la particula sin un impulso que la excite, es decir,
cuando esta en reposo. Es importante mencionar que en las graficas de mediciones
experimentales la escala temporal se reporta como un retardo en el tiempo At time
delay. Esto es debido a que se realizan una serie de mediciones en las que se varia el
tiempo entre el pulso de excitacion y el pulso de medicién, permitiendo asi generar
la curva. Un valor pequeno de At permite estudiar la vibracién en los momentos
inciales, mientras que un valor mas grande muestra la vibracion en un estado mas

evolucionado. Dado que en la simulacién numérica no hay mediciones, se emplea de

manera equivalente una escala temporal simple.

2.4. Parametros opticos y elasticos

Las teorias de Mie y elastica emplean cantidades constantes intrinsecas para
cada material en cuestion tales como velocidades, densidades, frecuencias de plasma
y funciones dieléctricas. A continuaciéon se exponen los valores de las cantidades que

seran usadas en los diferentes capitulos, asi como en la simulacién numérica.
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2.4.1. Parametros elasticos

Las constantes elasticas consideradas consisten en la velocidad longitudinal del
sonido (', la velocidad transversal del sonido Cr y la densidad del material p. En la
tabla 2.1 se reportan las constantes elasticas para los metales que seran estudiados,
mientras que en la la tabla 2.2 se reportan las constantes para los medios en que

estard inmersa la nanoparticula.

Metal | Cr(m/s) | Cr(m/s) | p(kg/m?)
Au 3240 1200 19700
Pt 3260 1730 21400
Ag 3650 1610 10400
Cu 4760 2325 8930
Al 6420 3040 2700

densidades para diferentes metales [29].

Tabla 2.1: Valores para las velocidades longitudinales y transversales del sonido, y

Medio | Cp(m/s) | Cr(m/s) | p(kg/m®)

Vidrio 5640 3280 3800
Agua 1500 0 998
Aire 330 0 1.2

sidades para diferentes medios [29].

Tabla 2.2: Valores para las velocidades longitudinales y transversales, asi como den-
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2.4.2. Funcion dieléctrica

La funcion dieléctrica describe matematicamente la manera en que los medios
reaccionan al interactuar con la radiacion electromagnética. Existen varios modelos
para construir tal funcion como son el modelo para un plasma, el modelo de Lorentz
y el modelo de Drude. Los tres modelos tienen en comuin que una onda electro-
magnética incide sobre un material causando polarizacion en éste y genera un nuevo
campo electromagnético. Las diferencias entre los modelos son el tipo de materiales

en los que incide la onda.

El modelo de plasma considera electrones desligados dentro del material como
si se tratase de un gas. Cuando sobre estos incide un campo de la forma Eye™!,
es decir, un campo eléctrico que oscila en el tiempo, estos reaccionan produciendo
corrientes de conduccién y momento dipolar en el medio. Este fendmeno se representa
considerando a los electrones como osciladores armoénicos. En este modelo la funcion
dieléctrica es:

2
fw)=1-"2, (2.4.5)
w

donde w, es la frecuencia de plasma definida como:

con n, e, g y m densidad de electrones, carga eléctrica, permitividad eléctrica y masa
efectiva del electron respectivamente. Como los electrones en el plasma se comportan
como cargas en el extremo de resortes, al estar en presencia de un campo externo e
interactuar, experimentan un modo de oscilacion caracteristica del material, es decir

su frecuencia de plasma.

En el modelo de Lorentz planteado para medios dieléctricos se describe a los
electrones del material como osciladores armoénicos amortiguados forzados, pues en
un dieléctrico no se pretende tener particulas libres ya que se trata de materiales que
no tienden a formar corrientes eléctricas pero si de polarizacién. Lo anterior sugiere

agregar al movimiento armonico una frecuencia propia de oscilacién wy (para electro-
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nes oscilando alrededor del nicleo) asi como un factor de disipacién fenomenolégico

~. La funcién dieléctrica de Lorentz tiene la siguiente forma:

w2

(w)=1- T m’; 7 (2.4.6)

Por tltimo esta el modelo propuesto por Paul Karl Drude . Este modelo se puede
considerar como un caso particular del modelo de Lorentz. En el modelo de Drude no
se considera a los electrones sujetos al nicleo sino libres, lo que implica que wy = 0.
Considerar el comportamiento de electrones libres concuerda muy bien con el hecho
de que los metales se pueden pensar como un gas de electrones colisionando unos
con otros. De esta manera usando 2.4.6 con wy = 0, se tiene una expresion para la
funcion dielétrica de Drude:

2

ew)=1- w(w—im). (2.4.7)

En el modelo de Drude cada colisién ocurre en una tasa promedio v = 771,
donde 7 se conoce como el tiempo de relajacion del electron y se interpreta como el
tiempo que tardan en volver a su estado de reposo los electrones excitados ante una

1

perturbacion. Asimismo, se puede incluir el parametro €., * en el modelo de Drude:

Cx.)2

P
€(w) =€ — ——. 2.4.8
(W) = e w(w + i7) ( )

El parametro e,, mide la polarizacion eléctrica deformacional que surge debido a

los desplazamientos de cargas positivas y negativas en el material (dtomos), respecto

a sus posiciones de equilibrio ante la acciéon de un campo externo.

Las cantidades: frecuencia de plasma w,, tiempo de relajacion 7y €, se exponen
en la tabla 2.3.
Es importante mencionar que existe una relacién entre la funcion dieléctrica de

un material €(w) y su indice de refraccién N:

1Una discusién mas detallada sobre €, se encuentra en la referencia [15]
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Metal | € | wp(Hz) | 7=1/7(s)
Au | 9.1 1.39x10'6 | 9.3x1071°
Pt 1 | 0.77x10% | 9.5x1071°
Ag | 3.7]1.39x10% | 3.1x1071
Cu 1 | 1.20x10% | 1.9x10714
Al 1 |2.24x10% | 8.04x1071°

Tabla 2.3: Valores para €., la frecuencia de plasma w, y el tiempo de relajacin 7

para oro, platino, plata, cobre y aluminio [28].

= N2

= (n+ik)

€real T 1€imag

2
)

(2.4.9)

donde n y k son las partes real e imaginaria del indice de refraccion. Esta relacion

serd de gran utilidad pues la seccion eficaz de dispersion que resultara de la teoria

de Mie depende de la funcién dieléctrica via el indice de refraccion. Para materia-

les dieléctricos, el indice de refraccion N se considera constante y no cambia ante

variaciones de frecuencia de la luz incidente

Medio N
Aire | 1.0002
Agua | 1.3330

Vidrio | 2.500

Tabla 2.4: Valores para el indice de refraccion N en diferentes medios. Datos obte-

nidos de refractiveindex.info.

Para materiales metalicos, el indice de refreaccién resulta ser una funcién com-

pleja que depende directamente de la frecuencia de la luz incidente. En este caso NV

obtiene de la forma N = /€(w), con €(w) del modelo de Drude.



Capitulo 3

Oscilaciones radiales de una esfera

elastica en un fluido compresible

Las oscilaciones de una esfera elastica es un tema que puede resultar matemati-
camente complejo. Existen varias vias para estudiar este problema, de las cuales
destaca resolver la ecuacion de Navier que permite obtener los modos propios de
vibracion de una esfera. Otra alternativa que llega a los mismos resultados de Lamb
es la propuesta por D. E. Kheisin [11] en donde usando mecéanica de fluidos estudia

las oscilaciones de una esfera a través de potenciales de desplazamiento.

En este caso consideraremos resolver la ecuacién de Navier. Para tal fin se ex-
ponen los conceptos bésicos de teoria elastica en las siguientes secciones llegando a
establecer la ecuacién de movimiento para el desplazamiento radial de una esfera

eléstica.

En lo siguiente se considerara a las variables relacionadas con la esfera como un
medio interno y se denotan con el subindice I y para las variables externas con el
subindice E. De esta manera consideremos una esfera de radio rg, con velocidad lon-
gitudinal del sonido C';, velocidad transversal del sonido Cr; y densidad p;. Esta
esfera se encuentra inmersa en un fluido homogéneo, isotrépico y elastico con velo-
cidad longitudinal del sonido C g, velocidad transversal del sonido Crg y densidad
pe- La esfera se considera en el origen de un sistema coordenado. En el apéndice
A se presentan de manera breve las transformaciones afines gracias a las cuales se

16
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pueden establecer relaciones tensoriales para la derivacion de la ecuacién de Navier.

3.1. Ecuacion de equilibrio de fuerzas

En los sistemas eldsticos generalmente hay dos clases de fuerzas que pueden
actuar en un medio continuo [12]. Como primer caso se consideran las fuerzas de
volumen (en inglés body forces) que son proporcionales a la masa contenida en un
elemento de volumen Ar. Estas fuerzas seran representadas a través del vector F.
En la Figura 3.1(a) se aprecia una esquema de este tipo de fuerza.

Como segundo conjunto de fuerzas se consideran las fuerzas de superficie (en
inglés surface forces). Estas fuerzas actian en un elemento de superficie Ao de
un elemento de volumen A7. Las fuerzas de superficie por unidad de area seran
representadas por el vector de esfuerzo T.Enla Figura 3.1(b) se aprecia un esquema

de una fuerza de superficie.

Fuerza de volumen

St g}
Rtmga ]|
uu:

'
0 < |
]

Fuerzas de superficie

Figura 3.1: Esquema de fuerzas de volumen en una viga bajo su propio peso (a) y

fuerzas de superficie actuando en caras opuestas de un cuerpo (b).

El vector de esfuerzo esta intimamente relacionado con el tensor de esfuerzo T,
que por lo general, se escribe en términos de sus componentes: T;;. Para conocer la

relacion entre estas cantidades consideremos lo siguiente: sea 1" el vector de esfuerzo
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actuando en un elemento de superficie plana, normal a un eje z;. La expresién para
este vector en componentes a lo largo de un eje coordenado es T; = ¢€;7T;; con €;

vector unitario en la direccién del eje z;.

Para interpretar el tensor T;; se debe observar que esta fuerza actia en una
superficie perpendicular al eje x;. El segundo indice indica la direccion del esfuerzo.
De esta manera, para el caso ¢ = j, se tiene que la fuerza actiia de manera normal
a la superficie y se acostumbra escribir ¢; en lugar de Tj; . Para i # j el esfuerzo
actia en el plano perpendicular al eje x;. En la Figura 3.2 se muestra un esquema

de las componentes del tensor de esfuerzo T.

Oy
A
— Tyx
Tz %
Txy
Ty
Y4 — %
T,
ZX TXZ
Oy
> X

Figura 3.2: Componentes del tensor de esfuerzo.

Una manera de escribir las componentes del vector de esfuerzo en términos de

las componentes de la normal unitaria o/ al elemento de superficie Ao es:

Para obtener las ecuaciones de equilibrio se establece que la fuerza resultante
actuando en un medio continuo debe ser cero para cada componente. Para lograr
tal fin se deben integrar las fuerzas del cuerpo en todo el espacio ocupado asi como

las fuerzas de superficie sobre la superficie del cuerpo:

/Edr = /ﬂda: /EdT+/njdeU = 0. (3.1.2)



3.2. Relacién de esfuerzo - deformacién 19

Se puede escribir una notacion corta para la derivada parcial del tensor de es-

fuerzo como:
Ty = 20

= G (3.1.3)

Usando el teorema de la divergencia se reescribe la integral de superficie en 3.1.2

como una integral de volumen :

/E]‘dea': /,I‘ij,de' (314)

/(E +T;;;)dr =0, (3.1.5)

T

Por tanto se tiene que:

que debe cumplirse para toda la regién 7. De este modo para cada punto interior a
la region se cumple que :

Fi+Ty; = 0. (3.1.6)

3.2. Relacion de esfuerzo - deformacion

El cambio del desplazamiento se conoce como dilatacion y estd definida como:

La dilatacion representa la expansion de una unidad de volumen debido a la
deformacién producida en el medio. Se asume que a una temperatura fija existe
una relacion analitica entre las componentes del tensor de esfuerzo y el tensor de
deformacién. A tal relacion se le llama Ley de Hook generalizada. Cuando se hace la

expansion de esta relacion y se mantienen soélo los términos lineales se tiene entonces:

Ti; = Cijrier. (3.2.8)

Un medio se considera como eldsticamente homogéneo si los coeficientes Cjji; son
independientes de la posicién en el medio. Sin perder generalidad se puede establecer

que Cjjx; son simétricos respecto a los dos primeros indices asi como respecto a los



3.2. Relacién de esfuerzo - deformacién 20

segundos dos indices. Lo anterior conduce a tener al menos 36 constantes indepen-
dientes de 81. En este punto es conveniente usar una notacién con menos indices. Se
propone usar indices que corran de 1 a 6 tal que a cada una de las 36 constantes se
le asignen 2 indices. De esta manera el nimero de indices del esfuerzo y deformacion
disminuye de dos a uno. La nueva notacién se define de la manera siguiente:
Tn="T1 Ton=T Ty=1; Tu=T, Tn=15 T="Ts

€11 =€ e =€y €33 =e€3 2e93=e€4 263 =€5 2€13= €g
Con esta notacién la expresién 3.2.8 se escribe ahora como:

E = Cijej, (Z = 1, ,6) (329)

Las constantes C;; son llamadas constantes eldsticas o mddulo del material y son

simétricas tal que C;; = C};, esto reduce el nimero de constantes eldsticas a 21.

Una vez establecido lo anterior hay unos cuantos casos de especial interés. La
simetria respecto a un plano reduce el nimero de constantes elasticas a 13. Cuando
se tiene simetria respecto tres planos mutuamente perpendiculares el niimero de
constantes elasticas se reduce a 9. Cuando las propiedades elasticas de un cuerpo son
idénticas en todas las direcciones se dice que el cuerpo es isotrépico. En este tltimo
caso el nimero de constantes eldsticas esenciales se reduce a 2. Esto se tiene como
consecuencia de la invariancia de Cj; ante rotaciones en torno a los ejes coordenados.
Como es de notarse, el caso que se aborda en esta tesis es el caso de una particula
isotrépica y las dos constantes independientes que se usaran son conocidas como
constantes de Lamé. Las constantes de Lamé X\ y u estéan relacionadas con el médulo
elastico como C7; = A+ 2u, C1s = Ay Cyy = p. La ley generalizada de Hooke para

un cuerpo homogéneo isotrépico puede ser entonces escrita como:

La constante p es llamada modulo de rigidez mientras que la constante A no tiene
una interpretacion fisica directa pero sirve para simplificar cdlculos. Cabe mencionar
que es posible relacionar las constantes de Lamé con los parametros conocidos como

modulo de Young E v coeficiente de Poisson o :
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= Eo B FE
T lro-20 T FTaoatoy
o bien en su forma inversa:
A 2
> v E= PBA+ 2p0)
2(A + p) A+

El coeficiente de Poisson se puede entender como la razén entre el alargamien-
to longitudinal producido y el acortamiento de una longitud situada en un plano
perpendicular a la direccién de la fuerza aplicada. Por su parte, para un material
elastico lineal, el médulo de Young es una constante que se define como el cociente

entre esfuerzo y la deformacion que aparecen en un cuerpo estirado o comprimido.

3.3. Ecuaciones de movimiento: Ecuacion de Navier

Para obtener las ecuaciones de movimiento se considera la fuerza resultante que

es calculada en 3.1.6 y se iguala con la fuerza inercial piu; = pa;gf, donde p es la

densidad de masa del material. De este modo se tiene:

Ty + Fy = pii. (3.3.11)
Sustituyendo ahora e;; = 3 (u;; + uj;) en T;; = A3y + 2pe;; se tiene que:
Tij = Noijup e + p (wij + uji), (3.3.12)
lo cual sustituido en 3.3.11 da como resultado la siguiente expresion:
p i+ (A4 2p) ujj; + F; = pi;. (3.3.13)

O reescrita en forma vectorial se tiene:

o 0%
uV26+(A+2u)V(V-U)+F:pa—;;.

La ecuacién anterior representa las variaciones temporales y espaciales del des-

(3.3.14)

plazamiento elastico 4 que experimenta un material homogéneo e isotrépico y es

conocida como ecuacion de Navier.
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3.3.1. Planteamiento de la ecuacion de Navier para encon-
trar los modos normales de vibraciéon de una esfera

elastica

Partiendo de la ecuacién de Navier 3.3.14 para una esfera elastica inmersa en
un medio eldstico isotropico en donde no se consideran fuerzas externas se tiene
entonces:

0*u
UV 4 (A + 20) V (V- ) zpa—;‘. (3.3.15)
Usando la identidad vectorial V*u = V(V-@)—V x V x@ en 3.3.15 y distribuyendo

términos da lugar a:

o
~ P

Considerando que en esta tesis solo se consideran vibraciones radiales entonces

UV (V- @) — pV x V x @+ A\V(V - @) + pV(V - @) (3.3.16)

unicamente serd de interés la componente radial u, del vector de desplazamiento .
Lo anterior tiene como consecuencia que el término V x V X @ se anule, resultando
en:

0*u

A+2u)V(V - 1) = P o (3.3.17)

Ademas, dado que el rotacional de @ se considera nulo, entonces el desplaza-
miento se puede escribir en términos del gradiente de un potencial denominado de

desplazamiento, es decir, @ = V¢. Lo anterior permite reescribir la ecuacién como:

02V
A+ 20)V(V - V) = p 8t2¢’ (3.3.18)
o bien
82
VA +2u) V3 — Paz| =0 (3.3.19)
de donde se obtiene una expresién tipo ecuaciéon de onda:
2 1 ¢
Vi = (3.3.20)

=T
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donde las constantes de Lamé se relacionan con las densidades y velocidades del
sonido del material como A = p(C%? —2C%) y p = pC2.
Considerar tinicamente la parte radial de la ecuacién 3.3.20 en coordenadas esféri-
cas da como resultado:
@ 200 1 0%

e 99 3.21
or? +7’3r C3? ot? 0 (3:3.21)

3.3.2. Solucién de la ecuacion de Navier con condiciones de

frontera

Considerar la simetria del problema y sélo vibraciones radiales en la esfera im-
plica simplificaciones en la ecuaciéon de Navier, al grado de transformarla en una
ecuacion tipo onda para un potencial de desplazamiento radial ¢. Dado que el des-
plazamiento w, y por tanto el potencial de desplazamiento, se consideran funcio-
nes dependientes del tiempo y el radio r se propone que la solucién sea del tipo
¢ = R(r)T(t) con Ry T funciones de r y t respectivamente.

De esta manera ¢ = R(r)T'(t) en 3.3.21 genera:

0’R 20R R 0*T

0B 208 ROT_, 3.22
oz T Tczae T (3:3.22)

dividiendo entre RT se tiene:

LR 20R 11 0T _
ROor2  Rror TC} o2

En 3.3.23 se aprecia la separacién de variables que da lugar a dos ecuaciones

(3.3.23)

diferenciales, donde se llama a las constantes de separacion como w,;, para la parte

temporal y k para la parte radial:

1 1d*T w2,
s = —— 3.3.24
C? T di? Cc? ( )

1d*R 2 dR 9
E53 4 R —k*, (3.3.25)

o en su forma mas conocida:
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d’R dR
20711 v o 0p
- + 2r o + k*r*R =0. (3.3.26)

La expresion 3.3.24 corresponde a una ecuacién de movimiento armoénico simple
con solucion del tipo:

T(t) = e~ vt (3.3.27)

Mientras que la expresion 3.3.26 corresponde a la ecuacion de Bessel de orden
n = 0 y cuya solucién contempla la funciéon de Bessel esférica de primera clase y
orden n=0:
sen(kr)

R(r) = jo(kr) = === (3.3.28)

En este modo se puede tener una solucién ¢ como:

P(r,t) = R(r)T(t) = e “ljo(s) = eiw’“ibtﬂs(s), s = kr. (3.3.29)

En este punto es importante denotar a la solucién anterior ¢ como ¢; que es-
tard asociada con la esfera eldstica que modela una nanoparticula. Asi entonces se
tiene:

1 5en(s)

Qb[ = eiiwvibtjo(g) = eiiw“’ (3330)

S

La solucién asociada con el exterior de la particula se denota entonces como ¢g.
El potencial de desplazamiento en la region externa ¢g se propone como una funcion
esférica de Hankel. !
sen(s) .cos(s)

b = e Writthy(s) = e~ wvivt ( —1 ) . (3.3.31)

S S

La eleccion de estas funciones esta determinada por el hecho de que el despla-
zamiento debe ser finito dentro de la esfera y fuera de la esfera, y el potencial debe

ser cero cuando r — 00.

'La funcién de Hankel de primera clase y pardmetro s se puede definir en términos de las

funciones esféricas de Bessel de primera y segunda clase como ho(s) = jo(s) + ing(s), donde

jo(s) = &q(s) y no(s) = 7%(5) son de primera clase y orden n = 0.
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Como se aprecio anteriormente, el trabajar con potenciales de desplazamiento
simplifica los calculos al obtenerse ecuaciones diferenciales con soluciones conocidas.
Para conocer los desplazamientos interno y externo, se aplica el gradiente y se toma

la parte radial de los potenciales ¢; v ¢p:

1 iy [cos(s)  sen(s)
= — — Wy ipt — 2
=g Vor=e ( . 2 (3.3.32)
y
1 Ciwat [€Os(8")  sen(s)  cos(s')  .cos(s)
Ug = EVQSE = gt ( s g 2 g (3.3.33)

Una vez escritas las soluciones a usar, se procede a determinar el parametro s a
través de las condiciones de frontera. Por ahora para la parte interna se usa s y para
externa de la solucién se usa s, que en principio representan a krrg y kgro en la
frontera. Conocer el parametro s permitird conocer los modos normales de vibracion
fundamentales pues :

Cp

Wyib = CLIC = T—S, (3334)
0

donde C', es la velocidad longitudinal del sonido en el material en cuestion, k es
el nimero de onda de la vibracién y 7y es el radio de la nanoparticula a estudiar.
Conocer w,;; ademas de proporcionar el modo de vibracién fundamental n = 0

permite conocer de manera completa el desplazamiento .

Las condiciones de frontera para el problema de una esfera elastica, que vibra
radialmente inmersa en un medio también eldstico [10], exigen que haya continuidad

en el desplazamiento y en el esfuerzo en la direccién radial en r = ry, es decir:

ur = ug, (3.3.35)
Tl = 1% (3.3.36)

Cabe mencionar brevemente que el tensor de esfuerzo T;; regularmente se re-
presenta en su forma matricial. En el caso de una geometria esférica se tiene para

T
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T’r'r T’r@ Tr¢
Tor Tog Tpy | - (3.3.37)
Tor Too Tyo

En muchos casos las componentes de cizalla (aquellas donde i # j) se denotan
como 7;; mientras que los casos ¢ = j se denotan como o0y dando como resultado la

siguiente notacion para Tj;:

Opr Tr@ TrqS
Tgr (012} T9¢ . (3338)
Tor Too Tpp

De acuerdo con lo anterior, las condiciones de frontera quedan como u; = ug
y ol = o. Para encontrar s se opta por usar la condicién de frontera ol = oZ.
Tomando en cuenta de la expresién 3.3.12 que o;; = A0 ug ,+ 1 (u; ; + uj;) podemos

reescribirla en la forma:

AV -4+ 2uV,
de la cual tomando unicamente la parte radial se tiene entonces:

)\i I(r?u) ou

rr 2 =
7 r2 or + Hor
A 2422 402
= ru—+ r?—
r2 or ) " Hor
0
o = (At 2@8—” + 2>\— (3.3.39)
De este modo se expresa o’ para la parte interna:
(?ul
y o para la parte externa:
(?uE

donde se sustituyen las soluciones interna 3.3.32 y externa 3.3.33 antes mencionadas,

asi como la condicién de frontera urp = u;. Las operaciones resultantes de aplicar la
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I = oL se presentan con més detalle en el apéndice A, en

condicién de frontera o
donde se tienen que hacer algunos cambios de variables y las relaciones convenientes
entre los parametros de Lamé y cantidades como las velocidades transversales y
longitudinales del sonido.

El resultado final de estas operaciones conduce a la ya mencionada expresién
2.1.2:

2 1+i8
AR L (3.3.42)

tan(s) M 52 4+ 4(ay)? (# - 1) (1+i2)

en donde se ha cambiado el nombre de la variable X que ocupa J. Vincent, et al. [7]
por s. La expresion 3.3.42 no tiene solucion analitica y resolver para s requiere
implementar métodos numéricos, dando como resultado una solucién en el plano

complejo.



Capitulo 4

Esparcimiento de radiaciéon
electromagnética por una

particula esférica

La interaccién de radiacién electromagnética con materia (Figura 4.1) se estu-
diard a lo largo del presente capitulo con el fin de obtener una expresion para el
esparcimiento de radiacion electromagnética por una particula esférica. Una forma
sencilla pero consistente de modelar a la particula es considerarla como un conjunto
de particulas cargadas discretas (protones y electrones). Cuando un campo electro-
magnético incide en la particula, las cargas son incitadas a oscilar (el nombre de
la cuantizacién de tal oscilacién se conoce como plasmén) creando asi un campo
electromagnético secundario o mejor conocido como esparcimiento. Es importante
senalar que no todo el campo incidente provoca esparcimiento, sino que también
parte del campo es absorbido por la particula. De esta manera el esparcimiento y
absorcion conlleva a una disminucion de la intensidad del campo incidente después
de que éste atraviesa la particula. Convencionalmente se habla de extincion éptica
a la suma de la absorcién mas el esparcimiento. Por ejemplo, al hablar de campo
eléctrico se tendrd que Ej,. = Eus + Ees, donde los subindices inc, abs y esp indican

incidencia, absorcién y esparcimiento.

Cuando los electrones de un metal son irradiados, estos oscilan coherentemente,

28
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Medio interno
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Figura 4.1: El campo incidente origina un campo interno en la particula asi como

>
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un campo esparcido.

desplazando la nube electrénica del niicleo y produciendo una fuerza de restauraciéon
debido a la fuerza Coulombiana entre cargas positivas y negativas. Esta fuerza actia
en contra de la fuerza ejercida por el campo electromagnético externo resultando en
una frecuencia de oscilacién caracteristica conocida como resonancia de plasmén
o resonancia plasmoénica. Cuando los electrones se mueven, estos inducen un cam-
po adicional de depolarizacion (4.0.1), es decir, un campo que actiia en contra del
campo de polarizacion, el cual también modifica la frecuencia de los modos reso-
nantes. Entonces el niimero, frecuencia e intensidad de las resonancias plasmoénicas
estan determinados por la densidad electrénica, masa efectiva, forma del material,
tamano, funcién dieléctrica, asi como las propiedades fisicas del medio circundante

al material:

B(#) = eox(w) B, (4.0.1)

donde E(7) es el campo eléctrico en 7, x es la suceptibilidad eléctrica y €y es
la permitividad eléctrica en el vacio. Cuando el retraso no se toma en cuenta, los
modos normales responsables de la absorcién 6ptica son modos de superficie con

V-P =V x P =0 dentro de la particula, pero V - p # 0 en la superficie. Esto
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implica que estos modos estan acompanados por carga de polarizaciéon superficial
op=V- P. La absorcién Optica esta asociada con la carga de polarizacién superficial
y es conocida como resonancia plasmoénica de superficie. Esta tltima forma de ver
el problema da lugar a aproximaciones dipolares y cuadrupolares, de las cuales se
puede calcular las secciones eficaces de absorcién y esparcimiento, sin embargo en
lo sucesivo se presenta la formulacién que emplea C. Bohren [9] para abordar este
problema y obtener una expresién para la seccion eficaz de esparcimiento a través

de la teoria de Mie.

4.1. Formulacion general del problema

Una vez presentado el escenario de luz interactuando con materia concierne aho-
ra plantear la situacién en términos matematicos. El problema central a resolver
consiste en que al iluminar una particula de forma, tamano y propiedades Opticas
conocidas con un campo u onda arbitrariamente polarizada y monocromética se
quiere entonces conocer el campo electromagnético en todos los puntos dentro de
la particula y fuera de ella, es decir, también en los puntos del medio que la con-
tiene. Una forma de simplificar el problema es considerar que la onda incidente es
un frente de onda plano y armonico, sin embargo se puede demostrar que cualquier
onda al final se puede descomponer en ondas planas usando analisis de Fourier. Por
convencién y de acuerdo con la nomenclatura usada anteriormente, el medio dentro
de la particula se denota como medio interno mientras que el exterior a la particula
ser el medio externo. De esta manera los campos eléctrico y magnético son (Ey, Hy)

v (Fg, Hg) para la particula (interior) y el exterior respectivamente.

Es importante mencionar que por superposiciéon Fr yv Hg son el resultado de
considerar los campos incidentes (Eipe, Hine) hacia la particula mas los campos es-

parcidos (Eesp, Hesp) desde la particula. Asi:
EE = Einc + Eesp ) HE' = Hinc + Hesp7

siendo explicitamente E;,. = Eoe'* "t vy H;.. = Hoe™* ¥t donde k es el vector de

onda determinado por el medio externo.
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Asumiendo que los campos eléctrico y magéntico satisfacen el conjunto de ecua-

ciones de Maxwell y aplicando el rotacional a las dos tltimas expresiones se tiene:

VX (VxE) = iwuV x H
= wlepE

Vx(VxH) = —iweV x E,
= wQEIuﬁ.

-, - -,

Usando la identidad Vx (Vx A) = V(V-A)—V-(VA) se obtienen las ecuaciones

de onda para el campo eléctrico y magnético:
V2E + k*E =0, V?H + k*H = 0,

donde k? = w?ep es el vector de onda y € es la permitividad del medio circundante
a la particula. Una forma de solucionar estas ecuaciones de onda es mediante la
construcciéon de una funcion escalar a manera de potencial y sabiendo también que

los campos eléctrico y magnético estan relacionados a través de:

VxE = iwuﬁ

VxH = —iwek.

De esta manera consideremos el siguiente tratamiento matematico. Sea una fun-
cién escalar ¢ y una funcién vectorial M que satisfagan que M =V x T, cum-
pliéndose que V - M =0.

Usando las identidades vectoriales :

Vx(AxB) = AV-B)—B(V-A) +(B-V)A—(A-V)B

— —

V(A-B) = Ax(VxB)+Bx(VxA)+(B-V)A+(A-V)B,
y reduciendo términos da lugar a la expresion:
VM + kM =V x [F(V* + k)] .

Tomando en cuenta que M satisface la ecuacién de onda si 1 es una solucion de
la ecuacién de onda escalar V2 + k?1) = 0. Ademaés M= —Fx V1 lo que implica
que ML17
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Construyendo ahora una nueva funcién a partir de M tal que:
L1 .
N = EV x M, (4.1.2)

y exigiendo que se cumpla que V - N = 0, entonces se cumple la ecuacién de onda

para N:

V2N + k2N =0,
y también que V x N = kM , de esta manera se cumplen las propiedades que debe

cumplir un campo electromagnético:

» Satisfacer la ecuacién de onda.
» Divergencia nula.

= El gradiente de M es proporcional a N y visceversa.

Cumpliendo estos aspectos el problema de buscar soluciones a las ecuaciones de
campo se reduce al problema mas simple de encontrar soluciones de la ecuacién de
onda escalar. La funcién escalar 1 suele ser llamada funcion generadora para los

armonicos vectoriales M y N, el vector 7 suele llamarse vector piloto.

Dada la simetria esférica que se estd asumiendo para una particula, se escribe
la funcion v de tal manera que se satisfaga la ecuacién de onda en coordenadas

esféricas (r, 0,¢) y se reescribe M como:

M =V x (7). (4.1.3)
Generalmente cuando se tiene simetria esférica los vectores M y N se toman

como las soluciones fundamentales de las ecuaciones de campo. De (4.1.3) se nota

que el vector M es siempre tangencial a una esfera de radio 7.

4.1.1. Solucidén escalar

Escribiendo ahora la parte espacial de la ecuacién de onda en coordenadas esféri-

cas se tiene:

10 [ 00 1 9 Y 1 Y
r2or (TQE) * r2seng O (Sen¢%) - r2sen2¢ (892) tEY=0. (414)
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De la ecuacién (4.1.4) se esperan soluciones del tipo 9 (r, 6, ¢) = R(r)O(6)P(¢)
que al sustituirse en la ecuacién de onda escrita en coordenadas esféricas y separando
variables da como resultado las siguientes expresiones con las respectivas constantes

de separacion m y Q:

‘Zg +m?® = 0, (4.1.5)
(1- cos29)d(i2)8@9)2 - 20089d(j§;9) + [n(n +1) - 1_”;;29 © = 0, (4.1.6)
dii (7«2?) + [’ —n(n+1)]R = 0, (41.7)
cuyas soluciones estan dadas por:
= tme (4.1.8)
0 = P™(n), (4.1.9)

R = \/an(kr), (4.1.10)

donde P’*(n) son polinomios de Legendre con 1 = cosfl. Z,(kr) representa a las
funciones esféricas de Bessel j,(kr) y las funciones esféricas de Hankel h,(kr) de
primer orden.

Basandose en el producto de las soluciones (4.1.5), (4.1.6) y (4.1.7) la solucién

escalar se puede escribir entonces como:

Vi (1,0, 0) = \/%Zn(kr)ﬂi"eim. (4.1.11)

Como la solucién (4.1.5) es proporcional a términos pares e impares, es decir

cosf y senf respectivamente, entonces la expresion (4.1.11) se expresa como :

Unmpar (1,0, 0) = %Zn(krr)Pfl”cos(mgb), (4.1.12)
Unm,impar (7560, 0) = %Zn(k:r)Pfsen(mqﬁ). (4.1.13)

Expresar la solucion escalar separadamente en parte par e impar, resulta ser
de utilidad al escribir la expansion de la solucion vectorial en la derivacién de las

componentes del campo eléctrico y magnético.
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4.1.2. Solucidén vectorial

En esta seccion se encontraran de manera explicita los arménicos esféricos vec-
toriales. Para lograr tal fin se considera que de la expresién (4.1.3) y la expresién

(4.1.12-4.1.13) se puede reexpresar el vector M como:

par 7 X F(r,,, P, (4.1.14)

nm,impar nm.,impar

Al calcular el rotacional se obtiene para las partes pares e impares de M lo

siguiente:

M(#) = 0 (4.1.15)
L d(ry) . 1d(ry) -
pr = 60— — 4.1.1
fimLumpar rsenf d¢ r do ¢ ( 6)
P sen - dP" cos ~
= Fin senf cos (m@)6 = Zn e sen<m¢)¢' (4.1.17)

Para escribir N,,,, se usa la relacién (4.1.2) tal que :

- 1 -
par o par
Nnm,z’mpa'r - %v X Mnm,impar
nin+1 S 1dTMnm A 1d7“]\2nm€ A
- ( kr )wfmparr H ( dr d))e * H ( dr )¢ (4‘1.18)
n(n+1) 1 d(krZ,) dP]" cos

(me)d (4.1.19)

cos
- rnr oy pm P —
kr " sen(m¢)r+kr d(kr) df sen

1 d(krZ,) P sen

kr dr  senf cos

(m)o. (4.1.20)

Es importante exponer algunas relaciones de recurrencia de los polinomios de
Legendre y sus funciones asociadas. Las relaciones de recurrencia para las funciones

radiales y sus derivadas estan dadas por:

2n+1

Zn+1(kr) = Lr ]l(kT) - jn—l(kT)
djn+1 1 n . :
= ——Jn— — (2 1 . 4.1.21
)~ nrd [zng o) = @ L (h) (4.1.21)

Ademas algunas relaciones para los polinomios asociados de Legendre y sus de-

rivadas dependientes del tiempo son:
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" 1 m m
Pl = o [@n Deosb B — (n+ m) P |
mP™ 1
n_ prmtl 1) — — 1)) pt
senb 2cos6 [ (1) —m(m N En ]
dpm 1 m—1 m+1
= = 3 [(n—=m+ (n+m)) Py — P . (4.1.22)

Los m-términos negativos en los polinomios asociados de Legendre puede ser

expresados como términos positivos a través de P, ™ = (—1)’”22;2;:]3,;” Los textos

concernientes a la teoria de Mie generalmente definen dos términos con dependencia

angular:

Pm
Hnm == - s
sent
dP™
T = n_ 4.1.23
70 ( )

En la seccién siguiente se emplean los campos M y N para la construccion de una
expresion que permita calcular secciones eficaces. A tal procedimiento se le conoce

como teoria de Mie.

4.2. Teoria de Mie

El modelo méas general para el estudio de interaccion de campos electromagnéti-
cos ante particulas esféricas fue desarrollado por Gustav Mie en 1908 en su articulo
Beitrage zur Optik triber Medien, speziell kolloidaler Metallosungen (Consideracio-
nes sobre la optica de los medios turbios, especialmente soluciones coloidales). En
este trabajo se encuentran tanto el campo interno como el campo esparcido que
tiene una particula al ser irradiada con un campo incidente. Las expresiones para
estos campos toman la forma de una expansion en series infinitas de los armdnicos
esféricos vectoriales, los cuales permitiran escribir las secciones eficaces y factores
de eficiencia para el esparcimiento.

Es importante definir en este punto la siguiente variable, conocida como pardme-

tro de tamano:
_ 2mroNpy,

4.2.24
)\ ? ( )

X
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que simplifica la escritura de las proximas expresiones y que ademas da idea de
qué tan grande es una particula comparada con la longitud de onda de la luz con
que es irradiada. En (4.2.24) 7y es el radio de la particula, N, es el indice de
refraccion del medio que rodea a la particula y A es la longitud de onda de la luz o

campo incidente en dicho medio.

4.2.1. Campos incidente, esparcido e interno

Los campos incidente, esparcido e interno en este caso seran descritos calculando
los coeficientes de expansion. Para lograr tal fin, se asume que una onda arbitraria
que se expresa a través de un potencial A puede ser representada por una combina-

cién lineal de funciones vectoriales:

Alzf.E:[Anmﬂzm,+z%mﬁhm], (4.2.25)

donde Ny, v My, estdn dados por las expresiones (4.1.3) y (4.1.2).

Considerando ahora la parte del campo magnético incidente ﬁmc y reformando

la expresion V x ﬁmc = —@'w,uﬁ como :
— 1 —
Hi = —V X A
iwp
- L [Anm(v % Mym) + Brm(V % Nnm)]
Wit
Z.k: — —
- MWMW+BmMm] (4.2.26)
Wit

. k . .

w2ep
Los términos A,,,, v By, son coeficientes de expansién que se atribuyen a un haz

incidente de radiacion electromagnética y pueden ser calculados como:



4.2. Teoria de Mie 37
Apm = / M F;dQ
2 1 —m)!
— (—i)n+1 n+ (n m) HnmEO
n(n+1) (n+m)!
Bum = / N, EdQ
2 1 —m)!
AL U 10
n(n+1) (n+m)!
O = 47T7”2, (4.2.28)

donde Ej representa la amplitud de campo eléctrico. Las expresiones anteriores son
las méas generales y simplificadas cuando se considera un perfil de onda en particular.
De la misma manera se pueden calcular los campos esparcidos e internos dados

por :

— k M — — )
esp w26u Z _AnmanMnm + Bnmbn nm
. 1 — . .
esp _Z_ AnmanNnm + Bnmbn nm
W L i
, k - . .
Eabs (,UQEIM Z _Anmchnm + Bnmannm_
— k‘ r = = B
Habs _Z_ Anmannm + Bnmannm ) (4229)
W L

donde a,, y b, son los coeficientes de esparcimiento y ¢,, d,, son los coeficientes de
los campos internos, € es la permitividad del medio circundante. Las expresiones an-
teriores son obtenidas considerando las condiciones de frontera que seran estudiadas

con mas detalle en la siguiente seccion.

4.2.2. Determinacion de los coeficientes de Mie

Los coeficientes de Mie que explicitamente son a,, b,, ¢, v d, y que conforman
la expansién de los campos internos y esparcidos se pueden determinar a partir de
las condiciones de frontera descritas a continuacién. Los campos electromagnéticos
deben satisfacer las ecuaciones de Maxwell en las regiones donde la permitividad y

la permeabilidad son isotropicas y constantes. Sin embargo cuando se considera el
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campo existente entre la particula y el medio, se encuentra que estas propiedades
son abruptamente alteradas. Este cambio ocurre en una regién de transicion que se
considera con un espesor de dimensiones atéomicas. En tal frontera se impone como
condicién que las componentes tangenciales de los campos E y H sean continuas a

través de la frontera que separa los medios:

[Einc + Eesp - E_)absi| x7 = 0
|:]—-_iinc + ﬁesp - Habsi| x7 = 0. (4230)

Por tanto en componentes:

Hmc,e + Eesp,e = Eabs,@
Hmc,e + ﬁesp,@ = ﬁabs,& (4.2.31)
qmc,¢ + Eesp,d) = Eabs,d)

Hines + Hespo = Haps.or (4.2.32)

las cuales aplicando los arménicos esféricos vectoriales a cada ecuacién da lugar al

siguiente sistema de ecuaciones (evaluadas en r = rg):

Jn(Nz)en + hy(2)by = jn(z)
[Nzjn(N2)| e + [2ho(2)] by = [zjn(2)]
Nj.(Nx)d, + hy(z)a, = ju(2)

[Nzj,(Nz)]'d, + N [zhn(2)]) @ = N [zjn(z)].

Al resolver el sistema anterior donde se indica derivada respecto al argumento



4.2. Teoria de Mie 39

con una prima, se obtienen de manera explicita los coeficientes de Mie:

o NVn(N2) [ (@)] = ja (@) [Nzja ()]
" N%u(Na) [pha(2)) — ha(@) [Nzja ()]
b _ jn(Nx) [:L'jn(l')], B ]n(aj) [Nx]n(x)]/
T 0aNa) [pha(2)]) = () [Naga(2)]”
o InN2) [pha(@)] — (@) [Njn (2)]
T eV [tha(2)] = () [Naja(2)]”

. /
d, = : Sat/ (4.2.33)

Es importante notar que estas expresiones divergen cuando el denominador tien-
de a cero y cuando esto sucede los campos que estan expresados como series infinitas

de estos coeficientes muestran resonancias.

4.2.3. Seccién eficaz de esparcimiento

En el tratamiento electromagnético es de suma importancia el teorema de Poyn-
ting pues este establece la conservacion de la energia electromagnética. En el caso
presente, se emplea la version compleja del teorema de Poynting, pues con este es
posible calcular la energia W, del campo esparcido y la energia W, relacionada

a la extincién del campo:
1 2T T
Wesp = 5 Re / / (Es x HY) r?senfdfdg
0 0
1 2 T
= ghe / / (Esp x Hi gy — Egg x Hy) r*senfdfdg
0 0
1 2 T
Wear = Re / / (B; x HY)r?senfdfde
0 0
1 2T T
= he / / (Eip x Hip— Eig x Hi y — Egg X H} 4+ Eg 9 x H} ;) r*senfdfd¢.
0 0

(4.2.34)

De esta manera se puede obtener la seccion eficaz para el campo esparcido como el
cociente siguiente:

Wesp

Oesp = T
mnc

(4.2.35)

En la expresién anterior I;,. representa la intensidad del campo incidente hacia

la particula. De manera analoga se puede obtener la expresién para la absorcién
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mediante el teorema de Poynting y el respectivo cociente de tal manera que W, =
Wewt+Wesp. Sustituyendo las expresiones (4.2.34) en (4.2.35), donde las componentes

de los campos se toman de la seccion anterior, se tiene entonces:

U —
OCep = T3 > @0+ 1) (an Huml? + bo| Fru ) (4.2.36)
n=1
27 >
Oeaxt = ER€Z(2H + 1) (an|Hnm|2 + bn’an|2) y (4237)
n=1

en donde F,,,, vy H,,, se conocen como funciones angulares y estan relacionadas con

las funciones I1,,,,, v Ty :

an = (n ) ’Hnm|27
n(n+1) <~ (n+m)
2 " (n—m)! 2
Huym = ——= Tom|”™ -
n(n+1) Z (n+m)!| |

Cuando el campo incidente es una onda plana entonces en las expresiones angu-
lares anteriores todos los términos se desvanecen excepto para m = 1. De este modo

que las secciones eficaces se reducen a:

o

2T
Oy = 73 220 +1) (janl + [0a]%) (4.2.38)
n=1
2 < 2 2
Oeat = @RGZ(%H) (lan|* + 10n]?) - (4.2.39)
n=1

Dado que las secciones eficaces se interpretan cominmente como dreas es posi-
ble normalizar dichas secciones eficaces con el tamano de la particula haciendo el

siguiente cociente:

Oes
Qesp = Ap, (4.2.40)
Qea}t = O:ZM, (4241)

donde A = 772 define la seccién eficaz geométrica de una particula de radio ro; a Q

se le conoce como el factor de eficiencia.



Capitulo 5

Transmision 6ptica dependiente

del tiempo

Una vez expuesto los resultados de los articulos referencia ( [7], [8] ), asi como
las bases de teoria eldstica y teoria de Mie, se procede a presentar la propuesta
de una expresion para la transmision optica dependiente del tiempo. En un primer
acercamiento, vale la pena mencionar a manera de analogia el caso mas sencillo de in-
teraccion de ondas electromagnéticas con materia, es decir, la interaccion de luz con
una placa conductora lo suficientemente grande para no considerar efectos de borde
y con espesor d. En este sistema se tiene que la onda electromagnética incidente ante
una placa conductora experimenta una reflexién y una transmisién (asi como tam-
bién refraccién interna). Las cantidades derivadas de las ecuaciones de Maxwell con
las condiciones de frontera adecuadas que permiten cuantificar qué tanta intensidad
de la onda incidente es reflejada y transmitida son propiamente la transmitivdad T’

y la reflectividad R tal que R+ T = 1.

La expresion para el coeficiente de transmisién ¢ siguiendo la convencion de

Reitz [23] se escribe como sigue:

B
tiota3e"2 t12t93

= — = — . 5.0.1
14+ riargze® 1 4 riareset? ( )

Teniendo en cuenta que en este caso que la placa conductora (medio 2) estd in-

mersa en un solo medio entonces el medio 1 es equivalente al medio 3, por tanto se

41
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tiene: ,
tiotor€' tiot
_ 12%21 _ 12fa1 7 (5.0.2)

1+ 79791 14 rigrg e

donde los subndices 1, 2, 3 se refieren a los medios respectivos; 5 = kaw/c, ko nimero
de onda en el medio 2.
Asumiendo también que t;5 = to; y que t3, + 1%, = 1 se puede reescribir la

ecuacion anterior en términos de rqo tal que:

t - _Z‘Q—Qiﬁ‘ (5-0-3)
e 2 — 7’126 2

De esta manera la transmitividad T se calcula como T' = [¢[*%:

T o= |t

= tt"

2 2 \x
L=y 1 — (1)
B

—= 2

i

N[

T — (et

. ) . . .,

Identificando r3, = ‘L—ﬂ‘ donde m = n + ik es el indice de refracciéon del mate-

: . o ik (2
rial constituyente de la placa conductora se puede escribir entonces A = ‘M
n+1+ik

Considerando ademds que 5 = 2dko(n+ik), donde d es el ancho de la placa y kg es el
vector de onda en el vacio, se tiene finalmente una expresion para la transmitividad

T
(1—-A)(1- A"

B 3 8" B\
(e”i — A625> (elT — A*e”T)

T = (5.0.4)

El caso anterior se expuso con la finalidad de establecer una analogia entre el caso
de luz incidente en una placa y luz incidente en una particula, como se aprecia en
las Figura 5.1. En el caso de una nanoparticula metalica, se asumira como esférica
por simplicidad y simetria. Ademads, esta nanoparticula se considera aislada, sin
particulas vecinas proximas, evitando asi contribuciones épticas y mecanicas. Lo
anterior estd en concordancia con [7], donde se reporta que la concentracién de
nanoparticulas es lo suficientemente baja.

Cuando una onda electromagnética incide sobre una esfera metalica, en vez de

producirse reflexion y trasmision de la onda se tiene absorbcién y esparcimiento. Al
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estudio del caso de interaccién de radiacién electromagnética se le conoce propia-
mente como teoria de Mie la cual se ha abordadd en detalle en el capitulo 4. La teoria
de Mie como tal, no proporciona una expresién para la trasmision éptica sino para la

seccion eficaz de absorcién o4, y esparcimiento o.g, de radiacién electromagnética.

Ondas internas
Onda incidente refractadas

/
PR

Onda
transmitida

/
\f{;—'—*

Onda dispersada

——

Onda reflejada

]|

|

s /\

Campo interno

\

Onda incidente

Figura 5.1: Analogia descrita por C. Bohren [9] para el esparcimiento (dispersién en
otros textos) de ondas electromagnéticas por una particula, asi como la reflexién y

transmision de ondas electromagnéticas por una placa conductora.

Para obtener una expresion genérica de la transmision 6ptica se escribe el cociente
de comparar la intensidad de la energia electromagnética saliente de un material con

la energia inicial incidente:

_ 1)
Imc(w) ’

y considerando ademas la relacion existente entre las secciones eficaces y las inten-

(5.0.5)

sidades de energfa electromagnética I(w) = fzco,,, = Lingo,, [20]- [22], se tiene que
0

la transmisién Optica es proporcional a una seccion eficaz:

I(w) Tesp
T = = —. 5.0.6
Line(w) w1 ( )
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De esta manera, de forma explicita se tiene que :

I(w) 1 27 — ) ,
= = —5 75 2 C2n+1) (jaul +[b.J). 0.
Lipne(w) — mrg k2 ;( n+1) (\a "+ [bs] ) (5.0.7)

En la expresiones anteriores es importante notar que la intensidad y la transmi-
sién 6ptica son dependientes de la frecuencia del campo electromagnético incidente,
pero éstas no evolucionan en el tiempo. La transmision 6ptica 5.0.7 corresponde al

caso de una esfera con radio fijo esparciendo luz.

La evolucién temporal se logra considerando un radio oscilante de la forma r(t) =
ro+u(t) donde u(t) es el desplazamiento radial, ry es el radio en reposo y se relaciona
con la expansién y contraccién de la esfera. Asimismo, u(t) es solucién de la ecuacién
de Navier aplicada a una esfera eldstica en un medio isotrépico. En este punto es
importante establecer al igual que con la placa conductora, la regiéon en donde se
soluciona el problema. Las cantidades relacionadas con el interior de la esfera se
denotan con el subindice I de interior y las relacionadas con el exterior se denotaran
con el subindice E. De esta forma se tiene que el desplazamiento u en la parte interna

es uy v el desplazamiento en la parte externa es ug.

En el capitulo 3 se presentd la teoria y cédlculos para solucionar la ecuacién de

Navier y determinar asi la forma de r(t):

r(t) = 1o — i ()™t = 7 + (COS(S) - 56”“)) (5.0.8)

s 52
donde s es una cantidad compleja a determinarse por las condiciones de frontera,
k es el vector de onda de la vibracion acustica producida, w,; es la frecuencia de
la vibracién, C; es la velocidad longitudinal del sonido en el interior de la esfera
(velocidad del sonido para el metal en cuestion) y j; es la funcién de Bessel esférica
de primera clase y orden uno. Sustituyendo el radio dependiente del tiempo r(t) en

lugar del radio estético ¢ en la expresién 5.0.7 se tiene:

2 oo
I'= . } 2p2(2n+1) (Janl® +[ba%) . (5.0.9)
(TO + (COZ(S) . 81:2(5)> @—Zwmbt) 1
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La expresiéon 5.0.9 es una expresion dependiente del tiempo para la transmision

optica de la forma:
T =T(ro,t,Cr1,Crg,Cre, Cre, p1, pe, Ng, Ni),

donde la dependencia en los indices de refraccién N; (interior de la nanoparticula)
y Ng (exterior de la nanoparticula) se tiene en los coeficientes a,, = a,(N) y b, =

b,(N), donde:

N=_1L
Ng’

(5.0.10)

que como se menciono en la expresion 2.4.9 son resultado de la teoria de Mie.

En la Figura 5.2 se muestra el diagrama de flujo para entender la forma en que
se realizan los cdlculos. En un primer paso, se tiene que resolver la expresion 2.1.2
para encontrar el pardametro s, lo que permite calcular la frecuencia de vibracién
fundamental w,; de la nanoparticula. En el siguiente paso se calcula el desplaza-
miento radial, que esta en funcién de la frecuencia de vibracion fundamental y de
la funcién f(s), que es la derivada radial de la funcién de Bessel de primera clase
(3.3.32). Posteriormente, se construye el radio dependiente del tiempo, incorporando
el desplazamiento radial. Finalmente se evaliia este radio dependiente del tiempo en
la expresion 5.0.9 que se propone como transmision optica y que esta en términos

de la seccion eficaz de esparcimiento.
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s ! s 1+ I%
an(s) 2+ a(e? (e 1) (14 83)
CL
Whyip = —S8
ro

uft) = et f(s)

.

r(t) = rg +ult)

$

T =T(ro.t,Cr1.CrE. CLE. CrE. p1. PE. NE, N

Figura 5.2: Diagrama de flujo del célculo numérico.



Capitulo 6

Calculos numéricos y resultados

En el presente capitulo se presentan los calculos numéricos desarrollados en len-
guaje Python! para la transmisién éptica en funcién del tiempo, que permitiré cono-
cer las frecuencias y periodos de las vibraciones acusticas de nanoparticulas metali-
cas. Partiendo de la expresion 5.0.9 que se propone en este trabajo y que emplea la

seccion eficaz de dispersién (4.2.38):

T — 1 EZ 2n +1) ‘an‘2+|bn|2),

(T’ T (cos(s) . 81:2(5)) e—iwmbt) k2

es importante recordar que la dependencia en el tiempo se logra reemplanzando el

radio fijo rg de la particula en la expresion de seccion eficaz obtenida con teoria de
Mie en el capitulo 4, por un radio que varfa periédicamente r(t) = ro + u(t). La
expresion para el desplazamiento u(t) fue obtenida en el capitulo 3 y en especifico
es de interés el desplazamiento correspondiente a la parte interna del sistema, es
decir, la nanoparticula modelada como esfera elastica. El desplazamiento interno

estd determinado por u; (3.3.32):

S 52

Uy = ]C]efiwvibt (COS(S) . S€n(8)> :

donde el parametro s se determina de la expresion 2.1.2 desarrollada en el apéndice

B con las condiciones de frontera indicadas. Solucionar 2.1.2 requiere la implemen-

'En https://github.com/sqrf/nanoacoustics-mie se encuentra el repositorio del cédigo desarro-
llado incluyendo una descripcién del mismo y las instrucciones de como usarlo.

47
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tacion de métodos numéricos debido a que no hay una solucién exacta. El método
numérico elegido fue el método de Muller. Este método es utilizado para encontrar
raices de ecuaciones con raices multiples y consiste en obtener los coeficientes de
la parabola que pasa por tres puntos elegidos. Dichos coeficientes son sustituidos
en la formula cuadratica para obtener el valor donde la pardbola intersecta al eje
X, es decir, la raiz estimada. Una de las mayores ventajas de este método, es que
al trabajar con la formula cuadratica es posible localizar tanto raices reales, como
raices complejas. En [32] se presenta la referencia del codigo para el método de Mu-
ller usado, en el que por motivos computacionales se opté por reescribir 2.1.2 en la

forma

S 1
—  =1-4 ) (6.0.1)
tan(s) 32(’7_“%) ay 2 A2
S a() )

Una vez generado numéricamente el parametro s, se encuentra que éste es un
ntimero complejo de la forma s = s,cq1 — Simag 10 que implica que la frecuencia
también es un ntimero complejo de la forma wyeq — iWimaqy- La parte imaginaria de
la frecuencia se asocia con la frecuencia de atenuacion y su respectivo reciproco se
interpreta como un tiempo efectivo de atenuacién para la vibracién. Esto tltimo se

observa de sustituir wWyeq — tWimag €n la solucion wu;:

e )

S S
- k Wimagt Wreal o
L .
- k]@ié . e_iwreal COS(S) B Sen(S)
S s2 :

De lo anterior se aprecia que el término e™*re! corresponde a una onda con frecuen-
cla Wyeqr v €l término e~ ¥imast corresponde a su atenuacién. Teniendo en cuenta esto,
en el resto de esta tesis se tendra la siguiente nomenclatura para la frecuencia de

vibracién:

» La frecuencia compleja wyea — tWimag S€ denotard como 2.
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= La parte real de ,; se denotarda como w,;, v se asociard con la frecuencia de

vibracién de la nanoparticula.

= La parte imaginaria de €2,;, se denotard como w,;, y se asociara la atenuacion

de la vibracion.

Las frecuencias y tiempos efectivos de atenuacion para nanoparticulas de dife-
rentes metales y radios inmersas en aire, agua y vidrio se calculan nuéricamente y
se presentan en las tablas de la seccion 6.1. De igual forma se calculan los periodos
de vibracién T' de la nanoparticula en un medio y Ty de la nanoparticula en medio
libre. Estos resultados se presentan en la seccién 6.2. En la seccion 6.3 se presentan
las curvas de transmisién optica dependientes del tiempo para oro, platino, plata
y cobre inmersas en vidrio, agua y aire. Es importante mencionar que las curvas
de transmision éptica para nanoparticulas de aluminio inmersas en vidrio, en su
mayoria no presentan parte vibratoria y en la mayoria de los radios calculados el
cédigo diverge numéricamente. Una posible explicacion es que de todos los metales
considerados en este trabajo, el aluminio presenta la densidad mas baja incluso que
el vidrio, lo que repercute en una gran atenuacion de vibracién. Ademas, el aluminio
presenta el valor mds elevado de capacidad calorifica (0.91k.J/kgK’) respecto a los
deméds metales, esto implica una expansion volumétrica muy rapida que probable-
mente no permite la evolucién de un movimiento vibratorio. Para el caso aluminio
- agua y aluminio - aire se incluyen los valores para la frecuencia de vibracion y

tiempos de atenuacién en las Tablas y Tabla .

En la seccion 6.4 se comenta el caso de las nanoparticulas de oro, metal que al
ser simulado con el modelo simple de Drude, no empata con el resultado experi-
mental para la frecuencia de plasma y por tanto hay un desfase en la posicion de la
resonancia de plasmones. Una propuesta tomada en cuenta para corregir la funcién

dieléctrica se presenta al considerar contribuciones intrabanda e interbanda.
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6.1. Frecuencias y tiempos de atenuacion para na-
noparticulas metalicas vibrando inmersas en
un medio.

Tal y como ha sido objeto de estudio en esta tesis, se ha planteado la estructura
tedrica para calcular las frecuencias de vibracién para n = 0, es decir, el modo fun-
damental de vibracion. Calcular modos superiores de vibracién implica solucionar
la ecuacién de Bessel para n > 0 y entonces construir una expresion para el des-
plazamiento radial u, y este implantarse en la teoria de Mie. Sin embargo para el

desplazamiento radial que se requiere basta con n = 0.

En las siguientes tablas se presentan las frecuencias de vibracién compleja €2,
y su |Qyp|, la frecuencia de vibracién w,y, asi como la frecuencia asociada a la
atenuacion w,;, y los tiempos efectivos de atenuacion t.s calculados numéricamente
para nanoparticulas de oro (ver Tabla 6.1), platino (ver Tabla 6.2), plata (ver Tabla
6.3) y cobre (ver Tabla 6.4) inmersas en vidrio. En el caso de particulas inmersas en
medios como agua y aire se presentan las frecuencias de atenuacion w,;, y tiempos

efectivos de atenuacion t.¢ en las tablas 6.5 y 6.6 respectivamente.

En los dos articulos referencia(??, ?7?) detallados en el capitulo 2 se presentan
resultados experimentales para las frecuencias y tiempos de atenuacién. A conti-
nuacioén, se muestra una comparacién entre los resultados de [8], en donde se mide
la transmisién 6ptica de una nanoparticula de plata de 13 nm de radio inmersa en

vidrio y el respectivo calculo numérico con el modelo propuesto en esta tesis:

Fatti et. al Céalculo numérico
Wyih = 0.780 THz Wyib = 0.859 THz
Wyir = 0.129 THz Wy = 0.143 THz

ter = 7.70 ps tef = 6.97 ps

Es importante aclarar que [8] determina las frecuencias aproximando la trasmisién

Optica como se reportd en la expresion 2.2.3:
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f(t) = Cexp(—t/Ter)cos(wosct)- (6.1.2)

En el caso de una particula de platino de radio de 0.75 nm (1.5 nm de didme-
tro) inmersa en vidrio, como es el caso de [7], se tiene la siguiente comparacién

experimento - modelo:

Broyer et. al Célculo numérico

Wyip & 14.279 THz weip = 12.328 THz
Wyip ~ 1.333 THz Wyip = 1.232 THz
ter =~ 0.750 ps tey = 0.811 ps

En este articulo no realizan aproximacion alguna para obtener la parte oscilato-
ria de la transmision. En su lugar realizan la transformada de Fourier de la parte
oscilante de la transmision (Figura 2.1(c)) y asi obtener la frecuencia de vibracién y
por tanto el periodo. [7] reporta un periodo de 440 + 20 fs mientras que el calculado

numéricamente es de T' = 2= = 509 fs.

Wyib

Los resultados anteriores forman parte de un conjunto de valores calculados para
varios radios y que se muestran en las Tablas 6.1, 6.2, 6.3 y 6.4. En la Figura 6.1 se
grafican las magnitudes de las frecuencias de vibracién para nanoparticulas metalicas

inmersas en medio libre? y medio no libre (aire, agua, vidrio).

2Por medio libre se entiende un medio con densidad nula.
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Radio (nm) Qyip (THz) [Qui| (THz) | wyip (THz) | @y = Im(wyi) (THz) | tey = —@jlb (ps)

0.6 16.644 — 1.458: 16.708 16.644 1.458 0.685

1 9.986 — 0.8741¢ 10.025 9.986 0.874 1.142

5 1.997 — 0.1744 2.005 1.997 0.174 5.714

10 0.998 — 0.087¢ 1.002 0.998 0.087 11.429

15 0.665 — 0.058¢ 0.668 0.665 0.058 17.144

Tabla 6.1: Frecuencias de vibracion complejas €2,;, modulos de €2, frecuencias de
vibracion wy, frecuencias de atenuacion de la vibracién w,;, v tiempos efectivos de

atenuacion t.; para nanoparticulas de oro inmersas en vidrio.

Radio (nm) Quip (THz) [Quin] (THz) | wyip (THz) | @i = Im(wyip) (THz) | tey = 7@51’) (ps)
0.6 15.410 — 1.540:¢ 15.487 15.410 1.540 0.649
1 9.246 — 0.924¢ 9.292 9.246 0.924 1.081
5 1.849 — 0.1844 1.858 1.849 0.184 5.409
10 0.924 — 0.092:¢ 0.929 0.924 0.092 10.819
15 0.615 — 0.061¢ 0.618 0.615 0.061 16.253

Tabla 6.2: Frecuencias de vibraciéon complejas 2,5 (THz), médulos de 4, fre-
cuencias de vibracion w,;, frecuencias de atenuaciéon de la vibracion @w,;, y tiempos

efectivos de atenuacion t.; para nanoparticulas de platino inmersas en vidrio.

Radio (nm) Quip (THz) [Quin] (THz) | wyip (THz) | @y = Im(wei) (THz) | tey = _wib (ps)
0.6 18.665 — 3.116¢ 18.924 18.665 3.116 0.320
1 11.199 — 1.870: 11.354 11.199 1.870 0.534
5 2.239 — 0.3741¢ 2.270 2.239 0.374 2.673
10 1.119 — 0.187: 1.135 1.119 0.187 5.347
13 0.859 — 0.143¢ 0.871 0.859 0.143 6.970
15 0.745 — 0.124¢ 0.755 0.745 0.124 8.032

Tabla 6.3: Frecuencias de vibracion complejas €2,;, modulos de €2, frecuencias de
vibracion w,, frecuencias de atenuacion de la vibracién w,;, v tiempos efectivos de

atenuacion t.; para nanoparticulas de plata inmersas en vidrio.
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Radio (nm) Qyip (THz) [Qui| (THz) | wyip (THz) | @y = Im(wyi) (THz) | tey = —@ib (ps)

0.6 23.199 — 4.440i | 23.620 23.199 4.440 0.225

1 13.919 — 2.664i | 14.172 13.919 2.664 0.375

5 2.783 — 0.532i 2.834 2.783 0.532 1.876

10 1.391 — 0.266i 1417 1.391 0.266 3.753

15 0.926 — 0.177 0.943 0.926 0.177 5.635

Tabla 6.4: Frecuencias de vibracion complejas €2,;, modulos de €2, frecuencias de

vibracion wy, frecuencias de atenuacion de la vibracién w,;, v tiempos efectivos de

atenuacion t.; para nanoparticulas de cobre inmersas en vidrio.

25

20

15F

Mvib (THZ)

10

Pt
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Figura 6.1: Frecuencias de vibracién para nanoparticulas metalicas con diferentes

radios. La linea continua es la frecuencia w,; para la nanoparticula inmersa en un

vidrio, mientras que la linea discontinua es la frecuencia wy; o calculada para el caso

de una nanoparticula libre.
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6.2. Periodos de vibracion

Una vez expuestos los valores de las frecuencias, también se presentan los valores

2

. Asimismo, se realiza
Wyib

de los periodos de vibracién a partir de la expresion T,;, =
una comparacion entre el periodo para el caso en medio libre (pp — 0) y el periodo
para el caso de un medio circundante a la particula (pg # 0). En las tablas 6.7, 6.8,
6.9 y 6.10 se presentan los periodos para oro, platino, plata y cobre, respectivamente.
Al calcular las diferencias porcentuales entre los periodos se encuentra que éstas
oscilan alrededor del 5%, lo que coincide también con lo presentado por [7], [8] e
incluso en los célculos numéricos de [30]. Estos autores muestran que la frecuencia
de vibracién se ve afectada muy poco en el caso de tener o no un medio circundante.

En otras palabras, la frecuencia de vibracién para una nanoparticula vibrante se ve

atenuada en un factor muy pequeno al existir un medio externo.

Tabla 6.7: Valores para el periodo de vibracién en medio libre Ti;0 y en medio
dieléctrico T, asi como la diferencia porcentual entre éstos para nanoparticulas de

Oro.

Radio (nm) | Tyio (ps) | T (ps) | %

0.6 0.378 0.395 | 4.650
1 0.629 0.658 | 4.653
D 3.146 3.293 | 4.665
10 6.296 6.586 | 4.612

15 9.448 9.879 | 4.560
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Tabla 6.8: Valores para el periodo de vibracién en medio libre T, y en medio

dieléctrico Ty, asi como la diferencia porcentual entre éstos para nanoparticulas de

platino.
Radio (nm) | Tyiro (ps) | Toin (ps) | %
0.6 0.408 0.432 5.911
1 0.680 0.720 5.911
5) 3.398 3.611 6.264
10 6.800 7.197 5.842
15 10.217 10.814 | 5.852

Tabla 6.9: Valores para el periodo de vibracién en medio libre Ti;0 y en medio

dieléctrico T, asi como la diferencia porcentual entre éstos para nanoparticulas de

plata.
Radio (nm) | Ty, (ps) | Tviv (ps) | %
0.6 0.337 0.363 7.766
1 0.561 0.605 7.786
) 2.806 3.035 8.164
10 5.610 6.100 8.738
13 7.315 7.884 | 7.779
15 8.434 9.080 7.659

Tabla 6.10: Valores para el periodo de vibracién en medio libre T, 0 y en medio

dieléctrico T, asi como la diferencia porcentual entre éstos para nanoparticulas de

cobre.
Radio (nm) | Tyipo (pS) | Toin (ps) | %
0.6 0.271 0.286 5.738
1 0.451 0.477 5.767
5) 2.258 2.389 5.817
10 4.517 4.796 6.183
15 6.785 7.222 6.437
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En la Figura 6.2 se grafican los resultados de las tablas anteriores de manera
andloga a lo presentado por [8] y notdndose que se tienen los mismos resultados que

en la Figura 2.3.

15 T T T T

12.5

10

Periodo (ps)
3
W

2.5

0 x x x x
0 5 10 15 20

Radio (nm)

Figura 6.2: Periodos para nanoparticulas metalicas inmersas en vidrio con diferentes
radios. La linea continua es el periodo T,; para la nanoparticula inmersa en un
vidrio, mientras que la linea discontinua es el perfodo T, calculado para el caso

de una nanoparticula libre.

6.3. Transmision 6ptica en funcién del tiempo

En las figuras siguientes se muestra la transmisién éptica en funcion de la longitud
de onda de luz incidente. Este paso es el equivalente a experimentalmente irradiar
la particula metélica con luz laser de una determinada longitud de onda con el fin

de causar vibraciones acusticas debido al calentamiento del material.
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En la Figura 6.3 se presentan la posiciéon de las resonancias calculadas para
nanoparticulas metélicas inmersas en vidrio, en la Figura 6.4 las respectivas a nano-
particulas en agua y en la Figura 6.5 las respectivas a nanoparticulas en aire. En el
caso del oro se puede considerar una correcién en la posicién de la resonancia que se
comenta en la seccién 6.4. Es importante mencionar que a medida que se incrementa
el radio de la nanoparticula, el valor de la transmision éptica aumenta, lo que se
puede interpretar como el hecho de que al aumentar el tamano de la nanoparticula,

ésta dispersa mas luz.
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Figura 6.3: Nanoparticulas metalicas inmersas en vidrio. La linea continua corres-
ponde a ry = 0.6 nm, la linea rayada corresponde a un ry = 1 nm, la linea punteada

corresponde a ro = 5 nm y la linea punto-raya corresponde a rqg = 10 nm.



6.3. Transmision 6ptica en funcion del tiempo 60

1000

TT7,
X
.

R

10°

s
S
"

107°F

10*12 |

Figura 6.4: Nanoparticulas metalicas inmersas en agua. La linea continua correspon-
de a rp = 0.6 nm, la linea rayada corresponde a un ro = 1 nm, la linea punteada

corresponde a rg = 5 nm y la linea punto-raya corresponde a ry = 10 nm.
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Figura 6.5: Nanoparticulas metdlicas inmersas en aire. La linea continua corresponde
a rg = 0.6 nm, la linea rayada corresponde a un ro = 1 nm, la linea punteada

corresponde a ro = 5 nm y la linea punto-raya corresponde a rqg = 10 nm.

Una vez calculados los valores para la transmision éptica para un radio fijo
(que como se menciond anteriormente estdn relacionados con la seccién eficaz de
esparcimiento) se usan para normalizar los valores de transmision dependientes del
tiempo y tener el cociente %. En las siguientes subsecciones 6.3.1, 6.3.2 y 6.3.3
se presentan las curvas para la transmision éptica dependiente del tiempo para

nanoparticulas metélicas de radio de 0.6, 1.5 y 10 nm inmersas en aire, vidrio y

agua respectivamente.
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6.3.1. Transmisiéon 6ptica en nanoparticulas metalicas in-

mersas en aire
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Figura 6.6: Nanoparticulas de 0.6 nm de radio inmersas en aire
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Figura 6.7: Nanoparticulas de 1 nm de radio inmersas en aire



6.3. Transmision 6ptica en funcion del tiempo

64

6x107’

4x1077

2x1077

AT/T
(o)
>
>
>

—
q
<

<

q

%1077 i Au |
I Pt
Ag
Cu
_4><1077 L TR T T T T T T R B | T R | T R
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750

tiempo (ns)

Figura 6.8: Nanoparticulas de 5 nm de radio inmersas en aire



6.3. Transmision 6ptica en funcion del tiempo

65

1.5x1077

1077

5x10°8

AT/T

e
ITA

—5><1078 [ WV

— Au |- -
— Pt
— Cu

-1x107’ : : : :
0 500 1000 1500 2000
tiempo (ns)

2500 3000 3500

Figura 6.9: Nanoparticulas de 10 nm de radio inmersas en aire
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6.3.2. Transmision optica en nanoparticulas inmersas en vi-

drio
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Figura 6.10: Nanoparticulas de 0.6 nm de radio inmersas en vidrio
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Figura 6.11: Nanoparticulas de 1 nm de radio inmersas en vidrio
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Figura 6.12: Nanoparticulas de 5 nm de radio inmersas en vidrio
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Figura 6.13: Nanoparticulas de 10 nm de radio inmersas en vidrio
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6.3.3. Transmisién optica en nanoparticulas inmersas en agua
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Figura 6.14: Nanoparticulas de 0.6 nm de radio inmersas en agua
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Figura 6.15: Nanoparticulas de Inm de radio inmersas en agua
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Figura 6.16: Nanoparticulas de 5 nm de radio inmersas en agua



6.3. Transmision 6ptica en funcion del tiempo

6x107*

4x107*

2x107*

g@
2;
—
£
3

-2x107* — Au 4
W — P
— Cu
_4><10*4 . . . . : | |
0 100 200 300 400 500 600

tiempo (ps)

Figura 6.17: Nanoparticulas de 10 nm de radio inmersas en agua
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Como se ha observado en la comparacién de resultados numéricos y experimen-
tales, la teoria elastica permite calcular las frecuencias normales de vibracion para
particulas en escala nanométrica sin la necesidad de considerar efectos cuanticos.
Una posible explicacion de esto es que el nimero de a&tomos en una nanoparticula es
directamente proporcional al cubo del radio, lo que implica que para particulas con
radios mayores a 2 nanémetros, el nimero de atomos es superior a mil. Asimismo,
cabe destacar que al menos para la parte electromagnética no se requieren corre-
ciones cuanticas, pues estas son necesarias a escalas inferiores a los picometros. A
continuacion se muestra el nimero de atomos Nsomos Calculado con el nimero de
Avogrado considerando la nanoparticula como una coleccién de dtomos. En la tabla
6.11 se presenta Ngsomos para radios entre 1 y 3 nanémetros con su respectiva grafica
(Figura 6.18), mientras que en la tabla 6.12 se presenta Ngiomos para radios entre 1

y 20 nanémetros con su respectiva grafica (Figura 6.19).

Tabla 6.11: Numero de atomos para nanoparticulas metalicas con radios entre 1 y

3 nm.
Radio (nm) | Ngomos AU | Natomos Pt | Natomos AL | Natomos Cu
0.5 25.7 25.9 46.9 79.7
1 205.6 207.6 375.4 637.3
1.5 693.9 700.5 1267.0 2150.8
2.0 1644.7 1660.6 3003.4 2098.2
2.5 3212.3 3243.3 5865.9 9957.5
3.0 5550.9 5604.4 10136.3 17206.5
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Figura 6.18: Ntimero de dtomos calculado que conforman una nanoparticula metalica

a partir del nimero de Avogadro con radios entre 1 y 3 nm.
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Tabla 6.12: Numero de atomos para nanoparticulas metalicas con radios entre 1 y

20 nm.

Radio (nm) | Natomos AU | Natomos Pt | Natomos AL | Natomos Cu
1 205.6 207.6 375.4 637.3
2.5 3212.3 3243.3 5865.9 9957.5
5.0 25698.5 25946.2 46927.4 79659.8
7.5 86732.6 87568.4 158379.8 268851.9
10.0 205588.3 207569.6 375418.9 637278.5
12.5 401539.7 405409.4 733240.0 1244684.7
15.0 693860.6 700547.4 | 1267038.7 | 2150815.1
17.5 1101825.0 | 1112443.4 | 2012010.5 | 3415414.7
20.0 1644706.7 | 1660556.9 | 3003350.9 | 5098228.4
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Figura 6.19: Ntimero de atomos calculado que conforman una nanoparticula metalica

a partir del nimero de Avogadro con radios entre 1 y 20 nm.
6.4. Correcciones en la funcién dieléctrica

En el capitulo 2 se expuso el modelo de Drude para determinar la funcién
dieléctrica de metales, la cual fue empleada en los calculos numéricos de los cua-
les fue posible obtener las graficas anteriores. Como se explicd anteriormente, para
poder generar numéricamente la vibracién de una nanoparticula se calcula primero
a qué longitud de onda estd la resonancia de los plasmones de superficie y se tie-
ne entonces la maxima transmision optica. Estos calculos se generaron a través de
la seccion eficaz de dispersién obtenida de la teoria de Mie, la cual depende de la

funcion dieléctrica del metal via su indice de refraccidn.

Para metales como plata y platino inmersas en vidrio se encontré gran concor-

dancia entre el valor de la resonancia ( [7] , [6] ) y el valor calculado numéricamente
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(Figura 6.3). Para el aluminio y cobre no se tiene una comparacién directa debido
a que hasta el momento no se han encontrado reportes de experimentos que usen
nanoparticulas de estos metales, probablemente consecuencia de la dificultad de ge-
nerarlas o a su alto nivel de oxidacién. En su defecto, en este trabajo se reporta una
resonancia para el aluminio en 150 nm y cobre 272 nm aproximadamente como se
muestra también en la Figura 6.3. Por su parte el oro, quiza el mas estudiado, pre-
senta resonancia medida experimentalmente alrededor de los 520 nm. Sin embargo
los calculos numéricos generados con el modelo de Drude para el oro dan un valor
alrededor de los 450 nm. En este caso se tiene que el modelo de Drude no reproduce
de manera precisa los resultados experimentales, lo que sucita a implementar una

correcion.

Para tener un entendimiento mas amplio de como esparcen luz nanoparticulas
de oro y en general particulas metélicas se toma la propuesta hecha por Noguez et
al. [25] de considerar contribuciones interbanda e intrabanda en la funcién dieléctrica
del metal. Las contribuciones interbanda se deben a las transiciones de electrones de
una banda ocupada a una vacia separadas por una banda prohibida. Estos electrones
estan ligados por una fuerza restauradora dada por la diferencia de energia entre
el estado base y el estado excitado. Por su parte las resonancias plasménicas de
un metal son debidas a transiciones intrabanda en el nivel de Fermi, con bandas
no completamente llenas o cuando una banda llena se traslapa en energia con una
banda vacia. Estas transiciones proveen un mecanismo de absorcién de luz desde el

infrarrojo a la luz visible, y en algunos casos hasta el ultravioleta como el aluminio.

Considerando como aditivas las contribuciones de las transiciones interbanda e
intrabanda de los electrones asi como las contribuciones por el tamano y forma, se

plantea una funcién dieléctrica de la forma:

G(CU, TO) = €interbanda (w) + Eintrabanda (CLJ, TO>~

Para determinar €(w, ), se puede considerar la funcion dieléctrica medida ex-

. bulto .z . z . .7 .
perimentalmente para metales €y, 0. cnta (W) Esta funcién dieléctrica también tiene
; ; ; ; . cbulto — cbulto bulto
contribuciones interbanda e intrabanda: €240 i mental (W) = €imterbanda (W)t Eintrabanda (@)
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Considerando que las transiciones intrabanda (o de electrones libres) pueden ser

aproximadas con el modelo de Drude (2.4.8) con €5, = 1 se tiene que:

w2

fw)y=1—- —~FL—. 6.4.3
() w(w + i) ( )

Para la mayoria de los metales en temperatura ambiente se tiene que v << w,. La
frecuencia de plasma w, se encuentra en las regiones del visible y UV, con energias

desde los 2 hasta los 20 eV. En el modelo de Drude, las transiciones interbanda

no son consideradas, pero experimentalmente éstas crean un entorno positivo que
apantalla a los electrones libres y por tanto la frecuencia de plasma dismimuye. Esto
tiene como consecuencia una diferencia entre los valores tedricos y experimentales
para la frecuencia de plasma. Ademds, en el modelo de Drude no se consideran
correcciones de tamano y no se usa directamente €p,10(w). En este sentido la forma
de construir la funcién dieléctrica para nanoparticulas metéalicas es obteniendo la
funcién dieléctrica sustrayendo las contribuciones del bulto :

E?xié(:“banda (w) = eggggrimental<w) - Eg::)lfi?zbanda (w) (644)

Después se considera que los electrones libres sufren un efecto de atenuacién
adicional debido al tamano [25]. Basados en la sugerencia de U. Kreibig [?], proponen
anadir a la constante de atenuacién para el bulto, un término proporcional a -, o
7:»_57 donde 7y es el radio de la nanoparticula y vy es la velocidad de Fermi, que es
la velocidad asociada con la energia de Fermi Fp = %mv%. De esta manera con la

expresiones 2.4.8 y 6.4.4 se tiene una funcién dieléctrica con correcién de tamano:

w2
E(wa TO) = e?zié?“banda(w) + (1 - w(w + Z,-yz + Zf)/ ))
o
bul <)
ee;;grimental(w) + s

. w32 :
ww +1/%) = Serim

Con lo anterior se pudo construir una funciéon dieléctrica corregida para el oro,

4 : bulto :
basdndose en los resultados experimentales para €y <,.,,,cnta Obtenidos por [24]. Dado

que estos datos experimentales no eran suficientes se realizé una interpolacion. El
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Figura 6.20: Posiciones para la resonancia de plasmones en nanoparticulas de oro
de diferentes radios modeladas con el modelo de Drude ~ 450 nm (linea continua) y

considerando contribuciones intrabanda e interbanda ~ 520 nm (linea discontinua)

resultado de considerar esta correccion de tamano en la funcion dieléctrica permite
tener en concordancia la posicion de la resonancia antes mencionada en 520 nm para
el oro. En la gréfica 6.20 se muestran las curvas de transmision éptica con correcion
de tamano y sin esta.

Cabe mencionar que si bien esta correccion se puede hacer para los demas metales
considerados en esta tesis, se considera presentar este caso unicamente debido a
que el oro es uno de las metales mas estudiados y se tienen reportados los valores
experimentales de la funcién dieléctrica. Ademads, como se aprecia el modelo de

Drude resulta ser no exacto para este metal.



Capitulo 7

Conclusiones y comentarios finales

El presente trabajo mostré que en una primera aproximacion usando teoria elasti-
ca y teoria de Mie, se reproducen resultados experimentales para nanoparticulas de
plata [8] y platino [7] inmersas en vidrio, en especifico el perfil de la curva de trans-
mision optica en funcion del tiempo y las frecuencias y tiempos de atenuacion para
una vibracién puramente radial. Asimismo, el usar estos resultados experimentales
permitio calibrar el codigo desarrollado para la simulacién numérica y poder calcular
también las frecuencias y tiempos de atenuacién para metales como oro y cobre de

diferentes tamanos e inmersas en diferentes medios como agua y aire.

Los valores encontrados al realizar calculos numéricos indicaron que las vibracio-
nes acusticas tienen frecuencias ultrasonicas. Para nanoparticulas de oro con radios
entre 0.6 nm y 15 nm las frecuencias se encuentran en un intervalo entre 16.644 THz
y 0.665 THz. Lo que exhibe que la frecuencia se ve disminuida a medida que aumenta
el radio de la nanoparticula. En efecto , la frecuencia es inversamente proporcional
al radio. Para nanoparticulas de platino con radios entre 0.6 nm y 15 nm, las fre-
cuencias se encuentran en un intervalo entre 15.410 THz y 0.615 THz, mientras que
para nanoparticulas de plata se tiene el intervalo de frecuencias entre 18.665 THz y
0.745 THz. En el caso de nanoparticulas de cobre en los mismos radios se tiene el

intervalo de frecuencias entre 23.199 THz y 0.926 THz.

Las diferencias en la amplitud de la transmisién optica calculada numérica y

aquellas reportadas en las graficas experimentales, se atribuyen a las condiciones

81
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iniciales del experimento y de la simulacién numérica. En la propuesta de transmi-
sién Optica presentada, no se toma en cuenta la potencia ni el ancho del haz laser
con que se incide la particula, en su lugar se empleé una onda plana de longitud de
onda calculada numéricamente. Cabe destacar que esta longitud de onda calculada
corresponde a la resonancia de plasmones del metal y coincide con lo reportado expe-
rimentalmente a excepcién del oro que requiere considerar contribuciones interbanda

e intrabanda.

Otros factores a tomar en cuenta consisten en considerar que a nivel experimen-
tal las nanoparticulas no son esferas perfectas y sus constantes épticas dependen del
tamano y forma. En el caso de nanoparticulas de aluminio se calcularon las frecuen-
cias de vibracién en agua y aire. Para nanoparticulas de aluminio inmersas en vidrio

se encontrd que la densidad del medio afecta la evolucin de la vibracién .

El trabajo presentado se ha probado con las referencias experimentales dispo-
nibles hasta el momento, sin embargo seria interesante comparar resultados para
nanoparticulas de cobre y aluminio, de las cuales no se tiene literatura. Una causa
probable puede consistir en la dificultad para crear nanoparticulas de estos metales
en laboratorio o también a su mayor oxidacién en algunos medios lo que cambia sus

propiedades quimicas y fisicas.

El nimero de atomos de las nanoparticulas como se mostré anteriormente crece
directamente proporcional al volimen de estas, lo que implica que para las nano-
particulas més pequenias (&~ 1 nm)ahora estudiadas en laboratorio se tienen al menos
200 atomos, cantidad considerada grande para tener efectos cudnticos por tamano.
Si bien existe el cambio de algunas propiedades opticas en funcién del tamatio y del
medio en que este soportada una nanoparticula, los cadlculos numéricos de propieda-
des vibracionales sugieren que no hay modificacion por las dimensiones. El oro, por
ejemplo, épticamente es conocido por ser brillante y amarillo, con una estructura
FCC y no es magnético a temperatura ambiente. Sin embargo en nanoparticulas
pequenas, el oro absorbe luz de 520 nm y dispersa luz roja y en tamanos alrededor

de los 2 nm presenta propiedades magnéticas.
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Apéndice A

Transformaciones infinitesimales

afines

Se dice que un medio continuo se deforma cuando las posiciones relativas de
puntos en el medio son alteradas y por tanto la distancia entre éstos. Consideremos
un punto P(z1,xs, x3) en una esfera cuando esta no ha sido deformada. Cuando se
tiene una deformacién, las coordenadas de los puntos se denotan como (z}, 74, 73) y

se asume que son funciones continuas tal que se cumple la siguiente transformacion:

x; = x,(21, Ta, T3). (A.0.1)

Parte de la transformacion A.0.1 puede representar movimiento de cuerpo rigi-
do (traslaciones y rotaciones). El resto de la transformacién se conoce en algunos
textos como deformacion pura. El caso mas sencillo de A.0.1 es cuando las variables
primadas y no primadas estan relacionadas linealmente y se conocen como transfor-
maciones afines.

Una transformacion afin se puede escribir de la forma:
i’ = i + (655 + aig)y, (6,5 =1,2,3), (A.0.2)

donde los coeficientes «;; son constantes conocidas. De la expresion A.0.2 se puede

notar que una transformacion afin va de un plano a otro y por tanto un segmento

que una los puntos Py(z9, 29, 23) y P(x1, 29, x3) se transforma en otro segmento que

une los correspondientes puntos Py(x),29,29) v P'(z}, 2y, v5) (Figura A.1).
87
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P'(z")

PO(mU) Pﬂ'(xﬂ')

Figura A.1: Transformacién affn de puntos P(zy, 29, 73) a P’ (1], Ty, 73)

Considerando una base vectorial se puede denotar un vector A cuyas componen-

tes son Aq, Ay, Az como:
A=A + @A + @A =64, (i,5=1,2,3). (A.0.3)
Dado que el vector A= €;A; estd unicamente determinado cuando sus compo-
nentes son establecidas , se puede escribir A; en lugar de A. Bajo la transformacion
A.0.1 el vector A; = x; — 2 que une los puntos P°(z°) y P(z) se transforma en el

’ / / - .
vector A; = x; — x? . De A.0.1 reescrito como z;" = a;o + z; + ;) z; se tiene:

= (ouo + zi + ayj)z;) — (o + ) + aij>x2)
= (@ — 27) + oy — )

= Ai+ Ay,

. !’ ., e
o bien 0A4; = A, — A; = a;;A;. En efecto, la transformacion del vector A se lleva a ca-
bo mediante la variacién de las componentes A;. Una coordenanda A; se transforma

en A; v su diferencia es llamada:
0A; = Ay — Ay = ay;A;. (A.0.4)

A este tipo de transformacion se le conoce como transformacion afin infinitesimal
siempre y cuando los coeficientes «;; sean lo suficientemente pequenios para ser
despreciados en comparacién con las primeras potencias. Si dos transformaciones
afines infinitesimales como A.0.1 son llevadas a cabo, la transformacion resultante

puede ser hallada al sumar los coeficientes de las transformaciones. De esta manera,
(1)

. . ., . . . . 1
si la primera transformacién tiene coeficientes a;;” y produce una diferencia (5A§ ),
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(2)

o . . . 2
y la segunda transformacion tiene coeficientes a;;’ y produce una diferencia §AZ(- ),

entonces la transformacion resultante esta dada por:
0A; = 6AY + AP = al)A; + ol A; = (o)) + al)A; = ayA;.

De lo anterior se nota que el orden en el cual se realizan las transformaciones no
influye en el resultado y de este modo se puede descomponer una transformacion
del tipo A.0.1 en otras transformaciones. Una forma especial de hacer esto es de la

siguiente manera
1 1
6AZ = CkijAj = 5(0&@' + Oéji) + 5(0&@' — Oéji) Aj. (AO5)

Si se denota como e;; a los coeficientes del primer sumando en A.0.5 se tiene que
€ij = €j; = %(Oéij + ;). Estos coeficientes son simétricos y esta parte de la transfor-
macion corresponde a una deformacion pura. Los coeficientes e;; se conocen como
las componentes del tensor de deformacion. Un cuerpo se deforma cuando la posi-
cién de sus puntos se ve alterada. Por otro lado, si se denota a los coeficientes del
segundo sumando de A.0.5 como w;; = —wj; = %(azj — aj;) se observa que son las
componentes de un tensor antisimétrico. Esta parte de la transformacién representa
un movimiento de cuerpo rigido. El movimiento de un cuerpo rigido implica que
la longitud de cualquier vector en el cuerpo no cambia: || A + §A|| = ||A]|. Usando
0A; = %(aij — «vj;) se tiene que:
2

1

()

Desarrollando el cuadrado y despreciando los productos de coeficientes a;; se obtiene
que:
OéiinAj = CkijAin. (AO?)

Considerando ahora el desplazamiento de un punto (z9, 23, z3) en un medio con-

. / / / , .,
tinuo a un punto (zV,29,2%) después de una deformacién se define entonces el

desplazamiento como

wi (29,29, 29) = 29 — 29, (A.0.8)

De la misma forma se puede considerar otro punto (xy, zs,x3) el cual se trans-

, ’ / / 1T s s 0 .0 ,.0
formara a (zy,z,, x5). Por tanto un vector A que inicialmente va de (29,23, 23) a
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’ Y / / / / ’ ’ ,
(21, 9, 23) se deformard en el vector A’ que va de (2V', 29 ,23) a (21, 2, x3). Asi en-

tonces se puede escribir una expresion para las componentes de A = A — A’:

= (2, — @) = (af —af)

_ 0 0 0 0,0 .0
= wi(x] + A1,y + Ao, w5 + As) — ui(a7, vy, 73)
(9ui
= \az, ) Y
i/ o
en la ultima linea se despreciaron los términos de orden superior en la expansion
de Taylor de la funcién w;(z9 + Ay, 29 + Ag, 23 + A3); introduciendo ademds como

Ny ou; .
notacion que ey = Wigs entonces se tiene que

Comparando A.0.9 con A.0.4 se observa que u; ; tiene la misma funcién que a;;.
Si se asume que los desplazamientos u; asi como sus derivadas son pequenos, se pue-
de concluir que A.0.9 define nuevamente una transformacién afin infinitesimal que
puede descomponerse en una parte de deformacién pura y una parte de movimiento

de cuerpo rigido:

6141 = ui,jAj
1 1
= |y +uga) + 5wy —uga) | A

(eij + wij) Aj,

donde e;; = %(u” +uji) y wiy = %(Um — Uj;)-



Apéndice B

Calculo del parametro s para

obtener el modo normal n =10

De acuerdo con el planteamiento de la ecuacién de Navier en el capitulo 3 para
obtener los modos normales w,;, (3.3.34) y por tanto el desplazamiento radial u se

tiene que resolver la expresion (3.3.42) para el pardmetro s:

s 4 s? 1+
tan(s) 1 s
La expresién anterior se genera al aplicar la condicién de frontera ol = o¢Z. A

continuacion se muestra de manera mas detallada la forma de llegar a la expresién

anterior.

Partiendo de las expresiones o, (3.3.40) y o (3.3.41) :

0
of, = (A\r+ 2#1)% + 2/\%,
o = (O 2;@%? n 2A“7E,
donde uy (3.3.32) y ug (3.3.33):
u[ — k‘le_iwvibt COS(S) _ Sen(s)
s 52 ’
T (cos(/s’) B sen/(Qs’) .cos/(Qs’) B cos(/s’)) |
S S S S

91
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con s = kirg y 8 = kgrg sustituyendo los desplazamientos y sus derivadas para

r = ro en las respectivas expresiones para el esfuerzo, se tiene el sistema

2sen(s) 2cos(s)  sen(s) Ciws [cos(s)  sen(s?)
o, = ki(Ar+2pr) ( P e 2Arkje et P :
2icos(s’)  2cos(s’)  icos(s’)  2sen(s’)  2isen(s’)  sen(s’)
E
O = (A1 +2ug) ( 73 + R S o2 7
Ciwg [cos(s")  sen(s’)  cos(s’)  .cos(s)
+ 2)\Ek%€ Wbt ( S/ — 5/2 4+ 3/2 —1 3/ . (BOl)

De la condicién de frontera u; = ug en r = rg,8e tiene que

A <cos<s> sen<s>> et <cos<s'> _sen(s)) | cos(s) .cos<s'>)

s 82 s 8/2 312 s’

lo que implica que s = s’ y por tanto k; = kg = k.

Aplicando ol = o con k; = kg = k en r = r( se tiene
sen(s sen(s cos(s sen(s sen(s sen(s sen(s
S gy S gy O gy 2 gy penle) | sen(s) ysenle)
s s s 5 s
.. cos(s) . cos(s cos(s) .. cos(s
AR ( )—1—14;”5 3 )-1-4,u 2( )— 2uE 8( )
sen(s) . sen(s sen(s
+—4,U«E83( ) +Z4ME72( ) 2uE ( )7

reduciendo y reagrupando términos semejantes:

sents senis COoSs(S
4 33( Yur + g + ) - S( JO\r -+ 2001 4+ A+ 2105) — 482“(/“ + i)
= (B.0.2)
.COS\ S . COS(S . Senis
—i ( )()\E+2ME)+Z4ME s§ ) +idpp 52( )
multiplicando la expresién anterior por ﬁ‘zs)
4tan(s)(ur + g + pg) — s*tan(s)(A\r + 2pr + Ag + 2pg) (B.0.3)

—4s(pg + pp) = —is* (g + 2up) + idpg + idugstan(s)
Considerando ahora las relaciones entre los parametros de Lamé, las velocidades

del sonido y las densidades

Ar = pr C%[ —2p;1 072“[7
Mg = peClp —2pECip, (B.0.4)
mr = pIC%I?

pe = peChg,
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donde C; y Cpg son las velocidades longitudinales del sonido en el medio interno y
externo, Cpr v Crg son las velocidades transversales del sonido en el medio interno
y externo, p; v pg son las densidades de los medios respectivos se tiene entonces que
A1+ 2ur = p1C%; vy Mg + 2up = ppC? 5. Usando B.0.4 en B.0.3

dtan(s) (prCir + peCig + peCip — 2p5Chg) —s"tan(s) (prCtr + peCip)—4s (p1CFr + ppCip)
- (B.0.5)

—is2ppC% 5 +idppCry + idsppCagtan(s).

Dividiendo ahora por /)10%1

stan(s) (1 P2 (GE Y 4 08 (GEE Y o8B (TR ) sttan(e) (14 28 ()R )t ((GED? + P2 (BN
pr Crr pr Crr pr Crr pr Crr Crr pr Crr

c c C
—is2PE (ZLE 2 4 g PE (ZTE Y2 | PP (ZTE 2400 (s).
PI CL[ PI CLI PI LI

Usando los cambios de variables siguientes

ay _ Ot
B Crr
0 — CrE
Crr
oy = Crr
Crr’
PE
no= -
oI
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