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Introducción

El siglo veinte fue testigo del nacimiento del álgebra homológica, la cual llevó al des-
cubrimiento de la subclase de los anillos semiperfectos, que son el objeto de estudio de
esta tesis.
Para la década de 1950 la teoría de anillos junto a la de módulos se había desarrollado
desde su nacimiento a pasos agigantados. Entre los que se pueden destacar: la gene-
ralización del teorema de Wedderburn sobre la clasificación de álgebras semisimples
de dimensión finita a anillos no conmutativos; el desarrollo de lo que hoy en día se
conoce como el teorema de Krull-Schmidt sobre la descomposición de un módulo de
longitud finita en suma directa de módulos inescindibles; y la introducción de la teoría
de categorías a manos de Saunders Mac Lane y Samuel Eilenberg.
En cambio, el desarrollo del álgebra homológica, como explica Charles A. Weibel en
[Wei99], había permanecido casi nulo desde su nacimiento a mediados del siglo XIX
hasta la década de 1940, a partir de la cual, se empezaron a utilizar métodos basados
en técnicas topológicas para explorar y definir diversos objetos algebráicos.
Fue entonces hasta 1956 cuando sucedió lo que llama Weibel como la revolución de
Cartan-Eilenberg, que inició con la publicación del libro Homological Algebra de Henri
Cartan y Samuel Eilenberg [CE56]. En tal libro se unificaban todos los métodos homo-
lógicos antes usados y se les daba el nombre de álgebra homológica. Sería demasiado
largo enumerar todas las innovaciones que ofreció este libro, pero cabe señalar que por
primera vez se presentó el concepto de módulo proyectivo y se definieron los conceptos
de resolución proyectiva e inyectiva, así como de dimensión proyectiva e inyectiva de
un módulo y de dimensión global de un anillo.
Una resolución proyectiva de un módulo M es una sucesión exacta

...→ Pn → ...→ P1 → P0 →M → 0

donde Pi es proyectivo para todo i ≥ 0, y se dice que la longitud de la resolución es k
si Pm = 0 para todo m > k. La dimensión proyectiva de M es el mínimo entero k tal
que existe una resolución de longitud k. En caso de no existir tal resolución se define
entonces la dimensión proyectiva de M como infinito. De manera análoga se define
el concepto de resolución inyectiva, así como dimensión inyectiva. Y se prueba que el
supremo de las dimensiones proyectivas de los módulos derechos sobre un anillo es igual
al supremo de las dimensiones inyectivas de los módulos derechos sobre el mismo anillo,
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a tal número se le llama dimensión global derecha del anillo, y de manera análoga se
define la dimensión global izquierda.
Estos conceptos le dieron un nuevo impulso al desarrollo de la teoría de anillos. Lo
que llevo a la búsqueda de métodos sencillos para calcular la dimensión de un módulo.
El más común es encontrar una resolución de longitud mínima, ya que en caso de
encontrar tal sucesión, claramente su longitud es la dimensión del módulo.
En el caso inyectivo, tal resolución se puede construir gracias a la envolvente inyectiva,
la cual se conocía su existencia desde 1953 gracias a Eckmann y Schopf [ES53]. Esto
llevó a que Eilenberg estudiara el concepto dual en su artículo Homological Dimension
and syzygies [Eil56], que tiempo después fue bautizado como cubierta proyectiva por
Hyman Bass en [Bas60]. Sin embargo, la importancia de estos artículos va más allá del
estudio de un concepto dual.
En su artículo, Eilenberg trabaja sobre anillos que cumplen ciertas propiedades dando
cinco axiomas necesarios para que una subcategoría de la categoría de módulos cumpla
que todo elemento tenga cubierta proyectiva. Y termina enunciando un sexto axioma
más que permite la construcción de una resolución proyectiva de longitud mínima.
Por su parte, Bass bautiza a los anillos que utilizó Eilenberg en su artículo como anillos
semiperfectos, y los caracteriza como los anillos en los que todo módulo finitamente
generado tiene cubierta proyectiva, y caracteriza los anillos que cumplen que todo
módulo tenga cubierta proyectiva y los llama anillos perfectos.
El objetivo de esta tesis es brindar una exposición autocontenida sobre la teoría de
anillos semiperfectos, así como de los resultados necesarios para una caracterización
completa de éstos. Además, se incluye una exposición sobre el comportamiento de los
módulos sobre tales anillos, abastecida de una cantidad suficiente de ejemplos y con-
traejemplos, sin la necesidad de recurrir al álgebra homológica. Con el fin de ofrecer
al lector el conocimiento suficiente para iniciar estudios en áreas más sofisticadas co-
mo la teoría de representaciones, así como dar una motivación al estudio del álgebra
homológica.
Ahora, a pesar de que el objetivo de la tesis es presentar una exposición autoconte-
nida, los resultados básicos sobre teoría de anillos y teoría de módulos se consideran
conocidos, y sólo se mencionan en el capítulo 1. Dicho capítulo termina con algunas
construcciones de álgebras y anillos que se usarán a lo largo de la tesis.
El capítulo 2 contiene resultados básicos sobre la descomposición de un anillo. Inicia
exponiendo propiedades básicas sobre los idempotentes de un anillo, para después
presentar la descomposición de Peirce de un anillo y la representación matricial de un
anillo. Se finaliza con el teorema de descomposición en bloques de un anillo.
Utilizando los resultados del capítulo 2, en el capítulo 3 se prueba el teorema de
Wedderburn-Artin junto con propiedades de los módulos semisimples y se concluye
dando una caracterización los anillos simples que son semisimples.
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Con los resultados anteriores en el capítulo 4 se exponen propiedades sobre los módulos
de longitud finita; empezando con módulos artinianos y noetherianos, continuando con
anillos artinianos y noetherianos, y teminando con series de composición y el teorema
Jordan-Hölder.
En el capítulo 5 se definen y exponen las propiedades importantes sobre el radical y el
soclo de un módulo, en particular se exponen propiedades sobre el soclo de un módulo
finitamente cogenerado, el radical de un módulo finitamente generado, el radical de un
módulo proyectivo finitamente generado, el radical de Jacobson, el radical de Jacobson
de un anillo artiniano y se finaliza con el teorema de Hopkins-Levitzki.
Con las propiedades expuestas sobre el soclo y el radical, se da una motivación natural
para la definición de la envolvente inyectiva y la cubierta proyectiva en el capítulo 6.
En éste, se exponen propiedades sobre estos conceptos y se muestra que no siempre
existe la cubierta proyectiva.
Basándose en lo anterior y con el objetivo de caracterizar a los anillos en los que
todo módulo tiene cubierta proyectiva, en el capítulo 7 se exponen las propiedades
necesarias para ello sobre los anillos locales y semilocales, incluyendo el teorema de
Krull-Schmidt-Azumaya.
Finalmente, el capítulo 8 caracteriza a los anillos semiperfectos, iniciando con una
exposición sobre el levantamiento de idempotentes, y continuando con un estudio sobre
el comportamiento de los módulos sobre un anillo semiperfecto. Dicho capítulo termina
con una breve exposición sobre anillos básicos.
Por último, se anexa un apéndice con las definiciones elementales de la teoría de cate-
gorías y se da una prueba sobre el teorema de Morita.
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1. Preliminares

1.1. Anillos

Definición 1.1. Un anillo con elemento unitario A es una terna (A,+, ·), donde (A,+)
es un grupo abeliano y (A, ·) es un monoide con elemento neutro 1A, tal que el producto
· distribuye por derecha e izquierda a la suma de (A,+).

Como ejemplo de un anillo se puede tomar End(M), el anillo de endomorfismos de
un grupo abeliano M , donde la suma es la operación heredada de M y el producto es
la composición de funciones. Otros ejemplos más comunes son los números enteros Z,
los números racionales Q, los números complejos C, los enteros módulo un entero n
Zn = Z/nZ, anillos de matrices y anillos de polinomios.
Por otro lado, dado un anillo (A,+, ·) es natural pensar en el anillo (A,+, ?), donde
a ? b = b · a, llamado el anillo opuesto de A que se suele denotar como Aop.
Ahora, dado un anillo A = (A,+, ·), si S es un subgrupo de A tal que (S,+, ·) es un
anillo, entonces se dice que S es un subanillo de A si 1S = 1A. Si I es un subgrupo de
A tal que xa ∈ I para todo x ∈ I y a ∈ A, entonces se dice que I es un ideal derecho
de A. Análogamente, un subgrupo I es un ideal izquierdo si ax ∈ I para todo a ∈ A
y x ∈ I, y un subgrupo I recibe el nombre de ideal bilateral ó ideal si ax, xa ∈ I para
todo a ∈ A y x ∈ I.
Por último, un morfismo de anillos es una función f : A → B tal que f(1A) = 1B,
f(ab) = f(a)f(b) y f(a+ b) = f(a) + f(b) para todo a, b ∈ A.

1.2. Módulos

Definición 1.2. Sea M un grupo abeliano aditivo y A un anillo, se dice que M es
un A-módulo derecho si y sólo si existe una función µ : M × A → M , escrita como
µ(m, a) = ma, tal que
(a) (x+ y)a = xa+ ya

(b) x(a+ b) = xa+ xb

(c) x(ab) = (xa)b

7
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(d) x1 = x

para cualesquiera x, y ∈ M y a, b ∈ A. Por otro lado, se dice que M es un A-módulo
izquierdo si existe una función A×M →M , que cumple los siquientes puntos

(a) a(x+ y) = ax+ ay

(b) (a+ b)x = ax+ bx

(c) (ab)x = a(bx)

(d) 1x = x

para cualesquiera x, y ∈M y a, b ∈ A.

Si M es un A-módulo derecho se le denota como MA, si es un módulo izquierdo se le
denota como AM .

Si un grupo abelianoM es un módulo derecho sobre un anillo A y un módulo izquierdo
sobre un anillo B, de tal manera que b(ma) = (bm)a para todo m ∈M , a ∈ A y b ∈ B,
entonces se dice que M es un B-A bimódulo.

Naturalmente todo anillo A es un A-módulo derecho y un A-módulo izquierdo, así
como un bimódulo bajo el producto del anillo. Estos módulos reciben el nombre de
A-módulo regular derecho, izquierdo y bilateral respectivamente, y se les denota AA,
AA y AAA.

1.2.1. Representación asociada a un módulo

El lema siguiente da una caracterización de los módulos sobre un anillo.

Lema 1.3. Sean A un anillo y M un grupo abeliano.

(a) M es un A-módulo derecho si y sólo si existe un morfismo de anillos

φ : A→ End(M)op,

llamado representación de A asociada a M .

(b) M es un A-módulo izquierdo si y sólo si existe un morfismo de anillos

φ : A→ End(M),

llamado representación de A asociada a M .

Demostración. La demostración se puede consultar en [Pas04].
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1.2 Módulos

Observación 1.4. Sean A y B anillos. Es sencillo probar que existe un morfismo de
anillos ψ : A→ Bop si y sólo si existe un morfismo de anillos φ : Aop → B. Por lo tanto,
si M es grupo abeliano, entonces existe un morfismo de anillos ψ : A → End(M)op si
y sólo si existe un morfismo de anillos φ : Aop → End(M). Lo que implica que M es
un A-módulo derecho si y sólo si es un Aop-módulo izquierdo.

De ahora en adelante en el texto se trabaja con módulos derechos y por ello se les
llamará módulos sin especificar que son módulos derechos, a menos que sea necesario
señalarlo. Sin embargo, recuérdese que para todo resultado sobre módulos derechos
existe otro análogo para módulos izquierdos.

1.2.2. Submódulos

Definición 1.5. Dado un módulo derecho M sobre un anillo A, un submódulo N
de M es un subgrupo tal que para cualquier n ∈ N y a ∈ A se tiene que na ∈ N .
Análogamente, si M es un A-módulo izquierdo, entonces un subgrupo N se le llama
submódulo si para cualquier n ∈ N y a ∈ A se tiene que an ∈ N . Por último, si M
es un A-B bimódulo, entonces un subgrupo N se le llama submódulo de M si es un
submódulo de AM y un submódulo de MB.

Observación 1.6. Los submódulos de AA son los ideales derechos, los de AA reciben el
nombre de ideales izquierdos y los de AAA reciben el nombre de ideales bilaterales ó
simplemente ideales.

Ahora, si N es un submódulo, entonces es un módulo, por lo que existe una represen-
tación φ : A→ End(N)op, y si ψ : A→ End(M)op es la representación de A asociada
a M y a ∈ A, como na ∈ N para cualquier n ∈ N , se tiene que ψ(a) restringida a N es
igual a φ(a), por lo que si se le llama ρ : Im(ψ)→ End(N)op al morfismo que restringe
a N , se tiene que ρψ = φ y ρψ(a)(n) = ψ(a)(n) para cualquier n ∈ N .
Recíprocamente, si N es un subgrupo de M y existen representaciones

φ : A→ End(N)op y ψ : A→ End(M)op

tales que existe un morfismo ρ : Im(ψ)→ End(N)op con el que

ρψ = φ y ρψ(a)(n) = ψ(a)(n)

para cualquier n ∈ N , y si · es el producto del móduloM y ? es el producto del módulo
N , inducidos por sus respectivas respresentaciones, dados n ∈ N y a ∈ A,

n · a = ψ(a)(n) = ρψ(a)(n) = φ(a)(n) = n ? a,

por lo que N es submódulo de M .
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Proposición 1.7. Sea A un anillo. SiM es un grupo abeliano, N es un subgrupo deM
y existen ψ : A→ End(M)op y φ : A→ End(N)op representaciones de A, entonces N
es un submódulo deM si y sólo si existe un morfismo de anillos ρ : Im(ψ)→ End(N)op
tal que ρψ = φ y ρψ(a)(n) = ψ(a)(n) para cualquier n ∈ N .

Luego, si se tiene un morfismo de anillos f : R→ A y una representación

ψ : A→ End(M)op,

la composición ψf : R→ End(M)op es una representación, por lo que ahora M es un
R-módulo, y además todo submódulo NA de MA es un submódulo NR de MR, pues si
se tiene que existe ρ : Im(ψ) → End(N)op tal que ρψ = φ y ρψ(a)(n) = ψ(a)(n) para
cualquier n ∈ N , entonces ρψf = φf y ρψf(a)(n) = ψf(a)(n) para cualquier n ∈ N ,
por lo que todo submódulo de MA es un submódulo de MR.

Proposición 1.8. Si existe un morfismo de anillos f : R → A y un A-módulo M ,
entonces M es un R-módulo y todo submódulo de MA es un submódulo de MR.

Cuando se tiene dicho morfismo, en general no hay forma de relacionar los R-módulos
con los A-módulos. Sin embargo, dada una representación ψ : A → End(M), si se
tiene un ideal bilateral I ⊆ Ker(ψ), entonces existe un morfismo ψ′ : A/I → End(M)
tal que ψ = ψ′π, donde π : A → A/I es la proyección canónica. Por lo que ψ′ induce
que M sea un A/I-módulo.
Además siN es un submódulo de un A-módulo derechoM , entonces existe un morfismo
de anillos ρ : Im(ψ)→ End(N)op tal que ρψ = φ y ρψ(a)(n) = ψ(a)(n) para cualquier
n ∈ N , donde φ : A → End(N)op, pero como ψ = ψ′π se tiene que ρψ′π = φ y
ρψ′π(a)(n) = ψ′π(a)(n) para cualquier n ∈ N . Lo que implica que si

φ′ = ρψ′ : A/I → End(N),

se tiene que ρψ′ = φ′ y ρψ′(a)(n) = ψ′(a)(n) para cualquier n ∈ N y a ∈ A/I. Por lo
tanto N es un submódulo de MA/I .

A

A/I

End(N)op

Im(ψ)

π

ψ

φ

ψ′

ρ

Proposición 1.9. Si M es un A-módulo derecho e I es un ideal bilateral de A tal
que MI = 0, entonces M es un A/I-módulo y N es submódulo de MA si y sólo si es
submódulo de MA/I .
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1.3 Morfismos de módulos

Demostración. Basta notar que si ψ : A → End(M)op es la representación inducida
por MA, entonces MI = 0 si y sólo si I ⊆ Ker(ψ). Por ello el resultado se sigue de la
argumentación anterior.

1.3. Morfismos de módulos

Sean A y B anillos. Dados M y N A-módulos, un morfismo de grupos f : M → N tal
que f(ma) = f(m)a para todo m ∈M y a ∈ A, se llama morfismo de módulos.

Al conjunto de todos los morfismos con dominio M y codominio N se le denota
HomA(M,N). Siendo N un grupo abeliano, HomA(M,N) hereda una estructura de
grupo abeliano con la operación (f + g)(x) = f(x) + g(x).

Más aún, si N es un B-A bimódulo, entonces se puede definir una operación

B ×HomA(M,N)→ HomA(M,N)

que a cada pareja (σ, f) le asigna el morfismo σf definido como (σf)(x) = σf(x) para
toda x ∈M . Tal operación cumple que

(a) σ(f + g)(x) = σ(f(x) + g(x)) = σf(x) + σg(x),

(b) (σ1 + σ2)f(x) = σ1f(x) + σ2f(x),

(c) (σ1σ2)f(x) = σ1(σ2f(x)) = σ1(σ2f)(x),

(d) 1Sf(x) = f(x),

para cualesquiera f, g ∈ HomA(M,N) y σ1, σ2 ∈ B. Por lo tanto, HomA(M,N) es un
B-módulo izquierdo.

Análogamente se tiene el siguiente resultado.

Proposición 1.10. Sean A y B anillos.

(a) Si M es un B-A bimódulo y N es un A-módulo derecho, entonces HomA(M,N)
es un B-módulo derecho con el producto (fσ)(x) = f(σx).

(b) Si M es un A-módulo derecho y N es un B-A bimódulo, entonces HomA(M,N)
es un B-módulo izquierdo con el producto (σf)(x) = σ(f(x)).

(c) Si M es un B-A bimódulo y N es un B-módulo izquierdo, entonces HomB(M,N)
es un A-módulo izquierdo con el producto af(x) = f(xa).

(d) Si M es un B-módulo izquierdo y N es un B-A bimódulo, entonces HomB(M,N)
es un A-módulo derecho con el producto (fa)(x) = f(x)a.

11
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1.3.1. Monomofismos, Epimorfismos e Isomorfismos

Definición 1.11. Sea f : M → N un morfismo de módulos.
Se dice que f es monomorfismo si para cualquier par de morfismos α : K → M
y β : K →M tales que fα = fβ, se tiene que α = β; ó equivalentemente si f es
inyectiva.
Se dice que f es epimorfismo si para cualquier par de morfismos α : N → K y
β : N → K tales que αf = βf , se tiene que α = β; ó equivalentemente si f es
suprayectiva.
Se dice que f es isomorfismo si existe un morfismo g : N →M tal que fg = 1N y
gf = 1M , ó equivalentemente si f es biyectiva. En caso de existir un isomorfismo
entre M y N se dice que M y N son isomorfos, y se denota M ∼= N .

Ahora, dado un morfismo f : M → N es sencillo probar que

Ker(f) = {x ∈M | f(x) = 0}

es un submódulo de M , y

Im(f) = {f(x) ∈ N | x ∈M}

es un submódulo de N . Tales submódulos reciben los nombres de núcleo e imagen de
f . Por lo que f es monomorfismo si y sólo si Ker(f) = 0 y f es epimorfismo si y sólo
si Im(f) = M .
Por otro lado, es importante mencionar que si K es un submódulo de M , entonces
M/K es un módulo. Es claro entonces que la proyección natural π : M →M/K es un
morfismo de módulos.
Utilizando tal morfismo, el siguiente resultado muestra que todo morfismo f : M → N
se factoriza a través de M/K si K ⊆ Ker(f).
Proposición 1.12. Si f : M → N es un morfismo de módulos y K es un submódulo
de M contenido en Ker(f), entonces existe un único morfismo f ′ : M/K → N tal que
f = f ′π, donde π : M →M/K es la proyección natural.

De donde se siguen los 3 teoremas de isomorfismos.
Teorema 1.13. Sea f : M → N un morfismo de módulos. Existe un único ismorfismo
g : M/Ker(f) → Im(f) tal que f = gπ, donde π : M → M/Ker(f) es la proyección
natural.
Teorema 1.14. Si K y N son submódulos de M , entonces (K+N)/K ∼= N/(K∩N).
Teorema 1.15. Si K y N son submódulos de M tales que K ⊆ N , entonces

(M/N)/(N/K) ∼= M/K.
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1.4 Producto y Coproducto de Módulos

1.3.2. Sucesiones exactas cortas

Definición 1.16. Una sucesión de morfismos

...→Mi−1
fi−1→ Mi

fi→Mi+1 → ...

se dice que es exacta si Im(fi−1) = Ker(fi) para toda i. Luego una sucesión

M
f→ N → 0

es exacta si y sólo si f es epimorfismo; una sucesión

0→M
f→ N

es exacta si y sólo si f es monomorfismo; y una sucesión

0→M
f→ N

g→ K → 0

es exacta si y sólo si f es monomorfismo, g es epimorfismo y

Im(f) = Ker(g).

Una sucesión como la anterior se le llama sucesión exacta corta.

Más adelante se expondrán algunas propiedades de las sucesiones exactas cortas, pero
antes es necesaria la definición de los siguientes objetos.

1.4. Producto y Coproducto de Módulos

Definición 1.17. Dada una familia de módulos {Mi}i∈X se definen los siguientes
objetos.

El producto de la familia consiste de un módulo P junto con una familia de
morfismos {πi : P → Mi}i∈X , tal que para todo módulo Y y toda familia de
morfismos {pi : Y → Mi}i∈X existe un único morfismo f : Y → P tal que
πif = pi para todo i ∈ X.

El coproducto ó suma directa de la familia consiste de un módulo C con una
familia de morfismos {ηi : Mi → C}i∈X , tal que para todo módulo Y y toda
familia de morfismos {hi : Mi → Y }i∈X existe un único morfismo f : C → Y tal
que fηi = hi para todo i ∈ X.

13
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Claramente en caso de existir tales objetos son únicos salvo isomorfismo. Más aún,
es sencillo probar que para cualquier familia {Mi}i∈X el producto y la suma directa
existen. Explícitamente, el producto es el módulo

P =
∏
i∈X

Mi = {(mi)i∈X | mi ∈Mi para toda i ∈ X}

junto con los morfismos {πi : P → Mi}i∈X definidos como πj(mi)i∈X = mj para toda
j ∈ X; y el coproducto es el módulo

C =
⊕
i∈X

Mi =
∑
i∈X

Ni

donde Nj = {(mi)i∈X ∈ P | mk = 0 para toda k 6= j}, junto con la familia de
morfismos {ηi : Mi → C}i∈X definidos como ηj(m) = (mi)i∈X donde mj = m y mi = 0
para toda i 6= j.

Observación 1.18. Si {Mi}i∈X es una familia finita de módulos, entonces el producto
es isomorfo al coproducto.

Cabe observar que si M tiene una familia de submódulos {Mi}i∈X tales que

M =
∑
i∈X

Mi y
∑
i 6=j

Mi

 ∩Mj = 0 para toda j ∈ X,

entonces M ∼=
⊕

i∈XMi. De hecho, {Ni}i∈X es una familia de submódulos de C tales
que N i

∼= Mi para todo i ∈ X, C = ∑
i∈XNi y (∑ i 6=jNi) ∩Nj = 0. Por esta razón en

general cada módulo Mi se identifica con Ni y recibe el nombre de sumando directo
de C, y C se considera como el módulo ∑ i∈XMi.

Si se tiene una familia de módulos {Mi}i∈X con Mi = M para todo i ∈ X entonces el
producto se denota como MX y el coproducto como M (X).

Por último, por medio del coproducto se define la siguiente clase de módulos.

Definición 1.19. Un A-módulo M es libre si existe un conjunto X tal que

M ∼=
⊕
i∈X

A = A(X).

1.4.1. Sucesiones que se escinden

Continuando con la exposición de propiedades de la sucesiones exactas cortas, se defi-
nen a continuación las sucesiones que se escinden.
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1.5 Módulos proyectivos y módulos inyectivos

Definición 1.20. Se dice que una sucesión exacta corta

0→M
f→ N

g→ K → 0

se escinde si existe un morfismo h : K → N tal que gh = 1K , ó equivalentemente si
existe un morfismo s : N →M tal que sf = 1M . Si f es un morfismo tal que

0→M
f→ N → N/ Im(f)→ 0

es una sucesión que se escinde, entonces se dice que f es monomorfismo que se escinde.
Si g es un morfismo tal que

0→ Ker(g)→ N
g→ K → 0

es una sucesión que se escinde, entonces se dice que g es un epimorfismo que se escinde.

Se cumple la siguiente proposición.

Proposición 1.21. Si 0 → M
f→ N

g→ K → 0 es una sucesión exacta, entonces f
se escinde si, y sólo si, g se escinde si, y sólo si, Im(f) es sumando directo de N si,
y sólo si, Ker(g) es sumando directo de N . En tal caso N ∼= K ⊕M , y más aún, si
f ′ : N →M y g′ : K → N son morfismos tales que f ′f = 1M y gg′ = 1K, entonces

N = Im(f)⊕Ker(f ′) = Im(g′)⊕Ker(g).

Demostración. Se puede consultar en [Pas04].

1.5. Módulos proyectivos y módulos inyectivos

Definición 1.22. Sea P un módulo.

N 0M

P

	
g

f

h

Se dice que P es proyectivo si para todo epimorfismo f : M → N y todo morfismo
g : P → N , existe un morfismo h : P → M tal que fh = g, ó equivalentemente que
toda sucesión exacta corta

0→ K →M → P → 0

se escinda.
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Se prueba que dada una familia de módulos {Pi}i∈X , la suma directa ⊕i∈X Pi es un
módulo proyectivo si y sólo si Pi es proyectivo para todo i ∈ X. Más aún, si M es un
sumando directo de un módulo proyectivo, entonces M es también proyectivo.

Proposición 1.23. Si {Pi}i∈X una familia de módulos, entonces⊕i∈X Pi es un módulo
proyectivo si y sólo si Pi es proyectivo para todo i ∈ X.

Proposición 1.24. Si P es un módulo proyectivo, entonces todo sumando directo de
P es un módulo proyectivo.

Luego, es sencillo probar que todo módulo libre es proyectivo, lo que implica que todo
módulo proyectivo es sumando directo de un módulo libre, ya que existe un epimorfismo
f : A(P ) → P definido como f(ax)x∈P = ∑

x∈P axx.

Proposición 1.25. P es un módulo proyectivo si y sólo si P es sumando directo de
un módulo libre.

Definición 1.26. Sea I un módulo.

N0 M

I

	
g

f

h

Se dice que I es un módulo inyectivo si para todo monomorfismo f : N → M y todo
morfismo g : N → I, existe un morfismo h : M → I tal que hf = g, ó equivalentemente
que toda sucesión exacta

0→ I → X → Y → 0

se escinda.

De la definición es evidente que un módulo Q es inyectivo si y sólo si es un sumando
directo de todo módulo que lo contenga como submódulo. Con lo que se prueba que
dada una familia de módulos inyectivos {Qi}i∈X , el producto

∏
i∈X Qi es un módulo

inyectivo.

Proposición 1.27. Un módulo Q es inyectivo si y sólo si Q es sumando directo de
todo módulo que lo contenga.

Proposición 1.28. Si {Qi}i∈X es una familia de módulos , entonces ∏i∈X Qi es un
módulo inyectivo si y solo si Qi es un módulo inyectivo para todo i ∈ X.
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1.6 Módulos finitamente generados y cogenerados

1.6. Módulos finitamente generados y cogenerados

A continuación se definen dos clases de módulos importantes y se exponen algunas
propiedades.

Definición 1.29. Un módulo M es finitamente generado si para toda familia F de
submódulos de M tal que ∑N∈F N = M , existe una subfamilia finita no vacia F ′ de
F , tal que ∑N∈F ′ N = M .

Se tienen las siguientes equivalencias del concepto.

Proposición 1.30. Sea A un anillo y M un A-módulo, los siguientes enunciados son
equivalentes:
(a) M es finitamente generado.
(b) Dada una familia X de morfismos con contradominio M , si ∑f∈X Im(f) = M ,

entonces existe una subfamilia finita X ′ de X tal que ∑f∈X′ Im(f) = M .
(c) Dada una familia de módulos X, si existe un epimorfismo f : ⊕N∈X N → M ,

entonces existe una familia finita X ′ ⊆ X y un epimorfismo g : ⊕N∈X′ N →M ,
tal que g es igual a f restringido a ⊕N∈X′ N .

(d) M es generado por un número finito de elementos, llamados generadores de M .
(e) Si {Ni}i∈I es una cadena de submódulos tal que Ni 6= M para todo i ∈ I se tiene

que ∑i∈I Ni 6= M .

Demostración. (a⇒ e) Sea {Ni}i∈I una cadena de submódulos de M tal que Ni 6= M
para toda i ∈ I. Si se supone que∑i∈I Ni = M , entonces debido a queM es finitamente
generado existe un subconjunto finito I ′ ⊆ I tal que ∑i∈I′ Ni = M , lo que implica que
Im = M donde m es el máximo de I ′, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, para
toda cadena de submódulos {Ni}i∈I tal que Ni 6= M se tiene que ∑i∈I Ni 6= M .
(e ⇒ a) Si M no es finitamente generado, entonces existe una familia de submódulos
X tal que ∑

N∈X
N = M pero

∑
N∈F

N 6= M

para toda subfamilia finita F ⊆ X. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que
0 ∈ X. Por lo que si se considera el conjunto

S =
{∑
N∈Y

N | Y ⊆ X y M 6=
∑
N∈Y

N +
∑
N∈F

N para toda subfamilia finita F ⊆ X

}
,

se tiene que S no es vacío ya que 0 ∈ S. Luego, si {Ki}i∈I es una cadena en (S,⊆),
entonces T = ∑

i∈I Ki es una cota superior de la cadena en S. En efecto, es claro que

17



Capítulo 1 Preliminares

Kj ⊆ T para toda j ∈ I, y si se supone que T /∈ S, entonces existen N1, ..., Nn ∈ X
tales que M = T +N1 + ...+Nn; pero entonces la cadena

{Ki +N1 + ...+Nn}i∈I

contradice el punto (e) ya que∑
i∈I

Ki +N1 + ...+Nn = T +N1 + ...+Nn = M .

Por lo tanto, T es una cota superior de la cadena. Por lo que se sigue del lema de Zorn
que existe un elemento maximal K de (S,⊆). Ahora, debido a que K ∈ S, existe una
subfamilia Y ⊆ X tal que K = ∑

N∈Y N y se cumple que K+∑N∈F N 6= M para toda
subfamilia finita F ⊆ X. Pero M = ∑

N∈X N , lo que implica que existe N ∈ X\Y , y
entonces K +N ! K, lo que implica que K +N /∈ S por la maximalidad de K; pero
entonces existen N1, ..., Nn ∈ X tales que

K +N +N1 + ...+Nn = M ,

lo cual contradice el hecho de que K ∈ S ya que N ∈ X. Por lo tantoM es finitamente
generado.
La demostración de la equivalencia entre (a),(b),(c) y (d) se puede consultar en [AF04].

El concepto dual de ser finitamente generado es ser finitamente cogenerado.
Definición 1.31. Un módulo M es finitamente cogenerado si para toda familia F de
submódulos de M tal que ⋂N∈F N = 0 se tiene que existe una subfamilia finita no
vacia F ′ de F , tal que ⋂N∈F ′ N = 0.
Se tienen las siguientes equivalencias del concepto.
Proposición 1.32. Sea A un anillo y M un A-módulo, los siguientes enunciados son
equivalentes:
(a) M es finitamente cogenerado.
(b) Dada una familia X de morfismos con dominio M , si ⋂f∈X Ker(f) = 0, entonces

existe una subfamilia finita X ′ de X tal que ⋂f∈X′ Ker(f) = 0.
(c) Dada una familia de módulos X. Si existe un monomorfismo f : M → ΠN∈XN ,

entonces existe una familia finita X ′ ⊆ X y un monomorfismo g : M → ΠN∈X′N ,
tal que g es igual a πX′f , donde πX′ : ΠN∈XN → ΠN∈X′N es la proyeccion
natural.

(d) Dado un A-módulo N y un conjunto X, si existe un monomorfismo f : M → NX ,
entonces existe un subconjunto finito X ′ de X tal que πX′f : M → NX′ es
monomorfismo, donde NX = ΠXN y πX′ : NX → NX′es la proyección canónica.
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(e) Para toda cadena de submódulos {Ni}i∈I tal que Ni 6= 0 para todo i ∈ I se tiene
que ⋂i∈I Ni 6= 0.

Demostración. (a ⇒ e) Sea {Ni}i∈I una cadena de submódulos de M tal que Ni 6= 0
para toda i ∈ I. Si se supone que ⋂i∈I Ni = 0, entonces debido a que M es finitamente
cogenerado existe un subconjunto finito I ′ ⊆ I tal que ⋂i∈I′ Ni = 0, lo que implica que
Im = 0 donde m es el mínimo de I ′, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, para
toda cadena de submódulos {Ni}i∈I tal que Ni 6= 0 se tiene que ⋂i∈I Ni 6= 0.
(e⇒ a) SiM no es finitamente cogenerado, entonces existe una familia de submódulos
X tal que ⋂

N∈X
N = 0 pero

⋂
N∈F

N 6= 0

para toda subfamilia finita F ⊆ X. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que
M ∈ X. Por lo que si se considera el conjunto

S =
{ ⋂
N∈Y

N | Y ⊆ X y 0 6=
( ⋂
N∈Y

N

)
∩
( ⋂
N∈F

N

)
para toda subfamilia finita F ⊆ X

}
,

se tiene que S no es vacío ya que M ∈ S. Luego, si {Ki}i∈I es una cadena en (S,⊇),
entonces T = ⋂

i∈I Ki es una cota superior de la cadena en S. En efecto, es claro que
Kj ⊇ T para toda j ∈ I, y si se supone que T /∈ S, entonces existen N1, ..., Nn ∈ X
tales que 0 = T ∩N1 ∩ ... ∩Nn; pero entonces la cadena

{Ki ∩N1 ∩ ... ∩Nn}i∈I

contradice el punto (e) ya que ⋂i∈I Ki ∩ N1 ∩ ... ∩ Nn = T ∩ N1 ∩ ... ∩ Nn = 0. Por
lo tanto, T es una cota superior de la cadena. Por lo que se sigue del lema de Zorn
que existe un elemento maximal K de (S,⊇). Ahora, debido a que K ∈ S, existe una
subfamilia Y ⊆ X tal que K = ⋂

N∈Y N y se cumple que K ∩ (⋂N∈F N) 6= 0 para toda
subfamilia finita F ⊆ X. Pero 0 = ⋂

N∈X N , lo que implica que existe N ∈ X\Y , y
entonces K ∩N  K, lo que implica que K ∩N /∈ S por la maximalidad de K; pero
entonces existen N1, ..., Nn ∈ X tales que

K ∩N ∩N1 ∩ ... ∩Nn = 0,

lo cual contradice el hecho de que K ∈ S ya que N ∈ X. Por lo tantoM es finitamente
cogenerado.
La demostración de la equivalencia entre (a),(b),(c) y (d) se puede consultar en [AF04].

Nótese que si M es un módulo finitamente generado, entonces tiene un conjunto finito
de generadores {m1, ...,mk}, lo que implica que dado cualquier submódulo N de M , el
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cociente M/N también tiene un conjunto finito de generadores {m1 +N, ...,mk +N},
por lo tanto cualquier cociente de M es finitamente generado. Recíprocamente si todo
cociente deM es finitamente generado, entonces en particularM ∼= M/0 es finitamente
generado.
De igual manera, si M es un módulo finitamente cogenerado, y N es un submódulo
de M , entonces N también es finitamente cogenerado, en efecto si X es una familia de
submódulos de N tal que ⋂V ∈X V = 0, entonces como X también es una familia de
submódulos de M , existe una subafamilia finita X ′ de X tal que ⋂V ∈X′ V = 0. Por lo
tanto todo submódulo es finitamente cogenerado. Reciprocamente, si todo submódulo
de M es finitamente cogenerado, entonces en particular M es finitamente generado.
Se ha probado la siguiente proposición.

Proposición 1.33. Dado M un módulo se cumple lo siguiente:
(a) M es finitamente generado si y sólo si todo cociente de M también lo es.
(b) M es finitamente cogenerado si y solo si todo submódulo de M también lo es.

Ejemplo 1.34. El módulo Z es finitamente generado pero no finitamente cogenerado.
En efecto, es finitamente generado ya que 1 lo genera, y no es finitamente generado ya
que si

X = {p ∈ Z | p es primo},

entonces ⋂p∈X pZ = 0, pero ⋂p∈F pZ = mZ 6= 0 donde m = ∏
p∈F p para todo subcon-

junto finito F ⊆ X.

Ejemplo 1.35. El móduloM = Zp∞ =
〈

1̄
pk ∈ Q/Z | k ∈ N

〉
es finitamente cogenerado

pero no finitamente generado. En efecto, todo submódulo es de la forma
〈

1̄
pn

〉
para algún

n ∈ N, lo que implica que
〈

1̄
p

〉
está contenido en todo submódulo no nulo, por lo que si

X es una familia de submódulos tal que ⋂N∈X N = 0, se tiene que 0 ∈ X, lo que implica
que existe una subfamilia finita {0} cuya intersección es igual a 0, y entonces M es
finitamente cogenerado. Luego, M no es finitamente generado, ya que M = ∑

k∈N
1̄
pkZ,

pero si se toma un conjunto finito de naturales F es sencillo probar que

1̄
pk

/∈
〈

1̄
pn

〉
n∈F

para todo k > ∑
n∈F n.

Ejemplo 1.36. Dado un campo k. Un espacio vectorial V es finitamente generado si
y sólo si V es de dimensión finita si y sólo si V es finitamente cogenerado. En efecto,
si V es finitamente generado, entonces tiene un conjunto finito de generadores; pero
entonces tal conjunto contiene una base, lo que implica que V es de dimensión finita.
Recíprocamente si V es de dimensión finita, entonces V tiene un conjunto finito de
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generadores, por lo que V es finitamente generado. Por otro lado, si se supone que
existe una base infinita β de V , entonces tomando una sucesión {αi}i∈N se construye
una cadena de submódulos {Vi}i∈N, donde

Vn = 〈α ∈ β | α /∈ {α1, ..., αn}〉 ,

es claro entonces que ⋂i∈I Vi = 0 pero ⋂i∈F Vi 6= 0 para toda fubfamilia finita F ⊆ N, lo
que implica que V no es finitamente cogenerado. Recíprocamente, si V es de dimensión
n, toda cadena de subespacios {Wi}i∈N tal que Wi 6= 0 para toda i ∈ I, induce una
sucesión de enteros

n ≥ dimk V1 ≥ dimk V2 ≥ ... ≥ dimk Vm ≥ ...

pero dimk Vm > 0 para toda m ∈ N, lo que implica que existe un número natural M
tal que dimk Vm = dimk VM para todo m ≥M ; pero entonces ⋂i∈N Vi = VM .

Ejemplo 1.37. Q/Z no es finitamente generado ni finitamente cogenerado. En efecto,
es sencillo probar que

Q/Z =
⊕
p∈X

Zp∞

donde X es el conjunto de todos los primos. Por lo que es claro que ∑p∈X Zp∞ = Q/Z
pero ∑p∈F Zp∞ 6= Q/Z para toda subfamilia finita F ⊆ X, por lo que no es finitamente
generado. Por otro lado, tomando una sucesión {pi}i∈N en X se construye la familiaNn =

∑
i∈N−{1,...,n}

Zp∞i


n∈N

,

que claramente cumple que ⋂i∈NNi pero
⋂
F⊆NNi 6= 0 para toda fubfamilia finita F .

1.7. Ejemplos y construcciones usuales de anillos

En esta sección se verán ejemplos y construcciones de anillos que se utilizarán más
adelante.

1.7.1. Álgebras

Definición 1.38. Sea A un anillo conmutativo. Si B es un anillo tal que existe un
morfismo de anillos φ : A→ B con φ(a)x = xφ(a) para todo a ∈ A y b ∈ B, entonces
se dice que B es un A-álgebra, y que φ es la representación asociada al álgebra B.
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Ahora, más adelante se probará que todo anillo R es isomorfo al anillo de endomorfis-
mos HomR(R,R) = EndR(R) ⊆ End(R). Por lo que es inmediato del Lema 1.3 que un
anillo B es un A-álgebra si y sólo si B es un A módulo izquierdo.
Pero además A es un anillo conmutativo y φ(a)x = xφ(a) para todo a ∈ A y b ∈ B, lo
que implica que B es un A-álgebra si y sólo si B es un A-módulo izquierdo, si y sólo
si B es un A-módulo derecho, si y sólo si B es un A-bimódulo.
Ahora, si B es un A-álgebra, M un B-módulo y ψ : B → End(M)op la representación
asociada aM , entonces la composición de representaciones ψφ : A→ End(M)op induce
una estructura de A-módulo a M . Por lo tanto todo B-módulo es un A-módulo.

Proposición 1.39. Si B un A-álgebra, entonces todo B-módulo es un A-módulo.

Este hecho es de relevancia debido a que bajo determinadas hipótesis algunas propie-
dades de los A-módulos se heredan a los B-módulos. Un ejemplo de este fenómeno es
la siguiente proposición.

Proposición 1.40. Sea B un A-álgebra tal que BA es finitamente generado. Si M un
B-módulo derecho, entonces M es un A-módulo finitamente generado si y sólo si es
un B-módulo finitamente generado.

Demostración. SiM es unA-módulo finitamente generado, entonces existe un conjunto
finito de generadores {m1, ...,mn} de M sobre A; pero en tal caso para todo m ∈ M
existen a1, ..., an ∈ A tales que

m =
n∑
i=1

miai =
n∑
i=1

mi (1Bai) ,

donde 1Bai ∈ B para todo i ∈ {1, ..., n}, lo que implica que MB es finitamente gene-
rado.
Si M es un B-módulo finitamente generado, entonces existe un conjunto finito de
generadores {m1, ...,mn} de M sobre B. Por otro lado, BA es finitamente generado,
lo que implica que existe un conjunto de generadores {b1, ..., bk} ⊆ B sobre A, lo que
implica que

X = {mibj | i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ..., k}}

es un conjunto finito de generadores deM sobre A. En efecto, para todom ∈M existen
x1, ..., xn ∈ B tales que m = ∑n

i=1mixi, pero para cada xj existen y(j)
1 , ..., y

(j)
k ∈ A tales

que xj = ∑k
i=1 biy

(j)
i , lo que implica que

m =
k∑
j=1

n∑
i=1

mibjy
(i)
j ,

y entonces X es un conjunto de generadores.
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Un caso importante a considerar es cuando el anillo A es un campo. En tal caso se puede
considerar la dimensión del álgebra B como espacio vectorial, así como la dimensión
de los B-módulos. Se tiene entonces el siguiente corolario de la proposición anterior.

Corolario 1.41. Sea k un campo y B un k-álgebra de dimensión finita. Si M es un
B-módulo, entonces M es finitamente generado si y sólo si es de dimensión finita.

1.7.2. Álgebras de caminos

Definición 1.42. Un carcaj es un una cuaterna Q = (Q0, Q1, s, t) que consiste en un
conjunto de vértices Q0, un conjunto de flechas Q1 y dos funciones s : Q1 → Q0 y
t : Q1 → Q0 que a cada flecha α ∈ Q1 le asignan un vértice inicial ó vértice de partida
s(α) y un vértice final ó vértice de destino t(α).

Como ejemplo se pueden considerar los siguientes carcajes.

1• 1• 2• 1• 2• 3•α1α2 α1

α2
α3

α1

α2

α3

1•

2•

3•

4• 5•

1•

2•

3• 4•

5•

6•

7•
α1 α2

α3

α4

α1

α2

α3

α4 α5

α6α7

1• ∀i ∈ N i• i+1• ∀i ∈ Nαi
αi

Dado un carcaj Q = (Q0, Q1, s, t) se dice que Q es finito si Q0 y Q1 son conjuntos
finitos. La gráfica subyacente de Q es la gráfica que se obtiene al tomar los vértices
de Q0 y considerar las de flechas de Q1 como aristas y se le denota Q̄. Cuando Q̄ es
conexa se dice que el carcaj Q es conexo.
Ahora, dado un carcaj Q = (Q0, Q1, s, t) y n ∈ N\{0}, un camino de longitud n en Q
es una sucesión de flechas

α1, α2, ..., αn

tal que t(αk) = s(αk+1) para todo k ∈ {1, ..., n − 1} y se denota como α1α2...αn.
Además a cada vértice i ∈ Q0 se le asocia un camino de longitud 0 denotado como ei.
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Dado un camino α = α1...αn se define el vértice inicial de α como s(α1) y se denota
como s(α), análogamente se define el vértice final de α como t(αn) y se denota como
t(α). En caso de que α sea un camino de longitud cero ei entonces se definen sus
vertices inicial y final como s(α) = t(α) = i.

Cabe observar que si α = α1...αn y β = β1...βk son caminos en Q tales que t(α) = s(β),
entonces α1...αnβ1...βk es un camino que se denota como αβ.

Luego, si X es el conjunto de todos los caminos en Q y k es un campo, el álgebra de
caminos en Q sobre k es el espacio vectorial

kQ = k(X)

en el que se identifican sus elementos como combinaciones lineales de caminos, es decir

kQ =

∑
α∈X′

aαα | X ′ es un subconjunto finito de X,aα ∈ k ∀α ∈ X ′
 ,

con el producto que definido en X como

α · β =

αβ si t(α) = s(β)
0 si t(α) 6= s(β)

se extiende al resto de kQ lineal y distributivamente.

Cabe observar que en general kQ no es un anillo, ya que no tiene unidad a menos que
Q tenga un número finito de vértices, como se muestra en la siguiente proposición.

Proposición 1.43. Si k un campo y Q es un carcaj, entonces kQ es un anillo si y
sólo si Q tiene un número finito de vértices.

Demostración. Por construcción, para probar que AQ es anillo basta probar que tiene
elemento identidad, el cual es 1AQ = ∑

i∈Q0 ei. La demostración se puede consultar en
[ASS06].

Ejemplo 1.44. Si k es un campo y Q el siguiente carcaj

1• α1α2

entonces kQ ∼= k 〈x, y〉, donde k 〈x, y〉 denota al anillo de polinomios sobre k con
variables no conmutativas x, y; y si I es el ideal de kQ generado por α1α2 − α2α1,
entonces kQ/I ∼= k[x, y].
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Ejemplo 1.45. Si k es un anillo conmutativo y Q es el carcaj

1• 2•

α1

α2

entonces si I es el ideal de kQ generado por el conjunto {α1α2, α2α1}, se tiene que
kQ/I ∼= M2(k).

1.7.3. Anillos de grupos

Definición 1.46. Sea A un anillo conmutativo y (G, ·) un grupo con elemento neutro
e. El anillo de grupo G sobre el anillo A es el A-módulo libre AG = A(G) en el que se
identifican sus elementos como combinaciones lineales de elementos de G, es decir

AG =

∑
g∈X

agg | X es un subconjunto finito de G, ag ∈ A∀g ∈ X

 ,

con el producto ∑
g∈X

agg

∑
h∈Y

bhh

 =
∑
g∈X

∑
h∈Y

agbhgh.

AG es un anillo con elemento unitario 1Ae.

Ejemplo 1.47. Si (G, ·) ∼= (Z2,+) y k es un campo, entonces kG ∼= k[x]/ 〈x2〉.
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2. Descomposiciones de anillos

Si un anillo se descompone como suma directa de grupos abelianos, entonces se puede
obtener información de este anillo a partir de estos sumandos directos. El objetivo de
éste capítulo es presentar algunas descomposiciones clásicas que serán de utilidad más
adelante.

Se inicia la discusión definiendo los elementos idempotentes y se expone la relación
entre las descomposiciones de un módulo como suma directa finita de submódulos y
los idempotentes de su anillo de endomorfismos.

Ya con esta herramienta, es sencillo presentar resultados clásicos en la teoría de anillos
como la descomposición en bloques, que descompone un anillo como producto de anillos
conexos y el teorema de Wedderburn-Artin que describe la estructura de los anillos
semisimples.

2.1. Idempotentes

En 1870 se publicó la obra ”Linear associative algebra” del matemático Benjamin
Peirce, donde se aborda el estudio de las álgebras asociativas con unidad, encontrando
una relación entre los elementos idempotentes de las álgebras y las descomposiciones
de éstas.

En esta sección se siguen sus pasos definiendo los elementos idempotentes de un anillo
y se exponen propiedades de éstos.

2.1.1. Conceptos básicos

Definición 2.1. Sea A un anillo. Se dice que e ∈ A es idempotente si e2 = e. Si
además e pertenece al centro del anillo, es decir ea = ae para toda a ∈ A, entonces se
dice que e es un idempotente central.

Observación 2.2. Si e es un idempotente, entonces 1− e también es idempotente. Más
aún, si e es central, entonces 1− e también lo es.
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Es inmediato de la definición que todo anillo tiene elementos idempotentes, ya que 1
y 0 lo son. A un idempotente distinto de 0 y 1 se le llamará idempotente no trivial.
Si e es un idempotente distinto de 0, entonces se cumple que eAe es un anillo con las
operaciones de A restringidas a eAe, con neutro aditivo 0 = e0e y unidad e = e1e.

Proposición 2.3. Sea A un anillo. Si e ∈ A es un idempotente distinto de 0, entonces
eAe es un anillo. Y dados M un A-módulo derecho y N un A-módulo izquierdo, se
tiene que Me es un eAe-módulo derecho y eN un eAe-módulo izquierdo.

Demostración. Sea M un A-módulo derecho. Para cada xe ∈ Me, xe(e) = xe, y
debido a que M es un A-módulo, para todo me, ne ∈ Me y eae, ebe ∈ eAe se cumple
lo siquiente
(a) me(eae+ ebe) = meae+mebe,
(b) (me+ ne)eae = meae+mebe,
(c) me(eaeebe) = (meae)ebe.

En consecuencia Me es un eAe-módulo derecho. Análogamente se prueba eN es un
eAe-módulo izquierdo.

Si además e es un idempotente central, entonces todo grupo abelianoM admite estruc-
tura de eAe-módulo derecho si y sólo siM es unA-módulo derecho tal queM(1−e) = 0.
Para probar la necesidad se observa que eAe = Ae = eA debido a que e es central, y
se considera la función τ : A→ eAe definida como τ(a) = eae = ea para toda a ∈ A.
Claramente

τ(1) = e,
τ(a+ b) = eae+ ebe = τ(a) + τ(b) y

τ(ab) = eabe = eeabe = eaebe = (eae)(ebe) = τ(a)τ(b),

por lo que τ es un morfismo de anillos que claramente es suprayectivo, cuyo núcleo es
Ker(τ) = (1− e)A(1− e) ya que ex = τ(x) = 0 si y sólo si

x = ex+ (1− e)x = (1− e)x = (1− e)x(1− e).

De manera que, si M es un grupo abeliano que admite estructura de eAe-módulo
derecho, la representación asociada φ : eAe→ End(M) induce un morfismo de anillos
φτ : A → End(M) el cual confiere al grupo M una estructura de A-módulo tal que
M(1− e) = 0 ya que 1− e ∈ Ker(τ).
Recíprocamente, si M es un A-módulo derecho tal que M(1 − e) = 0, entonces se
cumple que m = me + m(1− e) = me para todo m ∈ M , es decir M = Me, y así M
admite estructura de eAe-módulo por la Proposición 2.3.
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Más aún, siM y N son grupos abelianos que admiten una estructura de eAe-módulos a
la derecha, entonces también sonA-módulos derechos y HomA(M,N) = HomeAe(M,N).
En efecto, es claro que HomA(M,N) ⊆ HomeAe(M,N) y si f ∈ HomeAe(M,N), enton-
ces para todo a ∈ A y m ∈M se tiene que

f(ma) = f(meae) = f(m)eae = f(m)a,

ya que si x(1− e) = 0 se cunple que

xa = x((1− e)a+ eae+ ea(1− e)) = xeae,

por lo que ma = meae y f(m)a = f(m)eae. Por lo tanto, f ∈ HomA(M,N).
Se ha probado el siguiente resultado.

Proposición 2.4. Sea A un anillo y e 6= 0 un idempotente central de A. Se cumplen
los siguientes condiciones.

(a) Existe un morfismo suprayectivo de anillos g : A→ eAe cuyo núcleo es el anillo
(1− e)A(1− e).

(b) Un grupo abeliano M admite estructura de eAe-módulo derecho si y sólo si M
es un A-módulo derecho tal que M(1− e) = 0.

(c) Sean M y N eAe-módulos derechos, entonces HomA(M,N) = HomeAe(M,N).

En la demostración anterior se usó implícitamente el hecho de que 1A = e+ (1− e) y
que e(1−e) = 0. Dichas propiedades se pueden generalizar y se definen a continuación.

Definición 2.5. Sea A un anillo.
Se dice que dos idempotentes e y f son ortogonales si ef = 0 = fe.
Si la unidad del anillo se expresa como una suma finita de idempotentes ortogona-
les dos a dos, es decir, 1A = e1 + ...+en donde ei es idempotente y eiej = 0 = ejei
para todo i 6= j, entonces a dicha expresión se le llama una descomposición de
la unidad.

Observación 2.6. Si e y f son idempotentes ortogonales, entonces e+f es idempotente.

Ejemplo 2.7. Sea k un campo. Si A = Mn(k) entonces todo elemento idempotente de
A es de la forma S−1DS donde S es una matriz invertible y D = (aij) es una matriz
diagonal tal que aii = 0 ó 1 para toda i ∈ {1, ..., n}. En efecto, si E es una matriz
idempotente se tiene que E2−E = 0, lo que implica que el polinomio p(x) = x(x− 1)
anula a E. Esto muestra que el polinomio mínimo mE(x) de E divide a p(x). Se tienen
entonces 3 casos mE(x) = x, mE(x) = x − 1 ó mE(x) = p(x). Si mE(x) = x, se sigue
que E = 0. Si mE(x) = x− 1, se tiene que E = 1A. Y si mE(x) = x(x− 1), entonces E
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es diagonalizable y sus valores propios son 0 y 1, lo que implica que existe una matriz
invertible S tal que S−1ES = D es una matriz diagonal cuyas entradas en la diagonal
son iguales a 0 ó 1.

Ejemplo 2.8. Sea A = M2(Z).

1A =
(

1 0
0 1

)
=
(

1 0
0 0

)
+
(

0 0
0 1

)

es una descomposición de la unidad.

Ejemplo 2.9. Sea A = M3(Z). Si

e =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , f =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 y g =

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

entonces e y g son idempotentes ortogonales, pero f y g son idempotentes no ortogo-
nales.

Ejemplo 2.10. Dado un carcaj Q = (Q0, Q1, s, t) y un campo k. Se construye el álge-
bra de caminos kQ como se definió en 1.42. Los caminos triviales de kQ son idempoten-
tes. Más aún, dados i, j ∈ Qo vértices distintos, los caminos triviales correspondientes
ei y ej son ortogonales ya que s(ei) 6= t(ej). Por lo que si Q tiene un número finito de
vértices, 1 = ∑

i∈Q0 ei es una descomposición de la unidad de kQ.

Ejemplo 2.11. Dado un campo K y n ∈ N se considera el anillo de matrices Mn(k).
Si Ek = (aij) es la matriz cuyas entradas son

aij =


0 si i 6= j

0 si j = i 6= k

1 si j = i = k

donde k ∈ {1, ..., n}, entonces Ek es un idempotente no central.

Ejemplo 2.12. Sean k un campo, G un grupo y H un subgrupo finito de G. Si
η = ∑

g∈H g, entonces

η2 =
∑
g∈H

∑
h∈H

gh =
∑
g∈H

∑
t∈H

t = |H|η.

Por lo tanto, si la característica de k no divide a |H|, se sigue que

h = 1
|H|

η
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es un elemento idempotente de kG. Más aún, h es central si y sólo si H es un subgrupo
normal de G. En efecto, h es central si y sólo si xh = hx para todo x ∈ G, lo que es
equivalente a que

1
|H|

∑
g∈H

xgx−1 = x( 1
|H|

∑
g∈H

g)x−1 = xhx−1 = h = 1
|H|

∑
g∈H

g

para todo x ∈ G, lo cual es cierto si y sólo si xgx−1 ∈ H para todo g ∈ H y x ∈ G, es
decir H E G. En particular, tomando G como el grupo dihédrico

D2n =
〈
r, s | rn = s2 = 1, rs = sr−1

〉
,

se tiene que el elemento 1
n

∑n
i=1 r

i es un idempotente central de kG siempre y cuando
n sea distinto de 0 en k.

Las descomposiciones de la unidad son importantes ya que permiten descomponer
un módulo como una suma directa finita de grupos abelianos. Dicho procedimiento se
expone en la siguiente sección. Pero antes de abordarlo es necesaria una ligera discusión
sobre el grupo de morfismos de ciertos módulos.

2.1.2. Idempotentes y grupos de morfismos

Se sabe que dados M y N A-módulos, el conjunto HomA(M,N) es un grupo abe-
liano. En esta subsección se dan algunas condiciones sobre M y N de manera que
HomA(M,N) admita estructura de módulo.

Para cada A-módulo derecho M y cada idempotente e ∈ A, se tiene que los elementos
de HomA(eA,M) están determinados de manera única por su imagen en e. En efecto,
se tiene que para todo ea ∈ eA y f ∈ HomA(eA,M), f(ea) = f(e)a, por lo que f está
determinado por f(e). Ahora, si m = f(e) se tiene que

m = f(e) = f(ee) = f(e)e = me,

por lo que f(e) ∈ Me. Esto define una función ψ : HomA(eA,M) → Me dada por
ψ(f) = f(e) que claramente es un morfismo de grupos.

Además, f(e) = ψ(f) = 0 si y sólo si f = 0, por lo que ψ es inyectiva; y dado me ∈Me
se tiene que la función definida como f(ea) = mea es un elemento de HomA(eA,M)
ya que

f(ea+ eb) = m(ea+ eb) = f(ea) + f(eb),

por lo que se tiene un elemento f ∈ HomA(eA,M) tal que ψ(f) = me. Por lo tanto, ψ
es un isomorfismo de grupos.
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Más aún, considerando la estructura de A-módulo izquierdo de A, se tiene por la
Proposición 2.3 que eA es un eAe-módulo izquierdo. De manera que la Proposición 1.10
implica que HomA(eA,M) es un eAe-módulo derecho al igual que Me. De manera que
ψ es un isomorfismo de eAe-módulos derechos, ya que

ψ(feae) = (feae)(e) = f(eae) = f(e)eae = ψ(f)eae

para todo f ∈ HomA(eA,M) y eae ∈ eAe.
En particular, si se toma M = eA, por la discusión anterior se tiene que existe un
isomorfismo de módulos ψ : EndA(eA)→ eAe, que además cumple

ψ(fg) = fg(e) = f(eg(e)) = f(e)g(e) = ψ(f)ψ(g),

ψ(1) = 1(e) = e = 1eAe.

Por lo que ψ es un morfismo de anillos.

Proposición 2.13. Sean A un anillo, M un A-módulo derecho y e un idempotente
de A. Existe un isomorfismo de eAe-módulos derechos HomA(eA,M) ∼= Me, y un
isomorfismo de anillos EndA(eA) ∼= eAe.

En particular, si en el resultado anterior se toma e = 1 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.14. Sea A un anillo. Existe un isomorfismo de A-módulos derechos
HomA(A,M) ∼= M y un isomorfismo de anillos EndA(A) ∼= A.

Ahora, si se tiene un A-módulo izquierdo N , entonces de la misma manera se puede
definir un morfismo φ : HomA(Ae,N)→ eN definido como φ(f) = f(e), que resulta ser
un isomorfismo de eAe-módulos izquierdos. Y más aún, se puede probar análogamente
que si se toma N = Ae, entonces φ : EndA(Ae)op → eAe es un isomorfismo de anillos.
Se tienen entonces los siguientes resultados.

Proposición 2.15. Sean A un anillo, N un A-módulo izquierdo y e un idempotente
de A. Existe un isomorfismo de eAe-módulos izquierdos HomA(Ae,N) ∼= eN , y un
isomorfismo de anillos EndA(AAe) ∼= eAe. En particular, tomando e = 1 se tiene que
existe un isomorfismo de A-módulos izquierdos HomA(AA,AN) ∼=A N y un isomorfismo
de anillos EndA(AA) ∼= Aop.

Los resultados anteriores se pueden generalizar considerando el grupo de morfismos
entre dos módulos de tal manera que uno admita una estructura de bimódulo. La
siguiente proposición contiene el estudio de dichos casos.

Teorema 2.16. Sean A, B y C anillos. Si e ∈ A y f ∈ B son elementos idempotentes
se cumplen los siguientes enunciados.
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(a) Si M es un A-C bimódulo y N es un C módulo derecho, entonces existe un
isomorfismo HomC(eM,N) ∼= HomC(M,N)e de B-eAe bimódulos.

(b) Si M es un C módulo derecho y N es un B-C bimódulo, entonces existe un
isomorfismo HomC(M, fN) ∼= f HomC(M,N) de fBf -A bimódulos.

(c) Si M es un A-C bimódulo y N es un B-C bimódulo, entonces existe un isomor-
fismo HomC(eM, fN) ∼= f HomC(M,N)e de fBf -eAe bimódulos.

(d) Si M es un C-A bimódulo y N es un C módulo izquierdo, entonces existe un
isomorfismo HomC(Me,N) ∼= eHomC(M,N) de eAe-B bimódulos.

(e) Si M es un C-módulo izquierdo y N es un C-B bimódulo, entonces existe un
isomorfismo HomC(M,Nf) ∼= HomC(M,N)f de A-fBf bimódulos.

(f) Si M es un C-A bimódulo y N es un C-B bimódulo, entonces existe un isomor-
fismo HomC(Me,Nf) ∼= eHomC(M,N)f de eAe-fBf bimódulos.

Demostración. Se probarán los puntos (a), (b) y (c). La prueba de (d), (e) y (f) es
análoga.
(a) Si M es un A-C bimódulo y N es un C módulo derecho, entonces por las

Proposiciones 1.10 y 2.3 se tiene que HomC(eM,N) y HomC(M,N)e
son B-eAe bimódulos. Luego, se considera la función φ : HomC(M,N)e →
HomC(eM,N) que a cada he ∈ HomC(M,N)e le asigna la restricción he|eM ,
es decir

φ(he)(x) = he(ex) = h(ex).

Se tiene entonces que

φ(he+ ge)(x) = h(ex) + g(ex) = φ(h)(x) + φ(g)(x),
φ(b(he)eae)(x) = (b(he)eae)(ex) = eaeh(ex)b = (eaeφ(h)b)(x),
φ(1Bhe)(x) = h(ex) = φ(he)(x),
φ(he1eAe) = h(ex) = φ(he)(x).

Por lo tanto, φ es un morfismo de bimódulos. Y además h(ex) = φ(he)(x) = 0
para toda x ∈ M si y sólo si he = 0, por lo que φ es monomorfismo. Y dado
g ∈ HomC(eM,N) se tiene que φ(h) = g, donde h(x) = g(xe). Por lo que φ es
un isomorfismo.

(b) Si M es un C-módulo derecho y N es un B-C bimódulo, entonces por las
Proposiciones 1.10 y 2.3 se tiene que HomC(M, fN) y f HomC(M,N) son fBf -A
bimódulos. Luego, notando que para todo fh ∈ f HomC(M,N) el contradominio
de fh está contenido en fN , se sigue que la función

φ : f HomC(M,N)→ HomC(M, fN)
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definida como φ(fh)(x) = fh(x) es un morfismo de bimódulos. Además es claro
que φ es monomorfismo. Y dado g ∈ HomC(M, fN) se tiene que φ(h) = g, donde
h(x) = g(x). Por lo que φ es un isomorfismo.

(c) Se sigue de los incisos anteriores.

2.2. La descomposición de Peirce

En esta sección se prueba que cada descomposición de la unidad del anillo induce
una descomposición del anillo como suma directa de ideales derechos y como suma
directa de ideales izquierdos, y recíprocamente si el anillo se descompone como una
suma directa de ideales, entonces dicha descomposición induce una descomposición de
la unidad. Dichas descomposiciones se les llamarán descomposiciones de Peirce, las
cuales jugarán un papel importante en los siguientes capítulos.

2.2.1. Descomposición de Peirce de un anillo

Un primer paso para llegar a las descomposiciones de un anillo es considerar las descom-
posiciones de un módulo. Esta sección expone la relación entre las descomposiciones
de un módulo y las descomposiciones de la unidad del anillo de endomorfismos del
módulo.
Sea M un A-módulo derecho que se descompone como suma directa finita de sub-
módulos M = M1 ⊕ ... ⊕Mn. Cada m ∈ M se expresa de manera única como una
suma m = ∑

mi, con mi ∈ Mi. Considérense las proyecciones e inclusiones naturales
πi : M → Mi y ηi : Mi → M respectivamente; entonces ρi = ηiπi ∈ EndA(M) para
toda i ∈ {1, ..., n}.
Para cada i ∈ {1, ..., n} se tiene que ρi(m) = mi, donde m = ∑

mi es un elemento
arbitrario de M . Así, para toda pareja i, j ∈ {1, ..., n} con i 6= j se tiene que

ρiρj(m) = ρi(mj) = 0 = ρj(mi) = ρjρi(m),

ρ2
i (m) = ρi(ρi(m)) = ρi(mi) = mi = ρi(m) y

m = m1 + ...+mn = ρ1(m) + ...+ ρn(m)

para toda m ∈M , por lo que ρ2
i = ρi, ρiρj = 0 y 1M = ρ1 + ...+ ρn.

Se ha probado entonces que una descomposición de un módulo M como suma directa
finita de submódulos induce una descomposición de la unidad de su anillo de endo-
morfismos. Recíprocamente, si existe una descomposición 1 = e1 + ...+ en, donde 1 es
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la unidad de EndA(M), se tiene que

M = 1M = (e1 + ...+ en)M = M1 + ...+Mn

donde Mi = Im(ei). Y si x∈ Mi ∩
∑
j 6=iMj, entonces x = ei(m) = ∑

j 6=i ej(mj), por lo
que

x = ei(m) = e2
i (m) = ei

∑
j 6=i

ej(mj) =
∑
j 6=i

eiej(mj) = 0.

Por lo tanto, se ha obtenido una descomposición M = M1 ⊕ ...⊕Mn.
Se ha probado el siguiente resultado.
Proposición 2.17. Sea A un anillo. Dado M un A-módulo derecho, existe una biyec-
ción entre las descomposiciones de M como suma directa finita de submódulos y las
descomposiciones de la unidad de EndA(M).
Observación 2.18. Nótese que la discusión anterior también es válida para módulos
izquierdos.
Ahora, sean M un A-módulo y B = EndA(M). Debido a que B es un subanillo de
End(M), existe una inclusión de anillos φ : B → End(M), lo que implica que M es un
B-módulo izquierdo por el lema 1.3.
A continuación se busca aprovechar el resultado anterior para encontrar una descom-
posición de la unidad de EndB(BM) que induzca una descomposición útil de M como
B-módulo izquierdo. Para ello, se observa que si a es un elemento de A, entonces la
función fa : M → M definida como f(m) = ma es un endomorfismo de grupos abe-
lianos, y más aún, es un morfismo de B-módulos izquierdos. En efecto, si g ∈ B y
m ∈M

fa(gm) = g(m)a = g(ma) = g(fa(m)),

por lo que fa ∈ EndB(M) para todo a ∈ A. Además, dados a, b ∈ A se tiene que
fb + fa = fa+b y fbfa = fab. Por lo que si a es idempotente, fa también lo es, y si a y
b son idempotentes ortogonales, entonces fa y fb también lo son.
En consecuencia, una descomposición de la unidad 1A = e1 + e2 + ... + es induce una
descomposición 1M = f1 = fe1 + ...+ fes de la unidad de EndB(M), lo que induce a su
vez una descomposición de M como suma directa de B-submódulos izquierdos

BM = fe1M ⊕ ...⊕ fesM = Me1 ⊕Me2 ⊕ ...⊕Mes.

Esta descomposición recibe el nombre de descomposición de Peirce por la derecha de
M .
Análogamente, si M es un A-módulo izquierdo, entonces es un módulo izquierdo sobre
C = EndA(AM) y se le puede descomponer como

CM = e1M ⊕ ...⊕ esM .
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Proposición 2.19. Sea A un anillo y 1A = e1 + ... + en una descomposición de la
unidad.

Todo módulo derecho M se descompone como suma directa de grupos abelianos
M = Me1⊕ ...⊕Men y cada grupo Mei es un módulo izquierdo sobre EndA(M).
Todo módulo izquierdo M se descompone como suma directa de grupos abelianos
M = e1M⊕ ...⊕enM y cada grupo eiM es un módulo derecho sobre EndA(M)op.

Ahora, si se consideran AA y AA, los A-módulos regulares derecho e izquierdo del
anillo, de la Proposición 2.19 se obtienen las siguientes descomposiciones.
Definición 2.20. Sea A un anillo con una descomposición de la unidad 1 = e1+...+en.

La descomposición A = e1A ⊕ ... ⊕ enA recibe el nombre de descomposición de
Peirce a la izquierda.
La descomposición A = Ae1 ⊕ ... ⊕ Aenrecibe el nombre de descomposición de
Peirce a la derecha.

Por lo tanto, una descomposición de la unidad del anillo induce una descomposición
de éste como suma directa finita de ideales derechos y también como una suma directa
finita de ideales izquierdos.
Recíprocamente, cada descomposición del anillo como suma directa finita de ideales
derechos ó izquierdos induce una descomposición de la unidad. Más aún, siempre que
se tenga una descomposición AA = ⊕

i∈X Ji con Ji 6= 0 para toda i ∈ X, se tiene que
X es finito y esta descomposición induce una descomposición de la unidad 1 = ∑

i∈X ei
tal que Ji = eiA para toda i ∈ X.
En efecto, 1 ∈ A por lo que existe una expresión única 1 = ∑

i∈Y αi con Y ⊆ X finito
y αi ∈ Ji\{0} para toda i ∈ Y . Y para toda j ∈ Y se tiene que

αj = (
∑
i∈Y

αi)αj =
∑
i∈Y

αiαj,

lo que implica que α2
j = αj para toda j ∈ Y y αiαj = 0 para toda i 6= j en Y . Por lo

tanto, 1 = ∑
i∈Y αi es una descomposición de la unidad. Luego, si se supone que X\Y

no es vacío, existe x ∈ Jk para algún k ∈ X\Y ; pero en tal caso

x = (
∑
i∈Y

αi)x =
∑
i∈Y

αix = 0

ya que αix∈ Ji, lo que implica que Jk = 0 lo cual es una contradicción. Por lo tanto
X = Y .
Por último si x ∈ Ji, entonces x = ∑

i∈X αix, por lo que x = αix ya que αjx ∈ Jj. Lo
que implica que Ji = αiA para toda i ∈ X.
Se tiene entonces el siguiente resultado.
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Proposición 2.21. Sea A un anillo. Si AA = ⊕
i∈X Ji, entonces X es finito y la

expresión única 1A = ∑
ei con ei ∈ Ji es una descomposición de la unidad tal que

Ji = eiA.

Es sencillo entonces deducir lo siguiente.

Proposición 2.22. Sea A un anillo. Existe una biyección entre

(a) las descomposiciones de la unidad de A,

(b) las descomposiciones de la unidad de EndA(A),
(c) las descomposiciones de A como suma directa de ideales derechos y

(d) las descomposiciones de A como suma directa de ideales izquierdos.

Demostración. Notando que una descomposición de la unidad de A es una descompo-
sición de la unidad de Aop se tiene por las Proposiciones 2.21 y 2.17 que las descom-
posiciones de A como suma directa de ideales derechos ó izquierdos están en corres-
pondencia biyectiva con las descomposiciones de la unidad de EndA(A). A su vez, las
descomposiciones de la unidad de EndA(A) están en correspondencia biyectiva con las
descomposiciones de la unidad de A por la Proposición 2.14.

Ahora, dada una descomposición de la unidad 1A = e1 + ...+ en, cada sumando eiA de
la descomposición de Peirce a la derecha inducida es un A-módulo derecho, por lo que
la descomposición de la unidad induce una descomposición de grupos abelianos por la
Proposición 2.19.

eiA = eiAe1 ⊕ ...⊕ eiAen

Procediendo de la misma manera con cada sumando de la descomposición de Peirce
a la derecha, se llega a que una descomposición de la unidad 1 = e1 + ... + en de A
induce una descomposición de grupos abelianos

A =
n⊕
i=1

(
n⊕
j=1

eiAej) =
n⊕

i,j=1
eiAej.

Dicha expresión es conocida como la descomposición de Peirce del anillo ó descompo-
sición de Peirce bilateral.

Teorema 2.23. Si existe una descomposición de la unidad 1 = e1 + ... + es de un
anillo A, entonces el anillo se descompone como la suma directa de grupos abelianos
A = ⊕n

i,j=1 eiAej.

Observación 2.24. Cada sumando eiAej admite estructura de eiAei-ejAej bimódulo.
En efecto, por la Proposición 2.3 eiAej es un grupo abeliano que admite estructura
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de eiAei-módulo derecho y ejAej-módulo izquierdo, y dados x ∈ eiAej, y ∈ eiAei y
z ∈ ejAej se tiene que x(yz) = (xy)z, por lo que eiAej es un bimódulo.

Además, claramente se cumple que (eiAej)(ejAek) ⊆ eiAek para todo i, j, k ∈ {1, ..., n},
y (eiAej)(ekAel) = 0 para todo j 6= k y j, i, k, l ∈ {1, ..., n}.

Las descomposiciones de Peirce son útiles para estudiar la estructura de un anillo de
forma separada. Para ello se pueden relacionar los ideales del anillo eAe con los de A
de la siguiente manera.

En general un ideal derecho I de eAe no es un ideal derecho de A. Pero se puede
considerar el ideal

IA = {
m∑
i=1

niai | m ∈ N, ni ∈ I, ai ∈ A}.

Cabe notar que
IA = I(eAe⊕ C) = IeAe⊕ IC = I ⊕ IC,

donde C = eA(1− e)⊕ (1− e)Ae⊕ (1− e)A(1− e).

Enconsecuencia, si se tienen dos ideales derechos I y J de eAe tales que IA = JA,
esto es J ⊕ JC = I ⊕ IC, pero I, J ⊆ eAe e IC, JC ⊆ C, entonces como A = eAe⊕C
se tiene que I = J e IC = JC.

Proposición 2.25. Dado A un anillo con un idempotente e, si I y J son ideales de
eAe tales que IA = JA, entonces I = J .

2.2.2. Representación matricial de un anillo

Dado un anillo A, si se tiene una descomposición de la unidad 1A = e1 + ... + en, la
descomposición de Peirce inducida permite una interpretación de A en forma matricial.

Sean a y b elementos de A. Utilizando la descomposición de Peirce se tiene que

a =
n∑

i,j=1
aij y b =

n∑
i,j=1

bij,

donde aij = eiaej y bij = eibej para toda i, j ∈ {1, ..., n}. Por lo que

a+ b =
n∑

i,j=1
aij + bij y ab =

n∑
i,j=1

n∑
k,t=1

aikbtj =
n∑

i,j=1

n∑
k=1

aikbkj,

ya que si k 6= t, entonces aikbtj = eiaeketbej = 0.
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Por lo tanto, si se considera el conjunto

X =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22
...

... . . .
an1 . . . ann

 | aij ∈ eiAej

,

y se definen las operaciones
a11 . . . a1n
... . . .
an1 ann

+


b11 . . . b1n
... . . .
bn1 bnn

 =


a11 + b11 . . . a1n + b1n

... . . .
an1 + bn1 ann + bnn

 ,

a11 . . . a1n
... . . .
an1 ann



b11 . . . b1n
... . . .
bn1 bnn

 =


∑n
i=1 a1ibi1 . . .

∑n
i=1 a1ibin

... . . .∑n
i=1 anibi1

∑n
i=1 anibin

 ,
es sencillo probar no sólo que X es un anillo, sino que X y A son isomorfos mediante
el morfismo φ : A→ X definido como

φ(a) =


e1ae1 . . . e1aen
... . . .

enae1 enaen

 .

Por esto en general A se identifica con el anillo X, y se suele escribir

A = X =


A11 A12 . . . A1n

A21 A22
...

... . . .
An1 . . . Ann

 .

Este procedimiento es especialmente útil cuando se considera el anillo de endomorfis-
mos de un módulo M cuando éste se descompone como suma directa finita de submó-
dulos M = M1 ⊕ ... ⊕Mn. En tal caso por la Proposición 2.17 la descomposición de
M induce una descomposición de la unidad 1M = ρ1 + ...+ ρn, con la cual

EndA(M) =


B11 B12 . . . B1n

B21 B22
...

... . . .
Bn1 . . . Bnn

 ,
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donde B = EndA(M) y Bij = ρiBρj.

Ahora, recordando la Proposición 2.16, se tiene que

ρiBρj = ρi EndA(M)ρj ∼= HomA(ρjM,ρiM) ∼= HomA(Mj,Mi).

Por lo tanto, si

C =


C11 . . . C1n
... . . . ...
Cn1 . . . Cnn


donde Cij = HomA(Mj,Mi), entonces fijfjk ∈ HomA(Mk,Mi) para todo fij ∈ Cij y
fjk ∈ Cjk, por lo que las operaciones

f11 . . . f1n
... . . .
fn1 fnn

+


g11 . . . g1n
... . . .
gn1 gnn

 =


f11 + g11 . . . f1n + g1n

... . . .
fn1 + gn1 fnn + gnn

 ,

f11 . . . f1n
... . . .
fn1 fnn



g11 . . . g1n
... . . .
gn1 gnn

 =


∑n
i=1 f1igi1 . . .

∑n
i=1 f1igin

... . . .∑n
i=1 fnigi1

∑n
i=1 fnigin

 ,
están bien definidas. Es entonces sencillo demostrar que con estas operaciones C es un
anillo, y además que C es isomorfo a B. Por lo que en general EndA(M) se identifica
con el anillo 

EndA(M1) . . . HomA(Mn,M1)
... . . . ...

HomA(M1,Mn) . . . EndA(Mn)

 .

Se puede generalizar aún más esta idea para expresar como matrices los morfismos
entre dos módulos que se descomponen como suma directa finita de submódulos.

En efecto, considérense dos módulosM y N . Es sencillo probar queW = HomA(N,M)
es un EndA(M)-EndA(N) bimódulo. Por lo que si

M = M1 ⊕ ...⊕Mn y N = N1 ⊕ ...⊕Nm,

se tienen descomposiciones de la unidad

1EndA(M) = ρ1 + ...+ ρn y 1EndA(N) = τ1 + ...+ τm,

con las que, tras hacer la descomposición de Peirce a la derecha a los sumandos de la
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descomposición de Peirce a la izquierda de W se obtiene la descomposición

HomA(N,M) =
n,m⊕
i,j=1

ρi HomA(N,M)τj ∼=
n,m⊕
i,j=1

HomA(Nj,Mi).

Ya con esta última expresión se tiene que HomA(N,M) es claramente isomorfo al grupo
de matrices cuyas entradas son los elementos de HomA(Nj,Mi). Explícitamente, si

L =


HomA(N1,M1) . . . HomA(Nm,M1)

... . . . ...
HomA(N1,Mn) . . . HomA(Nm,Mn)

 ,

existe un isomorfismo χ(N,M) : HomA(N,M)→ L definido como

χ(N,M)(f) =


π1fη

′
1 . . . π1fη

′
m

... . . . ...
πnfη

′
1 . . . πnfη

′
m

 ,

donde πi : M → Mi y π′j : N → Nj son las proyecciones canónicas y ηi : Mi → M
y η′j : Nj → N las inclusiones canónicas. La relevancia de este isomorfismo es que se
pueden identificar los morfismos entre módulos como matrices, y como tales no solo
se pueden sumar, sino además se pueden componer utilizando el producto usual de
matrices.

En efecto, supónganseM y N con las descomposiciones anteriores y H = H1⊕ ...⊕Ht,
y considérense f ∈ HomA(N,M) y g ∈ HomA(M,H), entonces

f =


f11 . . . fm1
... . . . ...
f1n . . . fmn

 , g =


g11 . . . gn1
... . . . ...
g1t . . . gnt


con πjfη′i = fij ∈ HomA(Ni,Mj) y π′′sgηk = gks ∈ HomA(Mk, Hs) donde π′′s : H → Hs

es la proyección canónica. Operando como matrices se tiene que
f11 . . . fm1
... . . .
f1n . . . fmn



g11 . . . gn1
... . . .
g1t . . . gnt

 =


∑n
i=1 gi1f1i . . .

∑n
i=1 gi1fmi

... . . .∑n
i=1 gitf1i . . .

∑n
i=1 gitfmi

 .
mientras que operando normalmente se tiene que

gf = (
n,t∑

k,s=1
π′′sgηk)(

m,n∑
i,j=1

πjfη
′
i) =

t∑
s=1

n∑
k=1

m∑
i=1

π′′sgηkπkfη
′
i =

n∑
k=1

t∑
s=1

m∑
i=1

gksfik,
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por lo tanto se tiene que χ(N,H)(gf) = χ(M,H)(g)χ(N,M)(f).
De la discusión anterior se tiene el siguiente resultado.

Proposición 2.26. Dados módulos que se descomponen como suma directa finita de
submódulos, los morfismos entre éstos se pueden expresar, sumar y componer como
matrices cuyas entradas son morfismos entre los sumandos de dichos módulos. En
particular, si M = M1 ⊕ ...⊕Mn, entonces existe un isomorfismo de anillos

EndA(M) ∼=


EndA(M1) HomA(M2,M1) . . . HomA(Mn,M1)

HomA(M1,M2) EndA(M2)
... . . .

HomA(M1,Mn) EndA(Mn)

 .

Gracias a lo discutido en esta subsección, de ahora en adelante se identificarán los mor-
fismos entre dos módulos como matrices siempre que sea de utilidad dicha expresión.
Por último hace falta ver si es posible evaluar un morfismo como matriz. Si M y N
se descomponen como en la discusión anterior, entonces todo m ∈ M se expresa de
manera única como

m =
n∑
i=1

mi,

y para todo f ∈ HomA(M,N) se tiene que

f(m) =
n∑

ij=1
ρifρj(m) =

n∑
ij=1

ρifρj(mj).

Ahora, identificando los elementos de M con los vectores de la forma

m =


m1
...
mn

 ,
se tiene que

f(m) =


f11 . . . fn1
... . . .
f1m fnm



m1
...
mn

 =


∑
fi1mi
...∑
finmi

 .
De esta manera a cada morfismo se le puede asociar una matriz y operarlo como una.

Corolario 2.27. Si N = M (n), entonces EndA(N) ∼= Mn(EndA(M)).

Corolario 2.28. Dado un anillo A. EndA(A(m)) ∼= Mm(A).
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2.2.3. Anillos de matrices generalizadas

En la subsección anterior se mostró cómo la descomposición de Peirce induce una
representación matricial de un anillo. Dicha representación se sigue del hecho de que
si se tiene una descomposición de la unidad 1 = e1 + ...+ en, entonces se descompone
al anillo como suma de grupos abelianos A = ⊕n

i,j=1Mij, donde Mij = eiAej, y tales
que con el producto del anillo admiten estructura de bimódulos, que además satisfacen
MijMjk ⊆Mik y MijMkl = 0 si j 6= k para todo i, j, k, l ∈ {1, ..., n}.

Esta última propiedad permite definir una función ejAej-balanceada

ψjik : Mij ×Mjk →Mik

como ψjik(m,n) = mn, y por la propiedad universal del producto tensorial ψjik induce un
morfismo de grupos ϕjik : Mij⊗Mjk →Mik para toda i, j y k tal que ϕjik(m⊗n) = mn.
Por lo que si se tienen x, y ∈ A, su producto es igual a

xy = (
n∑

k,t=1
xkt)(

n∑
i,j=1

yij) =
n∑

k,t=1
(

n∑
i,j=1

xktyij) =
n∑

k,t=1
(
n∑
j=1

xktytj) =
n∑

k,t=1

n∑
j=1

ϕtkj(xkt ⊗ ytj),

donde xkt = ekxet y yij = eiyej. Luego, como el producto de A es asociativo, para
cualesquiera i, j, k, t ∈ {1, ..., n}, dados x ∈Mij, y ∈Mjk y z ∈Mkt se tiene que

ϕjit(1⊗ ϕkjt)(x⊗ y ⊗ z) = ϕjit(x⊗ (ϕkjt(y ⊗ z))) = x(ϕkjt(y ⊗ z)) = x(yz) = (xy)z y

x(yz) = (xy)z = (ϕjik(x⊗ y))z = ϕkit((ϕ
j
ik(x⊗ y))⊗ z) = ϕkit(ϕ

j
ik ⊗ 1)(x⊗ y ⊗ z),

esto es ϕjit(1⊗ ϕkjt) = ϕkit(ϕ
j
ik ⊗ 1).

Resumiendo, si A es un anillo con una descomposición de la unidad 1 = e1 + ... + en,
entonces existe una descomposición de grupos abelianos A = ⊕n

i,j=1Mij, tal que Mii

es anillo para toda i ∈ {1, ..., n} y Mij es un Mii-Mjj bimódulo para cualesquiera
i, j ∈ {1, ..., n}, junto con una familia de morfismos {ϕjik : Mij⊗Mjk →Mik}ni,j,k=1 que
cumple ϕjit(1⊗ ϕkjt) = ϕkit(ϕ

j
ik ⊗ 1) para cualesquiera i, j, k, t ∈ {1, ..., n}.

Recíprocamente, si A es un grupo abeliano con una descomposición

A =
n⊕

i,j=1
Mij

donde Mii = Ai es anillo para toda i ∈ {1, ..., n} y Mij es un Ai-Aj bimódulo para
cualesquiera i, j ∈ {1, ..., n}, junto con una familia de morfismos

X = {ϕjik : Mij ⊗Aj
Mjk →Mik | i, j, k ∈ {1, ..., n}}

43



Capítulo 2 Descomposiciones de anillos

tal que ϕkit(ϕ
j
ik ⊗ 1) = ϕjit(1⊗ ϕkjt) para todo i.j.k, t ∈ {1, ..., n}, es decir que conmuta

el siguiente diagrama,

Mij ⊗Mjk ⊗Mkt

	

Mij ⊗Mjt

Mik ⊗Mkt Mit

1⊗ ϕkjt

ϕjik ⊗ 1 ϕjit

ϕkit

entonces A es un anillo con el producto definido como

[xij][yij] =
n∑

i,j=1

n∑
k=1

ϕkij(xik ⊗ ykj) = [
n∑
k=1

ϕkij(xik ⊗ ykj)]

para todo [xij], [yij] ∈ A, donde [xij] denota un elemento arbitrario ∑n
i,j=1 xij ∈ A con

xij ∈Mij para toda pareja (i, j).

En efecto, el producto es distributivo pues dados [xij], [yij], [zij] ∈ A arbitrarios se tiene
que

[xij]([yij] + [zij]) = [xij][yij + zij] = [
n∑
k=1

ϕkij(xik ⊗ (ykj + zkj))]

= [
n∑
k=1

ϕkij(xik ⊗ ykj) + ϕkij(xik ⊗ zkj)]

= [
n∑
k=1

ϕkij(xik ⊗ ykj)] + [
n∑
k=1

ϕkij(xik ⊗ zkj)]

= [xij][yij] + [xij][zij],

y análogamente

([xij] + [yij])[zij] = [xij + yij][zij] = [
n∑
k=1

ϕkij((xik + yik)⊗ zkj)]

= [
n∑
k=1

ϕkij(xik ⊗ zkj) + ϕkij(yik ⊗ zkj)]

= [
n∑
k=1

ϕkij(xik ⊗ zkj)] + [
n∑
k=1

ϕkij(yik ⊗ zkj)]

= [xij][zij] + [yij][zij].

De la misma manera el producto es asociativo pues dados [xij], [yij], [zij] ∈ A arbitrarios
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utilizando la distributividad y la propiedad de los morfismos de X se tiene que

[xij]([yij][zij]) = [xij][
n∑
k=1

ϕkij(yik ⊗ zkj)] = [xij]
n∑
k=1

[ϕkij(yik ⊗ zkj)]

=
n∑
k=1

[xij][ϕkij(yik ⊗ zkj)]

=
n∑
k=1

[
n∑
t=1

ϕtij(xit ⊗ ϕktj(ytk ⊗ zkj))]

=
n∑
k=1

[
n∑
t=1

ϕkij(ϕtik(xit ⊗ ytk)⊗ zkj)]

= ([xij][yij])[zij].

Finalmente, 1A1 + ...+ 1An = 1 claramente es la unidad del anillo pues dado [xij] ∈ A
se tiene que

1[xij] = [ϕiij(1Ai
⊗ xij)] = [xij] = [ϕjij(xij ⊗ 1Aj

)] = [xij]1.

Por lo tanto, A es un anillo, y por como está definido el producto es sencillo probar
que MijMkt = 0 si j 6= k y MijMjk ⊆Mik. Se tiene entonces el siguiente teorema.

Teorema 2.29. Un grupo abeliano A = ⊕n
i,j=1Mij admite estructura de anillo en la

cual

MijMkt ⊆

Mit si j = k

0 si j 6= k

para toda i, j, k, t ∈ {1, ..., n} si, y sólo si, para toda terna i, j, k ∈ {1, ..., n} existen
morfismos ϕjik : Mij ⊗Mjk →Mik tales que ϕkit(ϕ

j
ik⊗ 1) = ϕjit(1⊗ϕkjt) y que satisfacen

para cada [xij], [yij] ∈ A, que el producto es igual a

[xij][yij] = [
n∑
k=1

ϕkij(xik ⊗ ykj)]ni,j=1.

A un anillo que cumpla con lo anterior se le llama anillo generalizado de matrices,
y recibe ese nombre porque se puede expresar como una matriz de n renglones y n
columnas, cuyas entradas del i-ésimo renglón y j-ésima columna son elementos deMij.

Ejemplo 2.30. Dado un grupo abeliano A = ⊕n
i,j=1Mij, donde (Mij)ni,j=1 es una

familia de subgrupos, tales que Mii es un anillo Ai y Mij es un Ai-Aj bimódulo.
Defínanse ϕkks : Ak⊗Mks →Mks y ϕksk : Msk⊗Ak →Msk como el isomorfismo natural
y ϕkij : Mik ⊗Mkj → Mij como el morfismo 0 si k 6= i y k 6= j para toda cuaterna
k, s, i, j ∈ {1, ..., n}. De manera que para cualesquiera i, k, s, t ∈ {1, ..., n} se tiene que
ϕsit(ϕkis ⊗ 1) = ϕkit(1⊗ ϕskt) ya que
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(a) Si s 6= t, entonces 1⊗ ϕskt = 0 y ϕsit = 0 lo que implica que

ϕsit(ϕkis ⊗ 1) = 0 = ϕkit(1⊗ ϕskt).

(b) Si s 6= k, entonces 1⊗ ϕskt = 0 y ϕkis ⊗ 1 = 0 lo que implica que

ϕsit(ϕkis ⊗ 1) = 0 = ϕkit(1⊗ ϕskt).

(c) Si i 6= k, entonces ϕkit = 0 y ϕkis ⊗ 1 = 0 lo que implica que

ϕsit(ϕkis ⊗ 1) = 0 = ϕkit(1⊗ ϕskt).

(d) Si i = k = s = t, ϕsit(ϕkis ⊗ 1) = ϕiii(ϕiii ⊗ 1) = ϕiii(1⊗ ϕiii) = ϕkit(1⊗ ϕskt).
Por lo tanto, por el teorema 2.29 los morfismos ϕkij inducen un producto con el cual
A es un anillo. A dicho producto se le llamará producto trivial de matriz generalizada,
con el cual los siguientes grupos son anillos.

(
k 0
kn k

) (
k k[x]
0 k[x]

) (
Z Q
0 Q

) (
Z Zn
Zm Z

)
También con este producto a todo A-módulo M se le puede asociar el anillo(

End(M) M
0 A

)
,

y a cualesquiera AN y MA se les puede asociar el anillo(
Aop M
N A

)
.

Ejemplo 2.31. En general tomando un campo k, una k-álgebra A, un A-módulo
derecho M y un A-módulo izquierdo N los grupos abelianos(

A 0
M k

)
y
(
A N
0 k

)

son anillos con el producto trivial de matriz generalizada. A estos anillos se les llama
extensión por un punto de A y coextensión por un punto de A.

Ejemplo 2.32. Dado un campo k, se considera el grupo abeliano A = ⊕n
i,j=1Mij, con

Mii = k y Mij = k[x] para toda j 6= i. Defínanse ϕjik : Mij ⊗Mjk → Mik como el
isomorfismo natural si i 6= k, como el isomorfismo natural si i = k = j, y si i = k pero
k 6= j como ϕjik(p(x)⊗ q(x)) = p(0)q(0). Claramente ϕsit(ϕkis⊗ 1) = ϕkit(1⊗ϕskt), por lo
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que los morfismos ϕjik inducen un producto con el cual A es un anillo generalizado de
matrices. 

k k[x] · · · k[x]
k[x] k
... . . .

k[x] k



2.3. Descomposición en bloques

En esta sección se buscan las condiciones para descomponer un anillo A como un pro-
ducto finito de anillos conexos. Dicha descomposición se le conoce como descomposición
en bloques.

2.3.1. Módulos inescindibles

Se ha probado que si se tiene una descomposición de la unidad del anillo de endo-
morfismos de un módulo, entonces ésta induce una descomposición del módulo como
suma directa finita de módulos. Sin embargo dichos sumandos podrían descomponerse
nuevamente. Lo que lleva a preguntarse cómo deben ser los idempotentes de dicha
descomposición para que los sumandos no se puedan descomponer. El objetivo de esta
subsección es responder tal pregunta.

Definición 2.33. Se dice que un módulo es inescindible si sus únicos sumandos directos
son 0 y M .

Ejemplo 2.34. Si M = Zp2 = Z/p2Z, entonces M es un módulo inescindible. En
efecto, por el teorema de correspondencia existe una biyección entre los submódulos
deM y los submódulos de Z que contienen a p2Z, pero el único submódulo que cumple
esta condición es pZ, lo que implica que el único submódulo de M es pM , y entonces
M es inescindible.

Recordando la Proposición 2.17 se tiene queM es inescindible si y sólo si EndA(M) no
tiene descomposiciones no triviales de la unidad, por lo que tampoco tiene idempotentes
no triviales. Se tiene entonces el siguiente resultado.

Proposición 2.35. Sea A un anillo y M un A-módulo. Los siquientes enunciados son
equivalentes.

(a) M es inescindible.

(b) Los idempotentes de EndA(M) son 0 y 1.
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(c) Si 1M = f+g es una descomposición de la unidad de EndA(M), entonces 1M = g
ó 1M = f .

Lo anterior lleva a la siguiente definición.

Definición 2.36. Sea A un anillo. Se dice que un idempotente e distinto de 0 es
primitivo, si no puede ser expresado como suma de dos idempotentes no triviales
ortogonales. Es decir, e es idempotente primitivo si e = f + g con f y g idempotentes
ortogonales implica que g = 0 ó f = 0.

Observación 2.37. Si e = f + g con f y g idempotentes ortogonales, entonces ef = f
y fe = f , por lo que f = efe, y análogamente g = ege. Se tiene entonces que toda
expresión e = f + g es una descomposición de la unidad de eAe.

Es inmediato entonces de la Proposición 2.35 y la observación anterior que e es un
idempotente primitivo si y sólo si eA es inescindible. En efecto, por la Proposición 2.13
EndA(eA) ∼= eAe, por lo que las descomposiciones de la unidad no triviales de EndA(eA)
inducen descomposiciones de la unidad no triviales de eAe, y viceversa. Esto muestra
que e se expresa como suma de idempotentes ortogonales no triviales si y sólo si eA
no es inescindible. Por lo que e es primitivo si y sólo si eA es inescindible
Análogamente se puede probar que e es primitivo si y sólo si Ae es inescindible.
De manera que utilizando la Proposición 2.35 se tiene el siguiente resultado.

Proposición 2.38. Sea A un anillo. Los siguientes enunciados son equivalentes para
un idempotente e ∈ A.
(a) e ∈ A es un idempotente primitivo.
(b) Los idempotentes de eAe son 0 y e.
(c) Ae es un A-módulo izquierdo inescindible.
(d) eA es un A-módulo derecho inescindible.

Ejemplo 2.39. Sea A un anillo sin idempotentes no triviales, por la proposición an-
terior se tiene que AA y AA son inescindibles ya que los idempotentes de A = 1A1 son
0 y 1.

Ejemplo 2.40. La unidad de Z es un idempotente primitivo, por lo que Z es inescin-
dible.

Ejemplo 2.41. EndZ(Q) no tiene idempotentes diferentes de 0 y 1, por lo que Q es
inescindible. En efecto, todo f ∈ EndZ(Q) esta determinado por f(1) ya que

f( 1
m

)m = f(1),
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en concesuencia f( 1
m

) = f(1) 1
m
y entonces f( n

m
) = f(1) n

m
. Por lo tanto, f ∈ EndZ(Q) es

idempotente si y sólo si f(1) = 1 ó f(1) = 0, por lo que EndZ(Q) no tiene idempotentes
diferentes de 0 y 1.

Ejemplo 2.42. Sea A = Q[x, y]/ 〈xy〉. El anillo A no tiene idempotentes distintos
de 0 y 1. En efecto, los elementos de A son de la forma xp(x) + yq(y) + λ con p, q
polinomios de una variable sobre Q y λ ∈ Q, por lo que si α = xp(x) + yq(y) + λ es
un idempotente de A se tiene que

x2p2(x) + 2λxp(x) + y2q2(y) + 2λyq(y) + λ2 = α2 = α = xp(x) + yq(y) + λ,

lo que implica que p = q = 0 y λ = 0 ó 1. Por lo tanto, AA es inescindible. Sin embargo,
xA⊕ yA es submódulo de A, por lo que existen módulos inescindibles con submódulos
no inescindibles.

Ejemplo 2.43. Sean A = Q[x, y] y MA = xA + yA. Con el fin de mostrar que M es
inescindible, a continuación se prueba que EndA(M) ∼= A. En efecto, si f ∈ EndA(M),
considérese P (x, y) = f(x); se tiene que

P (x, y)y = f(x)y = f(xy) = f(y)x,

lo que implica que x divide a P (x, y), por lo que P (x, y) = xQ(x, y) para algún
polinomio Q, y entonces f(y)x = xyQ(x, y) lo que implica que f(y) = yQ(x, y). De
esta manera se tiene que

f(λxnym) = f(x)λxn−1ym = Q(x, y)λxnym

f(λxmyn) = f(y)λxmyn−1 = Q(x, y)λxmyn

para todo n > 0, m ≥ 0 y λ ∈ Q, por lo que es sencillo deducir que

f(R(x, y)) = R(x, y)Q(x, y)

para todo R(x, y) ∈ M . Por lo tanto, todo endomorfismo de M está dado por la
multiplicación por un elemento de A, que claramente es la restricción de un morfismo
de EndA(A). Y debido a que A es un dominio entero esto es suficiente para concluir
que

EndA(M) ∼= EndA(A) ∼= A.

Luego entonces, A ∼= EndA(M) es un dominio entero por lo que no tiene idempotentes
no triviales, lo que implica que M es inescindible. Por lo tanto, M es un módulo
inescindible tal que

M/ 〈xy〉 = xA/ 〈xy〉 ⊕ yA/ 〈xy〉 .

Es decir, este es un ejemplo de un módulo inescindible con un cociente no inescindible.
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Ejemplo 2.44. Sean k un campo y G un grupo finito. Por 2.12 α = 1
|G|
∑
g∈G g es un

idempotente. Además, todo x ∈ kG se expresa de manera única como x = ∑
g∈G λgg

donde λg ∈ k para todo g ∈ G. Ahora,

αx = ( 1
|G|

∑
g∈G

g)(
∑
h∈G

λhh) = 1
|G|

∑
g∈G

∑
h∈G

λhgh = 1
|G|

(
∑
h∈G

λh)(
∑
g∈G

g) = (
∑
h∈G

λh)α,

por lo que αA es el espacio vectorial generado por α, de manera que dimk αA = 1, lo
que implica que αA es inescindible ya que no se puede descomponer por ser un espacio
vectorial de dimensión 1. Por lo tanto, α es un idempotente primitivo.

Ejemplo 2.45. Sean k un campo y G = D2n. Por 2.12 los elementos α = 1
n

∑n
i=1 r

i y
β = 1

2
∑2
i=1 s

i son idempotentes centrales de kG. Así que αkGα = αkG y

αβ = ( 1
n

n∑
i=1

ri)(1
2

2∑
i=1

si) = 1
2n(

n∑
i=1

ri +
n∑
i=1

ris) = 1
2n

∑
g∈D2n

g,

por 2.12 αβ es un idempotente de αkG distinto de 0 y α, por lo que α es un idempotente
no primitivo.

Ejemplo 2.46. Sea A = ZN2 . Es sencillo mostrar que todo elemento de A es un
idempotente. Por otro lado, I = Z(N)

2 es un ideal bilateral de A, y todo elemento del
anillo A/I es un idempotente no primitivo. En efecto, se identifican los elementos de
A como funciones α : N→ Z2 y se considera el soporte de dichas funciones

supp(α) = {n ∈ N | α(n) 6= 0}.

Si x = α+ I ∈ A/I es distinto de 0, el soporte de α es infinito y numerable, por lo que
existe una biyección f : N → supp(α). Por otro lado, N se puede partir en números
pares e impares. Si N1 denota a los numeros impares y N2 a los numeros pares, se tiene
que f induce una partición supp(α) = f(N1) ∪ f(N2) con f(N1) y f(N2) infinitos y
numerables. Con estos últimos conjuntos se define αi : N→ Z2 mediante

αi(n) =

α(n) si n ∈ f(Ni)
0 si n /∈ f(Ni)

para i ∈ {1, 2}, claramente α = α1 + α2 y α1, α2 /∈ I ya que f(N1) y f(N2) son
infinitos. Se ha probado entonces que todo elemento α+ I diferente de 0 de A/I es un
idempotente no primitivo, ya que α + I = (α1 + I) + (α2 + I) y αi + I 6= I. Por lo
tanto, existen anillos sin idempotentes primitivos.

Ejemplo 2.47. Sea k un campo. SiQ = (Q0, Q1, s, t) es un carcaj, entonces los caminos
triviales de kQ son idempotentes primitivos de kQ. En efecto, sea i ∈ Q0; para probar
que ei es un idempotente primitivo basta probar que los idempotentes de eikQei son 0
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y ei, lo cual es inmediato, ya que si e es un elemento idempotente de eikQei, entonces
e = λei + ω donde λ ∈ k y ω es una combinación lineal de caminos no triviales que
inician y teminan en i, de manera que

λ2ei + 2λω + ω2 = e2 = e = λei + ω,

por lo que ω = 2λω + ω2 y λ2ei = λei, lo que implica que ω = 0 y λ2 = λ en
consecuencia λ = 0 ó 1. Por lo tanto, e = ei ó e = 0.

Es inmediato del ejemplo anterior que si Q tiene un número finito de vértices, entonces
existe una descomposición de la unidad de kQ tal que cada sumando es un idempo-
tente primitivo. En general, dado un anillo A, si se tiene una descomposición de la
unidad 1A = e1 + ...+ en donde cada ei es un idempotente primitivo, entonces el con-
junto {e1, ..., en} se llama sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos.
La existencia de dichos conjuntos es de gran importancia como se verá mas adelante.
Ejemplo 2.48. Sean A = kN y 1A = e1 + ... + en una descomposición de la unidad
de A. La descomposición de Peirce de A es e1A ⊕ ... ⊕ enA; luego, debido a que A
es un espacio de dimensión infinita, se tiene que alguno de sus sumandos debe ser de
dimensión infinita, por lo que es un anillo isomorfo a A, y como tal tiene idempotentes
distintos de 0 y 1. Por lo tanto, A no tiene ningún sistema completo de idempotentes
ortogonales primitivos.

2.3.2. Idempotentes centrales y descomposiciones del anillo

En esta subsección se caracterizan con ayuda de los idempotentes los anillos que se
pueden expresar como un producto de anillos.
Dados A1,...,An anillos, sea A = A1 × ... × An. Todo elemento x de A es una n-ada
ordenada x = (a1, ..., an) con ai ∈ Ai. Es sencillo mostrar que A contiene un anillo Bi

isomorfo a cada Ai, donde

Bi = {(a1, ..., an) ∈ A | aj = 0 para toda j 6= i}.

Además es inmediato que dichos anillos son subgrupos de A tales que A = B1⊕...⊕Bn.
Ahora bien, con el fin de simplificar la notación se identificarán los anillos Bi con los
Ai, de tal manera que al referirme del anillo Ai y sus elementos, me estaré refiriendo
del anillo Bi y sus elementos. Así, un elemento x ∈ A puede ser expresado de manera
única como x = a1 + ...+ an con ai ∈ Ai para toda i ∈ {1, ..., n}.
Es inmediato entonces que si para cada i ∈ {1, ..., n} se denota la unidad de Ai como
ei, entonces cada ei es idempotente central de A y 1A = e1 + ...+ en.
Proposición 2.49. Si A = A1 × ... × An es un producto de anillos y ei es la unidad
de Ai en A, entonces
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(a) 1A = e1 + ...+ en es una descomposición de la unidad.
(b) Cada idempotente ei es central.

Cuando se tiene una descomposición de la unidad donde cada sumando es central, a
ésta se le llama descomposición central de la unidad.
Teniendo una descomposición central de la unidad 1A = e1 + ... + en se cumple que
eiA = Aei = eiAei, ya que eia = aei = eiaei para toda a ∈ A, luego si i 6= j se tiene
que eiAej = 0.
En consecuencia las decomposiciones de Peirce derecha, izquierda y bilateral coinciden
y los sumandos son ideales bilaterales del anillo que son anillos por sí mismos.

A = e1A⊕ ...⊕ enA = Ae1 ⊕ ...⊕ Aen = e1Ae1 ⊕ ...⊕ enAen

Recíprocamente, si el anillo A se descompone como suma directa de ideales bilaterales,
entonces por la Proposición 2.21 la descomposición induce una descomposición de la
unidad 1 = e1 + ...+ en que además es central. En efecto, al ser bilaterales los ideales
de la descomposición, se tiene que eiA = Aei para todo i ∈ {1, ..., n}. De manera que
para todo a ∈ A y todo j ∈ {1, ..., n} se tiene que

eia = ei(
n∑
j=1

aej) =
n∑
j=1

eiaej = eiaei =
n∑
j=1

ejaei = aei

ya que ekaej ∈ ekA ∩ ejA = 0 para todo i 6= j; por lo tanto los idempotentes ei son
centrales.
Se tiene entonces el siguiente resultado.
Proposición 2.50. Sea A un anillo. Existe una correspondencia biyectiva entre
(a) las descomposiciones de A como producto finito de anillos,
(b) las descomposiciones centrales de la unidad de A y
(c) las descomposiciones de A como suma directa de ideales bilaterales.

Y recordando que el centro de A es un anillo se tiene el siguiente corolario.
Corolario 2.51. Sea A un anillo. Existe una correspondencia biyectiva entre las des-
composiciones de A como producto finito de anillos y las de su centro.
Ejemplo 2.52. Si M es un módulo tal que M = M1 ⊕ ...⊕Mn y HomA(Mi,Mj) = 0
para toda i 6= j, entonces EndA(M) ∼= EndA(M1)× ...× EndA(Mn). En efecto, por la
Proposición 2.26 se tiene que el anillo EndA(M) se representa matricialmente como

EndA(M1) . . . HomA(Mn,M1)
... . . .

HomA(M1,Mn) EndA(Mn)

 =


EndA(M1) . . . 0

... . . .
0 EndA(Mn)

 ,
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que claramente es isomorfo al producto EndA(M1)× ...× EndA(Mn).
Ejemplo 2.53. Sea A = ZN2 . Es sencillo mostrar que A ∼= Z2 × ZN2 y A ∼= Z2

2 × ZN2 .
Esto muestra que la ley de cancelación bajo isomorfismo para el producto de anillos
no se cumple.

Ya caracterizados los anillos que se pueden expresar como producto de anillos se pueden
caracterizar los anillos que no se pueden expresar como un producto no trivial, a dichos
anillos se les llama conexos.
Definición 2.54. Se dice que un anillo A es conexo si no puede ser expresado como
producto de 2 anillos.

Es inmediato de la Proposición 2.50 que es equivalente que A sea conexo a que no
tenga idempotentes centrales diferentes de 0 y 1. Por lo que se tiene la siguiente ca-
racterización.
Proposición 2.55. Un anillo A es conexo si y sólo si no tiene idempotentes centrales
no triviales.
Ejemplo 2.56. Ningún dominio entero tiene idempotentes no triviales, por lo que
todo dominio entero es conexo.
Ejemplo 2.57. Dado un campo k, sea A una k-álgebra con idempotentes no triviales.
El anillo de matrices generalizadas con producto trivial

B =
(
k 0
A A

)

es conexo. En efecto, si x ∈ B es un idempotente, entonces(
λ 0
a b

)
= x = x2 =

(
λ2 0

aλ+ ba b2

)
,

lo que implica que λ = 0 ó 1, b2 = b y aλ + ba = a. Si λ = 1, entonces ba = 0; y si
λ = 0, entonces ba = a. Por lo tanto, los idempotentes de B son de la forma(

0 0
ba b

)
con b un idempotente de A y a ∈ A, ó bien

(
1 0

(1− b)a b

)
con b un idempotente de A y a ∈ A.

Con lo anterior es sencillo demostrar que B no tiene idempotentes centrales no triviales
ya que si b es un idempotente no trivial, entonces(

0 0
ba b

)(
1 0
1 1

)
=
(

0 0
ba+ b b

)
6=
(

0 0
ba b

)
=
(

1 0
1 1

)(
0 0
ba b

)
y
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(
1 0
ba b

)(
1 0
1 1

)
=
(

1 0
ba+ b b

)
6=
(

1 0
1 + ba b

)
=
(

1 0
1 1

)(
1 0
ba b

)
,

por último se prueba análogamente que los idempotentes
(

1 0
a 0

)
y
(

0 0
a 1

)
tam-

poco son centrales, por lo que los únicos idempotentes centrales de B son los triviales.
Por lo tanto B es conexo.

2.3.3. La descomposición en bloques

A continuación se expone el teorema central de esta sección. Muestra que todo anillo
con un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos se puede expresar
como un producto finito de anillos conexos, y cómo construir la descomposición central
de la unidad que induzca tal producto.

Proposición 2.58. Sean A un anillo y S = {e1, ..., en} un sistema completo de idem-
potentes ortogonales primitivos. Existe una partición de S = E1 ∪ ... ∪ Ek tal que si
fi = ∑

e∈Ei
e para todo i ∈ {1, ..., k}, entonces

(a) 1A = f1 + ...+ fk es una descomposición central de la unidad,
(b) si g es un idempotente central de fiAfi, entonces g es un idempotente central de

A,
(c) si e es un idempotente primitivo de A y g un idempotente central de A, entonces

ge 6= 0 implica que ge = e,
(d) si e, f ∈ S, tales que e, f ∈ Ei para algún i ∈ {1, ..., k}, y g es un idempotente

central, entonces eg 6= 0 si y sólo si fg 6= 0,
(e) fiAfi es un anillo conexo.

Demostración. Se define la relación ∼ en S como e ∼ f si eAf 6= 0 ó fAe 6= 0. Esta
es una relación reflexiva y simétrica, pues e ∈ eAe para todo e ∈ S, lo que implica
que e ∼ e, y eAf 6= 0 ó fAe 6= 0 implica que e ∼ f si y sólo si f ∼ e para todo
e, f ∈ S. Luego, se construye la relación ≈ en S de tal manera que e ≈ f si existe
{g1, ..., gs} ⊆ S tal que e ∼ g1 ∼ g2 ∼ ... ∼ gs ∼ f , entonces claramente esta relación
es de equivalencia, por lo que induce una partición S = E1 ∪ ...∪Ek. Sea fi = ∑

e∈Ei
e

para todo i ∈ {1, ..., k}.
(a) Si i, j ∈ {1, ..., k} e i es distinto de j, entonces fiAfj = 0. En efecto,

fiAfj =
⊕

e∈Ei,g∈Ej

eAg,

y si se supone que eAg 6= 0 para algún e ∈ Ei y g ∈ Ej, entonces e ∼ g, lo
que implica que e ≈ g, lo que es una contradicción pues i 6= j. De manera que
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A = ⊕ni=1fiAfi, por lo que dado α ∈ A, se le puede expresar de forma única
como α = ∑k

j=1 fiαfi, entonces

fiα =
k∑
j=1

fifjαfj = fiαfi =
k∑
j=1

fjαfjfi = αfi.

Por lo tanto, {f1, ..., fk} es un sistema completo de idempotentes ortogonales
centrales.

(b) Si g es un idempotente central de fiAfi, entonces es idempotente en A, y se tiene
que g = figfi = gfi = fig y que dado α ∈ A gfiαfi = fiαfig, por ser g central;
de manera que

gα =
k∑
j=1

gfifjαfj = gfiαfi = fiαfig =
k∑
j=1

fjαfjfig = αg.

Por lo tanto, g es un idempotente central de A.

(c) Si g es un idempotente central y e un idempotente primitivo tales que ge 6= 0,
entonces ge y g(1− e) son idempotentes, pero e = ge + (1− g)e, lo que implica
que e = ge ó e = (1 − g)e, pero si e = (1 − g)e entonces ge = 0, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, ge = e.

(d) Si g es un idempotente central y e ∼ f , suponiendo eg 6= 0 se tiene que eAf 6= 0 ó
fAe 6= 0, pues e ∼ f , lo que implica que eAfg = geAf 6= 0 ó gfAe = fAeg 6= 0,
por lo que fg 6= 0; análogamente si fg 6= 0, entonces eg 6= 0. Por lo tanto, si
e ∼ f , se tiene que eg 6= 0 si y sólo si gf 6= 0. De modo que si e ≈ f , se tiene que
e ∼ el1 ∼ ... ∼ els ∼ f , entonces utilizando lo anterior inductivamente eg 6= 0 si
y sólo si gf 6= 0.

(e) Sea g un idempotente central de fiAfi diferente de fi y 0, y h = fi − g, siendo
ambos idempotentes de fiAfi se tiene que fig = g 6= 0 y fih = h 6= 0, lo que
implica que existen d1, d2 ∈ Ei tales que d1g 6= 0 y d2h 6= 0, lo que implica, por (4)
y (3), que d1g = d1, d2h = d2, d2g 6= 0 y d1h 6= 0; pero entonces d2g = d2hg = 0
lo cual es una contradicción. Por lo tanto, no existen idempotentes centrales en
fiAfi diferentes de fi y 0, por lo que fiAfi es conexa.

Observación 2.59. La relación usada en la demostración surge del hecho de que un
anillo A es conexo si y sólo si todo idempotente no trivial no es central, lo cual se
cumple si y sólo si para todo idempotente no trivial e se cumple que eAf 6= 0 ó
fAe 6= 0 para álgun idempotente ortogonal f . Por lo tanto, si A es conexo todo par
de idempotentes ortogonales e y f cumplen que eAf 6= 0 ó fAe 6= 0.
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Corolario 2.60. Sea A un anillo con un sistema completo de idempotentes ortogonales
primitivos S = {e1, ..., en}. El anillo A es conexo si y sólo si para toda i ∈ {1, ..., n}
existe j ∈ {1, ..., n} tal que eiAej 6= 0 ó ejAei 6= 0.

Demostración. Si A es conexo y se supone que existe ei ∈ S tal que eiAej = 0 y
ejAei = 0 para todo ej ∈ S, entonces siguiendo la demostración de la proposición
anterior se construye una descomposición central de la unidad no trivial, lo cual es
una contradicción ya que A es conexo. Si para toda i ∈ {1, ..., n} existe j ∈ {1, ..., n}
tal que eiAej 6= 0 ó ejAei 6= 0, entonces la proposición anterior implica que todo A es
conexo.

Por lo tanto, si A tiene un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos,
entonces por la proposición anterior se puede construir una descomposición central de
la unidad tal que los sumandos de la descomposición de Peirce inducida sean anillos
conexos. Dicha descomposición se le llama descomposición en bloques.

Teorema 2.61. Sea A un anillo. Si existe un sistema completo de idempotentes or-
togonales primitivos, entonces A se descompone como un producto finito de anillos
conexos.

Ejemplo 2.62. Sea M un A-módulo derecho. Si EndA(M) tiene un sistema com-
pleto de idempotentes ortogonales primitivos {e1, ..., en}, entonces la descomposición
central de la unidad 1 = f1 + ... + fm construida en la Proposición 2.58, induce una
descomposición

M = f1(M)⊕ ...⊕ fm(M) = M1 ⊕ ...⊕Mm

tal que HomA(Mi,Mj) = HomA(fiM, fjM) = fj EndA(M)fi = 0 para todo i 6= j y Mi

se descompone como una suma directa finita de submódulos inescindibles para todo
i ∈ {1, ...,m}, pues

Mi = fi(M) = (
∑
ej∈Ei

ej)(M) =
⊕
ej∈Ei

ejM

y cada ejM es inescindible pues cada ej es primitivo.

Ejemplo 2.63. Sean k un campo y Q un carcaj con un número finito de vértices.
Siguiendo la demostración de la Proposición 2.58 se deduce que kQ es un producto de
anillos conexos. Más aún, considerando el hecho de que dados ei y ej caminos triviales,
eikQej 6= 0 ó ejkQei 6= 0 si y sólo si existe un camino de i a j o de j a i, se deduce que
kQ es un anillo conexo si y sólo si Q es conexo.

Por último, el siguiente ejemplo muestra que el recíproco del teorema es falso, es decir
existen anillos conexos sin un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos.
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Ejemplo 2.64. Sea B = ZN2 /Z
(N)
2 , se mostró en 2.46 que todos los elementos de B

son idempotentes no primitivos. Y por 2.57 el anillo de matrices generalizadas con
producto trivial

A =
(
Z2 0
B B

)
.

es un anillo conexo y los idempotentes de A son de la forma(
0 0
c b

)
con b idempotente y c ∈ bB ó

(
1 0
c b

)
con b idempotente y c ∈ (1− b)B.

En consecuencia, debido a que B no contiene idempotentes primitivos, los únicos idem-
potentes primitivos de A son (

1 0
0 0

)
y
(

0 0
0 0

)
,

por lo que A no tiene sistemas completos de idempotentes ortogonales primitivos.

Ahora, en caso de que un anillo A se descomponga como un producto finito de anillos
conexos, dicha descomposición es única salvo una permutación; es decir, si se tiene que

B1 × ...×Bm = A = A1 × ...× An

son descomposiciones en anillos conexos, entonces m = n y existe una permutación
σ ∈ Sn tal que Ai = Bσ(i).
En efecto, supóngase que el anillo A se descompone como producto finito de anillos
conexos A = A1× ...×An y que se tiene una descomposición B1× ...×Bm = A, Sean
1 = e1 + ... + en y 1 = f1 + ... + fm las descomposiciones centrales inducidas por las
descomposiciones A = A1× ...×An y B1× ...×Bm = A, respectivamente. Ahora, dado
j ∈ {1, ...,m}, para cada i ∈ {1, ..., n} se tiene que eifj es un idempotente central de
Ai, lo que implica que eifj = ei ó eifj = 0, de manera que que si

Xj = {ei | eifj = ei},

entonces
fj = (e1 + ...+ en)fj =

∑
i∈Xj

ei,

por lo que Bj = ∏
i∈Xj

Ai. Más aún, si j 6= k entonces fi es ortogonal a fk, lo que
implica que Xi es ajeno a Xj, y entonces {1, ..., n} = X1 ∪ ... ∪Xm.
En particular, si cada Bj es conexo, entonces cada Xj contiene un solo elemento, por lo
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que m = n y si define σ(j) como el subíndice de este elemento se tiene que Bj = Aσ(j).

Teorema 2.65. Sea A un anillo que se descompone como producto finito de anillos
conexos A = A1 × ... × An. Si A = B1 × ... × Bm, entonces existe una partición
{1, ..., n} = X1∪ ...∪Xm tal que Bj = ∏

i∈Xj
Ai para toda j ∈ {1, ...,m}. En particular,

si A = B1× ...×Bm es una descomposición en anillos conexos entonces m = n y existe
σ ∈ Sn tal que Ai = Bσ(i).

Como corolario, se tiene que si A es un anillo que se puede descomponer como producto
de anillos conexos, entonces la ley de la cancelación es válida.

Corolario 2.66. Sea A un anillo que se descompone como producto finito de anillos
conexos. Si existen isomorfismos de anillos A1 × A2 ∼= A ∼= B1 × B2 y A1 ∼= B1,
entonces A2 ∼= B2.

Por último cabe dedicar unas palabras sobre la conveniencia de presentar un anillo A
como un producto de anillos. Ésta no viene sólo del hecho que el estudio del anillo
se reduce al estudio de sus factores, sino también del hecho que el estudio de los
módulos sobre dicho anillo se reduce al estudio de los módulos sobre los anillos en que
se factoriza A.
En efecto, si A = A1×...×An yM es un A-módulo derecho, entonces la descomposición
central de la unidad 1 = e1 + ...+ en que resulta de la descomposición de A induce una
descomposición de EndA(M)-módulos izquierdos M = Me1 ⊕ ... ⊕Men donde cada
Mei es un Ai-módulo por la Proposición 2.19, pero por la Proposición 2.4 se tiene
que cada Mei es un A-módulo tal que Mei(1− ei) = 0. Por lo que la descomposición
M = Me1 ⊕ ... ⊕ Men es también una descomposición de A-módulos derechos. En
consecuencia, todo A-módulo M se puede presentar como

M =


Me1
Me2
...

Men

 .

Más aún, dados M y N A-módulos derechos se tiene por la Proposición 2.26 que

HomA(M,N) =


(Me1, Ne1) 0 · · · 0

0 (Me2, Ne2)
... . . .
0 (Men, Nen)


donde (Mei, Nei) = HomAi

(Mei, Nei), ya que HomA(Mei, Nei) = HomAi
(Mei, Nei)

para toda i ∈ {1, ..., n} por la Proposición 2.4, y para todo f ∈ HomA(Mei, Nej) se
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tiene que
f(Mei) = f(Meiei)ej = f(M)eiej = 0

por lo que HomA(Mei, Nej) = 0. De manera que se puede hacer la identificación

HomA(M,N) =
n∏
i=1

HomAi
(Mei, Nei).

.
Por lo tanto, se ha identificado a cada A-módulo con una n-ada de grupos abelianos
tal que cada uno es un Ai-módulo, y a cada morfismo entre dos A-módulos se ha
identificado con una n-ada de morfismos entre Ai-módulos. Proceso que es fácilmente
invertible gracias a la Proposición 2.4.
Formalmente se puede enunciar lo discutido en la siguiente proposición.

Proposición 2.67. Sea A = A1 × ...×An un producto de anillos. Existe una equiva-
lencia de categorías ModA ∼= ModA1 × ...×ModAn.

La demostración no se encuentra en esta sección, pero se puede consultar en el Apén-
dice.

59





3. Semisimples y Simples

En este capítulo se aborda el estudio de los anillos semisimples. Históricamente, ma-
temáticos como Tsi-Yuen Lam [Lam01], Michiel Hazewinkel, Nadiya Gubareni y V.
V. Kirichenko [HGK05] concuerdan en que el estudio de esta clase de anillos marcó el
inicio de la teoría moderna de anillos no conmutativos con el teorema de clasificación
de álgebras semisimples de dimensión finita de J.H.N. Wedderburn en 1909.

3.1. Módulos Semisimples

En el capítulo anterior se probó que existe una biyección entre las descomposiciones
de un módulo como suma directa finita de submódulos y las descomposiciones de la
unidad de su anillo de endomorfismos. SiM es un módulo tal que cualquier submódulo
es sumando directo de M , entonces cada submódulo induce una descomposición de la
unidad de EndA(M). A tales módulos se les llama módulos completamente reducibles
ó semisimples y son el objeto de estudio de esta sección.

Definición 3.1. Sean A un anillo y M un A-módulo. Se dice que M es semisimple ó
completamente reducible si todo submódulo de M es sumando directo de M .

Ejemplo 3.2. Dado un espacio vectorial, todo subespacio es un sumando directo del
espacio. Por lo tanto, todo espacio vectorial es semisimple.

Ejemplo 3.3. ZZ no es semisimple. En efecto, los submódulos de Z son de la forma
mZ con m ∈ Z, y para dos submódulos distintos de cero mZ y nZ se tiene que
mn ∈ mZ ∩ nZ, por lo que ningún submódulo distinto de cero es sumando directo de
Z.

Cabe resaltar que si M es un A-B bimódulo, puede suceder que MB sea semisimple
pero AM no lo sea e inversamente, como se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4. Dado un campo k, el anillo A = k[x] es un A-k bimódulo. Ak es un
espacio vectorial, por lo que es un módulo semisimple sobre k. Por otro lado, debido
a que A es un dominio de ideales principales, los submódulos de AA son de la forma
Ap(x) para algún polinomio p(x), entonces para dos ideales distintos de cero Ap(x) y
Aq(x) se tiene que p(x)q(x) ∈ Ap(x) ∩ Aq(x), por lo que AA no es semisimple.
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Ahora, si M es semisimple y N1 es un submódulo de M , entonces M = N1 ⊕N2. Así,
de la Proposición 2.17 se sigue que 1M = ρ1 + ρ2, donde ρi = ηiπi, πi es la proyección
canónica y ηi es la inclusión canónica para i ∈ {1, 2}. Luego, si N3 es un submódulo
de N1, también es un submódulo de M , por lo que existe un submódulo N4 tal que
M = N3 ⊕N4, lo que implica que 1M = ρ3 + ρ4.
Por otro lado, ρ1η1 = η1π1η1 = 1N1 , entonces debido a que ρ1 + ρ2 = ρ3 + ρ4 se cumple
que

1N1 = ρ1η1 = ρ3η1 + ρ4η1 − ρ2η1 = ρ3η1 + ρ4η1

y además ρ3η1ρ4η1 = 0, 0 = ρ4η1ρ3η1, ρ4η1ρ4η1 = ρ4η1 y ρ3η1ρ3η1 = ρ3η1. Es decir,
1N1 = ρ3η1 + ρ4η1 es una descomposición de la unidad de EndA(N1), entonces por la
Proposición 2.17

N1 = ρ3η1(N1)⊕ ρ4η1(N1) = N3 ⊕ ρ4η1(N1).

Por lo tanto, todo submódulo de N1 es sumando directo de éste, es decir N1 es semi-
simple.
De igual manera, M/N1 es semisimple, pues si N ′/N1 es un submódulo de M/N1,
entonces existe un submódulo N ′′ tal que M = N ′ ⊕N ′′, y así

M/N1 = N ′/N1 ⊕ (N ′′ +N1)/N1.

Ahora, si f : M ′ →M es un isomorfismo, dondeM es semisimple, entoncesM ′ también
lo es. En efecto, si N ′ es un submódulo de M ′, entonces es isomorfo a N = f(N ′), y
comoM es semisimple existe una descomposición de la unidad de 1M = ρ1 +ρ2 tal que
ρ1(M) = N y entonces se tiene una descomposición de la unidad 1M ′ = f−1ρ1f+f−1ρ2f
tal que f−1ρ1f(N ′) = N ′. Por lo tanto, todo submódulo de M ′ es sumando directo de
éste, es decir M ′ es semisimple.
Además, si se tiene una sucesión exacta 0 → N → M → N ′ → 0 donde M es
semisimple, debido a que N es isomorfo a un submódulo de M y N ′ a un cociente de
M , se tiene que ambos son semisimples.
Proposición 3.5. Sea 0 → N → M → N ′ → 0 una sucesión exacta de módulos. Si
M es semisimple, entonces N y N ′ también lo son.

Sin embargo, si se tiene una sucesión exacta 0 → N → M → N ′ → 0 con N y N ′
semisimples, M no es semisimple forzosamente como se ve en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.6. Considérese el monomorfismo f : Zp → Zp2 definido como f(x) = px.
Se tiene que Im(f) = pZp2 , lo que implica que Zp2/ Im(f) ∼= Zp. Por lo tanto, se tiene
la siguiente sucesión exacta, donde Zp2 no es semisimple por el Ejemplo 2.34, a pesar
de que Zp sí lo es.

0→ Zp → Zp2 → Zp → 0
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3.1.1. Módulos Simples

Se ha visto que todo submódulo N de un módulo semisimpleM es a su vez semisimple,
así que cuando N tiene un submódulo propio N ′ se induce una descomposición

M = N ⊕M0 = N ′ ⊕N0 ⊕M0.

Con el fin de estudiar la estructura de M se podría seguir este proceso recursivamente
tomando un submódulo de N ′ y considerar la descomposición inducida, pero no hay
indicadores de que dicho proceso sea finito. En consecuencia cabe preguntarse en qué
casos este proceso es finito.
Un caso a considerar es cuando M no tiene submódulos propios no triviales. Lo que
lleva a la siguiente definición.

Definición 3.7. SiM es un módulo diferente de cero que no tiene submódulos propios
distintos de cero, se dice que M es un módulo simple.

Es sencillo probar que siM es un módulo semisimple diferente de cero, entonces contie-
ne un submódulo simple. En efecto, tomando m ∈M no nulo, considérese el conjunto
X de submódulos de M ′ = mA que no contienen a m. El conjunto X es no vacío
pues 0 ∈ X; y si se toma una cadena (Ni)i∈Z de elementos de X, entonces ∑i∈Z Ni

tampoco contiene a m y es una cota superior de la cadena. Ciertamente, si se supone
que m ∈ ∑i∈Z Ni, entonces existe un subconjunto finito Z ′ ⊆ Z tal que m = ∑

i∈Z′ ni
con ni ∈ Ni; pero en tal caso m ∈ Nα donde α es el máximo de Z ′, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, el lema de Zorn implica que X tiene un elemento maximal
K.
Luego, como M ′ es semisimple existe un submódulo S tal que M ′ = K⊕S. El submó-
dulo S es distinto de cero ya que m /∈ K y no tiene submódulos propios, ya que si se
supone que S ′ es un submódulo de S, entonces K⊕S ′ contiene am por la maximalidad
de K, lo que implica que mA = M ′ = K ⊕ S ′; pero entonces S = S ′.
Con la argumentación anterior se tiene el siguiente resultado.

Proposición 3.8. Todo módulo semisimple contiene un módulo simple.

Antes de continuar, la siguiente proposición caracteriza los módulos simples.

Proposición 3.9. Sea S 6= 0 un A-módulo derecho. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
(a) S es simple.
(b) S = sA para cualquier s ∈ S, s 6= 0.
(c) Existe un submódulo derecho maximal I ⊆ A tal que S ∼= A/I.
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Demostración. (a ⇒ b) Si x ∈ S\{0}, entonces xA es un submódulo de S, lo que
implica que xA = S, pues S es simple y x 6= 0.
(b ⇒ c) Sea x ∈ S\{0}. Se define el morfismo φ : A → S, como φ(a) = xa. Es
inmediato que φ es epimorfismo, ya que φ es distinto de 0 y debido a que S es simple
Im(φ) = S; entonces por el primer teorema de isomorfismo A/Ker(φ) ∼= S, y por el
teorema de correspondencia y el hecho de que S es simple, se concluye que Ker(φ) es
maximal.
(c⇒ a) Como I es maximal, la correspondencia entre los submódulos de A/I y de los
de A que contienen a I implican que S es simple.

Ejemplo 3.10. Sea A un anillo conmutativo y B = A[x] el anillo de polinomios sobre
A de una variable. Es sencillo probar que los ideales maximales de B son los generados
por los polinomios irreducibles, por lo que los módulos simples sobre B son isomorfos
a los módulos B/ 〈f〉, donde f es un polinomio irreducible.

Por último, esta subsección concluye con el Lema de Schur, el cual contiene información
importante sobre los morfismos que tienen como dominio ó contradominio un módulo
simple.

Lema 3.11. Sea S un módulo simple. Se cumplen los siguientes enunciados:
(a) Si f : S → N es un morfismo de módulos, entonces f es un monomorfismo ó

f = 0.
(b) Si f : N → S es un morfismo de módulos, entonces f es un epimorfismo ó f = 0.

Demostración. Sea S simple.
(a) Si f : S → N es un morfismo de módulos, entonces debido a que S es simple

Ker(f) = 0 ó Ker(f) = S, lo que implica que f es un monomorfismo ó f = 0.
(b) Si f : N → S es un morfismo de módulos, entonces Im(f) = 0 ó Im(f) = S, lo

que implica que f es un epimorfismo ó f = 0.

Corolario 3.12. Sea S un módulo simple. Se cumplen los siguientes enunciados:
(a) Si f : S → S es un morfismo de módulos, entonces f es un isomorfismo ó f = 0.
(b) EndA(S) es un anillo con división.
(c) S es inescindible.

Demostración. Sea S simple.
(a) Es inmediato del lema de Schur.
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(b) Al ser M simple los morfismos distintos de 0 de EndA(S) son isomorfismos, por
lo que todo elemento no nulo tiene inverso.

(c) No existen idempotentes no triviales en EndA(S) por ser un anillo con división,
lo que implica que S es inescindible.

3.1.2. Módulos Semisimples

El objetivo de esta subsección es describir los módulos semisimples.

En primer lugar cabe notar que si se tiene una sucesión exacta

0→ N
f→M → N ′ → 0, (3.1)

dondeM es semisimple, entonces Im(f) es un sumando directo deM , por lo que dicha
sucesión se escinde. Recíprocamente, si se tiene un módulo M tal que toda sucesión
exacta de la forma (3.1) se escinde, entonces en particular todos sus submódulos son
sumandos directos de M . De esta manera se tiene la primer caracterización.

Proposición 3.13. M es semisimple si y sólo si toda sucesión exacta de la forma
0→ N →M → N ′ → 0 se escinde.

Ahora, dado un módulo semisimple M , considérese el submódulo N igual a la suma
de todos los submódulos simples de M . Debido a que M es semisimple, M = N ⊕N ′
para algún submódulo N ′, pero si N ′ es diferente de 0, debe de contener un submódulo
simple por la Proposición 3.8, lo cual es una contradicción pues N contiene todos los
submódulos simples de M . Por lo tanto, N ′ = 0 y M = N , es decir M es la suma de
sus submódulos simples.

Más aún, si M es una suma no vacía de submódulos simples ∑i∈Z Si, entonces existe
un subconjunto Z ′ ⊆ Z tal que M = ⊕

i∈Z′ Si. En efecto, se observa que el conjunto

T =
{
W ⊆ Z |

∑
i∈W

Si =
⊕
i∈W

Si

}

no es vacío ya que {i} ∈ T para todo i ∈ Z; y si se toma una cadena B = (Wi)i∈X en
T , entonces W = ⋃

i∈XWi es una cota superior de la cadena, ya que si se supone que
W /∈ T , existe i ∈ W , con i ∈ Wh para algún h ∈ X, tal que se puede encontrar

m ∈ Si ∩
⊕

j∈W\{i}
Sj
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no nulo, y debido a que B es una cadena existe k ∈ X tal que m ∈ ⊕j∈Wk
Sj; pero

entonces
Si = mA ⊆

⊕
j∈Wk

Sj,

lo cual es una contradicción ya que la suma ∑j∈Wm
Sj, donde m = max{k, h}, es

una suma directa que contiene como sumandos tanto a Si como a ⊕j∈Wk
Sj. Se sigue

entonces del lema de Zorn que T tiene un elemento maximal Z ′, el cual cumple que
M = ⊕

i∈Z′ Si, ya que si se supone que M 6= ⊕
i∈Z′ Si, entonces existe j ∈ Z tal que

Sj *
⊕
i∈Z′ Si, pero como Sj es simple

Sj ∩
⊕
i∈Z′

Si = 0,

lo que implica que Z ′∪{j} ∈ T , lo cual es una contradicción. Por lo tantoM = ⊕
i∈Z′ Si.

Por lo tanto, todo módulo semisimple es una suma directa de módulos simples. Y
recíprocamente toda suma directa de módulos simples es un módulo semisimple. En
efecto, si M es una suma directa de simples ⊕i∈Z Si, entonces dado un submódulo N
se considera el conjunto X de subconjuntos Y de Z tales que

N ∩
⊕
i∈Y

Si = 0.

X no es vacío pues contiene al conjunto vacío, y es un conjunto parcialmente ordenado
con la contención. Además, si (Yi∈E)E es una cadena entonces Ψ = ⋃

i∈E Yi es una cota
superior de ésta. Ciertamente, Yi ⊆ Ψ para toda j ∈ E, y si x ∈ N ∩⊕i∈Ψ Si, entonces
existe j ∈ E tal que x ∈ N ∩⊕i∈Yj

Si = 0; por lo tanto N ∩⊕i∈Ψ Si = 0, y entonces
Ψ ∈ X. De esta manera, el lema de Zorn implica que X tiene un elemento maximal
W , con el cual

M = N ⊕
⊕
i∈W

Si,

ya que si Sj no está contenido en N ⊕⊕i∈W Si, entonces Sj ∩ N ⊕
⊕

i∈W Si = 0, de
manera que W ∪ {j} pertenece a X, lo cual contradice la maximalidad de W . Por lo
tanto Sj ⊆ N ⊕⊕i∈W Si, y así⊕

i∈Z
Si = M = N ⊕

⊕
i∈W

Si.

Por lo tanto, si M es una suma directa de simples, entonces M es semisimple.
Se tiene entonces la siguiente caracterización de los módulos semisimples.

Proposición 3.14. Sea M un A-módulo. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) M es semisimple.
(b) M es igual a la suma de sus submódulos simples.
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(c) M es igual a una suma directa de módulos simples.

Ejemplo 3.15. Sea X el conjunto de los enteros primos. Los módulos maximales de
Z son de la forma pZ con p ∈ X, por lo que los módulos simples sobre Z son de la
forma Zp con p ∈ X. Por lo tanto, los módulos semisimples sobre Z son de la forma⊕

p∈Y
Z(Xp)
p ,

donde Y es un subconjunto de X y Xp es un cardinal.

Como corolario de la Proposición 3.14 se tiene que una suma directa de módulos da
como resultado un módulo semisimple si y sólo si cada sumando es semisimple. En
efecto, si se tiene una familia de módulos semisimples {Mi}i∈I , entonces al ser cadaMi

igual a una suma de submódulos simples, ⊕i∈IMi es igual a una suma de submódulos
simples. Recíprocamente, si M es semisimple, entonces todo Mi es semisimple por la
Proposición 3.5.

Corolario 3.16. Dada una familia de módulos {Mi}i∈I , el módulo ⊕i∈IMi es semi-
simple si y sólo si Mi es semisimple para toda i ∈ {1, ..., n}.

Sin embargo, si se tiene una familia infinita de módulos semisimples, el producto no
tiene que ser semisimple como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.17. SiX es el conjunto de todos los enteros primos, entoncesM = ∏
p∈X Zp

no es semisimple. En efecto, la función f : Z→M definida como f(m) = (m+pZ)p∈X
es un monomorfismo, pues f(m) = 0 si y sólo si m+ pZ = 0 para todo p ∈ X, es decir
si y sólo si todo primo divide a m, lo cual sólo ocurre si m = 0. De manera que si se
supone M semisimple, la Proposición 3.5 implica que Z es semisimple, lo cual es una
contradicción.

3.2. Anillos Semisimples

Si A es un anillo tal que AA es semisimple se tiene una gran cantidad de información
tanto de su estructura como de sus módulos, el siguiente teorema reúne los resultados
más inmediatos sobre sus módulos.

Teorema 3.18. Para un anillo A los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) Toda sucesión exacta corta de A-módulos se escinde.
(b) Todo A-módulo es semisimple.
(c) Todo A-módulo finitamente generado es semisimple.
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(d) Todo A-módulo cíclico es semisimple.
(e) AA es semisimple.
(f) Todo A-módulo es inyectivo.
(g) Todo A-módulo es proyectivo.
(h) Todo A-módulo finitamente generado es proyectivo.
(i) Todo A-módulo cíclico es proyectivo.
(j) Todo ideal derecho de A es generado por un elemento idempotente.

Demostración. (a⇔ b) Se sigue de la Proposición 3.13.
(b⇒ c⇒ d⇒ e) Es trivial.
(e ⇒ b) Dado un A-módulo M , por la Proposición 3.5 mA es semisimple para toda
m ∈ M , y entonces M = ∑

m∈M mA es una suma de simples por la Proposición 3.14,
por lo que M es semisimple.
(a ⇔ f) Basta recordar que M es inyectivo si y sólo si toda sucesión de la forma
0→M → N → N ′ → 0 se escinde. Así, si toda sucesión exacta se escinde, en particular
para un módulo M toda sucesión exacta 0 → M → N → N ′ → 0 se escinde, lo que
implica que M es inyectivo. Recíprocamente, si todo módulo es inyectivo, entonces
toda sucesión exacta 0→M → N → N ′ → 0 se escinde debido a que M es inyectivo.
(g ⇒ h⇒ i) Es trivial.
(a⇔ g) Análogo a (a⇔ f).
(i⇒ d) SeaM cíclico, dado N un submódulo deM ,M/N también es cíclico y entonces
proyectivo por hipótesis, lo que implica que la sucesión 0 → N → M → M/N → 0
se escinde. Por lo tanto todo submódulo de M es sumando directo, es decir M es
semisimple.
(e⇔ j) AA es semisimple si y sólo si todo ideal derecho de A es sumando directo de A si
y sólo si todo ideal derecho es generado por un idempotente por la Proposición 2.21.

Ejemplo 3.19. Sea C(R) = {f : R→ R | f es continua}. Es sencillo probar que C(R)
es un anillo bajo la suma y producto de funciones. Se le llama el anillo de funciones
continuas reales. Para probar que AA no es semisimple hay que notar que f ∈ A es
idempotente si y sólo si f(x) = f(x)f(x) lo que implica que f(x) = 0 ó f(x) = 1 para
toda x ∈ R, y como f es continua se tiene entonces que f es la función constante 0
ó 1, por lo que la unidad de A no tiene descomposiciones no triviales. Así, debido a
que toda descomposición de AA induce una descomposición de la unidad de A, AA no
puede ser semisimple, a menos que AA sea simple. Pero esto último no sucede, ya que
si g(x) = x, entonces es sencillo probar que gA es un submódulo propio de AA. Por lo
tanto AA no es semisimple.
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Ejemplo 3.20. Si D es un anillo con división y n ∈ N, entonces A = Mn(D) es un
anillo tal que AA es semisimple. En efecto, sea ei la matriz cuyas entradas son todas
igual a cero, con excepción de la entrada de la i-ésima columna e i-ésimo renglón,
la cual es igual a 1. Así, 1 = e1 + ... + en es una descomposición de la unidad, que
induce una descomposición AA = e1A⊕ ...⊕ enA donde cada eiA es simple. En efecto,
sea x ∈ eiA diferente de 0 se tiene entonces que xej 6= 0 para algún j ∈ {1, ..., n},
por lo que xejueiα−1 = ei, donde u es la matriz que todas sus entradas son igual a
1D y α es la entrada del i-ésimo renglón y j-ésima columna, la cual es diferente de 0
porque xej 6= 0. Por lo tanto, eiA es simple para todo i ∈ {1, ..., n} y entonces AA es
semisimple.

Corolario 3.21. Sea A un anillo. Si AA es semisimple, entonces todo A-módulo simple
es isomorfo a un sumando directo de AA.

Demostración. Sea S un A-módulo simple, por la Proposición 3.9 existe un epimorfis-
mo f : A → S no nulo. Luego, debido a que AA es semisimple, toda sucesión exacta
corta se escinde, en particular 0 → Ker(f) → A → S → 0 se escinde, lo que implica
que S es isomorfo a un sumando directo de AA.

Ahora, se ha visto que un módulo semisimple es suma directa de sus submódulos
simples, suma que en general es infinita. Sin embargo, por la Proposición 2.21 se tiene
que un anillo A tal que AA es semisimple se descompone como una suma directa finita
de módulos simples.

Proposición 3.22. Sea A un anillo. Si AA es semisimple, entonces es una suma
directa finita de módulos simples.

Como corolario, se tiene que si AA es semisimple, entonces existe un número finito
de clases de isomorfismo de módulos simples. Ya que si S es un A-módulo simple,
entonces por el Corolario 3.21 S es isomorfo a un sumando directo de AA, pero por la
proposición anterior sólo existe un número finito de sumandos directos.

Corolario 3.23. Sea A un anillo. Si AA es semisimple, entonces contiene un número
finito de submódulos simples. Más aún, existe un número finito de clases de isomor-
fismo de A-módulos simples.

Ejemplo 3.24. Sean X el conjunto de los enteros primos, A = ∏
p∈X Zp y eq = 1Zq

para todo q ∈ X. Claramente eqA ∼= Zq, por lo que A tiene tantos submódulos simples
como primos. El resultado anterior implica que AA no es semisimple.

Ejemplo 3.25. Q es un campo, por lo que toda sucesión exacta corta de Q-módulos
se escinde, por lo tanto QQ es semisimple. Por otro lado, Z es subanillo de Q, y ZZ no
es semisimple pues ningún submódulo es sumando directo de éste. Esto es un ejemplo
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de un anillo que es un módulo semisimple con un subanillo que no lo es. Esto no
debe sugerir que todo anillo es isomorfo a un subanillo de un anillo semisimple. Como
contraejemplo supóngase que existe un anillo B tal que BB es semisimple y que tiene
un subanillo isomorfo a A = ∏

p∈X Zp. Procediendo análogamente al ejemplo anterior,
se tiene un conjunto de idempotentes ortogonales dos a dos {ep}p∈X , con los que se
construye la familia de submódulos {epB}p∈X . Luego, debido a que los submódulos de
dicha familia son todos diferentes y su intersección es 0 y a que BB es semisimple, se
concluye que todo epB es semisimple, y como tal contiene un submódulo simple. Por
lo tanto, BB tiene una infinidad de submódulos simples, lo cual es una contradicción
por el Corolario 3.23.

Para concluir esta sección se presenta el teorema de Maschke, que caracteriza una clase
de anillos semisimples.

Teorema 3.26. Sea G un grupo finito de orden m y k un campo de característica p.
El anillo de grupo B = kG es un B-módulo derecho semisimple, si y sólo si p no divide
a m.

Demostración. Recuérdese que los elementos de kG son de la forma ∑g∈G gλg, y para
simplificar la notación se suprime el subíndice de la suma cuando no cause confusión,
expresando a los elementos como ∑ gλg.
Ahora, es evidente que k es un B-módulo derecho, ya que si se define la función
φ : B → End(k) como φ(∑ gλg) = ∑Λg, donde Λg : k → k definido como Λg(x) = xλg
es un endomorfismo de grupo de k. Es sencillo probar que φ es un morfismo de anillos,
por lo que k es un B-módulo derecho gracias a la Proposición 1.3.
Luego, si B es semisimple y se supone que p divide a m, es decir mx = 0 para todo
x ∈ k. Considérese el B-monomorfismo f : k → B definido como f(x) = ∑

gx. Como
B es semisimple, la sucesión exacta inducida se escinde, es decir existe un morfismo
h : B → k tal que hf = 1k. En consecuencia, para toda x ∈ k se tiene que

x = hf(x) = h(
∑

gx) =
∑

h(gx) =
∑

h(1)gx =
∑

h(1)x = mx = 0,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto p no divide a m.
Por otro lado, si p no divide a m, entonces para probar que BB es semisimple basta
probar que todo B-módulo es semisimple por la proposición anterior. Sea entonces
M un B-módulo arbitrario y N un submódulo de éste. Debido a que B es una k-
álgebra,M es un k-espacio vectorial y N es un subespacio de éste, por lo que existe un
k-morfismo f : M → N tal que f |N = 1N , ya que todo espacio vectorial es semisimple.
Ahora, se define el B-morfismo h : M →M como

h(x) =
∑
g∈G

f(xg)g−1m−1.
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Es evidente que la imagen de este morfismo está contenida en N por cómo está definido
f , y si x ∈ N se tiene que h(x) = ∑

xgg−1m−1 = x. Por lo tanto g : M → N es un
epimorfismo tal que g|N = 1N , lo que implica que N es un sumando directo de M . Por
lo tanto todo módulo es semisimple.

Ejemplo 3.27. Para todo n ∈ N el anillo de grupo Z2Sn no es semisimple. En efecto,
el orden de Sn es n!, por lo que la característica de Z2 siempre lo divide. Mas aún ZpSn
es semisimple para todo primo p mayor a n, ya que de esta manera p no divide a n!.

3.2.1. El Teorema de Wedderburn-Artin

Supóngase que A es un anillo tal que AA es semisimple, de manera que AA = ⊕
S∈X SA

donde X es un subconjunto del conjunto de todos los submódulos simples de AA por
la Proposición 3.14. Por la Proposición 2.21 existe una descomposición de la unidad
1A = e1 + ... + en donde ei ∈ Si para algún Si ∈ X, y Si = eiA. Por lo tanto
A = e1A⊕ ...⊕ enA = S1 ⊕ ...⊕ Sn.

Luego,X = {e1, ..., en} es un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos,
ya que 1 = e1 + ... + en es una descomposición de la unidad y eiA es simple y en
consecuencia inescindible, por lo que cada ei es un idempotente primitivo.

De manera que por la Proposición 2.58 se puede construir una descomposición central
de la unidad 1 = f1 + ...+ fk tal que cada fiAfi es un anillo conexo.

Más aún, recuérdese que dicha descomposición se construye definiendo una relación
de equivalencia en X, definida como ei ≈ ej si y sólo si existe {g1, ..., gs} ⊆ S tal que
ei ∼ g1 ∼ g2 ∼ ... ∼ gs ∼ ej, donde e ∼ f si eAf 6= 0 ó fAe 6= 0, lo que es equivalente
a que HomA(fA, eA) 6= 0 ó HomA(eA, fA) 6= 0, pero fA y eA son simples, por lo que
el lema de Schur implica que ei ≈ ej si y sólo si eiA ∼= ejA.

Además, dicha relación induce una partición X = E1∪...∪Ek y se definen fi = ∑
e∈Ei

e,
por lo que fiAfi ∼= Mmi

(Di) por la Proposición 2.26 dondemi = |Ei| y Di = EndA(eA)
para algún e ∈ Ei.

En consecuencia, por la discusión anterior y por el Corolario 3.23, se tiene el teorema
de Wedderburn-Artin.

Teorema 3.28. Sea A un anillo. Si AA es semisimple, y S1, ..., Sk son representantes
de las clases de isomorfismo de los submódulos simples de A y m1, ...,mk son sus
respectivas multiplicidades como sumandos de AA, entonces existe un isomorfismo de
anillos

A ∼= Mm1(D1)⊕ ...⊕Mmk
(Dk),

donde Di = EndA(Si).
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Demostración. Tomando la descomposición central de la unidad 1A = f1 + ... + fk se
tiene que

A = f1Af1 ⊕ ...⊕ fkAfk,

y para todo i ∈ {1, ..., k}

fiAfi = EndA(fiA) = EndA(
⊕
j∈Ei

ejA) ∼= EndA(Smi
i ) ∼= Mmi

(Di),

donde Di = EndA(Si) ya que ejA ∼= Si para todo j ∈ Ei.

Corolario 3.29. Sea A un anillo. AA es semisimple si y sólo si A es isomorfo a un
producto de anillos de matrices sobre anillos con división.

Demostración. Se sigue de 3.20 que un producto de anillos de matrices sobre anillos
con división es un anillo semisimple. El recíproco se sigue del teorema de Wedderburn-
Artin.

Observación 3.30. Como es natural se puede puede probar de que un anillo A es
isomorfo a un producto de anillos de matrices sobre anillos con división si y sólo si
AA es semisimple. Esto lleva a la conclusión de que AA es semisimple si y sólo si
AA es semisimple. Por lo tanto de ahora en adelante a dichos anillos se les llamará
semisimples.

Definición 3.31. Se dice que un anillo A es semisimple si AA es semisimple, ó equi-
valentemente, si AA es semisimple.

Para finalizar, supóngase que e es un idempotente de un anillo semisimple A, entonces
A ∼= Sn1

1 ⊕ ...⊕ Snk
k con Si simple y

eA⊕ (1− e)A = A ∼= Sn1
1 ⊕ ...⊕ S

nk
k ,

entonces del teorema de Wedderburn-Artin se deduce que

eA ∼= Sm1
1 ⊕ ...⊕ S

mk
k

con mi ≤ ni para toda i. Y análogamente a la argumentación anterior

eAe ∼= EndA(eA) ∼=
k⊕

i,j=1
HomA(Smi

i , S
mj

j ) ∼= Mm1(D1)⊕ ...⊕Mmk
(Dk),

donde Di = EndA(Si).
En particular, si eAe es un anillo con división, entonces eA es un sumando simple de
A, ya que de suponer lo contrario, eAe debe un anillo de matrices sobre un anillo con
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división, ó una suma directa finita no trivial de anillos sobre matrices, en cualquier
caso eAe no puede ser un anillo con división. Así, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.32. Sea A un anillo semisimple y e un idempotente de A. El anillo eAe
es isomorfo a una suma finita de anillos de matrices sobre anillos con división. Más
aún, si eAe es un anillo con división, entonces eA es simple.

Ejemplo 3.33. Sea k un campo algebraicamente cerrado. Si A es una k-álgebra de
dimensión finita tal que A es un anillo con división entonces A = k. En efecto, si
dimk A = n, entonces para todo a ∈ A se tiene que 1, a, ..., an son linealmente de-
pendientes, por lo que existe una combinación lineal ∑n

i=0 λia
i = ∑m

i=0 λia
i = 0 con

λm 6= 0. Pero como k es algebraicamente cerrado
m∑
i=0

λix
i = λn(x− b1)...(x− bm),

lo que implica que 0 = λm(a−b1)...(a−bm) y entonces a−bi = 0 para algún i ya que A
es un anillo con división. Por lo tanto A = k. De manera que si B es una k-álgebra de
dimensión finita semisimple y k es un campo algebraicamente cerrado, B es isomorfa
a un producto de anillos de matrices sobre k.

3.3. Anillos Simples

Se probó en la sección anterior que todo anillo semisimple se puede descomponer como
una suma directa finita de anillos de matrices sobre anillos con división. Esta subsección
estudia y caracteriza dichos anillos de matrices.
Considérese un anillo B = Mn(D), donde D es un anillo con división. Los ideales
bilaterales de B son de la forma Mn(I) donde I es un ideal bilateral de D, pero como
D es un anillo con división I = D ó I = 0, por lo que B no tiene ideales bilaterales
propios. Un anillo que cumpla esto se llama anillo simple.

Definición 3.34. Sea A un anillo. Se dice que un anillo es simple si no tiene ideales
bilaterales diferentes de 0 y A.

Por lo tanto, se ha mostrado que un anillo A tal que AA es semisimple se puede
expresar como un producto finito de anillos simples. El recíproco es falso como se verá
más adelante. Pero antes considérense los siguientes ejemplos de anillos simples.

Ejemplo 3.35. Ya se ha probado que si D es un anillo con división, entonces cualquier
anillo de matrices de orden finito con coeficientes en D es un anillo simple. De la misma
manera, cualquier anillo de matrices de orden finito sobre un anillo simple es simple.
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Ejemplo 3.36. Si (Ai)i∈N es una cadena ascendente de anillos con división, entonces
B = ⋃

i∈NAi es un anillo simple. En efecto, supóngase que I es un ideal bilateral de B
que contiene un elemento x distinto de 0; entonces x ∈ An para algún k ∈ N, pero An
es un anillo con división, por lo que existe y ∈ An tal que xy = yx = 1, y así I = B.

Ejemplo 3.37. Sea A0 = D un anillo con división. Se sabe entonces que todo anillo
de matrices sobre D es un anillo simple. Considérense entonces los anillos simples
Ak = M2k(D). Cada Ak se puede identificar con un subanillo de Ak+1 con ayuda del
monomorfismo de anillos fk : Ak → Ak+1 definido como

fk(M) =
(
M 0
0 M

)
.

De esta manera se tiene una sucesión de anillos simples (Ai)i∈N tales que Ak ⊆ Ak+1.
Así, B = ⋃

i∈NAi es un anillo simple.

Ejemplo 3.38. Sea M = k(N), donde k es un anillo con división. M es un espacio
vectorial sobre k con base {ei}i∈N. Se dice que un morfismo tiene rango finito ó infinito
si la dimensión de su imagen es finita ó infinita respectivamente. Es evidente que
el conjunto de todos los morfismos de rango finito es un ideal I de Endk(M). Y si
se supone que J es un ideal bilateral que contiene un morfismo g de rango infinito,
entonces M = N ⊕ Ker(g) y N ∼= Im(g) tiene una base {ui}i∈N, defínanse entonces
f : M → M y h : M → M como h(ei) = ui y f = f |N + f |Ker(g) donde f |N(ui) = ei
y f |Ker(g)(x) = (x), entonces se tiene que fgh = 1, lo que implica que J = A. En
consecuencia, A/I es un anillo simple, ya que no existen ideales bilaterales de A que
contengan a I.

Como se puede observar en los ejemplos, en general la estructura de módulo de un
anillo simple puede ser complicada, pero por ahora los anillos simples de interés son
aquellos que son módulos semisimples, que se caracterizan de manera sencilla. Para
ello considérese el siguiente teorema de M. Reiffel.

Teorema 3.39. Sea A un anillo simple. Si I es un ideal derecho, entonces A es
isomorfo a B = EndD(DI), donde D = EndA(IA).

Demostración. Sea A un anillo simple e I un ideal derecho de A. Defínase f : A→ B
como f(a) = fa donde fa(x) = xa. f es un monomorfismo pues Ker(f) es un ideal
bilateral, lo que implica que Ker(f) = A ó Ker(f) = 0, pero f no es el morfismo 0, por
lo tanto Ker(f) = 0.
Para probar que f es epimorfismo basta mostrar que f(A) es un ideal izquierdo de B
ya que f(1) = 1B. Para ello nótese que dado h ∈ B y a ∈ A se tiene que

hf(a)(x) = h(xa) = xh(a) = f(h(a))(x),
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por lo tanto Bf(A) ⊆ f(A). Y así, f(A) es un ideal derecho.

Ya con este teorema se observa que si A es un anillo simple que es semisimple, entonces
contiene un ideal derecho minimal por la Proposición 3.8. Y recíprocamente, si A es
un anillo que contiene un ideal derecho minimal I, entonces por el teorema anterior
A ∼= EndD(I) con D = EndA(I).
Luego, como D es un anillo con división, DI es un espacio vectorial sobre éste. Si DI
es de dimensión finita, EndD(I) es un anillo de matrices de orden finito, y por lo tanto
semisimple por 3.20. Y si se tuviera el caso que DI es de dimensión infinita, entonces
procediendo análogamente a 3.38 se tiene que EndD(I) ∼= A tiene un ideal bilateral
propio, lo cual es una contradicción. Por lo tanto AA es semisimple.

Corolario 3.40. Sea A un anillo simple. El módulo AA es semisimple si y sólo si tiene
un ideal derecho minimal.

Ahora, si A es un anillo simple semisimple, entonces todos los ideales minimales dere-
chos son isomorfos. En efecto, si se supone lo contrario el teorema de Wedderburn-Artin
implica que A es isomorfo a un producto no trivial de anillos, por lo que A es una suma
directa no trivial de ideales bilaterales, lo cual es una contradicción ya que A es simple.
Luego entonces el teorema de Wedderburn-Artin implica que A es isomorfo a un anillo
de matrices sobre EndA(I), donde I es un ideal derecho mínimo de A. Por lo que se
tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.41. Sea A un anillo simple semisimple. Se cumplen los siguientes enun-
ciados.
(a) Todos los ideales minimales derechos de A son isomorfos.
(b) A ∼= Mn(EndA(I)) donde I es un ideal minimal de A y n es el número de ideales

minimales de A.
(c) B es un anillo simple semisimple si y sólo si B es isomorfo a un anillo de

matrices de n× n sobre un anillo con división para algún n ∈ N.
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4. Condiciones de Finitud

En la sección anterior se vio que un anillo simple es un módulo derecho semisimple
en caso de tener un ideal minimal derecho. En esta sección se buscarán condiciones
suficientes para que toda familia de ideales derechos tenga un mínimo ó un máximo.
Los anillos que cumplen dichas condiciones reciben el nombre de artinianos ó noet-
herianos respectivamente. Sus epónimos fueron los matemáticos Emil Artin y Emmy
Noether cuyo trabajo fue fundamental en el desarrollo de dichos conceptos.
Con el objetivo de estudiar dichos anillos se inicia el capítulo definiendo los módulos
artinianos y noetherianos, para después estudiar los anillos de endomorfismos sobre
éstos, una vez hecho esto se definen y caracterizan los anillos noetherianos y artinianos.
Se finaliza el capítulo con el estudio de módulos de longitud finita, que se caracterizan
por ser módulos artinianos y noetherianos simultáneamente.

4.1. Módulos Artinianos y Noetherianos

Definición 4.1. Dado un anillo A y un A-módulo M , una cadena ascendente de M
es una sucesión (Mi)i∈N de submódulos de M , tales que Mi ⊆ Mi+1 para todo i ∈ N,
mientras que una cadena descendente de M es una sucesión (Mi)i∈N de submódulos de
M , tales que Mi ⊇Mi+1 para todo natural i.
Cuando todos los elementos de una cadena son distintos se dice que la cadena es
estricta. Y se dice que una cadena (Mi)i∈N se estaciona si existe un natural m tal que
Mi = Mm para todo i ≥ m.

En la teoría de módulos surgen naturalmente construcciones con cadenas de submódu-
los, que por lo general no se estacionan. Sin embargo, existen módulos que cumplen la
condición de que todas las cadenas se estacionan, lo que implica que toda construcción
hecha con cadenas sea finita, lo que hace a estos módulos más manejables. En esta
sección se estudian las clases de dichos módulos y sus propiedades.

Definición 4.2. Dado A un anillo. Se dice que un A-módulo M es artiniano si toda
cadena descendente de M se estaciona.
Análogamente, si toda cadena ascendente de M se estaciona se dice que M es noethe-
riano.
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Ejemplo 4.3. Todo espacio vectorial de dimensión finita es un módulo noetheriano
y artiniano. Esto se sigue del hecho de que una cadena de subespacios induce una
sucesión de naturales por medio de sus dimensiones, y como dichas dimensiones están
acotadas la cadena se estaciona forzosamente.

Ejemplo 4.4. Todo módulo simple no tiene mas que cadenas triviales, por lo que todo
módulo simple es artiniano y noetheriano.

Las siguientes proposiciones caracterizan estos módulos.

Proposición 4.5. Sea M un módulo. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) M es noetheriano.
(b) Todo conjunto no vacío de submódulos de M tiene un elemento maximal.
(c) Todo submódulo es finitamente generado.
(d) Para toda familia X de submódulos de M existe una subfamilia finita X ′ de X

tal que ∑N∈X′ N = ∑
N∈X N .

(e) Si (Mi)i∈X es una familia de submódulos tal que Mi ⊆ Mj ó Mj ⊆ Mi para
cualesquiera i, j ∈ X, entonces existe m ∈ X tal que Mh ⊆ Mm para toda
h ∈ X.

Demostración. (a⇒ b) Sea X un conjunto no vacío de submódulos y supóngase que no
tiene elementos maximales, entonces como X es no vacío existe un submódulo N1 ∈ X;
y debido a que N1 no es maximal existe N2 ∈ X tal que N1  N2; procediendo
recursivamente, como Nk no es maximal existe Nk+1 ∈ X tal que Nk  Nk+1. De
esta manera, se obtiene una cadena (Nk)k∈N estrictamente ascendente, lo cual es una
contradicción pues M es noetheriano. Por lo tanto, X tiene un elemento maximal.
(b ⇒ c) Sea M ′ un submódulo de M y X una familia de submódulos de M ′ tal que∑
N∈X N = M ′. Considérese

Y =
{∑
N∈Z

N | Z ⊆ X finito
}
,

este es un conjunto de submódulos de M , por lo que tiene un elemento maximal
V = ∑

N∈X′ N para algún X ′ ⊆ X finito. Luego, V ⊆ ∑
N∈X N = M ′, por lo que si

V 6= M ′, entonces existe N ∈ X, tal que N + V 6= V , pero N + V ∈ Y , lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, V = M ′ y entonces M ′ es finitamente generado.
(c ⇒ d) Dada una familia X de submódulos, el submódulo M ′ = ∑

N∈X N es finita-
mente generado, de manera que existe una subfamilia finita X ′ de X tal que∑

N∈X′
N = M ′ =

∑
N∈X

N .
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(d⇒ a) Dada una cadena ascendente S = (Ni)i∈N de M , existe un conjunto finito de
naturales F tal queM ′ = ∑

i∈NNi = ∑
i∈F Ni. Luego, si m es el máximo de F , entonces

como S es ascendente M ′ = Nm = Nk para cualquier k ≥ m, ya que si k ≥ m se tiene
que Nm ⊆ Nk ⊆M ′ = Nm, por lo que Nm = Nk.

(f ⇒ a) Es trivial.

(b⇒ f) Es inmediato.

Proposición 4.6. Sea M un módulo, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) M es artiniano.

(b) Todo conjunto no vacío de submódulos de M tiene un elemento minimal.

(c) Todo cociente de M es finitamente cogenerado.

(d) Para toda familia X de submódulos de M existe una subfamilia finita X ′ de X
tal que ⋂N∈X′ N = ⋂

N∈X N .

(e) Si (Mi)i∈X es una familia de submódulos tal que Mi ⊆ Mj ó Mj ⊆ Mi para
cualesquiera i, j ∈ X, entonces existe m ∈ X tal que Mm ⊆ Mh para toda
h ∈ X.

Demostración. (a⇒ b) SeaX un conjunto no vacío de submódulos, y supóngase que no
tiene elementos minimales, entonces como X no es vacío existe un submódulo N1 ∈ X,
y debido a que N1 no es minimal existe N2 ∈ X tal que N2  N1, recursivamente como
Nk no es minimal existe Nk+1 ∈ X tal que Nk+1  Nk para todo k ∈ N, de esta manera
se obtiene una cadena estrictamente descendente (Nk)k∈N, lo cual es una contradicción
pues M es artiniano.

(b ⇒ c) Sea M ′ un submódulo de M , dar una familia X de submódulos de M/M ′

tal que ⋂N∈X N = 0, es equivalente a dar una familia Y de submódulos de M que
contengan a M ′ tales que ⋂N∈Y N = M ′. Considérese

Z =
{ ⋂
N∈W

N | W ⊆ Y finito
}
.

Por (b) Z tiene un elemento minimal V = ⋂
N∈Y ′ N . Luego, si V 6= M ′, como

V ⊇
⋂
N∈X

N = M ′,

existe N ∈ X, tal que N∩V 6= V , pero N∩V ∈ Z lo cual es una contradicción, pues V
es un elemento minimal de Z. En consecuencia, V = M ′ y entonces se ha encontrado
una subfamilia finita X ′ de X tal que ⋂N∈X′ N = 0. Por lo tanto,M/M ′ es finitamente
cogenerado.
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(c ⇒ d) Si X es una familia de submódulos de M y M ′ = ⋂
N∈X N , entonces M/M ′

es finitamente cogenerado, lo que implica que existe una subfamilia finita X ′ de X
tal que ⋂N∈X′(N + M ′)/M ′ = 0 pues ⋂N∈X(N + M ′)/M ′ = 0, lo que implica que⋂
N∈X′ N = M ′.

(d⇒ a) Dada una cadena descendente S = (Ni)i∈N de M . Si M ′ = ⋂
i∈NN i, entonces

existe un conjunto finito de naturales F tal queM ′ = ⋂
i∈F N i. Luego, sim es el máximo

de F , entonces M ′ = Nm = Nk para cualquier k ≥ m, ya que M ′ = ⋂
i∈F N i = Nm,

pues la sucesión es descendente, y si k ≥ m se tiene que Nm ⊇ Nk ⊇M ′ = Nm, por lo
que Nm = Nk. Por lo tanto, cualquier cadena descendente se estaciona.
(f ⇒ a) Es trivial.
(b⇒ f) Es inmediato.

Las proposiciones anteriores implican claramente que todo módulo noetheriano es fini-
tamente generado y que todo módulo artiniano es finitamente cogenerado, sin embargo
el recíproco es falso como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.7. Sea A = Z2[xi]i∈N el anillo conmutativo de polinomios con variables
{xi}i∈N sobre Z2 e I el ideal generado por {xixj}i,j∈N. Si B = A/I, entonces BB es un
módulo finitamente generado no noetheriano. En efecto, el conjunto {Nn}n∈N, donde

Nn = 〈x1 + I, ..., xn + I〉 ,

es claramente una cadena estrictamente creciente

N1  N2  ...  Nk  ...

Por lo tanto, BB es un módulo no noetheriano pero finitamente generado, ya que 1B
lo genera.

Ejemplo 4.8. Utilizando la notación del ejemplo anterior, considérese el grupo abe-
liano

M = HomZ2(B,Z2).

M es un B-módulo izquierdo por la Proposición 1.10 debido a que B es un Z2-B
bimódulo. Se prueba a continuación que M es un módulo finitamente cogenerado no
artiniano. Considérese N = {0, f}, donde f está definido en la base como f(xi+I) = 0
para toda i ∈ N y f(1 + I) = 1. Claramente N es un submódulo de M . Y si se toma
g ∈M distinto de f y 0, se tiene que existe j ∈ N tal que g(xj + I) = 1; pero entonces
(xj + I)g = f ya que

(xj + I)g(1) = g((xj + I)1) = 1 y
(xj + I)g(xi + I) = g((xj + I)(xi + I)) = g((xjxi + I)) = g(0) = 0
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para todo i ∈ N. Lo que implica que todo submódulo de M contiene a N . Lo que
implica queM es finitamente cogenerado, ya que si se tiene una cadena de submódulos
{Ni}i∈I tal que Ni 6= 0 para toda i ∈ I, entonces N ⊆ Ni para toda i ∈ I y entonces⋂
i∈I Ni 6= 0. Sin embargo,M no es artiniano, para mostrarlo considérense los morfismos

fxi
definidos como fxi

(xj) = δij y fxi
(1) = 0, análogamente a lo anterior se prueba que

pfxi
= fxi

, pfxi
= 0 ó pfxi

= f para todo p ∈ B. Por lo tanto, la cadena

〈fxi
〉i∈N\{1} ! 〈fxi

〉i∈N\{1,2} ! ... ! 〈fxi
〉N\{1,...,n} ! ...

es estrictamente decreciente.

Por otro lado, ser artiniano ó noetheriano es cerrado bajo extensiones. Más aún, dada
una sucesión exacta corta de módulos 0 → K → M → N → 0, M es artiniano
(noetheriano) si y sólo si K y N son artinianos (noetherianos).

Proposición 4.9. Sea 0 → K
f→ M → N → 0 una sucesión exacta de módulos. El

módulo M es artiniano (noetheriano) si y sólo si K y N también lo son.

Demostración. Nótese que K ∼= Im(f) que es un submódulo de M , y que N ∼= M/K,
por lo que sin pérdida de generalidad supóngase K ⊆M y N = M/K.
Si M es artiniano, entonces todo submódulo es artiniano, en particular K es también
es artiniano, y como N = M/K, dado un submódulo N ′/K de N , el cociente

N/N ′ ∼= (M/K) / (N ′/K) ∼= M/N ′,

entonces por la Proposición 4.6 todo cociente es finitamente cogenerado, por lo que N
es artiniano.
Si K y N son artinianos, considérese X un conjunto de submódulos de M . Por la
Proposición 4.6 existen X1 y X2 subconjuntos finitos de X, tales que⋂

Ñ∈X1

Ñ ∩K =
⋂
Ñ∈X

Ñ ∩K y
⋂

Ñ∈X2

(Ñ +K)/K =
⋂
Ñ∈X

(Ñ +K)/K.

Ahora, si X ′ = X1 ∩ X2, entonces
⋂
Ñ∈X′ Ñ = ⋂

Ñ∈X Ñ ; en efecto si x ∈ ⋂
Ñ∈X Ñ ,

entonces x+K ∈ ⋂Ñ∈X(Ñ+K)/K = ⋂
Ñ∈X2

(Ñ+K)/K, lo que implica que x = x1+x2,
donde x1 ∈ K y x2 ∈

⋂
Ñ∈X2

Ñ ; pero entonces

x1 ∈
⋂
Ñ∈X

Ñ ∩K =
⋂

Ñ∈X1

Ñ ∩K ⊆
⋂

Ñ∈X1

Ñ .

Por lo tanto,
x = x1 + x2 ∈

⋂
Ñ∈X1

Ñ +
⋂

Ñ∈X2

Ñ ⊆
⋂

Ñ∈X′
Ñ ,
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y entonces ⋂Ñ∈X′ Ñ = ⋂
Ñ∈X Ñ . Por lo tanto, M es artiniano.

La prueba cuando M es noetheriano es análoga.

En particular se tiene lo siguiente. Supóngase que M1 y M2 son módulos, existe una
sucesión exacta

0→M1 →M1 ⊕M2 →M2 → 0,

por lo que M1⊕M2 es artiniano, ó noetheriano, si y sólo si M1 y M2 son artinianos, ó
noetherianos. Luego si se tienen m módulos M1, ...,Mm, la sucesión

0→M1 →M1 ⊕ ...⊕Mm →M2 ⊕ ...⊕Mm → 0

es exacta, y entonces M1 ⊕ ... ⊕ Mm es artiniano ó noetheriano si y sólo si M1 y
M2 ⊕ ... ⊕ Mm son artinianos ó noetherianos respectivamente, y por inducción éste
último es artiniano ó noetheriano si y sólo si M2,...,Mm−1 y Mm son artinianos ó
noetherianos. Se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.10. Un módulo que es igual a una suma directa finita de módulos es
artiniano (noetheriano) si y sólo si cada sumando es artiniano (noetheriano).

Del resultado anterior se obtiene que si se tiene un módulo semisimple M = ⊕
S∈X S

con todo S ∈ X simple, entonces como todo módulo simple es artiniano y noetheriano,
M es artiniano y noetheriano si X es finito.
Recíprocamente, si M = ⊕

S∈X S es artiniano y se supone que X no es finito, entonces
existe una sucesión (Si)i∈N en X con todos sus elementos diferentes, y con ella se puede
construir la sucesión (Ni)i∈N donde

Nn =
⊕

S∈X\{S1,...,Sn}
S

que claramente es una sucesión estrictamente descendente, lo cual contradice que M
es artiniano. Por lo tanto, X es finito.
Si M = ⊕

S∈X S es noetheriano, entonces es finitamente generado y por lo tanto X es
finito.
Se ha probado el siguiente corolario.

Corolario 4.11. Si M es un módulo semisimple, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:
(a) M es artiniano.
(b) M es noetheriano.
(c) M es suma directa finita de módulos simples.
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Ejemplo 4.12. En el ejemplo 1.34 se mostró que ZZ no es finitamente cogenerado,
por lo que no es artiniano. Sin embargo, dada una cadena ascendente de submódu-
los {mZ}m∈I todo m ∈ I es divisible por todo n ∈ I mayor a m, pero como todo
entero tiene un número finito de divisores, la cadena se estaciona. Por lo tanto, Z es
noetheriano no artiniano.

Ejemplo 4.13. El anillo Q es un campo, por lo que QQ es simple y como tal noethe-
riano y artiniano. Por otro lado, ZZ es submódulo de ZQ, por lo que ZQ no es artiniano,
y ZQ no es finitamente generado, por lo que no es noetheriano. Por lo tanto, ZQQ es
artiniano y noetheriano como Q-módulo derecho, pero no es artiniano ni noetheriano
como Z-módulo izquierdo.

Ejemplo 4.14. El módulo Zp∞ = {m
pn ∈ Q/Z | m,n ∈ N} no es finitamente gene-

rado, por lo que no es noetheriano. Además, todo submódulo de Zp∞ es generado por
un elemento de la forma 1

pk para algún k ∈ N, por lo que si se tiene una cadena
descendente, ésta se debe estacionar ya que pk tiene un número finito de divisores. Por
lo tanto, Zp∞ es artiniano no noetheriano.

Ejemplo 4.15. En el Ejemplo 1.37 se mostró que Q/Z no es finitamente cogenerado
ni finitamente generado, por lo que no es artiniano ni noetheriano.

4.2. Endomorfismos de módulos artinianos y
noetherianos

Dado un morfismo de módulos f : M →M es sencillo probar que todo elemento en el
núcleo de f pertenece también al núcleo de f 2, de hecho todo x ∈ Ker(fn) pertenece
también a Ker(fn+1) para todo n ∈ N, por lo que se tiene una cadena

Ker(f) ⊆ Ker(f 2) ⊆ ... ⊆ Ker(fn) ⊆ ...

De la misma manera todo x ∈ Im(fn) pertenece también a Im(fn−1) para todo natural
n > 1, por lo que se tiene una cadena

Im(f) ⊇ Im(f 2) ⊇ ... ⊇ Im(fn) ⊇ ...

Por lo que es natural preguntarse que concecuencias se tienen a partir de estas cadenas
si el módulo M es artiniano ó noetheriano.
SiM es artiniano y f ∈ HomA(M,M), entonces como se ha visto, la sucesión (Im(f i))i∈N
es descendente, por lo que existe m tal que Im(fm) = Im(fk) para cualquier k ≥ m,
de manera que si x ∈M se tiene que fm(x) = fm+1(x′) para algún x′ ∈M . En conse-
cuencia, si f es monomorfismo, se tiene que x = f(x′), lo que implica que Im(f) = M .
Por lo tanto, todo monomorfismo de M es un automorfismo.
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Análogamente, si M es noetheriano y f : M → M es un epimorfismo, entonces la
sucesión (Ker(f i))i∈N es ascendente, por lo que existe un natural m tal que

Ker(fm) = Ker(fk)

para cualquier k ≥ m; de manera que si x ∈ Ker(f), como f es epimorfismo, fm
también lo es, por lo que existe x′ ∈M tal que fm(x′) = x; pero en tal caso

fm+1(x′) = f(x) = 0,

lo que implica que x′ ∈ Ker(fm+1) = Ker(fm) y entonces x = 0, por lo que f es un
automorfismo.
Se tiene entonces el siguiente resultado.

Proposición 4.16. Sea M un módulo y f : M →M un morfismo de módulos.
(a) Si M es artiniano, f es automorfismo si y sólo si f es monomorfismo.
(b) Si M es noetheriano, f es automorfismo si y sólo si f es epimorfismo.

Cabe entonces preguntarse que propiedades cumplen los endomorfismos de un módulo
artiniano y noetheriano, tal información se encuentra en el siguiente resultado, el Lema
de Fitting.

Lema 4.17. Si M es un módulo artiniano y noetheriano y f : M → M es un endo-
morfismo, entonces existe un natural m tal que M = Im(fm)⊕Ker(fm).

Demostración. Debido a que el módulo M es artiniano y noetheriano las sucesio-
nes (Im(f i))i∈N y (Ker(f i))i∈N se estacionan, por lo que existe un natural m tal que
Im(fm) = Im(fk) y Ker(fm) = Ker(fk) para toda k ≥ m. Ahora, si x ∈ M , nótese
que fm(x) = f 2m(x′) para alguna x′ ∈M , esto es fm(x− fm(x′)) = 0; de modo que

x = fm(x′) + (x− fm(x′)) ∈ Im(fm) + Ker(fm),

y así M = Im(fm) + Ker(fm). Además, si x ∈ Im(fm)∩Ker(fm), entonces x = fm(x′)
para alguna x′ ∈M , y 0 = fm(x) = f 2m(x′), lo que implica que

x′ ∈ Ker(f 2m) = Ker(fm),

Por lo tanto x = 0, y así M = Im(fm)⊕Ker(fm).

Ahora, siM es un módulo artiniano y noetheriano que además es inescindible, entonces
el resultado anterior implica que todo endomorfismo es nilpotente ó invertible.

Corolario 4.18. Dado A un anillo. Si M es un A-módulo artiniano, noetheriano e
inescindible, entonces todo elemento de EndA(M) es invertible ó nilpotente.
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4.3. Anillos artinianos y noetherianos

Definición 4.19. Dado un anillo A, si AA es noetheriano se dice que A es un anillo
noetheriano a la derecha, si AA es noetheriano se dice que A es noetheriano a la
izquierda, y si es noetheriano a la derecha y a la izquierda se dice que A es un anillo
noetheriano. Análogamente se definen los anillos artinianos a la derecha, artinianos a
la izquierda y artinianos.

Ejemplo 4.20. Si A es un anillo semisimple, entonces por 4.4 y 4.10 A es artiniano
y noetheriano.

Ejemplo 4.21. Sea A un anillo simple. Si A tiene un ideal minimal derecho, entonces
A es semisimple por el Corolario 3.40 y por ello artiniano y noetheriano. Por lo tanto,
A es artiniano por la derecha si y sólo si A es artiniano y noetheriano.

Ejemplo 4.22. Dado un campo k se considera el anillo A = Endk(kN)/I donde I
es el ideal de endomorfismos de rango finito, es decir morfismos cuya imagen es de
dimensión finita. Debido a que N tiene el mismo cardinal que N2, se puede tomar una
base {eij | i ∈ N, j ∈ N} de kN. Así, la familia {(In + I)/I}n∈N es una cadena
estrictamente ascendente de ideales izquierdos de A, donde

In = {f ∈ Endk(kN) | f(eij) = 0 ∀i ≥ n, ∀j ∈ N}.

En efecto, para probarlo se toma f ∈ In+1 tal que f(enj) = enj para toda j ∈ N. Si se
supone que f + I ∈ (In + I)/I, entonces f = g + h con g ∈ In y h ∈ I, lo que implica
para toda j ∈ N que

enj = f(enj) = g(enj) + h(enj) = h(enj),

lo cual es una contradicción ya que h es de rango finito. Por lo tanto, {(In + I)/I}n∈N
es estrictamente ascendente, de manera que AA no es noetheriano. Además, por 3.38
se sabe que A es simple, lo que implica por el ejemplo anterior que AA no es artiniano.

Ejemplo 4.23. Si A es el anillo generalizado de matrices con producto trivial(
Z Q
0 Q

)
,

entonces A es noetheriano por la derecha, no noetheriano por la izquierda y no arti-
niano por derecha ni izquierda. Para probarlo se caracterizan a continuación los ideales
derechos de A. Sea I un ideal derecho, por el principio del buen orden existe un entero

no negativo n tal que se puede encontrar una matriz
(
n s
0 t

)
∈ I para algún s, t ∈ Q,
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y entonces el conjunto

In =
{(

n x
0 y

)
∈ I | x, y ∈ Q

}

es no vacío. Ahora, en caso de existir
(
n s
0 t

)
∈ In con t 6= 0,

(
n st−1

0 1

)
=
(
n s
0 t

)(
1 0
0 t−1

)
∈ I

lo que implica que (
nZ Q
0 Q

)
=
(
n st−1

0 1

)
A ⊆ I.

Más aún,
(
nZ Q
0 Q

)
= I, ya que si se supone que existe un elemento

(
m z
0 w

)
con

m /∈ nZ, entonces(
mZ+ nZ Q

0 Q

)
⊆
(
mZ 0
0 0

)
+
(
nZ Q
0 Q

)
⊆
(
m z
0 w

)
A+

(
nZ Q
0 Q

)
⊆ I,

pero mZ+ nZ = dZ donde d = (m,n) lo cual contradice la minimalidad de n. Ahora,

en caso de que todo elemento de In sea de la forma
(
n s
0 0

)
, análogamente al caso

anterior se prueba que

I =
(
nZ Q
0 0

)
.

Por lo tanto, se ha probado que todo ideal derecho de A es de la forma

Xn =
(
nZ Q
0 0

)
=
(
n 1
0 0

)
A ó Yn =

(
nZ Q
0 Q

)
=
(
n 1
0 1

)
A.

De esta manera, es claro que AA es noetheriano, pues todo submódulo de AA es fini-
tamente generado, y AA no es artiniano ya que la sucesión(

n!Z Q
0 Q

)
n∈N

es estrictamente descendente. Por otro lado, la sucesión anterior es también una suce-
sión submódulos izquierdos, por lo que AA no es artiniano. Por otro lado, si P denota

86



4.3 Anillos artinianos y noetherianos

el conjunto de todos los enteros primos, entonces el conjunto(
Z ∑

p∈P Z1
p

0 0

)

es un submódulo izquierdo de AA que no es finitamente generado, lo que implica que
AA no es noetheriano.
Ejemplo 4.24. Sea B un anillo conmutativo con 1 y S ⊆ B un conjunto cerrado bajo
la multiplicación tal que 0 /∈ S. Si A es el anillo de fracciones de S respecto a B, y
B es un anillo noetheriano, entonces A es un anillo noetheriano. En efecto, si (In)n∈N
es una cadena ascendente de ideales de A y Jn = In ∩ B para toda n ∈ N, entonces
(Jn)n∈N es una cadena ascendente de ideales de B. Lo que implica que existe m ∈ N
tal que Jn = Jm para todo n > m y entonces In = Im para todo n ∈ N, ya que para
todo α = a

b
∈ In\Im se tiene que αb ∈ Jn = Jm y así α ∈ Im. Análogamente se prueba

que si B es artiniano, entonces A es artiniano.
Proposición 4.25. Sea A un anillo. Son equivalentes los siguientes enunciados.
(a) AA es noetheriano (artiniano).
(b) Todo A-módulo derecho finitamente generado es noetheriano (artiniano).

Demostración. SeaA un anillo. SiMA es finitamente generado, entonces por la Proposi-
ción 1.30 existe un epimorfismo f : A(X) →M con X finito, de manera que

MA
∼= A(X)/Ker(f).

Por otro lado, si AA es artiniano ó noetheriano, entonces por el Corolario 4.10 y la
Proposición 4.9 cualquier cociente de A(X) es también artiniano ó noetheriano. En
conclusión,MA es artiniano ó noetheriano, según sea el caso. El recíproco es inmediato
ya que AA es finitamente generado.
Ejemplo 4.26. Sea k un anillo conmutativo con 1. Se dice que un anillo A es una
k-álgebra de Artin si k es artiniano y A es un k-módulo finitamente generado. Se
sigue de la proposición anterior que toda álgebra de Artin es un anillo artiniano. En
efecto, si (In)n∈N es una cadena de ideales de A, entonces también es una cadena de
k-submódulos de A, pero A es artiniano por ser finitamente generado, de manera que
la cadena se estaciona. Por lo tanto, A es artiniano. Ejemplos de álgebras de Artin son
las k-álgebras de dimensión finita con k un campo.
Ejemplo 4.27. Análogamente, si un anillo A es una álgebra finitamente generada
sobre un anillo conmutativo noetheriano, entonces A es noetheriano. En particular, las
extensiones finitas del anillo de los enteros son noetherianas con este razonamiento.
Por ejemplo, dado f ∈ Q[x] irreducible y L su campo de descomposición, entonces

OL = {α ∈ L | α satisface un polinomio mónico en Z[x]}
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es una extensión finita de Z.

Cabe señalar que si en la proposición anterior se sustituye finitamente generado por
finitamente cogenerado se tiene una proposición falsa como muestran los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 4.28. Z es un anillo noetheriano y Zp∞ es finitamente cogenerado, sin em-
bargo Zp∞ no es noetheriano.

Más adelante, usando el Ejemplo( 4.34) se mostrará un anillo artiniano con un módulo
finitamente cogenerado no artiniano y no finitamente generado.
Ahora, si MA es un módulo finitamente generado sobre un anillo noetheriano por
la derecha A, entonces M es noetheriano por lo que todo submódulo es finitamente
generado. Análogamente, si MA es un módulo finitamente generado sobre un anillo
artiniano por la derecha A, entonces M es artiniano, de manera que todo cociente
de M es finitamente cogenerado, en particular M es finitamente cogenerado. Se tiene
entonces el siguiente corolario.

Corolario 4.29. Sea A un anillo. Se cumplen los siguientes enunciados
(a) AA es artiniano si y sólo si todo módulo finitamente generado es finitamente

cogenerado.
(b) AA es noetheriano si y sólo si todo submódulo de un módulo finitamente generado

es finitamente generado.

Finalmente el siguiente es un criterio para identificar anillos artinianos ó noetherianos.

Teorema 4.30. Si A es un anillo con una descomposición de la unidad 1 = e1+...+ek,
entonces AA es artiniano (noetheriano) si y sólo si eiAej es un ejAej-módulo derecho
artiniano (noetheriano) para toda i, j ∈ {1, ..., k}. Equivalentemente, si se tiene un
anillo de matrices generalizadas

A =


A1 M21 . . . M1n
M21 A2
... . . .

Mn1 An

 ,

entonces A es artiniano (noetheriano) a la derecha si y sólo si Ai es artiniano (noet-
heriano) por la derecha y Mij es un Aj-módulo derecho artiniano (noetheriano) para
toda i, j ∈ {1, ..., k}.

Demostración. Si A es noetheriano y se supone que ejAek es un ekAek-módulo no
noetheriano, existe una cadena ascendente (Ni)i∈N de ekAek-submódulos de ejAek que
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no se estaciona, entonces (NiA)i∈N es una cadena ascendente de A-submódulos de A
que no se estaciona, lo cual contradice que A es noetheriano. Por lo tanto, ejAek es un
ekAek-módulo noetheriano.

Recíprocamente, si ejAek es un ekAek-módulo noetheriano para toda j, k ∈ {1, ..., s},
entonces elA es noetheriano para todo l ∈ {1, .., k}. En efecto, dado l ∈ {1, ..., k} y
una familia X de A-submódulos de elA, se considera Xi = {Nei | N ∈ X}, ésta es
una familia de eiAei-submódulos de elAei, por lo que existe X ′i ⊆ X finito tal que∑

N∈Xi

N =
∑
N∈X′i

Nei

debido a que elAei es noetheriano. En consecuencia,

∑
N∈X

N =
∑
N∈X

(Ne1 ⊕ ...⊕Nek) =
k⊕
i=1

(
∑
N∈Xi

N) =
k⊕
i=1

(
∑
N∈X′i

Nei).

Por lo tanto, si X ′ = X ′1 ∪ ... ∪X ′k se tiene que ∑N∈X N = ∑
N∈X′ N , pues

∑
N∈X

N =
k⊕
i=1

(
∑
N∈X′i

Nei) ⊆
k⊕
i=1

(
∑
N∈X′

Nei) =
∑
N∈X′

(
k⊕
i=1

Nei) =
∑
N∈X′

N.

Se sigue de la Proposición 4.5 que elA es noetheriano para toda l ∈ {1, ..., k}, lo que
implica que A = e1A⊕ ...⊕ ekA es noetheriano por el Corolario 4.10.

La prueba del teorema cuando A es artiniano se omite ya que es similar a la prueba
de cuando A es noetheriano.

Corolario 4.31. Si A es un anillo artiniano (noetheriano), entonces Mn(A) es un
anillo artiniano (noetheriano).

Ejemplo 4.32. El anillo Mn(Z) es noetheriano ya que Z es noetheriano. Más aún,
todo campo k es noetheriano y artiniano, por lo queMn(k) es artiniano y noetheriano.

Corolario 4.33. Sean A un anillo y 1 = e1 + ...+es una descomposición de la unidad.
El módulo AA es noetheriano (artiniano) si y sólo si eiAei es noetheriano (artiniano)
por la derecha para toda i ∈ {1, ..., s} y ejAek es un ekAek-módulo derecho finitamente
generado para toda j, k ∈ {1, ..., s}.

Demostración. Se sigue del Teorema 4.30 y las Proposiciones 4.25, 4.5 y 4.6.

Con ayuda de los Teoremas 2.29 y 4.30 se tienen los siguientes ejemplos utilizando el
producto trivial de matrices generalizadas 2.30.
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Ejemplo 4.34. Sean D = Z(x, y) y C = Z(x). Si A es el anillo de matrices generali-
zadas

A =
(
D 0
D C

)
y M =

(
D 0
D D

)
,

entonces AA es artiniano y MA es un módulo finitamente cogenerado que no es finita-
mente generado ni artiniano. En efecto, D y C son campos, por lo que son artinianos
y DD es finitamente generado, por lo que el corolario anterior implica que AA es arti-
niano. Luego, debido a que A es un subanillo de M se tiene que M es un A-módulo
derecho. Para probar que M es finitamente cogenerado basta notar que todo elemento
de M diferente de 0 es de la forma(

a 0
b c

)
,
(

0 0
b c

)
,
(

0 0
0 c

)
,
(

0 0
b 0

)
,

(
a 0
0 c

)
,
(
a 0
b 0

)
ó
(
a 0
0 0

)
con a, b, c ∈ D−{0}; lo que implica que los submódulos cíclicos de M son de la forma(

a 0
b c

)
A =

(
D 0
D cC

)
=
(
a 0
0 c

)
A,
(

0 0
b c

)
A =

(
0 0
D cC

)
=
(

0 0
0 c

)
A,

(
0 0
b 0

)
A =

(
0 0
D 0

)
,
(
a 0
b 0

)
A =

(
D 0
D 0

)
ó
(
a 0
0 0

)
A =

(
D 0
0 0

)
;

utilizando lo anterior es sencillo deducir que todo submódulo no nulo de M contiene
un submódulo de la forma

N1 =
(

0 0
D 0

)
ó N2 =

(
D 0
0 0

)
.

De manera que si se tiene una familia X de submódulos de M se tienen 3 casos:

(a) Todo módulo de X contiene a N1.

(b) Todo módulo de X contiene a N2.

(c) Existe un módulo L ∈ X que contiene a N1 pero no a N2, y un módulo K ∈ X
que contiene a N2 pero no a N1.

Por lo tanto, si además ⋂X = 0 los casos (a) y (b) no son posibles, lo que implica que
existen los módulos L y K del caso (c). Pero en tal caso, debido a que L no contiene
a N2 se deduce que todos los elementos de L son de la forma(

0 0
d e

)
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con d, e ∈ D, y análogamente se deduce que los elementos de K son de la forma(
f 0
0 0

)

con f ∈ A. Así, es inmediato que M ∩ N = 0. Se ha probado que dada una familia
X de submódulos de M tal que ⋂X = 0, existe una subfamilia finita Y de X tal
que ⋂Y = 0, es decir M es finitamente cogenerado. Además, debido a que DC no es
finitamente generado, MA no puede ser finitamente generado, y la cadena

Mn =
(

0 0
D ynC

)

es claramente estrictamente descendente. Por lo tanto M es un módulo finitamente
cogenerado que no es finitamente generado ni artiniano.

Ejemplo 4.35. Dado un campo k, éste es artiniano y noetheriano por lo que para
toda n ∈ N el anillo A es artiniano y noetheriano, donde

A =
(

k 0
kn k

)
.

Ejemplo 4.36. Z es noetheriano no artiniano, por lo que A es noetheriano no artiniano
para cualesquiera nij ∈ N con i, j ∈ {1, ..., k}, donde

A =


Z Zn12 · · · Zn1k

Zn21 Z ...
... . . .
Znk1 · · · Z

 .

Ejemplo 4.37. Sean k un campo y k[x] el anillo de polinomios sobre una variable.
Se ha probado que k es artiniano y noetheriano y que kk[x]k[x] es noetheriano por la
derecha pero no finitamente generado por la izquierda, entonces A es noetheriano a la
derecha, pero no a la izquierda.

A =
(
k k[x]
0 k[x]

)

Ejemplo 4.38. Sean A un anillo artiniano (noetheriano) y S un A-módulo simple. El
anillo

B =
(

EndA(S) S
0 A

)
es un anillo artiniano (noetheriano) pues S es finitamente generado y EndA(S) es un
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anillo con división debido a que S es simple.

4.4. Módulos de longitud finita

Esta sección tratará sobre los módulos que son tanto artinianos como noetherianos.
Si M es artiniano entonces el conjunto de todos sus submódulos distintos de 0 tiene
un elemento minimal M1. Recursivamente, el conjunto de todos los submódulos de M
que contienen propiamente a Mn tiene un elemento minimal Mn+1. De esta manera se
ha construido una cadena ascendente (Mi)i∈N tal que Mi+1/M i es simple; ciertamen-
te, si Mi+1/Mi no fuera simple, entonces existiría un submódulo de M que contiene
propiamente a Mi, pero que esta contenido propiamente en Mi+1, lo que contradice la
minimalidad de Mi+1.
Si además M es noetheriano, entonces esta sucesión es finita y se llama una serie de
composición de M .

Definición 4.39. Dado un módulo M . Se dice que una cadena finita de submódulos

X : 0 = M0 ⊆M1 ⊆ ... ⊆Mn = M (4.1)

es una serie de composición de M de longitud n si los módulos Mi+1/Mi, llamados
factores de composición, son simples.

Se probó que si un módulo es artiniano y noetheriano, entonces tiene una serie de
composición. De hecho, un módulo tiene serie de composición si y sólo si es artiniano
y noetheriano. En efecto, si M es un módulo con una serie de composición

X : 0 = M0 ⊆M1 ⊆ ... ⊆Mn = M ,

entonces se prueba que M es artiniano y noetheriano por inducción sobre n. Si n = 1,
entonces M es simple por lo que es artiniano y noetheriano. Tomando como hipótesis
de inducción que todo módulo con una serie de composición de longitud k es artiniano
y noetheriano, si n = k + 1 se tiene la sucesión exacta

0→Mk →M →M/Mk → 0

donde M y M/Mk son artinianos y noetherianos, lo que implica que M es artiniano y
noetheriano por la Proposición( 4.9). Por lo tanto, M tiene serie de composición si y
sólo si es artiniano y noetheriano.

Teorema 4.40. Un módulo M tiene serie de composición si y sólo si M es artiniano
y noetheriano.
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Corolario 4.41. Sea M un módulo semisimple. M es de longitud finita, si y sólo si
es finitamente generado, si y sólo si M es finitamente cogenerado.

Demostración. Es inmediato del hecho de que un módulo artiniano es finitamente
cogenerado, y de que un módulo noetheriano es finitamente generado.

Ejemplo 4.42. Sean A un anillo y S un módulo simple. El módulo S tiene una única
serie de composición X : 0 ⊆ S.

Ejemplo 4.43. Sea MA = S1 ⊕ S2 ⊕ S3, donde S1, S2 y S3 son A-módulos simples
tales que S2 ∼= S3 y S1 � S2.

X : 0 ⊆ S1 ⊆ S1 ⊕ S2 ⊆ S1 ⊕ S2 ⊕ S3 = M

Y : 0 ⊆ S2 ⊆ S1 ⊕ S2 ⊆ S1 ⊕ S2 ⊕ S3 = M

son series de composición de M .

Ejemplo 4.44. Considérese el Z-módulo M = Zpn , y sea

X : 0 ⊆ pn−1Zpn ⊆ ... ⊆ p2Zpn ⊆ pZpn ⊆ Zpn .

X es una serie de composición de longitud n, ya que pn−iZpn/pn−(i+1)Zpn
∼= Zp para

todo i.

Luego, por la Proposición( 4.9) todo módulo que sea la extensión de dos módulos con
serie de composición tiene también serie de composición, y todo submódulo y cociente
de un módulo con serie de composición también tiene serie de composición. De hecho,
existe una estrecha relación entre los factores de composición de dos módulos y los de
su extensión. Para exponer dicha relación se introduce la siguiente definición.

Definición 4.45. Sean M un módulo con una serie de composición X y S un módulo
simple. El número de factores de composición de X isomorfos a S recibe el nombre de
multiplicidad de S respecto a la serie X y se le denota mX

S (M).

Observación 4.46. Si W es un conjunto de representantes de las clases de módulos
simples bajo isomorfismo, entonces la longitud de la serie de composición X es igual a∑
S∈W mX

S (M).

Ahora, si M es un módulo con una serie de composición X : M0 ⊆ ... ⊆Mn, y

0 −→ N
f−→M

g−→ N ′ −→ 0

es una sucesión exacta, entonces existen las sucesiones

X1 : 0 = N0 ⊆ N1 ⊆ ... ⊆ Nn = N
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X2 : 0 = N ′0 ⊆ N ′1 ⊆ ... ⊆ N ′n = N ′

donde Ni = f−1(Mi) y N ′i = g(Mi). Así, se tiene el siguiente diagrama conmutativo
con renglones y columnas exactas

Ni Mi N ′i

Ni+1 Mi+1 N ′i+1

Ni+1/Ni Mi+1/Mi N ′i+1/N
′
i

0

0

0

0 0 0

0 0 0

0

0

0

Ahora, se observa que, debido a que Mi+1/Mi es un módulo simple, se tiene por el
lema de Schur que Mi+1/Mi

∼= Ni+1/Ni y N ′i+1/N
′
i = 0, ó Mi+1/Mi

∼= N ′i+1/N
′
i y

Ni+1/Ni = 0.

Por lo tanto, las sucesiones X1 y X2 son tales que todo cociente de elementos conse-
cutivos es simple ó cero, de manera que si se descartan los elementos de las sucesiones
cuyos factores son 0 se obtienen series de composición

Y = {Nk ∈ X1 | Nk/Nk−1 6= 0} y
Z = {N ′k ∈ X2 | N ′k/N

′
k−1 6= 0}.

Además, como N ′i+1/N
′
i = 0 si y sólo si N i+1/N i 6= 0, se concluye que para todo módulo

simple S, se cumple que mS
X(M) = mS

Y (N) +mS
Z(N ′).

Recíprocamente, si N tiene una serie de composición Y = (Ni)mi=0 y N ′ tiene una
serie de composición Z = (N ′i)ki=0, entonces, como N ∼= f(N) y N ′ ∼= M/N , se puede
considerar Ni como un submódulo de M y N ′i = (Ñi + N)/N donde Ñi es algún
submódulo de M . De manera que se tiene una serie

0 = N0 ⊆ ... ⊆ Nm = N = Ñ0 +N ⊆ ... ⊆ Ñk +N = M
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donde Ni+1/Ni y (Ñi+1 + N)/(Ñi + N) ∼= N ′i+1/N
′
i son simples. Por lo tanto, se ha

construido una serie de composiciónX deM , tal que si S es un módulo simple, entonces
mS
X(M) = mS

Y (N) +mS
Z(N ′).

Se ha probado el siguiente resultado.

Proposición 4.47. Dada una sucesión exacta de módulos 0 → N → M → N ′ → 0.
Se cumple que M tiene una serie de composición si y sólo si N y N ′ tienen series de
composición, tales que para cada módulo simple S se tiene que

mS
X(M) = mS

Y (N) +mS
Z(N ′).

Además, si N es submódulo de M , entonces existe una serie de composición (Mi)ni=0
de M en la cual Mi = N para algún i ∈ {1, ..., n}.

Con esta proposición es sencillo probar el siguiente resultado, el teorema de Jordan-
Hölder.

Teorema 4.48. Si M tiene una serie de composición X de longitud n, entonces toda
serie de composición Y de M tiene longitud n y mS

X(M) = mS
Y (M) para cada módulo

simple S.

Demostración. Sea n la longitud de X. Si n = 1, entonces M es simple, por lo que
sólo tiene una serie de composición. Luego, tomando como hipótesis de inducción que
si M es un módulo con una serie de composición de longitud k, entonces toda serie de
composición Y de M cumple que mS

X(M) = mS
Y (M) para todo módulo simple S. Si

n = k+ 1, entonces se tiene que M/Nk es simple, por lo que toda serie de composición
es de longitud 1 y la multiplicidad de cualquier simple es igual a 1 ó 0, y Y = (Ni)ki=0
es una serie de composición de Nk de longitud k, por lo que cumple la hipótesis de
inducción.
Ahora, si M tiene una serie de composición X ′ de longitud m, entonces Nk y M/Nk

tienen series de composición Y ′ y Z ′ tales que mS
X′(M) = mS

Y ′(Nk) +mS
Z′(M/Nk) para

todo módulo simple S por la Proposición 4.47, y por la argumentación anterior

mS
X′(M) = mS

Y ′(Nk) +mS
Z′(M/Nk) = mS

Y (Nk) +mS
Z(M/Nk) = mS

X(M).

Por lo tanto, se ha probado inductivamente que la multiplicidad de un módulo simple
es la misma sin importar la serie de composición. Y como la longitud de una serie es
igual a la suma de las multiplicidades de los módulos simples, la longitud de toda serie
de composición de un módulo es siempre la misma.

Se ha probado que la longitud de una serie de composición así como la multiplicida-
des de sus factores de composición sólo dependen del módulo. Por ello se definen los
siguientes conceptos.
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Definición 4.49. Sea M un módulo. Se dice M es de longitud finita si M tiene serie
de composición. En tal caso, todas las series de composición de M tienen la misma
longitud, tal número recibe el nombre de longitud deM y se le denota l(M). Y dado un
módulo simple S, se llama multiplicidad de composición de S en M a la multiplicidad
de S en cualquier serie de composición de M y se denota mS(M).

Es inmediato el siguiente resultado por la Proposición 4.47 y el Teorema 4.48.

Corolario 4.50. Dada una sucesión exacta 0 → N → M → N ′ → 0. Si M tiene
una serie de composición, entonces l(M) = l(N) + l(N ′). En particular si N ⊆ M ,
entonces l(M) = l(N) + l(M/N).

Se sigue que si N y N ′ son submódulos de M tales que N  N ′, l(N) < l(N ′) pues
l(N ′) = l(N) + l(N ′/N) ≥ l(N) + 1 > l(N).

Corolario 4.51. Si M tiene serie de composición con submódulos N y N ′ tales que
N  N ′ ⊆M , entonces l(N) < l(N ′).

Por último, nótese que si M es un módulo con una cadena finita

0 = M0 ⊆M1 ⊆ ... ⊆Mn = M ,

tal que cada cociente Mi+1/Mi tiene serie de composición, entonces M tiene serie de
composición. Ciertamente, M1 = M1/M0 tiene serie de composición, y si para dado
k ∈ {1, ..., n}, Mk tiene serie de composición, entonces como Mk+1/Mk también tiene
serie de composición, Mk+1 tiene serie de composición por la Proposición 4.47. Así,
inductivamente M tiene serie de composición.

Proposición 4.52. Si M tiene una serie tal que cada cociente tiene serie de compo-
sición, entonces M tiene serie de composición.
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5. El radical y el soclo

En este capítulo se definen el radical y el soclo, dos submódulos importantes en el
estudio de la estructura de un módulo.
El radical surgió como un medio para caracterizar la semisimplicidad y el soclo es el
concepto dual, por lo que ambos submódulos contienen información importante sobre
el comportamiento de un módulo y su relación con módulos semisimples.
El capítulo se divide en las secciones de soclo y radical. En la sección de soclo se define
el concepto y se estudian propiedades que cumple el soclo de los módulos finitamente
cogenerados, entre ellas la de ser un submódulo esencial. En la sección correspondiente
al radical se define el radical de un módulo y se estudian propiedades que cumple el
radical de los módulos finitamente generados, como la de ser un submódulo superfluo.
Por último, el capítulo concluye con una subsección dedicada al radical de Jacobson
de un anillo, donde se caracteriza este ideal y sus propiedades más importantes, termi-
nando con las propiedades del radical de Jacobson de un anillo artiniano y el teorema
de Akizuki-Hopkins-Levitzki.

5.1. El soclo

Sean M un módulo y S un módulo simple. Por el lema de Schur, todo morfismo
f : S → M es nulo ó inyectivo. Si f 6= 0, entonces f(S) es un submódulo simple
de M . Y recíprocamente, si N es un submódulo simple de M , entonces la inclusión
natural i : N →M implica que N es la imagen de un morfismo con dominio simple y
codominio M .
De manera que, si X es la suma de todos los submódulos simples de M , el submódulo
X es la suma de todas las imágenes de los morfismos con dominio simple y codominio
M . Este submódulo recibe el nombre de soclo de M .

Definición 5.1. Sea M un módulo. Si M 6= 0 se define el soclo de M , denotado como
soc(M), como el submódulo

soc(M) =
∑
{N ⊆M | N es submódulo simple de M}.

Si M = 0, entonces se define soc(M) = 0.
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Teorema 5.2. Sea M un módulo. El soclo de M es igual a la suma de todas las
imágenes de los morfismos con dominio simple y codominio M .

Ejemplo 5.3. Si M = Zpn , entonces M tiene un único submódulo minimal simple
soc(M) = pn−1Zpn

∼= Zp.

Ejemplo 5.4. Si M = Z, entonces soc(M) = 0. Ciertamente, M no contiene sub-
módulos simples, debido a que los módulos simples sobre Z son de la forma Zp con p
primo, pero M es libre de torsión. Por lo tanto, soc(M) = 0.

Ejemplo 5.5. Sean k un campo y D = k[x]. El anillo de matrices generalizadas con
producto trivial

A =
(

k 0
DDk D

)
cumple que soc(AA) 6= soc(AA). En efecto, debido a que los módulos simples son
cíclicos es sencillo deducir que los submódulos simples de AA son de la forma(

0 0
p(x) 0

)
A =

(
0 0

p(x)k 0

)
ó
(
λ 0
0 0

)
A =

(
k 0
0 0

)
,

de manera que soc(AA) =
(

k 0
k[x] 0

)
. Con el mismo razonamiento, se deduce que AA

no tiene submódulos simples, ya que todos los submódulos cíclicos son de la forma

A

(
0 0

p(x) 0

)
=
(

0 0
k[x]p(x) 0

)
, A

(
0 0
0 p(x)

)
=
(

0 0
0 k[x]p(x)

)
,

A

(
0 0

p(x) q(x)

)
=
(

0 0
k[x]p(x) k[x]q(x)

)
ó A

(
λ 0
p(x) q(x)

)
=
(

k 0
k[x] k[x]q(x)

)
,

con λ ∈ k distinto de 0. Por lo tanto, soc(AA) = 0.

Son inmediatos de la definición los siguientes resultados.

Proposición 5.6. Sea M un A-módulo. Se cumplen los siguientes enunciados:

(a) M es semisimple si y sólo si soc(M) = M .

(b) Si f : M → N es un morfismo, entonces f(soc(M)) ⊆ soc(N).
(c) Si f : M → N es un monomorfismo tal que soc(N) ⊆ f(M), entonces

soc(M) = soc(N).

(d) El soclo de M es un B-submódulo de BM , donde B = EndA(M).
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(e) Si K es un submódulo de M , entonces soc(K) = K ∩ soc(M).

Demostración. Sea M un A-módulo.
(a) M es semisimple si, y sólo si, M es igual a la suma de sus submódulos simples

si, y sólo si, M = soc(M).
(b) Si f : M → N es un morfismo, entonces el lema de Schur implica que f(soc(M))

es una suma del submódulo 0 y de submódulos simples, lo que implica que
f(soc(M)) ⊆ soc(N).

(c) Por el punto anterior basta probar que soc(N) ⊆ f(soc(M)). Por hipótesis
soc(N) ⊆ f(M), con lo cual soc(N) ⊆ soc(f(M)) pero debido a que f es mono-
morfismo soc(f(M)) = f(soc(M)). Por lo tanto, soc(N) ⊆ f(soc(M)).

(d) Debido a que M es un B-módulo, basta probar que f(soc(M)) ⊆ soc(M) para
todo f ∈ B, lo cual se sigue del punto (b).

(e) Es inmediato de la definición.

Corolario 5.7. Sea M un A-módulo. Se cumplen los siguientes enunciados.
(a) Si N es un submódulo de M tal que soc(M) ⊆ N , entonces soc(M) = soc(N).
(b) soc(M) es el máximo submódulo N de M tal que soc(N) = N .
(c) soc(⊕i∈XMi) = ⊕

i∈X soc(Mi).

Demostración.
(a) Por el punto (e) de la proposición anterior

soc(N) = N ∩ soc(M),

pero por hipótesis soc(M) ⊆ N , lo que implica que soc(N) = soc(M).
(b) Del punto (a) de la proposición anterior soc(N) = N si, y sólo si, N es semisimple

si, y sólo si, N ⊆ soc(M).
(c) Sea M = ⊕

i∈XMi. Por el punto (e) de la proposición anterior,

soc(Mi) = Mi ∩ soc(M),

lo que implica que⊕
i∈X

soc(Mi) =
⊕
i∈X

Mi ∩ soc(M) = M ∩ soc(M) = soc(M).
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5.1.1. El soclo de un módulo finitamente cogenerado

Como ya se ha visto en los ejemplos anteriores el soclo no siempre es distinto de cero.
En esta subsección se estudian los módulos que tienen un soclo diferente de cero. Para
empezar se caracterizan los módulos con soclo no nulo y se prueba que los módulos
finitamente cogenerados cumplen esta propiedad.

Proposición 5.8. Sea M un módulo. Se cumplen los siguientes enunciados
(a) soc(M) 6= 0 si, y sólo si, M contiene un submódulo simple.
(b) Si M es finitamente cogenerado, entonces todo submódulo de M contiene un

submódulo simple.
(c) Si M es un módulo finitamente cogenerado, entonces soc(N) 6= 0 para todo sub-

módulo N 6= 0. En particular, soc(M) 6= 0 si M 6= 0.

Demostración. Sea M un módulo.
(a) Es inmediato de la definición de soclo.
(b) SeaK un submódulo deM . Considérese el conjuntoX de submódulos no nulos de

K. El conjunto X es no vacío ya queK ∈ X, y si se toma una cadena descendente
(Ni)i∈I en X entonces N = ⋂

i∈X Ni es una cota inferior de la cadena en X. En
efecto, es inmediato que Nj ⊇ N para todo j ∈ I, y si se supone que N = 0,
entonces debido a que M es finitamente cogenerado existe un subconjunto finito
J de I tal que ⋂i∈J Ni = 0, pero esto implica que Nm = 0 donde m es el mínimo
de J , lo cual es una contradicción pues Nm ∈ X. Por lo tanto, N ∈ X. De manera
que toda cadena en X tiene una cota inferior en X, lo que implica por el lema
de Zorn que X tiene un elemento mínimo, esto es un submódulo mínimo no nulo
y por ello simple. Por lo tanto, K tiene un submódulo simple.

(c) Se sigue de los puntos anteriores ya que todo submódulo de M es finitamente
cogenerado.

Ahora, si M es un módulo finitamente cogenerado, entonces es sencillo deducir que un
submódulo N contiene a soc(M) si, y sólo si, N ∩K 6= 0 para todo submódulo K 6= 0.
En efecto, si soc(M) ⊆ N y K es un submódulo tal que N ∩K = 0, entonces K = 0
ya que si se supone lo contrario soc(K) 6= 0 por la proposición anterior, lo que implica
que

0 6= soc(K) ⊆ K ∩ soc(M) ⊆ K ∩N ,

lo cual es una contradicción.
Recíprocamente, si N es un submódulo tal que N ∩ K = 0 implica que K = 0 para
todo submódulo K, entonces N contiene todos los submódulos simples. En efecto, si
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se supone que existe un submódulo simple S tal que S * N , entonces S ∩ N 6= S es
un submódulo de S, por lo que S ∩N = 0 pues S es simple, lo que implica que S = 0,
lo cual es una contradicción.
Se ha probado el siguiente resultado.

Proposición 5.9. Sea M un módulo finitamente cogenerado. Para todo submódulo N
de M se tiene que soc(M) ⊆ N si y sólo si N ∩K 6= 0 para todo submódulo K 6= 0.

La proposición anterior lleva a la siguiente definición.

Definición 5.10. Sea N un submódulo deM . Se dice que N es un submódulo esencial,
denotado como N EM , si se cumple que N ∩K 6= 0 para todo submódulo K 6= 0.

Por lo tanto, se ha demostrado que siM es un módulo finitamente cogenerado, entonces
soc(M) es un submódulo esencial, que además es finitamente cogenerado, ya que todo
submódulo de un módulo finitamente cogenerado es finitamente cogenerado.
Recíprocamente, si M es un módulo tal que soc(M) es un submódulo esencial finita-
mente cogenerado, entonces M es finitamente cogenerado. En efecto, supóngase que
X es una familia de submódulos de M tal que ⋂N∈X N = 0, de manera que

⋂
N∈X

soc(N) =
⋂
N∈X

(N ∩ soc(M)) =
( ⋂
N∈X

N

)
∩ soc(M) = 0,

lo que implica que existe una subfamilia finita Y de X tal que

(
⋂
N∈Y

N) ∩ soc(M) =
⋂
N∈Y

soc(N) = 0,

pero soc(M) es esencial, por lo que ⋂N∈Y N = 0. Por lo tanto, M es finitamente
cogenerado.
Se ha probado la siguiente caracterización de los módulos finitamente cogenerados.

Proposición 5.11. Un módulo M es finitamente cogenerado si y sólo si soc(M) EM
y soc(M) es finitamente cogenerado.

Corolario 5.12. Un módulo M es finitamente cogenerado si y sólo si soc(M) EM y
soc(M) es finitamente generado.

Demostración. Se sigue de la proposición anterior, ya que al ser soc(M) es semisimple,
el Corolario 4.41 implica que si soc(M) es finitamente generado, entonces también es
finitamente cogenerado.

Ejemplo 5.13. El módulo M = Z no es finitamente cogenerado y soc(M) = 0, por lo
que soc(M) es no esencial finitamente generado.
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Ejemplo 5.14. Sea M = ⊕
p∈X Zp donde X es el conjunto de todos los primos. El

módulo M es semisimple, de manera que soc(M) = M . Por lo tanto, soc(M) = M es
esencial no finitamente generado.

De la demostración de la proposición anterior se puede deducir que en general el soclo
de un módulo es esencial si, y sólo si, todo submódulo no nulo contiene un submódulo
simple.

En efecto, si M es un módulo tal que todo submódulo no nulo contiene un submódulo
simple, entonces soc(M) ∩ K 6= 0 para todo K 6= 0, por lo que soc(M) es esencial.
Recíprocamente, si el soclo es esencial, entonces soc(K) = soc(M) ∩K 6= 0 para todo
submódulo K 6= 0, lo que implica que todo submódulo no nulo contiene un submódulo
simple.

Proposición 5.15. SeaM un módulo. Todo submódulo no nulo contiene un submódulo
simple si y sólo si soc(M) EM .

Por último nótese que en la demostración de la Proposición 5.9 se probó que el soclo
está contenido en todo submódulo esencial, sin importar siM es finitamente cogenerado
ó no. De hecho, en general el soclo es la intersección de todos los submódulos esenciales.

En efecto, por la argumentación anterior basta probar que la intersección de todos los
submódulos esenciales está contenida en soc(M).

Sea X dicha intersección y N un submódulo de X. Se considera el conjunto Y de
todos los submódulos L de M tales que L ∩N = 0. El conjunto Y es no vacío, ya que
contiene al 0, y si se considera una cadena ascendente (Ni)i∈I , entonces K = ∑

i∈I Ni

es una cota superior en Y . En efecto, es claro que Ni ⊆ K para toda i ∈ I, y si se
toma x ∈ K ∩N , entonces x = ∑

i∈J xi con xi ∈ Ni y J un subconjunto finito de I; y
así x ∈ Nm ∩N = 0 donde m = max{J}.

Ahora, N ⊕ K es esencial en M , pues si se tiene un submódulo W de M tal que
(N ⊕K) ∩W = 0, entonces

N ∩ (W +K) = N ∩W +N ∩K = N ∩W ⊆ N ∩W +K ∩W = 0,

lo que implica que W = 0 por la maximalidad de K. Asi, N ⊆ Y ⊆ N ⊕ K, lo que
implica que N ⊕ (K ∩ Y ) = Y . Por lo tanto, Y es semisimple y entonces Y ⊆ soc(M).

Se ha obtenido la siguiente caracterización.

Proposición 5.16. Dado un módulo M se tiene que soc(M) = ⋂{N | N EM}.

Ejemplo 5.17. Sea k un campo. Si A es un anillo con una descomposición de la unidad
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1 = e1 + ...+ en cuya descomposición de Peirce es de la forma

A =


k M12 . . . M1n
M21 k
... . . .

Mn1 k

 , M =


0 M12 . . . M1n
M21 0
... . . .

Mn1 0

 y

MijMjk = 0 para toda i 6= k 6= j, entonces soc(AA) = M ⊕ (⊕i∈X eiA) donde

X = {i ∈ {1, ..., n} | Mij = 0 ∀j 6= i}

y soc(AA) = M ⊕ (⊕i∈Y Aei) donde

Y = {i ∈ {1, ..., n} | Mji = 0 ∀j 6= i}.

En efecto, N = M ⊕ (⊕i∈X eiA) es esencial, ya que si se supone que existe un
submódulo no nulo K tal que K ∩N = 0, entonces existe un elemento x de K tal que
su entrada en la l-ésima columna y l-ésimo renglón para algún l /∈ X es distinto de
cero. Pero entonces

0 = K ∩N ⊇ xA ∩N ⊇



0 · · · · · · 0
... ...
0 0
Mj1 · · · k · · · Mjn

0 0
... ...
0 · · · · · · 0


∩N 6= 0,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, N es un submódulo esencial de A, lo que
implica que soc(AA) ⊆ N . Pero eiA es simple para todo i ∈ X, y M es semisimple ya
que para todo m ∈Mij se tiene que dimkmA = 1, por lo que mA es simple, y así

M =
n∑

i,j=1

 ∑
m∈Mij

mA


es semisimple. Por lo tanto, N es semisimple, lo que implica que N = soc(AA). Análo-
gamente, se prueba que soc(AA) = M ⊕ (⊕i∈Y Aei).
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5.2. El radical

Sea M un A-módulo derecho y S un A-módulo derecho simple. Por el lema de Schur
todo morfismo f : M → S es epimorfismo ó es el morfismo 0. Si f 6= 0 se tiene que
M/Ker(f) ∼= S, lo que implica que Ker(f) es un submódulo maximal. En consecuencia,
siM no tiene submódulos maximales entonces el único morfismo con codominio simple
es el morfismo cero.

De manera que si

X =
⋂
{Ker(f) | f : MA → SA, con SA simple} y

Y =
⋂
{N ⊆M | N es un submódulo maximal de M}

con la convención de que si el conjunto de submódulos maximales es vacío entonces Y
es igual a M , se tiene que X = Y . En efecto, si M no tiene submódulos maximales,
entonces Y = M y por lo discutido en el párrafo anterior no existen morfismos no nulos
con dominioM y codominio simple, en conclusiónX = M = Y . SiM tiene submódulos
maximales, entonces por lo discutido, todo submódulo maximal es el núcleo de un
morfismo no nulo con codominio simple, por lo que es sencillo deducir que X = Y .

Dicho conjunto contiene información importante sobre la estructura del módulo M y
recibe el nombre de radical.

Definición 5.18. Sea M ∈ ModA. La intersección de los núcleos de todos los mor-
fismos con dominio M y codominio simple recibe el nombre de radical de M , y se le
denota como rad(M).

De la discusión anterior se tiene el siguiente resultado.

Proposición 5.19. Sean M un módulo y

Y =
⋂
{N ⊆M | N es un submódulo maximal de M},

con la convención de que si dicho conjunto es vacío, entonces Y = M . Se cumple que
rad(M) = Y .

Observación 5.20. Todo módulo simple tiene como submódulo maximal al submódulo
0.

Es inmediato entonces de la definición la siguiente proposición.

Proposición 5.21. Si M es simple, entonces rad(M) = 0.
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5.2 El radical

De hecho, si M es semisimple, entonces rad(M) = 0. Para probar este hecho son
necesarios los siguientes tres resultados.

Lema 5.22. Si f : MA → NA es un morfismo de A-módulos, entonces

f(rad(M)) ⊆ rad(N).

Si además f : M → N es epimorfismo y Ker(f) ⊆ rad(M), entonces

f(rad(M)) = rad(N).

Demostración. Sea B submódulo maximal de N y π : N → N/B la proyección ca-
nónica. El módulo N/B es simple por lo que el lema de Schur implica que πf es
suprayectiva ó el morfismo 0.
Si πf es el morfismo 0, entonces f(rad(M)) ⊆ Ker(π) = B. Si πf es suprayectiva,
entoncesM/Ker(πf) ∼= N/B es simple, por lo que Ker(πf) es un submódulo maximal,
y así rad(A) ⊆ Ker(πf), lo que implica que f(rad(A)) ⊆ Ker(π) = B. Por lo tanto,
f(rad(A)) está contenido en todo submódulo maximal, lo que implica que

f(rad(M)) ⊆ rad(N).

Si además f es suprayectiva y Ker(f) ⊆ rad(M), es inmediato que M/Ker(f) ∼= N ,
entonces por el teorema de correspondencia biyectiva f(rad(M)) es la intersección de
ideales maximales, es decir f(rad(M)) = rad(N).

Corolario 5.23. Sea M un A-módulo. Se cumplen los siguientes enunciados.
(a) Para todo N ⊆ rad(M) se tiene que rad(M/N) = rad(M)/N .
(b) Para todo N ⊆M se tiene que rad(M/N) ⊇ (rad(M) +N)/N .
(c) rad(M) es el mínimo submódulo N de M tal que rad(M/N) = 0.
(d) rad(M) es un B-submódulo izquierdo de BM , donde B = EndA(M).

Demostración.
(a) Sea N un submódulo tal que N ⊆ rad(M). Considerando la proyección canónica

f : M →M/N , se tiene por el lema anterior que rad(M)/N = rad(M/N) ya que
f es suprayectiva y N ⊆ rad(M).

(b) Sea N ⊆ M , considerando la proyección canónica f : M → M/N , el lema
anterior implica que (rad(M) +N)/N = f(rad(M)) ⊆ rad(M/N).

(c) Por el punto anterior rad(M/ rad(M)) = rad(M)/ rad(M) = 0. Además, si N es
un submódulo de M tal que rad(M/N) = 0 y f : M → M/N es la proyección
natural,

f(rad(M)) ⊆ rad(M/N) = 0
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por el lema anterior, por lo que rad(M) ⊆ Ker(f) = N . Por lo tanto, rad(M) es
el menor submódulo que cumple tal propiedad.

(d) Debido a que M es un B-módulo izquierdo basta probar que se cumple que
f(rad(M)) ⊆ rad(M) para todo f ∈ B, lo cual es inmediato del lema anterior.

Corolario 5.24. Dada una familia de módulos {Mi}i∈X se tiene que

rad(
⊕
i∈X

Mi) =
⊕
i∈X

rad(Mi).

Demostración. Considérense las proyecciones e inclusiones canónicas πi : M → Mi y
ιi : Mi →M , donde M = ⊕

i∈XMi.
Sean mi ∈ rad(Mi) ⊆ M y g : M → S un morfismo de módulos con S simple,
como πi(mi) = mi ∈ rad(Mi) ⊆ Ker(gιi), se tiene que g(mi) = gιiπi(mi) = 0. Por lo
tanto, rad(Mj) ⊆ rad(M) para cualquier j ∈ X, lo que implica que ⊕j∈X rad(Mi) esta
contenido en rad(⊕i∈XMi).
Por otro lado, sea ∑mi = m ∈ rad(M) con mi ∈ Mi. Si fi : Mi → S es un morfismo
con S simple para toda i ∈ X y f = ⊕

fi : M → S, entonces fi(mi) = fιiπi(m) = 0
pues m ∈ rad(M) ⊆ Ker(fιiπi), por lo que mi ∈ rad(Mi) para toda i ∈ X; lo que
implica que m ∈⊕i∈X rad(Mi). Por lo tanto, rad(⊕i∈XMi) = ⊕

i∈X rad(Mi).

Ahora, si M es semisimple, es decir M = ⊕
i∈X Si con Si simple, entonces

rad(M) =
⊕
i∈X

rad(Si) = 0.

Corolario 5.25. Si M es semisimple, entonces rad(M) = 0.

Nótese que el recíproco es en general falso.
Ejemplo 5.26. Considérese el Z-móduloM = ∏

p∈X Zp. El móduloM no es semisimple
por 3.17, sin embargo rad(M) = 0, ya que los submódulos de la forma

Mq = {(mp)p∈X ∈M | mq = 0}

son claramente maximales, por lo que rad(M) ⊆ ⋂q∈XMq = 0. Por lo tanto, M es un
submódulo no semisimple con rad(M) = 0.

5.2.1. El radical de un módulo finitamente generado

En esta subsección se tratan las propiedades del radical de un módulo finitamente
generado. Para comenzar nótese que rad(M) no siempre es un submódulo propio de
M .
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5.2 El radical

Ejemplo 5.27. Recuérdese que dado un dominio entero D, K su campo de fracciones
y S un conjunto multiplicativo que no contenga al cero, es decir 0 /∈ S y SS ⊆ S,
entonces la localización de D en el conjunto S es el subanillo

S−1D = {p
q
∈ K | p ∈ R, q ∈ S}

de K. Sea A = S−1Q[x] la localización de Q[x] en el conjunto

S = {p(x) ∈ Q[x] | p(0) 6= 0}.

A continuación se prueba que rad(Q(x)A)= Q(x)A. Para ello basta probar que dado
cualquier A-submódulo N el cociente Q[x]/N no es simple, de esta manera el primer
teorema de isomorfismo implica que el único A-morfismo de Q(x) a un A-módulo
simple es el morfismo 0 y entonces el núcleo de cualquiera de estos morfismos es Q(x).
Ahora, dado un A-submódulo N de Q(x), se considera el conjunto

T =
{
n ∈ N | p(x)

xnq(x) ∈ N para cualesquiera p, q ∈ Q[x] con p, q ∈ S
}
.

Si T no tiene máximo, entonces N = Q(x). En efecto, dado cualquier m ∈ N existe
t ∈ T tal que m < t, es decir existe un elemento p(x)

xtq(x) ∈ N con p, q ∈ S,

entonces 1
xt

= p(x)
xtq(x)

q(x)
p(x) ∈ N lo que implica 1

xm
= 1
xt
xt−m ∈ N .

Por otro lado, nótese que todo elemento de Q(x) es de la forma p(x)/q(x), p(x)xt/q(x)
ó p(x)/xtq(x), donde p(x), q(x) ∈ S y t ∈ N; de manera que Q(x) = N ya que

p(x)
q(x) = 1

xt
xtp(x)
q(x) ∈ N,

xtp(x)
q(x) = 1

xt
x2tp(x)
q(x) ∈ N y p(x)

xtq(x) = 1
xt
p(x)
q(x) ∈ N .

En el caso de que T tuviera un máximo k, entonces (1/xk)S = N . Ciertamente,
dado α ∈ N ⊆ Q[x] es de la forma p(x)/q(x), p(x)xt/q(x) ó p(x)/xtq(x), donde
p(x), q(x) ∈ S y t ∈ N; nótese que en el último caso t < k por construcción; de manera
que

α = p(x)
q(x) = 1

xk
xkp(x)
q(x) ∈

1
xk
S,

α = xtp(x)
q(x) = 1

xk
xt+kp(x)
q(x) ∈ 1

xk
S,

α = p(x)
xtq(x) = 1

xk
xk−tp(x)
q(x) ∈ 1

xk
S;
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y así N = 1
xkS. En consecuencia, si N es un R-submódulo de Q(x), se tiene que

N = 1
xkS para algún k ∈ N; pero entonces N  1

xmS  Q(x) para cualquier natural
m > k. En consecuencia, por el teorema de correspondencia, Q(x)/N no es simple
como se queria probar. Por lo tanto, rad(Q(x)) = Q(x).

Sin embargo si M es un módulo finitamente generado y distinto de 0, entonces

rad(M) 6= M.

Proposición 5.28. Sea {0} 6= MA un módulo finitamente generado. Se cumplen los
siguientes enunciados.

(a) Si N  M , entonces N está contenido en un submódulo maximal.

(b) rad(M) 6= M.

Demostración. Sea M finitamente generado.
(a) Si M tiene un submódulo propio N , y

X = {L  M submódulo | N ⊆ L},

entonces (X,⊆) es un conjunto parcialmente ordenado no vacío en el que toda
cadena se estaciona. En efecto, N ∈ X, por lo que X 6= ∅ y dada una cadena
ascendente S = (Li)i∈N en X, si se supone que L = M , donde L = ∑

i∈N Li,
entonces existe F ⊆ N finito tal que L = ∑

i∈F Li debido a que M es finitamente
generado, y entonces M = Lm donde m = max(F ), lo cual es una contradicción
pues Lm ∈ X. Por lo tanto, L ∈ X. Esto muestra que toda cadena tiene cota
superior en X, lo que implica por el lema de Zorn que X tiene un elemento
maximal M ′. Ahora, M ′ es un submódulo maximal, ya que si se supone que M ′

está contenido en un submódulo K, se tiene que L ⊆ M ′ ⊆ K, lo que implica
que K = M ó K = M ′ por la maximalidad de M ′. Por lo tanto, N se encuentra
contenido en un submódulo maximal M ′.

(b) Si M no tiene submódulos propios, entonces M es simple, y entonces M es
distinto a rad(M) pues rad(M) = 0. SiM tiene un submódulo propioN , entonces
éste esta contenido en un submódulo maximal H, por lo que rad(M) ⊆ H 6= M .

Se tiene el siguiente resultado, conocido como el lema de Nakayama.

Lema 5.29. Si M es un módulo finitamente generado y N un submódulo de M ,
entonces N ⊆ rad(M) si, y sólo si, para todo submódulo L de M tal que L + N = M
se tiene que L = M . En particular, si L+ rad(M) = M , entonces L = M.
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Demostración. Sea N ⊆ rad(M) y L ⊆M tal que L+N = M . Si L 6= M , por el lema
anterior L está contenido en un submódulo maximal H, de manera que

M = L+N ⊆ H +N ⊆M ,

por lo que M = H+N ⊆ H+rad(M) = H, lo cual es una contradicción. Por lo tanto,
L = M .
Recíprocamente, si N es un submódulo de M que cumple que, para todo LA ⊆MA tal
que L+N = M se tiene que L = M , entonces dado H un submódulo maximal tal que
N * H se tiene que N+H = M, lo que implica que H = M , que es una contradicción.
Por lo tanto, N ⊆ H para cualquier H maximal, y así N ⊆ rad(M).

Definición 5.30. Si N es un módulo de M tal que N +L 6= M para todo L 6= M , se
dice que N es superfluo y se denota N �M .

Se tiene entonces que si M es finitamente generado, entonces el radical es superfluo y
M/ rad(M) es finitamente generado por la Proposición 1.33.
Recíprocamente, siM/ rad(M) es finitamente generado y rad(M) es superfluo, entonces
M es finitamente generado. En efecto, dada X una familia de submódulos de M tal
que ∑N∈X N = M , sea Y = {N | N ∈ X} donde N = (N +rad(M))/ rad(M), esta
es una familia de submódulos de M/ rad(M) tal que ∑N∈Y N = M/ rad(M), por lo
que existe Y ′ ⊆ Y finito tal que ∑N∈Y N = ∑

N∈Y ′ N , esto es∑
N∈X

N =
∑
N∈X′

N,

donde X ′ = {N ∈ X | N ∈ Y ′}. Con esto se concluye que ∑N∈X N = ∑
N∈X′ N , ya

que la igualdad ∑N∈X′ N = M/ rad(M) implica que ∑N∈X′ N + rad(M) = M , pero
como rad(M) es superfluo, ∑N∈X′ N = M .
Se ha probado la siguiente caracterización de los módulos finitamente generados.

Proposición 5.31. Un módulo M es finitamente generado, si y sólo si, M/ rad(M)
es finitamente generado y rad(M) es superfluo.

Ejemplo 5.32. Sea M = ∏
p∈X Zp. Se ha visto que rad(M) = 0, lo que implica que

M/ rad(M) ∼= M no es finitamente generado. Por lo tanto, rad(M) es superfluo pero
M/ rad(M) no es finitamente generado.

Ejemplo 5.33. Sean A = Q[x]S−1 donde

S = {p(x) ∈ Q[x] | p(0) 6= 0}

y M = Q(x). Se ha visto que rad(M) = M , por lo que rad(M) no es superfluo. Por lo
tanto, M/ rad(M) es finitamente generado, pero rad(M) no es superfluo.
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Por otro lado, nótese que en la demostración del Corolario 5.29 se probó que todo
submódulo del radical es superfluo si el módulo es finitamente generado. De hecho si
L es un submódulo superfluo de un módulo M y N es un submódulo maximal de M ,
entonces L ⊆ N . En efecto, si se supone que L * N , entonces L+N = M , pero como
L es superfluo M = N lo cual es una contradicción. Por lo tanto, el radical contiene
la suma de todos los submódulos superfluos.
Recíprocamente, dado x ∈ rad(M) y N un submódulo de M tal que xA + N = M ,
entonces N = M ó existe un submódulo maximal M ′ que contiene a N pero no a x,
pero esto último no puede ocurrir debido a que x ∈ rad(M). Por lo tanto, rad(M) está
contendido en la suma de todos los submódulos superfluos.
Proposición 5.34. Si M es un módulo, entonces rad(M) es igual a la suma de todos
los submódulos superfluos de M .
Ejemplo 5.35. Sea k un campo. Si A es el anillo de matrices generalizadas con pro-
ducto trivial 2.30

A =


k M12 . . . M1n
M21 k
... . . .

Mn1 k

 y M =


0 M12 . . . M1n
M21 0
... . . .

Mn1 0

 ,

entonces rad(AA) = M . En efecto, es sencillo probar que M es superfluo, pues si se
supone que existe un submódulo K de AA tal que M + K = A, entonces existe un
elemento x de K con todas las entradas en la diagonal diferentes de 0; pero en tal caso

A ⊇ K ⊇ xA = A,

por lo que K = A. Por lo tanto, M es superfluo, lo que implica que rad(AA) ⊆ M .
Además es sencillo probar que los módulos

0 M12 . . . M1n
M21 k
... . . .

Mn1 k

 ,


k M12 . . . M1n
M21 0
... . . .

Mn1 k

 ,...,


k M12 . . . M1n
M21 k
... . . .

Mn1 0


son maximales, por lo que M está contenido en la intersección de los submódulos
maximales, por lo tanto M = rad(AA).

5.2.2. El radical de Jacobson

En esta subsección se muestra que rad(AA) = rad(AA) para todo anillo A, por obvias
razones este ideal bilateral es importante para estudiar la estructura del anillo y recibe
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el nombre de radical de Jacobson.
El siguiente lema caracteriza los elementos del radical del anillo.

Lema 5.36. Sea A un anillo y a ∈ A. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) a ∈ rad(AA).
(b) ∀b ∈ A,1− ab tiene un inverso derecho.

(c) ∀b ∈ A,1− ab tiene inverso derecho e izquierdo.

(d) ∀b ∈ A,1− ba tiene inverso derecho e izquierdo.

(e) ∀b ∈ A,1− ba tiene inverso izquierdo.

(f) a ∈ rad(AA).

Demostración. (a ⇒ b) Sea a ∈ rad(A) y b ∈ A. Si 1 − ab no tiene inverso, entonces
por el lema de Zorn existe I  A ideal derecho maximal tal que 1− ab ∈ I, pero como
a ∈ rad(A) ⊆ I se tiene que ab ∈ I , por lo que 1 = (1− ab) + ab ∈ I, lo que implica
que I = A, que es una contradicción. Por lo tanto, 1− ab tiene inverso derecho.
(a ⇐ b) Sea I  A un ideal derecho maximal de A. Si a /∈ I, entonces A = I + aA
pues I  I + aA e I es maximal, lo que implica que 1 = x + ab para alguna x ∈ I y
b ∈ A, y entonces x = 1 − ab que es invertible por (a), por lo que I = A, lo cual es
una contradicción. Por lo tanto, a ∈ I. En consecuencia, a se encuentra en todos los
ideales maximales, esto es a ∈ rad(A).
(b⇒ c) Sean a ∈ rad(A), b ∈ A y x el inverso derecho de 1− ab, de manera que

1 = (1− ab)x = x− abx.

Ahora, x = 1 + abx = 1− a(−bx), entonces x tiene un inverso derecho y por (b), esto
es 1 = xy = (1 + abx)y = y + ab, lo que implica que y = 1 − ab. Por lo tanto, 1 − ab
tiene un inverso izquierdo x.
(b⇐ c) Trivial.
(c ⇒ d) Sean a ∈ rad(A), b ∈ A y x, y ∈ A los inversos izquierdo y derecho respecti-
vamente de 1− ab, entonces

(1−bxa)(1−ba) = 1−bxa−ba+bxaba = 1−b(x−1+xab)a = 1−b(x(1−ab)−1)a = 1.

Por lo tanto, 1 − bxa es inverso izquierdo de 1 − ba, y análogamente 1 − bya es su
inverso derecho.
(d⇔ e) Análogo a (b⇔ c).
(e⇔ f) Análogo a (a⇔ b).

111



Capítulo 5 El radical y el soclo

Con esta proposición se ha probado que rad(AA) = rad(AA), es decir el radical co-
mo módulo derecho es el radical como módulo izquierdo. Lo que lleva a la siguiente
definición.

Definición 5.37. Sea A un anillo. El radical de Jacobson, denotado como rad(A), es
la intersección de todos los ideales derechos maximales, ó equivalentemente, la intersec-
ción de todos los ideales izquierdos maximales, es decir rad(A) = rad(AA) = rad(AA).

Ya caracterizados los elementos es sencillo verificar las siguientes propiedades.

Corolario 5.38. Sea A un anillo. Se cumplen los siguientes enunciados:

(a) rad(A) es la intersección de todos los ideales maximales izquierdos.

(b) rad(A) es un ideal bilateral.

(c) Si e un idempotente de A, entonces e(rad(A))e = rad(eAe).

(d) Si e un idempotente de A y e = e + rad(A), entonces ē es un idempotente de
A/ rad(A) tal que e(A/ rad(A))e ∼= eAe/ rad(eAe).

(e) Si I es un ideal tal que todo elemento de I es nilpotente, entonces I ⊆ rad(A).

(f) Si I es un ideal bilateral nilpotente de A, entonces I ⊆ rad(A).

Demostración. Sean A un anillo, e un idempotente y f = 1− e.

(a) Es inmediato del punto (f) del lema anterior.

(b) Como rad(A) es intersección de ideales derechos, rad(A) es un ideal derecho; y co-
mo también es intersección de ideales izquierdos, es un ideal derecho e izquierdo,
por lo que es un ideal bilateral.

(c) Se observa que dado a = ebe ∈ eAe se cumple que ea = ae = eae = ebe. Luego,
si r = ere ∈ rad(eAe) para todo a ∈ A se cumple que e− ra es invertible por la
derecha en eAe, es decir existe y = eye ∈ eAe tal que (e− ra)y = e, por lo que
dado a ∈ A

(1− ra)(y + f) = (f + e− ra)(y + f) = fy + e+ f = 1,

y así r ∈ rad(A). Por lo tanto, rad(eAe) ⊆ e(rad(A))e.
Recíprocamente, si r = ere ∈ e(rad(A))e ⊆ rad(A), entonces para toda a ∈ A
existe y ∈ A tal que y(1− ra) = 1. En particular si a = eae ∈ eAe

e = ey(1− ra)e = ey(e+ f − ra)e = ey(e− ra) = eye(e− ra),

por lo que e(rad(A))e ⊆ rad(eAe). Por lo tanto, e(rad(A))e = rad(eAe).
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5.2 El radical

(d) Se define f : eAe → ē(A/ rad(A))ē, como f(eae) = eae + rad(A). Claramente
f es un epimorfismo y Ker(f) = e(rad(A))e, entonces el primer teorema de
isomorfismo implica el resultado.

(e) Es bien sabido que si x ∈ A es nilpotente, entonces 1− x es invertible ya que si
0 = xm, entonces

(1− x)(1 + x+ x2 + ...+ xm−1) = 1− xm = 1.

Así, si se supone que J es un ideal maximal tal que I * J , se tiene que I+J = A
lo que implica que existen a ∈ I y b ∈ J tales que 1 = a + b; pero entonces
b = 1−a es invertible ya que a es nilpotente por pertenecer a I. En consecuencia
J = A, lo cual es una contradicción.

(f) Es inmediato del punto anterior.

Observación 5.39. Más adelante se verán casos cuando el radical de Jacobson es nilpo-
tente, por lo que (f) implica en tales casos que el radical es el mayor ideal nilpotente.
Sin embargo en general el radical no es nilpotente como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.40. Sea k un campo y

A = k[[x]] = {
∞∑
n=0

anx
n | ai ∈ k ∀i}

el anillo de series formales de potencias sobre k. Es sencillo mostrar que∑∞n=0 anx
n ∈ A

es invertible si, y sólo si, a0 6= 0. De manera que el ideal generado por x es un ideal
maximal único, lo que implica que rad(A) = xA, que claramente no es nilpotente.

Ejemplo 5.41. Si k un dominio entero y A = k 〈xi〉 i∈X , el anillo asociativo no con-
mutativo, donde X es un conjunto arbitrario de subíndices, entonces rad(A) = 0. En
efecto, sea p ∈ A de grado n > 0, es claro que p no es invertible ya que pq es de grado
mayor ó igual a n para todo q ∈ A. En consecuencia, si se toma x = xi para algún
i ∈ X y p ∈ rad(A), por ( 5.36) se deduce que 1−xp es invertible; pero entonces 1−xp
es de grado 0, lo que implica que xp ∈ k y entonces p = 0. Por lo tanto, rad(A) = 0.
Análogamente, si B = k [xi] i∈X se prueba que rad(B) = 0.

Ahora, con la proposición anterior se puede utilizar la descomposición de Peirce del
anillo para visualizar el radical, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 5.42. Si A tiene una descomposición de la unidad 1A = e1+...+en, entonces
ei rad(A)ej = eiAej para toda i 6= j y

rad(A) = (
n⊕
i=1

rad(eiAei))⊕ (
n⊕

i,j=1
eiAej)
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si, y sólo si, eiAej ⊆ rad(A) para todo i 6= j en el conjunto {1, ..., n}.

Demostración. La necesidad de que eiAej ⊆ rad(A) para todo i 6= j es inmediata,
y tal condición es suficiente ya que por la Proposición 2.19 y la proposición anterior
rad(A) es igual a

(
n⊕
i=1

ei rad(A)ei)⊕ (
n⊕

i 6=j=1
ei rad(A)ej) = (

n⊕
i=1

rad(eiAei))⊕ (
n⊕

i 6=j=1
ei rad(A)ej).

Esto muestra que basta probar que si i 6= j, entonces ei rad(A)ej = eiAej, pero por
hipótesis eiAej ⊆ rad(A) lo que implica que

eiAej = e2
iAe

2
j ⊆ ei rad(A)ej,

y es claro que ei rad(A)ej ⊆ eiAej. Por lo tanto, ei rad(A)ej = eiAej.

Ejemplo 5.43. Si A es un anillo de matrices generalizadas de orden n tal queMij = 0
para todo i > j,

A1 M21 . . . M1n
0 A2
... . . .
0 · · · 0 An

 , entonces rad(A) =


rad(A1) M21 . . . M1n

0 rad(A2)
... . . .
0 · · · 0 rad(An)

 .

En efecto, si 1 = e1 + ... + en es la descomposición de la unidad inducida, para todo
i 6= j el ideal MijA es nilpotente ya que

(MijA)2 = (eiAejA)2 = eiA(ejAeiA)ejA = eiA(MjiA)ejA = 0,

lo que implica que eiAej ⊆ rad(A) para todo i 6= j.

Ejemplo 5.44. Se prueba análogamente al ejemplo anterior que si A es un anillo
generalizado de matrices con producto trivial 2.30

A =


A1 M12 . . . M1n
M21 A2
... . . .

Mn1 An

 ,
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es decir MijMjk = 0 para toda i 6= j y j 6= k, entonces

rad(A) =


rad(A1) M12 . . . M1n
M21 rad(A2)
... . . .

Mn1 rad(An)

 .

Proposición 5.45. Dado un módulo derecho M sobre un anillo A, se tiene que
M rad(A) ⊆ rad(M).

Demostración. Para cada m ∈ M existe un morfismo fm : A → M definido como
f(x) = mx. Luego, por el Lema 5.22 se sigue que m · rad(A) ⊆ rad(M) para todo
m ∈M . Así,

M rad(A) =
∑
m∈M

m rad(A) ⊆ rad(M).

Con esta proposición es posible demostrar el siguiente resultado, el lema de Nakayama.

Lema 5.46. Para todo ideal derecho I ⊆ A, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) I ⊆ rad(A).

(b) Dado un módulo finitamente generado M . Si MI = M , entonces M = 0.

(c) Sea N ⊆ M tal que M/N es finitamente generado. Si N + MI = M , entonces
M = N .

Demostración. (a⇒ b) Por la Proposición 5.45 se cumple que

MI ⊆M rad(A) ⊆ rad(M).

Luego, como M es finitamente generado y 0 +MI = M , el Corolario 5.29 implica que
M = 0.

(b ⇒ c) Si N + MI = M , entonces (MI + N)/N = M/N y M/N es finitamente
generado, entonces por (b) M/N = 0. Por lo tanto, M = N .

(c ⇒ a) Si se supone que existe x ∈ I que no pertenece a rad(A), entonces existe un
ideal maximal J tal que x /∈ J . De esta manera, J + AI = A, lo que implica por (c)
que A = J , lo cual es una contradicción. Por lo tanto, J ⊆ rad(A).
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5.2.2.1. El radical de un módulo proyectivo

Se ha probado que para todo A-módulo derecho M rad(A) ⊆ rad(M), y es importante
mencionar que en general rad(M) 6= M rad(A), como es el caso de A = Z y M = Zp2 .
Sin embargo, si M es un módulo proyectivo se cumple que M rad(A) = rad(M) entre
otras interesantes propiedades. Esta subsubsección contiene tales resultados.

Proposición 5.47. Sea A un anillo. Se cumplen los siguientes enunciados.

(a) A rad(A) = rad(A) y rad(A) = rad(A)A.
(b) Si P es un A-módulo derecho libre, entonces rad(P ) = P rad(A).
(c) Si P es un A-módulo proyectivo derecho, entonces rad(P ) = P rad(A).
(d) Si e es un idempotente de A, entonces rad(eA) = e(rad(A)).
(e) Si e es un idempotente de A, entonces

(e+ rad(A))(A/ rad(A)) = eA/ rad(eA) = eA/e rad(A).

Demostración. Sea A un anillo.
(a) Se sigue del hecho de que rad(A) es un ideal bilateral.
(b) Si P es libre, entonces existe un conjunto X tal que P ∼= A(X), lo que implica

que

rad(P ) ∼= rad(A(X)) = rad(A)(X) = (A rad(A))(X) = A(X) rad(A) ∼= P rad(A).

Por lo tanto, rad(P ) = P rad(A).
(c) Si P es un módulo proyectivo, es sumando directo de un módulo libre L, entonces

existe un módulo M y un conjunto X tal que P ⊕M = L = A(X). De tal manera
que

rad(P )⊕ rad(M) = rad(P ⊕M)
= rad(L)
= L rad(A)
= (P ⊕M) rad(A)
= (P rad(A))⊕ (M rad(A)),

lo que implica que rad(P ) = P rad(A).
(d) El ideal eA es un sumando directo de A, y como tal es un módulo proyectivo,

entonces por el punto anterior rad(eA) = eA rad(A) = e rad(A).
(e) Es inmediato del punto anterior.
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Por otro lado se tiene el siguiente resultado, que se puede utilizar para diferenciar
módulos proyectivos.

Corolario 5.48. Sea A un anillo y J un ideal bilateral contenido en rad(A). Si P
y Q son módulos proyectivos finitamente generados, entonces P ∼= Q si, y sólo si,
P/PJ ∼= Q/QJ . En particular, P ∼= Q si, y sólo si, P/ rad(P ) ∼= Q/ rad(Q).

Demostración. Supóngase que existe un isomorfismo f : P → Q, y considérese la
proyección natural g : Q→ Q/QJ , entonces

Ker(gf) = {x ∈ P | f(x) ∈ QJ} = f−1(Q)J = PJ.

Lo que implica por el tercer teorema de isomorfismo que P/PJ ∼= Q/QJ .
Recíprocamente, si existe un isomorfismo f : P/PJ → Q/QJ , considérense las pro-
yecciones naturales g : Q → Q/QJ y h : P → P/PJ , entonces como P es proyectivo
existe un morfismo l : P → Q que hace conmutar el diagrama.

Q Q/QJ 0

P P/PJ

g

h

fl

Además l es un isomorfismo. Ciertamente, nótese que

Q/QJ = Im(fh) = Im(gl) = (Im(l) +QJ)/QJ,

lo que implica que Q = Im(l) + QJ , y debido a que Q/QJ es finitamente generado
y J ⊆ rad(A), el lema de Nakayama 5.46 implica que Im(l) = Q. Por lo tanto, l es
epimorfismo. Para probar que tambíen es un monomorfismo, se observa que la sucesión

0→ Ker(l)→ P
l→ Q→ 0

se escinde debido a que Q es proyectivo. En consecuencia, P = Q′⊕Ker(l) con Q′ ∼= Q
. Ahora, como fh = gl

Ker(l) ⊆ Ker(fh) = PJ = Q′J ⊕Ker(l)J ⊆ Q′J ⊕Ker(l),

lo que implica que Ker(l) = Ker(l)J , y entonces el lema 5.46 implica que Ker(l) = 0,
pues al ser un sumando directo de P es Ker(l) finitamente generado. Por lo tanto, P
y Q son isomorfos.

Como corolario se tiene el siguiente resultado.
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Corolario 5.49. Si P es un A-módulo proyectivo no nulo, entonces existe un submó-
dulo maximal de P , es decir rad(P ) 6= P .

Demostración. Si se supone que rad(P ) = P , entonces P/ rad(P ) = 0; pero en tal caso
la proposición anterior implica que P = 0, ya que el módulo 0 es proyectivo y cumple
que 0 = 0/ rad(0).

5.2.3. El radical de Jacobson de un anillo artiniano

En esta subsección se prueba que el radical de un anillo artiniano es nilpotente y
que el cociente del anillo con su radical es un anillo semisimple, así como algunas
consecuencias de estas dos condiciones.

Si AA es artiniano, entonces como la sucesión (rad(A)i)i∈N es descendente, existe un na-
turalm tal que rad(A)m rad(A) = rad(A)m, lo que implica que rad(A)m = 0. En efecto,
si se supone que rad(A)m 6= 0, entonces por ser AA artiniano existe un submódulo mi-
nimal I del conjunto X de submódulos J de AA tales que J(rad(A)m) 6= 0, por lo que
existe a ∈ I tal que a(rad(A)m) 6= 0, pero debido a que rad(A)m rad(A) = rad(A)m,
inductivamente se cumple que

a(rad(A)m)(rad(A)m) = a(rad(A)m) 6= 0,

lo que implica que a(rad(A)m) es un submódulo que pertenece al conjunto X, pero
por la minimalidad de I se tiene que I = a(rad(A)m), lo que implica que a = ax para
algún x ∈ rad(A); pero entonces 0 = a(1− x), lo que implica que a = 0 ya que 1− x
es invertible, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, rad(A)m = 0.

Proposición 5.50. Si AA es artiniano, entonces rad(A) es nilpotente.

Por otro lado, si AA es artiniano y rad(A) = 0, entonces por la Proposición 4.6 existe
un conjunto finito de ideales maximales derechos F tal que ⋂N∈F N = 0, entonces con-
siderando las proyecciones naturales πN : A → A/N , gracias a la propiedad universal
del producto éstas inducen un morfismo f : A→⊕

N∈F A/N tal que

Ker(f) =
⋂
N∈F

Ker(πN) =
⋂
N∈F

N = 0,

que claramente es epimorfismo. Por lo tanto, A ∼=
⊕
N∈F A/N , y en consecuencia A es

semisimple.

Recíprocamente, si A es semisimple, entonces es una suma finita de simples, y como
tal es artiniano y rad(A) = 0 por el Corolario 4.11 y ( 5.25). Se ha probado el siguiente
resultado.
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Proposición 5.51. El anillo A es semisimple si y sólo si rad(A) = 0 y AA es artiniano.

Ahora, si AA es artiniano, A/ rad(A) también es artiniano y rad(A/ rad(A)) = 0, lo
que implica que A/ rad(A) es semisimple. Por lo tanto, se ha probado que un anillo
artiniano a la derecha A cumple que rad(A) es nilpotente y A/ rad(A) es semisimple.

Cuando un anillo cumple estas propiedades el radical es especialmente útil, como mues-
tra la siguiente proposición.

Proposición 5.52. Sea A un anillo tal que A/ rad(A) es un anillo semisimple, y M
es un A-módulo derecho.

(a) Si M rad(A) = 0, entonces M es semisimple.

(b) rad(M) = M rad(A).

(c) rad(M) = 0 si, y sólo si, M es semisimple.

(d) Los módulos simples de A/ rad(A) son los módulos simples de A.

(e) Existe un número finito de A -módulos derechos simples no isomorfos.

Demostración. Sea A un anillo tal que A/ rad(A) es un anillo semisimple.

(a) Si M es un módulo con M rad(A) = 0, entonces M es un A/ rad(A)-módulo.
Además, un grupo abeliano N es un A-submódulo de MA si, y sólo si, es un
A/ rad(A)-submódulo de MA/ rad(A) por la Proposición 1.9, entonces como todo
módulo sobre un anillo semisimple es semisimple, MA es semisimple.

(b) Por la Proposición 5.45 se tiene queM rad(A) ⊆ rad(M), por lo que basta probar
que rad(M) ⊆ M rad(A). Para ello considérese N = M/M rad(A), claramente
N rad(A) = 0, de manera que N es semisimple, lo que implica que

0 = rad(N) = rad(M/M rad(A)) = rad(M)/M rad(A)

por el Corolario 5.23 ya que M rad(A) ⊆ rad(M). Por lo tanto,

rad(M) = M rad(A).

(c) Si rad(M) = 0, entonces M rad(A) = rad(M) = 0, con lo que se concluye que
M es semisimple. Recíprocamente, si M es semisimple ya se ha probado que
rad(M) = 0.

(d) Si S es un A-módulo simple, entonces S rad(A) = rad(S) = 0, por lo que S es
un módulo semisimple sobre A/ rad(A). Y como es simple sobre A, no es una
suma directa de módulos sobre A/ rad(A), por lo que S es un A/ rad(A) módulo
simple.
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(e) Se sabe que A/ rad(A) tiene un número finito de módulos simples no isomorfos,
por lo que A también tiene un número finito de simples no isomorfos.

Luego, si además rad(A) es nilpotente, es decir existe un m tal que rad(A)m = 0,
entonces considerando la sucesión

0 = rad(A)m ⊆ rad(A)m−1 ⊆ ... ⊆ rad(A) ⊆ A,

se observa que el cociente de dos módulos consecutivos es semisimple, pues

rad(rad(A)n/ rad(A)n+1) = (rad(A)n/ rad(A)n+1) rad(A) = 0.

En consecuencia, si AA es artiniano ó noetheriano, todo cociente de módulos consecu-
tivos de la sucesión es una suma finita de simples por el Corolario 4.11, entonces cada
uno de estos cocientes tienen serie de composición, lo que implica que A tiene serie de
composición por la Proposición 4.52.

Lo que lleva a la sorprendente conclusión de que todo anillo artiniano es noetheriano.
Este resultado es el teorema de Hopkins-Levitzki.

Teorema 5.53. Sea A un anillo. El módulo AA es artiniano si y sólo si AA es noet-
heriano, A/ rad(A) es semisimple y rad(A) es nilpotente.

Demostración. Si A es artiniano por la derecha, se sabe que A/ rad(A) es semisimple
y rad(A) es nilpotente, y por la argumentación anterior es de longitud finita, por lo
que es noetheriano por la derecha.

Si AA es noetheriano, A/ rad(A) es semisimple y rad(A) es nilpotente, de nuevo por la
argumentación anterior AA es de longitud finita, por lo que AA es artiniano.

Por último, se ha visto en la Proposición 5.52 que si A/ rad(A) es semisimple entonces
A tiene un número finito de clases de módulos simples. A continuación se prueba
que, de hecho sin importar si A/ rad(A) es semisimple ó no, A y A/ rad(A) tienen los
mismos simples y los mismos elementos invertibles. Esta última proposición relaciona
A y A/ rad(A) de esta manera.

Proposición 5.54. Sea A un anillo, entonces A y A/ rad(A) tienen los mismos mó-
dulos simples, y x ∈ A tiene inverso por la derecha ó izquierda si y sólo si x+ rad(A)
tiene inverso por la derecha ó izquierda.

Demostración. Sea S un A-módulo simple, entonces S rad(A) ⊆ rad(S) = 0 por la
Proposición 5.45, por lo que S es un A/ rad(A)-módulo simple por la Proposición 1.9.
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Recíprocamente, si S es un A/ rad(A) módulo simple, entonces S es un A-módulo
simple por la Proposición 1.8.
Ahora, si x tiene inverso por derecha ó izquierda, entonces claramente x+rad(A) tiene
inverso por derecha ó izquierda. Recíprocamente, si existe y + rad(A) ∈ A/ rad(A)
tal que (x + rad(A))(y + rad(A)) = 1, entonces 1 − xy ∈ rad(A), lo que implica
que xy = 1 − (1 − xy) es invertible por el Lema 5.36, por lo que x tiene un inverso
a la derecha. Análogamente, si x + rad(A) tiene inverso a la izquierda, entonces x
también.
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6. La envolvente inyectiva y la
cubierta proyectiva

En el capítulo anterior se probó que si I es un módulo finitamente cogenerado, entonces
soc(I) es un submódulo esencial de I. Lo que implica que si I1 e I2 son módulos
inyectivos finitamente cogenerados tales que soc(I1) ∼= soc(I2), entonces I1 ∼= I2.
En efecto, si f : soc(I1)→ soc(I2) es un isomorfismo y los morfismos η1 : soc(I1)→ I1
y η2 : soc(I2)→ I2 son las inclusiones naturales, entonces debido a que I2 es inyectivo
existe un morfismo g : I1 → I2 tal que gη1 = η2f . Ahora, se observa que

soc(I1) ∩Ker(g) = 0

lo que implica que Ker(g) = 0 debido a que soc(I1) es esencial. Luego, debido a que I1
es inyectivo, la sucesión exacta

0→ I1 → I2 → I2/ Im(g)→ 0

se escinde, lo que implica que I2 = Im(g)⊕K; pero entonces K ∩ soc(I2) = 0 ya que
soc(I2) ⊆ Im(g), lo que implica que K = 0 debido a que soc(I2) es esencial. Por lo
tanto, g es un isomorfismo.
En general, siM es un submódulo esencial de un módulo inyectivo I, entonces se puede
probar que I es isomorfo a cualquier otro módulo inyectivo que contenga a M como
submódulo esencial. Tal módulo inyectivo recibe el nombre de envolvente inyectiva de
M y es el tema de estudio de esta capítulo junto con el concepto dual, la cubierta
proyectiva.

6.1. La envolvente inyectiva

Para empezar recuérdese que todo módulo es submódulo de un módulo inyectivo,
como se puede ver en la página 35 de [HS71]. Con ello se puede probar que para todo
módulo M existe un módulo inyectivo E tal que M es un submódulo esencial de E.
Para probarlo se necesita el siguiente lema.

Lema 6.1. Sea M un A-módulo. Se cumplen los siguientes enunciados.
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(a) Si M es submódulo de N y K es un submódulo de N que es maximal en el
conjunto {L ⊆ N | N ∩M = 0}, entonces M ⊕K es un submódulo esencial
de N y (M ⊕K)/K es submódulo esencial de N/K.

(b) Si M es submódulo de N , entonces M es sumando directo de un submódulo
esencial de N .

(c) Si M es un submódulo de N que no es un sumando directo de N , entonces M
es un submódulo esencial propio de un cociente de N .

(d) M es inyectivo si, y sólo si, no existe un módulo N 6= M tal que M sea un
submódulo esencial de N .

(e) Si N es un módulo que contiene a M , entonces M es un submódulo esencial de
N si, y sólo si, para todo 0 6= n ∈ N existe 0 6= a ∈ A tal que na ∈M .

(f) Si K EM y M E N , entonces K E N .

Demostración.
(a) Si L es un submódulo de N tal que L ∩ (M ⊕ K) = 0, se tiene entonces que

L ∩ M = L ∩ K = 0 lo que implica que M ∩ (L ⊕ K) = 0, pero K es un
submódulo maximal tal que M ∩ K = 0, de manera que L = 0. Por lo tanto,
M ⊕K es esencial.
Luego, si L/K es un submódulo propio deN/K, entonces L contiene propiamente
a K, lo que implica que L∩M 6= 0, y entonces L∩(M⊕K) contiene propiamente
a K y así

(L/K) ∩ (M ⊕K/K) 6= 0.

Por lo tanto, (M ⊕K)/K es un submódulo esencial de N/K.
(b) Es inmediato del punto anterior.
(c) Se sigue del punto (a) ya que M ∼= (M ⊕K)/K.
(d) M es inyectivo si, y sólo si, es sumando directo de todo módulo que lo contenga.

De manera que, si M es inyectivo es inmediato que no existe un N 6= M tal
que M sea un submódulo esencial de N . Por otro lado, si M no es inyectivo,
entonces existe un módulo K que contiene a M y éste no es sumando directo de
K; pero entonces el punto anterior implica que M es un submódulo esencial de
un cociente de K.

(e) Si M es un submódulo esencial de N , entonces para todo n ∈ N diferente de 0,
el submódulo nA∩M es distintinto de 0, lo que implica que existe a ∈ A tal que
na ∈ M . Recíprocamente, si M es un submódulo tal que para todo 0 6= n ∈ N
existe a ∈ A tal que na ∈M , entonces en particular para todo submódulo K 6= 0
de N se tiene que K ∩M 6= 0, por lo que M es un submódulo esencial de N .

(f) Es inmediato del punto anterior.
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Ahora, si M es un módulo contenido en un módulo inyectivo I y X es el conjunto
de submódulos N de I tales que M E N , entonces X es un conjunto parcialmente
ordenado con la contención tal que toda cadena tiene cota superior en X, gracias al
punto (e) del lema anterior. Lo que implica, por el lema de Zorn, que existe un módulo
maximal E tal que M E E.
Dicho módulo es además inyectivo, ya que si se supone que E es submódulo esencial
de un módulo D, entonces debido a que I es inyectivo existe un morfismo f : D → I
tal que fi = µ donde i : E → D y µ : E → I son las inclusiones naturales.

E0 D

I

i

f
µ

Pero f es un monomorfismo ya que Ker(f) ∩ E = 0 debido a que fi = µ, y así
Ker(f) = 0 debido a que E es submódulo esencial de D. Luego,

M E E E D ⊆ I,

lo que implica que M E D, pero en tal caso D = E ya que E es maximal en X. Por
lo tanto, no existe un módulo N 6= M tal que M sea un submódulo esencial de N , de
manera que E es inyectivo por el punto (d) del lema anterior.
Se ha probado la siguiente proposición.

Proposición 6.2. Si M es un módulo contenido en un módulo inyectivo I, entonces
existe un submódulo E de I tal que E es inyectivo y M E E.

Por supuesto, debido a que todo módulo está contenido en un módulo inyectivo, la
proposición anterior implica que todo módulo es submódulo esencial de un módulo
inyectivo.
Ahora, cuando se dice que M está contenido en un módulo inyectivo I, esto quiere
decir estrictamente que existe un monomorfismo f : M → I. Y si se dice que M
es un submódulo esencial de un módulo inyectivo E, esto quiere decir que existe un
monomorfismo g : M → E tal que Im(g) es un submódulo esencial de E. Por lo tanto,
se ha probado que para todo módulo M existe un monomorfismo f : M → E tal que
Im(g) es esencial y E inyectivo. Lo que lleva a la siguiente definición.

Definición 6.3.
Se dice que un morfismo f : M → N es esencial si f es un monomorfismo tal
que Im(f) E N .
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Una pareja (E, f), donde E es un módulo inyectivo y f : M → E es un morfismo
esencial, recibe el nombre de envolvente inyectiva de M .

Ejemplo 6.4. La pareja (Q, i) es una envolvente inyectiva de Z, donde i : Z → Q es
la inclusión natural. En efecto, Q es inyectivo al ser divisible y el monomorfismo i es
esencial ya que para todo r ∈ Q existe n ∈ Z tal que rn ∈ Z.

Ejemplo 6.5. Análogamente al ejemplo anterior, se prueba que para todo número pri-
mo p la pareja (Zp∞ , f) formada por Zp∞ =

〈
1̄
pn ∈ Q/Z | n ∈ N

〉
y el monomorfismo

f : Zpm → Zp∞ dado por f(1) = 1̄
pm es una envolvente inyectiva de Zpm .

Observación 6.6. Como se puede ver en los ejemplos anteriores, en general una en-
volvente inyectiva de un módulo finitamente generado no es finitamente generada. Sin
embargo, una envolvente inyectiva de un módulo finitamente cogenerado es finitamente
cogenerada como se muestra en la siguiente proposición.

Proposición 6.7. Si M es un módulo finitamente cogenerado y (E, f) es una envol-
vente inyectiva de M , entonces E es finitamente cogenerado.

Demostración. Si E es una envolvente inyectiva deM , entoncesM E E, lo que implica
por la Proposición 5.16 que soc(E) ⊆ M , de manera que soc(M) = soc(E) por la
Proposición 5.6. Pero además soc(M) EM por la Proposición 5.11 debido a que M es
finitamente cogenerado. En consecuencia soc(E) E E por el Lema 6.1, y como soc(E)
es finitamente cogenerado por ser submódulo de un módulo finitamente cogenerado,
E es finitamente cogenerado por la Proposición 5.11.

La siguiente proposición engloba diferentes caracterizaciones de una envolvente inyec-
tiva. Pero antes es necesaria la siguiente definición.

Definición 6.8. Sea f : M → E un morfismo de módulos. Se dice que f es es minimal
a la izquierda si todo g ∈ EndA(E) tal que gf = f es un isomorfismo.

Proposición 6.9. Sea f : M → E un morfismo de módulos con E inyectivo. Son
equivalentes los siguientes enunciados.

(a) (E, f) es una envolvente inyectiva de M .

(b) El morfismo f es un monomorfismo minimal a la izquierda.

(c) El morfismo f es un monomorfismo y si h : M → I es un monomorfismo con
codominio inyectivo, entonces existe un monomorfismo g : E → I tal que h = gf .

(d) El morfismo f es minimal a la izquierda y para todo módulo inyectivo I el mor-
fismo HomA(f, I) : HomA(E, I)→ HomA(M, I) es suprayectivo.
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Demostración.

(a⇒ b) Si (E, f) es una envolvente inyectiva de M y g ∈ EndA(E) es un morfismo tal
que gf = f , entonces tomando x ∈ Ker(g) ∩ Im(f) se observa que

x = f(y) = gf(y) = g(x) = 0,

de manera que Ker(g) = 0 debido a que f es esencial. En consecuencia, Im(g) ∼= E
es sumando directo de E por ser inyectivo. Supóngase entonces que E = Im(g) ⊕K,
tomando x ∈ K ∩ Im(f) se tiene que x = f(y) = gf(y) = g(x) lo que implica que
x ∈ Im(g) ∩K = 0, de esta manera K ∩ Im(f) = 0, lo que implica que K = 0 debido
a que f es esencial. Por lo tanto, g es isomorfismo.

(b ⇒ c) Si h : M → I es un monomorfismo con codominio inyectivo, entonces debido
a que I es inyectivo existe g tal que gf = h y debido a que E es inyectivo existe g′ tal
que g′h = f , de manera que g′gf = f y g′g ∈ EndA(E), entonces el punto (b) implica
que g′g es un isomorfismo, lo que implica que g es un monomorfismo.

M E

I

M I

E

M

E

I

E

g

f

h

h

g′
f

f

h

f

g

g′

(c⇒ a) Por la Proposición 6.2 existe un submódulo inyectivo I de E tal que Im(f) E I,
lo que implica por el punto (c) que existe un monomorfismo h : E → I tal que hf = f .

M E

I

f

f
h

Por otro lado, debido a que I es inyectivo E = I ⊕K. Luego, si x ∈ h(K) ∩ Im(f) se
tiene que x = h(k) = f(m) para algún k ∈ K y m ∈M ; pero entonces

h(k) = x = f(m) = hf(m),

lo que implica que k = f(m), y así k = 0 ya que Im(f)∩K ⊆ I∩K = 0. Por lo tanto, se
ha probado que x = h(k) = 0 para toda x ∈ h(K)∩Im(f). Esto muestra que h(K) = 0
ya que f : M → I es esencial, y entonces K = 0 ya que h es un monomorfismo. En
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consecuencia E = I, de manera que (E, f) es una envolvente inyectiva de M .
(b ⇒ d) Debido a que f es monomorfismo, para todo morfismo h : M → I con codo-
minio inyectivo existe g : E → I tal que gf = h, es decir HomA(f, I) es suprayectivo.
(d⇒ b) Basta probar que f es inyectivo, para ello se considera una envolvente inyectiva
(E ′, f ′) de M , por (d) existe un morfismo h : E → E ′ tal que hf = f ′, lo que implica
que f es monomorfismo debido a que f ′ es monomorfismo.

Observación 6.10. La construcción que se usó para probar la Proposición 6.2 muestra
que la envolvente inyectiva de un móduloM es el máximo de los módulos que contienen
a M como submódulo esencial. Mientras que el punto (c) de la proposición anterior
muestra que la envolvente inyectiva es el mínimo módulo inyectivo que contiene a M .

Ya con estas caracterizaciones se pueden probar interesantes propiedades de la envol-
vente como muestra la siguiente proposición.
Proposición 6.11. Sea M un A-módulo. Se cumplen los siguientes enunciados.
(a) Si (E1, f1) y (E2, f2) son envolventes inyectivas de M , entonces todo morfismo

h : E1 → E2 tal que hf1 = f2 es un isomorfismo.
(b) Si (E1, f1) y (E2, f2) son envolventes inyectivas de M , entonces existe un iso-

morfismo g : E1 → E2 tal que gf1 = f2.
(c) Si (E, f) es una envolvente inyectiva de M , entonces para todo monomorfismo

g : M → K con codominio inyectivo existe una descomposición K = K1 ⊕ K2
tal que g(M) ∩ K1 = 0 y la pareja (K2, πg) es una envolvente inyectiva, donde
π : K → K2 es la proyección natural.

Demostración.
(a) Sea h : E1 → E2 un morfismo tal que hf1 = f2. Debido a que f1 es un mono-

morfismo y E2 es inyectivo, también existe un morfismo g : E2 → E1 tal que
gf2 = f1. Así, f1 = gf2 y hf1 = f2, lo que implica que f2 = hgf2 y f1 = ghf1; pe-
ro entonces hg y gh son isomorfismos por el punto (b) de la proposición anterior.
En consecuencia g y h son isomorfismos.

(b) Es inmediato del punto anterior ya que debido a que f2 es monomorfismo y E1
inyectivo, existe un morfismo h : E1 → E2 tal que hf1 = f2.

(c) Sea g : M → K un monomorfismo con codominio inyectivo. Debido a que g y
f son monomorfismos y los módulos E y K son inyectivos existen los morfismos
h1 y h2 tales que h1g = f y h2f = g, entonces el morfismo h = h1h2 cumple que
hf = f .
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K

M

K

E
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E
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En consecuencia, h es un isomorfismo por el punto (b) de la proposición anterior,
lo que implica que K = Im(h2) ⊕ Ker(h1). En efecto, debido a que h = h1h2 es
isomorfismo, para todo x ∈ K existe y ∈ E tal que h1(x) = h1h2(y) y entonces
x− h2(y) ∈ Ker(h1), lo que implica que

K = Im(h2) + Ker(h1).

Además, si se toma x ∈ Im(h2) ∩ Ker(h1) se tiene que x = h2(y) para algún
y ∈ E, y entonces h1h2(y) = h1(x) = 0, lo que implica que y = 0 pues h1h2 es un
isomorfismo, y así Im(h2) ∩ Ker(h1) = 0. Por lo tanto, K = Im(h2) ⊕ Ker(h1).
Luego, es inmediato que

g(M) ∩Ker(h1) = h2f(M) ∩Ker(h1) ⊆ Im(h2) ∩Ker(h1) = 0,

y que h2 : E → Im(h2) es un isomorfismo, por lo que (Im(h2), πg) es una envol-
vente inyectiva.

Observación 6.12. Se ha visto que si (E1, f1) y (E2, f2) son envolventes inyectivas de
M , entonces E1 ∼= E2. Por esta razón en ocaciones se habla de un módulo inyectivo E
como la envolvente inyectiva de M , si es que E es isomorfo a E1.

Ahora, dadas dos familias de módulos {Mi}i∈I y {Ni}i∈I es sencillo probar que si
Mi E Ni para todo i ∈ I, entonces ⊕i∈IMi E

⊕
i∈I Ni. Sin embargo, en general un

suma directa arbitraria de módulos inyectivos no es inyectiva. Por lo tanto, si (Ni, fi)
es la envolvente inyectiva de Mi para toda i ∈ I, entonces (⊕i∈I Ni,

⊕
i∈I fi) es una

envolvente inyectiva de ⊕i∈IMi si, y sólo si, ⊕i∈I Ni es inyectivo.

Proposición 6.13. Sean {Mi}i∈I y {Ni}i∈I dos familias de módulos tales queMi E Ni

para todo i ∈ I. Se cumplen los siguientes enunciados.
(a) ⊕i∈IMi es un submódulo esencial de ⊕i∈I Ni.
(b) ⊕i∈I Ni es inyectivo si, y sólo si, (⊕i∈I Ni,

⊕
i∈I fi∈I) es la envolvente inyectiva

de ⊕i∈IMi.

Demostración.
(a) Se sigue del punto (e) del Lema 6.1. Dado x ∈ ⊕i∈I Ni se tiene que x = ∑n

i=1 ni
con ni ∈ Nσ(i) donde σ es una función inyectiva de {1, ..., n} a I. Se prueba por
inducción sobre n que existe a ∈ A tal que xa ∈ ⊕i∈IMi. Si n = 1, entonces es
inmediato del Lema 6.1. Tomando como hipótesis inductiva que si n = k entonces
existe a ∈ A tal que xa ∈⊕i∈IMi si se tiene x = ∑k+1

i=1 ni, entonces por hipótesis
de inducción existe a ∈ A tal que ∑k

i=1 nia ∈
⊕

i∈IMi y como Mσ(1) E Nσ(1)
existe b ∈ A tal que n1(ab) ∈ Mσ(1), lo que implica que x(ab) ∈ ⊕i∈IMi. Por lo
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tanto, para todo x ∈ ⊕i∈I Ni existe a ∈ A tal que xa ∈ ⊕i∈IMi, lo que implica
que ⊕i∈IMi E

⊕
i∈I Ni.

(b) Es inmediato del punto anterior.

Ejemplo 6.14. Sea X el conjunto de los números primos. Se ha probado que (Zp∞ , f)
es la envolvente inyectiva de Zp para todo p ∈ X, lo que implica que Q/Z ∼=

⊕
p∈X Zp∞

es la envolvente inyectiva de ⊕p∈X Zp.

Cabe mencionar que no existe un resultado semejante al anterior para el producto
de módulos como muestra el siguiente ejemplo, por lo que en general es falso que el
producto de envolventes inyectivas sea envolvente inyectiva.

Ejemplo 6.15. Sea M = Zp∞ =
〈

1̄
pn ∈ Q/Z | n ∈ N

〉
. Claramente ( 1̄

p
)Z E M , sin

embargo ∏m∈N( 1̄
p
)Z no es un submódulo esencial de ∏m∈NM . En efecto, si se toma

x =
(

1̄
pm+1

)
m∈N

, entonces x ∈ ∏m∈NM , pero no existe k ∈ Z tal que xk ∈ ∏m∈N( 1̄
pm )Z.

En consecuencia, el Lema 6.1 implica que ∏m∈N( 1̄
p
)Z no es esencial.

En algunas ocaciones se puede utilizar el resultado anterior para calcular la envolvente
inyectiva con ayuda del soclo.

Proposición 6.16. SeaM un módulo, E un módulo inyectivo, i : N →M la inclusión
natural y f : M → E un monomorfismo. Si N E M , entonces (E, f) es la envolvente
inyectiva de M si, y sólo si, (E, fi) es la envolvente inyectiva de N . En particular, si
soc(M) EM y la suma directa de las envolventes inyectivas de los submódulos simples
de M es inyectiva, entonces la envolvente inyectiva de M es la suma directa de las
envolventes inyectivas de los módulos simples contenidos en M .

Demostración. Si N E M , entonces (E, f) es la envolvente inyectiva de M si, y sólo
si, Im(f) E E. Lo que implica que Im(fi) E E ya que

Im(fi) ∼= N EM ∼= Im(f) E E,

de manera que (E, fi) es la envolvente inyectiva de N . Recíprocamente, si (E, fi) es la
envolvente inyectiva de N , es entonces inmediato que (E, f) es la envolvente inyectiva
de M ya que Im(fi) ⊆ Im(f), lo que implica que Im(f) E E por que Im(fi) E E.
En particular si soc(M) E M , entonces (E, fi) es la envolvente inyectiva de soc(M),
pero soc(M) es la suma directa de los módulo simples contenidos en M . De manera
que E es isomorfo a la suma directa de envolventes inyectivas de los submódulos
simples.
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Observación 6.17. En adelante, si un submódulo N de M cumple las condiciones de
la proposición se dirá que N tiene la misma envolvente inyectiva que M .

Corolario 6.18. Se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Si M es un módulo artiniano, entonces soc(M) y M tienen la misma envolvente
inyectiva.

(b) Si A es una álgebra de dimensión finita, entonces todo módulo finitamente gene-
rado tiene la misma envolvente inyectiva que su soclo.

Demostración. Por la proposición anterior basta probar que el soclo es un submódulo
esencial.

(a) SiM es artiniano, entonces todo submódulo deM contiene un submódulo simple,
lo que implica que soc(M) EM .

(b) Se sigue del punto anterior. Si A es de dimensión finita, entonces todo módulo
finitamente generado es de dimensión finita y entonces artiniano.

El siguiente es un ejemplo de un módulo M tal que la envolvente inyectiva de soc(M)
es distinta de la envolvente de M .

Ejemplo 6.19. Sea M = Z2 ⊕ Z. Es inmediato que la envolvente inyectiva de M es
Z2∞ ⊕Q mientras que la envolvente inyectiva de su soclo es Z2∞ .

6.2. La cubierta proyectiva

El concepto dual de la enlvolvente inyectiva es la cubierta proyectiva. A diferencia de
la envolvente no todo módulo tiene cubierta proyectiva. En capítulos posteriores se
verán condiciones suficientes y necesarias sobre el anillo para que todo módulo tenga
cubierta proyectiva. Esta sección expone las propiedades básicas de este concepto en
caso de existir.

Definición 6.20.

Se dice que un morfismo f : M → N es superfluo si f es un epimorfismo tal que
Ker(f)�M .

Una pareja (P, f), donde P es un módulo proyectivo y f : P →M es un morfismo
superfluo, recibe el nombre de cubierta proyectiva de M .
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Ejemplo 6.21. Si A es un anillo y e ∈ A un idempotente, entonces (eA, π) es una
cubierta proyectiva de eA/ rad(eA) = e(A/ rad(A)), donde π es la proyección natural.
En efecto, π es un epimorfismo, Ker(π) = rad(eA) � eA por el lema de Nakayama
y eA es proyectivo ya que es sumando directo de A. Además, debido a que eA es
proyectivo se tiene por la Proposición 5.47 que

rad(eA) = eA rad(A) = e(rad(A)),

lo que implica que

eA/ rad(eA) = eA/e(rad(A)) = e(A/ rad(A)).

Proposición 6.22. Si M es un A/ rad(A)-módulo tal que f : PA → MA es una
cubierta proyectiva, entonces M es un A/ rad(A)-módulo proyectivo.

Demostración. Se observa que si K es un A/ rad(A)-módulo y h : P → K un morfismo
de A-módulos, entonces

h(rad(P )) = h(P rad(A)) = h(P ) rad(A) ⊆ K rad(A) = 0,

es decir rad(P ) ⊆ Ker(h), lo que implica que existe un morfismo h̄ : P/rad(P ) → K
definido como h̄(x + rad(P )) = h(x). Utilizando esta observación es sencillo deducir
que

Q = P/ rad(P ) = P/P rad(A)

es un A/ rad(A)-módulo proyectivo. Más aún, si g : Q → M es el. morfismo inducido
por f , entonces g es epimorfismo ya que f es epimorfismo, y g es monomorfismo debido
a que Ker(f) ⊆ rad(P ), lo cual ocurre en consecuencia de que al ser (P, f) cubierta
proyectiva, Ker(f)� P .

La siguiente proposición engloba diferentes caracterizaciones de una cubierta proyec-
tiva. Para ello se introduce la siguiente definición.

Definición 6.23. Sea f : P →M un morfismo de módulos. Se dice que f es minimal
a la derecha si todo g ∈ EndA(P ) tal que fg = f es un isomorfismo.

Proposición 6.24. Sea f : P → M un morfismo de módulos con P proyectivo. Son
equivalentes los siguientes enunciados.

(a) (P, f) es una cubierta proyectiva de M .

(b) El morfismo f es un epimorfismo minimal a la derecha.

(c) El morfismo f es un epimorfismo y si h : Q→M es un epimorfismo con dominio
proyectivo, entonces existe un epimorfismo g : Q→ P tal que h = fg.

132



6.2 La cubierta proyectiva

(d) El morfismo f es minimal a la derecha y para todo modulo proyectivo Q, el
morfismo HomA(Q, f) : HomA(Q,P )→ HomA(Q,M) es suprayectivo.

Demostración.
(a⇒ b) Si (P, f) es una cubierta proyectiva de M y g ∈ EndA(P ) es un morfismo tal
que fg = f , entonces para todo x ∈ P se tiene que x − g(x) ∈ Ker(f). De manera
que Ker(f) + Im(g) = P lo que implica que Im(g) = P debido a que f es superfluo.
Luego, debido a que P es proyectivo, P = P ′ ⊕ Ker(g) con P ∼= P ′, pero en tal caso
Ker(f) + P ′ = P ya que Ker(g) ⊆ Ker(f), pero, una vez más debido a que f es
superfluo, P = P ′ y con ello Ker(g) = 0. Por lo tanto g es un isomorfismo.
(b ⇒ c) Si h : Q → M es un epimorfismo con dominio proyectivo, entonces debido a
que P es proyectivo existe g tal que fg = h. Además, debido a que P es proyectivo
existe g′ tal que hg′ = f . Por lo tanto, fgg′ = f y gg′ ∈ EndA(P ), entonces el punto
(b) implica que gg′ es un isomorfismo, y con ello que g es un epimorfismo.

MP

Q

MQ

P

f

g h

h

g′ f

(c⇒ a) Basta probar que f es superfluo. Sea K un submódulo de P tal que

K + Ker(f) = P ,

se tiene que f |K es un epimorfismo. Luego, se sabe que existe un epimorfismo g : L→ K
con L libre, entonces el punto (c) implica que existe un epimorfismo h : L → P tal
que fh = fg. Luego, debido a que para toda k ∈ K existe a ∈ L tal que g(a) = k,
y así fh(a) = fg(a) = f(k), de tal manera que k − h(a) ∈ Ker(f). En consecuencia,
K = Ker(f) + Im(h) = P . Por lo tanto, f es superfluo.
(b⇒ d) Debido a que f es epimorfismo, para todo morfismo h : Q→ M con dominio
proyectivo existe g : Q→ P tal que fg = h, es decir HomA(Q, f) es suprayectivo.
(d ⇒ b) Basta probar que f es suprayectivo, para ello se considera una cubierta
proyectiva (P ′, f ′) de M . Por (d) existe un morfismo h : P ′ → P tal que fh = f ′, lo
que implica que f es epimorfismo debido a que f ′ es epimorfismo.

Ya con las caracterizaciones de la proposición anterior se pueden probar interesantes
propiedades de la cubierta como muestra la siguiente proposición.

Proposición 6.25. Sea M un A-módulo. Se cumplen los siguientes enunciados.
(a) Si (P, f) es una cubierta proyectiva de M , entonces Ker(f) ⊆ rad(P ).
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(b) Si P es un módulo proyectivo finitamente generado y f : P → M es un epimor-
fismo tal que Ker(f) ⊆ rad(P ), entonces (P, f) es una cubierta proyectiva.

(c) Si (P1, f1) y (P2, f2) son cubiertas proyectivas de M , entonces todo morfismo
h : P2 → P1 tal que f1h = f2 es un isomorfismo.

(d) Si (P1, f1) y (P2, f2) son cubiertas proyectivas de M , entonces existe un isomor-
fismo g : P2 → P1 tal que f1g = f2.

(e) Si (P, f) es una cubierta proyectiva de M , entonces para todo epimorfismo con
dominio proyectivo g : K → M existe una descomposición K = K1 ⊕ K2 tal
que g(K1) = 0 y (K2, gi) es una cubierta proyectiva, donde i : K2 → K es la
inclusión natural.

(f) Si M es un módulo finitamente generado y (P, f) es una cubierta proyectiva de
M , entonces P es finitamente generado.

Demostración.

(a) Debido a que f es superfluo Ker(f) � P , lo que implica que Ker(f) ⊆ rad(P )
por la Proposición 5.34.

(b) Debido a que P es finitamente generado rad(P )� P , y asi f es superfluo ya que
Ker(f) ⊆ rad(P ).

(c) Sea h : P2 → P1 un morfismo tal que f1h = f2. Debido a que f1 es un epimorfismo
y P2 es proyectivo también existe un morfismo g : P1 → P2 tal que f2g = f1. De
manera que f1 = f2g y f1h = f2, lo que implica que f2 = f2gh y f1 = f1hg; pero
entonces hg y gh son isomorfismos por el punto (b) de la proposición anterior,
lo que implica que g y h son isomorfismos.

(d) Es inmediato del punto anterior ya que debido a que f2 es epimorfismo y P1
proyectivo, existe un morfismo h : P2 → P1 tal que f1h = f2.

(e) Sea g : K →M un epimorfismo con dominio proyectivo. Debido a que g y f son
epimorfismos y los módulos P y K son proyectivos existen los morfismos h1 y h2
tales que gh1 = f y fh2 = g, entonces el morfismo h = h2h1 cumple que fh = f .
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Esto muestra que h es un isomorfismo por el punto (b) de la proposición anterior.
En consecuencia, K = Im(h1) ⊕ Ker(h2). En efecto, debido a que h = h2h1 es
isomorfismo, para todo x ∈ K existe y ∈ P tal que h2(x) = h2h1(y) y entonces
x− h1(y) ∈ Ker(h2), de manera que K = Im(h1) + Ker(h2). Además, si se toma
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x ∈ Im(h1) ∩ Ker(h2) se tiene que x = h1(y) para algún y ∈ P , y entonces
h2h1(y) = h2(x) = 0, lo que implica que y = 0 pues h2h1 es un isomorfismo, por
lo que Im(h1) ∩ Ker(h2) = 0. Por lo tanto, K = Im(h1) ⊕ Ker(h2). Es entonces
inmediato que

g(Ker(h2)) = fh2(Ker(h2)) = 0,

y que h2|Im(h1) : Im(h1) → P es un isomorfismo, por lo que (Im(h1), gi) es una
cubierta proyectiva.

(f) Si M es finitamente generado, entonces existe un epimorfismo g : An → M
para algún n ∈ N, pero debido a que An es proyectivo existe un epimorfismo
h : An → P tal que fh = g por el punto (c) de la Proposición 6.24, y así P es
finitamente generado.

Observación 6.26. Se ha visto que si (P1, f1) y (P2, f2) son cubiertas proyectivas deM ,
entonces P1 ∼= P2. Por esta razón en ocasiones se habla de un módulo proyectivo P
como la cubierta proyectiva de M , si es que P es isomorfo a P1.

Ejemplo 6.27. El Z-módulo Z2 no tiene cubierta proyectiva. En efecto, supóngase
que (P, f) es una cubierta proyectiva de Z2. Debido a que Z es un dominio entero
P = Z(X) para algún conjunto X, pero Ker(f) ⊆ rad(P ) = rad(Z(X)) = 0. Lo cual es
una contradicción ya que f no puede ser un isomorfismo.

Ejemplo 6.28. Si A es un anillo tal que rad(A) = 0, entonces los únicos módulos
con cubierta proyectiva son los módulos proyectivos. En efecto, si M es un módulo
con una cubierta proyectiva (P, f), entonces Ker(f) ⊆ rad(P ) = P rad(A) = 0 por la
Proposición 5.47, lo que implica que f es un isomorfismo y entonces M es proyectivo.

Como corolario se tienen los siguientes resultados sobre la cubierta proyectiva de un
módulo simple.

Corolario 6.29. Sea S un A-módulo simple con cubierta proyectiva.
(a) Si (P, f) es una cubierta proyectiva de S, entonces Ker(f) = rad(P ).
(b) Si (P, f) es una cubierta proyectiva de S, entonces P tiene un único submódulo

maximal.
(c) Si rad(A) = 0, entonces (S, 1S) es una cubierta proyectiva de S.

Demostración.
(a) Se sabe que Ker(f) ⊆ rad(P ) y que rad(P ) 6= P debido a que P es proyectivo.

Luego, por el tercer teorema de isomorfismos S ∼= P/Ker(f), lo que implica que
rad(P )/Ker(f) = 0. Por lo tanto, Ker(f) = rad(P ).
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(b) Es inmediato del punto anterior.

(c) Sea (P, f) una cubierta proyectiva de S. Por el punto (a)

S ∼= P/Ker(f) = P/ rad(P ),

pero rad(P ) = P rad(A) = 0, lo que implica que S ∼= P y entonces (S, 1S) es una
cubierta proyectiva de S.

Ahora, dadas dos familias de módulos {Mi}i∈I y {Ni}i∈I es sencillo probar que si
Mi � Ni para todo i ∈ I, entonces ∏i∈IMi �

∏
i∈I Ni. Sin embargo, en general el

producto arbitrario de módulos proyectivos no es proyectivo. Por lo tanto, si (Ni, fi)
es la cubierta proyectiva de Mi para toda i ∈ I, entonces (∏i∈I Ni,

∏
i∈I fi) es una

cubierta proyectiva de ∏i∈IMi si, y sólo si, ∏i∈I Ni es proyectivo.

Proposición 6.30. Sean {Mi}i∈I y {Ni}i∈I dos familias de módulos tales queMi � Ni

para todo i ∈ I. Se cumplen los siguientes enunciados.

(a) ∏i∈IMi es un submódulo superfluo de ∏i∈I Ni.

(b) Si la pareja (Ni, fi) es una cubierta proyectiva de Ti para toda i ∈ I, entonces
(∏i∈I Ni,

∏
i∈I fi) es una cubierta proyectiva de ∏i∈I Ti si, y sólo si, ∏i∈I Ni es

proyectivo.

Demostración.

(a) Sea K un submódulo de ∏i∈I Ni tal que K+∏
i∈IMi = ∏

i∈I Ni. Para toda j ∈ I
se tiene que πj(K) +Mj = Nj donde πj : ∏i∈I Ni → Nj es la proyección natural,
lo que implica que πj(K) = Nj para toda j ∈ I y entonces K = ∏

i∈I Ni. Por lo
tanto ∏i∈IMi �

∏
i∈I Ni.

(b) Es inmediato del punto anterior.

En algunas ocaciones se puede utilizar el resultado anterior para calcular la cubierta
proyectiva con ayuda del radical como se verá a continuación.

Proposición 6.31. Sea M un módulo, N un submódulo de M , π : M → M/N la
proyección natural y f : P →M un epimorfismo con dominio proyectivo. Si N �M ,
entonces (P, f) es la cubierta proyectiva de M si, y sólo si, (P, πf) es la cubierta
proyectiva de P .
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Demostración. Si N �M y la pareja (P, f) es la cubierta proyectiva de M , entonces
Ker(f) � P , lo que implica que Ker(πf) � P . En efecto, si K es un submódulo
de P tal que Ker(πf) + K = P , entonces M = f(P ) = f(Ker(πf)) + f(K), pero
f(Ker(πf)) ⊆ N � M de manera que f(K) = M y así Ker(f) + K = P . En conse-
cuencia, K = P , ya que Ker(f) � P . Por lo tanto, Ker(πf) � P y así (E, πf) es la
cubierta proyectiva de N .
Recíprocamente, si (P, πf) es la cubierta proyectiva de N , es entonces inmediato que
(P, f) es la cubierta proyectiva de M ya que Ker(f) ⊆ Ker(πf) � P , lo que implica
que Ker(f)� P .

Observación 6.32. En adelante, si un submódulo N de M cumple las condiciones de
la proposición se dirá que M/N tiene la misma cubierta proyectiva que M .

En particular si rad(M) � M , entonces M y M/ rad(M) tienen la misma cubierta
proyectiva.

Proposición 6.33. Sea M un módulo. Si rad(M) � M , entonces M y M/ rad(M)
tienen la misma cubierta proyectiva.

Corolario 6.34. Se cumplen los siguientes enunciados.
(a) Si M es noetheriano, entonces M/ rad(M) y M tienen la misma cubierta pro-

yectiva en caso de existir.
(b) Si M es finitamente generado, entonces M/ rad(M) y M tienen la misma cu-

bierta proyectiva en caso de existir.

Demostración. Por la proposición anterior basta probar que el radical es un submódulo
superfluo.
(a) Si se supone que existe un submódulo K 6= M tal que rad(M) + K = M ,

entonces debido a que M es noetheriano existe un submódulo maximal N de M
que contiene a K; y así M = rad(M) +K = N lo cual es una contradicción. Por
lo tanto rad(M)�M .

(b) Si M es finitamente generado, entonces rad(M)�M por la Proposición 5.31.
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7. Locales y Semilocales

Se mencionó en el capítulo anterior que se buscarían más adelante condiciones en
el anillo para que todo módulo tenga cubierta proyectiva. Para llegar a ese objetivo
se presentan en este capítulo las clases de anillos locales y semilocales, exposición que
incluirá el teorema de Krull-Schmidt-Azumaya y otros resultados que serán de utilidad
más adelante.

7.1. Locales

En esta sección se definen los anillos locales y se les caracteriza de diferentes mane-
ras, terminando con varios ejemplos que surgen de manera natural como el anillo de
endomorfismos de un módulo inescindible de longitud finita.

Teorema 7.1. Sea A un anillo. Los siguientes enunciados son equivalentes.
(a) A tiene un único ideal maximal derecho.
(b) A tiene un único ideal maximal izquierdo.
(c) rad(A) es el único ideal maximal bilateral.
(d) A/ rad(A) es un anillo con división.
(e) El conjunto de elementos no invertibles de A es un ideal.
(f) rad(A) es el conjunto de los elementos no invertibles de A.
(g) El conjunto de los elementos no invertibles de A es un grupo con la suma del

anillo.
(h) Si a+ b es invertible, entonces a ó b es invertible.
(i) Si a ∈ A entonces a ó 1− a es invertible.

Demostración.
(a⇒ c) Si A tiene un único ideal derecho máximo J , entonces rad(A) = J . De manera
que si I es un ideal bilateral, I es un ideal derecho y como tal está contenido en J , ya
que es el único ideal derecho maximal. Por lo tanto, I ⊆ rad(A), lo que implica que
rad(A) es el único ideal bilateral.
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(b⇒ c) Análogo a (a⇒ c).
(c ⇒ d) Si rad(A) es un ideal maximal, entonces A/ rad(A) no tiene ideales propios,
por lo que

(x+ rad(A))(A/ rad(A)) = A/ rad(A) = (A/ rad(A))(x+ rad(A)),

para cualquier x ∈ A, de modo que todo elemento de A/ rad(A) tiene inverso derecho
e izquierdo. Por lo tanto, A/ rad(A) es un anillo con división.
(d ⇒ a) Si A/ rad(A) es un anillo con división, entonces A/ rad(A) es un A-módulo
derecho simple por la Proposición 1.9, de ahí que rad(A) sea un ideal derecho maximal.
(d⇒ b) Análogo a (d⇒ a).
(d ⇒ f) Se sabe que 1 − a es invertible para todo a ∈ rad(A) por el Lema 5.36. De
manera que si A/ rad(A) es un anillo con división, para todo x ∈ A\ rad(A) existe
y ∈ A\ rad(A) tal que xy = 1 − a donde a ∈ rad(A); y así xy es invertible, lo que
implica que x también es invertible. Por lo tanto, los elementos no invertibles de A son
el conjunto rad(A).
(f ⇒ e), (e⇒ g) y (g ⇒ h) son triviales.
(h ⇒ d) Sea x ∈ A. Si x /∈ rad(A), entonces 1 − bx no es invertible por la izquierda
para algún b ∈ A por el Lema 5.36. Pero 1 = (1− bx) + bx es invertible, de modo que
bx tiene un inverso por la izquierda, y entonces x tiene un inverso por la izquierda.
Análogamente se prueba que x tiene inverso por la derecha. Por lo tanto, x es invertible
si x /∈ rad(A), por lo que A/ rad(A) es un anillo con división.
(d⇒ c) Si A/ rad(A) es un anillo con división, entonces es un A-módulo simple, lo que
implica que rad(A) es un ideal maximal.
(h⇒ i) Para todo a ∈ A se tiene que 1 = a+ (1− a), así que a ó 1− a es invertible.
(i⇒ c) Sea J 6= A un ideal que contiene a rad(A). Si x ∈ J , es inmediato que xa ∈ J
para todo a ∈ A, lo que implica que xa no es invertible para todo a ∈ A ya que J 6= A,
entonces 1− ax es invertible para todo a ∈ A, de modo que x ∈ rad(A). Por lo tanto,
J = rad(A).

Un anillo que cumple alguno de estos enunciados se dice que es local.

Definición 7.2. Sea A un anillo. Se dice que A es local si rad(A) es un ideal maximal.

Observación 7.3. Del punto (h) de la proposición anterior se sigue que si un anillo A
no es local, entonces existen a, b ∈ A no invertibles tales que c = a+ b es invertible. De
manera que existen elementos no invertibles ac−1, bc−1 ∈ A tales que ac−1 +bc−1 = 1M .

Ejemplo 7.4. Dado un entero primo p, el anillo Zpn es local para todo n ∈ N ya que
tiene un ideal maximal único pn−1Zpn .

140



7.1 Locales

Ejemplo 7.5. Dado un entero primo p, sea

A = {a
b
∈ Q | p no divide a b}.

El anillo A tiene un único ideal maximal pA. Por lo tanto, A es un anillo local.

Ejemplo 7.6. Dado un campo k se ha visto en el Ejemplo 5.40 que el anillo de series
de potencias formales A = k[[x]] tiene un único ideal maximal xA. Por lo tanto, A es
un anillo local.

Es inmediato el siguiente corolario.

Corolario 7.7. Si A es un anillo local, entonces se cumplen los siguientes enunciados.

(a) A tiene un único ideal maximal.

(b) Si a ∈ A tiene un inverso por la derecha ó izquierda, entonces a es invertible.

(c) A no tiene idempotentes diferentes de 0 y 1.

Demostración. Sea A un anillo local.

(a) rad(A) es un ideal maximal, lo que implica que es el único ideal maximal.

(b) Si a tiene un inverso por la derecha ó izquierda, entonces a /∈ rad(A), así que a
es invertible por el teorema anterior.

(c) Si x ∈ A es un idempotente, entonces x ó 1 − x es invertible, pero también son
idempotentes, por lo que existe un idempotente invertible e igual a x ó 1 − x.
Pero

e = e2e−1 = ee−1 = 1,

de donde se consluye que x = 0 ó x = 1.

Observación 7.8. Estos 3 enunciados son condiciones necesarias para que un anillo sea
local, pero no suficientes, como es el caso del siguiente ejemplo, el álgebra de Weyl.

Ejemplo 7.9. Dado un campo k de característica 0, el álgebra de Weyl es el anillo
A = k 〈x, y〉 /I donde I es el ideal bilateral generado por xy − yx − 1. Se prueba a
continuación que A es un dominio entero simple.

Para empezar se observa que, en el anillo construido, xy− yx = 1, lo que implica para
todo n ∈ N que

xn+1y − yxn+1 = x(xny − yxn) + (xy − yx)xn = x(xny − yxn) + xn,
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con lo que se prueba por inducción que xn+1y− yxn+1 = (n+ 1)xn. Por lo tanto, para
todo polinomio f(x)

f(x)y − yf(x) = ∂f(x)
∂x

, (7.1)

y análogamente se puede probar que

xg(y)− g(y)x = ∂g(y)
∂y

(7.2)

para todo g(y) ∈ k[y].

Ahora, todo elemento de A es una combinación lineal de elementos de la forma z1....zn
para algún n, donde zi = x ó zi = y para toda i ∈ {1, ..., n}. Pero con las identidades
anteriores se puede probar inductivamente que z1....zn = ∑m

i=0 x
ifi(y) para algún m

donde fi(y) ∈ k[y] para todo i ∈ {1, ...,m}. De manera que todo elemento α ∈ A se
puede expresar como

α =
s∑

k=0
xkfk(y),

donde fi(y) ∈ k[y] para toda i ∈ {1, .., s}. Más aún, utilizando la expresión anterior y
ecuaciones (7.1) y (7.2) se observa que

xα− αx = ∂(α)
∂y

y que αy − yα = ∂(α)
∂x

.

Ahora, si α = ∑s
k=0 x

kfk(y) ∈ A\{0} y J es un ideal bilateral tal que α ∈ J , entonces
yα− αy ∈ J , lo que implica que

∂(α)
∂x
∈ J e inductivamente que ∂n(α)

∂xn
∈ J para todo n ∈ N,

de modo que fk(y) = 1
k!
∂k(α)
∂xk ∈ J , y análogamente a = ∂k(fk)

∂yk ∈ J . Pero a es un elemento
del campo distinto de 0, así que J = A debido a que a es invertible. Con esto queda
probado que A es un anillo simple, y como tal tiene un ideal maximal único, es decir
A cumple la condición (a) del corolario anterior.

Ahora, se sabe que todo elemento α ∈ A se puede expresar como α = ∑s
k=0 x

kfk(y), y
con lo que se probó en el párrafo anterior se puede probar que tal expresión es única.
En efecto, si se supone que existe un elemento α con dos expresiones distinitas

s∑
k=0

xkfk(y) = α =
t∑

k=0
xkgk(y)
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con s ≥ t sin pérdida de generalidad, se obtiene una expresión

0 =
s∑

k=0
xk(fk(y)− gk(y))

con fj(y) − gj(y) 6= 0 para algún j ∈ {0, ..., s}; pero entonces el procedimiento del
párrafo anterior implica que el ideal 0 es todo A lo cual es una contradicción.
De manera que es sencillo probar que A es un dominio entero. Ciertamente, dado
α = ∑s

k=0 x
kfk(y) ∈ A gracias a la unicidad de la expresión se puede definir el grado

de α como el número

gr(α) = max{k + s | xkys es un sumando de α},

y entonces dado β = ∑t
k=0 x

kgk(y) se tiene que gr(αβ) = gr(α)+gr(β). Para probarlo,
se muestra inductivamente que

ynxm = xmyn + γ

donde γ ∈ A con gr(γ) < n + m para todo n,m ∈ N, y entonces de la unicidad de la
expresión de αβ se deduce que gr(αβ) = gr(α) + gr(β). Luego, es inmediato que A
es un dominio entero y como tal es un anillo sin idempotentes no triviales, es decir A
cumple la condición (c) del corolario anterior.
Por último, para probar que A cumple la condición (b) se observa que si existen
α, β ∈ A tales que αβ = 1, entonces βα es idempotente, de modo que βα = 1 ó
βα = 0. Pero si βα = 0, entonces β = βαβ = 0, lo cual es una contradicción. Así que
βα = 1.
Por lo tanto, A cumple las tres condiciones del corolario y claramente no es local, ya
que xA es un ideal derecho que no esta contenido en el único ideal maximal.

Ahora, se ha visto en la Proposición 2.17 que un móduloM es inescindible si EndA(M)
no tiene idempotentes diferentes de 0 y 1, lo que implica que todo módulo que tenga
un anillo de endomorfismos local es inescindible.

Corolario 7.10. Si M es un módulo tal que EndA(M) es un anillo local, entonces M
es inescindible.

Pero, como se mostró en el ejemplo anterior, el hecho de que no existan idempotentes
no triviales en un anillo no implica que el anillo sea local, por lo que el recíproco del
corolario anterior es en general falso como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.11. Z es un Z-módulo inescindible. Pero EndZ(Z) ∼= Z no es local, ya que
pZ es un ideal maximal para cualquier primo p.
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Sin embargo, si el módulo inescindible M es de longitud finita, entonces por el Corola-
rio 4.18 todos los elementos de EndA(M) son invertibles ó nilpotentes. Esta es una
condición suficiente para que el anillo sea local como se verá a continuación.

Proposición 7.12. Si A es un anillo tal que todos sus elementos son invertibles ó
nilpotentes, entonces A es local.

Demostración. Un elemento x no puede ser invertible y nilpotente, ya que si k es el
mínimo entero tal que xk = 0 se tiene que 0 6= xk−1 = xkx−1 = 0, lo cual es una
contradicción. De modo que si existen a, b ∈ A tales que a + b es invertible pero a no
es invertible, entonces b es invertible; pues si se supone que tampoco lo es a y b son
nilpotentes, lo que implica que a+ b también es nilpotente lo cual es una contradicción
por lo antes dicho. Por lo tanto, si a+ b es invertible, entonces a ó b es invertible. De
ahí que A sea local por el Teorema 7.1.

Ejemplo 7.13. Si k es un campo y A el conjunto de matrices triángulares superiores
de orden n sobre k tales que las entradas de la diagonal son iguales

A =




x x12 · · · x1n

0 x
...

... . . .
0 · · · 0 x

 ∈Mn(k)


,

entonces A es un anillo local. En efecto, A es un anillo ya que es un subanillo de
Mn(k), y es local ya que los elementos con diagonal nula son nilpotentes, mientras que
los elementos con diagonal distinta de cero son invertibles debido a que su determinante
es distinto de cero.
Análogamente se puede probar que si B es el anillo de matrices generalizadas con
producto trivial

B =


k M12 · · · M1n

M21 k
...

... . . .
Mn1 · · · k

 ,

entonces el subanillo de B formado por las matrices cuyas entradas de la diagonal son
iguales es un anillo local.

Es inmediato el siguiente resultado.

Corolario 7.14. Sea M un módulo de longitud finita. M es inescindible si, y sólo si,
EndA(M) es local.

Del cual resultan los siguientes corolarios.
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Corolario 7.15. Si A es un anillo artiniano, entonces A es local si, y sólo si, no tiene
idempotentes diferentes de 0 y 1.

Demostración. Si A es local, entonces no existen idempotentes distintos de 0 y 1.
Recíprocamente, si no existen idempotentes diferentes de 0 y 1, entonces por la Proposi-
ción 2.17 A es inescindible, y además al ser artiniano es de longitud finita por el
Corolario 5.53, lo que implica que EndA(A) ∼= A es local.

Corolario 7.16. Sean M y N son módulos inescindibles de longitud finita.

(a) Si f : N → M es un morfismo, entonces f es un isomorfismo, ó para todo
morfismo g : M → N se tiene que fg ∈ rad(EndA(N)) y gf ∈ rad(EndA(M)).

(b) Si M � N , f ∈ HomA(Mm, Nn) y g ∈ HomA(Nn,Mm) con n,m ∈ N, entonces
gf ∈ rad(EndA(Mm)) y fg ∈ rad(EndA(Nn)).

Demostración. .

(a) Sea g ∈ HomA(M,N). Debido a que M es de longitud finita, EndA(M) es lo-
cal. En consecuencia, si gf /∈ rad(EndA(M)), se tiene que gf es invertible, lo
que implica que f es un monomorfismo, y entonces f es un isomorfismo por el
Corolario 4.18. Análogamente, si fg /∈ rad(EndA(N)), se cumple que f es un
epimorfismo lo que implica que f es un isomorfismo.

(b) Por la Proposición 2.26 f y g se pueden identificar como matrices f = (fij)n×m
y g = (gij)m×n con fij ∈ HomA(M,N) y gij ∈ HomA(N,M), y así

fg = (
n∑
k=1

fikgkj)n×n,

donde fikgkj ∈ rad(EndA(M)) por el punto anterior para todo i, k, j. Por lo tanto,
fg ∈ rad(EndA(Nn)). Análogamente se puede probar que gf ∈ rad(EndA(Mm)).

7.2. El Teorema de Krull-Schmidt

Ya presentados los anillos locales y sus propiedades básicas se puede abordar el pro-
blema de descomponer un módulo M como suma directa de submódulos inescindibles.
A dicha descomposición se le llamará una descomposición en inescindibles.

Proposición 7.17. Si M es un módulo artiniano ó noetheriano, entonces M tiene
una descomposición en inescindibles M = M1 ⊕ ...⊕Mn.
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Demostración. Sea X el conjunto de submódulos de M que tienen una descomposi-
ción en inescindibles. Si M /∈ X, entonces en particular M no es inescindible, por lo
que existen submódulos propios M1 y N1 tales que M = M1 ⊕ N1, y por lo menos
uno de ellos no pertenece a X, supóngase sin pérdida de generalidad que M1 es tal
módulo, de modo que existe una descomposición no trivial M1 = M2⊕N2. Procedien-
do recursivamente, se obtiene un módulo Mn /∈ X con una descomposición no trivial
Mn = Mn+1 ⊕Nn+1 donde Mn+1 /∈ X.

De manera que, si se consideran las sucesiones (Mi)i∈N y (⊕i
j=1Nj)i∈N se llega a una

contradicción, ya que la primera es una cadena estrictamente descendente y la segun-
da es una cadena estrictamente ascendente, lo cual contradice que M es artiniano ó
noetheriano.

Por lo tanto, M tiene una descomposición en inescindibles M = ⊕
i∈IMi que además

es finita debido a que M es artiniano ó noetheriano.

Ejemplo 7.18. Sean A = Z(
√
−5), M el módulo generado por 3 y 2 +

√
−5 y N el

módulo generado por 3 y 2 −
√
−5. Se mostrará que la suma directa externa M ⊕N

tiene dos descomposiciones en inescindibles distinitas. Para empezar, utilizando la
norma definida como

|a+ b
√
−5| = a2 + b25,

que cumple la propiedad de que |zw| = |z||w| para todo z, w ∈ A, se puede probar
que M y N no son isomorfos a A. En efecto, si se supone que M ∼= A, entonces existe
un elemento z ∈ M que genera a M ; así que existen x, y ∈ A tales que zx = 3 y
zy = 2 +

√
−5, de este hecho se deduce que |z| = 3, pero eso es una contradicción ya

que no existe a + b
√
−5 tal que 3 = a2 + 5b2. De modo que M no es isomorfo a A,

y análogamente se prueba que N � A. Por otro lado, utilizando que M + N = A, se
prueba que

M ⊕N ∼= A⊕ (M ∩N),

y es sencillo demostrar que M ∩ N = 3A ∼= A. Por lo tanto, se ha probado que
M ⊕N ∼= A⊕A, la cual es una descomposición en inescindibles. Y debido a que A es
noetheriano por el Ejemplo 4.27, M y N son noetherianos, lo que implica que dichos
módulos tienen una descomposición en inescindibles, lo que implica que M ⊕N tiene
una descomposición en inescindibles distinta a A⊕A ya que M y N no son isomorfos
a A.

Como se puede ver en general un módulo puede tener dos descomposiciones en ines-
cindibles con sumandos no isomorfos. Sin embargo, bajo las condiciones suficientes se
pueden encontrar módulos con una descomposición en inescindibles única salvo isomor-
fismo como se muestra a continuación. El siguiente es el teorema de Krull-Schmidt-
Azumaya para descomposiciones finitas.
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Teorema 7.19. Sea M un módulo con una descomposición en inescindibles

M = M1 ⊕ ...⊕Mn

tal que EndA(Mi) es local para cualquier i ∈ {1, ..., n}. Si existe una descomposición
M = N1 ⊕ K tal que N1 es un módulo inescindible, entonces N1 ∼= Mi para algún
i ∈ {1, ..., n}. Más aún, si existe una descomposición en inescindiblesM = N1⊕...⊕Nk,
entonces n = k y existe una permutación σ de {1, ..., n} tal que Mi

∼= Nσ(i) para toda
i ∈ {1, ..., n}.

Demostración. Si n = 1, entonces M es inescindible, de modo que no tiene descom-
posiciones diferentes a M = M1. Considérese como hipótesis inductiva que si B es un
módulo con una descomposición en inescindibles B = B1 ⊕ ...⊕Bm tal que EndA(Bi)
es local para cualquier i ∈ {1, ...,m}, entonces todo sumando directo inescindible de
B es isomorfo a Bi para algún i ∈ {1, ..., n} y toda descomposición en inescindibles
B = C1 ⊕ ...⊕Ck cumple que k = m y existe una permutación σ de {1, ...,m} tal que
Bi
∼= Cσ(i) para toda i ∈ {1, ..., n}.

Ahora, si n = m+ 1 y

M = M1 ⊕ ...⊕Mm+1 = N1 ⊕ ...⊕Nk

donde N1 es un módulo inescindible. La unidad de EndA(M) se descompone como
1M = ρ1 + ...+ ρn = ρ′1 + ...+ ρ′k por la Proposición 2.17, donde ρi = ηiπi y ρ′i = η′iπ

′
i,

con ηi : Mi → M y η′i : Ni → M las inclusiones canónicas, y πi : M → Mi y
π′i : M → Ni las proyecciones canónicas . Así que

1M1 = π1(ρ′1 + ...+ ρ′k)η1 =
k∑
i=1

π1ρ1ρ
′
iη1 ∈ EndA(M1),

lo que implica por el Teorema 7.1 que uno de los sumandos es invertible, supóngase
sin pérdida de generalidad que π1ρ1ρ

′
1η1 es tal sumando, se observa que

π1ρ1ρ
′
1η1 = π1η1π1η

′
1π
′
1η1 = π1η

′
1π
′
1η1 = π1ρ

′
1η1.

Luego, debido a que α = π1ρ
′
1η1 es un isomorfismo, el monomorfismo ρ′1η1 se escinde,

ya que (α−1π1)(ρ′1η1) = 1M1 . Lo que implica que

M = Im(ρ′1η1)⊕Ker(α−1π1) = Im(ρ′1η1)⊕Ker(π1) = Im(ρ′1η1)⊕M2 ⊕ ...⊕Mn.

Por otro lado, Im(ρ′1η1) ⊆ N1 ⊆ M = Im(ρ′1η1) ⊕ Ker(π1), de manera que la ley
modular implica que

N1 = N1 ∩ Im(ρ′1η1) +N1 ∩Ker(π1) = Im(ρ′1η1)⊕N1 ∩Ker(π1),
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pero como N1 es inescindible y Im(ρ′1η1) 6= 0 se tiene que N1 = Im(ρ′1η1). Por lo tanto,
M = N1 ⊕M2 ⊕ ...⊕Mn.

De esta manera es sencillo concluir que

M2 ⊕ ...⊕Mn
∼= M/N1 ∼= N2 ⊕ ...⊕Nk,

lo que implica por la hipótesis de inducción que k = n y existe una permutación σ
de {2, ..., n} tal que Mi

∼= Nσ(i) para toda i ∈ {2, ..., n}, la cual se puede extender a
{1, ..., n} con M1 ∼= N1, lo cual prueba el teorema.

Como corolario se tiene el teorema clásico de Krull-Schmidt.

Corolario 7.20. Si M es un módulo de longitud finita, entonces M tiene una descom-
posición en inescindibles M = M1⊕ ...⊕Mn, y además cualquier otra descomposición
en inescindibles tiene el mismo número de sumandos, los cuales son únicos salvo iso-
morfismo y permutación.

Demostración. Si M es de longitud finita, entonces M tiene una descomposición en
inescindibles por la Proposición 7.17, y por el Corolario 7.14 los anillos de endomorfis-
mo de los sumandos de dicha descomposición son locales, de modo que el Teorema 7.19
implica lo que se quiere probar.

Corolario 7.21. Si A es un anillo artiniano y M un A-módulo finitamente generado,
entonces M tiene una descomposición en inescindibles M = M1 ⊕ ...⊕Mn, y además
cualquier otra descomposición en inescindibles tiene el mismo número de sumandos,
los cuales son únicos salvo isomorfismo y permutación.

7.3. Anillos Semilocales

Para terminar este capítulo se presenta una clase de anillos que generaliza la de locales,
y se presentan algunas propiedades que se utilizarán mas adelante.

Definición 7.22. Se dice que un anillo A es semilocal si A/ rad(A) es un anillo semi-
simple.

Ejemplo 7.23. Un anillo artiniano a derecha ó izquierda es semilocal por el Corola-
rio 5.53.

Nótese que si A es local, entonces rad(A) es un ideal maximal derecho, y así A/ rad(A)
es simple. Lo que muestra que todo anillo local es semilocal.
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De hecho, si A tiene un número finito de ideales maximales derechos I1, ..., In, entonces
A = A/ rad(A) es semisimple. En efecto, por el teorema de correspondencia los ideales
maximales derechos de A son J1, ..., Jn donde Ji = Ii/ rad(A), de modo que

rad(A) =
n⋂
i=1

Ji = 0.

De manera que el morfismo f : A→ A/J1 ⊕ ...⊕ A/Jn definido como

f(x) = (x+ J1, ..., x+ Jn)

es un monomorfismo, ya que Ker(f) = ⋂n
i=1 Ji = 0, pero A/J1⊕...⊕A/Jn es semisimple,

lo que implica que A es semisimple por la Proposición 3.5. Por lo tanto, A es semilocal.

Proposición 7.24. Sea A un anillo. Si A tiene un número finito de ideales maximales
derechos, entonces A es semilocal.

Cabe observar que el recíproco es falso como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.25. Dado un campo infinito k, sea A = M2(k). Debido a que A es anillo
de matrices sobre un campo se sigue que A es semisimple, por lo que A es semilocal.
Sin embargo, A tiene un número infinito de ideales maximales derechos. En efecto,
para todo (x, y) ∈ k2 con y 6= 0

I =
(
x x
y y

)
A =

{(
xλ xµ
yλ yµ

)
| λ, µ ∈ k

}

es un ideal maximal derecho, ya que si se toma un elemento
(
a c
b d

)
∈ J\I donde J es

un ideal derecho que contiene a I, entonces (a, b) ó (c, d) es linealmente independiente
de (x, y). Si (a, b) es linealmente independiente de (x, y), entonces existen γ1, γ2 ∈ k
tales que (1, 0) = γ1(x, y)+γ2(a, b), y entonces se puede generar un elemento invertible(

1 x
0 y

)
=
(
x x
y y

)(
γ1 0
0 1

)
+
(
a c
b d

)(
γ2 0
0 0

)
∈ J ,

lo que implica que J = A. De la misma manera se llega al mismo resultado si se supone
(c, d) linealmente independiente de (x, y). Por lo tanto, I es un ideal maximal derecho
para todo (x, y) ∈ k2 con y 6= 0, y como existe un número infinito de vectores de esta
forma, existe una infinidad de ideales maximales derechos.

Ejemplo 7.26. Dados p y q enteros primos, si

A =
{
a

b
| p y q no dividen a b

}
,
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entonces A es un anillo semilocal. En efecto, el ideal pA es maximal ya que todo
elemento a

b
∈ A\pA cumple que p y a son primos relativos, de modo que existen x y z

tales que 1 = za+ px, y así
1 = zb

a

b
+ pxb

b
.

Por lo tanto, cualquier ideal que contenga propiamente a pA es forzosamente A. En
consecuencia el ideal pA es maximal, y análogamente se prueba que qA es maximal.
Además, es sencillo deducir que estos son los únicos ideales maximales. Lo que implica
que A es semilocal.

Ejemplo 7.27. Si A1, ..., An son anillos semilocales, entonces A = A1⊕ ...⊕An es un
anillo semilocal. Ciertamente, tomando la descomposición central de la unidad inducida
por la descomposición del anillo 1 = e1 + ...+ en se tiene que A/ rad(A) es igual a(

n⊕
i=1

eiAei

)
/

(
n⊕
i=1

ei rad(A)ei
)
∼=

n⊕
i=1

eiAei/ rad(eiAei) ∼=
n⊕
i=1

Ai/ rad(Ai),

de manera que A/ rad(A) es un anillo semisimple por ser una suma directa de anillos
semisimples. Por lo tanto, se ha probado que una suma directa finita de anillos semilo-
cales es semilocal. En particular, si B es un anillo semilocal, entonces Bn es semilocal
para todo n ∈ N, y toda suma directa finita de anillos locales es un anillo semilocal.

Ejemplo 7.28. Si A es un anillo semilocal, entonces B = Mn(A) es semilocal para
todo n ∈ N. En efecto, es sencillo probar que

rad(B) = Mn(rad(A)) y B/ rad(B) ∼= Mn(A/ rad(A)).

Por lo tanto, deduciendo del Teorema de Wedderburn-Artin que Mn(A/ rad(A)) es
semisimple, se tiene que B/ rad(B) es semismple.

Ejemplo 7.29. Si A es semilocal y e un idempotente de A, entonces eAe es semi-
local. La demostración se sigue de la proposición el Corolario 5.38 que muestra un
isomorfismo e (A/ rad(A)) e ∼= eAe/ rad(eAe) donde e = e+ rad(A). En consecuencia,
si A es semilocal, A/ rad(A) es semisimple y de modo que e (A/ rad(A)) e también es
semisimple, lo que implica que eAe es semilocal.

Ejemplo 7.30. Si M es un módulo de longitud finita, entonces B = EndA(M) es
semilocal. En efecto, debido a queM es de longitud finita,M tiene una descomposición
en inescindibles por la Proposición 7.17, y entonces se puede suponer que existe una
descomposición

M = M1 ⊕ ...⊕Mn

con Mi = Nki
i y Ni inescindibles para todo i ∈ {1, ..., n} tales que Ni � Nj si i 6= j.

Luego, si 1 = e1 + ...+ en es la descomposición de la unidad de EndA(M) inducida por
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tal descomposición, se tiene por la Proposición 2.26 que B es isomorfo al anillo
e1Be1 . . . e1Ben
e2Be1

... . . .
enBe1 enBen

 ∼=


EndA(M1) . . . HomA(Mn,M1)
HomA(M1,M2)

... . . .
HomA(M1,Mn) EndA(Mn)

 .

Ahora, si se toma f ∈ eiBej con i 6= j y a es un elemento arbitrario de B, entonces
fa = ∑n

k=1(eifej)aek = ∑n
k=1 faek lo que implica que 1 − fa se puede identificar con

la matriz 

1E1 0 0
0 1E2
... . . .

−fae1 −fae2 · · · (1Ei
− faei) · · · −faen

. . .
... 0
0 · · · 0 1En


,

donde Ei = EndA(Mi). Además, faei ∈ rad(EndA(Mi)) por el Corolario 7.16 ya que
faei = f(ejaei) donde f ∈ HomA(Mj,Mi) y ejaei ∈ HomA(Mj,Mi), lo que implica
que 1Ei

− faei es invertible. Ahora, si x = (1Ei
− faei)−1, es sencillo verificar que

1E1 0 0
0 1E2
... . . .

xfae1 xfae2 · · · x · · · xfaen
. . .

... 0
0 · · · 0 1En


es un inverso izquierdo de 1− fa. Por lo tanto, se ha probado para todo f ∈ eiBej con
i 6= j que 1−fa es invertible por la izquierda para todo a ∈ B, de modo que f ∈ rad(B).
Es decir, eiBej ⊆ rad(B) para todo i 6= j. Lo que implica por el Teorema 5.42 que

rad(B) =


rad(E1) HomA(M2,M1) . . . HomA(Mn,M1)

HomA(M1,M2) rad(E2)
... . . .

HomA(M1,Mn) rad(En)

 ,

y así es inmediato que A/ rad(A) ∼= E1/ rad(E1)⊕ ...⊕En/ rad(En) que es semisimple
ya que Ei es local para todo i ∈ {1, ..., n}.
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Ejemplo 7.31. Si A es semilocal y P es un A-módulo proyectivo finitamente generado,
entonces EndA(P ) es semilocal. En efecto, si P es proyectivo finitamente generado,
entonces es sumando directo de un módulo libre finitamente generado, es decir existe
un módulo N tal que P ⊕N ∼= An para algún n ∈ N. Luego por la Proposición 2.17 se
tiene una descomposición de la unidad 1 = e1 + e2 de EndA(An) tal que e1(An) ∼= P ,
lo que implica que

e1 EndA(An)e1 ∼= EndA(e1A
n) ∼= EndA(P ).

Y entonces EndA(P ) es semilocal ya que EndA(An) ∼= Mn(A) es semilocal, lo que
implica que e1 EndA(An)e1 sea semilocal también.

Otros ejemplos y caracterizaciones de los anillos semilocales se pueden encontrar en el
capítulo 4 de [Fac98] como son los siguientes.

Ejemplo 7.32. Si M es un módulo artiniano, entonces B = EndA(M) es semilocal.

Ejemplo 7.33. Si M es uniserial, es decir para todo par de submódulos N,K de M
se cumple que N ⊆ K ó K ⊆ N , entonces EndA(M) es semilocal.

Ahora, si A es semilocal, entonces por el Teorema 3.28, al ser semisimple, A/ rad(A) es
isomorfo a un producto finito de anillos de matrices sobre anillos con división. De este
hecho se puede obtener información sobre los elementos de A de la siguiente manera.

En un un anillo con división D, ab = 1 implica que ba = 1 para cualesquiera a, b ∈ D.
De la misma manera, si B es un anillo de matrices sobre D, entonces para toda pareja
de elementos a, b ∈ B tales que ab = 1 se tiene también que ba = 1. Y de manera
similar C = A1× ...×An donde los Ai son anillos que cumplen que si ab = 1 entonces
ba = 1 para todo a, b ∈ Ai, se tiene que si c, d ∈ C cumplen que cd = 1, entonces
c = (a1, ..., an) y d = (b1, ..., bn) lo que implica que (1, ..., 1) = 1 = cd = (a1b1, ..., anbn),
pero entonces 1 = (b1a1, ..., bnan) = dc. Por lo tanto, C también se C cumple que si
ab = 1 entonces ba = 1 para todo a, b ∈ C.

Con esta argumentación es sencillo probar que si a ∈ A tiene inverso por la derecha,
entonces a es invertible. En efecto, si a es invertible por la derecha, entonces a+rad(A)
también; y asi por la argumentación anterior al ser A/ rad(A) semisimple, a+ rad(A)
es invertible, y entonces por la Proposición 5.54 a es invertible.

Se ha probado la siguiente proposición.

Proposición 7.34. Si A es un anillo semilocal, entonces todo elemento con inverso a
la derecha es invertible.

Esta proposición se puede generalizar al siguiente resultado, el teorema de Bass.
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Teorema 7.35. Sea A un anillo semilocal, a ∈ A y J un ideal derecho de A. Si
aA+ J = A, entonces a+ J contiene un elemento invertible de A.

Demostración. Si A es semisimple, entonces todo ideal es semisimple, de modo que
existe un ideal derecho I tal que J = (aA ∩ J)⊕ I , y así

A = aA+ J = aA+ (aA ∩ J)⊕ I = aA⊕ I.

Luego, la función f : A → aA definida como f(x) = ax es un epimorfismo, de modo
que la sucesión

0→ Ker(f)→ A→ aA→ 0

se escinde debido a que A es semisimple, lo que implica que A = C ⊕Ker(f) con f |C
un isomorfismo.
Por lo tanto, C ⊕ Ker(f) = A = eA ⊕ I con C ∼= eA, pero A es semisimple, así
que de la Proposición 4.47 se deduce que existe un isomorfismo g : Ker(f) → I. De
manera que el morfismo φ : C ⊕ Ker(f) → eA ⊕ I definido como φ(x) = ax + gπ(x),
donde π : A → Ker(f) es la proyección natural, es un automorfismo de A, ya que
φ(x) = 0 si, y sólo si, ax = gπ(x) ∈ aA∩ I si, y sólo si, x = 0, lo que muestra que φ es
inyectiva. Y para mostrar que es suprayectiva basta probar que para todo y ∈ I existe
x ∈ A tal que gπ(x) = y, lo cual se cumple ya que gπ es un epimorfismo. Por lo tanto,
φ(1) = a+ gπ(1) ∈ a+ I ⊆ a+ J es un elemento invertible.
De esta manera se ha probado lo deseado si A es semisimple. Si A no es semisimple se
denotan a′ = a + rad(A), A′ = A/ rad(A) y J ′ = (J + rad(A))/ rad(A), así que A′ es
semisimple y A′ = a′A′ + J ′ pues A = aA + J : Luego, por la argumentación anterior,
a′+ J ′ contiene un elemento invertible de A′, y entonces por la Proposición 5.54 a+ J
contiene un elemento invertible de A.

Ahora, si A es un anillo semilocal, y se tienen a, b ∈ A tales que aA + bA = A, el
teorema anterior indica que existe un elemento invertible x = a + by para alguna
y ∈ A. Esto lleva al siguiente resultado, el teorema de cancelación de Evans.

Teorema 7.36. Sean M, N y K módulos. Si M ⊕ N ∼= M ⊕K y E = EndA(M) es
semilocal, entonces N ∼= K.

Demostración. Sea F : M⊕N →M⊕K un isomorfismo y F−1 = G : M⊕K →M⊕N .
Considerando la representación matricial de F y G, se tiene que

F =
(
α β
γ δ

)
∈
(

EndA(M) HomA(N,M)
HomA(M,K) HomA(N,K)

)
y

G =
(
α′ β′

γ′ δ′

)
∈
(

EndA(M) HomA(K,M)
HomA(M,N) HomA(K,N)

)
.
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De manera que(
1M 0
0 1N

)
= GF =

(
α′ β′

γ′ δ′

)(
α β
γ δ

)
=
(
α′α + β′γ α′β + β′δ
γ′α + δ′γ γ′β + δ′δ

)
,

y así 0 = γ′α+ δ′γ, 1N = γ′β + δ′δ y 1M = α′α+ β′γ. Luego, de la última ecuación se
concluye que

E = α′αE + β′γE ⊆ α′E + β′γE,

es decir E = α′E + β′γE, lo que implica por el teorema anterior que existe ω ∈ E tal
que x = α′ + β′γω es un isomorfismo.
De modo que si se define

F ′ =
(

1M β
γω δ

)
: M ⊕N →M ⊕K,

GF ′ =
(
α′ β′

γ′ δ′

)(
1M β
γω δ

)
=
(

x 0
γ′ + δ′γω 1N

)
es claramente un isomorfismo, y como G es un isomorfismo, entonces F ′ es un isomor-
fismo. Así que, (

1M 0
−γω 1K

)
F ′
(

1M −β
0 1N

)
=
(

1M 0
0 −γωβ + δ

)

es también un isomorfismo claramente, lo que implica que −γωβ + δ : N → K es un
isomorfismo.

Corolario 7.37. Dado A un anillo semilocal se cumplen los siguientes enunciados.
(a) Si M , N y K son A-módulos tales que M es un proyectivo finitamente generado,

entonces M ⊕N ∼= M ⊕K implica que N ∼= K.
(b) Si An ∼= Am, entonces n = m.

Demostración.
(a) Es inmediato del teorema anterior ya que EndA(M) es semilocal como se vió en

el Ejemplo 7.31.
(b) Si existen n ym números naturales tales queAn ∼= Am donde n ≤ m, entonces por

el Teorema 7.36 An−1 ∼= Am−1, pues EndA(A) ∼= A es semilocal. Inductivamente,
se deduce que para todo k ≤ n se cumple que An−(k−1) ∼= Am−(k−1). Por lo tanto,
0 = An−n ∼= Am−n, lo que implica que m = n.
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8. Anillos Semiperfectos
En este capítulo se alcanza el objetivo de caracterizar los anillos que cumplen con que
todo módulo finitamente generado tenga cubierta proyectiva.
Para ello en la primera sección se considera un anillo semilocal A, es decir, un anillo
A tal que A/rad(A) es semisimple, y se muestra que una condición suficiente para que
todo módulo finitamente generado tenga cubierta proyectiva es que se puedan levantar
los idempotentes de A/rad(A).
En la segunda sección se definen los anillos semiperfectos y se dan diferentes caracteri-
zaciones de esta clase de anillos, entre las cuales se prueba que un anillo es semiperfecto
si y sólo si todo módulo finitamente generado tiene cubierta proyectiva.
Por último, en la tercera sección se exponen algunas propiedades de los módulos sobre
un anillo semilocal, con las que se caracterizan las cubiertas proyectivas de los módulos
finitamente generados sobre un anillo semiperfecto.

8.1. Levantamiento de idempotentes

Sea A un anillo semilocal. Si M es un módulo finitamente generado sobre A, entonces
por el Corolario 6.34 M y M/rad(M) tienen la misma cubierta proyectiva en caso de
existir. Además, M/rad(M) es semisimple de longitud finita por el Corolario 4.41, lo
que implica que M/rad(M) tiene cubierta proyectiva si, y sólo si, cada uno de sus
sumandos simples tienen cubierta proyectiva por el Corolario 6.30. Por lo tanto, basta
que todo A-módulo simple tenga cubierta proyectiva para que todo módulo finitamente
generado tenga cubierta proyectiva.
De modo que cabe preguntarse qué condiciones se deben imponer sobre A para que
todo módulo simple tenga cubierta proyectiva.
Se observa que si existe una descomposición de la unidad 1 = e1 + ...+ en de A tal que
ei(A/rad(A)) sea simple para todo i ∈ {1, ..., n}, donde ei = ei + rad(A), entonces por
el Corolario 3.21 y la Proposición 5.54 el conjunto

{ēi(A/rad(A)) | i ∈ {1, ..., n}}

contiene un sistema completo de representantes de las clases de módulos simples bajo
la relación de isomorfismo. Además, por el Ejemplo 6.21, se sigue que la proyección
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natural πi : eiA → eiA/rad(eiA) es una cubierta proyectiva de eiA/rad(eiA) para
todo i ∈ {1, ..., n}. Por lo tanto, todo simple tiene cubierta proyectiva, y entonces
la existencia de tal descomposición de la unidad es suficiente para que todo módulo
finitamente generado tenga una cubierta proyectiva sobre A, y como se verá en la
siguiente sección es una condición necesaria.
Ahora, debido a que A es semilocal por las Proposiciones 2.22 y 3.22 existe una des-
composición de la unidad 1 = f1 + ... + fn de A/rad(A) tal que fi(A/rad(A)) es
simple para todo i ∈ {1, ..., n}. Por lo tanto, si para cada fi existe un idempotente
ei ∈ A de tal manera que 1 = e1 + ... + en sea una descomposición de la unidad
y que ei + rad(A) = fi para todo i ∈ {1, ..., n}, entonces tal descomposición es la
descomposición deseada. Será útil entonces la siguiente definición.

Definición 8.1. Sea A un anillo y J un ideal bilateral. Se dice que un idempotente
a+ J ∈ A/J se puede levantar si existe un idempotente e ∈ A tal que a+ J = e+ J ,
y en tal caso se dice que e es un levantamiento de a+ J . Si todo idempotente de A/J
se puede levantar, entonces se dice que J admite el levantamiento de idempotentes.

Con este objetivo, en esta sección se exponen algunos ideales bilaterales J tales que todo
idempotente de A/J se puede levantar, y las propiedades que cumplen los idempotentes
en caso de levantarse.
Una clase de ideales que permite el levantamiento de idempotentes es la siguiente.

Definición 8.2. Sea I un ideal bilateral. Se dice que I es un ideal nil si todo elemento
de I es nilpotente.

Teorema 8.3. Sea I un ideal nil de un anillo A, entonces todo idempotente de A/I
se puede levantar.

Demostración. Sea π : A → A/I la proyección natural. Si a es un elemento de A tal
que π(a) = a+ I es idempotente, entonces a− a2 ∈ I, y como I es nil existe un k tal
que (a− a2)k = 0. Luego, notando que

(1− a)k =
k∑
i=0

n!
i!(n− i)!(−a)i = 1− a(

k∑
i=1

n!
i!(n− i)!(−a)i−1) = 1− ad,

con da = ad,

1− π(ad) = π(1− ad) = π((1− a)k) = π(1− a)k = (1− π(a))k = 1− π(a)

ya que 1−π(a) es idempotente por ser π(a) idempotente, y por ello π(ad) = π(a). Por
otro lado,

0 = (a− a2)k = ak(1− a)k = ak(1− ad)

156



8.1 Levantamiento de idempotentes

lo que implica que ak = akad, de manera que para todo m > 0

ak(ad)m−1 = ak(ad)m.

Utilizando lo anterior se prueba inductivamente que ak = ak(ad)0 = ak(ad)m. En
particular, ak = ak(ad)k y utilizando la conmutatividad entre a y d, se prueba que
ak = a2kdk. Por lo tanto, ((ad)k)2 = a2kd2k = a2kdkdk = (ad)k. Por lo tanto, e = (ad)k
es idempotente que es un levantamiento de a+ I.

Corolario 8.4. Si I es nilpotente, entonces los idempotentes de A/I se pueden levan-
tar.

Ejemplo 8.5. Si A es un anillo artiniano, entonces rad(A) es nilpotente, por lo que
los idempotentes de A/rad(A) se pueden levantar a A.

Cabe hacer la observación de que un ideal no necesita ser nil para que los idempotentes
de A/I se puedan levantar.

Ejemplo 8.6. Dado un campo k sea A = k[x]. Si I = xA, entonces I no es nil y los
idempotentes de A/I se pueden levantar. En efecto, es claro que I no es nilpotente, y
si f(x) + I ∈ A/I es idempotente, entonces

f(x)(1− f(x)) = f(x)− f 2(x) ∈ I,

lo que implica que f(0) = 1 ó f(0) = 0, ya que

f(0)(1− f(0)) = f(0)− f 2(0) ∈ 0A = {0},

y así f(x) + I = 0 + I ó f(x) + I = 1 + I debido a que f(x) + I = f(0) + I. De manera
que todo idempotente de A/I se puede levantar claramente.

El ejemplo anterior también muestra que no hay relación con los ideales que están
contenidos en el radical y los ideales que permiten levantar idempotentes. Sin embargo,
un ideal contenido en el radical que permite levantar idempotentes cumple propiedades
interesantes, como se muestra en la siguiente proposición.

Proposición 8.7. Sea A un anillo con e ∈ A un idempotente y un ideal I ⊆ rad(A).
Si los idempotentes de A/I se pueden levantar, entonces se cumplen los siguientes
enunciados, donde se consideran todos los idempotentes distintos de 0.
(a) Dados α y β idempotentes de A tales que αβ, βα ∈ I, existe un idempotente

β′ ∈ A ortogonal a α tal que β + I = β′ + I.
(b) e+ I es un idempotente primitivo si, y sólo si, cualquiera de sus levantamientos

es un idempotente primitivo.
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(c) Todo conjunto finito de idempotentes ortogonales de A/I se levanta a un conjunto
de idempotentes ortogonales distintos de 0.

(d) Todo sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos de A/I se levanta
a un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos de A.

Demostración.

(a) Como βα ∈ I ⊆ rad(A) se tiene que 1− βα es invertible, así que

γ = (1− βα)−1β(1− βα)

es idempotente en A. Además, debido a que 1 + I = (1− βα) + I

γ + I = (1− βα)−1β(1− βα) + I = 1β1 + I = β + I,

por lo que γ + I = β + I. Más aún, γα = 0 ya que

γα = (1− βα)−1β(α− βα) = (1− βα)−1(βα− βα) = 0.

De manera que β′ = (1− α)γ es el elemento buscado ya que

β′ + I = γ − αγ + I = β − αβ + I = β + I,

es ortogonal a α por construcción, y es idempotente pues

β′2 = (1− α)γ(1− α)γ = (1− α)(γ − γα)γ = (1− α)γ2 = β′.

(b) Sean e + I un idempotente primitivo de A/I y f un levantamiento de e + I. Si
se supone que f = α + β con α, β idempotentes ortogonales diferentes de cero,
entonces α, β /∈ rad(A). En efecto, en caso de que α ∈ rad(A), se cumple que
1− α es invertible, lo que implica que α = 0 ya que

1 = (1− α)(1− α)−1 = (1− α)2(1− α)−1 = (1− α),

así que α = 0, lo cual es una contradicción. De modo que

e+ I = f + I = (α + I) + (β + I)

es una descomposición no trivial, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, f es
un idempotente primitivo.
Recíprocamente, si e es un idempotente primitivo de A y se supone que existe
una descomposición no trivial e + I = (x + I) + (y + I), entonces por hipótesis
existen α y β levantamientos de x+I y y+I tales que αβ, βα ∈ I por ser x+I y
y+I ortogonales. De modo que existe β′ idempotente ortogonal a α que también
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8.1 Levantamiento de idempotentes

es un levantamiento de y+ I por el punto anterior. En consecuencia, e′ = α+ β′

es un levantamiento de e+ I, lo que implica que eA ∼= e′A por el Corolario 5.48
pues

eA/eI ∼= (e+ I)(A/I) = (e′ + I)(A/I) ∼= e′A/e′I,

lo cual es una contradicción pues eA es inescindible debido a que e es primitivo,
pero e′A = αA⊕ β′A no lo es.

(c) Se prueba por iducción que si X = {x1, ..., xn} es un conjunto finito de idem-
potentes ortogonales de A/I, entonces existe un conjunto finito de idempoten-
tes ortogonales {y1, ..., yn} de A tales que yi es levantamiento de xi para todo
i ∈ {1, ..., n}. Si X = {x1, x2}, existen levantamientos ortogonales por el pun-
to (a). Luego, suponiendo válida la hipótesis de inducción para n, si se tienen
x1, ..., xn+1 idempotentes ortogonales, existen y1, ..., yn ∈ A levantamientos orto-
gonales de x1, ..., xn, y por el punto 1 existe yn+1 levantamiento de xn+1 ortogonal
a y1 + ...+ yn. De modo que para toda i ∈ {1, ..., n}

−yn+1yi = yn+1y1 + ...+ yn+1yi−1 + yn+1yi+1 + ...+ yn+1yn,

lo que implica que yn+1yi = 0, y análogamente se muestra que yiyn+1 = 0.
Por lo tanto, todo subconjunto finito de X se puede levantar a un conjunto de
idempotentes ortogonales.

(d) Si X = {f1, ..., fn} es un sistema completo de idempotentes ortogonales primi-
tivos de A/I, por (b) y (c) este conjunto se puede levantar a un conjunto de
idempotentes ortogonales primitivos {e1, ..., en}. Luego, como X es un sistema
completo, x = 1− (en+ ...+en) ∈ I ⊆ rad(A), pero x es idempotente, de manera
que x = 0 y así 1 = e1 + ...+ en. Por lo tanto, {e1, ..., en} es un sistema completo
de idempotentes ortogonales primitivos.

Para terminar esta sección se expone un resultado que muestra la relación entre un
idempotente e ∈ A/rad(A) y su levantamiento cuando ē(A/rad(A)) es simple. Para
ello es necesario el siguiente lema.
Lema 8.8. Sea A un anillo y e ∈ A un idempotente distinto de 0. Los siguientes
enunciados son equivalentes.
(a) eA es simple.
(b) eA es simple y (eA)2 6= 0.
(c) eAe es un anillo con división, y si et 6= 0 para alguna t ∈ A, entonces ete 6= 0.

Demostración. (a⇒ b) Si eA es simple, entonces debido a que (eA)2 es submódulo de
eA se cumple que (eA)2 = 0 ó (eA)2 = eA, pero e = e2 ∈ (eA)2. Por lo tanto, eA es
simple y (eA)2 6= 0.
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(b ⇒ c) Si eA es simple, entonces eAe ∼= EndA(eA) es un anillo con división por el
Lema 3.11. De manera que si t ∈ A tal que et 6= 0, el morfismo f : eA→ eA definido
como f(e) = et no es nulo por lo que tiene un inverso g. Así que g(et) = gf(e) = e,
por lo que

g(ete) = g(et)e = e2 = e 6= 0,

lo que implica que ete 6= 0 pues g es un isomorfismo.

(c ⇒ a) Por la Proposición 3.9 basta probar que para todo et ∈ eA distinto de 0,
etA = eA. Si et ∈ eA es distinto de cero, entonces por (c) ete 6= 0. Por otro lado, eAe
es un anillo con división por lo que ete tiene un inverso ese ∈ eAe, en consecuencia
eA ⊇ etA ⊇ eteseA = eA, de modo que eA = etA. Por lo tanto, eA es simple.

Proposición 8.9. Sea A un anillo. Si f es un elemento de A que es un levantamiento
de un idempotente ē ∈ A/rad(A), entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

(a) fAf es local.

(b) e(A/rad(A)) es simple.

(c) f(rad(A)) = rad(fA) es el único submódulo maximal de fA.

Demostración. (a ⇒ b) Si fAf es local, entonces fAf/rad(fAf) es anillo con divi-
són pero fAf/rad(fAf) ∼= ē(A/rad(A))ē por el Corolario 5.38, lo que implica que
ē(A/rad(A)) es simple. En efecto, si ē(t + rad(A)) 6= 0 para algún t ∈ A, entonces
ft /∈ rad(A), lo que implica que ftf /∈ rad(A), ya que de suponer lo contrario se
llega a que f ∈ rad(A) debido a que rad(A) es un ideal primo por ser maximal, lo
cual es una contradicción. Por lo tanto, ē(A/rad(A))ē es un anillo con división tal que
ft+ rad(A) 6= 0 implica que ftf + rad(A) 6= 0. En conclusión, e(A/rad(A)) es simple
por el lema anterior.

(b⇒ a) Por el Corolario 5.38

fAf/rad(fAf) ∼= f̄(A/rad(A))f̄ ,

pero por la Proposición 2.13

f̄(A/rad(A))f̄ ∼= EndA(e(A/rad(A)))

que es un anillo con división por ser e(A/rad(A)) simple, lo que implica que fAf es
local.

(b ⇔ c) Es inmediato ya que e(A/rad(A)) ∼= fA/rad(fA) = fA/f(rad(A)) por la
Proposición 5.47.
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8.2. Anillos Semiperfectos

Definición 8.10. Se dice que A es un anillo semiperfecto si es semilocal y los idem-
potentes de A/rad(A) se levantan.

Tales anillos se pueden caracterizar de la siguiente manera.

Proposición 8.11. Dado un anillo A. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) A es semiperfecto.
(b) Existe un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos {e1, ..., en} tal

que eiAei es local para toda i ∈ {1, ..., n}.
(c) Existe una descomposición AA = M1 ⊕ ... ⊕Mn tal que cada Mi tiene un único

submódulo maximal.
(d) Todo módulo simple sobre A tiene cubierta proyectiva.
(e) Todo módulo finitamente generado sobre A tiene cubierta proyectiva.
(f) Todo módulo cíclico sobre A tiene cubierta proyectiva.

Demostración. (a ⇒ b) Si A es semiperfecto, entonces A/rad(A) es semisimple, lo
que implica que existe un sistema completo de idempotentes ortogonales primiti-
vos {e1, ..., en} de A/rad(A) tales que ei(A/rad(A)) es simple para todo i por la
Proposición 2.17. Luego, por la Proposición 8.7 dichos idempotentes se pueden levantar
a un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos {e1, ..., en}, que además
cumplen con que eiAei es local para todo i por la Proposición 8.9.
(b⇒ c) Es inmediato de la Proposición 8.9.
(c⇒ d) Si AA = M1⊕ ...⊕Mn es la descomposición referida en el punto (c), entonces
por la Proposición 2.17 existe una descomposición de la unidad 1 = e1 + ...+en tal que
eiA = Mi para todo i ∈ {1, ..., n}. Por otro lado, si S es un módulo simple y f : A→ S
un epimorfismo

f = f |e1A ⊕ ...⊕ f |enA,

por lo que g = f |eiA es no nulo para algún i ∈ {1, ..., n}. Así que g : eiA → S un
epimorfismo por ser S simple, y por el primer teorema de isomorfismo

Ker(g) = rad(eiA)

ya que éste es el único submódulo maximal por hipótesis. Además, por la Proposición 5.31
se tiene que rad(eiA) es superfluo, de modo que g es una cubierta proyectiva de S. Por
lo tanto, todo módulo simple tiene cubierta proyectiva.
(d⇒ e) Sea F un sistema completo de representantes de las clases de isomorfismo de
los módulos simples sobre A. Por hipótesis cada S ∈ F tiene una cubierta proyectiva
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fS : PS → S, de manera que al ser Ker(fS) un submódulo superfluo y maximal de PS
para todo S ∈ F , Ker(fS) = rad(PS), de modo que PS es un módulo con un único
submódulo maximal para todo S ∈ F .

Luego, sea P = ⊕
S∈F PS. Si M es un módulo finitamente generado y

N =
∑

f∈HomA(P,M)
f(P ),

entonces N = M . En efecto, si se supone N 6= M , entonces debido a que M es
finitamente generado, el lema de Zorn implica que el conjunto

{M ′ submódulo de M | N ⊆M ′ 6= M}

tiene un elemento maximal K que es un submódulo maximal de M que contiene a N .
Luego, debido a que M/K es simple existe una cubierta proyectiva g : PS → M/K,
por lo que existe un morfismo no nulo h = ηπ : P → M , donde π : P → PS es la
proyección canónica y η : PS → M es el morfismo inducido por ser PS proyectivo que
hace conmutar el siguiente diagrama donde p : M →M/K es la proyección natural.

M/K 0M

PS

	
g

p

η

Por otro lado, si ι : N → M es la inclusión natural, pιηπ = 0 ya que Im(ιηπ) ⊆ K
por construcción, pero pιηπ = gπ 6= 0 ya que g y π son epimorfismos, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, N = M .

M/K 0M

PSP

N
		

g

p

η

π

ι

ηπ

Por otra parte, debido a que M es finitamente generado y M = ∑
f∈HomA(P,M) f(P ),

se puede tomar un conjunto finito de cardinalidad mínima {f1, ..., fn} ⊆ HomA(P,M)
tal que M = f1(P ) + ...+ fn(P ). Esto último implica que existe un epimorfismo

f1 ⊕ ...⊕ fn : P n =
⊕
S∈F

P n
S →M ,

y así, también por ser M finitamente generado, la Proposición 1.30 implica que existe
un conjunto finito de cardinalidad mínima {P1, ..., Pm} con Pi = PSi

para algún Si ∈ F
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para todo i ∈ {1, ...,m}, y un epimorfismo f : ⊕m
i=1 Pi →M tal que

f = (f1 ⊕ ...⊕ fn)|⊕m

i=1 Pi
.

Ahora, se busca probar que f es una cubierta proyectiva de M , y para ello basta
probar que Ker(f) es un submódulo superfluo. Se ha mostrado que rad(PS) es super-
fluo para todo S ∈ F , lo que implica que todo submódulo de Pi es superfluo por la
Proposición 5.34 para todo i ∈ {1, ...,m}. De manera que si Pi ∩ Ker(f) es un sub-
módulo distinto de Pi para toda i ∈ {1, ..., n}, el submódulo Pi ∩ Ker(f) es superfluo
en Pi para toda i ∈ {1, ...,m}, de modo que Ker(f) es superfluo. Por lo tanto, bas-
ta probar que Pi ∩ Ker(f) es un submódulo de Pi distinto de Pi para todo subíndice
i ∈ {1, ...,m}. Si se supone falso, entonces sin pérdida de generalidad P1∩Ker(f) = P1,
es decir f(P1) = 0; pero en tal caso la restricción de f a⊕n

i=2 Pi sigue siendo un epimor-
fismo que es igual a (f1 + ...+fn)|⊕n

i=2 Pi
, lo cual es una contradicción, pues {P1, ..., Pn}

es un conjunto de cardinalidad mínima que cumple esta propiedad.
Por lo tanto, todo submódulo finitamente generado tiene cubierta proyectiva.
(e⇒ f) Trivial.
(f ⇒ a) Sea u un idempotente de A/rad(A). Se consideran las cubiertas proyectivas
f : P → uA y g : Q→ (1− u)A. Como

A/rad(A) = u(A/rad(A))⊕ (1− u)(A/rad(A)) = uA⊕ (1− u)A,

α = f⊕g : P ⊕Q→ A/rad(A) es una cubierta proyectiva por la Proposición 6.30. Por
otro lado, como A es finitamente generado, rad(A) es superfluo por la Proposición 5.31,
de modo que la proyección natural h : A→ A/rad(A) también es una cubierta proyecti-
va, lo que implica que existe un isomorfismo β : A→ P⊕Q tal que h = αβ. Por lo tanto,
gracias a la Proposición 2.17 existe una descomposición en idempotentes 1A = e1 + e2
tal que las restricciones h : e1A → u(A/rad(A)) y h : e2A → (1− u)(A/rad(A)) son
cubiertas proyectivas, y entonces como

u+ (1− u) = 1 + rad(A) = h(1) = h1(e1) + h2(e2),

h(e1) = u. Por lo tanto, los idempotentes de A/rad(A) se pueden levantar a A.
Ahora, para probar que A/rad(A) es semisimple, por el Teorema 3.18 basta probar
que todo módulo cíclico sobre A/rad(A) es proyectivo. Para ello se observa que todo
módulo cíclico sobre A/rad(A) es también un módulo cíclico sobre A, y por hipótesis
todo cíclico tiene cubierta proyectiva, se tiene por la Proposición 6.22 que todo módulo
cíclico sobre A/rad(A) es proyectivo.

Corolario 8.12. Si A es un anillo semiperfecto y {e1, ...en} es el conjunto de idem-
potentes referido en el punto (b) del teorema anterior, entonces todo sistema completo
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de idempotentes ortogonales primitivos {f1, ..., fm} de A cumple las siguientes propie-
dades:

(a) m = n.

(b) Para todo i ∈ {1, ..., n} se tiene que fiA ∼= ejA para algún j ∈ {1, ..., n}.

(c) fiAfi es local para todo i ∈ {1, ..., n}.

(d) (fi + rad(A))(A/rad(A)) es simple para todo i ∈ {1, ..., n}.

Demostración. Si {e1, ..., en} es el conjunto de idempotentes referido en el punto (c) y
{f1, ..., fk} es un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos, entonces

e1A⊕ ...⊕ enA = A = f1A⊕ ...⊕ fkA,

pero eiAei ∼= EndA(eiA) es local para todo i ∈ {1, ..., n} lo que implica por el teorema
de Krull-Schmidt que n = m y para todo i ∈ {1, ..., n} existe j ∈ {1, ..., n} tal que
fiA ∼= ejA. Es entonces inmediato que fiAfi = EndA(fiA) ∼= EndA(ejA) = ejAej es
local para todo i ∈ {1, ..., n}, y entonces (fi + rad(A))(A/rad(A)) es simple para todo
i ∈ {1, ..., n} por la Proposición 8.9.

Ejemplo 8.13. Si A es semiperfecto y e es un idempotente de A, entonces eAe es
semiperfecto. En efecto, por el Ejemplo 7.29 eAe es semilocal y todo idempoten-
te f ∈ e(A/rad(A))e se puede levantar a un idempotente d tal que de 6= 0 6= ed
por la Proposición 8.7, lo que implica que d ∈ eAe, y entonces los idempotentes de
eAe/rad(eAe) se pueden levantar.

Ejemplo 8.14. Si A es un anillo semiperfecto, entonces Mm(A) es semiperfecto para
todo m ∈ N. Se sigue del punto (c) de la proposición anterior, A tiene un sistema
completo de idempotentes ortogonales primitivos {e1, ..., en} tal que eiAei es local
para todo i ∈ {1, ..., n}, de modo que si 1 = f1 + ...+fm es la descomposición canónica
de la unidad de Mm(A), el conjunto {fiejfi}i∈{1,...,m},j∈{1,...,n} es un sistema completo
de idempotentes ortogonales primitivos de Mm(A) tal que fiejfiAfiejfi es local para
todo i, j.

Ejemplo 8.15. Si A es el anillo generalizado de matrices

A =


A1 M12 · · · M1n
M21 A2
... . . .

Mn1 An


y A1, ..., An son anillos semiperfectos, entonces A es un anillo semiperfecto. La prueba
es análoga al ejemplo anterior.
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Ejemplo 8.16. Dado un módulo M . EndA(M) es semiperfecto si, y sólo si, existe
una descomposición M = M1 ⊕ ... ⊕Mn tal que EndA(Mi) es local. En efecto, por
la proposición anterior B = EndA(M) es semiperfecto si, y sólo, si existe un sistema
completo de idempotentes ortogonales primitivos {e1, ..., en} tal que eiBei es local
para todo i ∈ {1, ..., n}, y por la Proposición 2.17 dicho sistema existe si, y sólo si,
M = e1M ⊕ ...⊕ enM con EndA(eiM) ∼= eiBei local.

Ejemplo 8.17. Todo anillo artiniano es semiperfecto. En efecto, todo anillo es arti-
niano es semilocal con radical nilpotente por la Proposición 5.50, lo que implica que
los idempotentes se levantan por el Teorema 8.3.

Ejemplo 8.18. Si M es de longitud finita, entonces B = EndA(M) es semiperfecto.
En efecto, por la Proposición 7.17 existe una descomposición en inescindibles

M = M1 ⊕ ...⊕Mn

que induce una descomposición de la unidad 1B = e1 + ... + en tal que eiM = Mi

para todo i ∈ {1, ..., n}. Además, M es de longitud finita, por lo que cada Mi es un
submódulo inescindible de longitud finita, lo que implica que eiBei ∼= EndA(Mi) es
local por el Corolario 7.14, y entonces B es semiperfecto por el punto (b) del teorema
anterior.

Ejemplo 8.19. Si A es un anillo semiperfecto con un ideal bilateral I ⊆ rad(A), enton-
ces B = A/I es semiperfecto. Ciertamente, por el Corolario 5.23 rad(B) = rad(A)/I,
de modo que

B/ rad(B) = (A/I) / (rad(A)/I) ∼= A/ rad(A),

lo que muestra que B/ rad(B) es semisimple y que todo idempotente de B/ rad(B) se
levanta, ya que con el isomorfismo anterior se deduce que si

α = (a+ I) + rad(A)/I ∈ B/ rad(B)

es un idempotente, entonces a+ I ∈ A/ rad(A) es un idempotente que se levanta a un
idempotente e ∈ A, de tal manera que e+ I es un levantamiento de α.

8.3. Módulos sobre un anillo semiperfecto

Ya caracterizados los anillos semiperfectos se pueden exponer las propiedades básicas
de los módulos sobre un anillo semiperfecto. Lo cual es una tarea sencilla una vez que
se conocen algunas propiedades de los módulos sobre un anillo semilocal. Por lo que
primero se presentarán algunos resultados sobre éstos.
Para empezar, la Proposición 5.52 se puede reformular de la siguiente manera.
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Proposición 8.20. Sea A un anillo semilocal y M es un módulo sobre A. Se cumplen
los siguientes enunciados.

(a) rad(M) = Mrad(A).

(b) rad(M) = 0 si, y sólo si,M es semisimple.

(c) Existe un número finito de clases de isomorfismo de módulos simples.

Ahora, por la Proposición 5.54 los módulos simples de A son los módulos simples de
A/rad(A), y debido a que A es semilocal todo módulo simple de A/rad(A) es isomorfo
a alguno de los sumandos directos de A/rad(A) por el Corolario 3.21.

De manera que si además A es semiperfecto, existe un sistema completo de idempo-
tentes ortogonales primitivos {e1, ..., en} tal que

A/rad(A) =
n⊕
i=1

(ei + rad(A))(A/rad(A))

es una descomposición en simples. Lo que implica que todo módulo simple sobre A
y sobre A/rad(A) es isomorfo a (ei + rad(A))(A/rad(A)) para algún i ∈ {1, ..., n}.
Más aún, la discusión anterior es válida para cualquier sistema completo de idempo-
tentes ortogonales primitivos por la Proposición 8.12. Por lo tanto, se tiene el siguiente
resultado.

Proposición 8.21. Si A es semiperfecto y {e1, ..., en} es un sistema completo de idem-
potentes ortogonales primitivos, entonces el conjunto

{(ei + rad(A))(A/rad(A)) | i ∈ {1, ..., n}}

contiene un sistema completo de representantes de las clases de los módulos simples
bajo la relación de isomorfismo.

A continuación se exponen algunas propiedades importantes de los módulos finitamente
generados sobre un anillo semilocal. Antes de comenzar, el siguiente lema será de
utilidad.

Lema 8.22. Sea A un anillo yM un módulo finitamente generado sobre A. Se cumplen
los siguientes enunciados.

(a) Todo sumando directo de M es finitamente generado.

(b) Si M = M1⊕ ...⊕Mn, entonces M/rad(M) ∼= M1/rad(M1)⊕ ...⊕Mn/rad(Mn).

Demostración.
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(a) Sea M finitamente generado y N un sumando directo de M , entonces N es
isomorfo a un cociente de M , lo que implica que N es finitamente generado por
la Proposición 1.33.

(b) Si M = M1 ⊕ ...⊕Mn, entonces

M/rad(M) =
n∑
i=1

(Mi + rad(M))/rad(M)

y esta es una suma directa como se muestra a continuación. En efecto, si

m+ rad(A) ∈ (Mk + rad(M))/rad(M)) ∩ (
n∑

i=1,i 6=k
Mi + rad(M)/rad(M)),

entonces
m = mk + r1 = m′ + r2

donde mk ∈Mk, r1, r2 ∈ rad(M) y m′ ∈ ∑n
i=1,i 6=kMi, de manera que

mk −m′ = r2 − r1 ∈ rad(A),

lo que implica que mk ∈ rad(M) debido a que

rad(M) =
n⊕
i=1

rad(Mi),

y así m+ rad(M) = 0 + rad(M). En conclusión,

M/rad(M) =
n⊕
i=1

Mi + rad(M)/rad(M).

Pero por el segundo teorema de isomorfismo

(Mk + rad(M))/rad(M) ∼= Mk/(rad(M) ∩Mk) = Mk/rad(Mk).

Por lo tanto, M/rad(M) ∼=
⊕n
i=1Mi/rad(Mi).

Ya con esta proposición se pueden exponer propiedades importantes sobre los módu-
los finitamente generados sobre un anillo semilocal. La primera es que el cociente de
un módulo finitamente generado con su radical es un módulo semisimple de longi-
tud finita, lo que llevará a probar que todo módulo finitamente generado tenga una
descomposición en inescindibles.
Así que supóngase que M es un A-módulo finitamente generado, donde A es un anillo

167



Capítulo 8 Anillos Semiperfectos

semilocal. Es inmediato que

N = M/rad(M) = M/Mrad(A)

es un A/rad(A)-módulo finitamente generado, de manera que N es un A-módulo semi-
simple finitamente generado por la Proposición 1.9, y así N es un módulo semisimple
de longitud finita por el Corolario 4.11.
Luego, considérese la familia F que consiste de los submódulos finitamente generados
de M que no tienen descomposición en inescindibles. Si M no tiene descomposición
en inescindibles, entonces F no es vacía, y por el principio del buen orden existe
un elemento N ∈ F tal que N/rad(N) sea de longitud mínima. Luego, N no tiene
descomposición en inescindibles, en particular N no es inescindible, lo que implica que
N = N1⊕N2 con N1 y N2 submódulos propios de N finitamente generados por el lema
anterior. Por otro lado, también por el lema anterior

N/rad(N) ∼= (N1/rad(N1))⊕ (N2/rad(N2)), (8.1)

si alguno de estos sumandos fuera cero, supóngase N1/rad(N1) = 0, entonces por
el lema de Nakayama N1 = 0 lo cual es una contradicción. Por lo tanto, (8.1) es
una descomposición no trivial, esto implica que N1/rad(N1) y N2/rad(N2) son de
longitud estrictamente menor a N/rad(N), y como esta longitud es mínima N1 y N2
no pertenecen a F . De modo que N1 y N2 tienen una descomposición en inescindibles,
y así N también tiene una descomposición en inescindibles lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, todo módulo finitamente generado sobre A tiene una descomposición en
inescindibles.
Se probado la siguiente proposición.

Proposición 8.23. Sea A un anillo semilocal y M un módulo finitamente generado
sobre A. Se cumplen los siguientes enunciados.
(a) M/rad(M) es semisimple de longitud finita.
(b) M se descompone como una suma directa de módulos inescindibles finitamente

generados.

La importancia de esta última proposición es clara, al ser todo módulo finitamente
generado una suma directa finita de inescindibles, el estudio de la categoría de módu-
los finitamente generados sobre un anillo semilocal se restringe a conocer los módulos
inescindibles finitamente generados. Sin embargo, cabe mencionar que tales descom-
posiciones en general no son únicas aún si el anillo es semiperfecto como muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.24. Dado un campo k, sea A = k[x, y]/ 〈x3 − x2 + y2〉. Se observa que el
conjunto S = A\(xA + yA) es cerrado bajo la multiplicación y no contiene al cero,
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por lo que se puede construir el anillo de fracciones R = AS−1. El anillo R resulta ser
local, ya que I = xR+yR es un ideal maximal único. En efecto, si J es un ideal propio
de R y se toma un elemento

α = a

b
∈ J

entonces debido a que α no es invertible, ya que J es un ideal propio, a ∈ xA + yA,
y así α ∈ xR + yR = I. Por lo tanto, todo ideal está contenido en I lo que implica
que I es el único ideal maximal. Más aún, por el criterio de Eisenstein el polinomio
x3 − x2 + y2 es irreducible, lo que implica que A es un dominio entero. Por lo tanto,
R es un dominio entero semiperfecto tal que rad(R) = I, por ser local, que además es
noetheriano ya que por el teorema de Hilbert k[x, y] es noetheriano, lo que implica que
A es noetheriano por el Ejemplo 4.27, y entonces R es noetheriano ya que todo anillo
de fracciones de un anillo noetheriano es noetheriano por el Ejemplo 4.24.

Ahora, sea K el campo de fracciones de R y T = R[z] ⊆ K donde z = x
y
. En el anillo

T se encuentran los ideales M1 = xT + yT + (z− 1)T y M2 = xT + yT + (z+ 1)T que
cumplen con que M1 + M2 = T , de manera que existe un isomorfismo de T -módulos
(M1 ∩M2)⊕ T ∼= M1 ⊕M2 debido a que existe una sucesión exacta

0→M1 ∩M2 →M1 ⊕M2
f→ T → 0

donde f(m,n) = m+n y T es proyectivo, lo que implica que la sucesión de escinde, por
lo que se concluye que existe un isomorfismo de T -módulos (M1 ∩M2)⊕T ∼= M1⊕M2.
Pero debido a que T es un R-módulo todo morfismo de T -módulos es un morfismo de
R-módulos. De modo que existe un isomorfismo de R-módulos

(M1 ∩M2)⊕ T ∼= M1 ⊕M2.

Por otro lado, es claro que T es un R-módulo generado por las potencias de z, pero
debido a que

z2 = x2

y2 = x2

x2 − x3 = 1
1− x ∈ R

T es generado por el conjunto {1, z}. Así que como T es finitamente generado y R es
noetheriano, todo submódulo de T es finitamente generado por la Proposición 4.25, en
particular M1, M2 y M1 ∩M2 son finitamente generados.

Luego, para probar queM1,M2, T yM1∩M2 son R-módulos inescindibles se prueba a
continuación que si M es un ideal de T que contiene a x y y, entonces EndR(M) ∼= T .
Sea M un ideal que cumpla tal condición y f ∈ EndR(M). Si f(x) = p(z) donde p(z)
es un elemento de T , se tiene que f(x)y = f(xy) = f(y)x, de manera que p(z) = xp′(z)
para algún p′(z) ∈ T y así f(y)x = p′(z)xy, lo que implica que f(y) = p′(z)y. Luego,
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para todo a0 + a1z ∈M

f(a0 + a1z)y = f(a0y + a1x) = f(a0y) + f(a1x) = (a0y + a1x)p′(z)

y así

f(a0 + a1z)x = f(a0 + a1z)yz = (a0y + a1x)p′(z)z = (a0x+ a1xz)p′(z),

por lo que f(α) = (α)p′(z) para todo α ∈ M . De esta manera, todo endomorfismo
f ∈ EndR(M) esta definido como f(α) = αpf (z) para algún pf (z) ∈ T . De modo que
si φ : EndR(M)→ T es la función definida como φ(f) = pf (z), es inmediato que φ es
un isomorfismo de anillos. De modo que M es inescindible ya que debido a que T no
tiene elementos idempotentes. En particular M1, M2, M1 ∩M2 y T son inescindibles.

Por otro lado, si se supone que existe un R-isomorfismo f : T → Mi para algún
i ∈ {1, 2}, entonces con un procedimiento similar al usado en el párrafo anterior se
llega a que f es un T -isomorfismo, lo cual es una contradicción ya que T es generado
por un sólo elemento, mientras que Mi no puede ser generado por un sólo elemento.
Por lo tanto, el módulo (M1 ∩M2)⊕T ∼= M1⊕M2 tiene dos descomposiciones distintas
como suma directa de módulos inescindibles, lo que implica que M1 ó M2 y M1 ∩M2
ó T no son R-módulos de longitud finita.

Sin embargo si el anillo es semiperfecto y el módulo es proyectivo la descomposición
es única como se muestra a continuación.

Sea A un anillo semiperfecto y {e1, ..., en} un sistema completo de idempotentes or-
togonales primitivos. Si P es un módulo proyectivo inescindible finitamente generado,
entonces P es sumando directo de Am para algún m ∈ N, pero Am tiene una descom-
posición en inescindibles Am = (e1A ⊕ ... ⊕ enA)m, lo que implica por el teorema de
Krull-Schmidt-Azumaya que P ∼= ekA para algún k ∈ {1, ..., n}. Por lo que todo mó-
dulo proyectivo inescindible finitamente generado es isomorfo a uno de los sumandos
inescindibles de A.

Mas aún, si P es un módulo proyectivo finitamente generado, entonces por la propo-
sición anterior P tiene una descomposición de Krull-Schmidt, pero todo sumando de
un módulo proyectivo es proyectivo, lo que implica que los sumandos de la descom-
posición en inescindibles de P son módulos proyectivos e inescindibles, lo que implica
que P ∼= (e1A)m1 ⊕ ...⊕ (enA)mn para ciertos m1, ...,mn ∈ N. Además, tal descompo-
sición es única salvo isomorfismo por el teorema de Krull-Schmidt-Azumaya. Se tiene
entonces la siguiente proposición.

Proposición 8.25. Sea A un anillo semiperfecto y {e1, ..., en} un sistema completo
de idempotentes orotogonales primitivos. Si P es un módulo inescindible proyectivo
finitamente generado, entonces P ∼= ekA para algún k ∈ {1, ..., n}. Si P es un módulo
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proyectivo finitamente generado, entonces P ∼= (e1A)m1 ⊕ ... ⊕ (enA)mn para ciertos
m1, ...,mn ∈ N.

Como corolario, nótese que dado e un idempotente primitivo, eA es un proyectivo
inescindible, esto implica que eA ∼= ekA para algún k ∈ {1, ..., n}, y entonces eAe es
local.

Corolario 8.26. Si A es semiperfecto y e es un idempotente primitivo de A, entonces
eAe es local.

Ahora, si A es un anillo semiperfecto con un sistema completo de idempotentes ortogo-
nales primitivos {e1, ..., en}. Se ha probado que si M es finitamente generado, entonces
M y M/rad(M) tienen la misma cubierta proyectiva, y debido a que A es semilocal,
M/rad(M) es semisimple de longitud finita, lo que implica que existen m1, ...,mn ∈ N
tales que

M/rad(M) ∼=
n⊕
i=1

((ei + rad(A))(A/rad(A)))mi

ya que todo simple es isomorfo a (ei+rad(A))(A/rad(A)) para algún i ∈ {1, ..., n} por
la Proposición 8.21. De manera que la cubierta proyectiva de M/rad(M) es(

m1⊕
i=1

π1

)
⊕ ...⊕

(
mn⊕
i=1

πn

)
: (e1A)m1 ⊕ ...⊕ (enA)mn →M/rad(M)

donde πi : eiA → eiA/rad(A) es la proyección natural. Se ha probado el siguiente
resultado.

Proposición 8.27. Sea A un anillo semiperfecto con un sistema completo de idem-
potentes ortogonales primitivos. Si M es un A-módulo finitamente generado, entonces

M/rad(M) ∼=
n⊕
i=1

((ei + rad(A))(A/rad(A)))mi

para ciertos m1, ...,mn ∈ N y la cubierta proyectiva de M es (e1A)m1 ⊕ ...⊕ (enA)mn.

Por último a continuación se prueba que todo módulo finitamente generado sobre
un anillo semiperfecto es la suma directa de un módulo proyectivo y un módulo sin
sumandos proyectivos.
Para ello es útil el invariante que se utilizó en la argumentación de la Proposición 8.23.
DadoM un módulo finitamente generado se ha probado queM/rad(M) es de longitud
finita, a esta longitud se le denota l(M/rad(M)).
Ya se ha argumentado que si N es un sumando directo propio de M , entonces

l(N/rad(N)) < l(M/rad(M))
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por el Lema 8.22 y el lema de Nakayama, por lo que se tiene el siguiente resultado.

Proposición 8.28. Sea M un módulo finitamente generado. Si N es un sumando
directo propio de M , entonces l(N/rad(N)) < l(M/rad(M)).

Ahora, si M es un módulo finitamente generado no proyectivo, entonces es sencillo
probar que M = N ⊕ P donde P es un módulo proyectivo y N es un módulo sin
sumandos proyectivos. En efecto, si l(M/rad(M)) = 1 entonces M/rad(M) es simple,
lo que implica queM tiene un único submódulo maximal y entoncesM es inescindible,
por lo que se sigue lo afirmado. Luego, supóngase que se cumple la afirmación para
todo móduloK con l(K/rad(K)) ≤ k. Si l(M/rad(M)) = k+1 yM no tiene sumandos
proyectivos se cumple la afirmación, si M tiene un sumando proyectivo P , entonces
M = M ′⊕P por lo que l(M ′/rad(M ′)) < l(M/rad(M)), y entoncesM ′ = N⊕Q donde
Q es proyectivo y N es libre de sumandos proyectivos, y entonces M = N ⊕ P ⊕ Q
donde N no tiene sumandos proyectivos y P ⊕Q es proyectivo.

Se ha probado la siguiente proposición inductivamente.

Proposición 8.29. Si M es un módulo finitamente generado, entonces M = N ⊕ P
donde P es un módulo proyectivo y N es un módulo sin sumandos proyectivos.

Ejemplo 8.30. Dado un campo k y n ∈ N, sea A el anillo de matrices generalizadas

A =

 k 0 0
0 k 0
kn k k

 ,

es inmediato del Ejemplo 5.44 que rad(A) =

 0 0 0
0 0 0
kn k 0

, y se consideran los idem-

potentes e1 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

, e2 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 y e3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

. Entonces,

AA = e1A⊕ e2A⊕ e3A =

 k 0 0
0 0 0
0 0 0

⊕
 0 0 0

0 k 0
0 0 0

⊕
 0 0 0

0 0 0
kn k k

 .

Es claro que e1A y e2A son simples. Mientras que para e3A

rad(e3A) = e3Arad(A) =

 0 0 0
0 0 0
kn k 0

 y rad(rad(e3A)) =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

,
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Por lo que se tienen los módulos semisimples

e3A/rad(e3A) =

 0 0 0
0 0 0
0 0 k

 y rad(e3A) =

 0 0 0
0 0 0
0 k 0

⊕
 n⊕
i=1

 0 0 0
0 0 0
fi 0 0




donde fi es el vector con la i-ésima entrada igual a 1 y las demás igual a 0. Lo que
implica por el Corolario 4.50 que e3A es un módulo inecindible de longitud n+ 2.
Por otro lado,

AA = Ae1 ⊕ Ae2 ⊕ Ae3 =

 k 0 0
0 0 0
kn 0 0

⊕
 0 0 0

0 k 0
0 k 0

⊕
 0 0 0

0 0 0
0 0 k

 .

Siguiendo un procedimiento análogo al anterior, Ae3 es simple, Ae2 es de longitud 2 y
Ae3 es de longitud n+ 1.
Ejemplo 8.31. Dado un campo k, sea A el anillo de matrices triangulares inferiores
de orden 2 sobre k y MA = M2(k). Es sencillo mostrar que la descomposición de M
como suma directa de inescindibles es M = M1 ⊕M2 donde

M1 =
(
k k
0 0

)
y M2 =

(
0 0
k k

)
,

ya que M2 es uno de los sumandos inescindibles proyectivos de A, y todo elemento(
a b
0 0

)
∈M1

con b 6= 0 genera todo M1 lo que implica que M1 es inescindible. De esta manera
sencillo mostrar que

0 ⊆ rad(M2) ⊆M2 ⊆M2 ⊕
(
k 0
0 0

)
⊆M2 ⊕M1 = M

es una serie de composición de M , donde
(
k 0
0 0

)
= M2rad(A) = rad(M2). Por

lo tanto, M es un módulo de longitud finita que se descompone como suma de dos
módulos inescindibles.

Para el siguiente ejemplo se recuerda lo siguiente. Si A es un anillo con una descom-
posición de la unidad 1 = e1 + ... + en, entonces A es una suma directa de grupos
abelianos ⊕n

i,j=1 eiAej con una familia de morfismos

{ψkij : eiAek ⊗ ekAej → eiAej | i, j, k ∈ {1, ..., n}}
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tal que ψkit(ψ
j
ik ⊗ 1) = ψjit(1⊗ ψkjt) por el Teorema 2.29.

Análogamente, si M = M1⊕ ...⊕Mn es una suma directa de grupos abelianos tal que
Mi es un eiAei-módulo para toda i ∈ {1, ..., n} y existe una familia de morfismos

{ϕij : Mj ⊗ ejAei →Mi | i, j ∈ {1, ..., n}}

tal que ϕik(1⊗ ψjik) = ϕjk(ϕij ⊗ 1) donde ψjik(eia⊗ bek) = eiaejbek, entonces M es un
A-módulo derecho con el producto definido como

(m1, ...,mn)a = (
n∑
i=1

ϕi1(mi ⊗ eiae1), ...,
n∑
i=1

ϕin(mi ⊗ eiaen))

para todo (m1, ...,mn) ∈ M y a ∈ A. Efectivamente, si se toman m = (m1, ...,mn),
p = (p1, ..., pn) ∈M y a, b ∈ A se tiene que

m(ab) = (
n∑
i=1

ϕi1(mi ⊗ eiabe1), ...,
n∑
i=1

ϕin(mi ⊗ eiaben))

= (
n∑
i=1

n∑
j=1

ϕj1(mj ⊗ ejaeibe1), ...,
n∑
i=1

n∑
j=1

ϕjn(mj ⊗ ejaeiben)

= (
n∑
i=1

ϕi1(
n∑
j=1

ϕji(mj ⊗ ejaei)⊗ eibe1), ...,
n∑
i=1

ϕin(
n∑
j=1

ϕji(mj ⊗ ejaei)⊗ eiben))

= (
n∑
i=1

ϕi1(mi ⊗ eiae1), ...,
n∑
i=1

ϕin(mi ⊗ eiaen))b

= (ma)b

m1 = (
n∑
i=1

ϕi1(mi ⊗ ei1e1), ...,
n∑
i=1

ϕin(mi ⊗ ei1en))

= (ϕi1(mi ⊗ e1), ..., ϕin(mi ⊗ en))
= (ϕi1(mi ⊗ 1e1Ae1), ..., ϕin(mi ⊗ 1enAen))
= m

y ya que el producto tensorial es balanceadom(a+b) = ma+mab y (m+p)a = ma+pa,
lo que implica que M es un A-módulo derecho. De ahora en adelante si M es un grupo
abeliano que cumple lo anterior, me referiré a él como el A-módulo (M1, ....,Mn) dado
por la familia de morfismos {ϕij | i, j ∈ {1, ..., n}}.

Ejemplo 8.32. Dado un campo k, si A es el álgebra de Kronecker, es decir, el anillo
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generalizado de matrices con producto trivial

A =
(

k 0
k2 k

)
,

y M el grupo aditivo kn × kn con la estructura de A-módulo dada por la familia de
morfismos {ϕij | i, j ∈ {1, ..., n}}, donde ϕ11 : kn⊗ k → kn y ϕ22 : kn⊗ k → kn son
el morfismo inducido por el producto escalar, ϕ21 : kn ⊗ 0→ kn es el morfismo nulo y
ϕ12 : kn ⊗ k2 → kn es el morfismo inducido por la función bilinear

φ(v, (a, b)) = av + bJ(vt)

donde J es la matriz de n× n

J =


0 · · · 0 0
1 0 0
... . . . . . . ...
0 · · · 1 0

 ,

entonces M es un módulo inescindible y M/rad(M) es la suma directa de n módulos
simples. En efecto, debido a que M es de dimensión finita, M es finitamente generado,
lo que implica que

rad(M) = Mrad(A) = (kn, kn)
(

0 0
k2 0

)
= ((0 · kn) + Im(ϕ12), 0 + (0 · kn)),

y claramente ϕ12 es suprayectiva, por lo que rad(M) = (kn, 0), de manera queM/rad(M)
es de dimensión n, así que que M/rad(M) es la suma de n módulos simples. Además,
M es inescindible ya que si f ∈ EndA(M), entonces f(Me) = f(M)e ⊆ Me donde
e es cualquiera de los idempotentes canónicos, esto implica que f = f1 ⊕ f2 donde
f1 : M1 →M1 y f2 : M2 →M2 son transformaciones lineales tales que

(f1(v), 0) = f(v, 0) = f

(
(0, v)

(
0 0

(1, 0) 0

))
= f(0, v)

(
0 0

(1, 0) 0

)
= (f2(v), 0)

(f1(Jvt), 0) = f(Jvt, 0) = f

(
(0, v)

(
0 0

(0, 1) 0

))
= f(0, v)

(
0 0

(0, 1) 0

)
= (Jf2(v)t, 0)

para todo v ∈ kn, lo que implica que f1 = f2 y f1J = Jf2, de manera que si la matriz
asociada a f1 = f2 es (aij) ∈Mn(k)
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0 · · · 0
a11 a12 a1n
... . . . . . . ...

a(n−1)1 · · · a(n−1)n

 = J


a11 · · · a1n
a21 a22
... . . . . . . ...
an1 · · · ann

 = Jf2 = f1J

f1J = Jf2 =


a11 · · · a1n
a21 a22
... . . . . . . ...
an1 · · · ann

 J =


a12 · · · a1n 0
a22 a23 0
... . . . . . . ...
an2 · · · ann 0


y entonces la matriz asociada a f1 = f2 es triangular inferior con aii = ajj para todo
i, j ∈ {1, ..., n}. Por lo tanto, EndA(M) se puede identificar con un subanillo de las
matrices triangulares inferiores con diagonal constante, por lo que EndA(M) es local
como se vió en el Ejemplo 7.13. Por lo tanto, M es inescindible. Cabe notar que este
ejemplo muestra que A es un anillo con una infinidad de módulos inescindibles.

8.4. Anillos básicos y descomposiciones canónicas de
la unidad

En lo que sigue, dado un anillo A se denota A/ rad(A) como A y todo x+ rad(A) ∈ A
como x.

Definición 8.33. Sea A un anillo semiperfecto con una descomposición de la unidad
1 = e1 + ...+ en. Se dice que A es un anillo básico si eiA � ejA para toda i 6= j.

Observación 8.34. Si A es un anillo básico se sigue de la Proposición 8.12 que para
cualquier descomposición de la unidad 1 = f1 + ... + fm se tiene que fiA � fjA para
toda i 6= j.

Se pueden caracterizar tales anillos de la siguiente manera.

Proposición 8.35. Sea A un anillo semiperfecto con una descomposición de la unidad
1 = e1 + ...+ en. Son equivalentes los siguientes enunciados.

(a) A es básico.

(b) S = {e1A, ..., enA} es un sistema completo de representantes de las clases de
isomorfismo de los módulos proyectivos inescindibles.

(c) T = {ē1Ā, ..., ēnĀ} es un sistema completo de representantes de las clases de
isomorfismo de los módulos simples.

(d) 1̄ = ē1 + ...+ ēn es una descomposición central de la unidad de Ā.
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(e) Ā es un producto finito de anillos con división.

Demostración.
(a⇔ b) Es inmediato de la definición y de la Proposición 8.25.
(b ⇔ c) Se sigue de la Proposición 8.21 ya que eiA � ejA para toda i 6= j si, y sólo
si,ēiĀ � ējĀ para toda i 6= j por el Corolario 5.48.
(c⇔ d) Por el Corolario 5.48 T es un sistema completo de representantes si, y sólo si,
ēiĀ � ējĀ para toda i 6= j, y esto último se cumple si, y sólo si,

ējĀēi ∼= HomA(ēiĀ, ējĀ) = 0

para toda i 6= j, lo que es equivalente a que 1̄ = ē1 + ... + ēn es una descomposición
central de la unidad de Ā.
(c⇔ e) Es inmediato del teorema de Wedderburn-Artin ya que Ā es semisimple.

A todo anillo semiperfecto se le suele asociar un subanillo básico que se construye de
la siguiente manera. Dado un anillo semiperfecto A con un sistema completo de idem-
potentes ortogonales primitivos {e1, ..., en}, se toma {f1, ..., fk} ⊆ {e1, ..., en} tal que
{f1A, ..., fkA} sea un sistema completo de representantes de las clases de isomorfismo
de los A-módulos proyectivos inescindibles. De manera que es sencillo probar que eAe
es un subanillo básico de A donde e = f1 + ...+ fk. En efecto, por el Ejemplo 8.13 eAe
es semiperfecto, y por el Corolario 5.38

eAe/rad(eAe) ∼= eĀe =
k⊕
i=1

f̄iĀf̄i,

ya que, debido a que fiA y fjA son no isomorfos, f̄iĀ y f̄jĀ son módulos simples no
isomorfos por el Corolario 5.48, y así f̄iĀf̄j ∼= HomA(f̄jĀ, f̄iĀ) = 0 para todo i 6= j.
Además, f̄iĀf̄i ∼= HomA(f̄iĀ, f̄iĀ) es un anillo con división para todo i ∈ {1, ..., k} por
el lema de Schur. De modo que eAe es un anillo básico.
Cabe notar que el subanillo construido en el párrafo anterior es isomorfo al anillo de
endomorfismos de la suma directa de los representantes de las clases de isomorfia de
los módulos proyectivos inescindibles, lo que implica que no depende de la elección de
los idempotentes en su construcción. Es por esto que tal anillo se suele llamar como
el subanillo básico de A. Su importancia radica en que ModA es equivalente a ModeAe
por el teorema de Morita, que se puede consultar en la Sección A.4 del Apéndice. De
modo que en general al estudiar la categoría de módulos de un anillo semiperfecto se
le puede considerar básico.
Ahora, si A es un anillo semiperfecto que no es básico, es útil construir una descom-
posición de la unidad de A que se comporte de manera similar a la descomposición de
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la unidad de un anillo básico. Para ello, dado un sistema completo de idempotentes
ortogonales primitivos S = {e1, ..., en} se toma la partición S = T1 ∪ ... ∪ Tm inducida
por la relación de equivalencia ei ∼ ej dada por eiA ∼= ejA. De esta manera, si se
toma fk = ∑

i∈Tk
ei para todo k ∈ {1, ...,m} se tiene una descomposición de la unidad

1 = f1 + ... + fm. Esta descomposición recibe el nombre de descomposición canónica
de la unidad inducida por S.

Proposición 8.36. Sea A un anillo semiperfecto con un sistema completo de idem-
potentes ortogonales primitivos S = {e1, ..., en} y 1 = f1 + ... + fm la descomposición
canónica de la unidad inducida por S. Se cumplen los siguientes enunciados.

(a) fkA = P rk
k para todo k ∈ {1, ...,m} donde Pk es un módulo proyectivo inescindible

isomorfo a eiA para todo i ∈ Tk y rk es la cardinalidad del conjunto Tk.

(b) {P1, ..., Pm} es un sistema completo de representantes de las clases de isomorfis-
mo de los módulos proyectivos inescindibles.

(c) Si Si = Pi/ rad(Pi), entonces {S1, ..., Sm} es un sistema completo de represen-
tantes de las clases de isomorfismo de los módulos simples.

(d) Para todo i 6= j se tiene que f̄iĀf̄j = 0.

(e) Para toda k ∈ {1, ...,m} se tiene que f̄kĀ = Āf̄k = f̄kĀf̄k ∼= Mrk
(EndA(Sk)).

(f) Si 1 = g1 + ...+ gt es una descomposición de la unidad tal que

ḡkĀ = Āḡk ∼= Mqk
(Dk)

para algún anillo con división Dk y algún qk ∈ N, entonces t = m y 1 = g1+...+gt
es la descomposición canónica inducida por un sistema completo de idempotentes
ortogonales primitivos.

Demostración.

(a) Por construcción eiA ∼= ejA para todo i, j ∈ Tk, lo que implica que

fkA =
⊕
i∈Tk

eiA ∼= P
|Tk|
k

donde Pk = eiA para algún i ∈ Tk.

(b) Por construcción eiA � ejA si i ∈ Tk y j ∈ Tt con k 6= t, entonces de la
Proposición 8.25 se sigue que {P1, ..., Pm} es un sistema completo de represen-
tantes.

(c) Es inmediato del punto anterior y de la Proposición 8.21.
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(d) Por los puntos (b) y (c) se concluye que f̄kĀ = Srk
k para todo k ∈ {1, ...,m},

entonces para todo i 6= j

f̄iĀf̄j ∼= HomA(f̄jĀ, f̄iĀ) ∼=
⊕
i∈Ti

⊕
i∈Tj

HomA(Sj, Si) = 0.

a) Por el punto anterior 1̄ = f̄1 + ...+ f̄m es una descomposición central de la
unidad, de modo que

f̄kĀ = Āf̄k = f̄kĀf̄k ∼= HomA(f̄kĀ, f̄kĀ) ∼= Mrk
(EndA(Sk)).

(e) Para todo j ∈ {1, ..., t} se tiene que giA es un módulo proyectivo finitamente
generado, lo que implica por la Proposición 8.25 que tiene una descomposición
en inescindibles

giA = Pi1 ⊕ ...⊕ Pimi
,

de manera que si 1 = ∑t
i=1

∑mi
j=1 eij, donde gk = ek1 + ...+ ekmk

, es la descompo-
sición de la unidad inducida por la descomposición

A =
t⊕
i=1

(Pi1 ⊕ ...⊕ Pimi
) ,

se tiene que 1 = g1 + ...+ gt es la descomposición canónica de la unidad inducida
por el sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos

{eij | i ∈ {1, ..., t}, j ∈ {1, ...,mi}}.

En efecto, debido a que ḡkĀ = Āḡk para todo k ∈ {1, ..., t}, si k 6= i se cumple
que ēijĀḡk = ḡkēijĀ = 0, lo que implica que 0 = ēijĀēkl = HomA(ēklĀ, ēijĀ), y
así ēklĀ � ēijĀ y eklA � eijA para todo l, k. Además, debido a que

ḡkĀ = Āḡk ∼= Mqk
(Dk)

para todo k ∈ {1, ..., t}, ḡkĀḡk ∼= Mqk
(Dk) de modo que ēklĀ ∼= ēkjĀ por el

teorema de Wedderburn-Artin para todo l, j, y así eklA ∼= ekjA para todo l, j.
Por lo tanto, 1 = g1 + ... + gt es la descomposición canónica inducida por un
sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos, y entonces t = m por
el punto (b).

Observación 8.37. Los puntos (5) y (6) de la proposición anterior caracterizan a las
descomposiciones canónicas de la unidad. Es sencillo deducir que si A es un anillo
básico, entonces la suma de cualquier sistema completo de idempotentes ortogonales
primitivos es una descomposición canónica.
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La siguiente proposición muestra la fuerza de las descomposiciones canónicas.

Proposición 8.38. Sea A un anillo semiperfecto y 1 = f1 + ...+fm la descomposición
canónica de la unidad inducida por un sistema completo de idempotentes {e1, ..., en}.
Para todo i 6= j se tiene que fiAfj ⊆ rad(A).

Demostración. Sea i 6= j con i, j ∈ {1, ...,m}. Por la proposición anterior

f̄iĀf̄j ∼= HomA(f̄jĀ, f̄iĀ) ∼= HomA(Srj

j , S
ri
i )

con Si y Sj módulos simples no isomorfos, lo que implica que

f̄iĀf̄j = (fiAfj + rad(A)) / rad(A) = 0

y entonces f̄iĀf̄j = 0, lo que implica que fiAfj ⊆ rad(A).

Como corolario se obtiene una manera de expresar el radical de un anillo semiperfecto
usando la descomposición de Peirce del anillo.

Corolario 8.39. Sea A un anillo semiperfecto y 1 = f1 + ...+ fn una descomposición
canónica de la unidad. Considerando la descomposición de Peirce del anillo inducida
por 1 = f1 + ...+ fn 

f1Af1 f2Af1 · · · fnAf1
f1Af2 f2Af2

... . . .
f1Afn fnAfn

 ,

se tiene que

rad(A) =


rad(f1Af1) f2Af1 · · · fnAf1
f1Af2 rad(f2Af2)

... . . .
f1Afn rad(fnAfn)

 .

Demostración. Es inmediato de la proposición anterior y del Teorema 5.42.

Lo cual lleva a un criterio para encontrar los sumandos simples de los módulos semi-
simples.

Proposición 8.40. Sean A un anillo semiperfecto, 1 = f1 + ...+ fn una descomposi-
ción canónica de la unidad y S un módulo simple tal que f̄iĀ ∼= Sri. Se cumplen los
siguientes enunciados.

(a) Sfj = S si i = j y Sfj = 0 si i 6= j.
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(b) Si M es un módulo semisimple, entonces M tiene un sumando isomorfo a S si,
y sólo si, Mfi 6= 0.

Demostración.

(a) Por construcción S es isomorfo a un submódulo simple T de f̄iĀ, entonces

Sfi ∼= Tfi ⊆ f̄iĀf̄j = δij(f̄iĀf̄j)

por la Proposición 8.38.

(b) Es inmediato del punto anterior.

Corolario 8.41. Sean A un anillo semiperfecto, 1 = f1 + ...+ fn una descomposición
canónica de la unidad y S un módulo simple tal que f̄iĀ ∼= Sri. Si M es un A-módulo
de longitud finita, entonces M tiene factores de composición isomorfos a S si, y sólo
si,Mfi 6= 0.

Demostración. Sea 0 = M0 ⊆ ... ⊆ Mk = M una serie de composición de M . Por
la proposición anterior M tiene factores de composición isomorfos a S si, y sólo si,
Mj/Mj−1 ∼= S para algún j ∈ {1, ..., k} si, y sólo si, Mjfi/Mj−1fi 6= 0 para algún
i ∈ {1, ..., k} si, y sólo si, Mfi 6= 0.

Corolario 8.42. Sean A un anillo semiperfecto, {e1, ..., en} un sistema completo de
idempotentes ortogonales primitivos, 1 = f1 + ...+ fn la descomposición canónica de la
unidad inducida por {e1, ..., en} y S un A-módulo simple sumando de f̄iĀ. El módulo S
es un sumando directo de ek rad(A)/ek rad(A)2 si, y sólo si, ek rad(A)fi ) ek rad(A)2fi.

Demostración. Se sigue de la proposición anterior debido a que ek rad(A)/ek rad(A)2

es un módulo semisimple.

Corolario 8.43. Si A es un anillo básico, {e1, ..., en} un sistema completo de idempo-
tentes ortogonales primitivos, entonces eiA/ rad(eiA) es sumando directo del módulo
ek rad(A)/ek rad(A)2 si, y sólo si,ek rad(A)ei ) ek rad(A)2ei.

Demostración. Inmediato del corolario anterior.

Corolario 8.44. Sean A un anillo semiperfecto con una descomposición canónica de
la unidad 1 = f1 + ...+fn tal que fiA ∼= P ri

i donde Pi es un módulo proyectivo inescin-
dible para todo i ∈ {1, ..., n}. Si M es un A-módulo finitamente generado, entonces la
cubierta proyectiva deM tiene sumandos directos isomorfos a Pi si, y sólo si,Mfi 6= 0.
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Demostración. La cubierta proyectiva de M es isomorfa a la cubierta proyectiva de
M/ rad(M), de modo que la cubierta proyectiva de M tiene sumandos directos iso-
morfos a Pi si, y sólo si, M/ rad(M) tiene sumandos directos isomorfos a Pi/ rad(Pi)
y por el Corolario 8.41 M/ rad(M) tiene sumandos directos isomorfos a Pi/ rad(Pi) si,
y sólo si, (M/ rad(M)) fi 6= 0, y ésto último se cumple si, y sólo si, Mfi 6= 0.

Ejemplo 8.45. Dado un campo k. Sean A es el álgebra de Kronecker, es decir, el
anillo generalizado de matrices con producto trivial

A =
(

k 0
k2 k

)
,

y M el grupo aditivo kn × kn. De manera similar al Ejemplo 8.32, dada una matriz
arbitraria K de n× n, se considera la estructura de M como A-módulo derecho dada
por la operación M × A→M definida como

(v, w)
(

λ1 0
(a, b) λ2

)
= (λ1v + aw + bKwt, λ2w).

Siguiendo los pasos de Ejemplo 8.32. El módulo M es de dimensión finita, de manera
que es finitamente generado como A-módulo. Así que

rad(M) = M rad(A) = kn × kn
(

0 0
k2 0

)
= kn × 0.

De modo que
M/ rad(M) = (kn × kn) / (kn × 0) ,

y así

M/ rad(M)
(

1 0
0 0

)
= 0 y

M/ rad(M)
(

0 0
0 1

)
= M/ rad(M).

Esto muestra que si e1 =
(

1 0
0 0

)
y e2 =

(
0 0
0 1

)
, entonces

M/ rad(M) ∼=
(
e2A

)n
,

debido a que dimk e2A = 1, dimkM/ rad(M) = n y a que M/ rad(M) es una suma
directa de copias de e2A por la Proposición 8.40. Y así la cubierta proyectiva de M es
(e2A)n por la Proposición 8.27.
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A. Nociones Básicas en Teoría de
Categorías

A.1. Categorías y Funtores

Definición A.1. Una categoría C es una terna (ObC ,HomC , ◦), donde
ObC es una clase cuyos elementos reciben el nombre de objetos de C.
HomC es una clase que es igual a una unión disjunta

HomC =
⋃

(M,N)∈ObC×ObC

HomC(M,N),

donde HomC(M,N) es un conjunto cuyos elementos, denotados como

f : M → N ,

reciben el nombre de morfismos de M a N para cada pareja (M,N).
◦ es una operación binaria parcial en HomC que recibe el nombre de composición,
definida por la unión de una colección de funciones

{HomC(N,P )× HomC(M,N)→ HomC(M,P ) | (M,N,P ) ∈ T}

donde T es la clase de ternas ordenadas de objetos de C. En la que se cumplen
los siguientes axiomas:

(a) Para todo objeto M de C existe un morfismo 1M ∈ HomC(M,M) tal que

f ◦ 1M = f y 1M ◦ g = g

para cualquier f ∈ HomC(M,N) y g ∈ HomC(N,M), dado cualquier objeto N .
(b) Para cualesquiera f : M → N , g : N → P y h : P → Q se cumple que

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

De ahora en adelante se denota la composición de morfismos como g ◦ f = gf .
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Ejemplo A.2. Set denota a la categoría de conjuntos, cuyos objetos son todos los
conjuntos y sus morfismos son las funciones entre conjuntos.

Ejemplo A.3. Ab denota a la categoría de grupos abelianos, cuyos objetos son los
grupos abelianos y sus morfismos los morfismos de grupo.

Ejemplo A.4. Ring denota a la categoria de anillos, cuyos objetos son los anillos
asociativos con uno y sus morfismos son los morfismos de anillo.

Ejemplo A.5. Dado un anillo A, ModA denota la categoría cuyos objetos son los
módulos derechos sobre A y sus morfismos son los morfismos de A-módulos. De manera
similar, modA es la categoría cuyos objetos son los A-módulos derechos finitamente
generados y los morfismos son los morfismos de A-módulos. De la misma manera,
AMod y Amod son las respectivas categorías de A-módulos por la izquierda.

Ejemplo A.6. Dadas dos categorías C = (ObC ,HomC , •) y C ′ = (ObC′ ,HomC′ , ?) se
define la categoría producto B = C × C ′ como la categoría (ObB,HomB, ◦), donde

ObB = {(A,A′) | A ∈ ObC , A′ ∈ ObC′},

HomB = {(f, f ′) : (A,B)→ (A′, B′) | f : A→ B ∈ HomC , f
′ : A′ → B′ ∈ HomC′}

y (f, f ′) ◦ (g, g′) = (f • g, f ′ ? g′) para cualesquiera f : M → N, g : P → N ∈ HomC y
f ′ : M ′ → N ′, g′ : P ′ → N ′ ∈ HomC′ .

Ya definidas las categorías se define la importante noción de funtor.

Definición A.7. Un funtor covariante F de la categoría C a la categoría C ′, denotado
como F : C → C ′, es una correspondencia que a cada objeto A ∈ ObC le asigna un
objeto F (A) ∈ ObC′ , y que a cada morfismo f : A→ B ∈ HomC le asigna un morfismo

F (f) : F (A)→ F (B) ∈ HomC′ ,

de tal manera que se cumplan las siguientes condiciones:
(a) F (1A) = 1F (A) para todo objeto A ∈ ObC .
(b) F (fg) = F (f)F (g) para cualesquiera morfismos f : M → N, g : P →M en C.

Definición A.8. Un funtor contravariante F de la categoría C a la categoría C ′,
denotado como F : C → C ′, es una correspondencia que a cada objeto A ∈ ObC le
asigna un objeto F (A) ∈ ObC′ , y que a cada morfismo f : A→ B ∈ HomC le asigna un
morfismo F (f) : F (B)→ F (A) ∈ HomC′ , de tal manera que se cumplan las siguientes
condiciones:
(a) F (1A) = 1F (A) para todo objeto A ∈ ObC .
(b) F (fg) = F (g)F (f) para cualesquiera morfismos f : M → N, g : P →M en C.
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Ejemplo A.9. F : Ring → Ab definido como F (A) = A para todo A ∈ ObRing y
F (f) = f para todo f ∈ HomAb es un funtor.

Ejemplo A.10. Sean A un anillo y B = Mn(A). Si se define la correspondencia
F : ModA → ModB como F (M) = Mn y F (f) = (f)n para todo M ∈ ModA y
f ∈ HomModA

, entonces F es un funtor covariante. En efecto, dado M ∈ ModA se
tiene que F (M) = Mn es el producto cartesiano de m copias de M , es claro que
Mn es un B-módulo ya que debido a que M ∈ ModA, por el Lema 1.3 que existe un
morfismo de anillos φ : A → End(M)op, por lo que se puede definir un morfismo de
anillos ψ : Mn(A)→Mn(End(M)op) como ψ(aij) = (faij

), y comoMn(Rop) ∼= Mn(R)op
bajo la función f(aij) = (aji) para todo anillo R, existe un morfismo de anillos

Mn(A)→Mn(End(M)op) ∼= Mn(End(M))op ∼= End(Mn)

que induce la estructura de B-módulo de Mn. Luego, dado f : M → N un morfismo
en ModA la función (f)n asigna (f(m1), ..., f(mn)) a cada (m1, ...,mn) ∈ Mn, por lo
que claramente es un morfismo de B-módulos y claramente tal asignación cumple los
puntos (a) y (b).

Ejemplo A.11. Dado un anillo A y un A-módulo M , la correspondencia

HomA(M,_) : ModA → Ab

que asigna a cada N ∈ ModA el grupo abeliano HomA(M,N) y a cada morfismo
f : N → P ∈ModA la función

f∗ = HomA(M, f) : HomA(M,N)→ HomA(M,P )

definida como f∗(g) = fg es un funtor covariante. En efecto, es sencillo probar que
(1N)∗ = 1HomA(M,N) para todoN ∈ModA y que (fg)∗ = f∗g∗, de modo que HomA(M,_)
es un funtor covariante. De la misma manera se prueba que HomA(_,M) es un fun-
tor contravariante. Cabe hacer notar que si además M es un S-A bimódulo, entonces
por la Proposición 1.10 HomA(M,N) es un S-módulo derecho y HomA(N,M) es un
S-módulo izquierdo para todo N ∈ ModA, de manera que los funtores los funtores
HomA(M,_) y HomA(_,M) van de la categoría de A-módulos a la categoría de S-
módulos.

HomA(M,_) : ModA →ModS

HomA(_,M) : ModA →S Mod

Otro funtor importante que se utilizará mas adelante es el que se induce a partir del
producto tensorial. Por esta razón a continuación se presenta la construcción de éste,
junto con algunas propiedades.
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A.2. Producto Tensorial

Definición A.12. Sean A un anillo, M un A-módulo derecho, N un A-módulo iz-
quierdo y G un grupo abeliano aditivo. Se dice que una función f : M × N → G es
A-balanceada si cumple las siguientes condiciones
(a) f(a+ a′, b) = f(a, b) + f(a′, b),
(b) f(a, b+ b′) = f(a, b) + f(a, b′),
(c) f(aλ, b) = f(a, λb)

para todo a, a′ ∈M , b, b′ ∈ N y λ ∈ A.

Definición A.13. Sean A un anillo, M un A-módulo derecho, N un A-módulo iz-
quierdo. Se define el producto tensorial de M y N sobre A como un grupo abeliano
M ⊗N junto con una función A-balanceada h : M ×N →M ⊗N , tales que cumplen
la propiedad universal de que para cada función A-balanceada f : M ×N → G existe
un único morfismo f̄ : M ⊗N → G tal que f̄h = f .
Cabe resaltar que si hace falta señalar el anillo sobre el que se está trabajando, el
producto tensorial se suele denotar como M ⊗A N .

Tal objeto existe para todo M ∈ModA y N ∈ AMod ya que si F es el Z-módulo libre
con base M ×N , es decir

F = {
n∑
i=1

ai(mi, ni) | (mi, ni) ∈M ×N , ai ∈ Z∀i ∈ {1, ..., n}},

y H es el subgrupo generado por los elementos

(m+m′, n)− (m,n)− (m′, n)
(m,n+ n′)− (m,n)− (m,n′)

(ma, n)− (m, an)

para todo m,m′ ∈ M , n, n′ ∈ N y a ∈ A, entonces F/H junto con la proyección
natural h : M ×N → F/H es el producto tensorial de M y N . En efecto, si se denota
como m⊗ n a todo (m,n) +H ∈ F/H, entonces

h(m+m′, n) = (m+m′)⊗ n = m⊗ n+m′ ⊗ n = h(m,n) + h(m′, n),
h(m,n+ n′) = m⊗ (n+ n′) = m⊗ n+m⊗ n′ = h(m,n) + h(m,n′) y

h(ma, n) = ma⊗ n = m⊗ an = h(m, an)

para todo m,m′ ∈ M , n, n′ ∈ N y a ∈ A, de modo que h es A-balanceada. Además,
toda función A-balanceada f : M × N → G, induce un morfismo f ′ : F → G tal que
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f ′(m,n) = f(m,n) para todo (m,n) ∈M×N . Asi que, debido a que f es A-balanceada,
es claro que H ⊆ Ker(f ′), lo que implica que existe un morfismo f̄ : F/H → G tal que
f̄(h(m,n)) = f(m,n) para todo (m,n) ∈M ×N , el cual es único ya que esta definido
en los generadores de F/H. Por lo tanto, el grupo F/H junto con el morfismo h es un
producto tensorial.
De ahora en adelante se denotará al grupo F/H como M ⊗N , y sus generadores como
m⊗ n para todo (m,n) ∈M ×N .
Ya probada su existencia, es sencillo probar que el producto tensorial es único salvo
isomorfismo. Ciertamente, si un grupo P junto con una función A-balanceada

g : M ×N → P

es un producto tensorial de M y N , entonces por la propiedad universal de producto
tensorial existe un único morfismo f1 : P →M⊗N tal que f1g = h y un único morfismo
f2 : M ⊗ N → P tal que f2h = g. De manera que f2f1g = g y f1f2h = h, pero por
la propiedad universal del producto tensorial los únicos morfismos que cumplen ésto
último son 1P y 1M⊗N , así que 1P = f2f1 y 1M⊗N = f1f2. Por lo tanto, P ∼= M ⊗N .
Se ha probado el siguiente resultado.

Proposición A.14. Sea A un anillo. Para todo M ∈ ModA y N ∈ AMod existe el
producto tensorial M ⊗N y es único salvo isomorfismo.

Por otro lado, toda pareja de morfismos f : M → M ′ ∈ ModA y g : N → N ′ ∈ AMod
inducen un morfismo f ⊗ g : M ⊗N →M ′ ⊗N ′ tal que f ⊗ g(m⊗ n) = f(m)⊗ g(n)
para todo m⊗ n ∈M ⊗N . En efecto, si se toma la función

α : M ×N →M ′ ×N ′

definida como α(m,n) = (f(m), g(n)) y

h : M ′ ×N ′ →M ′ ⊗N ′

es la función A-balanceada del producto tensorialM ′⊗N ′, entonces la composición hα
es una función A-balanceada, así que por la propiedad universal del producto tensorial
existe un morfismo

β : M ⊗N →M ′ ⊗N ′

tal que β(m⊗n) = f(m)⊗g(n) para todo m⊗n ∈M ⊗N , lo que prueba la existencia
del morfismo f ⊗ g.
Más aún, si se toman f1 : M →M ′, f2 : M ′ → K enModA y g1 : N → N ′, g2 : N ′ → K ′

en AMod

(f2⊗g2)(f1⊗g1)(m⊗n) = (f2⊗g2)(f1m⊗g1n) = (f2f1m⊗g2g1n) = f2f1⊗g2g1(m⊗n)
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para todo m⊗ n ∈M ⊗N , de modo que (f2 ⊗ g2)(f1 ⊗ g1) = f2f1 ⊗ g2g1.
Por lo tanto, si f y g son isomorfismos, f ⊗ g también es un isomorfismo, ya que

(f ⊗ g)(f−1 ⊗ g−1) = ff−1 ⊗ gg−1 = 1M ′ ⊗ 1N ′ y
(f−1 ⊗ g−1)(f ⊗ g) = f−1f ⊗ g−1g = 1M ⊗ 1N

donde claramente 1M ′ ⊗ 1N ′ y 1M ⊗ 1N son los endomorfismos identidad de M ′ ⊗ N ′
y M ⊗N .
Se han probado los siguientes resultados.

Proposición A.15. Dado un un anillo A. Se consideran f : M →M ′, f1 : M →M ′,
f2 : M ′ → K ∈ ModA y g : N → N ′, g1 : N → N ′, g2 : N ′ → K ′ ∈ AMod. Se cumplen
los siguientes enunciados:
(a) Existe un morfismo f⊗g : M⊗N →M ′⊗N ′ tal que f⊗g(m⊗n) = f(m)⊗g(n)

para todo m⊗ n ∈M ⊗N .
(b) (f2 ⊗ g2)(f1 ⊗ g1) = f2f1 ⊗ g2g1.
(c) Si f y g son isomorfismos, entonces f ⊗ g es isomorfismo.
(d) 1M ⊗ 1N = 1M⊗N .

Ahora, es inmediato que para cada M ∈ ModA se puede definir el funtor covariante
F = M ⊗ _ : AMod → Ab dado por F (N) = M ⊗ N para todo N ∈ AMod y
F (f) = 1M ⊗ f para todo morfismo f en AMod. De manera similar se puede definir
un funtor covariante _⊗N : ModA → Ab para todo N ∈ AMod.
Más aún, si M es un B-A bimódulo, entonces M ⊗N es un B-módulo izquierdo para
todo N ∈ AMod. En efecto, si φ : B → End(M) es la representación asociada de BM ,
entonces es inmediato de la proposición anterior que la función ψ : B → End(M ⊗N)
definida como ψ(a) = φ(a)⊗ 1N es un morfismo de anillos, lo que induce la estructura
de B-módulo por la izquierda de M ⊗N .
De esta manera si M es un B-A bimódulo, entonces el funtor F = M ⊗ _ va de la
categoría AMod a la categoría ModA, ya que si f : N → N ′ es un morfismo en AMod,
entonces

1M ⊗ f(bm⊗ n) = bm⊗ f(n) = b(m⊗ f(n)) = b(1⊗ f)(m⊗ n)

para todo m⊗n ∈M ⊗N y b ∈ B, lo que implica que F (f) = 1M ⊗ f es un morfismo
en BMod.
Por lo tanto, se ha probado la existencia de un funtor covariante

F = M ⊗ _ : AMod→ BMod
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para todo B-A bimódulo M . Análogamente se prueba la existencia de un funtor cova-
riante _⊗N : ModA →ModB para todo A-B bimódulo N .

Proposición A.16. Dado un B-A bimóduloM y un A-B bimódulo N , las asignaciones
M ⊗ _ : AMod→ BMod y _⊗N : ModA →ModB son funtores covariantes.

Por último se presenta la siguiente proposición que contiene otras propiedades básicas
del producto tensorial.

Proposición A.17. Sean N un B-A bimódulo derecho, M un C-B bimódulo y K un
A-D bimódulo. Se cumplen los siguientes enunciados.
(a) Existe un isomorfismo de módulos N ∼= N ⊗ A.
(b) Existe un isomorfismo módulos M ⊗ (N ⊗K) ∼= (M ⊗N)⊗K, a este módulo se

le denota M ⊗N ⊗K.

Demostración. Se puede consultar en [HGK05].

A.3. Equivalencia de Categorías

Una propiedad categórica es una noción que sólo depende de objetos y morfismos.
Ejemplos de propiedades categóricas son los conceptos de monomorfismo, epimorfimo,
isomorfismo, núcleo, conúcleo, sucesión exacta, producto, suma directa, proyectividad,
inyectividad, etcétera. De modo que si se tiene un funtor F : A→ B, cabe preguntarse
qué condiciones debe cumplir F para que preserve propiedades categóricas. En esta
sección se estudian tales funtores.
Para ello se presentan las siguientes definiciones.

Definición A.18. Sean F : A → B y G : A → B funtores. Una transformación
natural de F a G es una colección de morfismos η = {ηX : F (X)→ G(X)}X∈A tal que
para todo morfismo f : M → N en A se cumple que ηNF (f) = G(f)ηM , es decir tal
que conmuta el siguiente diagrama.

F (M) F (N)

G(M) G(N)

F (f)

ηM

G(f)

ηN

Si η = {ηX : F (X) → G(X)}X∈A es una transformación natural tal que ηX es un
isomorfismo para toda X ∈ A, entonces se dice que η es un isomorfismo natural. En
tal caso se dice que F y G son isomorfos y se denota F ∼= G.
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Ejemplo A.19. Para todoM ∈ModA existe un isomorfismo ηM : M → HomA(A,M).
La colección {ηM} es un isomorfismo natural de 1ModA

en HomA(A,_).

Ejemplo A.20. Para todo M ∈ ModA existe un isomorfismo ηM : M → M ⊗ A. La
colección {ηM} es un isomorfismo natural de 1ModA

en _⊗M .

Definición A.21. Si F : A → B y G : B → A son funtores tales que FG ∼= 1B y
GF ∼= 1A, entonces se dice que las categorías A y B son equivalentes, ó que existe una
equivalencia de categorías dada por F y G.

Ejemplo A.22. Si A es un anillo tal que A = A1×A2, entonces ModA es equivalente
a ModA1 × ModA2 . En efecto, si 1A = e1 + e2 es la descomposición natural de la
identidad, entonces se define F : ModA →ModA1×ModA2 como F (M) = (Me1,Me2)
para todo M ∈ ModA y F (f) = (f |Me1 , f |Me2) para todo morfismo f : M → N . Por
otro lado, identificando A1 = e1Ae1 y A2 = e2Ae2 se tiene por la Proposición 2.4 que
todo M ∈ ModAi

es un A-módulo derecho tal que M(1 − ei) = 0 con i ∈ {1, 2},
entonces se puede definir G : ModA1 ×ModA2 →ModA como G(M,M ′) = M ⊕M ′ y
G(f, f ′) = f ⊕ f ′. Es sencillo probar que GF ∼= 1ModA

y FG ∼= 1ModA1×ModA2
.

Cabe observar que si F : A → B y G : B → A son funtores tales que FG ∼= 1B
y GF ∼= 1A, entonces es inmediato que para todo X ∈ B existe X ′ ∈ A tal que
F (X ′) ∼= X y la función F : HomA(X, Y ) → HomB(F (X), F (Y )) es biyectiva, lo que
implica que las equivalencias de categorías preservan las propiedades categóricas.

De la misma manera es inmediata la siguiente proposición.

Proposición A.23. Sean A y B categorías tales que HomA(X, Y ) y HomB(X ′, Y ′)
son grupos abelianos aditivos para cualesquiera objetos X, Y ∈ A y X ′, Y ′ ∈ B. Si
existe una equivalencia de categorías dada por F : A → B y G : B → A se cumplen
los siguientes enunciados.

(a) Existe un isomorfismo de anillos EndA(M) ∼= EndB(F (A)).

(b) Existe un isomorfismo de EndA(M)-módulos derechos

HomA(M,N) ∼= HomB(F (M), F (N))

.

A.4. Los teoremas de Morita

En esta sección se estudian los teoremas de Morita, los cuales caracterizan las equiva-
lencias entre categorías de módulos.
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Para empezar se contruye una equivalencia sencilla. Para ello se considera un anillo de
matrices generalizadas

X =
(
A N
M B

)
tal que

(
0 N
M 0

)2

=
(
A 0
0 B

)
, (A.1)

y los morfismos τ : N ⊗M → A y τ ′ : M ⊗N → B inducidos por el producto de X.

Por (A.1) existen ai,mi ∈M y ni, bi ∈ N tales que(
1A 0
0 1B

)
=

n∑
i=1

(
0 ni
ai 0

)(
0 bi
mi 0

)
,

esto muestra que
1A =

n∑
i=1

τ(ni ⊗mi) y 1B =
n∑
i=1

τ ′(ai ⊗ bi). (A.2)

Utilizando lo anterior es sencillo mostrar que τ y τ ′ son isomorfismos. Para probarlo se
recuerda que τ(n⊗m)x = nτ ′(m⊗ x) y τ ′(m⊗ n)y = mτ(n⊗ y) para todo m, y ∈M
y n, x ∈ N ya que(

0 τ(n⊗m)x
0 0

)
=
(

0 n
0 0

)(
0 0
m 0

)(
0 x
0 0

)
=
(

0 nτ ′(m⊗ x)
0 0

)
y(

0 0
τ ′(m⊗ n)y 0

)
=
(

0 0
m 0

)(
0 n
0 0

)(
0 0
y 0

)
=
(

0 0
mτ(n⊗ y) 0

)
.

Luego, de (A.1) se sigue que τ y τ ′ son morfismos suprayectivos, y si se toma

α =
k∑
i=1

xi ⊗ yi ∈ Ker(τ)

se cumple que

α1A =
k∑
i=1

xi ⊗ yi
n∑
j=1

τ(nj ⊗mj) =
k∑
i=1

n∑
j=1

xi ⊗ yiτ(nj ⊗mj)

=
k∑
i=1

n∑
j=1

xi ⊗ τ ′(yi ⊗ nj)mj

=
k∑
i=1

n∑
j=1

xiτ
′(yi ⊗ nj)⊗mj

=
k∑
i=1

n∑
j=1

τ(xi ⊗ yi)nj ⊗mj = τ(α)
n∑
j=1

nj ⊗mj = 0
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de manera que Ker(τ) = 0 y análogamente se prueba que Ker(τ ′) = 0. Por lo tanto, τ
y τ ′ son isomorfismos.
La importancia de estos isomorfismos radica en que inducen la equivalencia natural
buscada. En efecto, debido a que τ : N ⊗M → A es un isomorfismo de A-módulos,
para todo K ∈ModA

K ⊗N ⊗M ∼= K ⊗ A ∼= K,

de modo que si a tal isomorfismo se le denota ηK : K⊗N⊗M → K, claramente definido
en los generadores como ηK(k⊗ n⊗m) = kτ(n⊗m), la colección η = {ηK}K∈ModA

es
un isomorfismo natural entre la composición de funtores FG y el morfismo identidad
1ModA

, donde G = (_ ⊗ N) : ModA → ModB y F = (_ ⊗M) : ModB → ModA. En
efecto, si f : K → K ′ es un morfismo de A-módulos, entonces para cada generador
α = k ⊗ n⊗m ∈ K ⊗N ⊗M ,

fηK(α) = f(kτ(n⊗m)) = f(k)τ(n⊗m) = ηK′(f(k)⊗n⊗m) = ηK′(f ⊗ 1N ⊗ 1M)(α),

lo que implica que el siguiente diagrama conmuta, de modo que η es un isomorfismo
natural.

K ⊗N ⊗M K ′ ⊗N ⊗M

K K ′

f ⊗ 1N ⊗ 1M

ηK

f

ηK′

De esta manera, FG ∼= 1ModA
y análogamente se puede probar que GF ∼= 1ModB

. Por
lo tanto, se ha probado que ModA es equivalente a ModB.
Se tiene entonces el siguiente teorema.

Teorema A.24. Si X =
(
A N
M B

)
es un anillo generalizado de matrices tal que(

0 N
M 0

)2

=
(
A 0
0 B

)
, entonces se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Los morfismos inducidos por el anillo generalizado de matrices τ : N ⊗M → A
y τ ′ : M ⊗N → B son isomorfismos de módulos.

(b) Las categorías ModA y ModB son equivalentes bajo los funtores _⊗N y _⊗M .

Observación A.25. Es importante notar que la hipótesis sobre X en el teorema es
equivalente a que τ y τ ′ sean suprayectivas.

De esta manera se ha cumplido el primer objetivo de esta sección. Sin embargo, el
teorema no es de utilidad a menos que se pueda caracterizar un pareja de módulos N
y M tal que se pueda construir el anillo X del teorema.
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Con esta finalidad, se observa que para todo x ∈ N se puede construir un morfismo
de A-módulos derechos fx : M → A definido como fx(m) = τ(x⊗m), y así existe una
función N → HomA(M,A) que a cada x le asigna un morfismo fx. Tal función es un
isomorfismo de B-A bimódulos, ya que para todo x, x′ ∈ N , b ∈ B, a ∈ A y m ∈M ,

fx+x′ = fx + fx′ ya que fx+x′(m) = τ(x+x′⊗m) = τ(x⊗m+x′⊗m) = fx + fx′(m)
fbxa = bfxa ya que fbxa(m) = τ(bxa⊗m) = bτ(x⊗ am) = bfx(am) = bfxa(m),

y si existe x ∈ N tal que fx = 0, entonces por (A.2)

x = x1B =
n∑
i=1

xτ ′(ai ⊗ bi) =
n∑
i=1

τ(x⊗ ai)bi =
n∑
i=1

fx(ai)bi = 0,

lo que implica que dicha función es inyectiva, y para probar que es suprayectiva se
observa que para todo f ∈ HomA(M,A) y para todo m ∈ M se tiene que f(m) es
igual a

f(1Bm) = f
n∑
i=1

τ ′(ai⊗bi)m = f
n∑
i=1

aiτ(bi⊗m) =
n∑
i=1

f(ai)τ(bi⊗m) = τ(
n∑
i=1

f(ai)bi⊗m),

de manera que f es igual a fy donde y = ∑n
i=1 f(ai)bi. Por lo tanto, se ha probado

la existencia de un isomorfismo N ∼= HomA(M,A) y más aún, tal isomorfismo está
inducido por el morfismo τ , el cual a su vez está inducido por el producto del anillo,
lo cual será de importancia más adelante.

De la misma manera, se observa que para todo b ∈ B se puede construir un morfismo
gb ∈ EndA(M) definido como gb(m) = bm para todo m ∈ M , por lo que existe una
función B → EndA(M) que a cada b ∈ B le asigna un morfismo gb. Tal función es un
isomorfismo de anillos ya que para todo b, b′ ∈ B

gb+b′ = gb + gb′ ya que gb+b′(m) = bm+ b′m = gb + gb′(m) para todo m ∈M
gbb′ = gbgb′ ya que gbb′(m) = bb′m = bgb′(m) = gbgb′(m) para todo m ∈M

g1B
= 1B ya que g1B

(m) = 1Bm = m para todo m ∈M

y si existe b ∈ B tal que gb = 0, entonces por (A.2)

b = b1B =
n∑
i=1

bτ ′(ai ⊗ bi) =
n∑
i=1

τ ′(bai ⊗ bi) =
n∑
i=1

τ ′(gb(ai)⊗ bi) = 0,

por lo que dicha función es inyectiva, y para probar que es suprayectiva basta observar
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que para todo g ∈ EndA(M) y para todo m ∈M se cumple que g(m) es igual a

g(1Bm) = g
n∑
i=1

τ ′(ai⊗bi)m = g
n∑
i=1

aiτ(bi⊗m) =
n∑
i=1

g(ai)τ(bi⊗m) =
n∑
i=1

τ ′(g(ai)⊗bi)m

de manera que g es igual a gy donde y = ∑n
i=1 τ

′(g(ai)⊗bi). Por lo tanto, se ha probado
la existencia de un isomorfismo B ∼= EndA(M) y más aún, una vez más tal isomorfismo
está inducido por el producto del anillo X, por lo que existe un isomorfismo de anillos

X =
(
A N
M B

)
∼=
(
A HomA(M,A)
M EndA(M)

)
= Y ,

definido como φ
(
a n
m b

)
=
(
a fn
m gb

)
, donde Y es el anillo generalizado de matrices

con el producto usual(
a fn
m gb

)(
a′ fn′
m′ gb′

)
=
(
aa′ + fn(m′) afn′ + fngb′
ma′ + gb(m′) mfn′ + gbgb′

)
,

donde mfn′ = fτ ′(m⊗n′), ya que para todo x ∈M

mfn′(x) = mτ(n′ ⊗ x) = τ ′(m⊗ n′)x = fτ ′(m⊗n′)(x).

Se ha probado el siguiente teorema.

Teorema A.26. Si X =
(
A N
M B

)
es un anillo generalizado de matrices tal que(

0 N
M 0

)2

=
(
A 0
0 B

)
, entonces se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Existe un isomorfismo de anillos B ∼= EndA(M).

(b) Existe un isomorfismo de A-B bimódulos N ∼= HomA(M,A).

(c) Existe un isomorfismo de anillos X ∼= Y , donde X y Y son los anillos antes
mencionados.

Ya probado que X ∼= Y , se puede utilizar el producto de Y para caracterizar al
módulo M , con este fin de ahora en adelante se hace la identificación B = EndA(M)
y N = HomA(M,A).

Ahora, como ya se ha mencionado, la condición(
0 N
M 0

)2

=
(
A 0
0 B

)
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es equivalente a que los morfismos τ : N ⊗M → A y τ ′ : M ⊗N → B definidos en los
generadores como τ(f ⊗m) = f(m) y τ ′(m⊗ f)(x) = mf(x) sean suprayectivos. Por
lo que se busca caracterizar un módulo M que cumpla esta condición.
De la definición es inmediato que τ es suprayectivo si, y sólo si, A = ∑

f∈N f(M).
Los módulos que cumplen esta condición se reciben el nombre de generadores y se
caracterizan en el siguiente lema.

Lema A.27. SeaM un A-módulo derecho. Son equivalentes los siguientes enunciados.
(a) Si H = HomA(M,A), entonces A = ∑

f∈H f(M).
(b) Existe un epimorfismo de A-módulos Mn → A para algún n ∈ N.
(c) Para todo A-módulo derecho K existe un epimorfismo M (I) → K para algún

conjunto I.
(d) Para cualesquier morfismo no nulo f : K → S existe un morfismo h : M → K

tal que fh 6= 0.

Demostración.
(a⇒ b) Si A = ∑

f∈H f(M), entonces 1A = f1m1 + ...+fnmn para ciertos f1, ..., fn ∈ H
y m1, ...,mn ∈M . Luego, si se define g : Mn → A como

g(x1, ..., xn) = f1(x1) + ...+ fn(xn),

se cumple que a = g(m1a, ...,mna) para todo a ∈ A, por lo que g es el epimorfismo
deseado.
(b ⇒ c) Si K es un A-módulo derecho, entonces el morfismo h : A(K) → K definido
como

h(
∑
k∈K

ak) =
∑
k∈K

kak

es un epimorfismo, lo que implica que la composición hg′ es el epimorfismo buscado,
donde g′ : (Mn)(K) → A es el morfismo definido como g′(∑k∈K xk) = ∑

k∈K g(xk),
donde g es el morfismo del punto (b).
(c ⇒ a) Por (c) existe un epimorfismo f : M (I) → A para algún conjunto I, de
manera que si f = ⊕

i∈I fi donde fi : M → M , se cumple que A = ∑
i∈I fi(M), y así

A = ∑
f∈H f(M).

(c ⇒ d) Si se toma f ∈ HomA(K,S) de tal manera que f 6= 0, existe x ∈ K tal que
f(x) 6= 0, y por (c) existe un epimorfismo g : M (I) → K para algún conjunto I. Ahora,
existe m = ∑

i∈J mi ∈ M (I) tal que g(m) = x, donde J es un subconjunto finito de I
tal que mi 6= 0 para todo i ∈ J . Luego, debido a que f(x) 6= 0,

0 6= fg(m) = fg(
∑
i∈J

mi) =
∑
i∈J

fg(mi),
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por lo que que fg(mj) 6= 0 para algún j ∈ J , y entonces fgι 6= 0 donde ι : M →M (I)

es la j-ésima inclusión natural. Por lo tanto, gι es el morfismo buscado.

(d ⇒ a) Sea K = ∑
f∈H f(M). Si se supone K 6= A, entonces la proyección natural

π : A→ A/K no es nula, entonces por (d) existe un morfismo no nulo h : M → A tal
que πh 6= 0, y así h(A) * K lo cual es una contradicción. Por lo tanto, A = K.

Observación A.28. El punto (d) del lema anterior está enunciado puramente con mor-
fismos. Por lo que la propiedad de ser generador es una propiedad categórica.

Por lo tanto, el módulo M debe ser un generador que además cumpla la condición
de que τ ′ : M ⊗ N → B sea suprayectiva, y τ ′ es suprayectiva si, y sólo si, M es un
módulo proyectivo finitamente generado. En efecto, si τ ′ es suprayectiva es claro que
existen m1, ...,mn ∈M y f1, ..., fn ∈ HomA(M,A) tales que

1M = τ ′(
n∑
i=1

mi ⊗ fi) =
n∑
i=1

τ ′(mi ⊗ fi) =
n∑
i=1

mifi,

entonces para todo m ∈M

m = 1Mm =
n∑
i=1

mifi(m),

así que m1, ...,mn generan a M . De esta manera el morfismo h : An → M definido
como h(x1, ..., xn) = ∑n

i=1mixi es un epimorfismo, y se puede definir un morfismo
g : M → An como g(m) = (f1(m), ..., fn(m)) el cual es un inverso derecho de h ya que

hg(m) = h(f1(m), ..., fn(m)) =
n∑
i=1

mifi(m) = 1M(m),

de modo que M es un sumando directo de An y como tal es un módulo proyectivo
finitamente generado.

Recíprocamente, si M es un módulo proyectivo finitamente generado, entonces al ser
finitamente generado existe un epimorfismo h : An → M para algún n ∈ N, y por
ser proyectivo h tiene un inverso por la derecha g : M → An. En consecuencia, si
fi = πig donde πi : An → A es la proyección natural de la i-ésima entrada para todo
i ∈ {1, ..., n},

1M(m) = hg(m) = h(f1(m), ..., fn(m)) =
n∑
i=1

mifi(m),

donde mi = h(ei) y ei es el elemento cuyas entradas son todas 0 con excepción de
la i-ésima, la cual es igual a 1. De modo que τ ′ es suprayectiva, ya que para todo
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g ∈ EndA(M)

g(x) = g(
n∑
i=1

mifi(x)) =
n∑
i=1

g(mi)fi(x) =
n∑
i=1

τ ′(g(mi)⊗ fi)(x) ∈ Im(τ ′).

Se ha probado que τ ′ es suprayectivo si, y sólo si,M es un módulo proyectivo finitamen-
te generado. Más aún, en la demostración esta implícito queM es un módulo proyectivo
finitamente generado si, y sólo si, existen m1, ...,mn ∈ M y f1, ..., fn ∈ HomA(M,A)
tales que 1M = τ ′(∑n

i=1mi ⊗ fi) = ∑n
i=1 τ

′(mi ⊗ fi) = ∑n
i=1mifi.

Lema A.29. Sea M un A-módulo derecho y N = HomA(M,A). M es un módulo
proyectivo finitamente generado si, y sólo si, existen m1, ...,mn ∈ M y f1, ..., fn ∈ N
tales que 1M = ∑n

i=1mifi.

Por lo tanto, los morfismos τ y τ ′ son suprayectivos si, y sólo si, M es un generador
proyectivo finitamente generado, un módulo que cumpla esto se recibe el nombre de
progenerador.
Observación A.30. Se ha mostrado que las propiedades de ser generador, proyectivo
ó finitamente generado son propiedades categóricas. Por lo que la propiedad de ser
progenerador es también una propiedad categórica.

Se ha probado el siguiente teorema.

Teorema A.31. El anillo generalizado de matrices
(
A N
M B

)
cumple la condición

de que
(

0 N
M 0

)2

=
(
A 0
0 B

)
si, y sólo si, M es un progenerador.

Ya caracterizado el módulo M se han caracterizado todas las equivalencias entre ca-
tegorías de módulos, ya que como se verá a continuación, toda equivalencia entre
categorías de módulos sobre distintos anillos es naturalmente equivalente a una equi-
valencia dada por los funtores _ ⊗M : ModB → ModA y _ ⊗ N : ModA → ModB,
donde M es un A-módulo derecho progenerador, N = HomA(M,A) y B ∼= EndA(M).
Antes de probar la afirmación anterior se considera la siguiente proposición que contiene
una propiedad útil que cumplen los módulos proyectivos finitamente generados.

Proposición A.32. Sean M un A-módulo derecho y B = EndA(M). Si M es un
módulo proyectivo finitamente generado y N = HomA(M,A), entonces para todo A-
módulo derecho K existe un isomorfismo de B-módulos derechos

φK : K ⊗N → HomA(M,K).

Más aún, φ = {φK}K∈ModB
es un isomorfismo natural entre _⊗N y HomA(M,_).
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Demostración. Para definir φK se considera la función f : K×N → HomA(M,K) que
a cada pareja (k, g) ∈ K ×N le asigna el morfismo kg ∈ HomA(M,K) definido como
kg(x) = k(g(x)). Es sencillo mostrar que f es A-balanceada, de modo que induce el
morfismo de grupos abelianos f ′ : K ⊗N → HomA(M,K) definido en los generadores
como f ′(k ⊗ g) = kg, el cual es además morfismo de B-módulos derechos ya que

f ′(k ⊗ gb)(x) = k(gb)(x) = (kg)b(x)

para todo x ∈M y para todo generador k⊗g ∈ K⊗N y b ∈ B. De esta manera se define
φK = f ′. Por otro lado, debido a que M es un módulo proyectivo finitamente generado
por el Lema A.29 existen m1, ...,mn ∈ M y f1, ..., fn ∈ N tales que 1M = ∑n

i=1mifi,
entonces para todo f ∈ HomA(M,K) se cumple que

f = f1M = f
n∑
i=1

mifi =
n∑
i=1

f(mi)fi,

con lo que se define el morfismo de B-módulos derechos ψ : HomA(M,K) → K ⊗ N
como

ψ(f) = ψ(
n∑
i=1

f(mi)fi) =
n∑
i=1

f(mi)⊗ fi

para todo f ∈ HomA(M,K). Luego, para todo f ∈ HomA(M,K)

φKψ(f) = φK(
n∑
i=1

f(mi)⊗ fi) =
n∑
i=1

φK(f(mi)⊗ fi) =
n∑
i=1

f(mi)fi = f ,

por lo que φKψ = 1HomA(M,K), y para todo generador k ⊗ g ∈ K ⊗N

ψφK(k ⊗ g) = ψ(kg) =
n∑
i=1

kg(mi)⊗ fi =
n∑
i=1

k ⊗ g(mi)fi = k ⊗ g
n∑
i=1

f(mi)fi = k ⊗ g

así que ψφK = 1K⊗N . En consecuencia, φK : K⊗N → HomA(M,K) es un isomorfismo
deB-módulos derechos. Ahora, la colección φ = {φK}K∈ModB

es un isomorfismo natural
debido a que para todo f ∈ HomB(K,K ′) se tiene que φK′f ⊗ 1N = HomA(M, f)φK
ya que para todo generador k ⊗ n ∈ K ⊗N

φK′(f ⊗ 1N)(k ⊗ g) = φK′(f(k)⊗ g) = f(k)g = f ∗(kg) = f ∗φK(k ⊗ g),

donde f ∗ = HomA(M, f).

Ahora, si se supone que F : ModA → ModB y G : ModB → ModA son funtores tales
que FG ∼= 1ModB

y GF ∼= 1ModA
, y se toman MA = G(B) y NB = F (A), entonces por
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la Proposición A.23

EndA(M) = EndA(G(B)) ∼= EndB(B) = B y
EndB(N) = EndB(F (A)) ∼= EndA(A) = A,

lo que implica que M es un B-A bimódulo y N un A-B bimódulo. Más aún, por la
Proposición A.23

N ∼= HomB(B,N) ∼= HomB(FG(B), F (A)) ∼= HomA(G(B), A) ∼= HomA(M,A) y
M ∼= HomA(A,M) ∼= HomA(GF (A), G(B)) ∼= HomB(F (A), B) ∼= HomB(N,B)

y M es un progenerador en ModA, ya que al ser la propiedad de ser progenerador una
propiedad categórica, M = G(B) es progenerador por ser B progenerador. Luego, por
las Proposiciones A.23 y A.32, para todo K ∈ModA

F (K) ∼= HomB(B,F (K)) ∼= HomB(FG(B), F (K)) ∼= HomA(M,K) ∼= K ⊗ N,

y análogamente se puede probar que M ∼= HomB(N,B) y que N es un progenerador
en ModB, lo que implica que

G(T ) ∼= HomA(A,G(T )) ∼= HomA(GF (A), G(T )) ∼= HomB(M,T ) ∼= T ⊗ N

para todo T ∈ ModB. Además, la colección de tales isomorfismos es un isomorfismo
natural como ya se ha mostrado en la Proposición A.32.
Se ha probado el siguiente teorema.
Teorema A.33. Si F : ModA → ModB y G : ModB → ModA son funtores tales que
FG ∼= 1ModB

y GF ∼= 1ModA
, entonces existe un progenerador M en ModA tal que

B ∼= EndA(M), que además cumple con que G es isomorfo a _⊗M y F es isomorfo
a _ ⊗ N , donde N = HomA(M,A). Recíprocamente, si se tiene un progenerador M
en ModA, entonces ModA es equivalente a ModB.

Demostración. El primer enunciado se probó en la discusión anterior. El segundo se
sigue de los 2 teoremas anteriores.
Ejemplo A.34. Sea A un anillo semiperfecto, en la Sección 8.4 se ha probado que
si X = {e1, ..., en} es un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos,
entonces existe un subconjunto Y ⊆ X tal que {eiA}ei∈Y es un sistema completo de
representantes de las clases de de isomorfismo de los módulos proyectivos inescindibles,
y que eAe es un anillo básico donde e = ∑

ei∈Y ei. Se probará a continuación queModA
es equivalente a ModeAe.
Para ello se observa que eA es un progenerador, ya que es un módulo proyectivo
finitamente generado y A = ∑

f∈H f(M) donde H = HomA(eA,A), esto último se
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cumple debido a que por construcción para todo ei ∈ X existe ej ∈ Y tal que existe
un isomorfismo fj : ejA → eiA, de modo que si πj : eA → ejA es la proyección
natural y ιi : eiA → A es la inclusión natural, ιifjπj es un elemento de H tal que
Im(ιifjπj) = eiA, y entonces A = ⊕n

i=1 eiA = ⊕n
i=1 Im(ιifjπj).

Ya probado que eA es un progenerador, entonces del Teorema A.33 se sigue queModA
es equivalente a ModB, donde B = EndA(eA) ∼= eAe.
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Nomenclatura
⊕
i∈X Ni la suma directa de la familia (Ni)i∈X

C el anillo de los números complejos

Q el anillo de los números racionales

Z el anillo de los números enteros

Zn Z/nZ

End(M) El anillo de endomorfismos del grupo abeliano M .

HomA(M,N) grupo de morfismos de A-módulos de M a N

Im(f) La imagen del morfismo f .

ker(f) El núcleo del morfismo f .

rad(M) radical de M

soc(M) el soclo de M∏
i∈X Ni el producto de la familia (Ni)i∈X

AA el A-módulo regular izquierdo, es decir el grupo abeliano A con la es-
tructura de A-módulo izquierdo inducida por el producto del anillo

AM A-módulo izquierdo

Aop anillo opuesto de A

AA el A-módulo regular derecho, es decir el grupo abeliano A con la estruc-
tura de A-módulo derecho inducida por el producto del anillo

H E G H es subgrupo normal de G

M ⊗A N el producto tensorial de M y N sobre el anillo A

MA A-módulo derecho
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Nomenclature

N (X) la suma directa ⊕i∈X Ni, donde Ni = N para toda i ∈ X

NX el producto ∏i∈X Ni, donde Ni = N para toda i ∈ X; o equivalente-
mente, el conjunto de funciones con domimio X y contradominio N
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