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Introduccion

El siglo veinte fue testigo del nacimiento del algebra homoldgica, la cual llevd al des-
cubrimiento de la subclase de los anillos semiperfectos, que son el objeto de estudio de
esta tesis.

Para la década de 1950 la teoria de anillos junto a la de médulos se habia desarrollado
desde su nacimiento a pasos agigantados. Entre los que se pueden destacar: la gene-
ralizacion del teorema de Wedderburn sobre la clasificacién de algebras semisimples
de dimensién finita a anillos no conmutativos; el desarrollo de lo que hoy en dia se
conoce como el teorema de Krull-Schmidt sobre la descomposiciéon de un médulo de
longitud finita en suma directa de modulos inescindibles; y la introduccion de la teoria
de categorias a manos de Saunders Mac Lane y Samuel Eilenberg.

En cambio, el desarrollo del algebra homoldgica, como explica Charles A. Weibel en
[Wei99], habia permanecido casi nulo desde su nacimiento a mediados del siglo XIX
hasta la década de 1940, a partir de la cual, se empezaron a utilizar métodos basados
en técnicas topologicas para explorar y definir diversos objetos algebraicos.

Fue entonces hasta 1956 cuando sucedié lo que llama Weibel como la revolucién de
Cartan-Eilenberg, que inicié con la publicacion del libro Homological Algebra de Henri
Cartan y Samuel Eilenberg [CE56]. En tal libro se unificaban todos los métodos homo-
légicos antes usados y se les daba el nombre de algebra homolégica. Seria demasiado
largo enumerar todas las innovaciones que ofrecio este libro, pero cabe senalar que por
primera vez se presento el concepto de médulo proyectivo y se definieron los conceptos
de resolucion proyectiva e inyectiva, asi como de dimension proyectiva e inyectiva de
un modulo y de dimensién global de un anillo.

Una resolucién proyectiva de un médulo M es una sucesion exacta
. > P, —>...>P—>F—M-—=0

donde P; es proyectivo para todo ¢ > 0, y se dice que la longitud de la resolucién es k
si P, = 0 para todo m > k. La dimensién proyectiva de M es el minimo entero k tal
que existe una resolucion de longitud k. En caso de no existir tal resolucion se define
entonces la dimension proyectiva de M como infinito. De manera andloga se define
el concepto de resolucién inyectiva, asi como dimensién inyectiva. Y se prueba que el
supremo de las dimensiones proyectivas de los modulos derechos sobre un anillo es igual
al supremo de las dimensiones inyectivas de los modulos derechos sobre el mismo anillo,



a tal nimero se le llama dimension global derecha del anillo, y de manera analoga se
define la dimensién global izquierda.

Estos conceptos le dieron un nuevo impulso al desarrollo de la teoria de anillos. Lo
que llevo a la bisqueda de métodos sencillos para calcular la dimensién de un médulo.
El mas comin es encontrar una resolucion de longitud minima, ya que en caso de
encontrar tal sucesion, claramente su longitud es la dimensiéon del modulo.

En el caso inyectivo, tal resolucion se puede construir gracias a la envolvente inyectiva,
la cual se conocia su existencia desde 1953 gracias a Eckmann y Schopf [ES53]. Esto
llevé a que Eilenberg estudiara el concepto dual en su articulo Homological Dimension
and syzygies [Eil56], que tiempo después fue bautizado como cubierta proyectiva por
Hyman Bass en [Bas60]. Sin embargo, la importancia de estos articulos va més alla del
estudio de un concepto dual.

En su articulo, Eilenberg trabaja sobre anillos que cumplen ciertas propiedades dando
cinco axiomas necesarios para que una subcategoria de la categoria de médulos cumpla
que todo elemento tenga cubierta proyectiva. Y termina enunciando un sexto axioma
mas que permite la construccion de una resolucién proyectiva de longitud minima.

Por su parte, Bass bautiza a los anillos que utilizoé Eilenberg en su articulo como anillos
semiperfectos, y los caracteriza como los anillos en los que todo moédulo finitamente
generado tiene cubierta proyectiva, y caracteriza los anillos que cumplen que todo
modulo tenga cubierta proyectiva y los llama anillos perfectos.

El objetivo de esta tesis es brindar una exposicién autocontenida sobre la teoria de
anillos semiperfectos, asi como de los resultados necesarios para una caracterizacion
completa de éstos. Ademas, se incluye una exposicion sobre el comportamiento de los
modulos sobre tales anillos, abastecida de una cantidad suficiente de ejemplos y con-
traejemplos, sin la necesidad de recurrir al dlgebra homolégica. Con el fin de ofrecer
al lector el conocimiento suficiente para iniciar estudios en areas mas sofisticadas co-
mo la teoria de representaciones, asi como dar una motivacién al estudio del algebra
homoldgica.

Ahora, a pesar de que el objetivo de la tesis es presentar una exposicién autoconte-
nida, los resultados béasicos sobre teoria de anillos y teoria de moédulos se consideran
conocidos, y s6lo se mencionan en el capitulo 1. Dicho capitulo termina con algunas
construcciones de algebras y anillos que se usaran a lo largo de la tesis.

El capitulo 2 contiene resultados béasicos sobre la descomposicion de un anillo. Inicia
exponiendo propiedades basicas sobre los idempotentes de un anillo, para después
presentar la descomposicion de Peirce de un anillo y la representacién matricial de un
anillo. Se finaliza con el teorema de descomposicién en bloques de un anillo.

Utilizando los resultados del capitulo 2, en el capitulo 3 se prueba el teorema de
Wedderburn-Artin junto con propiedades de los médulos semisimples y se concluye
dando una caracterizacion los anillos simples que son semisimples.



Con los resultados anteriores en el capitulo 4 se exponen propiedades sobre los médulos
de longitud finita; empezando con médulos artinianos y noetherianos, continuando con
anillos artinianos y noetherianos, y teminando con series de composicion y el teorema
Jordan-Holder.

En el capitulo 5 se definen y exponen las propiedades importantes sobre el radical y el
soclo de un médulo, en particular se exponen propiedades sobre el soclo de un médulo
finitamente cogenerado, el radical de un moédulo finitamente generado, el radical de un
modulo proyectivo finitamente generado, el radical de Jacobson, el radical de Jacobson
de un anillo artiniano y se finaliza con el teorema de Hopkins-Levitzki.

Con las propiedades expuestas sobre el soclo y el radical, se da una motivaciéon natural
para la definicién de la envolvente inyectiva y la cubierta proyectiva en el capitulo 6.
En éste, se exponen propiedades sobre estos conceptos y se muestra que no siempre
existe la cubierta proyectiva.

Basandose en lo anterior y con el objetivo de caracterizar a los anillos en los que
todo médulo tiene cubierta proyectiva, en el capitulo 7 se exponen las propiedades
necesarias para ello sobre los anillos locales y semilocales, incluyendo el teorema de
Krull-Schmidt-Azumaya.

Finalmente, el capitulo 8 caracteriza a los anillos semiperfectos, iniciando con una
exposicion sobre el levantamiento de idempotentes, y continuando con un estudio sobre
el comportamiento de los médulos sobre un anillo semiperfecto. Dicho capitulo termina
con una breve exposicion sobre anillos bésicos.

Por ultimo, se anexa un apéndice con las definiciones elementales de la teoria de cate-
gorias y se da una prueba sobre el teorema de Morita.






1. Preliminares

1.1. Anillos

Definicién 1.1. Un anillo con elemento unitario A es una terna (A, +, -), donde (A, +)
es un grupo abeliano y (A4, -) es un monoide con elemento neutro 14, tal que el producto
- distribuye por derecha e izquierda a la suma de (4, +).

Como ejemplo de un anillo se puede tomar End(M), el anillo de endomorfismos de
un grupo abeliano M, donde la suma es la operacion heredada de M y el producto es
la composicion de funciones. Otros ejemplos mas comunes son los nimeros enteros Z,
los nimeros racionales @, los nimeros complejos C, los enteros modulo un entero n
Z,, = Z/nZ, anillos de matrices y anillos de polinomios.

Por otro lado, dado un anillo (A, +, ) es natural pensar en el anillo (A, +, %), donde
axb=">-a,llamado el anillo opuesto de A que se suele denotar como A.

Ahora, dado un anillo A = (A, +, ), si S es un subgrupo de A tal que (S,+,) es un
anillo, entonces se dice que S es un subanillo de A si 1g = 14. Si I es un subgrupo de
A tal que za € I para todo x € [ y a € A, entonces se dice que I es un ideal derecho
de A. Analogamente, un subgrupo I es un ideal izquierdo si ax € I para todo a € A
y x € I, y un subgrupo [ recibe el nombre de ideal bilateral 6 ideal si ax,za € I para
todoae Ay x el

Por tltimo, un morfismo de anillos es una funcién f : A — B tal que f(14) = 1,
flab) = f(a)f(b) y f(a+Db) = f(a) + f(b) para todo a,b € A.

1.2. Mobdulos

Definicién 1.2. Sea M un grupo abeliano aditivo y A un anillo, se dice que M es
un A-modulo derecho si y sélo si existe una funcion p : M x A — M, escrita como
pu(m, a) = ma, tal que

(a) (z+y)a=xa+ya

(b) x(a+b) =xa+ xb

(c) x(ab) = (xa)b
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(d) z1 ==z

para cualesquiera x, y € M y a, b € A. Por otro lado, se dice que M es un A-modulo
izquierdo si existe una funciéon A x M — M, que cumple los siquientes puntos

(a) a(x +y) =ax + ay
(b) (a+b)x = ax + bz
(c) (ab)x = a(bx)
(d) lx =z
para cualesquiera x, y € M y a, b € A.

Si M es un A-mddulo derecho se le denota como My, si es un médulo izquierdo se le
denota como 4 M.

Si un grupo abeliano M es un médulo derecho sobre un anillo A y un médulo izquierdo
sobre un anillo B, de tal manera que b(ma) = (bm)a paratodom € M,a € Ay b€ B,
entonces se dice que M es un B-A bimédulo.

Naturalmente todo anillo A es un A-médulo derecho y un A-médulo izquierdo, asi
como un bimédulo bajo el producto del anillo. Estos modulos reciben el nombre de
A-médulo regular derecho, izquierdo y bilateral respectivamente, y se les denota Ay,
AAY 4A4.

1.2.1. Representacion asociada a un médulo

El lema siguiente da una caracterizacion de los modulos sobre un anillo.

Lema 1.3. Sean A un anillo y M un grupo abeliano.

(a) M es un A-mddulo derecho si y sélo si existe un morfismo de anillos
¢:A— End(M)?,

llamado representacion de A asociada a M.

(b) M es un A-mddulo izquierdo si y solo si existe un morfismo de anillos
¢:A— End(M),

llamado representacion de A asociada a M.

Demostracion. La demostracién se puede consultar en [Pas04]. O



1.2 Médulos

Observacion 1.4. Sean A y B anillos. Es sencillo probar que existe un morfismo de
anillos ¢ : A — B siy sélo si existe un morfismo de anillos ¢ : A — B. Por lo tanto,
si M es grupo abeliano, entonces existe un morfismo de anillos ¢ : A — End (M) si
y sélo si existe un morfismo de anillos ¢ : A — End(M). Lo que implica que M es
un A-moédulo derecho si y sélo si es un A°P-mddulo izquierdo.

De ahora en adelante en el texto se trabaja con moédulos derechos y por ello se les
llamara modulos sin especificar que son moédulos derechos, a menos que sea necesario
senalarlo. Sin embargo, recuérdese que para todo resultado sobre médulos derechos
existe otro andlogo para modulos izquierdos.

1.2.2.  Submédulos

Definicién 1.5. Dado un moédulo derecho M sobre un anillo A, un submoédulo N
de M es un subgrupo tal que para cualquier n € N y a € A se tiene que na € N.
Analogamente, si M es un A-mdédulo izquierdo, entonces un subgrupo N se le llama
submoédulo si para cualquier n € N y a € A se tiene que an € N. Por ultimo, si M
es un A-B bimédulo, entonces un subgrupo N se le llama submédulo de M si es un
submoédulo de 4 M y un submodulo de Mp.

Observacion 1.6. Los submddulos de A4 son los ideales derechos, los de 4 A reciben el
nombre de ideales izquierdos y los de 4 A, reciben el nombre de ideales bilaterales 6
simplemente ideales.

Ahora, si N es un submédulo, entonces es un modulo, por lo que existe una represen-
tacion ¢ : A — End(N), y si ¢ : A — End(M)? es la representacion de A asociada
aMyaé€ A, comona € N para cualquier n € N, se tiene que v (a) restringida a N es
igual a ¢(a), por lo que si se le llama p : Im (1)) — End(N)° al morfismo que restringe
a N, se tiene que py = ¢ y pt(a)(n) = ¢(a)(n) para cualquier n € N.

Reciprocamente, si N es un subgrupo de M y existen representaciones
¢:A—End(N)”® y ¢: A— End(M)®
tales que existe un morfismo p : Im(¢)) — End (V) con el que
p =0y py(a)(n) = ¢(a)(n)

para cualquier n € N, y si - es el producto del médulo M y % es el producto del moédulo
N, inducidos por sus respectivas respresentaciones, dados n € N y a € A,

n-a=1(a)(n) = pyla)(n) = ¢la)(n) = nxa,

por lo que N es submoédulo de M.
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Proposicién 1.7. Sea A un anillo. Si M es un grupo abeliano, N es un subgrupo de M
y existen 1 : A — End(M)P y ¢ : A — End(N) representaciones de A, entonces N
es un submddulo de M siy solo si existe un morfismo de anillos p : Im(v)) — End(N)?

tal que pYp = ¢ y pY(a)(n) =Y (a)(n) para cualquier n € N.

Luego, si se tiene un morfismo de anillos f : R — A y una representacion
Y A— End(M)”,

la composicién ¢ f : R — End(M)° es una representacion, por lo que ahora M es un
R-modulo, y ademas todo submodulo Ny de M4 es un submédulo N de Mg, pues si
se tiene que existe p : Im(v)) — End(N) tal que ptp = ¢ y pw(a)(n) = ¢¥(a)(n) para
cualquier n € N, entonces ptof = ¢f y pf(a)(n) =1 f(a)(n) para cualquier n € N,
por lo que todo submédulo de M4 es un submédulo de Mp.

Proposicién 1.8. Si existe un morfismo de anillos f : R — A y un A-mddulo M,
entonces M es un R-mddulo y todo submodulo de My es un submoddulo de Mpg.

Cuando se tiene dicho morfismo, en general no hay forma de relacionar los R-mddulos
con los A-médulos. Sin embargo, dada una representacion ¥ : A — End(M), si se
tiene un ideal bilateral I C Ker(v), entonces existe un morfismo ¢’ : A/I — End(M)
tal que ¢» = ¢'m, donde m : A — A/I es la proyecciéon canénica. Por lo que ¢’ induce
que M sea un A/I-médulo.

Ademas si N es un submédulo de un A-médulo derecho M, entonces existe un morfismo
de anillos p : Im(¢)) — End (V) tal que pt» = ¢ y pip(a)(n) = ¢ (a)(n) para cualquier
n € N, donde ¢ : A — End(N)°, pero como ¥ = ¢'m se tiene que py'm = ¢ y
pY'm(a)(n) = ¢Y'm(a)(n) para cualquier n € N. Lo que implica que si

¢ =p A/ — End(N),

se tiene que pY' = ¢' y py'(a)(n) = ¢'(a)(n) para cualquier n € N y a € A/I. Por lo
tanto NV es un submodulo de My ;.

Proposiciéon 1.9. Si M es un A-modulo derecho e I es un ideal bilateral de A tal
que M1 = 0, entonces M es un A/I-mddulo y N es submédulo de M4 si y sdlo si es
submédulo de M ;.

10



1.3 Morfismos de moédulos

Demostracion. Basta notar que si ¢ : A — End (M) es la representacion inducida
por M4, entonces M1 = 0 siy s6lo si I C Ker(v). Por ello el resultado se sigue de la
argumentacion anterior. O

1.3. Morfismos de mdodulos

Sean A y B anillos. Dados M y N A-médulos, un morfismo de grupos f : M — N tal
que f(ma) = f(m)a para todo m € M y a € A, se llama morfismo de mddulos.

Al conjunto de todos los morfismos con dominio M y codominio N se le denota
Homy (M, N). Siendo N un grupo abeliano, Hom4 (M, N) hereda una estructura de
grupo abeliano con la operacién (f + g)(z) = f(x) + g(x).

Mas atn, si N es un B-A bimédulo, entonces se puede definir una operacion
B x Homa(M,N) — Homu(M, N)

que a cada pareja (o, f) le asigna el morfismo o f definido como (o f)(x) = o f(x) para
toda x € M. Tal operacién cumple que

(a) o(f +9)(x) = o(f(x) + g(x)) = o f(x) + og(),
(b) (01 + 02)f(2) = o f(2) + 02f (x),

(¢) (o102)f(x) = o1(02f(2)) = o1(02f)(2),

(d) 1sf(x) = f(@),

para cualesquiera f,g € Homs(M,N) y 01,02 € B. Por lo tanto, Hom4 (M, N) es un
B-modulo izquierdo.

Analogamente se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.10. Sean A y B anillos.
(a) Si M es un B-A bimddulo y N es un A-mddulo derecho, entonces Homs (M, N)

es un B-mddulo derecho con el producto (fo)(x) = f(ox).

(b) Si M es un A-mddulo derecho y N es un B-A bimédulo, entonces Hom (M, N)
es un B-mdédulo izquierdo con el producto (of)(z) = o(f(x)).

(c¢) Si M esun B-A bimédulo y N es un B-mddulo izquierdo, entonces Hompg(M, N)
es un A-mddulo izquierdo con el producto af(x) = f(za).

(d) Si M es un B-mddulo izquierdo y N es un B-A bimddulo, entonces Homp(M, N')
es un A-mddulo derecho con el producto (fa)(z) = f(z)a.

11
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1.3.1. Monomofismos, Epimorfismos e Isomorfismos

Definicién 1.11. Sea f: M — N un morfismo de moédulos.

= Se dice que f es monomorfismo si para cualquier par de morfismos a : K — M
y B : K — M tales que fa = ff3, se tiene que o = [3; 6 equivalentemente si f es
inyectiva.

= Se dice que f es epimorfismo si para cualquier par de morfismos oo : N — Ky
B : N — K tales que af = B f, se tiene que @ = (3; 6 equivalentemente si f es
suprayectiva.

= Se dice que f es isomorfismo si existe un morfismo g : N — M tal que fg =1xy
gf = 17, 6 equivalentemente si f es biyectiva. En caso de existir un isomorfismo
entre M y N se dice que M y N son isomorfos, y se denota M = N.

Ahora, dado un morfismo f : M — N es sencillo probar que
Ker(f) = {x e M| f(z) =0}
es un submoédulo de M, y
Im(f) = {f(z) e N |z € M}

es un submoédulo de N. Tales submédulos reciben los nombres de nticleo e imagen de

f. Por lo que f es monomorfismo si y sélo si Ker(f) =0y f es epimorfismo si y sélo
si Im(f) = M.

Por otro lado, es importante mencionar que si K es un submoédulo de M, entonces
M /K es un médulo. Es claro entonces que la proyeccién natural 7 : M — M/K es un
morfismo de mddulos.

Utilizando tal morfismo, el siguiente resultado muestra que todo morfismo f: M — N
se factoriza a través de M/K si K C Ker(f).

Proposicién 1.12. 57 f: M — N es un morfismo de modulos y K es un submddulo
de M contenido en Ker(f), entonces existe un unico morfismo f': M/K — N tal que
f=f'n, donde m: M — M/K es la proyeccion natural.

De donde se siguen los 3 teoremas de isomorfismos.

Teorema 1.13. Sea f : M — N un morfismo de modulos. Existe un unico ismorfismo
g : M/Ker(f) — Im(f) tal que f = gm, donde w : M — M/ Ker(f) es la proyeccion
natural.

Teorema 1.14. Si K y N son submddulos de M, entonces (K+N)/K = N/(KNN).
Teorema 1.15. Si K y N son submddulos de M tales que K C N, entonces

(M/N)/(N/K) = M/K.
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1.4 Producto y Coproducto de Mdédulos

1.3.2. Sucesiones exactas cortas

Definicién 1.16. Una sucesion de morfismos
fiza i
. —> M1 "= M, =5 Mi+1 — ...
se dice que es exacta si Im(f;_1) = Ker(f;) para toda i. Luego una sucesién
ML N0

es exacta si y sOlo si f es epimorfismo; una sucesién

0— ML N

es exacta si y sélo si f es monomorfismo; y una sucesion

0—-ML NS K0
es exacta si y solo si f es monomorfismo, g es epimorfismo y
Im(f) = Ker(g).

Una sucesién como la anterior se le llama sucesién exacta corta.

Mas adelante se expondran algunas propiedades de las sucesiones exactas cortas, pero
antes es necesaria la definicién de los siguientes objetos.

1.4. Producto y Coproducto de Méddulos

Definicién 1.17. Dada una familia de médulos {M;},cx se definen los siguientes
objetos.

= Kl producto de la familia consiste de un moédulo P junto con una familia de
morfismos {m; : P — M;},cx, tal que para todo médulo Y y toda familia de
morfismos {p; : Y — M,;}iex existe un tnico morfismo f : Y — P tal que
m; f = p; para todo i € X.

= El coproducto 6 suma directa de la familia consiste de un moédulo C' con una
familia de morfismos {n; : M; — C},cx, tal que para todo médulo Y y toda
familia de morfismos {h; : M; — Y };cx existe un tnico morfismo f: C' — Y tal
que fn; = h; para todo i € X.

13
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Claramente en caso de existir tales objetos son tnicos salvo isomorfismo. Més ain,
es sencillo probar que para cualquier familia {M;};cx el producto y la suma directa
existen. Explicitamente, el producto es el médulo

P =[] Mi = {(mi)iex | m; € M; para toda i € X}
iex

junto con los morfismos {m; : P — M, },cx definidos como 7;(m;);ex = m; para toda
j € X; y el coproducto es el médulo

C=@M=3N

1€X i€X

donde N; = {(m;)iex € P | my = 0 paratoda k # j}, junto con la familia de
morfismos {n; : M; — C'};ex definidos como n;(m) = (m;);ex donde m; =my m; =0
para toda i # 7.

Observacion 1.18. Si {M,},cx es una familia finita de médulos, entonces el producto
es isomorfo al coproducto.

Cabe observar que si M tiene una familia de submédulos {M;};cx tales que

M:ZMi y (ZMZ) N M; = 0 para toda j € X,

ieX i#£]

entonces M = @, x M;. De hecho, {N;};cx es una familia de submédulos de C' tales
que N; = M; para todoi € X, C =3 ;exN; y (X iz N;) N N; = 0. Por esta razén en
general cada médulo M; se identifica con N; y recibe el nombre de sumando directo
de C, y C se considera como el modulo Y ;cx M;.

Si se tiene una familia de médulos {M;};cx con M; = M para todo i € X entonces el
producto se denota como M¥ y el coproducto como M),

Por dltimo, por medio del coproducto se define la siguiente clase de modulos.

Definicién 1.19. Un A-médulo M es libre si existe un conjunto X tal que

M2@PA=AY.

i€X

1.4.1. Sucesiones que se escinden

Continuando con la exposicion de propiedades de la sucesiones exactas cortas, se defi-
nen a continuacién las sucesiones que se escinden.
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1.5 Médulos proyectivos y médulos inyectivos

Definicién 1.20. Se dice que una sucesion exacta corta

0-MLENS K S0

se escinde si existe un morfismo h : K — N tal que gh = 1, 6 equivalentemente si
existe un morfismo s : N — M tal que sf = 1. Si f es un morfismo tal que

0— ML N N/Im(f) =0

es una sucesion que se escinde, entonces se dice que f es monomorfismo que se escinde.
Si g es un morfismo tal que

0— Ker(g) = N5 K —0

es una sucesion que se escinde, entonces se dice que g es un epimorfismo que se escinde.

Se cumple la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.21. 510 — M LN % K =0 es una sucesion exacta, entonces f
se escinde si, y solo si, g se escinde si, y sélo si, Im(f) es sumando directo de N si,
y solo si, Ker(g) es sumando directo de N. En tal caso N = K & M, y mas ain, si
f'"*N—=>Mvyqg: K — N son morfismos tales que f'f =1y y g9’ = 1x, entonces

N = Im(f) & Ker(f) = Im(g") & Ker(g).

Demostracion. Se puede consultar en [Pas04]. O

1.5. Mobdulos proyectivos y médulos inyectivos

Definicion 1.22. Sea P un moddulo.

n g
o\
M~ N0

Se dice que P es proyectivo si para todo epimorfismo f : M — N y todo morfismo
g : P — N, existe un morfismo h : P — M tal que fh = g, 6 equivalentemente que
toda sucesion exacta corta

0O—-K—->M-—=P—=0

se escinda.
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Se prueba que dada una familia de médulos {P;}icx, la suma directa @,cx P; es un
modulo proyectivo si y sélo si P; es proyectivo para todo ¢ € X. Mas aun, si M es un
sumando directo de un moédulo proyectivo, entonces M es también proyectivo.

Proposicion 1.23. Si {P;}icx una familia de médulos, entonces @;c x P; es un médulo
proyectivo si y solo si P; es proyectivo para todo v € X.

Proposicion 1.24. Si P es un modulo proyectivo, entonces todo sumando directo de
P es un modulo proyectivo.

Luego, es sencillo probar que todo moédulo libre es proyectivo, lo que implica que todo
moédulo proyectivo es sumando directo de un médulo libre, ya que existe un epimorfismo
f: A®) — P definido como f(ay)ecp = pep o

Proposiciéon 1.25. P es un modulo proyectivo si y sélo si P es sumando directo de
un modulo libre.

Definicién 1.26. Sea I un médulo.

O%NLM

Se dice que I es un moédulo inyectivo si para todo monomorfismo f : N — M y todo
morfismo g : N — I, existe un morfismo h : M — I tal que hf = g, 6 equivalentemente
que toda sucesién exacta

0=-71—-X—=Y =0

se escinda.

De la definicién es evidente que un moédulo @) es inyectivo si y s6lo si es un sumando
directo de todo médulo que lo contenga como submoédulo. Con lo que se prueba que
dada una familia de médulos inyectivos {Q;}icx, €l producto [;cx @; es un médulo
inyectivo.

Proposiciéon 1.27. Un mdédulo () es inyectivo si y solo si (Q es sumando directo de
todo modulo que lo contenga.

Proposicion 1.28. Si {Q;}icx es una familia de médulos , entonces [Lex Qi es un
modulo inyectivo si y solo si Q; es un modulo inyectivo para todo i € X.
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1.6 Médulos finitamente generados y cogenerados

1.6. Moddulos finitamente generados y cogenerados

A continuacion se definen dos clases de modulos importantes y se exponen algunas
propiedades.

Definicién 1.29. Un médulo M es finitamente generado si para toda familia F de
submoédulos de M tal que > yer N = M, existe una subfamilia finita no vacia F' de
F, tal que Y yer N = M.

Se tienen las siguientes equivalencias del concepto.

Proposiciéon 1.30. Sea A un anillo y M un A-mdodulo, los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) M es finitamente generado.

(b) Dada una familia X de morfismos con contradominio M, si Y- pcx Im(f) = M,
entonces existe una subfamilia finita X' de X tal que 3= cx Im(f) = M.

(¢) Dada una familia de mdodulos X, si existe un epimorfismo f : @nex N — M,
entonces eziste una familia finita X' C X y un epimorfismo g : Syex' N = M,
tal que g es igual a f restringido a @yex: N.

(d) M es generado por un nimero finito de elementos, llamados generadores de M.

(e) Si{N;}ier es una cadena de submddulos tal que N; # M para todo i € I se tiene
que Y ier Ni # M.

Demostracion. (a = e) Sea {N;};cr una cadena de submédulos de M tal que N; # M
para toda ¢ € I. Sise supone que y_,c; N; = M, entonces debido a que M es finitamente
generado existe un subconjunto finito I’ C [ tal que Y.y N; = M, lo que implica que
I, = M donde m es el maximo de I’, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, para
toda cadena de submédulos {N;}ier tal que N; # M se tiene que Y ;c; N; # M.

(e = a) Si M no es finitamente generado, entonces existe una familia de submédulos
X tal que

ZN:Mpero ZN%M

NeX NeF

para toda subfamilia finita F' C X. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que
0 € X. Por lo que si se considera el conjunto

S:{ZN]YQXyM% ZN—i—ZNparatodasubfamiliaﬁnitaFgX},

NeY NeY NeF

se tiene que S no es vacio ya que 0 € S. Luego, si {K;}icr es una cadena en (S, C),
entonces 7' = >,c; K; es una cota superior de la cadena en S. En efecto, es claro que
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K; C T para toda j € I, y si se supone que T' ¢ S, entonces existen Ny,...,N,, € X
tales que M =T + Ny + ... + N,,; pero entonces la cadena

{Ki + N1+ ... + Nptier
contradice el punto (e) ya que

S Ki+Ni+..+N,=T+N; +...+ N, = M.

el

Por lo tanto, T" es una cota superior de la cadena. Por lo que se sigue del lema de Zorn
que existe un elemento maximal K de (S, C). Ahora, debido a que K € S, existe una
subfamilia Y C X tal que K =3 ycy N v se cumple que K + 3 ycp N # M para toda
subfamilia finita ' C X. Pero M = Y ycx N, lo que implica que existe N € X\Y, y
entonces K + N 2 K, lo que implica que K + N ¢ S por la maximalidad de K; pero
entonces existen Ny, ..., N,, € X tales que

K+N+N, +..+N, =M,

lo cual contradice el hecho de que K € S ya que N € X. Por lo tanto M es finitamente
generado.

La demostracion de la equivalencia entre (a),(b),(c) y (d) se puede consultar en [AF04].
[l

El concepto dual de ser finitamente generado es ser finitamente cogenerado.

Definicién 1.31. Un moédulo M es finitamente cogenerado si para toda familia F de
submodulos de M tal que Nyecr N = 0 se tiene que existe una subfamilia finita no
vacia F' de F, tal que Nyer N = 0.

Se tienen las siguientes equivalencias del concepto.

Proposicién 1.32. Sea A un anillo y M un A-mdédulo, los siquientes enunciados son
equivalentes:

(a) M es finitamente cogenerado.

(b) Dada una familia X de morfismos con dominio M, si(\jcx Ker(f) =0, entonces
existe una subfamilia finita X' de X tal que Nyex Ker(f) =0.

(¢) Dada una familia de mddulos X . Si existe un monomorfismo f: M — Ilyex N,
entonces existe una familia finita X' C X y un monomorfismo g : M — Iyex' N,
tal que g es igual a wx/ f, donde wx: : lIyex N — Ilnex'N es la proyeccion
natural.

(d) Dado un A-médulo N y un conjunto X , si existe un monomorfismo f : M — N,
entonces existe un subconjunto finito X' de X tal que nx f : M — NX' es
monomorfismo, donde NX = xN ymx : NX — NX'es la proyeccion candnica.
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(e) Para toda cadena de submddulos {N;}ier tal que N; # 0 para todo i € I se tiene
que Nier N; # 0.

Demostracion. (a = e) Sea {N;};e; una cadena de submédulos de M tal que N; # 0
para toda ¢ € I. Si se supone que (;c; V; = 0, entonces debido a que M es finitamente
cogenerado existe un subconjunto finito I’ C I tal que N;cpr N; = 0, lo que implica que
I, = 0 donde m es el minimo de I’, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, para
toda cadena de submédulos {N;}er tal que N; # 0 se tiene que N;e; IV; # 0.

(e = a) Si M no es finitamente cogenerado, entonces existe una familia de submédulos
X tal que

ﬂ N =0 pero ﬂN%O

Nex NeF
para toda subfamilia finita F' C X. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que
M € X. Por lo que si se considera el conjunto

S:{ﬂ N\YQXyO#(ﬂ N)ﬂ(ﬂ N) paratodasubfamiliaﬁnitaFgX},

NeY NeYy NeF

se tiene que S no es vacio ya que M € S. Luego, si {K;};c; es una cadena en (S, D),
entonces 17" = ;s K; es una cota superior de la cadena en S. En efecto, es claro que
K; O T para toda j € I, y si se supone que 1" ¢ S, entonces existen Ny,...,N,, € X
tales que 0 =T N Ny N...N N,; pero entonces la cadena

{K; NNy 0oV N e

contradice el punto (e) ya que Nie; K, NNy N...NN, =TNN N..NN, = 0. Por
lo tanto, T' es una cota superior de la cadena. Por lo que se sigue del lema de Zorn
que existe un elemento maximal K de (S,2). Ahora, debido a que K € S, existe una
subfamilia Y C X tal que K = Nyey N y se cumple que K N (Nyer N) # 0 para toda
subfamilia finita F' C X. Pero 0 = Nyex N, lo que implica que existe N € X\Y, y
entonces K NN ¢ K, lo que implica que K NN ¢ S por la maximalidad de K; pero
entonces existen Ny, ..., N, € X tales que

KNNNNN...NN, =0,

lo cual contradice el hecho de que K € S ya que N € X. Por lo tanto M es finitamente
cogenerado.

La demostracion de la equivalencia entre (a),(b),(c) y (d) se puede consultar en [AF04].
[

Nétese que si M es un médulo finitamente generado, entonces tiene un conjunto finito
de generadores {my, ..., my}, lo que implica que dado cualquier submédulo N de M, el
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cociente M /N también tiene un conjunto finito de generadores {m; + N, ...,my + N},
por lo tanto cualquier cociente de M es finitamente generado. Reciprocamente si todo
cociente de M es finitamente generado, entonces en particular M = M/0 es finitamente
generado.

De igual manera, si M es un moédulo finitamente cogenerado, y N es un submodulo
de M, entonces N también es finitamente cogenerado, en efecto si X es una familia de
submodulos de N tal que Nyecx V = 0, entonces como X también es una familia de
submédulos de M, existe una subafamilia finita X’ de X tal que Nycx V = 0. Por lo
tanto todo submodulo es finitamente cogenerado. Reciprocamente, si todo submoédulo
de M es finitamente cogenerado, entonces en particular M es finitamente generado.

Se ha probado la siguiente proposicién.

Proposiciéon 1.33. Dado M un modulo se cumple lo siguiente:
(a) M es finitamente generado si y sdlo si todo cociente de M también lo es.

(b) M es finitamente cogenerado si y solo si todo submddulo de M también lo es.

Ejemplo 1.34. El médulo Z es finitamente generado pero no finitamente cogenerado.
En efecto, es finitamente generado ya que 1 lo genera, y no es finitamente generado ya
que si

X ={p €Z|pes primo},

entonces (,ex pZ = 0, pero ,ep pZ = mZ # 0 donde m = [[,cr p para todo subcon-
junto finito F' C X.

Ejemplo 1.35. El médulo M = Z,~ = <% €eQ/Z | k€ N> es finitamente cogenerado

pero no finitamente generado. En efecto, todo submédulo es de la forma <pl—n>para algin

n € N, lo que implica que < 113> esta contenido en todo submoédulo no nulo, por lo que si
X es una familia de submoddulos tal que Nycx N = 0, se tiene que 0 € X, lo que implica
que existe una subfamilia finita {0} cuya interseccion es igual a 0, y entonces M es
finitamente cogenerado. Luego, M no es finitamente generado, ya que M = 3 ;. cn #Z,
pero si se toma un conjunto finito de naturales F' es sencillo probar que

1 1
5 #{i)
p p neF

Ejemplo 1.36. Dado un campo k. Un espacio vectorial V' es finitamente generado si
y sOlo si V' es de dimension finita si y s6lo si V' es finitamente cogenerado. En efecto,
si V es finitamente generado, entonces tiene un conjunto finito de generadores; pero
entonces tal conjunto contiene una base, lo que implica que V' es de dimension finita.
Reciprocamente si V' es de dimension finita, entonces V' tiene un conjunto finito de

para todo k > Y cpn.
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generadores, por lo que V es finitamente generado. Por otro lado, si se supone que
existe una base infinita 8 de V, entonces tomando una sucesion {q;};en se construye
una cadena de submédulos {V;}ien, donde

Vi=(aepf|lad¢{a,. ,an}),

es claro entonces que ;e Vi = 0 pero N;cr Vi # 0 para toda fubfamilia finita /' C N, lo
que implica que V no es finitamente cogenerado. Reciprocamente, si V' es de dimensiéon
n, toda cadena de subespacios {W;};en tal que W; # 0 para toda i € I, induce una
sucesion de enteros

n > dimg V7 > dimg Vo > ... > dim V,, > ...

pero dimy V,,, > 0 para toda m € N, lo que implica que existe un niimero natural M
tal que dimy, V,,, = dimy, V), para todo m > M; pero entonces (;en Vi = Vs

Ejemplo 1.37. Q/Z no es finitamente generado ni finitamente cogenerado. En efecto,
es sencillo probar que

Q/Z = @pr

peX

donde X es el conjunto de todos los primos. Por lo que es claro que Y ¢ x Zye = Q/Z
pero Y. e Zp~ # Q/Z para toda subfamilia finita F* C X, por lo que no es finitamente
generado. Por otro lado, tomando una sucesion {p; }ien en X se construye la familia

1eN—{1,....,n} neN

que claramente cumple que ;e V; pero Npcy NV; # 0 para toda fubfamilia finita F'.

1.7. Ejemplos y construcciones usuales de anillos

En esta seccion se veran ejemplos y construcciones de anillos que se utilizaran mas
adelante.

1.7.1. Algebras

Definicion 1.38. Sea A un anillo conmutativo. Si B es un anillo tal que existe un
morfismo de anillos ¢ : A — B con ¢(a)r = x¢(a) para todo a € Ay b € B, entonces
se dice que B es un A-algebra, y que ¢ es la representacion asociada al algebra B.
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Ahora, mas adelante se probara que todo anillo R es isomorfo al anillo de endomorfis-
mos Hompg(R, R) = Endg(R) C End(R). Por lo que es inmediato del Lema 1.3 que un
anillo B es un A-algebra si y solo si B es un A moédulo izquierdo.

Pero ademés A es un anillo conmutativo y ¢(a)x = z¢(a) para todoa € Ay b € B, lo
que implica que B es un A-algebra si y solo si B es un A-moédulo izquierdo, si y solo
si B es un A-mo6dulo derecho, si y s6lo si B es un A-bimddulo.

Ahora, si B es un A-algebra, M un B-médulo y ¢ : B — End (M) la representacion
asociada a M, entonces la composicion de representaciones ¢ : A — End (M) induce
una estructura de A-modulo a M. Por lo tanto todo B-mddulo es un A-modulo.

Proposicién 1.39. Si B un A-dlgebra, entonces todo B-maddulo es un A-mdédulo.

Este hecho es de relevancia debido a que bajo determinadas hipotesis algunas propie-
dades de los A-moddulos se heredan a los B-moédulos. Un ejemplo de este fenémeno es
la siguiente proposicion.

Proposicién 1.40. Sea B un A-dlgebra tal que B4 es finitamente generado. St M un
B-médulo derecho, entonces M es un A-modulo finitamente generado si y solo si es
un B-modulo finitamente generado.

Demostracion. Si M es un A-médulo finitamente generado, entonces existe un conjunto
finito de generadores {my,...,m,} de M sobre A; pero en tal caso para todo m € M
existen aq, ..., a, € A tales que

n n
m = Zmiai = ZmZ (13@1'),
i=1 i=1

donde 1ga; € B para todo i € {1,...,n}, lo que implica que Mg es finitamente gene-
rado.

Si M es un B-moédulo finitamente generado, entonces existe un conjunto finito de
generadores {my,...,m,} de M sobre B. Por otro lado, B4 es finitamente generado,
lo que implica que existe un conjunto de generadores {b1, ...,bx} C B sobre A, lo que
implica que

X ={mb;|ie{l,...n},je{l,.. k}}

es un conjunto finito de generadores de M sobre A. En efecto, para todo m e M existen

x1,...,Ty € B tales que m = >7i" | m;x;, pero para cada x; existen yg ), . ,yk € A tales

que x; = K bzyﬂ ) 1o que implica que

k n
m:ZZ JyJ )
j=1i=1

y entonces X es un conjunto de generadores. O]
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Un caso importante a considerar es cuando el anillo A es un campo. En tal caso se puede
considerar la dimensién del algebra B como espacio vectorial, asi como la dimension
de los B-mo6dulos. Se tiene entonces el siguiente corolario de la proposicién anterior.

Corolario 1.41. Sea k un campo y B un k-dlgebra de dimension finita. Si M es un
B-moédulo, entonces M es finitamente generado si y sélo si es de dimension finita.

1.7.2. Algebras de caminos

Definiciéon 1.42. Un carcaj es un una cuaterna Q@ = (Qo, Q1, s,t) que consiste en un
conjunto de vértices (Jy, un conjunto de flechas @)1 y dos funciones s : Q1 — Qo y
t: Q1 — Qo que a cada flecha o € )1 le asignan un vértice inicial 6 vértice de partida
s(av) y un vértice final 6 vértice de destino t(«).

Como ejemplo se pueden considerar los siguientes carcajes.

a2 (6%

1 1 2 1 2 3
B DM e o e O™ o‘al o\_/’o
(0%
1 1 5
° '\al o '\a5
OzI\ (%) as /
e e e o .
Oy Qa9
7 /7 o\
3 3 2 T Y 6
° ° °

4 1 i Y .
Qi o ViecN e~ o VieN

Dado un carcaj Q = (Qo,Q1, s,t) se dice que @ es finito si @y y (1 son conjuntos
finitos. La grafica subyacente de @) es la grafica que se obtiene al tomar los vértices
de Qp y considerar las de flechas de @Q; como aristas y se le denota Q. Cuando Q es
conexa se dice que el carcaj () es conexo.

Ahora, dado un carcaj @Q = (Qo, Q1, s,t) y n € N\{0}, un camino de longitud n en @
es una sucesion de flechas
Qy, &2, ..., Qp

tal que t(ay) = s(agy1) para todo k € {1,...,n — 1} y se denota como ajas...c,.
Ademas a cada vértice 1 € @y se le asocia un camino de longitud 0 denotado como e;.
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Dado un camino o = «;...a, se define el vértice inicial de o como s(ay) y se denota
como $(«v), andlogamente se define el vértice final de o como t(cv,) y se denota como
t(a). En caso de que a sea un camino de longitud cero e; entonces se definen sus
vertices inicial y final como s(a) = t(a) = 1.

Cabe observar que si & = ..., y = [1...0x son caminos en @ tales que t(«a) = s(f),
entonces aj...a,1...0, €s un camino que se denota como af3.

Luego, si X es el conjunto de todos los caminos en () y k£ es un campo, el algebra de
caminos en () sobre k es el espacio vectorial

kQ = kX
en el que se identifican sus elementos como combinaciones lineales de caminos, es decir
kQ = { Z aoa | X' es un subconjunto finito de X,a, € kVa € X'} ,
acX’

con el producto que definido en X como

oop [0 st =5(9)
0 sit(a) £ s(B)

se extiende al resto de k(@) lineal y distributivamente.

Cabe observar que en general k() no es un anillo, ya que no tiene unidad a menos que
(@ tenga un numero finito de vértices, como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.43. Si k un campo y Q) es un carcaj, entonces kQ es un anillo si y
solo si ) tiene un numero finito de vértices.

Demostracion. Por construccién, para probar que AQ) es anillo basta probar que tiene

elemento identidad, el cual es 14 = >2;cq, €:- La demostracion se puede consultar en
[ASS06]. O]

Ejemplo 1.44. Si k es un campo y () el siguiente carcaj

wElom

entonces kQ = k(x,y), donde k (z,y) denota al anillo de polinomios sobre k con
variables no conmutativas x,y; y si I es el ideal de kQ) generado por ajas — asayq,
entonces kQ/I = klx,y|.
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1.7 Ejemplos y construcciones usuales de anillos

Ejemplo 1.45. Si k es un anillo conmutativo y @) es el carcaj

entonces si I es el ideal de k@ generado por el conjunto {ajas, asaq}, se tiene que
kQ/T = My(k).

1.7.3. Anillos de grupos

Definicién 1.46. Sea A un anillo conmutativo y (G, ) un grupo con elemento neutro
e. Bl anillo de grupo G sobre el anillo A es el A-médulo libre AG = A(@) en el que se
identifican sus elementos como combinaciones lineales de elementos de G, es decir

AG = {Z agg | X es un subconjunto finito de G, a, € AVg € X} ,

geX

con el producto

(z agg> (z bhh) Y S

geXx heY gEX heY

AG es un anillo con elemento unitario 14e.

Ejemplo 1.47. Si (G, ") & (Zy,+) y k es un campo, entonces kG = k[z]/ (x?).
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2. Descomposiciones de anillos

Si un anillo se descompone como suma directa de grupos abelianos, entonces se puede
obtener informacion de este anillo a partir de estos sumandos directos. El objetivo de
éste capitulo es presentar algunas descomposiciones clasicas que seran de utilidad mas
adelante.

Se inicia la discusion definiendo los elementos idempotentes y se expone la relacion
entre las descomposiciones de un modulo como suma directa finita de submodulos y
los idempotentes de su anillo de endomorfismos.

Ya con esta herramienta, es sencillo presentar resultados clasicos en la teoria de anillos
como la descomposicion en bloques, que descompone un anillo como producto de anillos
conexos y el teorema de Wedderburn-Artin que describe la estructura de los anillos
semisimples.

2.1. Idempotentes

En 1870 se publicé la obra “Linear associative algebra” del matematico Benjamin
Peirce, donde se aborda el estudio de las algebras asociativas con unidad, encontrando
una relacién entre los elementos idempotentes de las algebras y las descomposiciones
de éstas.

En esta seccion se siguen sus pasos definiendo los elementos idempotentes de un anillo
y se exponen propiedades de éstos.

2.1.1. Conceptos basicos

Definicién 2.1. Sea A un anillo. Se dice que e € A es idempotente si e? = e. Si
ademas e pertenece al centro del anillo, es decir ea = ae para toda a € A, entonces se
dice que e es un idempotente central.

Observacion 2.2. Si e es un idempotente, entonces 1 — e también es idempotente. Mas
aun, si e es central, entonces 1 — e también lo es.
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Capitulo 2 Descomposiciones de anillos

Es inmediato de la definicién que todo anillo tiene elementos idempotentes, ya que 1
y 0 lo son. A un idempotente distinto de 0 y 1 se le llamara idempotente no trivial.

Si e es un idempotente distinto de 0, entonces se cumple que eAe es un anillo con las

operaciones de A restringidas a eAe, con neutro aditivo 0 = e0e y unidad e = ele.

Proposicién 2.3. Sea A un anillo. Sie € A es un idempotente distinto de 0, entonces
eAe es un anillo. Y dados M un A-mddulo derecho y N un A-modulo izquierdo, se
tiene que Me es un eAe-modulo derecho y eN un eAe-maodulo izquierdo.

Demostracion. Sea M un A-médulo derecho. Para cada ze € Me, ze(e) = ze, y
debido a que M es un A-médulo, para todo me,ne € Me y eae, ebe € eAe se cumple
lo siquiente

(a) me(eae + ebe) = meae + mebe,
(b) (me + ne)eae = meae + mebe,
(c) me(eacebe) = (meae)ebe.

En consecuencia Me es un eAe-modulo derecho. Anédlogamente se prueba e/N es un
eAe-médulo izquierdo. O

Si ademas e es un idempotente central, entonces todo grupo abeliano M admite estruc-
tura de eAe-moédulo derecho siy s6lo si M es un A-médulo derecho tal que M (1—e) = 0.

Para probar la necesidad se observa que eAe = Ae = eA debido a que e es central, y
se considera la funciéon 7 : A — eAe definida como 7(a) = eae = ea para toda a € A.
Claramente

(1) = e,
7(a +b) = eae + ebe = 7(a) +7(b) y

T(ab) = eabe = eeabe = eaebe = (eae)(ebe) = 7(a)7(b),

por lo que 7 es un morfismo de anillos que claramente es suprayectivo, cuyo ntcleo es
Ker(7) = (1 —e)A(1 — e) ya que ex = 7(x) = 0 si y sélo si

r=ex+(l—exz=(1—-ez=(1-e)z(l—e¢).

De manera que, si M es un grupo abeliano que admite estructura de eAe-mddulo
derecho, la representacién asociada ¢ : eAe — End (M) induce un morfismo de anillos
¢t : A — End(M) el cual confiere al grupo M una estructura de A-médulo tal que
M(1—e)=0yaquel—eeKer(r).

Reciprocamente, si M es un A-mddulo derecho tal que M(1 — e) = 0, entonces se
cumple que m = me + m(1 — e) = me para todo m € M, es decir M = Me, y asi M
admite estructura de eAe-modulo por la Proposicion 2.3.
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2.1 Idempotentes

Mas aun, si M y N son grupos abelianos que admiten una estructura de e Ae-moédulos a
la derecha, entonces también son A-médulos derechos y Hom 4(M, N) = Home (M, N).
En efecto, es claro que Hom 4 (M, N) € Homa.(M,N) y si f € Homa.(M, N), enton-
ces para todo a € Ay m € M se tiene que

f(ma) = f(meae) = f(m)eae = f(m)a,
ya que si (1 —e) = 0 se cunple que
za = x((1 —e)a + eae + ea(l — e)) = weae,

por lo que ma = meae y f(m)a = f(m)eae. Por lo tanto, f € Hom4(M, N).

Se ha probado el siguiente resultado.

Proposicién 2.4. Sea A un anillo y e # 0 un idempotente central de A. Se cumplen
los siguientes condiciones.

(a) Existe un morfismo suprayectivo de anillos g : A — eAe cuyo nicleo es el anillo

(1—e)A(1—e).

(b) Un grupo abeliano M admite estructura de eAe-mddulo derecho si y sélo si M
es un A-modulo derecho tal que M(1 —e) = 0.

(¢) Sean M y N eAe-mddulos derechos, entonces Homa (M, N) = Homea.(M, N).

En la demostracién anterior se usé implicitamente el hecho de que 14 = e+ (1 —¢€) y
que e(1—e) = 0. Dichas propiedades se pueden generalizar y se definen a continuacién.

Definicién 2.5. Sea A un anillo.
= Se dice que dos idempotentes e y f son ortogonales si ef =0 = fe.

= Si la unidad del anillo se expresa como una suma finita de idempotentes ortogona-
les dos a dos, es decir, 14 = e; +...+¢, donde ¢; es idempotente y e;e; = 0 = ¢je;
para todo i # j, entonces a dicha expresion se le llama una descomposicion de
la unidad.

Observacion 2.6. Si ey f son idempotentes ortogonales, entonces e+ f es idempotente.

Ejemplo 2.7. Sea k un campo. Si A = M, (k) entonces todo elemento idempotente de
A es de la forma S~'DS donde S es una matriz invertible y D = (a;;) es una matriz
diagonal tal que a; = 0 6 1 para toda i € {1,...,n}. En efecto, si FE es una matriz
idempotente se tiene que E? — E = 0, lo que implica que el polinomio p(z) = z(z — 1)
anula a F. Esto muestra que el polinomio minimo mg(x) de E divide a p(x). Se tienen
entonces 3 casos mp(r) = x, mg(x) =x — 1 6 mg(z) = p(z). Si mp(zr) = z, se sigue
que £ =0.Simg(z) =2 —1, se tiene que £ = 14. Y si mg(z) = z(x — 1), entonces E
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Capitulo 2 Descomposiciones de anillos

es diagonalizable y sus valores propios son 0 y 1, lo que implica que existe una matriz
invertible S tal que S™'ES = D es una matriz diagonal cuyas entradas en la diagonal
son iguales a 0 6 1.

Ejemplo 2.8. Sea A = My(Z).

e (o8) (o) (6 7)

es una descomposicién de la unidad.

Ejemplo 2.9. Sea A = Mj3(Z). Si

o O

100 10 000
e=|000]|,f=]01 vg=|0 10|,
000 0 0 00 1

e}

entonces e y g son idempotentes ortogonales, pero f y g son idempotentes no ortogo-
nales.

Ejemplo 2.10. Dado un carcaj @ = (Qo, @1, s,t) y un campo k. Se construye el dlge-
bra de caminos k() como se defini6 en 1.42. Los caminos triviales de k() son idempoten-
tes. Mas aun, dados 1, 57 € ), vértices distintos, los caminos triviales correspondientes
e; y e; son ortogonales ya que s(e;) # t(e;). Por lo que si @) tiene un nimero finito de
vértices, 1 = 3", €; es una descomposicién de la unidad de £Q).

Ejemplo 2.11. Dado un campo K y n € N se considera el anillo de matrices M, (k).
Si By, = (a;j) es la matriz cuyas entradas son

0 siij
CLij: 0 Sl]zl#k
1 sij=i=k

donde k € {1,...,n}, entonces Ej es un idempotente no central.

Ejemplo 2.12. Sean k£ un campo, G un grupo y H un subgrupo finito de G. Si
N =2 g4en g, entonces

=Y gh=> > t=|H|n

geH heH gEH teH

Por lo tanto, si la caracteristica de k no divide a |H|, se sigue que

1

h=—n
| H|
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2.1 Idempotentes

es un elemento idempotente de kG. Méas ain, h es central si y solo si H es un subgrupo
normal de G. En efecto, h es central si y solo si xh = hx para todo x € G, lo que es
equivalente a que

_ —1_
] oo = el S o = e == S

geH geH geH

para todo z € G, lo cual es cierto si y sélo si zgz~! € H para todo g€ Hy x € G, es
decir H < G. En particular, tomando GG como el grupo dihédrico

D2n:<r,s|r":szzl, ’r’szsr*l>,

se tiene que el elemento %Zﬁzl r* es un idempotente central de kG siempre y cuando
n sea distinto de 0 en k.

Las descomposiciones de la unidad son importantes ya que permiten descomponer
un médulo como una suma directa finita de grupos abelianos. Dicho procedimiento se
expone en la siguiente seccién. Pero antes de abordarlo es necesaria una ligera discusion
sobre el grupo de morfismos de ciertos modulos.

2.1.2. Idempotentes y grupos de morfismos

Se sabe que dados M y N A-médulos, el conjunto Hom (M, N) es un grupo abe-
liano. En esta subseccién se dan algunas condiciones sobre M y N de manera que
Hom (M, N) admita estructura de médulo.

Para cada A-mo6dulo derecho M y cada idempotente e € A, se tiene que los elementos
de Homy(eA, M) estan determinados de manera tinica por su imagen en e. En efecto,
se tiene que para todo ea € eAy f € Homa(eA, M), f(ea) = f(e)a, por lo que f estd
determinado por f(e). Ahora, si m = f(e) se tiene que

m = f(e) = flee) = f(e)e = me,

por lo que f(e) € Me. Esto define una funcién ¢ : Homy(eA, M) — Me dada por
W(f) = f(e) que claramente es un morfismo de grupos.

Ademaés, f(e) =1(f) = 0siysolosi f =0, por lo que ¢ es inyectiva; y dado me € Me
se tiene que la funcién definida como f(ea) = mea es un elemento de Homy(eA, M)
ya que

f(ea + eb) = m(ea + eb) = f(ea) + f(eb),

por lo que se tiene un elemento f € Homy(eA, M) tal que ¥(f) = me. Por lo tanto, 9
es un isomorfismo de grupos.
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Capitulo 2 Descomposiciones de anillos

Maés aun, considerando la estructura de A-modulo izquierdo de A, se tiene por la
Proposicién 2.3 que eA es un e Ae-mddulo izquierdo. De manera que la Proposicién 1.10
implica que Homy4(eA, M) es un eAe-mddulo derecho al igual que Me. De manera que
1 es un isomorfismo de eAe-modulos derechos, ya que

U(feae) = (feae)(e) = f(eae) = f(e)eae = (f)eae

para todo f € Homy(eA, M) y eae € eAe.

En particular, si se toma M = eA, por la discusion anterior se tiene que existe un
isomorfismo de moédulos ¢ : Enda(eA) — eAe, que ademdas cumple

(fg) = fg(e) = fleg(e)) = fle)gle) = ¥(f)v(g),

(1) = 1(e) = e = Leae-

Por lo que ¥ es un morfismo de anillos.

Proposiciéon 2.13. Sean A un anillo, M un A-mdodulo derecho y e un idempotente
de A. Existe un isomorfismo de eAe-mddulos derechos Homa(eA, M) = Me, y un
isomorfismo de anillos Enda(eA) = eAe.

En particular, si en el resultado anterior se toma e = 1 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.14. Sea A un anillo. Eziste un isomorfismo de A-mddulos derechos
Hom (A, M) = M y un isomorfismo de anillos Ends(A) = A.

Ahora, si se tiene un A-médulo izquierdo N, entonces de la misma manera se puede
definir un morfismo ¢ : Hom4(Ae, N) — eN definido como ¢(f) = f(e), que resulta ser
un isomorfismo de eAe-modulos izquierdos. Y mas aun, se puede probar analogamente
que si se toma N = Ae, entonces ¢ : End(Ae)”” — eAe es un isomorfismo de anillos.

Se tienen entonces los siguientes resultados.

Proposiciéon 2.15. Sean A un anillo, N un A-maodulo izquierdo y e un idempotente
de A. Eziste un isomorfismo de eAe-mddulos izquierdos Homy(Ae, N) = eN, y un
isomorfismo de anillos End4(4Ae) = eAe. En particular, tomando e = 1 se tiene que
existe un isomorfismo de A-maodulos izquierdos Homa(4A,4 N) =4 N y un isomorfismo

de anillos End(4A) = A.

Los resultados anteriores se pueden generalizar considerando el grupo de morfismos
entre dos médulos de tal manera que uno admita una estructura de bimédulo. La
siguiente proposicion contiene el estudio de dichos casos.

Teorema 2.16. Sean A, B y C anillos. Sie € Ay f € B son elementos idempotentes
se cumplen los siguientes enunciados.
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St M es un A-C' bimddulo y N es un C' mdodulo derecho, entonces existe un
isomorfismo Homg (e M, N) = Homg (M, N)e de B-eAe bimddulos.

Si M es un C modulo derecho y N es un B-C' bimddulo, entonces existe un
isomorfismo Home (M, fN) = f Home(M, N) de fBf-A bimddulos.

Si M es un A-C' bimodulo y N es un B-C' bimddulo, entonces existe un isomor-
fismo Homeg(eM, fN) = fHome(M, N)e de fBf-eAe bimddulos.

Si M es un C-A bimédulo y N es un C' mddulo izquierdo, entonces existe un
isomorfismo Homg(Me, N) = e Homg (M, N) de eAe-B bimddulos.

Si M es un C-modulo izquierdo y N es un C-B bimodulo, entonces existe un
isomorfismo Home (M, N f) = Home (M, N)f de A-fBf bimddulos.

Si M es un C-A bimodulo y N es un C-B bimddulo, entonces existe un isomor-
fismo Homg(Me, N f) = eHome (M, N)f de eAe-fBf bimodulos.

Demostracion. Se probaran los puntos (a), (b) y (¢). La prueba de (d), (e) y (f) es
analoga.

(a)

(b)

Si M es un A-C bimédulo y N es un C' mddulo derecho, entonces por las
Proposiciones 1.10 y 2.3 se tiene que Homeg(eM, N) y Home (M, N)e
son B-eAe bimédulos. Luego, se considera la funcion ¢ : Home(M, N)e —
Home(eM, N) que a cada he € Home (M, N)e le asigna la restriccion he|eps,
es decir

¢(he)(z) = he(ex) = h(ex).
Se tiene entonces que
¢(he + ge)(x) = h(ex) + g(ex) = ¢(h)(z) + ¢(g)(x),
¢(b(he)eae)(x) = (b(he)eae)(ex) = eaeh(ex)b = (eaep(h)b)(x),
¢(1she)(x) = h(ex) = ¢(he)(x),
d(heleae) = h(ex) = ¢(he)(z).

Por lo tanto, ¢ es un morfismo de bimédulos. Y ademés h(ex) = ¢(he)(x) = 0
para toda x € M si y solo si he = 0, por lo que ¢ es monomorfismo. Y dado
g € Home(eM, N) se tiene que ¢(h) = g, donde h(x) = g(xe). Por lo que ¢ es
un isomorfismo.

Si M es un C-médulo derecho y N es un B-C bimédulo, entonces por las
Proposiciones 1.10 y 2.3 se tiene que Hom¢ (M, fN) y f Home (M, N) son fBf-A
bimédulos. Luego, notando que para todo fh € f Homg (M, N) el contradominio
de fh esta contenido en fN, se sigue que la funcién

¢ : fHome(M, N) — Home (M, fN)
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Capitulo 2 Descomposiciones de anillos

definida como ¢(fh)(z) = fh(x) es un morfismo de bimdédulos. Ademas es claro
que ¢ es monomorfismo. Y dado g € Homg (M, fN) se tiene que ¢(h) = g, donde
h(z) = g(z). Por lo que ¢ es un isomorfismo.

(c) Se sigue de los incisos anteriores.

2.2. La descomposicion de Peirce

En esta seccion se prueba que cada descomposicion de la unidad del anillo induce
una descomposicion del anillo como suma directa de ideales derechos y como suma
directa de ideales izquierdos, y reciprocamente si el anillo se descompone como una
suma directa de ideales, entonces dicha descomposicion induce una descomposicion de
la unidad. Dichas descomposiciones se les llamaran descomposiciones de Peirce, las
cuales jugaran un papel importante en los siguientes capitulos.

2.2.1. Descomposicion de Peirce de un anillo

Un primer paso para llegar a las descomposiciones de un anillo es considerar las descom-
posiciones de un moédulo. Esta seccién expone la relacion entre las descomposiciones
de un moédulo y las descomposiciones de la unidad del anillo de endomorfismos del
modulo.

Sea M un A-modulo derecho que se descompone como suma directa finita de sub-
modulos M = M; & ... & M,,. Cada m € M se expresa de manera tnica como una
suma m = Y. m;, con m; € M,. Considérense las proyecciones e inclusiones naturales
7o M — M; y n; : M; — M respectivamente; entonces p; = n;m; € Ends(M) para
toda i€ {1,...,n}.

Para cada i € {1,...,n} se tiene que p;(m) = m;, donde m = > m; es un elemento
arbitrario de M. Asi, para toda pareja i,j € {1,...,n} con i # j se tiene que
pipj(m) = pi(m;) = 0= pj(m;) = pjpi(m),
pi(m) = pi(pi(m)) = pi(mi) = m; = pi(m) y
m=my+ ...+ my = p1(m) + ... + pp(m)
para toda m € M, por lo que p? = p;, pip; =0y 1y = p1 + ... + po.

Se ha probado entonces que una descomposicion de un moédulo M como suma directa
finita de submoddulos induce una descomposicion de la unidad de su anillo de endo-
morfismos. Reciprocamente, si existe una descomposiciéon 1 =e; + ... +¢,, donde 1 es
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la unidad de End4(M), se tiene que
M=1M=(e;+..+e,)M =M, + ...+ M,

donde M; = Im(e;). Y si z€ M; N Y, My, entonces x = e;(m) = >, €;(m;), por lo

que
z=ei(m) = ¢j(m) =e; ) ej(my) =) eiej(m;) = 0.
J#i J#i
Por lo tanto, se ha obtenido una descomposicion M = M; & ... & M,,.

Se ha probado el siguiente resultado.

Proposicién 2.17. Sea A un anillo. Dado M un A-mdédulo derecho, existe una biyec-
cion entre las descomposiciones de M como suma directa finita de submodulos y las
descomposiciones de la unidad de Ends(M).

Observacion 2.18. Noétese que la discusion anterior también es valida para moédulos
izquierdos.

Ahora, sean M un A-médulo y B = Ends(M). Debido a que B es un subanillo de
End (M), existe una inclusién de anillos ¢ : B — End (M), lo que implica que M es un
B-médulo izquierdo por el lema 1.3.

A continuacion se busca aprovechar el resultado anterior para encontrar una descom-
posicién de la unidad de Endg(pM) que induzca una descomposicion ttil de M como
B-médulo izquierdo. Para ello, se observa que si a es un elemento de A, entonces la
funciéon f, : M — M definida como f(m) = ma es un endomorfismo de grupos abe-
lianos, y mas atn, es un morfismo de B-médulos izquierdos. En efecto, si ¢ € B y
me M

falgm) = g(m)a = g(ma) = g(fo(m)),

por lo que f, € Endg(M) para todo a € A. Ademads, dados a, b € A se tiene que
fo+ fo= faov ¥ fofa = fa- Por lo que si a es idempotente, f, también lo es, y si a y
b son idempotentes ortogonales, entonces f, v f, también lo son.

En consecuencia, una descomposicién de la unidad 14 = e; + e5 + ... + 5 induce una
descomposicién 1y, = fi = fo, + ... + fe. de la unidad de Endg(M), lo que induce a su
vez una descomposicion de M como suma directa de B-submodulos izquierdos

M =f.M® .. fe, M =Me, ®Mey ® ... & Me,.

Esta descomposicién recibe el nombre de descomposicion de Peirce por la derecha de
M.

Anélogamente, si M es un A-modulo izquierdo, entonces es un modulo izquierdo sobre
C' = Enda(aM) y se le puede descomponer como

cM=etM©®..Pe,M.
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Proposicién 2.19. Sea A un anillo y 14 = ey + ... + e, una descomposicion de la
unidad.

= Todo modulo derecho M se descompone como suma directa de grupos abelianos
M= Mei®...® Me, y cada grupo Me; es un mddulo izquierdo sobre End s (M).

» Todo modulo izquierdo M se descompone como suma directa de grupos abelianos
M=eM®..®e,M y cada grupo e;M es un mddulo derecho sobre End (M )°P.

Ahora, si se consideran A4 y 4A, los A-mddulos regulares derecho e izquierdo del
anillo, de la Proposicién 2.19 se obtienen las siguientes descomposiciones.

Definicién 2.20. Sea A un anillo con una descomposicién de la unidad 1 = e;+...4¢,.

= La descomposicion A = et AP ... ® e, A recibe el nombre de descomposicion de
Peirce a la izquierda.

s La descomposicion A = Ae; & ... ® Ae,recibe el nombre de descomposicién de
Peirce a la derecha.

Por lo tanto, una descomposicion de la unidad del anillo induce una descomposicion
de éste como suma directa finita de ideales derechos y también como una suma directa
finita de ideales izquierdos.

Reciprocamente, cada descomposicion del anillo como suma directa finita de ideales
derechos ¢ izquierdos induce una descomposicion de la unidad. Mas aun, siempre que
se tenga una descomposicion Ay = @,cx J; con J; # 0 para toda ¢ € X, se tiene que
X es finito y esta descomposicién induce una descomposiciéon de la unidad 1 = Y,y €;
tal que J; = e; A para toda i € X.

En efecto, 1 € A por lo que existe una expresion tnica 1 = >,y o; con Y C X finito
y «; € J;\{0} para toda i € Y. Y para toda j € Y se tiene que

a; = (D a)ay =) aiay,
€Y €Y

lo que implica que ajz- = «; para toda j € Y y aya; = 0 para toda @ # j en Y. Por lo
tanto, 1 = Y,cy a; es una descomposicion de la unidad. Luego, si se supone que X\Y
no es vacio, existe x € J;, para algin k € X\Y’; pero en tal caso

r= (Tajr= Y ow=0

iy i€y
yva que «o;z€ J;, lo que implica que J; = 0 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
X=Y.

Por dltimo si x € J;, entonces x = >, x a;x, por lo que x = o,z ya que a;x € J;. Lo
que implica que J; = o; A para toda i € X.

Se tiene entonces el siguiente resultado.
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Proposicién 2.21. Sea A un anillo. Si Ay = @icx Ji, entonces X es finito y la
expresion unica 14, = >.e; con ¢; € J; es una descomposicion de la unidad tal que
JZ’ = el-A.

Es sencillo entonces deducir lo siguiente.

Proposicién 2.22. Sea A un anillo. Existe una biyeccion entre
(a) las descomposiciones de la unidad de A,
(b) las descomposiciones de la unidad de End4(A),
(c) las descomposiciones de A como suma directa de ideales derechos y
)

(d) las descomposiciones de A como suma directa de ideales izquierdos.

Demostracion. Notando que una descomposicion de la unidad de A es una descompo-
sicion de la unidad de A se tiene por las Proposiciones 2.21 y 2.17 que las descom-
posiciones de A como suma directa de ideales derechos 6 izquierdos estan en corres-
pondencia biyectiva con las descomposiciones de la unidad de End4(A). A su vez, las
descomposiciones de la unidad de End4(A) estédn en correspondencia biyectiva con las
descomposiciones de la unidad de A por la Proposicién 2.14. O]

Ahora, dada una descomposicion de la unidad 14 = e; + ... + ¢, cada sumando e; A de
la descomposicion de Peirce a la derecha inducida es un A-moédulo derecho, por lo que
la descomposicion de la unidad induce una descomposicion de grupos abelianos por la
Proposicion 2.19.

e, A=re;Ae; @ ... De;Ae,

Procediendo de la misma manera con cada sumando de la descomposicion de Peirce
a la derecha, se llega a que una descomposicion de la unidad 1 = e; + ... + ¢, de A
induce una descomposicion de grupos abelianos

A = @(@ eiAej) = @ 61‘146]‘.
=1 j=1 i,7=1

Dicha expresion es conocida como la descomposicion de Peirce del anillo 6 descompo-
sicién de Peirce bilateral.

Teorema 2.23. 57 existe una descomposicion de la unidad 1 = e; + ... + e5 de un
anillo A, entonces el anillo se descompone como la suma directa de grupos abelianos
A= @ijl eiAej.

Observacion 2.24. Cada sumando e;Ae; admite estructura de e; Ae;-e;Ae; bimédulo.
En efecto, por la Proposiciéon 2.3 e;Ae; es un grupo abeliano que admite estructura
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de e;Ae;-moédulo derecho y e;Ae;-médulo izquierdo, y dados z € e;Ae;, y € e;Ae; y
z € ejAe; se tiene que z(yz) = (zy)z, por lo que e;Ae; es un bimddulo.

Ademas, claramente se cumple que (e;Ae;)(ejAey) C e;Aey paratodoi, j, k € {1,...,n},

y (eiAe;)(exAe;) = 0 para todo j # ky j,i,k,l € {1,...,n}.

Las descomposiciones de Peirce son ttiles para estudiar la estructura de un anillo de
forma separada. Para ello se pueden relacionar los ideales del anillo eAe con los de A
de la siguiente manera.

En general un ideal derecho I de eAe no es un ideal derecho de A. Pero se puede
considerar el ideal

IA:{Zniai]meN, n; €1, a; € A}.

i=1
Cabe notar que
TA=1(eAed () =leAead IC =18 IC,

donde C =eA(l —e) @ (1 —e)Aed (1 —e)A(1 —e).

Enconsecuencia, si se tienen dos ideales derechos I y J de eAe tales que 1A = JA,
estoes JOJC =1®IC, pero I,J CeAee IC, JC C C, entonces como A = eAed C
se tiene que [ = J e IC' = JC.

Proposiciéon 2.25. Dado A un anillo con un idempotente e, si I y J son ideales de
eAe tales que TA = JA, entonces [ = J.

2.2.2. Representacion matricial de un anillo
Dado un anillo A, si se tiene una descomposicion de la unidad 14 = e; + ... + ¢, la
descomposicion de Peirce inducida permite una interpretacién de A en forma matricial.
Sean a y b elementos de A. Utilizando la descomposicion de Peirce se tiene que
n n
a = Z Clz‘jyb: Z bij;
t,j=1 4,j=1
donde a;; = e;ae; y b;j = e;be; para toda i,j € {1,...,n}. Por lo que
n n n n n
a+b= Y a;+byyab= 7Y > awby= Y > aunby,
ij=1 ij=1k,t=1 ij=1k=1

ya que si k # t, entonces a;;by; = e;aegebe; = 0.
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Por lo tanto, si se considera el conjunto

a1 a2 ... Qi
a21  A22
X = . | [ S eiAej s
ap1 .- - QApn
y se definen las operaciones
aiy ... Qip bii ... by air +bu ... ai, + by
+ = : ;
Qn1 Qpn bnl bnn Qn1 + bnl Qpn + bnn
n n
aipn ... Qin by ... b, iy by oo 2 b
: = : ' ;
n n
anl Ann bnl bnn Zi:l am'bil Zi:l anibz’n

es sencillo probar no sélo que X es un anillo, sino que X y A son isomorfos mediante
el morfismo ¢ : A — X definido como

elae; ... ejae,

¢(a) =

enae entn

Por esto en general A se identifica con el anillo X, y se suele escribir

A11 A12 e Aln
A= X = A'Zl A22 :
An ... Ann

Este procedimiento es especialmente til cuando se considera el anillo de endomorfis-
mos de un moédulo M cuando éste se descompone como suma directa finita de submo-
dulos M = M, & ... & M,,. En tal caso por la Proposicion 2.17 la descomposicién de
M induce una descomposicion de la unidad 1,; = p; + ... + pn, con la cual

Biy Bz ... B
EndA(M) _ 3‘21 Bao ' : :
B ... B,
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donde B = End4 (M) y Bi; = piBp;.

Ahora, recordando la Proposicién 2.16, se tiene que

piBp;j = pi Enda(M)p; = Homu(p; M, piM) = Homa(Mj, M;).
Por lo tanto, si
011 Ce Cln
¢ = DT
Coi ... Cup

donde C;; = Homu(M;, M;), entonces fi;f;r € Homa(My, M;) para todo f;; € Cj; vy
fix € Cji, por lo que las operaciones

fir o fin g1 .- Gin futgu - fintgm
S + o = : ;

fnl fnn gn1 Gnn fnl + gn1 fnn + Gnn

Jiu oo fin gii .-+ Gin Yo g - 2 fiGin

fnl fnn gnl gnn Z?:l fmgzl E?:l fnzgm

estan bien definidas. Es entonces sencillo demostrar que con estas operaciones C' es un
anillo, y ademas que C' es isomorfo a B. Por lo que en general End4(M) se identifica
con el anillo

EIldA(Ml) HOI’IlA(Mn,Ml)

HOIHA(Ml,Mn) EndA(Mn)

Se puede generalizar aiin mas esta idea para expresar como matrices los morfismos
entre dos mdédulos que se descomponen como suma directa finita de submddulos.

En efecto, considérense dos médulos M y N. Es sencillo probar que W = Hom 4 (N, M)
es un End4(M)-End4(N) bimédulo. Por lo que si

M=M®..&M, vy N=N,D..D N,
se tienen descomposiciones de la unidad
TEndaay =1+ o + 0 Y lEndav) = 71+ oo + Ty

con las que, tras hacer la descomposiciéon de Peirce a la derecha a los sumandos de la
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descomposicion de Peirce a la izquierda de W se obtiene la descomposicién

Hom (N, M) = @ p; Hom 4 (N, M)T @ Hom 4 (N;, M;).
i,7=1 i,7=1

Ya con esta tltima expresion se tiene que Hom 4 (N, M) es claramente isomorfo al grupo
de matrices cuyas entradas son los elementos de Hom4(N;, M;). Explicitamente, si

Hom (N1, My) ... Hompu(N,,, M)
Homy (N1, M,) ... Homyu(N,,, M,)

existe un isomorfismo x(n,a : Homa (N, M) — L definido como

mfn o T,
xv,n(f) = : : )
anni e ann;n

donde m; : M — M; y 7; : N — Nj son las proyecciones canénicas y n; : M; — M
y n; : N; = N las inclusiones canénicas. La relevancia de este isomorfismo es que se
pueden identificar los morfismos entre médulos como matrices, y como tales no solo
se pueden sumar, sino ademas se pueden componer utilizando el producto usual de
matrices.

En efecto, suponganse M y N con las descomposiciones anteriores y H = H; @ ... H;,
y considérense f € Homa(N, M)y g € Homa (M, H), entonces

Jiu oo S gir .- Ggnl

fln fmn git --- YGnt
con m; fn. = fi; € Homa(N;, M;) vy ©lgni, = grs € Homu(My, Hs) donde ©” : H — H,
es la proyeccion canoénica. Operando como matrices se tiene que

fir oo fo gi1 ... Gni Z?:19i1f1¢ Z?:lgilfmi

fin oo fom git - Gnt S Gifii o iy Gitfmi

mientras que operando normalmente se tiene que

n,t m,n t n o m n t m
gf = (D mgn) (D mifn) =0 > whgmemen; =D YD Grsfiks
k,s=1 7,7=1 s=1k=11i=1 k=1s=11i=1
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por lo tanto se tiene que X (v, (9.f) = Xar,m) (9)X (w00 (f).

De la discusion anterior se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.26. Dados maodulos que se descomponen como suma directa finita de
submodulos, los morfismos entre éstos se pueden expresar, Sumar y cOMPONET COMO
matrices cuyas entradas son morfismos entre los sumandos de dichos modulos. En
particular, si M = M, & ... & M,,, entonces existe un isomorfismo de anillos

End (M) Hom(Ms, My) ... Homyu(M,, M)

Hom 4 (M, M. End 4 (M-

End (M) = A(' 1, Ma) A(My)
Hom (M, M,) End,(M,)

Gracias a lo discutido en esta subseccion, de ahora en adelante se identificaran los mor-
fismos entre dos modulos como matrices siempre que sea de utilidad dicha expresion.

Por ultimo hace falta ver si es posible evaluar un morfismo como matriz. Si M y N
se descomponen como en la discusiéon anterior, entonces todo m € M se expresa de
manera inica como
n
m=Ym,
i=1

y para todo f € Homu (M, N) se tiene que
fm) =" pifpi(m) = > pifpi(my).
ij=1 ij=1
Ahora, identificando los elementos de M con los vectores de la forma

my

se tiene que

Ju o fm my > fumy
fm)=1 + - D= :
flm fnm mpy Zfznmz

De esta manera a cada morfismo se le puede asociar una matriz y operarlo como una.
Corolario 2.27. Si N = M™ | entonces Ends(N) = M,,(End(M)).
Corolario 2.28. Dado un anillo A. Ends(AM™)) = M,,(A).
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2.2.3. Anillos de matrices generalizadas

En la subseccién anterior se mostré cémo la descomposicion de Peirce induce una
representacion matricial de un anillo. Dicha representacion se sigue del hecho de que
si se tiene una descomposiciéon de la unidad 1 = ey + ... + e, entonces se descompone
al anillo como suma de grupos abelianos A = @;';_; M;;, donde M;; = e;Ae;, y tales
que con el producto del anillo admiten estructura de bimédulos, que ademas satisfacen
Miijk C My y Milecl =0siy 7é k para todo 7,7, k,l € {17 ,n}

Esta tltima propiedad permite definir una funcién e;Ae;-balanceada
¢Zk : Mij X Mjk — Mzk

como wfk(m, n) = mn, y por la propiedad universal del producto tensorial @Z),fk, induce un
morfismo de grupos ¢}, : M;; ® M, — My, para toda i, j y k tal que ¢}, (m®n) = mn.
Por lo que si se tienen z,y € A, su producto es igual a

ry = ( Z Tie) ( Z ?/ij) = Z (Z l’ktyij) = Z (Z l’ktytj) = Z ZSDZj(xkt ® ytj)a
k=1 ij=1 k=1 i,j=1 k=1 j=1 kt=1j=1

donde zy; = epxe; v yi; = eiye;. Luego, como el producto de A es asociativo, para
cualesquiera i, j,k,t € {1,...,n}, dados © € M;;, y € Mj; y z € My, se tiene que

Ph(1© @5z @y © 2) = Pz @ (g(y ® 2))) = 2(¢fily © 2)) = 2(y2) = (zy)z ¥

2(yz) = (zy)z = (¢h(z @)z = h(Ph(z®Y) ® 2) = Pl @ )(z @Y ® 2),
esto es ¢ (1® ¢k) = oh(pl, ®1).

Resumiendo, si A es un anillo con una descomposicion de la unidad 1 = e + ... + e,
entonces existe una descomposicién de grupos abelianos A = @ijl M;;, tal que M;;
es anillo para toda i € {1,..,n} y M;; es un M;-M;; bimédulo para cualesquiera
i,j € {1,...,n}, junto con una familia de morfismos {7}, : M;; ® My, — M }3 5 =1 que
cumple gp{t(l ® gaft) = gpft(gpfk ® 1) para cualesquiera i, j, k,t € {1,...,n}.

Reciprocamente, si A es un grupo abeliano con una descomposicion

donde M;; = A; es anillo para toda i € {1,....,n} y M;; es un A;-A; bimédulo para
cualesquiera i,j € {1,...,n}, junto con una familia de morfismos

X = {@gk c My @4, My, — My, | 4,5,k € {1,...,n}}
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tal que k(¢ ®1) = ¢, (1® ©%,) para todo i.j.k,t € {1,...,n}, es decir que conmuta
el siguiente diagrama,

1® ¢k,

M;; @ M, @ My Mi; @ My,
¢l ®1 O ol
M @ My P My

Pit

entonces A es un anillo con el producto definido como
.ﬁE” ym = Z Z xzk & yk] [Z QOZ (xik ® ykj)]
=1 k=1 k=1

para todo [z;;], [yi;] € A, donde [z;;] denota un elemento arbitrario >_7

ii—1Tij € A con
x;; € M;; para toda pareja (3, j).

En efecto, el producto es distributivo pues dados [x;;], [yi5], [2i;] € A arbitrarios se tiene
que

[2ij]([yi5] + [265]) = [is]lyis + 2i5] = [i: o (e @ (Ynj + 215)]

= D oli(@n ® yrg) + o (i ® 215)]

k=1
= D i ® yiy)] + D ol (win ® 215)]
k=1 k=1

= [zijllyis] + w5251,

y andlogamente

([ri5] + [yisDlzi5] = 25 + yisll2i5] = [an o (i + Yir) ® 2ij)]

k=1
= D oli(@n ® 2i5) + 0 (Yie © 25)]

k=1

k=1 =1

= [zijll2i5] + [yisl[2i5]-

De la misma manera el producto es asociativo pues dados [z;5], [yi;], [2i;] € A arbitrarios
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utilizando la distributividad y la propiedad de los morfismos de X se tiene que
[245)([yis][235]) = [s5] é%g Yir ® zij)] =[] g%g Yir ® zkj)]
= 2”: xw ‘Pz; (Yir ® zk])]

S% Tit @ <Pt] Yek @ 21;5))]

Z] 901,]@ Tit @ ytk) ® Zk])]

Il
= T\TM: i Mz i

] [ym]) [2i5].

Finalmente, 14, + ... + 14, = 1 claramente es la unidad del anillo pues dado [z;;] € A
se tiene que

1[z4] = [@Z:j(lAi ® xi5)] = [x45] = [‘ng(xz‘j ® 14,)] = [w45]1.

Por lo tanto, A es un anillo, y por como esté definido el producto es sencillo probar
que M;iMy, =05si j # ky M;;M;;, C M. Se tiene entonces el siguiente teorema.

Teorema 2.29. Un grupo abeliano A = @
cual

ii=1 Mij admite estructura de anillo en la

M T
MM €400

0 sij #k
para toda 1 j,k‘ t € {1,...,n} si, y sélo si, para toda terna i,j,k € {1,...,n} existen
morfismos @l : My; @ Mj, — My, tales que o (o), @ 1) = ¢, (1 ® ©%,) y que satisfacen
para cada (2], [yij] € A, que el producto es igual a

[zii][yis] = Z %J Tik @ Yrj)li ij=1"

A un anillo que cumpla con lo anterior se le llama anillo generalizado de matrices,
y recibe ese nombre porque se puede expresar como una matriz de n renglones y n
columnas, cuyas entradas del i-ésimo renglén y j-ésima columna son elementos de M;;.

Ejemplo 2.30. Dado un grupo abeliano A = @};_; M;;, donde (M;;);_; es una
familia de subgrupos, tales que M;, es un anillo A; y M,; es un A;-A; bimédulo.
Definanse ¢f, : Ay @ My, — My, v ©% : Mg, ® Ay — My, como el isomorfismo natural
y gofj : My, ® My; — M;; como el morfismo 0 si k # ¢ y k # j para toda cuaterna
k,s,i,5 € {1,...,n}. De manera que para cualesquiera i, k, s,t € {1,...,n} se tiene que
wi(eh ®1) = i (1 ® ¢}y) ya que
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(a) Sis #t, entonces 1 ® ¢f, =0y @5, =0 lo que implica que
Pi(i ® 1) = 0 = gl (1® ).

(b) Si s#k, entonces 1 ®@ 3, =0y ¢F ® 1 =0 lo que implica que
‘Pft(‘ﬁfs ®1)=0= @i‘ct(l ® Pry)-

(c) Sii# k, entonces ¢f =0y ¢F @1 =0 lo que implica que
Prleh ®1) = 0= ¢ (1® ofy).

(d) Sti=k=s=t @}(el, ®1) = (¢} ® 1) = ¥i;(1 ® &};) = Pl (1 @ ¢},).
Por lo tanto, por el teorema 2.29 los morfismos @fj inducen un producto con el cual

A es un anillo. A dicho producto se le llamara producto trivial de matriz generalizada,
con el cual los siguientes grupos son anillos.

k0 k klx] 7 Q Y/
k" k 0 klx] 0 Q Loy 7
También con este producto a todo A-mddulo M se le puede asociar el anillo

< EndO(M) ]\Z ) |

y a cualesquiera 4N y My se les puede asociar el anillo
AP M
N A )

Ejemplo 2.31. En general tomando un campo k, una k-dlgebra A, un A-mddulo
derecho M y un A-moédulo izquierdo N los grupos abelianos

() e (0 F)

son anillos con el producto trivial de matriz generalizada. A estos anillos se les llama
extensién por un punto de A y coextensién por un punto de A.

Ejemplo 2.32. Dado un campo k, se considera el grupo abeliano A = @;;_; M;;, con
M;; = k y M,;; = k[z] para toda j # i. Definanse gpgk : M;; @ My, — M;y, como el
isomorfismo natural si 7 # k, como el isomorfismo natural si ¢ = k = j, y si i = k pero
k # j como @ (p(z) @ g(x)) = p(0)g(0). Claramente (25, @ 1) = (18 ), por lo
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que los morfismos ¢, inducen un producto con el cual A es un anillo generalizado de
matrices.

2.3. Descomposicion en bloques

En esta seccién se buscan las condiciones para descomponer un anillo A como un pro-
ducto finito de anillos conexos. Dicha descomposicion se le conoce como descomposicion
en bloques.

2.3.1. Moébdulos inescindibles

Se ha probado que si se tiene una descomposicién de la unidad del anillo de endo-
morfismos de un modulo, entonces ésta induce una descomposicion del médulo como
suma directa finita de médulos. Sin embargo dichos sumandos podrian descomponerse
nuevamente. Lo que lleva a preguntarse como deben ser los idempotentes de dicha
descomposicion para que los sumandos no se puedan descomponer. El objetivo de esta
subseccién es responder tal pregunta.

Definicién 2.33. Se dice que un médulo es inescindible si sus tinicos sumandos directos
son 0y M.

Ejemplo 2.34. Si M = Z,» = Z/p*Z, entonces M es un médulo inescindible. En
efecto, por el teorema de correspondencia existe una biyeccién entre los submédulos
de M y los submédulos de Z que contienen a p?Z, pero el inico submdédulo que cumple
esta condicién es pZ, lo que implica que el iinico submoédulo de M es pM, y entonces
M es inescindible.

Recordando la Proposicion 2.17 se tiene que M es inescindible si y s6lo si End4(M) no
tiene descomposiciones no triviales de la unidad, por lo que tampoco tiene idempotentes
no triviales. Se tiene entonces el siguiente resultado.

Proposicién 2.35. Sea A un anillo y M un A-mdédulo. Los siquientes enunciados son
equivalentes.

(a) M es inescindible.

(b) Los idempotentes de Ends(M) son 0 y 1.
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(¢) Sily = f+g es una descomposicion de la unidad de End (M), entonces 1y = g
61y =f.

Lo anterior lleva a la siguiente definicion.

Definicién 2.36. Sea A un anillo. Se dice que un idempotente e distinto de 0 es
primitivo, si no puede ser expresado como suma de dos idempotentes no triviales
ortogonales. Es decir, e es idempotente primitivo si e = f + g con f y ¢ idempotentes
ortogonales implica que g =0 6 f = 0.

Observacion 2.37. Sie = f+ g con fy g idempotentes ortogonales, entonces ef = f
y fe = f, por lo que f = efe, y andlogamente g = ege. Se tiene entonces que toda
expresion e = f + g es una descomposicion de la unidad de eAe.

Es inmediato entonces de la Proposicién 2.35 y la observacion anterior que e es un
idempotente primitivo si y sélo si eA es inescindible. En efecto, por la Proposicion 2.13
Endy(eA) = eAe, por lo que las descomposiciones de la unidad no triviales de End 4 (e A)
inducen descomposiciones de la unidad no triviales de eAe, y viceversa. Esto muestra
que e se expresa como suma de idempotentes ortogonales no triviales si y sélo si eA
no es inescindible. Por lo que e es primitivo si y s6lo si €A es inescindible

Analogamente se puede probar que e es primitivo si y sélo si Ae es inescindible.

De manera que utilizando la Proposicién 2.35 se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.38. Sea A un anillo. Los siguientes enunciados son equivalentes para
un idempotente e € A.

(a) e € A es un idempotente primitivo.

(b) Los idempotentes de eAe son 0 y e.

(c) Ae es un A-mddulo izquierdo inescindible.
)

(d) eA es un A-mddulo derecho inescindible.

Ejemplo 2.39. Sea A un anillo sin idempotentes no triviales, por la proposiciéon an-
terior se tiene que A4 y 4 A son inescindibles ya que los idempotentes de A = 1A1 son
0Oy 1.

Ejemplo 2.40. La unidad de Z es un idempotente primitivo, por lo que Z es inescin-

dible.

Ejemplo 2.41. Endz(Q) no tiene idempotentes diferentes de 0 y 1, por lo que Q es
inescindible. En efecto, todo f € Endz(Q) esta determinado por f(1) ya que

1

Fym = (1),
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en concesuencia () = f(1)-L y entonces f(Z2) = f(1)2. Por lo tanto, f € Endz(Q) es
idempotente si y sélosi f(1) =16 f(1) = 0, por lo que Endz(Q) no tiene idempotentes
diferentes de 0 y 1.

Ejemplo 2.42. Sea A = Q[z,y]/ (zy). El anillo A no tiene idempotentes distintos
de 0 y 1. En efecto, los elementos de A son de la forma xp(x) + yq(y) + A con p,q
polinomios de una variable sobre Q y A € Q, por lo que si a = zp(z) + yq(y) + A es
un idempotente de A se tiene que

2°p(z) + 2xap(z) + y*¢*(y) + 22 yq(y) + X = o® = o = ap(x) + yq(y) + A,

lo que implica que p=q¢ =0y A =006 1. Por lo tanto, A4 es inescindible. Sin embargo,
rADyA es submddulo de A, por lo que existen modulos inescindibles con submédulos
no inescindibles.

Ejemplo 2.43. Sean A = Q[z,y] y Ma = A+ yA. Con el fin de mostrar que M es
inescindible, a continuacién se prueba que Ends (M) = A. En efecto, si f € End, (M),
considérese P(x,y) = f(x); se tiene que

P(x,y)y = f(x)y = f(oy) = f(y)z,

lo que implica que z divide a P(x,y), por lo que P(z,y) = zQ(x,y) para algin

polinomio @, y entonces f(y)z = zyQ(z,y) lo que implica que f(y) = yQ(z,y). De
esta manera se tiene que

F™y™) = f(x)ha" Y™ = Q(x, y) Aa"y™

fOa™y") = fy)ra™y" ™ = Q(x,y)Aa™y"
para todon >0, m >0y A € Q, por lo que es sencillo deducir que

f(R(z,y)) = R(z,y)Q(z,y)

para todo R(z,y) € M. Por lo tanto, todo endomorfismo de M estd dado por la
multiplicaciéon por un elemento de A, que claramente es la restricciéon de un morfismo
de End4(A). Y debido a que A es un dominio entero esto es suficiente para concluir
que

EndA(M) = EndA(A) = A

Luego entonces, A = End4 (M) es un dominio entero por lo que no tiene idempotentes
no triviales, lo que implica que M es inescindible. Por lo tanto, M es un modulo
inescindible tal que

M/ (zy) = vA/ (zy) © yA/ (vy) .

Es decir, este es un ejemplo de un médulo inescindible con un cociente no inescindible.
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Ejemplo 2.44. Sean k un campo y G un grupo finito. Por 2.12 a = ‘G| > geG g €s un
idempotente. Ademas, todo x € kG se expresa de manera tinica como = = 3 cx Agg
donde A\, € k para todo g € G. Ahora,

oar = |G’Zg Z)\hh |G’ZZAhgh ]G] Z)\h Zg Z)\h)a

geqG heG ge€G heG heG geG heG

por lo que aeA es el espacio vectorial generado por «, de manera que dimy A =1, lo
que implica que aA es inescindible ya que no se puede descomponer por ser un espacio
vectorial de dimensiéon 1. Por lo tanto, a es un idempotente primitivo.

Ejemplo 2. 45. Sean k un campo y G = Ds,. Por 2.12 los elementos o = %Z?:l rty

b= ; 2 | 5" son idempotentes centrales de kG. Asi que akGa = akG y

1 2

—Xn:r’ s') L (zn:ri—irzn:ris) — Z q,

i=1 i—1 2n i i—1 N Doy

3
[\D\r—k

por 2.12 a8 es un idempotente de akG distinto de 0 y «, por lo que « es un idempotente
no primitivo.

Ejemplo 2.46. Sea A = Z). Es sencillo mostrar que todo elemento de A es un
idempotente. Por otro lado, I = Z;N) es un ideal bilateral de A, y todo elemento del
anillo A/l es un idempotente no primitivo. En efecto, se identifican los elementos de

A como funciones o : N — Z5 y se considera el soporte de dichas funciones

supp(a) = {n € N | a(n) # 0}.

Six=a+1 € A/ es distinto de 0, el soporte de « es infinito y numerable, por lo que
existe una biyeccién f : N — supp(a). Por otro lado, N se puede partir en ntimeros
pares e impares. Si [V denota a los numeros impares y N, a los numeros pares, se tiene
que f induce una particion supp(a) = f(Ny) U f(N3) con f(Ny) y f(N3) infinitos y
numerables. Con estos tultimos conjuntos se define «; : N — Zy mediante

as(n) = a(n) sin e f(N;)
' 0 siné¢ f(N;)

para i € {1,2}, claramente @ = a3 + a2 y a1, a0 ¢ I ya que f(Ny) y f(N2) son
infinitos. Se ha probado entonces que todo elemento o+ I diferente de 0 de A/I es un
idempotente no primitivo, ya que o« + [ = (a1 +I) + (ag + 1) y a; + I # I. Por lo
tanto, existen anillos sin idempotentes primitivos.

Ejemplo 2.47. Sea k un campo. Si Q = (Qo, @1, s, t) es un carcaj, entonces los caminos
triviales de k() son idempotentes primitivos de k(). En efecto, sea i € ()y; para probar
que e; es un idempotente primitivo basta probar que los idempotentes de e;kQe; son 0
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y ¢;, lo cual es inmediato, ya que si e es un elemento idempotente de e;kQe;, entonces
e = Xe; + w donde A € k y w es una combinacion lineal de caminos no triviales que
inician y teminan en ¢, de manera que

e, + 20w+ w? =2 =e = le; +w,

por lo que w = 2 \w + w? y Me; = Ae;, lo que implica que w = 0y A2 = X en
consecuencia A = 0 6 1. Por lo tanto, e =¢; 6 e = 0.

Es inmediato del ejemplo anterior que si () tiene un niimero finito de vértices, entonces
existe una descomposicion de la unidad de k@ tal que cada sumando es un idempo-
tente primitivo. En general, dado un anillo A, si se tiene una descomposicion de la
unidad 14 = e; + ... + e, donde cada e; es un idempotente primitivo, entonces el con-
junto {ey,...,e,} se llama sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos.
La existencia de dichos conjuntos es de gran importancia como se vera mas adelante.

Ejemplo 2.48. Sean A = kN y 14 = e; + ... + e, una descomposicién de la unidad
de A. La descomposicion de Peirce de A es e;A @ ... ® e, A; luego, debido a que A
es un espacio de dimension infinita, se tiene que alguno de sus sumandos debe ser de
dimension infinita, por lo que es un anillo isomorfo a A, y como tal tiene idempotentes
distintos de 0 y 1. Por lo tanto, A no tiene ningin sistema completo de idempotentes
ortogonales primitivos.

2.3.2. Idempotentes centrales y descomposiciones del anillo

En esta subseccion se caracterizan con ayuda de los idempotentes los anillos que se
pueden expresar como un producto de anillos.

Dados Aj,...,A,, anillos, sea A = A; x ... x A,,. Todo elemento x de A es una n-ada
ordenada z = (ay, ..., a,) con a; € A;. Es sencillo mostrar que A contiene un anillo B;
isomorfo a cada A;, donde

B; ={(ay,...,a,) € A| a; = 0 para toda j # i}.

Ademas es inmediato que dichos anillos son subgrupos de A tales que A = B1®...® B,
Ahora bien, con el fin de simplificar la notacién se identificaran los anillos B; con los
A;, de tal manera que al referirme del anillo A; y sus elementos, me estaré refiriendo
del anillo B; y sus elementos. Asi, un elemento x € A puede ser expresado de manera
tnica como x = aj + ... + a, con a; € A; para toda i € {1,...,n}.

Es inmediato entonces que si para cada i € {1,...,n} se denota la unidad de A; como
e;, entonces cada e; es idempotente central de Ay 14 =e; + ... + e,.

Proposicién 2.49. Si A = A; x ... X A, es un producto de anillos y e; es la unidad
de A; en A, entonces
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Capitulo 2 Descomposiciones de anillos

(a) 14 =e1 + ... + €, es una descomposicion de la unidad.

(b) Cada idempotente e; es central.
Cuando se tiene una descomposicion de la unidad donde cada sumando es central, a
ésta se le llama descomposicién central de la unidad.

Teniendo una descomposicion central de la unidad 14 = e; + ... + e, se cumple que
e;A = Ae; = e;Ae;, ya que e;a = ae; = e;ae; para toda a € A, luego si i # j se tiene
que e;Ae; = 0.

En consecuencia las decomposiciones de Peirce derecha, izquierda y bilateral coinciden
y los sumandos son ideales bilaterales del anillo que son anillos por si mismos.

A=A .. De,A=Ae; D ... D Ae,, = e;Ae; D ... D e, Ae,

Reciprocamente, si el anillo A se descompone como suma directa de ideales bilaterales,
entonces por la Proposicion 2.21 la descomposicion induce una descomposicion de la
unidad 1 = e; + ... + e, que ademas es central. En efecto, al ser bilaterales los ideales
de la descomposicién, se tiene que e;A = Ae; para todo i € {1,...,n}. De manera que
para todo a € Ay todo 7 € {1,...,n} se tiene que

n

n n
e;a = ei(z aej) = Zeiaej = g;ae; = Z ejae; = ae;
j=1 j=1 j=1

ya que egae; € epANejA = 0 para todo ¢ # j; por lo tanto los idempotentes e; son
centrales.
Se tiene entonces el siguiente resultado.
Proposicién 2.50. Sea A un anillo. Eziste una correspondencia biyectiva entre
(a) las descomposiciones de A como producto finito de anillos,
(b) las descomposiciones centrales de la unidad de A y

(c) las descomposiciones de A como suma directa de ideales bilaterales.

Y recordando que el centro de A es un anillo se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.51. Sea A un anillo. Existe una correspondencia biyectiva entre las des-
composiciones de A como producto finito de anillos y las de su centro.

Ejemplo 2.52. Si M es un médulo tal que M = M; & ... & M,, y Hom(M;, M;) =0
para toda ¢ # j, entonces Ends (M) = Enda(M;) X ... x End4(M,,). En efecto, por la
Proposicién 2.26 se tiene que el anillo End 4 (M) se representa matricialmente como

End4 (M) ... Homyu(M,, M) Ends (M) ... 0

Hom 4 (M;, M,,) End,(M,) 0 End4(M,)

52



2.3 Descomposicion en bloques

que claramente es isomorfo al producto End (M) X ... x End4(M,,).

Ejemplo 2.53. Sea A = ZY. Es sencillo mostrar que A = Z, x Z) y A = 72 x 7.
Esto muestra que la ley de cancelacion bajo isomorfismo para el producto de anillos
no se cumple.

Ya caracterizados los anillos que se pueden expresar como producto de anillos se pueden
caracterizar los anillos que no se pueden expresar como un producto no trivial, a dichos
anillos se les llama conexos.

Definicién 2.54. Se dice que un anillo A es conexo si no puede ser expresado como

producto de 2 anillos.

Es inmediato de la Proposicion 2.50 que es equivalente que A sea conexo a que no
tenga idempotentes centrales diferentes de 0 y 1. Por lo que se tiene la siguiente ca-
racterizacion.

Proposicion 2.55. Un anillo A es conexo si y solo si no tiene idempotentes centrales
no triviales.

Ejemplo 2.56. Ningtin dominio entero tiene idempotentes no triviales, por lo que
todo dominio entero es conexo.

Ejemplo 2.57. Dado un campo k, sea A una k-algebra con idempotentes no triviales.
El anillo de matrices generalizadas con producto trivial

2= (43)

es conexo. En efecto, si x € B es un idempotente, entonces

A0\, N o
a b ] =TT T an+ba 12 )0

lo que implica que A =061, > = by a\ +ba = a. Si A\ = 1, entonces ba = 0; y si
A =0, entonces ba = a. Por lo tanto, los idempotentes de B son de la forma

( boa 2 ) con bun idempotente de Ay a € A, 6 bien

(1—=>)a b

Con lo anterior es sencillo demostrar que B no tiene idempotentes centrales no triviales
ya que si b es un idempotente no trivial, entonces

(o o) )= (o 0 ) 2 Con ) = 0 (i o)

( 1 0 ) con bun idempotente de Ay a € A.
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(oo )0 1) = Coaten o) # (o o) = (0 1) (0,

1
por tultimo se prueba analogamente que los idempotentes a 0 00 ) tam-

0)Y\a1
poco son centrales, por lo que los inicos idempotentes centrales de B son los triviales.
Por lo tanto B es conexo.

2.3.3. La descomposiciéon en bloques

A continuacién se expone el teorema central de esta secciéon. Muestra que todo anillo
con un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos se puede expresar
como un producto finito de anillos conexos, y como construir la descomposicion central
de la unidad que induzca tal producto.

Proposicién 2.58. Sean A un anillo y S = {ey, ..., e, } un sistema completo de idem-
potentes ortogonales primitivos. Existe una particion de S = E; U ... U Ey tal que si
fi = YXeer, € para todo i € {1, ..., k}, entonces

(a) 14 = fi+ ...+ fr es una descomposicion central de la unidad,

(b) si g es un idempotente central de f;Af;, entonces g es un idempotente central de
A,

(c) sie esun idempotente primitivo de A y g un idempotente central de A, entonces
ge # 0 implica que ge = e,

(d) sie, f €S, tales que e, f € E; para algin i € {1,...,k}, y g es un idempotente
central, entonces eq # 0 si y solo si fg # 0,

(e) fiAf; es un anillo conexo.

Demostracion. Se define la relacion ~ en S como e ~ f si eAf #£ 06 fAe # 0. Esta
es una relacion reflexiva y simétrica, pues e € eAe para todo e € S, lo que implica
que e ~ e,y eAf # 06 fAe # 0 implica que e ~ f si y sblo si f ~ e para todo
e, f € S. Luego, se construye la relacion =~ en S de tal manera que e &~ f si existe
{g1,.,9s} € S tal que e ~ g1 ~ go ~ ... ~ g5 ~ [, entonces claramente esta relacién
es de equivalencia, por lo que induce una particion S = Ey U...U Ej. Sea f; = > .cp. €
para todo ¢ € {1, ..., k}.

(a) Sii,je{l,...,k} eies distinto de j, entonces f;Af; = 0. En efecto,

e€l;,geE;

y si se supone que eAg # 0 para algin e € E; y g € L}, entonces e ~ g, lo
que implica que e = g, lo que es una contradiccién pues i # j. De manera que
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(b)

(c)

(d)

A = @ f;Af;, por lo que dado a € A, se le puede expresar de forma tnica

como o = Zle fiaf;, entonces

k k
fia =" fifjof; = fiafi =Y fiofifi = afi.
=1

j=1

Por lo tanto, {fi,..., fx} es un sistema completo de idempotentes ortogonales
centrales.

Si g es un idempotente central de f; Af;, entonces es idempotente en A, y se tiene

que g = figfi = gfi = fig y que dado a € A gfiaf; = fiafig, por ser g central;
de manera que

k k
go = ngifjafj = gfiafi = fiafig = zfjafjfig = ag.

Por lo tanto, g es un idempotente central de A.

Si g es un idempotente central y e un idempotente primitivo tales que ge # 0,
entonces ge y g(1 — e) son idempotentes, pero e = ge + (1 — g)e, lo que implica
que e = ge 6 e = (1 — g)e, pero si e = (1 — g)e entonces ge = 0, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, ge = e.

Si g es un idempotente central y e ~ f, suponiendo eg # 0 se tiene que eAf # 06
fAe # 0, pues e ~ f lo que implica que eAfg = geAf # 006 gf Ae = fAeg # 0,
por lo que fg # 0; andlogamente si fg # 0, entonces eg # 0. Por lo tanto, si
e ~ [, se tiene que eg # 0 si y sélo si gf # 0. De modo que si e = f, se tiene que
e~ e, ~ ..~ e~ f, entonces utilizando lo anterior inductivamente eg # 0 si

y s6lo si gf # 0.

Sea g un idempotente central de f;Af; diferente de f; y 0, y h = f; — g, siendo
ambos idempotentes de f;Af; se tiene que fi,g = g # 0y fih = h # 0, lo que
implica que existen dy, dy € F; tales que dig # 0y dah # 0, lo que implica, por (4)
y (3), que d1g = dy, doh = da, dag # 0y dih # 0; pero entonces dog = dahg =0
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, no existen idempotentes centrales en
fiAf; diferentes de f; y 0, por lo que f;Af; es conexa.

]

Observacion 2.59. La relacién usada en la demostracion surge del hecho de que un
anillo A es conexo si y sélo si todo idempotente no trivial no es central, lo cual se
cumple si y sélo si para todo idempotente no trivial e se cumple que eAf # 0 6
fAe # 0 para algun idempotente ortogonal f. Por lo tanto, si A es conexo todo par
de idempotentes ortogonales e y f cumplen que eAf # 06 fAe # 0.
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Corolario 2.60. Sea A un anillo con un sistema completo de idempotentes ortogonales
primitivos S = {ey,...,en}. El anillo A es conexo si y sdlo si para toda i € {1,...,n}
existe j € {1,...,n} tal que e;Ae; # 0 ¢ e;Ae; # 0.

Demostracion. Si A es conexo y se supone que existe e, € S tal que e;Ae; = 0y
e;Ae; = 0 para todo e; € S, entonces siguiendo la demostracién de la proposicion
anterior se construye una descomposiciéon central de la unidad no trivial, lo cual es
una contradiccion ya que A es conexo. Si para toda i € {1,...,n} existe j € {1,...,n}
tal que e;Ae; # 0 6 e;Ae; # 0, entonces la proposicion anterior implica que todo A es
CONEXO. O

Por lo tanto, si A tiene un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos,
entonces por la proposicion anterior se puede construir una descomposicion central de
la unidad tal que los sumandos de la descomposicion de Peirce inducida sean anillos
conexos. Dicha descomposicion se le llama descomposicion en bloques.

Teorema 2.61. Sea A un anillo. Si existe un sistema completo de idempotentes or-
togonales primitivos, entonces A se descompone como un producto finito de anillos
COMETOS.

Ejemplo 2.62. Sea M un A-médulo derecho. Si Ends(M) tiene un sistema com-
pleto de idempotentes ortogonales primitivos {eq, ..., e,}, entonces la descomposicion
central de la unidad 1 = f; 4+ ... + f,,, construida en la Proposiciéon 2.58, induce una
descomposicion

M=f(M)®..&fn(M)=M®&..&M,

tal que Hom 4 (M;, M;) = Homu(f; M, f;M) = f; Enda(M) f; = 0 para todo i # j y M,
se descompone como una suma directa finita de submodulos inescindibles para todo
i€ {l,...,m}, pues

M= fi(M)= () ¢)(M)= P esM

e;El; e;€E;
y cada e; M es inescindible pues cada e; es primitivo.

Ejemplo 2.63. Sean k un campo y () un carcaj con un numero finito de vértices.
Siguiendo la demostracién de la Proposicién 2.58 se deduce que k@) es un producto de
anillos conexos. Mas atn, considerando el hecho de que dados e; y e; caminos triviales,
eikQe; # 0 6 ejkQe; # 0 siy sblo si existe un camino de ¢ a j o de j a 7, se deduce que
k(@) es un anillo conexo si y sélo si ) es conexo.

Por ltimo, el siguiente ejemplo muestra que el reciproco del teorema es falso, es decir
existen anillos conexos sin un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos.

26



2.3 Descomposicion en bloques

Ejemplo 2.64. Sea B = Zg‘/ZgN), se mostré en 2.46 que todos los elementos de B
son idempotentes no primitivos. Y por 2.57 el anillo de matrices generalizadas con

producto trivial
([ Zy O
(3 8)

es un anillo conexo y los idempotentes de A son de la forma

( 2 2 ) con bidempotente y ¢ € bB 6

< i 2 ) con bidempotente y ¢ € (1 — b)B.

En consecuencia, debido a que B no contiene idempotentes primitivos, los tinicos idem-
potentes primitivos de A son

10 0 0

oo/ o0o0)

por lo que A no tiene sistemas completos de idempotentes ortogonales primitivos.

Ahora, en caso de que un anillo A se descomponga como un producto finito de anillos
conexos, dicha descomposicion es tnica salvo una permutacion; es decir, si se tiene que

B x.xB,=A=A4;x..xA,

son descomposiciones en anillos conexos, entonces m = n y existe una permutacion
o€ 5, tal que A; = By,

En efecto, supéngase que el anillo A se descompone como producto finito de anillos
conexos A = A; x ... X A, y que se tiene una descomposicion By X ... X B,, = A, Sean
l=e+..4+e,y1=fi+ ..+ fn las descomposiciones centrales inducidas por las
descomposiciones A = A; x ... x A, y By X ... X B,, = A, respectivamente. Ahora, dado
j€{1,...,m}, para cada i € {1,...,n} se tiene que e;f; es un idempotente central de
A;, lo que implica que e;f; = e; 6 e;f; = 0, de manera que que si

Xj={ei|eifj = ei},

entonces

fj = (61 + + en)fj = Z €,

iEXj
por lo que B; = [licx, Ai. Mas alin, si j # k entonces f; es ortogonal a fi, lo que
implica que X; es ajeno a Xj, y entonces {1,...,n} = X; U...UX,,.

En particular, si cada B; es conexo, entonces cada X; contiene un solo elemento, por lo

o7



Capitulo 2 Descomposiciones de anillos

que m = n y si define o(j) como el subindice de este elemento se tiene que B; = A, ;).

Teorema 2.65. Sea A un anillo que se descompone como producto finito de anillos
conexos A = Ay X ... x A,. Si A = B; x ... X B,,, entonces existe una particion
{1,...,n} =X1U..UX,, tal que B; = [licx, Ai para toda j € {1,...,m}. En particular,
si A= By X...X B, es una descomposicion en anillos conexos entonces m = n y existe
o € Sy tal que A; = Bo).

Como corolario, se tiene que si A es un anillo que se puede descomponer como producto
de anillos conexos, entonces la ley de la cancelacion es valida.

Corolario 2.66. Sea A un anillo que se descompone como producto finito de anillos
conexos. Si existen isomorfismos de anillos A1 x Ay & A = By X By y Ay = By,
entonces Ay = Bs.

Por tdltimo cabe dedicar unas palabras sobre la conveniencia de presentar un anillo A
como un producto de anillos. Esta no viene sélo del hecho que el estudio del anillo
se reduce al estudio de sus factores, sino también del hecho que el estudio de los
modulos sobre dicho anillo se reduce al estudio de los moédulos sobre los anillos en que
se factoriza A.

En efecto, si A = A1 x...x A, y M es un A-moédulo derecho, entonces la descomposicion
central de la unidad 1 = e; + ... + €, que resulta de la descomposicién de A induce una
descomposicién de End 4(M)-mébdulos izquierdos M = Me; & ... & Me,, donde cada
Me; es un A;-mo6dulo por la Proposicion 2.19, pero por la Proposicion 2.4 se tiene
que cada Me; es un A-médulo tal que Me;(1 — e;) = 0. Por lo que la descomposicién
M = Me, @ ... ® Me,, es también una descomposicion de A-mddulos derechos. En
consecuencia, todo A-mdédulo M se puede presentar como

M61
M€2

M = .

Me,

Mas atn, dados M y N A-mo6dulos derechos se tiene por la Proposicion 2.26 que

(M617N€1) 0 0
0 (M@Q,NGQ)
Homy(M,N) = .
0 (Me,, Ne,,)

donde (Me;, Ne;) = Homy,(Me;, Ne;), ya que Homu(Me;, Ne;) = Homy, (Me;, Ne;)
para toda i € {1,...,n} por la Proposicién 2.4, y para todo f € Homy(Me;, Ne;) se
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tiene que

f(Me;) = f(Meiey)e; = f(M)ee; =0

por lo que Homy(Me;, Ne;) = 0. De manera que se puede hacer la identificacién

Hom (M, N) = [[ Homy,(Me;, Ne;).

=1

Por lo tanto, se ha identificado a cada A-mdédulo con una n-ada de grupos abelianos
tal que cada uno es un A;-moédulo, y a cada morfismo entre dos A-moddulos se ha
identificado con una n-ada de morfismos entre A;-médulos. Proceso que es facilmente
invertible gracias a la Proposicion 2.4.

Formalmente se puede enunciar lo discutido en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.67. Sea A = Ay X ... X A, un producto de anillos. Existe una equiva-
lencia de categorias Mods = Moda, X ... x Mody, .

La demostraciéon no se encuentra en esta seccion, pero se puede consultar en el Apén-
dice.
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3. Semisimples y Simples

En este capitulo se aborda el estudio de los anillos semisimples. Histéricamente, ma-
tematicos como Tsi-Yuen Lam [LamO1], Michiel Hazewinkel, Nadiya Gubareni y V.
V. Kirichenko [HGKO05] concuerdan en que el estudio de esta clase de anillos marcé el
inicio de la teoria moderna de anillos no conmutativos con el teorema de clasificacién
de algebras semisimples de dimension finita de J.H.N. Wedderburn en 1909.

3.1. Moddulos Semisimples

En el capitulo anterior se probd que existe una biyeccion entre las descomposiciones
de un moédulo como suma directa finita de submoédulos y las descomposiciones de la
unidad de su anillo de endomorfismos. Si M es un moédulo tal que cualquier submodulo
es sumando directo de M, entonces cada submddulo induce una descomposicion de la
unidad de End4(M). A tales médulos se les llama médulos completamente reducibles
6 semisimples y son el objeto de estudio de esta seccién.

Definicién 3.1. Sean A un anillo y M un A-mdédulo. Se dice que M es semisimple 6
completamente reducible si todo submoédulo de M es sumando directo de M.

Ejemplo 3.2. Dado un espacio vectorial, todo subespacio es un sumando directo del
espacio. Por lo tanto, todo espacio vectorial es semisimple.

Ejemplo 3.3. Zz no es semisimple. En efecto, los submoédulos de Z son de la forma
mZ con m € Z,y para dos submodulos distintos de cero mZ y nZ se tiene que
mn € mZ NnZ, por lo que ningtin submaédulo distinto de cero es sumando directo de

Z.

Cabe resaltar que si M es un A-B bimoédulo, puede suceder que Mp sea semisimple
pero 4 M no lo sea e inversamente, como se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4. Dado un campo k, el anillo A = k[z] es un A-k bimédulo. Ay es un
espacio vectorial, por lo que es un modulo semisimple sobre k. Por otro lado, debido
a que A es un dominio de ideales principales, los submodulos de 4A son de la forma
Ap(x) para algin polinomio p(z), entonces para dos ideales distintos de cero Ap(z) y
Aq(z) se tiene que p(z)q(z) € Ap(x) N Ag(z), por lo que 4A no es semisimple.
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Capitulo 3 Semisimples y Simples

Ahora, si M es semisimple y Ny es un submédulo de M, entonces M = N; @ N,. Asi,
de la Proposiciéon 2.17 se sigue que 1y, = p; + po, donde p; = n;m;, m; es la proyeccién
canénica y 7; es la inclusién canénica para i € {1,2}. Luego, si N3 es un submédulo
de Ny, también es un submodulo de M, por lo que existe un submoédulo N4 tal que
M = N3 & Ny, lo que implica que 1;; = p3 + py.

Por otro lado, p1n1 = mmm = 1n,, entonces debido a que p; + p2 = p3 + p4 se cumple
que
Ly, = pim = psii + pati — p2m = psih + path

y ademds psmpam = 0, 0 = pampsni, pampam = pam y psmpsm = psi- Es decir,
Iy, = psm + pam es una descomposicién de la unidad de End4(V7), entonces por la

Proposiciéon 2.17

Ny = psmi(N1) @ pami(N1) = N3 @ panr (Ny).

Por lo tanto, todo submédulo de N; es sumando directo de éste, es decir N; es semi-
simple.

De igual manera, M/N; es semisimple, pues si N'/N; es un submddulo de M /Ny,
entonces existe un submédulo N” tal que M = N’ @ N’ y asi

M/N1 - N//Nl @ (N” -+ Nl)/Nl

Ahora, si f : M' — M es un isomorfismo, donde M es semisimple, entonces M’ también
lo es. En efecto, si N’ es un submédulo de M’, entonces es isomorfo a N = f(N'), y
como M es semisimple existe una descomposicion de la unidad de 1,; = p; + po tal que
p1(M) = N y entonces se tiene una descomposicién de la unidad 15, = f~ o1 f+f oo f
tal que f~1p; f(N') = N'. Por lo tanto, todo submédulo de M’ es sumando directo de
éste, es decir M’ es semisimple.

Ademads, si se tiene una sucesién exacta 0 — N — M — N’ — 0 donde M es
semisimple, debido a que N es isomorfo a un submoédulo de M y N’ a un cociente de
M, se tiene que ambos son semisimples.

Proposicién 3.5. Sea 0 - N — M — N’ — 0 una sucesion exacta de mdodulos. Si
M es semisimple, entonces N y N’ también lo son.

Sin embargo, si se tiene una sucesion exacta 0 - N — M — N’ — 0 con N y N’
semisimples, M no es semisimple forzosamente como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.6. Considérese el monomorfismo f : Z, — Z,2 definido como f(x) = pz.
Se tiene que Im(f) = pZ,2, lo que implica que Z,2/Im(f) = Z,. Por lo tanto, se tiene
la siguiente sucesion exacta, donde Z,2 no es semisimple por el Ejemplo 2.34, a pesar
de que Z,, si lo es.

0= Z, = Zp — 2y — 0
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3.1.1. Modulos Simples

Se ha visto que todo submoédulo N de un médulo semisimple M es a su vez semisimple,
asi que cuando N tiene un submédulo propio N’ se induce una descomposicién

M:N@MOIN/@No@MO

Con el fin de estudiar la estructura de M se podria seguir este proceso recursivamente
tomando un submédulo de N’ y considerar la descomposicién inducida, pero no hay
indicadores de que dicho proceso sea finito. En consecuencia cabe preguntarse en qué
casos este proceso es finito.

Un caso a considerar es cuando M no tiene submoddulos propios no triviales. Lo que
lleva a la siguiente definicién.

Definiciéon 3.7. Si M es un moédulo diferente de cero que no tiene subméddulos propios
distintos de cero, se dice que M es un modulo simple.

Es sencillo probar que si M es un médulo semisimple diferente de cero, entonces contie-
ne un submodulo simple. En efecto, tomando m € M no nulo, considérese el conjunto
X de submédulos de M’ = mA que no contienen a m. El conjunto X es no vacio
pues 0 € X; y si se toma una cadena (1V;);cz de elementos de X, entonces > ;c, N;
tampoco contiene a m y es una cota superior de la cadena. Ciertamente, si se supone
que m € > ;c5 N;, entonces existe un subconjunto finito Z’ C Z tal que m = Y, n;
con n; € N;; pero en tal caso m € N, donde « es el maximo de Z’, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, el lema de Zorn implica que X tiene un elemento maximal

K.

Luego, como M’ es semisimple existe un submodulo S tal que M’ = K @ S. El submé-
dulo S es distinto de cero ya que m ¢ K y no tiene submddulos propios, ya que si se
supone que S’ es un submédulo de S, entonces K &5’ contiene a m por la maximalidad
de K, lo que implica que mA = M' = K & S’; pero entonces S = 5’.

Con la argumentaciéon anterior se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.8. Todo modulo semisimple contiene un maodulo simple.

Antes de continuar, la siguiente proposicién caracteriza los médulos simples.

Proposicién 3.9. Sea S # 0 un A-mddulo derecho. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) S es simple.
(b) S = sA para cualquier s € S, s # 0.
(c) Existe un submodulo derecho mazimal I C A tal que S = A/I.
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Demostracion. (a = b) Si x € S\{0}, entonces zA es un submddulo de S, lo que
implica que A = S, pues S es simple y x # 0.

(b = ¢) Sea z € S\{0}. Se define el morfismo ¢ : A — S, como ¢(a) = za. Es
inmediato que ¢ es epimorfismo, ya que ¢ es distinto de 0 y debido a que S es simple
Im(¢) = S; entonces por el primer teorema de isomorfismo A/ Ker(¢) = S, y por el
teorema de correspondencia y el hecho de que S es simple, se concluye que Ker(¢) es
maximal.

(¢ = a) Como I es maximal, la correspondencia entre los submdédulos de A/I y de los
de A que contienen a I implican que S es simple. O

Ejemplo 3.10. Sea A un anillo conmutativo y B = Alz] el anillo de polinomios sobre
A de una variable. Es sencillo probar que los ideales maximales de B son los generados
por los polinomios irreducibles, por lo que los médulos simples sobre B son isomorfos
a los médulos B/ (f), donde f es un polinomio irreducible.

Por ultimo, esta subseccion concluye con el Lema de Schur, el cual contiene informacion
importante sobre los morfismos que tienen como dominio 6 contradominio un médulo
simple.

Lema 3.11. Sea S un mddulo simple. Se cumplen los siguientes enunciados:

(a) Si f: S — N es un morfismo de méddulos, entonces f es un monomorfismo 6
f=0.

(b) Sif: N — S esun morfismo de médulos, entonces f es un epimorfismo ¢ f = 0.

Demostracion. Sea S simple.

(a) Si f :S — N es un morfismo de mddulos, entonces debido a que S es simple
Ker(f) =0 6 Ker(f) = 5, lo que implica que f es un monomorfismo 6 f = 0.

(b) Si f: N — S es un morfismo de médulos, entonces Im(f) =0 6 Im(f) =5, lo
que implica que f es un epimorfismo 6 f = 0.

]

Corolario 3.12. Sea S un modulo simple. Se cumplen los siguientes enunciados:
(a) Si f:S — S es un morfismo de mddulos, entonces f es un isomorfismo ¢ f = 0.
(b) Enda(S) es un anillo con division.

(c) S es inescindible.

Demostracion. Sea S simple.

(a) Es inmediato del lema de Schur.
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(b) Al ser M simple los morfismos distintos de 0 de End 4(S) son isomorfismos, por
lo que todo elemento no nulo tiene inverso.

(c) No existen idempotentes no triviales en End4(S) por ser un anillo con division,
lo que implica que S es inescindible.

O
3.1.2. Mobdulos Semisimples
El objetivo de esta subsecciéon es describir los médulos semisimples.
En primer lugar cabe notar que si se tiene una sucesién exacta
0= NL M= N =0, (3.1)

donde M es semisimple, entonces Im(f) es un sumando directo de M, por lo que dicha
sucesion se escinde. Reciprocamente, si se tiene un moédulo M tal que toda sucesion
exacta de la forma (3.1) se escinde, entonces en particular todos sus submddulos son
sumandos directos de M. De esta manera se tiene la primer caracterizacion.

Proposicién 3.13. M es semisimple si y solo si toda sucesion exvacta de la forma
0—>N—=>M— N — 0 se escinde.

Ahora, dado un médulo semisimple M, considérese el submoédulo N igual a la suma
de todos los submddulos simples de M. Debido a que M es semisimple, M = N & N’
para algiin submédulo N’; pero si N’ es diferente de 0, debe de contener un submédulo
simple por la Proposicion 3.8, lo cual es una contradiccién pues N contiene todos los
submédulos simples de M. Por lo tanto, N' =0y M = N, es decir M es la suma de
sus submodulos simples.

Ma4s ain, si M es una suma no vacia de submoédulos simples Y, S;, entonces existe
un subconjunto Z' C Z tal que M = @, S;. En efecto, se observa que el conjunto

iEW iEW

no es vacio ya que {i} € T para todo i € Z; y si se toma una cadena B = (W,);cx en
T', entonces W = U;cx W; es una cota superior de la cadena, ya que si se supone que
W ¢ T, existe i € W, con i € W), para algin h € X, tal que se puede encontrar

mESZ-ﬂ @ Sj

JEWN{i}
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no nulo, y debido a que B es una cadena existe k € X tal que m € @,cw, S;; pero
entonces
S;=mAC @ S,
JEWK

lo cual es una contradiccion ya que la suma ey, S;, donde m = max{k,h}, es
una suma directa que contiene como sumandos tanto a S; como a @;ew, S;. Se sigue
entonces del lema de Zorn que T tiene un elemento maximal Z’, el cual cumple que
M = @, Si, ya que si se supone que M # @,;c, S;, entonces existe j € Z tal que
S; € @icz Si, pero como S; es simple

SJH@SZZO,

i€z’
lo que implica que Z'U{j} € T, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto M = @, S;.

Por lo tanto, todo moédulo semisimple es una suma directa de médulos simples. 'Y
reciprocamente toda suma directa de médulos simples es un médulo semisimple. En
efecto, si M es una suma directa de simples ;<5 S;, entonces dado un submoédulo N
se considera el conjunto X de subconjuntos Y de Z tales que

NN s, =o.
ey
X no es vacio pues contiene al conjunto vacio, y es un conjunto parcialmente ordenado
con la contencién. Ademads, si (Yicg)g es una cadena entonces W = (J;c Y; es una cota
superior de ésta. Ciertamente, Y; C V¥ para toda j € E, y si v € NNP;cy S;, entonces
existe j € E tal que z € N N ey, S; = 0; por lo tanto N N @Djcy S; = 0, y entonces
U € X. De esta manera, el lema de Zorn implica que X tiene un elemento maximal
W, con el cual
M=Na&& s,
iew

ya que si S; no estd contenido en N @ @,y S;, entonces S; NN @ P,ey S; = 0, de
manera que W U {j} pertenece a X, lo cual contradice la maximalidad de W. Por lo
tanto S; C N @ @,cpy i, v asi

PSi=M=NaSs.
i€z ieWw
Por lo tanto, si M es una suma directa de simples, entonces M es semisimple.
Se tiene entonces la siguiente caracterizacion de los modulos semisimples.
Proposicién 3.14. Sea M un A-mdédulo. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) M es semisimple.

(b) M es igual a la suma de sus submddulos simples.
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(¢) M es igual a una suma directa de méddulos simples.

Ejemplo 3.15. Sea X el conjunto de los enteros primos. Los médulos maximales de
7Z son de la forma pZ con p € X, por lo que los modulos simples sobre Z son de la
forma 7Z, con p € X. Por lo tanto, los médulos semisimples sobre Z son de la forma

D

peY

donde Y es un subconjunto de X y X, es un cardinal.

Como corolario de la Proposicion 3.14 se tiene que una suma directa de médulos da
como resultado un médulo semisimple si y s6lo si cada sumando es semisimple. En
efecto, si se tiene una familia de mdodulos semisimples {M, };c, entonces al ser cada M;
igual a una suma de submoédulos simples, @,c; M; es igual a una suma de submodulos
simples. Reciprocamente, si M es semisimple, entonces todo M; es semisimple por la
Proposicién  3.5.

Corolario 3.16. Dada una familia de mddulos {M;}icr, el médulo @,c; M; es semi-
simple si y solo si M; es semisimple para toda i € {1,...,n}.

Sin embargo, si se tiene una familia infinita de médulos semisimples, el producto no
tiene que ser semisimple como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.17. Si X es el conjunto de todos los enteros primos, entonces M = [[,cx Z,
no es semisimple. En efecto, la funcién f : Z — M definida como f(m) = (m+pZ)pex
es un monomorfismo, pues f(m) = 0 si y s6lo si m + pZ = 0 para todo p € X, es decir
si y s6lo si todo primo divide a m, lo cual sélo ocurre si m = 0. De manera que si se
supone M semisimple, la Proposicion 3.5 implica que Z es semisimple, lo cual es una
contradiccion.

3.2. Anillos Semisimples

Si A es un anillo tal que A4 es semisimple se tiene una gran cantidad de informacién
tanto de su estructura como de sus modulos, el siguiente teorema retne los resultados
més inmediatos sobre sus médulos.

Teorema 3.18. Para un anillo A los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) Toda sucesion exacta corta de A-mddulos se escinde.
(b) Todo A-mddulo es semisimple.

(¢) Todo A-mddulo finitamente generado es semisimple.

67



Capitulo 3 Semisimples y Simples

(d) Todo A-mddulo ciclico es semisimple.

(e) Ay es semisimple.

(f) Todo A-mddulo es inyectivo.

(g) Todo A-mdédulo es proyectivo.

(h) Todo A-mddulo finitamente generado es proyectivo.

(i) Todo A-mdédulo ciclico es proyectivo.

(j) Todo ideal derecho de A es generado por un elemento idempotente.

Demostracion. (a < b) Se sigue de la Proposicion 3.13.
(b= c=d = e) Es trivial.

(e = b) Dado un A-médulo M, por la Proposicion 3.5 mA es semisimple para toda
m € M, y entonces M =}, .o,y mA es una suma de simples por la Proposicién 3.14,
por lo que M es semisimple.

(a < f) Basta recordar que M es inyectivo si y sélo si toda sucesion de la forma
0— M — N — N’ — 0seescinde. Asi, si toda sucesién exacta se escinde, en particular
para un modulo M toda sucesién exacta 0 — M — N — N’ — 0 se escinde, lo que
implica que M es inyectivo. Reciprocamente, si todo médulo es inyectivo, entonces
toda sucesion exacta 0 — M — N — N’ — 0 se escinde debido a que M es inyectivo.

(9 = h = 1) Es trivial.
(a & g) Analogo a (a < f).

(1 = d) Sea M ciclico, dado N un submoddulo de M, M /N también es ciclico y entonces
proyectivo por hipétesis, lo que implica que la sucesion 0 - N — M — M/N — 0
se escinde. Por lo tanto todo submoédulo de M es sumando directo, es decir M es
semisimple.

(e & j) Aa essemisimple si y s6lo si todo ideal derecho de A es sumando directo de A si
y s6lo si todo ideal derecho es generado por un idempotente por la Proposicién 2.21. [

Ejemplo 3.19. Sea C(R) = {f: R — R | f es continua}. Es sencillo probar que C(R)
es un anillo bajo la suma y producto de funciones. Se le llama el anillo de funciones
continuas reales. Para probar que A4 no es semisimple hay que notar que f € A es
idempotente si y sélo si f(z) = f(z)f(z) lo que implica que f(x) =06 f(x) =1 para
toda x € R, y como f es continua se tiene entonces que f es la funcién constante 0
6 1, por lo que la unidad de A no tiene descomposiciones no triviales. Asi, debido a
que toda descomposiciéon de A, induce una descomposicién de la unidad de A, A4 no
puede ser semisimple, a menos que A4 sea simple. Pero esto ultimo no sucede, ya que
si g(z) = x, entonces es sencillo probar que gA es un submédulo propio de A4. Por lo
tanto A4 no es semisimple.
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Ejemplo 3.20. Si D es un anillo con divisiéon y n € N, entonces A = M,,(D) es un
anillo tal que A4 es semisimple. En efecto, sea ¢; la matriz cuyas entradas son todas
igual a cero, con excepciéon de la entrada de la i-ésima columna e i-ésimo renglon,
la cual es igual a 1. Asi, 1 = e; + ... + e, es una descomposicién de la unidad, que
induce una descomposicion Ay = et A® ... B e, A donde cada e; A es simple. En efecto,
sea x € e;A diferente de 0 se tiene entonces que we; # 0 para algin j € {1,...,n},
por lo que rejue;a™t = e;, donde u es la matriz que todas sus entradas son igual a
1p v « es la entrada del i-ésimo renglén y j-ésima columna, la cual es diferente de 0
porque ze; # 0. Por lo tanto, e;A es simple para todo i € {1,...,n} y entonces Ay es
semisimple.

Corolario 3.21. Sea A un anillo. Si Ay es semisimple, entonces todo A-maodulo simple
es isomorfo a un sumando directo de Ay4.

Demostracion. Sea S un A-moédulo simple, por la Proposicion 3.9 existe un epimorfis-
mo f : A — S no nulo. Luego, debido a que A4 es semisimple, toda sucesion exacta
corta se escinde, en particular 0 — Ker(f) - A — S — 0 se escinde, lo que implica
que S es isomorfo a un sumando directo de Ay. n

Ahora, se ha visto que un médulo semisimple es suma directa de sus submédulos
simples, suma que en general es infinita. Sin embargo, por la Proposicién 2.21 se tiene
que un anillo A tal que A4 es semisimple se descompone como una suma directa finita
de modulos simples.

Proposicion 3.22. Sea A un anillo. Si Ax es semisimple, entonces es una suma
directa finita de modulos simples.

Como corolario, se tiene que si A4 es semisimple, entonces existe un nimero finito
de clases de isomorfismo de médulos simples. Ya que si S es un A-médulo simple,
entonces por el Corolario 3.21 S es isomorfo a un sumando directo de A4, pero por la
proposicion anterior sélo existe un nimero finito de sumandos directos.

Corolario 3.23. Sea A un anillo. St Ay es semisimple, entonces contiene un numero
finito de submodulos simples. Mds ain, existe un numero finito de clases de isomor-
fismo de A-mddulos simples.

Ejemplo 3.24. Sean X el conjunto de los enteros primos, A = [l,exZ, y ¢, = 1z,
para todo ¢ € X. Claramente e, A = Z,, por lo que A tiene tantos submoédulos simples
como primos. El resultado anterior implica que A4 no es semisimple.

Ejemplo 3.25. Q es un campo, por lo que toda sucesién exacta corta de Q-mddulos
se escinde, por lo tanto Qg es semisimple. Por otro lado, Z es subanillo de Q, y Zz no
es semisimple pues ningin submodulo es sumando directo de éste. Esto es un ejemplo
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de un anillo que es un moédulo semisimple con un subanillo que no lo es. Esto no
debe sugerir que todo anillo es isomorfo a un subanillo de un anillo semisimple. Como
contraejemplo supoéngase que existe un anillo B tal que By es semisimple y que tiene
un subanillo isomorfo a A = [[,cx Z,. Procediendo andlogamente al ejemplo anterior,
se tiene un conjunto de idempotentes ortogonales dos a dos {e,},ex, con los que se
construye la familia de submoédulos {e,B},cx. Luego, debido a que los submédulos de
dicha familia son todos diferentes y su interseccion es 0 y a que Bp es semisimple, se
concluye que todo e,B es semisimple, y como tal contiene un submddulo simple. Por
lo tanto, Bp tiene una infinidad de submoddulos simples, lo cual es una contradiccion
por el Corolario 3.23.

Para concluir esta seccién se presenta el teorema de Maschke, que caracteriza una clase
de anillos semisimples.

Teorema 3.26. Sea G un grupo finito de orden m y k un campo de caracteristica p.
El anillo de grupo B = kG es un B-maddulo derecho semisimple, si y solo si p no divide
am.

Demostracién. Recuérdese que los elementos de kG son de la forma 3 c g)y, v para
simplificar la notacién se suprime el subindice de la suma cuando no cause confusion,
expresando a los elementos como > gA,.

Ahora, es evidente que k es un B-modulo derecho, ya que si se define la funcion
¢ : B — End(k) como ¢(>-gA;) =X A,, donde Ay : k — k definido como Ay(z) =z,
es un endomorfismo de grupo de k. Es sencillo probar que ¢ es un morfismo de anillos,
por lo que k es un B-modulo derecho gracias a la Proposicion 1.3.

Luego, si B es semisimple y se supone que p divide a m, es decir max = 0 para todo
x € k. Considérese el B-monomorfismo f : k — B definido como f(z) = Y gz. Como
B es semisimple, la sucesion exacta inducida se escinde, es decir existe un morfismo
h: B — k tal que hf = 1;. En consecuencia, para toda x € k se tiene que

z="hf(z) =h>_gzx)=> h(gz)=> h(l)gz => h(l)z = maz =0,

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto p no divide a m.

Por otro lado, si p no divide a m, entonces para probar que Bpg es semisimple basta
probar que todo B-moédulo es semisimple por la proposicién anterior. Sea entonces
M un B-médulo arbitrario y N un submoédulo de éste. Debido a que B es una k-
algebra, M es un k-espacio vectorial y N es un subespacio de éste, por lo que existe un
k-morfismo f : M — N tal que f|y = 1y, ya que todo espacio vectorial es semisimple.

Ahora, se define el B-morfismo h : M — M como

ha) = Y flaghg 'm .

geG
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Es evidente que la imagen de este morfismo esta contenida en N por coémo esta definido
f,ysix e N setiene que h(z) = Y zgg 'm™! = z. Por lo tanto g : M — N es un
epimorfismo tal que g|x = 1y, lo que implica que N es un sumando directo de M. Por
lo tanto todo modulo es semisimple. O]

Ejemplo 3.27. Para todo n € N el anillo de grupo ZsS,, no es semisimple. En efecto,
el orden de S, es n!, por lo que la caracteristica de Z, siempre lo divide. Mas ain Z,S,
es semisimple para todo primo p mayor a n, ya que de esta manera p no divide a n!.

3.2.1. EIl Teorema de Wedderburn-Artin

Supongase que A es un anillo tal que A4 es semisimple, de manera que Ay = Pgex Sa
donde X es un subconjunto del conjunto de todos los submédulos simples de A4 por
la Proposicién 3.14. Por la Proposicion 2.21 existe una descomposiciéon de la unidad
ly = e1+ ... +e, donde ¢; € S; para algin S; € X, v S; = ¢;A. Por lo tanto
A=ecAD .. Pe,A=5d..DS,.

Luego, X = {ey, ..., e, } es un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos,
ya que 1 = e; + ... + e, es una descomposicion de la unidad y e;A es simple y en
consecuencia inescindible, por lo que cada e; es un idempotente primitivo.

De manera que por la Proposicion 2.58 se puede construir una descomposicién central
de la unidad 1 = f; + ... + fi tal que cada f;Af; es un anillo conexo.

Mas atn, recuérdese que dicha descomposicion se construye definiendo una relacion
de equivalencia en X, definida como e; ~ e, si y sélo si existe {g1,...,g5s} C S tal que
ei~gr~ge~..~gs~e; dondeen~ fsieAf #006 fAe # 0, lo que es equivalente
a que Homy(fA,eA) # 0 6 Homa(eA, fA) # 0, pero fAy eA son simples, por lo que
el lema de Schur implica que e; ~ ¢; si y s6lo si ;A = ¢; A.

Ademads, dicha relacién induce una particiéon X = E;U...UE}, y se definen f; = > .cp. €,
por lo que f;Af; = M,,.(D;) por la Proposicién 2.26 donde m; = |E;| y D; = Enda(eA)
para algtin e € Fj.

En consecuencia, por la discusién anterior y por el Corolario 3.23, se tiene el teorema
de Wedderburn-Artin.

Teorema 3.28. Sea A un anillo. Si Aa es semisimple, y St, ..., S son representantes
de las clases de isomorfismo de los submaodulos simples de A y mq,...,my son sus
respectivas multiplicidades como sumandos de Ay, entonces existe un isomorfismo de
anillos

A=M,, (D)) & ... &M, (D),

donde D; = End 4(S;).
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Demostracion. Tomando la descomposicion central de la unidad 14 = f; + ... + fi se
tiene que
A= hHANLS .. & [kAl,

y para todo i € {1,...,k}

JEE;
donde D; = End4(S;) ya que e;A = S; para todo j € E;. O

Corolario 3.29. Sea A un anillo. Ay es semisimple si y solo si A es isomorfo a un
producto de anillos de matrices sobre anillos con division.

Demostracion. Se sigue de 3.20 que un producto de anillos de matrices sobre anillos
con division es un anillo semisimple. El reciproco se sigue del teorema de Wedderburn-
Artin. n

Observacion 3.30. Como es natural se puede puede probar de que un anillo A es
isomorfo a un producto de anillos de matrices sobre anillos con division si y sélo si
AA es semisimple. Esto lleva a la conclusion de que A4 es semisimple si y sélo si
4A es semisimple. Por lo tanto de ahora en adelante a dichos anillos se les llamara
semisimples.

Definicién 3.31. Se dice que un anillo A es semisimple si A4 es semisimple, 6 equi-
valentemente, si 4 A es semisimple.

Para finalizar, supongase que e es un idempotente de un anillo semisimple A, entonces
AZ S @ ... @ S.* con S; simple y

cAD(1—e) A=A S @ ...® S*,
entonces del teorema de Wedderburn-Artin se deduce que
eA=Z ST @ ... e S
con m; < n; para toda i. Y andlogamente a la argumentacion anterior
k
eAe = Endy(eA) = @ Homu(S]", S]") = My, (D1) @ ... & My, (Dy),
ij=1
donde D; = End(S;).

En particular, si eAe es un anillo con divisién, entonces eA es un sumando simple de
A, ya que de suponer lo contrario, eAe debe un anillo de matrices sobre un anillo con
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division, 6 una suma directa finita no trivial de anillos sobre matrices, en cualquier
caso eAe no puede ser un anillo con divisién. Asi, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.32. Sea A un anillo semisimple y e un idempotente de A. El anillo eAe
es isomorfo a una suma finita de anillos de matrices sobre anillos con division. Mads
aun, si eAe es un anillo con division, entonces eA es simple.

Ejemplo 3.33. Sea k un campo algebraicamente cerrado. Si A es una k-dlgebra de
dimensién finita tal que A es un anillo con divisién entonces A = k. En efecto, si
dimi A = n, entonces para todo a € A se tiene que 1,a,...,a” son linealmente de-
pendientes, por lo que existe una combinacién lineal 37 ( \a' = Y7, N\ja® = 0 con

Am # 0. Pero como k es algebraicamente cerrado

m

>Nz’ = My(z = by)...(x = byn),

=0

lo que implica que 0 = \,,,(a—by)...(a—b,,) y entonces a —b; = 0 para algin i ya que A
es un anillo con divisiéon. Por lo tanto A = k. De manera que si B es una k-algebra de
dimensién finita semisimple y £ es un campo algebraicamente cerrado, B es isomorfa
a un producto de anillos de matrices sobre k.

3.3. Anillos Simples

Se prob6 en la secciéon anterior que todo anillo semisimple se puede descomponer como
una suma directa finita de anillos de matrices sobre anillos con divisién. Esta subseccién
estudia y caracteriza dichos anillos de matrices.

Considérese un anillo B = M, (D), donde D es un anillo con division. Los ideales
bilaterales de B son de la forma M, (I) donde I es un ideal bilateral de D, pero como
D es un anillo con division I = D 6 I = 0, por lo que B no tiene ideales bilaterales
propios. Un anillo que cumpla esto se llama anillo simple.

Definicién 3.34. Sea A un anillo. Se dice que un anillo es simple si no tiene ideales
bilaterales diferentes de 0 y A.

Por lo tanto, se ha mostrado que un anillo A tal que A, es semisimple se puede
expresar como un producto finito de anillos simples. El reciproco es falso como se vera
méas adelante. Pero antes considérense los siguientes ejemplos de anillos simples.

Ejemplo 3.35. Ya se ha probado que si D es un anillo con divisién, entonces cualquier
anillo de matrices de orden finito con coeficientes en D es un anillo simple. De la misma
manera, cualquier anillo de matrices de orden finito sobre un anillo simple es simple.
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Ejemplo 3.36. Si (A;);cn es una cadena ascendente de anillos con division, entonces
B = U;en Ai es un anillo simple. En efecto, supongase que I es un ideal bilateral de B
que contiene un elemento x distinto de 0; entonces x € A,, para algiun k € N, pero A,
es un anillo con divisién, por lo que existe y € A, tal que zy =yxr =1, y asi [ = B.

Ejemplo 3.37. Sea Ay = D un anillo con division. Se sabe entonces que todo anillo
de matrices sobre D es un anillo simple. Considérense entonces los anillos simples
Ay, = My (D). Cada Ay se puede identificar con un subanillo de Ay con ayuda del
monomorfismo de anillos f; : Ay — Ajy1 definido como

fk(M)=<J\6[ ]\04)

De esta manera se tiene una sucesion de anillos simples (A;);en tales que Ay C Ajyq.
Asi, B = U;en A; es un anillo simple.

Ejemplo 3.38. Sea M = k™, donde k es un anillo con divisién. M es un espacio
vectorial sobre k con base {e;};en. Se dice que un morfismo tiene rango finito 6 infinito
si la dimensién de su imagen es finita ¢ infinita respectivamente. Es evidente que
el conjunto de todos los morfismos de rango finito es un ideal I de Endg(M). Y si
se supone que J es un ideal bilateral que contiene un morfismo g de rango infinito,
entonces M = N @ Ker(g) y N = Im(g) tiene una base {u;};cn, definanse entonces
M —= Myh:M— Mcomo h(e;) =w; y f = fln+ flker(q) donde f|y(uw;) = €;
Y flker(g)(®) = (x), entonces se tiene que fgh = 1, lo que implica que J = A. En
consecuencia, A/I es un anillo simple, ya que no existen ideales bilaterales de A que
contengan a I.

Como se puede observar en los ejemplos, en general la estructura de médulo de un
anillo simple puede ser complicada, pero por ahora los anillos simples de interés son
aquellos que son moédulos semisimples, que se caracterizan de manera sencilla. Para
ello considérese el siguiente teorema de M. Reiffel.

Teorema 3.39. Sea A un anillo simple. Si I es un ideal derecho, entonces A es
isomorfo a B =FEndp(pl), donde D = End(14).

Demostracion. Sea A un anillo simple e [ un ideal derecho de A. Definase f: A — B
como f(a) = f, donde f,(z) = za. f es un monomorfismo pues Ker(f) es un ideal
bilateral, lo que implica que Ker(f) = A 6 Ker(f) = 0, pero f no es el morfismo 0, por
lo tanto Ker(f) = 0.

Para probar que f es epimorfismo basta mostrar que f(A) es un ideal izquierdo de B
ya que f(1) = 1p. Para ello nétese que dado h € By a € A se tiene que

hf(a)(x) = h(za) = xh(a) = f(h(a))(z),
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por lo tanto Bf(A) C f(A). Y asi, f(A) es un ideal derecho. O

Ya con este teorema se observa que si A es un anillo simple que es semisimple, entonces
contiene un ideal derecho minimal por la Proposicién 3.8. Y reciprocamente, si A es
un anillo que contiene un ideal derecho minimal I, entonces por el teorema anterior

A= FEndp(l) con D = Enda(1).

Luego, como D es un anillo con divisién, pI es un espacio vectorial sobre éste. Si pl
es de dimensién finita, Endp(/) es un anillo de matrices de orden finito, y por lo tanto
semisimple por 3.20. Y si se tuviera el caso que pl es de dimensién infinita, entonces
procediendo andlogamente a 3.38 se tiene que Endp(l) = A tiene un ideal bilateral
propio, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto A4 es semisimple.

Corolario 3.40. Sea A un anillo simple. El modulo A4 es semisimple si y solo si tiene
un ideal derecho minimal.

Ahora, si A es un anillo simple semisimple, entonces todos los ideales minimales dere-
chos son isomorfos. En efecto, si se supone lo contrario el teorema de Wedderburn-Artin
implica que A es isomorfo a un producto no trivial de anillos, por lo que A es una suma
directa no trivial de ideales bilaterales, lo cual es una contradiccion ya que A es simple.

Luego entonces el teorema de Wedderburn-Artin implica que A es isomorfo a un anillo
de matrices sobre End4(/), donde I es un ideal derecho minimo de A. Por lo que se
tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.41. Sea A un anillo simple semisimple. Se cumplen los siguientes enun-
ciados.

(a) Todos los ideales minimales derechos de A son isomorfos.

(b) A= M, (Enda(])) donde I es un ideal minimal de A yn es el nimero de ideales
minimales de A.

(c) B es un anillo simple semisimple si y sdlo si B es isomorfo a un anillo de
matrices de n X n sobre un anillo con division para algin n € N.
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4. Condiciones de Finitud

En la seccion anterior se vio que un anillo simple es un médulo derecho semisimple
en caso de tener un ideal minimal derecho. En esta seccion se buscaran condiciones
suficientes para que toda familia de ideales derechos tenga un minimo 6 un maximo.

Los anillos que cumplen dichas condiciones reciben el nombre de artinianos 6 noet-
herianos respectivamente. Sus epénimos fueron los matematicos Emil Artin y Emmy
Noether cuyo trabajo fue fundamental en el desarrollo de dichos conceptos.

Con el objetivo de estudiar dichos anillos se inicia el capitulo definiendo los médulos
artinianos y noetherianos, para después estudiar los anillos de endomorfismos sobre
éstos, una vez hecho esto se definen y caracterizan los anillos noetherianos y artinianos.
Se finaliza el capitulo con el estudio de mdédulos de longitud finita, que se caracterizan
por ser moédulos artinianos y noetherianos simultaneamente.

4.1. Moébdulos Artinianos y Noetherianos

Definicién 4.1. Dado un anillo A y un A-médulo M, una cadena ascendente de M
es una sucesion (M;);eny de submoédulos de M, tales que M; C M;,, para todo i € N,
mientras que una cadena descendente de M es una sucesion (M;);en de submédulos de
M, tales que M; O M;,, para todo natural 2.

Cuando todos los elementos de una cadena son distintos se dice que la cadena es
estricta. Y se dice que una cadena (M;);en se estaciona si existe un natural m tal que
M; = M,, para todo 7 > m.

En la teoria de médulos surgen naturalmente construcciones con cadenas de submodu-
los, que por lo general no se estacionan. Sin embargo, existen médulos que cumplen la
condicién de que todas las cadenas se estacionan, lo que implica que toda construccion
hecha con cadenas sea finita, lo que hace a estos mdédulos mas manejables. En esta
seccion se estudian las clases de dichos médulos y sus propiedades.

Definicién 4.2. Dado A un anillo. Se dice que un A-moédulo M es artiniano si toda
cadena descendente de M se estaciona.

Analogamente, si toda cadena ascendente de M se estaciona se dice que M es noethe-
riano.
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Ejemplo 4.3. Todo espacio vectorial de dimension finita es un moédulo noetheriano
y artiniano. Esto se sigue del hecho de que una cadena de subespacios induce una
sucesion de naturales por medio de sus dimensiones, y como dichas dimensiones estan
acotadas la cadena se estaciona forzosamente.

Ejemplo 4.4. Todo moédulo simple no tiene mas que cadenas triviales, por lo que todo
modulo simple es artiniano y noetheriano.

Las siguientes proposiciones caracterizan estos modulos.

Proposicion 4.5. Sea M un modulo. Los siquientes enunciados son equivalentes:
(a) M es noetheriano.
(b)

(¢) Todo submdédulo es finitamente generado.
)

(d) Para toda familia X de submddulos de M existe una subfamilia finita X' de X
tal que Ynex' N = Xnex N.
(e) Si (M,;)iex es una familia de submodulos tal que M; C M; ¢ M; C M, para

cualesquiera 1,5 € X, entonces existe m € X tal que My C M, para toda
helX.

Todo conjunto no vacio de submddulos de M tiene un elemento mazximal.

Demostracion. (a = b) Sea X un conjunto no vacio de submédulos y supéngase que no
tiene elementos maximales, entonces como X es no vacio existe un submodulo Ny € X;
y debido a que N; no es maximal existe No € X tal que Ny & Ns; procediendo
recursivamente, como Nj no es maximal existe Nyy1 € X tal que Ny & Niyq. De
esta manera, se obtiene una cadena (N)ren estrictamente ascendente, lo cual es una
contradiccion pues M es noetheriano. Por lo tanto, X tiene un elemento maximal.

(b = ¢) Sea M’ un submédulo de M y X una familia de submédulos de M’ tal que
Snvex N = M'. Considérese

Y:{ZN \ ZgXﬁnito},

NeZ

este es un conjunto de submédulos de M, por lo que tiene un elemento maximal
V = Y yex: N para algin X’ C X finito. Luego, V' C Y nycx N = M’, por lo que si
V # M’, entonces existe N € X, tal que N +V # V, pero N+ V €Y, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, V = M’ y entonces M’ es finitamente generado.

(¢ = d) Dada una familia X de submddulos, el submoédulo M" = Y ycx N es finita-
mente generado, de manera que existe una subfamilia finita X’ de X tal que

S N=M=Y N,

NeX' NeX
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(d = a) Dada una cadena ascendente S = (NV;);en de M, existe un conjunto finito de
naturales I tal que M' =Y ,cn N; = Y, N;. Luego, si m es el méximo de F', entonces
como S es ascendente M’ = N,, = N, para cualquier k > m, ya que si k > m se tiene
que N,, € N, € M' = N,,, por lo que N,, = Nj.

(f = a) Es trivial.
(b = f) Es inmediato. O

Proposicion 4.6. Sea M un maodulo, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) M es artiniano.

(b

) Todo conjunto no vacio de submédulos de M tiene un elemento minimal.
(¢) Todo cociente de M es finitamente cogenerado.
)

Para toda familia X de submddulos de M existe una subfamilia finita X' de X
tal que Nyex' N = Nyex V.

(e) Si (M;)iex es una familia de submodulos tal que M; C M; ¢ M; C M; para
cualesquiera 1,7 € X, entonces existe m € X tal que M,, C My para toda
heX.

Demostracion. (a = b) Sea X un conjunto no vacio de submodulos, y supéngase que no
tiene elementos minimales, entonces como X no es vacio existe un submoédulo Ny € X,
y debido a que N; no es minimal existe Ny € X tal que No & Ny, recursivamente como
Nj no es minimal existe Ni; € X tal que Ny & Ny para todo k£ € N, de esta manera
se obtiene una cadena estrictamente descendente (N )ren, lo cual es una contradicciéon
pues M es artiniano.

(b = ¢) Sea M' un submédulo de M, dar una familia X de submoédulos de M /M’
tal que Nyex NV = 0, es equivalente a dar una familia ¥ de submodulos de M que
contengan a M’ tales que Nyey IV = M’. Considérese

Z:{ NN | WgYﬁnito}.
New

Por (b) Z tiene un elemento minimal V' = Nycys N. Luego, si V' # M’, como

Vo () N=M,
NeX
existe N € X, tal que NNV # V, pero NNV € Z lo cual es una contradiccion, pues V'
es un elemento minimal de Z. En consecuencia, V = M’ y entonces se ha encontrado
una subfamilia finita X’ de X tal que Nycx: N = 0. Por lo tanto, M /M’ es finitamente
cogenerado.
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(¢ = d) Si X es una familia de submoddulos de M y M’ = Nyex N, entonces M /M’
es finitamente cogenerado, lo que implica que existe una subfamilia finita X’ de X
tal que Nyex/ (N + M')/M" = 0 pues Nyex (N + M')/M' = 0, lo que implica que
Nyvex' N =M.

(d = a) Dada una cadena descendente S = (N;);en de M. Si M’ = ;en Ny, entonces
existe un conjunto finito de naturales F' tal que M" = ;e N;. Luego, si m es el maximo
de F, entonces M' = N,, = Ny para cualquier k& > m, ya que M’ = N;cp N; = N,
pues la sucesion es descendente, y si k > m se tiene que N,, O Ny D M’ = N,,, por lo
que N,, = Ng. Por lo tanto, cualquier cadena descendente se estaciona.

(f = a) Es trivial.
b = f) Es inmediato. O
(

Las proposiciones anteriores implican claramente que todo médulo noetheriano es fini-
tamente generado y que todo médulo artiniano es finitamente cogenerado, sin embargo
el reciproco es falso como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.7. Sea A = Zs|x;]ien el anillo conmutativo de polinomios con variables
{z;}ien sobre Zy e I el ideal generado por {z;x;}; jen. Si B = A/I, entonces Bp es un
modulo finitamente generado no noetheriano. En efecto, el conjunto { N, },en, donde

Nn: <ZL‘1+I,...,QZ”+I>,

es claramente una cadena estrictamente creciente

NyGN, G .. G N G ...

Por lo tanto, Bg es un modulo no noetheriano pero finitamente generado, ya que 1g
lo genera.

Ejemplo 4.8. Utilizando la notacion del ejemplo anterior, considérese el grupo abe-
liano
M = Homy, (B, Zs).

M es un B-modulo izquierdo por la Proposicion 1.10 debido a que B es un Zy-B
bimoédulo. Se prueba a continuacion que M es un médulo finitamente cogenerado no
artiniano. Considérese N = {0, f}, donde f esté definido en la base como f(z;+1) =0
para toda i € Ny f(1+I) = 1. Claramente N es un submédulo de M. Y si se toma
g € M distinto de f y 0, se tiene que existe j € N tal que g(z; + 1) = 1; pero entonces

(zj +1)g = f ya que

(x; +Dg(1) =g((x; + 1) =1y
(xj+Dg(xi+ 1) = g((x; + I)(xi + 1)) = g((zj2; + I)) = g(0) =0
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para todo ¢ € N. Lo que implica que todo submédulo de M contiene a N. Lo que
implica que M es finitamente cogenerado, ya que si se tiene una cadena de submddulos
{N,}ier tal que N; # 0 para toda i € I, entonces N C N; para toda i € I y entonces
Micr Ni # 0. Sin embargo, M no es artiniano, para mostrarlo considérense los morfismos
fa; definidos como f,,(z;) = d;; ¥ fz; (1) = 0, andlogamente a lo anterior se prueba que
Dfz; = fu;y Dfe; =06 pfy, = f para todo p € B. Por lo tanto, la cadena

(fodiemqy 2 Sodiemquoy 2 - 2 Sodmpiny 2 -

es estrictamente decreciente.

Por otro lado, ser artiniano 6 noetheriano es cerrado bajo extensiones. Mas atn, dada
una sucesién exacta corta de modulos 0 - K — M — N — 0, M es artiniano
(noetheriano) si y sélo si Ky N son artinianos (noetherianos).

Proposiciéon 4.9. Sea 0 — K Iy M = N = 0 una sucesion ezacta de médulos. El
modulo M es artiniano (noetheriano) si y sélo si K y N también lo son.

Demostracion. Nétese que K = Im(f) que es un submédulo de M,y que N = M/K,
por lo que sin pérdida de generalidad supéngase K C M y N = M/K.

Si M es artiniano, entonces todo submoddulo es artiniano, en particular K es también
es artiniano, y como N = M /K, dado un submédulo N'/K de N, el cociente

N/N' = (M/K) | (N'/K) = M/N',

entonces por la Proposicién 4.6 todo cociente es finitamente cogenerado, por lo que N
es artiniano.

Si K y N son artinianos, considérese X un conjunto de submédulos de M. Por la
Proposiciéon 4.6 existen X; y X5 subconjuntos finitos de X, tales que

N NnK=(YNnK y () (N+K)/K=)(N+K)/K.

NeX, NeXx NeXs NeXx

Ahora, si X’ = X; N Xy, entonces Nyex N~: Niex V; en efecto si & € Ngeyx N,
entonces 2+ K € Nyex(N+K)/K = Ngex,(N+K)/K, lo que implica que x = x1 -+,

donde z1 € K y w3 € ey, IV; pero entonces

Por lo tanto, ) 3 .
r=2x +2x9 € m N + m N - m N,
Nex, NeXo Vex’
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y entonces (\zey: N = Nyex N. Por lo tanto, M es artiniano.

La prueba cuando M es noetheriano es analoga. O]

En particular se tiene lo siguiente. Supéngase que M; y My son modulos, existe una
sucesion exacta
0—>M1—>M1@M2—>M2—>07

por lo que M; & M, es artiniano, 6 noetheriano, si y sélo si M; y M, son artinianos, 6
noetherianos. Luego si se tienen m modulos My, ..., M,,, la sucesion

O—-M  —-M d.. oM, >MD...®M,, >0

es exacta, y entonces M; & ... & M, es artiniano 6 noetheriano si y sélo si M; y
My & ... & M, son artinianos 6 noetherianos respectivamente, y por induccion éste
ultimo es artiniano 6 noetheriano si y sélo si M,,....M,, 1 y M,, son artinianos 6
noetherianos. Se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.10. Un mdodulo que es igual a una suma directa finita de modulos es
artiniano (noetheriano) si y solo si cada sumando es artiniano (noetheriano).

Del resultado anterior se obtiene que si se tiene un médulo semisimple M = @gcx S
con todo S € X simple, entonces como todo mdédulo simple es artiniano y noetheriano,
M es artiniano y noetheriano si X es finito.

Reciprocamente, si M = @gcx S es artiniano y se supone que X no es finito, entonces
existe una sucesion (5;);en en X con todos sus elementos diferentes, y con ella se puede
construir la sucesién (N;);eny donde

N, = b s

SeX\{S1,....Sn}

que claramente es una sucesion estrictamente descendente, lo cual contradice que M
es artiniano. Por lo tanto, X es finito.

Si M = @gcx S es noetheriano, entonces es finitamente generado y por lo tanto X es
finito.

Se ha probado el siguiente corolario.

Corolario 4.11. 5t M es un modulo semisimple, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

(a) M es artiniano.
(b) M es noetheriano.

(¢) M es suma directa finita de mddulos simples.
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Ejemplo 4.12. En el ejemplo 1.34 se mostré que zZ no es finitamente cogenerado,
por lo que no es artiniano. Sin embargo, dada una cadena ascendente de submodu-
los {mZ}er todo m € I es divisible por todo n € I mayor a m, pero como todo
entero tiene un ntmero finito de divisores, la cadena se estaciona. Por lo tanto, Z es
noetheriano no artiniano.

Ejemplo 4.13. El anillo Q es un campo, por lo que Qg es simple y como tal noethe-
riano y artiniano. Por otro lado, zZ es submoddulo de zQ, por lo que zQ no es artiniano,
y zQ no es finitamente generado, por lo que no es noetheriano. Por lo tanto, zQq es
artiniano y noetheriano como @Q-modulo derecho, pero no es artiniano ni noetheriano
como Z-modulo izquierdo.

Ejemplo 4.14. El médulo Zy~ = {pﬁn € Q/Z | m,n € N} no es finitamente gene-
rado, por lo que no es noetheriano. Ademas, todo submoédulo de Z,~ es generado por
un elemento de la forma 1% para algiin £ € N, por lo que si se tiene una cadena

descendente, ésta se debe estacionar ya que p* tiene un nimero finito de divisores. Por
lo tanto, Z,~ es artiniano no noetheriano.

Ejemplo 4.15. En el Ejemplo 1.37 se mostré que Q/Z no es finitamente cogenerado
ni finitamente generado, por lo que no es artiniano ni noetheriano.

4.2. Endomorfismos de mdédulos artinianos y
noetherianos

Dado un morfismo de moédulos f : M — M es sencillo probar que todo elemento en el
niicleo de f pertenece también al ntcleo de f2, de hecho todo z € Ker(f™) pertenece
también a Ker(f"!) para todo n € N, por lo que se tiene una cadena

Ker(f) C Ker(f?) C ... C Ker(f™) C ...

De la misma manera todo x € Im(f™) pertenece también a Im(f"~!) para todo natural
n > 1, por lo que se tiene una cadena

Im(f) D Im(f?) 2 ... 2 Im(f") D ...

Por lo que es natural preguntarse que concecuencias se tienen a partir de estas cadenas
si el médulo M es artiniano 6 noetheriano.

Si M es artiniano y f € Homa (M, M), entonces como se ha visto, la sucesién (Im(f?));en
es descendente, por lo que existe m tal que Im(f™) = Im(f*) para cualquier k > m,
de manera que si x € M se tiene que f™(x) = f™(2’) para algiin 2’ € M. En conse-
cuencia, si f es monomorfismo, se tiene que x = f(2’), lo que implica que Im(f) = M.
Por lo tanto, todo monomorfismo de M es un automorfismo.
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Analogamente, si M es noetheriano y f : M — M es un epimorfismo, entonces la
sucesion (Ker(f?));en es ascendente, por lo que existe un natural m tal que

Ker(f™) = Ker(f*)

para cualquier £ > m; de manera que si x € Ker(f), como f es epimorfismo, f™
también lo es, por lo que existe 2’ € M tal que f™(2’) = x; pero en tal caso

i) = fz) =0,

lo que implica que 2/ € Ker(f™) = Ker(f™) y entonces z = 0, por lo que f es un
automorfismo.
Se tiene entonces el siguiente resultado.
Proposiciéon 4.16. Sea M un modulo y f : M — M un morfismo de maodulos.
(a) Si M es artiniano, f es automorfismo si y sélo si f es monomorfismo.
(b) Si M es noetheriano, f es automorfismo si y sdlo si f es epimorfismo.
Cabe entonces preguntarse que propiedades cumplen los endomorfismos de un médulo

artiniano y noetheriano, tal informacion se encuentra en el siguiente resultado, el Lema
de Fitting.

Lema 4.17. Si M es un moédulo artiniano y noetheriano y f : M — M es un endo-
morfismo, entonces existe un natural m tal que M = Im(f™) & Ker(f™).

Demostracion. Debido a que el modulo M es artiniano y noetheriano las sucesio-

nes (Im(f%));en v (Ker(f?))sen se estacionan, por lo que existe un natural m tal que

Im(f™) = Im(f*) y Ker(f™) = Ker(f*) para toda k > m. Ahora, si z € M, nétese

que f™(z) = f?™(z') para alguna 2’ € M, esto es f™(z — f™(2')) = 0; de modo que
z = f"(2) + (z = f"(2) € Im(f™) + Ker(f™),

y ast M = Im(f™) + Ker(f™). Ademas, si z € Im(f™)NKer(f™), entonces x = f™(z)
para alguna 2’ € M,y 0 = f™(z) = f?*™(2’), lo que implica que

7' € Ker(f*™) = Ker(f™),
Por lo tanto z = 0, y asi M = Im(f™) & Ker(f™). O

Ahora, si M es un médulo artiniano y noetheriano que ademaés es inescindible, entonces
el resultado anterior implica que todo endomorfismo es nilpotente ¢ invertible.

Corolario 4.18. Dado A un anillo. Si M es un A-modulo artiniano, noetheriano e
inescindible, entonces todo elemento de Enda(M) es invertible ¢ nilpotente.

84



4.3 Anillos artinianos y noetherianos

4.3. Anillos artinianos y noetherianos

Definicién 4.19. Dado un anillo A, si A4 es noetheriano se dice que A es un anillo
noetheriano a la derecha, si 4A es noetheriano se dice que A es noetheriano a la
izquierda, y si es noetheriano a la derecha y a la izquierda se dice que A es un anillo
noetheriano. Analogamente se definen los anillos artinianos a la derecha, artinianos a
la izquierda y artinianos.

Ejemplo 4.20. Si A es un anillo semisimple, entonces por 4.4y 4.10 A es artiniano
y noetheriano.

Ejemplo 4.21. Sea A un anillo simple. Si A tiene un ideal minimal derecho, entonces
A es semisimple por el Corolario 3.40 y por ello artiniano y noetheriano. Por lo tanto,
A es artiniano por la derecha si y s6lo si A es artiniano y noetheriano.

Ejemplo 4.22. Dado un campo k se considera el anillo A = Endg(kY)/I donde I
es el ideal de endomorfismos de rango finito, es decir morfismos cuya imagen es de
dimensién finita. Debido a que N tiene el mismo cardinal que N2, se puede tomar una
base {e;; | 4 € N,j € N} de kM. Asi, la familia {(I, + I)/I},en es una cadena
estrictamente ascendente de ideales izquierdos de A, donde

I, ={f € Endp(k") | fley)=0Vi>n,VjeN}

En efecto, para probarlo se toma f € I,41 tal que f(e,;) = e,; para toda j € N. Si se
supone que f+ I € (I, +I)/I, entonces f =g+ h con g € I, y h € I, lo que implica
para toda 5 € N que

enj = [(enj) = g(en;) + h(en;) = hien)),

lo cual es una contradiccion ya que h es de rango finito. Por lo tanto, {(I,, + I)/I },en
es estrictamente ascendente, de manera que 4A no es noetheriano. Ademas, por 3.38
se sabe que A es simple, lo que implica por el ejemplo anterior que 4 A no es artiniano.

Ejemplo 4.23. Si A es el anillo generalizado de matrices con producto trivial

(5¢)

entonces A es noetheriano por la derecha, no noetheriano por la izquierda y no arti-
niano por derecha ni izquierda. Para probarlo se caracterizan a continuacién los ideales
derechos de A. Sea I un ideal derecho, por el principio del buen orden existe un entero

no negativo n tal que se puede encontrar una matriz ) € [ para algin s,t € Q,

n s
0 t
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y entonces el conjunto

[n:{<g z>€I \ x,ye@}

es no vacio. Ahora, en caso de existir ( 7(; j ) €1, cont=#0,

)= b )

nZ Q\ [(n sttt
(F8)-( s

. : m z
) = I, ya que si se supone que existe un elemento ( 0 w ) con

lo que implica que

nZ Q
0 Q

m ¢ nZ, entonces

mZ +nZ Q mZ 0 nZ Q m z nZ Q
(0 e )< (W a) (0 g) e 2)ae (7 g)er

pero mZ + nZ = dZ donde d = (m,n) lo cual contradice la minimalidad de n. Ahora,

Mas aun, <

en caso de que todo elemento de I,, sea de la forma ( g 8 ), analogamente al caso

[ nZ Q
1_<0 0).

Por lo tanto, se ha probado que todo ideal derecho de A es de la forma

(nZ QN (n 1Y\ ,,. (nZ Q) (n 1
(2 9)-(3 o (7 9)-(2 1)

De esta manera, es claro que A4 es noetheriano, pues todo submédulo de A4 es fini-
tamente generado, y A4 no es artiniano ya que la sucesion

( nZ Q )

0 @ neN
es estrictamente descendente. Por otro lado, la sucesién anterior es también una suce-
sion submodulos izquierdos, por lo que 4A no es artiniano. Por otro lado, si P denota

anterior se prueba que
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el conjunto de todos los enteros primos, entonces el conjunto

Z Spepll
0 0

es un submodulo izquierdo de 4A que no es finitamente generado, lo que implica que
1A no es noetheriano.

Ejemplo 4.24. Sea B un anillo conmutativo con 1 y S C B un conjunto cerrado bajo
la multiplicacién tal que 0 ¢ S. Si A es el anillo de fracciones de S respecto a B,y
B es un anillo noetheriano, entonces A es un anillo noetheriano. En efecto, si (I,,)nen
es una cadena ascendente de ideales de Ay J, = I, N B para toda n € N, entonces
(Jn)nen €s una cadena ascendente de ideales de B. Lo que implica que existe m € N
tal que J, = J,, para todo n > m y entonces I, = [,, para todo n € N, ya que para
todoa = ¢ € I,\1I,, se tiene que ab € J,, = J,, y asi a € I,,,. Andlogamente se prueba
que si B es artiniano, entonces A es artiniano.

Proposicién 4.25. Sea A un anillo. Son equivalentes los siguientes enunciados.
(a) A es noetheriano (artiniano).

(b) Todo A-médulo derecho finitamente generado es noetheriano (artiniano).

Demostracion. Sea A un anillo. Si M 4 es finitamente generado, entonces por la Proposi-
cién 1.30 existe un epimorfismo f : AX) — M con X finito, de manera que

My =2 A%/ Ker(f).

Por otro lado, si A4 es artiniano 6 noetheriano, entonces por el Corolario 4.10 y la
Proposicién 4.9 cualquier cociente de AX) es también artiniano 6 noetheriano. En
conclusion, M4 es artiniano 6 noetheriano, segtin sea el caso. El reciproco es inmediato
ya que A4 es finitamente generado. m

Ejemplo 4.26. Sea k un anillo conmutativo con 1. Se dice que un anillo A es una
k-algebra de Artin si k es artiniano y A es un k-moédulo finitamente generado. Se
sigue de la proposicion anterior que toda algebra de Artin es un anillo artiniano. En
efecto, si (I,,)nen €s una cadena de ideales de A, entonces también es una cadena de
k-submédulos de A, pero A es artiniano por ser finitamente generado, de manera que
la cadena se estaciona. Por lo tanto, A es artiniano. Ejemplos de algebras de Artin son
las k-algebras de dimension finita con £ un campo.

Ejemplo 4.27. Andlogamente, si un anillo A es una algebra finitamente generada
sobre un anillo conmutativo noetheriano, entonces A es noetheriano. En particular, las
extensiones finitas del anillo de los enteros son noetherianas con este razonamiento.
Por ejemplo, dado f € Q[x] irreducible y L su campo de descomposicion, entonces

Or={a €L | «asatisface un polinomio ménico en Z[z]}
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es una extensiéon finita de Z.

Cabe senalar que si en la proposicién anterior se sustituye finitamente generado por
finitamente cogenerado se tiene una proposicion falsa como muestran los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 4.28. Z es un anillo noetheriano y Z,~ es finitamente cogenerado, sin em-
bargo Z,~ no es noetheriano.

Maés adelante, usando el Ejemplo( 4.34) se mostrard un anillo artiniano con un médulo
finitamente cogenerado no artiniano y no finitamente generado.

Ahora, si M4 es un moédulo finitamente generado sobre un anillo noetheriano por
la derecha A, entonces M es noetheriano por lo que todo submédulo es finitamente
generado. Analogamente, si M4 es un médulo finitamente generado sobre un anillo
artiniano por la derecha A, entonces M es artiniano, de manera que todo cociente
de M es finitamente cogenerado, en particular M es finitamente cogenerado. Se tiene
entonces el siguiente corolario.

Corolario 4.29. Sea A un anillo. Se cumplen los siguientes enunciados

(a) A es artiniano si y solo si todo médulo finitamente generado es finitamente
cogenerado.

(b) Ax es noetheriano si y sélo si todo submaédulo de un médulo finitamente generado
es finitamente generado.

Finalmente el siguiente es un criterio para identificar anillos artinianos ¢ noetherianos.

Teorema 4.30. Si A es un anillo con una descomposicion de la unidad 1 = e1+...+ey,
entonces Aa es artiniano (noetheriano) si y solo si e;Ae; es un e;Aej-mdodulo derecho
artiniano (noetheriano) para toda i,j € {1,...,k}. Equivalentemente, si se tiene un
anillo de matrices generalizadas

Al M21 e Mln
A= MQI AQ ;
Mnl An

entonces A es artiniano (noetheriano) a la derecha si y sdlo si A; es artiniano (noet-
heriano) por la derecha y M;; es un A;-mddulo derecho artiniano (noetheriano) para
toda 1,5 € {1,...,k}.

Demostracion. Si A es noetheriano y se supone que ejAe, es un epAep-médulo no
noetheriano, existe una cadena ascendente (N;);en de e, Aeg-submodulos de e;Aey, que
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no se estaciona, entonces (N;A);en es una cadena ascendente de A-submoddulos de A
que no se estaciona, lo cual contradice que A es noetheriano. Por lo tanto, e; Ae; es un
erAer-mddulo noetheriano.

Reciprocamente, si e;jAey, es un ey Aei-modulo noetheriano para toda j, k € {1, ..., s},
entonces €A es noetheriano para todo | € {1,..,k}. En efecto, dado | € {1,...,k} y
una familia X de A-submddulos de A, se considera X; = {Ne; | N € X}, ésta es
una familia de e; Ae;-submédulos de e;Ae;, por lo que existe X, C X finito tal que

ZN:ZN@

NeX; NeX!

debido a que e;Ae; es noetheriano. En consecuencia,

> N=> (Ne1®...® Ney) @ > N) @(Z Ne;).

NeX NeX i=1 NeX; =1 NeXI{

Por lo tanto, si X’ = X| U...U X}, se tiene que Y yex N = > yex IV, pues

S N-BY Ne) CB(Y Ne— X (@ Ne) = XN

NeX =1 NEX’ i=1 NeX’ NeX'’ =1 NeX’

Se sigue de la Proposicién 4.5 que €;A es noetheriano para toda [ € {1,...,k}, lo que
implica que A = e; A @ ... ® e, A es noetheriano por el Corolario 4.10.

La prueba del teorema cuando A es artiniano se omite ya que es similar a la prueba
de cuando A es noetheriano. O

Corolario 4.31. Si A es un anillo artiniano (noetheriano), entonces M, (A) es un
anillo artiniano (noetheriano).

Ejemplo 4.32. El anillo M,,(Z) es noetheriano ya que Z es noetheriano. Més atin,
todo campo k es noetheriano y artiniano, por lo que M, (k) es artiniano y noetheriano.

Corolario 4.33. Sean A un anillo y 1 = e;+...+ e, una descomposicion de la unidad.
El médulo Ay es noetheriano (artiniano) si y solo si e;Ae; es noetheriano (artiniano)
por la derecha para toda i € {1,...,s} y e;Aey, es un ey Aex-maodulo derecho finitamente
generado para toda j, k € {1, ..., s}.

Demostracion. Se sigue del Teorema 4.30 y las Proposiciones 4.25, 4.5 y 4.6. ]

Con ayuda de los Teoremas 2.29 y 4.30 se tienen los siguientes ejemplos utilizando el
producto trivial de matrices generalizadas 2.30.
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Capitulo 4 Condiciones de Finitud

Ejemplo 4.34. Sean D = Z(z,y) y C = Z(x). Si A es el anillo de matrices generali-

zadas
D 0 D 0
1=(pe)yu=(55)

entonces Ay es artiniano y My, es un médulo finitamente cogenerado que no es finita-
mente generado ni artiniano. En efecto, D y C' son campos, por lo que son artinianos
y Dp es finitamente generado, por lo que el corolario anterior implica que A4 es arti-
niano. Luego, debido a que A es un subanillo de M se tiene que M es un A-mddulo
derecho. Para probar que M es finitamente cogenerado basta notar que todo elemento
de M diferente de 0 es de la forma

ERIRIEHIED!
(G265

con a,b,c € D —{0}; lo que implica que los submédulos ciclicos de M son de la forma
a 0 D 0 a 0 0 0 0 O 0 0

(b c)A:<D cC>:<O c)A’<b c)A:<D cC’):(O c)A’
0 0 0 0 a 0 Do), ({a0\, (DO,
(io)a=(o ). (5 0)a=(50) o (40)= (2 0)

utilizando lo anterior es sencillo deducir que todo submoédulo no nulo de M contiene
un submédulo de la forma

0 01 , (D 0
De manera que si se tiene una familia X de submodulos de M se tienen 3 casos:
(a) Todo médulo de X contiene a Nj.

(b) Todo médulo de X contiene a Ns.

(c¢) Existe un médulo L € X que contiene a Nj pero no a Ny, y un médulo K € X
que contiene a No pero no a Ny.

Por lo tanto, si ademas X = 0 los casos (a) y (b) no son posibles, lo que implica que
existen los médulos L y K del caso (c). Pero en tal caso, debido a que L no contiene
a Ny se deduce que todos los elementos de L son de la forma

(2 7)
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con d,e € D, y andlogamente se deduce que los elementos de K son de la forma

f 0

0 0
con f € A. Asi, es inmediato que M NN = 0. Se ha probado que dada una familia
X de submédulos de M tal que N X = 0, existe una subfamilia finita ¥ de X tal

que NY = 0, es decir M es finitamente cogenerado. Ademas, debido a que D¢ no es
finitamente generado, M4 no puede ser finitamente generado, y la cadena

0 0
M"_<D W)

es claramente estrictamente descendente. Por lo tanto M es un moédulo finitamente
cogenerado que no es finitamente generado ni artiniano.

Ejemplo 4.35. Dado un campo k, éste es artiniano y noetheriano por lo que para
toda n € N el anillo A es artiniano y noetheriano, donde

k0
a-(h D).

Ejemplo 4.36. Z es noetheriano no artiniano, por lo que A es noetheriano no artiniano
para cualesquiera n;; € N con 4,5 € {1, ..., k}, donde

Z Z'nle ank
Ao | 2o Z
v/ Z

Nk1

Ejemplo 4.37. Sean k un campo y k[z] el anillo de polinomios sobre una variable.
Se ha probado que k es artiniano y noetheriano y que pk[x]i,) es noetheriano por la
derecha pero no finitamente generado por la izquierda, entonces A es noetheriano a la

derecha, pero no a la izquierda.
(kK]
A—<0km)

Ejemplo 4.38. Sean A un anillo artiniano (noetheriano) y S un A-médulo simple. El

anillo
o EIldA(S) S
p= (5

es un anillo artiniano (noetheriano) pues S es finitamente generado y End4(S) es un
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anillo con division debido a que S es simple.

4.4. Mobdulos de longitud finita

Esta seccion tratara sobre los médulos que son tanto artinianos como noetherianos.

Si M es artiniano entonces el conjunto de todos sus submédulos distintos de 0 tiene
un elemento minimal M;. Recursivamente, el conjunto de todos los submoédulos de M
que contienen propiamente a M, tiene un elemento minimal M, ;. De esta manera se
ha construido una cadena ascendente (M;);en tal que M;,1/M; es simple; ciertamen-
te, si M;y1/M; no fuera simple, entonces existiria un submoédulo de M que contiene
propiamente a M;, pero que esta contenido propiamente en M, lo que contradice la
minimalidad de M.

Si ademas M es noetheriano, entonces esta sucesion es finita y se llama una serie de
composicion de M.

Definicién 4.39. Dado un moédulo M. Se dice que una cadena finita de submodulos
X:0=MyCM, C..CM,=M (4.1)

es una serie de composiciéon de M de longitud n si los médulos M;,1/M;, llamados
factores de composicion, son simples.

Se prob6 que si un médulo es artiniano y noetheriano, entonces tiene una serie de
composicion. De hecho, un médulo tiene serie de composicion si y soélo si es artiniano
y noetheriano. En efecto, si M es un médulo con una serie de composicion

X OZMongggMn:M,

entonces se prueba que M es artiniano y noetheriano por inducciéon sobre n. Sin =1,
entonces M es simple por lo que es artiniano y noetheriano. Tomando como hipdtesis
de induccién que todo mdédulo con una serie de composicion de longitud £ es artiniano
y noetheriano, si n = k + 1 se tiene la sucesiéon exacta

0— My — M — M/M;, — 0

donde M y M /Mj son artinianos y noetherianos, lo que implica que M es artiniano y
noetheriano por la Proposicién( 4.9). Por lo tanto, M tiene serie de composicién si y
sOlo si es artiniano y noetheriano.

Teorema 4.40. Un mddulo M tiene serie de composicion si y solo si M es artiniano
y noetheriano.
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Corolario 4.41. Sea M un mddulo semisimple. M es de longitud finita, si y sélo si
es finitamente generado, si y solo si M es finitamente cogenerado.

Demostracion. Es inmediato del hecho de que un moédulo artiniano es finitamente
cogenerado, y de que un modulo noetheriano es finitamente generado. O]

Ejemplo 4.42. Sean A un anillo y S un médulo simple. El médulo S tiene una tnica
serie de composicion X : 0 C S.

Ejemplo 4.43. Sea M, = 51 @ S, @ S3, donde S, Sy y S3 son A-mddulos simples
tales que Sy = S35y S1 £ S,.

X:0CS5CS@dSCS dSdSs=M
Y:0CS5CS i ®%CSHBSdS; =M
son series de composicion de M.

Ejemplo 4.44. Considérese el Z-médulo M = Zn, y sea
X . 0 g pn_lzpn g g pQan g prn g an.

X es una serie de composicion de longitud n, ya que p"~“Z,n/ p"*(”l)an = Z, para
todo .

Luego, por la Proposicién( 4.9) todo médulo que sea la extensiéon de dos médulos con
serie de composicion tiene también serie de composicion, y todo submédulo y cociente
de un moédulo con serie de composicion también tiene serie de composicion. De hecho,
existe una estrecha relacién entre los factores de composicién de dos modulos y los de
su extension. Para exponer dicha relacion se introduce la siguiente definicién.

Definicién 4.45. Sean M un moédulo con una serie de composicion X y S un moédulo
simple. El niimero de factores de composicién de X isomorfos a S recibe el nombre de
multiplicidad de S respecto a la serie X y se le denota m3 (M).

Observacion 4.46. Si W es un conjunto de representantes de las clases de moédulos
simples bajo isomorfismo, entonces la longitud de la serie de composicion X es igual a

>_Sew mg(M)

Ahora, si M es un modulo con una serie de composicion X : My C ... C M,,, v
/ g
0—N-—-M-"N —0
es una sucesion exacta, entonces existen las sucesiones

Xli O:NognggNn:N
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Xo: 0=N,CN C..CN =N

donde N; = f~Y(M;) y N! = g(M;). Asi, se tiene el siguiente diagrama conmutativo
con renglones y columnas exactas

0 0 0
0 N; M; N 0
0 —— Nina My Ni/—i-l —0

0 —— Nip1/N; » My /M; > N, /JNf — 0

)

0 0 0

Ahora, se observa que, debido a que M; 1/M; es un médulo simple, se tiene por el
lema de Schur que M;i1/M; = Niyi/N; y Njy/Nj =0, 6 My /M; = N/ /Ny
Ni+1/Ni =0.

Por lo tanto, las sucesiones X; y X5 son tales que todo cociente de elementos conse-
cutivos es simple 0 cero, de manera que si se descartan los elementos de las sucesiones
cuyos factores son 0 se obtienen series de composicion

Y= {Ne€ X | Ne/Ney#0by
Z={N,e€X, | N./N;_,#0}.

Ademas, como N/, /N; = 0siy solosi N;y1/N; # 0, se concluye que para todo médulo

simple S, se cumple que m% (M) = my-(N) + m5(N').

Reciprocamente, si N tiene una serie de composicion Y = (N;)", y N’ tiene una
serie de composiciéon Z = (N/)%_, entonces, como N = f(N) y N' = M/N, se puede
considerar N; como un submédulo de M y N! = (N; + N)/N donde N; es algtin
submodulo de M. De manera que se tiene una serie

0=NgC..CN,=N=Ny+NC..CN,+N=M
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donde Niy1/N; v (Nip1 + N)/(N; + N) = N/, ,/N/ son simples. Por lo tanto, se ha
construido una serie de composicion X de M, tal que si .S es un médulo simple, entonces
mx (M) =mi(N) + mZ(N').

Se ha probado el siguiente resultado.

Proposicién 4.47. Dada una sucesion exacta de médulos 0 — N — M — N’ — 0.
Se cumple que M tiene una serie de composicion si y solo si N y N’ tienen series de
composicion, tales que para cada modulo simple S se tiene que

m (M) = my(N) + mz(N').

Ademds, si N es submédulo de M, entonces existe una serie de composicion (M;)!,
de M en la cual M; = N para algin i € {1,...,n}.

Con esta proposicién es sencillo probar el siguiente resultado, el teorema de Jordan-
Holder.

Teorema 4.48. Si M tiene una serie de composicion X de longitud n, entonces toda
serie de composicion Y de M tiene longitud n y m3 (M) = my (M) para cada médulo

simple S.

Demostracion. Sea n la longitud de X. Si n = 1, entonces M es simple, por lo que
sélo tiene una serie de composicion. Luego, tomando como hipétesis de induccién que
si M es un moédulo con una serie de composicion de longitud k, entonces toda serie de
composicién Y de M cumple que m3 (M) = mi{(M) para todo médulo simple S. Si
n = k+ 1, entonces se tiene que M /Ny, es simple, por lo que toda serie de composicién
es de longitud 1 y la multiplicidad de cualquier simple es igual a 1 6 0, y Y = (N;)¥,
es una serie de composiciéon de Ny de longitud &, por lo que cumple la hipotesis de

induccién.

Ahora, si M tiene una serie de composicion X’ de longitud m, entonces N y M/Nj,
tienen series de composicion Y’y Z’ tales que m3., (M) = my.(Ny,) +m3,(M/Ny,) para
todo modulo simple S por la Proposicion 4.47, y por la argumentaciéon anterior

m (M) = mg-(Ny) +miz (M/Ny,) = mi-(Ny) + mz(M/Ny) = m% (M).

Por lo tanto, se ha probado inductivamente que la multiplicidad de un médulo simple
es la misma sin importar la serie de composicion. Y como la longitud de una serie es
igual a la suma de las multiplicidades de los médulos simples, la longitud de toda serie
de composiciéon de un médulo es siempre la misma. O

Se ha probado que la longitud de una serie de composicién asi como la multiplicida-

des de sus factores de composiciéon soélo dependen del médulo. Por ello se definen los
siguientes conceptos.
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Definicién 4.49. Sea M un mdédulo. Se dice M es de longitud finita si M tiene serie
de composicion. En tal caso, todas las series de composicion de M tienen la misma
longitud, tal nimero recibe el nombre de longitud de M y se le denota I(M). Y dado un
moédulo simple S, se llama multiplicidad de composicion de S en M a la multiplicidad
de S en cualquier serie de composicién de M y se denota mg(M).

Es inmediato el siguiente resultado por la Proposicion 4.47 y el Teorema 4.48.

Corolario 4.50. Dada una sucesion exacta 0 — N — M — N’ — 0. Si M tiene
una serie de composicion, entonces (M) = I(N) + I(N'). En particular si N C M,
entonces [(M) = I(N) + I(M/N).

Se sigue que si N y N’ son submédulos de M tales que N & N', [(N) < I[(N') pues
I[((N")=I(N)+I(N'/N) > I(N)+1>I(N).
Corolario 4.51. Si M tiene serie de composicion con submddulos N y N’ tales que

N G N' C M, entonces l(N) < I(N").

Por ultimo, nétese que si M es un mdédulo con una cadena finita
0=MyCM, C..CM,=M,

tal que cada cociente M, q/M; tiene serie de composicién, entonces M tiene serie de
composicién. Ciertamente, M; = M; /M, tiene serie de composicién, y si para dado
k € {1,...,n}, M tiene serie de composiciéon, entonces como My /My también tiene
serie de composicion, My, tiene serie de composiciéon por la Proposicién 4.47. Asi,
inductivamente M tiene serie de composicion.

Proposicion 4.52. Si M tiene una serie tal que cada cociente tiene serie de compo-
sicion, entonces M tiene serie de composicion.
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5. El radical y el soclo

En este capitulo se definen el radical y el soclo, dos submédulos importantes en el
estudio de la estructura de un moédulo.

El radical surgié6 como un medio para caracterizar la semisimplicidad y el soclo es el
concepto dual, por lo que ambos submoddulos contienen informacion importante sobre
el comportamiento de un médulo y su relaciéon con médulos semisimples.

El capitulo se divide en las secciones de soclo y radical. En la seccion de soclo se define
el concepto y se estudian propiedades que cumple el soclo de los médulos finitamente
cogenerados, entre ellas la de ser un submodulo esencial. En la seccién correspondiente
al radical se define el radical de un médulo y se estudian propiedades que cumple el
radical de los modulos finitamente generados, como la de ser un submaédulo superfluo.
Por 1ltimo, el capitulo concluye con una subsecciéon dedicada al radical de Jacobson
de un anillo, donde se caracteriza este ideal y sus propiedades mas importantes, termi-
nando con las propiedades del radical de Jacobson de un anillo artiniano y el teorema
de Akizuki-Hopkins-Levitzki.

5.1. El soclo

Sean M un moédulo y S un moédulo simple. Por el lema de Schur, todo morfismo
f S — M es nulo 6 inyectivo. Si f # 0, entonces f(S) es un submédulo simple
de M. Y reciprocamente, si N es un submoédulo simple de M, entonces la inclusion
natural ¢ : N — M implica que N es la imagen de un morfismo con dominio simple y
codominio M.

De manera que, si X es la suma de todos los submodulos simples de M, el submodulo
X es la suma de todas las imégenes de los morfismos con dominio simple y codominio
M. Este submodulo recibe el nombre de soclo de M.

Definicién 5.1. Sea M un médulo. Si M # 0 se define el soclo de M, denotado como
soc(M), como el submébdulo

soc(M)=> {NCM | N essubmédulo simple de M}.

Si M = 0, entonces se define soc(M) = 0.
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Teorema 5.2. Sea M un mddulo. El soclo de M es igual a la suma de todas las
imdgenes de los morfismos con dominio simple y codominio M.

Ejemplo 5.3. Si M = Z,», entonces M tiene un unico submoédulo minimal simple
soc(M) = p" lyn = 7.

Ejemplo 5.4. Si M = Z, entonces soc(M) = 0. Ciertamente, M no contiene sub-
modulos simples, debido a que los médulos simples sobre Z son de la forma Z, con p
primo, pero M es libre de torsién. Por lo tanto, soc(M) = 0.

Ejemplo 5.5. Sean k un campo y D = k[z|. El anillo de matrices generalizadas con

producto trivial
E 0
)

cumple que soc(As) # soc(4A). En efecto, debido a que los mddulos simples son
ciclicos es sencillo deducir que los submddulos simples de A4 son de la forma

(ot 0) 2= (o 0) ¢ (5 0)2=(5 o),
E 0

klz] 0
no tiene submaédulos simples, ya que todos los submddulos ciclicos son de la forma

A<p&>8>:<ku§@>8>’A<8p&>>:<8kw&m>’

A(p&>q&>>_<km§@>khﬁ@))éA(p&>q&>>_<k@1k@ﬁ@))

con A € k distinto de 0. Por lo tanto, soc(4A) = 0.

de manera que soc(A,) = ( ) . Con el mismo razonamiento, se deduce que 4 A

Son inmediatos de la definicién los siguientes resultados.

Proposicién 5.6. Sea M un A-maodulo. Se cumplen los siguientes enunciados:
(a) M es semisimple si y solo si soc(M) = M.
(b) Si f: M — N es un morfismo, entonces f(soc(M)) C soc(N).
(¢) Si f: M — N es un monomorfismo tal que soc(N) C f(M), entonces

soc(M) = soc(N).

(d) El soclo de M es un B-submddulo de gM, donde B = Enda(M).
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(e) Si K es un submdodulo de M, entonces soc(K) = K Nsoc(M).

Demostracion. Sea M un A-mddulo.

(a) M es semisimple si, y sdlo si, M es igual a la suma de sus submédulos simples
si, y s6lo si, M = soc(M).

(b) Si f: M — N es un morfismo, entonces el lema de Schur implica que f(soc(M))
es una suma del submoédulo 0 y de submoddulos simples, lo que implica que

f(soc(M)) C soc(N).

(c) Por el punto anterior basta probar que soc(N) C f(soc(M)). Por hipdtesis
soc(N) C f(M), con lo cual soc(N) C soc(f(M)) pero debido a que f es mono-
morfismo soc(f(M)) = f(soc(M)). Por lo tanto, soc(N) C f(soc(M)).

(d) Debido a que M es un B-mddulo, basta probar que f(soc(M)) C soc(M) para
todo f € B, lo cual se sigue del punto (b).

(e) Es inmediato de la definicion.

Corolario 5.7. Sea M un A-mddulo. Se cumplen los siguientes enunciados.
(a) Si N es un submddulo de M tal que soc(M) C N, entonces soc(M) = soc(N).
(b) soc(M) es el maximo submddulo N de M tal que soc(N) = N.

(c) soc(Bicx M;) = Djex soc(M;).
Demostracion.
(a) Por el punto (e) de la proposiciéon anterior
soc(N) = N Nsoc(M),

pero por hipétesis soc(M) C N, lo que implica que soc(N) = soc(M).

(b) Del punto (a) de la proposicién anterior soc(N) = N si, y s6lo si, N es semisimple
si, y s6lo si, N C soc(M).

(c) Sea M = @,cx M;. Por el punto (e) de la proposicién anterior,
soc(M;) = M; Nsoc(M),
lo que implica que

P soc(M;) = @ M; Nsoc(M) = M Nsoc(M) = soc(M).

1€ X i€X
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5.1.1. El soclo de un médulo finitamente cogenerado

Como ya se ha visto en los ejemplos anteriores el soclo no siempre es distinto de cero.
En esta subseccion se estudian los médulos que tienen un soclo diferente de cero. Para
empezar se caracterizan los modulos con soclo no nulo y se prueba que los médulos
finitamente cogenerados cumplen esta propiedad.

Proposicién 5.8. Sea M un modulo. Se cumplen los siguientes enunciados
(a) soc(M) # 0 si, y solo si, M contiene un submodulo simple.

(b) Si M es finitamente cogenerado, entonces todo submddulo de M contiene un
submodulo simple.

(¢) Si M es un mddulo finitamente cogenerado, entonces soc(N) # 0 para todo sub-
médulo N # 0. En particular, soc(M) # 0 si M # 0.

Demostracion. Sea M un moédulo.
(a) Es inmediato de la definiciéon de soclo.

(b) Sea K un submdédulo de M. Considérese el conjunto X de submédulos no nulos de
K. El conjunto X es no vacio ya que K € X, y si se toma una cadena descendente
(Ni)ier en X entonces N = ;cx IV; es una cota inferior de la cadena en X. En
efecto, es inmediato que N; O N para todo j € I, y si se supone que N = 0,
entonces debido a que M es finitamente cogenerado existe un subconjunto finito
J de I tal que N;c; NV; = 0, pero esto implica que N, = 0 donde m es el minimo
de J, lo cual es una contradiccion pues N,, € X. Por lo tanto, N € X. De manera
que toda cadena en X tiene una cota inferior en X, lo que implica por el lema
de Zorn que X tiene un elemento minimo, esto es un submoédulo minimo no nulo
y por ello simple. Por lo tanto, K tiene un submodulo simple.

(c) Se sigue de los puntos anteriores ya que todo submédulo de M es finitamente
cogenerado.

]

Ahora, si M es un modulo finitamente cogenerado, entonces es sencillo deducir que un
submédulo N contiene a soc(M) si, y sélo si, NN K # 0 para todo submddulo K # 0.

En efecto, si soc(M) C N y K es un submoédulo tal que N N K = 0, entonces K = 0
ya que si se supone lo contrario soc(K') # 0 por la proposicién anterior, lo que implica
que

0 # soc(K) C KNsoc(M)C KNN,

lo cual es una contradiccién.

Reciprocamente, si N es un submoédulo tal que N N K = 0 implica que K = 0 para
todo submoédulo K, entonces N contiene todos los submoddulos simples. En efecto, si
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se supone que existe un submoédulo simple S tal que S € N, entonces SN N # S es
un submédulo de S, por lo que SN N = 0 pues S es simple, lo que implica que S = 0,
lo cual es una contradiccion.

Se ha probado el siguiente resultado.

Proposicion 5.9. Sea M un méddulo finitamente cogenerado. Para todo submodulo N
de M se tiene que soc(M) C N si y solo si NN K # 0 para todo submédulo K # 0.

La proposicion anterior lleva a la siguiente definicion.

Definicién 5.10. Sea N un submédulo de M. Se dice que N es un submdédulo esencial,
denotado como N < M, si se cumple que N N K # 0 para todo submédulo K # 0.

Por lo tanto, se ha demostrado que si M es un médulo finitamente cogenerado, entonces
soc(M) es un submédulo esencial, que ademaés es finitamente cogenerado, ya que todo
submédulo de un médulo finitamente cogenerado es finitamente cogenerado.

Reciprocamente, si M es un médulo tal que soc(M) es un submddulo esencial finita-
mente cogenerado, entonces M es finitamente cogenerado. En efecto, supéngase que
X es una familia de submoédulos de M tal que Nyex N = 0, de manera que

() soc(N) = () (N Nsoc(M)) = < N N> Nsoc(M) =0,

lo que implica que existe una subfamilia finita Y de X tal que

() N)nsoc(M)= () soc(N) =0,

NeY NeY

pero soc(M) es esencial, por lo que Nyey N = 0. Por lo tanto, M es finitamente
cogenerado.

Se ha probado la siguiente caracterizacion de los médulos finitamente cogenerados.

Proposicién 5.11. Un mddulo M es finitamente cogenerado si y sélo si soc(M) < M
y soc(M) es finitamente cogenerado.

Corolario 5.12. Un mddulo M es finitamente cogenerado si y sélo si soc(M) < M y
soc(M) es finitamente generado.

Demostracion. Se sigue de la proposicién anterior, ya que al ser soc(M) es semisimple,
el Corolario 4.41 implica que si soc(M) es finitamente generado, entonces también es
finitamente cogenerado. O

Ejemplo 5.13. El médulo M = Z no es finitamente cogenerado y soc(M) = 0, por lo
que soc(M) es no esencial finitamente generado.
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Ejemplo 5.14. Sea M = @,cx Z, donde X es el conjunto de todos los primos. El
modulo M es semisimple, de manera que soc(M) = M. Por lo tanto, soc(M) = M es
esencial no finitamente generado.

De la demostracion de la proposicion anterior se puede deducir que en general el soclo
de un moédulo es esencial si, y sélo si, todo submoédulo no nulo contiene un submodulo
simple.

En efecto, si M es un modulo tal que todo submodulo no nulo contiene un submédulo
simple, entonces soc(M) N K # 0 para todo K # 0, por lo que soc(M) es esencial.
Reciprocamente, si el soclo es esencial, entonces soc(K) = soc(M) N K # 0 para todo
submodulo K # 0, lo que implica que todo submoédulo no nulo contiene un submaédulo
simple.

Proposicion 5.15. Sea M un médulo. Todo submaodulo no nulo contiene un submaodulo
simple si y solo si soc(M) < M.

Por ultimo nétese que en la demostracion de la Proposicién 5.9 se probd que el soclo
esta contenido en todo submoddulo esencial, sin importar si M es finitamente cogenerado
6 no. De hecho, en general el soclo es la interseccion de todos los submédulos esenciales.

En efecto, por la argumentacién anterior basta probar que la interseccién de todos los
submodulos esenciales esta contenida en soc(M).

Sea X dicha interseccion y N un submoédulo de X. Se considera el conjunto Y de
todos los submodulos L de M tales que L NN = 0. El conjunto Y es no vacio, ya que
contiene al 0, y si se considera una cadena ascendente (N;);cs, entonces K = Y ,c; N;
es una cota superior en Y. En efecto, es claro que N; C K para toda ¢ € I, y si se
toma x € K N N, entonces © = Y ,c;x; con z; € N; y J un subconjunto finito de I; y
asi z € N, " N =0 donde m = maz{J}.

Ahora, N @& K es esencial en M, pues si se tiene un submoédulo W de M tal que
(N @& K)NW =0, entonces

NO(W+EK)=NNW4+NNK=NNWCNNW+KnW =0,

lo que implica que W = 0 por la maximalidad de K. Asi, N CY C N & K, lo que
implica que N @ (K NY) =Y. Por lo tanto, Y es semisimple y entonces Y C soc(M).

Se ha obtenido la siguiente caracterizacion.
Proposiciéon 5.16. Dado un mddulo M se tiene que soc(M)={N | N < M}.

Ejemplo 5.17. Sea k un campo. Si A es un anillo con una descomposicién de la unidad
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1=e;+ ... + e, cuya descomposicion de Peirce es de la forma

k M12 Mln 0 M12 Mln
a| Mk . | M0 y
M1 k M1 0

M;;iM;j, = 0 para toda i # k # j, entonces soc(Ax) = M & (P;cx €;A4) donde
X={ie{l,.,n} | M;=0Vj#i}

y soc(aA) = M & (B,cy Ae;) donde
Y={ie{l,..n} | M;=0Vj+#i}.

En efecto, N =M @ (B,cx e;A) es esencial, ya que si se supone que existe un
submodulo no nulo K tal que K NN = 0, entonces existe un elemento x de K tal que
su entrada en la [-ésima columna y [-ésimo renglon para algin [ ¢ X es distinto de
cero. Pero entonces

0 0
0 0
0 0

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, N es un submoddulo esencial de A, lo que
implica que soc(A4) € N. Pero e; A es simple para todo i € X, y M es semisimple ya
que para todo m € M,; se tiene que dimy mA = 1, por lo que mA es simple, y asi

M = Z Z mA
ij=1 \meM;;

es semisimple. Por lo tanto, N es semisimple, lo que implica que N = soc(A4). Andlo-
gamente, se prueba que soc(4A4) = M @ (D;cy Ae;).
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5.2. El radical

Sea M un A-moédulo derecho y S un A-médulo derecho simple. Por el lema de Schur
todo morfismo f : M — S es epimorfismo 6 es el morfismo 0. Si f # 0 se tiene que
M/ Ker(f) = S, lo que implica que Ker(f) es un submddulo maximal. En consecuencia,
si M no tiene submddulos maximales entonces el inico morfismo con codominio simple
es el morfismo cero.

De manera que si

X =(\{Ker(f) | f:Ms— Sa, con Sy simple} y

Y=({NCM | N esunsubmédulo maximal de M}

con la convencién de que si el conjunto de submoédulos maximales es vacio entonces Y
es igual a M, se tiene que X =Y. En efecto, si M no tiene submédulos maximales,
entonces Y = M y por lo discutido en el parrafo anterior no existen morfismos no nulos
con dominio M y codominio simple, en conclusion X = M =Y. Si M tiene submddulos
maximales, entonces por lo discutido, todo submoédulo maximal es el nicleo de un
morfismo no nulo con codominio simple, por lo que es sencillo deducir que X =Y.

Dicho conjunto contiene informacién importante sobre la estructura del médulo M y
recibe el nombre de radical.

Definicion 5.18. Sea M € Mod,. La interseccién de los nicleos de todos los mor-
fismos con dominio M y codominio simple recibe el nombre de radical de M, y se le
denota como rad(M).

De la discusion anterior se tiene el siguiente resultado.
Proposicién 5.19. Sean M un mdédulo y

Y=(H{NCM | N esun submdédulo mazimal de M},

con la convencion de que si dicho conjunto es vacio, entonces Y = M. Se cumple que
rad(M) =Y.

Observacion 5.20. Todo médulo simple tiene como submdédulo maximal al submddulo
0.

Es inmediato entonces de la definicién la siguiente proposicion.

Proposicion 5.21. Si M es simple, entonces rad(M) = 0.
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5.2 El radical

De hecho, si M es semisimple, entonces rad(M) = 0. Para probar este hecho son
necesarios los siguientes tres resultados.

Lema 5.22. Si f : M4 — N es un morfismo de A-maodulos, entonces
F(rad(M)) € rad(NV).

Si ademds f: M — N es epimorfismo y Ker(f) C rad(M), entonces
f(rad(M)) = rad(V).

Demostracion. Sea B submoédulo maximal de N y 7 : N — N/B la proyeccién ca-
noénica. El médulo N/B es simple por lo que el lema de Schur implica que 7f es
suprayectiva 6 el morfismo 0.

Si mf es el morfismo 0, entonces f(rad(M)) C Ker(m) = B. Si 7f es suprayectiva,
entonces M/ Ker(wf) = N/B es simple, por lo que Ker(7 f) es un submédulo maximal,
y asi rad(A) C Ker(nf), lo que implica que f(rad(A)) C Ker(r) = B. Por lo tanto,
f(rad(A)) esté contenido en todo submddulo maximal, lo que implica que

f(rad(M)) C rad(N).

Si ademds f es suprayectiva y Ker(f) C rad(M), es inmediato que M/ Ker(f) = N,
entonces por el teorema de correspondencia biyectiva f(rad(M)) es la interseccién de
ideales maximales, es decir f(rad(M)) = rad(N). O

Corolario 5.23. Sea M un A-mddulo. Se cumplen los siguientes enunciados.
(a) Para todo N C rad(M) se tiene que rad(M/N) = rad(M)/N.
(b) Para todo N C M se tiene que rad(M/N) D (rad(M) + N)/N.

)
(c) rad(M) es el minimo submddulo N de M tal que rad(M/N) = 0.
(d) rad(M) es un B-submddulo izquierdo de gM , donde B = Enda(M).
Demostracion.

(a) Sea N un submédulo tal que N C rad(M). Considerando la proyeccién candnica
f: M — M/N, se tiene por el lema anterior que rad(M)/N = rad(M/N) ya que
f es suprayectiva y N C rad(M).

(b) Sea N C M, considerando la proyeccién canénica f : M — M/N, el lema
anterior implica que (rad(M) + N)/N = f(rad(M)) C rad(M/N).

(c¢) Por el punto anterior rad(M/rad(M)) = rad(M)/rad(M) = 0. Ademas, si N es
un submoédulo de M tal que rad(M/N) =0y f: M — M/N es la proyecciéon
natural,

f(rad(M)) Crad(M/N) =0

105



Capitulo 5 El radical y el soclo

por el lema anterior, por lo que rad(M) C Ker(f) = N. Por lo tanto, rad(M) es
el menor submodulo que cumple tal propiedad.

(d) Debido a que M es un B-médulo izquierdo basta probar que se cumple que
f(rad(M)) C rad(M) para todo f € B, lo cual es inmediato del lema anterior.

O
Corolario 5.24. Dada una familia de médulos {M;}iex se tiene que
rad(@ Ml) = @ rad(]\/[l)
ieX ieX
Demostracion. Considérense las proyecciones e inclusiones canoénicas m; : M — M; y
ti: M; — M, donde M = @, x M,;.

Sean m; € rad(M;) € My g : M — S un morfismo de moédulos con S simple,
como m;(m;) = m; € rad(M;) C Ker(gt;), se tiene que g(m;) = gi;m;(m;) = 0. Por lo
tanto, rad(M;) C rad(M) para cualquier j € X, lo que implica que @ ;¢ x rad(M;) esta
contenido en rad(@;cx M;).

Por otro lado, sea > m; = m € rad(M) con m; € M;. Si f; : M; — S es un morfismo
con S simple para todai € Xy f =@ f; : M — S, entonces f;(m;) = fum(m) =0
pues m € rad(M) C Ker(fim;), por lo que m; € rad(M;) para toda i € X; lo que
implica que m € @;cx rad(M;). Por lo tanto, rad(P;cx M) = Djcx rad(M;). O

Ahora, si M es semisimple, es decir M = @,;cx S; con S; simple, entonces

rad(M) = P rad(S;) = 0.

ieX
Corolario 5.25. Si M es semisimple, entonces rad(M) = 0.

Notese que el reciproco es en general falso.

Ejemplo 5.26. Considérese el Z-médulo M = [[,cx Z,. Elmédulo M no es semisimple
por 3.17, sin embargo rad(M) = 0, ya que los submédulos de la forma

My ={(mp)pex € M | my =0}
son claramente maximales, por lo que rad(M) C N,ex My = 0. Por lo tanto, M es un
submoddulo no semisimple con rad(M) = 0.
5.2.1. El radical de un médulo finitamente generado

En esta subseccion se tratan las propiedades del radical de un médulo finitamente
generado. Para comenzar nétese que rad(M) no siempre es un submdédulo propio de
M.
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5.2 El radical

Ejemplo 5.27. Recuérdese que dado un dominio entero D, K su campo de fracciones
y S un conjunto multiplicativo que no contenga al cero, es decir 0 ¢ S y SS C 5,
entonces la localizacién de D en el conjunto S es el subanillo

S‘lD:{zeK | pER, qeS)

de K. Sea A = S7'Q|x] la localizacién de Q[z] en el conjunto

S=A{p(z) €Qlz] | p(0)# 0}

A continuacién se prueba que rad(Q(z)a)= Q(z)a. Para ello basta probar que dado
cualquier A-submédulo N el cociente Q[z]/N no es simple, de esta manera el primer
teorema de isomorfismo implica que el tnico A-morfismo de Q(x) a un A-mdédulo
simple es el morfismo 0 y entonces el nicleo de cualquiera de estos morfismos es Q(x).
Ahora, dado un A-submédulo N de Q(z), se considera el conjunto

T= {n eN | p(:z)) € N para cualesquiera p, g € Q[x] conp, ¢ € S} )
x"q(x

Si T' no tiene méaximo, entonces N = Q(x). En efecto, dado cualquier m € N existe
o i) € Nconp, g €5,

t €T tal que m < t, es decir existe un elemento ﬁ

1 x T 1 1
entonces — = p(z) @ € N lo que implica — = —
xt xtq(x) p(x) am

™ e N.

Por otro lado, nétese que todo elemento de Q(z) es de la forma p(z)/q(z), p(z)x'/q(x)
6 p(x)/xtq(x), donde p(z), q(z) € S y t € N; de manera que Q(z) = N ya que

1 t t 1 2t 1
M@:7¢M@eme@:7xM@eNyf@):7M@6N
g(z) ' q(x) g(r)  z' q(z) vtq(x) 2t q(x)

En el caso de que T tuviera un maximo k, entonces (1/2*)S = N. Ciertamente,

dado « € N C Q[xz] es de la forma p(x)/q(x), p(x)z'/q(x) 6 p(x)/z'q(x), donde
p(z), g(x) € Syt € N; nétese que en el tltimo caso t < k por construccién; de manera
que
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y asi N = xi,cS. En consecuencia, si N es un R-submoddulo de Q(z), se tiene que

N = ka para algin k € N; pero entonces N & ximS ¢ Q(x) para cualquier natural
m > k. En consecuencia, por el teorema de correspondencia, Q(z)/N no es simple
como se queria probar. Por lo tanto, rad(Q(z)) = Q(z).

Sin embargo si M es un médulo finitamente generado y distinto de 0, entonces
rad(M) # M.

Proposicién 5.28. Sea {0} # M4 un médulo finitamente generado. Se cumplen los
stquientes enunciados.

(a) Si N & M, entonces N estd contenido en un submddulo maximal.

(b) tad(M) # M.

Demostracion. Sea M finitamente generado.

(a) Si M tiene un submédulo propio N, y
X ={L & Msubmédulo | N C L},

entonces (X, C) es un conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que toda
cadena se estaciona. En efecto, N € X, por lo que X # ) y dada una cadena
ascendente S = (L;);eny en X, si se supone que L = M, donde L = ¥,y L,
entonces existe F' C N finito tal que L = 3, L; debido a que M es finitamente
generado, y entonces M = L,, donde m = max(F'), lo cual es una contradicciéon
pues L,, € X. Por lo tanto, L € X. Esto muestra que toda cadena tiene cota
superior en X, lo que implica por el lema de Zorn que X tiene un elemento
maximal M’. Ahora, M’ es un submdédulo maximal, ya que si se supone que M’
estd contenido en un submodulo K, se tiene que L C M’ C K, lo que implica
que K = M 6 K = M’ por la maximalidad de M’. Por lo tanto, N se encuentra
contenido en un submédulo maximal M.

(b) Si M no tiene submédulos propios, entonces M es simple, y entonces M es
distinto a rad(M) pues rad(M) = 0. Si M tiene un submédulo propio N, entonces
éste esta contenido en un submédulo maximal H, por lo que rad(M) C H # M.

[]

Se tiene el siguiente resultado, conocido como el lema de Nakayama.

Lema 5.29. §i M es un modulo finitamente generado y N un submodulo de M,
entonces N C rad(M) si, y sélo si, para todo submédulo L de M tal que L+ N = M
se tiene que L = M. En particular, si L +rad(M) = M, entonces L = M.
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Demostracion. Sea N Crad(M)y L C M tal que L+ N = M. Si L # M, por el lema
anterior L estd contenido en un submoédulo maximal H, de manera que

M=L+NCH+NCM,

porloque M = H+ N C H+rad(M) = H, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,
L=M.

Reciprocamente, si N es un submédulo de M que cumple que, para todo Ly C M4 tal
que L+ N = M se tiene que L = M, entonces dado H un submodulo maximal tal que
N ¢ H se tiene que N+ H = M, lo que implica que H = M, que es una contradiccion.
Por lo tanto, N C H para cualquier H maximal, y asi N C rad(M). O

Definicién 5.30. Si N es un médulo de M tal que N + L # M para todo L # M, se
dice que N es superfluo y se denota N < M.

Se tiene entonces que si M es finitamente generado, entonces el radical es superfluo y
M /rad(M) es finitamente generado por la Proposicién 1.33.

Reciprocamente, si M/ rad(M) es finitamente generado y rad(M) es superfluo, entonces
M es finitamente generado. En efecto, dada X una familia de submoddulos de M tal
que YSyex N=M,seaY ={N | N € X}donde N = (N +rad(M))/rad(M), esta
es una familia de submédulos de M/rad(M) tal que Yxey N = M/ rad(M), por lo
que existe Y/ C Y finito tal que Yxcoy N = Yxey IV, esto es

donde X’ ={N € X | N €Y'}. Con esto se concluye que S nyex N = X ney N, ya
que la igualdad 3 yexys N = M/rad(M) implica que 3 yex N + rad(M) = M, pero
como rad(M) es superfluo, Y yex: N = M.

Se ha probado la siguiente caracterizacion de los médulos finitamente generados.

Proposicién 5.31. Un médulo M es finitamente generado, si y sélo si, M/ rad(M)
es finitamente generado y rad(M) es superfluo.

Ejemplo 5.32. Sea M = [],cx Zj,. Se ha visto que rad(M) = 0, lo que implica que
M/rad(M) = M no es finitamente generado. Por lo tanto, rad(M) es superfluo pero
M /rad(M) no es finitamente generado.

Ejemplo 5.33. Sean A = Q[z]S~! donde

S ={p(z) € Qlz] | p(0)# 0}

y M = Q(x). Se ha visto que rad(M) = M, por lo que rad(M) no es superfluo. Por lo
tanto, M/rad(M) es finitamente generado, pero rad(M) no es superfluo.
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Por otro lado, nétese que en la demostracion del Corolario 5.29 se probd que todo
submoédulo del radical es superfluo si el médulo es finitamente generado. De hecho si
L es un submédulo superfluo de un médulo M y N es un submédulo maximal de M,
entonces L C N. En efecto, si se supone que L ¢ N, entonces L + N = M, pero como
L es superfluo M = N lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, el radical contiene
la suma de todos los submddulos superfluos.

Reciprocamente, dado x € rad(M) y N un submédulo de M tal que zA+ N = M,
entonces N = M 6 existe un submddulo maximal M’ que contiene a N pero no a x,
pero esto tltimo no puede ocurrir debido a que x € rad(M). Por lo tanto, rad(M) esta
contendido en la suma de todos los submoédulos superfluos.

Proposicion 5.34. Si M es un mddulo, entonces rad(M) es igual a la suma de todos
los submaodulos superfluos de M.

Ejemplo 5.35. Sea k un campo. Si A es el anillo de matrices generalizadas con pro-
ducto trivial 2.30

k M12 Mln 0 M12 Mln
M. k M. 0
A= '21 . y M= .21 . ’
M, k M 0

entonces rad(A4) = M. En efecto, es sencillo probar que M es superfluo, pues si se
supone que existe un submédulo K de Ay tal que M + K = A, entonces existe un
elemento x de K con todas las entradas en la diagonal diferentes de 0; pero en tal caso

AD K DaA=A,

por lo que K = A. Por lo tanto, M es superfluo, lo que implica que rad(A4) C M.
Ademas es sencillo probar que los médulos

0 M12 Mln k M12 Mln k M12 Mln
My, k M,y k M1 0

son maximales, por lo que M esta contenido en la intersecciéon de los submddulos
maximales, por lo tanto M = rad(A4).

5.2.2. El radical de Jacobson

En esta subseccién se muestra que rad(A,) = rad(4A) para todo anillo A, por obvias
razones este ideal bilateral es importante para estudiar la estructura del anillo y recibe
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el nombre de radical de Jacobson.

El siguiente lema caracteriza los elementos del radical del anillo.

Lema 5.36. Sea A un anillo y a € A. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) a € rad(A,).
(b) Vb e A,1 — ab tiene un inverso derecho.
(c) Vb e A1 — ab tiene inverso derecho e izquierdo.

)
)
(d) Vb€ A,1 — ba tiene inverso derecho e izquierdo.
(e) Vb e A,1 — ba tiene inverso izquierdo.

)

(f) a € rad(4A).

Demostracion. (a = b) Sea a € rad(A) y b € A. Si 1 — ab no tiene inverso, entonces
por el lema de Zorn existe I & A ideal derecho maximal tal que 1 —ab € I, pero como
a € rad(A) C I se tiene que ab € I , por lo que 1 = (1 — ab) + ab € I, lo que implica
que I = A, que es una contradiccién. Por lo tanto, 1 — ab tiene inverso derecho.

(a <= b) Sea I & A un ideal derecho maximal de A. Si a ¢ I, entonces A = [ 4+ aA
pues I & I+ aA e I es maximal, lo que implica que 1 = x + ab para alguna x € I y
b € A, y entonces x = 1 — ab que es invertible por (a), por lo que I = A, lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto, a € I. En consecuencia, a se encuentra en todos los
ideales maximales, esto es a € rad(A).

(b= ¢) Sean a € rad(A), b € Ay z el inverso derecho de 1 — ab, de manera que
1=(1-ab)x =z — abx.

Ahora, x = 1+ abx = 1 — a(—bx), entonces z tiene un inverso derecho y por (b), esto
es 1 = zy = (1 4 abx)y = y + ab, lo que implica que y = 1 — ab. Por lo tanto, 1 — ab
tiene un inverso izquierdo x.

(b < ¢) Trivial.

(¢ = d) Sean a € rad(A), b € Ay z, y € A los inversos izquierdo y derecho respecti-
vamente de 1 — ab, entonces

(1—bxa)(1—ba) = 1—bra—ba+braba = 1—-b(x—1+zab)a = 1—b(x(1—ab)—1)a = 1.

Por lo tanto, 1 — bza es inverso izquierdo de 1 — ba, y analogamente 1 — bya es su
inverso derecho.

(d < e) Andlogo a (b < ¢).

(e & f) Anédlogo a (a < b). O
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Con esta proposicién se ha probado que rad(A4) = rad(4A), es decir el radical co-
mo moédulo derecho es el radical como médulo izquierdo. Lo que lleva a la siguiente
definicién.

Definicién 5.37. Sea A un anillo. El radical de Jacobson, denotado como rad(A), es
la interseccion de todos los ideales derechos maximales, 6 equivalentemente, la intersec-
cién de todos los ideales izquierdos maximales, es decir rad(A) = rad(4A) = rad(A,).

Ya caracterizados los elementos es sencillo verificar las siguientes propiedades.

Corolario 5.38. Sea A un anillo. Se cumplen los siguientes enunciados:

(a)
(b)
()
()
(e)
(f)

rad(A) es la interseccion de todos los ideales maximales izquierdos.
rad(A) es un ideal bilateral.
Si e un idempotente de A, entonces e(rad(A))e = rad(eAe).

Si e un idempotente de A ye = e+ rad(A), entonces € es un idempotente de

A/rad(A) tal que e(A/rad(A ))e >~ eAe/rad(eAe).
Si I es un ideal tal que todo elemento de I es nilpotente, entonces I C rad(A).

Si I es un ideal bilateral nilpotente de A, entonces I C rad(A).

Demostracion. Sean A un anillo, e un idempotente y f =1 —e.

(a)
(b)

(¢)
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Es inmediato del punto (f) del lema anterior.

Como rad(A) es interseccién de ideales derechos, rad(A) es un ideal derecho; y co-
mo también es interseccién de ideales izquierdos, es un ideal derecho e izquierdo,
por lo que es un ideal bilateral.

Se observa que dado a = ebe € eAe se cumple que ea = ae = eae = ebe. Luego,
si r = ere € rad(eAe) para todo a € A se cumple que e — ra es invertible por la
derecha en eAe, es decir existe y = eye € eAe tal que (e — ra)y = e, por lo que
dado a € A

(I=ra)ly+f)=(+e—ra)ly+f)=fy+tetf=1,

y asi r € rad(A). Por lo tanto, rad(eAe) C e(rad(A))e.
Reciprocamente, si r = ere € e(rad(A))e C rad(A), entonces para toda a € A
existe y € A tal que y(1 —ra) = 1. En particular si a = eae € eAe

e=-ecy(l —ra)e =eyle+ f —ra)e = ey(e —ra) = eye(e — ra),

por lo que e(rad(A))e C rad(eAe). Por lo tanto, e(rad(A))e = rad(eAe).



5.2 El radical

(d) Se define f : eAe — e(A/rad(A))e, como f(eae) = eae + rad(A). Claramente
f es un epimorfismo y Ker(f) = e(rad(A))e, entonces el primer teorema de
isomorfismo implica el resultado.

(e) Es bien sabido que si z € A es nilpotente, entonces 1 — z es invertible ya que si
0 = 2™, entonces

1—2)14+z+2°+.. +2™H)=1-a"=1.

Asi, si se supone que J es un ideal maximal tal que I € J, se tiene que I +.J = A
lo que implica que existen a € I y b € J tales que 1 = a + b; pero entonces
b = 1—a es invertible ya que a es nilpotente por pertenecer a I. En consecuencia
J = A, lo cual es una contradiccién.

(f) Es inmediato del punto anterior.
[

Observacion 5.39. Mas adelante se veran casos cuando el radical de Jacobson es nilpo-
tente, por lo que (f) implica en tales casos que el radical es el mayor ideal nilpotente.
Sin embargo en general el radical no es nilpotente como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.40. Sea k un campo y
A=k[z]] =D a.z" | a €kVi}
n=0

el anillo de series formales de potencias sobre k. Es sencillo mostrar que > j a,2" € A
es invertible si, y s6lo si, ag # 0. De manera que el ideal generado por = es un ideal
maximal tnico, lo que implica que rad(A) = x A, que claramente no es nilpotente.

Ejemplo 5.41. Si k£ un dominio entero y A = k (x;) ;cx, el anillo asociativo no con-
mutativo, donde X es un conjunto arbitrario de subindices, entonces rad(A) = 0. En
efecto, sea p € A de grado n > 0, es claro que p no es invertible ya que pq es de grado
mayor 0 igual a n para todo ¢ € A. En consecuencia, si se toma z = x; para algun
i€ X yperad(A), por ( 5.36) se deduce que 1 —xp es invertible; pero entonces 1 —zp
es de grado 0, lo que implica que zp € k y entonces p = 0. Por lo tanto, rad(A4) = 0.
Andlogamente, si B = k [x;] ;ex se prueba que rad(B) = 0.

Ahora, con la proposicién anterior se puede utilizar la descomposiciéon de Peirce del
anillo para visualizar el radical, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 5.42. Si A tiene una descomposicion de la unidad 14 = e;+...+e,, entonces
e;rad(A)e; = e;Aej para toda i # j y

n

rad(A) = (é rad(e;Ae;)) @ (€D e;Ae;)

i=1 ij=1
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si, y solo si, e;Ae; C rad(A) para todo i # j en el conjunto {1,...,n}.

Demostracion. La necesidad de que e;Ae; C rad(A) para todo ¢ # j es inmediata,
y tal condicién es suficiente ya que por la Proposicion 2.19 y la proposicién anterior
rad(A) es igual a

(é;l e;rad(A)e;) @ (SLB_ e;rad(A)e;) = (é rad(e; Ae;)) & (#Gn? e;rad(A)e;).

Esto muestra que basta probar que si ¢ # j, entonces e; rad(A)e; = e;Ae;, pero por
hipdtesis e;Ae; C rad(A) lo que implica que

e;Ae; = efAe? C e;rad(A)e;,

y es claro que e;rad(A)e; C e;Ae;. Por lo tanto, e; rad(A)e; = e;Ae;. O

Ejemplo 5.43. Si A es un anillo de matrices generalizadas de orden n tal que M;; =0
para todo i > j,

Al M21 e Mln rad(Al) Mgl e Mln
0 AQ 0 rad(Ag)
) ‘ , entonces rad(A) = ]

0 - 0 A, 0 co 0 rad(4,)

En efecto, si 1 = e; + ... + ¢, es la descomposicion de la unidad inducida, para todo
i # j el ideal M;;A es nilpotente ya que

(MijA)Q = (eiAejA)Q = eiA(ejAeiA)ejA = GZ‘A(M]'Z‘A)GJ‘A = O,
lo que implica que e;Ae; C rad(A) para todo i # j.

Ejemplo 5.44. Se prueba andlogamente al ejemplo anterior que si A es un anillo
generalizado de matrices con producto trivial 2.30

Al M12 . Mln
A= MZl A2 ’
Mnl An
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es decir M;; M, = 0 para toda i # j y j # k, entonces

rad(Al) Mlg e Mln
M. rad(A
rad(A) = _21 (42)
M, rad(A4,)

Proposicién 5.45. Dado un mdodulo derecho M sobre un anillo A, se tiene que
Mrad(A) C rad(M).

Demostracion. Para cada m € M existe un morfismo f,, : A — M definido como
f(z) = mx. Luego, por el Lema 5.22 se sigue que m - rad(A4) C rad(M) para todo
m € M. Asi,

Mrad(A) = Y mrad(A) C rad(M).

meM

Con esta proposicion es posible demostrar el siguiente resultado, el lema de Nakayama.

Lema 5.46. Para todo ideal derecho I C A, los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) I Crad(A).
(b) Dado un mddulo finitamente generado M. Si M1 = M, entonces M = 0.

(c) Sea N C M tal que M/N es finitamente generado. Si N + M1 = M, entonces
M = N.

Demostracion. (a = b) Por la Proposicién 5.45 se cumple que
MI C Mrad(A) C rad(M).

Luego, como M es finitamente generado y 0+ M1 = M, el Corolario 5.29 implica que
M = 0.

(b = ¢) Si N+ MI = M, entonces (MI + N)/N = M/N y M/N es finitamente
generado, entonces por (b) M/N = 0. Por lo tanto, M = N.

(¢ = a) Si se supone que existe x € I que no pertenece a rad(A), entonces existe un
ideal maximal J tal que = ¢ J. De esta manera, J + AI = A, lo que implica por (c)
que A = J, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, J C rad(A). n
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5.2.2.1. El radical de un médulo proyectivo

Se ha probado que para todo A-médulo derecho M rad(A) C rad(M), y es importante
mencionar que en general rad(M) # M rad(A), como es el caso de A=Zy M = Zy.
Sin embargo, si M es un médulo proyectivo se cumple que M rad(A) = rad(M) entre
otras interesantes propiedades. Esta subsubseccién contiene tales resultados.

Proposicién 5.47. Sea A un anillo. Se cumplen los siguientes enunciados.
(a) Arad(A) =rad(A) yrad(A) =rad(A)A.
(b) Si P es un A-médulo derecho libre, entonces rad(P) = Prad(A).
(¢) Si P es un A-mddulo proyectivo derecho, entonces rad(P) = Prad(A).
(d) Sie es un idempotente de A, entonces rad(eA) = e(rad(A)).
)

(e) Sie es un idempotente de A, entonces

(e +rad(A))(A/rad(A)) = eA/rad(eA) = eA/erad(A).

Demostracion. Sea A un anillo.
(a) Se sigue del hecho de que rad(A) es un ideal bilateral.
b) Si P es libre, entonces existe un conjunto X tal que P = AX) | lo que implica
) p
que

rad(P) = rad(AX)) = rad(4)X) = (Arad(A)™) = AM) rad(A) = Prad(A).

Por lo tanto, rad(P) = Prad(A).

(¢) Si P es un modulo proyectivo, es sumando directo de un médulo libre L, entonces
existe un médulo M y un conjunto X tal que PG M = L = AX). De tal manera
que

rad(P) @& rad(M) = rad(P & M)
=rad(L)
= Lrad(A)
= (P& M)rad(A)
= (Prad(A)) @ (M rad(A)),
lo que implica que rad(P) = Prad(A).

(d) El ideal eA es un sumando directo de A, y como tal es un médulo proyectivo,
entonces por el punto anterior rad(eA) = eArad(A) = erad(A).

(e) Es inmediato del punto anterior.
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]

Por otro lado se tiene el siguiente resultado, que se puede utilizar para diferenciar
modulos proyectivos.

Corolario 5.48. Sea A un anillo y J un ideal bilateral contenido en rad(A). Si P
y @ son modulos proyectivos finitamente generados, entonces P = @ si, y solo si,

P/PJ=Q/QJ . En particular, P = Q si, y solo si, P/rad(P) = Q/rad(Q).

Demostracion. Supéngase que existe un isomorfismo f : P — (), y considérese la
proyeccion natural g : Q — Q/Q.J, entonces

Ker(gf)={z e P | f(z)€QJ}=f(Q)J=PJ

Lo que implica por el tercer teorema de isomorfismo que P/PJ = Q/QJ.

Reciprocamente, si existe un isomorfismo f : P/PJ — Q/QJ, considérense las pro-
yecciones naturales g : Q — Q/QJ y h : P — P/PJ, entonces como P es proyectivo
existe un morfismo [ : P — () que hace conmutar el diagrama.

p-% P/PJ
) , M
Q— Q/QJ— 0

Ademas [ es un isomorfismo. Ciertamente, nétese que

Q/QJ = Im(fh) = Tm(gl) = (Im(l) + QJ)/Q,

lo que implica que @ = Im(l) + QJ, y debido a que Q/QJ es finitamente generado
y J C rad(A), el lema de Nakayama 5.46 implica que Im(l) = @. Por lo tanto, [ es
epimorfismo. Para probar que tambien es un monomorfismo, se observa que la sucesion

0 Ker(l) > P-5Q—0

se escinde debido a que @ es proyectivo. En consecuencia, P = @' ®Ker(l) con Q' = @
. Ahora, como fh = gl

Ker(l) C Ker(fh) = PJ =Q'J & Ker(l)J C Q'J & Ker(l),
lo que implica que Ker(l) = Ker(l).J, y entonces el lema 5.46 implica que Ker(l) = 0,
pues al ser un sumando directo de P es Ker(() finitamente generado. Por lo tanto, P

y () son isomorfos. |

Como corolario se tiene el siguiente resultado.
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Corolario 5.49. Si P es un A-maodulo proyectivo no nulo, entonces existe un submo-
dulo mazimal de P, es decir rad(P) # P.

Demostracion. Si se supone que rad(P) = P, entonces P/ rad(P) = 0; pero en tal caso
la proposicién anterior implica que P = 0, ya que el médulo 0 es proyectivo y cumple

que 0 = 0/rad(0). O

5.2.3. El radical de Jacobson de un anillo artiniano

En esta subseccién se prueba que el radical de un anillo artiniano es nilpotente y
que el cociente del anillo con su radical es un anillo semisimple, asi como algunas
consecuencias de estas dos condiciones.

Si A4 es artiniano, entonces como la sucesion (rad(A)?);cy es descendente, existe un na-
tural m tal que rad(A)™ rad(A) = rad(A)™, lo que implica que rad(A)™ = 0. En efecto,
si se supone que rad(A)™ # 0, entonces por ser A4 artiniano existe un submédulo mi-
nimal / del conjunto X de submddulos J de A, tales que J(rad(A)™) # 0, por lo que
existe a € I tal que a(rad(A)™) # 0, pero debido a que rad(A)™rad(A) = rad(A)™,

inductivamente se cumple que
a(rad(A)™)(rad(A)™) = a(rad(A)™) # 0,

lo que implica que a(rad(A)™) es un submddulo que pertenece al conjunto X, pero
por la minimalidad de [ se tiene que I = a(rad(A)™), lo que implica que a = az para
algin z € rad(A); pero entonces 0 = a(1 — z), lo que implica que a = 0 ya que 1 — z
es invertible, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, rad(A)™ = 0.

Proposiciéon 5.50. Si Ay es artiniano, entonces rad(A) es nilpotente.

Por otro lado, si A4 es artiniano y rad(A) = 0, entonces por la Proposicién 4.6 existe
un conjunto finito de ideales maximales derechos F' tal que Nyer /N = 0, entonces con-
siderando las proyecciones naturales my : A — A/N, gracias a la propiedad universal
del producto éstas inducen un morfismo f : A — @yep A/N tal que

Ker(f) = () Ker(ny) = (| N =0,

NeF NeF

que claramente es epimorfismo. Por lo tanto, A = @ ycp A/N, y en consecuencia A es
semisimple.

Reciprocamente, si A es semisimple, entonces es una suma finita de simples, y como
tal es artiniano y rad(A) = 0 por el Corolario 4.11 y ( 5.25). Se ha probado el siguiente
resultado.
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Proposicién 5.51. El anillo A es semisimple si y solo sirad(A) = 0y Aa es artiniano.

Ahora, si A4 es artiniano, A/rad(A) también es artiniano y rad(A/rad(A)) = 0, lo
que implica que A/rad(A) es semisimple. Por lo tanto, se ha probado que un anillo
artiniano a la derecha A cumple que rad(A) es nilpotente y A/rad(A) es semisimple.

Cuando un anillo cumple estas propiedades el radical es especialmente 1til, como mues-
tra la siguiente proposicion.

Proposicién 5.52. Sea A un anillo tal que A/rad(A) es un anillo semisimple, y M
es un A-maodulo derecho.

a) Si Mrad(A) =0, entonces M es semisimple.

(
(b) rad(M) = M rad(A).

)

(c) rad(M) =0 si, y sélo si, M es semisimple.

(d) Los mddulos simples de A/ rad(A) son los mddulos simples de A.
)

(e) Eziste un nimero finito de A -mddulos derechos simples no isomorfos.

Demostracion. Sea A un anillo tal que A/rad(A) es un anillo semisimple.

(a) Si M es un médulo con M rad(A) = 0, entonces M es un A/rad(A)-médulo.
Ademas, un grupo abeliano N es un A-submédulo de My si, y sélo si, es un
A/ rad(A)-submoédulo de M4/ aa¢4) por la Proposicién 1.9, entonces como todo
modulo sobre un anillo semisimple es semisimple, M4 es semisimple.

(b) Por la Proposicién 5.45 se tiene que M rad(A) C rad(M), por lo que basta probar
que rad(M) C Mrad(A). Para ello considérese N = M /M rad(A), claramente
Nrad(A) =0, de manera que N es semisimple, lo que implica que

0 =rad(N) =rad(M /M rad(A)) = rad(M)/M rad(A)
por el Corolario 5.23 ya que M rad(A) C rad(M). Por lo tanto,

rad(M) = M rad(A).

(c) Sirad(M) = 0, entonces M rad(A) = rad(M) = 0, con lo que se concluye que
M es semisimple. Reciprocamente, si M es semisimple ya se ha probado que
rad(M) = 0.

(d) Si S es un A-médulo simple, entonces Srad(A) = rad(S) = 0, por lo que S es
un moédulo semisimple sobre A/rad(A). Y como es simple sobre A, no es una
suma directa de mddulos sobre A/ rad(A), por lo que S es un A/ rad(A) médulo
simple.
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(e) Se sabe que A/rad(A) tiene un nimero finito de médulos simples no isomorfos,
por lo que A también tiene un nimero finito de simples no isomorfos.

]

Luego, si ademas rad(A) es nilpotente, es decir existe un m tal que rad(A)™ = 0,
entonces considerando la sucesion

0 =rad(A)™ C rad(A)™ ' C ... Crad(4) C A,
se observa que el cociente de dos modulos consecutivos es semisimple, pues
rad(rad(A)"/ rad(A)"™) = (rad(A)"/ rad(A)" ") rad(A) = 0.

En consecuencia, si A4 es artiniano 6 noetheriano, todo cociente de médulos consecu-
tivos de la sucesién es una suma finita de simples por el Corolario 4.11, entonces cada
uno de estos cocientes tienen serie de composicién, lo que implica que A tiene serie de
composicion por la Proposicion 4.52.

Lo que lleva a la sorprendente conclusiéon de que todo anillo artiniano es noetheriano.
Este resultado es el teorema de Hopkins-Levitzki.

Teorema 5.53. Sea A un anillo. El modulo As es artiniano si y solo si Ay es noet-
heriano, A/rad(A) es semisimple y rad(A) es nilpotente.

Demostracion. Si A es artiniano por la derecha, se sabe que A/rad(A) es semisimple
y rad(A) es nilpotente, y por la argumentacién anterior es de longitud finita, por lo
que es noetheriano por la derecha.

Si A4 es noetheriano, A/ rad(A) es semisimple y rad(A) es nilpotente, de nuevo por la
argumentacién anterior A4 es de longitud finita, por lo que A4 es artiniano. O

Por tltimo, se ha visto en la Proposicién 5.52 que si A/ rad(A) es semisimple entonces
A tiene un numero finito de clases de médulos simples. A continuacién se prueba
que, de hecho sin importar si A/rad(A) es semisimple 6 no, A y A/rad(A) tienen los
mismos simples y los mismos elementos invertibles. Esta tltima proposicién relaciona

Ay A/rad(A) de esta manera.

Proposicion 5.54. Sea A un anillo, entonces A y A/rad(A) tienen los mismos mo-
dulos simples, y x € A tiene inverso por la derecha 6 izquierda si y solo si x + rad(A)
tiene inverso por la derecha ¢ izquierda.

Demostracion. Sea S un A-mdédulo simple, entonces Srad(A) C rad(S) = 0 por la
Proposicién 5.45, por lo que S es un A/ rad(A)-mdédulo simple por la Proposicién 1.9.
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Reciprocamente, si S es un A/rad(A) médulo simple, entonces S es un A-mddulo
simple por la Proposicion 1.8.

Ahora, si x tiene inverso por derecha 6 izquierda, entonces claramente = +rad(A) tiene
inverso por derecha 6 izquierda. Reciprocamente, si existe y + rad(A) € A/rad(A)
tal que (z + rad(A))(y + rad(A)) = 1, entonces 1 — xy € rad(A), lo que implica
que zy = 1 — (1 — xy) es invertible por el Lema 5.36, por lo que z tiene un inverso
a la derecha. Andlogamente, si x + rad(A) tiene inverso a la izquierda, entonces x
también. ]
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6. La envolvente inyectiva y la
cubierta proyectiva

En el capitulo anterior se prob6 que si I es un modulo finitamente cogenerado, entonces
soc(I) es un submédulo esencial de I. Lo que implica que si I; e I son mbdulos
inyectivos finitamente cogenerados tales que soc(l;) = soc([ls), entonces I; = I.

En efecto, si f : soc(l;) — soc(ls) es un isomorfismo y los morfismos 7; : soc(l;) — I
y 12 : soc(Iy) — I3 son las inclusiones naturales, entonces debido a que I es inyectivo
existe un morfismo g : I; — I, tal que gn; = 1o f. Ahora, se observa que

soc(l;) NKer(g) =0

lo que implica que Ker(g) = 0 debido a que soc([;) es esencial. Luego, debido a que I
es inyectivo, la sucesion exacta

0—=1 —» I, — I,/Im(g) = 0

se escinde, lo que implica que Iy = Im(g) @ K; pero entonces K Nsoc(ly) = 0 ya que
soc(ly) € Im(g), lo que implica que K = 0 debido a que soc(l3) es esencial. Por lo
tanto, g es un isomorfismo.

En general, si M es un submdédulo esencial de un modulo inyectivo I, entonces se puede
probar que [ es isomorfo a cualquier otro médulo inyectivo que contenga a M como
submodulo esencial. Tal médulo inyectivo recibe el nombre de envolvente inyectiva de
M vy es el tema de estudio de esta capitulo junto con el concepto dual, la cubierta
proyectiva.

6.1. La envolvente inyectiva

Para empezar recuérdese que todo moédulo es submédulo de un médulo inyectivo,
como se puede ver en la pagina 35 de [HS71]. Con ello se puede probar que para todo
modulo M existe un modulo inyectivo F tal que M es un submoédulo esencial de F.
Para probarlo se necesita el siguiente lema.

Lema 6.1. Sea M un A-mddulo. Se cumplen los siguientes enunciados.
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(a)

(f)

St M es submddulo de N y K es un submodulo de N que es maximal en el
conjunto {L C N | NNM =0}, entonces M & K es un submddulo esencial
de N y (M & K)/K es submddulo esencial de N/K.

Si M es submodulo de N, entonces M es sumando directo de un submddulo
esencial de N.

Si M es un submodulo de N que no es un sumando directo de N, entonces M
es un submodulo esencial propio de un cociente de N.

M es inyectivo si, y solo si, no existe un modulo N # M tal que M sea un
submodulo esencial de N.

Si N es un modulo que contiene a M, entonces M es un submddulo esencial de
N si, y solo si, para todo 0 #n € N existe 0 # a € A tal que na € M.

Si K I M yM<JN, entonces K I N.

Demostracion.

(a)

(b)
(¢)
(d)

(¢)

(f)

124

Si L es un submédulo de N tal que LN (M @ K) = 0, se tiene entonces que
LNnM =LnNnK = 0 lo que implica que M N (L & K) = 0, pero K es un
submédulo maximal tal que M N K = 0, de manera que L = 0. Por lo tanto,
M & K es esencial.

Luego, si L/ K es un submoédulo propio de N/ K, entonces L contiene propiamente
a K, lo que implica que LN M # 0, y entonces LN (M & K) contiene propiamente
a K y asi

(L/IK)N(M & K/K) #0.

Por lo tanto, (M & K)/K es un submédulo esencial de N/K.
Es inmediato del punto anterior.
Se sigue del punto (a) ya que M = (M & K)/K.

M es inyectivo si, y s6lo si, es sumando directo de todo médulo que lo contenga.
De manera que, si M es inyectivo es inmediato que no existe un N # M tal
que M sea un submodulo esencial de N. Por otro lado, si M no es inyectivo,
entonces existe un modulo K que contiene a M y éste no es sumando directo de
K; pero entonces el punto anterior implica que M es un submédulo esencial de
un cociente de K.

Si M es un submodulo esencial de N, entonces para todo n € N diferente de 0,
el submodulo nAN M es distintinto de 0, lo que implica que existe a € A tal que
na € M. Reciprocamente, si M es un submddulo tal que para todo 0 #n € N
existe a € A tal que na € M, entonces en particular para todo submédulo K # 0
de N se tiene que K N M # 0, por lo que M es un submoédulo esencial de N.

Es inmediato del punto anterior.
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]

Ahora, si M es un moédulo contenido en un médulo inyectivo I y X es el conjunto
de submédulos N de I tales que M < N, entonces X es un conjunto parcialmente
ordenado con la contencion tal que toda cadena tiene cota superior en X, gracias al
punto (e) del lema anterior. Lo que implica, por el lema de Zorn, que existe un médulo
maximal F tal que M < E.

Dicho moédulo es ademas inyectivo, ya que si se supone que F es submodulo esencial
de un moédulo D, entonces debido a que I es inyectivo existe un morfismo f: D — [
tal que fi =p dondei: E — Dy u: E — I son las inclusiones naturales.

0— E—— D

N/

Pero f es un monomorfismo ya que Ker(f) N E = 0 debido a que fi = p, y asi
Ker(f) = 0 debido a que E es submddulo esencial de D. Luego,

M<E<DCI,

lo que implica que M < D, pero en tal caso D = F ya que F es maximal en X. Por
lo tanto, no existe un médulo N # M tal que M sea un submddulo esencial de N, de
manera que F es inyectivo por el punto (d) del lema anterior.

Se ha probado la siguiente proposicion.

Proposicion 6.2. Si M es un modulo contenido en un modulo inyectivo I, entonces
existe un submodulo E de I tal que E es inyectivo y M < E.

Por supuesto, debido a que todo médulo estda contenido en un médulo inyectivo, la
proposicion anterior implica que todo moédulo es submodulo esencial de un médulo
inyectivo.

Ahora, cuando se dice que M estd contenido en un modulo inyectivo I, esto quiere
decir estrictamente que existe un monomorfismo f : M — [. Y si se dice que M
es un submodulo esencial de un modulo inyectivo E, esto quiere decir que existe un
monomorfismo g : M — E tal que Im(g) es un submoédulo esencial de E. Por lo tanto,
se ha probado que para todo médulo M existe un monomorfismo f : M — E tal que
Im(g) es esencial y E inyectivo. Lo que lleva a la siguiente definicion.

Definicion 6.3.

= Se dice que un morfismo f : M — N es esencial si f es un monomorfismo tal
que Im(f) S N.
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» Una pareja (E, f), donde E es un médulo inyectivoy f : M — E es un morfismo
esencial, recibe el nombre de envolvente inyectiva de M.

Ejemplo 6.4. La pareja (Q,7) es una envolvente inyectiva de Z, donde i : Z — Q es
la inclusiéon natural. En efecto, Q es inyectivo al ser divisible y el monomorfismo ¢ es
esencial ya que para todo r € QQ existe n € Z tal que rn € Z.

Ejemplo 6.5. Andlogamente al ejemplo anterior, se prueba que para todo niimero pri-
mo p la pareja (Zye, f) formada por Zye~ = <z% €Q/Z | ne N> y el monomorfismo

[+ Zym — Ly dado por f(1) = p% es una envolvente inyectiva de Zm.

Observacion 6.6. Como se puede ver en los ejemplos anteriores, en general una en-
volvente inyectiva de un moédulo finitamente generado no es finitamente generada. Sin
embargo, una envolvente inyectiva de un médulo finitamente cogenerado es finitamente
cogenerada como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 6.7. Si M es un médulo finitamente cogenerado y (E, f) es una envol-
vente inyectiva de M, entonces E es finitamente cogenerado.

Demostracion. Si E es una envolvente inyectiva de M, entonces M < E, lo que implica
por la Proposicién 5.16 que soc(E) C M, de manera que soc(M) = soc(E) por la
Proposicién 5.6. Pero ademds soc(M) < M por la Proposicion 5.11 debido a que M es
finitamente cogenerado. En consecuencia soc(E) < E por el Lema 6.1, y como soc(E)
es finitamente cogenerado por ser submoédulo de un médulo finitamente cogenerado,
E es finitamente cogenerado por la Proposicion 5.11. O

La siguiente proposicion engloba diferentes caracterizaciones de una envolvente inyec-
tiva. Pero antes es necesaria la siguiente definicion.

Definicién 6.8. Sea f : M — E un morfismo de médulos. Se dice que f es es minimal
a la izquierda si todo g € Enda(FE) tal que gf = f es un isomorfismo.

Proposiciéon 6.9. Sea f : M — E un morfismo de mddulos con E inyectivo. Son
equivalentes los siguientes enunciados.

(a) (E,[f) es una envolvente inyectiva de M.
(b) El morfismo f es un monomorfismo minimal a la izquierda.

(¢) El morfismo f es un monomorfismo y si h : M — I es un monomorfismo con
codominio inyectivo, entonces existe un monomorfismo g : E — I tal que h = gf.

(d) El morfismo f es minimal a la izquierda y para todo médulo inyectivo I el mor-
fismo Homa(f, 1) : Homyu(E,I) — Homa (M, I) es suprayectivo.
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Demostracion.

(a = b) Si (E, f) es una envolvente inyectiva de M y g € End4(E) es un morfismo tal
que gf = f, entonces tomando = € Ker(g) NIm(f) se observa que

= f(y)=gf(y) =g(x) =0,

de manera que Ker(g) = 0 debido a que f es esencial. En consecuencia, Im(g) = E
es sumando directo de F por ser inyectivo. Supdéngase entonces que F = Im(g) & K,
tomando x € K N Im(f) se tiene que = = f(y) = gf(y) = g(z) lo que implica que
x € Im(g) N K =0, de esta manera K NIm(f) = 0, lo que implica que K = 0 debido
a que f es esencial. Por lo tanto, g es isomorfismo.

(b= ¢) Sih: M — I es un monomorfismo con codominio inyectivo, entonces debido
a que [ es inyectivo existe g tal que gf = h y debido a que E es inyectivo existe ¢’ tal
que g'’h = f, de manera que ¢'gf = fy ¢'g € Enda(FE), entonces el punto (b) implica
que ¢'g es un isomorfismo, lo que implica que ¢ es un monomorfismo.

E
e
g
MLE M-l M L I
NG NG N
I E f .

(¢ = a) Por la Proposicién 6.2 existe un submoédulo inyectivo I de E tal que Im(f) < I,
lo que implica por el punto (c¢) que existe un monomorfismo h : E — I tal que hf = f.

f
M—F

N

Por otro lado, debido a que I es inyectivo E = I & K. Luego, si x € h(K) N Im(f) se
tiene que = h(k) = f(m) para algin k € K y m € M; pero entonces

hk) =z = f(m) = hf(m),
lo que implica que k = f(m), y asi k = 0 ya que Im(f)NK C INK = 0. Por lo tanto, se

ha probado que x = h(k) = 0 para toda x € h(K)NIm(f). Esto muestra que h(K) = 0
ya que f: M — I es esencial, y entonces K = 0 ya que h es un monomorfismo. En

127



Capitulo 6 La envolvente inyectiva y la cubierta proyectiva

consecuencia F = I, de manera que (F, f) es una envolvente inyectiva de M.

(b = d) Debido a que f es monomorfismo, para todo morfismo h : M — I con codo-
minio inyectivo existe g : £ — [ tal que gf = h, es decir Hom4(f, I) es suprayectivo.

(d = b) Basta probar que f es inyectivo, para ello se considera una envolvente inyectiva
(E', f') de M, por (d) existe un morfismo h : E — E’ tal que hf = f’, lo que implica
que f es monomorfismo debido a que f’ es monomorfismo. n

Observacion 6.10. La construccion que se usé para probar la Proposicién 6.2 muestra
que la envolvente inyectiva de un modulo M es el maximo de los médulos que contienen
a M como submddulo esencial. Mientras que el punto (c) de la proposicién anterior
muestra que la envolvente inyectiva es el minimo médulo inyectivo que contiene a M.

Ya con estas caracterizaciones se pueden probar interesantes propiedades de la envol-
vente como muestra la siguiente proposicién.

Proposicién 6.11. Sea M un A-maodulo. Se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Si (E, f1) y (Ea, f2) son envolventes inyectivas de M, entonces todo morfismo
h: E1 — Es tal que hfy = fy es un isomorfismo.

(b) Si (E1, fi1) y (Ea, f2) son envolventes inyectivas de M, entonces existe un iso-
morfismo g : By — FEs tal que gf, = fs.

(c) Si (E,f) es una envolvente inyectiva de M, entonces para todo monomorfismo
g: M — K con codominio inyectivo existe una descomposicion K = K; & Ky
tal que g(M) N Ky = 0 y la pareja (K3, 7g) es una envolvente inyectiva, donde
7 K — Ky es la proyeccion natural.

Demostracion.

(a) Sea h : E; — E, un morfismo tal que hf; = f. Debido a que f; es un mono-
morfismo y Fs es inyectivo, también existe un morfismo g : E; — FE; tal que
gfa= f1. Asi, fi = gfo y hfi = fa, lo que implica que fo = hgfey fi = ghfi; pe-
ro entonces hg y gh son isomorfismos por el punto (b) de la proposicién anterior.
En consecuencia g y h son isomorfismos.

(b) Es inmediato del punto anterior ya que debido a que f; es monomorfismo y £}
inyectivo, existe un morfismo h : By — FEs tal que hf; = fs.

(c) Sea g : M — K un monomorfismo con codominio inyectivo. Debido a que ¢ y
f son monomorfismos y los médulos £y K son inyectivos existen los morfismos
hy y hsy tales que hig = f y hof = g, entonces el morfismo h = hyhy cumple que

hf = f.

Jh2 M Jh1 Jh
s Yr o s
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En consecuencia, h es un isomorfismo por el punto (b) de la proposicién anterior,
lo que implica que K = Im(hs) @ Ker(hy). En efecto, debido a que h = hihs es
isomorfismo, para todo z € K existe y € E tal que hy(x) = hihs(y) y entonces
x — ha(y) € Ker(hy), lo que implica que

K =TIm(hy) + Ker(hy).

Ademaés, si se toma x € Im(hy) N Ker(hy) se tiene que = = hy(y) para algin
y € E, y entonces hihs(y) = hi(z) = 0, lo que implica que y = 0 pues hihy es un
isomorfismo, y asi Im(hg) N Ker(hy) = 0. Por lo tanto, K = Im(hs) @ Ker(hy).
Luego, es inmediato que

g(M) N Ker(hy) = hof(M)NKer(hy) C Im(hy) NKer(hy) =0,

y que hy : E— Im(hy) es un isomorfismo, por lo que (Im(hs), 7g) es una envol-
vente inyectiva.

O

Observacion 6.12. Se ha visto que si (Eq, f1) v (Ea, f2) son envolventes inyectivas de
M, entonces E; = FEs. Por esta razon en ocaciones se habla de un médulo inyectivo F
como la envolvente inyectiva de M, si es que E es isomorfo a Ej.

Ahora, dadas dos familias de médulos {M;}icr v {N;}ier es sencillo probar que si
M; < N; para todo © € I, entonces @;c; M; < @,cr N;. Sin embargo, en general un
suma directa arbitraria de médulos inyectivos no es inyectiva. Por lo tanto, si (N, f;)
es la envolvente inyectiva de M; para toda i € I, entonces (@;c; Ni, @jcr fi) s una
envolvente inyectiva de @,y M; si, y solo si, @, V; es inyectivo.

Proposicién 6.13. Sean {M;}icr y {N;}icr dos familias de modulos tales que M; < N;
para todo i € 1. Se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Dicr M; es un submddulo esencial de @,;c; N;.

(b) @®,cr N;i es inyectivo si, y sélo si, (Bier Ni, Bicr ficr) s la envolvente inyectiva
de @ie] Mz

Demostracion.

(a) Se sigue del punto (e) del Lema 6.1. Dado x € @;c; N; se tiene que z = Y1 | n;
con n; € Ny(;) donde o es una funcién inyectiva de {1,...,n} a I. Se prueba por
induccion sobre n que existe a € A tal que xa € @,y M;. Si n = 1, entonces es
inmediato del Lema 6.1. Tomando como hipdtesis inductiva que si n = k entonces
existe a € A tal que za € @, M; si se tiene x = ijll n;, entonces por hipotesis
de induccion existe a € A tal que Zle nia € @;e; My y como Myy J Ny
existe b € A tal que ny(ab) € My, lo que implica que x(ab) € @;c; M;. Por lo
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tanto, para todo x € @,c; N; existe a € A tal que za € @,c; M;, lo que implica
que Djer M; I Djer N
(b) Es inmediato del punto anterior.

]

Ejemplo 6.14. Sea X el conjunto de los nimeros primos. Se ha probado que (Zye, f)
es la envolvente inyectiva de Z,, para todo p € X, lo que implica que Q/Z = @,c x Zp
es la envolvente inyectiva de @,cx Zp.

Cabe mencionar que no existe un resultado semejante al anterior para el producto
de médulos como muestra el siguiente ejemplo, por lo que en general es falso que el
producto de envolventes inyectivas sea envolvente inyectiva.

Ejemplo 6.15. Sea M = Zy~ = (£ € Q/Z | n€N). Claramente (1)Z <9 M, sin
embargo HmeN(%)Z no es un submoédulo esencial de [],,exy M. En efecto, si se toma

1 : 1
x = (W)meN’ entonces = € [[,,en M, pero no existe k € Z tal que zk € HmeN(an)Z-

En consecuencia, el Lema 6.1 implica que HmeN(%)Z no es esencial.

En algunas ocaciones se puede utilizar el resultado anterior para calcular la envolvente
inyectiva con ayuda del soclo.

Proposicién 6.16. Sea M un modulo, E un modulo inyectivo, i - N — M la inclusion
natural y f : M — E un monomorfismo. Si N < M, entonces (E, f) es la envolvente
inyectiva de M si, y sdlo si, (E, fi) es la envolvente inyectiva de N. En particular, si
soc(M) < M y la suma directa de las envolventes inyectivas de los submddulos simples
de M es inyectiva, entonces la envolvente inyectiva de M es la suma directa de las
envolventes inyectivas de los modulos simples contenidos en M.

Demostracion. Si N < M, entonces (E, f) es la envolvente inyectiva de M si, y sélo
si, Im(f) < E. Lo que implica que Im(fi) < E ya que

Im(fi) = N < M = Im(f) < E,

de manera que (FE, fi) es la envolvente inyectiva de N. Reciprocamente, si (£, fi) es la
envolvente inyectiva de N, es entonces inmediato que (E, f) es la envolvente inyectiva
de M ya que Im(fi) C Im(f), lo que implica que Im(f) < E por que Im(fi) < E.

En particular si soc(M) < M, entonces (E, fi) es la envolvente inyectiva de soc(M),
pero soc(M) es la suma directa de los médulo simples contenidos en M. De manera
que E es isomorfo a la suma directa de envolventes inyectivas de los submddulos
simples. O
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Observacion 6.17. En adelante, si un submédulo N de M cumple las condiciones de
la proposicién se dird que N tiene la misma envolvente inyectiva que M.
Corolario 6.18. Se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Si M es un mddulo artiniano, entonces soc(M) y M tienen la misma envolvente
inyectiva.

(b) Si A es una dlgebra de dimensidn finita, entonces todo mddulo finitamente gene-
rado tiene la misma envolvente inyectiva que su soclo.

Demostracion. Por la proposicion anterior basta probar que el soclo es un submaédulo
esencial.

(a) Si M es artiniano, entonces todo submédulo de M contiene un submaédulo simple,
lo que implica que soc(M) < M.

(b) Se sigue del punto anterior. Si A es de dimensién finita, entonces todo médulo
finitamente generado es de dimension finita y entonces artiniano.

]

El siguiente es un ejemplo de un médulo M tal que la envolvente inyectiva de soc(M)
es distinta de la envolvente de M.

Ejemplo 6.19. Sea M = Z, & Z. Es inmediato que la envolvente inyectiva de M es
Zos B Q mientras que la envolvente inyectiva de su soclo es Zgw.

6.2. La cubierta proyectiva

El concepto dual de la enlvolvente inyectiva es la cubierta proyectiva. A diferencia de
la envolvente no todo médulo tiene cubierta proyectiva. En capitulos posteriores se
veran condiciones suficientes y necesarias sobre el anillo para que todo moédulo tenga
cubierta proyectiva. Esta seccién expone las propiedades basicas de este concepto en
caso de existir.

Definicion 6.20.

= Se dice que un morfismo f : M — N es superfluo si f es un epimorfismo tal que
Ker(f) < M.

» Una pareja (P, f), donde P es un mddulo proyectivoy f : P — M es un morfismo
superfluo, recibe el nombre de cubierta proyectiva de M.
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Ejemplo 6.21. Si A es un anillo y ¢ € A un idempotente, entonces (eA, ) es una
cubierta proyectiva de eA/rad(eA) = e(A/rad(A)), donde 7 es la proyeccién natural.
En efecto, m es un epimorfismo, Ker(7) = rad(eA) < eA por el lema de Nakayama
y eA es proyectivo ya que es sumando directo de A. Ademds, debido a que eA es
proyectivo se tiene por la Proposicion 5.47 que

rad(eA) = eArad(A) = e(rad(A)),
lo que implica que
eA/rad(eA) = eA/e(rad(A)) = e(A/rad(A)).

Proposicién 6.22. Si M es un A/rad(A)-mddulo tal que f : Py — Ma es una
cubierta proyectiva, entonces M es un A/ rad(A)-mddulo proyectivo.

Demostracion. Se observa que si K es un A/ rad(A)-méduloy h : P — K un morfismo
de A-mdédulos, entonces

h(rad(P)) = h(Prad(A)) = h(P)rad(A) C Krad(A) =0,

es decir rad(P) C Ker(h), lo que implica que existe un morfismo h : P/rad(P) — K
definido como h(x 4 rad(P)) = h(z). Utilizando esta observacién es sencillo deducir
que

Q) = P/rad(P) = P/Prad(A)

es un A/rad(A)-médulo proyectivo. Més ain, si g : Q — M es el. morfismo inducido
por f, entonces g es epimorfismo ya que f es epimorfismo, y g es monomorfismo debido
a que Ker(f) C rad(P), lo cual ocurre en consecuencia de que al ser (P, f) cubierta
proyectiva, Ker(f) < P. O

La siguiente proposicién engloba diferentes caracterizaciones de una cubierta proyec-
tiva. Para ello se introduce la siguiente definicién.

Definicién 6.23. Sea f : P — M un morfismo de moédulos. Se dice que f es minimal
a la derecha si todo g € End4(P) tal que fg = f es un isomorfismo.

Proposicién 6.24. Sea f : P — M un morfismo de mddulos con P proyectivo. Son
equivalentes los siguientes enunciados.

(a) (P, f) es una cubierta proyectiva de M.
(b) El morfismo f es un epimorfismo minimal a la derecha.

(¢) Elmorfismo [ es un epimorfismo y sih : QQ — M es un epimorfismo con dominio
proyectivo, entonces existe un epimorfismo g : () — P tal que h = fg.
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(d) El morfismo f es minimal a la derecha y para todo modulo proyectivo @, el
morfismo Homy(Q, f) : Homu(Q, P) — Homa(Q, M) es suprayectivo.

Demostracion.

(a = b) Si (P, f) es una cubierta proyectiva de M y g € End4(P) es un morfismo tal
que fg = f, entonces para todo z € P se tiene que =z — g(x) € Ker(f). De manera
que Ker(f) + Im(g) = P lo que implica que Im(g) = P debido a que f es superfluo.
Luego, debido a que P es proyectivo, P = P’ @ Ker(g) con P = P’  pero en tal caso
Ker(f) + P' = P ya que Ker(g) C Ker(f), pero, una vez més debido a que f es
superfluo, P = P’ y con ello Ker(g) = 0. Por lo tanto g es un isomorfismo.

(b= c¢) Si h:Q — M es un epimorfismo con dominio proyectivo, entonces debido a
que P es proyectivo existe g tal que fg = h. Ademas, debido a que P es proyectivo
existe ¢’ tal que hg' = f. Por lo tanto, fgg' = f v g9’ € Ends(P), entonces el punto
(b) implica que gg’ es un isomorfismo, y con ello que g es un epimorfismo.

Q P
g/ \h g’/ \f

PTM QTM

(¢ = a) Basta probar que f es superfluo. Sea K un submédulo de P tal que
K + Ker(f) =P,

se tiene que f|x es un epimorfismo. Luego, se sabe que existe un epimorfismo g : L — K
con L libre, entonces el punto (c) implica que existe un epimorfismo h : L — P tal
que fh = fg. Luego, debido a que para toda k € K existe a € L tal que g(a) = k,
y asi fh(a) = fg(a) = f(k), de tal manera que k — h(a) € Ker(f). En consecuencia,
K = Ker(f) + Im(h) = P. Por lo tanto, f es superfluo.

(b = d) Debido a que f es epimorfismo, para todo morfismo h : Q — M con dominio
proyectivo existe g : Q — P tal que fg = h, es decir Homy4(@Q, f) es suprayectivo.

(d = b) Basta probar que f es suprayectivo, para ello se considera una cubierta
proyectiva (P’, f') de M. Por (d) existe un morfismo h : P" — P tal que fh = [’ lo
que implica que f es epimorfismo debido a que f’ es epimorfismo. O

Ya con las caracterizaciones de la proposicion anterior se pueden probar interesantes
propiedades de la cubierta como muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 6.25. Sea M un A-modulo. Se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Si (P, f) es una cubierta proyectiva de M, entonces Ker(f) C rad(P).
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(b) Si P es un médulo proyectivo finitamente generado y f : P — M es un epimor-
fismo tal que Ker(f) C rad(P), entonces (P, f) es una cubierta proyectiva.

(c¢) Si (Pr, f1) y (Ps, fa) son cubiertas proyectivas de M, entonces todo morfismo
h: Py, — Py tal que fih = fy es un isomorfismo.

(d) Si (P, f1) y (Ps, fa) son cubiertas proyectivas de M, entonces eziste un isomor-
fismo g : Py — Py tal que fig = fs.

(e) Si (P, f) es una cubierta proyectiva de M, entonces para todo epimorfismo con
dominio proyectivo g : K — M existe una descomposicion K = K; @& Ky tal
que g(K1) = 0 y (Ko, gi) es una cubierta proyectiva, donde i : Ky — K es la
inclusion natural.

(f) Si M es un mddulo finitamente generado y (P, f) es una cubierta proyectiva de
M, entonces P es finitamente generado.

Demostracion.

(a) Debido a que f es superfluo Ker(f) < P, lo que implica que Ker(f) C rad(P)
por la Proposicion 5.34.

(b) Debido a que P es finitamente generado rad(P) < P, y asi f es superfluo ya que
Ker(f) C rad(P).

(c) Sea h : P, — P; un morfismo tal que fih = f. Debido a que f; es un epimorfismo
y P» es proyectivo también existe un morfismo g : P, — P, tal que fog = fi. De
manera que fi = fog y fih = f2, lo que implica que fo = fogh 'y fi = fihg; pero
entonces hg y gh son isomorfismos por el punto (b) de la proposicién anterior,
lo que implica que g y h son isomorfismos.

(d) Es inmediato del punto anterior ya que debido a que f5 es epimorfismo y P
proyectivo, existe un morfismo h : P, — P, tal que fih = f.

(e) Sea g : K — M un epimorfismo con dominio proyectivo. Debido a que g y f son
epimorfismos y los médulos P y K son proyectivos existen los morfismos hy y hs
tales que ghy = f vy fho = g, entonces el morfismo h = hohy cumple que fh = f.

E_f K g E_f
N N ™~
hQ]/M h1‘/M h[/]\/[
K Y E [ E f

Esto muestra que h es un isomorfismo por el punto (b) de la proposicién anterior.
En consecuencia, K = Im(hy) @ Ker(hy). En efecto, debido a que h = hghy es
isomorfismo, para todo = € K existe y € P tal que ha(z) = haohi(y) y entonces
x — hi(y) € Ker(hsy), de manera que K = Im(h;) + Ker(hy). Ademés, si se toma
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x € Im(hy) N Ker(hy) se tiene que x = hy(y) para algin y € P, y entonces
hohi(y) = ha(x) = 0, lo que implica que y = 0 pues hah; es un isomorfismo, por
lo que Im(hy) N Ker(hy) = 0. Por lo tanto, K = Im(h;) @ Ker(hs). Es entonces
inmediato que

9(Ker(hs)) = fha(Ker(hs)) = 0,

¥ que Aglim(ny) : Im(hy) — P es un isomorfismo, por lo que (Im(h), gi) es una
cubierta proyectiva.

(f) Si M es finitamente generado, entonces existe un epimorfismo g : A" — M
para algin n € N, pero debido a que A™ es proyectivo existe un epimorfismo
h: A" — P tal que fh = g por el punto (c) de la Proposicién 6.24, y asi P es
finitamente generado.

O

Observacion 6.26. Se ha visto que si (Py, f1) y (Ps, f2) son cubiertas proyectivas de M,
entonces P, = P,. Por esta razon en ocasiones se habla de un médulo proyectivo P
como la cubierta proyectiva de M, si es que P es isomorfo a P;.

Ejemplo 6.27. El Z-moédulo Zs no tiene cubierta proyectiva. En efecto, supéngase
que (P, f) es una cubierta proyectiva de Zy. Debido a que Z es un dominio entero
P = 7™ para algin conjunto X, pero Ker(f) C rad(P) = rad(Z)) = 0. Lo cual es
una contradiccion ya que f no puede ser un isomorfismo.

Ejemplo 6.28. Si A es un anillo tal que rad(A) = 0, entonces los tinicos médulos
con cubierta proyectiva son los médulos proyectivos. En efecto, si M es un modulo
con una cubierta proyectiva (P, f), entonces Ker(f) C rad(P) = Prad(A) = 0 por la
Proposiciéon 5.47, lo que implica que f es un isomorfismo y entonces M es proyectivo.

Como corolario se tienen los siguientes resultados sobre la cubierta proyectiva de un
modulo simple.

Corolario 6.29. Sea S un A-mdédulo simple con cubierta proyectiva.
(a) Si (P, f) es una cubierta proyectiva de S, entonces Ker(f) = rad(P).

(b) Si (P, f) es una cubierta proyectiva de S, entonces P tiene un tinico submddulo
mazimal.

(c¢) Sirad(A) =0, entonces (S,1g) es una cubierta proyectiva de S.

Demostracion.

(a) Se sabe que Ker(f) C rad(P) y que rad(P) # P debido a que P es proyectivo.
Luego, por el tercer teorema de isomorfismos S = P/ Ker(f), lo que implica que
rad(P)/ Ker(f) = 0. Por lo tanto, Ker(f) = rad(P).
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(b) Es inmediato del punto anterior.

(c) Sea (P, f) una cubierta proyectiva de S. Por el punto (a)
S = P/Ker(f) = P/rad(P),

pero rad(P) = Prad(A) = 0, lo que implica que S = Py entonces (S5, 15) es una
cubierta proyectiva de S.

]

Ahora, dadas dos familias de médulos {M;}icr v {N;}ier es sencillo probar que si
M; < N; para todo ¢ € I, entonces [[;c; M; < [lier IV;. Sin embargo, en general el
producto arbitrario de médulos proyectivos no es proyectivo. Por lo tanto, si (N, f;)
es la cubierta proyectiva de M; para toda ¢ € I, entonces (IT;c; Ni,[Licr fi) es una
cubierta proyectiva de [[;c; M; si, y sélo si, [];c; N; es proyectivo.

Proposicion 6.30. Sean {M;}ic; y{N;}icr dos familias de médulos tales que M; < N;
para todo i € 1. Se cumplen los siguientes enunciados.

(a) TLier M; es un submédulo superfluo de TT;c; N;.

(b) Si la pareja (N;, f;) es una cubierta proyectiva de T; para toda i € I, entonces
(Ilier Nis [ier fi) es una cubierta proyectiva de [l;c; T; si, y sélo si, [1,er Ni es
proyectivo.

Demostracion.

(a) Sea K un submédulo de [[;c; N; tal que K +[[;c; M; = [1;c; IV;. Para toda j € 1
se tiene que 7;(K)+ M; = N; donde 7; : [T;c; N; — N, es la proyeccién natural,
lo que implica que 7;(K) = N; para toda j € I y entonces K = [[;c; V;. Por lo
tanto [L;er M; < Ilier Vi

(b) Es inmediato del punto anterior.

]

En algunas ocaciones se puede utilizar el resultado anterior para calcular la cubierta
proyectiva con ayuda del radical como se vera a continuacion.

Proposiciéon 6.31. Sea M un mdédulo, N un submdédulo de M, = : M — M/N la
proyeccion natural y f : P — M un epimorfismo con dominio proyectivo. St N < M,
entonces (P, f) es la cubierta proyectiva de M si, y solo si, (P,wf) es la cubierta
proyectiva de P.
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Demostracion. Si N < M y la pareja (P, f) es la cubierta proyectiva de M, entonces
Ker(f) < P, lo que implica que Ker(rf) < P. En efecto, si K es un submdédulo
de P tal que Ker(nf) + K = P, entonces M = f(P) = f(Ker(nf)) + f(K), pero
f(Ker(rf)) € N < M de manera que f(K) = M y asi Ker(f) + K = P. En conse-
cuencia, K = P, ya que Ker(f) < P. Por lo tanto, Ker(nf) < Py asi (E,7f) es la
cubierta proyectiva de N.

Reciprocamente, si (P, 7f) es la cubierta proyectiva de N, es entonces inmediato que
(P, f) es la cubierta proyectiva de M ya que Ker(f) C Ker(nf) < P, lo que implica
que Ker(f) < P. O

Observacion 6.32. En adelante, si un submédulo N de M cumple las condiciones de
la proposicién se dird que M/N tiene la misma cubierta proyectiva que M.

En particular si rad(M) < M, entonces M y M/rad(M) tienen la misma cubierta
proyectiva.

Proposicién 6.33. Sea M un modulo. Sirad(M) < M, entonces M y M/rad(M)
tienen la misma cubierta proyectiva.
Corolario 6.34. Se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Si M es noetheriano, entonces M/rad(M) y M tienen la misma cubierta pro-
yectiva en caso de existir.

(b) Si M es finitamente generado, entonces M/rad(M) y M tienen la misma cu-
bierta proyectiva en caso de existir.

Demostracion. Por la proposicion anterior basta probar que el radical es un submodulo
superfluo.

(a) Si se supone que existe un submoédulo K # M tal que rad(M) + K = M,
entonces debido a que M es noetheriano existe un submodulo maximal N de M
que contiene a K;y asi M =rad(M)+ K = N lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto rad(M) < M.

(b) Si M es finitamente generado, entonces rad(M) < M por la Proposicién 5.31.
[l
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7. Locales y Semilocales

Se mencion6 en el capitulo anterior que se buscarian mas adelante condiciones en
el anillo para que todo médulo tenga cubierta proyectiva. Para llegar a ese objetivo
se presentan en este capitulo las clases de anillos locales y semilocales, exposicién que
incluira el teorema de Krull-Schmidt-Azumaya y otros resultados que seran de utilidad
méas adelante.

7.1. Locales

En esta seccion se definen los anillos locales y se les caracteriza de diferentes mane-
ras, terminando con varios ejemplos que surgen de manera natural como el anillo de
endomorfismos de un médulo inescindible de longitud finita.

Teorema 7.1. Sea A un anillo. Los siguientes enunciados son equivalentes.

(a) A tiene un unico ideal maximal derecho.

(b) A tiene un dnico ideal mazximal izquierdo.

(c) rad(A) es el unico ideal maximal bilateral.

(d) A/rad(A) es un anillo con division.

(e) El conjunto de elementos no invertibles de A es un ideal.

(f) rad(A) es el conjunto de los elementos no invertibles de A.

(g) FEl conjunto de los elementos no invertibles de A es un grupo con la suma del

anillo.
(h) Sia+b es invertible, entonces a ¢ b es invertible.

(i) Sia € A entonces a 61— a es invertible.

Demostracion.

(a = ¢) Si A tiene un tnico ideal derecho maximo J, entonces rad(A) = J. De manera
que si [ es un ideal bilateral, I es un ideal derecho y como tal esta contenido en J, ya
que es el tnico ideal derecho maximal. Por lo tanto, I C rad(A), lo que implica que
rad(A) es el tnico ideal bilateral.
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(b = ¢) Analogo a (a = ¢).

(¢ = d) Sirad(A) es un ideal maximal, entonces A/rad(A) no tiene ideales propios,
por lo que

(x +rad(A))(A/rad(A)) = A/rad(A) = (A/rad(A))(x + rad(A)),

para cualquier x € A, de modo que todo elemento de A/rad(A) tiene inverso derecho
e izquierdo. Por lo tanto, A/rad(A) es un anillo con division.

(d = a) Si A/rad(A) es un anillo con divisién, entonces A/rad(A) es un A-médulo
derecho simple por la Proposicién 1.9, de ahi que rad(A) sea un ideal derecho maximal.

(d = b) Anélogo a (d = a).

(d = f) Se sabe que 1 — a es invertible para todo a € rad(A) por el Lema 5.36. De
manera que si A/rad(A) es un anillo con divisién, para todo = € A\rad(A) existe
y € A\rad(A) tal que zy = 1 — a donde a € rad(A); y asi zy es invertible, lo que
implica que x también es invertible. Por lo tanto, los elementos no invertibles de A son
el conjunto rad(A).

(f =€), (e=g)y (g = h) son triviales.

(h = d) Sea z € A. Si x ¢ rad(A), entonces 1 — bx no es invertible por la izquierda
para algin b € A por el Lema 5.36. Pero 1 = (1 — bx) + bz es invertible, de modo que
br tiene un inverso por la izquierda, y entonces x tiene un inverso por la izquierda.
Analogamente se prueba que x tiene inverso por la derecha. Por lo tanto, x es invertible
si x ¢ rad(A), por lo que A/rad(A) es un anillo con divisién.

(d = ¢) Si A/rad(A) es un anillo con divisién, entonces es un A-médulo simple, lo que
implica que rad(A) es un ideal maximal.

(h = i) Para todo a € A se tiene que 1 = a+ (1 —a), asi que a 6 1 — a es invertible.

(i = ¢) Sea J # A un ideal que contiene a rad(A). Si z € J, es inmediato que za € J
para todo a € A, lo que implica que za no es invertible para todo a € A ya que J # A,
entonces 1 — az es invertible para todo a € A, de modo que z € rad(A). Por lo tanto,
J =rad(A). O

Un anillo que cumple alguno de estos enunciados se dice que es local.
Definicién 7.2. Sea A un anillo. Se dice que A es local si rad(A) es un ideal maximal.
Observacion 7.3. Del punto (h) de la proposicién anterior se sigue que si un anillo A

no es local, entonces existen a, b € A no invertibles tales que ¢ = a+ b es invertible. De

manera que existen elementos no invertibles ac™t, be™! € A tales que ac™ ! +bc! = 1,.

Ejemplo 7.4. Dado un entero primo p, el anillo Z,» es local para todo n € N ya que
tiene un ideal maximal tnico p"1Zn.
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Ejemplo 7.5. Dado un entero primo p, sea
A= {% €Q | pno divide a b}.
El anillo A tiene un tnico ideal maximal pA. Por lo tanto, A es un anillo local.

Ejemplo 7.6. Dado un campo k se ha visto en el Ejemplo 5.40 que el anillo de series
de potencias formales A = k[[z]] tiene un tnico ideal maximal xzA. Por lo tanto, A es
un anillo local.

Es inmediato el siguiente corolario.

Corolario 7.7. Si A es un anillo local, entonces se cumplen los siguientes enunciados.
(a) A tiene un unico ideal mazimal.
(b) Sia € A tiene un inverso por la derecha 6 izquierda, entonces a es invertible.

(c) A no tiene idempotentes diferentes de 0 y 1.

Demostracion. Sea A un anillo local.
(a) rad(A) es un ideal maximal, lo que implica que es el unico ideal maximal.

(b) Si a tiene un inverso por la derecha 6 izquierda, entonces a ¢ rad(A), asi que a
es invertible por el teorema anterior.

(c) Si z € A es un idempotente, entonces x 6 1 — x es invertible, pero también son
idempotentes, por lo que existe un idempotente invertible e igual a x 6 1 — .
Pero

de donde se consluye que z =06 z = 1.

O

Observacion 7.8. Estos 3 enunciados son condiciones necesarias para que un anillo sea
local, pero no suficientes, como es el caso del siguiente ejemplo, el dlgebra de Weyl.

Ejemplo 7.9. Dado un campo k de caracteristica 0, el dlgebra de Weyl es el anillo
A = k{(x,y) /I donde I es el ideal bilateral generado por xy — yx — 1. Se prueba a
continuaciéon que A es un dominio entero simple.

Para empezar se observa que, en el anillo construido, xy —yxr = 1, lo que implica para
todo n € N que

xn—i—ly . yl,n—i-l — JI(ZL’ny o yl,n) 4 (xy o y.T)ZEn — .%‘(Iny o yxn) _|_xn’
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con lo que se prueba por induccién que "y — yz" ™! = (n + 1)z". Por lo tanto, para
todo polinomio f(z)

0
F@)y —ufa) = 22, (7)
y andlogamente se puede probar que
0
zg(y) — g(y)z = %Ejy) (7.2)

para todo g(y) € k[y].

Ahora, todo elemento de A es una combinacién lineal de elementos de la forma z;....z,
para algin n, donde z; = x 6 z; = y para toda i € {1,...,n}. Pero con las identidades
anteriores se puede probar inductivamente que 2....z, = 7, 2" fi(y) para algin m
donde f;(y) € k[y] para todo i € {1,...,m}. De manera que todo elemento o € A se
puede expresar como

0=t fily),
k=0

donde f;(y) € k[y] para toda i € {1,..,s}. Mas atn, utilizando la expresién anterior y
ecuaciones (7.1) y (7.2) se observa que
o) o)
Ta—ar = —— y que ay —yoa = ——.
gy Y aue ay—y o
Ahora, si o = Y5_o 2" fir.(y) € A\{0} y J es un ideal bilateral tal que a € J, entonces
ya —ay € J, lo que implica que

0 a"
ﬂ € J e inductivamente que (@) € J para todo n € N,
ox oz
de modo que fi(y) = %agi‘,f) € J,y analogamente a = % € J. Pero a es un elemento

del campo distinto de 0, asi que J = A debido a que a es invertible. Con esto queda
probado que A es un anillo simple, y como tal tiene un ideal maximal tnico, es decir
A cumple la condicién (a) del corolario anterior.

Ahora, se sabe que todo elemento @ € A se puede expresar como o = S 5_o 2% fi(y), ¥
con lo que se probé en el parrafo anterior se puede probar que tal expresion es tunica.
En efecto, si se supone que existe un elemento o con dos expresiones distinitas

iﬁn@:azgﬁ%@
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con s >t sin pérdida de generalidad, se obtiene una expresion
0= 2"(fr(y) — o))
k=0

con f;(y) — g;(y) # 0 para algin j € {0,...,s}; pero entonces el procedimiento del
parrafo anterior implica que el ideal 0 es todo A lo cual es una contradiccion.

De manera que es sencillo probar que A es un dominio entero. Ciertamente, dado
a=Y:_,2"fi(y) € A gracias a la unicidad de la expresién se puede definir el grado
de o como el nimero

gr(a) =max{k+s | 2"y* es un sumando de a},

y entonces dado 3 = St _ 2% gx(y) se tiene que gr(af) = gr(a)+ gr(3). Para probarlo,
se muestra inductivamente que

donde v € A con gr(y) < n+ m para todo n,m € N, y entonces de la unicidad de la
expresion de af se deduce que gr(af) = gr(a) + gr(B). Luego, es inmediato que A
es un dominio entero y como tal es un anillo sin idempotentes no triviales, es decir A
cumple la condicién (c) del corolario anterior.

Por dltimo, para probar que A cumple la condicién (b) se observa que si existen
a,B € A tales que aff = 1, entonces fa es idempotente, de modo que fa = 1 6
Ba = 0. Pero si fa = 0, entonces § = Saf = 0, lo cual es una contradiccion. Asi que
ba = 1.

Por lo tanto, A cumple las tres condiciones del corolario y claramente no es local, ya
que zA es un ideal derecho que no esta contenido en el tinico ideal maximal.

Ahora, se ha visto en la Proposicién 2.17 que un médulo M es inescindible si End 4 (M)
no tiene idempotentes diferentes de 0 y 1, lo que implica que todo moédulo que tenga
un anillo de endomorfismos local es inescindible.

Corolario 7.10. Si M es un médulo tal que Ends(M) es un anillo local, entonces M
es inescindible.

Pero, como se mostré en el ejemplo anterior, el hecho de que no existan idempotentes
no triviales en un anillo no implica que el anillo sea local, por lo que el reciproco del
corolario anterior es en general falso como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.11. Z es un Z-mo6dulo inescindible. Pero Endz(Z) = Z no es local, ya que
pZ es un ideal maximal para cualquier primo p.
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Sin embargo, si el médulo inescindible M es de longitud finita, entonces por el Corola-
rio 4.18 todos los elementos de End4(M) son invertibles ¢ nilpotentes. Esta es una
condicién suficiente para que el anillo sea local como se vera a continuacion.

Proposiciéon 7.12. Si A es un anillo tal que todos sus elementos son invertibles o6
nilpotentes, entonces A es local.

Demostracion. Un elemento x no puede ser invertible y nilpotente, ya que si k es el
minimo entero tal que z¥ = 0 se tiene que 0 # 2*~! = zF2~1 = 0, lo cual es una
contradiccion. De modo que si existen a,b € A tales que a + b es invertible pero a no
es invertible, entonces b es invertible; pues si se supone que tampoco lo es a y b son
nilpotentes, lo que implica que a+ b también es nilpotente lo cual es una contradiccién
por lo antes dicho. Por lo tanto, si a + b es invertible, entonces a 6 b es invertible. De

ahi que A sea local por el Teorema 7.1. O

Ejemplo 7.13. Si k es un campo y A el conjunto de matrices tridngulares superiores
de orden n sobre k tales que las entradas de la diagonal son iguales

T Ti2 - Tin
0 =x :

A= _ . € M, (k) ¢,
0O --- 0 T

entonces A es un anillo local. En efecto, A es un anillo ya que es un subanillo de
M., (k), y es local ya que los elementos con diagonal nula son nilpotentes, mientras que
los elementos con diagonal distinta de cero son invertibles debido a que su determinante
es distinto de cero.

Analogamente se puede probar que si B es el anillo de matrices generalizadas con
producto trivial

k M12 Mln
p—| M K s
M, - k

entonces el subanillo de B formado por las matrices cuyas entradas de la diagonal son
iguales es un anillo local.

Es inmediato el siguiente resultado.

Corolario 7.14. Sea M un mddulo de longitud finita. M es inescindible si, y sélo si,
Endy (M) es local.

Del cual resultan los siguientes corolarios.
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Corolario 7.15. Si A es un anillo artiniano, entonces A es local si, y sélo si, no tiene
idempotentes diferentes de 0 y 1.

Demostracion. Si A es local, entonces no existen idempotentes distintos de 0 y 1.
Reciprocamente, si no existen idempotentes diferentes de 0 y 1, entonces por la Proposi-
cion 2.17 A es inescindible, y ademas al ser artiniano es de longitud finita por el
Corolario 5.53, lo que implica que End4(A) = A es local. ]

Corolario 7.16. Sean M y N son modulos inescindibles de longitud finita.

(a) Si f : N — M es un morfismo, entonces f es un isomorfismo, 6 para todo
morfismo g : M — N se tiene que fg € rad(Ends(N)) y gf € rad(End4(M)).

(b) Si M 2 N, f € Homa(M™,N™) y g € Homs(N™, M™) con n,m € N, entonces
gf € rad(Ends(M™)) y fg € rad(End4(N"™)).

Demostracion. .

(a) Sea g € Homu (M, N). Debido a que M es de longitud finita, Enda (M) es lo-
cal. En consecuencia, si gf ¢ rad(End4(M)), se tiene que gf es invertible, lo
que implica que f es un monomorfismo, y entonces f es un isomorfismo por el
Corolario 4.18. Analogamente, si fg ¢ rad(End4(NV)), se cumple que f es un
epimorfismo lo que implica que f es un isomorfismo.

(b) Por la Proposicién 2.26 f y ¢ se pueden identificar como matrices f = (fij)nxm
Y 9 = (gij)mxn con fi; € Homu(M,N) y gij € Homu(N, M), y asi

fg= (z”: fikgkj)nxm
k=1

donde firgr; € rad(End4(M)) por el punto anterior para todo 4, k, j. Por lo tanto,
fg € rad(Ends(N™)). Andlogamente se puede probar que gf € rad(End(M™)).

]

7.2. El Teorema de Krull-Schmidt

Ya presentados los anillos locales y sus propiedades basicas se puede abordar el pro-
blema de descomponer un médulo M como suma directa de submoédulos inescindibles.
A dicha descomposicion se le llamara una descomposicion en inescindibles.

Proposicion 7.17. Si M es un modulo artiniano ¢ noetheriano, entonces M tiene
una descomposicion en inescindibles M = My, & ... & M,,.
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Demostracion. Sea X el conjunto de submoédulos de M que tienen una descomposi-
cién en inescindibles. Si M ¢ X entonces en particular M no es inescindible, por lo
que existen submodulos propios M; y N; tales que M = M; & Ny, y por lo menos
uno de ellos no pertenece a X, supongase sin pérdida de generalidad que M; es tal
modulo, de modo que existe una descomposicién no trivial M; = My @ N,. Procedien-

do recursivamente, se obtiene un médulo M,, ¢ X con una descomposiciéon no trivial
M, = M, 11 ® N,,1 donde M, ., ¢ X.

De manera que, si se consideran las sucesiones (M;);en v (@3:1 Nj)ien se llega a una
contradiccion, ya que la primera es una cadena estrictamente descendente y la segun-
da es una cadena estrictamente ascendente, lo cual contradice que M es artiniano 6
noetheriano.

Por lo tanto, M tiene una descomposicion en inescindibles M = @,c; M; que ademés
es finita debido a que M es artiniano 6 noetheriano. O

Ejemplo 7.18. Sean A = Z(y/—5), M el médulo generado por 3y 2+ /5y N el
médulo generado por 3 y 2 — y/—5. Se mostrard que la suma directa externa M @& N
tiene dos descomposiciones en inescindibles distinitas. Para empezar, utilizando la
norma definida como

la + byv/=5| = a® + b5,

que cumple la propiedad de que |zw| = |z||w| para todo z,w € A, se puede probar
que M y N no son isomorfos a A. En efecto, si se supone que M = A, entonces existe
un elemento z € M que genera a M; asi que existen x,y € A tales que zx = 3y
zy = 2 + /=5, de este hecho se deduce que |z| = 3, pero eso es una contradiccién ya
que no existe a + by/—5 tal que 3 = a? + 5b%. De modo que M no es isomorfo a A,
y analogamente se prueba que N 2 A. Por otro lado, utilizando que M + N = A, se
prueba que
M&N=Ad(MNN),

~Y

y es sencillo demostrar que M N N = 3A A. Por lo tanto, se ha probado que
M@& N = A® A, la cual es una descomposicion en inescindibles. Y debido a que A es
noetheriano por el Ejemplo 4.27, M y N son noetherianos, lo que implica que dichos
modulos tienen una descomposicion en inescindibles, lo que implica que M & N tiene
una descomposicion en inescindibles distinta a A @ A ya que M y N no son isomorfos
a A.

Como se puede ver en general un moédulo puede tener dos descomposiciones en ines-
cindibles con sumandos no isomorfos. Sin embargo, bajo las condiciones suficientes se
pueden encontrar médulos con una descomposicion en inescindibles tinica salvo isomor-
fismo como se muestra a continuacién. El siguiente es el teorema de Krull-Schmidt-
Azumaya para descomposiciones finitas.
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7.2 El Teorema de Krull-Schmidt

Teorema 7.19. Sea M un maodulo con una descomposicion en inescindibles
M=M &..6M,

tal que Enda(M;) es local para cualquier i € {1,...,n}. Si existe una descomposicion
M = Ny ® K tal que Ny es un modulo inescindible, entonces N1 = M; para algun
i€ {l,...,n}. Mds ain, si existe una descomposicion en inescindibles M = N1@...& Ny,
entonces n = k y existe una permutacion o de {1,...,n} tal que M; = Ny, para toda
ie{l,..,n}.

Demostracion. Si n = 1, entonces M es inescindible, de modo que no tiene descom-
posiciones diferentes a M = M;. Considérese como hipétesis inductiva que si B es un
modulo con una descomposicién en inescindibles B = By @ ... ® B,, tal que End4(B;)
es local para cualquier i € {1,...,m}, entonces todo sumando directo inescindible de
B es isomorfo a B; para algin i € {1,...,n} y toda descomposicién en inescindibles
B=C)®...® Cy cumple que k = m y existe una permutaciéon o de {1,...,m} tal que
B; = Cy;) para toda i € {1,...,n}.

Ahora,sin=m-+1y
M=M®&..oMu1=NP..B N,

donde N; es un médulo inescindible. La unidad de End4(M) se descompone como
Iy =p1+ ...+ pn=py + ... + p), por la Proposicion 2.17, donde p; = n;m; y pl = niml,
con n; : M; - M yn,: N; - M las inclusiones canoénicas, y m; : M — M, y
7, : M — N; las proyecciones canonicas . Asi que

k
Ly, = m(p) + .+ p)m = D> mpipym € Enda(My),

i=1

lo que implica por el Teorema 7.1 que uno de los sumandos es invertible, supéngase
sin pérdida de generalidad que mp1p)n; es tal sumando, se observa que

/ / ! /! /
TP1P1Th = TMINTT T T = T1Th T = T1pP171-

Luego, debido a que o = mp)m; es un isomorfismo, el monomorfismo p}n; se escinde,
va que (o 'm)(pim) = 1a,. Lo que implica que

M =TIm(p\m) ® Ker(a 'm) = Im(pjn) ® Ker(m;) = Im(p)m) & My @ ... & M,,.

Por otro lado, Im(pin1) € Ny € M = Im(pjm) @ Ker(m), de manera que la ley
modular implica que

N1 = N1 N Im(p/lm) + N1 N Kel‘(ﬂ'l) = Im(p’lm) D N1 N Ker(m),
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pero como N; es inescindible y Im(p)n;) # 0 se tiene que Ny = Im(p}n;). Por lo tanto,
M=N,®&M;®..D M,.

De esta manera es sencillo concluir que
My@...®& M, = M/Ny Z Ny® ... D N,

lo que implica por la hipdtesis de induccién que £ = n y existe una permutacion o
de {2,...,n} tal que M; = Ny, para toda i € {2,...,n}, la cual se puede extender a
{1,...,n} con M; = Ny, lo cual prueba el teorema. ]

Como corolario se tiene el teorema clasico de Krull-Schmidt.

Corolario 7.20. Si M es un maodulo de longitud finita, entonces M tiene una descom-
posicion en inescindibles M = My @ ... & M,,, y ademds cualquier otra descomposicion
en inescindibles tiene el mismo numero de sumandos, los cuales son unicos salvo iso-
morfismo y permutacion.

Demostracion. Si M es de longitud finita, entonces M tiene una descomposiciéon en
inescindibles por la Proposicién 7.17, y por el Corolario 7.14 los anillos de endomorfis-
mo de los sumandos de dicha descomposicién son locales, de modo que el Teorema 7.19
implica lo que se quiere probar. O

Corolario 7.21. Si A es un anillo artiniano y M un A-mdédulo finitamente generado,
entonces M tiene una descomposicion en inescindibles M = M, & ... & M, y ademds
cualquier otra descomposicion en inescindibles tiene el mismo niumero de sumandos,
los cuales son unicos salvo isomorfismo y permutacion.

7.3. Anillos Semilocales

Para terminar este capitulo se presenta una clase de anillos que generaliza la de locales,
y se presentan algunas propiedades que se utilizaran mas adelante.

Definicién 7.22. Se dice que un anillo A es semilocal si A/rad(A) es un anillo semi-
simple.

Ejemplo 7.23. Un anillo artiniano a derecha ¢ izquierda es semilocal por el Corola-
rio 5.53.

Notese que si A es local, entonces rad(A) es un ideal maximal derecho, y asi A/ rad(A)
es simple. Lo que muestra que todo anillo local es semilocal.
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7.3 Anillos Semilocales

De hecho, si A tiene un nimero finito de ideales maximales derechos I, ..., I,,, entonces
A= A/rad(A) es semisimple. En efecto, por el teorema de correspondencia los ideales
maximales derechos de A son Ji, ..., J, donde J; = I;/ rad(A), de modo que

iy

rad(A) =

=1

De manera que el morfismo f: A — A/J, & ... ® A/J, definido como
fl)=(z+ J1,..,x+ Jp)

es un monomorfismo, ya que Ker(f) = ;L J; = 0, pero A/ J1®...@ A/ J,, es semisimple,
lo que implica que A es semisimple por la Proposicion 3.5. Por lo tanto, A es semilocal.

Proposicién 7.24. Sea A un anillo. Si A tiene un niumero finito de ideales mazximales
derechos, entonces A es semilocal.

Cabe observar que el reciproco es falso como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.25. Dado un campo infinito k, sea A = My (k). Debido a que A es anillo
de matrices sobre un campo se sigue que A es semisimple, por lo que A es semilocal.
Sin embargo, A tiene un nimero infinito de ideales maximales derechos. En efecto,
para todo (z,y) € k% con y # 0

r x T\ T
I= A= ANp ek
(y y) {<@M W) A }

a ¢
b d
un ideal derecho que contiene a I, entonces (a,b) 6 (¢, d) es linealmente independiente
de (x,y). Si (a,b) es linealmente independiente de (x,y), entonces existen 71,7, € k
tales que (1,0) = v (z,y) +72(a,b), y entonces se puede generar un elemento invertible

(o0)=0) G a) ()=

lo que implica que J = A. De la misma manera se llega al mismo resultado si se supone
(¢, d) linealmente independiente de (x,y). Por lo tanto, I es un ideal maximal derecho
para todo (z,y) € k? con y # 0, y como existe un ntimero infinito de vectores de esta
forma, existe una infinidad de ideales maximales derechos.

€ J\I donde J es

es un ideal maximal derecho, ya que si se toma un elemento

Ejemplo 7.26. Dados p y ¢ enteros primos, si

A:{Z | pygno dividen a b},
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Capitulo 7 Locales y Semilocales

entonces A es un anillo semilocal. En efecto, el ideal pA es maximal ya que todo
elemento § € A\pA cumple que p y a son primos relativos, de modo que existen = y z

tales que 1 = za + px, y asi

a pxb
1=2z2b-+—.
SR

Por lo tanto, cualquier ideal que contenga propiamente a pA es forzosamente A. En
consecuencia el ideal pA es maximal, y analogamente se prueba que ¢gA es maximal.
Ademas, es sencillo deducir que estos son los tinicos ideales maximales. Lo que implica
que A es semilocal.

Ejemplo 7.27. Si Ay, ..., A, son anillos semilocales, entonces A = A; & ... ® A, es un
anillo semilocal. Ciertamente, tomando la descomposicién central de la unidad inducida
por la descomposicién del anillo 1 = e; + ... + e, se tiene que A/rad(A) es igual a

(@ eiAei> <@ e;rad(A ) @ e;Ae;/rad(e; Ae;) = @ A;/rad(A
i=1

=1

de manera que A/rad(A) es un anillo semisimple por ser una suma directa de anillos
semisimples. Por lo tanto, se ha probado que una suma directa finita de anillos semilo-
cales es semilocal. En particular, si B es un anillo semilocal, entonces B" es semilocal
para todo n € N, y toda suma directa finita de anillos locales es un anillo semilocal.

Ejemplo 7.28. Si A es un anillo semilocal, entonces B = M,,(A) es semilocal para
todo n € N. En efecto, es sencillo probar que

rad(B) = M, (rad(A)) y B/rad(B) = M,,(A/rad(A)).

Por lo tanto, deduciendo del Teorema de Wedderburn-Artin que M, (A/rad(A)) es
semisimple, se tiene que B/ rad(B) es semismple.

Ejemplo 7.29. Si A es semilocal y e un idempotente de A, entonces eAe es semi-
local. La demostracion se sigue de la proposicion el Corolario 5.38 que muestra un
isomorfismo € (A/rad(A))e = eAe/rad(eAe) donde € = e + rad(A). En consecuencia,
si A es semilocal, A/rad(A) es semisimple y de modo que € (A/rad(A))e también es
semisimple, lo que implica que eAe es semilocal.

Ejemplo 7.30. Si M es un médulo de longitud finita, entonces B = Ends(M) es
semilocal. En efecto, debido a que M es de longitud finita, M tiene una descomposicion
en inescindibles por la Proposicién 7.17, y entonces se puede suponer que existe una
descomposicion

M=M&..6M,

con M; = N/ y Nj inescindibles para todo i € {1,...,n} tales que N; 2 Nj sii # j.
Luego, si 1 = e + ... + e, es la descomposicién de la unidad de End 4 (M) inducida por
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tal descomposicion, se tiene por la Proposicion 2.26 que B es isomorfo al anillo

e1Be; ... e Be, End4 (M) ... Homy(M,, M)
62B61 ~ HOHlA(Ml, Mg)
e,Be; enBe, Hom 4 (M, M,) Enda(M,)

Ahora, si se toma f € e;Be;j con ¢ # j y a es un elemento arbitrario de B, entonces
fa=35_(eife;)aer, = >j_4 fae, lo que implica que 1 — fa se puede identificar con
la matriz

lg, 0 0
0 1g
—faey —faey -+ (lg, — fae;) --- —fae, |,
; 0
0 0 1g,

donde E; = Enda(M;). Ademas, fae; € rad(End4(M;)) por el Corolario 7.16 ya que
fae; = f(ejae;) donde f € Homu(M;, M;) y ejae; € Homa(M;, M;), lo que implica
que 1z, — fae; es invertible. Ahora, si z = (15, — fae;) ™!, es sencillo verificar que

lg, 0 0
0 1g,
xfae; xfaey --- x --- xfae,
: 0
0 0 1g,

es un inverso izquierdo de 1 — fa. Por lo tanto, se ha probado para todo f € e;Be; con
i # j que 1— fa es invertible por la izquierda para todo a € B, de modo que f € rad(B).
Es decir, e;Be; C rad(B) para todo i # j. Lo que implica por el Teorema 5.42 que

rad(Er) Homy (M, My) ... Homy(M,, M)
Hom 4 (M, M. rad(FE
rad(B) = A<, 1 Ms) (B2)
Hom 4 (M;, M,,) rad(E,)

y asi es inmediato que A/rad(A) = Ey/rad(E,) ® ... ® E,/rad(E,) que es semisimple
ya que E; es local para todo i € {1,...,n}.
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Ejemplo 7.31. Si A es semilocal y P es un A-médulo proyectivo finitamente generado,
entonces End4(P) es semilocal. En efecto, si P es proyectivo finitamente generado,
entonces es sumando directo de un médulo libre finitamente generado, es decir existe
un modulo N tal que P& N = A" para algiin n € N. Luego por la Proposicion 2.17 se
tiene una descomposicién de la unidad 1 = e; + ez de End4(A™) tal que e;(A") = P,
lo que implica que

e1 Ends(A™)e; = Endy(e; A") = End o (P).

Y entonces End4(P) es semilocal ya que Ends(A") = M, (A) es semilocal, lo que
implica que e; End4(A™)e; sea semilocal también.

Otros ejemplos y caracterizaciones de los anillos semilocales se pueden encontrar en el
capitulo 4 de [Fac98] como son los siguientes.

Ejemplo 7.32. Si M es un médulo artiniano, entonces B = End 4 (M) es semilocal.

Ejemplo 7.33. Si M es uniserial, es decir para todo par de submédulos N, K de M
se cumple que N C K 6 K C N, entonces End 4(M) es semilocal.

Ahora, si A es semilocal, entonces por el Teorema 3.28, al ser semisimple, A/ rad(A) es
isomorfo a un producto finito de anillos de matrices sobre anillos con divisién. De este
hecho se puede obtener informacién sobre los elementos de A de la siguiente manera.

En un un anillo con division D, ab = 1 implica que ba = 1 para cualesquiera a,b € D.
De la misma manera, si B es un anillo de matrices sobre D, entonces para toda pareja
de elementos a,b € B tales que ab = 1 se tiene también que ba = 1. Y de manera
similar C' = A; x ... x A,, donde los A; son anillos que cumplen que si ab = 1 entonces
ba = 1 para todo a,b € A, se tiene que si ¢,d € C' cumplen que cd = 1, entonces
c=(ay,...,a,) y d=(by,...,b,) lo que implica que (1,....,1) =1 = ed = (a1by, ..., ayby),
pero entonces 1 = (byay, ..., bya,) = de. Por lo tanto, C' también se C' cumple que si
ab = 1 entonces ba = 1 para todo a,b € C.

Con esta argumentaciéon es sencillo probar que si a € A tiene inverso por la derecha,
entonces a es invertible. En efecto, si a es invertible por la derecha, entonces a+rad(A)
también; y asi por la argumentacion anterior al ser A/ rad(A) semisimple, a + rad(A)
es invertible, y entonces por la Proposicién 5.54 a es invertible.

Se ha probado la siguiente proposicion.

Proposicién 7.34. Si A es un anillo semilocal, entonces todo elemento con inverso a
la derecha es invertible.

Esta proposicién se puede generalizar al siguiente resultado, el teorema de Bass.
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Teorema 7.35. Sea A un anillo semilocal, a € A y J un ideal derecho de A. Si
aA+ J = A, entonces a + J contiene un elemento invertible de A.

Demostracion. Si A es semisimple, entonces todo ideal es semisimple, de modo que
existe un ideal derecho I tal que J = (aANJ) &I,y asi

A=aA+J=aA+(@ANJ)d I =adADI.

Luego, la funcién f : A — aA definida como f(z) = az es un epimorfismo, de modo
que la sucesion
0— Ker(f) > A—aA—0

se escinde debido a que A es semisimple, lo que implica que A = C' @ Ker(f) con f|a
un isomorfismo.

Por lo tanto, C @ Ker(f) = A = eA® I con C = eA, pero A es semisimple, asi
que de la Proposicién 4.47 se deduce que existe un isomorfismo g : Ker(f) — I. De
manera que el morfismo ¢ : C @ Ker(f) — eA @ I definido como ¢(z) = ax + gr(zx),
donde 7 : A — Ker(f) es la proyeccién natural, es un automorfismo de A, ya que
¢(x) = 0 si, y s6lo si, ar = gr(x) € aANT si, y sélo si, x = 0, lo que muestra que ¢ es
inyectiva. Y para mostrar que es suprayectiva basta probar que para todo y € I existe
x € A tal que gr(x) =y, lo cual se cumple ya que gm es un epimorfismo. Por lo tanto,
¢(1) =a+gn(l) € a+ 1 Ca+J es un elemento invertible.

De esta manera se ha probado lo deseado si A es semisimple. Si A no es semisimple se
denotan ¢’ = a +rad(A), A’ = A/rad(A) y J' = (J +rad(A4))/rad(A), asi que A’ es
semisimple y A" = a’ A" + J' pues A = aA + J: Luego, por la argumentacién anterior,
a’ + J' contiene un elemento invertible de A’, y entonces por la Proposicion 5.54 a + J
contiene un elemento invertible de A. O

Ahora, si A es un anillo semilocal, y se tienen a,b € A tales que aA + bA = A, el
teorema anterior indica que existe un elemento invertible x = a + by para alguna
y € A. Esto lleva al siguiente resultado, el teorema de cancelaciéon de Evans.

Teorema 7.36. Sean M, N y K mddulos. St M &N =M & K y E = Ends(M) es
semilocal, entonces N = K.

Demostracién. Sea F': M®GN — M@K unisomorfismoy F~! = G: MK — M®N.
Considerando la representacion matricial de F' y G, se tiene que

a B Enda(M)  Homu(N, M)
b= ( 4] > © ( HOmA?M7K) Hom, (N, K) > '

a— ( o B ) . ( Enda(M)  Homy (K, M) )
~ Y Homy (M, N) Homyu(K,N) |-
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De manera que

1y O _aF - o [ a [\ [ da+py op+p56
0 1y ) S\ v o) \ Aa+dy AB+65 )
yasi 0 =~a+ v, Iy =+'6+060y 1y = &’a+ 7. Luego, de la tltima ecuacién se

concluye que
E=daFE+ 3~E CdE+ (+E,

es decir E = o' E + f'yE, lo que implica por el teorema anterior que existe w € E tal
que r = o + ['yw es un isomorfismo.

De modo que si se define

F:<§]‘£ ?):M@N%M@K,

, [ B v B x 0
GF_(V’ 5’><w 5>_<7’+5’w 1N>

es claramente un isomorfismo, y como G es un isomorfismo, entonces F’ es un isomor-

fismo. Asi que,
e 0Nt =BY_(1u 0
—yw 1k 0 1y 0 —ywB+9

es también un isomorfismo claramente, lo que implica que —ywf + 6 : N — K es un
isomorfismo. O

Corolario 7.37. Dado A un anillo semilocal se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Si M, N y K son A-mddulos tales que M es un proyectivo finitamente generado,
entonces M & N = M & K implica que N = K.

(b) Si A™ = A™, entonces n = m.

Demostracion.

(a) Es inmediato del teorema anterior ya que End4(M) es semilocal como se vié en
el Ejemplo 7.31.

(b) Siexisten n y m niimeros naturales tales que A™ = A™ donde n < m, entonces por
el Teorema 7.36 A"~ = A™~1 pues End4(A) = A es semilocal. Inductivamente,
se deduce que para todo k < n se cumple que A"~ =1 = gm=(:=1) Por 1o tanto,
0=A""= A™" lo que implica que m = n.

]
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8. Anillos Semiperfectos

En este capitulo se alcanza el objetivo de caracterizar los anillos que cumplen con que
todo modulo finitamente generado tenga cubierta proyectiva.

Para ello en la primera seccion se considera un anillo semilocal A, es decir, un anillo
A tal que A/rad(A) es semisimple, y se muestra que una condicién suficiente para que
todo modulo finitamente generado tenga cubierta proyectiva es que se puedan levantar
los idempotentes de A/rad(A).

En la segunda seccién se definen los anillos semiperfectos y se dan diferentes caracteri-
zaciones de esta clase de anillos, entre las cuales se prueba que un anillo es semiperfecto
si y sélo si todo médulo finitamente generado tiene cubierta proyectiva.

Por 1ltimo, en la tercera seccién se exponen algunas propiedades de los modulos sobre
un anillo semilocal, con las que se caracterizan las cubiertas proyectivas de los médulos
finitamente generados sobre un anillo semiperfecto.

8.1. Levantamiento de idempotentes

Sea A un anillo semilocal. Si M es un médulo finitamente generado sobre A, entonces
por el Corolario 6.34 M y M/rad(M) tienen la misma cubierta proyectiva en caso de
existir. Ademés, M/rad(M) es semisimple de longitud finita por el Corolario 4.41, lo
que implica que M/rad(M) tiene cubierta proyectiva si, y sélo si, cada uno de sus
sumandos simples tienen cubierta proyectiva por el Corolario 6.30. Por lo tanto, basta
que todo A-moédulo simple tenga cubierta proyectiva para que todo modulo finitamente
generado tenga cubierta proyectiva.

De modo que cabe preguntarse qué condiciones se deben imponer sobre A para que
todo médulo simple tenga cubierta proyectiva.

Se observa que si existe una descomposicién de la unidad 1 = e; +... +e¢, de A tal que
€;(A/rad(A)) sea simple para todo i € {1,...,n}, donde & = ¢; +rad(A), entonces por
el Corolario 3.21 y la Proposicion 5.54 el conjunto

{€i(A/rad(A)) | i€{l,..,n}}

contiene un sistema completo de representantes de las clases de médulos simples bajo
la relacion de isomorfismo. Ademas, por el Ejemplo 6.21, se sigue que la proyeccién
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natural m; : ;A — e;A/rad(e;A) es una cubierta proyectiva de e;A/rad(e;A) para
todo i € {1,...,n}. Por lo tanto, todo simple tiene cubierta proyectiva, y entonces
la existencia de tal descomposicion de la unidad es suficiente para que todo moédulo
finitamente generado tenga una cubierta proyectiva sobre A, y como se vera en la
siguiente seccién es una condicion necesaria.

Ahora, debido a que A es semilocal por las Proposiciones 2.22 y 3.22 existe una des-
composiciéon de la unidad T = f; + ... + f, de A/rad(A) tal que fi(A/rad(A)) es
simple para todo i € {1,...,n}. Por lo tanto, si para cada f; existe un idempotente
e; € A de tal manera que 1 = e; + ... + e, sea una descomposicion de la unidad
v que e; + rad(A) = f; para todo i € {1,...,n}, entonces tal descomposicién es la
descomposicion deseada. Serd 1til entonces la siguiente definicién.

Definicién 8.1. Sea A un anillo y J un ideal bilateral. Se dice que un idempotente
a+ J € A/J se puede levantar si existe un idempotente e € A tal que a + J = e + J,
y en tal caso se dice que e es un levantamiento de a + J. Si todo idempotente de A/.J
se puede levantar, entonces se dice que J admite el levantamiento de idempotentes.

Con este objetivo, en esta seccion se exponen algunos ideales bilaterales J tales que todo
idempotente de A/J se puede levantar, y las propiedades que cumplen los idempotentes
en caso de levantarse.

Una clase de ideales que permite el levantamiento de idempotentes es la siguiente.

Definicién 8.2. Sea [ un ideal bilateral. Se dice que I es un ideal nil si todo elemento
de I es nilpotente.

Teorema 8.3. Sea I un ideal nil de un anillo A, entonces todo idempotente de A/l
se puede levantar.

Demostracion. Sea m: A — A/I la proyeccién natural. Si a es un elemento de A tal
que 7(a) = a + I es idempotente, entonces a — a* € I, y como [ es nil existe un & tal
que (a — a?)¥ = 0. Luego, notando que

i n! i k : i1
o G T T e
con da = ad,

1 — 7(ad) = (1 — ad) = 7((1 — a)) = (1 — a)* = (1 — 7(a))* = 1 — 7(a)

ya que 1 —7(a) es idempotente por ser 7(a) idempotente, y por ello 7(ad) = 7(a). Por
otro lado,
0= (a—a®)"=d"(1—a)*"=d"(1—ad)
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k

lo que implica que a* = a*ad, de manera que para todo m > 0

a*(ad)™ ™ = a*(ad)™.

Utilizando lo anterior se prueba inductivamente que a* = a*(ad)’ = a*(ad)™. En

particular, a* = a*(ad)* y utilizando la conmutatividad entre a y d, se prueba que
a® = a**d*. Por lo tanto, ((ad)*)? = a**d** = a**d*d* = (ad)*. Por lo tanto, e = (ad)*

es idempotente que es un levantamiento de a + I. O

Corolario 8.4. Si I es nilpotente, entonces los idempotentes de A/l se pueden levan-
tar.

Ejemplo 8.5. Si A es un anillo artiniano, entonces rad(A) es nilpotente, por lo que
los idempotentes de A/rad(A) se pueden levantar a A.

Cabe hacer la observacion de que un ideal no necesita ser nil para que los idempotentes
de A/I se puedan levantar.

Ejemplo 8.6. Dado un campo k sea A = k[x]. Si I = zA, entonces I no es nil y los
idempotentes de A/l se pueden levantar. En efecto, es claro que I no es nilpotente, y
si f(x) + 1 € A/I es idempotente, entonces

f@)1 = f(z)) = f(z) = f*(z) €I,

lo que implica que f(0) =16 f(0) =0, ya que
F0)(1 = f(0)) = f(0) — £%(0) € 0A = {0},

yasi f(x)+1=0+106 f(z)+1=1+1 debido a que f(z)+ 1 = f(0)+ I. De manera
que todo idempotente de A/I se puede levantar claramente.

El ejemplo anterior también muestra que no hay relaciéon con los ideales que estan
contenidos en el radical y los ideales que permiten levantar idempotentes. Sin embargo,
un ideal contenido en el radical que permite levantar idempotentes cumple propiedades
interesantes, como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 8.7. Sea A un anillo con e € A un idempotente y un ideal I C rad(A).

Si los idempotentes de AJ/I se pueden levantar, entonces se cumplen los siquientes
enunciados, donde se consideran todos los idempotentes distintos de 0.

(a) Dados a y 8 idempotentes de A tales que af, fa € I, eziste un idempotente
B € A ortogonal a « tal que B+ 1 =p0"+1.

(b) e+ I es un idempotente primitivo si, y sélo si, cualquiera de sus levantamientos
es un idempotente primitivo.
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()
(d)

Todo conjunto finito de idempotentes ortogonales de A/I se levanta a un conjunto
de idempotentes ortogonales distintos de 0.

Todo sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos de A/ se levanta
a un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos de A.

Demostracion.

(a)

(b)
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Como pa € I C rad(A) se tiene que 1 — Sa es invertible, asi que
7= (1~ Ba)"'B(1 - Ba)

es idempotente en A. Ademés, debido a que 1 +1 = (1 — fa) + [

Y+ I=(1-Ba)'B(1—Ba)+I=1B81+1=3+1,
por lo que v+ I = g+ I. Mas aun, ya = 0 ya que

yo= (1= pa) ' Bla — fa) = (1 — fa) " (Ba — fa) = 0.
De manera que 5 = (1 — a)7y es el elemento buscado ya que
B +I=y—ay+I=p—-aB+1=p+1,

es ortogonal a « por construccion, y es idempotente pues

BP=1—-ay(l-—apy=(1-a)y—va)y=(1—-a)p’=4.

Sean e + I un idempotente primitivo de A/ y f un levantamiento de e + I. Si
se supone que f = «a + (3 con «, f idempotentes ortogonales diferentes de cero,
entonces «, f ¢ rad(A). En efecto, en caso de que a € rad(A), se cumple que
1 — « es invertible, lo que implica que a = 0 ya que

l=(1-a)l-a)'=(1-a)f(l-a)"=(1-a)
asi que a = 0, lo cual es una contradicciéon. De modo que
e+I=f+I=(a+1)+(B+1)

es una descomposicion no trivial, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, f es
un idempotente primitivo.

Reciprocamente, si e es un idempotente primitivo de A y se supone que existe
una descomposiciéon no trivial e + I = (x + I) + (y + I), entonces por hipdtesis
existen a y 3 levantamientos de x+ 1 y y+ I tales que a8, Ba € I porser x+1 y
y+ I ortogonales. De modo que existe 8’ idempotente ortogonal a @ que también
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es un levantamiento de y + I por el punto anterior. En consecuencia, ¢ = o + 3’
es un levantamiento de e + I, lo que implica que eA = ¢’ A por el Corolario 5.48
pues

eAfel = (e +I)(AJI) = (' +1)(AJ]) =€ AJe T,

lo cual es una contradicciéon pues eA es inescindible debido a que e es primitivo,
pero € A =aA® A no lo es.

(c¢) Se prueba por iduccién que si X = {Zy,...,T,} es un conjunto finito de idem-
potentes ortogonales de A/I, entonces existe un conjunto finito de idempoten-
tes ortogonales {y1,...,y,} de A tales que y; es levantamiento de T; para todo
i€{1,..,n}. Si X = {7,T,}, existen levantamientos ortogonales por el pun-
to (a). Luego, suponiendo valida la hipétesis de induccién para n, si se tienen
T1, ..., Tny1 idempotentes ortogonales, existen yy, ..., y, € A levantamientos orto-
gonales de Ty, ..., T, y por el punto 1 existe y, 1 levantamiento de 7, ortogonal
a1y + ... +yn. De modo que para toda i € {1,...,n}

“Yn+1Yi = Yn+1W1 + ...+ Yn+1Yi—1 + Yn+1Yi+1 + ...+ Yn+1Yn,

lo que implica que y,+1y; = 0, y andlogamente se muestra que y;y,+1 = 0.
Por lo tanto, todo subconjunto finito de X se puede levantar a un conjunto de
idempotentes ortogonales.

(d) Si X = {fi,..., fu} es un sistema completo de idempotentes ortogonales primi-
tivos de A/I, por (b) y (c) este conjunto se puede levantar a un conjunto de
idempotentes ortogonales primitivos {ey,...,e,}. Luego, como X es un sistema
completo, z = 1— (e, +...+e,) € I Crad(A), pero z es idempotente, de manera
quex =0y asi 1 =e;+... +¢,. Por lo tanto, {eq, ..., e,} es un sistema completo
de idempotentes ortogonales primitivos.

[]

Para terminar esta seccién se expone un resultado que muestra la relacién entre un
idempotente € € A/rad(A) y su levantamiento cuando e(A/rad(A)) es simple. Para
ello es necesario el siguiente lema.

Lema 8.8. Sea A un anillo y e € A un idempotente distinto de 0. Los siguientes
enunciados son equivalentes.

(a) eA es simple.

(b) eA es simple y (eA)* # 0.

(c) eAe es un anillo con division, y si et # 0 para alguna t € A, entonces ete # 0.
Demostracién. (a = b) Si eA es simple, entonces debido a que (¢A)? es submédulo de

eA se cumple que (eA)? =0 6 (eA)? = eA, pero e = €? € (eA)?. Por lo tanto, eA es
simple y (eA)? # 0.
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(b = ¢) Si eA es simple, entonces eAe = Endy(eA) es un anillo con division por el
Lema 3.11. De manera que si t € A tal que et # 0, el morfismo f : eA — eA definido
como f(e) = et no es nulo por lo que tiene un inverso g. Asi que g(et) = gf(e) = e,
por lo que

glete) = glet)e = e* = e #£ 0,

lo que implica que ete # 0 pues g es un isomorfismo.

(¢ = a) Por la Proposicién 3.9 basta probar que para todo et € eA distinto de 0,
etA = eA. Si et € eA es distinto de cero, entonces por (c) ete # 0. Por otro lado, eAe
es un anillo con division por lo que ete tiene un inverso ese € eAe, en consecuencia
eA D etA D eteseA = eA, de modo que eA = etA. Por lo tanto, eA es simple. n

Proposicién 8.9. Sea A un anillo. Si f es un elemento de A que es un levantamiento
de un idempotente e € A/rad(A), entonces los siquientes enunciados son equivalentes.

(a) fAf es local.
(b) €(A/rad(A)) es simple.
(¢) f(rad(A)) =rad(fA) es el inico submddulo maximal de fA.

Demostracion. (a = b) Si fAf es local, entonces fAf/rad(fAf) es anillo con divi-
sén pero fAf/rad(fAf) = e(A/rad(A))e por el Corolario 5.38, lo que implica que
e(A/rad(A)) es simple. En efecto, si e(t + rad(A)) # 0 para algin ¢ € A, entonces
ft & rad(A), lo que implica que ftf ¢ rad(A), ya que de suponer lo contrario se
llega a que f € rad(A) debido a que rad(A) es un ideal primo por ser maximal, lo
cual es una contradicciéon. Por lo tanto, e(A/rad(A))e es un anillo con divisién tal que
ft+rad(A) # 0 implica que ftf +rad(A) # 0. En conclusién, e(A/rad(A)) es simple

por el lema anterior.

(b = a) Por el Corolario 5.38
fAf/rad(fAf) = f(Afrad(A))f,
pero por la Proposicion 2.13
f(A/rad(A))f = Enda(e(A/rad(A)))

que es un anillo con divisién por ser e(A/rad(A)) simple, lo que implica que fAf es
local.

(b & ¢) Es inmediato ya que e(A/rad(A)) = fA/rad(fA) = fA/f(rad(A)) por la
Proposiciéon 5.47. O
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8.2. Anillos Semiperfectos

Definicién 8.10. Se dice que A es un anillo semiperfecto si es semilocal y los idem-
potentes de A/rad(A) se levantan.

Tales anillos se pueden caracterizar de la siguiente manera.

Proposiciéon 8.11. Dado un anillo A. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) A es semiperfecto.

(b) Eziste un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos {ey, ..., e,} tal
que e;Ae; es local para toda 1 € {1,...,n}.

(c) Eziste una descomposicion Ay = My @ ... & M, tal que cada M; tiene un iunico
submaodulo maximal.

(d) Todo mddulo simple sobre A tiene cubierta proyectiva.
(e) Todo médulo finitamente generado sobre A tiene cubierta proyectiva.

(f) Todo mddulo ciclico sobre A tiene cubierta proyectiva.

Demostracion. (a = b) Si A es semiperfecto, entonces A/rad(A) es semisimple, lo
que implica que existe un sistema completo de idempotentes ortogonales primiti-
vos {eq,...,e,} de A/rad(A) tales que €;(A/rad(A)) es simple para todo i por la
Proposiciéon 2.17. Luego, por la Proposiciéon 8.7 dichos idempotentes se pueden levantar
a un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos {ey, ..., €, }, que ademaés
cumplen con que e; Ae; es local para todo ¢ por la Proposicién 8.9.

(b = ¢) Es inmediato de la Proposicién 8.9.

(c=d)Si Ay =M & ...® M, es la descomposicion referida en el punto (c), entonces
por la Proposicién 2.17 existe una descomposiciéon de la unidad 1 = e; +... +¢, tal que
e;A = M, para todo i € {1,...,n}. Por otro lado, si S es un médulo simpley f: A — S
un epimorfismo

f = f|61A D...D f|6nA7

por lo que g = fl.,4 es no nulo para algin i € {1,...,n}. Asi que g : ;A — S un
epimorfismo por ser S simple, y por el primer teorema de isomorfismo

Ker(g) = rad(e;A)

ya que éste es el inico submoédulo maximal por hipétesis. Ademas, por la Proposicion 5.31
se tiene que rad(e; A) es superfluo, de modo que g es una cubierta proyectiva de S. Por
lo tanto, todo médulo simple tiene cubierta proyectiva.

(d = e) Sea F un sistema completo de representantes de las clases de isomorfismo de
los médulos simples sobre A. Por hipdtesis cada S € F' tiene una cubierta proyectiva
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fs : Ps — S, de manera que al ser Ker(fs) un submddulo superfluo y maximal de Ps
para todo S € F, Ker(fs) = rad(Ps), de modo que Pg es un médulo con un tnico
submédulo maximal para todo S € F.

Luego, sea P = @gcr Ps. Si M es un médulo finitamente generado y

N= > fP)

f€Homy (P,M)

entonces N = M. En efecto, si se supone N # M, entonces debido a que M es
finitamente generado, el lema de Zorn implica que el conjunto

{M'" submédulo de M | N C M # M}

tiene un elemento maximal K que es un submédulo maximal de M que contiene a N.
Luego, debido a que M/K es simple existe una cubierta proyectiva g : Ps — M/K,
por lo que existe un morfismo no nulo h = nw : P — M, donde 7 : P — Ps es la
proyeccion canoénica y 7 : Ps — M es el morfismo inducido por ser Pg proyectivo que
hace conmutar el siguiente diagrama donde p: M — M /K es la proyecciéon natural.

Pg
N9
L O
M~ M/K — 0

Por otro lado, si ¢« : N — M es la inclusién natural, pinm = 0 ya que Im(umr) C K
por construccién, pero punm = gr # 0 ya que g y 7 son epimorfismos, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, N = M.

P Py ,
0 1
o oV

Por otra parte, debido a que M es finitamente generado y M = 3= renom,(p.r) f (P),
se puede tomar un conjunto finito de cardinalidad minima {fi, ..., f,} € Homa(P, M)
tal que M = f1(P) + ... + f.(P). Esto dltimo implica que existe un epimorfismo

fi®..®f,: P"=& P — M,
SeF

y asi, también por ser M finitamente generado, la Proposicién 1.30 implica que existe
un conjunto finito de cardinalidad minima { Py, ..., P,,} con P, = Ps, para algin S; € F
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para todo ¢ € {1,...,m}, y un epimorfismo f : @, P, — M tal que
f=he.af)lgr p

Ahora, se busca probar que f es una cubierta proyectiva de M, y para ello basta
probar que Ker(f) es un submédulo superfluo. Se ha mostrado que rad(Ps) es super-
fluo para todo S € F, lo que implica que todo submddulo de P; es superfluo por la
Proposicién 5.34 para todo i € {1,...,m}. De manera que si P; N Ker(f) es un sub-
modulo distinto de P; para toda i € {1,...,n}, el submddulo P; N Ker(f) es superfluo
en P, para toda i € {1,...,m}, de modo que Ker(f) es superfluo. Por lo tanto, bas-
ta probar que P; N Ker(f) es un submoédulo de P; distinto de P; para todo subindice
i € {1,...,m}. Si se supone falso, entonces sin pérdida de generalidad P,NKer(f) = P,
es decir f(P;) = 0; pero en tal caso la restriccion de f a @, P; sigue siendo un epimor-
fismo que es igual a (f1+...+ fu)lgy"  p,. lo cual es una contradiccién, pues { P, ..., P, }
es un conjunto de cardinalidad minima que cumple esta propiedad.

Por lo tanto, todo submodulo finitamente generado tiene cubierta proyectiva.
(e = f) Trivial.

(f = a) Sea w un idempotente de A/rad(A). Se consideran las cubiertas proyectivas
f:P—=>uAyg:Q— (1—-u)A Como

A/rad(A) =u(A/rad(A)) & (1 —u)(A/rad(A)) =uA & (1 —u)A,

a=fdg: PEQ — A/rad(A) es una cubierta proyectiva por la Proposicién 6.30. Por
otro lado, como A es finitamente generado, rad(A) es superfluo por la Proposicién 5.31,
de modo que la proyecciéon natural h : A — A/rad(A) también es una cubierta proyecti-
va, lo que implica que existe un isomorfismo 3 : A — P®(Q tal que h = a3. Por lo tanto,
gracias a la Proposicion 2.17 existe una descomposicion en idempotentes 14 = e; + es
tal que las restricciones h : e A — u(A/rad(A)) y h: eaA — (1 —u)(A/rad(A)) son
cubiertas proyectivas, y entonces como

4 (T= ) = L+ rad(4) = h(1) = I(er) + ha(e2),

h(e1) = u. Por lo tanto, los idempotentes de A/rad(A) se pueden levantar a A.

Ahora, para probar que A/rad(A) es semisimple, por el Teorema 3.18 basta probar
que todo médulo ciclico sobre A/rad(A) es proyectivo. Para ello se observa que todo
modulo ciclico sobre A/rad(A) es también un médulo ciclico sobre A, y por hipétesis
todo ciclico tiene cubierta proyectiva, se tiene por la Proposicion 6.22 que todo moédulo
ciclico sobre A/rad(A) es proyectivo. O

Corolario 8.12. Si A es un anillo semiperfecto y {ei,...e,} es el conjunto de idem-
potentes referido en el punto (b) del teorema anterior, entonces todo sistema completo
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de idempotentes ortogonales primitivos {f1, ..., fm} de A cumple las siguientes propie-

dades:
(a) m =n.
(b) Para todo i € {1,...,n} se tiene que f;A = e;A para algin j € {1,...,n}.
(c) fiAfi es local para todo i € {1,...,n}.
(d) (fi +rad(A))(A/rad(A)) es simple para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. Si{ey,...,e,} es el conjunto de idempotentes referido en el punto (c) y
{f1, ..., fe} es un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos, entonces

CAD . DepA=A= LAD .. @ fA,

pero e;Ae; = Endy(e;A) es local para todo ¢ € {1,...,n} lo que implica por el teorema
de Krull-Schmidt que n = m y para todo i € {1,...,n} existe j € {1,...,n} tal que
fiA = e;A. Es entonces inmediato que f;Af; = Enda(f;A) = Enda(e;A) = e;Ae; es
local para todo i € {1,...,n}, y entonces (f; +rad(A))(A/rad(A)) es simple para todo
i € {1,...,n} por la Proposicién 8.9. O

Ejemplo 8.13. Si A es semiperfecto y e es un idempotente de A, entonces eAe es
semiperfecto. En efecto, por el Ejemplo 7.29 eAe es semilocal y todo idempoten-
te f € e(A/rad(A))e se puede levantar a un idempotente d tal que de # 0 # ed
por la Proposicion 8.7, lo que implica que d € eAe, y entonces los idempotentes de
eAe/rad(eAe) se pueden levantar.

Ejemplo 8.14. Si A es un anillo semiperfecto, entonces M,,,(A) es semiperfecto para
todo m € N. Se sigue del punto (c) de la proposicién anterior, A tiene un sistema
completo de idempotentes ortogonales primitivos {ei,...,e,} tal que e;Ae; es local
para todo ¢ € {1,...,n}, de modo que si 1 = f;+ ...+ f,, es la descomposiciéon canénica
de la unidad de M, (A), el conjunto {fie;fi}icq1,..m}.je(1,..n} € un sistema completo
de idempotentes ortogonales primitivos de M,,(A) tal que fie;f;Afie;fi es local para
todo 1, j.

Ejemplo 8.15. Si A es el anillo generalizado de matrices

Al M12 e Mln
A= MZl A2
Mnl An

y Aj, ..., A, son anillos semiperfectos, entonces A es un anillo semiperfecto. La prueba
es analoga al ejemplo anterior.
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Ejemplo 8.16. Dado un médulo M. Enda(M) es semiperfecto si, y sdlo si, existe
una descomposiciéon M = M; @ ... & M, tal que Enda(M;) es local. En efecto, por
la proposicién anterior B = End4 (M) es semiperfecto si, y sélo, si existe un sistema
completo de idempotentes ortogonales primitivos {ey,...,e,} tal que e;Be; es local
para todo i € {1,...,n}, y por la Proposicién 2.17 dicho sistema existe si, y sélo si,
M=eM&..®e,MconEndy(e;M) = e;Be; local.

Ejemplo 8.17. Todo anillo artiniano es semiperfecto. En efecto, todo anillo es arti-
niano es semilocal con radical nilpotente por la Proposicién 5.50, lo que implica que
los idempotentes se levantan por el Teorema 8.3.

Ejemplo 8.18. Si M es de longitud finita, entonces B = End4(M) es semiperfecto.
En efecto, por la Proposicién 7.17 existe una descomposicion en inescindibles

M=M®&..®M,

que induce una descomposicién de la unidad 1z = e; + ... + e, tal que e, M = M;
para todo ¢ € {1,...,n}. Ademés, M es de longitud finita, por lo que cada M; es un
submédulo inescindible de longitud finita, lo que implica que e;Be; = End4(M;) es
local por el Corolario 7.14, y entonces B es semiperfecto por el punto (b) del teorema
anterior.

Ejemplo 8.19. Si A es un anillo semiperfecto con un ideal bilateral I C rad(A), enton-
ces B = A/I es semiperfecto. Ciertamente, por el Corolario 5.23 rad(B) = rad(A)/I,
de modo que

B/rad(B) = (A/I) / (rad(A)/I) = A/ rad(A),

lo que muestra que B/rad(B) es semisimple y que todo idempotente de B/ rad(B) se
levanta, ya que con el isomorfismo anterior se deduce que si

a=(a+1I)+rad(A)/I € B/rad(B)

es un idempotente, entonces a + I € A/rad(A) es un idempotente que se levanta a un
idempotente e € A, de tal manera que e + I es un levantamiento de a.

8.3. Moddulos sobre un anillo semiperfecto

Ya caracterizados los anillos semiperfectos se pueden exponer las propiedades basicas
de los modulos sobre un anillo semiperfecto. Lo cual es una tarea sencilla una vez que
se conocen algunas propiedades de los modulos sobre un anillo semilocal. Por lo que
primero se presentaran algunos resultados sobre éstos.

Para empezar, la Proposicion 5.52 se puede reformular de la siguiente manera.
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Proposicién 8.20. Sea A un anillo semilocal y M es un modulo sobre A. Se cumplen
los siguientes enunciados.

(a) rad(M) = Mrad(A).
(b) rad(M) =0 si, y sélo si,M es semisimple.

(c) Existe un numero finito de clases de isomorfismo de modulos simples.

Ahora, por la Proposicion 5.54 los modulos simples de A son los médulos simples de
A/rad(A), y debido a que A es semilocal todo médulo simple de A/rad(A) es isomorfo
a alguno de los sumandos directos de A/rad(A) por el Corolario 3.21.

De manera que si ademéas A es semiperfecto, existe un sistema completo de idempo-
tentes ortogonales primitivos {ey, ..., e, } tal que

n

Afrad(A) = P(e; + rad(A))(A/rad(A))

=1

es una descomposicion en simples. Lo que implica que todo modulo simple sobre A
y sobre A/rad(A) es isomorfo a (e; + rad(A))(A/rad(A)) para algin i € {1,...,n}.
Mas aun, la discusién anterior es valida para cualquier sistema completo de idempo-
tentes ortogonales primitivos por la Proposicion 8.12. Por lo tanto, se tiene el siguiente
resultado.

Proposicion 8.21. Si A es semiperfecto y {e1, ...,e,} es un sistema completo de idem-
potentes ortogonales primitivos, entonces el conjunto

{(ei +rad(A))(A/rad(A)) | ie€{l,..n}}
contiene un sistema completo de representantes de las clases de los modulos simples

bajo la relacion de isomorfismo.

A continuacién se exponen algunas propiedades importantes de los médulos finitamente
generados sobre un anillo semilocal. Antes de comenzar, el siguiente lema sera de
utilidad.

Lema 8.22. Sea A un anillo y M un mddulo finitamente generado sobre A. Se cumplen
los siguientes enunciados.

(a) Todo sumando directo de M es finitamente generado.

(b) Si M =M, ®...® M,, entonces M/rad(M) = M, /rad(M,) & ...® M, /rad(M,).

Demostracion.
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8.3 Mdédulos sobre un anillo semiperfecto

(a)

(b)

Sea M finitamente generado y N un sumando directo de M, entonces N es
isomorfo a un cociente de M, lo que implica que N es finitamente generado por
la Proposiciéon 1.33.

SiM =M ®... 5 M,, entonces
M/rad(M) = zn:(MZ + rad(M))/rad(M)
i=1
y esta es una suma directa como se muestra a continuacion. En efecto, si
m +rad(A) € (M +rad(M))/rad(M)) N ( i M; + rad(M)/rad(M)),
i=1,i#k

entonces
m=my+r=m +ry

donde my, € My, r1,79 € rad(M) y m' € 31, ;4 M;, de manera que
my —m' =1y —ry € rad(A),

lo que implica que my, € rad(M) debido a que
rad(M) = @ rad(M;),
i=1
y asi m + rad(M) = 0+ rad(M). En conclusién,

M/rad(M) = é M; + rad(M)/rad(M).

=1

Pero por el segundo teorema de isomorfismo
(M, + rad(M))/rad(M) = My/(rad(M) N M) = My /rad(My).

Por lo tanto, M /rad(M) = @}, M;/rad(M,).
[

Ya con esta proposicion se pueden exponer propiedades importantes sobre los moédu-
los finitamente generados sobre un anillo semilocal. La primera es que el cociente de
un modulo finitamente generado con su radical es un médulo semisimple de longi-
tud finita, lo que llevara a probar que todo moédulo finitamente generado tenga una
descomposicion en inescindibles.

Asi que supongase que M es un A-moédulo finitamente generado, donde A es un anillo
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semilocal. Es inmediato que
N = M/rad(M) = M/Mrad(A)

es un A/rad(A)-médulo finitamente generado, de manera que N es un A-médulo semi-
simple finitamente generado por la Proposicién 1.9, y asi NV es un moédulo semisimple
de longitud finita por el Corolario 4.11.

Luego, considérese la familia F' que consiste de los submédulos finitamente generados
de M que no tienen descomposicion en inescindibles. Si M no tiene descomposicion
en inescindibles, entonces F' no es vacia, y por el principio del buen orden existe
un elemento N € F tal que N/rad(N) sea de longitud minima. Luego, N no tiene
descomposicién en inescindibles, en particular /N no es inescindible, lo que implica que
N = N;@® Ny con Ny v Ny submédulos propios de N finitamente generados por el lema
anterior. Por otro lado, también por el lema anterior

N/rad(N) = (Ny/rad(Ny)) @ (No/rad(Ns)), (8.1)

si alguno de estos sumandos fuera cero, supéngase Ni/rad(N;) = 0, entonces por
el lema de Nakayama N; = 0 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, (8.1) es
una descomposicién no trivial, esto implica que Nj/rad(Ny) y Na/rad(Ns) son de
longitud estrictamente menor a N/rad(N), y como esta longitud es minima Ny y Ny
no pertenecen a F. De modo que Ny y Ny tienen una descomposicion en inescindibles,
y asi NV también tiene una descomposicién en inescindibles lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, todo médulo finitamente generado sobre A tiene una descomposiciéon en
inescindibles.

Se probado la siguiente proposicién.

Proposicién 8.23. Sea A un anillo semilocal y M un modulo finitamente generado
sobre A. Se cumplen los siguientes enunciados.

(a) M/rad(M) es semisimple de longitud finita.

(b) M se descompone como una suma directa de modulos inescindibles finitamente
generados.

La importancia de esta tltima proposicion es clara, al ser todo modulo finitamente
generado una suma directa finita de inescindibles, el estudio de la categoria de médu-
los finitamente generados sobre un anillo semilocal se restringe a conocer los médulos
inescindibles finitamente generados. Sin embargo, cabe mencionar que tales descom-
posiciones en general no son tnicas ain si el anillo es semiperfecto como muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.24. Dado un campo k, sea A = k[x,y]/ (x> — 22 + y?). Se observa que el
conjunto S = A\(zA + yA) es cerrado bajo la multiplicacién y no contiene al cero,
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por lo que se puede construir el anillo de fracciones R = AS~!. El anillo R resulta ser
local, ya que I = xR+ yR es un ideal maximal inico. En efecto, si J es un ideal propio
de R y se toma un elemento

a
=2eJ
bE

entonces debido a que a no es invertible, ya que J es un ideal propio, a € zA + yA,
y asi a € xR+ yR = I. Por lo tanto, todo ideal esta contenido en I lo que implica
que [ es el tnico ideal maximal. Mas atn, por el criterio de Eisenstein el polinomio
2% — 22 + 9% es irreducible, lo que implica que A es un dominio entero. Por lo tanto,
R es un dominio entero semiperfecto tal que rad(R) = I, por ser local, que ademés es
noetheriano ya que por el teorema de Hilbert k[z, y] es noetheriano, lo que implica que
A es noetheriano por el Ejemplo 4.27, y entonces R es noetheriano ya que todo anillo

de fracciones de un anillo noetheriano es noetheriano por el Ejemplo 4.24.

Ahora, sea K el campo de fracciones de Ry T'= R[z] C K donde z = £. En el anillo
T se encuentran los ideales My = 2T +yT' + (z — 1)T' 'y My = 2T + yT —|— (z +1)T que
cumplen con que M; + My = T, de manera que existe un isomorfismo de T-mddulos
(M N My) & T = M; @ M, debido a que existe una sucesion exacta

0= M N My— M, & MLT =0

donde f(m,n) = m+ny T es proyectivo, lo que implica que la sucesion de escinde, por
lo que se concluye que existe un isomorfismo de T-médulos (M; N Ms) T = My & M.
Pero debido a que T es un R-mo6dulo todo morfismo de T-moédulos es un morfismo de
R-mo6dulos. De modo que existe un isomorfismo de R-mddulos

(MyN M) & T = M, & M.

Por otro lado, es claro que T es un R-moddulo generado por las potencias de z, pero

debido a que
2
5 X x 1
2= = = eER
y? x?—a3 1l-u
T es generado por el conjunto {1, z}. Asi que como T es finitamente generado y R es
noetheriano, todo submoédulo de T es finitamente generado por la Proposicién 4.25, en

particular My, My y M; N M, son finitamente generados.

Luego, para probar que My, My, T'y My N M, son R-mo6dulos inescindibles se prueba a
continuacion que si M es un ideal de T' que contiene a = y y, entonces Endg(M) = T.
Sea M un ideal que cumpla tal condicién y f € Endg(M). Si f(z) = p(z) donde p(z)
es un elemento de 7', se tiene que f(z)y = f(xy) = f(y)x, de manera que p(z) = xp/(z2)

para algin p/(z) € T' y asi f(y)z = p'(2)zy, lo que implica que f(y) = p'(2)y. Luego,
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para todo ag + a1z € M

flao +ar2)y = flaoy + arz) = f(aoy) + flarz) = (agy + arz)p'(2)

y asi
flao+ a12)z = f(ag+ a12)yz = (aoy + a12)p'(2)z = (apz + ar122)p'(2),

por lo que f(a) = (a)p/(z) para todo o € M. De esta manera, todo endomorfismo
f € Endgr(M) esta definido como f(a) = aps(z) para algin ps(z) € T. De modo que
si ¢ : Endg(M) — T es la funcién definida como ¢(f) = p¢(z), es inmediato que ¢ es
un isomorfismo de anillos. De modo que M es inescindible ya que debido a que T no
tiene elementos idempotentes. En particular My, My, My N My y T son inescindibles.

Por otro lado, si se supone que existe un R-isomorfismo f : T° — M, para algin
i € {1,2}, entonces con un procedimiento similar al usado en el parrafo anterior se
llega a que f es un T-isomorfismo, lo cual es una contradiccién ya que 1" es generado
por un solo elemento, mientras que M; no puede ser generado por un sélo elemento.
Por lo tanto, el médulo (M; N My)®T = M, @ M, tiene dos descomposiciones distintas
como suma directa de médulos inescindibles, lo que implica que M; 6 My vy My N M,
6 T no son R-moédulos de longitud finita.

Sin embargo si el anillo es semiperfecto y el moédulo es proyectivo la descomposicion
es Unica como se muestra a continuacion.

Sea A un anillo semiperfecto y {ey, ..., e,} un sistema completo de idempotentes or-
togonales primitivos. Si P es un modulo proyectivo inescindible finitamente generado,
entonces P es sumando directo de A™ para algin m € N, pero A™ tiene una descom-
posicién en inescindibles A™ = (e;A @ ... ® e, A)™, lo que implica por el teorema de
Krull-Schmidt-Azumaya que P = e, A para algin k € {1,...,n}. Por lo que todo mé-
dulo proyectivo inescindible finitamente generado es isomorfo a uno de los sumandos
inescindibles de A.

Mas aun, si P es un modulo proyectivo finitamente generado, entonces por la propo-
sicion anterior P tiene una descomposicion de Krull-Schmidt, pero todo sumando de
un moédulo proyectivo es proyectivo, lo que implica que los sumandos de la descom-
posicion en inescindibles de P son moédulos proyectivos e inescindibles, lo que implica
que P = (e;A)™ @ ... ® (e, A)™ para ciertos my,...,m, € N. Ademds, tal descompo-
sicién es Unica salvo isomorfismo por el teorema de Krull-Schmidt-Azumaya. Se tiene
entonces la siguiente proposicion.

Proposicion 8.25. Sea A un anillo semiperfecto y {ey,...,e,} un sistema completo
de idempotentes orotogonales primitivos. St P es un mddulo inescindible proyectivo
finitamente generado, entonces P = e A para algin k € {1,....n}. Si P es un mddulo
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proyectivo finitamente generado, entonces P = (e A)™ @ ... & (e, A)™ para ciertos
ma,...,My, € N.

Como corolario, nétese que dado e un idempotente primitivo, eA es un proyectivo
inescindible, esto implica que eA = ey A para algin k € {1,...,n}, y entonces eAe es
local.

Corolario 8.26. Si A es semiperfecto y e es un idempotente primitivo de A, entonces
eAe es local.

Ahora, si A es un anillo semiperfecto con un sistema completo de idempotentes ortogo-
nales primitivos {ey, ..., e, }. Se ha probado que si M es finitamente generado, entonces
M y M/rad(M) tienen la misma cubierta proyectiva, y debido a que A es semilocal,
M /rad(M) es semisimple de longitud finita, lo que implica que existen my,...,m, € N
tales que

M /rad(M %é;l ((e; + rad(A))(A/rad(A)))™

ya que todo simple es isomorfo a (e; +rad(A))(A/rad(A)) para algin i € {1,...,n} por
la Proposicién 8.21. De manera que la cubierta proyectiva de M /rad(M) es

(EB m) D..P <@ 7rn> (e A)™ @ ... & (e, A)" — M/rad(M)

donde 7; : ;A — e;A/rad(A) es la proyeccién natural. Se ha probado el siguiente
resultado.

Proposicion 8.27. Sea A un anillo semiperfecto con un sistema completo de idem-
potentes ortogonales primitivos. St M es un A-maodulo finitamente generado, entonces

M /rad(M %EE ((e; + rad(A))(A/rad(A)))™

para ciertos my, ...,my € N y la cubierta proyectiva de M es (e;A)™ @ ... & (e, A)™

Por dltimo a continuacién se prueba que todo médulo finitamente generado sobre
un anillo semiperfecto es la suma directa de un médulo proyectivo y un moédulo sin
sumandos proyectivos.

Para ello es 1til el invariante que se utilizo en la argumentacion de la Proposicion 8.23.
Dado M un médulo finitamente generado se ha probado que M /rad(M) es de longitud
finita, a esta longitud se le denota I(M/rad(M)).

Ya se ha argumentado que si N es un sumando directo propio de M, entonces

I(N/rad(N)) < l(M/rad(M))

171



Capitulo 8 Anillos Semiperfectos

por el Lema 8.22 y el lema de Nakayama, por lo que se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 8.28. Sea M un mddulo finitamente generado. Si N es un sumando
directo propio de M, entonces [(N/rad(N)) < (M /rad(M)).

Ahora, si M es un médulo finitamente generado no proyectivo, entonces es sencillo
probar que M = N & P donde P es un médulo proyectivo y N es un médulo sin
sumandos proyectivos. En efecto, si [(M/rad(M)) = 1 entonces M /rad(M) es simple,
lo que implica que M tiene un tnico submodulo maximal y entonces M es inescindible,
por lo que se sigue lo afirmado. Luego, supéngase que se cumple la afirmacion para
todo médulo K con I(K/rad(K)) < k.Sil(M/rad(M)) = k+1y M no tiene sumandos
proyectivos se cumple la afirmacion, si M tiene un sumando proyectivo P, entonces
M = M'&P porlo que [(M'/rad(M')) < I(M/rad(M)), y entonces M’ = N&(Q donde
@ es proyectivo y N es libre de sumandos proyectivos, y entonces M = N & P ® Q)
donde N no tiene sumandos proyectivos y P @ () es proyectivo.

Se ha probado la siguiente proposicion inductivamente.

Proposiciéon 8.29. Si M es un modulo finitamente generado, entonces M = N & P
donde P es un modulo proyectivo y N es un modulo sin sumandos proyectivos.

Ejemplo 8.30. Dado un campo k y n € N, sea A el anillo de matrices generalizadas

E 0 0
A=1 0 k 0 [,
k™ kok
0 00
es inmediato del Ejemplo 5.44 que rad(A)=| 0 0 0 [,y se consideran los idem-
E* k0

potentes e; =

OO =

0 0 0 00 0 00
0 0 ],ea=1]101 0 y63<000 . Entonces,
0 0 0 00 0 01

0

k

0

Es claro que e; A y e A son simples. Mientras que para ezA

0 0 O 0 00
rad(esA) = egArad(A) = 0 0 0 | yrad(rad(esA))=1| 0 0 0 [,
E* kO 000
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Por lo que se tienen los modulos semisimples

000 0 00 n 0
esA/rad(esA)=[ 0 0 0 | yradesA)=]0 0 0 ||| O
00 k 0 kO =

donde f; es el vector con la i-ésima entrada igual a 1 y las demas igual a 0. Lo que
implica por el Corolario 4.50 que esA es un modulo inecindible de longitud n + 2.

Por otro lado,

E 0 0 0 00 0 00
AA:Ael@ABQ@AQ),: 0 0 0 ©® 0 k O ©® 00 0
E* 0 0 0 kO 0 0 k

Siguiendo un procedimiento andlogo al anterior, Aes es simple, Aey es de longitud 2 y
Aes es de longitud n + 1.

Ejemplo 8.31. Dado un campo k, sea A el anillo de matrices triangulares inferiores

de orden 2 sobre k' y M4 = My (k). Es sencillo mostrar que la descomposicién de M
como suma directa de inescindibles es M = M; & M, donde

k k 0 0

ya que M; es uno de los sumandos inescindibles proyectivos de A, y todo elemento

a b
<0 0>€M1

con b # 0 genera todo M; lo que implica que M; es inescindible. De esta manera
sencillo mostrar que

E 0O

OQTCLd(M2)§M2§M2@<O 0

>§M2€BM1=M

0
0 0
lo tanto, M es un mddulo de longitud finita que se descompone como suma de dos
modulos inescindibles.

es una serie de composicién de M, donde = Myrad(A) = rad(M,). Por

Para el siguiente ejemplo se recuerda lo siguiente. Si A es un anillo con una descom-
posicion de la unidad 1 = e; + ... 4+ e,, entonces A es una suma directa de grupos
abelianos @;';_, €;Ae; con una familia de morfismos

{f : eidey ® e Ae; — e;Aej | ik e{l,...,n}}
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tal que k() ® 1) = ¥, (1 ® %) por el Teorema 2.29.

Analogamente, si M = M; & ... ® M, es una suma directa de grupos abelianos tal que
M; es un e; Ae;-mdbdulo para toda i € {1,...,n} y existe una familia de morfismos

{Spij : Mj ® ejAei — M’L | 7’)] € {]-’ 7”}}
tal que @i (1 ® @ka) = pjr(pi; ® 1) donde @/}fk(eia ® bey) = e;ae;bey, entonces M es un
A-modulo derecho con el producto definido como
(my,...,my)a = Z wi1(m; ® e;aey), Z Yin(m; ® e;aey,))
=1 =1

para todo (mq,....,m,) € M y a € A. Efectivamente, si se toman m = (mq, ..., my),
p=(p1,...,pn) € M y a,b € A se tiene que

'M:

s
Il
—

m(ab) = (p_ piur(m; ® e;aber), Z ©in(m; ® e;abey,))

=1

pi1(m; @ ejaeber), ... Y > in(m; @ ejae;be,)

=1 =1 75=1

Z vii(m; ® ejae;) @ e;bey), Z Din Z wji(m; @ ejae;) @ e;bey,))

I
M:

N
Il
fa

<
Il

M: 1 M:

@i1(m; ® e;aey), Z Pin(m; @ e;ae,))b

=1

—_

=

= (

3
S

)b

ml = Z wir(m; ® e;ley), Z Yin(m; @ e;ley))

=1 =1

(pir(m; ® e1), ..., Pin(m; @ €y,))

= (‘P'Ll(mz & 161A61)7 ceey @m(ml & 1enAen))
=m

y ya que el producto tensorial es balanceado m(a+b) = ma+maby (m+p)a = ma+pa,
lo que implica que M es un A-moédulo derecho. De ahora en adelante si M es un grupo
abeliano que cumple lo anterior, me referiré a él como el A-médulo (M, ...., M,,) dado
por la familia de morfismos {¢;; | 4,7 € {1,...,n}}.

Ejemplo 8.32. Dado un campo k, si A es el algebra de Kronecker, es decir, el anillo
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generalizado de matrices con producto trivial

kO
=(E1),

y M el grupo aditivo k™ x k™ con la estructura de A-médulo dada por la familia de
morfismos {¢;; | 4,7 € {1,...,n}}, donde 11 : k" @k — k™ y @2 : k" ® k — k™ son
el morfismo inducido por el producto escalar, o1 : k™ ® 0 — k™ es el morfismo nulo y
V19 1 k" ® k? — k™ es el morfismo inducido por la funcién bilinear

é(v, (a,b)) = av + bJ (V")

donde J es la matriz de n x n

0 -~ 0 0
1 0 0

J = . ;
0 1 0

entonces M es un médulo inescindible y M /rad(M) es la suma directa de n médulos
simples. En efecto, debido a que M es de dimension finita, M es finitamente generado,
lo que implica que

mﬂMﬁﬂwmquwww<;8)=«uw>um%go+mwm,

y claramente @15 es suprayectiva, por lo que rad(M) = (k™,0), de manera que M /rad(M)
es de dimensién n, asi que que M /rad(M) es la suma de n médulos simples. Ademés,
M es inescindible ya que si f € Ends(M), entonces f(Me) = f(M)e C Me donde
e es cualquiera de los idempotentes candnicos, esto implica que f = f; & fo donde
fi: My — My y fs: My — Ms son transformaciones lineales tales que

5.0 =10 =7 (0.0 %y 0 ) =00 ( 1% §) =G0
<ﬁuwmn=ﬂﬁﬂm=f0aw<m%)8))=ﬂ&w(mﬂ)8>=0ﬁ@ﬂm

para todo v € k™, lo que implica que f; = fo v fiJ = Jfs, de manera que si la matriz
asociada a f1 = fy es (a;;) € M, (k)
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0 .. 0 ay; - a1
a1 Q12 Q1n Q21 Q22
=J =Jfo=fiJ
Ap-1)1 A(n—1)n ap1 -+ Ann
aip - QA1n aig -+ a0
a1 Qg2 (22 Q23 0
HiJ=Jfa= S . J = .
an1 e Ann Ap2 -+ Qpp O

y entonces la matriz asociada a f; = f» es triangular inferior con a;; = a;; para todo
i,j € {1,...,n}. Por lo tanto, End4(M) se puede identificar con un subanillo de las
matrices triangulares inferiores con diagonal constante, por lo que End4 (M) es local
como se vio en el Ejemplo 7.13. Por lo tanto, M es inescindible. Cabe notar que este
ejemplo muestra que A es un anillo con una infinidad de médulos inescindibles.

8.4. Anillos basicos y descomposiciones candnicas de
la unidad

En lo que sigue, dado un anillo A se denota A/rad(A) como A y todo z +rad(A4) € A
como .

Definicién 8.33. Sea A un anillo semiperfecto con una descomposicion de la unidad
1 =e;+ ...+ e, Se dice que A es un anillo basico si e;A 2 e;A para toda i # j.

Observacion 8.34. Si A es un anillo béasico se sigue de la Proposicién 8.12 que para
cualquier descomposicion de la unidad 1 = f; + ... + f,,, se tiene que f;A 2 f;A para
toda i # j.

Se pueden caracterizar tales anillos de la siguiente manera.

Proposicién 8.35. Sea A un anillo semiperfecto con una descomposicion de la unidad
1l=-e+ ...+ e,. Son equivalentes los siguientes enunciados.

(a) A es basico.

(b) S = {e1A4,...,e, A} es un sistema completo de representantes de las clases de
isomorfismo de los modulos proyectivos inescindibles.

() T = {éA,.. e, A} es un sistema completo de representantes de las clases de
isomorfismo de los modulos simples.

(d) T=¢é +... + &, es una descomposicion central de la unidad de A.
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(e) A es un producto finito de anillos con division.

Demostracion.
(a < b) Es inmediato de la definicién y de la Proposicion 8.25.

(b & ¢) Se sigue de la Proposicién 8.21 ya que e;A % e;A para toda i # j si, y s6lo
si,e; A 2 €;A para toda ¢ # j por el Corolario 5.48.

(c & d) Por el Corolario 5.48 T es un sistema completo de representantes si, y solo si,
e;A 2 ¢;A para toda 7 # j, y esto tltimo se cumple si, y sélo si,

¢;Ae; 2 Homy(6;A, ¢;4) =0

para toda i # j, lo que es equivalente a que 1 =2¢€ + ... + &, es una descomposiciéon
central de la unidad de A.

(¢ & e) Es inmediato del teorema de Wedderburn-Artin ya que A es semisimple. [

A todo anillo semiperfecto se le suele asociar un subanillo basico que se construye de
la siguiente manera. Dado un anillo semiperfecto A con un sistema completo de idem-
potentes ortogonales primitivos {ey,...,e,}, se toma {f1,..., fe} C {e1,...,e,} tal que
{f1A, ..., frA} sea un sistema completo de representantes de las clases de isomorfismo
de los A-mo6dulos proyectivos inescindibles. De manera que es sencillo probar que eAe
es un subanillo basico de A donde e = f; + ... + fi. En efecto, por el Ejemplo 8.13 eAe
es semiperfecto, y por el Corolario 5.38

k
eAe/rad(eAe) = eAe = P f;Af;,
i=1

ya que, debido a que f;A 'y f;A son no isomorfos, Ay fj/i son modulos simples no
isomorfos por el Corolario 5.48, y asi ﬁflfj o HomA(fjfl, fiA) = 0 para todo i # j.
Ademis, fiAf; = Hom(f;A, f;A) es un anillo con divisién para todo i € {1, ..., k} por
el lema de Schur. De modo que eAe es un anillo béasico.

Cabe notar que el subanillo construido en el parrafo anterior es isomorfo al anillo de
endomorfismos de la suma directa de los representantes de las clases de isomorfia de
los modulos proyectivos inescindibles, lo que implica que no depende de la eleccion de
los idempotentes en su construccion. Es por esto que tal anillo se suele llamar como
el subanillo basico de A. Su importancia radica en que Mod 4 es equivalente a Mod, 4,
por el teorema de Morita, que se puede consultar en la Seccion A.4 del Apéndice. De
modo que en general al estudiar la categoria de médulos de un anillo semiperfecto se
le puede considerar basico.

Ahora, si A es un anillo semiperfecto que no es basico, es util construir una descom-
posicion de la unidad de A que se comporte de manera similar a la descomposicién de
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la unidad de un anillo béasico. Para ello, dado un sistema completo de idempotentes
ortogonales primitivos S = {ey, ..., e, } se toma la particién S = T} U ... U T}, inducida
por la relacién de equivalencia e; ~ e; dada por e;A = e;A. De esta manera, si se
toma fi = Y;cr, €; para todo k € {1,...,m} se tiene una descomposicion de la unidad
1= f1+ ..+ fn Esta descomposicion recibe el nombre de descomposicion candnica
de la unidad inducida por S.

Proposicién 8.36. Sea A un anillo semiperfecto con un sistema completo de idem-
potentes ortogonales primitivos S = {ey,...,en} y 1 = fi+ ... + fn la descomposicion
canonica de la unidad inducida por S. Se cumplen los siguientes enunciados.

(a) fxA = P* paratodo k € {1,...,m} donde Py es un mddulo proyectivo inescindible
isomorfo a e;A para todo i € Ty, y 1y es la cardinalidad del conjunto Tj.

(b) {P1,..., P} es un sistema completo de representantes de las clases de isomorfis-
mo de los mddulos proyectivos inescindibles.

(c) Si S; = P;/rad(P;), entonces {S1,...,Sm} es un sistema completo de represen-
tantes de las clases de isomorfismo de los modulos simples.

(d) Para todo i # j se tiene que fiAf; = 0.
(e) Para toda k € {1,...,m} se tiene que frA = Af, = frAfr = M,, (Ends(Sk)).
(f) Sil=g1+ ...+ g es una descomposicion de la unidad tal que

grA = Agi, = M, (Dy)

para algin anillo con division Dy y algun q, € N, entoncest =m y1 = g1+...4+g;
es la descomposicion canonica inducida por un sistema completo de idempotentes
ortogonales primitivos.

Demostracion.

(a) Por construccion e;A = e;A para todo 4, j € T, lo que implica que

frd = @ e A= P

€Ty,
donde P, = e;A para algin i € Tj.

(b) Por construccién e;A 2 ejAsii € T, y j € 1T, con k # t, entonces de la
Proposicién 8.25 se sigue que { Py, ..., P,,} es un sistema completo de represen-
tantes.

(¢) Es inmediato del punto anterior y de la Proposicién 8.21.
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(d) Por los puntos (b) y (c) se concluye que frA = S* para todo k € {1,....,m},
entonces para todo i # j

ﬁAf] = HOIDA(]FJ'A, flzzl) = @ @ HOHIA(Sj, SZ) =0.

ieTi ’iETj

a) Por el punto anterior 1 = f; + ... + f,, es una descomposicién central de la
unidad, de modo que

I

feA = Afi = [rAfe = Homu(fiA, frA) = M, (Enda(Sk)).

(e) Para todo j € {1,...,t} se tiene que g;A es un médulo proyectivo finitamente
generado, lo que implica por la Proposicién 8.25 que tiene una descomposicion
en inescindibles

giA =Py ® ... D Py,

. t .
de manera que si 1 =3, 27;1 eij, donde gp = e + ... + €pm,,, es la descompo-
sicién de la unidad inducida por la descomposicién

t

A=PP1®...® Pu,),

=1

se tiene que 1 = g + ... + g es la descomposicién canoénica de la unidad inducida
por el sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos

{62']‘ | 1€ {1, ...,t},j S {1, ,ml}}

En efecto, debido a que gLA = Ag;, para todo k € {1,...,t}, si k # i se cumple
que €;;Agr = greiA = 0, lo que implica que 0 = €Ay = Hom(enA, e;;A4), y
asi €A 2 €;;Ay ey A 2 e;;A para todo [, k. Ademaés, debido a que

GA = Ag, = M,, (Dy)

para todo k € {1,....t}, grAgr = M, (Dy) de modo que eyA = ex;A por el
teorema de Wedderburn-Artin para todo [, 7, y asi eA = e;; A para todo [, j.
Por lo tanto, 1 = ¢; + ... + ¢g; es la descomposicién canoénica inducida por un
sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos, y entonces t = m por
el punto (b).

O
Observacion 8.37. Los puntos (5) y (6) de la proposicién anterior caracterizan a las
descomposiciones canénicas de la unidad. Es sencillo deducir que si A es un anillo

bésico, entonces la suma de cualquier sistema completo de idempotentes ortogonales
primitivos es una descomposiciéon canoénica.
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La siguiente proposicion muestra la fuerza de las descomposiciones candnicas.

Proposicién 8.38. Sea A un anillo semiperfecto y 1 = fi+ ...+ fu, la descomposicion
candnica de la unidad inducida por un sistema completo de idempotentes {eq, ...,e,}.

Para todo 1 # j se tiene que f;Af; C rad(A).

Demostracion. Sea i # j con i,j € {1,...,m}. Por la proposicién anterior
ﬁflﬂ &~ HomA(fjf_l, fiA) = HomA(S;j, S
con S; y S; moédulos simples no isomorfos, lo que implica que
ﬁ/_lfj = (fiAf; +rad(A)) /rad(A) =0

y entonces fiAf; = 0, lo que implica que fiAf; C rad(A). ]

Como corolario se obtiene una manera de expresar el radical de un anillo semiperfecto
usando la descomposicion de Peirce del anillo.

Corolario 8.39. Sea A un anillo semiperfecto y 1 = f1 + ... + f, una descomposicion
canonica de la unidad. Considerando la descomposicion de Peirce del anillo inducida
porl=fi+..+ f,
AL RAR - AN
[1Af2 f2Afs

se tiene que
rad(fLAf1)  fAfi - f.AR
pad(A) = flfflf2 rad(faAfs) |
hAF,  rad(fAT)
Demostracion. Es inmediato de la proposicion anterior y del Teorema 5.42. O

Lo cual lleva a un criterio para encontrar los sumandos simples de los médulos semi-
simples.

Proposicion 8.40. Sean A un anillo semiperfecto, 1 = fi + ... + fn una descomposi-
cion canonica de la unidad y S un modulo simple tal que f; A = S". Se cumplen los
siguientes enunciados.

(a) Sfi=Ssii=7ySfi=0sii#].
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(b) Si M es un modulo semisimple, entonces M tiene un sumando isomorfo a S s,
y solo si, M f; # 0.

Demostracion.

(a) Por construccién S es isomorfo a un submédulo simple T’ de f; A, entonces
Sfi=Tfi C [iAf; = 6, (fiAf;)
por la Proposicion 8.38.

(b) Es inmediato del punto anterior.

]

Corolario 8.41. Sean A un anillo semiperfecto, 1 = fi + ... + f, una descomposicion
canonica de la unidad y S un modulo simple tal que f;A = S". St M es un A-mddulo
de longitud finita, entonces M tiene factores de composicion isomorfos a S si, y solo

Demostracion. Sea 0 = My C ... € M, = M una serie de composiciéon de M. Por
la proposicién anterior M tiene factores de composicién isomorfos a S si, y sélo si,
M;/M;_y = S para algin j € {1,...,k} si, y s6lo si, M, f;/M;_1f; # 0 para algin
ie{l,.. k}si, ysolosi, Mf; #0. O

Corolario 8.42. Sean A un anillo semiperfecto, {ey,...,e,} un sistema completo de
idempotentes ortogonales primitivos, 1 = f1+ ...+ f, la descomposicion candnica de la
unidad inducida por {e,...,e,} y S un A-mddulo simple sumando de f;A. El médulo S
es un sumando directo de e, rad(A) /e rad(A)? si, y sélo si, exrad(A) fi 2 e rad(A)?f;.

Demostracion. Se sigue de la proposicion anterior debido a que e; rad(A) /e, rad(A)?
es un modulo semisimple. O]

Corolario 8.43. Si A es un anillo bdsico, {ey, ...,e,} un sistema completo de idempo-
tentes ortogonales primitivos, entonces e;A/rad(e;A) es sumando directo del mddulo
exrad(A)/eprad(A)? si, y sélo si,e, rad(A)e; 2 e rad(A)e;.

Demostracion. Inmediato del corolario anterior. O

Corolario 8.44. Sean A un anillo semiperfecto con una descomposicion canonica de
la unidad 1 = f1+ ...+ f,, tal que f; A= P donde P; es un méddulo proyectivo inescin-
dible para todo i € {1,...,n}. St M es un A-mddulo finitamente generado, entonces la
cubierta proyectiva de M tiene sumandos directos isomorfos a P; si, y solo si, M f; # 0.
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Demostracion. La cubierta proyectiva de M es isomorfa a la cubierta proyectiva de
M /rad(M), de modo que la cubierta proyectiva de M tiene sumandos directos iso-
morfos a P; si, y s6lo si, M/rad(M) tiene sumandos directos isomorfos a P;/rad(P;)
y por el Corolario 8.41 M/rad(M) tiene sumandos directos isomorfos a P;/rad(F;) si,
y sblo si, (M/rad(M)) f; # 0, y ésto tltimo se cumple si, y sélo si, M f; # 0.

Ejemplo 8.45. Dado un campo k. Sean A es el algebra de Kronecker, es decir, el
anillo generalizado de matrices con producto trivial

ko0
=(E1)

y M el grupo aditivo k" x k™. De manera similar al Ejemplo 8.32, dada una matriz
arbitraria K de n x n, se considera la estructura de M como A-mdédulo derecho dada
por la operaciéon M x A — M definida como

(v, w) ( (a)\lb) /?2 ) = (A + aw + bKw", \w).

Siguiendo los pasos de Ejemplo 8.32. El médulo M es de dimensién finita, de manera
que es finitamente generado como A-mdédulo. Asi que

rad(M) = Mrad(A) = k" x k" ( oo ) — X0,

De modo que
M/rad(M) = (K" x k™) / (K" x 0),
y asi

M/rad(M)(é 8>:Oy

M/ rad(M) ( 8 ! ) — M/ rad(M).

: 10 00
Esto muestra que si e; = ( 0 0 ) y e = ( 0 1 ), entonces
M/rad(M) = (@Z)n :
debido a que dimygesA = 1, dimy M/rad(M) = n y a que M/rad(M) es una suma

directa de copias de e, A por la Proposicion 8.40. Y asi la cubierta proyectiva de M es
(e2A)" por la Proposicion 8.27.
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A. Nociones Basicas en Teoria de
Categorias

A.1. Categorias y Funtores

Definicién A.1. Una categoria C' es una terna (Obe, Homg, o), donde
= Ob¢ es una clase cuyos elementos reciben el nombre de objetos de C'.

= Homg es una clase que es igual a una union disjunta

Home = U Hom¢ (M, N),
(M,N)GObC XObC

donde Hom¢ (M, N) es un conjunto cuyos elementos, denotados como
f:M— N,

reciben el nombre de morfismos de M a N para cada pareja (M, N).

= 0 es una operacion binaria parcial en Home que recibe el nombre de composicion,
definida por la unién de una coleccién de funciones

{Hom¢ (N, P) x Hom¢(M,N) — Home(M,P) | (M,N,P)eT}

donde T es la clase de ternas ordenadas de objetos de C'. En la que se cumplen
los siguientes axiomas:

(a) Para todo objeto M de C' existe un morfismo 1, € Home (M, M) tal que
folu=Ffyluog=yg

para cualquier f € Homg (M, N) y g € Home (N, M), dado cualquier objeto N.

(b) Para cualesquiera f : M — N, g: N — Py h: P — @ se cumple que
ho(gof)=(hog)of.

De ahora en adelante se denota la composicion de morfismos como go f = gf.
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Ejemplo A.2. Set denota a la categoria de conjuntos, cuyos objetos son todos los
conjuntos y sus morfismos son las funciones entre conjuntos.

Ejemplo A.3. Ab denota a la categoria de grupos abelianos, cuyos objetos son los
grupos abelianos y sus morfismos los morfismos de grupo.

Ejemplo A.4. Ring denota a la categoria de anillos, cuyos objetos son los anillos
asociativos con uno y sus morfismos son los morfismos de anillo.

Ejemplo A.5. Dado un anillo A, Mod, denota la categoria cuyos objetos son los
modulos derechos sobre A y sus morfismos son los morfismos de A-moédulos. De manera
similar, mod, es la categoria cuyos objetos son los A-mdédulos derechos finitamente
generados y los morfismos son los morfismos de A-mdédulos. De la misma manera,
aMod y smod son las respectivas categorias de A-moédulos por la izquierda.

Ejemplo A.6. Dadas dos categorias C' = (Obg, Home, @) y C' = (Ober, Homer, %) se
define la categoria producto B = C' x C” como la categoria (Obg, Hompg, o), donde

Obg = {(A,4) | A€Obg, A €Oba},

Homp = {(f,f): (A,B) —» (A,B") | f:A— Be€Homg, [ :A — B € Homg}
y (f,f)o(g,9) = (feg, [ *g) para cualesquiera f : M — N,g: P — N € Hom¢ y
f'M — N',g:P — N € Homer.

Ya definidas las categorias se define la importante nociéon de funtor.

Definiciéon A.7. Un funtor covariante F' de la categoria C' a la categoria C’, denotado
como F' : C' — (', es una correspondencia que a cada objeto A € Obg le asigna un
objeto F'(A) € Ob¢r, y que a cada morfismo f : A — B € Homc le asigna un morfismo

F(f) : F(A) — F(B) € Homer,

de tal manera que se cumplan las siguientes condiciones:
(a) F(14) = 1pea) para todo objeto A € Obg.

(b) F(fg) = F(f)F(g) para cualesquiera morfismos f : M — N, g: P — M en C.
Definicién A.8. Un funtor contravariante F' de la categoria C' a la categoria C’,
denotado como F' : C' — (', es una correspondencia que a cada objeto A € Obg le
asigna un objeto F'(A) € Ob¢r, y que a cada morfismo f : A — B € Homg le asigna un

morfismo F'(f): F(B) — F(A) € Homer, de tal manera que se cumplan las siguientes
condiciones:

(a) F(14) = 1pea) para todo objeto A € Obg.
(b) F(fg) = F(g9)F(f) para cualesquiera morfismos f : M — N, g: P — M en C.
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Ejemplo A.9. F : Ring — Ab definido como F(A) = A para todo A € Obpgin, v
F(f) = f para todo f € Homy, es un funtor.

Ejemplo A.10. Sean A un anillo y B = M,,(A). Si se define la correspondencia
F : Mody — Modg como F(M) = M"™ y F(f) = (f)" para todo M € Moda y
f € Homjyoa,, entonces F' es un funtor covariante. En efecto, dado M € Mody se
tiene que F(M) = M™ es el producto cartesiano de m copias de M, es claro que
M™ es un B-modulo ya que debido a que M € Mod 4, por el Lema 1.3 que existe un
morfismo de anillos ¢ : A — End(M)°, por lo que se puede definir un morfismo de
anillos ¥ : M, (A) — M, (End(M)) como ¢(a;;) = (fa,,), y como M, (R?) = M, (R)*

bajo la funcién f(a;;) = (a;;) para todo anillo R, existe un morfismo de anillos
M, (A) — M, (End(M)°?) = M, (End(M))? = End(M")

que induce la estructura de B-médulo de M". Luego, dado f : M — N un morfismo
en Mody la funcién (f)™ asigna (f(my),..., f(m,)) a cada (mq,...,my,) € M", por lo
que claramente es un morfismo de B-modulos y claramente tal asignacién cumple los
puntos (a) y (b).

Ejemplo A.11. Dado un anillo A y un A-moédulo M, la correspondencia
Homu(M, ): Mods — Ab

que asigna a cada N € Moda el grupo abeliano Homs(M,N) y a cada morfismo
f: N — P e Mody la funcién

f« = Homa(M, f) : Homa (M, N) — Homa (M, P)

definida como f.(g) = fg es un funtor covariante. En efecto, es sencillo probar que
(1n)« = lhom,(m,n) Paratodo N € Moda y que (fg). = f.g., de modo que Homa (M, )
es un funtor covariante. De la misma manera se prueba que Homy4(_, M) es un fun-
tor contravariante. Cabe hacer notar que si ademéas M es un S-A bimoédulo, entonces
por la Proposicion 1.10 Hom (M, N) es un S-médulo derecho y Homy4 (N, M) es un
S-médulo izquierdo para todo N € Mod,, de manera que los funtores los funtores
Homa(M, ) y Homyu(_, M) van de la categoria de A-médulos a la categoria de S-
modulos.
Homa (M, ) : Mody — Modg

HOIIlA(i, M) : Mody —9 Mod
Otro funtor importante que se utilizard mas adelante es el que se induce a partir del

producto tensorial. Por esta razén a continuacion se presenta la construccion de éste,
junto con algunas propiedades.
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A.2. Producto Tensorial

Definicién A.12. Sean A un anillo, M un A-médulo derecho, N un A-moédulo iz-
quierdo y G' un grupo abeliano aditivo. Se dice que una funcion f : M x N — G es
A-balanceada si cumple las siguientes condiciones

(a) fla+d,b) = f(a,b)+ f(d,b),
(b) fla,b+b) = f(a,b) + f(a,b),
(c) f(ah,b) = f(a, Ab)

para todo a,a’ € M, b,/ € Ny \ € A.

Definicién A.13. Sean A un anillo, M un A-médulo derecho, N un A-médulo iz-
quierdo. Se define el producto tensorial de M y N sobre A como un grupo abeliano
M ® N junto con una funcién A-balanceada h: M x N — M ® N, tales que cumplen
la propiedad universal de que para cada funcién A-balanceada f : M x N — G existe
un tnico morfismo f: M ® N — G tal que fh = f.

Cabe resaltar que si hace falta senalar el anillo sobre el que se esta trabajando, el
producto tensorial se suele denotar como M ®4 N.

Tal objeto existe para todo M € Mods y N € 4Mod ya que si F' es el Z-modulo libre
con base M x N, es decir

F= {Z ai(mi,ni) | (ml,nl) e M x N, a; € LN € {1, ...,n}},

i=1
y H es el subgrupo generado por los elementos
/7 n)

(m,n+n") — (m,n) — (m,n’)

(m+m/,n) — (m,n) — (m

(ma,n) — (m,an)

para todo m,m’ € M, n,n’ € N y a € A, entonces F/H junto con la proyeccién
natural h: M x N — F'/H es el producto tensorial de M y N. En efecto, si se denota
como m ®n a todo (m,n) + H € F//H, entonces

him+m',n)=(m+m)@n=me@n+m @n=nh(m,n)+ h(m', n),
himn+n)=me@n+n)=men+men =h(m,n)+ h(m,n)y

h(ma,n) = ma®n =m & an = h(m,an)

para todo m,m’ € M, n,n’ € N y a € A, de modo que h es A-balanceada. Adem4s,
toda funcién A-balanceada f : M x N — @G, induce un morfismo f': F — G tal que

186



A .2 Producto Tensorial

f'(m,n) = f(m,n) para todo (m,n) € M xN. Asi que, debido a que f es A-balanceada,
es claro que H C Ker(f'), lo que implica que existe un morfismo f : F/H — G tal que
f(h(m,n)) = f(m,n) para todo (m,n) € M x N, el cual es tinico ya que esta definido
en los generadores de F'//H. Por lo tanto, el grupo F'/H junto con el morfismo A es un
producto tensorial.

De ahora en adelante se denotara al grupo F'//H como M ® N, y sus generadores como
m ® n para todo (m,n) € M x N.

Ya probada su existencia, es sencillo probar que el producto tensorial es tnico salvo
isomorfismo. Ciertamente, si un grupo P junto con una funciéon A-balanceada

g:MxN—P

es un producto tensorial de M y N, entonces por la propiedad universal de producto
tensorial existe un tinico morfismo f; : P — M®N tal que f1g = h y un tinico morfismo
fo: M ® N — P tal que foh = ¢g. De manera que fyfig = gy fifoh = h, pero por
la propiedad universal del producto tensorial los tinicos morfismos que cumplen ésto
ultimo son 1p v 1yen, asi que 1p = fof1 v 1yen = fife. Por lo tanto, P = M ® N.

Se ha probado el siguiente resultado.
Proposicion A.14. Sea A un anillo. Para todo M € Mody y N € sMod existe el

producto tensorial M ® N y es unico salvo isomorfismo.

Por otro lado, toda pareja de morfismos f: M — M' € Moday g: N — N' € 4Mod
inducen un morfismo f®g: M @ N - M’ ® N’ tal que f @ g(lm ®@n) = f(m) ® g(n)
para todo m ® n € M ® N. En efecto, si se toma la funcién

a:MxN-—=M xN
definida como a(m,n) = (f(m),g(n)) y
h:M x N — M ®N'

es la funcién A-balanceada del producto tensorial M’ ® N’, entonces la composicién ha
es una funciéon A-balanceada, asi que por la propiedad universal del producto tensorial
existe un morfismo

B:MN—M@N

tal que f(m®n) = f(m)®g(n) para todo m®n € M ® N, lo que prueba la existencia
del morfismo f ® g.

Maés atin, sise toman f1 : M — M’  fo: M' — Ken Moday g1 : N — N',go: N = K’
en s Mod

(f2092)(f1®@g1)(m®@n) = (fa@g2)(frim®@gin) = (fofim®@gagin) = fofi®gagi(m@n)
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para todo m®@mn € M ® N, de modo que (fo ® ¢2)(f1 ® g1) = fof1 @ gog1-

Por lo tanto, si f y g son isomorfismos, f ® ¢ también es un isomorfismo, ya que

(fog(f ey )= "oy '=lw®lyy
(fTog)(feg=F"feg'g=1uely
donde claramente 1,/ ® 1n/ v 13 ® 1 son los endomorfismos identidad de M’ ® N’
y M &®N.

Se han probado los siguientes resultados.

Proposiciéon A.15. Dado un un anillo A. Se consideran f: M — M’, fi: M — M’,
fo:M' - Ke Modyyg: N—N',g.:N— N ,go: N — K € sMod. Se cumplen
los siguientes enunciados:

(a) Existe un morfismo fQg: MQN — M'@ N’ tal que f@g(m@n) = f(m)Rg(n)
para todo m@n € M & N.
(b) (2®9)(fi®aq)=fof1 ® g9

(¢) Si f yg son isomorfismos, entonces f ® g es isomorfismo.

(d) 1y ® 1y = 1ygn-

Ahora, es inmediato que para cada M € Mod, se puede definir el funtor covariante
F=M®_ : sMod — Ab dado por F(N) = M ® N para todo N € sMod y
F(f) = 1y ® f para todo morfismo f en s4Mod. De manera similar se puede definir
un funtor covariante =~ ® N : Mod, — Ab para todo N € 4Mod.

Maés atn, si M es un B-A bimédulo, entonces M ® N es un B-mddulo izquierdo para
todo N € 4Mod. En efecto, si ¢ : B — End(M) es la representacion asociada de g M,
entonces es inmediato de la proposicién anterior que la funciéon ¢ : B — End(M ® N)
definida como ¥(a) = ¢(a) ® 1 es un morfismo de anillos, lo que induce la estructura
de B-modulo por la izquierda de M ® N.

De esta manera si M es un B-A bimdédulo, entonces el funtor F' = M ®  va de la
categoria s Mod a la categoria Mod,, ya que si f : N — N’ es un morfismo en 4Mod,
entonces

1Ly ® f(bm®@n) =bm @ f(n) =b(m® f(n)) =b(1® f)(mn)

para todom®n € M ® N y b € B, lo que implica que F(f) = 1), ® f es un morfismo
en gpMod.

Por lo tanto, se ha probado la existencia de un funtor covariante

F=M®® :sMod— gMod
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para todo B-A bimo6dulo M. Analogamente se prueba la existencia de un funtor cova-
riante = ® N : Mods — Modg para todo A-B bimédulo N.

Proposiciéon A.16. Dado un B-A bimodulo M y un A-B bimddulo N, las asignaciones
M® _: aMod — gMod y__ @ N : Modya — Modg son funtores covariantes.

Por tltimo se presenta la siguiente proposicion que contiene otras propiedades basicas
del producto tensorial.

Proposicion A.17. Sean N un B-A bimaodulo derecho, M un C-B bimddulo y K un
A-D bimédulo. Se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Existe un isomorfismo de médulos N = N @ A.

(b) Eziste un isomorfismo mddulos M @ (N @ K) = (M ® N)® K, a este mddulo se
le denota M ® N ® K.

Demostracion. Se puede consultar en [HGKO05]. O

A.3. Equivalencia de Categorias

Una propiedad categérica es una nocién que sélo depende de objetos y morfismos.
Ejemplos de propiedades categoricas son los conceptos de monomorfismo, epimorfimo,
isomorfismo, ntcleo, contcleo, sucesion exacta, producto, suma directa, proyectividad,
inyectividad, etcétera. De modo que si se tiene un funtor F': A — B, cabe preguntarse
qué condiciones debe cumplir F' para que preserve propiedades categoéricas. En esta
seccion se estudian tales funtores.

Para ello se presentan las siguientes definiciones.

Definiciéon A.18. Sean FF' : A — By G : A — B funtores. Una transformaciéon
natural de F' a G es una coleccién de morfismos 7 = {ny : F(X) — G(X)}xea tal que
para todo morfismo f : M — N en A se cumple que nyF(f) = G(f)nu, es decir tal
que conmuta el siguiente diagrama.

pony — I p)
UMJ JWN
G(M) i G(N)

Sin = {nx : F(X) - G(X)}xea es una transformacién natural tal que nx es un
isomorfismo para toda X € A, entonces se dice que 7 es un isomorfismo natural. En
tal caso se dice que F'y G son isomorfos y se denota F' = (.
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Ejemplo A.19. Para todo M € Mod 4 existe un isomorfismo 7y, : M — Hom 4 (A, M).
La coleccién {ny} es un isomorfismo natural de 1p704, en Homa(A, ).

Ejemplo A.20. Para todo M € Mod, existe un isomorfismo 7y, : M — M ® A. La
coleccion {nys} es un isomorfismo natural de 1704, en _ ®@ M.

Definicién A.21. Si FF: A - By G : B — A son funtores tales que FG = 1g y
GF = 1,4, entonces se dice que las categorias A y B son equivalentes, 6 que existe una
equivalencia de categorias dada por F'y G.

Ejemplo A.22. Si A es un anillo tal que A = A; x Ay, entonces Mod 4 es equivalente
a Mody, x Mody,. En efecto, si 14 = e; + ez es la descomposicion natural de la
identidad, entonces se define F' : Mods — Mod s, X Moda, como F(M) = (Mey, Mey)
para todo M € Mods v F(f) = (f|meys flame,) para todo morfismo f : M — N. Por
otro lado, identificando A; = e;Ae; y Ay = egAesy se tiene por la Proposicién 2.4 que
todo M € Moda, es un A-médulo derecho tal que M(1 —e;) = 0 con i € {1,2},
entonces se puede definir G : Mody, x Mods, — Mods como G(M,M') =M & My
G(f, f') = f @ f'. Es sencillo probar que GF = 1104, ¥ FG = 1psod,, xMod,, -

Cabe observar que si F': A — By G : B — A son funtores tales que FF'G = 1p
y GF = 1,4, entonces es inmediato que para todo X € B existe X' € A tal que
F(X') 2 X y la funcién F : Homu(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)) es biyectiva, lo que
implica que las equivalencias de categorias preservan las propiedades categoricas.

De la misma manera es inmediata la siguiente proposicion.

Proposicion A.23. Sean A y B categorias tales que Hom4(X,Y) y Homp(X', Y’)
son grupos abelianos aditivos para cualesquiera objetos X, Y € A y X', Y' € B. Si
existe una equivalencia de categorias dada por F : A — B y G : B — A se cumplen
los siguientes enunciados.

(a) Existe un isomorfismo de anillos End (M) = Endg(F(A)).

(b) Eziste un isomorfismo de End (M )-médulos derechos

Hom (M, N) = Hompg(F (M), F(N))

A.4. Los teoremas de Morita

En esta seccion se estudian los teoremas de Morita, los cuales caracterizan las equiva-
lencias entre categorias de modulos.
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Para empezar se contruye una equivalencia sencilla. Para ello se considera un anillo de
matrices generalizadas

(A e (Y (40)

y los morfismos 7: NQ M — Ay 7 : M ® N — B inducidos por el producto de X.
Por (A.1) existen a;,m; € M y n;,b; € N tales que

(60 ) =505 8)

:Z T(n; ® m;) le—ZT (a; ®b;). (A.2)

=1

esto muestra que

Utilizando lo anterior es sencillo mostrar que 7y 7' son isomorfismos. Para probarlo se
recuerda que T(n®@m)r =nr’'(m@z) y 7' (m®@n)y = mr(n ®y) para todo m,y € M
yn,r € N ya que

(8 T<ne§m>x>:<8 3)(7?1 8)(8 §>:<8 nT’(nS@a:))y
(o 0)= (o o) (06000 0) = (rimen o)

Luego, de (A.1) se sigue que 7 y 7' son morfismos suprayectivos, y si se toma
k
o= 1;®y; € Ker(r)
i=1
se cumple que
n

k
ala =Y 20y > 1(nj@m;) =

i=1 j=1

M=

@
Il
—_
.
Il
—_

xX; ® yﬂ'(nj ® mj)

I
M=

@
Il
—
.
I
—

z; @ 7' (y; @ nj)m

I
M=

@
Il
—
.
I
—

i (Y ® nj) @ my

T(x; @ yi)n; @ m; = 7() an ®@mj =0
j=1

I
M=

@
Il
—_
.
Il
—_
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de manera que Ker(7) = 0 y andlogamente se prueba que Ker(7') = 0. Por lo tanto, 7
y 7' son isomorfismos.

La importancia de estos isomorfismos radica en que inducen la equivalencia natural
buscada. En efecto, debido a que 7 : N ® M — A es un isomorfismo de A-médulos,
para todo K € Mod 4

KQNOM=KA=ZK,

de modo que si a tal isomorfismo se le denota g : KQN®M — K, claramente definido
en los generadores como 1k (k®@n ®m) = kr(n ®m), la coleccion n = {nx }keroa, €S
un isomorfismo natural entre la composicién de funtores F'G y el morfismo identidad
1at0d,, donde G = (_ ®@ N): Mody — Modg y F = (_® M) : Modg — Mod,. En
efecto, si f : K — K’ es un morfismo de A-mdédulos, entonces para cada generador
a=k®neomec K®N e M,

fix(a) = flkr(n@m)) = f(k)T(n@m) = ni(f(k) @n©m) = ni (f @ 1y @ 1) (e),

lo que implica que el siguiente diagrama conmuta, de modo que 7 es un isomorfismo
natural.

folyel
KeNoM—2""YreoNeM
77KJ JTZK'
K K’
f

De esta manera, F'G = 1,4, y analogamente se puede probar que GF = 1j,4,. Por
lo tanto, se ha probado que Mod 4 es equivalente a Modpg.

Se tiene entonces el siguiente teorema.

A N
M B

Teorema A.24. 57 X = ( >es un anillo generalizado de matrices tal que

0o N\ (40 t o Ios sioiont »
M 0 = 0 B , ENTLONCES SE CUMPILET, LOS STGUIETILES ENUNCIAGO0S.

(a) Los morfismos inducidos por el anillo generalizado de matrices T: N @ M — A
y7' M ®N — B son isomorfismos de médulos.

(b) Las categorias Moda y Modg son equivalentes bajo los funtores _ @ N y__ @ M.

Observacion A.25. Es importante notar que la hipotesis sobre X en el teorema es
equivalente a que 7 y 7' sean suprayectivas.

De esta manera se ha cumplido el primer objetivo de esta seccién. Sin embargo, el
teorema no es de utilidad a menos que se pueda caracterizar un pareja de médulos N
y M tal que se pueda construir el anillo X del teorema.
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Con esta finalidad, se observa que para todo = € N se puede construir un morfismo
de A-médulos derechos f, : M — A definido como f,(m) = 7(x ® m), y asi existe una
funcién N — Homu (M, A) que a cada x le asigna un morfismo f,. Tal funcién es un
isomorfismo de B-A bimddulos, ya que para todo z,2" € N, b€ B,a€ Aym e M,

fa:—f—x’ = f:v+fa:’ ya que fx-i—x’(m) = T(ZE—{—ZL"@TTL) = T(ZL‘@TI’L—{—ZL‘/@m) = fm+fx’(m>
foza = bfza ya que fpzo(m) = 7(bra @ m) = br(z ® am) = bf,(am) = bf,a(m),

y si existe x € N tal que f, = 0, entonces por (A.2)

r=alp=> 27(a; ®b;) => 7T(x ®a;)b; = fo(a;)b; =0,
i=1 i=1 i=1
lo que implica que dicha funcién es inyectiva, y para probar que es suprayectiva se
observa que para todo f € Homy(M, A) y para todo m € M se tiene que f(m) es
igual a

n n n n

f(lgm) = fZT'(ai@)bi)m = fZaiT(bZ@m) = Zf(ai)T(bi@)m) = T(Z f(a;)b;@m),

i=1 i=1 i=1 =1

de manera que f es igual a f, donde y = >, f(a;)b;. Por lo tanto, se ha probado
la existencia de un isomorfismo N = Homa(M, A) y méas aun, tal isomorfismo estd
inducido por el morfismo 7, el cual a su vez esta inducido por el producto del anillo,
lo cual sera de importancia mas adelante.

De la misma manera, se observa que para todo b € B se puede construir un morfismo
gy € Ends(M) definido como gy(m) = bm para todo m € M, por lo que existe una
funcién B — End4(M) que a cada b € B le asigna un morfismo g;. Tal funcién es un
isomorfismo de anillos ya que para todo b,b’ € B

Gory = go + gy ya que gpyy (m) = bm +b'm = g, + gy (m) para todo m € M
g = gvgy ya que gpy (m) = bb'm = bgy(m) = gygy (m) para todo m € M
g1, = 1p ya que g1,(m) = 1gm = m para todo m € M
y si existe b € B tal que g, = 0, entonces por (A.2)
b=blg = Z br'(a; ® b;) ZT/ (ba; ® b;) ZT'(gb(ai) ®b;) =0,
i=1 i=1 i=1

por lo que dicha funcién es inyectiva, y para probar que es suprayectiva basta observar
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que para todo g € End4(M) y para todo m € M se cumple que g(m) es igual a
9(1Bm) = QZ T,(ai@)bi)m =g Z aiT(bi®m> = Zg(ai)T(bi@{)m) = ZT/(Q(Gi)®bi)m
i=1 i=1

i=1 =1

de manera que g es igual a g, donde y = > | 7/(g(a;) ®b;). Por lo tanto, se ha probado
la existencia de un isomorfismo B = End 4(M) y mas ain, una vez mas tal isomorfismo
esta inducido por el producto del anillo X, por lo que existe un isomorfismo de anillos

o= (i b )= )=

definido como ¢ 7?1 Z > = ( TCrLL J; " ), donde Y es el anillo generalizado de matrices
b

con el producto usual

a fn a fn’ _ aa’ + fn(m,) afn/ + fngb’
m gy m' gy ma’ + go(m') mfw + gogy )’
donde mf, = fr(men,), ya que para todo x € M

mf () = mr(n' © 2) = 7 (m @ 1')a = frmon) (@)

Se ha probado el siguiente teorema.

A

Teorema A.26. Si X = ( Y; g )es un anillo generalizado de matrices tal que

0 NY (40 t lon los sivuiont o
M 0 == 0 B , ENTONCES SE CUMPLEN, LOS STGUIETILES ENUNCIAGO0S.

(a) Existe un isomorfismo de anillos B = End(M).
(b) Eziste un isomorfismo de A-B bimddulos N = Hom (M, A).
)

(¢) Existe un isomorfismo de anillos X =Y, donde X y Y son los anillos antes
mencionados.

Ya probado que X = Y, se puede utilizar el producto de Y para caracterizar al
mo6dulo M, con este fin de ahora en adelante se hace la identificacién B = End 4 (M)
y N = Homu (M, A).

Ahora, como ya se ha mencionado, la condicion
2
0O NY (A O
M 0 -\ 0 B
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es equivalente a que los morfismos 7: N@ M — Ay 7 : M ® N — B definidos en los
generadores como 7(f @ m) = f(m) y 7'(m ® f)(z) = mf(x) sean suprayectivos. Por
lo que se busca caracterizar un médulo M que cumpla esta condicion.

De la definicién es inmediato que 7 es suprayectivo si, y sélo si, A = >,y f(M).
Los modulos que cumplen esta condicién se reciben el nombre de generadores y se
caracterizan en el siguiente lema.

Lema A.27. Sea M un A-mddulo derecho. Son equivalentes los siguientes enunciados.
(a) Si H = Homu(M,A), entonces A= 3 scpy f(M).
(b) Existe un epimorfismo de A-méddulos M™ — A para algin n € N.

(¢) Para todo A-médulo derecho K existe un epimorfismo MY) — K para algin
conjunto I.

(d) Para cualesquier morfismo no nulo f : K — S existe un morfismo h : M — K
tal que fh # 0.

Demostracion.

(a=0)Si A= cy f(M), entonces 14 = fimy+...+ fmy, para ciertos fi,..., f, € H
y mq,....,my, € M. Luego, si se define g : M" — A como

g(x1, .y xy) = fi(zr) + oo + fulzn),

se cumple que a = g(mya,...,m,a) para todo a € A, por lo que g es el epimorfismo
deseado.

(b = ¢) Si K es un A-médulo derecho, entonces el morfismo h : AK) — K definido

h(z ak) = Z kak

keK keK
es un epimorfismo, lo que implica que la composicién hg' es el epimorfismo buscado,
donde ¢’ : (M™)¥) — A es el morfismo definido como ¢'(Xjrex Tr) = Srpex 9(Tk),
donde ¢ es el morfismo del punto (b).

(c = a) Por (c) existe un epimorfismo f : M@ — A para algiin conjunto I, de
manera que si f = @,;c; fi donde f; : M — M, se cumple que A = 3,7 fi( M), y asi
A= ZfeH f(M)

(¢ = d) Si se toma f € Homu(K,S) de tal manera que f # 0, existe x € K tal que
f(x) # 0,y por (c) existe un epimorfismo g : M) — K para algin conjunto I. Ahora,

existe m = ;c;m; € MUY tal que g(m) = x, donde J es un subconjunto finito de I
tal que m; # 0 para todo i € J. Luego, debido a que f(x) # 0,

0# fg(m) = fg(zmi) = ng(mi),

e icJ
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por lo que que fg(m;) # 0 para algin j € J, y entonces fgt # 0 donde ¢ : M — M@
es la j-ésima inclusién natural. Por lo tanto, gt es el morfismo buscado.

(d = a) Sea K = > pcpy f(M). Si se supone K # A, entonces la proyecciéon natural
m: A— A/K no es nula, entonces por (d) existe un morfismo no nulo h: M — A tal
que h # 0, y ast h(A) € K lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, A = K. ]

Observacion A.28. El punto (d) del lema anterior estd enunciado puramente con mor-
fismos. Por lo que la propiedad de ser generador es una propiedad categorica.

Por lo tanto, el moédulo M debe ser un generador que ademéas cumpla la condicion
de que 7" : M ® N — B sea suprayectiva, y 7’ es suprayectiva si, y s6lo si, M es un
médulo proyectivo finitamente generado. En efecto, si 7/ es suprayectiva es claro que
existen myq,...,m, € My fi,..., fn € Homa (M, A) tales que

n

1y = T'(i m; & f@) = ZT’(TTL@' & fz) = imifm

=1

entonces para todo m € M
m=1lym=">_ m;fi(m),
=

asi que my, ..., m, generan a M. De esta manera el morfismo h : A" — M definido
como h(xy,...,x,) = Y0, mr; es un epimorfismo, y se puede definir un morfismo
g: M — A" como g(m) = (f1(m), ..., fn(m)) el cual es un inverso derecho de h ya que

hg(m) = h(fu(m), . fa(m)) = f:lmz-fi(m) — Lu(m),

de modo que M es un sumando directo de A" y como tal es un médulo proyectivo
finitamente generado.

Reciprocamente, si M es un médulo proyectivo finitamente generado, entonces al ser
finitamente generado existe un epimorfismo h : A" — M para algin n € N, y por
ser proyectivo h tiene un inverso por la derecha g : M — A™. En consecuencia, si
fi = mig donde m; : A" — A es la proyeccién natural de la i-ésima entrada para todo
ie{l,..,n},

Ly (m) = hg(m) = h(fr(m), .., fu(m)) = imifi(m),

donde m; = h(e;) y e; es el elemento cuyas entradas son todas 0 con excepcién de
la i-ésima, la cual es igual a 1. De modo que 7' es suprayectiva, ya que para todo
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g e EndA(M)

n n

g(x) = g<§:1 mifi@)) = 3 glma) fi(x) = 32 (g(ms) ® £)(x) € Im(+").

i=1 =1

Se ha probado que 7’ es suprayectivo si, y s6lo si, M es un médulo proyectivo finitamen-
te generado. Més atin, en la demostracion esta implicito que M es un moédulo proyectivo
finitamente generado si, y soélo si, existen my,...,m, € My fi,..., fn € Homy(M, A)
tales que 1y =7 (X0, m; @ fi) = X0, 7/(mi @ fi) = >0, mif;.

Lema A.29. Sea M un A-mddulo derecho y N = Homa(M,A). M es un modulo
proyectivo finitamente generado si, y solo si, existen mq,...m, € M y f1,....,fn € N
tales que 1y = >0y m, f;.

Por lo tanto, los morfismos 7 y 7/ son suprayectivos si, y sblo si, M es un generador
proyectivo finitamente generado, un médulo que cumpla esto se recibe el nombre de
progenerador.

Observacion A.30. Se ha mostrado que las propiedades de ser generador, proyectivo
6 finitamente generado son propiedades categéricas. Por lo que la propiedad de ser
progenerador es también una propiedad categoérica.

Se ha probado el siguiente teorema.

Teorema A.31. El anillo generalizado de matrices ( ) cumple la condicion

M B

2
0 N A 0 . g
de que ( M0 ) = ( 0 B > st, y solo si, M es un progenerador.

Ya caracterizado el médulo M se han caracterizado todas las equivalencias entre ca-
tegorias de moédulos, ya que como se vera a continuacién, toda equivalencia entre
categorias de médulos sobre distintos anillos es naturalmente equivalente a una equi-
valencia dada por los funtores = ® M : Modg — Moday — ® N : Mody — Modg,
donde M es un A-médulo derecho progenerador, N = Homu (M, A) y B = Ends(M).

Antes de probar la afirmacion anterior se considera la siguiente proposicién que contiene
una propiedad 1til que cumplen los moédulos proyectivos finitamente generados.

Proposiciéon A.32. Sean M un A-médulo derecho y B = Ends(M). Si M es un
mddulo proyectivo finitamente generado y N = Homyu (M, A), entonces para todo A-
modulo derecho K existe un isomorfismo de B-modulos derechos

¢ K® N — Homu (M, K).

Mas aiin, ¢ = {¢K }kemody €5 un isomorfismo natural entre _ @ N y Homa(M,_).
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Demostracion. Para definir ¢ se considera la funcién f : K x N — Hom (M, K) que
a cada pareja (k,g) € K x N le asigna el morfismo kg € Hom (M, K) definido como
kg(x) = k(g(x)). Es sencillo mostrar que f es A-balanceada, de modo que induce el
morfismo de grupos abelianos ' : K ® N — Hom4 (M, K) definido en los generadores
como f'(k® g) = kg, el cual es ademds morfismo de B-mddulos derechos ya que

f'(k ® gb)(x) = k(gb)(z) = (kg)b()

para todo z € M y para todo generador k®g € K®QN y b € B. De esta manera se define
¢k = f'. Por otro lado, debido a que M es un médulo proyectivo finitamente generado
por el Lema A.29 existen my,....,m, € M y fi,..., fn € N tales que 1y, = >1' ; m; fi,
entonces para todo f € Homa (M, K) se cumple que

f=Fu=1> mifi=> f(m)fi,
1=1 =1

con lo que se define el morfismo de B-médulos derechos ¢ : Homa(M, K) - K @ N
como

B(F) = (> Fmo) f) Zf m) ® f,
=1

para todo f € Homy (M, K). Luego, para todo f € Homa (M, K)

n n

Sr () = (3 fme) @ £) = D i (mi) @ ) = 3 Flomi) i = .

=1 i=1

por lo que ¢ = lyom, (M k), Y Para todo generador k ® g € K @ N

n

Vox (k@ g) =(kg) =D kg(mi) ® f; = Zk@gml)l—ngfmz fi=k®g

i=1 i=1

asi que Yox = lgen. En consecuencia, ¢x : KQ@N — Hom (M, K) es un isomorfismo
de B-mddulos derechos. Ahora, la coleccién ¢ = {@x } kenmodap €8 un isomorfismo natural
debido a que para todo f € Hompg(K, K') se tiene que ¢x/f @ 1y = Homa(M, f)ox
ya que para todo generador k®n € K @ N

o (f @1IN)(k® g) = o (f(k) @ g) = f(k)g = [*(kg) = ["ox(k ® g),
donde f* = Homu (M, f). O

Ahora, si se supone que F': Mody — Modg y G : Modg — Mod 4 son funtores tales
que FG = 1poay Y GF = 1pgoa,, v se toman My = G(B) y Ngp = F(A), entonces por
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A .4 Los teoremas de Morita

la Proposicién A.23

End(M) = End(G(B)) ¥ Endp(B) = B y
Endp(N) = Endg(F(A)) = Enda(A) = A,

lo que implica que M es un B-A bimoédulo y N un A-B bimédulo. Mas atun, por la
Proposicién A.23

N = Homp(B,N) = Homp(FG(B), F(A)) = Homu(G(B),A) = Homa (M, A) y
M = Homu(A, M) = Homs(GF(A),G(B)) = Homg(F(A), B) = Homp(N, B)

y M es un progenerador en Mod 4, ya que al ser la propiedad de ser progenerador una
propiedad categérica, M = G(B) es progenerador por ser B progenerador. Luego, por
las Proposiciones A.23 y A.32, para todo K € Mod,4

F(K) = Homp(B, F(K)) & Homp(FG(B), F(K)) & Homu(M,K) & K ® N,

y andlogamente se puede probar que M = Homp(N, B) y que N es un progenerador
en Modg, lo que implica que

G(T) = Homu(A,G(T)) = Homa(GF(A),G(T)) = Homp(M,T) & T ® N

para todo T" € Modg. Ademas, la coleccion de tales isomorfismos es un isomorfismo
natural como ya se ha mostrado en la Proposicion A.32.

Se ha probado el siguiente teorema.

Teorema A.33. Si F': Mody — Modg y G : Modg — Mod, son funtores tales que
FG = 1poa, ¥y GF = 1p04,, entonces existe un progenerador M en Moda tal que
B = End4 (M), que ademds cumple con que G es isomorfo a _ @ M y F es isomorfo
a__ ® N, donde N = Homa(M, A). Reciprocamente, si se tiene un progenerador M
en Mod,, entonces Mody es equivalente a Modg.

Demostracion. El primer enunciado se probo en la discusion anterior. El segundo se
sigue de los 2 teoremas anteriores. O]

Ejemplo A.34. Sea A un anillo semiperfecto, en la Seccién 8.4 se ha probado que
si X = {ey,...,e,} es un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos,
entonces existe un subconjunto Y C X tal que {e;A}.,cy es un sistema completo de
representantes de las clases de de isomorfismo de los médulos proyectivos inescindibles,
y que eAe es un anillo basico donde e = >, -y ;. Se probard a continuacién que Mod 4
es equivalente a Mod, ..

Para ello se observa que eA es un progenerador, ya que es un modulo proyectivo
finitamente generado y A = > ;cy f(M) donde H = Homy(eA, A), esto tltimo se
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cumple debido a que por construcciéon para todo e; € X existe e; € Y tal que existe
un isomorfismo f; : e;A — e;A, de modo que si m; : eA — e;A es la proyeccion
natural y ¢; : ;A4 — A es la inclusién natural, ¢; f;m; es un elemento de H tal que
Im(e; fimj) = e;A, y entonces A = @), ;A = B;, Im(¢, f;;).

Ya probado que eA es un progenerador, entonces del Teorema A.33 se sigue que Mod 4
es equivalente a Modg, donde B = End4(eA) = eAe.
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Nomenclatura

@z’eX Nz‘
C
Q

A°P

HJG
M®a N

My

la suma directa de la familia (IV;);cx

el anillo de los niimeros complejos

el anillo de los nimeros racionales

el anillo de los niimeros enteros

Z/nZ

El anillo de endomorfismos del grupo abeliano M.
grupo de morfismos de A-médulos de M a N
La imagen del morfismo f.

El niicleo del morfismo f.

radical de M

el soclo de M

el producto de la familia (V;);ex

el A-médulo regular izquierdo, es decir el grupo abeliano A con la es-
tructura de A-moédulo izquierdo inducida por el producto del anillo

A-moédulo izquierdo
anillo opuesto de A

el A-médulo regular derecho, es decir el grupo abeliano A con la estruc-
tura de A-mdédulo derecho inducida por el producto del anillo

H es subgrupo normal de GG
el producto tensorial de M y N sobre el anillo A

A-médulo derecho
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Nomenclature

N&) la suma directa @,cx N;, donde N; = N para toda i € X

N¥ el producto [[;ex IV;, donde N; = N para toda ¢ € X; o equivalente-
mente, el conjunto de funciones con domimio X y contradominio N
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