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Resumen

Con la intencién de mejorar el proceso de transferencia de calor en flui-
dos Newtonianos como viscoelasticos se estudia un flujo laminar oscilatorio
de media cero, pues se ha encontrado la ventaja de que la difusividad térmi-
ca efectiva de un fluido sujeto a un movimiento oscilatorio puede ser varios
6rdenes de magnitud mayor que la difusividad molecular del fluido. Trabajos
previos [1, 6] han empleado la ecuacién de energia que considera como vélida
la ley de Fourier, que implica una velocidad de propagacién infinita del flujo
de calor, lo cual desde el punto de vista fisico no es posible [5]. Para corregir
esta inconsistencia se estudia con detalle el modelo de Cattaneo-Vernotte, en
donde se introduce un tiempo de relajacién que limita la velocidad de propa-
gacién del flujo de calor a un valor finito, lo que fisicamente es mas aceptable.

En este trabajo se predice una mejora en la transferencia de calor al
emplear el modelo de Cattaneo-Vernotte con respecto al de Fourier, pues
la difusividad térmica efectiva se incrementa en varios érdenes de magnitud
para un fluido Newtoniano asi como para viscoelasticos. Con base en esto,
podemos decir que el flujo oscilatorio es una alternativa para mejorar el
proceso de transferencia de calor pues la difusividad se incrementa en varios
ordenes de magnitud al emplear una determinada frecuencia de oscilacién en
un fluido Newtoniano o viscoelastico.



Abstract

With the intention of improving the heat transfer process in Newtonian
and viscoelastic fluids a zero mean oscillatory laminar flow is studied, an
advantage that effective thermal diffusivity of a fluid subject to oscillatory
motion can be several orders of magnitude higher than molecular diffusivity
of the fluid has been found. Previous works [1, 6] have employed the energy
equation that considers as valid the Fourier law, that implies an infinite pro-
pagation velocity of the heat flow, which from the physical point of view it’s
not possible [5]. To correct this inconsistency, the Cattaneo-Vernotte model
is studied in detail, where it’s introduced a relaxation time that limits the
velocity of the heat flow to a finite value, which physically is more acceptable.

In this work an improve in the heat transfer employing the Cattaneo-
Vernotte model with respect to Fourier model is predicted, because effective
thermal diffusivity is increased in various orders of magnitude for a Newto-
nian fluid as well as for viscoelastics. Based on this, we can say that oscillatory
flow is an alternative to improve the heat transfer process because diffusivity
is increased in various orders of magnitude by employing a given oscillation
frequency in a Newtonian or viscoelastic fluid.
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Capitulo 1

Introduccion

Las fuentes de energia renovable o no renovable cuando se utilizan en
aplicaciones térmicas, requieren de la optimizacion de los procesos de trans-
ferencia de calor. Una mejora en estos procesos implica un mejor aprovecha-
miento de los recursos y por ende un paso hacia el desarrollo sustentable.

Entre las diversas estrategias que mejoran la transferencia de calor, hay
una que estd basada en la utilizacién de un flujo oscilatorio que mejora el
proceso de transporte. Kurzweg [1] encontré que para una frecuencia de os-
cilacién wy, dada en el flujo oscilatorio de un fluido Newtoniano en un ducto,
la difusividad térmica efectiva a,, alcanza un maximo. Esto conduce a una
transferencia longitudinal de calor mejorada sin que se involucre una trans-
ferencia neta convectiva de masa. En relacién a esto, se ha investigado la
transferencia de calor mejorada utilizando fluidos con propiedades distintas
a las de los Newtonianos. A.A. Lambert et al. [6] encontraron que al em-
plear un fluido viscoelastico, la difusividad térmica efectiva puede mejorarse
sustancialmente, pues alcanza multiples valores maximos al oscilar en fre-
cuencias resonantes especificas, lo que hace que estos fluidos sean excelentes
candidatos para optimizar el transporte de calor.

Por otro lado, aunque estos trabajos [1, 6] consideraron la inercia en la
ecuacion del tensor de esfuerzos viscosos, no se hizo asi en el transporte de
calor, donde se empled en la ecuacion de balance de energia, el flujo de calor
de Fourier. Desde un punto de vista fisico esto representa una velocidad de
propagacién infinita, lo cual es imposible. Para eliminar esta inconsistencia,
se utiliza el modelo de Cattaneo-Vernotte [5], en el cual se introduce un tiem-



po de relajacién que limita la velocidad del flujo de calor a un valor finito, lo
que fisicamente es mas razonable.

S. Celis [7] habfa introducido el modelo de Cattaneo-Vernotte. No obs-
tante, su expresion de la difusividad térmica efectiva, que emplea solo fluidos
Newtonianos, presenta inconsistencias, ademas de multiples singularidades
cuando se lleva a cabo la normalizacién de la difusividad para determinadas
frecuencias de oscilacion.

Los principales objetivos de esta tesis son precisamente analizar un for-
malismo que contemple el transporte de calor usando el modelo de Cattaneo-
Vernotte en fluidos Newtonianos, asi como viscoelasticos, y analizar el origen
de las singularidades que S. Celis obtiene para ciertos valores de la frecuencia
de oscilacion.

Iniciamos nuestro estudio en el segundo capitulo, donde se reproduce el
desarrollo mateméatico que nos permite comprender el proceso de transferen-
cia de calor de un fluido que fluye bajo la accién de un gradiente de presion
oscilatorio. El fluido se encuentra contenido en un tubo de seccién transver-
sal constante en donde en los extremos se encuentra a distintas temperaturas
ademas de que la pared del tubo es aislante. Encontramos que en un flui-
do Newtoniano aparece un solo valor maximo de a., para una determinada
frecuencia de oscilacién, mientras que para un fluido viscoelastico aparecen
multiples valores maximos de «,, para distintas frecuencias de oscilacién, los
cuales son superiores al del fluido Newtoniano.

En el tercer capitulo se examina el proceso de transferencia de calor usan-
do el modelo de Cattaneo-Vernotte y se descubre que en un fluido Newto-
niano aparecen multiples valores maximos de «., para distintas frecuencias
de oscilacién siendo el primer méaximo el de mayor intensidad. Para un fluido
viscoeldstico, la difusividad se incrementa en varios érdenes de magnitud mas
que en el modelo de Fourier pero bajo algunas restricciones, en las que los
tiempos de relajacion juegan un papel importante. También se encontrd que
en el trabajo de S. Celis hubo errores en la manipulacién del algebra compleja
en la ecuacion de ag, y con un algebra correcta se eliminaron las singulari-
dades en las frecuencias de oscilaciéon diferentes de cero.



En el cuarto capitulo se analiza un fluido ideal, para comprobar si la
dependencia radial de los campos de velocidad y temperatura influye en el
proceso de transferencia de calor. Se encuentra que no existe un mejoramiento
en la transferencia de calor al emplear un fluido ideal, pues a,=0 indepen-
dientemente de si se emplea el modelo de Fourier o el de Cattaneo-Vernotte.

Por 1ltimo, en el quinto capitulo se presentan las conclusiones més rele-
vantes de este trabajo de investigacién.



Capitulo 2

Flujo de calor en un fluido bajo
régimen oscilatorio

2.1. Introducciéon

En este capitulo presentamos el desarrollo matematico de la transferencia
de calor en un fluido que presenta movimiento oscilatorio dentro de un tubo
de seccién transversal constante. Basandonos en los trabajos de Kurzweg
[1] que expresan una difusividad mejorada en un fluido Newtoniano bajo
régimen oscilatorio, y en el anélisis de A.A. Lambert et al. [6], en el que se
comprueba un incremento en la difusividad para un fluido viscoeldstico que
depende de la frecuencia de oscilacién, se reproduce el desarollo matematico
de dichos trabajos con el fin de explicar cémo es que se lleva a cabo el proceso
de transferencia de calor para fluidos Newtonianos y viscoeldsticos mediante
un movimiento oscilatorio.

2.2. Campo de velocidad

En esta seccién se presenta la deduccion de las ecuaciones bésicas que
gobiernan el movimiento de los fluidos para obtener los campos de velocidad
y temperatura que se desarrollan mediante el movimiento oscilatorio al que
esta sujeto el fluido dentro del tubo de seccién transversal constante.



Las ecuaciones que gobiernan este proceso fisico son [3]: la ecuacién de
conservacion de masa para un fluido incompresible

V-v=0,
la ecuacién de conservacién de cantidad de movimiento

ov

Par p(v-V)v=—-Vp—-V.1, (2.2.1)

y la ecuacion de balance de energia

pc (%—r‘f +v- VT> = kV2T + 1o, (2.2.2)

donde v, p,7 y T son el vector de la velocidad, la presion, el tensor de es-
fuerzos viscosos y la temperatura, respectivamente, mientras que p,n,cy k
son la densidad de masa, la viscosidad dindmica, el calor especifico a volu-
men constante y la conductividad térmica del fluido, respectivamente, que
consideramos constantes.

En la ecuacién de balance de energia, ®, es la funciéon de disipacién y
el producto n®, representa la disipacién viscosa o la razén de conversion
irreversible de energia mecédnica a energia térmica via efectos viscosos. En
nuestro analisis este término sera considerado despreciable debido a que solo
es importante cuando se trabaja con fluidos con viscosidad alta, como es el
caso de los aceites, por lo que la ecuacién (2.2.2) se reduce a

oT
— VT = aV>*T
o +v e} ,

siendo a0 = i, la difusividad térmica molecular del fluido.
pc

La ecuacion del tensor de esfuerzos viscosos depende de la naturaleza del
fluido. Para un fluido Newtoniano se tiene

T = -—nVv, (2.2.3)



mientras que para el caso de un fluido viscoelastico existen varios modelos,
nosotros consideraremos el modelo lineal de Maxwell, el cual es

or
ot
donde t,,, es el tiempo de relajacion de Maxwell, que se considera constante
y se define como t,, = /G, en donde G es el médulo de elasticidad de la
ley de Hooke [8]. El término del lado izquierdo de la ecuacién introduce el
comportamiento elastico del fluido. Se observa que si t,,=0 se recupera el
modelo para el fluido Newtoniano. En esta tesis, los fluidos viscoelasticos
que emplearemos son los que siguen el modelo lineal de Maxwell y en las
ecuaciones (2.2.3) y (2.2.4) solo se considera la parte simétrica del gradiente
de velocidades.

tm—= = —nVv—r, (2.2.4)

Suponemos que el fluido dentro del tubo tiene las siguientes caracteristi-
cas:

Tiene lugar en la direccién axial

La velocidad no depende de la coordenada axial

= Se encuentra lejos de los bordes

No existe desprendimiento de la capa limite

Presenta simetria cilindrica

Con estas consideraciones, el vector de la velocidad en coordenadas cilindri-
cas puede ser descrito por v = [0, 0, v(r, t)], con lo cual se satisface la ecuacién
de continuidad para fluidos incompresibles. A su vez, el término no lineal de
la ecuacién (2.2.1) es cero, (v-V)v=0, por lo que la ecuacién de cantidad de
movimiento se transforma en

ov

e

Para obtener una ecuacion para el campo de velocidades podemos deri-

var parcialmente con respecto al tiempo en (2.2.5) y usando el teorema de
Clairaut para intercambiar las derivadas parciales, tenemos

=-Vp—-V-T. (2.2.5)

0*v 0 or
P o —a(Vp) -V T

6



Si se aplica la divergencia a la ecuacién (2.2.4)

tmv-%z—nv%—V-T,

y, combinando estas dos tltimas ecuaciones, se obtiene

0*v 9, )

Sustituyendo V - 7 de la ecuacién de cantidad de movimiento (2.2.5), se
llega a

v Ov 0
tm— + p— — V2V = —t,n—(Vp) — Vp.
Pl + G nVv at(Vp) Vp
. RO , 07 10
El laplaciano en coordenadas cilindricas es V¥ = — + —— ya que las
or?  ror

derivadas en z son cero debido que v = v(r,t). Como suponemos que el flujo
tiene lugar en la direccién axial, la ecuacion a resolver es

(2.2.6)

= ~tmg,

p v v [0 L1Ov) 9 (9p) _dp
Prmae T Par — a2 ™ v or or ) o’

con condiciones de frontera
v(0,t) = finita,

v(a,t) = 0.

La primera condicién de frontera establece que la velocidad del fluido en
el centro del tubo tiene que ser un valor finito, y la segunda establece la
condicién de no deslizamiento en la pared del tubo.

Se define la transformada de Fourier como [4]

o 1 o0 )
F(r,w) = E/o flr t)e™ dt,

aplicamos la transformada de Fourier a la ecuacién (2.2.6) y usamos la pro-
piedad F[2 f(r,t)] = —iwF(r,w), obtenemos

7



~ ~

2V 1dV
ptim(—w )V + p(—iw)V — 1 —

dp dp
dr? + r dr

= —t(—iw) =2 - 2.

En donde V y p son las transformadas de Fourier de la velocidad y la
presiéon, respectivamente, y reagrupando términos se tiene

ﬁ N lﬂ N pw (i —|—wtm)f/ _ (- iwtm)@‘
dr?  rdr n n dx
Ahora se define
5 = pw(i + wty,)
v 77 Y

donde 3, es un parametro que depende fundamentalmente de las propiedades
viscoeléasticas del fluido y que, como se verd, esta relacionado con la raiz de
la funcién de Bessel, con lo que se llega a

PV 1AV . (1 —iwty) dp
I Vo= m) T
dr? + r dr +5 n dx

Aplicando la transformada de Fourier a las condiciones de frontera obte-
nemos

(2.2.7)

~

V(0,w) = finita,

~

V(a,w) =0.

La ecuacién (2.2.7) es una ecuacién diferencial ordinaria (EDO), no ho-
mogénea, de segundo orden cuya solucién es de la forma

V(r,w) = Vh(’f',W) + ‘z)(raw%

siendo V}, la soluciéon de la ecuacién homogénea y V, una soluciéon particular.



La ecuacién homogénea correspondiente (2.2.7) es una ecuacion de Bessel
de orden cero, por lo que su solucion esta dada por

Vi(r,w) = C1Jo(Bur) 4+ CoYo(Bur),

donde Jy y Yj son las funciones de Bessel de primer y segundo tipo, res-
pectivamente. Puesto que la parte no homogénea de la ecuacién (2.2.7) no
depende de r, proponemos una solucion particular \A/p(r, w) = G, donde G es
una constante. Si se sustituye V,,(r,w) en la ecuacién (2.2.7) obtenemos

O (1 —iwly) dp
ngy  dv
Asi pues, la solucion general es

~ (1 —iwt,,) dp
V(r,w) = CiJo(Bur) + CoYo(Bor) + R (2.2.8)
y, si se aplica la primera condicién de frontera, V(O,w): finita, entonces
Cy=0, ya que Yo(B,r) diverge en r=0. Al usar la condicién de no desliza-
miento, V' (a,w)= 0, se obtiene que la constante C} es

Cy - (1 —iwtn) dp

nB2Jo(Bua)
Finalmente, la soluciéon completa es
~ Jo(ﬁvr)} (1 —iwt,,) dp
Vir,w)={1-— —. 2.2.9
S i - (229

Hemos obtenido una ecuacién para el campo de velocidades en el dominio
de la frecuencia; ahora, para obtener una expresion de este, consideraremos
el caso particular en que el gradiente de presiones sea la parte real de la
expresion

op

o =
el cual tiene la forma de un oscilador armoénico simple, en donde P,, es la
magnitud del gradiente de presiones y wy, es la frecuencia angular constante
del oscilador.

—iwot
Pe "0t



La transformada de Fourier del gradiente de presiones que escogimos es

g
d—p = V21 P0(w — wp),
T

donde (w — wyp) es la funcién delta de Dirac. Ahora sustituimos el gradiente
de presiones en la ecuacién (2.2.9) y se obtiene

- [y S(Ber) ] (1 —iwty) - _
Virw) = [1 i M)} e V21 Po ( 0). (2.2.10)

Para regresar al campo de velocidades en el dominio del tiempo, hacemos
uso de la transformada inversa de Fourier, la cual se define como

1 oo .
f(rt) = —/ F(r,w)e ™“'dw,
27T 0

asi

o t) = /Ooo [1 B Jo(ﬂqﬂ”)} (1 —n;:utm) Pt (e — wo)dw,

y por las propiedades de la funcién delta de Dirac, se obtiene

—iwot
Prem™

o(r,t) = [1 N JO(BM“)] (1 — iwotm)

Jo(Bua) g3

con

8 = pwo(wotm + 1)
v 77 *

Si sustituimos la expresién de 32 en la ecuacién de la velocidad, obtenemos

o(r ) = {1_ JOW“)} (1= iwotm) et

Jo(Bsa) | pwo(i + wotm) * ’

10



factorizando i en el denominador del segundo término, tenemos que la ex-
presion final para la velocidad es

Jo(Byr 1 ,
v(r,t) = — [1 - o(By )] —— P et
Jo(Bva) | pwo
Con esta ecuacién queda determinado el campo de velocidades para el
fluido dentro de un tubo de seccién transversal constante que se encuentra

bajo régimen oscilatorio. Esta expresién fue obtenida del trabajo de A.A.
Lambert et al. [6].

En las secciones posteriores la ecuacién de la velocidad v(r,t), serd ex-
presada de la forma

v(r,t) = V(r)e ot

en donde
_ Jo(Bur)
V(r)= [1 - JO(B’UG/):| P, (2.2.11)
con
oo i
PWo

pues esta manera nos permite simplificar muchas operaciones.

2.3. Campo de temperatura

Una vez obtenido el campo de velocidad, procedemos a resolver la ecua-
ciéon de balance de energia para encontrar el campo de temperatura, con el
objetivo de determinar el transporte axial de energia térmica a través del
tubo.

Con la finalidad de comprender mejor el proceso de transferencia de calor
en un fluido bajo régimen oscilatorio reproducimos textualmente la explica-
cién de A.A. Lambert [2], a saber

11
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Figura 2.1: Algunas etapas del movimiento oscilatorio de un fluido Newto-
niano. Se observa que durante la mayor parte del ciclo el fluido cercano a
la region de las paredes del tubo tendrd una temperatura diferente de aque-
lla en el centro del flujo dando como resultado que grandes cantidades de
calor se transfieran radialmente y sean transportadas axialmente de manera
periddica [2].

“En la figura 2.1 se presenta un esquema con 9 etapas de un ciclo com-
pleto de oscilacién del fluido, en las que se observa el desarrollo del perfil de
velocidades de un fluido Newtoniano asi como del movimiento de los elemen-
tos de volumen con sus respectivas temperaturas.

En el primer cuarto del ciclo (etapas 2.1 a- 2.1 ¢) se puede ver que confor-
me el fluido avanza hacia adelante y llega al desplazamiento maximo (etapa
2.1 ¢), los elementos de volumen en la regién central del flujo avanzan més
rapido que los elementos adyacentes a la pared del tubo debido al perfil pa-
rabolico de velocidades. Asi, el fluido en la region central del flujo tendra una
mayor temperatura que el fluido en la zona cercana a las paredes del tubo
transfiriéndose calor del centro hacia la pared del tubo (etapas 2.1 by 2.1 ¢).

12



En el retroceso del fluido, del maximo al minimo desplazamiento (etapas
2.1 ¢ - 2.1 g), nuevamente retrocede mas répido el fluido en la regién del
centro, y debido a la mayor temperatura del fluido cercano a la pared del
tubo con respecto al de la region central, se transfiere calor de la regién de
la pared hacia la regién del centro (etapas 2.1 fy 2.1 g). Al terminar el ciclo
(etapa 2.1 1) una gran cantidad de calor ha sido transportada axialmente.

De esta forma, un gradiente grande de temperatura en la direccion radial
y dependiente del tiempo, producido por las oscilaciones del fluido, es el mo-
tor de este mecanismo fisico de mejoramiento.

Asi, las oscilaciones del fluido generan un gradiente grande de tempera-
tura en la direccién radial lo que provoca que el fluido cercano a la region de
las paredes del tubo tenga una temperatura diferente de aquella en el centro
del flujo dando como resultado que grandes cantidades de calor se transfieran
radialmente en cada ciclo y, por lo tanto, sean transportadas axialmente. De-
bido a lo anterior, el gradiente transversal de temperatura es mucho mayor
que el gradiente axial, de tal forma que la difusién de calor axial es mucho
menor que la radial. Esto significa que el término 9?T/9r? es mucho mayor
que 0*°T'/9z?, de hecho, si 9?°T /0x*=0 entonces podemos suponer que 97 /Ox
es constante. Esta aproximacién no estd muy alejada de la realidad si con-
sideramos que en el fenémeno de la difusién molecular pura en ausencia de
flujo, el gradiente de temperatura también es constante. Con estas conside-
raciones, se puede proponer una solucion a la ecuacién de la energia de la
forma

T(r,x,t) =~z + f(r, )],

donde v es una constante. De hecho, Kurzweg propuso una soluciéon a la
ecuacion de la energia que supone un gradiente constante de temperatura
axial promedio en el tiempo v = 9T/dz, por lo que T toma la forma

T(r,z,t) = [z + ag(r)e ™", (2.3.1)

siendo ¢(r) una funcién que describe la dependencia radial que tiene la tem-
peratura [1]. Esta expresién exhibe un comportamiento lineal en T en la
direcccion axial asi como una variacién transversal dependiente del tiempo.

13



Con este campo de temperaturas se puede calcular el flujo de energia a lo
largo del tubo. La ecuacién (2.3.1) representa una solucién aproximada del

campo de temperatura, pero permite un tratamiento analitico del problema
[2].77

Esta explicacion nos lleva a preguntarnos ; Qué sucederia con el proceso
de transferencia de calor en fluidos ideales en donde su velocidad no posea
una dependencia radial ? ; Cémo es el campo de temperaturas 7 ; Existe
una difusividad térmica efectiva mejorada para este caso ? A.A. Lambert et
al. [2, 6] hace mencién a este caso sin profundizar mucho, por lo que en el
capitulo 4 se analizard el proceso de transporte de calor para este tipo de
fluidos.

Con el perfil de temperaturas propuesto por Kurzweg [1], se debe encon-
trar una expresién para g(r), para lo cual es necesario resolver la ecuacién
de balance de energia, la cual, expresada en coordenadas cilindricas es

2 2
or oTr (8 T 101 0 T> ‘ (23.2)

o Tt =l ot oo T an

En donde las condiciones de frontera son
T(0,z,t) = finita,

oT

E(a,x,t) =0.

La primera condicién de frontera establece que la temperatura del fluido
no diverge en el origen y la segunda que la pared del tubo esta térmicamente
aislada.

Notese que en la ecuacion de la energia aparece el campo de velocidad, el

cual tiene un comportamiento armoénico en ¢, por lo que tiene sentido suponer
que la temperatura también lo tendra.

14



2.3.1. Caélculo de g(r)

A.A. Lambert [2] deduce la expresién analitica de g(r), sustituyendo el
campo de temperatura (2.3.1) en la ecuacién de la energia.

Se comienza calculando

(9_T a_T o 82_T _ //( ) —iwot
ot ox 1 g2 T TN

Sustituyendo estas derivadas parciales y la forma de la velocidad (2.2.11)
en la ecuacion de la energia (2.3.2), nos queda

= —’yaiwog(r)e’wot,

) ) ) 1 .
—7aiwg(r)e” " + V(r)e™'y = alyag"(r)e™" + —yag'(r)e”"],
T

o equivalentemente

1 iwo V(r)
" =4 —_— = . 2.3.3
g'(r) + —g'(r) + —=g(r) = — (2.3.3)
Ahora se define
1w
ﬁ’]Q“ = F[)?

donde 7, es un parametro que depende fundamentalmente de las propieda-
des térmicas del fluido y que esta relacionado con la raiz de la funcién de
Bessel, con lo que la ecuacion (2.3.3) se puede escribir como

vir)

9+~ (r) + Bha(r) = (234)

Esta es una EDO no homogénea de segundo orden cuya solucion es de la
forma

g(r) = gn(r) + gp(r),

siendo g, (r) la solucién de la ecuacién homogénea y g,(r) una solucién par-
ticular.

15



Se observa nuevamente que la ecuacién homogénea asociada a la ecuacion
(2.3.4) es una ecuacién de Bessel de orden cero, la cual ya habfa sido resuelta
para el campo de velocidad. La solucion es

gn(r) = C1Jo(Brr) + CoYo(Brr).

Para encontrar g,(r) se utiliza el método de coeficientes indeterminados.
En este método se propone una solucién que sea una combinacion lineal de

los conjuntos fundamentales que componen el término no homogéneo. En

., . ) Jo(Bv
nuestra ecuacion, el término no homogéneo es i [1 — %] ®P,, en donde

solo Jy(B,r) depende de r, por lo que se propone una solucién de la forma
gp(1) = 81Jo(Byr) + 02, donde d; y o son los coeficientes por determinar.

Se calculan a continuacién las derivadas

g;/;(fr) = 51/8UJ(/)(/BUT)7 g;,)/(r) = 6153]6/(67)7“)7

y, sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (2.3.4) se llega a

I8 + 0B B) + B lr) 401 = = [1 = HE o
(2.3.5)

Puesto que la solucién Jy(B,r) satisface la ecuacién de Bessel, se tiene

que B35 (Bur) + 7 B8uJo(Bur) + B2 Jo(Bur) = 0, por lo que

B Bur) &~ BudyBur) = 5o,

sustituyendo esta equivalencia en la ecuacién (2.3.5)

1= B2 Io(Bur) + B Jo(Bur)] + 3255 = — {1 _ Z?ZE?S] P,
51(52 — B2)Jo(Bur) + 62 = 2l P g5,

aa  aady(Bya)

igualamos los términos, despejamos d; y d2 y se obtiene
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OP, 1 P,

"= v (Bod) (B2 B2 T call

asi

P, Jo(Bor) | 87 — 5%}
gp\T) = + .
0= i i
La solucién general de g(r) es entonces

2 22
9(r) = Cro(Brr) + CaYo(Brr) + — o [Jowvr) 8 T]’

aa(B2 — B2) TR

Jo (Bva) T
en donde las condiciones de frontera son
T(0,z,t) = finita = ¢(0) = finita,

g—f(a,x,t) =0 = ¢'(a) = 0.

La primera condicién de frontera, g(0)=finita, significa que Cy=0, ya que
Yo(Brr) diverge en r=0, por lo que

OP, Jo(By1)
aa(ﬁg - B%) JO(/BUG)

la segunda condicién de frontera, ¢’'(a)=0

By — b7
sy 1

g(?”) = ClJo(ﬁTT’) + +

OP.B,  Jo(Bur)

g'(r) = CiBrJy(Brr) + aa(B2 — B2) Jo(Bua)’

OP.B,  Jy(Bua)

g'(a) = C\BrJy(Bra) + aa(p? — 52) Jo(Bra)’

usando las identidades
J(I)(BTCL) = _Jl(/BTa)a

‘](,)(Bva) = - (51)&)’
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entonces

(I)P:cﬁv [_Jl (ﬁva)]

0 = CiBr[=J1(Bra)] + aa(B2 — 2)  Jo(Bea)

_eP. By 1 L(Bwa)
aa(B2 — ﬁ%) Br Ji(Bra) Jo(Bua)’

sustituyendo la constante en la ecuacién de g(r) se obtiene

Cy =

P, . By Jl(/Bva) Jo(ﬁTT) Jo(ﬁvﬂ“) 4 55 - /B:ZF

9(r) = — s | =7

") = a8 | B o) DBra) T doBr) T B
Si la expresion (2.3.6) se sustituye en (2.3.1), el campo de temperatura

del fluido esta completamente determinado. Cabe enfatizar que esta solucion

es valida tanto para fluidos Newtonianos como Maxwellianos dependiendo

de la forma del pardmetro 3, [2].

. (2:3.6)

2.4. Difusividad térmica efectiva

Ya que se obtuvieron los campos de velocidad y de temperatura para el
fluido bajo régimen oscilatorio, podemos obtener la difusividad termica efec-
tiva ag, y con ello calcular la transferencia de calor que ocurre del extremo
del tubo con temperatura alta al extremo con temperatura baja.

El flujo axial de calor en la seccién transversal del tubo estda dado por la
difusividad térmica efectiva ., multiplicada por el gradiente de temperatura
axial v, y es igual al promedio temporal del flujo de calor por conveccién en
la direccién axial producido por la interaccién de los campos de velocidad y
temperatura variando en la direccién radial en un periodo de tiempo [1], esto
es

2m 27 a
Wo wo
ST T 2.4.1
ey 27r2a2/0 /0 /O[U(T,t)]R[ (r,x,t)]grdrdidt, ( )

donde [ |g denota la parte real.
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De acuerdo con el desarrollo de Kurzweg [1], despreciamos las pequenas
contribuciones debidas a la conduccién térmica axial. Para encontrar la ex-
presién de a., tenemos que resolver la integral (2.4.1), en donde el integrando
consta de la parte real de la velocidad y la temperatura, las cuales son:

()] = 5[0, 0) +007,) ),

[T(r,z,t)|r = %[ T(r,x,t)+T(r,x,t) ],

donde (7) denota el complejo conjugado.

Entonces, si sustituimos la parte real de v(r,t) y T'(r, z,t) en la ecuacién
(2.4.1) resulta

2m 21 a
—QY = & /wo / / l[v(r)e—iwot + V(T)eiwot]

x =[ vz + ag(r)e ™" + y[x + ag(r)e™*"] |rdrdddt,

DO | —

al realizar la integral temporal se eliminan todos los términos con e*"“0t va

que estamos integrando sobre el periodo y puesto que el integrando es solo
funcion de r, se pueden llevar a cabo las integrales en la coordenada angular
y el tiempo, obteniéndose

L v (mge) + Vr)g(r)rdr. (2.4.2)

Qe = ——
2a J

Si se sustituyen las expresiones de V(1) y g(r) de las ecuaciones (2.2.11)

y (2.3.6), respectivamente, en la ecuacion (2.4.2), se tienen que resolver inte-
grales que contienen productos de funciones de Bessel, ver apéndice A.
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Llevando a cabo la integral se obtiene [6]

_ OHP?
e 20ca?
a (Bva) {g Bg __ B% JO(@va) + B%___Bg
ﬁ 6 JO(ﬁva) 2 BT (ﬂva) 7&1}&72“
ﬁv /Bv /Bv Bv JO(/BTG') Jl (Bva)

"E_pt et 55 B 7(5a) hlBe)

+{_ B BS_—BT_} Jo(Bua) Ty (B, )}
Bi=p2  Br Bo) Di(Bea) Jo(Boa)

a  Ji(Bua) Fﬁf —Br h(Bua) | Br — 5
53 - B% JO(ﬁva) 2 6% (ﬁv ) ﬁvﬁT B
ﬁv /Bv + & Bv JO(/BTG') Jl(@v )

TE B B B B h(Bra) JolBua)

+{ Bv_ _53_5%_i}t]0 51} Jl ﬂv ):|
612; - 612; 6%‘ B,U Jl Bv JO 61)@)
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Esta ecuacién se puede simplificar para obtener

Qe

B dPP?
202

1 Ji(Bea) { b, B Bi4H
Bt — B Jo(Boa) LBT — B~ BT — B3 87 — B
_Be_ Bo Jo(Bra) Jl(ﬁva)} .

Br B — B2 Ji(Bra) Jo(Bua)

(2.4.4)

1 Jl( Ua) l 61} 4 511 _ 63 +@?
a) | B =By By B8 — B}
/BU 61} JO BTa Jl(@va>1 }

B (Bra)
Br 3 — B2 Ji(Bra) Jo(Bsq)

Con la expresién (2.4.4) estd totalmente determinada la difusividad térmi-
ca efectiva. Esta forma es mas ttil que (2.4.3) puesto que no emplea tantos
términos, y hace posible visualizar de qué valores realmente depende «.. Esta
expresion fue obtenida por A.A. Lambert et al. [6].

2.5. Desplazamiento de marea

Para una comparacion apropiada con los resultados de Kurzweg es con-
veniente introducir el desplazamiento de marea Ax, que representa el despla-
zamiento axial maximo promedio que los elementos del fluido viajan durante
medio periodo de la oscilacién [1]. Esta definido por

1 ﬁ 27 a
— / / / v(r, t)rdrdfdt
A = Jo Jo

Si se introduce el campo de velocidades en (2.5.1) con A = wa?, y se lleva
a cabo la integracion, se obtiene

Az = . (2.5.1)
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PWo

_ 2 Jl(ﬁva)
Bva/JO(ﬁva)

Kurzweg menciona que para evitar la transferencia convectiva directa de ma-
sa, el valor de Az, debe ser menor que la distancia entre los dos reservorios.

Y

Es conveniente que la difusividad sea expresada en términos de nime-
ros adimensionales, pues asi podemos visualizar cuando los efectos viscosos,
térmicos o de relajacién son dominantes, en la siguiente seccién se abor-
dara esto.

2.6. Normalizaciéon de o, y analisis de resul-
tados

Ahora, la difusividad térmica efectiva puede ser normalizada por la can-
tidad wo(Az)?, la cual es

4 P2 2

wo(Az)® = —2 |1 2 A(Ba)

P2 | Bua Jo(Bea)

Dado que las expresiones de a, y wo(Ax)?, estan en términos del radio del
tubo a, la frecuencia de oscilacion wy y una serie de parametros caracteristicos
del fluido, es conveniente expresarlas en funciéon de ntimeros adimensionales
para reducir la cantidad de éstos sin realmente perder informacién. Se defi-
nen los siguientes nimeros adimensionales

Numero de Prandtl, se define como el cociente entre la difusividad viscosa

e P N
y la difusividad térmica, P, = —.
po
Nimero de Womersley, se define como el cociente entre la frecuencia de
Gy . PYo
oscilacion y los efectos viscosos, W, =a, /[ —.
n
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Numero de Deborah, se define como el cociente entre el tiempo de rela-
tmM

pa?’
Ahora se puede realizar la normalizacion de la difusividad térmica efectiva
en funciéon de los nimeros adimensionales P,, W, y D,, asi

jacion y el tiempo caracteristico de los esfuerzos viscosos, D, =

a.  PW? 1 {

wo(Az)2  8a3 1 _ 2 5i(Bua) 2
o mJO(/Bva)

_ 1 _ Jl(ﬁ:)va) [_ Bv + Bv @3“‘@?
B7 — B2 Jo(Bua) | BF — B2 B — B B2 — B2
51; Bv JO(@TCL) Jl(ﬁv&)] 1

 Br B3 — B2 1i(Bra) Jo(Bua)

Ua{ By Bo B2+ B
3 62Jo Ba) [P BB
5v B Jo( Ta)Jl(ﬁv )]
B B2 — 32 Ji(Bra) Jo(B,a)

junto con los parametros que aparecen en las funciones de Bessel, los cuales
son

W2 W2
B =3 [DW2+i v B =iP—.

Al considerar la expresion para la difusividad térmica efectiva normaliza-
da en términos de los nimeros adimensionales P,., D, y W,, podemos graficar
la difusividad en funciéon de W, para determinados valores de P, y D,.. En
esta tesis, tanto el valor del radio del tubo (a=0.04 m) asi como el valor de
los niimeros adimensionales que empleamos son los mismos que los usados en
los trabajos de Kurzweg [1, 6] y S. Celis [7] para propésitos de comparacion.
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En la figura 2.2 se grafica la difusividad normalizada de un fluido New-
toniano (D.=0), con P,=2 y P,=10, pertenecientes al agua para una tem-
peratura de T=85°C y T=10°C, respectivamente y P,=100 correspondiente
al aceite de oliva. Se observa que las tres curvas presentan la misma forma y
tienen un solo valor maximo. Con P.=10 (linea punteada) y P.=100 (linea
rayada) el valor méximo es igual mientras que con P,=2 (linea sélida) el valor
maximo es mas pequenio. Ademas, conforme se incrementa este nimero se
hace mas angosta la curva, esto hace que los valores mas altos de la difusivi-
dad permanezcan en un rango muy reducido del nimero de Womersley.

En la figura 2.3 se muestra la difusividad normalizada de un fluido con
P,=10 y variamos D.=0, 0.5 y 1. Vemos que la curva para el fluido New-
toniano (linea rayada) tiene un solo pico mientras que para los fluidos vis-
coelasticos (linea sélida y linea punteada) existen varios. Dado que el nimero
de Prandtl es el mismo para los tres fluidos, lo inico que cambia es el tiempo
de relajacién de Maxwell. El valor de la difusividad en los fluidos viscoelasti-
cos es de un orden de magnitud mucho mayor que el del fluido Newtoniano, lo
que hace que sean candidatos mucho mejores para la transferencia de calor;
entre mas grande sea el tiempo de relajacién (D, ) més grandes son los valores
maximos que se obtienen y mas estrecho se vuelve el rango de las frecuen-
cias en el que operan ademas de que la distancia entre picos se hace mas corta.

Para apreciar mejor como cambia a,/wo(Az)? en funcién de los niimeros
W,y D,, en la figura 2.4 se muestra una grafica tridimensional con P,=10,
donde se puede ver que a medida que aumenta D, aparecen mas valores
maximos y de mayor magnitud de la difusividad.
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Figura 2.2: a,/wy(Ax)? como funcién del nimero de Womersley W,, para
distintos nimeros P,: P.=2 (linea sélida), P,=10 (linea punteada) y P.=100
(linea rayada).
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Figura 2.3: a./wo(Az)? como funcién del nimero de Womersley W, con
P,=10, para distintos nimeros D.: D.=0 (linea rayada), D.=0.5 (linea pun-
teada) y D.=1 (linea sdlida).
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Figura 2.4: a./wo(Az)? como funcién del nimero de Womersley W, y del
numero de Deborah D, con P,=10.
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Capitulo 3

Flujo de calor en un fluido de
Cattaneo-Vernotte

3.1. Introduccion

Hasta ahora se ha obtenido la ecuacion de la difusividad térmica efectiva
usando la expresion (2.4.4), en la que se utilizan los campos de velocidad y
temperatura, los cuales son deducidos a partir de las ecuaciones de continui-
dad, cantidad de movimiento y energia. La ecuacién de energia que hasta
este momento se ha utilizado es

pc <%—7; +v- VT) = kV?T, (3.1.1)

que considera como valida la ley de Fourier.

Sin embargo, esta expresion es un caso particular de la forma general de
la ecuacién de conservaciéon de la energia, la cual es

oT

pc (——f—V'VT) =-V-q, (3.1.2)
ot

donde q es el flujo de calor.

Se tiene que si q=—~kVT se obtiene la ecuacién (3.1.1).
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La interpretacién fisica del modelo de Fourier es que la transmisién del
flujo de calor ocurre a velocidad infinita, lo cual fisicamente es imposible. Pe-
se a esta aproximacion, la ecuacion de Fourier es ampliamente utilizada, pues
concuerda muy bien con los experimentos y aplicaciones de la ingenieria, pero
dado que nuestro analisis se realiza de manera tedrica se debe perfeccionar
este modelo [5].

Para poder corregir esta falla en el caso de Fourier, se emplea el modelo
de Cattaneo-Vernotte [5], en la cual el flujo de calor tiene la forma

tqa—q = —kVT —q, (3.1.3)
ot

donde el pardmetro ¢, es el tiempo de relajacién, que se considera constan-
te. El término del lado izquierdo de la ecuacién esta asociado con la inercia
térmica e introduce el comportamiento elastico del fluido. Es evidente que si
t,=0 se recupera la ley de Fourier. Se observa que esta ecuacion lineal tiene
una forma similar a la ecuacién de relajacion del tensor de esfuerzos viscosos
para fluidos viscoelasticos, ecuacién (2.2.4).

Por lo tanto, se obtendra la ecuacion de la difusividad térmica efectiva
utilizando el campo de temperatura con la ecuacién de la energia usando
el modelo de Cattaneo-Vernotte. Se presentard especial atencién a las sin-
gularidades [7] que se presenten cuando la frecuencia de oscilacién adquiera
determinado valor y se localizaran sus origenes.

3.2. Campo de temperatura

En esta seccion se obtendra el campo de temperatura con la ecuacién de
la energia usando el modelo de Cattaneo-Vernotte.

Si se aplica la divergencia a la ecuacién (3.1.3)

v <tq%l> — _V(kVT) -V -q,
9q
th-az—ﬁva—V-q,
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sustituyendo este resultado en la ecuacion (3.1.2) y como suponemos que el
flujo tiene lugar en la direccién axial, se tiene

oT  OT dq )
(E+vax) t,V - o0+ 5VT. (3.2.1)

Si se deriva parcialmente con respecto al tiempo la ecuacién (3.1.2) y se
usa el teorema de Clairaut para intercambiar las derivadas parciales, tenemos

o (0T orT 0
e (EJF?]&_Q:) —5;(V-q),

<E)2T dv T 82T)__v dq

22 T otor  Voton eTa

sustituyendo este resultado en la ecuacion (3.2.1)

o TN~ 4 82T+@8—T+ T +kVT
Nor "z ) T TP\ o Toror  Votor) TV
or  OT 0T  OvoT 2T

i oo _ 2
ot TVar Tlge Tl ar Tl OV T

Se factorizan algunos términos de esta ltima ecuacién y expresandola en
coordenadas cilindricas se tiene

oT T (8@ >8T 0T (82T 10T 82T)
temr + =a| =y — |,

el Sl - ot yg—— =
ot Tlage T\l oz "V o0n oz T ror T o
(3.2.2)

esta es la ecuacion de la energia usando el modelo de Cattaneo-Vernotte. Se
puede observar que incluye varios términos ausentes en la ecuacién (2.3.2) en
los cuales aparece el tiempo de relajacién t,,.

Se propone nuevamente una solucion de la forma

T(r,z,t) = vyl + ag(r)e ™", (3.2.3)
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con las condiciones de frontera

T(0,z,t) = finita,

or

—(a,z,t) = 0.

or ( )
Entonces, para obtener el campo de temperatura, debemos encontrar prime-
ro la expresién para g(r).

3.2.1. Cadlculo de g(r)

Para obtener la expresién de g(r), sustituimos el campo de temperatu-
ra (3.2.3) en la ecuacién de la energia (3.2.2). Puesto que solo se cambié la
forma de la ecuaciéon de la energia, el campo de velocidades asi como el des-
plazamiento de marea permanecen iguales.

Comenzamos calculando las derivadas de T y v

= Al(-ir)ag(r)e ],

81} . —iw
5 = (—iwo)V (r)e "™t

o°r 0 (0T _2()_0
otor  ot\ox) otV T

sustituyéndolas en la ecuacién de la energia (3.2.2)

Y[(—iwo)ag(r)e™ '] + tyy[(—iwo) (—iwo)ag(r)e ']

+ Y[ty (—iwo)V (r)e ™" + v(r)e ™" = « lyag”(r)e_“"ot + ~vag'(r)e "t
r
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Reagrupando términos se llega a la expresién

1
—iwoag(r) — tqwgag(r) — tyiwoV (r) + V(r) = aag”(r) + ;aag'(r),

aag’ (1) + aag'(r) + (i + woty Jenag(r) = V() (1~ isoty).

Si se factoriza i en el tercer término del lado izquierdo de la ecuacion y
se divide entre aa, se tiene

" 1, iwo(1 — iwot,) V(r)(1 — dwoty)
- _— = . 3.24
9'(r) + g/ () + R g — (32.4)
Se define
A=—2
1-— lWth

con lo que la ecuacién (3.2.4) se simplifica a

1 iwo V(r)
" o ‘o _
§'(r)+ g () + () = -
Definiendo el parametro . como
2 in
/Bc - A )

en donde ., depende fundamentalmente de la inercia térmica del fluido y
que, como se vera, esta relacionado con la raiz de la funcién de Bessel, con
lo que se llega a

V(r)
Aa
Esta ecuacién tiene una forma idéntica a la del modelo de Fourier con

a= ANy pr = .y dado que las condiciones de frontera son las mismas, se
puede escribir inmediatamente la solucion, a saber

9'(r) + o/ (r) + Bg(r) =

_ (I)P90 _@ ‘]1 (ﬁva) JO(ﬁcT) JO(/BUT) 63 - 602
I0) = Ra@ =) | B dolBoa) h(Goa)  dolBoa) T P2
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Si se sustituye la expresién (3.2.5) en la ecuacién (3.2.3), el campo de
temperatura del fluido estd completamente determinado. Cabe enfatizar que
nuestra solucion es valida tanto para fluidos Newtonianos como Maxwellianos
dependiendo de la forma del parametro 3, asi como para el modelo de Fourier
si t,=0.

3.3. Difusividad térmica efectiva

Ya que se obtuvieron los campos de velocidad y temperatura, procede-
mos a calcular la difusividad térmica efectiva usando el modelo de Cattaneo-
Vernotte.

Utilizando el mismo procedimiento que en el modelo de Fourier, se sus-
tituyen las expresiones de V' (r) y g(r) de las ecuaciones (2.2.11) y (3.2.5),
respectivamente, en la ecuacién (2.4.2), y llevando a cabo la integral se ob-
tiene

P2 {
Qe = —

_ a (BU ) |:gﬁ2 ﬁ2 JO( ) +
A -3 dolBoa) 12 2 D(Bwa) mw
B, B B B Jo(Bea) h(Bua)
TE_pE m BB B Ji(Ba) holBea)
1(By a)} N
o(B

+{_Bv _m_ﬁa_}%@v>
512; - 612; 5(;2 Bv Jl (Bv ) a)

P
E

a meﬁﬁ—@%%>+
A(ﬁg - 602) JO(ﬂva) 2 52 Jl(ﬂv ) 61}52
ﬂv 51} @ Bv JO(ﬂca) Jl(ﬂv )
T E_n T E_g " 5= N(Ba) JolBua)
3¢’

+{ Bﬂ__%—ﬂai}%Wm)(
E_B B B N(Bea) ol
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Esta ecuacién se puede simplificar para obtener

dP P2
e = 2aa {
1 + dwot, J1(Bua) Bv B, (1 —idwoty)B? + (1 + dwgt,) 32
52 =32 Jo(Bua) |52 — 62 B2 (14 dwoty) (B2 — 52)
. @7 B JO(@CCL) 1( )] 4
Be B2 — B2 Ji(Bea) Jo(Bua)

1-— intq Jl(ﬁv { 51} + ﬁv (1 + iWth)ﬂg + (1 — intq)@%
B2 =67 Jo(Bua B2—p2 (1 iwoty) (B — B3)

)

)
6@ ﬁv JO( c )Jl(ﬂv ):|
 Be B2 — B2 Ti(Bea) Jo(Bua)

Con la expresién (3.3.1) estd totalmente determinada la difusividad térmi-
ca efectiva usando el modelo de Cattaneo-Vernotte (CV). Hay que enfatizar,
que con este resultado, se pueden reproducir todos los casos anteriores depen-
diendo de la magnitud de los tiempos de relajacion ¢,, y t,. Se puede obtener
la difusividad para un fluido Newtoniano (¢,,=0) o Maxwelliano (t,, >0)
usando el modelo de Fourier (¢,=0) o el de CV (¢, >0). Esta ecuacién, a
su vez, es distinta a la encontrada por S. Celis [7]. Uno de los errores de
S. Celis fue considerar iguales 87 v ., los que claramente son diferentes en
la mayoria de los casos con t, # 0, asi como en el segundo término que se
encuentra dentro de los corchetes. Se observa que si t,=0 esto implica que
B. = Pr y se recupera el modelo de Fourier.

(3.3.1)

Para poder evaluar las diferencias con respecto al modelo de Fourier es
necesario normalizar «, con la cantidad wy(Ax)?, pero antes de esto, es con-
veniente definir un nimero adimensional que surge al utilizar el modelo de

CV.
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Para adimensionalizar el pardmetro (., el nimero Ey, se define como el
cociente del tiempo de relajacién ¢, y el tiempo caracteristico de los esfuer-

. tn .. . )
z0s viscosos, Eg = q_27 que indica la relevancia del tiempo de Cattaneo con
a

respecto al tiempo difusivo. Es decir representa la competencia entre las pro-
piedades inerciales térmicas con respecto al proceso difusivo de transferencia
de cantidad de movimiento.

Ahora se puede realizar la normalizacion de la difusividad térmica efectiva
en funcion de los nimeros adimensionales P, W,, D. y E,, asi

o  PW? 1
wo(Az)2  8a3 ’1 2 (B |2
Bua Jo(Bua)
1+ iE,W2 Ji(Boa) { B . B (1 —iEW2)B2 4+ (1 +iE,W2) 52
F- B hba) |7 BB QBB
/Bv Bv (@ Cl) Jl (ﬁva>:| +
B. B2 — 32 J1(B.a) Jo(Bua)
1 —iEJW2 Ji(Boa) [ B /SU (1 +iEW3) By + (1 — iEaW;) By
B2 — B2 Jo(Bua) |52 — B — 32 (1 —iEW2)(62 — 32)

B By lBea) h(B, >]
Be B2 — B2 1(Bea) Jo(Ba)

(3.3.2)
Con los parametros que aparecen en las funciones de Bessel, los cuales son

2 __ W2

By = —[DWg+i vy 6= W 5 EaWVg ).

Al considerar la expresion para la difusividad térmica efectiva normali-
zada en términos de los nimeros adimensionales P, W,, D, y E;, podemos
graficar la difusividad en funcién de W, para determinados valores de P,, D,

y L.
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Figura 3.1: a./wo(Ax)? como funcién del nimero de Womersley W, con
P,=10, para distintos nimeros Ey: E4=0 (linea punteada), F;=0.5 (linea
rayada) y E;=10 (linea sélida).

En la figura 3.1 se grafica la difusividad normalizada para un fluido New-
toniano (D.=0), con un nimero de Prandtl P,=10 para nimeros £;=0, 0.5
y 10. Sin embargo, una de las curvas presenta un comportamiento diferen-
te que nunca antes habiamos observado. Con E;=10, empiezan a aparecer
una serie de valores maximos méas pequenos que el principal a medida que
la frecuencia de oscilacién se va incrementando. Este resultado es una de las
diferencias que encontramos al usar el modelo de CV, este comportamiento
no se presenta en el caso de Fourier (E;=0). Hemos encontrado que cuando se
emplea un fluido viscoelastico usando el modelo de Fourier, aparece el mismo
comportamiento, surgen multiples valores maximos de la difusividad y una
similitud que encontramos entre el fluido con D.=1 (figura 2.3) y el fluido
con E,;=10 (figura 3.1) es que la difusividad presenta un cardcter ondulatorio
cuando se utiliza al menos un tiempo de relajacion, ya sea t,, o t,.
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Figura 3.2: a./wo(Ar)? como funcién del nimero de Womersley W, con
P,=10y D.=0.5, para distintos nimeros E,;: F4=0 (linea punteada), £4=0.5
(linea solida) y E4=1 (linea rayada).

En la figura 3.2 se muestra la difusividad normalizada para un fluido vis-
coelastico con P,=10y D.=0.5 con £;=0, 0.5y 1. Se observa que cuando W,
< 1.6, el valor de la difusividad es mayor en fluidos con E;=1 (linea rayada)
y Eq=0.5 (linea sélida) que con E4 = 0 (linea punteada), pero cuando W, >
1.6, el valor de la difusividad disminuye para estos fluidos. El comportamien-
to también es algo diferente al caso de Fourier, en este aparecen una serie de
maximos relativos que se incrementan hasta un méaximo principal, no obs-
tante, en algunos casos cuando E; >0, aparece primero el maximo principal
y después varios maximos relativos; a primera vista uno podria pensar que
el modelo de CV no presenta mejoria en la transferencia de calor si se em-
plean fluidos viscoelasticos, pero no hay que inferir conclusiones con tan solo
un ejemplo. Para tener una idea més general hay que obtener ciertos casos
limites para conocer el verdadero comportamiento del modelo de CV, en la
siguiente figura se presentan estos limites.
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Figura 3.3: a./wo(Az)? como funcién del nimero de Womersley W, con
P,=10y D.=0.5, para distintos nimeros E,;: £;=0 (linea punteada), F;=0.01
(linea sélida) y E;=25 (linea rayada).

En la figura 3.3 se grafica la difusividad normalizada para un fluido vis-
coelastico con P.=10 y D.=0.5 con E;=0, 0.01 y 25. Se observa que con
E;=0.01 (linea sélida) se tiene un incremento gradual en la difusividad que
va desde 0 hasta un 45% con respecto al caso de Fourier D,=0.5 y E;=0
(linea punteada) a medida que la frecuencia de oscilacién se va incrementan-
do, estas dos curvas tienen la misma forma. Con E;=25 (linea rayada) se
tiene un valor mas elevado que las otras dos curvas, se puede observar que en
ciertas condiciones si existe un incremento en la difusividad y por lo tanto
en la transferencia de calor.

Para apreciar mejor cémo cambia a,/wo(Az)? en funcién de los niimeros
W,y Ey4, en la figura 3.4 se muestra una grafica tridimensional con P,=10y
D.=0.5, donde se observa que a medida que Ej; se incrementa, el valor de la
difusividad se incrementa y la frecuencia de oscilacién a la cual ocurre esto
se presenta a un valor mas pequeno.
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Figura 3.4: a./wo(Ax)? como funcién del niimero de Womersley W, y del
nimero Fy con P,=10y D.=0.5.

Para analizar por qué se presenta en algunos casos un mejoramiento en
la difusividad de CV con respecto a la de Fourier y en algunos casos no hay
mejoramiento, se comparan los valores de D, y E; que se presentan en las
figuras 3.2 y 3.3.

En la figura 3.2, £;=0 (linea punteada), F;=0.5 (linea sélida) y Ey=1
(linea rayada), podemos ver que cuando Ey tiene el mismo orden de magnitud
que D, no se presenta un mejoramiento, tampoco si F; es un poco mayor;
en la figura 3.3 con E;=0 (linea punteada), £;=0.01 (linea sélida) y E;=25
(linea rayada), se observa un mejoramiento en las 2 curvas (linea sélida y
rayada), se observa que en este caso la magnitud de D, y E, juega un papel
importante pues cuando D, > E; o E; > D, se presenta un incremento en
la difusividad por encima del caso de Fourier para un P, y D, iguales.
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Podemos definir un nimero adimensional que exprese este comportamien-
to como la relacion de ¢, y ,,.

Si se define

se presentan 2 casos en los que acy > ap

s [' < 1, en donde la forma de la curva es parecida al modelo viscoelasti-
co para el mismo D, usando el modelo de Fourier; los valores maximos,
de mayor magnitud, aparecen en las mismas frecuencias de oscilacion.

= [' > 1, en donde el tipo de curva es similar al del fluido Newtoniano
usando Fy altos, entre mas alto sea E,, mayor sera la difusividad. Pre-
senta varios maximos siendo el primero el que tiene mayor magnitud.

Sin embargo, el nimero ' nos proporciona poca informacién acerca de si
existe un mejoramiento en la difusividad de CV con respecto al modelo de
Fourier, pues solo considera casos limite.

Para aclarar si acy > ap, podemos definir un niimero adimensional que
consiste en la relacion de acy y ap. Asi, se define

oy

O(F‘

Puesto que la difusividad esté en funcién de los niimeros adimensionales
P.,D., E; vy W,, x también lo estard; asi, para determinados valores de estos
numeros, y tendrd un cierto valor que nos especificard si la difusividad de
CV es de mayor magnitud que la de Fourier o viceversa.

Existen 3 casos que se presentan

= Y > 1= acy > ap. La difusividad de CV es mayor que la de Fourier
» Y = 1= acy = ar. La difusividad es la misma para ambos modelos

s Y < 1= acy < ap. La difusividad de Fourier es mayor que la de CV
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X en forma matematica se expresa como

-

1+zEdW2J1(ﬁU>[ BU Bo  (1—iEW2)B2+ (1+iE,W2)B2
B2 — 52 Jo(Bua) B2 — B2 (14 iE,W2) (82 — B2)

Bv ﬁv (? )Jl(ﬁv ):| +
B 32 — 82 J1(Bea) Jo(Bua)
1 —zEdW2 J1(Bya) { Bv Bo  (L+iEW2)52 + (1 —iEW2) 52
— B2 Jo(Bea) | 82— B — 2 (1 —iEW2) (82— B2)

ﬁv ﬁv JO(ﬁca) Jl(? ):| /
B 52— 32 Ji(Bea) Jo(Boa)

L b B BB G B delBra) (5]
572“ - 612; JO(ﬁva)

B — B2 BE—PIB2— B BrBi— B2 Ji(Bra) Jo(Bua)

_|_

1 Jl(ﬁva)|: B Bo  Bi+B B Bu  Jo(Bra) J1(Bua)]
B

BB do(Boa) |2 — P2 PR FEPE_ 32 Br B — B h(Bra) ol fua)

(3.3.3)
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Figura 3.5: x como funciéon del ntimero de Womersley W, con P,=10 y
D.=0.5, para distintos numeros E;: E4=0.16 (linea punteada), F£;=0.5 (linea
sélida) y £;4=0.7 (linea rayada).

En la figura 3.5 se grafica x para un fluido de CV en funcién del nimero
de W,, con E;=0.16, 0.5 y 0.7 usando un P,=10 y D.,=0.5. Se observa que
cuando W, < 1, x = 1 = a¢v = ap, siendo ligeralmente superior agy, esto
quiere decir que a muy bajas frecuencias no es posible apreciar los efectos de
la inercia térmica del modelo de CV por lo que este es muy similar al modelo
de Fourier. Conforme W, se incrementa, y también se incrementa hasta un
cierto valor maximo, después empieza a decaer hasta que y =1, en todo este
rango de valores la difusividad de CV es superior a la del fluido de Fourier.
El valor de W, > 0 para el cual x =1, lo denominamos W,, e implica que
para esta frecuencia el valor de la difusividad es el mismo para ambos fluidos.
Después de W., a medida que W, se incrementa, el valor de y se hace mas
pequeno, lo cual implica que la difusividad del fluido de Fourier es superior
a la del fluido de CV.

Para observar mejor el comportamiento de y examinemos ahora valores
mas pequenos de Fj.
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Figura 3.6: x como funcién del nimero de Womersley W, con P,=10 y
D.=0.5, para distintos nimeros Fy: E4=0.12 (linea punteada), E;=0.06
(linea sdlida) y E4=0.01 (linea rayada).

En la figura 3.6 se grafica x para un fluido de CV en funcién del nimero
de W,, con E;=0.12, 0.06 y 0.01 usando un P,=10y D.=0.5. Con F;=0.12
(linea punteada) aparecen distintas W, a medida que W, se incrementa, aun-
que llega a un W, final donde a partir de ahi se encuentra siempre en la zona
de x < 1. Para E;=0.06 y 0.01 (linea sélida y rayada) el valor de xy > 1
para cualquier nimero de W, esto implica que la difusividad de CV es siem-
pre superior a la difusividad de Fourier. De aqui parece ser que valores de
E; < 1 producen un efecto muy fuerte en la difusividad, a medida que Ej
se incrementa empiezan a aparecer regiones en donde acy > ap y viceversa.

Para apreciar mejor como cambia x en funcién de los ntimeros W, y E,4, en
la figura 3.7 se muestra una grafica tridimensional para un P,=10y D.=0.5
en donde se grafica también el valor de y=1. A medida que F; aumenta, el
valor de x también se incrementa pero se reduce el rango de la frecuencia de
oscilacién en donde y > 1.
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Figura 3.7: x como funciéon del nimero de Womersley W, y del ntimero E,
con P.=10y D.,=0.5.

44



Como se puede observar en la figura 3.5, el valor de y se va incremen-
tando a medida que Fy se incrementa, entonces podemos graficar su valor
MAXIMO Xomae para multiples valores de Ey (figura 3.8), la frecuencia a la cual
se presenta W, (figura 3.9) y W, que es el valor para el cual x=1 (figura
3.10). De cada una de estas figuras podemos hacer un ajuste de curvas para
obtener una funciéon que nos permita conocer el valor de Xmaz; Winaz 0 We
que se desea para un numero determinado de E4 con P.=10y D.=0.5.

3.0

2.5¢

2.0r

Xmax 1.5¢

1.0¢

0.5¢

0.0 02 04 0.6 0.8 1.0
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Figura 3.8: Xz como funcién del nimero Fy con P.=10y D,=0.5, valores

obtenidos mediante la ecuacién (3.3.3) (linea sélida) y ajuste de curva (linea
punteada).
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Figura 3.9: W4, como funcién del nimero Ey; con P.=10y D.=0.5, valores

obtenidos mediante la ecuacién (3.3.3) (linea sélida) y ajuste de curva (linea
punteada).
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Figura 3.10: W, como funcién del nimero E; con P.=10 y D.=0.5, valores
obtenidos mediante la ecuacion (3.3.3) (linea sélida) y ajuste de curva (linea

punteada).
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Las funciones obtenidas por el ajuste de curvas son

Xmax = 6_2 + 3_2Ed (334)
26 -1
Wma:v = _5Ed ° (335)
4 _1
mg;%4 (3.3.6)

Las funciones (3.3.4), (3.3.5) y (3.3.6) tienen un dominio de 0.11< E; <
1, ya que debajo de F4=0.11, no existen valores para Xmaz, Winaz © We, pues
el comportamiento debajo de este valor para estas cantidades comienza a

cambiar, no podemos asegurar que se tiene la misma tendencia que para va-
lores de E; > 0.11.

De las gréaficas que se han presentado se observa que «, en un

» Fluido Newtoniano: se incrementa conforme F; aumenta; cuando Fy <
1 se observa un solo valor maximo y la difusividad es mayor que cuando
E4=0 (caso de Fourier). Si E4 > 1 aparecen multiples valores maximos
mas pequenos que el principal conforme W, se incrementa. Este com-
portamiento ondulatorio se presenta usando tunicamente el modelo de
CV, el cual introduce el tiempo de relajacion t,; si t,=0 (ley de Fourier)
no se aprecia este efecto.

» Fluido viscoeldstico: La presencia de los tiempos de relajacion ¢, y ¢,
en un fluido, modifican de manera significativa el comportamiento de
Qe, PUes ooy > ap en un cierto rango de frecuencias, para un P,y D,
igualessil' < 1o I'> 1.

El ntimero y nos proporciona informacién acerca de cuando la difusivi-
dad de CV es mayor, igual o menor a la de Fourier, dependiendo del valor
de los numeros P,, D., E; v W,. De la figura 3.5, sabemos sobre que rango
de frecuencias, un modelo (Fourier o CV) es superior a otro y con esto pode-
mos hacer una seleccién mas apropiada de un fluido al querer optimizar un
proceso de transferencia de calor.
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3.4. Comparacién cuantitativa entre el flujo
de calor oscilatorio y el flujo de calor mo-
lecular

Es necesario comprobar de manera cuantitativa, si el flujo oscilatorio me-
jora la transferencia de calor con respecto al caso estacionario, comparando
el flujo de calor bajo régimen oscilatorio con el flujo de calor molecular (di-
fusién pura) en la misma direccién. Asi, definiendo H, como relacién entre
el flujo de calor bajo régimen oscilatorio gy y el flujo de calor molecular ¢,,,
se tiene

Hx =
qm,

donde ¢y = —pcaeg—z YV Gm = —/@g—z. Si d, = 2 es la difusividad térmica
efectiva adimensional, entonces H, es

orT
g o Py
x T
'%Bac
pea,

Y

K
e

o
NE)
o
= U
Este resultado muestra que el flujo de calor asociado al movimiento osci-

latorio es a, veces el flujo de calor molecular. Para valores a, > 1, el movi-
miento oscilatorio de un fluido lleva a una transferencia de calor mejorada.

Para mostrar un ejemplo de cuando existe un mejoramiento en la trans-
ferencia de calor bajo régimen oscilatorio con respecto al caso molecular,
calculamos @, para un fluido con distintos niimeros Fy4, que proponemos de
manera tedrica. El fluido es cloruro de cetilpiridinio y solucion de salicilato
de sodio (CpyCl/NaSal) [6]. El nimero n; es el valor del primer maximo de
la difusividad normalizada.
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E; | W, n; <0 (Hz) | Py(£2) Az(m) e
0.1 |0.815 8.379 5.052 | 10128 | 3.280x10°3 9.568

1 0.815 9.271 5.053 | 10130 | 3.284x1073 10.631
59.7 | 0.814 | 2.625x1072 | 5.042 | 10085 | 3.238x10~2 | 3.074x 102

174.3 | 0.820 | 4.277x1073 | 5.105 10341 | 4.916x1073 | 7.786x 1073

Como podemos observar con Fy;=0.1y E;=1, a, > 1, por lo que se obtiene
un mejoramiento en la transferencia de calor, mientras que para E;=59.7 y
E.;=174.3, a. < 1, por lo que no se encuentra un mejoramiento.
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Capitulo 4

Flujo de calor en un fluido ideal

4.1. Introduccion

En el capitulo 2 se analizé el mecanismo de transporte de energia de
un fluido bajo régimen oscilatorio. Se comprobé que la difusividad térmica
efectiva, la cual es producto de la interaccién de los campos de velocidad
y temperatura, presentaba un incremento para una o varias frecuencias de
oscilacién dependiendo de si es un fluido Newtoniano o Maxwelliano, respec-
tivamente; de estos resultados y de la interpretacion fisica que se realizé en
el campo de temperaturas podemos concluir que la dependencia radial de la
velocidad y la temperatura es el motor que hace posible que un fluido pre-
sente una difusividad mejorada.

El comportamiento del campo de velocidad es transmitido al campo de
temperaturas via la ecuacion de balance de energia. De presentarse una de-
pendencia radial en la velocidad es 16gico suponer que la temperatura también
la tendra.

;. Cémo un fluido presenta este comportamiento?

Los fluidos presentan una dependencia radial en su campo de velocidad
debido a una propiedad que se conoce como viscosidad, que representa la
resistencia interna de un fluido al movimiento. Esto se comprende mejor al
mostrar la ecuacién (2.2.6)
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en donde se observa que para una cierta 7, existe una dependencia radial en
la velocidad. La region donde los efectos viscosos son apreciables se conoce
como capa limite. Muy lejos de esta regién los efectos viscosos son despre-
ciables y por ello el flujo del fluido permanece constante (flujo tapén). Un
fluido que se modela de esta manera se conoce como fluido ideal.

Con base en esto nos podemos preguntar ; qué sucedera con el proceso
de transferencia de calor en fluidos ideales ? para aclarar esta y otra serie de
preguntas relacionadas con este tema, en este capitulo se realiza un desarrollo
matematico para fluidos ideales que nos permita comprender cémo se lleva a
cabo el proceso de transporte de calor mediante movimiento oscilatorio. Se
obtendran los campos de velocidad y temperatura para calcular la difusividad
térmica efectiva asf como la cantidad wy(Az)?, esto con el fin de saber si al
utilizar un fluido ideal es posible encontrar una mejora en la transferencia de
calor; se analizard a su vez si existen singularidades en la normalizacién de
ae/wo(Ar)?, v de presentarse, se localizardn las causas que las originan.

4.2. Campo de velocidad

En esta seccion se presenta la formulacion del problema a partir de las
ecuaciones basicas que gobiernan el movimiento de un fluido ideal para ob-
tener los campos de velocidad y temperatura que se desarrollan mediante el
movimiento oscilatorio al que esta sujeto el fluido dentro del tubo de seccion
transversal constante.

El vector velocidad v, el gradiente de presion oscilatorio, las caracteristi-
cas del fluido dentro del tubo como también las ecuaciones de conservacién
de masa, cantidad de movimiento y energia, son las mismas que se emplean
en el capitulo 2 y siguiendo el mismo procedimiento, comenzamos resolviendo
la ecuacién (2.2.6)

p Qv v [0 1ov) 9 (9p) _dp
P TP “ M o2 T rar| T ot \ oz ) o
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Puesto que se emplea un fluido ideal 7=0 y de la definicién de t,, = n/G
[8], esto significa que t¢,,=0. Asi, la ecuacion es

v _ O
p@t oz

si se aplica la transformada de Fourier a cada término de la ecuacién, se
obtiene

: 4.2.1
pw dx ( )
Esta es una ecuacion no cerrada para el campo de velocidades en el domi-

nio de la frecuencia. Para obtener una expresion de este, un caso particular
es que el gradiente de presiones sea la parte real de la expresion

op

& Pxe—zwot

ox ’

el cual tiene la forma de un oscilador arménico simple, en donde P, es la
magnitud del gradiente de presiones y wq es la frecuencia angular constante
del oscilador.

La transformada de Fourier del gradiente de presiones que escogimos es

d];(w) = V271 P8 (w — wp),
T

donde §(w — wp) es la funcién delta de Dirac.

Ahora se sustituye el gradiente de presiones en la ecuacién (4.2.1), apli-
cando la transformada inversa de Fourier a esta expresién, se llega a
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v(r,t) = —/0 prPmemd(w — wp)dw,

y por las propiedades de la funcién delta de Dirac, se obtiene

u(t) = —LPme_th.
PWo
Se observa que esta ecuacion no depende de r, es solo funcion de ¢, esto
era de esperarse ya que al no existir 7, no se genera un gradiente de velo-
cidades en la direccién radial, y solo es una funcion oscilatoria en t. Este
comportamiento se conoce como flujo tapén, pues el fluido no se adhiere a la
pared del tubo.

En las secciones posteriores la expresién de la velocidad v(t) serd expre-
sada de la forma

v(t) = Qe ™", (4.2.2)
en donde
1P,
Q = - )
pYo

pues esta manera nos permite simplificar muchas operaciones.

4.3. Campo de temperatura

Una vez obtenido el campo de velocidad, procedemos a resolver la ecua-
ciéon de balance de energia para encontrar el campo de temperatura, con el
objetivo de determinar el transporte axial de energia térmica a través del
tubo.

La ecuacion de la energia, el perfil de temperaturas y las condiciones
de frontera son los mismas que en el capitulo 2, resolviendo para g(r) la
expresion es la misma solo cambiando V' (r) por @, se obtiene

')+~ (1) + Bh(r) = =
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Esta es una EDO no homogénea de segundo orden, la solucién general
esta dada por

9(r) = gn(r) + gp(r);
en donde g (r) es la solucién homogénea y g,(r) una solucién particular.

Se observa que la ecuacién homogénea es una ecuacioén de Bessel de orden
cero

gn(r) = C1Jo(Brr) + CoYo(Brr),
puesto que el término no homogéneo de g(r) no depende de r, entonces es una
constante, asi que se propone una solucion g,(r) = G, donde G es constante.
Si se sustituye esta expresion en la EDO de g(r), se obtiene

o @

 aaf?

y la solucién general para g(r) es

g(r) = C1Jo(Brr) + CoYo(Brr) + iz,
aafs.

en donde las condiciones de frontera son
T(0,z,t) = finita = ¢(0) = finita,

@a—f(a,x,t) =0 =4(a)=0.

La primera condicién de frontera ¢g(0) = finita, significa que Cy=0, ya que
Yo(Brr) diverge en 7=0, por lo que

g(r) = CiJo(Brr) +

aafi’

La segunda condicién de frontera, ¢'(a)=0
g'(r) = CiprJo(Brr),

gl(a) = Cl@TJ(/)(ﬁTa),
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y usando la identidad

Jo(Bra) = —J1(Bra)

se tiene
0= —C1prJi(fra) = Cy =0,
por lo que
Q
= —. 4.3.1

Si la expresion (4.3.1) se sustituye en la ecuacién (2.3.1), el campo de
temperatura del fluido esta completamente determinado. Se puede ver de
la ecuaciéon que g es una constante, no depende de r, esto implica que el
campo de temperatura no tiene una dependencia radial y por lo tanto solo
es funcién de x y t. Entonces se encuentra que si la velocidad no es funciéon
de r, g tampoco lo es.

4.4. Difusividad térmica efectiva

Ya que se obtuvieron los campos de velocidad y de temperatura para el
fluido ideal bajo régimen oscilatorio, podemos calcular la difusividad térmica
efectiva de un fluido ideal.

Si se sustituyen las expresiones reales de v(t) y T'(x,t) obtenidas en las
secciones anteriores en la ecuacién (2.4.2) y resolviendo la integral, se llega
a la expresion

1[5+ 5
Qe = __QQ |: TQ —2T .
4o B7.6%
Puesto que 7 = 20 y 2 = %0 s obtiene
o, = 0.

Se encuentra que la difusividad térmica efectiva es cero. No existe un
mejoramiento en la transferencia de calor cuando utilizamos un fluido ideal,
independientemente de la frecuencia de oscilacion wy que sea utilizada.
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4.5. Modelo de Cattaneo-Vernotte

En la seccion anterior se obtuvo la difusividad térmica efectiva usando el
modelo de Fourier, ahora se empleara el modelo de Cattaneo-Vernotte para
saber si existe un mejoramiento en la transferencia de calor.

La ecuacion de la energia, el perfil de temperaturas y las condiciones
de frontera son los mismas que en el capitulo 3, resolviendo para g(r) la
expresion es la misma solo cambiando V' (r) por @, se obtiene

9 + 1 () + Bolr) = 1

y dado que esta ecuacién es idéntica al caso de Fourier con a = Ay Br = 5.,
se tiene

9= <
aafB?
El campo de temperatura del fluido estd completamente determinado.
Ahora podemos evaluar la difusividad térmica efectiva usando el modelo de

CV.

(4.5.1)

Si se sustituyen las expresiones reales de v(t) y T'(x,t) obtenidas en las
secciones anteriores en la ecuacién (2.4.2) y resolviendo la integral, se llega
a la expresion

1 AB%+ AB?
AAB2B2

De las definiciones de 8 y A, A3? = iwg y llevando a cabo la suma de
este producto se obtiene

a, = 0.

Nuevamente se encuentra que la difusividad térmica efectiva es cero in-
cluso usando el modelo de Cattaneo-Vernotte, independientemente de la fre-
cuencia de oscilacién que se utilice. En los fluidos ideales no se observa un
mejoramiento en la transferencia de calor usando el modelo de Fourier o CV.
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Estos resultados eran de esperarse, pues de la explicacion del mecanismo
de transferencia de calor bajo régimen oscilatorio se puede concluir que debe
existir una dependencia radial en los campos de velocidad y temperatura pa-
ra que exista un mejoramiento en el transporte de energia [2]. Como ejemplo
de ello en el capitulo 2 se obtuvo una difusividad térmica efectiva mejorada
debido a que los fluidos Newtonianos y Maxwellianos tienen cierta viscosidad
1, que es la que hace que un fluido posea esa dependencia radial en su campo
de velocidad.
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Capitulo 5

Conclusiones

La necesidad de optimizar los procesos de transferencia de calor para un
mejor aprovechamiento de los recursos en areas como las fuentes de energias
renovables y no renovables, nos llevan a explorar procesos fisicos que mejo-
ren el transporte de calor, uno de ellos es la utilizacién de un flujo oscilatorio
[1, 6]. Trabajos previos encuentran inconsistencias como el usar la ecuacién
de energia que considera como valida la ley de Fourier asi como las singula-
ridades en la difusividad.

Para corregir los inconvenientes de emplear el modelo de Fourier, emplea-
mos el modelo de Cattaneo-Vernotte, en donde introducimos un tiempo de
relajacion que limita la velocidad del flujo de calor a un valor finito.

Los resultados obtenidos nos muestran que la utilizacién de un flujo os-
cilatorio presenta en determinados casos, una mejora en la transferencia de
calor, pues la difusividad térmica efectiva «., alcanza un solo valor maxi-
mo al emplear un fluido Newtoniano y multiples valores maximos en el caso
de un fluido viscoelastico. La introduccion de un tiempo de relajacién en
los campos de velocidad y temperatura modifica de manera significativa el
comportamiento de «,.. Entre mayor es el tiempo de relajacién de mayor
magnitud son los valores méximos de la difusividad.
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Cuando empleamos el modelo de Cattaneo-Vernotte, se puede apreciar
que en un fluido Newtoniano la difusividad térmica efectiva alcanza multiples
valores maximos a medida que el tiempo de relajacion ¢, se va incrementando,
siendo el primero de ellos el de mayor intensidad. Esto difiere del modelo de
Fourier en donde aparecia un solo valor maximo. En un fluido viscoelastico
la difusividad térmica efectiva presenta varios comportamientos dependiendo
de la magnitud de t,. Es la magnitud del nimero x (expresa la relacién de
las difusividades de CV y Fourier) ecuacién (3.3.3), para una determinada
frecuencia de oscilaciéon, la que nos indica cuando la difusividad de CV es
mayor, igual o menor a la de Fourier. Las funciones Xz, Winaz v We, valor
maximo de Yy, frecuencia a la cual ocurre esto y frecuencia para cuando y=1,
ecuaciones (3.3.4), (3.3.5) y (3.3.6), respectivamente, son de gran utilidad y
sencillez para conocer la eficiencia y el comportamiento de un fluido y con
esto hacer una apropiada seleccion para incrementar el proceso de transfe-
rencia de calor.

Para analizar la explicaciéon cualitativa sobre la razén para la existencia
del mejoramiento de la difusividad, se analizé el proceso de transferencia de
calor en un fluido ideal. Se demostré matematicamente que a,=0, por lo
que no se obtuvo una mejora. Por lo tanto, para obtener una mejora en la
difusividad térmica efectiva es necesario emplear fluidos Newtonianos o vis-
coelésticos.

Con la correccion de a, en el modelo de Cattaneo-Vernotte, se eliminan
las multiples singularidades que aparecian de la difusividad normalizada para
frecuencias mayores a cero.

Este trabajo predice comportamientos interesantes para la mejora del

transporte de calor bajo régimen oscilatorio, por esta razén, se motiva el
trabajo experimental para corroborar las predicciones que hemos hecho.
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Apéndice A
Integrales de Bessel

Una de las integrales que aparecen en la deduccién de la ecuacién de la
difusividad térmica efectiva es

/Jo(ar)Jg(ﬁr)rdr,
con « 'y [ constantes.

Esta integral se puede realizar por partes, f udv = uv — f vdu, de la si-
guiente manera. Si se escoge

u = Jo(ar) = du= «aJ)(ar)dr,
dv = Jo(Br)rdr = v= %Jl(ﬁr)a
la integral es
/JO(aT)JO(Br)rdr = %Jg(ar)Jl(ﬁr) — % Ji(Br)Jy(ar)rdr.  (A.0.1)

Usando la identidad

Ji(ar) = =Jy(ar)
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y sustituyéndola en (A.0.1)

«

/Jo(ar)Jo(ﬁr)rdr = zJo(on“)Jl(ﬁr) + 3

B

Calculando la integral

/J1 (ar)Jy(Br)rdr.  (A.0.2)

/ Ju(ar)Jy(Br)rdr,

con
u=Jy(ar)r = du = arJy(ar)dr,
1
dv = J(pr)dr = v= —EJO(ﬂr),

la integral por partes es

/Jl(aT)Jl(ﬁr)rdr = —BJO(BT)Jl(ar) + E / Jo(ar) Jo(Br)rdr.

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (A.0.2)

/Jo(ozr)Jo(Br)rdr = BJO(O//’)Jl(BT) + 3 [—Bjo(ﬂT)Jl(aT) + 3 / Jo(ar) Jo(pr)rdr|
= BJO(OW’)Jl(ﬁT) — EJO(BT)Jl(ar) + 7 / Jo(ar) Jo(pr)rdr,

despejando la integral, se obtiene

r

a2 [BJo(ar) i (Br) — ado(Br)Ji(ar)] + C,

/ Jo(ar)Jo(Br)rdr =

donde C' es la constante de integracion.
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Apéndice B
Numeros complejos

En el apéndice C, aparecen algunas operaciones que implican la multipli-
cacién de nimeros complejos de la forma v - Vi, Vi - v/—i, etc.

Se podria pensar que v/—iv/—i = v/—i - —i = Vi2 = \/—1 = 1, pero los
programas computacionales como Mathematica, Python, etc. no realizan sus
calculos de esta manera, pues las raices z'/", donde n es un entero positivo,
constan de n nimeros complejos distintos separados un cierto angulo en el
plano complejo, que se pueden expresar de la forma a+ bz, en donde solo uno
es la raiz principal.

Los céalculos realizados en este trabajo estan basados de la misma manera
que los programas computacionales, por lo que se calculan los valores de v/i
y v/ —1 escogiendo la raiz principal. Los valores de las raices son

Tyt
. V2 V2,
—1=———1

2 2
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Apéndice C

Analisis de las singularidades

C.1. Introduccion

En el capitulo 2 y 3 se hizo presente un inconveniente con la difusividad
térmica efectiva normalizada o, /wo(Ax)?, y es que esta expresién presentaba
una singularidad cuando la frecuencia de oscilacion wy, tiene un valor de cero.
La singularidad en la cantidad «./wo(Ax)?, nos impide conocer el valor y el
comportamiento de esta misma cuando wy=0, por lo que es necesario encon-
trar el origen fisico de la singularidad mediante un procedimiento analitico o
grafico, el cual no siempre es sencillo. Este problema ya se habia hecho pre-
sente anteriormente en la tesis elaborada por S. Celis [7] y este argumentaba
que el origen de la singularidad era debido a que el perfil de temperaturas
parece no ser adecuado.

Existen diversas causas que pueden originar la singularidad de la difusivi-
dad normalizada. Sabemos que esta propiedad diverge cuando la frecuencia
de oscilacion wy, es igual a cero, que corresponde al caso estacionario, por lo
que se desarrolla un método analitico en el cual nos aproximamos a este valor,
con esto visualizamos como es el comportamiento de la difusividad en torno
a este valor y de igual manera para la cantidad wy(Az)?; solo asi podremos
ver cual es el origen real de la singularidad.
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C.2. Aproximacién a primer orden en wj

Se ha propuesto emplear un método analitico para encontrar el origen
de la singularidad de la cantidad o, /wo(Az)?. Se sabe que cuando wy=0, la
singularidad se presenta, asi que se propone emplear un desarrollo en serie
de Taylor a primer orden en la frecuencia de oscilacion para observar cémo
es el comportamiento de esta propiedad.

La difusividad termica efectiva, ecuacion (2.4.4), estd compuesta por una
serie de funciones y parametros, entre ellas estan las funciones de Bessel, las
cuales pueden ser expresadas en forma de una serie de potencias , en donde
los primeros términos son

1’2 5134
3
T T

Dado que nuestra aproximacién esta a primer orden en wy, las funciones
de Bessel se reducen a

132

Jo(l') 4 s

~1
T
2

Jl(l') ~ —,

en donde x = f,a, B,a, fra y fra. Analizaremos primero el caso de los fluidos
Newtonianos.

C.2.1. Fluido Newtoniano

La difusividad térmica efectiva puede ser empleada tanto para fluidos
Newtonianos como fluidos viscoelasticos, la diferencia radica en que para un
fluido Newtoniano se utiliza un t,,=0, por lo que el parametro que aparece
en la ecuaciéon de Bessel para la velocidad es

52— pwot
U

v
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Asi pues, sustituimos los parametros y las funciones de Bessel a primer
orden en la frecuencia de oscilacion en la ecuacién (2.4.4) para obtener

o A 1 P»f{ e 2an,/pr/woV —i
’ (

= P22 204 por — n)woi /N(4n + a2 pwot)

PV =i VRV y/pyeey
V(0 + pa)woi 2./1puwoi 2,/Mpuwoi

VAVa nay/py@oVi a(da + a%ive)  2an,/pywevi ]

_|_

VI /I + padwoi 2aay/wev/—i /M40 — a?pwoi)
L anpyEi
(n — pa)woi \/n(4n — a2 pwoi)
na/pyVEoViny/pyEVi | nypyeoVi
V(0 + pa)woi 2./1pwoi 2. /pwoi

pVanaypyov=i va(da — atiwg) 2an,/py/wov/—i
VT I+ pa)woi 2aay/ovi /(40 + atpwi) ||

Es importante comentar que las raices v/ y v/—i son nimeros complejos
de la forma 2", donde z es un nimero complejo y n es un entero positivo,
por lo que cada raiz posee n nimeros complejos diferentes, solo desfasados
un cierto angulo en el plano complejo. Se debe tener especial cuidado al em-
plearlos ya que solo debemos utilizar la raiz principal, pues los programas
computacionales como Mathematica y Python lo hacen de esta forma, ver
apéndice B.

Entonces, después de hacer algebra llegamos a la expresion

pwi 17— pPa?
' 4o+ aPwyi
4n + a? pwoi 4n — a?® pwot

i 4o — a’wyi
— |1+ P 5 ,
4n — a?pwyi 4n + a?pwot
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si desarrollamos los términos entre corchetes, tenemos

4n*aP? 1 1
N
g 1602+ atpign — pa

{i—i}, (C.2.1)

por lo que

ae ~ 0. (C.2.2)

Se encuentra que la difusividad térmica efectiva alcanza un valor de cero
cuando la frecuencia de oscilacion se encuentra a primer orden, por lo que
no existe un mejoramiento en la transferencia de calor a niveles bajos de wy.
Esto era de esperarse puesto que si el fluido casi no se mueve, la region que
se encuentra en el centro del tubo, no alcanza un desplazamiento apreciable
para poder transmitir la energia a la regién adyacente a la pared del tubo,
actuando unicamente la difusién molecular.

Ahora analizamos cémo es el comportamiento de la cantidad wy(Ax)?
cuando la frecuencia de oscilaciéon esta a primer orden.

Puesto que

2

2
AL, , (C.2.3)

2 3
P Wy

_ 2 Jl(ﬁva)
aﬁv JO(ﬁva)

WO<A$)2 ~

calculando primero la parte interior del médulo y sustituyendo Ji(B,a) y
Jo(Bya) a primer orden en wyp, obtenemos

. 2 Jl(ﬁvcw ~1— 2 \/ﬁ 26”7\/5\/60_0\/5

aB. Jo(Boa) @ Jpfaa/i v/ — apig)’

4n

~l——
4dn — a? pwoi

Si este resultado lo expresamos en forma de un nimero complejo a + b,
y lo sustituimos dentro del médulo al cuadrado, obtenemos

2

B 2 Jl(ﬁva)
aﬁv JO(/Bva>

_ (a®pwp)? —a? pwodni
(4n)? + (a®pwo)? ~ (4n)* + (a®puy)?

:
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Para evaluar el modulo al cuadrado, el numerador y denominador son
elevados al cuadrado

‘1 2 Ji(fBa)

N o { (a®pwp)? r+ { —a’puodn r
aﬁv JO(ﬁva') ~

(4n)* + (a*puwo)? (4n)? + (a?puwo)?

~ (a®puwo)* (—a?pwodn)?
[(4n)% + (a%pwo)?* ~ [(4n)* + (@ puwo)?]?’

y puesto que el denominador es el mismo, los numeradores se suman

2 A(Ba)|t
aﬁv JO(ﬁva)

(a®pwo)t + a'pwi16n?
[(4m)? + (a?pwo)?]?

:

. (@pwo)” + (a®puy)*(4n)°
[((4n)* + (a*pwo)’]*

Si se factoriza la cantidad (a?pwy)?

(a”pwo)?[(4n)* + (a?pwo)’]
[(4n)% + (a?pwo)?]?

‘1 o iJl(ﬁva) i ~
aﬁv Jo(ﬂv&>

(a2pw0)2
 (4n)? + (a2pwo)?’

a*p*w?

atp?w? + 16n2°

Q
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Sustituyendo este resultado en la ecuacién (C.2.3), se tiene

4P2 4 .2, 2
Wo(Ax)2 ~ z3 4 2@,20600 27
pruwp atpwy 4161
o bien
4P2 4
wo(AT)? o =2 . (C.2.4)

wo a*p?wd + 1602

Resulta que la cantidad wy(Az)?, es una cantidad finita a primer orden
en la frecuencia de oscilacion.

Si procedemos a evaluar la cantidad «,/wy(Ax)?, se tiene

o _ AnPaP? 1 1 o 1

wolBa)? T pu

{Z - Z} 4P§ a4p2wg Y

- an*aP? 1 1 (-} pPwi a*p?wd + 16n?
pwi 1602 + atp?wi n — pa aP?  atprug
200 1 1

~ —{i—i},
p n— poatug

~ 0

16n? 4+ a*pwi n — pa

(C.2.5)

la expresion de o, /wo(Ax)?, a primer orden en la frecuencia de oscilacién es
de la forma 0/w?, se observa claramente que cuando wy=0 se presenta una
singularidad, en este caso no hay forma de remover la singularidad.

C.2.2. Fluido viscoelastico

Las cantidades como la velocidad, temperatura, difusividad térmica efec-
tiva y desplazamiento de marea se obtuvieron tanto para fluidos Newtonianos
como viscoeldsticos, es en estos tltimos el tiempo de relajacion t,,, lo que ha-
ce que su comportamiento sea distinto al de los Newtonianos, su diferencia en
forma matematica radica inicamente en la forma del parametro f3,, el cual es

g2 = pwoli + wolm) _ pwoi + wgtm).
§ U U
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Se observa que el tiempo de relajacion t,, multiplica a la frecuencia de os-
cilacion wy, la cual es un término cuadratico; de nuestro analisis, que se basa
en una aproximacion de la frecuencia a primer orden, la expresion t,,w3 = 0,
por lo que el parametro (3, se reduce a

5 ~ pwot

v ~ 5

Ui

el cual es el mismo parametro para fluidos Newtonianos y, por lo tanto, el
comportamiento a bajas frecuencias es el mismo que el del fluido Newtoniano,
por lo que a,/wy(Az)? es una cantidad que en wy=0 presenta singularidad y
no es posible remover por este método, el caso estacionario se debe evitar al
hacer célculos o graficar.

C.3. Modelo de Cattaneo-Vernotte

En la seccién anterior se realizo una aproximacion a primer orden en la
frecuencia de oscilaciéon para evaluar el comportamiento de la difusividad
térmica efectiva normalizada usando el modelo de Fourier. Se observé que en
wo=0 se presenta una singularidad, la cual no es posible eliminar. Ahora se
usara el mismo procedimiento para analizar esta misma cantidad usando el

modelo de CV.

Puesto que lo tinico que cambia cuando se emplea el modelo de CV es la
ecuacion de la energia, el campo de velocidad y el desplazamiento de marea
es el mismo. Es en el campo de temperatura y por ende en la difusividad,
que se presentan diferencias y una de ellas es la forma del parametro 5., que
incluye el tiempo de relajacién t,, que introduce una velocidad de transmi-
sién finita en el flujo de calor, si este tiempo es cero se recupera el flujo de
calor de Fourier.

Zﬂ}o 1 . . <2

Dado que 3? = — = Ewo(wotq + 1) y puesto que nuestra aproximacién

A )
. tWo .
es a primer orden en wy, el amet lta 32 ~ —, 1 d
0, el parametro resulta 32 ~ , lo mismo sucede para
Q .
pwol

el caso de la velocidad, el cual a primer orden se expresa como (2 &
U]
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Si se introducen estos términos en la ecuacién de la difusividad se tiene

1 P
de ™ p2wi 200
(1 + iwoty)ner 20n/py/RoV'=i | nan/pyeoyV'=i \/py/Eov=ina wolyi
(po = mwoi /M(4n + a?pwoi) | /NN + pa)wei /(1N — pawoi 1+ iwl,
B VPViva na/pywoV/—i \Jalda + a?iwg)  2an,/py/@oVi
VIV =1 /(0 + pawoi  2aay/wov/—i /1410 — a*pwoi)
(1 — iwoty)na 2an\/py/wovVi nay/py/eoVi i VAVEVina wtyi
(n — pa)woi /M(4n — a?pwoi) | /1(n + pawei /(=1 + pa)wei 1 — iwgly

_\/,5\/—_2'\/5 nay/Py/woVi Jalda — a%iwg) 2an/py/woy/—i
VIVi o VIm+ pa)wei 2aa/weVi o /140 + a?pwoi)

que puede reducirse a la expresion

Qe =

Py por’
pPug pa = {

1 + twot, [_ i {1 n 4o+ a®wpi } 1 Woly }
An 4 a’pwoi | N+ pa 4n — a?pwoi n — pa 1+ dwot,

1 —iwpt, ) dov — a’wyi 1 Woty
TP I+p T : :
dn — apwot | N+ pa 4n 4 a* pwoi n — pal — iwpt,

Si desarrollamos los términos entre corchetes rectangulares, y se simplifi-
ca, se obtiene

. Plpan®  8ty(pa —2n)
e ™ pPwi(n — pa)? 16n? + a*p?wd’
a diferencia del modelo de Fourier en donde o & 0, usando el modelo de CV
se obtiene un valor finito en la difusividad térmica efectiva que es propor-
cional a P? y ty e inversamente proporcional a wa. Es claro que si t4=0, se
recupera el obtenido que en el caso de Fourier.
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Si procedemos a evaluar la cantidad a,/wo(Ax)?, tenemos

a. _am® 2t(pa— 2n)

wo(Ax)? ~ atpwy (1 — pa)?

se observa que esta ecuacion es inversamente proporcional a la frecuencia de
oscilacién, por lo que en w=0 esta expresion presenta singularidad, se llega
al mismo caso que en el modelo de Fourier.

C.4. Fluido Ideal

Para analizar si existen singularidades en la difusividad normalizada usan-
do un fluido ideal, es necesario calcular wy(Az)?, por lo que primero se ob-
tendrd el desplazamiento de marea para un fluido ideal.

Si se introduce el campo de velocidades en (2.5.1) con A = wa?, y se lleva
a cabo la integracion, se obtiene

2
Ax = —Q ,
Wo
9 i
i _ZPx )
Wo  pPWo
2P,
pwi’
y si se evalua la cantidad
9 i |2
wo(Az)? = wy |— - —ZPw :
Wo pPwo
se obtiene
4P?
wo(Aw)* = —=5.
P~Wo
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y resulta que la cantidad wy(Ax)? es una cantidad finita para la frecuencia
de oscilacion ain en un fluido ideal.

Si procedemos a evaluar la cantidad a./wy(Ax)?, obtenemos

a 1 QQAB§+A5§ 1
wo(Az)?  da AAB2B2 A2
pTwy

LM As
 da ANB232 4P27

si se sustituyen los valores de @,Q v de los demds pardmetros y se simplifica,
se obtiene

A e 0
wo(Az)2 16
Se encuentra que la difusividad térmica efectiva normalizada tiene un
valor de cero y no presenta singularidad, pues no depende de la frecuencia
de oscilacion.
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Apéndice D

Programa computacional en
Mathematica

El programa que fue utilizado para realizar las graficas fue Mathematica,
por lo que en este apéndice se muestra el cédigo que fue utlizado.

La ecuacién que se utilizé fue la del modelo de Cattaneo-Vernotte, pues
con esta expresion es posible deducir todos los casos que hasta ahora se han

estudiado.

Los parametros By, By, Be v Be, se reescriben usando las letras d, e, f y g,
respectivamente.

El c6digo en Mathematica es:

d = (W/a)*Sqrt [T*x(W~2) + 1.0%I]
e = (W/a)*Sqrt[Tx(W"2) - 1.0%I]
f = (W/a)*Sqrt [P*(Z*W"2 + 1.0%I)]
g = (W/a)*Sqrt [P+ (Z*W"2 - 1.0%I)]

5



En donde

= W: Nimero de Womersley
= T: Numero de Deborah
P: Nimero de Prandtl

s 7: Ntimero adimensional

s a: radio del tubo

La expresion utilizada fue la ecuacién (3.3.2), que transcrita en cédigo de
Mathematica es:

\[Alpha] = ((Px(W~2))/(8%(a"3)))*

(1/((Abs[1 - (2/(a*x(d)))*(BesselJ[1, (d)*a]/BesselJ[0,(d)*al)])~2))*(

((1 + 1.0%xIxZxW"2)/((g)"2 - (e)"2))*

(BesselJ[1, (e)*al/BesselJ[0, (e)*a])x*

( (e)/((g) 2 - (d)~2) + ((e)/((£)"2 - (d)~"2))*

(C(1 = 1.0*xI*Z*W"2)*(e)"2 + (1 + 1.0%xI*Z+W"2)*(d)"2)/
((1 + 1.0%I*ZxW"2)*((e)"2 - (d)"2))) -

() /(g))*((e)/((g)~2 - \(d)"2))*

(BesselJ[0, (g)*al /BesselJ[1, (g)*a])*

(BesselJ[1, (d)*a]/BesselJ[0,(d)*al) ) +

((1 = 1.0%I*Z*W"2)/((£)°2 - (d)"2))*

(BesselJ[1, (d)*a]/BesselJ[0, (d)*a])=*

( @/£) 2 - (e)72) + ((D/((g)"2 - (e)"2))x*

(CL + 1.0+I#Z+W"2)*%(d) "2 + (1 = 1.0*xI*xZxW"2)*(e)"2)/
((1 = 1.0*I*ZxW"2)*x((d) "2 - (e)~2))) -
(@)/EN*((D)/((£)"2 - \(e)"2))*

(BesselJ[0, (f)*a]/BesselJ[1, (f)*a])*

(BesselJ[1, (e)*a] /BesselJ[0, (e)*al)) )

Si se sustituyen las letras d, e, f y g en la expresién de arriba, el programa
en Mathematica resulta:

\[Alpha] [P_, T_, W_, Z_, a_] := ((P*(W"2))/(8%(a"3)))*

(1/((Abs[1 - (2/(ax((W/a)*Sqrt[T*(W~2) + 1.0%I])))*
(BesselJ[1, ((W/a)*Sqrt [Tx(W"2) + 1.0%I])*al/
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BesselJ [0, ((W/a)*Sqrt [Tx(W"2) + 1.0%I])*a]l)]) ~2))*(

((1 + 1.0%xI*xZxW"2)/(((W/a)*Sqrt [P*x(Z*W"2 - 1.0xI)])"2 -
((W/a)*Sqrt [T*(W"2) - 1.0%I]1)"2))x*

(BesselJ[1, ((W/a)*Sqrt [T*(W"2) - 1.0%I])x*al/

BesselJ [0, ((W/a)*Sqrt [Tx(W"2) - 1.0%I])*al)*
(((W/a)*Sqrt[Tx(W~2) - 1.0%I]1)/

(((W/a)*Sqrt [P*(Z*W"2 - 1.0%I)])"2 -

((W/a)*Sqrt [T*(W~2) + 1.0%I])"2) +

(((W/a)*Sqrt [T+*(W"2) - 1.0%I])/

(((W/a)*Sqrt [P*(Z*xW"2 + 1.0%I)])"2 -

((W/a)*Sqrt [Tx(W™2) + 1.0%I])"2))*(((1 - 1.0%xI*Z*W~2)x*
((W/a)*Sqrt [T*(W"2) - 1.0%I])"2 + (1 + 1.0*%I*Z*W"2)*
((W/a)*Sqrt [Tx(W~2) + 1.0%I]1)"2)/((1 + 1.0%I*Z*W"2)x*
(((W/a)*Sqrt[T*x(W"2) - 1.0%I]1)"2 -

((W/a)*Sqrt [T*(W~2) + 1.0%I]1)"2))) -

(((W/2)*Sqrt [T*(W"2) + 1.0%I1)/

((W/a)*Sqrt [P*(Z*W"2 - 1.0%I)]))x*

(((W/a)*Sqrt [Tx(W~2) - 1.0%I1)/

(((W/a)*Sqrt [P*(Z*xW"2 - 1.0%I)])"2 -

((W/a)*Sqrt [Tx(W"2) + 1.0%I])"2))=*

(BesselJ [0, ((W/a)*Sqrt [Px(Z*xW~2 - 1.0%I)])*al/
BesselJ[1, ((W/a)*Sqrt [P*(Z+W"2 - 1.0%I)])*a])*
(BesselJ[1, ((W/a)*Sqrt[Tx(W"2) + 1.0%I])x*al/

BesselJ [0, ((W/a)*Sqrt [Tx(W"2) + 1.0%I])*al) ) +

((1 - 1.0%I*xZ*W"2) /(((W/a) *Sqrt [P+ (Z*W"2 + 1.0%I)])"2 -
((W/a)* Sqrt[T*(W"2) + 1.0%I])"2))*

(BesselJ[1, ((W/a)*Sqrt [T*(W"2) + 1.0%I])*al/

BesselJ[0, ((W/a)*Sqrt [T*(W"2) + 1.0%I])x*al)*

(((W/a)*Sqrt [Tx(W~2) + 1.0%I])/

(((W/a)*Sqrt [P*(Z*xW"2 + 1.0%I)])"2 -

((W/a)*Sqrt [Tx(W"2) - 1.0%I])"2) +

(((W/a)*Sqrt [Tx(W~2) + 1.0%I]1)/

(((W/a)*Sqrt [P*(Z*W"2 - 1.0%I)])"2 -

((W/a)*Sqrt[Tx(W™2) - 1.0%I])"2))*(((1 + 1.0*%I*ZxW"2)x*
((W/a)*Sqrt [Tx(W"2) + 1.0%I]1)"2 + (1 - 1.0%I*Z*W"2)x*
((W/a)*Sqrt [T*(W"2) - 1.0%I]1)"2)/((1 - 1.0%I*Z*W"2)x*
(((W/a)*Sqrt [Tx(W"2) + 1.0%I])"2 -

((W/a)*Sqrt [T*(W"2) - 1.0%I])"2))) -

7



(((W/a)*Sqrt [Tx(W~2) 1.0%I1)/

((W/a)*Sqrt [P*(Z*W"2 + 1.0%I)]))*
(((W/a)*Sqrt [T*(W~2) + 1.0%I]1)/
(((W/a)*Sqrt [Px(Z*W"2 + 1.0%I)])"2 -

((W/a)*Sqrt [Tx(W~2) - 1.0%I])"2))*
(BesselJ[0, ((W/a)*Sqrt [P*(Z*W~2 + 1.0%I)])*al/
BesselJ[1, ((W/a)*Sqrt [Px(Z*W~2 + 1.0%I)])*a])x*
(BesselJ[1, ((W/a)*Sqrt [T*(W"2) - 1.0%I])*al/
BesselJ [0, ((W/a)*Sqrt [T*(W"2) - 1.0%I])*al) ) )

La difusividad térmica efectiva es:

\[Alphal [P_, T_, W_, Z_, a_l
En donde para obtener:

» Caso Newtoniano T_=0 con el modelo de Fourier Z_=0
s Caso Newtoniano T_=0 con el modelo de Cattaneo-Vernotte Z_>0
s Caso viscoelastico T_>0 con el modelo de Fourier Z_=0

» Caso viscoelédstico T_>0 con el modelo de Cattaneo-Vernotte Z_>0
Para graficar se usa el cédigo:

Plot[\[Alpha]l [10, 0.5, W, 0.01, 0.04], {w, 0.01, 103},
AxesLabel -> {Wo, \[Alphal]/(\[Omega] (\[CapitalDeltalx) 2)},
PlotRange -> Full,FrameStyle -> {Directive[Black, 18],
Directive[Black, 18]1}]

Con este comando se obtiene una grafica de la difusividad térmica efectiva
de un fluido viscoelastico con D.=0.5 usando el modelo de Cattaneo-Vernotte
con F;=0.01, con un niimero de Prandtl P,=10 y con el radio de tubo a=0.04
m, en funcién de un niimero de Womersley W, de 0.01 a 10. Cabe senalar que
la difusividad térmica efectiva estd normalizada con la cantidad wo(Az)?.
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