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Al Dr. Rosaĺıo Fernando Rodŕıguez Zepeda, por haber contribuido a mi
formación profesional mediante su asesoŕıa y consejo en todo momento, sin
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Resumen

Con la intención de mejorar el proceso de transferencia de calor en flui-
dos Newtonianos como viscoelásticos se estudia un flujo laminar oscilatorio
de media cero, pues se ha encontrado la ventaja de que la difusividad térmi-
ca efectiva de un fluido sujeto a un movimiento oscilatorio puede ser varios
órdenes de magnitud mayor que la difusividad molecular del fluido. Trabajos
previos [1, 6] han empleado la ecuación de enerǵıa que considera como válida
la ley de Fourier, que implica una velocidad de propagación infinita del flujo
de calor, lo cual desde el punto de vista f́ısico no es posible [5]. Para corregir
esta inconsistencia se estudia con detalle el modelo de Cattaneo-Vernotte, en
donde se introduce un tiempo de relajación que limita la velocidad de propa-
gación del flujo de calor a un valor finito, lo que f́ısicamente es más aceptable.

En este trabajo se predice una mejora en la transferencia de calor al
emplear el modelo de Cattaneo-Vernotte con respecto al de Fourier, pues
la difusividad térmica efectiva se incrementa en varios órdenes de magnitud
para un fluido Newtoniano aśı como para viscoelásticos. Con base en esto,
podemos decir que el flujo oscilatorio es una alternativa para mejorar el
proceso de transferencia de calor pues la difusividad se incrementa en varios
órdenes de magnitud al emplear una determinada frecuencia de oscilación en
un fluido Newtoniano o viscoelástico.
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Abstract

With the intention of improving the heat transfer process in Newtonian
and viscoelastic fluids a zero mean oscillatory laminar flow is studied, an
advantage that effective thermal diffusivity of a fluid subject to oscillatory
motion can be several orders of magnitude higher than molecular diffusivity
of the fluid has been found. Previous works [1, 6] have employed the energy
equation that considers as valid the Fourier law, that implies an infinite pro-
pagation velocity of the heat flow, which from the physical point of view it’s
not possible [5]. To correct this inconsistency, the Cattaneo-Vernotte model
is studied in detail, where it’s introduced a relaxation time that limits the
velocity of the heat flow to a finite value, which physically is more acceptable.

In this work an improve in the heat transfer employing the Cattaneo-
Vernotte model with respect to Fourier model is predicted, because effective
thermal diffusivity is increased in various orders of magnitude for a Newto-
nian fluid as well as for viscoelastics. Based on this, we can say that oscillatory
flow is an alternative to improve the heat transfer process because diffusivity
is increased in various orders of magnitude by employing a given oscillation
frequency in a Newtonian or viscoelastic fluid.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las fuentes de enerǵıa renovable o no renovable cuando se utilizan en
aplicaciones térmicas, requieren de la optimización de los procesos de trans-
ferencia de calor. Una mejora en estos procesos implica un mejor aprovecha-
miento de los recursos y por ende un paso hacia el desarrollo sustentable.

Entre las diversas estrategias que mejoran la transferencia de calor, hay
una que está basada en la utilización de un flujo oscilatorio que mejora el
proceso de transporte. Kurzweg [1] encontró que para una frecuencia de os-
cilación ω0, dada en el flujo oscilatorio de un fluido Newtoniano en un ducto,
la difusividad térmica efectiva αe, alcanza un máximo. Esto conduce a una
transferencia longitudinal de calor mejorada sin que se involucre una trans-
ferencia neta convectiva de masa. En relación a esto, se ha investigado la
transferencia de calor mejorada utilizando fluidos con propiedades distintas
a las de los Newtonianos. A.A. Lambert et al. [6] encontraron que al em-
plear un fluido viscoelástico, la difusividad térmica efectiva puede mejorarse
sustancialmente, pues alcanza múltiples valores máximos al oscilar en fre-
cuencias resonantes espećıficas, lo que hace que estos fluidos sean excelentes
candidatos para optimizar el transporte de calor.

Por otro lado, aunque estos trabajos [1, 6] consideraron la inercia en la
ecuación del tensor de esfuerzos viscosos, no se hizo aśı en el transporte de
calor, donde se empleó en la ecuación de balance de enerǵıa, el flujo de calor
de Fourier. Desde un punto de vista f́ısico esto representa una velocidad de
propagación infinita, lo cual es imposible. Para eliminar esta inconsistencia,
se utiliza el modelo de Cattaneo-Vernotte [5], en el cual se introduce un tiem-

1



po de relajación que limita la velocidad del flujo de calor a un valor finito, lo
que f́ısicamente es más razonable.

S. Celis [7] hab́ıa introducido el modelo de Cattaneo-Vernotte. No obs-
tante, su expresión de la difusividad térmica efectiva, que emplea solo fluidos
Newtonianos, presenta inconsistencias, además de múltiples singularidades
cuando se lleva a cabo la normalización de la difusividad para determinadas
frecuencias de oscilación.

Los principales objetivos de esta tesis son precisamente analizar un for-
malismo que contemple el transporte de calor usando el modelo de Cattaneo-
Vernotte en fluidos Newtonianos, aśı como viscoelásticos, y analizar el origen
de las singularidades que S. Celis obtiene para ciertos valores de la frecuencia
de oscilación.

Iniciamos nuestro estudio en el segundo caṕıtulo, donde se reproduce el
desarrollo matemático que nos permite comprender el proceso de transferen-
cia de calor de un fluido que fluye bajo la acción de un gradiente de presión
oscilatorio. El fluido se encuentra contenido en un tubo de sección transver-
sal constante en donde en los extremos se encuentra a distintas temperaturas
además de que la pared del tubo es aislante. Encontramos que en un flui-
do Newtoniano aparece un solo valor máximo de αe, para una determinada
frecuencia de oscilación, mientras que para un fluido viscoelástico aparecen
múltiples valores máximos de αe, para distintas frecuencias de oscilación, los
cuales son superiores al del fluido Newtoniano.

En el tercer caṕıtulo se examina el proceso de transferencia de calor usan-
do el modelo de Cattaneo-Vernotte y se descubre que en un fluido Newto-
niano aparecen múltiples valores máximos de αe, para distintas frecuencias
de oscilación siendo el primer máximo el de mayor intensidad. Para un fluido
viscoelástico, la difusividad se incrementa en varios órdenes de magnitud más
que en el modelo de Fourier pero bajo algunas restricciones, en las que los
tiempos de relajación juegan un papel importante. También se encontró que
en el trabajo de S. Celis hubo errores en la manipulación del álgebra compleja
en la ecuación de αe, y con un álgebra correcta se eliminaron las singulari-
dades en las frecuencias de oscilación diferentes de cero.
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En el cuarto caṕıtulo se analiza un fluido ideal, para comprobar si la
dependencia radial de los campos de velocidad y temperatura influye en el
proceso de transferencia de calor. Se encuentra que no existe un mejoramiento
en la transferencia de calor al emplear un fluido ideal, pues αe=0 indepen-
dientemente de si se emplea el modelo de Fourier o el de Cattaneo-Vernotte.

Por último, en el quinto caṕıtulo se presentan las conclusiones más rele-
vantes de este trabajo de investigación.
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Caṕıtulo 2

Flujo de calor en un fluido bajo
régimen oscilatorio

2.1. Introducción

En este caṕıtulo presentamos el desarrollo matemático de la transferencia
de calor en un fluido que presenta movimiento oscilatorio dentro de un tubo
de sección transversal constante. Basándonos en los trabajos de Kurzweg
[1] que expresan una difusividad mejorada en un fluido Newtoniano bajo
régimen oscilatorio, y en el análisis de A.A. Lambert et al. [6], en el que se
comprueba un incremento en la difusividad para un fluido viscoelástico que
depende de la frecuencia de oscilación, se reproduce el desarollo matemático
de dichos trabajos con el fin de explicar cómo es que se lleva a cabo el proceso
de transferencia de calor para fluidos Newtonianos y viscoelásticos mediante
un movimiento oscilatorio.

2.2. Campo de velocidad

En esta sección se presenta la deducción de las ecuaciones básicas que
gobiernan el movimiento de los fluidos para obtener los campos de velocidad
y temperatura que se desarrollan mediante el movimiento oscilatorio al que
está sujeto el fluido dentro del tubo de sección transversal constante.
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Las ecuaciones que gobiernan este proceso f́ısico son [3]: la ecuación de
conservación de masa para un fluido incompresible

∇ · v = 0,

la ecuación de conservación de cantidad de movimiento

ρ
∂v

∂t
+ ρ(v · ∇)v = −∇p−∇ · τ, (2.2.1)

y la ecuación de balance de enerǵıa

ρc

(
∂T

∂t
+ v · ∇T

)
= κ∇2T + ηΦ, (2.2.2)

donde v, p, τ y T son el vector de la velocidad, la presión, el tensor de es-
fuerzos viscosos y la temperatura, respectivamente, mientras que ρ, η, c y k
son la densidad de masa, la viscosidad dinámica, el calor espećıfico a volu-
men constante y la conductividad térmica del fluido, respectivamente, que
consideramos constantes.

En la ecuación de balance de enerǵıa, Φ, es la función de disipación y
el producto ηΦ, representa la disipación viscosa o la razón de conversión
irreversible de enerǵıa mecánica a enerǵıa térmica v́ıa efectos viscosos. En
nuestro análisis este término será considerado despreciable debido a que solo
es importante cuando se trabaja con fluidos con viscosidad alta, como es el
caso de los aceites, por lo que la ecuación (2.2.2) se reduce a

∂T

∂t
+ v · ∇T = α∇2T,

siendo α =
κ

ρc
, la difusividad térmica molecular del fluido.

La ecuación del tensor de esfuerzos viscosos depende de la naturaleza del
fluido. Para un fluido Newtoniano se tiene

τ = −η∇v, (2.2.3)

5



mientras que para el caso de un fluido viscoelástico existen varios modelos,
nosotros consideraremos el modelo lineal de Maxwell, el cual es

tm
∂τ

∂t
= −η∇v− τ, (2.2.4)

donde tm, es el tiempo de relajación de Maxwell, que se considera constante
y se define como tm = η/G, en donde G es el módulo de elasticidad de la
ley de Hooke [8]. El término del lado izquierdo de la ecuación introduce el
comportamiento elástico del fluido. Se observa que si tm=0 se recupera el
modelo para el fluido Newtoniano. En esta tesis, los fluidos viscoelásticos
que emplearemos son los que siguen el modelo lineal de Maxwell y en las
ecuaciones (2.2.3) y (2.2.4) solo se considera la parte simétrica del gradiente
de velocidades.

Suponemos que el fluido dentro del tubo tiene las siguientes caracteŕısti-
cas:

Tiene lugar en la dirección axial

La velocidad no depende de la coordenada axial

Se encuentra lejos de los bordes

No existe desprendimiento de la capa ĺımite

Presenta simetŕıa ciĺındrica

Con estas consideraciones, el vector de la velocidad en coordenadas ciĺındri-
cas puede ser descrito por v = [0, 0, v(r, t)], con lo cual se satisface la ecuación
de continuidad para fluidos incompresibles. A su vez, el término no lineal de
la ecuación (2.2.1) es cero, (v ·∇)v=0, por lo que la ecuación de cantidad de
movimiento se transforma en

ρ
∂v

∂t
= −∇p−∇ · τ. (2.2.5)

Para obtener una ecuación para el campo de velocidades podemos deri-
var parcialmente con respecto al tiempo en (2.2.5) y usando el teorema de
Clairaut para intercambiar las derivadas parciales, tenemos

ρ
∂2v

∂t2
= − ∂

∂t
(∇p)−∇ · ∂τ

∂t
.
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Si se aplica la divergencia a la ecuación (2.2.4)

tm∇ ·
∂τ

∂t
= −η∇2v−∇ · τ,

y, combinando estas dos últimas ecuaciones, se obtiene

ρtm
∂2v

∂t2
= −tm

∂

∂t
(∇p) + η∇2v +∇ · τ.

Sustituyendo ∇ · τ de la ecuación de cantidad de movimiento (2.2.5), se
llega a

ρtm
∂2v

∂t2
+ ρ

∂v

∂t
− η∇2v = −tm

∂

∂t
(∇p)−∇p.

El laplaciano en coordenadas ciĺındricas es ∇2 =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
, ya que las

derivadas en x son cero debido que v = v(r, t). Como suponemos que el flujo
tiene lugar en la dirección axial, la ecuación a resolver es

ρtm
∂2v

∂t2
+ ρ

∂v

∂t
− η

[
∂2v

∂r2
+

1

r

∂v

∂r

]
= −tm

∂

∂t

(
∂p

∂x

)
− ∂p

∂x
, (2.2.6)

con condiciones de frontera

v(0, t) = finita,

v(a, t) = 0.

La primera condición de frontera establece que la velocidad del fluido en
el centro del tubo tiene que ser un valor finito, y la segunda establece la
condición de no deslizamiento en la pared del tubo.

Se define la transformada de Fourier como [4]

F̂ (r, ω) =
1√
2π

∫ ∞
0

f(r, t)e+iωtdt,

aplicamos la transformada de Fourier a la ecuación (2.2.6) y usamos la pro-
piedad F [ ∂

∂t
f(r, t)] = −iωF̂ (r, ω), obtenemos
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ρtm(−ω2)V̂ + ρ(−iω)V̂ − η

[
d2V̂

dr2
+

1

r

dV̂

dr

]
= −tm(−iω)

dp̂

dx
− dp̂

dx
.

En donde V̂ y p̂ son las transformadas de Fourier de la velocidad y la
presión, respectivamente, y reagrupando términos se tiene

d2V̂

dr2
+

1

r

dV̂

dr
+
ρω(i+ ωtm)

η
V̂ =

(1− iωtm)

η

dp̂

dx
.

Ahora se define

β2
v =

ρω(i+ ωtm)

η
,

donde βv, es un parámetro que depende fundamentalmente de las propiedades
viscoelásticas del fluido y que, como se verá, está relacionado con la ráız de
la función de Bessel, con lo que se llega a

d2V̂

dr2
+

1

r

dV̂

dr
+ β2

v V̂ =
(1− iωtm)

η

dp̂

dx
. (2.2.7)

Aplicando la transformada de Fourier a las condiciones de frontera obte-
nemos

V̂ (0, ω) = finita,

V̂ (a, ω) = 0.

La ecuación (2.2.7) es una ecuación diferencial ordinaria (EDO), no ho-
mogénea, de segundo orden cuya solución es de la forma

V̂ (r, ω) = V̂h(r, ω) + V̂p(r, ω),

siendo V̂h la solución de la ecuación homogénea y V̂p una solución particular.
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La ecuación homogénea correspondiente (2.2.7) es una ecuación de Bessel
de orden cero, por lo que su solución está dada por

V̂h(r, ω) = C1J0(βvr) + C2Y0(βvr),

donde J0 y Y0 son las funciones de Bessel de primer y segundo tipo, res-
pectivamente. Puesto que la parte no homogénea de la ecuación (2.2.7) no
depende de r, proponemos una solución particular V̂p(r, ω) = G, donde G es

una constante. Si se sustituye V̂p(r, ω) en la ecuación (2.2.7) obtenemos

G =
(1− iωtm)

ηβ2
v

dp̂

dx
.

Aśı pues, la solución general es

V̂ (r, ω) = C1J0(βvr) + C2Y0(βvr) +
(1− iωtm)

ηβ2
v

dp̂

dx
, (2.2.8)

y, si se aplica la primera condición de frontera, V̂ (0, ω)= finita, entonces
C2=0, ya que Y0(βvr) diverge en r=0. Al usar la condición de no desliza-
miento, V̂ (a, ω)= 0, se obtiene que la constante C1 es

C1 = − (1− iωtm)

ηβ2
vJ0(βva)

dp̂

dx
.

Finalmente, la solución completa es

V̂ (r, ω) =

[
1− J0(βvr)

J0(βva)

]
(1− iωtm)

ηβ2
v

dp̂

dx
. (2.2.9)

Hemos obtenido una ecuación para el campo de velocidades en el dominio
de la frecuencia; ahora, para obtener una expresión de este, consideraremos
el caso particular en que el gradiente de presiones sea la parte real de la
expresión

∂p

∂x
= Pxe

−iω0t,

el cual tiene la forma de un oscilador armónico simple, en donde Px, es la
magnitud del gradiente de presiones y ω0, es la frecuencia angular constante
del oscilador.
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La transformada de Fourier del gradiente de presiones que escogimos es

dp̂

dx
=
√

2πPxδ(ω − ω0),

donde δ(ω−ω0) es la función delta de Dirac. Ahora sustituimos el gradiente
de presiones en la ecuación (2.2.9) y se obtiene

V̂ (r, ω) =

[
1− J0(βvr)

J0(βva)

]
(1− iωtm)

ηβ2
v

√
2πPxδ(ω − ω0). (2.2.10)

Para regresar al campo de velocidades en el dominio del tiempo, hacemos
uso de la transformada inversa de Fourier, la cual se define como

f(r, t) =
1√
2π

∫ ∞
0

F̂ (r, ω)e−iωtdω,

aśı

v(r, t) =

∫ ∞
0

[
1− J0(βvr)

J0(βva)

]
(1− iωtm)

ηβ2
v

Pxe
−iωtδ(ω − ω0)dω,

y por las propiedades de la función delta de Dirac, se obtiene

v(r, t) =

[
1− J0(βvr)

J0(βva)

]
(1− iω0tm)

ηβ2
v

Pxe
−iω0t,

con

β2
v =

ρω0(ω0tm + i)

η
.

Si sustituimos la expresión de β2
v en la ecuación de la velocidad, obtenemos

v(r, t) =

[
1− J0(βvr)

J0(βva)

]
(1− iω0tm)

ρω0(i+ ω0tm)
Pxe

−iω0t,
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factorizando i en el denominador del segundo término, tenemos que la ex-
presión final para la velocidad es

v(r, t) = −
[
1− J0(βvr)

J0(βva)

]
i

ρω0

Pxe
−iω0t.

Con esta ecuación queda determinado el campo de velocidades para el
fluido dentro de un tubo de sección transversal constante que se encuentra
bajo régimen oscilatorio. Esta expresión fue obtenida del trabajo de A.A.
Lambert et al. [6].

En las secciones posteriores la ecuación de la velocidad v(r, t), será ex-
presada de la forma

v(r, t) = V (r)e−iω0t,

en donde

V (r) =

[
1− J0(βvr)

J0(βva)

]
ΦPx, (2.2.11)

con

Φ = − i

ρω0

,

pues esta manera nos permite simplificar muchas operaciones.

2.3. Campo de temperatura

Una vez obtenido el campo de velocidad, procedemos a resolver la ecua-
ción de balance de enerǵıa para encontrar el campo de temperatura, con el
objetivo de determinar el transporte axial de enerǵıa térmica a través del
tubo.

Con la finalidad de comprender mejor el proceso de transferencia de calor
en un fluido bajo régimen oscilatorio reproducimos textualmente la explica-
ción de A.A. Lambert [2], a saber
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Figura 2.1: Algunas etapas del movimiento oscilatorio de un fluido Newto-
niano. Se observa que durante la mayor parte del ciclo el fluido cercano a
la región de las paredes del tubo tendrá una temperatura diferente de aque-
lla en el centro del flujo dando como resultado que grandes cantidades de
calor se transfieran radialmente y sean transportadas axialmente de manera
periódica [2].

“En la figura 2.1 se presenta un esquema con 9 etapas de un ciclo com-
pleto de oscilación del fluido, en las que se observa el desarrollo del perfil de
velocidades de un fluido Newtoniano aśı como del movimiento de los elemen-
tos de volumen con sus respectivas temperaturas.

En el primer cuarto del ciclo (etapas 2.1 a - 2.1 c) se puede ver que confor-
me el fluido avanza hacia adelante y llega al desplazamiento máximo (etapa
2.1 c), los elementos de volumen en la región central del flujo avanzan más
rápido que los elementos adyacentes a la pared del tubo debido al perfil pa-
rabólico de velocidades. Aśı, el fluido en la región central del flujo tendrá una
mayor temperatura que el fluido en la zona cercana a las paredes del tubo
transfiriéndose calor del centro hacia la pared del tubo (etapas 2.1 b y 2.1 c).
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En el retroceso del fluido, del máximo al mı́nimo desplazamiento (etapas
2.1 c - 2.1 g), nuevamente retrocede más rápido el fluido en la región del
centro, y debido a la mayor temperatura del fluido cercano a la pared del
tubo con respecto al de la región central, se transfiere calor de la región de
la pared hacia la región del centro (etapas 2.1 f y 2.1 g). Al terminar el ciclo
(etapa 2.1 i) una gran cantidad de calor ha sido transportada axialmente.

De esta forma, un gradiente grande de temperatura en la dirección radial
y dependiente del tiempo, producido por las oscilaciones del fluido, es el mo-
tor de este mecanismo f́ısico de mejoramiento.

Aśı, las oscilaciones del fluido generan un gradiente grande de tempera-
tura en la dirección radial lo que provoca que el fluido cercano a la región de
las paredes del tubo tenga una temperatura diferente de aquella en el centro
del flujo dando como resultado que grandes cantidades de calor se transfieran
radialmente en cada ciclo y, por lo tanto, sean transportadas axialmente. De-
bido a lo anterior, el gradiente transversal de temperatura es mucho mayor
que el gradiente axial, de tal forma que la difusión de calor axial es mucho
menor que la radial. Esto significa que el término ∂2T/∂r2 es mucho mayor
que ∂2T/∂x2, de hecho, si ∂2T/∂x2=0 entonces podemos suponer que ∂T/∂x
es constante. Esta aproximación no está muy alejada de la realidad si con-
sideramos que en el fenómeno de la difusión molecular pura en ausencia de
flujo, el gradiente de temperatura también es constante. Con estas conside-
raciones, se puede proponer una solución a la ecuación de la enerǵıa de la
forma

T (r, x, t) = γ[x+ f(r, t)],

donde γ es una constante. De hecho, Kurzweg propuso una solución a la
ecuación de la enerǵıa que supone un gradiente constante de temperatura
axial promedio en el tiempo γ = ∂T/∂x, por lo que T toma la forma

T (r, x, t) = γ[x+ ag(r)e−iω0t], (2.3.1)

siendo g(r) una función que describe la dependencia radial que tiene la tem-
peratura [1]. Esta expresión exhibe un comportamiento lineal en T en la
direccción axial aśı como una variación transversal dependiente del tiempo.
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Con este campo de temperaturas se puede calcular el flujo de enerǵıa a lo
largo del tubo. La ecuación (2.3.1) representa una solución aproximada del
campo de temperatura, pero permite un tratamiento anaĺıtico del problema
[2].”

Esta explicación nos lleva a preguntarnos ¿ Qué sucedeŕıa con el proceso
de transferencia de calor en fluidos ideales en donde su velocidad no posea
una dependencia radial ? ¿ Cómo es el campo de temperaturas ? ¿ Existe
una difusividad térmica efectiva mejorada para este caso ? A.A. Lambert et
al. [2, 6] hace mención a este caso sin profundizar mucho, por lo que en el
caṕıtulo 4 se analizará el proceso de transporte de calor para este tipo de
fluidos.

Con el perfil de temperaturas propuesto por Kurzweg [1], se debe encon-
trar una expresión para g(r), para lo cual es necesario resolver la ecuación
de balance de enerǵıa, la cual, expresada en coordenadas ciĺındricas es

∂T

∂t
+ v(r, t)

∂T

∂x
= α

(
∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r
+
∂2T

∂x2

)
. (2.3.2)

En donde las condiciones de frontera son

T (0, x, t) = finita,

∂T

∂r
(a, x, t) = 0.

La primera condición de frontera establece que la temperatura del fluido
no diverge en el origen y la segunda que la pared del tubo está térmicamente
aislada.

Nótese que en la ecuación de la enerǵıa aparece el campo de velocidad, el
cual tiene un comportamiento armónico en t, por lo que tiene sentido suponer
que la temperatura también lo tendrá.
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2.3.1. Cálculo de g(r)

A.A. Lambert [2] deduce la expresión anaĺıtica de g(r), sustituyendo el
campo de temperatura (2.3.1) en la ecuación de la enerǵıa.

Se comienza calculando

∂T

∂t
= −γaiω0g(r)e−iω0t,

∂T

∂x
= γ,

∂2T

∂r2
= γag′′(r)e−iω0t.

Sustituyendo estas derivadas parciales y la forma de la velocidad (2.2.11)
en la ecuación de la enerǵıa (2.3.2), nos queda

−γaiω0g(r)e−iω0t + V (r)e−iω0tγ = α[γag′′(r)e−iω0t +
1

r
γag′(r)e−iω0t],

o equivalentemente

g′′(r) +
1

r
g′(r) +

iω0

α
g(r) =

V (r)

αa
. (2.3.3)

Ahora se define

β2
T =

iω0

α
,

donde βT , es un parámetro que depende fundamentalmente de las propieda-
des térmicas del fluido y que está relacionado con la ráız de la función de
Bessel, con lo que la ecuación (2.3.3) se puede escribir como

g′′(r) +
1

r
g′(r) + β2

Tg(r) =
V (r)

αa
. (2.3.4)

Esta es una EDO no homogénea de segundo orden cuya solución es de la
forma

g(r) = gh(r) + gp(r),

siendo gh(r) la solución de la ecuación homogénea y gp(r) una solución par-
ticular.
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Se observa nuevamente que la ecuación homogénea asociada a la ecuación
(2.3.4) es una ecuación de Bessel de orden cero, la cual ya hab́ıa sido resuelta
para el campo de velocidad. La solución es

gh(r) = C1J0(βT r) + C2Y0(βT r).

Para encontrar gp(r) se utiliza el método de coeficientes indeterminados.
En este método se propone una solución que sea una combinación lineal de
los conjuntos fundamentales que componen el término no homogéneo. En

nuestra ecuación, el término no homogéneo es 1
αa

[
1− J0(βvr)

J0(βva)

]
ΦPx, en donde

solo J0(βvr) depende de r, por lo que se propone una solución de la forma
gp(r) = δ1J0(βvr) + δ2, donde δ1 y δ2 son los coeficientes por determinar.

Se calculan a continuación las derivadas

g′p(r) = δ1βvJ
′
0(βvr), g′′p(r) = δ1β

2
vJ
′′
0 (βvr),

y, sustituyendo estas expresiones en la ecuación (2.3.4) se llega a

δ1β
2
vJ
′′
0 (βvr) +

1

r
δ1βvJ

′
0(βvr) + β2

T [δ1J0(βvr) + δ2] =
1

αa

[
1− J0(βvr)

J0(βva)

]
ΦPx.

(2.3.5)
Puesto que la solución J0(βvr) satisface la ecuación de Bessel, se tiene

que β2
vJ
′′
0 (βvr) + 1

r
βvJ

′
0(βvr) + β2

vJ0(βvr) = 0, por lo que

β2
vJ
′′
0 (βvr) +

1

r
βvJ

′
0(βvr) = −β2

vJ0(βvr),

sustituyendo esta equivalencia en la ecuación (2.3.5)

δ1[−β2
vJ0(βvr) + β2

TJ0(βvr)] + δ2β
2
T =

1

αa

[
1− J0(βvr)

J0(βva)

]
ΦPx,

δ1(β
2
T − β2

v)J0(βvr) + δ2β
2
T =

ΦPx
αa
− ΦPx
αaJ0(βva)

J0(βvr),

igualamos los términos, despejamos δ1 y δ2 y se obtiene
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δ1 =
ΦPx

αaJ0(βva)

1

(β2
v − β2

T )
, δ2 =

ΦPx
αaβ2

T

,

aśı

gp(r) =
ΦPx

αa(β2
v − β2

T )

[
J0(βvr)

J0(βva)
+
β2
v − β2

T

β2
T

]
.

La solución general de g(r) es entonces

g(r) = C1J0(βT r) + C2Y0(βT r) +
ΦPx

αa(β2
v − β2

T )

[
J0(βvr)

J0(βva)
+
β2
v − β2

T

β2
T

]
,

en donde las condiciones de frontera son

T (0, x, t) = finita⇒ g(0) = finita,

∂T

∂r
(a, x, t) = 0 ⇒ g′(a) = 0.

La primera condición de frontera, g(0)=finita, significa que C2=0, ya que
Y0(βT r) diverge en r=0, por lo que

g(r) = C1J0(βT r) +
ΦPx

αa(β2
v − β2

T )

[
J0(βvr)

J0(βva)
+
β2
v − β2

T

β2
T

]
,

la segunda condición de frontera, g′(a)=0

g′(r) = C1βTJ
′
0(βT r) +

ΦPxβv
αa(β2

v − β2
T )

J ′0(βvr)

J0(βva)
,

g′(a) = C1βTJ
′
0(βTa) +

ΦPxβv
αa(β2

v − β2
T )

J ′0(βva)

J0(βva)
,

usando las identidades

J ′0(βTa) = −J1(βTa),

J ′0(βva) = −J1(βva),
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entonces

0 = C1βT [−J1(βTa)] +
ΦPxβv

αa(β2
v − β2

T )

[−J1(βva)]

J0(βva)
,

C1 = − ΦPx
αa(β2

v − β2
T )

βv
βT

1

J1(βTa)

J1(βva)

J0(βva)
,

sustituyendo la constante en la ecuación de g(r) se obtiene

g(r) =
ΦPx

αa(β2
v − β2

T )

[
− βv
βT

J1(βva)

J0(βva)

J0(βT r)

J1(βTa)
+
J0(βvr)

J0(βva)
+
β2
v − β2

T

β2
T

]
. (2.3.6)

Si la expresión (2.3.6) se sustituye en (2.3.1), el campo de temperatura
del fluido está completamente determinado. Cabe enfatizar que esta solución
es válida tanto para fluidos Newtonianos como Maxwellianos dependiendo
de la forma del parámetro βv [2].

2.4. Difusividad térmica efectiva

Ya que se obtuvieron los campos de velocidad y de temperatura para el
fluido bajo régimen oscilatorio, podemos obtener la difusividad termica efec-
tiva αe, y con ello calcular la transferencia de calor que ocurre del extremo
del tubo con temperatura alta al extremo con temperatura baja.

El flujo axial de calor en la sección transversal del tubo está dado por la
difusividad térmica efectiva αe, multiplicada por el gradiente de temperatura
axial γ, y es igual al promedio temporal del flujo de calor por convección en
la dirección axial producido por la interacción de los campos de velocidad y
temperatura variando en la dirección radial en un peŕıodo de tiempo [1], esto
es

−αeγ =
ω0

2π2a2

∫ 2π
ω0

0

∫ 2π

0

∫ a

0

[v(r, t)]R[T (r, x, t)]Rrdrdθdt, (2.4.1)

donde [ ]R denota la parte real.
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De acuerdo con el desarrollo de Kurzweg [1], despreciamos las pequeñas
contribuciones debidas a la conducción térmica axial. Para encontrar la ex-
presión de αe, tenemos que resolver la integral (2.4.1), en donde el integrando
consta de la parte real de la velocidad y la temperatura, las cuales son:

[v(r, t)]R =
1

2
[ v(r, t) + v̄(r, t) ],

[T (r, x, t)]R =
1

2
[ T (r, x, t) + T̄ (r, x, t) ],

donde (¯) denota el complejo conjugado.

Entonces, si sustituimos la parte real de v(r, t) y T (r, x, t) en la ecuación
(2.4.1) resulta

−αeγ =
ω0

2π2a2

∫ 2π
ω0

0

∫ 2π

0

∫ a

0

1

2
[V (r)e−iω0t + V̄ (r)eiω0t]

× 1

2
[ γ[x+ ag(r)e−iω0t] + γ[x+ aḡ(r)eiω0t] ]rdrdθdt,

al realizar la integral temporal se eliminan todos los términos con e±niω0t, ya
que estamos integrando sobre el peŕıodo y puesto que el integrando es solo
función de r, se pueden llevar a cabo las integrales en la coordenada angular
y el tiempo, obteniéndose

αe = − 1

2a

∫ a

0

[V (r)ḡ(r) + V̄ (r)g(r)]rdr. (2.4.2)

Si se sustituyen las expresiones de V (r) y g(r) de las ecuaciones (2.2.11)
y (2.3.6), respectivamente, en la ecuación (2.4.2), se tienen que resolver inte-
grales que contienen productos de funciones de Bessel, ver apéndice A.
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Llevando a cabo la integral se obtiene [6]

αe = −ΦΦ̄P 2
x

2αa2

{

a

β̄2
v − β̄2

T

J1(β̄va)

J0(β̄va)

[
a

2

β̄2
v − β̄2

T

β̄2
T

J0(β̄va)

J1(β̄va)
+
β̄2
T − β̄2

v

β̄vβ̄2
T

+
β̄v

β̄2
T − β2

v

+
β̄v

β2
v − β̄2

v

+
β̄v
β̄T

βv
β2
v − β̄2

T

J0(β̄Ta)

J1(β̄Ta)

J1(βva)

J0(βva)

+

{
βv

β̄2
v − β2

v

− β̄2
v − β̄2

T

β̄2
T

1

βv

}
J0(β̄va)

J1(β̄va)

J1(βva)

J0(βva)

]
+

a

β2
v − β2

T

J1(βva)

J0(βva)

[
a

2

β2
v − β2

T

β2
T

J0(βva)

J1(βva)
+
β2
T − β2

v

βvβ2
T

+
βv

β2
T − β̄2

v

+
βv

β̄2
v − β2

v

+
βv
βT

β̄v
β̄2
v − β2

T

J0(βTa)

J1(βTa)

J1(β̄va)

J0(β̄va)

+

{
β̄v

β2
v − β̄2

v

− β2
v − β2

T

β2
T

1

β̄v

}
J0(βva)

J1(βva)

J1(β̄va)

J0(β̄va)

] }
.

(2.4.3)
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Esta ecuación se puede simplificar para obtener

αe =
ΦΦ̄P 2

x

2αa2

{

1

β̄2
T − β̄2

v

J1(β̄va)

J0(β̄va)

[
β̄v

β̄2
T − β2

v

+
β̄v

β2
T − β2

v

β̄2
v + β2

v

β̄2
v − β2

v

− βv
β̄T

β̄v
β̄2
T − β2

v

J0(β̄Ta)

J1(β̄Ta)

J1(βva)

J0(βva)

]
+

1

β2
T − β2

v

J1(βva)

J0(βva)

[
βv

β2
T − β̄2

v

+
βv

β̄2
T − β̄2

v

β2
v + β̄2

v

β2
v − β̄2

v

− β̄v
βT

βv
β2
T − β̄2

v

J0(βTa)

J1(βTa)

J1(β̄va)

J0(β̄va)

] }
.

(2.4.4)

Con la expresión (2.4.4) está totalmente determinada la difusividad térmi-
ca efectiva. Esta forma es más útil que (2.4.3) puesto que no emplea tantos
términos, y hace posible visualizar de qué valores realmente depende αe. Esta
expresión fue obtenida por A.A. Lambert et al. [6].

2.5. Desplazamiento de marea

Para una comparación apropiada con los resultados de Kurzweg es con-
veniente introducir el desplazamiento de marea ∆x, que representa el despla-
zamiento axial máximo promedio que los elementos del fluido viajan durante
medio peŕıodo de la oscilación [1]. Está definido por

∆x =

∣∣∣∣∣ 1

A

∫ π
2ω0

−π
2ω0

∫ 2π

0

∫ a

0

v(r, t)rdrdθdt

∣∣∣∣∣ . (2.5.1)

Si se introduce el campo de velocidades en (2.5.1) con A = πa2, y se lleva
a cabo la integración, se obtiene
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∆x =

∣∣∣∣2ΦPx
ω0

[
1− 2

βva

J1(βva)

J0(βva)

]∣∣∣∣ ,
=

2Px
ρω2

0

∣∣∣∣1− 2

βva

J1(βva)

J0(βva)

∣∣∣∣ ,
Kurzweg menciona que para evitar la transferencia convectiva directa de ma-
sa, el valor de ∆x, debe ser menor que la distancia entre los dos reservorios.

Es conveniente que la difusividad sea expresada en términos de núme-
ros adimensionales, pues aśı podemos visualizar cuándo los efectos viscosos,
térmicos o de relajación son dominantes, en la siguiente sección se abor-
dará esto.

2.6. Normalización de αe y análisis de resul-

tados

Ahora, la difusividad térmica efectiva puede ser normalizada por la can-
tidad ω0(∆x)2, la cual es

ω0(∆x)2 =
4P 2

x

ρ2ω3
0

∣∣∣∣1− 2

βva

J1(βva)

J0(βva)

∣∣∣∣2 .
Dado que las expresiones de αe y ω0(∆x)2, están en términos del radio del

tubo a, la frecuencia de oscilación ω0 y una serie de parámetros caracteŕısticos
del fluido, es conveniente expresarlas en función de números adimensionales
para reducir la cantidad de éstos sin realmente perder información. Se defi-
nen los siguientes números adimensionales

Número de Prandtl, se define como el cociente entre la difusividad viscosa

y la difusividad térmica, Pr =
η

ρα
.

Número de Womersley, se define como el cociente entre la frecuencia de

oscilación y los efectos viscosos, Wo = a

√
ρω0

η
.
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Número de Deborah, se define como el cociente entre el tiempo de rela-

jación y el tiempo caracteŕıstico de los esfuerzos viscosos, De =
tmη

ρa2
.

Ahora se puede realizar la normalización de la difusividad térmica efectiva
en función de los números adimensionales Pr, Wo y De, aśı

αe
ω0(∆x)2

=
PrW

2
o

8a3
1∣∣∣1− 2

βva
J1(βva)
J0(βva)

∣∣∣2
{

1

β̄2
T − β̄2

v

J1(β̄va)

J0(β̄va)

[
β̄v

β̄2
T − β2

v

+
β̄v

β2
T − β2

v

β̄2
v + β2

v

β̄2
v − β2

v

− βv
β̄T

β̄v
β̄2
T − β2

v

J0(β̄Ta)

J1(β̄Ta)

J1(βva)

J0(βva)

]
+

1

β2
T − β2

v

J1(βva)

J0(βva)

[
βv

β2
T − β̄2

v

+
βv

β̄2
T − β̄2

v

β2
v + β̄2

v

β2
v − β̄2

v

− β̄v
βT

βv
β2
T − β̄2

v

J0(βTa)

J1(βTa)

J1(β̄va)

J0(β̄va)

] }
,

junto con los parámetros que aparecen en las funciones de Bessel, los cuales
son

β2
v =

W 2
o

a2
[DeW

2
o + i] y β2

T = iPr
W 2
o

a2
.

Al considerar la expresión para la difusividad térmica efectiva normaliza-
da en términos de los números adimensionales Pr, De y Wo, podemos graficar
la difusividad en función de Wo para determinados valores de Pr y De. En
esta tesis, tanto el valor del radio del tubo (a=0.04 m) aśı como el valor de
los números adimensionales que empleamos son los mismos que los usados en
los trabajos de Kurzweg [1, 6] y S. Celis [7] para propósitos de comparación.
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En la figura 2.2 se grafica la difusividad normalizada de un fluido New-
toniano (De=0), con Pr=2 y Pr=10, pertenecientes al agua para una tem-
peratura de T=85◦C y T=10◦C, respectivamente y Pr=100 correspondiente
al aceite de oliva. Se observa que las tres curvas presentan la misma forma y
tienen un solo valor máximo. Con Pr=10 (ĺınea punteada) y Pr=100 (ĺınea
rayada) el valor máximo es igual mientras que con Pr=2 (ĺınea sólida) el valor
máximo es mas pequeño. Además, conforme se incrementa este número se
hace más angosta la curva, esto hace que los valores más altos de la difusivi-
dad permanezcan en un rango muy reducido del número de Womersley.

En la figura 2.3 se muestra la difusividad normalizada de un fluido con
Pr=10 y variamos De=0, 0.5 y 1. Vemos que la curva para el fluido New-
toniano (ĺınea rayada) tiene un solo pico mientras que para los fluidos vis-
coelásticos (ĺınea sólida y ĺınea punteada) existen varios. Dado que el número
de Prandtl es el mismo para los tres fluidos, lo único que cambia es el tiempo
de relajación de Maxwell. El valor de la difusividad en los fluidos viscoelásti-
cos es de un orden de magnitud mucho mayor que el del fluido Newtoniano, lo
que hace que sean candidatos mucho mejores para la transferencia de calor;
entre más grande sea el tiempo de relajación (De) más grandes son los valores
máximos que se obtienen y más estrecho se vuelve el rango de las frecuen-
cias en el que operan además de que la distancia entre picos se hace más corta.

Para apreciar mejor como cambia αe/ω0(∆x)2 en función de los números
Wo y De, en la figura 2.4 se muestra una gráfica tridimensional con Pr=10,
donde se puede ver que a medida que aumenta De aparecen más valores
máximos y de mayor magnitud de la difusividad.
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Figura 2.2: αe/ω0(∆x)2 como función del número de Womersley Wo, para
distintos números Pr: Pr=2 (ĺınea sólida), Pr=10 (ĺınea punteada) y Pr=100
(ĺınea rayada).
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Figura 2.3: αe/ω0(∆x)2 como función del número de Womersley Wo con
Pr=10, para distintos números De: De=0 (ĺınea rayada), De=0.5 (ĺınea pun-
teada) y De=1 (ĺınea sólida).
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Figura 2.4: αe/ω0(∆x)2 como función del número de Womersley Wo y del
número de Deborah De con Pr=10.
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Caṕıtulo 3

Flujo de calor en un fluido de
Cattaneo-Vernotte

3.1. Introducción

Hasta ahora se ha obtenido la ecuación de la difusividad térmica efectiva
usando la expresión (2.4.4), en la que se utilizan los campos de velocidad y
temperatura, los cuales son deducidos a partir de las ecuaciones de continui-
dad, cantidad de movimiento y enerǵıa. La ecuación de enerǵıa que hasta
este momento se ha utilizado es

ρc

(
∂T

∂t
+ v · ∇T

)
= κ∇2T, (3.1.1)

que considera como válida la ley de Fourier.

Sin embargo, esta expresión es un caso particular de la forma general de
la ecuación de conservación de la enerǵıa, la cual es

ρc

(
∂T

∂t
+ v · ∇T

)
= −∇ · q, (3.1.2)

donde q es el flujo de calor.

Se tiene que si q=−κ∇T se obtiene la ecuación (3.1.1).
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La interpretación f́ısica del modelo de Fourier es que la transmisión del
flujo de calor ocurre a velocidad infinita, lo cual f́ısicamente es imposible. Pe-
se a esta aproximación, la ecuación de Fourier es ampliamente utilizada, pues
concuerda muy bien con los experimentos y aplicaciones de la ingenieŕıa, pero
dado que nuestro análisis se realiza de manera teórica se debe perfeccionar
este modelo [5].

Para poder corregir esta falla en el caso de Fourier, se emplea el modelo
de Cattaneo-Vernotte [5], en la cual el flujo de calor tiene la forma

tq
∂q

∂t
= −κ∇T − q, (3.1.3)

donde el parámetro tq es el tiempo de relajación, que se considera constan-
te. El término del lado izquierdo de la ecuación está asociado con la inercia
térmica e introduce el comportamiento elástico del fluido. Es evidente que si
tq=0 se recupera la ley de Fourier. Se observa que esta ecuación lineal tiene
una forma similar a la ecuación de relajación del tensor de esfuerzos viscosos
para fluidos viscoelásticos, ecuación (2.2.4).

Por lo tanto, se obtendrá la ecuación de la difusividad térmica efectiva
utilizando el campo de temperatura con la ecuación de la enerǵıa usando
el modelo de Cattaneo-Vernotte. Se presentará especial atención a las sin-
gularidades [7] que se presenten cuando la frecuencia de oscilación adquiera
determinado valor y se localizarán sus oŕıgenes.

3.2. Campo de temperatura

En esta sección se obtendrá el campo de temperatura con la ecuación de
la enerǵıa usando el modelo de Cattaneo-Vernotte.

Si se aplica la divergencia a la ecuación (3.1.3)

∇ ·
(
tq
∂q

∂t

)
= −∇(κ∇T )−∇ · q,

tq∇ ·
∂q

∂t
= −κ∇2T −∇ · q,
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sustituyendo este resultado en la ecuación (3.1.2) y como suponemos que el
flujo tiene lugar en la dirección axial, se tiene

ρc

(
∂T

∂t
+ v

∂T

∂x

)
= tq∇ ·

∂q

∂t
+ κ∇2T. (3.2.1)

Si se deriva parcialmente con respecto al tiempo la ecuación (3.1.2) y se
usa el teorema de Clairaut para intercambiar las derivadas parciales, tenemos

ρc
∂

∂t

(
∂T

∂t
+ v

∂T

∂x

)
= − ∂

∂t
(∇ · q),

ρc

(
∂2T

∂t2
+
∂v

∂t

∂T

∂x
+ v

∂2T

∂t∂x

)
= −∇ · ∂q

∂t
,

sustituyendo este resultado en la ecuación (3.2.1)

ρc

(
∂T

∂t
+ v

∂T

∂x

)
= −tqρc

(
∂2T

∂t2
+
∂v

∂t

∂T

∂x
+ v

∂2T

∂t∂x

)
+κ∇2T,

∂T

∂t
+ v

∂T

∂x
+ tq

∂2T

∂t2
+ tq

∂v

∂t

∂T

∂x
+ tqv

∂2T

∂t∂x
=α∇2T.

Se factorizan algunos términos de esta última ecuación y expresándola en
coordenadas ciĺındricas se tiene

∂T

∂t
+ tq

∂2T

∂t2
+

(
tq
∂v

∂t
+ v

)
∂T

∂x
+ tqv

∂2T

∂t∂x
= α

(
∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r
+
∂2T

∂x2

)
,

(3.2.2)
esta es la ecuación de la enerǵıa usando el modelo de Cattaneo-Vernotte. Se
puede observar que incluye varios términos ausentes en la ecuación (2.3.2) en
los cuales aparece el tiempo de relajación tq.

Se propone nuevamente una solución de la forma

T (r, x, t) = γ[x+ ag(r)e−iω0t], (3.2.3)
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con las condiciones de frontera

T (0, x, t) = finita,

∂T

∂r
(a, x, t) = 0.

Entonces, para obtener el campo de temperatura, debemos encontrar prime-
ro la expresión para g(r).

3.2.1. Cálculo de g(r)

Para obtener la expresión de g(r), sustituimos el campo de temperatu-
ra (3.2.3) en la ecuación de la enerǵıa (3.2.2). Puesto que solo se cambió la
forma de la ecuación de la enerǵıa, el campo de velocidades aśı como el des-
plazamiento de marea permanecen iguales.

Comenzamos calculando las derivadas de T y v

∂T

∂t
= γ[(−iω0)ag(r)e−iω0t],

∂v

∂t
= (−iω0)V (r)e−iω0t,

∂2T

∂t∂x
=

∂

∂t

(
∂T

∂x

)
=

∂

∂t
(γ) = 0,

sustituyéndolas en la ecuación de la enerǵıa (3.2.2)

γ[(−iω0)ag(r)e−iω0t] + tqγ[(−iω0)(−iω0)ag(r)e−iω0t]

+ γ[tq(−iω0)V (r)e−iω0t + v(r)e−iω0t] = α

[
γag′′(r)e−iω0t +

1

r
γag′(r)e−iω0t

]
.
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Reagrupando términos se llega a la expresión

−iω0ag(r)− tqω2
0ag(r)− tqiω0V (r) + V (r) = αag′′(r) +

1

r
αag′(r),

αag′′(r) +
1

r
αag′(r) + (i+ ω0tq)ω0ag(r) = V (r)(1− iω0tq).

Si se factoriza i en el tercer término del lado izquierdo de la ecuación y
se divide entre αa, se tiene

g′′(r) +
1

r
g′(r) +

iω0(1− iω0tq)

α
g(r) =

V (r)(1− iω0tq)

αa
. (3.2.4)

Se define

Λ =
α

1− iω0tq
,

con lo que la ecuación (3.2.4) se simplifica a

g′′(r) +
1

r
g′(r) +

iω0

Λ
g(r) =

V (r)

Λa
.

Definiendo el parámetro βc como

β2
c =

iω0

Λ
,

en donde βc, depende fundamentalmente de la inercia térmica del fluido y
que, como se verá, está relacionado con la ráız de la función de Bessel, con
lo que se llega a

g′′(r) +
1

r
g′(r) + β2

c g(r) =
V (r)

Λa
.

Esta ecuación tiene una forma idéntica a la del modelo de Fourier con
α = Λ y βT = βc y dado que las condiciones de frontera son las mismas, se
puede escribir inmediatamente la solución, a saber

g(r) =
ΦPx

Λa(β2
v − β2

c )

[
−βv
βc

J1(βva)

J0(βva)

J0(βcr)

J1(βca)
+
J0(βvr)

J0(βva)
+
β2
v − β2

c

β2
c

]
. (3.2.5)
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Si se sustituye la expresión (3.2.5) en la ecuación (3.2.3), el campo de
temperatura del fluido está completamente determinado. Cabe enfatizar que
nuestra solución es válida tanto para fluidos Newtonianos como Maxwellianos
dependiendo de la forma del parámetro βv, aśı como para el modelo de Fourier
si tq=0.

3.3. Difusividad térmica efectiva

Ya que se obtuvieron los campos de velocidad y temperatura, procede-
mos a calcular la difusividad térmica efectiva usando el modelo de Cattaneo-
Vernotte.

Utilizando el mismo procedimiento que en el modelo de Fourier, se sus-
tituyen las expresiones de V (r) y g(r) de las ecuaciones (2.2.11) y (3.2.5),
respectivamente, en la ecuación (2.4.2), y llevando a cabo la integral se ob-
tiene

αe = −ΦΦ̄P 2
x

2a2

{

a

Λ̄(β̄2
v − β̄2

c )

J1(β̄va)

J0(β̄va)

[
a

2

β̄2
v − β̄2

c

β̄2
c

J0(β̄va)

J1(β̄va)
+
β̄2
c − β̄2

v

β̄vβ̄2
c

+
β̄v

β̄2
c − β2

v

+
β̄v

β2
v − β̄2

v

+
β̄v
β̄c

βv
β2
v − β̄2

c

J0(β̄ca)

J1(β̄ca)

J1(βva)

J0(βva)

+

{
βv

β̄2
v − β2

v

− β̄2
v − β̄2

c

β̄2
c

1

βv

}
J0(β̄va)

J1(β̄va)

J1(βva)

J0(βva)

]
+

a

Λ(β2
v − β2

c )

J1(βva)

J0(βva)

[
a

2

β2
v − β2

c

β2
c

J0(βva)

J1(βva)
+
β2
c − β2

v

βvβ2
c

+
βv

β2
c − β̄2

v

+
βv

β̄2
v − β2

v

+
βv
βc

β̄v
β̄2
v − β2

c

J0(βca)

J1(βca)

J1(β̄va)

J0(β̄va)

+

{
β̄v

β2
v − β̄2

v

− β2
v − β2

c

β2
c

1

β̄v

}
J0(βva)

J1(βva)

J1(β̄va)

J0(β̄va)

] }
.
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Esta ecuación se puede simplificar para obtener

αe =
ΦΦ̄P 2

x

2αa

{

1 + iω0tq
β̄2
c − β̄2

v

J1(β̄va)

J0(β̄va)

[
β̄v

β̄2
c − β2

v

+
β̄v

β2
c − β2

v

(1− iω0tq)β̄
2
v + (1 + iω0tq)β

2
v

(1 + iω0tq)(β̄2
v − β2

v)

− βv
β̄c

β̄v
β̄2
c − β2

v

J0(β̄ca)

J1(β̄ca)

J1(βva)

J0(βva)

]
+

1− iω0tq
β2
c − β2

v

J1(βva)

J0(βva)

[
βv

β2
c − β̄2

v

+
βv

β̄2
c − β̄2

v

(1 + iω0tq)β
2
v + (1− iω0tq)β̄

2
v

(1− iω0tq)(β2
v − β̄2

v)

− β̄v
βc

βv
β2
c − β̄2

v

J0(βca)

J1(βca)

J1(β̄va)

J0(β̄va)

] }
.

(3.3.1)

Con la expresión (3.3.1) está totalmente determinada la difusividad térmi-
ca efectiva usando el modelo de Cattaneo-Vernotte (CV). Hay que enfatizar,
que con este resultado, se pueden reproducir todos los casos anteriores depen-
diendo de la magnitud de los tiempos de relajación tm y tq. Se puede obtener
la difusividad para un fluido Newtoniano (tm=0) o Maxwelliano (tm >0)
usando el modelo de Fourier (tq=0) o el de CV (tq >0). Esta ecuación, a
su vez, es distinta a la encontrada por S. Celis [7]. Uno de los errores de
S. Celis fue considerar iguales βT y βc, los que claramente son diferentes en
la mayoŕıa de los casos con tq 6= 0, aśı como en el segundo término que se
encuentra dentro de los corchetes. Se observa que si tq=0 esto implica que
βc = βT y se recupera el modelo de Fourier.

Para poder evaluar las diferencias con respecto al modelo de Fourier es
necesario normalizar αe con la cantidad ω0(∆x)2, pero antes de esto, es con-
veniente definir un número adimensional que surge al utilizar el modelo de
CV.
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Para adimensionalizar el parámetro βc, el número Ed, se define como el
cociente del tiempo de relajación tq y el tiempo caracteŕıstico de los esfuer-

zos viscosos, Ed =
tqη

ρa2
, que indica la relevancia del tiempo de Cattaneo con

respecto al tiempo difusivo. Es decir representa la competencia entre las pro-
piedades inerciales térmicas con respecto al proceso difusivo de transferencia
de cantidad de movimiento.

Ahora se puede realizar la normalización de la difusividad térmica efectiva
en función de los números adimensionales Pr,Wo, De y Ed, aśı

αe
ω0(∆x)2

=
PrW

2
o

8a3
1∣∣∣1− 2

βva
J1(βva)
J0(βva)

∣∣∣2
{

1 + iEdW
2
o

β̄2
c − β̄2

v

J1(β̄va)

J0(β̄va)

[
β̄v
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2
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v
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.

(3.3.2)

Con los parámetros que aparecen en las funciones de Bessel, los cuales son

β2
v =

W 2
o

a2
[DeW

2
o + i] y β2

c = Pr
W 2
o

a2
[EdW

2
o + i].

Al considerar la expresión para la difusividad térmica efectiva normali-
zada en términos de los números adimensionales Pr,Wo, De y Ed, podemos
graficar la difusividad en función de Wo para determinados valores de Pr, De

y Ed.
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Figura 3.1: αe/ω0(∆x)2 como función del número de Womersley Wo con
Pr=10, para distintos números Ed: Ed=0 (ĺınea punteada), Ed=0.5 (ĺınea
rayada) y Ed=10 (ĺınea sólida).

En la figura 3.1 se grafica la difusividad normalizada para un fluido New-
toniano (De=0), con un número de Prandtl Pr=10 para números Ed=0, 0.5
y 10. Sin embargo, una de las curvas presenta un comportamiento diferen-
te que nunca antes hab́ıamos observado. Con Ed=10, empiezan a aparecer
una serie de valores máximos más pequeños que el principal a medida que
la frecuencia de oscilación se va incrementando. Este resultado es una de las
diferencias que encontramos al usar el modelo de CV, este comportamiento
no se presenta en el caso de Fourier (Ed=0). Hemos encontrado que cuando se
emplea un fluido viscoelástico usando el modelo de Fourier, aparece el mismo
comportamiento, surgen múltiples valores máximos de la difusividad y una
similitud que encontramos entre el fluido con De=1 (figura 2.3) y el fluido
con Ed=10 (figura 3.1) es que la difusividad presenta un carácter ondulatorio
cuando se utiliza al menos un tiempo de relajación, ya sea tm o tq.

36



0 2 4 6 8 10
0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

Wo

Α

ΩDx2

Figura 3.2: αe/ω0(∆x)2 como función del número de Womersley Wo con
Pr=10 y De=0.5, para distintos números Ed: Ed=0 (ĺınea punteada), Ed=0.5
(ĺınea sólida) y Ed=1 (ĺınea rayada).

En la figura 3.2 se muestra la difusividad normalizada para un fluido vis-
coelástico con Pr=10 y De=0.5 con Ed=0, 0.5 y 1. Se observa que cuando Wo

< 1.6, el valor de la difusividad es mayor en fluidos con Ed=1 (ĺınea rayada)
y Ed=0.5 (ĺınea sólida) que con Ed = 0 (ĺınea punteada), pero cuando Wo >
1.6, el valor de la difusividad disminuye para estos fluidos. El comportamien-
to también es algo diferente al caso de Fourier, en este aparecen una serie de
máximos relativos que se incrementan hasta un máximo principal, no obs-
tante, en algunos casos cuando Ed >0, aparece primero el máximo principal
y después varios máximos relativos; a primera vista uno podŕıa pensar que
el modelo de CV no presenta mejoŕıa en la transferencia de calor si se em-
plean fluidos viscoelásticos, pero no hay que inferir conclusiones con tan solo
un ejemplo. Para tener una idea más general hay que obtener ciertos casos
ĺımites para conocer el verdadero comportamiento del modelo de CV, en la
siguiente figura se presentan estos ĺımites.
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Figura 3.3: αe/ω0(∆x)2 como función del número de Womersley Wo con
Pr=10 yDe=0.5, para distintos números Ed: Ed=0 (ĺınea punteada), Ed=0.01
(ĺınea sólida) y Ed=25 (ĺınea rayada).

En la figura 3.3 se grafica la difusividad normalizada para un fluido vis-
coelástico con Pr=10 y De=0.5 con Ed=0, 0.01 y 25. Se observa que con
Ed=0.01 (ĺınea sólida) se tiene un incremento gradual en la difusividad que
va desde 0 hasta un 45 % con respecto al caso de Fourier De=0.5 y Ed=0
(ĺınea punteada) a medida que la frecuencia de oscilación se va incrementan-
do, estas dos curvas tienen la misma forma. Con Ed=25 (ĺınea rayada) se
tiene un valor más elevado que las otras dos curvas, se puede observar que en
ciertas condiciones śı existe un incremento en la difusividad y por lo tanto
en la transferencia de calor.

Para apreciar mejor cómo cambia αe/ω0(∆x)2 en función de los números
Wo y Ed, en la figura 3.4 se muestra una gráfica tridimensional con Pr=10 y
De=0.5, donde se observa que a medida que Ed se incrementa, el valor de la
difusividad se incrementa y la frecuencia de oscilación a la cual ocurre esto
se presenta a un valor mas pequeño.
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Figura 3.4: αe/ω0(∆x)2 como función del número de Womersley Wo y del
número Ed con Pr=10 y De=0.5.

Para analizar por qué se presenta en algunos casos un mejoramiento en
la difusividad de CV con respecto a la de Fourier y en algunos casos no hay
mejoramiento, se comparan los valores de De y Ed que se presentan en las
figuras 3.2 y 3.3.

En la figura 3.2, Ed=0 (ĺınea punteada), Ed=0.5 (ĺınea sólida) y Ed=1
(ĺınea rayada), podemos ver que cuando Ed tiene el mismo orden de magnitud
que De no se presenta un mejoramiento, tampoco si Ed es un poco mayor;
en la figura 3.3 con Ed=0 (ĺınea punteada), Ed=0.01 (ĺınea sólida) y Ed=25
(ĺınea rayada), se observa un mejoramiento en las 2 curvas (ĺınea sólida y
rayada), se observa que en este caso la magnitud de De y Ed juega un papel
importante pues cuando De � Ed o Ed � De se presenta un incremento en
la difusividad por encima del caso de Fourier para un Pr y De iguales.
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Podemos definir un número adimensional que exprese este comportamien-
to como la relación de tq y tm.

Si se define

Γ =
tq
tm
,

se presentan 2 casos en los que αCV > αF

Γ� 1, en donde la forma de la curva es parecida al modelo viscoelásti-
co para el mismo De usando el modelo de Fourier; los valores máximos,
de mayor magnitud, aparecen en las mismas frecuencias de oscilación.

Γ � 1, en donde el tipo de curva es similar al del fluido Newtoniano
usando Ed altos, entre más alto sea Ed, mayor será la difusividad. Pre-
senta varios máximos siendo el primero el que tiene mayor magnitud.

Sin embargo, el número Γ nos proporciona poca información acerca de si
existe un mejoramiento en la difusividad de CV con respecto al modelo de
Fourier, pues solo considera casos ĺımite.

Para aclarar si αCV > αF , podemos definir un número adimensional que
consiste en la relación de αCV y αF . Aśı, se define

χ =
αCV
αF

.

Puesto que la difusividad está en función de los números adimensionales
Pr, De, Ed y Wo, χ también lo estará; aśı, para determinados valores de estos
números, χ tendrá un cierto valor que nos especificará si la difusividad de
CV es de mayor magnitud que la de Fourier o viceversa.

Existen 3 casos que se presentan

χ > 1⇒ αCV > αF . La difusividad de CV es mayor que la de Fourier

χ = 1⇒ αCV = αF . La difusividad es la misma para ambos modelos

χ < 1⇒ αCV < αF . La difusividad de Fourier es mayor que la de CV
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χ en forma matemática se expresa como

χ =

{
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(3.3.3)
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Figura 3.5: χ como función del número de Womersley Wo con Pr=10 y
De=0.5, para distintos números Ed: Ed=0.16 (ĺınea punteada), Ed=0.5 (ĺınea
sólida) y Ed=0.7 (ĺınea rayada).

En la figura 3.5 se grafica χ para un fluido de CV en función del número
de Wo, con Ed=0.16, 0.5 y 0.7 usando un Pr=10 y De=0.5. Se observa que
cuando Wo � 1, χ ≈ 1⇒ αCV ≈ αF , siendo ligeralmente superior αCV , esto
quiere decir que a muy bajas frecuencias no es posible apreciar los efectos de
la inercia térmica del modelo de CV por lo que este es muy similar al modelo
de Fourier. Conforme Wo se incrementa, χ también se incrementa hasta un
cierto valor máximo, después empieza a decaer hasta que χ =1, en todo este
rango de valores la difusividad de CV es superior a la del fluido de Fourier.
El valor de Wo > 0 para el cual χ =1, lo denominamos Wc, e implica que
para esta frecuencia el valor de la difusividad es el mismo para ambos fluidos.
Después de Wc, a medida que Wo se incrementa, el valor de χ se hace más
pequeño, lo cual implica que la difusividad del fluido de Fourier es superior
a la del fluido de CV.

Para observar mejor el comportamiento de χ examinemos ahora valores
más pequeños de Ed.
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Figura 3.6: χ como función del número de Womersley Wo con Pr=10 y
De=0.5, para distintos números Ed: Ed=0.12 (ĺınea punteada), Ed=0.06
(ĺınea sólida) y Ed=0.01 (ĺınea rayada).

En la figura 3.6 se grafica χ para un fluido de CV en función del número
de Wo, con Ed=0.12, 0.06 y 0.01 usando un Pr=10 y De=0.5. Con Ed=0.12
(ĺınea punteada) aparecen distintas Wc a medida que Wo se incrementa, aun-
que llega a un Wc final donde a partir de ah́ı se encuentra siempre en la zona
de χ < 1. Para Ed=0.06 y 0.01 (ĺınea sólida y rayada) el valor de χ > 1
para cualquier número de Wo, esto implica que la difusividad de CV es siem-
pre superior a la difusividad de Fourier. De aqúı parece ser que valores de
Ed � 1 producen un efecto muy fuerte en la difusividad, a medida que Ed
se incrementa empiezan a aparecer regiones en donde αCV > αF y viceversa.

Para apreciar mejor como cambia χ en función de los números Wo y Ed, en
la figura 3.7 se muestra una gráfica tridimensional para un Pr=10 y De=0.5
en donde se grafica también el valor de χ=1. A medida que Ed aumenta, el
valor de χ también se incrementa pero se reduce el rango de la frecuencia de
oscilación en donde χ > 1.
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Figura 3.7: χ como función del número de Womersley Wo y del número Ed
con Pr=10 y De=0.5.
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Como se puede observar en la figura 3.5, el valor de χ se va incremen-
tando a medida que Ed se incrementa, entonces podemos graficar su valor
máximo χmax para múltiples valores de Ed (figura 3.8), la frecuencia a la cual
se presenta Wmax (figura 3.9) y Wc que es el valor para el cual χ=1 (figura
3.10). De cada una de estas figuras podemos hacer un ajuste de curvas para
obtener una función que nos permita conocer el valor de χmax, Wmax o Wc

que se desea para un número determinado de Ed con Pr=10 y De=0.5.
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Figura 3.8: χmax como función del número Ed con Pr=10 y De=0.5, valores
obtenidos mediante la ecuación (3.3.3) (ĺınea sólida) y ajuste de curva (ĺınea
punteada).
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Figura 3.9: Wmax como función del número Ed con Pr=10 y De=0.5, valores
obtenidos mediante la ecuación (3.3.3) (ĺınea sólida) y ajuste de curva (ĺınea
punteada).
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Figura 3.10: Wc como función del número Ed con Pr=10 y De=0.5, valores
obtenidos mediante la ecuación (3.3.3) (ĺınea sólida) y ajuste de curva (ĺınea
punteada).
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Las funciones obtenidas por el ajuste de curvas son

χmax ∼=
67

62
+

49

32
Ed (3.3.4)

Wmax
∼=

26

25
E
− 1

5
d (3.3.5)

Wc
∼=

34

25
E
− 1

4
d (3.3.6)

Las funciones (3.3.4), (3.3.5) y (3.3.6) tienen un dominio de 0.11≤ Ed ≤
1, ya que debajo de Ed=0.11, no existen valores para χmax,Wmax o Wc, pues
el comportamiento debajo de este valor para estas cantidades comienza a
cambiar, no podemos asegurar que se tiene la misma tendencia que para va-
lores de Ed ≥ 0.11.

De las gráficas que se han presentado se observa que αe en un

Fluido Newtoniano: se incrementa conforme Ed aumenta; cuando Ed �
1 se observa un solo valor máximo y la difusividad es mayor que cuando
Ed=0 (caso de Fourier). Si Ed � 1 aparecen múltiples valores máximos
más pequeños que el principal conforme Wo se incrementa. Este com-
portamiento ondulatorio se presenta usando únicamente el modelo de
CV, el cual introduce el tiempo de relajación tq; si tq=0 (ley de Fourier)
no se aprecia este efecto.

Fluido viscoelástico: La presencia de los tiempos de relajación tm y tq
en un fluido, modifican de manera significativa el comportamiento de
αe, pues αCV > αF en un cierto rango de frecuencias, para un Pr y De

iguales si Γ� 1 o Γ� 1.

El número χ nos proporciona información acerca de cuándo la difusivi-
dad de CV es mayor, igual o menor a la de Fourier, dependiendo del valor
de los números Pr, De, Ed y Wo. De la figura 3.5, sabemos sobre que rango
de frecuencias, un modelo (Fourier o CV) es superior a otro y con esto pode-
mos hacer una selección más apropiada de un fluido al querer optimizar un
proceso de transferencia de calor.
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3.4. Comparación cuantitativa entre el flujo

de calor oscilatorio y el flujo de calor mo-

lecular

Es necesario comprobar de manera cuantitativa, si el flujo oscilatorio me-
jora la transferencia de calor con respecto al caso estacionario, comparando
el flujo de calor bajo régimen oscilatorio con el flujo de calor molecular (di-
fusión pura) en la misma dirección. Aśı, definiendo Hx como relación entre
el flujo de calor bajo régimen oscilatorio q0 y el flujo de calor molecular qm,
se tiene

Hx =
q0
qm
,

donde q0 = −ρcαe ∂T∂x y qm = −κ∂T
∂x

. Si α̂e = αe
α

es la difusividad térmica
efectiva adimensional, entonces Hx es

Hx =
−ρcαe ∂T∂x
−κ∂T

∂x

,

=
ρcαe
κ

,

=
αe
α
,

= α̂e

Este resultado muestra que el flujo de calor asociado al movimiento osci-
latorio es α̂e veces el flujo de calor molecular. Para valores α̂e > 1, el movi-
miento oscilatorio de un fluido lleva a una transferencia de calor mejorada.

Para mostrar un ejemplo de cuando existe un mejoramiento en la trans-
ferencia de calor bajo régimen oscilatorio con respecto al caso molecular,
calculamos α̂e para un fluido con distintos números Ed, que proponemos de
manera teórica. El fluido es cloruro de cetilpiridinio y solución de salicilato
de sodio (CpyCl/NaSal) [6]. El número ni es el valor del primer máximo de
la difusividad normalizada.
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Ed Wo ni
ω0
2π (Hz) Px(Pam ) ∆x(m) α̂e

0.1 0.815 8.379 5.052 10128 3.280×10−3 9.568

1 0.815 9.271 5.053 10130 3.284×10−3 10.631

59.7 0.814 2.625×10−2 5.042 10085 3.238×10−3 3.074×10−2

174.3 0.820 4.277×10−3 5.105 10341 4.916×10−3 7.786×10−3

Como podemos observar con Ed=0.1 y Ed=1, α̂e > 1, por lo que se obtiene
un mejoramiento en la transferencia de calor, mientras que para Ed=59.7 y
Ed=174.3, α̂e < 1, por lo que no se encuentra un mejoramiento.
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Caṕıtulo 4

Flujo de calor en un fluido ideal

4.1. Introducción

En el caṕıtulo 2 se analizó el mecanismo de transporte de enerǵıa de
un fluido bajo régimen oscilatorio. Se comprobó que la difusividad térmica
efectiva, la cual es producto de la interacción de los campos de velocidad
y temperatura, presentaba un incremento para una o varias frecuencias de
oscilación dependiendo de si es un fluido Newtoniano o Maxwelliano, respec-
tivamente; de estos resultados y de la interpretación f́ısica que se realizó en
el campo de temperaturas podemos concluir que la dependencia radial de la
velocidad y la temperatura es el motor que hace posible que un fluido pre-
sente una difusividad mejorada.

El comportamiento del campo de velocidad es transmitido al campo de
temperaturas v́ıa la ecuación de balance de enerǵıa. De presentarse una de-
pendencia radial en la velocidad es lógico suponer que la temperatura también
la tendrá.

¿ Cómo un fluido presenta este comportamiento?

Los fluidos presentan una dependencia radial en su campo de velocidad
debido a una propiedad que se conoce como viscosidad, que representa la
resistencia interna de un fluido al movimiento. Esto se comprende mejor al
mostrar la ecuación (2.2.6)
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ρtm
∂2v

∂t2
+ ρ

∂v

∂t
− η

[
∂2v

∂r2
+

1

r

∂v

∂r

]
= −tm

∂

∂t

(
∂p

∂x

)
− ∂p

∂x
,

en donde se observa que para una cierta η, existe una dependencia radial en
la velocidad. La región donde los efectos viscosos son apreciables se conoce
como capa ĺımite. Muy lejos de esta región los efectos viscosos son despre-
ciables y por ello el flujo del fluido permanece constante (flujo tapón). Un
fluido que se modela de esta manera se conoce como fluido ideal.

Con base en esto nos podemos preguntar ¿ qué sucederá con el proceso
de transferencia de calor en fluidos ideales ? para aclarar esta y otra serie de
preguntas relacionadas con este tema, en este caṕıtulo se realiza un desarrollo
matemático para fluidos ideales que nos permita comprender cómo se lleva a
cabo el proceso de transporte de calor mediante movimiento oscilatorio. Se
obtendrán los campos de velocidad y temperatura para calcular la difusividad
térmica efectiva aśı como la cantidad ω0(∆x)2, esto con el fin de saber si al
utilizar un fluido ideal es posible encontrar una mejora en la transferencia de
calor; se analizará a su vez si existen singularidades en la normalización de
αe/ω0(∆x)2, y de presentarse, se localizarán las causas que las originan.

4.2. Campo de velocidad

En esta sección se presenta la formulación del problema a partir de las
ecuaciones básicas que gobiernan el movimiento de un fluido ideal para ob-
tener los campos de velocidad y temperatura que se desarrollan mediante el
movimiento oscilatorio al que está sujeto el fluido dentro del tubo de sección
transversal constante.

El vector velocidad v, el gradiente de presion oscilatorio, las caracteŕısti-
cas del fluido dentro del tubo como también las ecuaciones de conservación
de masa, cantidad de movimiento y enerǵıa, son las mismas que se emplean
en el caṕıtulo 2 y siguiendo el mismo procedimiento, comenzamos resolviendo
la ecuación (2.2.6)

ρtm
∂2v

∂t2
+ ρ

∂v

∂t
− η

[
∂2v

∂r2
+

1

r

∂v
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]
= −tm

∂

∂t

(
∂p

∂x

)
− ∂p

∂x
.
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Puesto que se emplea un fluido ideal η=0 y de la definición de tm = η/G
[8], esto significa que tm=0. Aśı, la ecuación es

ρ
∂v

∂t
= −∂p

∂x
,

si se aplica la transformada de Fourier a cada término de la ecuación, se
obtiene

ρ(−iω)V̂ = −dp̂
dx
.

Reagrupando términos se tiene

V̂ =
1

ρωi

dp̂

dx
,

si se factoriza i en el denominador, se obtiene

V̂ = − i

ρω

dp̂

dx
. (4.2.1)

Esta es una ecuación no cerrada para el campo de velocidades en el domi-
nio de la frecuencia. Para obtener una expresión de este, un caso particular
es que el gradiente de presiones sea la parte real de la expresión

∂p

∂x
= Pxe

−iω0t,

el cual tiene la forma de un oscilador armónico simple, en donde Px es la
magnitud del gradiente de presiones y ω0 es la frecuencia angular constante
del oscilador.

La transformada de Fourier del gradiente de presiones que escogimos es

dp̂(ω)

dx
=
√

2πPxδ(ω − ω0),

donde δ(ω − ω0) es la función delta de Dirac.

Ahora se sustituye el gradiente de presiones en la ecuación (4.2.1), apli-
cando la transformada inversa de Fourier a esta expresión, se llega a
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v(r, t) = −
∫ ∞
0

i

ρω
Pxe

−iωtδ(ω − ω0)dω,

y por las propiedades de la función delta de Dirac, se obtiene

v(t) = − i

ρω0

Pxe
−iω0t.

Se observa que esta ecuación no depende de r, es solo función de t, esto
era de esperarse ya que al no existir η, no se genera un gradiente de velo-
cidades en la dirección radial, y solo es una función oscilatoria en t. Este
comportamiento se conoce como flujo tapón, pues el fluido no se adhiere a la
pared del tubo.

En las secciones posteriores la expresión de la velocidad v(t) será expre-
sada de la forma

v(t) = Qe−iω0t, (4.2.2)

en donde

Q = − iPx
ρω0

,

pues esta manera nos permite simplificar muchas operaciones.

4.3. Campo de temperatura

Una vez obtenido el campo de velocidad, procedemos a resolver la ecua-
ción de balance de enerǵıa para encontrar el campo de temperatura, con el
objetivo de determinar el transporte axial de enerǵıa térmica a través del
tubo.

La ecuación de la enerǵıa, el perfil de temperaturas y las condiciones
de frontera son los mismas que en el caṕıtulo 2, resolviendo para g(r) la
expresión es la misma solo cambiando V (r) por Q, se obtiene

g′′(r) +
1

r
g′(r) + β2

Tg(r) =
Q

αa
.
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Esta es una EDO no homogénea de segundo orden, la solución general
está dada por

g(r) = gh(r) + gp(r),

en donde gh(r) es la solución homogénea y gp(r) una solución particular.

Se observa que la ecuación homogénea es una ecuación de Bessel de orden
cero

gh(r) = C1J0(βT r) + C2Y0(βT r),

puesto que el término no homogéneo de g(r) no depende de r, entonces es una
constante, aśı que se propone una solución gp(r) = G, donde G es constante.
Si se sustituye esta expresión en la EDO de g(r), se obtiene

G =
Q

αaβ2
T

y la solución general para g(r) es

g(r) = C1J0(βT r) + C2Y0(βT r) +
Q

αaβ2
T

,

en donde las condiciones de frontera son

T (0, x, t) = finita⇒ g(0) = finita,

∂T

∂r
(a, x, t) = 0 ⇒ g′(a) = 0.

La primera condición de frontera g(0) = finita, significa que C2=0, ya que
Y0(βT r) diverge en r=0, por lo que

g(r) = C1J0(βT r) +
Q

αaβ2
T

.

La segunda condición de frontera, g′(a)=0

g′(r) = C1βTJ
′
0(βT r),

g′(a) = C1βTJ
′
0(βTa),
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y usando la identidad

J ′0(βTa) = −J1(βTa)

se tiene

0 = −C1βTJ1(βTa)⇒ C1 = 0,

por lo que

g =
Q

αaβ2
T

. (4.3.1)

Si la expresión (4.3.1) se sustituye en la ecuación (2.3.1), el campo de
temperatura del fluido está completamente determinado. Se puede ver de
la ecuación que g es una constante, no depende de r, esto implica que el
campo de temperatura no tiene una dependencia radial y por lo tanto solo
es función de x y t. Entonces se encuentra que si la velocidad no es función
de r, g tampoco lo es.

4.4. Difusividad térmica efectiva

Ya que se obtuvieron los campos de velocidad y de temperatura para el
fluido ideal bajo régimen oscilatorio, podemos calcular la difusividad térmica
efectiva de un fluido ideal.

Si se sustituyen las expresiones reales de v(t) y T (x, t) obtenidas en las
secciones anteriores en la ecuación (2.4.2) y resolviendo la integral, se llega
a la expresión

αe = − 1

4α
QQ̄

[
β̄2
T + β2

T

β2
T β̄

2
T

]
.

Puesto que β2
T = iω0

α
y β̄2

T = iω0

α
, se obtiene

αe = 0.

Se encuentra que la difusividad térmica efectiva es cero. No existe un
mejoramiento en la transferencia de calor cuando utilizamos un fluido ideal,
independientemente de la frecuencia de oscilación ω0 que sea utilizada.
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4.5. Modelo de Cattaneo-Vernotte

En la sección anterior se obtuvo la difusividad térmica efectiva usando el
modelo de Fourier, ahora se empleará el modelo de Cattaneo-Vernotte para
saber si existe un mejoramiento en la transferencia de calor.

La ecuación de la enerǵıa, el perfil de temperaturas y las condiciones
de frontera son los mismas que en el caṕıtulo 3, resolviendo para g(r) la
expresión es la misma solo cambiando V (r) por Q, se obtiene

g′′(r) +
1

r
g′(r) + β2

c g(r) =
Q

Λa
,

y dado que esta ecuación es idéntica al caso de Fourier con α = Λ y βT = βc,
se tiene

g =
Q

αaβ2
c

. (4.5.1)

El campo de temperatura del fluido está completamente determinado.
Ahora podemos evaluar la difusividad térmica efectiva usando el modelo de
CV.

Si se sustituyen las expresiones reales de v(t) y T (x, t) obtenidas en las
secciones anteriores en la ecuación (2.4.2) y resolviendo la integral, se llega
a la expresión

αe = − 1

4α
QQ̄

Λ̄β̄2
c + Λβ2

c

ΛΛ̄β2
c β̄

2
c

.

De las definiciones de β2
c y Λ, Λβ2

c = iω0 y llevando a cabo la suma de
este producto se obtiene

αe = 0.

Nuevamente se encuentra que la difusividad térmica efectiva es cero in-
cluso usando el modelo de Cattaneo-Vernotte, independientemente de la fre-
cuencia de oscilación que se utilice. En los fluidos ideales no se observa un
mejoramiento en la transferencia de calor usando el modelo de Fourier o CV.
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Estos resultados eran de esperarse, pues de la explicación del mecanismo
de transferencia de calor bajo régimen oscilatorio se puede concluir que debe
existir una dependencia radial en los campos de velocidad y temperatura pa-
ra que exista un mejoramiento en el transporte de enerǵıa [2]. Como ejemplo
de ello en el caṕıtulo 2 se obtuvo una difusividad térmica efectiva mejorada
debido a que los fluidos Newtonianos y Maxwellianos tienen cierta viscosidad
η, que es la que hace que un fluido posea esa dependencia radial en su campo
de velocidad.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

La necesidad de optimizar los procesos de transferencia de calor para un
mejor aprovechamiento de los recursos en áreas como las fuentes de enerǵıas
renovables y no renovables, nos llevan a explorar procesos f́ısicos que mejo-
ren el transporte de calor, uno de ellos es la utilización de un flujo oscilatorio
[1, 6]. Trabajos previos encuentran inconsistencias como el usar la ecuación
de enerǵıa que considera como válida la ley de Fourier aśı como las singula-
ridades en la difusividad.

Para corregir los inconvenientes de emplear el modelo de Fourier, emplea-
mos el modelo de Cattaneo-Vernotte, en donde introducimos un tiempo de
relajación que limita la velocidad del flujo de calor a un valor finito.

Los resultados obtenidos nos muestran que la utilización de un flujo os-
cilatorio presenta en determinados casos, una mejora en la transferencia de
calor, pues la difusividad térmica efectiva αe, alcanza un solo valor máxi-
mo al emplear un fluido Newtoniano y múltiples valores máximos en el caso
de un fluido viscoelástico. La introducción de un tiempo de relajación en
los campos de velocidad y temperatura modifica de manera significativa el
comportamiento de αe. Entre mayor es el tiempo de relajación de mayor
magnitud son los valores máximos de la difusividad.
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Cuando empleamos el modelo de Cattaneo-Vernotte, se puede apreciar
que en un fluido Newtoniano la difusividad térmica efectiva alcanza múltiples
valores máximos a medida que el tiempo de relajación tq se va incrementando,
siendo el primero de ellos el de mayor intensidad. Esto difiere del modelo de
Fourier en donde aparećıa un solo valor máximo. En un fluido viscoelástico
la difusividad térmica efectiva presenta varios comportamientos dependiendo
de la magnitud de tq. Es la magnitud del número χ (expresa la relación de
las difusividades de CV y Fourier) ecuación (3.3.3), para una determinada
frecuencia de oscilación, la que nos indica cuándo la difusividad de CV es
mayor, igual o menor a la de Fourier. Las funciones χmax, Wmax y Wc, valor
máximo de χ, frecuencia a la cual ocurre esto y frecuencia para cuando χ=1,
ecuaciones (3.3.4), (3.3.5) y (3.3.6), respectivamente, son de gran utilidad y
sencillez para conocer la eficiencia y el comportamiento de un fluido y con
esto hacer una apropiada selección para incrementar el proceso de transfe-
rencia de calor.

Para analizar la explicación cualitativa sobre la razón para la existencia
del mejoramiento de la difusividad, se analizó el proceso de transferencia de
calor en un fluido ideal. Se demostró matemáticamente que αe=0, por lo
que no se obtuvo una mejora. Por lo tanto, para obtener una mejora en la
difusividad térmica efectiva es necesario emplear fluidos Newtonianos o vis-
coelásticos.

Con la corrección de αe en el modelo de Cattaneo-Vernotte, se eliminan
las múltiples singularidades que aparećıan de la difusividad normalizada para
frecuencias mayores a cero.

Este trabajo predice comportamientos interesantes para la mejora del
transporte de calor bajo régimen oscilatorio, por esta razón, se motiva el
trabajo experimental para corroborar las predicciones que hemos hecho.
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Apéndice A

Integrales de Bessel

Una de las integrales que aparecen en la deducción de la ecuación de la
difusividad térmica efectiva es∫

J0(αr)J0(βr)rdr,

con α y β constantes.

Esta integral se puede realizar por partes,
∫
udv = uv −

∫
vdu, de la si-

guiente manera. Si se escoge

u = J0(αr) ⇒ du = αJ ′0(αr)dr,

dv = J0(βr)rdr ⇒ v =
r

β
J1(βr),

la integral es

∫
J0(αr)J0(βr)rdr =

r

β
J0(αr)J1(βr)−

α

β

∫
J1(βr)J

′
0(αr)rdr. (A.0.1)

Usando la identidad

J ′0(αr) = −J1(αr)
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y sustituyéndola en (A.0.1)

∫
J0(αr)J0(βr)rdr =

r

β
J0(αr)J1(βr) +

α

β

∫
J1(αr)J1(βr)rdr. (A.0.2)

Calculando la integral ∫
J1(αr)J1(βr)rdr,

con

u = J1(αr)r ⇒ du = αrJ0(αr)dr,

dv = J1(βr)dr ⇒ v = − 1

β
J0(βr),

la integral por partes es

∫
J1(αr)J1(βr)rdr = − r

β
J0(βr)J1(αr) +

α

β

∫
J0(αr)J0(βr)rdr.

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (A.0.2)

∫
J0(αr)J0(βr)rdr =

r

β
J0(αr)J1(βr) +

α

β

[
− r
β
J0(βr)J1(αr) +

α

β

∫
J0(αr)J0(βr)rdr

]
,

=
r

β
J0(αr)J1(βr)−

αr

β2
J0(βr)J1(αr) +

α2

β2

∫
J0(αr)J0(βr)rdr,

despejando la integral, se obtiene

∫
J0(αr)J0(βr)rdr =

r

β2 − α2
[βJ0(αr)J1(βr)− αJ0(βr)J1(αr)] + C,

donde C es la constante de integración.
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Apéndice B

Números complejos

En el apéndice C, aparecen algunas operaciones que implican la multipli-
cación de números complejos de la forma

√
i ·
√
i,
√
i ·
√
−i, etc.

Se podŕıa pensar que
√
−i
√
−i =

√
−i · −i =

√
i2 =

√
−1 = i, pero los

programas computacionales como Mathematica, Python, etc. no realizan sus
cálculos de esta manera, pues las ráıces z1/n, donde n es un entero positivo,
constan de n números complejos distintos separados un cierto ángulo en el
plano complejo, que se pueden expresar de la forma a+ bi, en donde solo uno
es la ráız principal.

Los cálculos realizados en este trabajo están basados de la misma manera
que los programas computacionales, por lo que se calculan los valores de

√
i

y
√
−i escogiendo la ráız principal. Los valores de las ráıces son

√
i =

√
2

2
+

√
2

2
i,

√
−i =

√
2

2
−
√

2

2
i,
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aśı

√
i ·
√
i =

(√
2

2
+

√
2

2
i

)(√
2

2
+

√
2

2
i

)
= i,

√
i ·
√
−i =

(√
2

2
+

√
2

2
i

)(√
2

2
−
√

2

2
i

)
= 1,

√
−i ·
√
−i =

(√
2

2
−
√

2

2
i

)(√
2

2
−
√

2

2
i

)
= −i,
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Apéndice C

Análisis de las singularidades

C.1. Introducción

En el caṕıtulo 2 y 3 se hizo presente un inconveniente con la difusividad
térmica efectiva normalizada αe/ω0(∆x)2, y es que esta expresión presentaba
una singularidad cuando la frecuencia de oscilación ω0, tiene un valor de cero.
La singularidad en la cantidad αe/ω0(∆x)2, nos impide conocer el valor y el
comportamiento de esta misma cuando ω0=0, por lo que es necesario encon-
trar el origen f́ısico de la singularidad mediante un procedimiento anaĺıtico o
gráfico, el cual no siempre es sencillo. Este problema ya se hab́ıa hecho pre-
sente anteriormente en la tesis elaborada por S. Celis [7] y este argumentaba
que el origen de la singularidad era debido a que el perfil de temperaturas
parece no ser adecuado.

Existen diversas causas que pueden originar la singularidad de la difusivi-
dad normalizada. Sabemos que esta propiedad diverge cuando la frecuencia
de oscilación ω0, es igual a cero, que corresponde al caso estacionario, por lo
que se desarrolla un método anaĺıtico en el cual nos aproximamos a este valor,
con esto visualizamos cómo es el comportamiento de la difusividad en torno
a este valor y de igual manera para la cantidad ω0(∆x)2; solo aśı podremos
ver cuál es el origen real de la singularidad.
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C.2. Aproximación a primer orden en ω0

Se ha propuesto emplear un método anaĺıtico para encontrar el origen
de la singularidad de la cantidad αe/ω0(∆x)2. Se sabe que cuando ω0=0, la
singularidad se presenta, aśı que se propone emplear un desarrollo en serie
de Taylor a primer orden en la frecuencia de oscilación para observar cómo
es el comportamiento de esta propiedad.

La difusividad termica efectiva, ecuación (2.4.4), está compuesta por una
serie de funciones y parámetros, entre ellas están las funciones de Bessel, las
cuales pueden ser expresadas en forma de una serie de potencias , en donde
los primeros términos son

J0(x) = 1− x2

4
+
x4

64
...,

J1(x) =
x

2
− x3

16
....

Dado que nuestra aproximación está a primer orden en ω0, las funciones
de Bessel se reducen a

J0(x) ≈ 1− x2

4
,

J1(x) ≈
x

2
,

en donde x = βva, β̄va, βTa y β̄Ta. Analizaremos primero el caso de los fluidos
Newtonianos.

C.2.1. Fluido Newtoniano

La difusividad térmica efectiva puede ser empleada tanto para fluidos
Newtonianos como fluidos viscoelásticos, la diferencia radica en que para un
fluido Newtoniano se utiliza un tm=0, por lo que el parámetro que aparece
en la ecuación de Bessel para la velocidad es

β2
v =

ρω0i

η
.
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Aśı pues, sustituimos los parámetros y las funciones de Bessel a primer
orden en la frecuencia de oscilación en la ecuación (2.4.4) para obtener

αe ≈
1

ρ2ω2
0

P 2
x

2αa

{
ηα

(ρα− η)ω0i

2aη
√
ρ
√
ω0

√
−i

√
η(4η + a2ρω0i)[

−
ηα
√
ρ
√
ω0

√
−i

√
η(η + ρα)ω0i

+
η
√
ρ
√
ω0

√
−i

2
√
ηρωoi

−
η
√
ρ
√
ω0

√
−i

2
√
ηρωoi

+

√
ρ
√
α

√
η

ηα
√
ρ
√
ω0

√
i

√
η(η + ρα)ω0i

√
α(4α + a2iω0)

2αa
√
ω0

√
−i

2aη
√
ρ
√
ω0

√
i

√
η(4η − a2ρω0i)

]

+
ηα

(η − ρα)ω0i

2aη
√
ρ
√
ω0

√
i

√
η(4η − a2ρω0i)[

ηα
√
ρ
√
ω0

√
i

√
η(η + ρα)ω0i

−
η
√
ρ
√
ω0

√
i

2
√
ηρωoi

+
η
√
ρ
√
ω0

√
i

2
√
ηρωoi

−
√
ρ
√
α

√
η

ηα
√
ρ
√
ω0

√
−i

√
η(η + ρα)ω0i

√
α(4α− a2iω0)

2αa
√
ω0

√
i

2aη
√
ρ
√
ω0

√
−i

√
η(4η + a2ρω0i)

] }
.

Es importante comentar que las ráıces
√
i y
√
−i son números complejos

de la forma z1/n, donde z es un número complejo y n es un entero positivo,
por lo que cada ráız posee n números complejos diferentes, solo desfasados
un cierto ángulo en el plano complejo. Se debe tener especial cuidado al em-
plearlos ya que solo debemos utilizar la ráız principal, pues los programas
computacionales como Mathematica y Python lo hacen de esta forma, ver
apéndice B.

Entonces, después de hacer álgebra llegamos a la expresión

αe ≈
η2αP 2

x

ρω3
0

1

η2 − ρ2α2

{
i

4η + a2ρω0i

[
1 + ρ

4α + a2ω0i

4η − a2ρω0i

]
−

i

4η − a2ρω0i

[
1 + ρ

4α− a2ω0i

4η + a2ρω0i

] }
,
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si desarrollamos los términos entre corchetes, tenemos

αe ≈
4η2αP 2

x

ρω3
0

1

16η2 + a4ρ2ω2
0

1

η − ρα
{i− i} , (C.2.1)

por lo que

αe ≈ 0. (C.2.2)

Se encuentra que la difusividad térmica efectiva alcanza un valor de cero
cuando la frecuencia de oscilación se encuentra a primer orden, por lo que
no existe un mejoramiento en la transferencia de calor a niveles bajos de ω0.
Esto era de esperarse puesto que si el fluido casi no se mueve, la región que
se encuentra en el centro del tubo, no alcanza un desplazamiento apreciable
para poder transmitir la enerǵıa a la región adyacente a la pared del tubo,
actuando únicamente la difusión molecular.

Ahora analizamos cómo es el comportamiento de la cantidad ω0(∆x)2

cuando la frecuencia de oscilación está a primer orden.

Puesto que

ω0(∆x)2 ≈ 4P 2
x

ρ2ω3
0

∣∣∣∣1− 2

aβv

J1(βva)

J0(βva)

∣∣∣∣2 , (C.2.3)

calculando primero la parte interior del módulo y sustituyendo J1(βva) y
J0(βva) a primer orden en ω0, obtenemos

1− 2

aβv

J1(βva)

J0(βva)
≈ 1− 2

a

√
η

√
ρ
√
ω0

√
i

2aη
√
ρ
√
ω0

√
i

√
η(4η − a2ρω0i)

,

≈ 1− 4η

4η − a2ρω0i
.

Si este resultado lo expresamos en forma de un número complejo a + bi,
y lo sustituimos dentro del módulo al cuadrado, obtenemos

∣∣∣∣1− 2

aβv

J1(βva)

J0(βva)

∣∣∣∣2 ≈ ∣∣∣∣ (a2ρω0)
2

(4η)2 + (a2ρω0)2
+

−a2ρω04ηi

(4η)2 + (a2ρω0)2

∣∣∣∣2 .
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Para evaluar el modulo al cuadrado, el numerador y denominador son
elevados al cuadrado

∣∣∣∣1− 2

aβv

J1(βva)

J0(βva)

∣∣∣∣2 ≈ [ (a2ρω0)
2

(4η)2 + (a2ρω0)2

]2
+

[
−a2ρω04η

(4η)2 + (a2ρω0)2

]2
,

≈ (a2ρω0)
4

[(4η)2 + (a2ρω0)2]2
+

(−a2ρω04η)2

[(4η)2 + (a2ρω0)2]2
,

y puesto que el denominador es el mismo, los numeradores se suman

∣∣∣∣1− 2

aβv

J1(βva)

J0(βva)

∣∣∣∣2 ≈ (a2ρω0)
4 + a4ρ2ω2

016η2

[(4η)2 + (a2ρω0)2]2
,

≈ (a2ρω0)
4 + (a2ρω0)

2(4η)2

[(4η)2 + (a2ρω0)2]2
.

Si se factoriza la cantidad (a2ρω0)
2

∣∣∣∣1− 2

aβv

J1(βva)

J0(βva)

∣∣∣∣2 ≈ (a2ρω0)
2[(4η)2 + (a2ρω0)

2]

[(4η)2 + (a2ρω0)2]2
,

≈ (a2ρω0)
2

(4η)2 + (a2ρω0)2
,

≈ a4ρ2ω2
0

a4ρ2ω2
0 + 16η2

.
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Sustituyendo este resultado en la ecuación (C.2.3), se tiene

ω0(∆x)2 ≈ 4P 2
x

ρ2ω3
0

a4ρ2ω2
0

a4ρ2ω2
0 + 16η2

,

o bien

ω0(∆x)2 ≈ 4P 2
x

ω0

a4

a4ρ2ω2
0 + 16η2

. (C.2.4)

Resulta que la cantidad ω0(∆x)2, es una cantidad finita a primer orden
en la frecuencia de oscilación.

Si procedemos a evaluar la cantidad αe/ω0(∆x)2, se tiene

αe
ω0(∆x)2

≈ 4η2αP 2
x

ρω3
0

1

16η2 + a4ρ2ω2
0

1

η − ρα
{i− i} 1

4P 2
x

ρ2ω3
0

a4ρ2ω2
0

a4ρ2ω2
0+16η2

,

≈ 4η2αP 2
x

ρω3
0

1

16η2 + a4ρ2ω2
0

1

η − ρα
{i− i} ρ

2ω3
0

4P 2
x

a4ρ2ω2
0 + 16η2

a4ρ2ω2
0

,

≈ η2α

ρ

1

η − ρα
1

a4ω2
0

{i− i} ,

≈ 0

(C.2.5)

la expresión de αe/ω0(∆x)2, a primer orden en la frecuencia de oscilación es
de la forma 0/ω2

0, se observa claramente que cuando ω0=0 se presenta una
singularidad, en este caso no hay forma de remover la singularidad.

C.2.2. Fluido viscoelástico

Las cantidades como la velocidad, temperatura, difusividad térmica efec-
tiva y desplazamiento de marea se obtuvieron tanto para fluidos Newtonianos
como viscoelásticos, es en estos últimos el tiempo de relajación tm, lo que ha-
ce que su comportamiento sea distinto al de los Newtonianos, su diferencia en
forma matemática radica únicamente en la forma del parámetro βv, el cual es

β2
v =

ρω0(i+ ω0tm)

η
=
ρ(ω0i+ ω2

0tm)

η
.
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Se observa que el tiempo de relajación tm multiplica a la frecuencia de os-
cilación ω0, la cual es un término cuadrático; de nuestro análisis, que se basa
en una aproximación de la frecuencia a primer orden, la expresión tmω

2
0 = 0,

por lo que el parámetro βv se reduce a

β2
v ≈

ρω0i

η
,

el cual es el mismo parámetro para fluidos Newtonianos y, por lo tanto, el
comportamiento a bajas frecuencias es el mismo que el del fluido Newtoniano,
por lo que αe/ω0(∆x)2 es una cantidad que en ω0=0 presenta singularidad y
no es posible remover por este método, el caso estacionario se debe evitar al
hacer cálculos o graficar.

C.3. Modelo de Cattaneo-Vernotte

En la sección anterior se realizó una aproximación a primer orden en la
frecuencia de oscilación para evaluar el comportamiento de la difusividad
térmica efectiva normalizada usando el modelo de Fourier. Se observó que en
ω0=0 se presenta una singularidad, la cual no es posible eliminar. Ahora se
usará el mismo procedimiento para analizar esta misma cantidad usando el
modelo de CV.

Puesto que lo único que cambia cuando se emplea el modelo de CV es la
ecuación de la enerǵıa, el campo de velocidad y el desplazamiento de marea
es el mismo. Es en el campo de temperatura y por ende en la difusividad,
que se presentan diferencias y una de ellas es la forma del parámetro βc, que
incluye el tiempo de relajación tq, que introduce una velocidad de transmi-
sión finita en el flujo de calor, si este tiempo es cero se recupera el flujo de
calor de Fourier.

Dado que β2
c =

iω0

Λ
=

1

α
ω0(ω0tq + i) y puesto que nuestra aproximación

es a primer orden en ω0, el parámetro resulta β2
c ≈

iω0

α
, lo mismo sucede para

el caso de la velocidad, el cual a primer orden se expresa como β2
v ≈

ρω0i

η
.
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Si se introducen estos términos en la ecuación de la difusividad se tiene

αe ≈
1

ρ2ω2
0

P 2
x

2αa

{
(1 + iω0tq)ηα

(ρα− η)ω0i

2aη
√
ρ
√
ω0

√
−i

√
η(4η + a2ρω0i)

[
−
ηα
√
ρ
√
ω0

√
−i

√
η(η + ρα)ω0i

−
√
ρ
√
ω0

√
−iηα

√
η(η − ρα)ω0i

ω0tqi

1 + iω0tq

−
√
ρ
√
i
√
α

√
η
√
−i

ηα
√
ρ
√
ω0

√
−i

√
η(η + ρα)ω0i

√
α(4α + a2iω0)

2αa
√
ω0

√
−i

2aη
√
ρ
√
ω0

√
i

√
η(4η − a2ρω0i)

]
+

(1− iω0tq)ηα

(η − ρα)ω0i

2aη
√
ρ
√
ω0

√
i

√
η(4η − a2ρω0i)

[
ηα
√
ρ
√
ω0

√
i

√
η(η + ρα)ω0i

+

√
ρ
√
ω0

√
iηα

√
η(−η + ρα)ω0i

ω0tqi

1− iω0tq

−
√
ρ
√
−i
√
α

√
η
√
i

ηα
√
ρ
√
ω0

√
i

√
η(η + ρα)ω0i

√
α(4α− a2iω0)

2αa
√
ω0

√
i

2aη
√
ρ
√
ω0

√
−i

√
η(4η + a2ρω0i)

] }
,

que puede reducirse a la expresión

αe ≈
P 2
x

ρ2ω3
0

ραη2

ρα− η

{
1 + iω0tq

4η + a2ρω0i

[
− i

η + ρα

{
1 + ρ

4α + a2ω0i

4η − a2ρω0i

}
+

1

η − ρα
ω0tq

1 + iω0tq

]
+

1− iω0tq
4η − a2ρω0i

[
i

η + ρα

{
1 + ρ

4α− a2ω0i

4η + a2ρω0i

}
+

1

η − ρα
ω0tq

1− iω0tq

] }
.

Si desarrollamos los términos entre corchetes rectangulares, y se simplifi-
ca, se obtiene

αe ≈
P 2
xραη

2

ρ2ω2
0(η − ρα)2

8tq(ρα− 2η)

16η2 + a4ρ2ω2
0

,

a diferencia del modelo de Fourier en donde α ≈ 0, usando el modelo de CV
se obtiene un valor finito en la difusividad térmica efectiva que es propor-
cional a P 2

x y tq e inversamente proporcional a ω2
0. Es claro que si tq=0, se

recupera el obtenido que en el caso de Fourier.
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Si procedemos a evaluar la cantidad αe/ω0(∆x)2, tenemos

αe
ω0(∆x)2

≈ αη2

a4ρω0

2tq(ρα− 2η)

(η − ρα)2
,

se observa que esta ecuación es inversamente proporcional a la frecuencia de
oscilación, por lo que en ω=0 esta expresión presenta singularidad, se llega
al mismo caso que en el modelo de Fourier.

C.4. Fluido Ideal

Para analizar si existen singularidades en la difusividad normalizada usan-
do un fluido ideal, es necesario calcular ω0(∆x)2, por lo que primero se ob-
tendrá el desplazamiento de marea para un fluido ideal.

Si se introduce el campo de velocidades en (2.5.1) con A = πa2, y se lleva
a cabo la integración, se obtiene

∆x =

∣∣∣∣2Qω0

∣∣∣∣ ,
=

∣∣∣∣ 2

ω0

· −i
ρω0

Px

∣∣∣∣ ,
=

2Px
ρω2

0

,

y si se evalua la cantidad

ω0(∆x)2 = ω0

∣∣∣∣ 2

ω0

· −i
ρω0

Px

∣∣∣∣2 ,
se obtiene

ω0(∆x)2 =
4P 2

x

ρ2ω3
0

,
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y resulta que la cantidad ω0(∆x)2 es una cantidad finita para la frecuencia
de oscilación aún en un fluido ideal.

Si procedemos a evaluar la cantidad αe/ω0(∆x)2, obtenemos

αe
ω0(∆x)2

= − 1

4α
QQ̄

Λ̄β̄2
c + Λβ2

c

ΛΛ̄β2
c β̄

2
c

1
4P 2
x

ρ2ω3
0

,

= − 1

4α
QQ̄

Λ̄β̄2
c + Λβ2

c

ΛΛ̄β2
c β̄

2
c

ρ2ω3
0

4P 2
x

,

si se sustituyen los valores de Q,Q̄ y de los demás parámetros y se simplifica,
se obtiene

αe
ω0(∆x)2

=
{i− i}

16
= 0.

Se encuentra que la difusividad térmica efectiva normalizada tiene un
valor de cero y no presenta singularidad, pues no depende de la frecuencia
de oscilación.
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Apéndice D

Programa computacional en
Mathematica

El programa que fue utilizado para realizar las gráficas fue Mathematica,
por lo que en este apéndice se muestra el código que fue utlizado.

La ecuación que se utilizó fue la del modelo de Cattaneo-Vernotte, pues
con esta expresión es posible deducir todos los casos que hasta ahora se han
estudiado.

Los parámetros βv, β̄v, βc y β̄c, se reescriben usando las letras d, e, f y g,
respectivamente.

El código en Mathematica es:

d = (W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I]

e = (W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I]

f = (W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 + 1.0*I)]

g = (W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 - 1.0*I)]
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En donde

W: Número de Womersley

T: Número de Deborah

P: Número de Prandtl

Z: Número adimensional

a: radio del tubo

La expresión utilizada fue la ecuación (3.3.2), que transcrita en código de
Mathematica es:

\[Alpha] = ((P*(W^2))/(8*(a^3)))*

(1/((Abs[1 - (2/(a*(d)))*(BesselJ[1,(d)*a]/BesselJ[0,(d)*a])])^2))*(

((1 + 1.0*I*Z*W^2)/((g)^2 - (e)^2))*

(BesselJ[1, (e)*a]/BesselJ[0, (e)*a])*

( (e)/((g)^2 - (d)^2) + ((e)/((f)^2 - (d)^2))*

(((1 - 1.0*I*Z*W^2)*(e)^2 + (1 + 1.0*I*Z*W^2)*(d)^2)/

((1 + 1.0*I*Z*W^2)*((e)^2 - (d)^2))) -

((d)/(g))*((e)/((g)^2 - \(d)^2))*

(BesselJ[0,(g)*a]/BesselJ[1,(g)*a])*

(BesselJ[1,(d)*a]/BesselJ[0,(d)*a]) ) +

((1 - 1.0*I*Z*W^2)/((f)^2 - (d)^2))*

(BesselJ[1,(d)*a]/BesselJ[0,(d)*a])*

( (d)/((f)^2 - (e)^2) + ((d)/((g)^2 - (e)^2))*

(((1 + 1.0*I*Z*W^2)*(d)^2 + (1 - 1.0*I*Z*W^2)*(e)^2)/

((1 - 1.0*I*Z*W^2)*((d)^2 - (e)^2))) -

((e)/(f))*((d)/((f)^2 - \(e)^2))*

(BesselJ[0,(f)*a]/BesselJ[1,(f)*a])*

(BesselJ[1,(e)*a]/BesselJ[0,(e)*a])) )

Si se sustituyen las letras d, e, f y g en la expresión de arriba, el programa
en Mathematica resulta:

\[Alpha][P_, T_, W_, Z_, a_] := ((P*(W^2))/(8*(a^3)))*

(1/((Abs[1 - (2/(a*((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])))*

(BesselJ[1,((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])*a]/
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BesselJ[0,((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])*a])])^2))*(

((1 + 1.0*I*Z*W^2)/(((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 - 1.0*I)])^2 -

((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])^2))*

(BesselJ[1,((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])*a]/

BesselJ[0,((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])*a])*

(((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])/

(((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 - 1.0*I)])^2 -

((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])^2) +

(((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])/

(((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 + 1.0*I)])^2 -

((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])^2))*(((1 - 1.0*I*Z*W^2)*

((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])^2 + (1 + 1.0*I*Z*W^2)*

((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])^2)/((1 + 1.0*I*Z*W^2)*

(((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])^2 -

((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])^2))) -

(((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])/

((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 - 1.0*I)]))*

(((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])/

(((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 - 1.0*I)])^2 -

((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])^2))*

(BesselJ[0,((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 - 1.0*I)])*a]/

BesselJ[1,((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 - 1.0*I)])*a])*

(BesselJ[1,((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])*a]/

BesselJ[0,((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])*a]) ) +

((1 - 1.0*I*Z*W^2)/(((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 + 1.0*I)])^2 -

((W/a)* Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])^2))*

(BesselJ[1,((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])*a]/

BesselJ[0,((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])*a])*

(((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])/

(((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 + 1.0*I)])^2 -

((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])^2) +

(((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])/

(((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 - 1.0*I)])^2 -

((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])^2))*(((1 + 1.0*I*Z*W^2)*

((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])^2 + (1 - 1.0*I*Z*W^2)*

((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])^2)/((1 - 1.0*I*Z*W^2)*

(((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])^2 -

((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])^2))) -
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(((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])/

((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 + 1.0*I)]))*

(((W/a)*Sqrt[T*(W^2) + 1.0*I])/

(((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 + 1.0*I)])^2 -

((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])^2))*

(BesselJ[0,((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 + 1.0*I)])*a]/

BesselJ[1,((W/a)*Sqrt[P*(Z*W^2 + 1.0*I)])*a])*

(BesselJ[1,((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])*a]/

BesselJ[0,((W/a)*Sqrt[T*(W^2) - 1.0*I])*a]) ) )

La difusividad térmica efectiva es:

\[Alpha][P_, T_, W_, Z_, a_]

En donde para obtener:

Caso Newtoniano T =0 con el modelo de Fourier Z =0

Caso Newtoniano T =0 con el modelo de Cattaneo-Vernotte Z >0

Caso viscoelástico T >0 con el modelo de Fourier Z =0

Caso viscoelástico T >0 con el modelo de Cattaneo-Vernotte Z >0

Para graficar se usa el código:

Plot[\[Alpha][10, 0.5, W, 0.01, 0.04], {W, 0.01, 10},

AxesLabel -> {Wo, \[Alpha]/(\[Omega] (\[CapitalDelta]x)^2)},

PlotRange -> Full,FrameStyle -> {Directive[Black, 18],

Directive[Black, 18]}]

Con este comando se obtiene una gráfica de la difusividad térmica efectiva
de un fluido viscoelástico con De=0.5 usando el modelo de Cattaneo-Vernotte
con Ed=0.01, con un número de Prandtl Pr=10 y con el radio de tubo a=0.04
m, en función de un número de Womersley Wo de 0.01 a 10. Cabe señalar que
la difusividad térmica efectiva está normalizada con la cantidad ω0(∆x)2.
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