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Dr. Alfred U’Ren de quienes también recib́ı apoyo.

Agradezco a los miembros del jurado que evaluaron este trabajo, los doctores Pedro
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Resumen

El objetivo central de esta tesis es hacer una descripción de la estructura de los fotones
resultantes del proceso de conversión paramétrica descendente (CPD) cuando se utiliza
como fuente un haz con estructura Bessel vectorial más allá del régimen paraxial. Hay
que enfatizar que este tratamiento incluye un análisis vectorial completo y sin hacer
aproximaciones geométricas. Los resultados se darán en una configuración que no hemos
encontrado en la literatura, el ángulo de corte del cristal es perpendicular a su superficie
y esta predice conversión de momento angular ı́ntrinseco en momento angular orbital. En
el caṕıtulo 5 hablaremos de esto. En este caso particular la estructura del haz es la que
sirve para propiciar la CPD y no el ángulo de corte del cristal.

En el caṕıtulo 1 se da una introducción general al tema y se hace una revisión bi-
bliográfica.

Como primer paso tenemos que tener un conocimiento sólido de los haces estructu-
rados y en especial los haces Bessel que veremos en el caṕıtulo 2. Estos haces pueden
tener momento angular orbital (MAO) bien definido. Además son invariantes ante pro-
pagación. Han sido utilizados en la manipulación de materia y también en CPD como se
mencionó antes.

Los procesos de CPD necesitan que el material usado tenga una respuesta no lineal
al haz de bombeo. Por eso hay que tomar en cuenta la respuesta no lineal primero en
el contexto clásico (caṕıtulo 3) y posteriormente en el cuántico. El proceso de CPD se
suele llevar a cabo en materiales birrefringentes1. Cuando el cristal es uniaxial tiene dos
ı́ndices de refracción diferentes y en general divide a un haz de luz incidente en una parte
conocida como ordinaria y otra extraordinaria, pudiendo aśı modificar la estructura del
haz que incide. En los procesos de CPD es muy importante tener en cuenta esto ya que es
lo que permite el empatamiento de fase y esto a su vez es lo que permite ver el fenómeno.

La CPD es un proceso cuántico, aśı que además de birrefringencia y no linealidad

1También se puede generarse en meta-materiales, en es trabajo sólo se hará para materiales birrefrin-
gentes.
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tenemos que ver, en el caṕıtulo 4, la cuantización del campo electromagnético tomando
en cuenta efectos birrefringentes.

Con el conocimiento de los caṕıtulos anteriores estamos listos para definir lo que es
CPD en el caṕıtulo 5. También en éste se trata el tema central de la tesis. Se hará un
estudio y predicción de los estados cuánticos del campo electromagnétco resultante del
proceso de CPD con bombeo de un haz Bessel vectorial completo tomando en cuenta la
birrefringencia y la no linealidad del material. Aqúı veremos que los fotones resultantes
tienen, ademas de las correlaciones ya conocidas, correlaciones en MAO y momento an-
gular de esṕın (MAS), acoplamiento esṕın-orbita.
Las conclusiones y expectativas se pueden encontrar en el caṕıtulo 6. Por último tenemos
los apéndices que complementan a algunos caṕıtulos y la bibliograf́ıa.



Abstract

The main objective of this thesis is to make a description of the down-converted photos
in parametric down conversion (PDC) when a vectorial Bessel beam beyond the paraxial
regime is used. Must be emphasized that this treatment includes a full vector analysis
and without geometrical approximations. The results will be given in a in a configuration
that we have not found in the literature, the cutting angle of the crystal is normal to
its surface and this predicts the transformation of intrinsic angular momentum to orbital
angular momentum. In chapter 5 we will talk about this. In this particular case the beam
structure is that which encourage the PDC and not the cutting angle.

In chapter 1 a general introduction to the topic is given as well as the review of the
literature.

First of all we need to have a solid knowledge of structured beams, specially on Bessel
beams that we will see in chapter 2. This beams have well defined orbital angular mo-
mentum angular (OAM). Besides they are propagation invariant. They have been used in
matter micro manipulation and also in PDC, as mentioned before.

PDC processes require media with a non-linear response to the pump beam. We will
see this response, first in the classical frame (chapter 3) and then in the quantum one.
PDC process can take place in birefringent media2. When the crystal is uniaxial it has two
different refractive indices and in general splits an incident light beam in a part known as
ordinary and other extraordinary, being able to modify the structure of the incident beam.
In PDC process is very important to consider this since it is allowing phase matching and
this in turn is allowing to see the phenomenon.

The PDC is a quantum process, so in addition to birefringence and nonlinearity we
have to see, in chapter 4, the quantization of the field considering birefringent effects.

With the knowledge of the previous chapters we are ready to define what is PDC,
in chapter ??. Also in this the central theme of the thesis is treated. It will be made

2It can also be generated in meta-materials, in this work it will be made only for birefingent media.
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a study and prediction ot the quantum states of the electromagnetic field out-coming
from the PDC with a full vectorial-Bessel beam, taking into account the birefringence
and nonlinearity of the medium. Here we will see that the down-converted photons have
correlations in OAM with the spin angular momentum (SAM), spin-orbit coupling beside
the usual correlations.

Finally we have the appendices complementing chapters and th bibliography.
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rrefringente uniaxial no disipativo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.4. Consideraciones generales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5. Conversión paramétrica descendente 71
5.1. Antecedentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.1.1. CPD para ondas planas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
5.1.2. CPD para haces con MAO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

5.1.2.1. Antecedentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
5.1.3. CPD de haces Laguerre-Gaussianos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
5.1.4. Conversión paramétrica descendente para un haz Bessel vectorial,
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Caṕıtulo 1

Introducción

Antes de la invención del láser se estudiaba en general a la ideal onda plana, cuya
estructura transversal en intensidad es plana, aśı como el frente de onda. Exist́ıan estudios
más bien aislados de ondas electromagnéticas esféricas y se mencionaban en la literatura
otros haces de luz como curiosidades matemáticas [1].

Con la creación del láser se le pudo dar una estructura bien definida al patrón de
intensidad transversal de un haz de luz, la primer estructura que se obtuvo fue la estructura
gaussiana ó TEM00

1; el nombre de haces estructurados empieza después, con los haces
Hermite-Gauss ó TEMnm, (n,m) 6= 00, con una estructura compleja tanto en fase como
en amplitud transversal [2, 3]. Después con el uso de hologramas [4, 5] se pudieron crear
los haces Laguerre-Gauss, que además de tener estructura compleja en fase e intensidad,
tienen momento angular orbital bien definido [6]. Más tarde se demostró que estos haces
son casos especiales de los haces Ince-Gauss [7]. Todos estos haces se obtienen de soluciones
a la ecuación de Helmholtz, en diferentes geometŕıas, en la aproximación paraxial; y
poseen las propiedades de difracción semejantes a las del haz gaussiano. Si se resuelve la
ecuación de Helmholtz en forma exacta, se encuentran diferentes haces dependiendo de las
coordenadas usadas. Por ejemplo, en cartesianas tenemos las ondas planas, en ciĺındricas
los haces Bessel, en eĺıpticas los Mathieu y en parabólicas los Weber [8]. En resumen
los haces estructurados poseen una estructura compleja en fase e intensidad transversal,
aśı como en polarización.

El proceso de conversión paramétrica descendente (CPD) era conocido ya desde la
década de los 60 del siglo pasado [9, 10], y consiste en enviar un haz suficientemente
intenso2, a un cristal, para excitar su respuesta no lineal; de esta forma se crean dos
fotones (señal y acompañante) a partir de la aniquilación de uno (bombeo). En [9, 10],

1TEMm,n denota los modos transversales electromagnéticos, de orden n,m de una cavidad
2A este haz lo llamaremos incidente, y al resultante al entrar al cristal lo llamaremos haz de bombeo

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Zel’dovich y Klyshko propusieron un experimento que fue llevado a cabo en 1970 por
Burnham y Weinberg1970 [11], en el que encontraron que la emisión del fotón señal y
acompañante era simultánea dentro de los márgenes de la resolución de sus detectores, 4
ns. Más tarde Friberg y Mandel [12] encontraron coincidencia con precisión de 100 ps y
después en el 87 Hong y Mandel lograron una detección más precisa, de sólo 100 fs. [13].

Los estudios teóricos en todos estos trabajos, no hab́ıan considerado la posibilidad
de que el haz tuviera estructura [14, 15]. Estudios más recientes proponen los haces de
bombeo con estructura gaussiana, por ejemplo en [16, 17, 18]. También se han realizado
trabajos usando haces estructurados Laguerre-Gauss [19, 20, 21, 22, 23] y usando haces
Bessel [24, 25, 26] . En ellos se hace una descripción semiclásica en el proceso de am-
plificación paramétrica y se inicia un tratamiento fenomenológico de la conservación del
momento angular orbital en el proceso de CPD. El hecho de que el cristal sea birrefrin-
gente es considerado sólo a través del vector de propagación principal k. No se discuten
en detalle las consecuencias de las fronteras, y de la birrefringencia en la cuantización del
campo, como consecuencia no se toma en cuenta la posibilidad del cambio de la estructura
del haz incidente cuando éste entra al cristal y se convierte en el haz de bombeo; estos
temas son de grán interés en este trabajo.

En muchos art́ıculos y libros se pueden encontrar referencias al uso del proceso de CPD,
como fuente de estados comprimidos, enredados y su uso en información cuántica [27],
criptograf́ıa cuántica, imageneoloǵıa cuántica [28], fuente de estados de un sólo fotón [18],
teleportación [29], etc. Estas aplicaciones hacen especialmente relevante un entendimiento
profundo y detallado del fenómeno.



Caṕıtulo 2

Haces estructurados

Los haces estructurados han sido estudiados y usados principalmente para la ma-
nipulación de la materia a escalas microscópicas usando pinzas ópticas [30, 31, 32] y
recientemente en conversión paramétrica descendente y todo lo que de ah́ı se deriva (ver
caṕıtulo 1).

Para entender mejor a los haces estructurados, se hará un recorrido cronológico de
la historia de los haces a partir de la aproximación paraxial en el que se verán los haces
gaussianos de orden cero y gaussianos de orden superior HG y LG. Después continuaremos
con soluciones a la ecuación de Helmholtz de forma exacta, en donde encontraremos las
ondas planas, haces Bessel, Mathieu y Weber; el estudio se centrará en los haces Bessel
y se verán las propiedades mecánicas convencionales de estos haces y las propiedades no
triviales.

2.1. Ecuación de Helmholtz

Las ondas electromagnéticas resultan de campos eléctricos y magnéticos que satisfacen
la ecuación de onda:

(
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

){
E

B

}
= 0, (2.1)

además de las ecuaciones de Maxwell en el vaćıo:

3



4 CAPÍTULO 2. HACES ESTRUCTURADOS

∇ ·B = 0 , (2.2a)

∇ · E = 0 , (2.2b)

∇× E +
∂B

∂t
= 0 , (2.2c)

∇×B− 1

c2

∂E

∂t
= 0. (2.2d)

Si proponemos una solución de la forma:

U(r, t) = u(r)e−iωt (2.3)

para representar a una de las componentes de un campo eléctrico monocromático, encon-
tramos que u(r) debe satisfacer la ecuación de Helmholtz:

(
∇2 + k2

)
u(r) = 0, k = ω/c. (2.4)

.

2.2. Soluciones aproximadas; aproximación paraxial

Una onda paraxial u(r), propagándose en la dirección z, se define básicamente como
una onda plana modulada por una envolvente compleja A(r),

u(r) = A(r)e−ikz. (2.5)

que vaŕıa lentamente con la posición, es decir, que en una distancia del tamaño de la
longitud de onda λ (ver por ejemplo [3]) A no cambie mucho. Esto implica que en una
distancia 4z = λ el cambio 4A� A ; usando que λ = 2π

k
tenemos que:

∂A

∂z
� kA. (2.6)

y tenemos también:

∂2A

∂z2
� k2A. (2.7)

Como u debe satisfacer la ecuación de Helmholtz; entonces, sustituyendo (2.5) en (2.4),
usando las ecuaciones (2.6) y (2.7) y despreciando los términos ∂2A

∂z2
(que son ,uy pequeños

en comparación con k ∂A
∂z

o k2A), tenemos:
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∇2
⊥A− 2ik

∂A

∂z
= 0, (2.8)

donde ∇2
⊥ es la parte transversal del operador de Laplace. Y esta última es la ecuación

paraxial de Helmholtz.

2.2.1. Haces gaussianos

La solución más simple a la ecuación paraxial de Helmholtz (2.8) es la onda parabo-
loidal:

A(r) =
A1

z
exp

(
−ik ρ

2

2z

)
, ρ2 = x2 + y2, (2.9)

esta se obtiene de una aproximación en serie de Taylor para la onda esférica y es “una
forma intermedia entre la onda esférica y la onda plana”; se puede obtener otra solu-
ción simplemente haciendo el cambio z → z − ξ, donde ξ es una constante, si es real
representará una onda paraboloidal centrada en z = ξ, pero podemos optar por definirla
imaginaria, digamos ξ = −iz0, con z0 real, que da lugar a la envolvente compleja del haz
gaussiano:

A(r) =
A1

q(z)
exp

(
−ik ρ2

2q(z)

)
, q(z) = z + iz0. (2.10)

Descomponiendo el término 1/q(z) en sus partes real e imaginaria:

1

q(z)
=

1

R(z)
− i λ

πW 2(z)
(2.11)

y sustituyendo (2.10) en (2.5), tenemos el haz gaussiano:

A(r) = A0
W0

W (z)
exp

(
− ρ2

W 2(z)

)
exp

(
−ikz − ik ρ2

2R(z)
+ iζ(z)

)
, (2.12)

donde:



6 CAPÍTULO 2. HACES ESTRUCTURADOS

W (z) = W0

[
1 +

(
z

z0

)]1/2

, ancho del haz (2.13)

R(z) = z

[
1 +

(z0

z

)2
]
, radio de curvatura (2.14)

ζ(z) = tan−1 z

z0

, fase de Guoy (2.15)

W0 =

(
λz0

π

) 1
2

, cintura del haz (2.16)

A0 =
A1

iz
. (2.17)

El parámetro z0 se conoce como distancia de Rayleigh, que es la distancia a la cual el
ancho del haz es

√
2 veces la cintura del haz, es decir:

W (z0) =
√

2W0 (2.18)

Haces Hermite-Gauss

Otra solución a la ecuación (2.8) son los haces Hermite-gaussianos, que se obtienen
usando coordenadas rectangulares:

Ul,m(x, y, z) = Al,m

[
W0

W (z)

]
Gl

[ √
2x

W (z)

]
Gm

[ √
2y

W (z)

]
× (2.19)

exp

[
−ikz − ikx

2 + y2

2R(z)
+ i(l +m+ 1)

]
ζ(z) (2.20)

donde las funciones Gi están dadas en términos de los polinomios de Hermite Hl como:

Gl(u) = Hl(u)e
−u2
2 . (2.21)

Ya que H0(u) = 1 se puede ver que el modo U0,0 coincide con el haz gaussiano. La
deducción de esta ecuación se puede ver por ejemplo en [3].

Haces Laguerre-Gauss

En coordenadas ciĺındricas encontramos que la solución a(2.8) son los haces Laguerre-
gaussianos:
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Up,l(r) =

√
2p!

π(l + p)!

(
1

W (z)

)(
2ρ2

W 2(z)

) l
2

Llp

(
2ρ2

W 2(z)

)

× exp

(
− ρ2

W 2(z)

)

× exp

(
ikρ2

2R(z)

)
exp

[
i(2p+ l + 1)ζ(z)

]
exp [i (lφ+ kz)]

(2.22)

donde Llp son los polinomios asociados de Laguerre. La deducción de la ecuación que
aqúı se presenta se puede ver en [33], una deducción alternativa se puede encontrar en
[34] y expresiones alternativas pero equivalentes se pueden encontrar en la literatura, por
ejemplo en la Ref. [35].

Ya que L0
0 = 1, vemos que el orden más bajo U0,0 coincide con el haz gaussiano, igual

que los HG. Es por esto que a estos haces se les llama haces gaussianos de orden superior.
Además también podemos ver que al calcular la intensidad I = |u(r)|2 queda:

Il,p = Fl,pG(r) (2.23)

donde Fl,p son los polinomios |Llp|2 para los LG y un producto de los polinomios Hi para
los HG, y G es una función gaussiana. Es de aqúı de donde reciben su nombre HG o
LG, ya que su intensidad o su perfil transversal está dado por el producto de una función
especial por una gaussiana; y también el nombre de haces estructurados pues su perfil
transversal tiene la estructura dada por esas funciones.

Como ya se vio los haces gaussianos no son más que los ordenes más bajos de los HG
y LG, cada uno de éstos forma una base completa de modos ortogonales en los cuales
puede ser expandido cualquier otro haz en el régimen paraxial.

Si ahora usamos coordenadas eĺıpticas obtenemos los haces Ince-Gauss (IG) que for-
man una tercera base y se puede ver que los HG y LG son casos ĺımite de los IG [7].

2.3. Soluciones exactas; campos ópticos invariantes

ante propagación

En la sección anterior se recurrió a la aproximación paraxial para resolver la ecuación
de Helmholtz. Para resolverla de forma exacta sabemos que ésta es separable en sólo 11
sistemas de coordenadas [8, 36]. De estos 11 solo 4 tienen simetŕıa a lo largo de un eje,
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estos sistemas corresponden a las coordenadas cartesianas, circular ciĺındricas, eĺıpticas
ciĺındricas y parabólicas ciĺındricas.

Debido a esta simetŕıa es que el perfil de intensidad transversal de estos modos es
conservado a lo largo del eje de propagación, recibiendo aśı el nombre de campos ópticos
invariantes ante propagación (COIP).

2.3.1. Soluciones escalares

La forma más sencilla de resolver sistemas, es empezar por las soluciones escalares, es
decir, las soluciones de la ecuación de onda sin ocuparnos por el momento en la dirección
que tomarán los campos eléctrico y magnético.

Consideremos una onda con amplitud compleja dada por:

u(r) = A(x, y)e−ikzz (2.24)

Al pedir que u satisfaga la ecuación de Helmholtz, se encuentra que A debe satisfacer
la siguiente ecuación.

(
∇2
⊥ + k2

⊥
)
u(r) = 0, k⊥ =

√
ω2/c2 − k2

z (2.25)

donde el sub́ındice ⊥ denota las partes transversales.

2.3.1.1. Haces Bessel escalares

Resolviendo la ecuación (2.25) en coordenadas circulares ciĺındricas, obtenemos:

A(ρ, φ) = AmJm(k⊥ρ)eimφ , m = 0,±1,±2... (2.26)

que sustituyendo en (2.24) y considerando la parte temporal, tenemos un haz Bessel
escalar:

u(r) = AmJm(k⊥ρ)ei(mφ−kzz+ωt) (2.27)

donde las Jm son las funciones de Bessel. Cualquier superposición de estas funciones es
también una solución, por lo que tenemos una familia de distintos haces Bessel que se
mencionarán más adelante.

De (2.27) podemos ver que su distribución de intensidad es proporcional al cuadrado
de funciones Bessel:

Im = |Am|2J2
m(k⊥ρ) (2.28)
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y es de aqúı que reciben su nombre.

El término de fase
mφ− kzz + ωt = cte (2.29)

que define el frente de onda, da lugar a hélices; por lo que a los haces con términos de
fase como éste, se les conoce como haces con frentes de onda helicoidales.

Figura 2.1: Frente de onda helicoidal con m = 3, se pueden apreciar 3 hélices

Propiedades no triviales El término (2.29) también es el que da origen al momento
angular orbital (MAO) que es una de las propiedades consideradas como no-triviales y en
esta sección hablaremos de él. Antes de finales del siglo pasado, las propiedades estudiadas
de los haces de luz en el laboratorio, se limitaban a la enerǵıa (intensidad), el momento
lineal ( vector de propagación) y el momento angular de esṕın (polarización). Con el
surgimiento de los haces Bessel [37] y los LG, se añadió el momento angular orbital
[6] (variación azimutal de la fase).

Como vimos ya se vio, los frentes de onda, i(mφ+ kz − ωt) = cte = 01, son helicoida-
les. La carga topológica m da el número de hélices, en la dirección z y éstas rotan en el
tiempo con velocidad angular constante:

φ

t
=
ω

m
(2.30)

El término (2.29) también aparece en los haces LG por lo que en 1992 Allen et al. [6]
predijeron una cantidad m~ de momento angular orbital (MAO) por fotón que pod́ıa ser

1Sin perdida de generalidad se puede escoger la constante igual a cero
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transferido a la materia.
Este término define también los llamados vórtices ópticos. Un vórtice es una singula-

ridad topológica en el que la variable de interés se caracteriza con un comportamiento de
la forma ρmeimφ donde ρ es la distancia al centro del vórtice. El valor nulo de la variable
en el origen es debido a la indeterminación de la fase en ese punto. A la variable m se le
conoce como carga topológica y nos dice el número de veces que la fase recorre de 0 a 2π
al efectuar una rotación al rededor del centro del vórtice, en nuestro caso la propiedad de
interés es la intensidad del campo electromagnético. En la figuras 2.2 se puede ver que el
orden, m = 0 de un haz Bessel escalar, no presenta esta propiedad, hay luz en el centro
y la fase no cambia. Para los haces con m 6= 0 la intensidad en el centro es nula.

La distribución de fase transversal, para un haz Bessel monocromático a un tiempo t0
y en una posición z0 es:

φ =
kz0 − ωt0

m
Signo(Jm(k⊥ρ)), φ ∈ [0, 2π),m 6= 0 (2.31)

φ = (kz0 − ωt0)Signo(Jm(k⊥ρ)), φ ∈ [0, 2π),m = 0 (2.32)

En la figura 2.2 se ilustran ejemplos para m = 0, 1, 2
Evidentemente estos haces presentan invariancia en su intensidad a lo largo del eje z,

propiedad que fue resaltada por Durnin [38, 39] en 1987 usando el calificativo de haces
adifraccionales; aunque esto es un concepto ideal, igual que la onda plana. Sin embargo,
en el laboratorio se puede encontrar un intervalo finito en el que se puede tener cuasi-no-
difracción.

Además estos haces representan una ventaja en la adifraccionalidad con respecto a
los haces gaussianos ya que con el mismo tamaño de cintura del spot central del Bessel
que la de un gaussiano, el Bessel mantiene su perfil transversal invariante en una longitud
mucho mayor que el gaussiano[40].

2.3.1.1.1. Haces Bessel en el laboratorio Hay diversas formas de generar los haces
Bessel. La primera, propuesta por Durnin en 1987 [39, 40], usa la transformada de Fourier
de una apertura circular. Otras opciones, son usar una lente cónica -axicón- [41, 42],
hologramas [4, 43, 44], espejos cónicos[45] y la más común actualmente, usar moduladores
espaciales de luz [46, 47, 48]. Las realizaciones de haces Bessel tienen usualmente una
modulación tipo Gauss, esto es debido a que estos haces se crean a partir de láseres que
generan haces gaussianos. Sin embargo es posible obtener una aproximación mejor a un
haz Bessel ideal expandiendo al haz gaussiano original, es decir, hacer la cintura del haz
más grande, a costa de perder intensidad, como se ve en el las figuras 2.3 y 2.4
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En el laboratorio de pinzas ópticas del Instituto de F́ısica, UNAM, generamos haces
Bessel con un modulador espacial de luz (SLM) Holoeye. El SLM es una pantalla de
cristal ĺıquido en la cual se aplican voltajes predeterminados a cada pixel (cada nivel de
gris corresponde a cierto voltaje) cambiándole el ı́ndice de refracción, esto provoca un
retraso de camino óptico y aśı se modula la fase en la luz reflejada o transmitida por el
SLM. La fase tiene una codificación lineal de 0 a 2π en 256 niveles de gris. El láser es
expandido para tener una iluminación uniforme sobre el SLM. La imagen que codifica la
fase es desplegada en el SLM cambiando bajo reflexión la fase del haz incidente. El haz
resultante se filtró en el plano de Fourier y se registró en una cámara ccd.

Dentro la familia de los haces Bessel también podemos encontrar a haces Bessel de
orden fraccional, es decir en donde m no está restringido a los enteros [49], que conservan
la propiedad de adifraccionalidad.

Para el caso de los haces Bessel fraccionales, el MAO ya no está restringido a to-
mar valores enteros de ~ sino más bien del orden m del haz, que puede ser fraccional.
Aqúı también se puede ver que Lz 6= 0 y puede tomar valores continuos, pero eso es
macroscópicamente hablando, al cuantizar los campos esto podŕıa verse como una su-
perposición de muchos campos con diferentes valores de MAO que en conjunto dan una
variable macroscópica continua.

Además existen otros, por ejemplo los Bessel-seno y los Bessel-coseno, que se verán en
la siguiente sección como casos especiales de los haces Bessel vectoriales.

2.3.2. Soluciones vectoriales

En la sección 2.3.1 vimos las soluciones escalares a la ecuación de Helmholtz. Pero
los campos electromagnéticos son campos vectoriales y en esta tesis se dará énfasis a las
consecuencias del carácter vectorial en todo el desarrollo de la CPD.

Sabemos que los campos E y B quedan determinados por dos potenciales, el potencia
escalar φ y el vectorial A:

B = ∇×A

E = −∇φ− ∂A

∂t

(2.33)

A través de estas ecuaciones podemos reducir el número de variables con las que hay que
trabajar, en lugar de seis (tres de E y tres de B), podemos trabajar con cuatro una de φ y
tres de A, pero ademas sabemos que los campos electromagnéticos tienen solo dos grados
de libertad [50]. Aśı que en lugar de los potenciales A y φ, uno puede optar por utilizar
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otros potenciales, por ejemplo los potenciales de polarización (2 potenciales escalares) o
también llamados potenciales de escalares de Hertz [51, 52, 53] dados en el apéndice A

2.3.3. Polarización de la luz

A la dirección del campo eléctrico E de una onda electromagnética se le llama polari-
zación. Para una onda plana ésta se clasifica en polarización:

Lineal: cuando el vector E apunta en una dirección constante.

Eĺıptica: si el vector E rota mientras se propaga la onda, se puede considerar como
una superposición de dos ondas ortogonales linealmente polarizadas, la amplitud de
las dos oscila con una diferencia de fase diferente a 0 o π, describiendo una elipse
en el plano transversal a la propagación.

Circular: es un caso especial de la eĺıptica, en la cual las amplitudes de las ondas
ortogonales oscilan con diferencia de fase de π/2.

Para hace Hay que recalcar que esta clasificación es sólo para la ondas planas. Para haces
estructurados la polarización localmente puede tener orientaciones diversas, por ejemplo
apuntar en la dirección radial o azimutal, se puede tener polarización radial, azimutal y
otras más complejas en las que hay vórtices ópticos vectoriales como veremos más tarde.

El campo eléctrico para una onda plana linealmente polarizada se puede expresar
como:

E(r, t) = (ε1E1 + ε2E2)ei(k·r−ωt) (2.34)

que dependiendo de las amplitudes E1 y E2 será la dirección de polarización de E; εs son
los llamados vectores de polarización (s = 1, 2) y junto con el vector de onda unitario
κ = k

‖k‖ forman una base ortonormal para R3:

κ · ε = 0

εs · εs′ = δs,s′

ε1 × ε2 = κ





(2.35)

Si se le permite a cada amplitud Ei tener su propia fase entonces podemos tener
polarización eĺıptica o circular para el caso en que la diferencia de fase es de π/2:

E(r, t) = E0(ε1 ± ε2)ei(k·r−ωt) (2.36)
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que dependiendo del signo se le llama polarización circular derecha (+) o izquierda (-).
Pero de forma más general podemos escribir:

E(r, t) = (E+ε+ + E−ε−)ei(k·r−ωt) (2.37)

que dependiendo de las amplitudes complejas E+ y E− puede representar polarización
eĺıptica, circular o lineal.

Los vectores ε± están definidos a través de εi por:

ε± = (ε1 ± iε2) (2.38)

y satisfacen las siguientes ecuaciones:

κ · ε± = 0

ε∗s · εs′ = δs,s′ , (s, s′ = +,−)

}
(2.39)

2.3.3.1. Haces Bessel vectoriales en el vaćıo

El primer paso en el proceso de CPD es tener un haz incidente, en este trabajo el
haz incidente será un haz Bessel-vectorial que se propaga inicialmente en el vaćıo. En el
apéndice A se ve que los potenciales de Hertz Ψ(1

2)
deben satisfacer la ecuación de onda

en el vaćıo (A.14)

µεΨ̈(1
2)
−∇2Ψ(1

2)
= 0, (2.40)

resolviéndola en coordenadas ciĺındricas, encontramos que las soluciones son de la forma

Ψ(1
2)

= (C(1
2)
Jm(k⊥ρ) +B(1

2)
Ym(k⊥ρ))ei(mφ+kzz−ωt) (2.41)

donde Jm son las funciones Bessel de 1er tipo y Ym las de 2do tipo, estas últimas tienen
una singularidad en el origen por lo que no son soluciones f́ısicas; pero podemos escoger
la constante B(1

2)
= 0 y las soluciones que nos interesan son:

Ψ(1
2)

= C(1
2)
Jm(k⊥ρ)ei(mφ+kzz−ωt) (2.42)

y cualquier superposición de estas. Los números m, k⊥, kz y ω son las constantes de separa-
ción y son también la carga topológica, la parte transversal del vector de onda, k, la parte
longitudinal de k y la frecuencia del haz, respectivamente. Las últimas tres satisfacen la
relación de dispersión:

k2
⊥ + k2

z =
ω2

c2
(2.43)
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Con las ecuaciones (A.15) del apéndice A, se encuentra que los potenciales vectoriales
A(TM) y A(TE) para los modos transversal eléctrico (TE) y transversal magnético (TM)
están dados por:

A(TE)(r, t;K) = − c

iω
E (TE)
m (k⊥, kz)M(r, t;K) (2.44)

y

A(TM)(r, t;K) =
c

iω
E (TM)
m (k⊥, kz)N(r, t;K) (2.45)

Con M y N dadas por:

M(r, t;K) =
ω

ckz

(
m

k⊥
Jm(k⊥ρ)êρ + iJ ′m(k⊥ρ)êφ

)
e−iωt+imφ+ikzz (2.46)

N(r, t;K) =

(
iJ ′m(k⊥ρ)êρ −

m

k⊥ρ
Jm(k⊥ρ)êφ +

k⊥
kz
iJ ′m(k⊥ρ)êz

)
e−iωt+imφ+ikzz (2.47)

(2.48)

Los campos eléctricos y magnéticos:

ETE = ωk⊥Ee−i(ωt−mφ−kzz)
(
m

k⊥ρ
Jm(k⊥ρ)êρ + iJ ′m(k⊥ρ)êφ

)
(2.49)

ETM =
kz
ω
Be−i(ωt−mφ−kzz)

(
iJ ′m(k⊥ρ)êρ −

m

k⊥ρ
Jm(k⊥ρ)êφ +

k⊥
kz
Jm(k⊥ρ)êz

)
(2.50)

BTE =
kz
ω
Be−i(ωt−mφ−kzz)

(
iJ ′m(k⊥ρ)êρ −

m

k⊥ρ
Jm(k⊥ρ)êφ +

k⊥
kz
Jm(k⊥ρ)êz

)
(2.51)

BTM = −ωk⊥Ee−i(ωt−mφ−kzz)
(
m

k⊥ρ
Jm(k⊥ρ)êρ + iJ ′m(k⊥ρ)êφ

)
(2.52)

De esta forma quedan definidos los haces Bessel-vectoriales.
En la figura 2.9, se muestran casos para m=1,2. Podemos ver, por ejemplo, que para

m = 1 a diferencia del haz escalar, el haz vectorial no es de intensidad nula en el centro.
Esta propiedad, es requisito de la presencia de vórtices escalares y es además indicativo
de la existencia de momento angular orbital no nulo para esos haces. Esta discrepancia se
debe a que el haz vectorial se construye como la superposición de dos haces escalares con
m = 0 y m = 1 con polarizaciones circulares. Sin embargo, en las figuras 2.7 podemos ver
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que en el centro de haz vectorial el campo eléctrico rota de acuerdo a lo esperado para un
vórtice vectorial.

Por otra parte, siempre es posible realizar superposición de haces Bessel vectoriales que
en el plano transversal mantengan una dirección constante del campo eléctrico. A estos
haces se les identifica con los haces Bessel escalares que ya mencionamos en la sección
anterior.

Además podemos realizar superposiciones de haces Bessel con diferentes cargas to-
pológicas. En la figura 2.10 se ilustran casos especiales de esta superposición en la que se
obtienen haces que son estacionarios en la dirección angular.
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2.4. Propiedades mecánicas de los campos electro-

magnéticos

El campo electromagnético es portador de enerǵıa U , momento lineal P y momento
angular J.

Clásicamente para una onda electromagnética propagándose en el vaćıo estas cantida-
des están dadas por:

U =
1

2

∫

V

d3r (ε0E
2 +

1

µ
B2) (2.53)

P = ε0

∫

V

d3r E×B (2.54)

J = r×P = ε0

∫

V

d3r r× (E×B) (2.55)

donde E y B son los campos eléctrico y magnético respectivamente. Desde el punto de
vista cuántico cada fotón posee enerǵıa y momento lineal dado por:

E = ~ω, (2.56)

p = ~k (2.57)

que son los eigenvalores de los operadores que provienen de cuantizar las ecuaciones (2.53)
y (2.54).

El momento angular J se puede separar en momento angular orbital (MAO) L y
momento angular de esṕın2 (MAS) S.

Para separarlo desarrollamos la componente i del integrando en la ecuación (2.55)3:

[r× (E×B)]i = [r× (E× (∇×A))]i

= εijkεklmεmnp rjEl
∂Ap
∂rn

= εijkrjEl
∂Al
∂rk
− εijkrjEl

∂Ak
∂rl

(2.58)

El primer término se puede escribir directamente como El[r×∇]iAl. Para ver el se-
gundo es conveniente expandir primero la expresión εijk∂l(ElrjAk), entonces encontramos
que:

2En realidad es la helicidad y no el esṕın, pero en la literatura se suele referir al esṕın.
3Aqúı se usa la suma sobre ı́ndices repetidos
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εijk(rjEl)
∂Ak
∂rl

= −εijk(EjAk + rjAk
∂El
∂rl

) + εijk
∂

∂rl
(ElrjAk)

= −[E×A]i − [r×A]i∇ · E +∇ · [E(r×A)i]

(2.59)

sustituyendo en (2.58):

[r× (E×B)]i = [E×A + (r×A)∇ · E + El(r×∇)Al]i −∇ · [E(r×A)i] (2.60)

sustituyendo en (2.55)

J = ε0

∫

V

d3r
{

E×A + Ej(r×∇)Aj + (r×A)∇ · E− êi∇ · [E(r×A)i]
}

(2.61)

El tercer término es proporcional a ∇ · E y al estar en el vaćıo este es idénticamente
cero. El último término del integrando al poderse escribir como la divergencia de un
vector, utilizando el teorema de Gauss, puede reescribirse en términos de una integral de
superficie. El resultado de esta integral corresponde al flujo del momento angular. Si los
campos eléctrico y magnético tienden a cero mas rápido que 1/r2, al integrar sobre todo
el espacio la contribución de este término sera nula.

El término, E×A, no depende expĺıcitamente de las coordenadas y por tanto se puede
considerar como una propiedad intŕınseca del campo. A E×A se le llama densidad de
esṕın4 s

El segundo término contiene al operador r×∇ que en mecánica cuántica corresponde
al operador de MAO. Ese término śı depende expĺıcitamente de las coordenadas y a∑3

j=1Ej(r×∇)Aj se le conoce como densidad de MAO. Aśı podemos separar J en una
parte de momento angular orbital y otra de esṕın: Con las siguientes definiciones para el
MAO L y el MAS S:

L =
1

µ0c2

∫

V

d3r

(
3∑

j=1

Ej(r×∇)Aj

)
(2.62)

S =
1

µ0c2

∫

V

d3r (E×A) (2.63)

4Aunque realmente es la helicidad, en la mayor parte de la literatura se hace referencia al esṕın y
aqúı se conservará esta “convención”
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Clásicamente, la parte de esṕın corresponde a la polarización de la onda electro-
magnética. La transferencia de MAS a la materia era conocida desde 1936 con el ex-
perimento de Beth [37] en el cual se demostró que la luz polarizada circularmente, hace
rotar objetos sobre su propio eje. Esta transferencia fue cuantificada cuántica y clásica-
mente, suponiendo que la transferencia se daba en unidades de ~. A este experimento se
le reconoce como el primero con el que se midió expĺıcitamente el MAS del fotón. esta
transferencia fue cuantificada en unidades de ~, por lo que este experimento se conoce
también como el que midió el MAS del fotón.

El MAO de la luz era bien conocido de forma teórica [2, 50, 51, 54], pero fue hasta
finales del siglo pasado que se empezó a explotar este fenómeno. En 1987 Durnin [39, 38]
propuso la creación de haces Bessel en el laboratorio, en 1992 Allen [6] propuso como
medir el MAO en haces Laguerre-Gauss; y con esto se dio el empuje de los estudios de la
luz con MAO5

L. Allen predijo que los haces LG podŕıan transferir una cantidad l~ de MAO a la
materia, donde l es la carga topológica y en [35] se comprobó experimentalmente mediante
el uso de estos haces en pinzas ópticas, con l = 1. Con lo que se garantiza que se puede
tener Lz 6= 0.

En [58] se calculó la densidad de MAO de haces Bessel y mediante un experimento
con pinzas ópticas demostraron la transferencia de MAO a las part́ıculas atrapadas; en
éste las part́ıculas rotaban alrededor de un eje colineal al centro de haz.

A pesar de la evidencia experimental del momento angular en la luz, teóricamente la
cuantización de estas cantidades no es trivial, uno de los problemas que se encuentra es
que estos operadores, aśı definidos, no satisfacen las reglas de conmutación estándar para
dichos operadores [53].

2.4.1. Otras soluciones

En la sección anterior se vio la solución escalar exacta en coordenadas circular ciĺındri-
cas, correspondiente a los haces Bessel escalares. Los otros tres campos invariantes ante
propagación son las ondas planas, haces Mathieu y haces Weber que se resumen en la
siguiente tabla.

5por ejemplo en [58] se demostró que la luz puede transferir MAO bien definido a la materia, haciendo
circular micropart́ıculas alrededor de un eje privilegiado.
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Nombre solución escalar Perfil de intensidad
transversal

Coordenadas

Ondas planas Aeikz Cartesianas

Haces Bessel AJm(k⊥ρ)eimθ

Circular
ciĺındricas

Haces Mathieu [Ce0(ξ, q) + Fey0(ξ, q)]×
×ce0(η, q)eikzz,

[55]

Eĺıpticas
ciĺındricas

Haces Weber
spζ

ηp− 1
4

u e−i
ζ
2 1F 1

(np
4
− ia

2
, np

2
; iζu

)
,

[56, 57]

Parabólicas
ciĺındricas

Tabla 2.1: Perfiles transversales haces escalares invariantes ante propagación (soluciones
exactas de la ecuación de Helmholtz escalar)
Información detallada se puede encontrar en las referencias colocadas en la tabla.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figura 2.2: Primer columna funciones Bessel de orden 0, 1 y 2.



2.4. PROPIEDADES MECÁNICAS DE LOS CAMPOS EM 21

Figura 2.3: Esquema

(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.4: (a) Imagen desplegada SLM, el cambio en el nivel de gris genera un cambio de
fase en el haz reflejado dándole aśı una estructura en fase. (b) Perfil de intensidad ideal del
haz Bessel de orden 1. (c) Perfil de intensidad ideal un haz Bessel-Gauss de orden 1. (d)
Haz Bessel-Gauss de orden 1, generado en el laboratorio de pinzas ópticas del Instituto
de F́ısica, UNAM, mediante un SLM.
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Perfil experimental

Figura 2.5: Gráfica del perfil de intensidad transversal del haz Bessel de orden 1 mostrado
en la figura 2.4. El eje vertical representa la intensidad en niveles de gris y el horizontal
distancia radial medida en número de pixeles.
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Perfil experimental
Ajuste BesselJ(1,x)

(a)
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Perfil experimental
Ajuste BG(1,x)

(b)

Figura 2.6: (a) Ajuste de curva con una función Bessel J1(k⊥ρ). (b) Ajuste de curva con

una función Bessel-Gauss exp−
ρ2

W2 J1(k⊥ρ).
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(a)

(b)

Figura 2.7: Campo vectorial eléctrico, correspondiente a haces Bessel, con polarización
azimutal, (a) m = 0, (b) m = 1

.
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(a)

Figura 2.8: Campo vectorial eléctrico, correspondiente a un haz Bessel, con polarización
radial ym = 0

.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.9: Perfil de intensidad de haces Bessel vectoriales
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.10: Perfil de intensidad de haces Bessel. Primer renglón: Bessel-seno, polarización
vertical. Segundo renglón: Bessel-coseno.





Caṕıtulo 3

Algunos fenómenos de óptica clásica

Cuando estudiamos la teoŕıa electromagnética en materiales en ausencia de cargas y
corrientes libres, hay que usar las ecuaciones de Maxwell dadas por:

∇ ·B = 0 , ∇× E +
∂B

∂t
= 0 ,

∇ ·D = 0 , ∇×H− ∂D

∂t
= 0

(3.1)

y también las ecuaciones constitutivas:

D = ε0E + P ; B = µ0H + M (3.2)

que son las que caracterizan los materiales, es decir nos dan información a cerca de la
respuesta del medio ante un campo electromagnético; P y M son la polarización y mag-
netización del medio respectivamente, ε0 y µ0 son las llamadas permitividad eléctrica y
permeabilidad magnética del vaćıo.

En óptica usualmente se trabaja con materiales no magnéticos, en los que la respuesta
de los dipolos magnéticos al campo electromagnético es muy pequeña, de tal forma que se
puede hacer la aproximación que µ ≈ µ0, aśı la relación entre B y H se puede considerar
como:

B = µ0H (3.3)

En este trabajo se tratará con materiales que obedecen la ecuación anterior por lo que
se considerará siempre valida en los cálculos que se realicen.

29
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3.1. Fenómenos lineales

3.1.1. Medios isotrópicos

En un medio isotrópico y lineal, el momento dipolar por unidad de volumen P o
polarización del medio1, se puede escribir como:

P = ε0χE (3.4)

donde χ es la susceptibilidad eléctrica del medio.
Entonces la ecuación (3.2) queda:

D = εE (3.5)

donde ε es la permitividad dieléctrica y está relacionado con la susceptibilidad eléctrica
de la siguiente forma:

ε = ε0(1 + χ) (3.6)

a la cantidad ε
ε0

= 1+χ se le llama permitividad relativa del medio o constante dieléctrica.
Tomando el ∇ × (∇ × E) con las ecuaciones (3.1) llegamos a que E debe satisfacer la
ecuación de onda:

∇2E− µε∂
2E

∂t2
= 0 ó ∇2E− 1

v2

∂2E

∂t2
= 0 (3.7)

donde v = 1√
µε

es la velocidad de la luz en el medio. Y análogamente B debe satisfacer la

misma ecuación.
Pasando al espacio de Fourier se ve fácilmente la relación de dispersion que tiene que

cumplir:

k2 − ω2

v2
= 0 o k =

ω

v
(3.8)

La solución más sencilla a esta ecuación es la onda plana monocromática:

E(r,t) = E0e
i(k·r−ωt) y B(r,t) = B0e

i(k·r−ωt) (3.9)

Más adelante se verán otras soluciones.

1A pesar de que nos referimos a la polarización del medio simplemente como polarización, debido al
contexto en que se utiliza esta palabra quedará claro cuando se habla de polarización de la luz y cuando
de la polarización del medio.
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3.1.2. Medios anisotrópicos

Muchas substancias cristalinas son ópticamente anisotrópicas, es decir, sus propieda-
des ópticas no son las mismas en todas las direcciones, la birrefringencia, la trirefringen-
cia (también llamados birrefringencia uniaxial y biaxial) y el dicróısmo son ejemplos de
fenómenos que ocurren en estos materiales, a éstos se les llama birrefringentes y dicróıcos
respectivamente. Esta información de la respuesta del medio anisotrópico y lineal queda
especificada a través de un tensor en las ecuaciones constitutivas, aśı que la ecuación (3.5)
se escribe como:

D = ε̂ · E (3.10)

donde ε̂ es el tensor dieléctrico y está relacionado con la susceptibilidad dieléctrica igual
que (3.6) pero ahora en forma tensorial:

ε̂ = ε0(1 + χ̂) (3.11)

donde 1 es el tensor identidad.

Entonces el desplazamiento eléctrico D y el campo eléctrico E ya no son necesaria-
mente vectores colineales.

Modelo de resortes

Un modelo sencillo para tratar la interacción de la radiación electromagnética con la
materia es suponer que la estructura de los átomos que la componen se forma de una nube
de electrones sujetos por 3 pares de resortes, en las tres direcciones ortogonales (x̂, ŷ, ẑ),
al núcleo que está en el centro, Fig. 3.1, cuando el material es isotrópico se suponen las
constantes de los resortes todas iguales, mientras que para los anisotrópicos al menos una
se supone distinta.

Los átomos en estos materiales se acomodan de tal forma que se pueden identificar tres
ejes principales, aśı que si se escoge el sistema de coordenadas coincidiendo con estos ejes
el tensor dieléctrico toma una forma un tanto simple con sólo 3 valores independientes.
En este sistema la relación entre D y E se ve en forma matricial como:



Dx

Dy

Dz


 =



εx 0 0
0 εy 0
0 0 εz





Ex
Ey
Ez


 (3.12)

donde se definieron εx ≡ ε11, εy ≡ ε22 y εz ≡ ε33.
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Figura 3.1: modelo de los resortes para átomos en materiales isotrópicos y anisotrópicos .

3.1.2.1. Birrefringencia

La birrefringencia, o doble refracción, es un fenómeno en el cual un haz de luz que
pasa a través de un cristal que presenta esta propiedad se separa en 2 haces, llamados
ordinario y extraordinario, con polarización ortogonal entre ellos, que se propagan en
diferente dirección y con diferente velocidad. Se le llama ordinario al que se lleva polari-
zación ortogonal al eje del cristal porque éste “ve” al material como si fuera isotrópico y
extraordinario al otro.

Entonces con el haz ordinario se puede tratar todo como si se estuviera en un material
isotrópico, es decir, éste obedece la ley de Snell y los campo E y D son paralelos, aśı que
el vector de onda k es paralelo al vector de Poynting S. El extraordinario extraordinario
no cumple estas condiciones y tiene que ser tratado con más cuidado.

Un medio birrefringente está descrito por un tensor dieléctrico ε̂ en el cual dos de sus
componentes son iguales y una diferente, digamos εx = εy, que es lo mismo que decir que
tiene un eje de simetŕıa que en este caso se escogió en la dirección ẑ, la dirección del eje
de simetŕıa usualmente se denota con el vector unitario â aśı que en este caso tenemos
â = ẑ.

En general el tensor para un material birrefringente se puede escribir como:

←→ε = ε1 + ∆ε â â, (3.13)

donde a es el eje de simetŕıa del medio ∆ε = ε‖ − ε, ε y ε‖ son las permeabilidades
perpendicular y paralela respectivamente.

Regresando a la condición â = ẑ y usando la ecuaciones de Maxwell encontramos que
la ecuación constitutiva que satisface el rayo ordinario es:

D = εE (3.14)
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Figura 3.2: Birrefringencia, a) luz no polarizada incide en el cristal y es dividida en dos
haces, el ordinario y el extraordinario, con polarización ortogonal entre ellos, b) se ha
polarizado la luz en una dirección arbitraria y este haz se divide en sus componentes
proyectadas en la dirección del ordinario y extraordinario, c) y d) el haz incidente se ha
polarizado paralelo en dirección del extraordinario u ordinario y no hay división del haz

propagándose con una rapidez:

v ≡ ω

k
=

c√
ε/ε0

(3.15)

entonces el rayo ordinario ve un ı́ndice de refracción no =
√

ε
ε0

que es independiente de la

dirección de su vector de onda ko.
El rayo extraordinario se propaga con un ı́ndice de refracción que depende de la di-

rección de su vector de onda ke:

n(θ) =
kec

ω
(3.16)

donde θ es el ángulo que hace ke con el eje óptico del cristal ŝ y n(θ) satisface la ecuación:

1

n2(θ)
=

cos2(θ)

n2
o

+
sin2(θ)

n2
e

(3.17)
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Figura 3.3: Para la onda extraordinaria los vectores D y E no son paralelos, igual que k
y S.

con ne =
√

ε‖
ε0

3.2. Fenómenos no lineales

Como se menciona en la introducción, la conversión paramétrica descendente es un pro-
ceso cuántico no lineal; para entender mejor estos fenómenos en este caṕıtulo se hará una
revisión de los procesos clásicos no lineales.

Regresando al modelo de resortes; para una masa que está sujeta a un resorte de cons-
tante k, sabemos que si le aplicamos una fuerza F en la dirección x, éste reaccionará con
una fuerza F = −kx siempre y cuando la fuerza no sea demasiado grande, en este ĺımite,
decimos que el resorte es lineal, ya que la fuerza con la que reacciona es lineal en el des-
plazamiento x. Si la fuerza aplicada excede cierto limite el resorte dejará de comportarse
linealmente y tendremos que agregar términos de corrección proporcionales a x2, x3 . . . .

De igual forma cuando aplicamos un campo eléctrico muy intenso, la respuesta del
material dejará de ser lineal.

En este caso el vector de polarización se puede escribir como una serie de potencias
del campo eléctrico E:

Pi(t) = ε0χijEj(t) + ε0χ
(2)
ijkEj(t)Ek(t) + ε0χ

(3)
ijklEj(t)Ek(t)El(t) + . . . (3.18)

Al término EiEj se le llama la respuesta no lineal de segundo orden, el término χ(2) es
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llamado la susceptibilidad no lineal de segundo orden, χ(3) de tercer orden y aśı sucesiva-
mente. Si el campo E es intenso pero no es demasiado, podemos despreciar los términos
más altos que el segundo orden. Y si el material además es birrefringente entonces χ y
χ(2) son tensores de segundo y tercer rango respectivamente.

Entonces el vector de polarización de segundo orden queda como:

P(2)(t) = ε0χE2(t). (3.19)

Ahora supongamos que el medio es excitado por un campo E caracterizado por dos
frecuencias distintas ω1 y ω2, E(t) = E1e

−iω1t + E2e
−iω2t + c.c., entonces la polarización

no lineal de segundo orden será:

P(2)(t) = ε0[χ(2)(E2
1e
−2iω1t + E2

2e
−2iω2t + 2E1E2e

−i(ω1+ω2)t

+ 2E1E
∗
2e
−i(ω1−ω2)t + c.c.) + 2χ(2)(E1E

∗
2 + E2E

∗
2)].

(3.20)

Podemos escribir:

P(2)(t) =
∑

n

P̃(ωn)e−iωnt (3.21)

y con estos coeficientes se pueden ver los procesos no lineales que ocurren, por ejemplo
con P̃(2ωi), i = 1, 2, tenemos la generación de segundo armónico y con P̃(ω1 ± ω2)
tenemos los procesos conocidos como suma y diferencia de frecuencias. El fenómeno que
será apreciable depende de la condición de empatamiento de fase que se verá más adelante.

En materiales no lineales pero isotrópicos la propagación de las ondas obedece la
siguiente ecuación de onda:

∇2E− εµ0
∂2E

∂t2
= µ0

∂2P(2)

∂t2
(3.22)

Esta es la ecuación que se usará en las siguientes secciones, pero hay que tener presente
que en los materiales con los que se trabajará en este proyecto además de ser no lineales
también son anisotrópicos, por lo que ms adelante se de usar la ecuación correspondiente.

Una simplificación de χ para los cálculos siguientes

El tensor χ puede hacer que se tenga un sistema de demasiadas ecuaciones, por lo que
es mejor buscar primero simetŕıas que puedan simplificar los cálculos.
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Para simplificar conviene pasar al espacio de Fourier y escribir la polarización en
términos de ω en lugar de t, P (t) → P̃ (ω), entonces podemos escribir la polarización no
lineal de segundo orden como:

P
(2)
i (ωm + ωn) = ε0

∑

j,k

∑

(m,n)

χ
(2)
ijk(ωm + ωn, ωm, ωn)Ej(ωm)Ek(ωn) (3.23)

Un tensor de rango 3 tiene 27 términos, además en la sumatoria anterior hay 12 (6
de las permutaciones de m y n, y 6 más cuando hacemos el cambio ω → −ω), por lo que
aparentemente se incrementa mucho el número de ecuaciones que con las que se tiene que
trabajar, por eso es mejor hacer una buena elección del sistema de coordenadas y ver las
simetŕıas que pueda haber.

Una simetŕıa proviene del hecho de que tanto la polarización como el campo eléctrico
deben ser reales, esto implica que:

Pi(ω) = P ∗i (−ω) (3.24)

y

Ei(ω) = E∗i (−ω) (3.25)

entonces también tiene que ser valido que:

χijk(ω) = χ∗ijk(−ω) (3.26)

Otra proviene de intercambiar los sub́ındices i y m por j y n, esto lleva a que:

χijk(ωm + ωn, ωm, ωn) = χikj(ωm + ωn, ωn, ωm) (3.27)

En un material sin pérdidas el tensor χijk debe ser real; y la simetŕıa de permutación
total implica que:

χ
(2)
ijk(ω3 = ω1 + ω2) = χ

(2)
ijk(−ω1 = ω2 − ω3) (3.28)

por lo que:

χ
(2)
ijk(ω3 = ω1 + ω2) = χ

(2)
jki(ω1 = −ω2ω3) (3.29)

y

χ
(2)
ijk(ω3 = ω1 + ω2) = χ

(2)
kij(ω2 = ω3 − ω1) (3.30)
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Ya que las frecuencias de los haces que se usan en estos procesos son más chicas que las
frecuencias de resonancia de los materiales, se puede tomar χ

(2)
ijk como independiente de la

frecuencia [59]. Entonces con las simetŕıas anteriores se llega a las siguientes igualdades:

χ
(2)
ijk(ω3 = ω1 + ω2) = χ

(2)
kij(ω3 = ω1 + ω2) = χ

(2)
jki(ω3 = ω1 + ω2)

= χ
(2)
ikj(ω3 = ω1 + ω2) = χ

(2)
jik(ω3 = ω1 + ω2)

= χ
(2)
kji(ω3 = ω1 + ω2)

(3.31)

Y estas últimas son conocidas como las simetŕıas de Kleinman
Una notación más compacta se puede haces introduciendo el tensor dijk = 1

2
χijk, al

usar las simetŕıas de Kleinman se puede ver que dijk es simétrico en sus 2 últimos indices,
entonces podemos introducir la matriz reducida dil de acuerdo a lo siguiente:

jk : 11 22 33 23, 32 31, 13 12, 21
l : 1 2 3 4 5 6

(3.32)

Y usando en esta matriz las simetŕıas de Kleinman vemos que de sus 18 elementos
sólo 10 son independientes. Por ejemplo:

d12 ≡ d122 = d212 ≡ d26 (3.33)

Por lo que dil queda aśı:

dil =



d11 d12 d13 d14 d15 d16

d16 d22 d23 d24 d14 d12

d15 d24 d33 d23 d13 d14


 (3.34)

Aśı se han simplificado los números necesarios provenientes de los tensores a sólo 10. Y
las componentes de esta matriz se pueden encontrar en tablas para diferentes materiales.

Además de estas simetŕıas también están las simetŕıas espaciales que caracterizan a
cada material, éstas simplifican un poco más los cálculos ya que para algunos materiales
varias componentes de dil son 0 o algunas son iguales a otras. Por ejemplo para un cristal
BBO (β-BaB2O4), d22 = −d21 = −d16 , d31 = d32 , d24 = d15 = d33 y todos los demás
son cero, entonces dil se ve como:

dil =




0 0 0 0 d33 d22

−d22 d22 0 d33 0 0
d31 d31 d33 0 0 0


 (3.35)

En donde ya sólo hay 8 elementos diferentes de cero y sólo son 3 independientes.
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3.2.1. Generación de segundo armónico

En este proceso se env́ıa un haz con frecuencia ω cuyo campo eléctrico está dado por:

E(t) = E(t)eiωt + c.c. (3.36)

Entonces la polarización inducida en el cristal está dada por:

P(t) = 2χ(2)EE∗ + (χ(2)E2e2ωt + c.c.) (3.37)

podemos ver que esta polarización contiene un término con una frecuencia 2ω que de
acuerdo a la ecuación de onda (3.22) dará lugar a la generación de una onda de frecuencia
ω′ = 2ω o segundo armónico. Y usando el ejemplo espećıfico de la sección anterior, con
las simetŕıas de Kleinman y el cristal BBO, la polarización se puede escribir como:



P

(2)
x (2ω)

P
(2)
y (2ω)

P
(2)
z (2ω)


 =




0 0 0 0 d33 d22

−d22 d22 0 d33 0 0
d31 d31 d33 0 0 0







E2
x(ω)

E2
y(ω)

E2
z (ω)

2Ey(ω)Ez(ω)
2Ez(ω)Ex(ω)
2Ex(ω)Ey(ω)




(3.38)

Figura 3.4: Se muestra esquemáticamente la generación de segundo armónico, parte de la
enerǵıa del haz de bombeo se usa para generar el haz con el doble de frecuencia.

3.2.2. Amplificación paramétrica

También conocido como generación de diferencia de frecuencias. Este proceso es usado
para generar un haz ajustable con frecuencia ωs, al que se le llama seal, a partir de otro
con ωp, llamado haz de bombeo, adicionalmente se obtiene otro haz con frecuencia ωi ,
que se le llama acompañante y éste usualmente no es de interés2.

2De aqúı es que surge el sub́ındice i, ya que este haz no es de interés se le llamo, en inglés, idler, por lo
que en español se le podŕıa llamar el haz ocioso, pero en español es más conocido como haz acompañante.
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En la ecuación (3.20), con las condiciones adecuadas de empatamiento de fase, pode-
mos tomar el termino de polarización:

P2(ωp − ωs) = 2EpE∗se
−i(ωp−ωs)t + c.c. (3.39)

que de acuerdo con (3.22) se generará una onda con frecuencia ωi = ωp − ωs

Figura 3.5: Amplificación paramétrica ωs + ωi = ωp.

Otra vez usando las simetŕıas de Kleinman y un cristal BBO la polarización de segundo
orden se puede escribir como:



P

(2)
x (ωi)

P
(2)
y (ω)

P
(2)
z (ωi)


 =




0 0 0 0 d33 d22

−d22 d22 0 d33 0 0
d31 d31 d33 0 0 0







Ex(ωp)Ex(ωs)
Ey(ωp)Ex(ωs)
Ez(ωp)Ex(ωs)

Ey(ωp)Ez(ωs) + E∗y(ωs)Ez(ωp)
Ez(ωp)Ex(ωs) + E∗z (ωs)Ex(ωp)
Ex(ωp)Ey(ωs) + E∗x(ωs)Ey(ωp)




(3.40)

3.2.3. Empatamiento de fase

Como ya se vio antes, cuando un campo electromagnético (EM) incide en un cristal
éste induce una polarización, ésta a su vez genera nuevos campos, la polarización inducida
indica que se han generado dipolos en los átomos que componen el cristal; debido a que
el campo EM está oscilando también los dipolos lo harán de tal forma que habrá una
radiación dipolar por cada átomo. Si cada dipolo emite con una fase arbitraria esto ge-
nerará una interferencia destructiva y el efecto no lineal no se percibirá. Por otro lado si
todos emiten en fase habrá interferencia constructiva y la suma de los campos radiados
será máxima dando lugar a un máximo de intensidad en los campos emitidos por los di-
polos, es decir los campos generados por P(2), y cuando esto se logra se dice que se está en
el régimen de empatamiento de fase.
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Figura 3.6: Diagrama de fasores, (a) desempatamiento de fase, (b) empatamiento de fase.

La figura 3.6 muestra como un desempatamiento de fase mantiene la eficiencia ba-
ja. Aqúı, las flechas ilustran fasores correspondientes a las contribuciones de la amplitud
compleja de las diferentes partes del cristal a la onda armónica. Sólo cuando el phase
matching es alcanzado esas construcciones se suman constitutivamente y una alta taza
de conversión es alcanzada. De otra forma la dirección de la enerǵıa transmitida cambia
periódicamente de acuerdo con el cambio en la relación de la fase de las ondas interac-
tuantes. La enerǵıa entonces oscila entre las ondas en lugar de ser transmitida en una sola
dirección.

En las secciones anteriores se puso más atención a la parte temporal de los campos,
e−iωt, lo cual llevo a la regla de conservación de enerǵıa ω1 = ω2 + ω3. El empatamiento
de fase implica que en cada todas partes del material se cumpla que:

ei(k2·r−ω2t)ei(k3·r−ω3t) = ei(k1·r−ω1t) (3.41)

y usando aqúı la regla para las ω’s tenemos que:

k1 = k2 + k3 (3.42)

Esta condición no se satisface completamente y por eso se habla de un cuasi-empatamiento
de fase cuando se logra la condición

k1 ≈ k2 + k3 (3.43)

A la cantidad ∆k = k1 − k2 + k3 se le denomina el desempatamiento de fase, en
varios procesos no lineales se encuentra que la enerǵıa transportada por los campos es
proporcional a alguna función de ∆k siendo la función sinc(∆k) una de las que más
aparece.
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El empatamiento de fase se logra para diferentes frecuencias gracias a que los cristales
que se usan son birrefringentes, ya que hay dos ı́ndices de refracción en el cristal y el
ı́ndice de refracción depende de la frecuencia, por lo que las ondas generadas viajaran a
diferentes velocidades que el haz de bombeo.

Se pueden tener varios tipos de empatamiento de fase, que son llamados tipo I - tipo
VIII pero los mas usados son los tipo I y II. Para el tipo I, el haz de bombeo tiene
polarización ortogonal a los otros dos, el señal y el acompañante, y estos últimos tienen la
misma polarización. El de bombeo se propaga como ordinario (extraordinario) y los otros
dos como ordinario (extraordinario). En el tipo II los haces señal y acompañante tienen
polarización ortogonal, uno se propaga como ordinario y el otro como extraordinario.

Para el tipo I podemos ver un ejemplo sencillo para el caso de generación de segundo
armónico. Supongamos que este proceso se da en propagación colineal, es decir, los tres
haces se propagan en la misma dirección; entonces la ecuación (3.42) se puede escribir en
forma escalar:

2kf (ω0) = ka(2ω0) (3.44)

el sub́ındice f hace referencia las ondas fundamentales y a a la del segundo armónico.
Esto implica que:

vf (ω0) = va(2ω0) ó nf (ω0) = na(2ω0) (3.45)

donde vf es la velocidad de a onda fundamental, vf la velocidad de la armónica y (ω) es
el ı́ndice de refracción. La velocidad de una onda en un medio depende de su frecuencia y
vemos en la ecuación anterior que tenemos que igualar una velocidad a otra con el doble
de frecuencia esto se puede hacer gracias a la birrefringencia ya que podemos propagar a
la onda fundamental como ordinaria y la otra como extraordinaria, que como ya vimos
las ondas ordinaria y extraordinaria se propagan con diferentes velocidades. Aśı (3.44) se
puede escribir como:

2ko(ω0) = ke(2ω0, θ) (3.46)

ó

(3.47)

no(ω0) = ne(2ω0) (3.48)

aśı que el problema se reduce a resolver la ecuación
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1

n2(θ)
=

cos2(θ)

n2
o

+
sin2(θ)

n2
e

(3.49)

Se puede propagar el armónico como ordinario, se puede hacer el caso no colineal y
también se pueden tratar los casos para el tipo II, todo ésto ya se ha realizado [60, 61];
pero este sencillo ejemplo ilustra la importancia de la birrefringencia en los procesos no
lineales.

Figura 3.7: Diagramas del empatamiento de fase colineal (izquierda) y no colineal (dere-
cha).

3.3. Propiedades mecánicas de la luz en medios ma-

teriales.

Como ya mencionamos antes, los campos electromagnéticos en interacción con mate-
riales satisfacen las ecuaciones de Maxwell (3.1) y las ecuaciones constitutivas:

D = χ̂E ; H =
1

µ
B (3.50)

donde χ̂ es el tensor de susceptibilidad dieléctrica. Si el medio es lineal, isotrópico y no
magnético, D es proporcional a E y H a B, entonces se puede calcular la enerǵıa haciendo
el cambio E2 → E ·D y B2 → B ·H en la ec. 2.53, con sus respectivas constantes; pero
el cálculo del momento lineal es algo no bien definido ya la definición del momento no
está clara, teniendo 2 opciones [51]:

p
k

= D×B (3.51)

ó

pS =
1

c2
E×H =

1

c2
S ; (3.52)
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donde p es la densidad de momento correspondiente a P y S es el vector de Poynting; p
k

(definición de Minkowsky) y pS (definición de Abraham) están en la dirección del vector
de onda k y del vector de Poynting S respectivamente. Entonces de (3.50) vemos que
p

k
y pS están en la misma dirección (o k y S), que salvo constantes, coincide con el

tratamiento en el vaćıo.
Si ahora consideramos un material anisotrópico y no lineal, que es lo que se usa en

este trabajo; la no linealidad hace que el cambio mencionado arriba, para el cálculo de la
enerǵıa, ya no se pueda hacer directamente, ya que hay que considerar términos de orden
más alto en la susceptibilidad dieléctrica χ̂, aunque para esto ya existen aproximaciones
[62] no es un tema concluido La anisotroṕıa del material, en este caso birrefringencia,
causa que el vector de onda k no coincida con la dirección de propagación de la enerǵıa
del haz, es decir, con la dirección del vector de Poynting S y por lo que hay una definición
ambigua para el momento lineal p

k
y pS .

Con el momento angular J se hereda el problema, ya que J = r×P. La separación en
MAO L y MAS S para la definición de Abraham no es clara [63], ya que en medios
la ∇ ·E puede ser diferente de 0 y la ecuación (2.61) no puede ser reducida a la suma de
las ecuaciones (2.62) y (2.63).

Sin embargo, cuando usamos la definición de Minkowski, el término que aparece en la
ecuación (2.61) es ∇ ·D y este śı es cero idénticamente; entonces podemos hacer otra vez
la separación. Por lo que en adelante será todo referido a la definición de Minkowski.





Caṕıtulo 4

Cuantización del campo
electromagnético en medios no
disipativos

La cuantización del campo electromagnético en el vaćıo es algo que se hace sin ma-
yor problema. Una forma es suponer una cavidad con paredes totalmente reflejantes y
expandir el potencial vectorial A en ondas planas:

A(r, t) =
∑

k,s

eks

[
Ak,se

i(k·r−ωkt) + c.c.
]
, (4.1)

donde las componentes del vector de onda k están dadas por:

k1 = 2πn1/L, n1 = 0,±1,±2, . . .

k2 = 2πn2/L, n2 = 0,±1,±2, . . .

k3 = 2πn3/L, n3 = 0,±1,±2, . . .





(4.2)

y L es el volumen de la cavidad de cuantización que después se deja que tienda a infinito.
Esto permite escribir los campos E y B como operadores:

Ê(r, t) = i
∑

k,s

ωkeks[âk,se
i(k·r−ωkt) + h.c.] (4.3a)

y

B̂(r, t) =
i

c
ωkk× ek,s[âk,se

i(k·r−ωkt) + h.c.] (4.3b)

45
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4.1. Cuantización en el vaćıo

En el vaćıo la enerǵıa está dada por:

H =
1

2

∫

V

d3r

(
ε0E

2 +
1

µ0

B2

)
(4.4)

Entonces sustituyendo las ec. (4.3) en (4.4) y evaluando la integral tenemos:

H = 2ε0V
∑

ω2
kAk,sA

∗
k,s (4.5)

Si expresamos A y A∗ en términos de las variables canónicas q y p tenemos que escribir:

Ak,s =
1

2ωk(ε0V )(1/2)
[ωkqk,s + ipk,s] (4.6)

A∗k,s =
1

2ωk(ε0V )(1/2)
[ωkqk,s − ipk,s] (4.7)

H queda:

H =
1

2

∑

k,s

(p2
k,s + ω2qk,s) (4.8)

en donde podemos identificar a cada término con la enerǵıa de un oscilador armónico
de masa unitaria. Ahora podemos seguir con la cuantización canónica y promover las
variables q y p a operadores, que satisfacen las siguientes reglas de conmutación:

[q̂k,s, p̂k′,s′ ] = i~δkk′δss′ (4.9)

[q̂k,s, q̂k′,s′ ] = 0 = [p̂k,s, p̂k′,s′ ] (4.10)

Definimos los operadores â y â† como:

âk,s =
1

2~ωk
[ωkq̂k,s + ip̂k,s]â

†
k,s =

1

2~ωk
[ωkq̂k,s − ip̂k,s] (4.11)

que satisfacen las relaciones:

[âk,s, â
†
k′,s′ ] = δkk′δss′ (4.12)

[âk,s, âk′,s′ ] = 0 = [â†k,s, â
†
k′,s′ ] (4.13)
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y finalmente obtenemos el operador de enerǵıa de forma análoga al oscilador cuántico:

Ĥ =
∑

k,s

~ωk
(
â†k,sâk,s +

1

2

)
(4.14)

o definiendo el operador de número:

n̂k,s ≡ â†k,sâk,s (4.15)

podemos reescribir H como:

Ĥ =
∑

k,s

~ωk
(
n̂k,s +

1

2

)
(4.16)

Aśı podemos ver que se impusó que la enerǵıa para cada fotón sea ~ω. Concluimos
entonces que una forma general de hacer la cuantización es escribiendo de forma clásica
la enerǵıa H y utilizar la cuantización canónica y hacer que:

E = ~ω (4.17)

para cada fotón, donde E es el eigenvalor de Ĥ. Podŕıamos haber introducido operadores
ya sea en el potencial vectorial A o directamente en los campos E y B y, al final, hacer
la integral en (4.4) y normalizar para hacer que se cumpla (4.17).

4.2. Cuantización en medios no disipativos

El problema al tratar con medios es que las variables dinámicas son compartidas
tanto por el material como por el campo electromagnético. Las ecuaciones del campo
electromagnético representan promedios espaciales y las fluctuaciones clásicas y cuánticas
no son trivialmente identificables. La polarización define en forma efectiva parrte de los
efectos promediados espacialmente del material en presencia del campo electromagnético.
Todo ello resulta en que las variables dinámicas del campo electromagnético como la
enerǵıa, no están plenamente identificadas y por ende no son forzosamente las adecuadas
para cuantizar el campo.

Para un medio material la relación clásica entre el campo eléctrico y el vector de
polarización es

D(r, t) = E(r, t) + P(r, t) (4.18)
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Para campos dependientes del tiempo, la transformada de Fourier de la polarización en
series de potencias de la transformada de Fourier del campo es tal que

P̃i(ω) = χ
(1)
ij (ω)Ẽj(ω) + χ

(2)
ijk(ω − ω′, ω′)Ẽj(ω − ω′)Ẽk(ω′)

+χ
(3)
ijkl(ω − ω′ − ω′′, ω′, ω′′)Ẽj(ω − ω′ − ω′′)Ẽk(ω′)Ẽl(ω′′),

(4.19)

La densidad de enerǵıa proveniente de los campos eléctricos seŕıa entonces

Helec =
1

2
E ·D (4.20)

aqúı ya se ha incluido la posibilidad de birrefringencia y la no linealidad del medio a
través de los tensores χij y χ

(2)
ijk. La cuantización canónica no se puede plantear de manera

sencilla como podemos observar de la dependencia no local en el tiempo de la enerǵıa
debida a la respuesta no instantanéa de la polarización a cambios temporales en el campo
eléctrico.

Ya se han realizado trabajos tratando la cuantización en medios (con diferentes apro-
ximaciones), que van desde un medio isótropo y lineal [64] hasta los no lineales [65], sin
embargo éste todav́ıa no es un problema resuelto; además en la mayoŕıa de éstos trabajos
no se ha tomado en cuenta la posibilidad de que el medio sea birrefringente [66],es decir,
usualmente se toma χij como escalar.

4.3. Haces estructurados como una base de cuantiza-

ción en medios materiales no disipativativos.

El operador de campo eléctrico vectorial siempre se puede escribir como:

Ê(r, t) =
∑

s,kx,ky ,ω

E(s, kx, ky;ω)ei(kxx+kyy+kz(kx,ky ,ω)z−ωt)â(s, kx, ky, ω) + h.c. (4.21)

donde E(s, kx, ky;ω) es una amplitud vectorial dependiente de la polarización s, la fre-
cuencia ω y el vector de onda k; â(s, kx, ky, ω) es el operador de aniquilación asociado.
Tomando en cuenta que para una frecuencia fija, kx y ky determinará kz a través de la
relación de dispersión dependiente medio. Las condiciones de contorno y la simetŕıa de
los medios materiales definen un conjunto natural de los modos en los que el operador de
campo eléctrico se puede desarrollar.

En este caṕıtulo se aborda el caso en que los efectos disipativos de la luz debidos a
su propagación son insignificantes, la estructura del medio y las condiciones de contorno
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son independientes del tiempo [67]. Entonces, la frecuencia puede ser tomada como una
caracteŕıstica de los modos naturales del campo electromagnético. Para simplificar la
notación, denotaremos por κ al conjunto de parámetros que definen un modo. En este
trabajo, la frecuencia ω está contenida en este conjunto. La cuantización estándar impone
la condición de ortonormalidad

1

8π

∫
d3r(D∗κ · Eκ′ + H∗κ ·Bκ′) = ~ωδκ,κ′ . (4.22)

para los modos.
Para cavidades rectangulares delimitadas por conductores perfectos ideales de volumen

V , los modos naturales son ondas planas con vectores de propagación knxnynz , y por lo
tanto las frecuencias restringidas. Si los vectores de onda knxnynz y la polarización definen
la etiqueta cuántica κ, esta condición de normalización requiere entonces que Eκ sea
proporcional a V−1/2 .

El formalismo de los potenciales de Hertz [52], proporciona un método general para
cumplir con las condiciones de contorno adecuadas y, al mismo tiempo, incorporar un
carácter transversal a los campos Dκ y Bκ. En este método, primero se busca la solución
general de la ecuación de onda escalar en un sistema de coordenadas que toma en cuenta
las simetŕıas geométricas del problema. Los campos eléctricos y magnéticos que reúnen las
condiciones adecuadas de ĺımites electromagnéticos son escritos en términos de operadores
diferenciales vectoriales aplicados a las soluciones de la ecuación de onda escalar. Aqúı,
nosotros usamos la base del modo electromagnético resultante, una vez ortonormalizada
por el requisito especificado por la ecuación (4.22), para realizar la cuantización a través
de la ecuación (4.21). Es decir, para cada modo clásico Eκ(x, y, z, t) el operador

Êκ(x, y, z, t) = Eκ(x, y, z, t)âκ

=
∑

s,kx,ky

Eκ(s, kx, ky;ω)ei[kxx+kyy+kz(kx,ky ,ω)z−iωt]â(s, kx, ky, ω) (4.23)

y se define

Ê(r, t) =
∑

κ

(Êκ + Ê†κ) (4.24)

Dado que las frecuencias ω se toman como positivas, el operador Ê†κ involucra el tiempo
de evolución de e+i|ω|t.

La eq. (4.23) tiene muchas propiedades interesantes. En primer lugar, se trata de una
ecuación impĺıcita para âκ en términos de los operadores â(s, kx, ky, ω), y que involucra
a una sola frecuencia. Si hubiéramos abierto la posibilidad de que hubiera disipación o
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condiciones de frontera dependientes del tiempo, la expresión de âκ podŕıa implicar no
sólo más frecuencias, sino también de operadores de creación â†(s, kx, ky, ω). Este es un
punto clave para fenómenos como el efecto Casimir dinámico [68]. Nótese también que,
en el caso en el que el análisis se realiza en todo el espacio o la luz puede ser tomada
como periódica en un paraleleṕıpedo rectangular, esta expresión puede ser invertida para
escribir los operadores de aniquilación â(s, kx, ky, ω) en términos de operadores âκ. Por

último, la aplicación de Ê†κ(x, y, z, t) sobre el estado de vaćıo hace evidente que un estado
de un fotón definido por κ es una superposición de estados de un solo fotón con número
de onda k bien definido. Ahora, se ilustra este procedimiento con dos ejemplos concretos.

4.3.1. Campo electromagnético bajo condiciones de contorno
con simetŕıa circular ciĺındrica.

Las soluciones a la ecuación de onda escalar están dadas por las superposiciones de
funciones Bessel Jm y Km,

ψκ(r, t)y =[CJJm(k0
⊥r⊥, φ) + CKKm(k0

⊥r⊥, φ)]ei(kzz−ωt)

Jm(k0
⊥r⊥, φ) = eimφJM(k0

⊥r)

Km(k0
⊥r⊥, φ) = eimφkm(k0

⊥r)

(4.25)

con k⊥ =
√

k2
x + k2

y , r⊥ =
√
x2 + y2 y φ = arctan y/x. En el espacio libre, el

coeficiente CK por lo general se toma como cero con el fin de evitar un comportamiento
singular en el eje z.

De la definición de la función Bessel

Jm(ζ) =
1

2πim

∫ 2π

0

dφ′ eiζ cosφ′+imφ′ , (4.26)

se deduce que la transformada de Fourier Jm es

J̃m(kx, ky) = imeimθk⊥δ(k⊥ − k0
⊥)/k0

⊥, (4.27)

con θk⊥ = arctan ky/kx . Los modos transversal eléctrico TE y transversal magnético TM ,
en el espacio de las k se escriben

E(TE)
κ = E (TE)

κ ei(kzz−ωt)N(k⊥,m, ω)

E(TM)
κ = E (TM)

κ ei(kzz−ωt)H(k⊥,m, ω)
(4.28)
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con

N(k⊥,m, ω) = J̃m+1e− − J̃m−1e+ +
k⊥
kz
J̃mez

ckzH(k⊥,m, ω) = ωN(k⊥, θk, ω)× ez.

(4.29)

En el espacio libre, la exigencia de cuantización produce la normalización [53] E (TE)
κ =

E (TM)
κ =

√
ω2−k2⊥c2/

√
~k⊥/2πω.

Los modos de E
(TE,TM)
k⊥,m,ω

son estados propios del operador Ĵz, que genera rotaciones
alrededor del eje z, con valor propio m. Esto significa que un fotón que se describe por
cualquiera de estos modos lleva un momento angular total m~. Para mostrar el estado de
vector propio de los estados 4.28, hay que tener en cuenta que una rotación alrededor del
eje z por un ángulo ϕo cambia a los vectores e± → eı∓ϕoe±, ez no se modifica, mientras
que el espacio de coordenadas de φ cambia a ϕ+ ϕo:

eiϕoĴzE
(TE,TM)
k⊥,m,ω

= eimϕoE
(TE,TM)
k⊥,m,ω

. (4.30)

Al hacer superposiciones lineales de los modos E
(TE,TM)
K⊥,m,ω

es posible realizar generaliza-
ciones de haces estructurados polarizados lineal y circularmente [53]. Por ejemplo,

E±k⊥,m,ω =
1

2

[
E

(TE)
k⊥,m,ω

± i c
k z
ωE

(TM)
k⊥,m,ω

]

= E±ei(kzz−ωt)[J̃m±1e∓ +
k⊥c

ω
J̃mez]

(4.31)

puede considerarse como una generalización de haces circularmente polarizados con mo-
mento angular bien definido. La expresión de haces de Bessel escalares corresponde a la
superposición

Esck⊥,m,ω =
1

2

[
E

(−)
k⊥,m+1,ω ± E

(+)
k⊥,m−1,ω

]

= Escb ei(kzz−ωt)[J̃meb +
k⊥c

2ω
(J̃m+1 ± J̃m−1)ez],

(4.32)

con b = x (y) para el signo más (menos), usualmente en el ĺımite paraxial k⊥ � kz. Estos
modos no son vectores propios del operador de momento angular Ĵz.

La generación de haces de Bessel con polarizaciones radial y azimuthal se reportó por
primera vez en la referencia [39]. Los haces Bessel vectoriales se pueden generar mediante
superposiciones de haces Bessel escalares [69].
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4.3.2. Campo electromagnético en un medio birrefringente.

Este ejemplo es especialmente importante, ya que estamos interesados en la descrip-
ción de la conversión paramétrica descendente espontánea y ese proceso en muchos casos
implica medios birrefringentes. Consideremos la posibilidad de un cristal uniaxial con res-
puesta magnética despreciable y eje de simetŕıa â (tomado como un vector unitario). Éste
esta caracterizado por un tensor dieléctrico ←→ε que puede ser expresado por una d́ıada

←→ε = ε
←→
1 + ∆εââ,

donde ∆ε = ε‖−ε, ε y ε‖ son la permeabilidad perpendicular y paralela al eje de simetŕıa,
respectivamente; el desplazamiento eléctrico es D =←→ε ·E y el campo magnético H = B.

Dentro de los medios materiales, los campos eléctricos y magnéticos asociados a las
ondas ordinarias y extraordinarias se pueden escribir como [70]

Eo = a×∇ψ̇o , Ee = −1

ε
∇(a · ∇)ψe + ψ̈e a, (4.33)

y
Ho = ∇(a · ∇)ψo − εψ̈o a , He = a×∇ψ̇e, (4.34)

donde ψo(x, t) y ψe(x, t) son los potenciales de Hertz [71, 52, 70]. El śımbolo ψ̇ denota la
derivada temporal ∂ct = ∂/∂(ct), y c la velocidad de la luz en el vaćıo. En el caso de luz
monocromática de frecuencia ω, las relaciones de dispersión resultan ser:

ε
ω2

c2
− ko · ko = 0, εε‖

ω2

c2
− ke · ←→ε · ke = 0. (4.35)

En la siguiente subsección, se presenta un análisis de la relación de dispersión para los
modos extraordinarios más allá de la aproximación paraxial.

De las ecuaciones (4.33) y (4.34) se puede ver que cada modo ordinario localizado es
ortogonal a cualquier modo extraordinario localizado, de acuerdo con el producto escalar,
Ec. (4.22). La condición de ortonormalidad entre los modos ordinarios y extraordinarios se
estudia con más detalle la sección 4.3.6. Alĺı se discute el caso particular de modos Bessel
en detalle. En particular, se muestra que a menos que el eje principal de propagación de
los modos Bessel sea paralelo al eje de birrefringencia, no es posible construir una base
ortonormal formada por modos ordinarios y extraordinarios que son funciones propias del
operador de momento angular orbital a lo largo del eje principal de propagación. Este
hecho es una consecuencia de la ruptura de simetŕıa circular circular ciĺındrica de un
cristal birrefringente. Esta ruptura de la simetŕıa también implica que un haz que seŕıa
invariante ante propagación en el espacio libre, experimentaŕıa efectos de la dispersión
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a menos que el eje principal propagación coincidiera con el eje de cristal [70]. Hay que
recordar que la condición de orthonormalidad de los modos es un es requisito para la
cuantización estándar.

Dado un haz con dirección principal de propagación a lo largo del eje z, siempre
podemos escribir

ψ(o,e)
ω,κ (x, y, z, t)

=
1

2π

∫
dkxdky e

ikxx+ikyy+ik(o,e)

z ziωt ψ̃(o,e)
κ (kx, ky) .

(4.36)

La transformada de Fourier bidimensional ψ̃
(o,e)
κ (kx, ky) se puede evaluar como

ψ̃(o,e)
κ (kx, ky) =

1

2π

∫
dx′dy ′ e−ikxx

′−ikyy′ ψ(o,e)
κ (x′, y′, z = 0, t = 0), (4.37)

para una onda que se propaga en el eje z con dirección positiva, debemos establecer la
transformada de Fourier de las derivadas parciales en la variable z como

∂̃zψ
(o,e)

κ (kx, ky) = ik(o,e)
z ψ̃(o,e)

κ (kx, ky). (4.38)

El vector de campo eléctrico E en la ecuación (4.24). Para cada una de las dos polariza-
ciones independientes es entonces:

Eoκ =
ω

c
a× koψ̃oκ(k

o) (4.39)

Eeκ =

[
1

ε
(a · ke)ke − ω2

c2
a

]
ψ̃eκ(k

e). (4.40)

4.3.3. Relación de dispersión de medios birrefringentes más allá de
la aproximación paraxial.

Para una onda ordinaria, la relación de dispersión da

koz =

√
εω2

c2
− k2

⊥ (4.41)

independiente de la orientación del vector transversal k⊥. Para una onda extraordinaria:

kez(k⊥, ω) = −βa · k⊥ +
ω

c
neff

√
1− k2

⊥c
2

ω2
η (4.42)
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donde:

neff =

√
εε‖

ε+ ∆εa2
z

; (4.43)

β =
∆εaz

ε+ ∆εa2
z

, (4.44)

η =
1

ε‖
+ Γ(a · k̂⊥)2, Γ =

∆ε

εε‖
(1− azβ). (4.45)

En el ĺımite de incidencia normal k⊥ = 0, esta ecuación se reduce a la expresión habitual
del ı́ndice de refracción efectivo experimentado por una onda extraordinaria de bombeo:

kez(k⊥ = 0) =
ω

c

√
εε‖

ε+ ∆εa2
z

=
ω

c
neff (4.46)

Para cuasi incidencia normal de un haz paralelo al eje de un cristal birrefringente, i.e.,
kz coincide con la dirección principal de propagación de un rayo y k⊥ � kz, resulta útil
hacer una expansión de enerǵıa en el parámetro k⊥c/ω :

kez(k⊥, ω) =
ω

c
neff − αa · k⊥ − ηk⊥

k⊥c

ω

neff
2
− ω

c
neff

∞∑

s=1

(2s− 1)!

21s(1s)

(k⊥c
ω

)2(s+1)

ηs1 (4.47)

El término de corrección de primer orden, proporcional al parámetro α, se puede utilizar
para estimar la distribución de la intensidad observada que se desvia de la dirección defi-
nida por kz. Las consecuencias a primer orden de este llamado walk-offf para la conversión
paramétrica descendente se estudian en las referencias [72, 73, 74].

Ya que

(a · k̂⊥)2 =
a2
x + a2

y

2
+

(
a2
x − a2

y

2

)
cos2 ϕ+ axaysin

2φ

=
a2
x + a2

y

2
+

(
ax − iay

2

)2

e2iϕ +

(
ax + iay

2

)2

e−2iϕ,

(4.48)

el término proporcional a γ induce efectos de astigmatismo en la propagación de la luz en
medios birrefringente; además, haciendo uso de esta ecuación, kez(k⊥, ω) se puede escribir
en la forma

kez(k⊥, ω) =
ω

c
niso −

αk⊥
2

(ax − iay)eiφ −
αk⊥

2
(ax + iay)e

−iφ

+
∞∑

s=1

cs

(
k⊥c

ω

)2s(
ax − iay

2

)2s

e2esφ +
∞∑

s=1

cs

(
k⊥c

ω

)2s(
ax + iay

2

)2s

e−2esφ

(4.49)
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niso, aśı como los coeficientes cs pueden determinarse directamente de la ecuación (4.47).

4.3.4. Propagación de un haz Bessel en un medio birrefringente
con fronteras y eje óptico perpendicular a su superficie.

Al escribir una onda Bessel como una superposición de ondas planas

E =
1

2πω

∫
d3k eik·r

[
1

2
(Ecosecζ + iB cot ζ)

(
k · ep
i|k · ep|

)m−1

ep

+
1

2
(Ecosecζ − iB cot ζ)

(
k · ep
i|k · ep|

)m+1

e∗p

+ B
(

k · ep
i|k · ep|

)m
eq

]
δ(k · eq − ω cos ζ) δ(|k| − ω)

(4.50)

donde eq es la dirección de propagación del haz, ep es el vector de polarización (no unitario)
perpendicular a eq y ζ es el ángulo del axicón. El campo magnético B se obtiene de la
expresión anterior mediante la transformación B → E and E → −B. Y usar las ecuaciones
(4.36)-(4.40), se llega a las siguientes expresiones para los campos refractados de un haz
incidiendo con un ángulo α en un cristal birrefringente de extensión semi infinita [70]:

Eo(r) =
1

π
i−m

∫ 2π

0

dV ei[r·k
o(V )+mV ] µωkz(V )

k2
⊥(V )[µkz(V ) + koz(V )]

×
[

sinα

sin ζ
(−B cosV + E cos ζ sinV ) + E cosα

]
(ez × k)

(4.51)

Ee(r) =
1

π
i−m

∫ 2π

0

dV ei[r·k
e(V )+mV ] kz(V )

k2
⊥(V )[εkz(V ) + kez(V )]

×
[

sinα

sin ζ
(E cosV + B cos ζ sinV ) + B cosα

] [
kez(V )ke(V )− εµω2ez

]
.

(4.52)

Como consecuencia de estos resultados se puede ver que un haz Bessel que incide en
un cristal birrefringente no conserva su estructura al propagarse dentro del cristal, ni en
intensidad ni en fase. Excepto para un ángulo de incidencia α = 0 los campos refractados
se pueden escribir en términos de las funciones Bessel:
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Eo = E µω cos ζ

(µkz + koz) sin ζ
e−iωt+ik

o
zz
[
Jm−1(k⊥ρ)ei(m−1)φ(êx + iêy)

+ Jm+1(k⊥ρ)ei(m+1)φ(êx − iêy)
] (4.53)

Ee = B kez cos ζ

(εkz + kez) sin ζ
e−iωt+ik

e
zz
[
Jm−1(k⊥ρ)ei(m−1)φ(êx + iêy)

+ Jm+1(k⊥ρ)ei(m+1)φ(êx − iêy)
]

− 2ωε sin ζ

ε‖
e−iωt+ik

e
zzJm(k⊥ρ)eimφêz

(4.54)

con kez = ω
√
ε− (ε/ε‖) sin2 ζ. Estos resultados serán de suma importancia en el caṕıtulo

5.

En la siguiente figura se muestran los patrones de intensidad de la onda Bessel en un
plano perpendicular a su dirección de propagación y en un ángulo oblicuo .

Figura 4.1: Haz Bessel de orden 2, el plano de observación es perpendicular al eje de
propagción (izquierda), el plano de observación es paralelo a la superficie

En las siguientes figuras se muestra la propagación de los haces ordinario y extraordi-
nario dentro del cristal birrefringente (calcita) provenientes del haz incidente de la figura
4.1.
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Figura 4.2: En el primer renglón se muestra el perfil de intensidad del haz ordinario y en
el segundo del extraordinario. El haz es un Bessel de orden 2. En las figuras (a) el plano
de observación es el plano de la interface, en las demás figuras el plano está perpendicular
al eje de propagación la distancia del plano aumenta de izquierda a derecha.

4.3.5. Cristal birrefringente con 2 fronteras (slab semi-infinito)

Consideremos un bloque de un medio birrefringente con superficies paralelas, ancho L
en la dirección ẑ y extensión infinita en las otras 2 direcciones espaciales. Denotaremos
con n̂ a la normal a las superficies y escogeremos la dirección ẑ del sistema de coordenadas
de tal forma que coincida con la normal, n̂ = ẑ, el eje óptico â podrá estar orientado en
cualquier dirección.

Estudiaremos ahora los campos electromagnéticos que resultan de hacer incidir un haz
en el medio.

Sea EI el campo eléctrico perteneciente al haz incidente, ER el campo eléctrico reflejado
y ET el campo transmitido (en la segunda superficie); la misma notación se usará con los
campos magnéticos BI , BR y BT .

Dentro del material existirá una superposición de campos que se propagan hacia ade-
lante con otros que se propagan hacia atrás y (ya que es un medio birrefringente) podrán
estar en los modos ordinario o extraordinario que denotaremos con los superindices o y e.
Escribamos al campo eléctrico dentro del material de la siguiente forma:

Edentro = Eo
f + Eo

b + Ee
f + Ee

b, (4.55)
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los sub́ındices f y b indican que el campo se propaga hacia adelante (dirección positiva
en ẑ) y hacia atrás (dirección negativa en ẑ) respectivamente.

Usando los potenciales de Hertz [71] con el procedimiento desarrollado en [70] y con
notación de suma sobre indices repetidos, las condiciones de frontera se pueden escribir
como:

ẼI
⊥ + ẼR

⊥ = Pν
Dψ̃

ν
D (4.56)

ẼI
⊥ − ẼR

⊥ = Rν
Dψ̃

ν
D (4.57)

ẼT
⊥ = eik

ν
z,DPν

Dψ̃
ν
D (4.58)

= eik
ν
z,DRν

Dψ̃
ν
D (4.59)

el sub́ındice ⊥ se usa para denotar la componente perpendiccular de un vector, ν = o, e,
D = F,B; y

Po
D =

ω

c
(â× koD)⊥ , (4.60)

Pe
D = ε−1 (â · keD) k⊥ − µ

ω2

c2
â⊥ (4.61)

Ro
D =

ω

ckz

[
µ−1 (â · koD) ka − ε

ω2

c2
âa + εêz · (a× k⊥)k⊥

]
, (4.62)

Re
D =

ω2

c2kz

(
azk⊥ − kez,Dâ⊥

)
+

1

kz

[
(a · k⊥)kez,D − azk2

⊥
]
k⊥ (4.63)

kνz,F = kνz y kνz,B = −kνz . Aqúı se ha definido1 ra ≡ êz× r⊥ = êz× r, para cualquier vector
r (ra es la rotación de r⊥ en π/4 al rededor del eje z, ra = −ryêx + rxêy). ra cumple con
las siguientes igualdades.

r⊥ · ra = 0 (4.64)

r⊥ × ra = r2êz (4.65)

De (4.56) y (4.57):

ẼI
⊥ =

1

2
(Pν

D + Rν
D) ψ̃νD (4.66)

ẼR
⊥ =

1

2
(Pν

D −Rν
D) ψ̃νD (4.67)

1Esta definición, junto con sus propiedades, será muy útil a la hora de simplificar cuando se fije el
sistema de coordenadas. Se hará referencia a esta definición como la componente “contra-perpendicular”
de un vector.
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De (4.58) y (4.59):

ẼT
⊥ =

1

2
eDik

ν
z (Pν

D + Rν
D) ψ̃νD (4.68)

0 = eDik
ν
z (Pν

D −Rν
D) ψ̃νD (4.69)

Una vez conocidos los 4 potenciales ψ̃νD, los campos ER y ET se pueden calcular
directamente de las ecuaciones (4.67) y (4.68).

Para encontrar los ψ̃νD usamos las otras dos ecuaciones (4.66) y (4.69). Se puede resolver
directamente de aqúı, pero conviene hacer antes una simplificación.

ya que los vectores Pν
D y Pν

D contienen las componentes perpendicular y contra-
perpendicular del vector k, conviene hacer los productos escalar y vectorial con el vector
k⊥, que además permitirán una simplificación usando las ecuaciones de Maxwell2 k·EI = 0
y k× EI = ω

c
B.

Tomando el producto escalar de k⊥ con la Ecs. (4.66) y (4.69)

−2kzẼ
I
z = k⊥ · (Pν

D + Rν
D) ψ̃νD (4.70)

0 = eDik
ν
zk⊥ · (Pν

D −Rν
D) ψ̃νD (4.71)

Y ahora el producto vectorial de k⊥ con la Ecs. (4.66) y (4.69)

2
ω

c
B̃I
z = [k⊥ × (Pν

D + Rν
D)]z ψ̃

ν
D (4.72)

0 = eDik
ν
z [k⊥ × (Pν

D −Rν
D)]z ψ̃

ν
D (4.73)

Escribamos ahora el sistema de ecuaciones anterior en forma matricial.

C̃ = MΨ̃ (4.74)

con:

Ψ̃ =




ψ̃of
ψ̃ob
ψ̃ef
ψ̃eb


 , C̃ =




−2kzẼ
I
z

0
2ω
c
B̃I
z

0


 (4.75)

y M la matriz de coeficientes.

2Notese que tambien se podria hacer la simplificación usando ka o combinar las dos opciones, pero el
uso posterior de las Ecs. de Maxwell hace más atractiva la opción escogida.
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Entonces la solución se puede escribir como:

Ψ̃ =
1

|M|M
†C̃ (4.76)

M† denota la matriz adjunta y |M| el determinante de la matriz M. Antes de escribir
M es conveniente simplificar un poco más las cosas.

4.3.5.1. Elección óptima del sistema de referencia.

Sin perdida de generalidad, siempre se puede escoger el sistema de tal forma que una
de las componentes de â sea igual a cero.

Escogeremos el sistema de coordenadas tal que â = axx̂+azẑ. (En términos del ángulo
α de n̂ con el eje de la dirección de propagación principal del haz en el vaćıo, ax = cos(α)
y az = sin(α)). De esta forma â⊥ = axx̂ y âa = −axŷ.

Sustituyendo esto en las ecuaciones (4.60) a (4.63)

Po
D = −ω

c

(
azka − koz,Daxŷ

)
, (4.77)

Pe
D = ε−1

(
axkx + azk

e
z,D

)
k⊥ − µ

ω2

c2
axx̂ (4.78)

Ro
D =

ω

ckz

[
µ−1

(
axkx + azk

o
z,D

)
ka − ε

ω2

c2
axŷ + εaxkyk⊥

]
, (4.79)

Re
D =

ω2

c2kz

(
azk⊥ − axkez,Dx̂

)
+

1

kz

[
axkxk

e
z,D − azk2

⊥
]
k⊥ (4.80)

haciendo las sumas y productos en las ecuaciones (4.70) a (4.73)

qoD± ≡ k⊥ · (Po
D ±Ro

D) = −ax
ω

c
kyεkz

(
koz,D
εkz
± 1

)
(4.81)

qeD± ≡ k⊥ · (Pe
D ±Re

D) = kz

[
azk

2
⊥

(
kez,D
εkz
± 1

)
− axkx

(
(koz)

εkz

2

± kez,D

)]
(4.82)

soD± ≡ k⊥ × (Po
D ±Ro

D) =
ω

c

[
azk

2
⊥

(
1± koz,D

µkz

)
− axkxkoz,D

(
1± koz,D

µkz

)]
(4.83)

seD± ≡ k⊥ × (Pe
D ∓Re

D) = axky
ω2

c2
µ

(
1± kez,D

µkz

)
(4.84)
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Regresando a la ecuación (4.76), podemos ahora escribir la matriz M como:

M =

(
Mo

ε Me
ε

Mo
µ Me

µ

)
(4.85)

con

Mo
ε ≡

(
qof+ qob+
−qob+ηof −qof+η

o
b

)
Me

ε ≡
(
qef+ qeb+
qef−η

e
f qeb−η

e
b

)
(4.86)

Mo
µ ≡

(
sof+ sob+
sof−η

o
f sob−η

o
b

)
Me

µ ≡
(
sef+ seb+
seb+η

e
f sef+η

e
b

)
(4.87)

ηνD ≡ eik
ν
z,D (4.88)

Con M escrita de esta forma (por bloques), siempre que Mo
ε y Me

µ sean no singulares3,
podemos escribir las soluciones como:

(
ψ̃of
ψob

)
=
−1

|M|


2kz|Me

µ|Ẽz



(
M†S2

)
11(

M†S2

)
12


+ 2

ω

c
B̃z



(
M†S2Me

ε(Me
µ)†
)

11(
M†S2Me

ε(Me
µ)†
)

12




 (4.89)

(
ψ̃ef
ψ̃eb

)
=

1

|M|


2
ω

c
|Mo

ε |B̃z



(
M†S1

)
11(

M†S1

)
12


+ 2kzẼz



(
M†S1Mo

ε(Mo
µ)†
)

11(
M†S1Mo

µ(Mo
ε)
†
)

12




 (4.90)

MS1 y MS2 están dados por:

MS1 ≡Me
µ −Mo

µ(Mo
ε)
−1Me

ε (4.91)

MS2 ≡Mo
ε −Me

ε(Me
µ)−1Mo

µ, (4.92)

estos términos son conocidos como los complementos de Schur; y el determinante de M
se puede calcular en términos de alguno de ellos4 [75].

3El caso donde Mo
ε y Me

µ son singulares es un caso particular que se resolverá en la siguiente subsección.
4Excepto para el caso particular â = ẑ para el cual las matrices de la diagonal son singulares.
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|M| = |MS1||Mo
ε | = |MS2||Me

µ| =
(−qeb−qof+s

o
b−s

e
f+ + qef+q

o
f+s

e
f+s

o
f+)ηebη

o
b+

(−qeb−qob+seb+sof+ + qeb−q
o
f+s

e
b+s

o
b+ + qob+q

e
f−s

e
f+s

o
f+ − qef−qof+s

o
b+s

e
f+)ηebη

e
f+

(qeb−q
o
b+s

o
f−s

e
f+ − qob+qef+s

o
b+s

e
f+)ηebη

o
f+

(−qeb+qof+s
e
b+s

o
f+ + qef−q

o
f+s

o
b−s

e
b+)ηobη

e
f+

(−qeb+qob+sob−sef+ + qeb+q
o
f+s

o
f−s

e
f+ + qob+q

e
f+s

o
b−s

e
b+ − qef+q

o
f+s

e
b+s

o
f−)ηobη

o
f+

(qeb+q
o
b+s

e
b+s

o
b+ − qob+qef−seb+sof−)ηefη

o
f + |Mo

ε ||Me
µ|+ |Me

ε ||Mo
µ|

(4.93)

4.3.5.2. Caso particular, eje óptico perpendicular a la superficie.

En este caso â = ẑ, entonces hay que sustituir ax = 0 y az = 1 en las ecuaciones
(4.81).

qoD± = 0

qeD± = k2
⊥kz

(
kez,D
εkz
± 1

)

soD± = −ω
c
k2
⊥

(
1± koz,D

µkz

)

seD± = 0.

(4.94)

Rápidamente encontramos que las matrices Mo
ε y Me

µ son cero. Y por lo tanto se
pueden resolver directamente de las ecuaciones (4.70) a (4.73), en dos subsistemas de dos
ecuaciones con dos incógnitas.

Aśı podemos escribir la solución como:

(
ψ̃of
ψob

)
=

(Mo
µ)†

|Mo
µ|

(
2ω
c
B̃I
z

0

)
(4.95)

(
ψ̃ef
ψ̃eb

)
=

(Me
ε)
†

|Me
ε |

(
−2kzẼ

I
z

0

)
(4.96)

Los determinantes y las adjuntas son fáciles de calcular ya que son matrices de 2x2.

|Mo
µ| = k4

⊥
ω2

c2

[(
1 +

koz
µkz

)2

e−ik
o
zL −

(
1− koz

µkz

)2

eik
o
zL

]
(4.97)
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|Me
ε | = −k4

⊥k
2
z

[(
1 +

kez
εkz

)2

e−ik
e
zL −

(
1− kez

εkz

)2

eik
e
zL

]
(4.98)

Simplificando:

ψ̃oD =
2SDB̃

I
z

(
1 +

koz,D
µkz

)
e−ik

o
z,DL

k2
⊥∆o

µ

(4.99)

ψ̃eD = −
2SDẼ

I
z

(
1 +

kez,D
εkz

)
e−ik

e
z,DL

k2
⊥∆e

ε

(4.100)

con Sf = 1, Sb = −1 y ∆ν
κ dados por:

∆o
µ =
|Mo

µ|
k4
⊥
ω2

c2

, ∆e
ε =

|Me
ε |

−k4
⊥kz

2
(4.101)

En este caso particular las relaciones de dispersión (4.35) son:

εµ
ω2

c2
− k2

⊥ − (koz)
2 = 0 (4.102)

ε ε‖µ
ω2

c2
− εk2

⊥ − ε‖(kez)2 = 0 (4.103)

Calculamos las anti-transformadas de Fourier:

ψνD =
1

2π

∫
dkx dky e

ikx+iky+kνz,D ψ̃νD(kx, ky) (4.104)

Usando las ecuaciones anteriores en :

Eo
D = s×∇ψ̇oD y Ee

D = −1

ε
∇(s · ∇ψed) + µψ̈eDs (4.105)

(y las correspondientes para los campos magnéticos) encontramos que los haces ordinario
y extraordinario se propagan también como haces Bessel, de acuerdo a las siguientes
ecuaciones (en coordenadas ciĺındricas):

Eo
D =

2SD

(
1 +

koz,D
µkz

)

∆o
µ

ω

c
k⊥Ee−i(

ω
c
t−mθ−koz(z−L))

(
m

k⊥ρ
Jm(k⊥ρ)ρ̂+ iJ ′m(k⊥ρ)θ̂

)
(4.106)
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Ee
D =−

2SD

(
1 +

kez,D
εkz

)

∆e
ε

ckez,D
εω
Be−i(ωt−mθ−kez,D(z−L))×

×
(
iJ ′m(k⊥ρ)ρ̂− m

k⊥ρ
Jm(k⊥ρ)θ̂ +

ε

ε‖

k⊥
kz
Jm(k⊥ρ)ẑ

) (4.107)

y para los campos magnéticos H hay que hacer los cambios B → E , E → −B, µ → ε,
ε, ε‖ → µ, e→ o y o→ e

Usando la base de los vectores de polarización circular (ê+, ê−, ê3 = ẑ), reescribimos
las ecuaciones (4.106) y (4.107) en la forma

Eo
D = Co

D e−i(ωt−k
o
z(z−L))

(
Jm−1(k⊥ρ)ei(m−1)θê+ + Jm+1(k⊥ρ)ei(m+1)θê−

)
(4.108)

Ee
D = Ce

D e−i(ωt−k
e
z(z−L))×

×
(
Jm−1(k⊥ρ)ei(m−1)θê+ − Jm+1(k⊥ρ)ei(m+1)θê− +

ε

ε‖

k⊥
kz
Jm(k⊥ρ)eimθê3

)
,

(4.109)

con

Co
D ≡

2iSDE
∆o
µ

√
2

(
1 +

koz,D
µkz

)
, Ce

D ≡
2iSDB
∆e
ε

√
2

(
1 +

kez,D
εkz

)
ckez,D
ω

. (4.110)

El campo eléctrico dentro del material esta dado por la superposición de los 4 campos

anteriores. Y se puede escribir como:

Edentro = e−iωt
∑

Cν
Dγ

ν
σJσ,m

(
k⊥ρ

)
Θσ,m(θ)Zν

D(z)êσ (4.111)

con ν = o, e; σ = +,−, 3; D = F,B;
γo+ = γo− = γe+ = −γe− = 1, γo3 = 0, γe3 = εk⊥

ε‖kz
;

J+,m =
i

2
Jm−1(k⊥ρ), J−,m = − i

2
Jm+1(k⊥ρ), J3,m = Jm−1(k⊥ρ); (4.112)

Θ+ = ei(m−1)θ, Θ− = ei(m+1)θ, Θ3 = eimθ (4.113)

Zν
D(z) = eik

ν
z,D

z. (4.114)

Ahora, de la ecuación (4.58), (4.59) o (4.68) podemos calcular el campo transmitido,

ẼT
⊥ =

4

k2
⊥

(
ωkozB̃

I
z

µkz∆o
µ

ka −
kezẼ

I
z

ε∆e
ε

k⊥

)
(4.115)
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haciendo el producto escalar de k⊥ con la Ec. anterior y usando la Ec. de Maxwell5

k · ẼT = 0, obtenemos la componente z,

Ẽz =
4kezẼ

I
z

εkz∆e
ε

(4.116)

Estos resultados6 serán de suma importancia en la sección 5, ya que usaremos el haz de
bombeo exactamente como el haz que está dentro del material y no simplemente haciendo
el cambio kz →

(
kez
koz

)
en los campos en que se propagan en el vaćıo.

4.3.6. Ortonormalidad para los modos electromagnéticos en un
medio birrefringente uniaxial no disipativo.

Los campos eléctricos y magnéticos asociados a los modos ordinarios y extraordinarios
vienen dados por las ecuaciones (4.33)- (4.34) en el espacio de configuración. La condición
ortonormalidad, la ecuación (4.22), en términos de los dos campos de Fourier se convierte
en

Sκ,κ′ =

π2

∫
d2k⊥δ

(
kz(k⊥, ω)− kz(k⊥, ω

′)
)[

D̃∗κ(k⊥, ω) · Ẽκ′(k⊥, ω
′) + H̃∗κ(k⊥, ω) · B̃κ′(k⊥, ω

′)
]

= ~ωδκ,κ′
(4.117)

Las relaciones de dispersión están dadas por la ecuación (4.41) para los modos ordi-
narios y la eq (4.42) para los modos extraordinarios. Como consecuencia de ello, para los
modos ordinarios

δ(koz(k⊥, ω)− koz(k⊥, ω
′)) = δ(ω/c− ω′/c)c|k

o
z|

εω

=
δ(ω/c− ω′/c)

√
ε− k2

⊥c
2/ω2

ε
,

(4.118)

5Esta ecuación es valida otra vez porque ET está en el vaćıo.
6Estos resultados forman parte del trabajo publicado en [76]
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mientras que para los modos extraordinarios

δ(kez(k⊥, ω)− kez(k⊥, ω
′)) = δ(ω/c− ω′/c)c|k

e
z + αa · k⊥|
n2
effω

=
δ(ω/c− ω′/c)

√
1− ηk2

⊥c
2/ω2

n2
eff

.

(4.119)

Para los modos ordinarios

D̃∗κ(k⊥, ω) · Ẽκ′(k⊥, ω) + H̃∗κ(k⊥, ω) · B̃κ′(k⊥, ω) =
[
2
ω4ε2

c4
(1− (a · k̂o)2)

]
(ψ̃oκ)

∗ψ̃oκ′ =

[
2
ω4ε2

c4
(1− a2

z)2
ω2ε

c2

(
a2
zk

2
⊥ − 2(a · k⊥)az

√
εω2

c2
− k2

⊥ − (a · k⊥)2
)]
ψ̃o∗κ ψ̃

o
κ′ ,

(4.120)

mientras que para los modos extraordinarios

D̃∗κ(k⊥, ω) · Ẽκ′(k⊥, ω)+H̃∗κ(k⊥, ω) · B̃κ′(k⊥, ω) =[
2
ε||
ε

ω2

c2

(
ε
ω2

c2
− (a · ke)2

)]
ψ̃e
∗

κ ψ̃
e
κ′ .

(4.121)

Hay que notar que debido a la existencia de un vector privilegiado a para el medio
birrefringente, la isotroṕıa en el plano perpendicular al eje z se rompe a menos que a = êz
entonces,

kez(k⊥, ω) =
√
εω2/c2 − εk2

⊥/ε‖. (4.122)

En este marco privilegiado la cuantización del campo electromagnético se puede realizar,
la evaluación del factor de normalización se da través de la ecuación

D̃(o,e)∗
κ (k⊥, ω) · Ẽ(o,e)

κ′ (k⊥, ω) + H̃(O,E)∗
κ (k⊥, ω) · B̃(o,e)

κ′ (k⊥, ω)

= 2
ω2k2

⊥ε

c2
ψ̃(o,e)∗
κ ψ̃

(o,e)
κ′ .

(4.123)

válido tanto para los modos ordinarios y extraordinarios . Si la cuantización se realiza en
un marco con una orientación arbitraria de a, por ondas planas :

ψ̃okox,k
o

y
= N o

kox,k
o

y
δ(kx − kox)δ(ky − koy) (4.124)

ψ̃ekox,k
o

y
= N e

kox,k
o

y
δ(kx − kox)δ(ky − koy) (4.125)
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y los factores de normalización son

N o

kx,ky
=

√
~c

2π2|koz |(εω2/c2 − (a · ko)2)

N e

kx,ky
=

√
~cn2

effε/ε||

2π2|kez + α(a · k⊥)|(εω2/c2 − (a · ke)2)
(4.126)

Para los modos de Bessel, en general, podemos escribir

ψ̃oκ =
δ(k⊥ − k⊥κ)

k⊥κ

∑

m

doκme
imϕk⊥ (4.127)

ψ̃eκ =
δ(k⊥ − k⊥κ)

k⊥κ

∑

m

deκm.e
imϕk⊥ (4.128)

Los coeficientes d
(O,E)
κm se deben seleccionar para garantizar las relaciones de ortogonalidad.

Expĺıcitamente, para los modos ordinarios tenemos que la matriz de traslape tiene la forma

Soκ,κ′ = δ
(ω
c
− ω′

c

)δ(k⊥ − k⊥κ)
k⊥κ

×
[∑

m

som,m|doκ,m|2 +
∑

m

som,m±1d
o ∗
κ,md

o
κm±1 +

∑

m

som,m±2d
o ∗
κ,md

o
κm±2

] (4.129)

con

som,m = 4π3
√
εω2/c2 − k2

⊥

[ω3ε

c3
(1− a2

z) +
ω

c
k2
⊥

[
a2

z −
a2

x + a2
y

2

]]

som,m±1 = −4π3ω

c
(εω2/c2 − k2

⊥)(ax ∓ iay)azk⊥

som,m±2 = −2π3ω

c

√
εω2/c2 − k2

⊥

[a2
x − a2

y

2
∓ iaxay

]
k2
⊥,

(4.130)

mientras que para los modos extraordinarios

Seκ,κ′ = δ
(ω
c
− ω′

c

)δ(k⊥ −K⊥κ)
k⊥κ

∑

m,m′

sem,m′d
e∗
κ,md

e
κm′ (4.131)

donde las expresiones expĺıcitas para los coeficientes de traslape sem,m′ se pueden calcular
directamente de la última ecuación de la sección 4.3.3. sem,m′ es diferente de cero sólo para
m con la misma paridad de m′ y su valor disminuye a medida que m − m′ aumenta y
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necesariamente k⊥ < ω/c. De hecho, en el ĺımite paraxial som,m±1,2 � som,m. Este cálculo
muestra que cada vez que a 6= êz, no es posible disponer de los modos ordinarios y
extraordinarios ortonormales con expansiones de un único término cκm

(o,e) = d
(o,e)
mκ δm,mκ .

En términos de fotones con momento angular orbital, esto significa que, en general, la
función de onda no será un estado propio del momento angular orbital a lo largo del eje
z.

Dada la matriz de traslape Smm′ , existen varios procedimientos para la construcción
de una base ortonormal. Para un experimento en el que el haz de bombeo incidente tiene
un momento angular m0 bien definido, la ortogonalización podŕıa ser realizada en un
esquema de Graham-Schmidt con un modo de referencia tanto para el conjunto de los
modos ordinarios y extraordinarios asociados al mismo valor m0. Es decir, salvo factores
de normalización los coeficientes de la ecuación (4.128) podŕıan ser elegidos como se
muestra aqúı:

dω,k⊥,m0,m = δm,m0

dω,k⊥,m0+1,m = δm,m0+1 − sm0,m0+1δm0,m0+1

dω,k⊥,m0−1,m = δm,m0−1 − sm0+1,m0−1δm0,m0+1 + sm0,m0+1sm,m0−1δm,m0 (4.132)

En las aplicaciones prácticas se podŕıa restringir la discusión a un número finito de
ı́ndices m, teniendo en cuenta que para un haz de bombeo en el que la aproximación
paraxial es válida, y la incidencia sobre el cristal es cuasi normal, los fotones señal y
acompañante pueden ser descritos de una manera sencilla, debido al hecho de que los
términos de traslape se vuelven insignificantes. Estos argumentos que incluyen una des-
cripción vectorial del campo cuantizado dentro del cristal, complementan los dados en la
Ref. [23].

Sólo para el caso particular a = êz la condición ortonormalidad para los modos de
Bessel tiene la forma

N o

k⊥
=

√
~c

4π3|koz |(εω2/c2 − |kzo|2)

N e

k⊥
=

√
~cn2

effε/ε||

4π3|kez|(εω2/c2 − |kze|2)

(4.133)

4.4. Consideraciones generales.

En resumen, la cuantización del campo electromagnético para luz estructurada en un
medio anisotrópico no disipativo no es trivial puesto que la construcción de modos or-
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tonormales puede complicarse tal y como se mostró en última subsección. El motivo es
que la presencia de un eje óptico, además de las fronteras, rompen la isotroṕıa espacial y
esto es el elemento clave en la elección de modos estables. Sin embargo, según nuestros
resultados, existen al menos dos casos donde este rompimiento de simetŕıa no es determi-
nante en la posibilidad de elegir fácilmente los modos para realizar la cuantización. Uno
de estos casos corresponde a haces en el ĺımite paraxial ya que entonces los términos de
traslape pueden ser despreciables. El otro caso corresponde a aquél en que la normal a
las superficies que limitan al cristal y al eje de simetŕıa de los modos de interés coinciden
con el eje óptico. Este último caso será tratado en detalle en el caṕıtulo 5.





Caṕıtulo 5

Conversión paramétrica descendente

En la sección 3.2.2 se analizó el proceso de amplificación paramétrica dentro del campo
de la óptica clásica. La contraparte cuántica de este fenómeno se puede entender a partir
de un diagrama de niveles de enerǵıa para un átomo, en el que se absorbe un fotón del haz
de bombeo y posteriormente se emiten dos nuevos fotones estimulados por el haz señal.
Uno de ellos posee frecuencia ωi mientras que el otro que amplifica al haz señal tiene
frecuencia ωs.

Figura 5.1: Diagrama de niveles de enerǵıa para el proceso de amplificación paramétrica,
ωs + ωi = ωp.

Ahora si no está presente el haz señal en la entrada del cristal no habrá emisión
estimulada, pero puede haber emisión espontanea y es entonces que se le llama proceso
de conversión paramétrica descendente espontanea o simplemente conversión paramétrica
descendente (CPD).

71
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5.1. Antecedentes

La CPD es un proceso en el cual se hace incidir un láser (denominado “haz de bom-
beo”)1, suficientemente intenso, en un cristal no lineal χ(2), unos cuantos fotones del haz
se dividen en dos fotones de frecuencia más baja denominados “señal” y “acompañante”2

constituyendo aśı un par de fotones altamente correlacionados. Por conservación de la
enerǵıa se tiene que cumplir que:

ωp = ωs + ωi (5.1)

donde los sub́ındices p, s y i se refieren a “bombeo”, “señal” y “acompañante” respecti-
vamente.

También se deben cumplir las leyes de conservación de momento:

kp = ks + ki. (5.2)

En el caso de haces con momento angular orbital, el fotón esta descrito por una superpo-
sición continua de modos con diversos valores de k, en principio los fotones de bombeo,
señal y acompañante podŕıan mantener esta estructura. Las condiciones bajo las cua-
les hay conservación de momento angular orbital es todav́ıa un problema abierto; hay
art́ıculos [77, 78, 79] que afirman que:

mp = ms +mi (5.3)

donde las m’s son los eigenvalores del operador de momento angular orbital L̂z.

Mientras que otros [19, 80, 22] afirman que:

mp 6= ms +mi. (5.4)

5.1.1. CPD para ondas planas

Debido al empatamiento de fase ec. (5.2) los haces convertidos son generados en conos,
para el tipo I los conos son concéntricos (y coincidentes si se trata del caso degenerado)
y para el tipo II los conos se traslapan.

1En este trabajo vemos que el haz incidente y el haz de bombeo son diferentes.
2Al igual que en el proceso de amplificación paramétrica en inglés se le llama idler a este fotón, pero

ya no tiene el mismo significado, porque en este proceso ambos fotones son igualmente importantes.
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Figura 5.2: CPD tipo I y diagrama de conservación de momento.

Figura 5.3: PDC tipo II

El cumplimiento de las ecuaciones (5.1) y (5.2) sólo es ideal, más adelante se verá que
solo se satisfacen aproximadamente.

Como ya vimos en el la sección 3.2 la polarización de un medio no lineal de segundo
orden está dada por:

Pi = χ
(2)
ijkEjEk. (5.5)

De esta forma al cuantizar los campos E el hamiltoniano de interacción queda dado por:

ĤI =

∫
d3x χijlÊ

(+)
i (r, t)Ê

(−)
j (r, t)Ê

(−)
l (r, t) + H.c. (5.6)

donde Ê(+) y Ê(−) son las partes de frecuencia positiva y negativa del operador de campo
eléctrico.

La alta intensidad del haz de bombeo y la coherencia esperada de su fuente (un láser)
permite utilizar una aproximación semiclásica para el haz incidente. Entonces la ecuación
anterior queda:
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ĤI =

∫
d3x χijlE

(+)
i (r, t)Ê

(−)
j (r, t)Ê

(−)
l (r, t) + H.c. (5.7)

A partir de aqúı diversos autores tratan diferente a los campos E.
Por ejemplo Hong y Mandel [14] hacen el tratamiento suponiendo que el haz de bombeo

son ondas planas y la cuantización de los campos convertidos3 queda dada a través de
una expansión multimodal en ondas planas para cada vector de campo eléctrico de los
haces convertidos:

Ê+(r, t) =
1

L3/2

∑

k,s

i

(
~ω(k)

2ε0

)1/2

âks(t)εkse
ik·r (5.8)

donde los εks denotan los vectores de polarización de los fotones (s = 1, 2) para cada modo
k y ak,s el operador de aniquilación para el modo k,s de frecuencia ω(k). Sin embargo,
estos operadores utilizan una cuantización donde la ecuación para la enerǵıa coresponde
a propagación se da en el vaćıo, es decir, no se ha tomado en cuenta las propiedades del
medio. Al hacer la integral de volumen en (5.6) se llega a:

HI ∝
∑

k′,s′

∑

k′′,s′′

χijl(ε
∗
k′s′)i(ε

∗
k′′s′′)jElâ

†
k′s′(t)â

†
k′′s′′(t)e

i[∆k·r−ωt]
3∏

n=1

sinc

[
(kb − k′ − k′′)n

ln
2

]
.

(5.9)

Los supeŕındices ′ y ′′ corresponden a los sub́ındices s o i y El es la componente l del
vector de campo eléctrico de bombeo dado por:

E(r, t) = Eei[k·r−ωt]. (5.10)

Para ver la evolución temporal hay que hacer la integral del hamiltoniano sobre el
tiempo de interacción, entonces:

∫ T

0

dt HI(t) ∝
∑

k′,s′

∑

k′′,s′′

χijl(ε
∗
k′s′)i(ε

∗
k′′s′′)jElâ

†
k′s′ â

†
k′′s′′e

i∆k·r/2

3∏

n=1

sinc

[
(kb − k′ − k′′)n

ln
2

]
sinc ∆ωTei∆ωT/2

(5.11)

3En las secciones 4 se habla con más detalle de la cuantización.
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aqúı se supuso que â†(t)k,s ∝ e−iω(k)t Entonces podemos ver a través de (5.11) que la
conservación de la enerǵıa y momento está dada a través de las funciones sinc(∆ω)T y
sinc(∆k · l) respectivamente con

∆ω = ω(kb)− ω(ks)− ω(ki) (5.12)

y

∆k = kb − ks − ki. (5.13)

La función sinc(∆k · l) es la que define el empatamiento de fase, para ∆k = 0, del
cual ya se habló 3.2 y debido al comportamiento de la función sinc(x) vemos que no están
muy lejos de cumplirse las ecs. (5.1) y (5.2), ya que la mayor contribución se encuentra
en las región en que x ≈ 0.

.

Figura 5.4: Función sinc, la mayor parte del área bajo la curva está en la región donde
x ≈ 0

En los trabajos de [81] y [61] se considera el efecto de la birrefringencia a través de los
vectores de onda de cada campo, en donde se deja que cada vector satisfaga la relación
de dispersión que le corresponda (ordinaria o extraordinaria), por ejemplo, si se propagan
el haz de bombeo y señal como ordinarios4 y el acompañante como extraordinario, se
promueven los vectores de onda de la siguiente forma kp → kOp ,ks → kOs y ki → kEi .

4El haz de bombeo se puede mandar polarizado de tal forma que se propague solo como ordinario
o sólo como extraordinario, si no se dividirá en dos por efectos de birrefringencia, pero debido a las
condiciones de empatamiento de fase sólo se escoge uno.
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Además en los primeros dos art́ıculos se le permite tener estructura escalar al haz, en este
caso gaussiana. Con respecto a las reglas de conservación, en estos trabajos se hace la
integral sobre el tiempo suponiendo que se puede extender desde −∞ hasta∞ por lo que
en lugar de la función sinc se obtiene una δ de Dirac, recuperandose aśı la ecuación (5.1).

Ejemplifiquemos el caso de CPD tipo II; haciendo una aproximación de propagación
colineal de los haces convertidos la ecuación (5.11) queda como:

∫ ∞

−∞
dt HI(t) ∝

∫
dkpdkOdkE â†O(ωO)â†E(ωe)α(ωO + ωE)Φ(kp,kO,kE) + H.c. (5.14)

donde las funciones Φ y α están dadas por:

Φ(kp,kO,kE) =
3∏

n=1

sinc

[
(kp − kO − kE)

ln
2

]
· exp−

[
w2|ez × (kp)|2

]
(5.15)

α(ωO + ωE) = exp

[
−
(
ωO + ωE − ωcentral

σ

)2
]
. (5.16)

Aqúı w es la cintura del haz de bombeo (cuya dirección principal de propagación es
paralela a la superficie del cristal) y σ es el ancho de banda del pulso de bombeo. En
este trabajo reportaremos resultados cuando el haz de bombeo es cuasi-monocromaático
(σ � ωcentral).

5.1.2. CPD para haces con MAO

5.1.2.1. Antecedentes

Algunos años después de la generación de vórtices ópticos con momento angular orbi-
tal (MAO) [6] el estudio de los efectos cuánticos no lineales en esos haces fue reconocido
como un tema interesante [82, 83, 84]. Una cuestión importante se refiere a las condicio-
nes para las cuales el MAO de los fotones es conservado. Por un lado, estudios pioneros
en la generación de segundo armónico [82, 85] revelaron que, con el arreglo experimental
implementado, el MAO se conservó; similarmente hubo una clara evidencia de conserva-
ción del MAO en conversión paramétrica descendente (CPD) obtenida en [20], donde el
enredamiento del MAO de cada uno de los dos fotones fue analizado. Los resultados abrie-
ron la posibilidad de usar el MAO para la implementación de protocolos de información
cuántica. Las consecuencias del la conservación del MAO fueron también estudiadas en
amplificación paramétrica [77]. Por otro lado, estudios de trasferencia de MAO a los haces
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de fotones convertidos en un oscilador paramétrico óptico de tipo II [86, 22] mostraron
que la cavidad y efectos de anisotroṕıa juegan un papel importante en la dinámica de
los modos transversales, de tal forma que el MAO podŕıa simplemente perderse. También
se predijo y se comprobó experimentalmente que la geometŕıa donde los haces de bom-
beo, señal y acompañante se propagan aproximadamente en la misma dirección es una
condición importante para la conservación del MAO en CPD. En el vaćıo, es bien sabido
que las rotaciones con simetŕıa azimutal inducen la conservación del momento angular
total (MAT). Para los fotones que se propagan en un medio, la conservación del momento
angular de esṕın (MAS), relacionada con la polarización, más el MAO, relacionado con un
frente de fase helicoidal dando una componente azimutal al vector de Poynting dependen
de la posibilidad de que haya o no intercambio de momento angular con el medio. Las
susceptibilidades dieléctricas lineal y no lineal de segundo orden χ

(1)
ij y χ

(2)
ijk de un cristal

suelen reflejar la simetŕıa de este y romper de la simetŕıa ante rotaciones respecto a un
eje azimutal. Esto afectaŕıa al campo electromagnético; de hecho, las transformaciones
de MAS a OAM y viceversa de la luz debidas a la anisotroṕıa e inhomogeneidad de la
susceptibilidad lineal han sido observadas [87]. Consecuencias generales de la relevancia
de la geometŕıa en procesos cuánticos no lineales, particularmente en CPD, han sido lle-
vadas a cabo [83, 88, 89] para entender las observaciones experimentales aparentemente
contradictorias. La mayor parte del análisis teórico y experimental del MAO en CPD ha
sido dedicado a haces Laguerre-Gauss en el régimen paraxial y no incluyen un carácter
vectorial del campo electromagnético. En este caṕıtulo se estudian las correlaciones entre
el MAS y el OAM óptico mediado por un cristal en un proceso especifico de CPD. En
un esfuerzo por hacer una interpretación del análisis teórico lo más concluyente posible,
consideramos un haz invariante ante propagación y con MAO incidiendo en un cristal no
lineal. Escogemos la configuración geométrica más simple en la cual el haz en el medio
preserve su invariancia ante propagación a pesar de la presencia de birrefringencia [70].
La configuración geométrica garantiza simetŕıa azimutal para los fotones a lo largo de su
dirección principal de propagación. El campo eléctrico cuantizado se describirá en la base
de los modos Bessel vectoriales correspondientes por lo que las propiedades de momento
angular de los fotones convertidos se puedrá leer directamente.

5.1.3. CPD de haces Laguerre-Gaussianos

En [19, 20, 21, 22] se ha tratado la CPD con haces LG, en estos trabajos se habla de
estados resultantes de 2 fotones que conservan MAO, es decir que se satisface la ec. (5.3).
Por ejemplo que un haz de bombeo con m = 0 dará lugar un estado representado por:

|ψ〉 = C0,0|0〉|0〉+ C1,−1|1〉| − 1〉+ C−1,1| − 1〉|1〉+ . . . (5.17)
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donde las Ci,j son las amplitudes de probabilidad de medir un estado |i = ±m1〉|j = ∓m2〉,
es decir, m1 +m2 = m = 0.

El estado de dos fotones está dado ([16, 90, 61]) por:

|ψ〉2 =

∫ ∫
dkpdks dkiΦ(kp,ks,ki)â

†
w;ns,ms,Ss

â†w;ni,mi,Si
|0, 0〉 (5.18)

En particular, para el caso de propagación colineal, la función Φ es:

Φ(kp,ks,ki) ∝ geff sinc

[ |qs − qi|2L
4kp

]
Fw;np,mp,Sp(kp)Fw;ns,ms,Ss(ks)Fw;ni,mi,Si(ki) (5.19)

donde las qj son las partes transversales de los vectores de onda kj con j = s, i, p y
Fw;n,m,S(k) es el espectro angular de los fotones. Aqúı se ha usado la aproximación paraxial
y se ha encontrado un empatamiento de fase para las partes transversales del vector de
onda.

En el caso de fotones con momento angular a lo largo de la dirección de la normal al
cristal, los factores de estructura contienen una exponencial de la forma

eimϕk ,

donde ϕk será el ángulo azimutal en el plano transversal del vector k. Aún si el factor de
acoplamiento efectivo geff es independiente de los vectores k, el argumento de la función
sinc, involucra al producto punto qs · qi ∼ cos(ϕks − ϕki). Esto lleva a que al integrar
sobre los ángulos ϕk en la Ec.5.18 no necesariamente se obtenga una función delta que
con lleve la conservación del momento angular orbital.

Hay que mencionar que en [19] se toma en cuenta la posibilidad de que no se cumpla
(5.3), en [82] se encuentra no conservación del MAO y en [23] se hace la observación de
que no necesariamente se tiene que cumplir, quedando entonces:

mp 6= ms +mi (5.20)

En [25] se usaron haces Bessel en proceso de amplificación paramétrica y concluyen que
el MAO puede ser conservado, aunque en estos trabajos tampoco se ha tomado en cuenta
el fenómeno de la birrefringencia.
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5.1.4. Conversión paramétrica descendente para un haz Bessel
vectorial, más allá del régimen no paraxial

5.1.4.1. Geometŕıa

En la sección 4.3.4 se vio la propagación de un haz Bessel en un medio birrefringente
y como este se puede deformar de acuerdo a la geometŕıa. En lo que sigue usaremos la
geometŕıa para la cual el haz Bessel al entrar al cristal birrefringente, no se deforma, es
decir, conserva su estructura Bessel.

Consideremos un cristal BBO de radio R y longitud L, con un corte tal que su eje
óptico â es normal a su superficie. Escogemos el sistema de referencia de tal manera que
â = ẑ.

Figura 5.5: Geometŕıa del sistema en consideración. El haz Bessel incidente es una su-
perposición de ondas planas con vectores de onda que se propagan sobre la superficie de
un cono con ángulo de axicón ζ. Dentro del cristal también será una superposición de
ondas planas propagándose sobre la superficie de un cono pero con un ángulo ζ ′ que es
diferente para los modos transversales eléctricos (con amplitud B = 0) y transversales
magnéticos (N = 0) y depende de las funciones dieléctricas birrefringentes ε|| y ε [70]. El
vector de propagación principal êq = ẑ se ha colocado paralelo al eje óptico del cristal
ŝ. Las ĺıneas verticales representan las fronteras del cristal. La escala dependerá de los
parámetros espećıficos del sistema.

5.1.4.2. Campo Electromagnético fuera y dentro del material.

En este trabajo se hará una diferencia entre el haz incidente, que es el que esta afuera
del material y el haz de bombeo que es el que ha atravezado la superficie y esta dentro del
material, y que como vimos en el caṕıtulo anterior no necesariamente conservan la misma
estructura. Con la geometŕıa descrita y utilizando los resultados del caṕıtulo 4, un haz
Bessel que incide sobre el cristal, se transmite en el material con una estructura Bessel,
dada por las ecuaciones (4.108) y (4.109) que se puede escribir como:

Ep
m = e−iω

pt
∑

κ

γν
p

σp,Dp,mp

(
kz, k

νp

z , k⊥
)
Jσp,mp

(
k⊥ρ

)
Θσp,mp(θ)Z

νp

D (z)êσp (5.21)
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Le hemos puesto el supeŕındice p para denotar que este será el haz de bombeo, este
será el haz que dará lugar a la creación de los fotones señal y acompañante, que como
es común, denotaremos con los supeŕındices s e i respectivamente. Por estar dentro del
medio birrefringente estos campos pueden estar en el modo ordinario o o extraordinario
e. Ya que el haz de bombeo es un haz Bessel, usaremos una base de funciones Bessel para
la cuantización de los campos señal y acompañante, es decir usaremos los resultados del
caṕıtulo 4.

Êν(
s
i)

m =e−iωt
∑

σ,ν,D

∞∑

m=−∞

∫ ∞

0

dk⊥

∫ ∞

−∞
dkz N ν

(
ω, kνz , k⊥

)
Jσ,m

(
k⊥ρ

)
Θσ,m(θ)×

× Zν
D(z)êσâm(kνz , k⊥) +H.c.

(5.22)

con ν = o, e; σ = +,−, 3; Zν
D(z) = e ikνz,Dz;

J+ =
i

2
Jm−1(k⊥ρ), J− = − i

2
Jm+1(k⊥ρ), J− = Jm−1(k⊥ρ); (5.23)

Θ+ = ei(m−1)θ, Θ− = ei(m+1)θ, Θ3 = eimθ (5.24)

Y los factores de normalización dadas por las Ecs. (4.133)

N o =

√
~c

4π3|koz |(εω2/c2 − |kzo|2)

N e =

√
~cn2

effε/ε||

4π3|kez|(εω2/c2 − |kzo|2)

5.2. Hamiltoniano de interacción para CPD de foto-

nes estructurados

Habiendo escrito los campos con esta notación podemos ponerlos en el hamiltoniano
de interacción:

ĤI =
∑

h,j,l

∫

V

d3r χhjlÊ
s∗
h Ê

i∗
j E

p
l

=
∑∫

d4k χhjl

∫

V

d3r (N νs)∗(N νi)∗γν
p

σp,DpJ
∗
σs,msJ

∗
σi,miJσp,mp×

Θ∗σs,msΘ
∗
σi,miΘσp,mpZ

∗
DsZ

∗
DiZDp(êσs)

∗
i (êσi)

∗
j(êσp)l e

−i(ωp−ωs−ωi)t×
â†ms(k

νs

z , k⊥)â†
mi

(kν
i

z , k⊥).

(5.25)
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la suma se hace sobre todos los ı́ndices h, j, l, σs, σi, σp, νs, νi, νp, qs, qi, qp,ms,mi. Y d4k =
dks⊥ dki⊥ dksz dk

i
z. Aqúı se ha supuesto que el material es homogéneo, es decir, χhjl no

depende de las coordenadas espaciales.

Antes de seguir hacemos las siguientes definiciones:

m+ ≡ m− 1, m− ≡ m+ 1, m3 ≡ m (5.26)

aśı cualquiera de estas 3 definiciones pueden ser representadas por mσ (recordemos que
σ = +,−, 3). Evaluando la integral de volumen en coordenadas ciĺındricas se puede separar
fácilmente en 3 partes.

La parte angular:

∫ 2π

0

dθ (Θmσs )
∗(Θmσi

)∗(Θmσp ) =

∫ 2π

0

dθ ei(mσp−mσs−mσi )θ = 2πδmσi ,mσp−mσs , (5.27)

la longitudinal:

∫ L

0

(ZDs)
∗(ZDi)

∗ZDp dz =

∫ L

0

e
−ikνs

z,Die
−ikνi

z,Dieik
νp

z,Dp dz

=− Le−iL2 ∆kz
{ν}
{D} sinc

(
L

2
∆kz

{ν}
{D}

) (5.28)

con ∆kz
{ν}
{D} ≡ kν

p

z,D
p − kνsz,Ds − kν

i

z,Di .

Y por último la parte radial:

∫ R

0

(Jmσs )
∗(Jmσi )

∗(Jmσp )ρ dρ = c∗σsc
∗
σicσp

∫ R

0

Jmσs (k
s
⊥ρ)Jmσi (k

i
⊥ρ)Jmσp (kp⊥ρ)ρ dρ (5.29)

con c+ = i
2

= −c− y c3 = 1. La solución anaĺıtica de esta ecuación sólo es conocida para
ciertos casos en los que R→∞, aśı que haré la siguiente definición:

Imσs ,mσi ,mσp
(
ks⊥, k

i
⊥, k

p
⊥, R

)
≡
√
ks⊥
kp⊥

ki⊥
kp⊥

∫ kp⊥R

0

Jmσs

(
ks⊥
kp⊥
ζ

)
Jmσi

(
ki⊥
kp⊥
ζ

)
Jmσp (ζ)ζ dζ

(5.30)
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Aśı el hamiltoniano de interacción (5.25) queda:

ĤI =2πL
∑

c∗σsc
∗
σicσpXσs,σi,σp e

−i(ωp−ωs−ωi)t×
∫
dk4(N νs)∗(N νi)∗γσp,Dp(k

s
⊥k

i
⊥k

p
⊥)−

1
2 sinc

(
L

2
∆kz

{ν}
{D}

)
×

δmσi ,mσp−mσsImσs ,mσi ,mσp
(
ks⊥, k

i
⊥, k

p
⊥, R

)
â†ms(k

νs

z , k⊥)â†
mi

(kν
i

z , k⊥),

(5.31)

Xσs,σi,σp ≡
∑

hjl χhjl(e
∗
σs)h(e

∗
σi)j(eσp)l La función sinc expresa la conservación de momen-

to lineal, mientras que la delta de Kronecker δmσi ,mσp−mσs expresa la conservación del
momento angular total permitiendo el intercambio entre MAO y MAS, ya que mezcla los
indices m relacionados con la carga topológica del haz y los sub́ındices σ que denotan la
polarización del campo.

Al expandir la sumas sobre mi y σi y hacer el producto con la δ de Kronecker, la suma
sobre mi se puede hacer directamente.

ĤI =2πL
∑

c∗σsc
∗
σicσpXσs,σi,σp e

−i(ωp−ωs−ωi)t×
∫
dk4(N νs)∗(N νi)∗γσp,Dp(k

νs

⊥ k
νi

⊥ k
νp

⊥ )−
1
2 sinc

(
L

2
∆kz

{ν}
{q}

)
×

Imσs ,mσp−mσs ,mσp
(
kν

s

⊥ , k
νi

⊥ , k
νp

⊥ , R
)
a†mσs+µσs

(kν
s

z , k
νp

⊥ )a†mσp−mσs+µσi
(kν

i

z , k⊥)

(5.32)

con µ+ = 1, µ− = −1, µ3 = 0. Aqúı podemos identificar diferentes procesos, la suma
sobre νi, νs, νp nos da 8:

e→ oo (5.33a)

e→ eo (5.33b)

e→ oe (5.33c)

e→ ee (5.33d)

o→ oo (5.33e)

o→ eo (5.33f)

o→ oe (5.33g)

o→ ee (5.33h)

(5.33i)

(5.33a) es clasificado en la literatura como tipo I, mientras que (5.33b) y (5.33c) son
llamados tipo II. Y cada uno de esos podemos separarlo en otros mas debido a las sumas
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sobre Di, Ds, Dp,

sinc

(
L

2
(kν

p

z − kν
s

z − kν
i

z )

)
(5.34)

sinc

(
L

2
(kν

p

z − kν
s

z + kν
i

z )

)
(5.35)

...

Buscando aplicaciones concretas y factibles supondremos que el medio es un cristal
BBO (β-barium Borate). Este es un cristal uniaxial negativo (birrefringente con no > ne)
y es comúnmente usado en proceso de óptica no lineal.

Ahora haremos uso de la matriz reducida dil (sección 3.2) correspondiente al tensor
dieléctrico χhjl para el BBO. Usando las simetŕıas de Kleinman en este caso:

dil =




0 0 0 0 d31 −d22

−d22 d22 0 d31 0 0
d31 d31 d33 0 0 0


 . (5.36)

Ya que d22 � d31, d33 podemos despreciarlos5 y sólo quedarnos con los términos que
contienen a d31, lo cual nos simplifica muchos las cosas. De esta forma sólo sobreviven 4
términos del tensor χhjl = 2dhjl y podemos fácilmente realizar la suma sobre h, j, l en el
hamiltoniano de interacción.

∑

ijl

χhjl(eσs)
∗
i (eσi)

∗
j(es)l =

− 2d22

[ [
(eσs)

∗
x(eσi)

∗
y + (eσs)

∗
y(eσi)

∗
x

]
(eσp)x +

[
(eσs)

∗
x(eσi)

∗
x − (eσs)

∗
y(eσi)

∗
y

]
(eσp)y

]
(5.37)

Caso particular, tipo I y sin tomar en cuenta los haces contrapropagantes.
Como caso particular analizaremos la CPD tipo I y sólo con los fotones que se propagan
hacia adelante. En este caso νp = ep, νs = os y νi = oi; σi = +,− , σs = +,− y
σp = +,−, 3; Ds = Di = Dp = f .

5Además al hacer la expansión vemos que las constantes d31 y d33 multiplican a las componentes z
de los campos, aśı en casos donde se use aproximación paraxial estos términos se hacen todav́ıa más
pequeños.
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Al usar (5.37), expandir las sumas sobre σs, σi, σp y simplificar en (5.32), se obtiene:

Ĥeoo
I =− 4d22√

2
2πLe−i∆ω

pt

∫
dk4 sinc

(
L

2
∆kz

{ep,os,oi}
{F}

)
(N os)∗(N oi)∗(ko

s

⊥ k
oi

⊥k
ep

⊥ )−
1
2×

[
γe+,F Imσs ,m+−mσs ,m+c

∗
−c
∗
−c+â

†
mσs+µ−(ko

s

z , k
os

⊥ )â†m+−mσs+µ−(ko
i

z , k
oi

⊥ )+

γe−,F Imσs ,m−−mσs ,m−c
∗
+c
∗
+c−â

†
mσs+µ+(ko

s

z , k
os

⊥ )â†m−−mσs+µ+(ko
i

z , k
oi

⊥ )
]

(5.38)

Podemos escribir:

Ĥeoo
I =

∫
dk4F sinc

(
L

2
∆kz

{e,o,o}
{F}

)
×

∑

ms

[
Ims−,m+−ms−,m+ â

†
ms(k

so
z, k

s
⊥)â†m−ms−3(ki

o

z, k
i
⊥)+

Ims+,m−−ms+,m− â
†
ms(k

so
z, k

s
⊥)â†m−ms+3(ki

o

z, k
i
⊥)
]

(5.39)

con

F
(
ωp, ωs, ωi, k⊥, ε

s
o, ε

i
o, εe, L, t

)
≡

− 8id222πL(ηsoF )∗(ηi
o

F )∗ηeFγ
e
F (Eυs)∗(Eυi)∗(ks⊥ki⊥)−

1
2 e−i(ω

p−ωs−ωi)te−i
L
2

∆kz
{e,o,o}
{F}

=
16d22π~B

∆e
ε

(
kez
εek⊥

+ 1

)
kez
εek2
⊥

√
ωsoωio

εsoεio
e−i(ω

p−ωs−ωi)te−i
L
2

∆kz
{e,o,o}
{F} .

(5.40)

.
Las amplitudes de probabilidad de los sucesos están dadas por los coeficientes de

los operadores de creación, en este caso los operadores de creación pueden producir los
estados:

|ms,mp −ms − 3〉1, |ms,mp −ms + 3〉2, (5.41)

con probabilidades proporcionales a Ims−,m
p
+−ms−,m

p
+

e Ims+,m
p
−−ms+,m

p
−

respectivamente.
Además vemos que no hay conservación del MAO en cada pareja de fotones creados ya
que:

(ms) + (mp −ms − 3) = mp − 3, y (ms) + (mp −ms + 3) = mp + 3 (5.42)

es decir:
ms +mi = mp ± 3 (5.43)

Sin embargo, el MAO total si se conserva ya que por cada pareja de fotones con mp − 3
habrá una pareja con mp+3, además de que por la geometŕıa no puede haber transferencia
de MAO al cristal. Entonces lo que se ve aqúı es un acoplamiento esṕın-órbita que da lugar
al intercambio entre MAS y MAO.
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5.3. Análisis del empatamiento de fase radial trans-

versal

Cuando R→∞ y mσp = 0 se tiene una expresión anaĺıtica [91] para las funciones I:

Imσs ,mσs ,0 =





kp⊥

√
ks⊥k

i
⊥ cos(mσs arc cos(r+))

πks⊥k
i
⊥

√
1−r2+

si −1 < r+ < 1

0 en los demás casos
(5.44)

con r+ =
ks⊥

2+ki⊥
2−kp⊥

2

2ks⊥k
i
⊥

De esta ecuación podemos ver que cuando ks⊥ + ki⊥ → kp⊥ o cuando

|kp⊥ − ki⊥| → kp⊥ ⇒ I → ∞ independientemente del valor de mσs . En la figura 5.6 se
muestra la gráfica para mσs = 0 y un valor especifico de k⊥, un cambio en esta variable
sólo produce un reescalamiento de los ejes.

Figura 5.6: Gráfica de I(ks⊥, k
i
⊥) mσs=0.

Pero R es finita y además nos interesa también ver la variación de las amplitudes de
probabilidad como función de las m’s, sin embargo, esta figura nos da una idea de donde
buscar los máximos de I. Se hicieron simulaciones numéricas en regiones que incluyen las
opciones dadas por la regla del triangulo ks⊥ + ki⊥ ≈ kp⊥ o |ks⊥ − ki⊥| ≈ kp⊥. Los resultados
se muestran en la figura 5.8. Podemos ver que tenemos el máximo bien definido en la
región mencionada además de pequeñas oscilaciones alrededor. También vemos que I ya
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Figura 5.7: Gráfica de I(ks⊥, k
i
⊥, k⊥, R→∞), mσs=0, escalada

no diverge y podemos comparar su dependencia en variables como momento angular y
radio del cristal.

En la figura 5.9 se estudia la región central de la figura 5.8a como función de
ki⊥
kp⊥

y

de kp⊥R. Con estas figuras podemos ver que conforme aumenta kp⊥R aumenta I000 y que
los máximos tienden a estar en ks⊥ + ki⊥ = kp⊥ cuando R → ∞ como era de esperarse de
acuerdo con la figura 5.6 y la ecuación (5.44), la relación entre el máximo de I000 con kp⊥
se muestra en la figura 5.10a.
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(a) I0,0,0 (b) I0,0,0 (c) |I5,−5,0|

(d) |I1,1,2| (e) |I3,−1,2| (f) |I−1,3,2|

Figura 5.8: (a) Función Imσs ,mσp−mσs ,mσp para mσp = mσs = 0, (b)Imσs ,mσp−mσs ,mσp para
mσp = mσs = 0 y ki⊥/k

p
⊥ = 0.5. Valor absoluto de Imσs ,mσp−mσs ,mσp para:(c) mσp = 0 y

mσs = 5, (d) mσp = 2 y mσs = 1, (e) mσp = 2 y mσs = 3, y (e) mσp = 2 y mσs = −1. En
todos los casos ilustrados k⊥R = 100.

Figura 5.9: I0,0,0

(
ks⊥
kp⊥

= 1
2
, kp⊥, k

i
⊥, k

p
⊥R
)
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(b) I0,10,0

Figura 5.10: (a)
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5.4. Empatamiento de fase longitudinal

Hasta aqúı ya sabemos donde están los máximos de I como función de (ks⊥, k
i
⊥). Ob-

servamos que las funciones Imσs ,mσi ,mσp
(
ks⊥, k

i
⊥, k

p
⊥R
)
, reflejan la ley de conservación del

momento lineal en la dirección perpendicular |ks⊥ ± ki⊥| ≈ kp⊥. Sabemos además que se
tienen que cumplir las relaciones de dispersión:

k2
⊥ + k2

z =
(
no
w

c

)2

(5.45a)

k2
⊥ +

(
ne(θ)

no
kz

)2

=

(
ne(θ)

no

w

c

)2

; (5.45b)

para garantizar la conservación de momento lineal en z. n(θ) esta dada por:

1

ne(θ)
=

cos2(θ)

n2
o

+
sin2(θ)

n2
e

. (5.46)

Otra ley de conservación se refiere al momento angular:

ms +mi = mp − (µσp − µσs − µσi). (5.47)

Si además suponemos el uso de un haz bombeo monocromático y tomamos en cuenta
que por lo general la transferencia de enerǵıa al cristal es despreciable, la conservación de
enerǵıa implica que:

ωi = ωp − ωs. (5.48)

Si se cumple con estas ecuaciones de conservación, el sistema se encuentra en la región
de empatamiento de fase.

Por lo general los ı́ndices de refracción dependen de la longitud de onda λ. En el caso
de un cristal BBO resulta que (utilizando las ecuaciones de Sellmeier [92, 93] válidas en
el rango λ = 0.2050a1.064µm):

no =

√
2.7359 +

0.01878

λ2 − 0.01822
− 0.0354λ2 (5.49a)

ne =

√
2.3753 +

0.01224

λ2 − 0.01667
− 0.01516λ2 (5.49b)

Es bien sabido, en el tratamiento con ondas planas, que el ángulo θ entre el eje óptico
y el vector de onda k es muy importante, ya que este permite el empatamiento de fase, y
es por eso que los cristales se caracterizan según su ángulo de corte. En este caso el ángulo
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de corte corresponde a cero grados, es decir, el eje óptico es normal a la superficie del
cristal. Esta configuración es poco convencional y en ella, el parámetro a ser optimizado
para buscar el empatamiento de fase es el ángulo de axicón dado por la relación entre kz
y k⊥ del haz Bessel incidente. Recordemos que el ángulo de axicón del haz incidente no
coincide con el ángulo de axicón del haz de bombeo (Figura 5.5 y ecuación (4.109))

Al multiplicar la función sinc por la función I (Fig. 5.11), vemos que en la región donde
kp⊥R es pequeña hay una región en la que la amplitud de probabilidad tiene un máximo.
Entonces podemos ver que es mejor trabajar con radios pequeños. Además podemos ver
también que cuando mσs 6= mσp la anchura también se reduce; lo cual implicará que la
suma

∑
ms pueda ser cortada.

(a) I0,0,0 (b) I0,10,0

Figura 5.11: Gráficas de (a) I0,0,0 sinc y (b) I0,10,0 sinc

Nos enfocaremos en el proceso de CPD tipo I y degenerado (ωs = ωi). Si los fotones
señal-acompañante son tales que ms,i

1 = −1 (ver ecuación (5.41)). El término dominante
de este proceso es proporcional a I0,0,0. El ángulo de axicón del haz incidente se escogió de
tal forma que su mı́nimo fuera compatible con un máximo absoluto de la amplitud de
probabilidad para el proceso. Por ejemplo ζ = 40.5o para λ = 531nm. El empatamiento
de fase se puede entonces reportar en términos del los ángulos de axicón de los fotones
señal-acompañante. En este ejemplo, ilustrado en la figura 5.12, se puede observar que los
valores esperados para estos ángulos están en un intervalo de (35o, 45o).
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Figura 5.12: Amplitud de probabilidad para la generación de un estados de 2-fotones
como función de los ángulos de axicón de los haces señal y acompaante ζ i y ζs, los haces
incidentes corresponden a un haz Bessel vectorial TM incidente con m = 1 y con un
ángulo de axicón ζ = 40.5o (k⊥R = 153 y kzL = 896)) y λ = 531nm.

A partir de aqúı, los siguientes análisis se basarán en esta configuración óptica y
geométrica.

Nos enfocaremos en el proceso de CPD tipo I y degenerado con los fotones señal-
acompañante con ms,i

1 = −1 (ver ecuación (5.41)). El término dominante de este proceso
es proporcional a I0,0,0. Los resultados se reportan en términos del los ángulos de axicón
de los fotones señal-acompañante Se puede observar que los valores esperados par estos
ángulos en este caso están en un intervalo de (35,45). Hay que mencionar que el ángulo
de axicón del haz incidente se escogió de tal forma que su mı́nimo fuera compatible con
un máximo absoluto de la amplitud de probabilidad para el proceso.

En la figura 5.13 Se muestran los perfiles de intensidad transversales para las compo-
nentes e± del haz de bombeo, con los parámetros mencionados arriba, para m ∈ [1, 2, 3]
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(a) m = 0 (b) m = 1 (c) m = 2

Figura 5.13: Perfiles transversales de intensidad

5.5. Distribución del momento angular orbital del es-

tado de dos-fotones

Como se vio antes, la dependencia de las amplitudes de probabilidad en mp y ms esta
dada a través de las funciones I. Para ver la dependencia enmσs , supongamos que ponemos
un filtro para los valores en los cuales obtuvimos un máximo para I. Y supongamos
también que enviamos un haz de bombeo con momento angular orbital mp = 1 (entonces
mp

+ = 0 y mp
− = 2). Aśı las funciones que tenemos que analizar son de la forma:

Ims−,−ms−,0 e Ims+,2−ms+,2 (5.50)

correspondientes a los estados:

|ms,−ms − 2〉1 y |ms,−ms + 4〉2 (5.51)

En las siguientes figuras 5.14 se muestran los histogramas de las integrales

I1 =

∫
dks⊥ dk

i
⊥
[
Ims+1,−ms−1,0(ks⊥, k

i
⊥, k

p
⊥R = 153) sinc([∆kzL/2])

]2
, (5.52)

e

I2 =

∫
dks⊥ dk

i
⊥
[
Ims−1,2−ms+1,2(ks⊥, k

i
⊥, k

p
⊥R = 153) sinc([∆kzL/2])

]2
(5.53)

que son proporcionales a la amplitud de probabilidad para obtener los pares de fotones
convertidos en los dos posibles estados |ms,mp −ms − 3〉1 y |ms,mp −ms + 3〉2 respecti-
vamente.
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(a) (b)

Figura 5.14: Distribución de MAO esperado de los fotones resultantes de la CPD para los
estados (a)|ms,−ms−2〉 y (b)|ms,−ms+4〉. El haz incidente corresponde a un haz Bessel
vectorial de orden m = 1, ángulo de axicón ζ = 40.5o y longitud de onda λ = 531nm.

De acuerdo con la figura 5.14a, el estado 1 tiene una distribución amplia de MAO con
su máximo centrado en ms

1 = −1 y de la figura 5.14b el estado 2 tiene una distribución
similar pero con su máximo en ms

2 = 2. El valor máximo de I es el mismo para los 2
estados aśı que los procesos correspondientes son igualmente probables.

5.6. Dependencia de la distribución de MAO con el

radio de integración transversal

En las secciones anteriores vimos que las funciones I tienen una dependencia en R.
Al En la figura 5.15 podemos ver que conforme disminuye R la suma sobre las ms puede
ser cortada antes, por lo que también el parámetro R nos da la posibilidad de incluir más
o menos términos en la

∑
ms

que significa tener una distribición más o menos amplia de

momento angular orbital en los fotones convertidos.
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Figura 5.15: Distribución de MAO esperado de los fotones resultantes de la CPD para los
estado, variación con R = (20, 40, 80, 160)µm.

Al estudiar la dependencia de las intensidades máximas con el radio del cristal encon-
tramos que para mp = 0,ms = 0 esta es de la forma Imax(R) = I0(kp⊥R)0.5 con I0 = .6.



Caṕıtulo 6

Conclusiones y perspectivas

Después de realizar un análisis cuántico vectorial y completo del proceso de conversión
paramétrica descendente usando como bombeo un haz Bessel, llegamos a las siguientes
conclusiones:

La cuantización de haces en medios birrefringentes no disipativos no es trivial debido
a la presencia de un eje privilegiado y superficies que delimitan al medio. En el caso
de superficies delimitantes paralelas, una opción corresponde a que el eje del cristal
sea paralelo a la normal de la superficie y sólo entonces la cuantización será directa.

Una vez establecida esta configuración para el cristal y el haz Bessel, la condición
de empatamiento de fase puede obtenerse en términos del ángulo de axicón del haz
Bessel, lo cual nos puede llevar a condiciones en las que el haz de bombeo este lejos
del ĺımite paraxial. Las condiciones de empatamiento de fase también nos hacen ver
que puede ser muy interesante tratar con radios transversales del medio no lineal
pequeños. Esta clase de radios nos da control sobre el MAO de los fotones convertidos
y ampĺıa los valores accesibles de los vectores de onda perpendiculares de los fotones
señal y acompañante. Esta es quizá la diferencia más evidente respecto al caso en
que el radio transversal de interacción con el medio es muy grande, R → ∞. En
estas circunstancias obtendŕıamos mayores restricciones para los vectores de onda
transversales. Esto se encuentra esquematizado en las figuras 5.6 y 5.8 y en la Eq.
(5.44).

Se encontró que dependiendo de la geometŕıa y de las propiedades del cristal no
lineal, que se usa en el proceso de CPD, puede haber transformación de MAS del

95
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haz de bombeo a MAO de los fotones convertidos. Existe más de un tipo de estado
de dos fotones factible. Y estos estados pueden tener una correlación muy fuerte en
su MAO. El proceso de CPD en este caso conserva el momento angular óptico,

ms +mi = mp + µσs + µσi − µσp , µσ = 1, 0,−1.

El acoplamiento de MAS y MAO se da a través del tensor dieléctrico de segundo
orden χ2

ijk, por lo que diferentes cristales daŕıan lugar a diferentes transformaciones
incluyendo la nula, es decir, el caso en que no hay transformación.

En el caso particular de un cristal BBO y CPD tipo I,es decir haz de bombeo TM
y fotones convertidos TE, mostramos que:

• Se generan dos estados de dos-fotones, altamente correlacionados.

|ms,mp −ms − 3〉1, |ms,mp −ms + 3〉2

• La transformación de MAO a MAS se da en 3~ para los fotones convertidos.

• El ángulo de axicón para el cual hay empatamiento de fase, resulta ser de 40.5o

y está más allá del ĺımite paraxial.

• La distribución del MAO de los fotones señal (acompañante) puede ser amplia
y puede ser regulada con el tamaño del radio R de la región de interacción del
haz de bombeo con el cristal. Ver figuras 5.14 y 5.15

La mayor parte de estos resultados fueron publicados en [76]

Diferentes cristales poseen diferentes simetŕıas e indices de refracción, (χij y χijk), los
ángulos de axicón para los cuales se podŕıa encontrar empatamiento de fase podŕıan ser
tales que k⊥ > kpz , por lo que se estaŕıa muy lejos del ĺımite paraxial. Un análisis numérico
de los coeficientes (4.110) muestra que en esas condiciones los haces de bombeo tienen alta
probabilidad de ser reflejados por la segunda superficie del cristal. En esas circunstancias
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seŕıa necesario tomar en cuenta tanto los campos propagantes como los contrapropagantes
en el proceso de CPD.

El formalismo desarrollado en esta tesis puede ser la base de cálculos de CPD para
haces Bessel vectoriales que puede incluir (i) CPD tipo II, (ii) estados de dos-fotones no-
degenerados y (iii), tomando en cuenta efectos de campos contrapropagantes, más allá del
régimen paraxial y por el tamaño de R para el cual se puede dar esta modulación, esto
podŕıa llevarse a cabo en fibras ópticas.

Cabe señalar que estas propuestas teóricas podŕıan llevar a la observación de efectos
muy interesantes en el laboratorio.





Apéndice A

Potenciales de Hertz

Las ecuaciones de Maxwell en medios homogéneos ya ausencia de cargas y corrientes
libres se escriben

∇ ·D = 0

∇ ·B = 0

∇× E = −∂B

c∂t

∇×H =
∂D

c∂t
(A.1)

Si consideremos un medio isotrópico con de polarización y magnetización asociadas
a respuestas no lineales y fuentes externas Pext;nl y Mext;nl respectivamente. los campos
macroscópicos quedan dados por:

D = εE + Pext;nl ; B = µH + µ0Mext;nl (A.2)

Con estas ecuaciones al escribir

B = ∇×A

E = −∇φ− ∂A

∂t

(A.3)

obtenemos la ecuaciones de onda para los potenciales A y φ :

µε
∂2A

∂t2
−∇2A = µ

∂Pext;nl

∂t
+ µ0∇×Mext;nl (A.4)

99
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µε
∂2φ

∂t2
−∇2φ = −1

ε
∇ ·Pext;nl (A.5)

Los potenciales de Hertz son introducidos en forma análoga al lado derecho de las
ecuaciones anteriores [51]:

A = µ
∂Ψe

∂t
+ µ0∇×Ψm ; φ = −1

ε
∇ ·Ψe (A.6)

Si estos potenciales de Hertz satisfacen las ecuaciones de onda:

µε
∂2Ψe

∂t2
−∇2Ψe = Pext;nl (A.7)

µε
∂2Ψm

∂t2
−∇2Ψm = Mext;nl (A.8)

ψ y A cumplirán las ecuaciones de onda correspondientes. Estos potenciales Ψ se pueden
escoger de tal forma que 4 de sus 6 componentes sean igual a 0 [71], entonces se puede
escribir:

Ψe = µΨ1u ; Ψm = εΨ2u (A.9)

donde Ψ1,2 son los llamados potenciales escalares de Hertz y u es un vector unitario, la
dirección para la cual todas las demás componentes son cero.

Entonces si sustituimos las ecuaciones (A.9) en las ecuaciones (A.6) obtenemos:

A = µΨ̇1u + µ0∇× (Ψ2u) , φ = −1

ε
∇ · (Ψ1u) = −1

ε
u · ∇Ψ1 (A.10)

Si usamos coordenadas cartesianas:

A = µΨ̇1u + µ0(
∂Ψ2

∂x1

u2 −
∂Ψ2

∂x2

u3) , φ = −1

ε

∂Ψ1

∂x1

(A.11)

donde las u’s forman un sistema de coordenadas derecho en R3 y las xi son las componentes
de un vector r expresado en dicha base.

Entonces para un campo electromagnético que se propaga en cualquier dirección po-
demos encontrar sus modos transversal eléctrico (TE) y transversal magnético (TM) con
respecto a u y vemos que el potencial Ψ2 es el que da lugar al modo TE, mientras que
el potencial Ψ1 da lugar al modo TM, esto se puede ver sustituyendo las ecs. (A.11) en
(2.33), es decir, si hacemos Ψ1 = 0 vemos que φ = 0 y E no tiene componente en la
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dirección de propagación u y si hacemos Ψ2 = 0 entonces A sólo tiene componente u, por
lo que B es transversal a la dirección de propagación u.

Entonces podemos escribir:

ETE = −µ0∇× (Ψ̇2u) ETM =
1

ε
∇(u · ∇Ψ1)− µΨ̈1u (A.12)

BTE = µ0∇(∇ ·Ψ2u)− µ0∇2(Ψ2u) BTM = −µu×∇Ψ̇1 (A.13)

Si Pext;nl y Mext;nl son cero, vemos de las ecuaciones (A.7) a (A.9) que las Ψ ′s
satisfacen las ec. de onda sin fuentes:

µεΨ̈(1
2)
−∇2Ψ(1

2)
= 0 (A.14)

por lo que se pueden hacer los cambios Ψ̈ ↔ ∇2Ψ y con las ecuaciones (A.2) los modos
TE y TM quedan como sigue:

ETE = µ0u×∇Ψ̇2 ETM =
1

ε
∇(u · ∇Ψ1)− µΨ̈1u (A.15)

HTE =
µ0

µ
∇(u · ∇Ψ2)− µ0εΨ̈2 u HTM = −u×∇Ψ̇1 (A.16)

Consideremos ahora un medio uniaxial birrefringente y de escasa respuesta magnética.
En este caso tambien podemos utilizar potenciales de Hertz y de manera natural el vector
u se elige en la dirección del eje del medio. Sustitución directa en las ecuaciones de Maxwell
con ahora D = ε̂E muestra que Ψ1 y Ψ2 deberán cumplir simplemente la ecuación de onda
sin fuentes para que ETE, HTE y ETE, HTM satisfagan las ecuaciones de Maxwell. En
este caso a los modos TE y TM se conocen como modos ordinario y extraordinario y los
potenciales de Hertz satisfacen las ecuaciones

− εµΨ̈O +∇2ΨO = 0 (A.17)

y
− ε‖εµΨ̈E +∇ · ε̂ · ∇ΨE = 0, (A.18)

respectivamente con ε la respuesta dieléctrica en la dirección perpendicular al eje del medio
y ε‖ la respuesta en la dirección perpendicular. Nótese que esto requiere que la respuesta
no lineal del medio sea débil además de que no haya fuentes externas de polarización y/o
magnetización.
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[67] Y. Jerónimo-Moreno and R. Jáuregui. On-demand generation of propagation-
invariant photons with orbital angular momentum. Phys. Rev. A, 90, 013833, 2014.

[68] V. V. Dodonov. Dynamical Casimir effect: Some theoretical aspects. J. Phys. Conf.
Ser., 161, 012027, 2009.
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Abstract
We present a full vectorial analysis of the parametric downconversion process using a pump
Bessel beam and a photon description based on Bessel wavefunctions. We find that, under the
considered geometry, optical angular momentum is conserved but the crystal induces a coupling
between the optical spin angular momentum (SAM) and the optical orbital angular momentum
(OAM) ruled by the nonlinear properties of the crystal via the second order susceptibility tensor
χ
(2)
i jk . This leads to nontrivial correlations between the expected values of the SAM and OAM of

the resulting two-photon states. Distributions of orbital angular momentum of the
downconverted photons are evaluated in detail for a specific set-up.

Keywords: optical angular momentum, parametric downconversion of structured beams, Bessel
beams

(Some figures in this article are in colour only in the electronic version)

1. Introduction

A few years after the generation of optical beams with
orbital angular momentum (OAM) [1], the study of quantum
nonlinear effects on those beams was recognized as an
interesting subject for which general statements cannot be
easily formulated [2–11]. An important question concerns the
conditions under which the OAM of the involved photons is
conserved.

On the one hand, pioneer studies in second harmonic
generation [2, 3] revealed that, under the implemented
experimental set-up, optical orbital angular momentum
(OOAM) was conserved; similarly, clear evidence of OOAM
conservation in spontaneous parametric downconversion was
obtained in [4], where entanglement between the OAM
variables of the two-photon states was also analyzed.
The results opened the possibility of using OAM for
the implementation of quantum information protocols.
Introducing a stimulating beam, the consequences of OOAM
conservation were also studied for parametric amplification
[5].

On the other hand, OAM transfer studies from pump
to downconverted beams in a type II optical parametric

oscillator [7] showed that cavity and anisotropy effects play
an important role in the transverse mode dynamics, so the
OOAM could be simply lost. It was also predicted [8] and
experimentally demonstrated [9] that collinear phase matching
geometry, where the pump, signal and idler photons propagate
along almost the same direction, is an important condition for
OOAM conservation in PDC.

In free space, it is well known that symmetry under
azimuthal rotations induces the conservation of total angular
momentum. For photons that propagate in a medium,
conservation of spin orbital momenta (SAM), related to light
polarization, plus orbital angular momentum, related to a
helical phase front giving an azimuthal component to the
Poynting vector, is expected, whenever there is no exchange
of angular momenta with the media. For an electromagnetic
field, the linear and nonlinear dielectric susceptibilities χ(1)i j

and χ
(2)
i jk of a given crystal could present an azimuthal

dependence, reflecting the crystalline symmetry, and this could
be a source of symmetry breaking. In fact, transformations
between SAM to OAM and vice versa due to anisotropic
and inhomogeneous linear susceptibilities have already been
observed [12]. General consequences of the relevance

2040-8978/11/064021+06$33.00 © 2011 IOP Publishing Ltd Printed in the UK & the USA1
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Figure 1. Geometry of the system under consideration. The incident
Bessel beam is a superposition of plane waves with propagation
vectors k lying on the surface of a cone with axicon angle ζ . Inside
the crystal the beam is also a superposition of plane waves with
wavevectors lying on the surface of a cone, the corresponding angle
ζ ′ differs for transverse electric modes (with amplitude B = 0) and
transverse magnetic modes (E = 0) and depends on the birefringent
dielectric functions ε|| and ε [13]. We assume the beam main
propagation vector êz to be parallel to the optical crystal axis ŝ. The
vertical lines represent the borders of the crystal. Note that this graph
is not scaled since it is just for illustrative purposes.

of symmetry on quantum nonlinear processes, particularly
parametric downconversion, have been recently carried
out [8, 10, 11] to understand the apparently contradictory
experimental observations.

Most of the theoretical and experimental analysis of
OAM in PDC, have been devoted to Laguerre–Gaussian
paraxial beams and do not include the vectorial character of
the electromagnetic field. In this work we are interested
in studying the correlations between optical spin angular
momentum and optical orbital angular momentum mediated by
a crystal in a specific PDC process.

In an effort to make the interpretation of the theoretical
analysis as conclusive as possible, we consider a propagation
invariant beam with orbital angular momentum impinging a
nonlinear crystal with the simplest geometrical configuration
for which the beam in the media would also be propagation
invariant even in the presence of birefringence [13]. The
electromagnetic field is quantized in the basis of the
corresponding vectorial Bessel modes and the angular
momentum properties of the idler and signal photons can be
directly read out. The geometrical configuration guarantees
azimuthal symmetry for the photons along their main direction
of propagation.

2. Interaction Hamiltonian in the vectorial Bessel
mode basis

The treatment of PDC using a Bessel–Gauss beam as pump
was first reported in [14, 15], where, however, the full vectorial
description was not carried out. Here, we consider a vectorial
m-order Bessel beam impinging on a uniaxial birefringent
nonlinear crystal of width L and radius R � L with its optical
axis orthogonal to its surface. The beam main direction of
propagation is parallel to this axis. The material is assumed
homogeneous and to have non-relevant magnetic effects, so
that the magnetic permeability μ is close to unity and the
electric permittivity perpendicular and along to the optical axis,
ε(ω) and ε‖(ω) respectively, determine directly the ordinary

and extraordinary refraction indices no(ω) and ne(ω). The
electric field of the incident beam can be written as

Einc = ω

2ck⊥
Ee−i(ωt−kz z)(ψm−1(k⊥ρ, θ)e+

+ψm+1(k⊥ρ, θ)e−)+ ikz

2k⊥
Be−i(ωt−kz z)(ψm−1(k⊥ρ, θ)e+

− ψm+1(k⊥ρ, θ)e− − 2i
k⊥
kz
ψm(k⊥ρ, θ)êz) (1)

where ψm(k⊥ρ, θ) = Jm(k⊥ρ)eimθ , kz and k⊥ refer to the
wavevector components along and perpendicular to the main
direction of propagation, and e± = êx ±iêy denote the standard
right/left polarization vectors. In terms of plane waves

Einc = 1

2πω

∫
d3k eik·rδ(k · êz − ω cos ζ )δ(|k| − ω)

×
[

1

2
(Ecosecζ + iB cot ζ )

(
k · e+
|k · e+|

)m−1

e+

+ 1

2
(Ecosecζ − iB cot ζ )

(
k · e+
|k · e+|

)m+1

e−

+ B
(

k · e+
|k · e+|

)m

êz

]
. (2)

The first delta factor in this expression shows that Bessel beams
are a superposition of plane waves with propagation vectors k
necessarily lying on a surface of a cone defined by the so-called
axicon angle ζ with k⊥ = kztanζ . The axicon angle is taken as
a parameter in the optimization of parametric downconversion
for a given nonlinear crystal.

The electric field inside the material has the form E =
Eo

F + Eo
B + Ee

F + Ee
B where o, e refer to the ordinary and

extraordinary beams, the subscripts F, B to either the forward
or backward propagation of the beams; the fields are explicitly
given by

Eo
F = E

�o
μ

(
ko

z

μkz
+ 1

)
ω

ck⊥
Eo

F

Eo
F = e−i(ωt−ko

z (z−L))(ψm−1(k⊥ρ, θ)e+ + ψm+1(k⊥ρ, θ)e−),
(3)

Ee
F = i

B
�e
ε

(
ke

z

εkz
+ 1

)
ke

z

εk⊥
Ee

F

Ee
F = e−i(ωt−ke

z (z−L))

(
ψm−1(k⊥ρ, θ)e+

− ψm−1(k⊥ρ, θ)e− − 2i
εk⊥
ε‖ke

z

ψm(k⊥ρ, θ)êz

)
, (4)

Eo
B = −Eo

F(−ko
z ), Ee

B = Ee
F(−ke

z), (5)

where �
(υ)
β = (kυz /βkz + 1)2exp(−ikυz L) − (kυz /βkz −

1)2exp(ikυz L), β = ε, μ, and υ = o, e refers to the
ordinary and extraordinary beams. The expressions for the
corresponding magnetic fields H are obtained by the exchange
B → E , E → −B, μ → ε, ε, ε‖ → μ, e → o and o → e
in the above expressions. The birefringent dispersion relations
must be satisfied, εμω2/c2 = k2

x +k2
y + (ko

z )
2 and ε‖μω2/c2 =

k2
x + k2

y + (ε‖/ε)(ke
z)

2. Figure 1 illustrates the geometry of the
system under consideration emphasizing the fact that Bessel
beams are superpositions of plane electromagnetic fields lying
in a cone.

2
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Disregarding nonlinear effects, just due to birefringence,
any different incidence angle would lead to electric and
magnetic fields inside the crystal with a very complex
structure [16].

The description of spontaneous parametric downconver-
sion requires a quantum description of the electromagnetic
field; we consider a quantization in the media analogous to that
used in an infinite-extended empty space [17] but now adapted
to a crystal of finite width L and infinite radius:

Ê =
∑

υ,κ,q,m

ηυq (k
υ
z , k⊥)Eυ(kυz , k⊥)Eυm,q âκυ + H.c., (6)

the� symbol includes integration over the continuous variable
k⊥ and a sum over the discrete values of kz = 2πn/L, n an
integer; âκυ is the annihilation operator associated with the
mode with quantum numbers κυ = {mυ, kυz , kυ⊥}, q = F,B,
ηo

F = ηo
B = ω(ko)/c, ηe

F = −ηe
B = ke

z/ε and the normalization
factors are Eo = c

√
h̄ko

⊥/εωoL , and Ee = c
√

h̄ke
⊥/μωe L.

Nonlinear properties of the crystal are assumed to be given
by the second order susceptibility tensor χh jl , so that, if the
pump beam is a coherent state, the effective interaction density
Hamiltonian [18] is ĤI = ∑

h, j,l χh jl Ê s∗
h Ê i∗

j Ep
l ; here care

must be taken of the fact that the electric field of the beam
impinging the crystal, equation (1), is not identical to that used
as the pump beam. Once the integration of HI in the crystal
volume is carried out, the effective interaction Hamiltonian
becomes

ĤI = 2πL

k⊥

∑
{σ,υ,κ,q,m}

∑
h jl

(eσ s)∗h(eσ i)∗j (eσ p)le
−i(ωp−ωs−ωi)t

× χh jl (η
υs

qs )
∗(ηυ

i

q i )
∗ηυ

p

qp γ
υp

(−1)

(
F
B

)

· (αυs

σ s,qs)
∗(αυ

i

σ i,q i)
∗αυ

p

σ p,qp(Eυs
)∗(Eυ i

)∗(ks
⊥k i

⊥)
− 1

2

× e−i L
2 �kz

{υ}
{q} sinc

(
L

2
�kz

{υ}
{q}

)
â†
κ s â†

κ i

· δm
σ i ,mσp −mσ s Imσ s ,m

σ i ,mσ
(ks

⊥/kp
⊥, k i

⊥/kp
⊥, kp

⊥ R).

In this expression, γ o± = ±(E/k⊥�o
μ)(±ko

z/(μkz)+ 1), γ e± =
i(B/k⊥�e

ε)(
±ke

z

εkz
+1), σ ≡ +,−, 3, m+ ≡ m−1, m− ≡ m+1,

m3 ≡ m, and αo+,q = αo−,q = 1, αo
3,q = 0; αe+,q = −αe−,q = 1,

αe
3,q = −2i k⊥

εηe
q
.

The sinc function expresses the conservation of linear
momenta

�k{υ}
z{q} ≡ (−1)qkυ

p

z − (−1)q
s
kυ

s

z − (−1)q
i
kυ

i

z 	 0,

(−1)F ≡ 1 , (−1)B ≡ −1,

the δm
σ i ,mσp − mσ s is related to conservation of total angular

momenta, admitting the possibility of conversion from (to) spin
angular momentum to (from) orbital angular momentum since
subscripts σ are directly related to the polarization. Finally, the
integrals

Im1,m2,m3 =
√

ks
⊥

kp
⊥

k i
⊥

kp
⊥

∫ kp
⊥ R

0
Jm1

(
ks

⊥
kp

⊥
ζ

)
Jm2

(
k i

⊥
kp

⊥
ζ

)

× Jm3(ζ )ζ dζ (7)

determine the probability density in the perpendicular
momentum space.

The sum over m i is easily carried out, obtaining

ĤI = 2πL

kp
⊥

∑
{σ,υ,kυz ,kυ⊥,q}

∑
ms

∑
h jl

(eσ s)∗h(eσ i)∗j(eσ p)le
−i(ωp−ωs−ωi)t

· χh jl(η
υs

qs )
∗(ηυ

i

q i )
∗ηυ

p

qp γ
υp

qp (α
υs

σ s,qs)
∗(αυ

i

σ i,q i)
∗αυ

p

σ p,qp(Eυs
)∗

× (Eυ i
)∗(ks

⊥k i
⊥)

− 1
2 · Imσ s ,mσ p − mσ s,mσ p

× sinc

(
L

2
�kz

{υ}
{q}

)
e−i L

2 �kz
{υ}
{q} âκ s â†

κ i (8)

with m i = mp − ms − μσ p + μσ s + μσ i , μ+ ≡ 1, μ− ≡ −1,
μ3 ≡ 0.

Using this equation, a variety of two-photon processes
can be studied depending on the selection of the material
used via the tensor χh jl and the phase matching conditions.
These processes may involve different values of the sum μσ p −
μσ s −μσ i that appears in the second creation operator, namely
−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3. They are also directly identified
with the terms corresponding to different combinations of
incident and resultant ordinary and extraordinary photons, i.e.,
different sets {υ i, υs, υp}. For a negative uniaxial crystal,
the most relevant spontaneous parametric downconversion
(SPDC) processes are of type I (both resultant photons have
the same ordinary polarization) and type II (both resultant
photons have different polarizations). The subprocesses due
to terms identified with {qs, q i, qp} refer to effects due to the
fields propagating in forward or/and backward directions, these
subprocesses lead to different signs inside the sinc functions.

Applying this to a specific crystal, that is a β-barium
borate (BBO) for which the nonlinear coefficient d22 is
dominant [19], it results∑
h jl

χh jl(eσ s)∗i (eσ i)∗j(eσ p)l ∼ −2d22[[(eσ s)∗x(eσ i)∗y

+ (eσ s)∗y(eσ i)∗x](eσ p)x + [(eσ s)∗x(eσ i)∗x
− (eσ s)∗y(eσ i)∗y](eσ p)y]. (9)

As a particular case, SPDC type I is studied and we focus on
the effects due to photons propagating forward. In this case
υp = (p, e), υs = (s, o) and υ i = (i, o); σ i = +,−,
σ s = +,− and σ = +,−, 3; qs = q i = qp = F .

Using equation (9), expanding the sums over σ s, σ i, σ p

and simplifying we get

Ĥ eoo
I =

∑
kυz ,k

υ
⊥

f (ωp, ωs, ωi, kp
⊥, ε

s, εi, ε
p
‖ , t)e−i L

2 �kz
{e,o,o}
{F}

× sinc

(
L

2
�kz

{e,o,o}
{F}

)
·

∑
ms

[Ims−,m
p
+−ms−,m

p
+ â†

κ s â†
κ i,−

+ Ims+,m
p
−−ms+,m

p
− â†

κ s â†
κ i,+] (10)

with the topological charge of the idler photons mκ i,± = mp −
ms ± 3 and

f = 16d22π h̄B
�e
ε

(
kp,e

z

ε‖kp
⊥

+ 1

)
kp,e

z

ε‖(k
p
⊥)2

√
ωsωi

εsεi
e−i(ωp−ωs−ωi)t .

(11)
The probability amplitudes for different processes are given by
the creation operators coefficients. In this case, two two-photon
states can be produced with different total OAMs

|ms,mp − ms − 3〉1, |ms,mp − ms + 3〉2, (12)

3
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Figure 2. Level plot of the transverse momentum phase matching
function I0,0,0(ks

⊥/kp
⊥, k i

⊥/kp
⊥, kp

⊥ R = 100); the maxima of this
function are found for |ks

⊥ ± k i
⊥| = kp

⊥.

their probability amplitudes are proportional to Ims−,m
p
+−ms−,m

p
+

and Ims+,m
p
−−ms+,m

p
− respectively and the topological charges of

the signal and idler photons differ by ±3 from the pump
photon: ms

1 + m i
1 = mp − 3, and ms

2 + m i
2 = mp + 3.

As a consequence, for the geometry under consideration and
a type I PDC process with a BBO crystal, there is no OAM
conservation. This effect could be regarded as a transfer
between the z-component of total spin angular momentum of
the involved photons to the z component of the orbital angular
momentum due to spin–orbit coupling.

3. Analysis of I functions

The behavior of the Imσ s ,mσp −mσ s ,mσp delimits the values of
the OAM of the photons created in a PDC process and
the transverse momentum phase matching conditions. An
analytical expression is known [20] for the I functions defined
by equation (7) if R → ∞ and mσ p = 0:

Imσ s ,mσ s ,0

= kp
⊥
√

ks
⊥k i

⊥(cos(mσ s arccos(r+)))/(πks
⊥k i

⊥
√

1 − r 2+)

if −1 < r+ = (ks2

⊥ + k i2
⊥ − kp2

⊥ )/(2ks
⊥k i

⊥) < 1 and zero
otherwise. Under such conditions, Imσ s ,mσ s ,0 is a function of just
ks

⊥/kp
⊥, k i

⊥/kp
⊥ and mσ s . It is observed that if |ks

⊥ ± k i
⊥| → kp

⊥
then I → ∞ independently of the values of mσ s .

Effects due to finite values of R require a numerical
analysis. In figure 2, I0,0,0 is illustrated for kp

⊥ R = 100.
The region for maximum values of I0,0,0 is located at |ks

⊥ ±
k i

⊥| ≈ kp
⊥ as expected from the R → ∞ result. Now,

additional oscillations are observed around the maxima that
decay abruptly for ks

⊥+k i
⊥ � kp

⊥ and more softly as ks
⊥+k i

⊥ �
kp

⊥, |ks
⊥ − k i

⊥| � kp
⊥.

For a pump beam with mp = 1 the two relevant
functions belong to the families Imσ s ,0−σ s ,0 and Imσ s ,2−σ s ,2 .
Numerical calculations show that the maximum absolute value
of Imσ s ,−mσ s ,0 for mσ s �= 0 is always smaller than the maximum
absolute value for mσ s = 0. In that sense I000 determines
the contribution of the mσ p = 0 family of Imσ s ,mσp −mσ s ,mσp

Figure 3. Probability amplitude for the generation of a two-photon
state type 1 as a function of the idler and signal axicon angles ζ i and
ζ s, the incident beam corresponds to a m = 1 vectorial Bessel beam
with an axicon angle ζ = 40.5◦ and a wavelength λ = 531 nm.

functions to a PDC process. Similarly for mσ p = 2 the
maximum value of Imσ s ,mσp −mσ s ,mσp for mσ s �= 1 is always
smaller than the maximum value for mσ s = 1. Besides, I1,1,2

yields similar maximum heights as I0,0,0 for ks,i
⊥ /kp

⊥ < 1.

4. Phase matching

In a PDC process using a monochromatic pump beam, the
conservation of energy reads ωi = ωp − ωs whenever any
transfer of energy to the crystal is negligible. Besides, in a
problem with Cartesian symmetry, if the transfer of momentum
to the crystal is also negligible, the momentum p = h̄k of the
photons is restricted so that ks

j + k i
j ≈ kp

j for j = x, y, z.
In the present cylindrical geometry, this type of condition
remains only along the main direction of propagation z. The
other conservation laws refer to optical angular momenta,
that reads ms + m i = mp − (μσ p − μσ s − μσ i), and
perpendicular momenta, that is reflected in the structure of the
Imσ s ,m

σ i ,mσp (ks
⊥, k i

⊥, kp
⊥, R) functions discussed in section 5. In

an approximate way the latter reads |ks
⊥ ± k i⊥| ≈ kp

⊥. If
the symmetry adequate conservation equations are satisfied the
system is in the phase matching regime.

The variation of the refractive indices with the wavelength
must be taken into account in the analysis of the conditions that
yield phase matching and accomplishment of the dispersion
relations given in section 2. To that end, the Sellmeier equation
for a BBO crystal valid in the interval from λ = 0.2050 to
1.064 μm [21] will be used.

Given the pump beam parameters (wavelength λp, axicon
angle ζ p and topological charge mp) the properties of
the downconverted photons fulfilling phase matching and
dispersion relations can be studied.

In figure 3, the PDC probability amplitude for a TM Bessel
beam impinging a crystal with λ = 531 nm, ζ = 40.5◦ and
m = 1 is shown for k⊥ R = 153 and kz L = 896. The
corresponding parameters of the pump beam are directly found
from equation (4). From now on, this geometrical and optical
configuration will be studied. We focus on the frequency
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(a) (b)

Figure 4. Expected OAM distribution of the downconverted photons for states (a) |ms,−ms − 2〉 and (b) |ms,−ms + 4〉. The incident beam
corresponds to a mp = 1 vectorial Bessel beam with an axicon angle ζ = 40.5◦ and a wavelength λ = 531 nm.

degenerated type I process with the signal-idler photons in a
state 1 with ms,i

1 = −1 (see equation (12)). Necessarily, the
downconverted photons will be in the ordinary mode. The
dominant term of this process is proportional to I0,0,0. The
results are reported in terms of the axicon angle of the signal-
idler photons. We notice that the expected values for the axicon
angles for the signal-idler photons in this case are within the
interval (35◦, 45◦). It must be mentioned that the incident
beam axicon angle was chosen so as to have its minimum value
compatible with a maximum absolute value of the probability
amplitude for the process.

5. Two-photon states orbital angular momentum
distribution

In this section, we study the dependence of the probability
amplitude on the angular momenta of the signal photon ms

for the two-photon states of equation (12). For this specific
example, the relevant I functions are Ims−,−ms−,0 and Ims+,2−ms+,2
in correspondence to states: |ms,−ms − 2〉1 and |ms,−ms +
4〉2.

Figure 4 show the histogram of the integrals

I1 =
∫

dks
⊥ dk i

⊥[Ims+1,−ms−1−,0(k
s
⊥, k i

⊥, kp
⊥ R = 153)

× sinc([�kz L/2])]2, (13)

and

I2 =
∫

dks
⊥ dk i

⊥[Ims−1,2−ms+1,2(k
s
⊥, k i

⊥, kp
⊥ R = 153)

× sinc([�kz L/2])]2 (14)

that are proportional to the probability amplitudes to get
the downconverted photon pairs in the two possible states
|ms,mp − ms − 3〉1 and |ms,mp − ms + 3〉2 respectively.

According to figure3(a), state 1 has a wide OAM
distribution with its maximum at ms

1 = −1 and from
figure 3(b) state 2 has a similar ms distribution but with a
maximum at ms

2 = 2. The maximum value of I is the same for
the two states so that the corresponding processes are equally
probable.

6. Conclusions

We found that nonlinear crystals through PDC processes
pumped by vectorial Bessel beams can enhance the
correlations between SAM and OAM of downconverted
photons. The geometry of the set-up was chosen so as to
guarantee conservation of the total optical angular momentum.
In the particular case of a BBO crystal and a type I PDC, we
showed that the distribution of the orbital angular momenta of
the signal photons can be wide and that more than one type of
entangled two-photon states can be generated.

The general formalism developed in this paper can be
the basis of calculations of PDC for Bessel beams that may
include: (i) type II PDC processes, (ii) nondegenerate two-
photon states; (iii) effects of backward propagating fields.
The case where the incident beam impinges the crystal at a
different angle requires a more complex analysis not just from
the mathematical point of view but also based on the physical
expectations. In this case, it is highly probable that the crystal
will have a more important role since the azimuthal symmetry
will be broken and optical angular momentum will not be
conserved.
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