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ayudado a creer en mı́, por enseñarme que con dedicación, paciencia y disciplina se puede
lograr lo que uno se proponga.

A mi papá le agradezco por tratar de que fuera una buena persona e inculcarme cono-
cimiento y cultura, aśı como el formar parte de la máxima casa de estudios en México.
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4.1.1. Marcha estáticamente estable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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Resumen

En este trabajo se aborda el problema de generar trayectorias dinámicamente estables
para mantener el equilibrio dinámico de un robot b́ıpedo durante la marcha.

Actualmente los robots b́ıpedos cuentan con un elevado número de grados de libertad
para simular la marcha humana, por lo que generar trayectorias dinámicamente estables
considerando la dinámica de cada uno de sus eslabones resulta ser una tarea exhaustiva
que consume demasiados recursos computacionales. Por lo tanto, en este trabajo se em-
plea el modelo carro-mesa para representar de forma simplificada la dinámica del modelo
real del robot b́ıpedo Scout, ya que es un modelo robusto que hasta el momento no ha
sido explorado en la Facultad de Ingenieŕıa tanto como el modelo simplificado péndulo
invertido lineal. En cuanto a la estabilidad, se utiliza el criterio de estabilidad del ZMP
(Zero Moment Point) el cual ha sido empleado como criterio de estabilidad estándar en
investigaciones sobre estabilidad durante la marcha b́ıpeda.

Por otra parte, también se aborda el problema de emplear la menor carga computacio-
nal posible en la generación de trayectorias dinámicamente estables sin perder exactitud,
por lo que se estudian e implementan los métodos de solución para el modelo carro-mesa
que no hacen consideraciones que acarrean errores y que tampoco emplean cálculos ma-
temáticos complejos que consumen demasiados recursos computacionales.

Como resultado de este trabajo se ofrece un panorama más amplio a la hora de selec-
cionar uno de los dos principales modelos empleados para la representación simplificada de
la dinámica real de un robot b́ıpedo, modelo carro-mesa y modelo péndulo invertido lineal.
También se determinan los métodos más eficientes para resolver el modelo carro-mesa y se
realizan las comparaciones correspondientes. En cuanto a la experimentación con el banco
de pruebas, se realizan las pruebas necesarias para determinar la zona de mayor estabilidad
en la planta de los pies.

Por otra parte, se presenta una aplicación móvil desarrollada en Android para enviar
los ángulos a los servomotores del banco de pruebas. Dichos ángulos son obtenidos median-
te cinemática inversa y determinan la configuración que debe adoptar el mecanismo del
robot para seguir las trayectorias dinámicamente estables, generadas a partir del modelo
simplificado carro-mesa y del criterio de estabilidad del ZMP .
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Estado del Arte

Durante las últimas décadas, el diseño y control de robots humanoides han sido algu-
nos de los principales temas de interés dentro del campo de la robótica. Pero a pesar de
esto e independientemente de los problemas relacionados con la autonomı́a de los robots
humanoides, el problema de la locomoción b́ıpeda representa un reto que está aún lejos
de ser resuelto. Śı bien es cierto que han sido desarrollados algunos prototipos de robots
humanoides demasiado sofisticados, entre los cuales los más destacados son ASIMO y Qrio
desarrollados por las compañ́ıas Honda y Sony respectivamente, el desempeño de la mayoŕıa
de los prototipos desarrollados está aún lejos de igualar la eficiencia y las caracteŕısticas
de la locomoción humana.

La ventaja de los robots humanoides frente a robots móviles que utilizan otro tipo
de tracción para su desplazamiento, comúnmente llantas, es que su desplazamiento no se
limita a terrenos planos y continuos, lo que aumenta el número de tareas que pueden ser
desarrolladas por éste tipo de robots en diferentes entornos. Más aun, dentro de los robots
que utilizan piernas para su desplazamiento, éstos son los únicos que por su naturaleza
antropomórfica pueden adaptarse e integrarse con mayor facilidad a un ambiente diseñado
para humanos.

Existen dos enfoques diferentes para llevar a cabo la planificación de la locomoción
un robot b́ıpedo: el enfoque biológico y el enfoque técnico. Con el enfoque biológico se
pretende adoptar conceptos de control encontrados en la naturaleza de la marcha humana
con el propósito de simularla fielmente. Con este enfoque las herramientas utilizadas en
ingenieŕıa no son demasiado relevantes, más bien se busca en la naturaleza la respuesta
al problema planteado para que la solución se adapte de forma más natural al fenómeno
estudiado, seleccionando nuevos materiales y sistemas de actuación.

Por otro lado, con el enfoque técnico los métodos de planificación se pueden clasificar
en dos categoŕıas. El primer tipo de método utiliza información de los parámetros de la es-
tructura del mecanismo para obtener un modelado cinemático y dinámico de éste, además
se utiliza la velocidad y aceleración de los ángulos que se forman entre los eslabones del
mecanismo, aśı como la medición de las fuerzas de interacción entre el pie y el piso. Pero
este método implica una carga computacional excesiva, puesto que el procesamiento de la

2
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información resulta demasiado extenso, por lo que han sido propuestos algunos modelos
simplificados para representar de forma simplificada el mecanismo del robot b́ıpedo, aśı co-
mo criterios de estabilidad que aseguran la estabilidad dinámica del mecanismo durante la
locomoción b́ıpeda.

Por otra parte, el segundo tipo de método utiliza modelos matemáticos y técnicas de
inteligencia artificial tales como aprendizaje automático [1], control fuzzy [2], redes neuro-
nales artificiales [3] y algoritmos genéticos [4]. Las ventajas principales del segundo tipo de
método con respecto al primero son que no se requiere conocer perfectamente la estructura
mecánica del robot y que se toma ventaja de las capacidades de aprender, lo que ayuda a
dotar a los robots de mayor autonomı́a.

Los principales puntos de estudio, en la primera categoŕıa del enfoque técnico, para
asegurar la marcha dinámicamente estable son:

1. Criterios de estabilidad para la marcha b́ıpeda.

2. Planeación de trayectorias dinámicamente estables.

3. Control dinámico de la marcha b́ıpeda.

Los criterios de estabilidad son criterios utilizados para llevar a cabo una marcha estable
manteniendo el equilibrio del mecanismo durante el ciclo de marcha. Actualmente existen
diferentes criterios de estabilidad como el criterio Foot Rotation Indicator [5] y el criterio
Ground Projection of the Center of Mass [6], pero el criterio de estabilidad estándar y más
ampliamente utilizado en investigaciones sobre robótica b́ıpeda es el criterio del ZMP por
sus siglas en inglés Zero Moment Point [7], en el caṕıtulo 2 se explicará a detalle en que
consiste éste último.

Para la planeación de trayectorias dinámicamente estables existen diferentes métodos:

• Planificación mediante generación de trayectorias en el espacio cartesiano
o articular. En el espacio cartesiano se toman en consideración la posición y orien-
tación de los efectores finales, mientras que en el espacio articular se toman en consi-
deración la posición, velocidad y aceleración de las articulaciones. Aunque la acción
de control se lleva a cabo en el espacio articular, es más conveniente realizar la pla-
nificación en el espacio cartesiano puesto que se describe de forma más natural el
movimiento del mecanismo y sus efectores finales, además de que en el espacio car-
tesiano se pueden ubicar con mayor facilidad determinados puntos que pueden ser
considerados restricciones. Para generar las trayectorias se definen posiciones de la
cadera y del tobillo, después se procede a obtener las trayectorias entre estos puntos
mediante interpolación polinómica. Para cada posición de la cadera y del tobillo se
obtiene, por geometŕıa, la posición correspondiente de la rodilla.

• Planificación mediante consecución de metas. Consiste en generar posturas
que definen estados o metas, las cuales son adoptadas por el mecanismo de manera
jerárquica para definir la caminata. Para determinar los valores articulares del meca-
nismo entre dos estados se utiliza interpolación lineal entre las posiciones angulares
referidas a las posturas de cada uno de los estados. Mientras se defina un mayor
número de posturas la caminata será más continua.
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• Planificación con base en el criterio de estabilidad del ZMP. Consiste en
determinar las trayectorias de los pies de acuerdo a los parámetros de la marcha
delimitados por la estructura mecánica, y con base en el criterio de estabilidad del
ZMP y en un modelo dinámico simplificado, determinar la trayectoria del centro de
masa. Una vez que se generan las trayectorias de los efectores finales se procede a
obtener por medio de cinemática inversa los ángulos de los eslabones que determinan
la configuración que debe adoptar el mecanismo conforme van evolucionando las
trayectorias para generar el ciclo de marcha.

En cuanto a los modelos empleados para la planeación y control de trayectorias dinámi-
camente estables, han sido propuestos diferentes modelos simplificados como el Modelo de
Fuerzas Virtuales propuesto por Jerry Pratt y sus compañeros de trabajo [8], el cual con-
siste en el control intuitivo de la marcha b́ıpeda tomando en consideración la fuerza de
reacción de la superficie de contacto y controlando el par en las articulaciones del robot.

Existen otros modelos empleados para la generación de la marcha b́ıpeda como el Mo-
delo de Masa Distribuida [9], en el que se considera la inercia y la masa total o parcial
del mecanismo del robot. La ventaja de este modelo es que al considerar gran parte del
mecanismo se obtiene una buena precisión, aunque la generación de trayectorias no puede
llevarse a cabo en tiempo real puesto que los recursos computacionales consumidos son de-
masiado elevados. Los modelos de masa distribuida Two Masses Inverted Pendulum Mode
(TMIPM) y Multiple Masses Inverted Pendulum Mode (MMIPM) propuestos por A. Al-
bert [10], modelan la dinámica del robot mediante péndulos invertidos, caracterizando a la
pierna oscilante con una o múltiples masas respectivamente y al torso del robot con una
sola masa que representa la masa del mecanismo restante. Aunque los recursos computacio-
nales empleados para resolver los sistemas de ecuaciones que modelan el comportamiento
de estos modelos son menores con respecto al modelo de masa distribuida, la generación
de trayectorias no puede llevarse a cabo en tiempo real.

Los modelos de masa concentrada Carro-Mesa [11] y 3D Linear Inverted Pendulum
Mode [12], [13], también conocido este último como modelo péndulo invertido, son mode-
los que permiten la generación de trayectorias dinámicamente estables en tiempo real y
que modelan únicamente la dinámica del centro de masa (COM), el cual es considerado
siempre a nivel de la cintura del robot, tal y como se muestra en la figura 1.1.

Figura 1.1: Centro de masa del mecanismo. Imagen tomada de [14]
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El modelo péndulo invertido [12] consta de una masa fija a una pierna telescópica que
rota en torno al ZMP [7]. El movimiento de la masa es restringido a un plano horizontal
a una altura constante Zh. Por otro lado, el modelo carro-mesa modela la dinámica del
robot con un carrito (COM) que se desplaza sobre una superficie representada por medio
de una mesa, cuya altura no tiene que ser necesariamente constante [15]. En [14] se propone
el modelo Rolling Sphere el cual consta de una esfera que se desplaza girando sobre una
superficie a nivel constante, dicho modelo corresponde al modelo carro-mesa, sólo que la
masa que se desplaza es considerada como una esfera en vez de un carrito.

1.2. Motivación

En la actualidad los robots humanoides son diseñados para simular el cuerpo humano
y sus funciones por lo que su estudio es una herramienta que ayuda a comprender mejor
los mecanismos de locomoción humana, lo que resulta ser de gran utilidad para el desa-
rrollo de prótesis más sofisticadas para el miembro inferior, por ejemplo. Por otra parte,
los robots humanoides están también siendo diseñados con el propósito de desarrollar ta-
reas humanas como atención a individuos que por su situación requieren mayor atención,
aśı como desarrollo de tareas humanas en ambientes peligrosos. Pero debido al elevado
número de grados de libertad con los que cuentan las piernas de los robots b́ıpedos para
simular la caminata humana, la dificultad que implica mantener el equilibrio de un robot
b́ıpedo durante el ciclo de marcha es muy elevada, por lo que considerar la dinámica del
modelo completo de un robot b́ıpedo para generar trayectorias dinámicamente estables
resulta ser una tarea exhaustiva que consume demasiados recursos computaciones y que
hace imposible la generación de patrones de caminata en tiempo real.

Por otro lado, los modelos simplificados que distribuyen la masa del mecanismo de un
robot b́ıpedo en puntos estratégicos, con el propósito de obtener un modelo simplificado de
éste y de facilitar la generación trayectorias dinámicamente estables, han adquirido gran
relevancia debido a su desempeño mostrado.

De los dos modelos simplificados de masa concentrada que han sido propuestos, el mo-
delo péndulo invertido [12], [13] es el que hasta el momento se ha explorado más en la
Facultad de Ingenieŕıa para el análisis del equilibrio dinámico durante la marcha b́ıpeda:
[16], [17]. Por este motivo es importante estudiar, entender y aplicar no solo el modelo
péndulo invertido, sino también el modelo carro-mesa con el propósito de ampliar las op-
ciones en investigaciones futuras que puedan llevarse a cabo en la Facultad de Ingenieŕıa.
Por otro lado, los métodos empleados para resolver el modelo simplificado de masa con-
centrada carro-mesa [11] son contados y en ocasiones inexactos debido a consideraciones
que se tienen que hacer para su solución.

1.3. Planteamiento del Problema

En la figura 1.2 se muestra la simplificación del modelo de un robot b́ıpedo utilizando
el modelo carro-mesa, donde M representa la masa total del modelo real, Zh la altura del
centro de gravedad, g la aceleración de la gravedad, ẍ la aceleración del centro de masa y
Pzmp el punto de equilibro donde los momentos angulares debidos al peso y a la aceleración
del carro (centro de masa) se compensan uno con otro, es decir se anulan. Puesto que el pie
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de la mesa es demasiado angosto como para permitir que ésta se mantenga en equilibrio
cuando el carro se encuentra en un extremo de la mesa, se tiene que calcular la aceleración
apropiada del carro sobre la mesa de forma que ésta se mantenga derecha y en equilibrio,
al mismo tiempo que el punto de equilibrio Pzmp se encuentre dentro del área de soporte
(pie de la mesa).

Figura 1.2: Modelo simplificado carro-mesa. Imagen tomada de [18]

1.4. Objetivo General

El objetivo general de esta tesis es mantener el equilibrio dinámico de un robot b́ıpedo
durante la locomoción, generando trayectorias dinámicamente estables a partir del criterio
de estabilidad del punto de momento cero (ZMP ) y del análisis de la representación
simplificada de un robot b́ıpedo mediante el modelo carro-mesa. Puesto que se pretende
que en un futuro se pueda llevar a cabo la marcha dinámicamente estable en tiempo real,
en este trabajo también se pretende que el cómputo empleado para la generación de las
trayectorias dinámicamente estables sea el mı́nimo posible.

1.5. Objetivos Particulares

Los objetivos particulares de este trabajo son los siguientes:

• Implementar al menos dos de las soluciones que han sido propuestas para el modelo
carro-mesa.

• Comparar y determinar la solución más eficiente para el modelo carro-mesa.

• Verificar experimentalmente los resultados obtenidos en simulación.

• Desarrollar una interfaz de usuario, para controlar al banco de pruebas, que sea
amigable con el usuario y que pueda comunicarse inalámbricamente con el banco de
pruebas.
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1.6. Trabajo Previo

Esta tesis forma parte de un proyecto llevado a cabo en la Facultad de Ingenieŕıa confor-
mado por investigadores, alumnos de posgrado y de licenciatura que han hecho aportaciones
diferentes para que éste tenga los alcances que hasta el momento se han logrado.

Previo a este trabajo se desarrollaron los modelos de cinemática y dinámica espacial
para el robot b́ıpedo de 12 GDL internos Scout R© [19]. Para deducir la cinemática inversa se
consideró cada una de las piernas del robot como manipuladores. También, se desarrolló un
programa en Mathematica R© para el cálculo de la cinemática inversa y la simulación del
ciclo de marcha del robot, utilizando un diagrama simplificado unifilar.

En [16] se llevó a cabo la planificación del ciclo de marcha y se optimizó mediante un
algoritmo genético que, con base en el criterio de estabilidad del ZMP y en el modelo
péndulo invertido, encuentra la trayectoria óptima de la cadera, con lo que se aumenta la
posibilidad de encontrar una trayectoria para la cadera que asegure la estabilidad dinámi-
ca. También se realizó una interfaz gráfica de usuario que permite implementar ciclos de
marcha tanto en el prototipo f́ısico como en un prototipo virtual.

En [20] se instrumentó el banco de pruebas mediante sensores de posición, presión e
inercia. Los sensores de posición sirvieron para obtener información del ángulo generado
en cada una de las juntas del banco de pruebas y analizar el comportamiento real de éste.
Por otra parte, los sensores de presión ayudaron a calcular el ZMP de forma experimental,
mientras que el sensor inercial se utilizó para calcular los grados de inclinación del banco
de pruebas, únicamente en la posición inicial, modificando la inclinación de la base del
banco de pruebas.

1.7. Metodoloǵıa

La metodoloǵıa para alcanzar los objetivos se presenta a continuación:

1. Estudiar y analizar el modelo simplificado carro-mesa y su relación con el criterio de
estabilidad del ZMP (Zero Moment Point).

2. Estudiar a detalle los diferentes métodos para la solución del modelo carro-mesa y
seleccionar los más exactos.

3. Simular en Mathematica los métodos seleccionados.

4. Realizar las comparaciones correspondientes a través del costo computacional em-
pleado en cada método.

5. Incluir las simulaciones realizadas en el programa de Mathematica R© que resuelve la
cinemática inversa [19].

6. Poner en marcha el banco de pruebas e implementar una comunicación inalámbrica
v́ıa bluetooth.
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1.8. Estructura de la Tesis

Este trabajo se encuentra estructurado de la siguiente manera:

En el caṕıtulo 2 se presenta una introducción al tema de la locomoción humana, se de-
fine la marcha y se describen sus periodos, aśı como el sistema de referencia que se utiliza
para la descripción del ciclo de marcha. También se incluye la explicación de algunos temas
y definiciones empleadas en este trabajo.

El caṕıtulo 3 describe la arquitectura del banco de pruebas con el propósito de que
el lector comprenda la nomenclatura que se empleará en las simulaciones, aśı como el
porqué de los parámetros que se seleccionarán para la planificación de la marcha b́ıpeda.
También se presentan los problemas que se tuvieron para poner en marcha el banco de
pruebas y como se resolvieron.

En el caṕıtulo 4 se realiza la planificación de la marcha b́ıpeda con base en el criterio
de estabilidad del ZMP y en los parámetros delimitados por la estructura del mecanismo.
Se emplean splines de segundo grado para generar las trayectorias de los pies y se imple-
mentan las soluciones, del modelo carro-mesa, seleccionadas para generar las trayectorias
de la cadera. Por último se muestran los resultados obtenidos en simulación y se realizan
las comparaciones correspondientes.

En el caṕıtulo 5 se presenta la interfaz de usuario desarrollada, las simulaciones y
los experimentos realizados con el prototipo f́ısico y la comparación entre los resultados
obtenidos con el modelo simplificado carro-mesa y los obtenidos considerando la dinámica
total del robot. Finalmente, en el caṕıtulo 6, se presentan las conclusiones y se propone el
trabajo a futuro.



Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Locomoción Humana

2.1.1. Definición

La locomoción humana es un modo de marcha b́ıpeda y una de las actividades más im-
portantes realizadas por los seres humanos. La marcha b́ıpeda es llevada a cabo mediante
la alternación de los miembros inferiores para producir un desplazamiento. De acuerdo con
[21] la marcha b́ıpeda se describe formalmente como:

Serie de movimientos alternantes y ŕıtmicos de las extremidades y del tronco,
que determinan un desplazamiento hacia delante del centro de gravedad con un
mı́nimo gasto de enerǵıa.

Por otra parte, la marcha b́ıpeda también puede ser descrita como:

Sucesión de impulsos y frenados, en los que el impulso se sitúa a nivel del miem-
bro inferior posterior y el frenado en el anterior [22].

Para proporcionar una mejor descripción de la locomoción humana es necesario dividirla
en periodos y emplear un sistema de referencia para la inspección visual de cada región
anatómica.

2.1.2. Sistema de referencia

Para describir la marcha humana es necesario emplear un sistema de referencia espa-
cial que describa el desplazamiento del cuerpo humano con respecto al piso, por lo que
comúnmente se emplea el sistema de referencia mostrado en la figura 2.1. Este sistema de
referencia consta de tres planos perpendiculares entre śı, dos verticales y uno horizontal,
los cuales dividen al cuerpo humano. El plano transversal, conformado por los ejes XY , se
encuentra ubicado a nivel de la cintura y divide al cuerpo humano en la parte superior e
inferior. El plano sagital divide al cuerpo humano en la parte lateral izquierda y derecha,
ejes Y Z. Mientras que el plano coronal, o frontal, está conformado por los ejes XZ y divide
al cuerpo humano en la parte posterior y anterior.

9
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Figura 2.1: Sistema de referencia para describir la marcha b́ıpeda [23].

2.1.3. El Ciclo de Marcha

El ciclo de marcha es el conjunto de acciones sucesivas, alternas y uniformes que co-
mienza cuando un talón hace contacto con el piso y termina cuando el mismo talón hace
contacto nuevamente con el piso [22]. En en la figura 2.2 se muestra la secuencia del ciclo
de marcha en el plano sagital.

Figura 2.2: El ciclo de la marcha b́ıpeda [24].
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Periodos

Según [24] y [25] el Instituto de Biomecánica de Valencia ha identificado durante el
ciclo de marcha, a una velocidad normal de 100 a 115 pasos por minuto, dos periodos:

• Periodo de soporte: Se refiere al periodo en el que el pie se encuentra en contacto
con el piso, comienza con el contacto inicial de talón sobre el suelo y termina con el
despegue del antepié. Este periodo representa el 60 % del ciclo de marcha.

• Periodo de balanceo: Comienza con el despegue del antepié y termina con el
contacto del talón sobre el piso. El pie pierde contacto con el piso para mantenerse
en el aire mientras avanza hacia adelante. Este periodo representa el 40 % del ciclo
de marcha.

En en la figura 2.3 se muestran los peridos del cliclo de marcha.

Figura 2.3: Periodos del ciclo de la marcha [21]. Dds.- Duración de doble soporte, TT.-
Toque de talón, TP.-Toque de punta.

De acuerdo con la figura 2.3, el periodo de soporte se divide en:

• Periodo de Soporte Simple(PSS): El Periodo de Soporte Simple de un pie ocurre
durante el periodo de balanceo del otro pie, considerando que los periodos de cada
pie se producen simultáneamente.

• Periodo de Soporte Doble(PSD): Se produce cuando ambos pies están en con-
tacto con el suelo y ocurre en dos ocasiones durante el ciclo de marcha: al inicio y al
final del periodo de soporte. Este periodo corresponde a una tercera parte del Periodo
de Soporte Simple.

2.2. Estabilidad

La estabilidad es una caracteŕıstica de un cuerpo en equilibrio que sirve para determi-
nar si éste puede mantenerse en equilibrio, estático o dinámico, ante perturbaciones. Si el
sistema puede mantenerse en equilibrio ante perturbaciones se dice que el sistema es esta-
ble, por el contrario, si el sistema no puede mantenerse en equilibrio se dice que el sistema
es inestable. Cabe destacar que equilibrio y estabilidad son dos conceptos totalmente dis-
tintos puesto que el equilibrio depende de la estabilidad. Para poder profundizar en estos
conceptos, equilibrio y estabilidad, es necesario revisar algunos términos a continuación.
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2.2.1. Poĺıgono de Soporte

Como se estudiará más adelante, el poĺıgono de soporte sirve como base de sustento
para mantener el equilibrio estático y dinámico ya que cuando un individuo se encuentra
erguido la proyección del centro de gravedad sobre el suelo (ĺınea de gravedad) cae dentro
de la base de sustento y cuanto mayor sea ésta, mayor será la fuerza necesaria para mover
la ĺınea de gravedad fuera de dicha base [26].

De acuerdo con [27] el poĺıgono de soporte es la superficie poligonal delimitada por los
márgenes externos del apoyo, de uno o ambos pies, en contacto con el suelo. Cuando el
robot se encuentra en el periodo de balanceo o de soporte simple, el poĺıgono de soporte
se define por la silueta del pie en contacto con el suelo. Cuando el robot se encuentra en el
periodo de soporte doble (ambos pies en el suelo), el poĺıgono de soporte se define por la
figura formada por los márgenes de ambos pies. En la figura 2.4, el área delimitada por la
ĺınea azul representa al poĺıgono de soporte doble.

Figura 2.4: Poĺıgono de soporte doble del robot b́ıpedo Scout.

2.2.2. Equilibrio

Existen diferentes tipos de equilibrio: mecánico, termodinámico, qúımico, económico,
emocional, etc. En el ámbito del movimiento del cuerpo humano, el equilibrio se refiere
a aspectos relacionados con el mantenimiento de la postura. Tomando en cuenta estos
aspectos, en [28] se define de forma general al equilibrio como:

La capacidad de asumir y sostener cualquier posición del cuerpo contra la ley
de gravedad.

Por otra parte, desde el punto de vista de la Biomecánica, en [29] se define al equilibrio
como:

Un término genérico que describe la dinámica de la postura corporal para pre-
venir las cáıdas, relacionado con las fuerzas que actúan sobre el cuerpo y las
caracteŕısticas inerciales de los segmentos corporales.

De estas definiciones se puede concluir que el equilibrio o balanceo corporal es la capaci-
dad de adoptar y mantener determinadas posturas, incluso en presencia de perturbaciones
como la gravedad, con el propósito de llevar a cabo una determinada tarea sin que ésta se
vea afectada por efectos de perturbaciones.
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Los factores que intervienen en el equilibrio, sin considerar perturbaciones, son: la
fuerza de gravedad, fuerzas inerciales, el centro de gravedad y el poĺıgono de soporte. De
esta forma se distinguen dos tipos de equilibrio: equilibrio estático y equilibrio dinámico.

Equilibrio estático

El equilibrio estático se refiere al control de la postura sin desplazamiento, es decir la
capacidad de mantener una posición estática frente a la acción de la fuerza de gravedad. En
este caso, para evitar el desequilibrio es necesario que el Centro de Gravedad, punto en el
que actúa la fuerza resultante de todas las fuerzas de gravedad que actúan sobre el cuerpo
(COG), mantenga su proyección sobre el suelo dentro del poĺıgono de soporte. Si en algún
momento la proyección del COG sobre el suelo llegase a salir del poĺıgono de soporte (PS),
el cuerpo entraŕıa en desequilibrio puesto que se generaŕıan momentos angulares debidos
a la enerǵıa potencial producida por la altura del centro de gravedad con respecto al suelo
[26]. Por lo tanto, mientras más centrado se encuentre la proyección del COG dentro del
PS, más estable será el cuerpo puesto que la distancia a cualquier punto de desequilibrio
será mayor.

Equilibrio dinámico

Por otra parte el equilibrio dinámico se refiere a la adopción de la postura adecuada,
con forme se desplaza el cuerpo, para contrarrestar no sólo la acción de la gravedad como
en el caso estático, sino también la de fuerzas inerciales.

Aunque los fundamentos del equilibrio dinámico son los mismos que los del estático,
las condiciones de equilibrio cambian. Por ejemplo, la acción de correr puede ser considera,
desde el punto de vista de equilibrio estático, como una actividad en continuo desequilibrio
puesto que el COG se sitúa sobre el poĺıgono de soporte durante periodos muy cortos de
tiempo, es decir que la mayor parte del tiempo el COG se sitúa fuera del PS. Otro ejemplo
es la acción de caminar, ya que cuando comienza el desplazamiento la proyección del COG
sobre el suelo sale del PS y el cuerpo entra en desequilibrio, por lo que la pierna oscilante
debe desplazarse de tal forma que se defina un nuevo PS y se recuperé el equilibrio. Por lo
tanto, se dice que la acción de caminar y correr son una sucesión de cáıdas controladas [27].

Cuando el cuerpo adopta movimiento aparecen aceleraciones, cambios de sentido, de
dirección, etc. Por lo que ahora no sólo influye la fuerza de gravedad en el equilibrio, sino
también las fuerzas inerciales. Por lo tanto, ahora la fuerza resultante que se debe mantener
dentro del poĺıgono soporte es la suma de la resultante de la fuerza de gravedad con la
resultante de las fuerzas inerciales.

2.2.3. Zero Moment Point (ZMP)

En las figuras 2.5(a) y 2.5(b) la letra A representa al punto donde el efecto de todas las
fuerzas interactuando con el mecanismo puede ser reemplazado por el de una sola fuerza,
la cual sirve como un indicador del comportamiento del mecanismo completo. La parte del
mecanismo que se encuentra arriba del tobillo se omite, puesto que la fuerza FA representa
la fuerza cuyo efecto reemplaza el efecto de todas las fuerzas interactuando sobre el mecanis-
mo y MA el momento angular producido por ésta, [7]. El peso del pie se ubica en su centro
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gravedad, punto G, y la fuerza de reacción R, del piso sobre la planta del pie, en el punto P.

La reacción total del piso sobre la planta del pie consta de tres componentes de la
fuerza de reacción R(Rx, Ry, Rz) y de tres componentes del momento M(Mx, My, Mz),
donde las componentes de la fuerza R que actúan en el plano horizontal representan la
fuerza de fricción, que actúa en el punto de contacto del pie con el piso y que compensa la
componentes horizontales de la fuerza FA. A su vez, el momento de reacción vertical Mz,
producido por las fuerzas de reacción, compensa la componente vertical MAz del momento
producido por la fuerza FA, figura 2.5(c), mientras que la componente Rz, que representa
la componente vertical de la reacción del piso, compensa las fuerzas verticales debidas
a FA y al peso. Ahora, falta considerar el equilibrio de las componentes horizontales del
momento debido a la carga del pie, pero ya que la dirección de la fuerza de reacción inducida
por la acción del pie es siempre hacia arriba, las componentes horizontales de todos los
momentos activos pueden ser compensados únicamente cambiando de posición la fuerza de
reacción dentro del poĺıgono de soporte delimitado por la silueta del pie. Por lo tanto, para
balancear la carga adicional, las componentes horizontales del momento MA provocarán
que se cambie a la posición correcta la fuerza de reacción. Lo anterior se ilustra en la figura
2.5(d) para el plano sagital, donde el momento MAx se balancea recorriendo el punto en
donde actúa la fuerza de reacción Rz, una distancia y.

Figura 2.5: Representación de las fuerzas actuando sobre la suela del mecanismo [7].
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En resumen, el aumento del momento angular producido en el tobillo del pie se equili-
brará cambiando de posición la fuerza de reacción dentro del poĺıgono de soporte, con el
objetivo de que no existan componentes horizontales y que el mecanismo no se vuelque.
En caso de que el poĺıgono de soporte no sea lo suficientemente amplio como para albergar
la posición adecuada de la fuerza de reacción, la fuerza de reacción actuará en el borde
del pie y la parte de la componente horizontal del momento que no pueda ser compensada
causará que el mecanismo rote con respecto al borde del pie, lo que podŕıa resultar en el
desequilibrio del mecanismo. Por lo tanto, la condición necesaria para que el mecanismo
esté en equilibrio dinámico, en el punto P dentro del poĺıgono de soporte donde actúa la
fuerza de reacción, es que:

Mx = 0

My = 0

Al final se reduce el efecto de la fuerza de reacción del piso, debida al reposo del pie
del robot sobre éste, a una fuerza R y a un momento de componente vertical Mz, el punto
P en el que la fuerza de reacción actúa es conocido como Zero Moment Point (ZMP) [7].

Considerando el ZMP como el centro de presión de la fuerza de reacción del piso sobre
la planta del pie se puede realizar un análisis más amplio [30]. Primero se considera la
reacción del piso a detalle como se muestra en la figura 2.6. Tomando en cuenta que la

Figura 2.6: Reacción del piso en tres dimensiones [30].

fuerza de reacción actúa en un determinado número de puntos de contacto, del piso sobre
la planta del pie, pi(i = 1, . . . , N) y que cada vector de fuerza tiene la siguiente forma:

fi = [fix, fiy, fiz]
T ,

donde fix, fiy y fiz son las componentes de la fuerza de reacción del piso en las direcciones
x, y y z respectivamente. El ZMP se puede calcular como:

p =

∑n
i=1 pifiz∑n
i=1 fiz

, (2.1)

lo que se puede escribir como:

p =
n∑

i=1

αipi, (2.2)
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donde,

αi =
fiz
fz
,

fz =
n∑

i=1

fiz.

Puesto que fiz ≥ 0 para i = 1, . . . , N se determina que:
αi ≥ 0 para i = 1, . . . , N,∑n

i=1 αi = 1.
(2.3)

Si se considera que la reacción de suelo sobre la planta del pie es unilateral, los puntos que
satisfacen las ecuaciones (2.2) y (2.3) definen el poĺıgono de soporte. Es decir, se asegura
que el ZMP nunca salga del poĺıgono de soporte debido a la restricción unilateral de la
fuerza de reacción.

El momento angular resultante en el ZMP puede ser calculado como:

τ =

n∑
i=1

(pi − p)× fi, (2.4)

el cual puede ser definido en términos de vectores componentes como:

τx =
n∑

i=1

(piy − py)fiz −
n∑

i=1

(piz − pz)fiy,

τy =
n∑

i=1

(piz − pz)fix −
n∑

i=1

(pix − px)fiz,

τz =
n∑

i=1

(pix − px)fiy −
n∑

i=1

(piy − py)fix,

donde pix, piy y piz son las componentes del vector de posición pi y px, py y pz las compo-
nentes del ZMP .

De acuerdo con la definición de ZMP , ecuación (2.1), y considerando que cuando el
piso es horizontal piz = pz, se obtiene que:

τx = 0

τy = 0

Por otra parte se debe considerar que la fuerza de fricción crea un momento vertical
diferente de cero, por lo que:

τz 6= 0
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2.2.4. Fictitious Zero Moment Point (FZMP)

El ZMP también sirve como indicador de la estabilidad: si el ZMP se encuentra dentro
del poĺıgono de soporte y centrado, el mecanismo estará equilibrado y será estable. Si
el ZMP se encuentra en el contorno o fuera del poĺıgono de soporte, el robot perderá el
balance y será muy dif́ıcil recobrar el equilibrio (inestabilidad). Por ejemplo, en la figura
2.7(a) se ilustra el segundo caso quedando el ZMP calculado fuera del poĺıgono de soporte.
En este caso para mantener el equilibrio (Mx = 0 y My = 0) seŕıa necesario ampliar el
poĺıgono de soporte a través de un pie más grande, lo que es prácticamente imposible, por
lo que el punto calculado es llamado FZMP (FictitiousZeroMomentPoint). Si el ZMP
calculado está fuera del poĺıgono de soporte (PS), en el caso del FZMP, significa que la
fuerza de reacción del suelo se ubica en el borde del PS en un punto P y que el mecanismo
comenzará a rotar con respecto a éste, con una magnitud proporcional a la distancia entre
el punto P y el FZMP, debido a los momentos que no fueron compensados (figura 2.7(b)).

Figura 2.7: FictitiousZeroMomentPoint (FZMP) [7].

2.3. Control Óptimo

En el caṕıtulo 4 se describe una solución para el modelo carro-mesa que emplea con-
trol óptimo e información futura de la trayectoria de referencia, por lo que es importante
describir algunos principios de control óptimo.

El control óptimo es una técnica utilizada en teoŕıa de control para resolver proble-
mas de optimización en sistemas dinámicos (sistemas f́ısicos cuyo estado evoluciona en el
tiempo). Se entiende por optimización realizar un trabajo de la mejor forma posible. Un
problema de control óptimo se puede identificar al momento de poner en órbita un satélite,
para lo cual se deben emplear los controladores adecuados (ángulo de lanzamiento y velo-
cidad de emisión de combustible en el escape) que hagan que el satélite llegue a su destino
empleando el mı́nimo combustible en el menor tiempo posible.

La estrategia de control óptimo dependerá de que se defina como “la mejor forma po-
sible”, por ejemplo, un sistema simple e impreciso pero no costoso y fácil de implementar,
con un desempeño adecuado, puede ser considerado óptimo. En contraste, un sistema muy
preciso podŕıa ser considerado no óptimo por ser demasiado costoso o porque su imple-
mentación no es sencilla.
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Para plantear un problema de control óptimo se requiere:

• Definir el modelo matemático del sistema controlado.

• Definir la tarea a realizar.

• Especificar el criterio de optimización y definir la función de costo.

Considerando un sistema dinámico, en forma de variables de estado y en tiempo dis-
creto, definido por:

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k), (2.5)

p(x) = Cx(k), (2.6)

el problema de control que se desea resolver es operar o manejar el sistema dinámico
descrito por las ecuaciones (2.5) y (2.6) con el mı́nimo costo, por lo que los parámetros del
controlador que gobierna un proceso o una máquina deben ser encontrados mediante un
algoritmo matemático que minimice la función de costo J .

2.3.1. Función de Costo J

La función de costo J es una función empleada para medir la calidad del desempeño
del sistema y es definida como la suma de la desviación del valor deseado de las mediciones
de los parámetros que se desean controlar. Por lo que con el algoritmo matemático que
minimiza la función de costo se encuentran los parámetros del controlador que minimiza
las desviaciones no deseadas.

Un criterio de desempeño común es el del tiempo mı́nimo, en el cual se desea que el
controlador u(t) produzca la trayectoria más rápida para obtener un estado final deseado.
Para este caso, la función de costo que se desea minimizar se puede definir como:

J = T.

Otro criterio de desempeño común es el error entre el valor deseado y valor obtenido en
un estado final (error en estado estacionario) en un determinado tiempo T. En este caso
la función de costo que se desea minimizar se puede definir como:

J = ||x(T )||2.

Un criterio de desempeño aun más, podŕıa ser minimizar el área bajo la curva producida
por la trayectoria de la transición de un estado inicial a un estado final, de esta forma se
seleccionaŕıan los controladores que producen transiciones eficientes. Para este caso.

J =

∫ T

0
||x(t)||2.

El criterio cuadrático es un criterio que incluye la acción de control para mantener
limitada la enerǵıa empleada por la misma acción, al mismo tiempo que se controla el
error. En este caso la función de costo empleada se define como:

J =

∞∑
k=1

{xTkQxk + uTkRuk}. (2.7)
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En este caso el problema de control a resolver es: encontrar la secuencia óptima de con-
trolador uk que minimice la función de costo, también llamada ı́ndice de desempeño, J.
Cabe destacar que Q y R son matrices simétricas positivas de peso, que determinan la
importancia relativa entre el error (primer término de la función) y el coste de la enerǵıa
empleada por el controlador (segundo término de la función). Si la prioridad es minimizar
el error se tendrá que asignar un peso mayor a la matriz Q con respecto al de la matriz R
y viceversa [31].

De acuerdo con [32] la secuencia óptima de control que minimiza el ı́ndice de desempeño
J es definida como:

uk = −Kxk, (2.8)

donde:
K = (R+BTPB)−1BTPA (2.9)

y P la única solución definida positiva de la ecuación de Riccati:

P = Q+AT (P − PB(R+BTPB)−1BTP )A

El conjunto de ecuaciones (2.8) y (2.9) representa el controlador lineal cuadrático para
el sistema discreto representado por las ecuaciones (2.5) y (2.6). En MATLAB K y P
pueden ser calculadas empleando la siguiente función:

[K,P ] = lqr(A,B,Q,R).

Por otro lado, en Mathematica K y P se pueden calcualar a partir de la función:

DiscreteRiccatiSolve[{A,B}, {Q,R}].

En ambos casos A y B son las matrices correspondientes a la ecuación de estados, ecuación
(2.5), Q y R las matrices de peso que determinan la importancia relativa entre el error y
el coste de la enerǵıa empleada por el controlador.
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Descripción del robot b́ıpedo Scout

3.1. Caracteŕısticas

El Robot Lynx Scout (figura 3.1) es un robot b́ıpedo de 12 grados de libertad (6 grados
de libertad en cada una de sus piernas) que puede caminar hacia adelante o hacia atrás,
girar hacia la izquierda o derecha con velocidad variable. Su estructura está formada de
aluminio, tiene una altura de 23[cm], un peso de 0,9[Kg] y cuenta con un servomotor
programable (rango de operación, velocidad, precisión y sentido de giro) por cada grado
de libertad.

Figura 3.1: Robot B́ıpedo Scout de Lynx
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3.2. Arquitectura

El Robot b́ıpedo Scout consta de un eslabón central (considerado el torso) que une sus
dos piernas conformadas por 6 eslabones (en total 13 eslabones considerando el torso y las
dos piernas) que se unen mediante juntas rotacionales actuadas por servomotores.

De acuerdo con el modelo simplificado de la figura 3.2, utilizado para obtener el modelo
cinemático y dinámico del robot en [19], la nomenclatura empleada es la siguiente: Partien-
do del eslabón del torso, el cual se identifica con la letra B, a cada eslabón de las piernas
se le identifica con la etiqueta ni, donde 1 ≤ n ≤ 6 sirve para identificar los eslabones de
arriba (comienza con 1) hacia abajo (termina con 6). Por otra parte i sirve para identificar
la pierna, se le asigna 1 para la pierna izquierda y 2 para la pierna derecha. Las juntas
rotacionales se identifican por medio de la etiqueta θni , donde ni corresponde al segundo
eslabón de la junta rotacional n, comenzando de arriba hacia abajo.

Figura 3.2: Modelo simplificado del robot b́ıpedo Scout [19]
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3.3. Interfaz gráfica

La interfaz gráfica de usuario para la manipulación del robot mediante la computado-
ra, figura 3.3, fue programada en LabV IEW como parte del trabajo realizado en [16] y
publicado en [33]. El propósito de la interfaz gráfica es facilitar la manipulación del robot
y prevenir, una vez que se obtienen los ángulos por medio de la cinemática inversa, que
ningún eslabón de las 12 juntas choquen ya que la cinemática inversa es obtenida por
medio del diagrama unifilar mostrado en la figura 3.2. Por este motivo, el contar con una
interfaz gráfica resulta demasiado importante ya que ayuda a simular el comportamiento
ideal del robot considerando las dimensiones f́ısicas y reales de los eslabones del robot. La
interfaz gráfica también brinda la posibilidad de manipular manualmente los 12 ángulos
correspondientes a las 12 grados de libertad del robot Scout, con lo que se puede identificar
el sistema de referencia con base en el cual trabaja la simulación ya que la simulación no
funciona con el mismo sistema de referencia del modelo f́ısico puesto que el sistema de
referencia del modelo f́ısico depende de la caracterización de los servomotores.

Figura 3.3: Simulación del ciclo de marcha mediante la interfaz gráfica en LabV IEW
[16, 33].

3.4. Puesta en marcha del robot b́ıpedo Scout

Puesto que el banco de pruebas no hab́ıa sido utilizado durante un periodo de tiempo
antes de comenzar este proyecto, fue necesario ponerlo en marcha. La principal dificul-
tad radica en que el programador de los servomotores del banco de pruebas y los mismos
servomotores (HITECHS − 5475HB) se encuentran descontinuados, por lo que no se
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puede programar el sentido de giro, la velocidad, el rango de operación, la precisión y las
posiciones inicial, central y final. Por otra parte, con el programador también se pueden
conocer los valores de los parámetros que son programables, lo cual es una gran venta-
ja, pero puesto que no se contaba con un programador funcional esto representó un gran
problema ya que al momento de controlar los servomotores ninguna posición coincid́ıa con
la deseada y tampoco avanzaban los grados correspondientes entre dos ángulos deseados,
principalmente porque no se conoćıan el rango y la frecuencia de trabajo a la que deb́ıan
ser programados.

Por lo tanto se caracterizó por separado cada servomotor para poder determinar el
sentido de giro, el rango de trabajo y establecer la posición inicial de cada uno de acuerdo
al programa en Matemathica R© que resuelve la cinemática inversa [19]. Para lograr este
propósito se realizó un programa en LabVIEW R© (figura 3.4) por medio del cual se con-
troló en tiempo real la posición deseada de los servomotores empleando una comunicación
serial con la rajeta de desarrollo Arduino Mega.

Figura 3.4: Interfaz gráfica para controlar en tiempo real un servomotor.

Para la caracterización también se utilizó la libreŕıa del software de Arduino que sirve
para controlar servomotores (SoftwareServo.h), en espećıfico se emplearon las funciones
setMinimumPulse y setMaximumPulse que permiten establecer la duración de los pulsos
mı́nimo y máximo correspondientemente, es decir el rango de trabajo del servomotor a
controlar. De acuerdo con la documentación de esta libreŕıa [34] el pulso mı́nimo estable-
cido por la función setMinimumPulse corresponde a la posición de 0◦ y el pulso máximo
establecido por la función setMaximumPulse corresponde a la posición de 180◦, existiendo
una relación lineal entre la posición y la duración del pulso (figura 3.5).
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Figura 3.5: Relación lineal entre posición y pulso.

El procedimiento para caracterizar cada servomotor fue el siguiente:

1. Se estableció un pulso de 900 [ms] para 0◦ y uno de 2100 [ms] para 180◦ (rango de
trabajo establecido por el fabricante).

2. Por medio del programa en LabV IEW R© se manipuló la posición del servomotor para
encontrar la posición de 0◦ (podŕıa haber sido también 90◦ ó 180◦). Se registró la
posición real del servomotor en la que se alineó con 0◦ o con la posición elegida. A
esta posición se le nombró ang1.

3. A continuación se ajustó la flecha de un transportador especial para servomotores
HITEC (figura 3.6) para que coincidiera con la posición del servomotor definida en
el paso anterior y se colocó sobre su eje.

Figura 3.6: Transportador especial para servomotores HITEC.
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4. Se manipuló nuevamente la posición del eje del servomotor para que la flecha del
transportador recorriera 90◦. Cuando la flecha del transportador recorrió los 90◦ se re-
gistró nuevamente la posición real del servomotor. A esta posición se le nombró ang2.

5. Para determinar la posición real del servomotor en 180◦ se sumó a ang2 la misma
cantidad de grados en los que el eje del servomotor recorrió 90◦ sobre el transportador,
considerando que existe una relación lineal. Cabe mencionar que los rangos de algunos
servomotores no llegan a 0◦ y 180◦, en este caso se seleccionó como posición inicial 90◦

y se midió el rango en el que la flecha del transportador recorrió 10◦ para aśı poder
determinar las posiciones reales del servomotor en las que llegaŕıa a 0◦ y 180◦, aunque
realmente esto no fuera posible.

6. Se determinó la siguiente fórmula para poder definir los pulsos que corresponden a
las posiciones reales de cada servomotor en 0◦ y 180◦:

PULSO = PULSOminimo + angx

(
PULSOmaximo − PULSOminimo

180

)
(3.1)

considerando la siguiente relación:

0◦ → 900[ms]

90◦ → 1500[ms]

180◦ → 2100[ms]

y con base en la ecuación (3.1) se obtiene:

PULSO = 900 + angx
(2100− 900

180

)
(3.2)

donde el valor de angx corresponde al ángulo del que se quiere determinar el pulso
correspondiente. En este caso se desean los pulsos correspondientes de los ángulos
medidos en los puntos 2 y 4.

7. Una vez que se determinaron los pulsos mencionados, se emplearon para definir el
pulso mı́nimo y máximo entre los que debeŕıa trabajar cada servomotor, obedeciendo
la relación lineal entre pulso y posición mencionada anteriormente, con lo que se
logró caracterizar cada servomotor, saber el sentido de giro y establecer la posición
inicial de cada uno para que el robot b́ıpedo adoptara la posición inicial con base en
la cual se calculan los ángulos en el programa que resuelve la cinemática inversa [19].
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Planificación de la Marcha B́ıpeda

4.1. Planificación con base en el criterio de estabilidad del
ZMP

Puesto que la planeación de la marcha b́ıpeda mediante generación de trayectorias en
el espacio cartesiano, aśı como la planeación mediante consecución de metas, no consideran
ningún criterio de estabilidad para llevar a cabo la marcha dinámicamente estable, sección
1.1, en este trabajo se decidió llevar a cabo la planificación de la marcha b́ıpeda con base en
el criterio de estabilidad del ZMP . Considerando el criterio del ZMP , la marcha b́ıpeda
puede llevarse a cabo de dos formas diferentes: estáticamente y dinámicamente estable.

4.1.1. Marcha estáticamente estable

En la marcha estáticamente estable la proyección del centro de gravedad sobre el suelo
se mantiene siempre en el centro del poĺıgono de soporte, por lo que es necesario mover
el COG de robot sobre el siguiente pie de soporte antes de que el pie oscilante despeje
del suelo. En este tipo de marcha se garantiza la estabilidad pero se limita la longitud del
paso y la velocidad, además de que el movimiento del COG en el plano frontal aumenta
demasiado puesto que oscila de derecha a izquierda, o viceversa, conforme se intercala el pie
de soporte. Puesto que la marcha estáticamente estable se realiza a velocidades demasiado
lentas, la inercia del mecanismo no influye en el equilibrio, por lo que se desprecia la
dinámica del mecanismo y solamente se toman en cuenta los efectos de la gravedad.

4.1.2. Marcha dinámicamente estable

En contraste con la marcha estáticamente estable, en la marcha dinámicamente estable
no se limita la proyección del COG a permanecer dentro del poĺıgono de soporte, solamente
el ZMP debe permanecer dentro del poĺıgono de soporte, lo que incrementa la velocidad
de la marcha puesto que la longitud de paso es mayor, el periodo de soporte doble me-
nor y la oscilación del COG en el plano frontal no es tan pronunciada como en el caso
de la marcha estáticamente estable, lo que ahorra tiempo. En la figura 4.1 se muestra la
diferencia entre la marcha estáticamente estable y la marcha dinámicamente estable por
medio de la comparación de la proyección del COG durante el periodo de soporte simple.
En la marcha dinámicamente estable el movimiento del pie oscilante, en tiempo y forma,
ayuda a reducir los efectos de la inercia y a no perder el equilibrio. Pero los efectos de la
inercia también ayudan a controlar el equilibrio, por lo que la aceleración del COG debe
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ser controlada de forma que el ZMP no salga del poĺıgono de soporte.

Figura 4.1: Mientras que en la marcha estáticamente estable la proyección del COG debe
permanecer dentro del poĺıgono de soporte, la marcha dinámicamente estable permite
temporalmente la inestabilidad.

La arquitectura del sistema para generar trayectorias dinámicamente estables conside-
rando la marcha dinámicamente estable, figura 4.2, se define de la siguiente manera:

1. Considerando la estructura f́ısica del robot y la longitud de paso, se determina la
trayectoria de cada uno de los pies mediante interpolación segmentaria cuadrática.

2. De acuerdo con el poĺıgono de soporte, definido por la trayectoria de los dos pies, se
determina la trayectoria del ZMP .

3. Con base en el modelo dinámico del robot b́ıpedo (en este caso se usa la dinámica
del modelo carro-mesa) y en la trayectoria del ZMP , definida en el punto anterior,
se determina la trayectoria de centro de gravedad del robot.

4. Definidas las trayectorias del centro de gravedad y de los pies, se calculan por medio
de cinemática inversa los ángulos que deben adoptar las juntas rotacionales (servo-
motores) del robot para que los efectores finales (pies y centro de gravedad) sigan las
trayectorias deseadas.

5. Por último, se ajustan los ángulos calculados en el paso anterior a los ángulos co-
rrespondientes de cada servomotor del robot y son enviados secuencialmente para
generar el ciclo de marcha dinámicamente estable.

Figura 4.2: Arquitectura de la planeación de trayectorias dinámicamente estables.
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Puesto que en la marcha dinámicamente estable no se restringe la proyección del centro
de gravedad a permanecer siempre dentro del poĺıgono de soporte, lo que ofrece mayor
movilidad, velocidad y movimientos más reales, en este trabajo no se considera la marcha
estáticamente estable para mantener el equilibrio dinámico durante la marcha b́ıpeda.

4.2. Modelos de masa concentrada

Como ya se ha mencionado anteriormente, considerar la dinámica del modelo real de un
robot b́ıpedo para la planificación de la marcha b́ıpeda implica un alto costo computacional
debido al elevado número de grados de libertad que son necesarios para simular la marcha
b́ıpeda. Por lo tanto, utilizar el modelo real de un robot b́ıpedo para generar trayectorias
dinámicamente estables resulta una tarea demasiado compleja que consume demasiados
recursos computacionales, los cuales son necesarios para procesar información y generar
patrones de caminata dinámicamente estables en tiempo real. Para simplificar lo máximo
posible la dinámica de un robot b́ıpedo se han propuesto los modelos péndulo invertido y
carro-mesa, los cuales comparten el mismo principio ya que concentran toda la masa del
robot en un solo punto a nivel de la cadera del robot, el cual es considerado como el centro
de gravedad del robot completo.

4.2.1. Modelo pendulo invertido lineal

De acuerdo con [12, 13], cuando un robot b́ıpedo se encuentra en periodo de soporte
simple, su dinámica puede ser aproximada empleando el modelo de un péndulo invertido
que conecta el pie de soporte y el centro de gravedad del robot por medio de una pierna
con masa despreciable, figura 4.3. Donde θr representa el ángulo entre el plano XZ y el
péndulo, θp el ángulo entre el plano Y Z y el péndulo, m la masa de total del robot, Z la
altura del centro de gravedad del robot y r la distancia entre el centro de gravedad y el
origen (pie de soporte).

Figura 4.3: Modelo simplificado pendulo invertido. Tomada de [12]
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De acuerdo [12], si se consideran (f ,τr,τp) como la fuerza y los momentos angulares
que se relacionan respectivamente con las variables de estado (r,θr,θp), las ecuaciones de
movimiento del péndulo invertido se definen como:

m(−zÿ + yz̈) =
D

Cr
τr −mgy, (4.1)

m(−zẍ+ xz̈) =
D

Cp
τp −mgx, (4.2)

donde:
Cr = cos θr, Cp = cos θp, D =

√
C2
r + C2

p − 1.

Partiendo de las ecuaciones (4.1) y (4.2), considerando que el robot camina sobre un
terreno plano y que su centro de gravedad se mantiene a una altura constante zc, es decir
que z̈ = 0, se obtiene respectivamente que:

ÿ =
g

zc
y − D

mzcCr
τr, (4.3)

ẍ =
g

zc
x− D

mzcCp
τp. (4.4)

De acuerdo con las ecuaciones (4.3) y (4.4), las entradas del sistema se vuelven entradas
no lineales, puesto que τr y τp están siendo multiplicadas por un cociente que depende de
cos θr y cos θp, por lo tanto la dinámica del sistema también es no lineal.

Para poder generar las trayectorias del centro de gravedad, con este modelo y empleando
indirectamente el criterio de estabilidad del ZMP , se considera que τr = τp = 0 y que el
origen del péndulo se encuentra dentro del poĺıgono de soporte, por lo que la dinámica del
sistema se vuelve lineal: 

ÿ = g
zc
y

ẍ = g
zc
x.

(4.5)

De esta forma la generación de trayectorias consiste en establecer la posición del ZMP
en los periodos de soporte simple, la cual representa la posición del origen del péndulo
invertido a partir de la cual se determina la posición inicial de la masa de éste para re-
solver el sistema de ecuaciones (4.5), el cual describe el movimiento del masa del péndulo
invertido en el espacio únicamente durante el periodo de soporte simple. Cabe mencionar
que la condición inicial necesaria para resolver sistema de ecuaciones (4.5) es la posición
inicial del centro de gravedad del robot (posición inicial de la masa del péndulo).

En la figura 4.4 se muestra un ejemplo de la generación de la trayectoria del centro
de gravedad de un robot b́ıpedo empleando el modelo péndulo invertido lineal. Las curvas
hiperbólicas rojas y azules representan la trayectoria del centro de gravedad en los periodos
de soporte simple, los puntos rojos la posición del ZMP ubicado en la planta del pie de
soporte simple y las ĺıneas rojas discontinuas el sistema de referencia local (ejes x y y) con
respecto al cual se generan los movimientos del péndulo.
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Figura 4.4: Trayectoria del centro de gravedad de un robot b́ıpedo generada a partir del
modelo péndulo invertido lineal [12].

4.2.2. Modelo carro-mesa

El modelo carro-mesa [11] es representado por medio de un carro o esfera que se desplaza
sobre la superficie horizontal de una mesa, figura 4.5. La masa del carro representa la masa
total del robot y su posición representa la posición del centro de gravedad del robot. Es
importante destacar que el pie de la mesa representa tanto al poĺıgono de soporte simple
como al poĺıgono de soporte doble, dependiendo en qué periodo se encuentre el ciclo de
marcha. Por lo tanto, cuando el robot se encuentra en el periodo de soporte simple la base
la mesa coincide con la planta del pie de soporte del robot.

Figura 4.5: Análisis del modelo simplificado carro-mesa [35].

Para comprender el modelo carro-mesa y determinar su relación con el ZMP se parte
del esquema mostrado en la figura 4.5, en el cual se muestra el instante en que el sistema
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está a punto de perder el equilibrio en el plano frontal o sagital (dependiendo de la orienta-
ción del robot). Donde M representa la masa total del modelo real, zh la altura constante
del centro de gravedad, ẍ la aceleración del carro sobre la mesa, x la posición horizontal del
centro de gravedad con respecto al origen y p la distancia del origen al punto de referencia
con respecto al cual se quiere mantener el equilibrio empleando el criterio de estabilidad
del ZMP , es decir que no deben existir momentos angulares con respecto al punto pzmp,
el cual debe estar localizado dentro del poĺıgono de soporte.

De acuerdo con el esquema de la figura 4.5, la posición y el peso del carro sobre la mesa
producen un momento angular con respecto al punto p, por lo que el carro debe acelerar
en la dirección correcta y con la aceleración adecuada para producir un momento angular
que compense al primero, por lo tanto la sumatoria de momentos debe ser igual a cero:

−Mg(x− p) +Mẍz = 0, (4.6)

donde el primer término de la ecuación (4.6) representa al momento angular debido al peso
y a la posición del carro sobre la mesa, el segundo término representa al momento angular
producido por la aceleración del carro sobre la mesa que ejerce la compensación adecuada.

Puesto que la aceleración del centro de gravedad es la variable del sistema que lo
mantiene en equilibrio, el punto pzmp con respecto al cual se mantiene el equilibrio (ZMP )
puede ser calculado a partir de ésta como:

pzmp = x− z

g
ẍ. (4.7)

Para poder analizar el modelo carro-mesa, tanto en el plano frontal como en el sagital,
es necesario desacoplar el sistema de la figura 4.6 como se ilustra en la figura 4.7.

Figura 4.6: Representación del modelo simplificado rolling sphere (carro-mesa) en el espacio
[14].
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Figura 4.7: Representación del modelo simplificado rolling sphere (carro-mesa), a partir de
la figura 4.6, en los planos frontal y sagital respectivamente [36].

Aplicando el análisis de balance de momentos al modelo rolling sphere, en el plano
frontal, se obtiene que:

−mg(cy − py) +mc̈ycz = 0, (4.8)

py = cy −
cz
g
c̈y, (4.9)

considerando cy = y y cz = z, la ecuación (4.9) se puede reescribir como:

py = y − z

g
ÿ. (4.10)

En el caso del plano sagital se tiene que:

−mg(cx − px) +mc̈xcz = 0, (4.11)

px = cx −
cz
g
c̈x, (4.12)

considerando cx = x y cz = z, la ecuación (4.12) se puede reescribir como:

px = x− z

g
ẍ. (4.13)

El sistema de ecuaciones conformado por las ecuaciones (4.10) y (4.13) representa al
modelo carro-mesa con altura constante:

px = x− z
g ẍ

py = y − z
g ÿ.

(4.14)

A partir del sistema de ecuaciones (4.14) se destacan dos puntos importantes:

1. Cuando la aceleración del COM es cero (ẍ = 0), la proyección del COM corresponde
al ZMP resultante.

2. En el sistema de ecuaciones (4.14), el ZMP (px,y = ZMP ) resultante no se limita
a permanecer dentro del poĺıgono de soporte, por lo que se puede obtener cualquier
valor de p fuera de éste.
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Por lo tanto, cuando la aceleración del carro es demasiado grande el ZMP resultante
puede salir del poĺıgono de soporte como se muestra en la figura 4.8(a), lo que se debe a
que el sistema de ecuaciones (4.14) no considera la restricción unilateral, subsección 2.2.3,
la cual establece que la reacción del piso debida al apoyo del pie sobre éste tiene solo una
dirección.

Figura 4.8: Fictitious Zero Moment Point en el modelo carro-mesa [30].

De acuerdo con [30], si se considera la restricción unilateral de fiz ≥ 0 se obtiene el caso
(b) de la figura 4.8. En este caso la mesa comenzará a rotar con respecto al punto p ya que
en el caso (a) (FictitiousZeroMomentPoint, subsección 2.2.4) no es posible mantenerlo
dentro del poĺıgono de soporte, por lo tanto, al ya no mantenerse constante la altura del
centro de gravedad, el ZMP resultante en x se puede calcular como:

px = x− z

g + z̈
ẍ. (4.15)

Esta ecuación determina el ĺımite del ZMP resultante en los extremos del poĺıgono de
soporte y ya que la altura deja de ser constante, se da pie al modelo carro-mesa paramétrica.

Modelo carro-mesa paramétrica

En [15] se presenta el modelo carro-mesa paramétrica, figura 4.9, en el cual el carro
se desplaza sobre una superficie paramétrica de arriba abajo y viceversa. Si se propone
la superficie adecuada, se pueden generar patrones para que el robot pueda subir y bajar
escaleras, o caminar simplemente sobre un terreno plano. Otra ventaja de este modelo es
que la altura del centro de gravedad también se puede variar para ampliar o reducir, de la
forma más conveniente, la longitud de paso, incluso se puede reducir el impacto del suelo
sobre la planta del pie del robot para evitar impactos que hagan que el robot pierda el
equilibrio.

Realizando el análisis de equilibrio de momentos para los ejes coordenados x y y de la
figura 4.9, las ecuaciones del punto de equilibrio o ZMP se definen como:

xzmp = x− z
g+z̈ ẍ,

yzmp = y − z
g+z̈ ÿ.

(4.16)
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Figura 4.9: Modelo simplificado carro-mesa paramétrica [15].

Propuestos los parámetros u y v en función del tiempo, las coordenadas del carro sobre
la mesa paramétrica se definen por el siguiente sistema de ecuaciones:

x = fx(u(t), v(t)),

y = fy(u(t), v(t)),

z = fz(u(t), v(t)).

(4.17)

Por lo tanto, si se sustituye el sistema de ecuaciones (4.17) en el sistema de ecuaciones
(4.16) se obtiene: 

xzmp = fx − fz(fxuü+fxv v̈+fxuuu̇2+2fxuvu̇v̇+fxvv v̇2)
fzuü+fzv v̈+fzuuu̇2+2fzuu̇v̇+fzvv v̇2+g

,

yzmp = fy − fz(fyuü+fyv v̈+fyuuu̇2+2fyuvu̇v̇+fyvv v̇2)
fzuü+fzv v̈+fzuuu̇2+2fzuu̇v̇+fzvv v̇2+g

.

(4.18)

La desventaja de este modelo, de acuerdo al sistema de ecuaciones (4.18), es que al
existir derivadas parciales el computo empleado para la solución del modelo carro-mesa
paramétrica es más exhaustivo que en el caso del modelo carro-mesa simple.

4.2.3. Comparación

Como se aprecia en la figura 4.4, la principal desventaja del modelo péndulo invertido
lineal es que la trayectoria generada para el centro de gravedad no es continua, puesto que
este modelo sólo sirve para representar al robot b́ıpedo en el periodo de soporte simple, por
lo tanto si se quiere generar una trayectoria continua se debe interpolar entre los segmen-
tos de trayectoria del COM en los periodos de soporte simple, lo que produce inexactitud.
Otra desventaja del modelo péndulo invertido lineal es que no existe una relación directa
con el ZMP puesto que es dif́ıcil considerar la no linealidad del sistema, en la generación
de trayectorias, cuando los momentos angulares son diferentes de cero. La única mane-
ra de establecer una relación con el ZMP es representativa puesto que sólo se considera
que los momentos angulares debidos a la gravedad son nulos cuando el origen del péndulo
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se encuentra en el ZMP deseado. Al no considerar los momentos angulares también se
está despreciando la dinámica del sistema.

Por otra parte, con el modelo carro-mesa śı se pueden generar trayectorias continuas
para el centro de gravedad, en la figura 4.10 se muestra un ejemplo de la trayectoria del
centro gravedad de un robot b́ıpedo generada a partir del modelo carro-mesa paramétrica.
Además de que con este modelo se establece una relación directa del sistema con el ZMP ,
puesto que el sistema de ecuaciones que representa al modelo carro-mesa se define a partir
de la compensación de los momentos angulares en el ZMP . Al contrario del modelo péndulo
invertido lineal, el modelo carro-mesa śı considera la dinámica del sistema y la altura del
centro de gravedad no tiene que mantenerse constante, lo que ampĺıa las posibilidades de
generar trayectorias dinámicamente estables.

Figura 4.10: Superficie paramétrica y trayectoria del centro de gravedad de un robot b́ıpedo
generada a partir del modelo simplificado carro-mesa paramétrica [15].

Es importante destacar que han sido propuestas al menos 3 versiones diferentes del
modelo péndulo invertido que tienen la finalidad de brindar mayor robustez al sistema y
aśı evitar las restricciones del modelo péndulo invertido lineal, a cambio de una solución más
compleja. El modelo péndulo invertido con punto de soporte virtual [37] aśı como el modelo
con 2 tipos de péndulo invertido [38] y el modelo péndulo invertido móvil [39] son algunas
de estas versiones. El más importante de estos modelos es el modelo péndulo invertido
móvil, figura 4.11, ya que también considera la dinámica del sistema e incluso permite
generar trayectorias cuando el robot camina sobre terrenos discontinuos, para lo cual seŕıa
necesario contar con sensores que detecten las irregularidades de la superficie o conocerlas
previamente y generar las trayectorias de los pies de acuerdo con éstas. El problema que
existe con estos modelos es que no se encuentran lo suficientemente documentados como
en el caso de los modelos péndulo invertido lineal y carro-mesa.

En [40] se propone solucionar el modelo péndulo invertido móvil por medio de control
óptimo para generar la trayectoria del COM que optimiza el cambio del ZMP con res-
pecto al tiempo. Sin embargo se desea obtener la trayectoria del COM que garantice la
estabilidad dinámica del robot, en lugar de optimizar la velocidad del ZMP , lo cual se
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Figura 4.11: El modelo simplificado péndulo invertido móvil permite generar trayectorias
incluso sobre terrenos irregulares a través de un plano virtual horizontal [39].

logra optimizando el jerk del COM aplicando control óptimo al modelo carro-mesa como
se verá en la siguiente sección. Por lo tanto se puede afirmar que el modelo carro-mesa es un
modelo robusto que se adapta mejor a la necesidad de generar trayectorias dinámicamente
estables para el centro de gravedad, en comparación con el modelo péndulo invertido lineal
o péndulo invertido móvil.

4.3. Métodos de solución para el modelo carro-mesa

Como se mencionó anteriormente, en la motivación, se han propuesto muy pocas so-
luciones para el modelo carro-mesa, de las cuales algunas son soluciones aproximadas y
algunas otras consumen demasiados recursos computacionales. Por ejemplo, en [14] se apli-
ca la transformada de Laplace, la transformada inversa de Laplace y las series de Fourier
para obtener la trayectoria del COG, además de que el ZMP de referencia (figura 4.12) se
restringe ya que debe ser representado como una función impulso unitario periódica, tanto
en x como en y, eliminando aśı una amplia gama de posibles trayectorias a ser ejecutadas
por el robot.

En [41] se aplica la convolución discreta al modelo carro-mesa, en este caso la salida
del sistema es el COG, el cual es considerado como la respuesta al impulso unitario. Por
lo tanto nuevamente se restringe la trayectoria del ZMP al ser representada como una
función escalón unitario periódica, tanto en x como en y, eliminado aśı el periodo de so-
porte doble y provocando que el centro de gravedad tenga movimientos más bruscos, por
lo que el robot estará más propenso a caer en cada intercambio de pie de soporte simple.
Puesto que el intercambio de pie de soporte simple ocurre instantáneamente, al eliminar
la migración del ZMP de un pie a otro y hacerlo de forma instantánea, la proyección del
centro de gravedad se mantiene siempre dentro del poĺıgono de soporte simple antes de
migrar al poĺıgono de soporte simple del siguiente pie de soporte, lo que se asemeja más a
la marcha estáticamente estable y a sus deficiencias.

Por lo tanto ninguno de estos métodos es considerado óptimo para la generación de
trayectorias dinámicamente estables. A continuación se presentan dos métodos que no
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restringen la representación del ZMP como una función impulso unitario periódica y que
además no involucran operaciones matemáticas complejas en la solución del modelo carro-
mesa.

Figura 4.12: Trayectoria del ZMP representada como una función impulso unitario periódi-
ca [14].

4.3.1. Solución por discretización de la aceleración

En [18] y [42] se propone un método relativamente sencillo que consiste en discretizar la
aceleración para trabajar con una expresión algebraica en lugar de trabajar con una dife-
rencial. Para determinar la aceleración en el tiempo discreto i, con un tiempo de muestreo
∆t, es necesario calcular la derivada de la primera derivada de la posición. Para calcular la
segunda derivada, en el tiempo discreto i, se calcula la primera derivada en el punto poste-
rior i+ 1

2 y en el punto anterior i− 1
2 , la diferencia entre ambas dividida entre el intervalo

de tiempo discreto que hay entre ambas, en este caso ∆t, será la segunda derivada de la
posición:

dx

dt
(i+

1

2
) =

x(i+ 1)− x(i)

∆t
,

dx

dt
(i− 1

2
) =

x(i)− x(i− 1)

∆t
,

d2

dt2
x(i) =

x(i+1)−x(i)
∆t − x(i)−x(i−1)

∆t

∆t

=
x(i− 1)− 2x(i) + x(i+ 1)

∆t2
.
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Por lo tanto, la aceleración discretizada en x y en y se define respectivamente como:

ẍi =
xi−1 − 2xi + xi+1

∆t2
, (4.19)

ÿi =
yi−1 − 2yi + yi+1

∆t2
. (4.20)

Si se sustituyen respectivamente las ecuaciones (4.19) y (4.20) en las ecuaciones (4.13)
y (4.10), se obtiene que:

pix = xi −
z

g

(xi−1 − 2xi + xi+1

∆t2

)
,

piy = yi −
z

g

(yi−1 − 2yi + yi+1

∆t2

)
,

lo que se puede reescribir como:

pix = aixi−1 + bixi + cixi+1, (4.21)

piy = aiyi−1 + biyi + ciyi+1. (4.22)

con
1 ≤ i ≤ N

donde pix y piy son las componentes del ZMP tanto en x como en y en el tiempo discreto
i, N el numero máximo de elementos discretos y ai, bi y ci constantes definidas como:

ai = − z

g∆t2

bi =
2z

g∆t2
+ 1

ci = − z

g∆t2

Es importante destacar que el robot parte del reposo, por lo que x0 = x1, y0 = y1 y
por lo tanto cuando i = 1,

p1x = (a1 + b1)x1 + c1x2,

p1y = (a1 + b1)y1 + c1y2,

de igual forma xN+1 = xN y yN+1 = yN por lo tanto cuando i = N ,

pNx = aNxN−1 + (bN + cN )xN ,

pNy = aNyN−1 + (bN + cN )yN .

De esta forma se logra representar al sistema de ecuaciones diferenciales que define al
modelo carro-mesa, como un sistema de ecuaciones algebraico. Para resolverlo se comienza
por representar a pix de forma matricial como:

px = Ax, (4.23)

donde los elementos de px representan la serie de puntos discretos que conforman la trayec-
toria del ZMP establecida, los elementos de x son los puntos o elementos que conforman
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la trayectoria del COG que se quiere obtener a partir del ZMP de referencia y A es una
matriz conformada por los coeficientes que definen a pix, esto es:

px =


p1

p2
...

pN−1

pN

 , x =


x1

x2
...

xN−1

xN

 y A =



a1 + b1 c1 0

a2 b2 c2
. . .
. . .
. . . aN−1 bN−1 cN−1

0 aN bN + cN



La solución del COG en el plano sagital puede ser obtenida fácilmente multiplicando
ambos lados de la ecuación (4.23) por la inversa de la matriz A:

x = A−1px

Puesto que los coeficientes ai, bi y ci son los mismos tanto para pix como para piy, la matriz
de coeficientes A también es la misma para ambos casos, por lo que la solución del COG
en plano frontal puede ser obtenida de forma análoga como:

y = A−1py

4.3.2. Solución por seguimiento de trayectorias

Puesto que en el sistema de ecuaciones (4.14), el cual define al modelo carro-mesa tanto
en x como en y, la salida es el ZMP , en [11] se propone controlar el ZMP a partir del
movimiento del carro sobre la mesa para que siga una trayectoria de referencia. Por lo
tanto, la solución por seguimiento de trayectorias puede ser considerada como el problema
inverso de la planeación de trayectorias, es decir se genera la trayectoria del ZMP a partir
del movimiento del carro sobre la mesa (COG) en vez de generar la trayectoria del COG
a partir de ZMP deseado.

Como se vio en la sección 4.2.2, en el análisis del modelo carro-mesa, la aceleración del
carro sobre la mesa es la variable del sistema que define el punto de equilibrio (ZMP) en
el que el momento angular debido al peso es compensado para mantener el equilibrio. Por
lo tanto, considerando la variación de la aceleración del carro con respecto al tiempo como
la entrada de la ecuación (4.13), la cual define al modelo carro-mesa en el plano sagital, se
puede trasladar ésta a un sistema dinámico como:

d
dt

xẋ
ẍ

 =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

xẋ
ẍ

+

0
0
1

ux

px =
[
1 0 − z

g

]xẋ
ẍ


(4.24)

Para el plano frontal se define uy y se obtiene el sistema dinámico de la misma forma.
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Definido el sistema dinámico, se puede generar la trayectoria del COG de forma que el
ZMP resultante siga la trayectoria de referencia. Puesto que el sistema dinámico para x
es el mismo que para y, solo cambia la variable, se emplean los términos sistema dinámico,
COG y ZMP indistintamente.

El ZMP resultante puede ser generado a partir de un sistema de control predictivo
que utiliza información futura de la trayectoria de referencia o demanda solicitada.

Control Predictivo

Los requerimientos que debe satisfacer el controlador, mediante el cual se controlará al
ZMP resultante, son:

• Que en estado estacionario, el ZMP resultante siga al ZMP de referencia o demanda
solicitada.

• Que muestre una respuesta transitoria aceptable.

De acuerdo con [43], para lograr satisfacer estos requerimientos es necesario representar el
sistema dinámico (4.24) como un sistema dinámico discreto de la siguiente forma:

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k)
p(k) = Cx(k)

(4.25)

donde:

x(k) =

x(kT )
ẋ(kT )
ẍ(kT )

 ,
u(k) = ux(kT ),

p(k) = px(kT ),

A =

1 T T 2

2
0 1 T
0 0 1

 ,

B =

T 3

6
T 2

2
T

 ,
C =

[
1 0 − z

g

]
Ahora se define pd(k) como la salida deseada, o demanda solicitada, para la cual se

asume que existe un valor p̄d tal que:

ĺım
k→∞

pd(k) = p̄d.

Lo que quiere decir que la demanda solicitada es variable con respecto al tiempo, pero
que tiende a un valor estable. También se considera que en cualquier tiempo discreto k, se
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cuenta con NL valores futuros de la demanda solicitada, o ZMP de referencia en nuestro
caso. Para valores deseados después de la ventana de valores futuros con la que se cuenta
a partir de tiempo actual k, es decir para valores a partir de k + NL, se considera que su
valor es igual al último valor de la ventana de valores futuros, es decir:

pd(k + i) = pd(k +NL), i = NL + 1, . . .

Puesto que se desea una respuesta transitoria aceptable y que el error en el estado
estacionario sea nulo, se debe introducir la acción integradora para reducir el error de
seguimiento e(k) = p(k) − pd(k), y obtener el controlador adecuado mediante control
óptimo. De acuerdo con [43], si se introduce el vector de variables de estado incremental
en el ı́ndice de desempeño J , se podrá regular la respuesta transitoria de las variables de
estado. Por otra parte, la acción integradora del controlador es llevada a cabo introduciendo
también como término el vector de control incremental. El vector de control incremental
es definido como: ∆u(k) = u(k)− u(k − 1) y el vector de variables de estado incremental
como: ∆x(k) = x(k)− x(k − 1). Por lo tanto, se desea obtener el controlador óptimo u(k)
que minimiza la función de costo

J =

∞∑
i=k

[eT (i)Qee(i) + ∆xT (i)Qx∆x(i) + ∆uT (i)R∆u(i)] (4.26)

con la cual se mide el desempeño del sistema para asegurar que el ZMP generado siga la
trayectoria de referencia sin una velocidad de cambio excesiva tanto del controlador como
del vector de estados.

El sistema dinámico incremental es definido, a partir del sistema (4.25), como:

∆x(i+ 1) = A∆x(i) +B∆u(i),

∆p(i) = C∆x(i). i = k, k + 1, . . .

Puesto que el error de seguimiento es definido como e(k) = p(k) − pd(k), el error de
seguimiento incremental puede ser definido como:

∆e(i) = ∆p(i)−∆pd(i), i = k, k + 1, . . .

donde ∆pd(i) = pd(i)− pd(i− 1). Por lo tanto,

e(i+ 1) = e(i) + ∆e(i),

e(i+ 1) = e(i) + CA∆x(i) + CB∆u(i)−∆pd(i+ 1). i = k, k + 1, . . .

Combinando ∆x(i+ 1) y e(i+ 1) se obtiene el siguiente sistema:[
e(i+ 1)

∆x(i+ 1)

]
=

[
1 CA
0 A

] [
e(i)

∆x(i)

]
+

[
CB
B

]
∆u(i) +

[
−1
0

]
∆pd(i+ 1) (4.27)

donde i = k, k + 1, . . .
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Los NL valores futuros del ZMP de referencia, a partir del tiempo de referencia actual
k, pueden ser ordenados por medio de un vector de valores deseados como:

xd(k) =


∆pd(k + 1)
∆pd(k + 2)

...
∆pd(k +NL)


Por lo que:

xd(i+ 1) = Adxd(i), (4.28)

donde i = k, k + 1, . . . ,

Ad =


0 1 0 0
0 0 1 0

. . .

. . . 1
0 0


A continuación se define el vector de estados incremental como:

x̄(i) =

 e(i)
∆x(i)
xd(i)


De las ecuaciones (4.27) y (4.28) se obtiene el siguiente sistema:

x̄(i+ 1) =

[1 CA
0 A

] [
−1
0

]
0 Ad

 x̄(i) +

[CBB
]

0

∆u(i), i = k, k + 1, . . .

Del cual se obtienen las siguientes matrices:

F̃ =

[
CA
A

]
, Ĩ =


1
0
0
0

 , Ã =
[
Ĩ F̃

]
, B̃ =

[
CB
B

]

Empleando el vector de estados incremental, el ı́ndice de desempeño (4.26) se define
como:

J =
∞∑
i=k

{
x̄T (i)

Qe 0 0
0 Qx 0
0 0 0

 x̄(i) + ∆uT (i)R∆u(i)

}
(4.29)

Por lo tanto el controlador óptimo es obtenido resolviendo el algoritmo matemático que
minimiza el ı́ndice de desempeño (4.29). En [43] se resuelve el algoritmo matemático que
minimiza el ı́ndice de desempeño (4.29) empleando la ecuación de Riccati a partir de [32],
y se define el controlador óptimo como:

u(k) =

Termino integrativo︷ ︸︸ ︷
−GI

k∑
i=0

e(i) −
R. de estados︷ ︸︸ ︷
Gxx(k) −

Ganancia predictiva︷ ︸︸ ︷
NL∑
l=1

Gd(l)pd(k + l) (4.30)
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donde p(k) = pd(k) = 0, x(k) = 0 para k = 0,−1, . . . ,

GI = [R+ B̃T P̃ B̃]−1B̃T P̃ Ĩ

Gx = [R+ B̃T P̃ B̃]−1B̃T P̃ F̃

Gd(l) = [R+ B̃T P̃ B̃]−1B̃T X̃(l − 1), l = 2, . . . , NL; Gd(1) = −GI

X̃(l) = ÃT X̃(l − 1), l = 2, . . . , NL; X̃(1) = −ÃT
c P̃ Ĩ

Ãc = Ã− B̃[R+ B̃T P̃ B̃]−1B̃T P̃ Ã

y P es la solución de la ecuación algebraica de Riccati:

P̃ = ÃT P̃ Ã− ÃT P̃ B̃[R+ B̃T P̃ B̃]−1B̃T P̃ Ã+ Q̃

De acuerdo con la ecuación (4.30), este controlador depende de tres términos: de la acción
integral del error entre el ZMP resultante y el deseado (error de seguimiento), de la re-
troalimentación de estados y de la ponderación (ganancia predictiva) de un N número de
valores futuros, del ZMP deseado, que se emplearán en el controlador.

4.3.3. Simulaciones

Para generar la trayectoria del ZMP deseado, implementar los algoritmos de solución
por discretización de la aceleración y de solución por control predictivo, obtener la tra-
yectoria del centro de gravedad por medio de estos y generar las trayectorias de la planta
de cada pie se utilizó el software de Mathematica R©. Por cada método de solución se ge-
neró un programa diferente, los cuales se encuentran documentados en los apéndices A y
B, respectivamente.

Los programas generados en Mathematica R© se encuentran divididos en secciones, pa-
ra una mayor organización, las cuales son diferentes para cada método de solución. En
la primera sección de cada uno, llamada Datos, se ingresan los parámetros deseados para
definir el ciclo de marcha, el sistema del modelo carro-mesa y la trayectoria del ZMP
deseado. Se ingresan parámetros como la aceleración de la gravedad, la altura del COG,
la longitud y altura del paso, el tiempo de discretización y la distancia sobre el eje x del
origen al punto dentro de la planta de los pies del robot donde se desea que se encuentre
el ZMP en los periodos de soporte simple.

Cabe destacar que una vez que se ingresan estos parámetros, la trayectoria discreta
del ZMP se define automáticamente (en la segunda sección de cada programa) para que
el robot camine 5 pasos hacia adelante. La trayectoria de los pies también se define au-
tomáticamente, mediante interpolación segmentaria cuadrática, considerando únicamente
la altura del paso, la longitud de paso y el número de pasos programado. Por otra parte, la
duración de los periodos del ciclo de marcha depende del tiempo elegido para la discretiza-
ción del sistema, manteniendo siempre la misma razón de proporcionalidad entre ambos.
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En el caso del programa para la solución por discretización de la aceleración, en la terce-
ra sección se define, de forma automática, la matriz cuadrada de coeficientes los cuales son
calculados en la primera sección con base en los parámetros ingresados. La dimensión de la
matriz cuadrada es definida con base en el número de elementos empleados para generar
la trayectoria discreta del ZMP , los cuales dependen del número de pasos, del tiempo de
discretización y de los periodos del ciclo de marcha. Se dice que la matriz cuadrada de
coeficientes se define de forma automática porque el programa está diseñado para generar
el ZMP , la trayectoria del COG y la trayectoria de los pies para que el robot ejecute 5
pasos, pero si no se desean calcular las trayectorias completas se puede calcular sólo lo
correspondiente a los pasos deseados, por lo que la matriz de coeficientes debe reajustarse
automáticamente al número de elementos que se desean calcular.

En la cuarta sección del programa para la solución por discretización de la aceleración
se procede a calcular, mediante la función Inverse[A], la inversa de la matriz de coefi-
cientes A calculada en la sección 3. Posteriormente, en esta misma sección, se programa el
algoritmo de multiplicación de matrices mediante el cual se definen los elementos discretos
de la trayectoria del COG.

En el caso del programa para la solución por seguimiento de trayectorias, en la pri-
mera sección se definen también las matrices Ac,Bc,Cc y Dc correspondientes al sistema
dinámico continuo del modelo carro-mesa, ecuación (4.24).

Por otra parte, en la tercera sección se lleva a cabo la discretización del sistema, em-
pleando las matrices del sistema dinámico continuo (Ac,Bc,Cc y Dc ), el cual es definido en
mathematica mediante la función StateSpaceModel[a, b, c, d], donde a = Ac, b = Bc, c =
Cc y d = Dc. Para llevar a cabo la discretización del sistema continuo se emplea la fun-
ción ToDiscreteT imeModel[sys, τ ], donde sys es el sistema dinámico continuo definido
mediante la función StateSpaceModel[a, b, c, d] y τ el tiempo de muestreo, en este caso se
empleó el tiempo de muestro propuesto en [11] y en [40]. Una vez que se ha definido el
sistema dinámico discreto y las matrices ad, bd, cd y dd que lo constituyen, se procede a
definir las matrices Ã y B̃ necesarias para resolver la ecuación de Riccati.

En la cuarta sección del programa para la solución por seguimiento de trayectorias se
resuelve la ecuación de Riccati mediante las matrices de peso Q, R y las matrices Ã y B̃
calculadas en la sección anterior; para los valores de Q y R se parte de los prupuestos en
[11]:

Q =

Qe 0 0
0 Qx 0
0 0 0

 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,
R =

[
1× 10−6

]
Mediante la función DiscreteRiccatiSolve[{aR, bR}, {Q,R}] se resuelve la ecuación de
Riccati, donde aR = Ã y bR = B̃. Una vez que se ha obtenido la solución de la ecuación de
Riccati, se procede a determinar las constantes del controlador GI , Gx y la ganancia pre-
dictiva Gd, programando en Mathematica R© las ecuaciones que definen a cada una. En la
quinta sección se obtiene el controlador con base en las constantes obtenidas anteriormente,
en la ganancia predictiva y en la programación de algoritmo que realiza las operaciones
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necesarias para calcular los tres términos del controlador. Las dos últimas secciones, de
los dos programas, sirven para determinar la trayectoria de los pies, en y y z, por medio
de interpolación segmentaria cuadrática. Para el caso del avance en y, los datos necesarios
para la interpolación son obtenidos de la longitud de paso deseada, para el caso de z es
necesario ingresar en la primera sección la altura de paso máxima.

Con el propósito de simular los métodos de solución del modelo carro-mesa y de esta-
blecer un punto de partida para la experimentación con el prototipo f́ısico, considerando
la estructura f́ısica del robot, se seleccionaron los siguientes parámetros:

Parametro Valor

Longitud de paso 7 [cm]
Altura del centro de gravedad 23.5 [cm]
Amplitud de paso 4.454 [cm]
Periodo de soporte simple 87.5 %
Periodo de soporte doble 12.5 %
Tiempo de muestreo 5 [ms]

Donde la altura del centro de gravedad elegida, es la altura con base en la cual se desa-
rrollaron los modelos de cinemática y dinámica espacial para el robot en [19], la amplitud
de paso elegida es la distancia correspondiente para que en el periodo de soporte simple el
ZMP se encuentre en el punto de contacto de la planta del pie con el último eslabón de la
pierna correspondiente, ver figura 3.2, y el tiempo de muestreo elegido es el propuesto en
[11, 40]. El periodo de soporte doble elegido es del 12.5 % del periodo total de un solo pie
(periodo de soporte doble + periodo de soporte simple) cuando, de acuerdo con los preli-
minares, éste debeŕıa ser aproximadamente del 25 %. La razón, como ya se mencionó, es
comenzar a experimentar y ver si realmente afecta a la marcha dinámicamente estable un
periodo de soporte simple corto, ya que cuando la velocidad del ciclo de marcha aumenta
el periodo de soporte doble decrece, tanto que cuando el ser humano corre el periodo de
soporte doble desaparece.

En las figuras 4.13, 4.14 y 4.15 se muestran los resultados de la solución por discreti-
zación de la aceleración. La trayectoria azul de cada imagen representa la trayectoria del
ZMP deseado, mientras que la trayectoria roja representa la posición del COG correspon-
diente al ZMP deseado.

En cuanto a la solución por seguimiento de trayectorias, se consideró una ventana de
valores futuros del ZMP deseado de 270 elementos ya que el peso, determinado por la
ganancia predictiva, del elemento 270 tiene un valor aproximado a cero y no influye en el
controlador al igual que los elementos siguientes. En la figura 4.16 se muestra la gráfica de
la ganancia predictiva y para mostrar el efecto de ésta sobre el controlador, en la figura
4.17 se muestra el ZMP deseado en x (color azul) y el generado mediante seguimiento de
trayectorias (color rojo) considerando el peso de 120 elementos futuros del ZMP deseado
para calcular el termino predictivo del controlador. En las figuras 4.18 y 4.19 se muestran
el ZMP deseado en x (color azul) y el generado (color rojo) empleando el peso de 270 y
420 elementos futuros del ZMP deseado, respectivamente.
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Figura 4.13: Trayectoria del centro de gravedad (roja) correspondiente al ZMP (azul)
deseado en y, obtenida mediante la solución por discretización de la aceleración.

Figura 4.14: Trayectoria del centro de gravedad (roja) correspondiente al ZMP (azul)
deseado en x, obtenida mediante la solución por discretización de la aceleración.

Figura 4.15: Trayectoria vista desde el plano transversal, del centro de gravedad (roja)
correspondiente al ZMP (azul) deseado, obtenida mediante la solución por discretización
de la aceleración.
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Figura 4.16: La ganancia predictiva determina el peso de los valores futuros del ZMP
deseado en el controlador. Una ganancia predictiva cercana a cero producirá un efecto nulo
sobre el controlador.

Figura 4.17: Trayectoria del ZMP (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias, con la ponderación de 120 elementos futuros del ZMP deseado en x (azul).

Figura 4.18: Trayectoria del ZMP (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias, con la ponderación de 270 elementos futuros del ZMP deseado en x (azul).
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Figura 4.19: Trayectoria del ZMP (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias, con la ponderación de 420 elementos futuros del ZMP deseado en x (azul).

Como se puede apreciar en la figura 4.17, la discrepancia entre el ZMP deseado y
el generado es mayor cuando no se emplea una ventana de valores futuros del ZMP lo
suficientemente extensa. Por otra parte, cuando se emplean 270 elementos futuros del ZMP
deseado (figura 4.18) se obtiene una buena aproximación del ZMP generado, además de
que la ganancia predictiva para el elemento 270 es aproximadamente cero, por lo que
emplear más de 270 elementos futuros, de la demanda solicitada, para calcular el termino
predictivo del controlador resulta redundante ya que el ZMP generado con 420 elementos
es demasiado similar al generado con 270 elementos, tal y como se muestra en la figura
4.19. Para los pesos propuestos en [11], se obtuvieron en promedio los siguientes errores
relativos entre el ZMP deseado y el generado:

ex = 0,441 %,

ey = 0,164 %,

por lo que se considera que, en cuanto a exactitud, esta solución ofrece una aproximación
bastante aceptable. Empleando una ventana de 420 elementos futuros del ZMP deseado,
con su respectiva ganancia predictiva, se obtuvieron en promedio los siguientes errores
relativos:

ex = 0,438 %,

ey = 0,154 %,

con lo que se demuestra que la aproximación que se obtiene con una ventana predictiva
de 270 valores es prácticamente igual a la aproximación que se obtiene empleando 420 ele-
mentos, por lo que no vale la pena emplear más de 270 valores futuros del ZMP deseado,
ni calcular su respectiva ganancia.

En las figuras 4.20 y 4.21 se muestran las trayectorias del ZMP generado (azul) y las del
centro de gravedad (rojo) calculado a partir de control por seguimiento de trayectorias para
que el ZMP generado siga el ZMP de referencia en x y en y respectivamente, empleando
una ventana de valores futuros de 270 elementos con su respectiva ganancia.
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Figura 4.20: Trayectoria del COG (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias para controlar el ZMP de salida en x(azul).

Figura 4.21: Trayectoria del COG (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias para controlar el ZMP de salida en y(azul).

En cuanto a las trayectorias del avance de cada pie, generadas mediante interpolación
segmentaria cuadrática, en las figuras 4.22 y 4.23 se muestra el avance de cada uno en Z,
mientras que en la figura 4.24 se muestra la trayectoria de cada uno en Y .

Figura 4.22: Trayectorias del pie derecho en Z.
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Figura 4.23: Trayectorias del pie izquierdo en Z.

Figura 4.24: Trayectorias del avance de cada pie en Y . Trayectoria roja para el pie derecho
y azul para el pie izquierdo.

Ajuste de parámetros

Actualmente el termino jerk se define como el cambio de la aceleración de un cuerpo
con respecto al tiempo, es decir jerk =

...
x . Puesto que la aceleración de un cuerpo produce

una fuerza F = ma, el jerk se puede interpretar como la variación con respecto al tiempo
de la fuerza aplicada a un cuerpo. Ahora bien, la aceleración del centro de gravedad juega
un papel muy importante en el equilibrio dinámico del mecanismo cuando se emplea el
modelo carro-mesa, por lo que no es conveniente tener variaciones demasiado pronuncia-
das en la aceleración del centro de gravedad, lo cual se puede lograr optimizando el jerk.
En el caso del modelo carro-mesa, el jerk se puede optimizar aplicando control óptimo ya
que u(k) =

...
x .

Puesto que se desea optimizar el jerk del centro de gravedad y que también la trayectoria
del ZMP generada mediante el controlador se aproxime lo máximo posible a la trayectoria
de referencia, lo primero que se hizo fue verificar como influyen los pesos del error de
seguimiento y del controlador en el ı́ndice de desempeño J . Por lo tanto, se procedió a dar
un mayor peso al controlador, con respecto a los valores propuestos en [11] y empleados
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en la simulación inicial, definiendo aśı:

Q =

Qe 0 0
0 Qx 0
0 0 0

 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,
R =

[
1× 10−3

]
,

para cuyos valores se obtuvieron en promedio los siguientes errores relativos del ZMP
generado con respecto al ZMP deseado:

ex = 6,398 %

ey = 3,429 %

Es congruente que el error, tanto en x como en y, aumentará con respecto a los calculados
anteriormente, ya que al incrementar la prioridad del controlador de cierta forma se le
está quitando prioridad al error de seguimiento, por lo tanto se definieron los siguientes
pesos:

Q =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,
R =

[
1× 10−8

]
obteniendo en promedio los siguientes errores relativos:

ex = 0,12 %

ey = 0,03 %

Con estos pesos se obtuvo una aproximación bastante aceptable, sin embargo la prioridad
del controlador con respecto a la del error de seguimiento es muy baja, por lo tanto se
eligieron de forma definitiva los siguientes pesos:

Q =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,
R =

[
1× 10−5

]
ya que la prioridad del controlador es más alta y también se obtiene una buena aproxima-
ción (error promedio de seguimiento aceptable):

ex = 1,110 %

ey = 0,487 %

Una vez que se verificó el funcionamiento de los programas de los métodos para la
solución del modelo carro-mesa, se procedió a verificar que ninguna variable coincidiera
con el nombre de alguna variable definida en el programa que resuelve la cinemática inver-
sa [19], también elaborado en Mathematica, con el propósito de insertar las secciones de
cualquiera de los programas que resuelven el modelo carro-mesa en éste, y de tener todo
en un solo programa sin la necesidad de importar datos como se veńıa haciendo. Es por
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este motivo que el nombre de algunas variables empleadas en los programas que resuelven
el modelo carro-mesa no coincide con el nombre empleado en la teoŕıa de la solución de
cada método, por ejemplo, el caso de las constantes del controlador predictivo.

También se realizaron modificaciones al programa original que resuelve la cinemática
inversa, ya que en éste se considera que la posición inicial (altura y posición del COG) a
partir de la cual se resuelve la cinemática inversa es constante, pero ya que en los programas
realizados para resolver el modelo carro-mesa se puede modificar la altura y la posición
inicial del COG con respecto al centro de la planta de los pies, se tuvo que modificar esta
parte. Por otra parte, también se modificaron las variables empleadas en la solución de la
cinemática inversa, ya que la trayectoria del centro de gravedad se encontraba restringida
para que sólo se desplazara sobre el plano sagital (a lo largo del eje y) y para que en el
plano frontal se mantuviera constante y centrada (x = 0), pero de acuerdo con el caṕıtulo
anterior, la solución del COG con el modelo carro-mesa tiene componentes tanto en x como
en y.

4.3.4. Comparación

Para realizar la comparación entre los dos métodos empleados para la solución del mo-
delo carro-mesa, se consideró la precisión de cada método y el cómputo empleado en la
resolución de estos. Puesto que ambos métodos fueron programados en mathematica, se
empleó la función AbsoluteT iming para medir el tiempo empleado por la computadora en
evaluar cada método. Cabe mencionar que no siempre se obtiene el mismo resultado, en
cuanto al tiempo, puesto que la computadora siempre se encuentra empleando diferentes
recursos computacionales en diferentes procesos; por lo que el resultado depende del pro-
cesador de la computadora y de sus operaciones.

En el caso de la solución por seguimiento de trayectorias para definir el sistema con-
tinuo, discretizarlo, definir las matrices necesarias para resolver la ecuación de Riccati,
calcular las constantes de controlador, la ganancia predictiva de 270 elementos y obtener
mediante el controlador el COG correspondiente a 1080 puntos discretos de la trayectoria
deseada del ZMP , se emplearon en promedio 1,4755[s]. Aunque cabe mencionar que no
es necesario realizar todo el proceso del cálculo de las constantes del controlador y de la
ganancia predictiva cada que se obtiene la trayectoria del COG, es decir que una vez que
se conocen estas se puede modificar la trayectoria de referencia del ZMP y calcular, con
la misma ganancia predictiva y con las mismas constantes, la trayectoria correspondiente
del COG, con lo que se ahorran recursos computacionales.

En el caso de la solución por discretización de la aceleración, para la misma trayectoria
deseada del ZMP , discretizada con 1080 puntos, se emplearon en la generación de la ma-
triz de coeficientes, en el cálculo de la matriz inversa y en el algoritmo de la multiplicación
de matrices mediante el cual se obtiene el COG correspondiente: 4,3439[s] en promedio. Es
decir que con esta solución se emplean exactamente 2.944 veces el cómputo que se emplea
en la solución por seguimiento de trayectorias, pero es importante recordar que esta última
es una aproximación en comparación con la solución por discretización de aceleración, la
cual es una solución exacta.
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En la figura 4.25 se muestra la carga computacional empleada para resolver el modelo
carro-mesa tanto para el método de solución por discretización de la aceleración (trayectoria
azul) como para el método de solución por seguimiento de trayectorias (trayectoria roja).
En el eje de las abscisas se muestra el número de elementos discretos, mientras que en el eje
de las ordenadas el computo estimado para resolver el modelo carro-mesa para el número
de elementos discretos correspondiente.

Figura 4.25: Carga computacional empleada para resolver el modelo carro-mesa, trayectoria
roja para el método de solución por seguimiento de trayectorias, y azul para el método de
solución por discretización de la aceleración.

Empleando una computadora con diferentes caracteŕısticas y la misma trayectoria
deseada del ZMP discretizada con 1080 elementos, se obtuvo que para la solución por
seguimiento de trayectorias se emplean en promedio 1,853[s], y que con la solución por
discretización de la aceleración 5,4547[s], obteniendo aśı que este último método de solu-
ción emplea exactamente 2.9437 veces el cómputo empleado en la solución por seguimiento
de trayectorias. Con esto se resalta que aunque la carga computacional para resolver cada
método difiere de un equipo a otro, la razón de proporcionalidad entre cómputo empleado
se mantiene aproximadamente constante.

Otro factor que hay que tomar en consideración es la complejidad de cada método, ya
que la solución por discretización de la aceleración es una solución relativamente sencilla
que termina siendo una expresión algebraica, en contraste con la solución por seguimien-
to de trayectorias, la cual involucra conceptos de control óptimo y de control predictivo,
inclusive se tiene que discretizar el sistema dinámico y resolver la ecuación de Riccati, lo
que representa un gran problema ya que no todos los programas tienen programada la
función para resolverla, además se tienen que proporcionar, en el ı́ndice de desempeño J ,
los factores de peso del error y de la enerǵıa empleada por el controlador para aśı poder
comparar los resultados obtenidos con los deseados y seleccionar los pesos adecuados, ya
que en la mayoŕıa de los casos no existe o no se ha establecido un criterio para su selección.

Por otra parte, es importante resaltar que una vez seleccionada la longitud adecuada de
la ventana de valores futuros del ZMP deseado a emplear en el controlador, la exactitud de
la solución por seguimiento de trayectorias depende de los pesos seleccionados para definir
el ı́ndice de desempeño J .
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4.3.5. Resultados

Cabe destacar que en [11] se propone la solución por seguimiento de trayectorias uti-
lizando control predictivo, pero sólo se presenta la ecuación del ı́ndice de desempeño y la
ecuación del controlador, ecuación 4.12, sin definir lo que significa el ı́ndice de desempeño
empleado o de donde salió, ni a que son igual GI , Gx y Gd, lo que no sirve de algo si
se desea emplear esta solución. Los fundamentos para desarrollar un controlador óptimo
para un sistema discreto sujeto a una demanda predictiva se presentan en [43], con base
en el cual se definieron las matrices Ĩ, Ã, B̃ y F̃ para el sistema dinámico del modelo
carro-mesa considerando una entrada y una salida, ya que en [43] se considera un siste-
ma de múltiples entradas y múltiples salidas. De esta forma fue posible comprender en
qué consiste el controlador, lo que significa cada término y definir GI , Gx y Gd para poder
calcular el controlador óptimo. Además se comprendió el efecto de la ganancia predictiva
sobre el controlador con el propósito de determinar la longitud adecuada de la ventana de
valores futuros del ZMP a emplear, para aśı evitar realizar operaciones de sobra calcu-
lando ganancias innecesarias, multiplicándolas por su respectivo ZMP deseado, y también
para evitar emplear pocos valores y no lograr obtener una buena aproximación del ZMP
generado.

Por otra parte, se generaron dos programas debidamente documentados (apéndices A
y B) con los cuales sólo es necesario especificar los parámetros mediante los cuales los pro-
gramas generaran trayectorias dinámicamente estables, con base en el modelo simplificado
carro-mesa, para cualquier robot b́ıpedo; sólo es necesario que se definan, en la primera
sección de cada programa, la longitud y amplitud de paso adecuadas para que la trayec-
toria deseada del ZMP , generada por el programa, se mantenga dentro del poĺıgono de
soporte el cual es definido por los parámetros f́ısicos de los pies de cada robot. Aunque la
trayectoria (5 pasos hacia adelante) y la relación entre los periodos de soporte doble y de
soporte simple se mantienen restringidas por los programas.

Por lo tanto, entendiendo en qué consiste cada programa, se pueden generar trayectorias
dinámicamente estables por medio del modelo carro-mesa para cualquier robot b́ıpedo sin
la necesidad de involucrarse a fondo con la base teórica de este modelo simplificado y
tampoco con la de los métodos de solución. También se hace la comparación de las ventajas
y desventajas de los dos métodos de solución empleados en este trabajo, para aśı contar
con un criterio más amplio a la hora de seleccionar que método emplear.



Caṕıtulo 5

Simulación y experimentación con
el robot Scout

5.1. Simulación del ciclo de marcha

Las trayectorias generadas para los efectores finales, pies y COG, sirvieron como re-
ferencia para proceder a resolver la cinemática inversa y puesto que en Mathematica se
muestra algún error cuando se detecta alguna singularidad al momento de resolver la ci-
nemática inversa, esto se empleó como una delimitante para seleccionar los parámetros del
ciclo de marcha adecuados.

Para evitar singularidades se encontró, a prueba y a error, la siguiente relación entre
la altura del COG y la longitud de paso (LP ):

17[cm] ≤ altura ≤ 19[cm]→ 5[cm] ≤ LP ≤ 9[cm]

19[cm] ≤ altura ≤ 21[cm]→ 5[cm] ≤ LP ≤ 8[cm]

21[cm] ≤ altura ≤ 23,5[cm]→ LP ≡ 5[cm]

Para la altura del paso se emplearon indistintamente 3[cm] y 5[cm], sin tener mayor pro-
blema en cuanto a singularidades.

Una vez que se obtuvieron las secuencias de los 12 ángulos, mediante la solución de
la cinemática inversa de cada una de las posiciones que debe adoptar el mecanismo del
robot b́ıpedo para seguir las trayectorias de sus efectores finales, y que se verificó que no
existieran singularidades se procedió a verificar que los eslabones del modelo real no cho-
caran entre ellos mediante la simulación del modelo virtual en LabV IEW , para finalmente
acoplar los ángulos obtenidos de la cinemática inversa con los ángulos de los servomotores
correspondientes en el modelo real, para lo cual fue necesario exportarlos y modificarlos
mediante Excel. También se verificó en Excel que los ángulos ajustados al modelo real no
fueran negativos o mayores a 180◦.

En la figura 5.1 se muestran algunos resultados obtenidos, mediante la simulación en
Mathematica del avance del robot, una vez que se resolvió la cinemática inversa.

55
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Figura 5.1: Simulación del ciclo de marcha con Mathematica.

5.2. Simulación del ZMP considerando la dinámica total del
robot

De acuerdo con [30] para obtener la trayectoria del ZMP que se genera a partir de la
locomoción de un robot b́ıpedo, considerando que el robot está conformado por N eslabones
ŕıgidos y tridimensionales en lugar del modelo simplificado carro-mesa, es necesario calcular
no solamente la posición de los efectores finales (pies y centro de la cadera), sino también
la velocidad y aceleración. También se debe calcular la velocidad y aceleración angular
de cada articulación, aśı como el centro de masa total del robot, considerando la masa y
posición del COM de cada eslabón (figura 5.2) de la siguiente manera:

M =
N∑
j=1

mj ,

c =
N∑
j=1

mjcj/M,

donde mj y cj son la masa y el COM del eslabon j, respectivamente.
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Figura 5.2: Cálculo del ZMP a partir del modelo tridimensional del robot [30].

El momento lineal total está dado por:

P =

N∑
j=1

mj ċj (5.1)

Por lo tanto, el momento angular total L con respecto al origen se define como:

L =

N∑
j=1

[cj × (mj ċj) +RjIjR
T
j ωj ], (5.2)

donde Rj , Ij y ωj son la matriz de rotación de 3 × 3, el tensor de inercia y la velocidad
angular del eslabón j, respectivamente. RjIjR

T
j da como resultado el tensor de inercia con

respecto al sistema de referencia global.

De acuerdo con [30], el ZMP real se puede calcular a partir de (5.1) y (5.2), conside-
rando que:

P = [Px, Py, Pz]
T ,

L = [Lx, Ly, Lz]
T ,

c = [x, y, z]T ,

como:

px =
Mgx+ pzṖx − L̇y

Mg + Ṗz

, (5.3)

py =
Mgy + pzṖy − L̇x

Mg + Ṗz

, (5.4)

donde pz es la altura del piso con respecto al marco de referencia.

Cuando el robot permanece en estado estacionario, el ZMP resultante coincide con la
proyección del COM sobre el piso. Para definir P y L es necesario contar con la posición,
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velocidad y aceleración del COM de cada eslabón, para lo cual es necesario contar con los
vectores de posición del centro de masa de cada eslabón y con la solución de la velocidad
y aceleración de cada articulación para aśı poder determinar la velocidad y aceleración del
COM de cada eslabón a partir de la primera y segunda derivada de estos vectores. En
el caso del COM del eslabón de la cadera se tomaron los resultados de la solución por
seguimiento de trayectorias, ya que las variables de estado son x, ẋ y ẍ del COM ideal, el
cual coincide con el COM del eslabón de la cadera.

En las figuras 5.3, 5.4 y 5.5 se muestra en color azul el ZMP real calculado a partir de
las ecuaciones (5.3) y (5.4) y considerando la posición, velocidad y aceleración del COM
ideal del robot, las cuales se generan a partir del ZMP de referencia (de color rojo en las
figuras 5.3, 5.4 y 5.5) y del modelo simplificado carro-mesa.

Figura 5.3: ZMP resultante en x (azul) considerando la dinámica total del robot y los
resultados de su COM ideal, obtenidos del ZMP propuesto (rojo) y el modelo carro-mesa.

Figura 5.4: ZMP resultante en y (azul) considerando la dinámica total del robot y los
resultados de su COM ideal, obtenidos del ZMP propuesto (rojo) y el modelo carro-mesa.
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Figura 5.5: ZMP resultante en x y en y (azul) considerando la dinámica total del robot y
los resultados de su COM ideal, obtenidos del ZMP propuesto (rojo) y el modelo carro-
mesa.

En estas figuras (5.3, 5.4 y 5.5) se aprecia una gran diferencia entre el ZMP correspon-
diente al modelo carro-mesa y el ZMP calculado a partir de la dinámica total del robot,
lo que se debe en parte a la diferencia entre la dinámica total del robot y la dinámica
del modelo carro-mesa. Sin embargo el ZMP calculado a partir de la dinámica total del
robot se mantiene dentro del poĺıgono de soporte delimitado por la planta de los pies, por
ejemplo, en la figura 5.3 las 2 ĺıneas discontinuas rojas representan los ĺımites interiores
del poĺıgono de soporte simple de cada pie, mientras que las 2 ĺıneas discontinuas azules
representan los ĺımites exteriores y se aprecia que el ZMP calculado a partir de la dinámica
total (trayectoria continua azul) nunca se encuentra fuera de estos ĺımites en los periodos
de soporte simple.

Para reducir el error entre el ZMP calculado a partir de la dinámica total del robot
y el ZMP correspondiente al modelo carro-mesa, se calcula la diferencia entre ambos y
se aplica como compensación en el término integrativo y en la ponderación del N número
de valores futuros del ZMP deseado que se empleara en el controlador de la solución por
seguimiento de trayectorias. En las figuras 5.6, 5.7 y 5.8 se aprecian los resultados corres-
pondientes a la compensación calculada para el ZMP de las figuras 5.3, 5.4 y 5.5.

Los resultados de estas figuras muestran claramente que existe una mejor aproximación
del ZMP calculado a partir de la dinámica total del robot al ZMP correspondiente al
modelo carro-mesa, aunque al calcular la dinámica total del robot para determinar la com-
pensación adecuada se consumen demasiados recursos computacionales, y lo que se ahorra
en tiempo con el modelo carro-mesa ya no es significativo. Por lo tanto, una vez calculada
la compensación adecuada, se puede guardar ésta en memoria y aplicar a otras trayectorias
que tengan periodos de soporte iguales, evitando aśı la necesidad de calcular nuevamente
la dinámica total del robot para determinar la composición adecuada. De esta manera se
puede obtener una buena aproximación a la dinámica total del robot y generar trayectorias
dinámicamente estables a partir del modelo simplificado carro-mesa, empleando recursos
computacionales realmente mı́nimos comparados con los que se empleaŕıan si se utilizara
el modelo multicuerpo.
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Figura 5.6: ZMP resultante en x (azul) considerando la dinámica total del robot y los
resultados de su COM ideal, obtenidos del modelo carro-mesa y la compensación del
ZMP de la figura 5.3.

Figura 5.7: ZMP resultante en y (azul) considerando la dinámica total del robot y los
resultados de su COM ideal, obtenidos del modelo carro-mesa y la compensación del
ZMP de la figura 5.4.

Figura 5.8: ZMP resultante en x y en y (azul) considerando la dinámica total del robot y
los resultados de su COM ideal, obtenidos del modelo carro-mesa y la compensación del
ZMP de la figura 5.5.
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En la figura 5.9 se aprecia el resultado de aplicar la compensación calculada para la
trayectoria del ZMP de la figura 5.5 a una trayectoria de ZMP con una amplitud de paso
menor. Lo importante aqúı es destacar que se obtuvo una buena aproximación, del ZMP
real al correspondiente al modelo carro-mesa, sin la necesidad de calcular la compensación
correspondiente, en la figura 5.10 se muestra el resultado sin la compensación.

Figura 5.9: ZMP resultante (trayectoria azul) del cálculo de la dinámica total del robot,
que se hace a partir del COM obtenido del modelo carro-mesa considerando la compensa-
ción del ZMP de la figura 5.5.

Figura 5.10: ZMP resultante (trayectoria azul) del cálculo de la dinámica total del robot,
que se hace a partir del COM obtenido del modelo carro-mesa sin considerar compensación
aluna del ZMP .

En resumen, para poder calcular el ZMP total en x y en y es necesario que se calcule
la primera derivada del momento lineal total y del momento angular total, para lo cual
es necesario calcular, para cada una de las configuraciones del mecanismo del robot que
definen el ciclo de marcha, los vectores de posición del centro de gravedad de cada eslabón,
el centro de gravedad del robot y la primera y segunda derivada de los vectores de posición
del centro de gravedad de cada eslabón a partir de los modelos de cinemática y dinámica
espacial desarrollados en [19]. Para calcular el ZMP real de la figura 5.5 se emplearon
aproximadamente 15 minutos, sin tomar en cuenta que para hacer los cálculos anteriores
es necesario contar con la solución de la posición, velocidad y aceleración, para lo que se
empleó en promedio 1, 2 y 10 minutos respectivamente.
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Para generar el ZMP a partir del modelo carro-mesa y de la matriz de coeficientes
empleada en la solución por discretización de la aceleración, subsección 4.3.1, pero reali-
zando ahora el proceso inverso, es decir calculando el ZMP a partir de la trayectoria del
COM del robot utilizando la ecuación (5.5), se emplearon en promedio 1 minuto con 20
segundos, por lo que es importante emplear un modelo simplificado ya que el modelo de la
dinámica total consume demasiados recursos computacionales.

px = Ax, (5.5)

donde:

px =


p1

p2
...

pN−1

pN

 , x =


x1

x2
...

xN−1

xN

 y A =



a1 + b1 c1 0

a2 b2 c2
. . .
. . .
. . . aN−1 bN−1 cN−1

0 aN bN + cN


5.3. Interfaz Gráfica de Usuario y Aplicación Móvil

En cuanto a la simulación con LabV IEW , en un principio se tuvieron algunos pro-
blemas ya que la interfaz gráfica emplea su propio sistema de referencia para generar los
movimientos de los eslabones del modelo virtual, de lo cual no se teńıa información y por
tal motivo se obtuvieron incongruencias en las primeras simulaciones realizadas. También
se detectó que el archivo que se carga en la interfaz gráfica, con la secuencia de los ángulos
de los 12 servomotores debidamente ordenados en 12 columnas, deb́ıa contener 2 columnas
más (en total 14 columnas) de las cuales no se conoćıa el propósito.

Para poder solucionar este problema se comenzó por manipular el modelo virtual ma-
nualmente, es decir sin simular el ciclo de marcha a partir de los ángulos obtenidos mediante
cinemática inversa. Lo que se hizo fue encontrar en el modelo virtual los ángulos de cada ser-
vomotor que corresponden a la posición inicial a partir de la cual se resuelve la cinemática
inversa, aśı como los sentidos de giro de cada servomotor. La figura 3.2 muestra el sistema
de referencia y la posición inicial mediante la cual se resuelve la cinemática inversa, cabe
destacar que un ángulo de cero obtenido mediante cinemática inversa para las 12 juntas
rotacionales del robot corresponde a ésta posición. A continuación se ajustaron los ángulos
obtenidos mediante cinemática inversa a los ángulos del sistema de referencia del modelo
virtual tomando en consideración que algunas juntas rotacionales del modelo virtual no
giran en el mismo sentido que las juntas del sistema de referencia mostrado en la figura 3.2.

Posteriormente se determinó el propósito de las dos columnas extras que deben ser
incluidas en el archivo de los ángulos que definen el ciclo de marcha. Para esto se inspec-
cionó el código en el diagrama de bloques de LabVIEW, lo cual no fue sencillo ya que el
programa principal emplea 25 programas (SubVI´s) para su funcionamiento. De esta forma
y prestando atención a que se construyeron dos árboles jerárquicos para indicar quien es el
pie de apoyo en la simulación del b́ıpedo [33], se dedujo que la primera columna extra sirve
para indicar quien es el pie de soporte simple para aśı mantenerlo fijo a la referencia (piso)
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mientras que la otra pierna adopta los ángulos de forma libre. En cuanto a la segunda co-
lumna, se detectó que su propósito es indicar si se desea repetir la simulación, en qué punto
repetirla, hasta qué punto o posición regresar cuando se repite y cuando debe parar. Du-
rante éste proceso también se detectó que se suman o restan algunas constantes a cada uno
de los ángulos que son extráıdos del archivo, las cuales corresponden al ajuste entre los
ángulos obtenidos de la cinemática inversa y la caracterización de los servomotores anterior.

Por lo tanto, una vez que se ajustaron los ángulos obtenidos de la cinemática inversa al
sistema de referencia del prototipo virtual, se procedió a sumar y a restar (sumar en caso
de resta y restar en caso de suma) las constantes que se suman y restan en la simulación.
Como resultado se logró simular el ciclo de marcha en el prototipo virtual y verificar que
ningún eslabón chocara con otro, también se realizó una plantilla en Excel para ingresar los
ángulos obtenidos de la cinemática inversa y obtener los ángulos ajustados a la simulación.

Cabe mencionar que el procedimiento anterior llevo mucho tiempo y como no se sab́ıa
si la parte de la simulación afectaba a la parte del envió de los datos o si se lograŕıa hacer
funcionar a la interfaz gráfica, se optó por explorar otras alternativas al mismo tiempo que
se trabajaba con la puesta en marcha del robot b́ıpedo, con la interfaz gráfica y con la
generación de las trayectorias dinámicamente estables mediante el modelo carro-mesa.

Aplicación Móvil

Como alternativa a la interfaz gráfica en LabV IEW se decidió emplear una solución
novedosa e intuitiva que sólo enviará los datos al banco de pruebas, por lo que se desa-
rrolló una aplicación móvil y se emplearon algunas de las herramientas que ofrecen los
dispositivos móviles, como los sensores. Para enviar los ángulos, adecuados a los servomo-
tores del modelo f́ısico, la aplicación móvil ingresa a los ángulos guardados en un archivo
de texto, ubicado en la memoria interna del celular o en una memoria externa SD, para
leerlos y enviarlos v́ıa BlueTooth a la placa de desarrollo Arduino Mega.

Por otra parte, se trató de que al menos la comunicación con el robot fuera inalámbri-
ca, lo cual se logró empleando un módulo BlueTooth e instalando la placa de desarrollo
Arduino Mega sobre el robot. Como resultado se logró que ahora el robot sólo ocupe
el cable de la alimentación para los servomotores, eliminando aśı el cable de la comuni-
cación serial entre la computadora y la placa Arduino Mega, y el cable entre la placa
Arduino Mega y los 12 servomotores.

Por lo tanto, ahora que la comunicación es inalámbrica, es más fácil manipular el banco
de pruebas ya que el robot se tiene que desplazar y en ocasiones se ve limitado el espacio
de trabajo empleando cables, mientras menos cables mejor, además de que la aplicación
móvil proporciona una mayor movilidad a quien está manipulando el robot.

En la figura 5.11 se muestra un esquemático de la aplicación móvil desarrollada en
Android, la cual cuenta con dos actividades que se muestran en esta figura (a cada actividad
le corresponde una pantalla en primer plano). La actividad inicial (izquierda) interactúa
con el usuario mostrando un mensaje donde se debe ingresar el número de la trayectoria
a ser ejecutada por el robot, se toma en cuenta la posibilidad de que el usuario no use
de forma correcta la aplicación, para lo cual se muestran mensajes gúıa y se restringe el
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ingreso de datos, por ejemplo, no permitiendo que el usuario ingrese caracteres donde se
deben ingresar números.

Figura 5.11: Aplicación móvil desarrollada en Android para controlar el banco de pruebas.

Mediante la aplicación también se ingresa, en milisegundos, el tiempo deseado para el
retardo en el env́ıo de los ángulos, además de que se cuenta con indicadores que muestran
en todo momento el número de la solución a la que corresponde la postura actual del robot,
aśı como sus respectivos ángulos divididos en dos columnas, una por cada pierna, siguiendo
la nomenclatura descrita en la sección 3.2.

Por otra parte, también se cuenta con un Switch (barra deslizante) mediante el cual
se activa y desactiva el robot, de esta forma es posible desactivar el robot durante el ciclo
de marcha, verificar los ángulos correspondientes a una determinada posición del ciclo de
marcha y reanudar el ciclo de marcha activándolo nuevamente. Mediante el botón etique-
tado como Servo Test se ingresa a la siguiente actividad (pantalla de la derecha, figura
5.11) la cual tiene la misma función que el programa desarrollado en LabVIEW para poner
en marcha el robot, sección 3.4. La finalidad es que se pueda probar el funcionamiento de
los servomotores y verificar su rango de funcionamiento, por separado, cuando se detecte
alguna falla. En este caso se puede ingresar el ángulo deseado y presionar el botón con la
etiqueta Enviar o se puede presionar el botón etiquetado como Dictar ángulo e ingresar
el ángulo mediante voz para que una vez que la aplicación reconozca el ángulo dictado, lo
env́ıe al microcontrolador.

En cuanto a los sensores, se emplearon el acelerómetro y el sensor de proximidad sólo
para activar y desactivar el avance del robot con el propósito de mostrar la integración
de algunas herramientas que ofrecen los dispositivos móviles para que en el futuro sean
consideradas a lo hora de hacer mejoras al proyecto. Para obtener las lecturas del ace-
lerómetro se empleó un filtro paso bajo propuesto en la página de Android, la cual contiene
la documentación acerca de los sensores [44]. El sistema de referencia de los sensores de
posición en los dispositivos móviles Android se muestra en la figura 5.12.
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Figura 5.12: Sistema de referencia de los sensores de posición en los dispositivos móviles
Android [45].

Como el acelerómetro detecta la aceleración de la gravedad, el filtro paso bajos empleado
consiste en aislar ésta para poder detectar sus componentes en x, y y z. Para integrar esto
a la aplicación con la que se controla el banco de pruebas se restringió la componente de
la aceleración sobre el eje y a permanecer menor o igual a 0 [m/s2], de acuerdo con el
sistema de referencia mostrado en la figura 5.12, para que el robot pudiera avanzar. Para
la posición del celular mostrada en la figura 5.12, la aceleración en x = 0, en y = 9,8 y en
z = 0 [m/s2].

5.4. Pruebas y Resultados

Las pruebas con la aplicación móvil consistieron principalmente en corroborar los re-
sultados obtenidos con la interfaz gráfica en LabVIEW . La ventaja de la aplicación móvil
fue el control sobre el retardo en el env́ıo de los datos al prototipo f́ısico, ya que con la
interfaz en LabVIEW no se teńıa control total sobre éste. En la figura 5.13 se muestra la
trayectoria inicial, con referencia a la planta de los pies del robot Scout, del ZMP con base
en el cual se generó la primera trayectoria del COM en el caṕıtulo anterior, subsección
4.3.3. Los puntos amarillos representan al ZMP en los periodos de soporte simple y al
ZMP final, el punto verde representa el ZMP inicial aśı como el origen del sistema de
referencia, tanto en x como en y y en z, con base en el cual se resuelve la cinemática inversa
en [19]. La ĺınea verde representa el ZMP en los periodos de soporte doble.

Figura 5.13: Referencia inicial del ZMP deseado, medidas en miĺımetros.
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Como la trayectoria del centro de gravedad que se genera, ya sea por discretización
de la aceleración o por control predictivo, se mantiene muy próxima a la trayectoria del
ZMP deseado (ver figura 4.15), la posición de éste último con respecto a la planta del
pie influye demasiado en el equilibrio dinámico. Por lo que durante las pruebas realizadas
con la primera trayectoria del ZMP deseado el robot no alzó lo suficiente las plantas de
los pies en los periodos de soporte simple, los arrastraba y también mostraba una ligera
tendencia a volcarse hacia atrás, más no lo hizo. Por lo tanto, se modificaron los parámetros
iniciales que definen el ZMP en los programas de los apéndices A y B, para que el ZMP
se mantuviera centrado en la planta de cada pie, con respecto al eje x, en los periodos de
soporte simple y para que en el eje y avanzará conforme a la posición erguida inicial con
base en la cual se resuelve la cinemática inversa, figura 5.14.

Figura 5.14: Referencia del ZMP deseado con respecto a la posición erguida con base en
la cual se resuelve la cinemática inversa, ver figura 3.2. Medidas en miĺımetros.

Con el ZMP de referencia de la figura 5.14 se obtuvo un mejor movimiento de los pies,
sin embargo la posición del ZMP con respecto a la planta de los pies hizo que el robot
definitivamente perdiera el equilibrio y se volcara hacia enfrente durante las pruebas. Por
lo tanto, se realizaron pruebas con diferentes posiciones relativas del ZMP con respecto
a la planta de los pies para definir la zona de mayor seguridad en la cual el robot no se
vuelque hacia los extremos durante el ciclo de marcha y arrastre lo menos posible los pies
durante los periodos de soporte simple, figura 5.15.

Figura 5.15: Área de mayor estabilidad (amarilla) donde debe mantenerse el ZMP para
que el robot no se vuelque, medidas en miĺımetros.
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En los programas de los apéndices A y B, que resuelven el modelo carro-mesa, con
la variable off se modifica la posición relativa del ZMP en y y con la variable amp se
modifica la posición relativa del ZMP en x, las dos con respecto al origen, para que con
los valores adecuados de off y amp se pueda mantener la trayectoria del ZMP deseado
dentro del área de mayor estabilidad de cada pie.

Modificación de los periodos de soporte

Por otra parte, se detectó que el periodo de soporte doble propuesto era demasiado
corto ya que el robot realizaba el intercambio de pie de soporte simple demasiado rápido,
provocando aśı que el robot no pudiera estabilizar bien la planta del siguiente pie de so-
porte simple al finalizar el periodo de soporte doble, por lo que no se pod́ıa desarrollar el
ciclo de marcha como se hab́ıa planificado. Por lo tanto, se realizaron las modificaciones
correspondientes para que el periodo de soporte doble fuera del 22.22 % y el periodo de
soporte simple del 77.78 %. Estos porcentajes resultaron porque para los periodos del ciclo
de marcha anterior se emplearon 140 puntos discretos para definir el periodo de soporte
simple y 20 para definir el de soporte doble, por lo que sólo se duplicaron los puntos del
periodo de soporte doble para definir uno más extenso, resultando aśı los porcentajes de
22.22 % para el periodo de soporte doble y 77.78 % para el periodo soporte simple.

También se realizaron las modificaciones correspondientes para definir un ciclo de mar-
cha de ya no sólo 5 pasos, sino ahora de 10 pasos hacia delante. En las figuras 5.16 y 5.17
se muestran los resultados obtenidos mediante seguimiento de trayectorias, la trayectoria
azul representa al ZMP resultante y la trayectoria roja al COM generado.

Figura 5.16: Trayectoria del COG (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias para controlar el ZMP de salida en x(azul).
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Figura 5.17: Trayectoria del COG (roja) generada mediante control por seguimiento de
trayectorias para controlar el ZMP de salida en y(azul).

Los resultados de las figuras 5.16 y 5.17 se obtuvieron considerando la ganancia pre-
dictiva de 270 elementos de la ventana de valores futuros de la demanda solicitada y los
pesos definitivos obtenidos en la sección 4.3.3:

Q =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,
R =

[
1× 10−5

]
Con estos periodos se logró que el robot siguiera con mayor fidelidad las trayectorias pro-
puestas, al poder estabilizar correctamente la planta del siguiente pie de soporte simple al
final de cada periodo de soporte doble. En cuanto al cómputo empleado para solucionar
cada método, para la solución por seguimiento de trayectorias se emplearon 2.657 [s] y para
la solución por discretización de la aceleración 12.195 [s]. Es decir que para la solución por
discretización de la aceleración en esta ocasión se emplearon 4.5 veces el computo empleado
en la solución por seguimiento de trayectorias.

En las figuras 5.18 y 5.19 se muestran fragmentos de la implementación del ciclo de
marcha dinámicamente estable con el prototipo f́ısico, considerando diferentes perspecti-
vas. Estas imágenes fueron extráıdas de videos que se gravaron durante la experimentación,
algunos de los cuales se pueden encontrar en los siguientes enlaces:

• http://youtu.be/E_0dQhEmjXk

• http://youtu.be/HtLGCBT1DHo

http://youtu.be/E_0dQhEmjXk
http://youtu.be/HtLGCBT1DHo
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Figura 5.18: Implementación del ciclo de marcha con el prototipo f́ısico. Perspectiva frontal.

Figura 5.19: Implementación del ciclo de marcha con el prototipo f́ısico. Perspectiva lateral.

Por otra parte, se tuvieron algunos problemas durante la implementación del ciclo de
marcha ya que los engranes de un servomotor se barrieron en dos ocasiones. Para solucionar
esto, la primera vez se intercambiaron engranes con otro servomotor que ya no serv́ıa, la
segunda vez como ya no se contaba con otro engrane de repuesto se tuvo que ubicar el
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rango de ángulos en el que trabaja ese servomotor e insertar el engrane barrido de tal forma
que la parte barrida no hiciera contacto con el siguiente engrane para el rango de trabajo
de ese servomotor. En la figura 5.20 se aprecian los servomotores y su arreglo de engranes.

Figura 5.20: Arreglo de engranes de los servomotores.



Caṕıtulo 6

Conclusiones y Trabajo a Futuro

6.1. Conclusiones

En este trabajo se lograron simular e implementar trayectorias dinámicamente estables
a partir de un modelo simplificado, de la dinámica real de un robot b́ıpedo, que hasta el
momento no ha sido estudiado en la Facultad de Ingenieŕıa de la UNAM tanto como el
modelo simplificado péndulo invertido lineal. Mediante las comparaciones correspondien-
tes con el modelo péndulo invertido lineal, se determino que el modelo carro-mesa es un
modelo más robusto que se adapta mejor a la necesidad de generar trayectorias dinámica-
mente estables, ya que se pueden generar dichas trayectorias de forma continua y a la vez
optimizar el jerk, parte fundamental para el equilibrio dinámico.

Por otra parte, se lograron determinar y simular los métodos más eficientes para la
solución del modelo carro-mesa que no hacen consideraciones que acarrean errores, y que
tampoco involucran procesos u operaciones matemáticas complejas que consumen dema-
siados recursos computacionales. En cuanto a las simulaciones, se obtuvo que la solución
por seguimiento de trayectorias es una solución más eficiente que la solución por discreti-
zación de la aceleración ya que se puede obtener una buena aproximación empleando una
carga computacional mucho menor, proporcionando los parámetros adecuados que definen
el ı́ndice de desempeño J y estableciendo la longitud necesaria para la ventana de valores
futuros de la demanda solicitada.

Con la simulación del ZMP , calculado a partir de la dinámica total del banco de prue-
bas, se corroboró que lo que se gana en tiempo con un modelo simplificado se pierde en
exactitud, pero que al menos se obtiene una aproximación que se mantiene dentro de los
ĺımites del poĺıgono de soporte, lo cual es un indicador de estabilidad, además se logró cal-
cular una compensación a partir del error para obtener una mejor aproximación. Por otra
parte, se pudo obtener experimentalmente el área de mayor estabilidad para el robot b́ıpe-
do Scout empleando el modelo carro-mesa, corroborando aśı la diferencia entre la teoŕıa y
la experimentación, ya que la marcha b́ıpeda no fue estable para todas las posiciones del
ZMP propuestas dentro del poĺıgono de soporte.

En cuanto a la aplicación móvil desarrollada en este trabajo, es claro que cada disposi-
tivo o herramienta tiene un propósito, aśı como sus ventajas y desventajas, por lo que no
en muchos casos una herramienta sustituirá a otra completamente. Pero es muy importan-
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te buscar integrar nuevas herramientas que, aunque son diseñadas para otros fines, bien
las podemos tomar y adaptar a nuestras necesidades para mantenerse a la vanguardia y
desarrollar soluciones más novedosas. Por ejemplo, en este trabajo se realizo con un dis-
positivo móvil la misma tarea que se veńıa realizando con una computadora, a excepción
de la simulación, e inclusive se emplearon algunas herramientas con las que no cuentan las
computadoras.

En cuanto a la integración de la aplicación de reconocimiento de voz para controlar
un servomotor, se considera que esto es sólo una demostración de lo que se puede llegar a
hacer con una herramienta como ésta, por ejemplo, esto se podŕıa utilizar para controlar
una prótesis inteligente con un dispositivo móvil, en especial de miembro superior ya que
en ocasiones es dif́ıcil poder manipularlas. Por otra parte, el empleo del acelerómetro y del
sensor de proximidad demuestra que se puede sacar provecho de los dispositivos móviles
para emplearlos en la robótica, por ejemplo, algunos dispositivos móviles que cuentan con
los sensores que integran una IMU (giroscopio, magnetómetro y acelerómetro) pueden ser
empleados para ayudar a controlar un cuadricoptero proporcionando los sensores y ayu-
dando a los microcontroladores con el procesamiento de la información necesaria para el
controlador.

Personalmente lo que a mı́ dejo este trabajo es la satisfacción de haber retomado y
dado continuidad a un proyecto, especialmente porque hab́ıa una cierta discontinuidad en
el mismo, para aśı poder hacer nuevas aportaciones que servirán como punto de partida
para nuevos compañeros que como en mi caso no tendrán que partir de cero y lidiar con
los problemas a los cuales yo me enfrente al retomar este proyecto. Por otra parte, para
mı́ fue un logro haber escrito un libro de al menos dos de los más importantes que espero
escribir en la vida.

6.2. Trabajo a futuro

Como este trabajo trató básicamente acerca de la generación de trayectorias dinámica-
mente estables empleando la menor carga computacional posible, el paso siguiente podŕıa
ser tratar de generar dichas trayectorias en tiempo real, para lo cual seŕıa necesario evaluar
cambiar la tarjeta de desarrollo Arduino Mega por un microcontrolador o dispositivo con
mayor capacidad y rapidez como la tarjeta-computadora Raspberry P i, aunque con este
dispositivo no se pueden realizar lecturas analógicas y los pines de salida y de entrada son
limitados. Por otra parte ya se cuenta con una comunicación inalámbrica, por lo que se
podŕıa desarrollar una interfaz en algún lenguaje de programación como Java o C # que
se comunique directamente y en tiempo real con Matlab o Mathematica para resolver la
cinemática inversa.

En cuanto al prototipo f́ısico se detectó que la velocidad y la precisión de los servomo-
tores no son las que se especifican por el fabricante, lo que se debe a que estos servomotores
en algún momento fueron programados para tener un menor desempeño y aumentar aśı su
tiempo de vida, sin embargo esto afecta al desempeño del robot, por lo que se propone
encontrar la forma de programarlos, cambiar de servomotores (lo cual es más caro) o im-
plementar un controlador de posición propio, utilizando los servomotores como motores de
corriente directa.
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[31] Ogata Katsuhiko. Ingenieŕıa de Control Moderna. Pearson, 1998.

[32] Huibert Kwakernaak and Raphael Silvan. Linear Optimal Control Systems. John
Wiley and Sons, Inc., 1972.
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Solución del modelo carro - mesa mediante discretización de la 
aceleración

Datos

off = 0.0385; H* off-set necesario para el ZMP en Y para que
el bipedo avance de acuerdo a la posición erguida: 0.0385 metros

sí queremos que el COM permanezca en la junta de la plana de cada pie,

el off-set debe ser cero *L
g = 9.81; H* aceleración de la gravedad *L
zh = 0.235; H* altura del centro de masa *L
dT = 0.005; H* tiempo de muestreo: 5 @msD *L

H*Parametros para definir automáticamente el ZMP para 5 pasos *L

lp = 0.07; H* longitud de paso en metros *L
hp = 0.03; H* altura del pie en metros *L
amp = 0.05424; H* 5. 424 cm es la distancia horizontal en metros,

sobre el eje x, del centro del robot al centro de una planta del robot *L
no = 1080; H* numero de puntos para la solución de 5 pasos 1080 *L

H* Matrizes del sistema continuo que representa al modelo carro-mesa *L
ac = 880, 1, 0<, 80, 0, 1<, 80, 0, 0<<;

bc = 880<, 80<, 81<<;

cc = 881, 0, -zh � g<<;

dc = 880<<;

H* Constantes que representan al modelo carro - mesa discretizado,

definidas en la subsección 4.3.1 *L

ad = -

zh

g * dT2
;

bd = 1 +

2 * zh

g * dT2
;

cd = -

zh

g * dT2
;

H*Parametros de posicion y tiempo para la interpolación mediate splines*L

H*PARA LA ALTURURA Y AVANCE DEL PIE*L
t0 = 160; z0 = 0; y0 = 0;

t1 = 195; Z1 = 0.6667 * hp; Y1 = 0.25 * lp;

t2 = 230; Z2 = hp; Y2 = 0.5 * lp;

t3 = 265; z3 = 0.6667 * hp; y3 = 0.75 lp;

t4 = 300; z4 = 0; y4 = lp;

Generación arbitraria de la trayectoria del ZMP en X y Y (Lpx=750mm y
Wp=100mm)
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Generación arbitraria de la trayectoria del ZMP en X y Y (Lpx=750mm y 
Wp=100mm)

H* Periodo de soporte simple ss=140*dT=0.7,

periodo de soporte doble=20*dT=0.1, periodo total=0.8 *L
For@k = 1, k £ 1500, k += 1,

H*Trayectoria del ZMP en Y*L
If@k ³ 1 && k < 300, ZmpY@kD = 0 + offD;

If@k ³ 300 && k < 320, ZmpY@kD = Hk * lp � 20L + H-300 * lp � 20L + offD;

If@k ³ 320 && k < 460, ZmpY@kD = lp + offD;

If@k ³ 460 && k < 480, ZmpY@kD = Hk * lp � 20L + Hlp - H460 * lp � 20LL + offD;

If@k ³ 480 && k < 620, ZmpY@kD = 2 * lp + offD;

If@k ³ 620 && k < 640, ZmpY@kD = Hk * lp � 20L + H2 * lp - H620 * lp � 20LL + offD;

If@k ³ 640 && k < 780, ZmpY@kD = 3 * lp + offD;

If@k ³ 780 && k < 800, ZmpY@kD = Hk * lp � 20L + H3 * lp - H780 * lp � 20LL + offD;

If@k ³ 800 && k £ 1500, ZmpY@kD = 4 * lp + offD;

H*Trayectoria del ZMP en X*L
If@k ³ 1 && k < 140, ZmpX@kD = 0D;

If@k ³ 140 && k < 160, ZmpX@kD = k * Hamp � 20L + H-140 * amp � 20LD;

If@k ³ 160 && k < 300, ZmpX@kD = ampD;

If@k ³ 300 && k < 320, ZmpX@kD = -k * H2 * amp � 20L + Hamp + H300 * 2 * amp � 20LLD;

If@k ³ 320 && k < 460, ZmpX@kD = -ampD;

If@k ³ 460 && k < 480, ZmpX@kD = k * H2 * amp � 20L + H-amp - H460 * 2 * amp � 20LLD;

If@k ³ 480 && k < 620, ZmpX@kD = ampD;

If@k ³ 620 && k < 640, ZmpX@kD = -k * H2 * amp � 20L + Hamp + H620 * 2 * amp � 20LLD;

If@k ³ 640 && k < 780, ZmpX@kD = -ampD;

If@k ³ 780 && k < 800, ZmpX@kD = k * H2 * amp � 20L + H-amp - H780 * 2 * amp � 20LLD;

If@k ³ 800 && k < 940, ZmpX@kD = ampD;

If@k ³ 940 && k £ 1500, ZmpX@kD = 0D;

D;H*Cierra For*L
H* Graficación de la trayectoria en X *L
Tabla1 = Table@8i, ZmpX@iD<, 8i, 1, 1100, 1<D;

Fig1 = ListPlot@Tabla1,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.002D, RGBColor@0, 0, 1D<,

Frame ® True, FrameLabel ® 8"dT", "ZmpX"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria en Y *L
Tabla2 = Table@8i, ZmpY@iD<, 8i, 1, 1100, 1<D;

Fig2 = ListPlot@Tabla2,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.002D, RGBColor@0, 0, 1D<,

Frame ® True, FrameLabel ® 8"dT", "ZmpY"<,

,
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GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria en X y Y*L
Tabla3 = Table@8ZmpY@iD, ZmpX@iD<, 8i, 1, 1100, 1<D;

Fig3 = ListPlot@Tabla3,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.001D, RGBColor@0, 0, 1D<,

Frame ® True, FrameLabel ® 8"ZmpY", "ZmpX"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

Show@Fig1D
Show@Fig2D
Show@Fig3D

Generación de la matriz de coeficientes

AbsoluteTiming@

A = ConstantArray@0, 8no, no<D;

H* valores iniciales *L
A@@1, 1DD = ad + bd;

A@@1, 2DD = cd;

H* valores finales *L
A@@no, no - 1DD = ad;

A@@no, noDD = bd + cd;

For@k = 2, k £ no - 1, k += 1,

A@@k, k - 1DD = ad;

A@@k, kDD = bd;

A@@k, k + 1DD = cd;

D;H*Cierra For*L

D

Solución del COM, en X y Y, mediante la matriz inversa de coeficientes

AbsoluteTiming@

Ainv = Inverse@AD; H* generación de la matriz inversa *L

For@j = 1, j £ no, j++,

H* Solución del COM mediante la matriz inversa en x *L
comx = 8Table@Ainv@@j, iDD, 8i, 1, no<D.Transpose@8Table@ZmpX@iD, 8i, 1, no<D<D<;

;
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comX@jD = comx@@1, 1DD;

H* Solución del COM mediante la matriz inversa en y *L
comy = 8Table@Ainv@@j, iDD, 8i, 1, no<D.Transpose@8Table@ZmpY@iD, 8i, 1, no<D<D<;

comY@jD = comy@@1, 1DD;

D;H*cierre For*L

D

H* Graficación de la trayectoria del COM en X *L
Tabla4 = Table@8i, comX@iD<, 8i, 1, no, 1<D;

Fig4 = ListPlot@Tabla4,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 812, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.002D, RGBColor@1, 0, 0D<, Frame ® True,

FrameLabel ® 8"dT", "COG X"<, LabelStyle ® Directive@Blue, BlackD,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria del COM en Y *L
Tabla5 = Table@8i, comY@iD<, 8i, 1, no, 1<D;

Fig5 = ListPlot@Tabla5,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 812, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.002D, RGBColor@1, 0, 0D<, Frame ® True,

FrameLabel ® 8"dT", "COG Y"<, LabelStyle ® Directive@Blue, BlackD,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria del COM en X y Y*L
Tabla6 = Table@8comY@iD, comX@iD<, 8i, 1, no, 1<D;

Fig6 = ListPlot@Tabla6,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 812, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.002D, RGBColor@1, 0, 0D<, Frame ® True,

FrameLabel ® 8"COG Y", "COG X"<, LabelStyle ® Directive@Blue, BlackD,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

Show@Fig4, Fig1D
Show@Fig5, Fig2D
Show@Fig6, Fig3D

Export@"izmpx.png", Show@Fig4, Fig1DD
Export@"izmpy.png", Show@Fig5, Fig2DD
Export@"izmpxy.png", Show@Fig6, Fig3DD

Cálculo de los splines para la trayectoria de los 2 pies en z 

Clear@a1, b1, c1, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4D;

a = NSolveA
9
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a1 * Ht0L2
+ b1 * t0 + c1 � z0,

a1 * Ht1L2
+ b1 * t1 + c1 � Z1,

a2 * Ht1L2
+ b2 * t1 + c2 � Z1,

a2 * Ht2L2
+ b2 * t2 + c2 � Z2,

a3 * Ht2L2
+ b3 * t2 + c3 � Z2,

a3 * Ht3L2
+ b3 * t3 + c3 � z3,

a4 * Ht3L2
+ b4 * t3 + c4 � z3,

a4 * Ht4L2
+ b4 * t4 + c4 � z4,

2 * a1 * t1 + b1 � 2 * a2 * t1 + b2,

2 * a2 * t2 + b2 � 2 * a3 * t2 + b3,

2 * a3 * t3 + b3 � 2 * a4 * t3 + b4,

a1 � 0

=,

8a1, b1, c1, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4<
E;

a11 = a1 �. a@@1DD;

b11 = b1 �. a@@1DD;

c11 = c1 �. a@@1DD;

a22 = a2 �. a@@1DD;

b22 = b2 �. a@@1DD;

c22 = c2 �. a@@1DD;

a33 = a3 �. a@@1DD;

b33 = b3 �. a@@1DD;

c33 = c3 �. a@@1DD;

a44 = a4 �. a@@1DD;

b44 = b4 �. a@@1DD;

c44 = c4 �. a@@1DD;

ForAk = 0, k £ 1500, k += 1,

If@k ³ 0 && k < 160, pzd@kD = 0D;

IfAk ³ 160 && k < 190, pzd@kD = a11 * k2
+ b11 * k + c11E;

IfAk ³ 190 && k < 220, pzd@kD = a22 * k2
+ b22 * k + c22E;

IfAk ³ 220 && k < 270, pzd@kD = a33 * k2
+ b33 * k + c33E;

IfAk ³ 270 && k < 300, pzd@kD = a44 * k2
+ b44 * k + c44E;

If@k ³ 300 && k < 480, pzd@kD = 0D;

If@k ³ 480 && k < 620, pzd@kD = pzd@k - 320DD;

If@k ³ 620 && k < 800, pzd@kD = 0D;

If@k ³ 800 && k < 940, pzd@kD = pzd@k - 640DD;

If@k ³ 940 && k £ 1500, pzd@kD = 0D;

If@k ³ 0 && k < 320, pzi@kD = 0D;

IfAk ³ 320 && k < 350, pzi@kD = a11 * Hk - 160L2
+ b11 * Hk - 160L + c11E;

;
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IfAk ³ 350 && k < 380, pzi@kD = a22 * Hk - 160L2
+ b22 * Hk - 160L + c22E;

IfAk ³ 380 && k < 430, pzi@kD = a33 * Hk - 160L2
+ b33 * Hk - 160L + c33E;

IfAk ³ 430 && k < 460, pzi@kD = a44 * Hk - 160L2
+ b44 * Hk - 160L + c44E;

If@k ³ 460 && k < 640, pzi@kD = 0D;

If@k ³ 640 && k < 780, pzi@kD = pzi@k - 320DD;

If@k ³ 780 && k £ 1500, pzi@kD = 0D;

E
H* Graficación de la trayectoria del pie *L
Tablazd = Table@8i, pzd@iD<, 8i, 0, 1500, 1<D;

Figzd = ListPlot@Tablazd,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<, Joined ® True, PlotStyle ®

8Thickness@0.01D, RGBColor@0, 0, 1D<, Frame ® True, FrameLabel ® 8"T", "zd"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria del pie *L
Tablazi = Table@8i, pzi@iD<, 8i, 0, 1500, 1<D;

Figzi = ListPlot@Tablazi,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<, Joined ® True, PlotStyle ®

8Thickness@0.01D, RGBColor@1, 0, 0D<, Frame ® True, FrameLabel ® 8"T", "zi"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

Show@Figzi, FigzdD

Cálculo de los splines para la trayectoria de los 2 pies en y 

Clear@a1, b1, c1, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4D;

b = NSolveA
9

a1 * Ht0L2
+ b1 * t0 + c1 � y0,

a1 * Ht1L2
+ b1 * t1 + c1 � Y1,

a2 * Ht1L2
+ b2 * t1 + c2 � Y1,

a2 * Ht2L2
+ b2 * t2 + c2 � Y2,

a3 * Ht2L2
+ b3 * t2 + c3 � Y2,

a3 * Ht3L2
+ b3 * t3 + c3 � y3,

a4 * Ht3L2
+ b4 * t3 + c4 � y3,

a4 * Ht4L2
+ b4 * t4 + c4 � y4,

2 * a1 * t1 + b1 � 2 * a2 * t1 + b2,

2 * a2 * t2 + b2 � 2 * a3 * t2 + b3,

2 * a3 * t3 + b3 � 2 * a4 * t3 + b4,

a1 � 0

=,

8a1, b1, c1, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4<
E;

ax1 = a1 �. b@@1DD;
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bx1 = b1 �. b@@1DD;

cx1 = c1 �. b@@1DD;

ax2 = a2 �. b@@1DD;

bx2 = b2 �. b@@1DD;

cx2 = c2 �. b@@1DD;

ax3 = a3 �. b@@1DD;

bx3 = b3 �. b@@1DD;

cx3 = c3 �. b@@1DD;

ax4 = a4 �. b@@1DD;

bx4 = b4 �. b@@1DD;

cx4 = c4 �. b@@1DD;

ForAk = 0, k £ 1500, k += 1,

If@k ³ 0 && k < 160, pyd@kD = 0D;

IfAk ³ 160 && k < 190, pyd@kD = ax1 * k2
+ bx1 * k + cx1E;

IfAk ³ 190 && k < 220, pyd@kD = ax2 * k2
+ bx2 * k + cx2E;

IfAk ³ 220 && k < 270, pyd@kD = ax3 * k2
+ bx3 * k + cx3E;

IfAk ³ 270 && k < 300, pyd@kD = ax4 * k2
+ bx4 * k + cx4E;

If@k ³ 300 && k < 480, pyd@kD = lpD;

If@k ³ 480 && k < 620, pyd@kD = 2 * pyd@k - 320D + lpD;

If@k ³ 620 && k < 800, pyd@kD = 3 * lpD;

If@k ³ 800 && k < 940, pyd@kD = pyd@k - 640D + 3 * lpD;

If@k ³ 940 && k £ 1500, pyd@kD = 4 * lpD;

If@k ³ 0 && k < 320, pyi@kD = 0D;

If@k ³ 320 && k < 460, pyi@kD = 2 * pyd@k - 160DD;

If@k ³ 460 && k < 640, pyi@kD = 2 * lpD;

If@k ³ 640 && k < 780, pyi@kD = pyi@k - 320D + 2 * lpD;

If@k ³ 780 && k £ 1500, pyi@kD = 4 * lpD;

E;

Tablayd = Table@8i, pyd@iD<, 8i, 0, 1500, 1<D;

Figyd = ListPlot@Tablayd,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<, Joined ® True, PlotStyle ®

8Thickness@0.01D, RGBColor@0, 0, 1D<, Frame ® True, FrameLabel ® 8"T", "xd"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

Tablayi = Table@8i, pyi@iD<, 8i, 0, 1500, 1<D;

Figyi = ListPlot@Tablayi,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<, Joined ® True, PlotStyle ®

8Thickness@0.01D, RGBColor@1, 0, 0D<, Frame ® True, FrameLabel ® 8"T", "xi"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

Show@Figyi, FigydD
Show@FigyiD
Show@FigydD
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Apéndice B

Programa para la solución por
seguimiento de trayectorias
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Generación de trayectorias con el modelo carro - mesa y 

control predictivo

Datos 

In[1]:= off = 0.04;H* off-set necesario en el ZMPy para que

el bipedo avance de acuerdo a la posición erguida: 0.0385 metros

sí queremos que el COM permanezca en la junta de la plana de cada pie,

el off-set debe ser cero *L

np = 270; H* número de valores conocidos del ZMP de

referencia para definir la ventana del control predictivo *L
no = 1080; H* número de puntos requeridos para la

generación de la trayectoria de la cadera *L
g = 9.81; H* aceleración de la gravedad *L
zh = 0.235; H* altura del centro de masa *L
dT = 0.005; H* tiempo de muestreo en segundos *L

H*Parametros para definir automáticamente el ZMP*L

lp = 0.07; H* longitud de paso en metros *L
hp = 0.03; H* altura del pie en metros *L
amp = 0.05424; H*5.424 centimetros,

distancia horizontal del centro del robot al centro de una planta del robot*L

H* Matrizes del sistema continuo que definen al modelo carro-

mesa en variables de estado *L
ac = 880, 1, 0<, 80, 0, 1<, 80, 0, 0<<;

bc = 880<, 80<, 81<<;

cc = 881, 0, -zh � g<<;

dc = 880<<;

H* Parametros para resolver la ecuación de Riccati *L
Q = 881, 0, 0, 0<, 80, 0, 0, 0<, 80, 0, 0, 0<, 80, 0, 0, 0<<;

R = 880.00001<<;

H*PARA LA ALTURURA Y AVANCE DEL PIE*L
t0 = 160; z0 = 0; Y0 = 0;

t1 = 195; Z1 = 0.6667 * hp; Y1 = 0.25 * lp;

t2 = 230; Z2 = hp; Y2 = 0.5 * lp;

t3 = 265; z3 = 0.6667 * hp; y3 = 0.75 lp;

t4 = 300; z4 = 0; y4 = lp;

Generación arbitraria de la trayectoria del ZMP en X y Y (Lpx=750mm y
Wp=100mm)
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Generación arbitraria de la trayectoria del ZMP en X y Y (Lpx=750mm y 
Wp=100mm)

H* Periodo de soporte simple ss=140*dT=0.7,

periodo de soporte doble=20*dT=0.1, periodo total=0.8 *L
For@k = 1, k £ 1500, k += 1,

H* Trayectoria del ZMP en Y *L
If@k ³ 1 && k < 300, ZmpY@kD = 0 + offD;

If@k ³ 300 && k < 320, ZmpY@kD = Hk * lp � 20L + H-300 * lp � 20L + offD;

If@k ³ 320 && k < 460, ZmpY@kD = lp + offD;

If@k ³ 460 && k < 480, ZmpY@kD = Hk * lp � 20L + Hlp - H460 * lp � 20LL + offD;

If@k ³ 480 && k < 620, ZmpY@kD = 2 * lp + offD;

If@k ³ 620 && k < 640, ZmpY@kD = Hk * lp � 20L + H2 * lp - H620 * lp � 20LL + offD;

If@k ³ 640 && k < 780, ZmpY@kD = 3 * lp + offD;

If@k ³ 780 && k < 800, ZmpY@kD = Hk * lp � 20L + H3 * lp - H780 * lp � 20LL + offD;

If@k ³ 800 && k £ 1500, ZmpY@kD = 4 * lp + offD;

H*Trayectoria del ZMP en Y*L
If@k ³ 1 && k < 140, ZmpX@kD = 0D;

If@k ³ 140 && k < 160, ZmpX@kD = k * Hamp � 20L + H-140 * amp � 20LD;

If@k ³ 160 && k < 300, ZmpX@kD = ampD;

If@k ³ 300 && k < 320, ZmpX@kD = -k * H2 * amp � 20L + Hamp + H300 * 2 * amp � 20LLD;

If@k ³ 320 && k < 460, ZmpX@kD = -ampD;

If@k ³ 460 && k < 480, ZmpX@kD = k * H2 * amp � 20L + H-amp - H460 * 2 * amp � 20LLD;

If@k ³ 480 && k < 620, ZmpX@kD = ampD;

If@k ³ 620 && k < 640, ZmpX@kD = -k * H2 * amp � 20L + Hamp + H620 * 2 * amp � 20LLD;

If@k ³ 640 && k < 780, ZmpX@kD = -ampD;

If@k ³ 780 && k < 800, ZmpX@kD = k * H2 * amp � 20L + H-amp - H780 * 2 * amp � 20LLD;

If@k ³ 800 && k < 940, ZmpX@kD = ampD;

If@k ³ 940 && k £ 1500, ZmpX@kD = 0D;

D;H*Cierra For*L
H* Graficación de la trayectoria en Y *L
Tabla1 = Table@8i, ZmpY@iD<, 8i, 1, 1500, 1<D;

Fig1 = ListPlot@Tabla1,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.001D, RGBColor@0, 0, 1D<,

Frame ® True, FrameLabel ® 8"dT", "ZmpY"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria en X *L
Tabla2 = Table@8i, ZmpX@iD<, 8i, 1, no, 1<D;

Fig2 = ListPlot@Tabla2,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.001D, RGBColor@0, 0, 1D<,

Frame ® True, FrameLabel ® 8"dT", "ZmpX"<,

,
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GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria en X y Y*L
Tabla3 = Table@8ZmpY@iD, ZmpX@iD<, 8i, 1, no, 1<D;

Fig3 = ListPlot@Tabla3,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.001D, RGBColor@0, 0, 1D<,

Frame ® True, FrameLabel ® 8"ZmpY", "ZmpX"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

Show@Fig1D
Show@Fig2D
Show@Fig3D

Discretización del sistema continuo

In[31]:= AbsoluteTimingA

dS = StateSpaceModel@8ac, bc, cc, dc<D; H* definición del sistema dinámico continuo *L
d = ToDiscreteTimeModel@dS, 0.005, z, Method ® "ForwardRectangularRule"D;

H* discretización del sistema dinámico continuo *L
8ad, bd, cd, dd< = Normal@dD;

H* generación de las matrices para resolver la ecuación de Riccati *L
aP = cd.ad;

aR = 881, aP@@1, 1DD, aP@@1, 2DD, aP@@1, 3DD<,

80, ad@@1, 1DD, ad@@1, 2DD, ad@@1, 3DD<, 80, ad@@2, 1DD, ad@@2, 2DD, ad@@2, 3DD<,

80, ad@@3, 1DD, ad@@3, 2DD, ad@@3, 3DD<<; H* aR = A
�

*L

bP = cd.bd;

bR = 88bP@@1, 1DD<, 8bd@@1, 1DD<, 8bd@@2, 1DD<, 8bd@@3, 1DD<<; H* bR = B
�

*L
E

H*ad��MatrixForm

bd��MatrixForm

cd��MatrixForm

dd��MatrixForm*L

aR �� MatrixForm

bR �� MatrixForm
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Solución de la ecuación de Riccati y calculos de k y fi 

In[34]:= AbsoluteTimingA

P = DiscreteRiccatiSolve@8aR, bR<, 8Q, R<D;

H* P es la solución de la ecuación de Riccati *L

H* Cálculo de las constantes que definen el controlador predictivo *L

k = Inverse@R + Transpose@bRD.P.bRD.Transpose@bRD.P;

ke = k.881<, 80<, 80<, 80<<; H* ke = GI *L

kx = k.88aP@@1, 1DD, aP@@1, 2DD, aP@@1, 3DD<,

8ad@@1, 1DD, ad@@1, 2DD, ad@@1, 3DD<, 8ad@@2, 1DD, ad@@2, 2DD, ad@@2, 3DD<,

8ad@@3, 1DD, ad@@3, 2DD, ad@@3, 3DD<<; H* kx = Gx *L

H* Cálculo de la ganancia predictiva para cada valor futuro del ZMP de referencia *L

acR = aR - HbR.HInverse@R + HHTranspose@bRDL.P.bRLDLL.HTranspose@bRDL.P.aR;

H* acR = A
�

c*L
xR@1D = -HTranspose@acRDL.P.881<, 80<, 80<, 80<<; H* xR@1D = X

�H1L *L
fi@1D = -ke@@1, 1DD; H* fi@1D = GdH1L = -GI *L

For@i = 2, i £ np, i++,

xR@iD = HTranspose@acRDL.xR@i - 1D;

H*vec=-HInverse@R+HHTranspose@bRDL.P.bRLDL.HTranspose@bRDL.

HMatrixPower@Transpose@acRD,i-1DL.P.881<,80<,80<,80<<;*L
vec = HInverse@R + HHTranspose@bRDL.P.bRLDL.HTranspose@bRDL.xR@i - 1D;

fi@iD = vec@@1, 1DD; H* fi@iD = GdHiL *L

D;

H*Cierra For*L
E
P �� MatrixForm

k.aR �� MatrixForm

ke �� MatrixForm

kx �� MatrixForm

fi@npD H* para verificar hasta que valor calcular la ganancia predictiva *L

Solución del COM, en X y Y, mediante la entrada del controlador

H* condiciones iniciales *L
AbsoluteTiming@

H* condiciones iniciales del COM *L
x0 = 880<, 80<, 80<<;

y0 = 88off<, 80<, 80<<;

;
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xi = x0;

yi = y0;

H* variables para medir el error de seguimiento tanto en x como en y *L
ex = 880<<;

ey = 880<<;

comX = ConstantArray@0, 8no, 2<D;

H* Generación de una Matriz de no x 2 elementos = "0" para almacenar el COM en X *L
comY = ConstantArray@0, 8no, 2<D;

H* Generación de una Matriz de no x 2 elementos = "0" para almacenar el COM en Y *L

For@j = 1, j £ no, j++,

px = cd.xi; H* zmp de salida en x *L
ex = ex + Hpx - 88ZmpX@jD<<L; H* error en x entre el zmp generado y el deseado *L
uix =

-kx.xi - ke.ex - 8Table@fi@iD, 8i, 1, np<D.Transpose@8Table@ZmpX@j + iD, 8i, 1, np<D<D<;

H* controlador en x *L

py = cd.yi; H* zmp de salida en y *L
ey = ey + Hpy - 88ZmpY@jD<<L; H* error en y entre el zmp generado y el deseado *L
uiy =

-kx.yi - ke.ey - 8Table@fi@iD, 8i, 1, np<D.Transpose@8Table@ZmpY@j + iD, 8i, 1, np<D<D<;

H* controlador en y *L

comX@@j, 1DD = j;

comX@@j, 2DD = xi@@1, 1DD; H* Trayectoria resultante del COG en x *L
zmpXR@jD = px@@1, 1DD; H* ZMP generado, mediante el controlador, en x *L

comY@@j, 1DD = j;

comY@@j, 2DD = yi@@1, 1DD; H* Trayectoria resultante del COG en y *L
zmpYR@jD = py@@1, 1DD; H* ZMP generado, mediante el controlador, en y *L

H* cálculo del siguiente estado *L

xi = ad.xi + bd.uix;

yi = ad.yi + bd.uiy;

D;H*cierre For*L

D

H* Graficación de la ganancia preventiva HfiL *L
previewGain = Table@8i, fi@iD<, 8i, 1, np, 1<D;

FigPG = ListPlot@previewGain,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 812, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.004D, RGBColor@1, 0, 0D<,

Frame ® True, FrameLabel ® 8"dT", "Ganancia predictiva"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;
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line = Table@8i, 0<, 8i, 1, np, 1<D;

FigL = ListPlot@line,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 812, FontFamily ® "Arial"<, Joined ® True,

PlotStyle ® 8Thickness@0.00001D, RGBColor@0, 0, 0D<, Frame ® True,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria del COM en X *L
Tabla4 = Table@8comX@@i, 1DD, comX@@i, 2DD<, 8i, 1, no, 1<D;

Fig4 = ListPlot@Tabla4,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 812, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.002D, RGBColor@1, 0, 0D<,

Frame ® True, FrameLabel ® 8"dT", "COG X, ZMP X"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria del COM en Y *L
Tabla5 = Table@8comY@@i, 1DD, comY@@i, 2DD<, 8i, 1, no, 1<D;

Fig5 = ListPlot@Tabla5,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 812, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.002D, RGBColor@1, 0, 0D<,

Frame ® True, FrameLabel ® 8"dT", "COG Y, ZMP Y"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria del COM en X y Y*L
Tabla6 = Table@8comY@@i, 2DD, comX@@i, 2DD<, 8i, 1, no, 1<D;

Fig6 = ListPlot@Tabla6,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 812, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.002D, RGBColor@1, 0, 0D<,

Frame ® True, FrameLabel ® 8"COG Y", "COG X"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria del ZMP resultante en X *L
Tabla41 = Table@8i, zmpXR@iD<, 8i, 1, no, 1<D;

Fig41 = ListPlot@Tabla41,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 812, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.002D, RGBColor@0, 0, 1D<,

Frame ® True, FrameLabel ® 8"dT", "zmpX"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria del ZMP resultante en Y *L
Tabla51 = Table@8i, zmpYR@iD<, 8i, 1, no, 1<D;

Fig51 = ListPlot@Tabla51,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 812, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.002D, RGBColor@0, 0, 1D<,

Frame ® True, FrameLabel ® 8"dT", "ZMP DESEADO y ZMP REAL"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria del ZMP resultante en X y Y*L
Tabla61 = Table@8zmpYR@iD, zmpXR@iD<, 8i, 1, no, 1<D;

90



Fig61 = ListPlot@Tabla61,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 812, FontFamily ® "Arial"<,

Joined ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.001D, RGBColor@0, 0, 1D<,

Frame ® True, FrameLabel ® 8"ZMPY", "ZMPX"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

Show@FigPG, FigLD
Show@Fig4, Fig41D
Show@Fig5, Fig51D
Show@Fig6, Fig61D
Show@Fig51, Fig1D
Export@"gain.png", Show@FigPG, FigLDD
Export@"pczmpx.png", Show@Fig4, Fig41DD
Export@"pczmpy.png", Show@Fig5, Fig51DD
Export@"gain420y.png", Show@Fig51, Fig1DD

Cálculo de los splines para la trayectoria de los 2 pies en z 

In[66]:= Clear@a1, b1, c1, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4D;

a = NSolveA
9

a1 * Ht0L2
+ b1 * t0 + c1 � z0,

a1 * Ht1L2
+ b1 * t1 + c1 � Z1,

a2 * Ht1L2
+ b2 * t1 + c2 � Z1,

a2 * Ht2L2
+ b2 * t2 + c2 � Z2,

a3 * Ht2L2
+ b3 * t2 + c3 � Z2,

a3 * Ht3L2
+ b3 * t3 + c3 � z3,

a4 * Ht3L2
+ b4 * t3 + c4 � z3,

a4 * Ht4L2
+ b4 * t4 + c4 � z4,

2 * a1 * t1 + b1 � 2 * a2 * t1 + b2,

2 * a2 * t2 + b2 � 2 * a3 * t2 + b3,

2 * a3 * t3 + b3 � 2 * a4 * t3 + b4,

a1 � 0

=,

8a1, b1, c1, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4<
E;

a11 = a1 �. a@@1DD;

b11 = b1 �. a@@1DD;

c11 = c1 �. a@@1DD;

a22 = a2 �. a@@1DD;

b22 = b2 �. a@@1DD;
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In[66]:=

c22 = c2 �. a@@1DD;

a33 = a3 �. a@@1DD;

b33 = b3 �. a@@1DD;

c33 = c3 �. a@@1DD;

a44 = a4 �. a@@1DD;

b44 = b4 �. a@@1DD;

c44 = c4 �. a@@1DD;

ForAk = 0, k £ 1500, k += 1,

If@k ³ 0 && k < 160, pzd@kD = 0D;

IfAk ³ 160 && k < 190, pzd@kD = a11 * k2
+ b11 * k + c11E;

IfAk ³ 190 && k < 220, pzd@kD = a22 * k2
+ b22 * k + c22E;

IfAk ³ 220 && k < 270, pzd@kD = a33 * k2
+ b33 * k + c33E;

IfAk ³ 270 && k < 300, pzd@kD = a44 * k2
+ b44 * k + c44E;

If@k ³ 300 && k < 480, pzd@kD = 0D;

If@k ³ 480 && k < 620, pzd@kD = pzd@k - 320DD;

If@k ³ 620 && k < 800, pzd@kD = 0D;

If@k ³ 800 && k < 940, pzd@kD = pzd@k - 640DD;

If@k ³ 940 && k £ 1500, pzd@kD = 0D;

If@k ³ 0 && k < 320, pzi@kD = 0D;

IfAk ³ 320 && k < 350, pzi@kD = a11 * Hk - 160L2
+ b11 * Hk - 160L + c11E;

IfAk ³ 350 && k < 380, pzi@kD = a22 * Hk - 160L2
+ b22 * Hk - 160L + c22E;

IfAk ³ 380 && k < 430, pzi@kD = a33 * Hk - 160L2
+ b33 * Hk - 160L + c33E;

IfAk ³ 430 && k < 460, pzi@kD = a44 * Hk - 160L2
+ b44 * Hk - 160L + c44E;

If@k ³ 460 && k < 640, pzi@kD = 0D;

If@k ³ 640 && k < 780, pzi@kD = pzi@k - 320DD;

If@k ³ 780 && k £ 1500, pzi@kD = 0D;

E
H* Graficación de la trayectoria del pie *L
Tablazd = Table@8i, pzd@iD<, 8i, 0, 1500, 1<D;

Figzd = ListPlot@Tablazd,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<, Joined ® True, PlotStyle ®

8Thickness@0.01D, RGBColor@0, 0, 1D<, Frame ® True, FrameLabel ® 8"T", "zd"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

H* Graficación de la trayectoria del pie *L
Tablazi = Table@8i, pzi@iD<, 8i, 0, 1500, 1<D;

Figzi = ListPlot@Tablazi,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<, Joined ® True, PlotStyle ®

8Thickness@0.01D, RGBColor@1, 0, 0D<, Frame ® True, FrameLabel ® 8"T", "zi"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

Show@Figzi, FigzdD

Cálculo de los splines para la trayectoria de los 2 pies en y
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Cálculo de los splines para la trayectoria de los 2 pies en y 

Clear@a1, b1, c1, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4D;

b = NSolveA
9

a1 * Ht0L2
+ b1 * t0 + c1 � Y0,

a1 * Ht1L2
+ b1 * t1 + c1 � Y1,

a2 * Ht1L2
+ b2 * t1 + c2 � Y1,

a2 * Ht2L2
+ b2 * t2 + c2 � Y2,

a3 * Ht2L2
+ b3 * t2 + c3 � Y2,

a3 * Ht3L2
+ b3 * t3 + c3 � y3,

a4 * Ht3L2
+ b4 * t3 + c4 � y3,

a4 * Ht4L2
+ b4 * t4 + c4 � y4,

2 * a1 * t1 + b1 � 2 * a2 * t1 + b2,

2 * a2 * t2 + b2 � 2 * a3 * t2 + b3,

2 * a3 * t3 + b3 � 2 * a4 * t3 + b4,

a1 � 0

=,

8a1, b1, c1, a2, b2, c2, a3, b3, c3, a4, b4, c4<
E;

ax1 = a1 �. b@@1DD;

bx1 = b1 �. b@@1DD;

cx1 = c1 �. b@@1DD;

ax2 = a2 �. b@@1DD;

bx2 = b2 �. b@@1DD;

cx2 = c2 �. b@@1DD;

ax3 = a3 �. b@@1DD;

bx3 = b3 �. b@@1DD;

cx3 = c3 �. b@@1DD;

ax4 = a4 �. b@@1DD;

bx4 = b4 �. b@@1DD;

cx4 = c4 �. b@@1DD;

ForAk = 0, k £ 1500, k += 1,

If@k ³ 0 && k < 160, pyd@kD = 0D;

IfAk ³ 160 && k < 190, pyd@kD = ax1 * k2
+ bx1 * k + cx1E;

IfAk ³ 190 && k < 220, pyd@kD = ax2 * k2
+ bx2 * k + cx2E;

IfAk ³ 220 && k < 270, pyd@kD = ax3 * k2
+ bx3 * k + cx3E;

IfAk ³ 270 && k < 300, pyd@kD = ax4 * k2
+ bx4 * k + cx4E;

If@k ³ 300 && k < 480, pyd@kD = lpD;

;
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If@k ³ 480 && k < 620, pyd@kD = 2 * pyd@k - 320D + lpD;

If@k ³ 620 && k < 800, pyd@kD = 3 * lpD;

If@k ³ 800 && k < 940, pyd@kD = pyd@k - 640D + 3 * lpD;

If@k ³ 940 && k £ 1500, pyd@kD = 4 * lpD;

If@k ³ 0 && k < 320, pyi@kD = 0D;

If@k ³ 320 && k < 460, pyi@kD = 2 * pyd@k - 160DD;

If@k ³ 460 && k < 640, pyi@kD = 2 * lpD;

If@k ³ 640 && k < 780, pyi@kD = pyi@k - 320D + 2 * lpD;

If@k ³ 780 && k £ 1500, pyi@kD = 4 * lpD;

E;

Tablayd = Table@8i, pyd@iD<, 8i, 1, 1500, 1<D;

Figyd = ListPlot@Tablayd,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<, Joined ® True, PlotStyle ®

8Thickness@0.01D, RGBColor@0, 0, 1D<, Frame ® True, FrameLabel ® 8"T", "xd"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

Tablayi = Table@8i, pyi@iD<, 8i, 1, 1500, 1<D;

Figyi = ListPlot@Tablayi,

ImageSize ® 300, BaseStyle ® 815, FontFamily ® "Arial"<, Joined ® True, PlotStyle ®

8Thickness@0.01D, RGBColor@1, 0, 0D<, Frame ® True, FrameLabel ® 8"T", "xi"<,

GridLines ® Automatic, PlotRange ® All

D;

Show@Figyi, FigydD
Show@FigyiD
Show@FigydD
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