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Resumen

El presente trabajo trata del disefio e implementacion de un ambiente de aprendizaje con
comprensién para tema de sistemas de ecuaciones lineales en el nivel medio superior. Se
trabajan desde una ecuacion lineal con dos incognitas, hasta sistemas de cuatro
ecuaciones lineales con dos incégnitas. Se ha tomado en cuenta la posicion de Hiebert y
Carpenter (1992) quienes sefialan que la comprension es el resultado de numerosas y
fuertes relaciones entre ideas matematicas; esas relaciones se establecen por medio de
similitudes y diferencias. También se considera lo sefialado por Bransford, Brown y Cocking
(1999) quienes proponen que para que los alumnos aprendan con comprension, es
necesario crear un ambiente de aprendizaje que lo favorezca, en dicho ambiente de
aprendizaje se toman en consideracion las perspectivas del estudiante, del conocimiento,

de la evaluacion y de la comunidad.

Para dichas perspectivas se considera, entre otros aspectos, los siguientes: los
conocimientos con los que el estudiante llegé al sal6n de clase, algunos resultados de
estudios de educacion matematica, los conocimientos por adquirir, las normas de la
comunidad del salén de clase, la evaluacion diagndstica, formativa y sumativa.

Abstract

This paper discusses the design and implementation of a learning environment with
understanding for the topic of systems of linear equations in the high school level. They work
from a linear equation with two unknowns, to systems of four linear equations with two
unknowns. It has taken into account the position of Hiebert and Carpenter (1992) who point out
that understanding is the result of numerous and strong relationships between mathematical
ideas; these relationships are established through similarites and differences. It is also
considered the statement by Bransford, Brown and Cocking (1999) who propose that for
students to learn with understanding, it is necessary to create an environment that fosters
learning, in that learning environment are taken into account the perspectives of the student,
knowledge, assessment and community.

For those perspectives are considered, among others, the following: the knowledge with which
students came to class, some results of studies of mathematics education, to acquire
knowledge, standards of classroom community, the diagnostic, formative and summative

evaluation.
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Introduccion

El propésito de este trabajo es disefiar e implementar un escenario de instrucciéon para
promover el aprendizaje con comprension de los sistemas de ecuaciones lineales con dos
incognitas, de acuerdo a los lineamientos tedricos para el disefio de ambientes de
aprendizaje de Bransford, Brown y Cocking (1999), y los de Hiebert y Carpenter (1992)

para la comprensiébn matematica.

De acuerdo a Hiebert y Carpenter (1992) la comprensién es el resultado de numerosas y
fuertes conexiones entre ideas matematicas. Segun Bransford, Brown y Cocking (1999)
para potencializar un aprendizaje con comprensién se deben considerar las perspectivas
del estudiante, del conocimiento, de la evaluacion y de la comunidad, al momento de

disefar la instruccion.

El enfoque que se pretende dar al presente trabajo es de una escuela de matematicas
con grandes expectativas, como lo sefiala el NCTM (2000) donde los alumnos deben:
abordar un mismo problema desde distintos puntos de vista o representar las
matematicas de diferentes formas; solos o en grupos deben trabajar productiva y
reflexivamente; deben comunicar sus ideas y resultados oralmente y por escrito con
eficacia. Por su parte el profesor procura: crear un ambiente de confianza para el trabajo
del grupo; tener expectativas ambiciosas para todos; ayudar a sus alumnos a formular,
perfeccionar y confirmar o refutar conjeturas partiendo de evidencias; elegir
cuidadosamente las tareas con las cuales trabajen sus alumnos, entre otras

caracteristicas.



Sin embargo, como se indica en el capitulo 1, por lo general, los alumnos presentan
grandes dificultades en el aprendizaje de las mateméticas, y en particular, en el tema de
ecuaciones lineales, esto ha sido expuesto en muchos estudios de educacion matematica,
algunos de los cuales son: Arellano (2006); Dorier, Robert, Robinet, y Rogalski (2000);
Duval (1988); Graham, Cuocu y Zymmermann (2011); Kieran (1992); Segura (2004);
Yakes y Star (2009).

Por otro lado, como se sefiala en el Capitulo 2, en la comunidad de educacion matematica
(Hiebert y Carpenter, 1992; NCTM, 2000) es aceptado que los alumnos deben aprender
matematicas comprendiéndolas, es decir: i) construir enlaces entre los conocimientos
nuevos y los ya existentes, ii) estar capacitados para los problemas que tendran que
afrontar en el futuro vy, iii) considerar a la mateméatica como un cuerpo adherido de
conocimientos que esta conectada entre si misma y con otras disciplinas. Ademas, los
autores Bransford, Brown y Cocking (1999) sefialan que para un aprendizaje sea con
comprension, es necesario crear entornos de aprendizaje que lo favorezcan. Dichos
entornos deben estar centrados en el estudiante, el conocimiento, la evaluacion y la
comunidad. En este trabajo se ha decidido seguir lo sefialamientos de los autores antes

mencionados.

En el Capitulo 3, se expone la metodologia para el disefio del referido ambiente de
aprendizaje, el cual se llevd a cabo en quince horas presenciales que corresponden a
nueve sesiones. Se disefiaron 51 tareas, algunas se trabajan en forma individual, otras en
equipo y otras grupalmente. También se disefié un instrumento de evaluacion, el cual se
aplica dos veces, como prueba diagnoéstica y como prueba sumativa, las cuales

corresponden a la primera y a la Ultima tarea.

Las tareas mediante las cuales se pretende lograr el aprendizaje con comprension y
automatizacion (49) estan organizadas en cuatro bloques. El primero esta dedicado a
establecer los sistemas de ecuaciones lineales en los que se trabaja. El segundo esta
dedicado a establecer las caracteristicas generales de los sistemas de ecuaciones
lineales. En el tercero se trabajan las caracteristicas de la solucién. En el cuarto se

trabajan los métodos de solucion: igualacién, sustitucion y grafico.

En el disefio de las tareas, se decidio trabajar con la intension de que el alumno relacione
ideas matematicas, con base a identificar similitudes y diferencias de dichas ideas. Ya
gue, segun Hiebert y Carpenter (1992), la comprensién es el resultado de numerosas y

fuertes conexiones entre ideas matematicas.
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Por otra parte, en el disefio del ambiente de aprendizaje con comprension destacan los
siguientes apartados: los conocimientos previos que requieren los alumnos para acceder
al tema, los conocimientos por adquirir, las tareas programadas de forma individual, en
equipo y grupal, la evaluacién diagnéstica, formativa y sumativa, ademas de las normas

de trabajo en la comunidad del sal6n de clase.

En el Capitulo 4, se hace un analisis detallado del disefio de las tareas y, de algunas
observaciones de la puesta en practica. Se mencionan las dificultades de los estudiantes
al abordar las tareas y la forma en que son asistidos por el profesor o por sus
compafieros. Ademas, se sefala el desempefio de los estudiantes al abordar las tareas

(evaluacion formativa).

En el Capitulo 5, se hace el andlisis de algunos resultados de los alumnos en las pruebas
pre-test y post-test, y se comparan dichos resultados. Segun Hiebert y Carpenter (1992) la
comprension promueve la transferencia. En el instrumento de evaluacion se explora qué
tanto, los estudiantes pueden transferir lo aprendido en sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas a, sistemas con ecuaciones cuadraticas y a un problema de
aplicacion. Ademas, se reportan las dificultades de los alumnos al inicio y al final de la
instruccién. El rendimiento de los estudiantes fue notablemente superior al final de la

instruccion.

También se mencionan y se analizan algunos comentarios de los alumnos después de
haber sido participantes de esta experiencia, en los cuales manifiestan sus impresiones al
respecto de las tareas, de la forma de trabajo, de los conocimientos adquiridos y de la

“confianza” con la que enfrentaron las tareas y las pruebas.

En las consideraciones finales, se concluye acerca de los resultados de las pruebas, y de
las formas de trabajo (individual, en equipo y grupal). Se presentan conclusiones de las
dificultades de los alumnos desde el inicio de la instruccion hasta el final de la misma.
Cabe sefialar que el ambiente de aprendizaje disefiado logra promover en la mayoria de
los estudiantes un aprendizaje con comprension de los sistemas de ecuaciones lineales

con dos incégnitas.






Capitulo 1. El trabajo

Para el desarrollo de este trabajo se ha considerado lo siguiente: la importancia de los
sistemas de ecuaciones lineales en el curriculo matematico; las dificultades que presentan
los estudiantes en el aprendizaje de las matematicas, en particular en el tema sistemas de
ecuaciones lineales vy, el disefio de un ambiente de instruccibn que promueva un

aprendizaje con comprension, como alternativa para superar dichas dificultades.

Importancia de los sistemas de ecuaciones lineales

Existen razones por las cuales el tema de ecuaciones lineales son importantes y
necesarias dentro del curriculo matematico, se pueden mencionar tres: primera, son
necesarias en temas matematicos del bachillerato y posteriores, lo cual se ve reflejado en
su incidencia en los diferentes niveles de estudio; segunda, sus aplicaciones en la
matematica y en otros ambitos son muy extensos; tercera, para el manejo de ecuaciones
lineales se necesitan un buen nimero de conceptos y habilidades matematicas, los cuales

se ponen en practica al trabajar este tema.

En los distintos niveles de estudios, se considera importante que los alumnos aprendan el
tema de sistemas de ecuaciones lineales desde la secundaria, pasando por el bachillerato
hasta el nivel superior. En el Anexo 3 se muestran citas de los programas de estudio para

la educacién secundaria de la SEP (2011), para el nivel medio superior del CCH-UNAM



(2012) y, para la carrera de Ingenieria Civil de la facultad de Ingenieria de la UNAM
(2008), en dichos programas esta contemplado el aprendizaje de sistemas de ecuaciones

lineales.

A pesar de que la presente tesis se ha trabajado basicamente en el ambito matematico,
es conveniente sefalar que las ecuaciones lineales se usan en aplicaciones diversas. Por
ejemplo, en el libro Algebra de los autores Larson y Hostetler (2009) proponen algunos
problemas de aplicacion en: carteras de inversion con interés simple; planes de pago por
comision; problemas de movimiento con velocidad constante; problemas de oferta y
demanda; problemas de mezclas de compuestos quimicos, entre otros. Dichos

problemas, se resuelven a través de plantear y resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Por otro lado, en algunos libros de texto se menciona la importancia de las ecuaciones
lineales, asi: ‘Je]n las aplicaciones modernas de las matematicas, quiza los sistemas de
ecuaciones mas utiles son aquellos en los cuales todas las ecuaciones son lineales”
(Swokowski, 1971, p. 205).

En el libro Algebra lineal y sus aplicaciones, del autor Lay (2007) se sefiala que:

[e]n la actualidad muchas decisiones administrativas importantes se toman con base en
modelos de programacion lineal que utilizan cientos de variables, (...) Estos programas utilizan
técnicas de algebra lineal y sistemas de ecuaciones lineales (p. 2).
Sin embargo, Duval (1992) sefiala que se requieren los conceptos matematicos tedricos
antes de hacer las aplicaciones. En el presente estudio se ha decidido trabajar en el

aspecto puramente matematico.

Segura (2004) menciona que para el trabajo con ecuaciones lineales se requiere que el
estudiante maneje eficientemente operaciones y conceptos de Aritmética, de Algebra y de
Geometria. Asi, mientras se desarrolla el concepto de ecuaciones lineales, se ponen en
practica temas vistos con anterioridad. De manera especial, se requieren conocimientos
de ecuaciones lineales de una incégnita, del plano cartesiano, de graficas lineales, de

pendiente, de ordenada al origen, de ecuacién de la recta e interpretacion de gréficas.

Con referencia a las ecuaciones lineales, el NCTM (2000) sefiala que en la ensefianza
media: “los alumnos deberian desarrollar una comprensioén general de los conceptos de
pendiente y ordenada en el origen, adquirir destreza con ellos y con sus manifestaciones
en tablas, gréficas y ecuaciones, (...) identificar la potencia y las limitaciones de las

distintas formas de representacion” (pp. 228-229).



Dificultades de los estudiantes en el aprendizaje de los sistemas de

ecuaciones lineales

En la literatura de educacién matematica se reportan numerosos estudios acerca de las
dificultades que presentan los estudiantes en el aprendizaje de los sistemas de
ecuaciones lineales y de la matematica en general, en este apartado se presentan
algunos que se consideran importantes para este trabajo. En el orden en que se
mencionan renglones adelante, los autores de dichos estudios son: Kieran (1992);
Graham, Cuocu y Zymmermann (2011); Segura (2004); Alcocer (2007); Duval (1992);
Dorier, Robert, Robinet, y Rogalski (2000); Yakes y Star (2009).

Kieran (1992) en su trabajo The Learning and Teaching of School Algebra, analiza un
conjunto de investigaciones acerca de como contribuyen los aspectos del curriculo, del
aprendizaje y de la ensefianza, en las dificultades para aprender Algebra, donde sefiala
gue la mayoria de los estudiantes de primero de preparatoria no realizan la misma
operacién en ambos lados de una ecuacién, sélo memorizan las reglas y procedimientos
y, que muchos maestros Unicamente se dedican a seguir el libro de texto con
explicaciones y ejercicios sin considerar la construccion del conocimiento, la
comunicacion y la reflexion. La autora también sefiala que los alumnos consideran a la
matematica como un conjunto de temas por separado, sin conexiones. Otra dificultad es
gue muchos estudiantes no son capaces de identificar errores en sus procedimientos,

prefieren volverlos a hacer.

Los autores Graham, Cuocu y Zymmermann (2011) en el libro Focus in High School
Mathematics: Reasoning and Sense Making Algebra, sefalan que los alumnos de
bachillerato presentan dificultades en el manejo de expresiones con simbolos algebraicos,
en el razonamiento acerca de la pendiente, en encontrar la ecuacién a partir de graficas

lineales, en escribir apropiadamente ecuaciones para resolver problemas, entre otros.

Segura (2004), en su articulo Sistemas de Ecuaciones Lineales: Una Secuencia
Didactica, menciona que los alumnos presentan dificultades en realizar operaciones
aritméticas elementales en problemas que involucran ecuaciones o sistemas de
ecuaciones, aun cuando, los alumnos sepan aplicar los algoritmos de soluciéon. Por otro

lado, resuelven un sistema de ecuaciones y no lo comprueban, ademas indica que:



[Nas dificultades en el aprendizaje de sistemas de ecuaciones tienen origenes diversos. Unos
estan ligados a la complejidad matematica de los elementos bésicos que se utilizan en la
adquisicion del objeto sistemas de ecuaciones lineales (nimeros reales y funcion afin, ambos
en vias de construccién); otros al concepto de sistemas de ecuaciones lineales y su solucion, y
otros més a la ruptura entre el pensamiento aritmético y el algebraico (p. 52).

La investigadora afiade que algunos profesores solo trabajan el desarrollo algoritmico. No
trabajan las conversiones del registro algebraico al grafico ni al verbal.

Alcocer (2007) en su tesis Dificultades en la Resolucion de Sistemas de Ecuaciones
Lineales en Contextos Algebraico y Geométrico, indica que algunas dificultades son: los
significados de los términos de la ecuacién y = mx + b, la definicion de la ecuacion lineal
y su graficacién, imposibilidad de escribir la ecuaciéon en su representacion algebraica a
partir de su representacion geométrica, errores algebraicos al sumar dos ecuaciones

lineales, entre otros.

Duval (1992) en su articulo Graficas y Ecuaciones: la articulacion de dos registros,
menciona que la mayoria de los estudiantes de preparatoria no sabe interpretar
correctamente las representaciones graficas de ecuaciones lineales, por lo que, no saben
escribir la ecuacién algebraica partiendo de un andlisis visual de la grafica. La forma en
gue generalmente se ensefia a graficar: punto por punto; no es adecuada, ya que
constituye un obstaculo para la observacion de las caracteristicas de la representacion

gréfica.

Este mismo autor sefiala que los alumnos tienen dificultades en relacionar las
representaciones algebraicas con sus respectivas graficas. Por ejemplo las de: y = x,

y=x+2e,y=—x, entre otras.

Duval (1992) reporta que en una prueba efectuada a 165 alumnos de primero de
preparatoria; unicamente el 25% distingue la diferencia entre las ecuacionesy =x+2 e
y = 2x en su representacion grafica. Y solamente el 60% ve la diferencia del sentido de

inclinacion en la representacion grafica de las ecuaciones y = x e y = —x.

Dorier, Robert, Robinet y Rogalski (2000), en el trabajo titulado The Obstacle of
Formalism in Linear Algebra presentan resultados de estudios realizados a través de
varios afos, acerca de las dificultades de los estudiantes de los primeros cursos de
licenciatura en Algebra Lineal. Después de exponer algunos resultados expresan:

[p]ara la mayoria de los estudiantes, el algebra lineal no es mas que un catalogo de nociones
muy abstractas y representan gran dificultad. Ademas se encuentran sumergidas en una

8



avalancha de nuevas palabras, nuevos simbolos, nuevas definiciones y nuevos teoremas (p.

85).
Yakes y Star (2009) en su estudio Using Comparison to Develop Flexibility for Teaching,
sefialan que, en los libros de texto para el tema de sistemas de ecuaciones lineales, se
desarrollan los métodos de resolucion totalmente separados, raramente indican las
conexiones entre un método y otro. Estos autores, sefialan que muchos maestros, que
participaron en el estudio, indican que no realizan comparaciones entre los métodos y no

dejan que los estudiantes escojan uno para resolver algin problema determinado.

Por lo anterior, es factible reconocer la necesidad de disefiar escenarios de aprendizaje
donde se considere las observaciones anteriores, de tal forma que el alumno: aprenda
relacionando los conocimientos nuevos a los ya existentes, que pueda “deshacerse” de
los conceptos erréneos y, que sea capaz de enfrentarse con éxito a los temas que

correspondan a su nivel de estudios y posteriores.

Propésito de este trabajo

Como ya se mencion6 anteriormente, el proposito de este trabajo es disefiar e
implementar un ambiente para las clases de matematicas a fin de promover, en
estudiantes de bachillerato, un aprendizaje con comprensién de los sistemas de
ecuaciones lineales con dos incognitas, de acuerdo a los lineamientos tedricos de

Bransford, Brown y Cocking (1999), y los de Hiebert y Carpenter (1992).

El NCTM (2000) menciona que los estudiantes deben aprender matematicas
comprendiéndolas, y construir activamente nuevos conocimientos a partir de la
experiencia y de los conocimientos previos. El aprendizaje con comprensién capacita a
los alumnos en el uso de lo aprendido para la resolucion de nuevos tipos de problemas
gue, inevitablemente, tendran que abordar en el futuro. Para Hiebert y Carpenter (1992),
[ulna de las ideas mé&s aceptadas en la comunidad de educacién en mateméticas es que los
estudiantes deben comprender mateméticas. El objetivo de muchas investigaciones ha sido

promover el aprendizaje con comprension, pero disefiar un ambiente de aprendizaje escolar
gue tenga éxito en la comprension ha sido dificil (p. 65).



Para poder explorar en qué medida se logra el propdsito mencionado, es menester
realizar un estudio. En otras palabras, para valorar en qué medida estudiantes de
bachillerato logran un aprendizaje con comprension de los sistemas de ecuaciones
lineales es necesario llevar a cabo un estudio. La metodologia de este estudio, en lo
fundamental, consiste en: i) determinar la poblacién bajo estudio; ii) disefiar un ambiente
de aprendizaje, para el tema en cuestion, de acuerdo a los lineamientos teéricos arriba
sefalados; iii) implementar, el referido ambiente de aprendizaje; iv) finalizado el proceso
ensefianza aprendizaje, enfrentar a los estudiantes a una prueba de rendimiento, con la
intencién de explorar lo manifestado renglones arriba; v) analizar, a la luz de los
referentes tedricos citados, los datos recabados en los momentos iii) y iv). Estos cinco

aspectos, se desarrollan en los Capitulos 3, 4 y 5.

Por todo lo anterior, parece ser que la falta de comprensién es una caracteristica del
aprendizaje mateméatico de los estudiantes. Aunado a esto, Kieran (1992) y Yakes y Star
(2009), sefialan que por lo general los maestros no generan ambientes de aprendizaje
donde se promueva la construccidon del conocimiento, la comparacion, la reflexion, el
analisis y, en consecuencia, la comprension. Por su parte, Bransford, Brown y Cocking
(1999), sostienen que para promover aprendizajes con comprension es necesario disefiar
entornos de aprendizaje centrandose en cuatro perspectivas: el estudiante, el

conocimiento, la evaluacién y la comunidad.

Con base en lo anterior, se considera que el estudio que aqui se presenta, es pertinente
por la importancia que tienen las tareas que se llevan a cabo en el salén de clases con

miras a propiciar aprendizajes de calidad.

Por otra parte, la utilidad del estudio es posible valorarla a la luz de los resultados que
logran los estudiantes en las pruebas de rendimiento que se les aplican para valorar la

comprension del tema objeto de aprendizaje.

Por dltimo, se considera que los elementos teéricos y practicos que la MADEMS ofrece
para la profesionalizacion de un docente de matematicas, hace viable el disefio y la
implementacibn de un ambiente de aprendizaje que promueva la comprension

matematica en estudiantes de cualquier sistema de bachillerato en nuestro pais.
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Capitulo 2. Consideraciones Tedricas

A lo largo de este capitulo se expone lo siguiente: desarrollo del tema sistemas de
ecuaciones lineales desde el punto de vista matematico, estudios de ensefianza-
aprendizaje de ecuaciones lineales realizados desde el enfoque de educacién
matematica, consideraciones teoéricas del aprendizaje con comprensién de Hiebert y
Carpenter (1992) y, el disefio de ambientes de aprendizaje de Bransford, Brown y Cocking
(1999).

Sistemas Ecuaciones Lineales en Matematicas

Existen muchos libros de texto los cuales exponen el desarrollo del tema sistemas de
ecuaciones lineales para el nivel medio superior, tales como: Anfossi (2000), Angel
(2011), Baldor (2003), Barnett (1987), Larson (2009), Lehmann (2012), Moreno (2004), De
Oteyza (2003), Smith y colaboradores (1992), Swokowski (1971), Uspensky (2000),
Yakovliev (1981).

Ecuacién Lineal con dos incégnitas
Segun Lehmann (2009) la ecuacion,

Ax+By+C=0, AB #0.



Es una ecuacion lineal con dos incégnitas, donde A,B,y C son niumeros Reales y la
restriccion AB # 0 significa que ni A ni B son iguales a 0.; “x” e “y” son las incognitas
buscadas. Los nimeros Ay B se llaman coeficientes de las incognitas y el numero C,

término independiente.

Segun Swokowski (1971) pueden definirse ecuaciones lineales con cualquier nimero de
variables (incognitas). Aunque en el plano cartesiano s6lo se pueden representar dos

incognitas.

Segun Lehmann (2009) una ecuacion lineal con dos incognitas tiene un nimero infinito de

soluciones, por lo que se dice que esta indeterminada.

Por ejemplo, en la ecuacién —2x + y = 3 algunas soluciones son:

x y Sustitucion y comprobacion
-2 -1 -2(-2)+(-1) =3

0 3 -2(0)+3=3

4 11 24 +11=3

Segun Angel (2011) la representacion grafica de una ecuacion lineal es el conjunto de
parejas ordenadas representadas en el Plano Cartesiano que satisfacen la ecuacion. Asi,

para la ecuacion gue se estd ejemplificando, su gréfica es:

Figura 2.1. Representacién Geométrica de la ecuacién —2x +y = 3
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Representacion algebraica. Ecuacion pendiente-ordenada

Segun Duval (1992) la ecuacion y = mx + b (ecuacion “pendiente-ordenada”) contiene las
unidades significativas algebraicas que corresponden a las caracteristicas globales de su
representacion geométrica. Esta forma de expresién algebraica de la ecuacién lineal con
dos incégnitas, es la que mayormente se utiliza en este trabajo.

Si se parte de la ecuacion: Ax+By+C=0
P . . A Cc
Con “y” despejada se tiene: y=—zx—=
Dado que “m” es la pendiente y “b” la c
H m=——- y b [
ordenada al origen. B B
Se tiene la ecuacion. y=mx+b>b

La pendiente “m” indica la inclinacién de la recta con respecto al lado positivo del eje de
las abscisas, asi mismo, la ordenada al origen “b”, representa el cruce de la recta con el

eje de las ordenadas.

Sistema de ecuaciones lineales

Segun Lehmann (2009) cuando dos 0 mas ecuaciones lineales son consideradas al
mismo tiempo, a las ecuaciones en su conjunto, se les llama un sistema de ecuaciones
lineales. De forma general un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas se

puede representar de la siguiente manera:
ax + bly =C1... Ll, a1b1 * 0,
a,x + be =Cy... L2, azbz * 0,

Este autor sefiala que la solucibn de un sistema de ecuaciones lineales con dos
incégnitas es una pareja ordenada (x,y) que satisface ambas ecuaciones, cuando sucede

lo anteriormente sefialado, se nombran ademas “simultaneas”.

Segun Angel (2011) un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas se puede
representar con la gréfica de cada una de las ecuaciones, en cuyo caso, se pueden

presentar las siguientes situaciones:
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Flgura 2.2. Situaciones generales que se pueden presentar en un sistema de dos ecuaciones lineales con

dos incognitas.

Py
y

4

3

—3—240123&
4 |

Que sean paralelas.

Que sean la misma recta.

Que se crucen en un punto.

No hay solucién.

Numero infinito de soluciones.

Una solucidn, que es el punto
de interseccion.

Sistema inconsistente.

Sistema consistente indeterminado.

Sistema consistente
determinado.

Las rectas tienen iguales pendientes
y diferentes ordenadas al origen.

Ambas rectas tienen la misma
pendiente y la misma ordenada al
origen.

Las rectas tienen distintas
pendientes.

Angel (2011) sefiala las siguientes afirmaciones:

e En un sistema consistente determinado, una pareja ordenada satisface ambas

ecuaciones.

e En un sistema consistente indeterminado, una infinidad de parejas ordenadas

satisface ambas ecuaciones.

¢ En un sistema inconsistente, no existe una pareja ordenada que satisfaga ambas

ecuaciones simultaneamente.

De manera que se puede presentar la siguiente clasificacion.

Figura 2.3. Clasificacion de sistemas de ecuaciones lineales.

Sistema

Determinado

Consistente

Indeterminado

Inconsistente
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Caracteristicas algebraicas de los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas

A continuacién se analizan las caracteristicas de los sistemas de ecuaciones lineales
desde el punto de vista algebraico: teorema de sistemas equivalentes, condiciones de
interseccion y paralelismo, solucién de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos

incégnitas, método de sustitucion y, método de igualacion.

Teorema de los sistemas equivalentes

Para el andlisis algebraico de los sistemas de ecuaciones lineales, es fundamental tener

presente el teorema de los sistemas equivalentes que se expone a continuacion.

Definicion. Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen la misma solucién.
Teorema de los sistemas equivalentes.
Dado un sistema de ecuaciones, podemos generar un sistema equivalente si:

1. Dos ecuaciones se intercambian.
Una ecuacioén es multiplicada o dividida por una constante diferente de cero.
Un multiplo constante de una ecuacion se suma a otra de las ecuaciones.

Un mudltiplo constante de una ecuacién se obtiene multiplicando cada término de la
ecuacioén por una constante diferente de cero

(Moreno, 2004, p. 694).

Condiciones de solucién Unica, sin solucién e infinidad de soluciones

El siguiente desarrollo lo muestra el libro de Uspensky (2000). Sea el sistema de

ecuaciones lineales:
a;x + by =c...(1)
ax + b,y =c;,...(2)

“_n “_ 9

Donde a4, a,, by, by, ¢4, c; SON NUMeros reales 'y, “x” e “y” son incognitas.

Algebraicamente se resuelve haciendo operaciones de manera que se eliminen “x” o “y”.

“ ”

Para eliminar “y” se multiplica la ecuacion (1) por —b, y la ecuacion (2) por by,

posteriormente se suman las ecuaciones equivalentes resultantes y, se despeja la

incégnita que queda, en este caso es “x”.

—by(a1x + b1y) = —b,cq
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by(azx + byy) = byc,

Sumando (a1b; — aybi)x = c¢1b, — c3by

__ C1by—cyby
= —albz_azbl...(3)

Ahora bien, para eliminar “x” se multiplica la ecuacién (1) por —a, y la ecuacion (2) por a;,

posteriormente, se suman ambas ecuaciones equivalentes resultantes y, se despeja la

[T ]

incognita que queda, en este caso es “y”.

—ay(a1x + byy) = cia,
a;(azx + byy) = ca4

Sumal’ldo (albz - azbl)y = (a1 —C1Qy

— €201—C102 (4)
ayby—azby "

Se observa que las ecuaciones (3) y (4) tienen el mismo denominador
a b, —a,by

i

Si este denominador no es cero los Unicos valores de “x” e “y” que satisfacen las

ecuaciones (1) y (2) son las obtenidas por las expresiones (3) y (4), el sistema tiene

solucion Unica. Estas ecuaciones se llaman férmulas de Cramer.

Por otro lado segln Yakovliev (1981), si el denominador es igual a cero:
ab, —a,b; =0

El sistema no tiene solucién o tiene un namero infinito de soluciones.

Yakovliev (1981) examina detalladamente dichos casos. Para fines del desarrollo, se

supone gue b, # 0y se puede dividir la expresion anterior entre b,:
_ %2y _
a, > b; =0
. . .z b . . ., .
Si se define la relacion k = b—l, entonces b; = kb,; y Si se sustituye en la expresion anterior
2
se tiene que:

al = kaz

16



Ahora bien, sustituyendo en el sistema original, ecuaciones (1) y (2):
ka,x + kb,y = cq...(1)
ax + by = ¢;...(2)
Se puede observar que el sistema no tiene solucion si ¢; # kc,.

El sistema tiene una infinidad de soluciones siy s6lo si la primera ecuacion del sistema se

obtiene de la segunda, multiplicando término a término por k = %

2

En el razonamiento anterior se supuso que b, # 0, pero también se puede hacer con

cualquier otro coeficiente de las incognitas y se llega a los mismos resultados.

Por otro lado, segun Anfossi (2000) los métodos algebraicos para resolver sistemas de
ecuaciones lineales son llamados métodos de eliminacion, ya que consisten en eliminar
una incognita, es decir, reducir el sistema propuesto a otro que tenga una ecuacién con
una incégnita. La eliminacion de la incognita se puede llevar a cabo de tres formas
distintas: por suma o resta, por igualacién, o por sustitucién. A continuacién se exponen

los procedimientos de sustitucion y de igualacion.
Métodos de solucion de sistemas de ecuaciones lineales

Método de sustitucion

Tomando en consideracién el libro de Angel (2011), los pasos para resolver un sistema de
dos ecuaciones lineales con dos incégnitas por el método de sustitucion son los

siguientes:
Sea el sistema, que hemos trabajado con anterioridad en esta seccion:

a1x+ b1y =cq...(1)
ax + by = c,...(2)

1. Se despeja una incognita de alguna de las ecuaciones. Para este desarrollo

“ "

seleccionamos “x” de la ecuacion (1).

c1 — byy
a,

X =
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Se sustituye el despeje anterior en la ecuacion (2).

c1 —byy

az <—) + by = c;
a,

Se resuelve la ecuacién anterior para conocer el valor de “y”. Donde se obtiene

la misma ecuacion (4), sefialada anteriormente.

€2a1—C102 (4)
ajby—azb; "

y:

“,_n

Para obtener el valor de “x”, se sustituye el valor de “y” encontrado en la
ecuacion anterior, en cualquiera de las ecuaciones (1) o (2).
Se comprueba, sustituyendo los valores encontrados en las ecuaciones

originales.

Método de igualacién

Segun Angel (2011) el método de igualacién consiste en los pasos que se muestran a

continuacion, sea nuevamente el sistema original:

a;x + by =c;...(1)
ax + by =c,...(2)

Se despeja una incégnita en ambas ecuaciones (la misma), en este caso se

(73]

despeja la “y”.

_ Ci—aqx
Y=
1
_ Cx—axXx
y b,

Se igualan las ecuaciones anteriores:

C1—a1X _ Cp—dyx
by b,

Se resuelve la ecuacion anterior para encontrar el valor de “x”. Resulta la
misma ecuacion (3), sefialada anteriormente.

_ C1by—cyby

= —albz_azbl...(3)

18



[T} “_n

4. Para obtener el valor de “y”, se sustituye el valor encontrado para “x” de la
ecuacion anterior, en cualquiera de las ecuaciones (1) o (2).
5. Se comprueba sustituyendo los valores encontrados en las ecuaciones

originales.
Método gréfico

Segun Angel (2011), para obtener la solucion grafica de un sistema de ecuaciones
lineales, simplemente se grafica cada una de las ecuaciones y se identifica su punto de

interseccion.

En este apartado se han expuesto las consideraciones tedricas de las ecuaciones lineales
desde el punto de vista matemético, a continuacion, se mencionaran algunos estudios

desde el punto de vista de la Educacion Matematica.

Sistemas de ecuaciones lineales en Educaciéon Matematica

En la literatura de educacion matematica, se encuentran diversos estudios acerca de
ecuaciones lineales, entre otros, se pueden mencionar (en orden en que se presentan
renglones adelante): Segura (2004); Duval (1992); NCTM (2000); Yakes y Star (2009), los
cuales, se exponen a continuacién. Asi mismo se menciona la influencia de dichos

estudios para este trabajo

En el articulo de Segura (2004) el objetivo es disefiar y probar una secuencia de
ensefianza, para promover el aprendizaje de la solucién de los objetos sistemas de
ecuaciones lineales, de forma que el tratamiento y pasaje de registros de representacion

es el eje de la construccion de actividades.

Registros de representaciones
Duval (1999, en Segura 2004) sefiala: “La coordinacibn de varios registros de
representacion es fundamental para una asimilacién conceptual de un objeto; ademas, es

necesario que el objeto no se confunda con sus representaciones, pero debe ser
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reconocido en cada una de ellas” (p. 53). También afiade que para comprender un objeto

matematico es necesario coordinar al menos dos registros de representacion.

Duval (1999, en Segura 2004) menciona algunos ejemplos de registros de representacion
para el objeto mateméatico sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas, a

continuacion se muestra uno de dichos ejemplos.

Figura 2.4. Ejemplos de representaciones de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas.

Reqgistro verbal: Si los lados de un rectangulo se alargan 2
centimetros cada uno, el perimetro es de 24
centimetros. Si se sabe, ademas, que la diferencia
entre la medida de los lados es de 2 centimetros,
¢cuanto miden los lados del rectangulo?

Reqgistro algebraico: 2x+2)+2(y+2)=24
x—y=2

Registro Grafico: Ty

En su articulo de 2004, Segura, propone las siguientes actividades: formular ecuaciones
de dos rectas que se corten en punto determinado y posteriormente graficarlas; verificar
soluciones algebraica y graficamente; realizar tratamientos en los registros verbal,
algebraico y gréfico; dado un sistema de ecuaciones, hallar la soluciéon grafica y
algebraica y, que los alumnos se acerquen a la nocidn de sistemas inconsistentes vy

equivalentes.

Algunas caracteristicas de la secuencia de Segura (2004) son: trabajo en el campo de los
nameros reales, sistemas de ecuaciones lineales de dos incognitas y conjuntos de
solucion unitario, vacio e infinito; las ecuaciones de las rectas contemplaron ordenadas al

origen enteras y pendientes racionales. La forma de trabajo es en equipo y, los alumnos
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reportan las actividades individualmente. Se procuré que las fases de accion fueran

formulacion y validacion.

La autora menciona que el trabajo con tres registros de representacion (verbal, gréfico y
algebraico) facilita que el alumno identifique el objeto en todos los registros, la secuencia
no asocia el objeto sistemas de ecuaciones lineales con los métodos de resolucion, por lo

cual evita que se confunda el objeto con los algoritmos.

En el presente estudio, con relacién al tema matematico, se trabaja con: a) tres registros
de representacion: verbal, algebraico y grafico; b) algunas de sus conversiones, por
ejemplo: del registro geométrico al algebraico y viceversa, del registro verbal al grafico y al
algebraico; c) con sistemas de solucion Unica, sin solucién y con infinidad de soluciones;
d) con sistemas de dos y mas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas. Con
relacion a la forma de trabajo, las tareas se llevan a cabo de forma: a) individual; b) en

equipo y, c) grupalmente.

Articulacion de dos registros de representacion

Duval (1992) en su articulo Graficas y Ecuaciones: la articulacién de dos registros,
considera tres vias que dan lugar a las representaciones graficas de ecuaciones lineales:
la primera es la de punto por punto; la segunda es la de extension de trazo, que consiste
en actividades de interpolacion y extrapolacion; y la tercera, es una interpretacion global

de las propiedades de las graficas.

Duval (1992) menciona que con un analisis global de las propiedades de la gréafica, ya no
estamos en presencia de la asociacion de un punto con una pareja de nimeros, sino de la
asociacion variable visual de la representacién grafica con la unidad significativa de la
escritura algebraica. Cuando se parte de la representacién grafica a la algebraica, para

encontrar la pendiente, por ejemplo, la via de la interpretacion global se hace necesaria.

Segun Duval (1992) en la representacion gréfica se tienen variables visuales y, en la
representacion algebraica unidades simbdlicas significativas. El autor afirma que la
interpretacion de las representaciones graficas depende de una identificacion de todas las
variables visuales y de su correspondencia con los simbolos algebraicos. Cada una de las
caracteristicas visuales de la representacion grafica de una ecuacion lineal corresponde a

una unidad significativa de la ecuacion algebraica y = mx + b.
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El autor sefiala que, al analizar los valores para la pendiente en su representacion gréfica,

ésta se hace significativamente diferente, cuando sus valores son: +2; +1y + %

Segun el autor, la via de interpretacion global para las representaciones graficas es mejor;

que la graficaciéon punto por punto. Entre estas vias existe un:

abismo que separa la via del punteo y la via de la interpretacion global. Esta Ultima exige una
discriminacion de todas las variables visuales pertinentes, lo que no se requiere ni se induce
mediante la construccion de las rectas a partir de su ecuacion. Y, sin esta via de interpretacion
global, no hay utilizacién posible de las gréficas para dar un valor intuitivo a la escritura
algebraica, para expresar analiticamente las propiedades geométricas (Duval, 1992, p.134).

El autor sefala que, para el aprendizaje se deben de considerar dos situaciones: aquellas
en que el tratamiento es puramente matematico, relaciones entre nimeros; y aquellas
otras en que las relaciones son entre magnitudes de naturaleza diferente (tiempo,
distancia, velocidad). El autor indica que la presentacion de un fenémeno fisico,
econdémico o biolégico puede dar un mayor interés a las graficas; pero no facilita el
aprendizaje de las mismas, sino al contrario, lo dificulta. Por lo anterior, el autor sefiala
gue es importante trabajar en el aspecto puramente matematico antes que en otros

ambitos.

En el presente estudio, se decide trabajar con la representacion algebraica de la forma
y = mx + b, su representacion gréfica, la conversion entre dichas representaciones por la

via de la interpretacién global y, con un tratamiento puramente matematico.

La comparacién para desarrollar la flexibilidad

Yakes y Star (2009) en su estudio Usando la comparacion para desarrollar la flexibilidad
en la ensefianza del algebra, consideran que la flexibilidad es tener conocimiento de
multiples procedimientos para resolver problemas matematicos y la habilidad para

seleccionar el mejor de ellos para cada problema.

Los autores afirman que la comparacion entre procedimientos ayuda a la adquisicién de
flexibilidad. Una efectiva comparacién incluye los siguientes dos pasos: comparar distintos
métodos de solucion, uno al lado del otro, en la misma pagina; seguida de una discusion

para encontrar similitudes y diferencias entre los métodos.
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Segun los autores, la flexibilidad requiere del conocimiento de procedimientos y de saber
cuando y cédmo usarlos apropiadamente. Por otro lado, la discusién de la comparacion

ayuda a los estudiantes a justificar porqué preferir una estrategia de otra.

Los autores sefialan un ejemplo para sistema de ecuaciones lineales, en el cual los

estudiantes resuelven dos sistemas con dos métodos distintos, Ejemplo:

Resuelve los siguientes sistemas por los métodos sustitucion y por suma y resta.

1. 4x—3y =12 2. y=3x—-2

2x+5y =28 5x+2y=8

(Yakes y Star, 2009, p.180)

En este ejemplo particular, los autores mencionan que para los estudiantes es mas facil
usar el método de sustitucion para el sistema 2, debido a que la incognita “y” ya esta
despejada en una de las ecuaciones. Por otro lado, en el método de suma y resta, los
alumnos son mas eficientes cuando el minimo comun mdaltiplo de los coeficientes de la

T3] [T

incognita “x” o “y”, es facil de encontrar.

Los autores afirman que la comparacion: puede incrementar ampliamente la flexibilidad de
los estudiantes, facilita la discusién dentro del salén de clases y, permite a los estudiantes

elegir el método con el que puedan trabajar mejor.

En este estudio se decide trabajar con la comparacién entre los métodos de sustitucion y
de igualacion, también se promueve la libre eleccién de algin método de solucion.
Principios y Estandares para ecuaciones lineales

EI NCTM (2000) en los Principios y Estandares para la Educacién Matematica, sefiala que
“[Nos alumnos deberian aprender una cantidad considerable de Algebra y Geometria, y
verlas interconectadas” (p. 216). Por lo que, es importante trabajar los registros algebraico

y geomeétrico de ecuaciones lineales.

Para el tema de ecuaciones lineales el NCTM (2000) hace recomendaciones precisas:
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e explorar relaciones entre expresiones simbdlicas y gréficas de lineas, poniendo
especial atencién en el significado de la ordenada al origen y de la pendiente,
e reconocer y generar formas equivalentes de expresiones algebraicas sencillas y

resolver ecuaciones lineales (p. 226).

Por otro lado, en los estdndares de procesos, el NCTM (2000) sefiala que, si los
estudiantes pueden conectar ideas matematicas su comprension es mas profunda y

duradera, “reconocer y usar las conexiones entre ideas mateméticas” (p. 68).

Tomando en consideracion las referencias anteriores, en el disefio del ambiente de
aprendizaje que nos ocupa, se promueve: a) trabajar con al menos dos registros de
representacion y su conversion, b) la interpretacion global de la representacion grafica de
la ecuacion lineal en su forma y = mx + b, ¢) la comparacién de varios procedimientos de
solucién y su discusion y, d) que los estudiantes realicen conexiones entre las distintas

ideas matematicas.

Consideraciones complementarias para este trabajo

Tomando en cuenta los fundamentos de la mateméatica y los estudios de educacion
matematica, expuestos anteriormente, es conveniente enfatizar las siguientes
observaciones para sentar las bases del disefio del ambiente de aprendizaje con

comprension de los sistemas de ecuaciones lineales en este trabajo.
Algunas caracteristicas de los sistemas de ecuaciones lineales son las siguientes:

e sON un conjunto de ecuaciones lineales;

e en la representacion algebraica, las incognitas deberan de estar a la primera
potencia y no estar multiplicadas entre si;

e dado que una ecuacion puede tener una 0 mas incégnitas, los sistemas de
ecuaciones lineales también pueden tener una o0 mas incégnitas;

¢ dado que la representacién geométrica de una ecuacién lineal con dos incégnitas
es una recta en el plano cartesiano, la representacion geométrica de un sistema
de ecuaciones lineales con dos incognitas es un conjunto de rectas en el plano

cartesiano.
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Para el sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, expresadas de la

siguiente forma:

y=myx + by...L;

Yy =myx +b,...L,

Donde m4, m,, by, b, sSOn nUmeros reales vy,

“,_ " [T 1]

x" ey

son incégnitas.

Las situaciones que se pueden presentar en su representacion geométrica, se muestran

en la siguiente figura.

Flgura 2.5. Situaciones que se presentan en la representacion geométrica de un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incAgnitas.

Situaciones /

A) Dos rectas

B) Dos ecuaciones

C) Dos rectas que se

D) Dos rectas que se

caracteristicas paralelas, cuya representacion intersectan con el eje intersectan entre
diferentes una de graficaes lamisma | de las ordenadas en el | ellas fuera del eje de
la otra recta mismo punto las ordenadas
y Tv 1 s
Representacion
geométrica . . .
Caracteristicas m, =m, m; =m, my #m, my #m,
enla
representacion b, # b, b, = b, b, = b, b, # b,

algebraica

Representacion
verbal con
respecto a la
representacion
geométrica

Dos rectas con
inclinaciones
iguales e
intersecciones con
el eje de las
ordenadas
diferentes.

Dos rectas con
inclinaciones iguales
e interseciones con el
eje de las ordenadas
iguales.

Dos rectas con
inclinaciones
diferentes e
intersecciones con el
eje de las ordenadas
iguales.

Dos rectas con
inclinaciones
diferentes e
intersecciones con el
eje de las ordenadas
diferentes.

Representacion
verbal con

Dos ecuaciones
con coeficientes

Dos ecuaciones con
coeficientes iguales y

Dos ecuaciones con
coeficentes diferentes

Dos ecuaciones con
coeficientes

respecto a la iguales y términos | términos y términos diferentes y términos
representacion  independientes independientes independientes independientes
algebraica diferentes. iguales. iguales. diferentes.

Tipo de Sistema sin Sistema con infinidad =~ Sistema con solucion | Sistema con solucion
solucion solucién de soluciones. Unica. Unica.
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En el presente trabajo, también se resuelven sistemas de mas de dos ecuaciones lineales
con dos incégnitas, a continuacion se mencionan dos casos: uno con solucién Unica y otro

donde se producen puntos de interseccion entre sus rectas.

Figura 2.6. Ejemplos de sistemas de tres ecuaciones lineales con dos incognitas que se trabajaran en este

estudio.

< Lo

S

w

/

Sistema de tres ecuaciones lineales con dos Sistema de tres ecuaciones lineales con dos
incdgnitas con solucion Unica. En su representacion incdgnitas sin solucidn Unica. En su representacion
geométrica las tres rectas se intersectan en un mismo | geomeétrica las rectas se intersectan por pares.

punto.

Como se anticipé paginas atras, en el desarrollo didactico, se contempla para la solucién

de sistemas de ecuaciones lineales los métodos: de igualacion, de sustitucion y gréfico.

A partir de la tarea 18 (Ver Anexo 1), el alumno puede determinar si un sistema tiene
infinidad de soluciones o, no tiene solucién, analizando Unicamente la representacion
geométrica del sistema en cuestion. Sin embargo, no se puede decir lo mismo cuando se
trabaja en la representacion algebraica. Por tal raz6n se considera conveniente trabajar
con la representacion algebraica de dichos sistemas a fin de que el alumno “visualice” las
expresiones que se obtienen para cada caso. Las caracteristicas algebraicas para dichos

sistemas, se pueden sefialar a partir del siguiente sistema:
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y=myx+by...1
Yy =myx +b,...L,

“,_ " “,.

Donde m4,m,, by, b, son nimeros reales y, “x” e “y” son incognitas.

Aplicando el método de igualacién en el sistema, resulta:

mx + by =myx + b, ...(E)

Para un sistema sin solucion se Para un sistema con infinidad de
tiene que: soluciones se tiene que:
m; =m, m; =m,
b1 * bz bl = bz
Sustituyendo m, en la ecuacién Sustituyendo m, y b, en la
(E), ésta se reduce a: ecuacion (E), ésta se reduce a:
bl = bz 0 = 0
Que es una contradiccién Que es una identidad matematica.
matematica, ya que se parte de
que:

Bosquejos de representacion geométrica de ecuaciones lineales

Segun Leinhardt y colaboradores (1990), el uso de los bosquejos de representacion
geométrica parece una opcidén muy buena, que no ha sido explorada sistematicamente.
La autora sefiala que con el uso de los bosquejo se puede dar forma a la intuicion sin las

restricciones del formalismo.

Por otro lado, segun Duval (1992), la ecuacion lineal en su forma algebraica y = mx + b,
donde “m” es el coeficiente y “b” es la constante, tiene una correspondencia directa a las
caracteristicas globales de su representacion gréfica. A continuacién se muestra una tabla

de caracteristicas segun este autor.
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valores visuales

valores

unidades simbdlicas correspondientes

-sentido de inclinacion:

-angulos con los ejes:

posicion sobre el eje y:

Tomando como base la

trazo ascendente
trazo descendente

particion simétrica
angulo menor
angulo mayor
corta arriba

corta abajo
corta en el origen

coeficiente >0 +ausencia de simbolo +
coeficiente <0 presencia del simbolo -
coeficiente =1 paso del coeficiente
escrito

coeficiente <1

coeficiente >1

se afiade una constante signo +

se sustrae una constante signo -

paso de correccidn aditiva

(p. 129)

ecuacion pendiente-ordenada se puede bosquejar

representacion grafica de una ecuacion lineal, identificando los valores de la ordenada al

origen, de la pendiente y “traduciéndolos” sobre un bosquejo de plano cartesiano. De tal

forma que se tenga una representacion cualitativa del comportamiento geométrico de la

ecuacion.

Para hacer el bosquejo de una gréfica, en el plano cartesiano los ejes no llevan unidades,

sin embargo se consideran las mismas para ambos. Las caracteristicas entre la

representacion algebraica y el bosquejo de representacion geomeétrica de una ecuacion

lineal, se muestran en la siguiente figura 2.7.

Figura 2.7. Caracteristicas entre la representacion algebraica y geométrica de la ecuacién lineal.

Representacion Algebraica

Bosquejo de representacién Geométrica

y=mx+b

y

/

interseccion

Ecuacion con dos incdgnitas representadas, estas

[T L) [33E)

Gltimas por “x” e “y”.

Gréfica representada en el plano cartesiano.

€600

El exponente de la “x
despejada.

es uno, cuando la

[T 2]

V> estd

La gréfica es una linea recta.

Término independiente “b”.

Punto de interseccion con el gje de las ordenadas
(0, D).

Coeficiente de “x”, pendiente “m”.

Inclinacion. “a” es el &ngulo que forma la recta con
la parte positiva del eje de las abscisas.
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A continuacion se indica un ejemplo para determinar el angulo de inclinaciéon “a” de una
ecuacion lineal con respecto al lado positivo del eje de las abscisas.
Para la ecuacién y = x.

El término independiente es igual a cero (b = 0); por lo que la recta se intersecta con los
ejes en el origen. Un punto del bosquejo es (0,0). La pendiente es igual a uno (m = 1).

Al expresar “m” como un nimero racional su expresion es:
1
m=-
1

Dado que la definicion de la pendiente es:

_ Ay
M=y

Otro punto se obtiene aumentado un Ax =1y un Ay =1, a partir de la ordenada al

origen, como se muestra a continuacion.

o~

(0.0)

Ahora bien, se traza una recta que pase por los puntos (0,0) y (1,1), y se obtiene la

representacion grafica de la ecuacion, como se muestra a continuacion.

°~

(0.0)

Se observa que se forma un tridngulo rectdngulo, en el cual los dos catetos tienen el
valor de uno, ademas uno de sus angulos (@) esta formado entre el lado positivo del eje

[3P9x L)

de las “x” y la recta.
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Para calcular el valor del angulo «, se usa la funcidn Arco-tangente:
1
tana = -
1
a = arctan(1)
a = 45°

De manera similar, podemos calcular el angulo que forma la recta con respecto al lado

positivo del eje de las abscisas cuando la pendiente tenga cualquier otro valor.

A continuacién se muestran bosquejos donde se sefalan algunos valores de la pendiente

y la correspondiente inclinacion de la recta, para la ecuacion y = mx + 1.

Figura 2.8. Ejemplos de la inclinacion de la recta, la cual depende del valor del coeficiente

“m” (pendiente) para la ecuacion algebraica y = mx + 1.

m=-1/2

m=-1
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Una tabla de valores de la pendiente y los angulos “a” que forma la recta con respecto al

lado positivo del eje “x”, se muestra a continuacion en la tabla 2.1.

Tabla 2.1. valores de la pendiente “m” y el angulo “a” que forma con el
lado positivo del eje “x”. El simbolo < significa “se correlaciona con”.

Valor de la pendiente o Angulo formado
m>1 o 45% < ¢ <90°
m=1 o a = 45°

0<m<1 © 0° < @ <45°
m=20 © a=0

-1<m<0 o 135° < @ < 180°
m=—1 o a = 135°
m<—1 o 90° < @ < 135°

Para que un bosquejo de representacion grafica de una ecuacion lineal, sea factible de
asociarse a la representacion algebraica de dicha ecuacién, debera tener las siguientes

caracteristicas:

e (ue sea una recta,
e la interseccibn con el eje de las ordenadas debe estar en relacion directa
(cualitativamente) con el término independiente,

e la inclinacion de la recta, angulo “a”, debera estar acorde con el valor de la

pendiente “m” (coeficiente de la incognita “x”) y en consecuencia, con los angulos

mostrados en la tabla 2.1.

A continuacién se muestra una tabla de correspondencia.

Tabla 2.2. Correspondencia de caracteristicas

Correspondencia
Representacion Representacion geométrica El simbolo < significa “se correlaciona
algebraica con”,
El simbolo — significa “se relaciona con”
y=mx+b .. Angulo a,. Ordenada al origen b,. | "1 < %1 iy Cw
b, & interseccion con eje "y" (0, b,)
y=myx+b,..L, Angulo a,. Ordenada al origen b,. = m, < a,
b, & interseccion con eje "y" (0, b,)
y =mgx + by ...L Angulo a;. Ordenada al origen b,. My < 3 ., .
3 33 3 3 b, & interseccion con eje "y" (0, b3)
y=mux+b,..L, Angulo a,,. Ordenada al origen b,,. Z;": izgersecci(m con eje "y" (0,b,)
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En este apartado se han presentado las consideraciones matematicas para el disefio del
ambiente de aprendizaje de las ecuaciones lineales, a continuaciébn se presentan las
consideraciones tedricas del aprendizaje con comprension y del disefio del ambiente de
aprendizaje.

Aprendizaje con comprensién segun Hiebert y Carpenter (1992)

Hiebert y Carpenter (1992) sefialan que una de las ideas mas aceptadas en la comunidad
de educaciébn matematica, es que los estudiantes deben aprender matematicas con

comprension.

Los autores proponen un modelo para el aprendizaje con comprension, en el cual
consideran, entre otros conceptos, los de: representaciones externas, representaciones
internas y conexiones. También definen lo que para ellos es la comprension, la forma en

gue se puede desarrollar y las consecuencias que provoca.

Representaciones Internas y Externas

Los autores afirman que para pensar y comunicar ideas matematicas se requiere
representarlas de alguna forma. Para pensar en dichas ideas matematicas, necesitamos
representarlas internamente, de manera que la mente pueda operar sobre ellas. La
comunicacion requiere de representaciones externas, tales como: leguaje hablado,

simbolos escritos, dibujos u objetos fisicos.

Segun los autores, existe relacion entre las representaciones externas e internas. La
forma en que un estudiante interactla con las representaciones externas, revela de algin

modo la forma en que las tiene representadas internamente.

Conexion de representaciones

Hiebert y Carpenter (1992) asumen que las representaciones internas pueden ser
conectadas entre ellas de forma util y que, dichas conexiones pueden ser estimuladas al

construir conexiones entre sus correspondientes representaciones externas.

Los autores afirman que las conexiones externas pueden ser construidas por los

aprendices, entre diferentes formas de representaciéon de una misma idea matematica o,
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de distintas maneras en la misma forma de representacion. Las conexiones se pueden
hacer con base en relaciones de similitudes (esto se parece a) o, de diferencias (esto es
distinto a).

Redes estructuradas

Los autores sefialan que cuando las representaciones internas son conectadas producen
redes de conocimiento. No es factible conocer la naturaleza exacta de las redes pero es
atil pensar que se estructuran de dos maneras: verticalmente en forma de piramide v,

horizontalmente en forma de telarana.

Definicién de Comprension

Con las consideraciones anteriores: representaciones internas, conexiones y redes

estructuradas, los autores establecen la siguiente definicion:

[u]na idea, procedimiento o hecho matematico es comprendido si es parte de una red interna.
Mas especificamente, las matematicas son comprendidas si éstas son parte de una red de
representaciones. El grado de comprensién esta determinado por el nimero y fuerza de las
conexiones (Hiebert y Carpenter, 1992, p. 67).

Segun los autores, las redes de representaciones mentales se construyen gradualmente,
cuando nueva informacion es conectada a redes existentes 0, nuevas relaciones son

construidas entre informacién previamente desconectada.

Los autores afirman que la comprensién esta limitada cuando las conexiones son muy
débiles y que, la comprensién crece cuando crecen las redes y/o las relaciones se van

fortaleciendo.

Hiebert y Carpenter (1992) sefialan que el crecimiento de las redes se puede caracterizar
como cambios en las mismas. La mejor forma de describir los cambios en las redes es
COmo reorganizaciones, nuevas conexiones son formadas, y viejas conexiones pueden
modificarse o0 abandonarse. Es de especial interés que las conexiones erréneas se

“destruyan”, a fin de que sean “sustituidas por las adecuadas”.
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Consecuencias de la comprension

Hiebert y Carpenter (1992) afirman que la comprension tiene sus consecuencias: es
generativa, promueve el recuerdo, reduce el monto de lo que se debe recordar, mejora la

transferencia e influye en las creencias de los estudiantes.

La generatividad de la comprensién. Consiste en que los estudiantes puedan construir
conexiones productivas. Segun los autores, primeramente la comprension es desarrollada
con base a numerosas Yy fuertes conexiones entre representaciones internas v,

posteriormente se pone en marcha el proceso inventivo.

Los autores afirman que cuando las invenciones son soportadas por redes enriquecidas
son mas propensas a conectar nuevas representaciones, porque simplemente hay mas

lugares donde se pueden relacionar.

La comprension promueve el recuerdo. Hiebert y Carpenter (1992) indican que una
ventaja para crear conexiones, es gque en una buena conexién del conocimiento, éste es
recordado mejor. Lo anterior se explica porque, una red estructurada de representaciones
internas contiene mas rutas de conexiones de informacion o vias de acceso. Ademas,
dicha red estructurada es menos probable que se deteriore que representaciones internas

“aisladas”.

La comprension reduce el monto de lo que se debe recordar. Los autores indican que si
algo se comprende es conectado a una red, y recordar una parte de ella es como recordar
la red entera, reduciendo el nUmero de items que tenga que ser recordado. Por otro lado,
cuando no existen conexiones, las “piezas sueltas de informacién” necesitan ser

recuperadas una por una.

La comprension mejora la transferencia. Los autores sefialan que la transferencia es
esencial y ocurre frecuentemente en matematicas: nuevos problemas necesitan ser
resueltos, usando lo aprendido y las estrategias previas. La comprension requiere
numerosas Yy fuertes conexiones dentro y entre las redes, si esto ocurre, se puede tener
mejor capacidad para la busqueda de similitudes y diferencias con tareas de mayores
requerimientos de conocimiento. Reconociendo similitudes y diferencias entre tareas,

incrementa la posibilidad de transferir una estrategia usada en una tarea a otra similar.

La comprension influye en las creencias de los estudiantes. Hiebert y Carpenter (1992)
sefialan que la comprension influye en las creencias de los estudiantes con respecto a las
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matematicas. En un aprendizaje memoristico, los alumnos pueden creer que las
matematicas: i) sélo son una materia con reglas que seguir, ii) s6lo son simbolos en el
papel, iii) estdn desconectadas de otras materias, iv) la misma matematica esta
desconectada entre un tema y otro. Por otro lado, en un aprendizaje con comprension
podemos esperar que los alumnos, consideren a la matemética como un cuerpo adherido
de conocimientos, y que la informacion adquirida en un tema sera conectada con otro

tema dentro y/o fuera de las matematicas.

En el presente trabajo se decide hacer tareas que promuevan la comprension. El
establecimiento de relaciones entre representaciones mateméaticas, de tal forma que el

alumno encuentre similitudes y diferencias entre ideas matematicas.

Disefios de Ambientes de Aprendizaje segun Bransford, Brown vy
Cocking (1999)

Bransford, Brown y Cocking (1999) manifiestan que cuando el propdsito de la ensefianza
es que los alumnos aprendan con comprension, se tienen que disefiar entornos de
aprendizaje que la favorezcan. Para el disefio de estos entornos, los autores sefialan que
se deben considerar cuatro perspectivas: centrada en el estudiante, en el conocimiento,
en la evaluacién y en la comunidad. Aunque estas cuatro perspectivas se pueden analizar
por separado, se requiere que sean conceptualizadas como un todo. A continuacion se

mencionan algunas consideraciones principales de cada una de ellas.

Centrados en el estudiante

Para los entornos centrados en el estudiante, Bransford, Brown y Cocking (1999)
consideran que estos entornos son los que ponen atencién en los conocimientos,
habilidades, actitudes y creencias que los estudiantes traen al escenario educativo. En
dichos escenarios se considera que los aprendices construyen su propio significado,
conocimiento y comprension sobre los conocimientos y creencias con las que llegan al
salén de clase. Algunas veces, dicho conocimiento apoya al nuevo aprendizaje y en otras,
lo obstaculiza. Una instruccién efectiva comienza con lo que los estudiantes traen consigo
e intenta ayudarlos a hacer las conexiones sobre sus conocimientos previos y su trabajo

académico actual.
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Centrados en el conocimiento

Bransford, Brown y Cocking (1999) sefialan que la definicion de qué conocimientos
necesitan adquirir los estudiantes es fundamental en esta perspectiva y que los

estandares en areas como ciencia y mateméaticas ayudan en dicha definicion.

Los autores afirman que se debe enfocar la atencién en la informacion y las actividades
gue ayuden a los estudiantes a desarrollar comprension y que, una aproximacion
interesante para desarrollar el curriculo es la “formalizacion progresiva”. En ella se
empieza con las ideas informales que los estudiantes traen y se les ayuda para que estas

ideas sean transformadas y formalizadas.

Segun los autores, los estudiantes no sélo deben aprender a calcular y computar sino
también deben darle sentido a estas actividades y, pensar matematicamente. Los
mencionados autores sostienen que la importancia del automatismo ha sido demostrada
en distintas areas por lo que, es un reto dar un balance apropiado entre las actividades
destinadas para promover la automatizacion y las actividades para promover la

comprension.

Centrados en la evaluacion

Bransford, Brown y Cocking (1999) sefialan que la evaluaciébn debe proporcionar
oportunidades de revision y retroalimentacion. Debe ser congruente con los objetivos del

aprendizaje. Los dos mayores usos de la evaluacién son: la sumativa y la formativa.

La evaluacion sumativa se toma al final de algin conjunto de actividades de aprendizaje,
incluye los exdmenes hechos al final de una unidad de estudio o de un curso. Esta forma

de evaluacién nos permite decidir la promocién o no promocién del estudiante.

Los autores afirman que la evaluacion formativa comprende las evaluaciones usadas en
el contexto del salon de clase como recurso de retroalimentacién para mejorar el proceso
de ensefianza—aprendizaje y, proporciona a los estudiantes la oportunidad de revisar y

mejorar.

Segun los autores, si el objetivo es el aprendizaje con comprension, la evaluacion debe
centrase precisamente en la comprension y no Unicamente en la memorizacion.

Oportunidades de retroalimentacion deben de ocurrir cotidianamente, como parte de la
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instruccion y, no esporadicamente. La retroalimentacion es mas valiosa cuando los

estudiantes tienen que usarla para revisar sus pensamientos y su forma trabajo.

Centrados en la comunidad

Bransford, Brown y Cocking (1999) indican que, se puede afirmar que con el trabajo
colectivo y la disposicién de aprender de los otros, se promueve el aumento de la
comprension de los alumnos. Por otro lado, estos autores consideran que muchos
estudiantes deben ser ayudados a aprender a trabajar colaborativamente y afirman que,
las normas para el trabajo individual, en equipo y grupal son importantes para una mejora

continua.

Los autores sefialan que es importante tener presente que los alumnos pueden cometer
errores. Los estudiantes deben considerar que dichos errores son oportunidades de
mejora tanto para el alumno que los comete, como para los demés. Por otro lado, los
autores sefialan que la competencia puede afectar positiva o negativamente el trabajo de

los miembros de la comunidad.

En este trabajo se ha decidido disefiar un ambiente de aprendizaje con comprensién
tomando en consideracion los entornos centrados en: el estudiante, el conocimiento, la

evaluacion y la comunidad.

En este capitulo se han expuesto los fundamentos tedricos sobre los cuales se basa el
presente trabajo, en el siguiente capitulo se exponen a detalle los lineamientos del disefio

del ambiente de aprendizaje con comprension.
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Capitulo 3. Metodologia

Como se indicd en el capitulo anterior, Bransford, Brown y Cocking (1999) manifiestan
gue cuando el propdsito de la ensefianza es que los alumnos aprendan con comprension,
se tienen que disefiar entornos de aprendizaje que la favorezcan. Para el disefio de estos
entornos, los autores sefialan que se deben considerar cuatro perspectivas: centrada en
el estudiante, en el conocimiento, en la evaluacion y en la comunidad. Aunque estas
cuatro perspectivas se pueden analizar por separado, se requiere que sean
conceptualizadas como un todo. En este capitulo se disefia el ambiente de aprendizaje

siguiendo dichas perspectivas.

Determinacién de la poblaciéon bajo estudio

El estudio se realiza con un grupo, como cualquier otro, de veintiséis alumnos de primer
semestre del Colegio de Ciencias y Humanidades de la UNAM, plantel Naucalpan, cuyas
edades oscilan entre 15 y 17 afios, son alumnos de recién ingreso al bachillerato. Esta es
una poblacién disponible para el estudio, no se seleccion6. Semanalmente se trabaja con
dos sesiones de dos horas y con una, de una hora. La materia es Matematicas |. El autor

de este escrito es el profesor del grupo e imparte el curso todo el semestre.



En el programa de estudios del segundo afio de la educacion secundaria (ver Anexo 3) se

contempla que el alumno:

e Resuelva problemas que impliquen el planteamiento y la resolucion de un sistema
de ecuaciones de 2X2 con coeficientes enteros, utilizando el método mas
pertinente (suma y resta, igualacién o sustitucion).

e Represente graficamente un sistema de ecuaciones de 2X2 con coeficientes
enteros.

e Reconozca que el punto de interseccion de sus graficas es el punto de solucién

del sistema.

Por lo anterior, se espera que en este primer semestre de bachillerato sea la segunda

ocasion en que los alumnos trabajen con el tema de Sistemas de ecuaciones lineales.

Disefio del ambiente de aprendizaje

Centrado en el estudiante

Segun los autores Bransford, Brown y Cocking (1999) se deben de tomar en cuenta los

conocimientos, actitudes y creencias de los estudiantes al presentarse al salon de clase.
Los conocimientos previos se pueden clasificar en dos grandes grupos:

e en el primero podemos establecer los conocimientos necesarios para abordar el
tema de interés, conocimientos previos para abordar el tema;
e en el segundo, los conocimientos que los alumnos han aprendido del tema de

ecuaciones lineales en otros cursos, conocimientos previos del tema.

En este punto, se pone de manifiesto el traslape de dos perspectivas, la del estudiante y

la del conocimiento.

Conocimientos previos para abordar el tema

De los conocimientos previos que son necesarios para acceder al estudio de los sistemas
de ecuaciones lineales, sobresalen los que tienen relaciones directas entre la
representacion algebraica y la geométrica. Y los que son “considerados” solo en al @mbito

algebraico o s6lo en el &mbito geométrico.
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Los conocimientos previos que tienen conexién entre la representacion algebraica y la

geométrica se muestran en la siguiente tabla. El simbolo — significa “se relaciona con”.

Tabla 3.1. Algunos conocimientos previos. Conexiones entre las representaciones.

No. Representacion algebraica - Representacion geométrica
1 | Una pareja ordenada (x,y). — | Un punto en el plano cartesiano.
Reconocimiento que en la ecuacion:
y=mx-+b
2 s s — | La gréafica asociada es una linea recta.
El exponente de “x” es uno cuando “y” esta
despejada. Es una ecuacidn lineal con dos
incognitas, la cual tiene una infinidad de soluciones.
A partir de la representacion algebraica de una Dichas parejas ordenadas se pueden
3 ecuacion lineal, se puede pasar a un registro tabular. 5 representar en el plano cartesiano. Para el
El cual, represente algunas parejas ordenadas que trazo de una recta, sélo se necesita la
sean solucion de la ecuacion. localizacion de dos puntos.
Si una pareja ordenada (x, y), satisface a una .
4  pare] (. , Y) . » — | El punto asociado pertenece a la recta.
ecuacion lineal, es solucion de dicha ecuacion.
Si una pareja ordenada (x, y), no satisface a una .
5 A pare] ( 3.'), - - — | El punto asociado no pertenece a la recta.
ecuacion lineal, no es solucion de dicha ecuacion.
Para la ecuacion: El coeficiente m se relaciona con la
inclinacion de la recta.
y=mx+b
6 . - — | El término independiente b se relaciona
m es el coeficiente de “x”, . g .
con la interseccion de la recta con el eje de
b es el término independiente. las ordenadas
Observando la representacion algebraica: Al considerar los valores dem y b,
7 — | graficar, o bien, hacer el bosquejo de la
y=mx+b grafica.
La ecuacién:
8 y=ax*+b 5 La representacion geométrica de dicha
., - . ecuacion es una parabola.
Es una ecuacion cuadratica. La cual tiene una
infinidad de soluciones.

Cabe mencionar que el autor de este escrito fue el profesor del grupo durante todo el
semestre, por lo que se ha asegurado que los conocimientos previos para abordar el tema

fueron cubiertos en su totalidad.

En el ambito que se considera solamente algebraico, es importante que el alumno, pueda
resolver ecuaciones lineales con una incognita de la forma Ax + B = Cx + D. Ademas
debe saber que dos ecuaciones equivalentes tienen la misma solucion, este conocimiento

esta considerado en la unidad de Ecuaciones lineales, anterior a la que nos ocupa.
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En el &mbito que se considera solamente geométrico, el alumno debe conocer el

concepto de rectas paralelas y que una recta es paralela a si misma.

Los conocimientos previos al tema de sistemas de ecuaciones lineales se trabajan
durante el curso, a continuacién se indican algunos puntos del programa de estudios
(UNAM-CCH, 2012) para Matematicas I.

Comentario. En los renglones siguientes se muestran algunos puntos del
programa de estudios, los cuales tienen relacion directa con los sistemas
de ecuaciones lineales. Asi mismo, se presentan algunos ejemplos de

cémo se trabajaron algunos conceptos.

En la “Unidad |. NOmeros y operaciones basicas” algunos puntos sobresalientes para ésta
instruccion son:

e NuUmeros Enteros...

e Numeros Racionales

= orden, representacion en la recta numérica.
=  Fracciones equivalentes...
= Operaciones basicas.

= Prioridad de las operaciones. Uso de signos de agrupacion...
(UNAM, 2012, pp. 16-18)
A continuacion se indican algunos ejemplos de los conceptos anteriores.
Ejemplol. Realizar las siguientes operaciones:

a) Uso de paréntesis.121 — (33) — 2(65 + 45) =
b) Leyes de los signos. 2(—11)(-10)(-2)=
c) Prioridad de operaciones. 3 +4*5—-8+2 =

. . 3
d) Operaciones con fracciones. 2 + =

Ejemplo 2. Encuentra el nimero que hace falta.

. . , 9 , -
Ejemplo 3. Localiza el nimero —en la recta numérica.

Ejemplo 4. Completa la siguiente oracion: “Entre dos numeros racionales existe una

de niimeros racionales.”
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En la “Unidad Il. Variacion directamente proporcional y funciones lineales”, algunos puntos

importantes para la instruccion que aqui se trabaja son:

e  Variacion proporcional directa.

n
= ...uso de tablas y graficas.
= Andlisis del cociente% para varias parejas de valores.

=  Constante de proporcionalidad.

= Formas de representacion de una funcién lineal: tablas graficas y modelo
algebraico.

= Analisis de parametros “m” y “b” en el comportamiento de la grafica de y = mx + b.

(UNAM, 2012, pp. 19-22)

A continuacion se indican algunos ejemplos de los conceptos anteriores.

Ejemplo 5. Escribe en el paréntesis una “S” si la pareja ordenada es solucion de la ecuacion

—14x + 7y — 21 = 0, en caso contrario, escribe “NS”.

1 (=2,-1 ()
2. (=10) ()
3. 0,3) ()
4. (2,8) ()
5. (5,13) ()

Ejemplo 6. A continuacién se muestra una ecuacién en sus representaciones algebraica y

gréafica. Calcula los valores de las parejas ordenadas que hacen falta y completa la tabla.

A2 )
Ecuacion

B( 3)
x+2y=6

c@ )

punto Coordenadas

D( .0

o0 w>
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Ejemplo 7. En el plano que se encuentra a continuacion, traza la grafica de la ecuacion
y = x — 2, solamente interpretando los valores de “m” y “b”.

-~

y

Ejemplo 8. En el plano que se encuentra a continuacion, bosqueja la ecuacién y = —2x + 3

@

y

Ejemplo 9. Escribe una ecuacion algebraica que sea factible de asociarse al bosquejo que se

muestra a continuacion.
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En la “Unidad Ill. Ecuaciones lineales”, algunos puntos directamente relacionados con
esta instruccion son:
e Ecuaciones lineales de una incégnita como:
= ...un caso particular de una funcion lineal.
e Resolucion de ecuaciones lineales en una incognita por métodos algebraicos.
=  Operar ambos miembros de la igualdad:
= Transponer términos.
e Resolucion de ecuaciones de los siguientes tipos:
= alx+b)=cx+4d)...

(UNAM, 2012, pp. 23-25)

A continuaciéon se muestra un ejemplo directamente relacionado para el trabajo que nos

ocupa.
Ejemplo 10. Resuelve la siguiente ecuacion.

5(x —2) = -3(2x —5)

Es conveniente trabajar con lo siguiente: el concepto de ecuaciones equivalentes y la
notacion de las ecuaciones con subindices. Para los cuales, se presentan a continuacion

los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 11. (Ecuaciones equivalentes).

En la siguiente lista de ecuaciones se encuentran algunas que son equivalentes a 2x — 3y = 9.
Escribe en el paréntesis una “E” cuando la ecuacion sea equivalente; en caso contrario escribe

“NE”. En un mismo plano dibuja el bosquejo de estas ecuaciones equivalentes.

1. 6x — 9y = 27 ()
2. —2x+3y=-9 ()
3. 4x — 6y = 18 ()
4, 3x—2y=-9 ()
5. y= 9x2+ 3 ()
6. 4x% —12xy +9y? = 81 ()
7. —2x—3y=9-3x ()
8. 2x—y =942y ()
9. 0.3y +0.2x = 0.9 ()
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Ejemplo 12. (Notacion con subindices).
Es importante reconocer qué incognitas corresponden a cada ecuacion. En general, para dos
ecuaciones lineales con dos incdgnitas tenemos:

yl = mlxl + bl “en L]_

yz = mzxz + bz “en L2
Observa las ecuaciones en sus representaciones algebraica, grafica y los puntos que se localizan
en cada una de las representaciones geomeétricas, contesta lo que se pide.

uy y
B (-2,3)
A (354
X\ Xy
E2
=1
y1=2x1—3...L1 y2=—x2+1...L2

Relaciona las siguientes columnas. Coloca en el paréntesis la letra que corresponda.

Columna 1 Columna 2
1. m=( ) c=-3
2. mz = ( ) D = 3
3. b= ( ) F =05
4. bz = ( ) = _2
5. Enelpunto A H=2
x1= ()
6. Enelpunto A I=_1
yvi= ()
7. Enelpunto B
=1
= ( ) /
8. EnelpuntoB K=a4
y2= ()
M =35

Si bien, al iniciar con el tema de sistemas de ecuaciones lineales los conocimientos
previos fueron trabajados por los estudiantes, no todos mostraron un rendimiento 6ptimo,

lo cual, se ve reflejado en algunas dificultades que presentan los estudiantes en el
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momento de trabajar con las tareas que se proponen en este estudio. En los

conocimientos previos, algunos estudiantes mostraron dificultades en:

e Operaciones con numeros enteros y racionales;
e Operaciones algebraicas;
o Despeje de ecuaciones lineales (con una incognita).

A pesar de lo anteriormente sefialado, en el momento de iniciar la presente instruccion se

ha considerado que, con el desempefio mostrado por los estudiantes, éstos pueden

acceder a la presente instruccion.

Conocimientos previos del tema

Considerando el programa de educacién secundaria, SEP (2011) y el libro Fractal 2.

Matematicas, para segundo grado de Garcia y Block (2008), el cual es distribuido por la

SEP, es factible que los estudiantes tengan algunos de los conocimientos siguientes:

algoritmos de resolucion de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas por los métodos: suma Yy resta, igualacion, sustitucion y por
determinantes;

gradfica de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas v,
reconocimiento de que el punto de interseccion de las rectas es la solucion del
sistema;

reconocimiento de sistemas incompatibles y compatibles;

planteamiento y resolucién de problemas de aplicacion.

Es de interés conocer si el alumno ya sabe los conocimientos sefialados previamente,

para fortalecerlos con el disefio del ambiente de aprendizaje aqui expuesto o bien, para

gue el alumno los aprenda con comprension.

Comentario. Al revisar los libros de texto de la secundaria y el bachillerato;
ademas de las guias didacticas para el profesor del Colegio de Ciencias y
Humanidades plantel Naucalpan; se observa que se trabaja en la algoritmia
de los métodos de resolucién y, en la resoluciébn de problemas que
involucran sistemas de ecuaciones lineales. Al observar la mencionada
literatura, nos damos cuenta que la tematica es la misma entre un nivel y

otro, s6lo cambia la cantidad de ejemplos, de ejercicios y el mayor grado de
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‘destreza” algebraica que se demanda a los alumnos en el bachillerato. En
dicha literatura, no se trabaja a profundidad con: la automatizacién de la
conversién entre los registros algebraico y gréafico, analisis profundo de las
caracteristicas de los sistemas consistentes e inconsistentes, la
comparacion entre los métodos de resolucién, sistemas con méas de dos

ecuaciones con dos incognitas, entre otros.

En este estudio, se ha decidido aplicar el mismo instrumento de evaluacion (ver Anexo 2),
al inicio del proceso de ensefianza-aprendizaje (pre-test) y, posterior a dicho proceso
(post-test). Esto nos permite comparar el cambio en el nivel de desempefio de los

estudiantes. Los resultados son expuestos en el Capitulo 5.

Actitudes y creencias de los estudiantes al presentarse al saldn de clase

Para indagar acerca de las creencias de los estudiantes al inicio del estudio, se aplicé un
“Cuestionario complementario” (ver Anexo 2), en el que se les pregunta entre otras cosas,
“como se sintieron en la prueba diagndstica”. Las respuestas de los alumnos se presentan
en el Capitulo 5. Adelantando un poco los resultados podemos mencionar que al inicio, en
su mayoria tuvieron una actitud “temerosa”. Sin embargo, la confianza en ellos mismos,

aumenta notoriamente en el momento de realizar la prueba sumativa.

Centrado en el conocimiento

El propésito de este trabajo es disefiar e implementar un escenario para el aprendizaje
con comprension de los sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas, en el
bachillerato, de acuerdo a las recomendaciones de Bransford, Brown y Cocking (1999) y

bajo la concepcidn de la comprension en matematicas de Hiebert y Carpenter (1992).

Como se indic6 en el capitulo anterior, Bransford, Brown y Cocking (1999) sefialan que
para definir qué conocimientos deben aprender los estudiantes en matematicas, los
estandares ayudan en dicha definicion. Por otro lado, estos autores mencionan que una
manera para disefiar tareas que promuevan la comprension es la “formalizacion

progresiva”. La cual empieza con las ideas informales que los estudiantes llevan al salon
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de clase y se les ayuda a que estas ideas sean trasformadas y formalizadas. Los autores
también indican que se debe tener un balance apropiado entre las tareas que promuevan

la comprension, y las que promuevan la automatizacion.

De acuerdo a las observaciones anteriores, a continuacioén se indican los conocimientos
por adquirir, considerando los estandares del NCTM (2000) y, el programa de estudios del
Colegio de Ciencias y Humanidades, UNAM, (2012).

Conocimientos por adquirir

Segun los estandares NCTM (2000) algunos de los conocimientos que deberian de tener
los estudiantes, en el bachillerato son: relacion entre expresiones simbodlicas y gréaficas de
lineas con especial atencién en la pendiente y ordenada al origen, reconocimiento y
generacion de formas equivalentes de expresiones algebraicas para resolver ecuaciones

lineales.

Dichos estandares contienen lineamientos para la comprensién como son, reconocimiento
y uso apropiado de las conexiones entre ideas matematicas, la comprensién de como las
ideas matematicas se interconectan y se construyen unas sobre otras para producir un

todo coherente.

Por otro lado, el programa de estudios de Matematicas | del Colegio de Ciencias y

Humanidades (ver Anexo 3) sefiala en la parte de aprendizajes, que el alumno:

e Recuerda que una ecuacion lineal de dos variables tiene por grafica una linea recta y
viceversa.

e Verifica que una pareja ordenada de nimeros es solucion de una ecuacion lineal de dos
variables.

e Identifica el punto de interseccion de dos lineas rectas como la solucién del sistema de
ecuaciones lineales asociado a dichas rectas.

e Obtiene de manera gréfica la solucion de un sistema de ecuaciones lineales con dos

variables.

e Identifica a partir de los pardmetros de una expresion lineal dada, la ordenada y la abscisa
al origen.

e Identifica a partir de la grafica de un sistema de ecuaciones lineales 2x2 si es compatible o
incompatible.

e Infiere la compatibilidad (con solucién) e incompatibilidad (sin solucién) de un sistema de
ecuaciones lineales 2x2 a partir de los parametros de las ecuaciones.
e Identifica Sistemas Equivalentes.
e Resuelve sistemas de ecuaciones lineales de 2x2 por el método que considere
conveniente:
= a)sumay resta
= b) sustitucion
= ) igualacion
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e plantea problemas en diferentes contextos que lleven a sistemas de ecuaciones lineales de
2x2 y los resolvera por cualquier método algebraico.
(UNAM, 2012, pp. 23-25).

En este estudio se ha procurado trabajar en su totalidad con los requerimientos del
programa de estudios, sin embargo, s6lo se ha trabajado con los métodos de sustitucién,
igualacion y grafico.

Como se indico en el capitulo anterior, en el presente estudio, se decide trabajar por lo
general con la representacion algebraica de la forma y = mx + b, su representacion
gréfica, la conversion entre dichas representaciones por la via de la interpretacion global

y, con un tratamiento puramente matematico (Duval, 1992).

En el presente disefio de ambiente de aprendizaje, se trabaja con tareas para promover la
comprension, donde el alumno tiene la oportunidad de generar sus representaciones
internas y las conexiones entre estas; en algunos casos se le pide explicitamente que
encuentre similitudes y diferencias entre ideas matematicas. También se trabaja con una
gran cantidad de ejercicios de conversion de representaciones algebraica y grafica,
ejercicios para el calculo de puntos de solucion de sistemas y, ejercicios para la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales por los métodos de sustitucién, igualacion
y grafico, con el proposito de promover la comprension y automatizacion, segun lo

sefalan Hiebert y Carpenter (1992).

Las tareas para el aprendizaje con comprension se han dividido en cuatro bloques, cuyas

caracteristicas generales, se indican a continuacion.

Bloques de tareas

Bloque |I. Retomar las caracteristicas de un bosquejo como representacion geométrica de
la ecuacion algebraica lineal y = mx + b. Establecer los sistemas de ecuaciones en los

gue se trabaja.
Y1 =myxy +by.. Ly
Yy = Myxy + by...Ls
Donde m4, m,, b1, b,, SON nUmeros reales, x4, x,, ¥1,Y,, SON incognitas.

Bloque Il. Identificar las situaciones que se pueden presentar en un sistema de dos

ecuaciones lineales con dos incégnitas en sus representaciones algebraica y geométrica.
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Dichas situaciones, basadas en la representacion geométrica, son: dos rectas paralelas,
dos rectas que se intersectan entre ellas sobre el eje de las ordenadas o, que se
intersecten fuera del eje de las ordenadas. En la figura 3.1., se muestra un diagrama de lo
anteriormente descrito.

Figura 3.1. Diagrama de las diferentes situaciones entre pendientes y
ordenadas al origen.

b = b Las rectas son paralelas, diferentes una
172 de la otra.
Sim, =m,
Se trata de la misma recta. Se puede
by =b, considerar una recta encima de la otra y
se intersectan en todos sus puntos.
b = b Las rectas se intersectan con el eje de
Sim, #m, 12 las ordenadas en el mismo punto.
Las rectas se intersectan entre ellas en
by # b, algin punto fuera del eje de las
ordenadas.
Bloque lll. Establecimiento de las relaciones pertinentes, para la comprension de las

condiciones de la solucién de un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas en las

representaciones algebraica y grafica. Para lo anterior se muestra la tabla 3.1.

Tabla 3.1. condiciones de un punto que es solucidn de una ecuacién y de un punto
gue es solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

Caracteristicas geométricas - Caracteristicas algebraicas
1 Unpuntoen el plano ~ | Pareja ordenada (x, y).
cartesiano.
2 Un punto pertenece a una —  La pareja ordenada de dicho punto satisface la
recta. ecuacion algebraica de dicha recta.
3 Un punto no pertenece auna . —  La pareja ordenada de dicho punto no
recta. satisface la ecuacion algebraica de dicha recta.
4 Si un punto pertenece a —  La pareja ordenada de dicho punto satisface a
todas las rectas del sistema. todas las ecuaciones algebraicas del sistema.
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Bloque

IV. Establecimiento de las

comprension de los métodos de solucion: igualacién, sustitucion.

relaciones matematicas pertinentes para la

Tabla 3.2. similitudes y diferencias entre los métodos de igualacion y sustitucion.

Etapa del procedimiento . N Similitudes o
Igualacion Sustitucion . .
diferencias
En al menos una de las
El inicio depende En las dos ecuaciones debe estar ecuaciones debe de estar
1 de como estén despejada la misma incognita. En despejada una incognita. Diferencia
escritas las caso de que no sea asi, se realizan En caso de que no sea '
ecuaciones. los despejes necesarios. asi, se realiza el despeje
necesario.
Reduccién a una o
- L . Sustitucién de una -
2 | ecuacién con una Igualacién de las ecuaciones. . Similitud.
PR ecuacion en la otra.
incognita.
Despeje de la
rimera incognita . . L . -
3 P a Incognitay Operacion algebraica. Operacion algebraica. Similitud.
obtencion de su
valor.
Sustitucién del
valor encontrado,
4 | enalgunade las Sustitucién. Sustitucién. Similitud.
ecuaciones
“Iniciales”.
Operacion
algebraica y calculo L . . . -
5 g y Operacion algebraica. Operacion algebraica. Similitud.

de la segunda
incdgnita.

Establecimiento de las relaciones matematicas pertinentes para la comprension de que en

método gréfico consiste en: graficar cada una de las ecuaciones, localizar el punto en el

cual se intersectan las rectas y determinar sus coordenadas.

Tabla de distribucion de tareas

En el presente estudio, las tareas para el aprendizaje con comprensién y automatizacion

de los sistemas de ecuaciones lineales son 51, incluidas la prueba diagnéstica y la prueba

sumativa.

Dichas tareas se trabajan de las formas: individual, en equipo y grupal. La tematica de

una tarea ‘“individual” se trabaja adicionalmente de las siguientes formas: i) tarea en

equipo, seguida de tarea grupal; ii) solamente en tarea grupal.
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En la tabla 3.3., que se muestra renglones adelante, se sefala lo siguiente. En la primera

columna, el namero y propésito del bloque. En la segunda columna (#), el nimero de

tarea. En la tercera columna (F.T.), forma de trabajo; individual “I”, en equipo “E”, grupal

“G”, individual extraclase “Ex”. En la cuarta columna (Min), el tiempo estimado para la

realizacion de la tarea en minutos. Asi mismo se presenta el titulo y los propésitos, es

decir lo que se espera que el estudiante realice.

A partir de la Tarea 5 individual, y para la mayoria de las tareas que se trabajan de esta

forma, se ha disefiado un formato con los cuestionamientos, las consignas y los ejercicios

para cada una. En la practica, dicho formato impreso, se reparte a los alumnos. Lo mismo

sucede para las tareas que se trabajan en equipo. Dichos formatos se encuentran en el

Anexol.

Tabla 3.3. Bloques, Ntimero de tarea, forma de trabajo, tiempo estimado, titulo y propésito.

Ndmero de

blogue #  FT. Min Titulo Propdsito(s)
Verificar los conocimientos de los
S alumnos acerca de ecuaciones lineales
- 1 | 105 | Prueba diagndstica. P N
con dos incdgnitas, al inicio de esta
serie de tareas.
I 2 - 15 Caracteristicas de un bosquejo
Retomar las de representacion grafica. Retomar las caracteristicas del
caracteristicas ” ; ian I
del bosqueo Conversion de la bosque;o de la ecuacion lineal,
lineal y bosquejo de la representacion | SUS caracteristicas.
eométrica.
establecer los 9
sistemas de
ecuaciones en Sistemas de ecuaciones Identificar a un sistema de ecuaciones
los que se 4 I-G | 15 . s lineales como un conjunto de dos o
: lineales. Presentacion. ] . .
trabaja. mas ecuaciones lineales.
5 | 10
Identificacion del ndmero de Identificar el nimero de ecuaciones y
ecuaciones y de incdgnitas en | de incdgnitas que contienen algunos
6 G 10  lasrepresentaciones algebraica = sistemas, en las representaciones
y geométrica. algebraica y geométrica.
7 | 15 . Proponer ejemplos de sistemas de
Casos concretos de sistemas . - ;
. X ecuaciones con distinto nimero de
8 G 15 deecuaciones lineales.

ecuaciones y de incdgnitas.
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Tabla 3.3. Bloques, Ntimero de tarea, forma de trabajo, tiempo estimado, titulo y propésito. (continuacion).

N%ngrlj’ede # FET. Min Titulo Proposito(s)
9 I Ex. @ Sistemas de ecuaciones Convertir del registro algebraico al
lineales, situacion de grafico y viceversa. ldentificar las
10 G 10 paralelismo. condiciones de paralelismo.
11 | 15
12 E 10 Sistemas de ecuaciones Convertir del registro algebraico al
lineales, situacion de grafico y viceversa. Identificar las
interseccion en el eje de las condiciones de la interseccion en el eje
13 G 10  ordenadas. de las ordenadas.
14 I 15 Sistemas de ecuaciones Convertir del registro algebraico al
15 E 10 | lineales. situacion de grafico y viceversa. ldentificar de
. T . condiciones de interseccion fuera del
T interseccion fuera del eje de eje de las ordenadas.
Identificacién 16 G 10 | las ordenadas.
cualitativa de
o 17 | 10
las situaciones . .
que se Relacionar sistemas de dos y tres
presentan en Relaci6n de representaciones ecuaciones lineales con dos mcogr_utas
los sistemas de |~ 18 G 10 entre sus representaciones algebraica y
ecuaciones grafica.
lineales.
19 | Ex.
20 E 10 Generalizar las condiciones que se
Resumen de situaciones de presentan en la representacién grafica
. . ) y algebraica de un sistema de dos
paralelismo e interseccion. . .
21 G 10 ecuaciones lineales con dos
incognitas.
Proponer ejemplos de sistemas de dos
22 I 10 Proposicién de sistemas de y tres ecuaciones lineales con dos
PO: . : incdgnitas en sus representaciones
ecuaciones lineales. Diferentes laebrai £fi disti
23 E 10 | situaciones algebraica y grafica, con distintas
' condiciones.
24 10
25 | EX. Identificar la solucion de un sistema
Identificacion de solucion 1 de ecuaciones lineales con dos
' incognitas en la representacion
26 E 10 et
i gréfica.
Condiciones 27 10
de la solucién
en las 28 | 15
representacio- 29 E 10 Identificar la solucion de un sistema
nes grafica y de ecuaciones lineales con dos
algebraica. Identificacion de solucién 2. | INcdgnitas en la representacion
algebraica, como la pareja ordenada
30 G 10 que satisface todas las ecuaciones del

sistema.
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Tabla 3.3. Bloques, Ntimero de tarea, forma de trabajo, tiempo estimado, titulo y propésito. (continuacion).

31 | 10
Calcular algebraicamente una
coordenada, del punto de solucién,
Completar coordenadas de dada la otra; en sistemas de dos
32 G 10 | solucion. ecuaciones lineales con dos incégnitas
y de solucioén Unica.
33 I 15 Proponer ejemplos de sistemas de
ecuaciones lineales sin solucién y con
Proposicion de sistemas de infinidad de soluciones. Asi mismo
ecuaciones lineales de acuerdo = proponer sistemas con solucion Unica
34 G 10 | asusolucion. sobre el eje de las ordenadas y fuera
del eje de las ordenadas.
35 | EX. )
Calcular algebraicamente una
coordenada de los puntos en los que se
intersectan las ecuaciones
Completar coordenadas de :
. - contempladas en sistemas de tres
interseccion. . . AT
36 G 15 ecuaciones lineales con dos incognitas
en sus representaciones algebraica,
gréfica, dada la otra coordenada.
Calcular la solucion de sistemas de
3 115 dos ecuaciones lineales con dos
Caélculo de solucion en alguno | incognitas en la representacion
38 10 | delos ejes. algebraica, cuando ésta se produce en
alguno de los ejes.
39 G 10
40 | 15 Identificar que en el punto de
- interseccion de las gréaficas de un
41 E 10 | Condiciones del punto de . 1asg .
. . sistema, la pareja ordenada del mismo,
Interseccion. satisface a todas las ecuaciones
42 G 10 '
Resolver sistemas de dos ecuaciones
Métodos de solucion de un lineales con dos incognitas por los
43 G 60 sistema de dos ecuaciones métodos de igualacion y sustitucién, al
lineales con dos incdgnitas: tiempo que se analiza cdmo se
|V, igualacién y sustitucion. resuelven, a fin de establecer cul es el
Métodos de procedimiento.
solucion:
igualacion, - -
sustitucion y, a4 || Ex Resolver sistemas dg dqs ecuaciones
grafico. ' Ilnleales con _dos incgnitas por Ic_)s,
L . métodos de igualacion y sustitucion.
Resolucion de sistemas de o . .
. : Describir dichos métodos por escrito
ecuaciones lineales. L . h
45 G 15 y, verificar ventajas y desventajas en

el uso de cada uno de ellos.
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Tabla 3.3. Bloques, Ntimero de tarea, forma de trabajo, tiempo estimado, titulo y propésito. (continuacion).

46 | 15  Resolucion de sistemas de tres
ecuaciones lineales con dos

47 G 10 incognitas.

Resolver sistemas de tres ecuaciones
lineales con dos incdgnitas.

Identificar las expresiones algebraicas
Expresiones algebraicas que que se obtienen cuando los sistemas de
se obtienen cuando los dos ecuaciones lineales con dos

48 G 15 : . ., N . ., .
sistemas no tienen solucion o, | incognitas, no tienen solucién o tienen
tienen infinidad de soluciones. | infinidad de soluciones.

49 ' 10 , . Resolver sistemas de ecuaciones
Método gréfico. . .

50 G | 10 lineales graficamente.

Verificar los conocimientos de los
. alumnos acerca de ecuaciones lineales
- 51 | 120 | Prueba sumativa.

con dos incdgnitas, después de haber
participado en esta serie de tareas.

En las tareas se trabaja para desarrollar la comprensién y/o la automatizacién. Asi mismo
algun tipo de evaluacién esta presente en cada una de ellas. A continuacién se muestra la
Tabla 3.4., donde se indica, para cual de estos rubros estan orientadas, cada una de las

mencionadas tareas.

Tabla 3.4. orientacion de Tareas.

Proposito Namero de las tareas

Comprension 2,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26,
27, 28,29,30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46,
47, 48, 49, 50.

Automatizacion | 3, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 28,29,30,
31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50.

Evaluacion 1, 3.

diagnostica

Evaluacion En todas las tareas, exceptoen la 1y 51.
formativa

Evaluacion 51.

sumativa

En este apartado se han mencionado, las generalidades de las tareas y propésitos de las

mismas, las cuales forman parte de la perspectiva del conocimiento. En el Capitulo 4 se
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presentan, se analizan y, se indican las relaciones entre ideas mateméaticas que los

estudiantes deben “construir”.

Centrado en la evaluacion

Segun Bransford, Brown y Cocking (1999) los dos mayores usos de la evaluacion son la
formativa y la sumativa. La formativa se va aplicando cotidianamente en el transcurso de
las clases. La sumativa es al final de un conjunto de tareas y sirve para valorar el

aprendizaje de los alumnos vy, la eficacia del proceso de ensefianza-aprendizaje.

Hiebert y Carpenter (1992) sefialan que la forma en que un estudiante manipula las
representaciones externas, indica de algin modo la forma en que las tiene representadas
internamente. Los autores sefialan que la comprension depende del numero y fuerza de

las conexiones entre representaciones internas.

El manejo de representaciones grafica, algebraica y su conversion, las interpretaciones de
paralelismo e interseccién y el uso de métodos de solucién de los sistemas de ecuaciones
lineales con dos incégnitas, implican un buen nimero de conexiones entre distintas ideas

matematicas. La evaluacion se centra en estos conocimientos.

Evaluacién diagnostica

Como se indicé en la perspectiva del estudiante, se deben considerar los conocimientos
con los que llega al salén de clase. Cabe recordar que las perspectivas se deben
considerar como un todo y se intersecan unas con otras, este es un ejemplo del traslape,

entre la perspectiva del estudiante, del conocimiento y de la evaluacion.

El profesor debe asegurarse que el alumno haya aprendido los conocimientos previos
para abordar el tema, durante el curso. Asi mismo, se aplica la prueba diagnéstica (pre-

test) para conocer qué tanto saben los estudiantes del tema de ecuaciones lineales.

La prueba diagnostica consiste en los mismos cuestionamientos que la prueba sumativa
(post-test), por lo que sirve para hacer un andlisis comparativo. El instrumento de

evaluacién se encuentra en el Anexo 2.
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Evaluacién formativa

Segun Bransford Brown y Cocking (1999) la evaluacion formativa comprende las
evaluaciones usadas en el contexto del salén de clase, como recurso de retroalimentacion
para mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje y proporciona a los estudiantes la
oportunidad de revisar y mejorar. Ademas la evaluacién debe ser congruente con los
objetivos del aprendizaje. Siguiendo estas directrices, en el presente trabajo se efectia la
evaluacion formativa en cada una de las sesiones, independientemente que los alumnos

trabajen en forma individual, por equipo y grupal.

En el trabajo de equipo, una de las actividades importantes es compartir y comparar los
resultados y procedimientos del trabajo individual de los alumnos, de manera que existe

una evaluacion y retroalimentacién con sus pares.

En el trabajo grupal, los procedimientos y resultados de los equipos son presentados y

evaluados por el resto del grupo y por el profesor.

Evaluacion sumativa

La evaluacion sumativa se lleva a cabo mediante una prueba de rendimiento (Anexo 2),
es la ultima tarea (51) del disefio del ambiente de aprendizaje que se reproduce en este
escrito. Dicha evaluacion, constituye un elemento que nos permite considerar, en qué
medida los estudiantes logran un aprendizaje con comprension de los sistemas de

ecuaciones lineales con dos incognitas.

Segun Scott (1988) un instrumento de evaluacién es valido si realmente mide lo que
pretende medir; cuando existe una relacion directa entre una caracteristica y su medicion.
En la evaluacién sumativa, se pone atencion en la interpretacion y conversion de los
registros grafico y algebraico, en el andlisis de paralelismo o de interseccion y, en la

habilidad para determinar los puntos de solucidn. Asi, los aspectos a evaluar son:

e En qué medida los estudiantes realizan la conversion de representaciones
algebraica y grafica de las ecuaciones de los sistemas de dos ecuaciones lineales

de dos incégnitas.
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Comentario. Segun Duval (1992) se puede considerar que un estudiante
comprende un objeto matematico, cuando lo reconoce en al menos dos

formas de representacion y puede hacer la conversion entre dichas formas.

En qué medida, los estudiantes interpretan correctamente las caracteristicas de un
sistema de ecuaciones lineales dadas su representacion verbal, algebraica y el
bosquejo de representacién geométrica.

Comentario. Segun Hiebert y Carpenter (1992) las relaciones entre ideas

matematicas se pueden construir entre distintas formas de representacion.

En qué medida los estudiantes, resuelven sistemas de dos ecuaciones lineales

con dos incégnitas algebraica y graficamente.

Comentario. La evaluacion de este aspecto, responde a lo sefialado por
Bransford, Brown y Cocking (1992) quienes indican que se debe tener un
balance apropiado entre las tareas que promuevan la comprensién y las
que promuevan la automatizacion. Por lo que se considera importante que
el alumno aprenda con comprension los métodos de resolucion y los realice

con eficacia.

En qué medida los estudiantes pueden aplicar lo aprendido en sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas a: sistemas de tres ecuaciones lineales con

dos incégnitas, sistemas no lineales y a un problema de aplicacién.

Comentario. La evaluacion de este aspecto, responde a lo sefialado por
Hiebert y Carpenter (1992) los cuales indican que una de las

consecuencias de la comprension es gue mejora la transferencia.

Prueba de rendimiento

El analisis detallado de los cuestionamientos, las conexiones necesarias entre las ideas

matematicas para que el alumno resuelva correctamente dichos cuestionamientos, y un

andlisis de los resultados obtenidos, se puede ver en el Capitulo 5 de este trabajo, a

continuacion se describen brevemente los apartados del instrumento de evaluacion.
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En el apartado:

V.1.

V.2.

VL1

VI.2.

VII.1.

VII.2.

VIIL1.

VIII.2.

Se pide al alumno que:

Realice la conversion de la representacion gréfica a la algebraica de tres

sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas,

Realice la conversion de la representacion algebraica a la gréafica de tres

sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas,

Relacione dos columnas, identificando las caracteristicas de seis sistemas de
dos ecuaciones lineales con dos incégnitas en su representacién algebraica, con

la descripcion de cuatro bosquejos de representacion geomeétrica.

Escriba ejemplos de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas
dependiendo de las situaciones: con solucion Unica, sin solucion y, con infinidad
de soluciones.

Indigue, si cinco puntos propuestos son solucién o no, de algunas de las
ecuaciones de un sistema de cinco ecuaciones lineales con dos incdgnitas y

solucién Unica, presentada en la representacion geométrica.

Sefiale, qué condiciones debe cumplir un punto en la representaciéon geométrica,
para que sea solucion de un sistema.

Indique, si una pareja ordenada propuesta, es solucién de un sistema de tres
ecuaciones lineales y una cuadratica mostrada en su representacion algebraica.

Sefale, qué condiciones debe cumplir una pareja ordenada para que sea
solucién de un sistema de ecuaciones lineales en su representacion algebraica.

Calcule las ordenadas de algunos puntos que se encuentran sobre las rectas de
un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas (se proporcionan las
abscisas).

Sefale, cuantas formas hay para completar las coordenadas de los puntos del
apartado anterior.

Calcule las coordenadas faltantes de puntos de interseccion de un sistema de
cuatro ecuaciones lineales con dos incégnitas, para cada punto se proporciona
una coordenada.

Indique, cuantas formas hay de calcular las coordenadas de los puntos del
apartado anterior.
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En el apartado: Se pide al alumno que:

IX.1. Calcule las ordenadas de los puntos de solucion de un sistema de dos

ecuaciones cuadraticas (se proporcionan las abscisas).

IX.2. Sefiale, cuantas formas hay de calcular las ordenadas de los puntos del apartado
anterior.
X Identifique que la pareja ordenada del punto de solucién de un sistema de tres

ecuaciones lineales con dos incognitas, satisface a las tres ecuaciones del

sistema.

Xl Dada la representacién algebraica de tres sistemas de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas; determine, sin resolver algebraicamente, si cada uno de los

sistemas, tiene solucién Unica, no tiene solucién o, tiene infinidad de soluciones.

XIl.1. Resuelva un sistema de dos ecuaciones lineales por el método de sustitucion.
XI1.2. Describa detalladamente en qué consiste el método de sustitucion.
XII.1. Resuelva un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas por el

método de igualacion. Bosqueje el sistema.

XI1.2. Describa detalladamente en qué consiste el método de igualacién.

XIV Determine las coordenadas de los puntos de interseccion de las ecuaciones, de
un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas.

XV Resuelva por el método grafico un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incAgnitas.

XVI Resuelva por el método gréafico un sistema de una ecuacion lineal y una
cuadréatica.

XVII Resuelva un problema de aplicacion.

Cuestionario complementario

Al finalizar la serie de tareas, se les cuestiona a los alumnos acerca de la forma en que se

trabajo. Los referidos cuestionamientos son:
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1. Indica algunas diferencias de cémo te sentiste en la prueba diagndstica y en el
instrumento de evaluacién sumativa.

2. ¢Qué piensas acerca de la forma de abordar el conocimiento, en trabajo individual,
en equipo y grupal?

3. ¢Qué piensas acerca de trabajar las ecuaciones lineales entre sus
representaciones algebraica y grafica?

4. ¢Aproximadamente, qué porcentaje de tus respuestas en trabajo individual,

comprobaste que estuvieron correctas en trabajo de equipo y grupal?

Centrado en la comunidad
Segun Bransford, Brown y Cocking (1999) las normas son importantes para el trabajo
dentro de la comunidad del salén de clases. A continuacion se detalla las formas vy

normas de trabajo.

Formas de trabajo

Como se mencioné anteriormente, en este disefio, las tareas se trabajan en forma
individual, por equipo y grupal. Los cuestionamientos y propdsitos de una tarea individual

se trabajan enseguida en otra tarea que puede ser en equipo y/o grupal.

Algunas veces, después de una tarea individual le siguen otras dos tareas: una en equipo
y otra de trabajo grupal. En otras ocasiones, después de una tarea individual le sigue otra

gue se trabaja grupalmente.

La tarea individual antecede a la tarea en equipo y/o a la tarea grupal, a fin de que el
estudiante se prepare para su participacion, en el equipo o en el grupo, con argumentos,
procedimientos, resultados o, inclusive con dudas. En el siguiente diagrama se muestran

las dos secuencias que se pueden tener en las tareas.
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Figura 3.2. Representacion esquemética de las secuencias de las tareas.

Tarea de Tarea de Tarea de
trabajo f[---- - ™ trabajode f[----""----- » discusion
individual ! equipo grupal
|
: A

Estructura de las sesiones. En general la estructura de las sesiones es: a) entrada y
saludo, b) introduccion al tema del dia, c) asignacion de tarea individual o en equipo en

clase, d) tarea de discusion grupal, €) asignacion de tarea extraclase.

Entrada y saludo. El saludo es importante para empezar con un buen ambiente de trabajo,
al mismo tiempo, se aprovecha para que los alumnos y el profesor dispongan de los

materiales y se preparen para iniciar la sesién.

Introduccién al tema del dia. El profesor hace una serie de comentarios de introduccion

referentes a las tareas que se realizaran en dicha sesion.

Asignacion de tarea individual o en equipo en clase. La asignacién de la tarea puede ser
de dos formas, verbal o escrita. En ambas formas se indica, el titulo de la tarea, la forma

de trabajo, el tiempo estimado para llevarla a cabo vy, las consignas de la misma.

Cuando la tarea se asigna en forma verbal, el profesor, explica las actividades que se
requiere que hagan los alumnos y, se asegura de que hayan entendido las indicaciones
preguntando, “jexiste alguna duda?”. Por lo general se espera, que los alumnos no
tengan dudas de las indicaciones. Sin embargo, si hay alumnos con alguna duda, la

externan y, algin miembro de la comunidad lo asiste.

Cuando la tarea se reparte por escrito, se realizan las siguientes actividades:
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Profesor Alumnos

Reciben el formato de la tarea y no lo pueden
leer hasta que lo indique el profesor

Cuando todos tienen el formato de la tarea:

Entrega los formatos de la tarea.

Lee en voz alta, las consignas de la tarea Leen en voz baja las consignas, al mismo
junto con los alumnos. tiempo que el profesor.
Al finalizar de leer, pregunta a los alumnos, ‘o )
“, ” Si tiene dudas; pregunta.
Jhay alguna duda?”.

Contesta las preguntas o sede la palabra a
algun o algunos miembros del grupo para que  Indica si ha comprendido las consignas.
conteste.

Cuando todos hayan entendido las consignas, los alumnos empiezan a trabajar.

Tarea individual. En el trabajo individual, el alumno tiene un momento de reflexion y va
contestando los cuestionamientos. Como su nombre lo indica, este trabajo es
estrictamente individual y no puede comunicarse con sus companeros. La siguiente tabla

muestra las actividades que realizan el profesor y los alumnos en las tareas individuales.

Profesor Alumnos
Reflexiona y contesta.
Elabora sus procedimientos, conclusiones y

Observa el trabajo de los alumnos.

, . resultados.
Evalua los resultados que van obteniendo. .
o - En caso necesario, muestra su tarea al
Esta actividad es en forma particular. profesor

Cuando es necesario, pregunta al profesor.

Apoya al alumno formulando sub-preguntas o
dandole contra-ejemplos. El profesor no debe
dar la respuesta, sino debe generar la

discusion para que los alumnos la Atiende las directrices del profesor.
“descubran’.

Cuando haya transcurrido el tiempo y que la
mayoria de los alumnos hayan terminado, se
da por concluida la tarea. Sin embargo, se Es importante que los alumnos que terminan la
pueden afiadir algunos minutos més, para dar | tarea antes que otros, guarden silencio.
oportunidad a que terminen algunos alumnos
que no lo hayan hecho.

Tarea en equipo. El profesor indica la forma para reunir a los alumnos en equipos de
cuatro o cinco integrantes, donde se fomenta el trabajo colaborativo para que unos
aprendan de otros (Johnson y Johnson, 1999; Reyes, 1995). En este tipo de trabajo los
alumnos tienen la oportunidad de comparar los procedimientos y resultados con sus
pares; expresar sus comentarios, argumentar sus respuestas, descubrir los errores de los

demas y los suyos propios. Ademas tienen oportunidad de discutir sus ideas.
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El profesor observa el trabajo de los equipos y estimula la participacién de todos los
integrantes. Para un buen desempefio del equipo, es importante que los alumnos
comuniguen sus conocimientos, esto es para beneficio de ellos mismos y de los demas,

independientemente que sean correctos, imprecisos e inclusive equivocos.

Segun Reyes (1995) el trabajo se debe organizar en equipos para que los alumnos se
apoyen entre ellos, verbalicen sus dudas inmediatamente y las resuelvan. Al explicar un
alumno a otro la solucion de un problema o ejercicio, se beneficiard el que explica, al

mismo tiempo que ayuda al segundo.

La forma de conformar los equipos es diversa. En este estudio se ha decidido trabajar con

las tres siguientes.
Forma 1. Con sus compafieros mas cercanos (Sesién 3),
Forma 2. Al azar (Sesiones 4 y 6).
Forma 3. De acuerdo a como se encuentren sentados los alumnos (Sesion 5).

Se pretende que al término del trabajo en equipo, todos los integrantes hayan logrado un
consenso de los procedimientos, resultados y conclusiones. Ademas, deben registrar por
escrito las conclusiones obtenidas en el formato de la tarea correspondiente. Cada
integrante en su formato individual, anota las conclusiones a las que hayan llegado. El

equipo nombra un representante para comunicar las conclusiones ante el grupo.

Considerando lo sefialado por los autores Bransford, Brown y Cocking (1999); Hiebert y
Carpenter (1992), se puede decir que en el trabajo de equipo (perspectiva de comunidad),
el alumno: expresa sus ideas matematicas en forma verbal o con simbolos escritos,
compara sus relaciones con las de otros y, tiene la oportunidad de reafirmar las relaciones

correctas y corregir las relaciones incorrectas

Las tareas de trabajo en equipo se desarrollan de la siguiente manera:

Profesor Alumnos

Indica la manera de formar los equipos de
cuatro o cinco estudiantes y, que nombrena | Se relinen en equipos y nombran al

su representante. representante. Si es necesario, acomodan el
Observa que los equipos hayan sido formados | mobiliario.

conforme lo sefialado.
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Supervisa y evalla, a fin de orientar el Discuten ideas, se ayudan mutuamente. Si el

trabajo de equipo, si es necesario, profesor interactlia directamente con el equipo,
proporciona contraejemplos y formula sus integrantes, atienden a las observaciones y
algunas preguntas para que el equipo preguntas, con la intencidn de llegar a
“descubra” las respuestas. CONsensos.

Cuando haya transcurrido el tiempo
programado para la tarea, el profesor se
asegura que la mayoria haya terminado. En
caso contrario, concede algunos minutos méas
para dar oportunidad a que terminen la
mayoria de equipos.

Cuando un equipo haya terminado la tarea
antes que otros, es importante que guarden
silencio.

Tarea de discusion grupal. Por lo general, en discusion grupal se analizan los resultados
de la tarea que realizaron los estudiantes inmediatamente antes de ésta discusion grupal,

la cual, pudo haber sido individual o en equipo.

En esta actividad, el profesor dirige la discusion, la comparacién de procedimientos y
resultados, para fomentar el andlisis y reflexion (perspectiva de comunidad). En un
momento determinado puede suceder que algunas ideas, expresadas por distintos
alumnos, entren en conflicto. En tal caso, el profesor promovera la discusion, haciendo

participar a los alumnos a favor o en contra de dichas ideas hasta llegar a un consenso.

Se pretende que todos los alumnos participen, sin embargo, cuando la discusion grupal es
para analizar el trabajo en equipo, en un primer momento soélo participan los

representantes de equipo y en un segundo momento la participacion es abierta.

El inicio de la discusién grupal es con una pregunta dirigida al grupo. Si la tarea anterior
fue en equipo, el profesor elige a un representante para contestar. Si la tarea anterior se
llevé a acabo de manera individual, el profesor elige a un estudiante para que responda.

Dicha pregunta puede ser contestada de dos formas: verbal o escrita en el pizarrén.

Cuando el profesor hace la primera pregunta, los alumnos no piden la palabra, el profesor
le indica a uno, dos y/o tres alumnos que respondan. Para esta eleccién, el profesor toma
en cuenta las caracteristicas de la discusion que requiera llevar a cabo, de tal manera que

se tienen tres formas de eleccion, las cuales se mencionan a continuacion.

¢ Forma 1. Elige a un estudiante al azar.
e Forma 2. Elige a un estudiante que probablemente responda incorrectamente. Con
lo cual, se puede hacer la discusibn mas rica. Esto puede realizarse cuando

algunos estudiantes hayan cometido errores.
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e Forma 3. Elige a un estudiante que probablemente responda correctamente. Con
lo cual, se puede hacer la discusion méas agil. Esto puede realizarse cuando la
mayoria de los estudiantes hayan hecho su tarea individual correctamente.

Posteriormente la participacion es abierta.

Las actividades que se realizan se muestran en el siguiente cuadro:

Profesor Alumnos

Hace la primera pregunta. La puede dictar o, solo la Escuchan y/o escriben la pregunta.
puede verbalizar; en cualquiera de los dos casos debe dar

L Reflexionan antes de contestar.
unos momentos de reflexion.

Elige a uno, dos y/ o tres alumnos para que contesten, Uuno  Responden con argumentos.
por uno.

Si las respuestas (todas) son las esperadas, y el grupo esta
de acuerdo, se continlia con la siguiente pregunta o
actividad.

Si las respuestas no son las esperadas, se continiia con la | procyran Ilegar a consensos.
discusion hasta llegar a consensos que sean satisfactorios.
El profesor participa con sub-preguntas o contra-
ejemplos para dirigir la discusion y el grupo pueda
“construir” la respuesta esperada.

Asignacion de tarea extra-clase. Las tareas extraclase se reparten en formatos, donde se
indica las consignas que deben seguir los alumnos. Estas tareas son para trabajo de
forma individual. Para las tareas de este estudio, se recomienda que el alumno no sea

auxiliado por compafieros o por maestros, ni que realice consultas en libros o por internet.

Para asignar las tareas extra clase, las actividades que realizan el profesor y los alumnos
son las mismas que en la asignacion de cualquier otra tarea por escrito, con especial

interés que los estudiantes comprendan las consignas.

Normas de la comunidad

Segun Bransford, Brown y Cocking (1999) las normas para el trabajo individual, en equipo
y grupal son importantes para una mejora continua. En consecuencia se trabaja,

fundamentalmente con las normas que a continuacion se describen.

Normas para los alumnos. El comportamiento de los estudiantes debe ajustarse a las
siguientes normas.
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e Realizar las tareas que les sean encomendadas.

e Asistir al menos el 80% de las sesiones, para tener derecho a presentar la prueba
sumativa.

e Presentarse puntualmente al salon de clase. Se tiene una tolerancia de diez
minutos.

e No se permite la violencia fisica ni verbal.

e No interrumpir, el alumno debe solicitar la palabra cuando quiera participar.

e Expresarse oralmente y por escrito correctamente, desde el punto de vista

matematico.

Normas para el profesor. EI comportamiento del profesor debe ajustarse a las siguientes

normas.

e Disefiar, implementar y dirigir las tareas para promover en sus alumnos el
aprendizaje con comprension.

e Asistir al 100% de las sesiones.

e Presentarse puntualmente al salén de clase.

e No incurrir en violencia fisica o verbal.

e Expresarse correctamente, oralmente y por escrito, desde el punto de vista

matematico.

Validez del estudio

En virtud de que el presente estudio es de utilidad practica, nos servimos del concepto de
validez propuesto por Scott (1988) de acuerdo a quien, un estudio con aplicacién practica
es valido internamente si los resultados obtenidos se deben Unicamente a la variable
independiente (ambiente de aprendizaje). Es decir, para este estudio, en la medida en
gue los estudiantes aprendan con comprensién el objeto matematico sistemas de
ecuaciones lineales, y este hecho se deba sélo al ambiente de aprendizaje disefiado, es

su grado de validez.

Debido a que el disefio del ambiente de aprendizaje, las tareas, el Instrumento de

evaluacion, y las formas de trabajo, son para promover el aprendizaje con comprension
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de los sistemas de ecuaciones lineales, y con los resultados expuestos en el Capitulo 5,
se puede sefialar que el presente trabajo tiene validez interna.

En la medida de lo posible se ha procurado evitar efectos de sesgos como son: el
Hawthorne y el Pigmaledn (Scott, 1988).

Scott (1988) sefiala que si los resultados de una aplicacion practica se pueden generalizar

entonces se dice que tiene validez “externa”.

Como se expone renglones atras, la puesta en practica se realiza con un grupo de primer
semestre del Colegio de Ciencias y Humanidades de la UNAM. Es un grupo disponible
para el estudio. Debido a las caracteristicas de asignacion del grupo, se puede considerar
que se “elije al azar’. El estudio se realiza con las mismas condiciones de cualquier otro
grupo de dicho Colegio. Es decir, el ambiente de aprendizaje que en este estudio se
promueve se puede reproducir en cualquier otro grupo. Por tal motivo es factible de

afirmar que este estudio tiene validez “externa”.
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Capitulo 4. Implementacion del ambiente de aprendizaje con

comprension

Nuevamente es oportuno sefalar que el enfoque que se pretende dar al presente trabajo
es de una escuela de matematicas con grandes expectativas, como lo sefiala el NCTM
(2000), donde los alumnos deben: abordar un mismo problema desde distintos puntos de
vista 0 representar las mateméaticas de diferentes formas; solos o0 en grupos deben
trabajar productiva y reflexivamente; oralmente y por escrito, deben comunicar sus ideas y
resultados con eficacia. Por su parte el profesor procura: crear un ambiente de confianza
para el trabajo del grupo; tener expectativas ambiciosas para todos; ayudar a sus alumnos
a formular, perfeccionar y confirmar o refutar conjeturas partiendo de evidencias; elegir
cuidadosamente las tareas con las cuales trabajen sus alumnos, entre otras

caracteristicas.

La puesta en practica de este estudio se lleva a cabo en nueve sesiones, una para la
prueba diagnéstica, siete corresponden a las tareas para el aprendizaje con comprension
y automatizacion de los sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas y, una sesion

mas para la prueba sumativa.

Cabe recordar, como se sefal6 en el capitulo anterior, que la estructura de las sesiones
contempla las siguientes actividades: a) entrada y saludo, b) introduccion al tema del dia,
c) asignacion de tarea individual o en equipo en clase, d) tarea de discusion grupal, e)

asignacion de tarea extraclase.



Las sesiones comienzan con “entrada y saludo” e “introduccion al tema del dia”. En
algunas sesiones la primera tarea es grupal, para otras es en equipo. En la descripcion de
cada una de las sesiones se muestra una tabla con las tareas que se efectlan en cada

una de estas.

En la descripcién de las sesiones, también se hacen los siguientes sefialamientos: (i)
observaciones del profesor que son interés para el estudio, (ii) comentarios acerca de la
metodologia, (iii) respuestas esperadas y el desempefio de los estudiantes, (iv) formas de

trabajo y, (v) algunas discusiones que se llevaron a cabo.

Sesién 1

En esta sesion se realiza la Tarea 1 que consiste en la prueba diagnéstica (ver Anexo 2).
El profesor reparte el instrumento de evaluacion, le indica a los alumnos que deben
contestar en forma individual y que tienen toda la sesién para resolverlo (una hora
cuarenta y cinco minutos). Como se sefiala en el analisis de resultados (Capitulo 5), en

esta ocasion, los alumnos tienen una gran cantidad de dificultades para contestarlo.

Sesion 2

En la siguiente tabla se muestran las tareas que se trabajan en esta ocasion. Al mismo
tiempo se especifican: la forma de trabajo, el titulo y el propésito de las mismas, es decir,

lo que se espera que el estudiante logre en las tareas.

Tabla 4.1. Tareas para la sesion 2.

NUM. ' Forma de

Tarea | trabajo Titulo Proposito

Caracteristicas de un bosquejo de

2 I-G ) e
representacion grafica.

Retomar las caracteristicas del bosquejo de la

ecuacion lineal, aprendidas anteriormente, y

Conversién de Ia representacion consensar sus caracteristicas.

3 I-G algebraica al bosquejo de la
representacion geométrica.
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Tabla 4.1. Tareas para la sesion 2. (continuacion).

Nim. g
- Formade " -
' Titulo Proposito
Tarea | trabajo
. . . Identificar a un sistema de ecuaciones lineales
Sistemas de ecuaciones lineales. - , .
4 I-G < COMO un conjunto de dos 0 mas ecuaciones
Presentacion. .
lineales.
5 | Identificacién del nimero de - , .
. o Identificar el niUmero de ecuaciones y de
ecuaciones y de incognitas en las L . ;
: . incognitas que contienen algunos sistemas, en
representaciones algebraica y . g o
6 G P las representaciones algebraica y geomeétrica.
geomeétrica.
7 | . Proponer ejemplos de sistemas de ecuaciones
Casos concretos de sistemas de . , .
. ; con distinto nimero de ecuaciones y de
ecuaciones lineales. ST
8 G incognitas.
I . . . Convertir del registro algebraico al grafico y
Sistemas de ecuaciones lineales, g 2 2
9 situacion de paralelismo viceversa. ldentificar las condiciones de
Extraclase paralelismo.

Inicio de la Sesion. Entrada y saludo. El profesor y los alumnos llegan al salén de clase,

se saludan soélo verbalmente y preparan sus Utiles para empezar a trabajar.

Introduccién al tema del dia. El profesor indica que en este tema se retomaran conceptos

gue se han aprendido en unidades anteriores como son: resolucién de ecuacion lineal con

una incégnita; ecuacién lineal con dos incdgnitas en sus representaciones algebraica y

gréfica. El profesor sefiala algunos ejemplos de dichos conceptos en el pizarrén, los

cuales se muestran a continuacion.

Ecuacion lineal con una incdgnita

Ecuacidn lineal con dos incégnitas | Representacion grafica de la

ecuacion lineal con dos incdgnitas

3x+4=2x+2

y=3x—4

¥
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El profesor indica que en este tema, se trabajaran dos o mas ecuaciones con dos

incognitas simultaneamente.

Asignacion de la tarea en clase. El profesor indica que se empieza a trabajar con la
“Tarea 2. Caracteristicas de un bosquejo de representacion grafica”, cuya teméatica se

trabaja de forma individual y grupal simultdneamente.

Descripcion de la Tarea 2. A continuacion se presentan las actividades del profesor y de

los alumnos, de acuerdo a la forma expuesta en el Capitulo 3 de este trabajo.

Profesor Alumnos

El profesor dicta la siguiente pregunta y
les indica a los alumnos que la contesten
en forma individual en su cuaderno.

1. ¢Eslo mismo la gréafica de una
ecuacion lineal, que su
bosquejo? Argumenta tu
respuesta.

Escriben la pregunta.
Empiezan a trabajar de forma individual.

Tienen un momento de reflexion y analisis.
Observa y asiste a los alumnos. Escriben sus respuestas.
Si es necesario, preguntan al profesor.

Asiste a los alumnos haciéndoles sub-
preguntas. El profesor no da la respuesta, | Responden a las sub-preguntas e intentan
sino genera la discusion para que los responder la pregunta original.

alumnos la “descubran”.

Algunas sub-preguntas son: ¢COmo haces una grafica?, ¢como haces un bosquejo?,

¢ qué representan cada una?, ¢ cuales son las diferencias?

Considerando los sefialamientos de Duval (1992) en el sentido de que las unidades
significativas de la expresion algebraica de la forma y = mx + b tienen correspondencia
directa con las caracteristicas globales de la representacion geométrica, en este estudio
se trabaja generalmente con dicha correspondencia, entre representaciones algebraicas y

bosquejos de representacion geométrica.

Cuando los alumnos terminan de contestar en forma individual, se continla con lo

siguiente:
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Profesor Alumnos

Indica que, a continuacion se trabajara en
discusion grupal.

Elige a un alumno (forma 1, azar) para El alumno seleccionado, contesta de forma verbal.
que responda la pregunta.

El profesor, pregunta a dos alumnos mas  Los alumnos van contestando hasta que entre
(forma 1), y promueve los comentarios de | todos van formando la respuesta esperada y se
los deméas miembros del grupo. llegue a una conclusién.

Algunos resultados y observaciones. A continuacion se muestran las respuestas

esperadas y el desempefio del grupo en la puesta en practica.

Comentario. Los porcentajes mostrados en este capitulo son aproximados.
En discusion grupal el profesor indica que levanten la mano los que estan
de acuerdo o los que contestaron correctamente; el profesor, cuenta y

calcula el porcentaje aproximado.

Respuestas esperadas Desempefio del grupo

e Algunos alumnos dicen que no
(50% ), porque un bosquejo es
cualitativo y la gréfica es
cuantitativa;

e otros alumnos dicen que si (50%),
debido a que tienen las mismas
caracteristicas y ambas son lineas
rectas.

No es lo mismo una gréfica que un bosquejo.

Argumentos: Un alumno menciona que para hacer una
gréafica se requiera hacer una tabla de datos
y, posteriormente graficar punto por punto.
La mayoria del grupo estuvo de acuerdo con

a) Para hacer la gréafica se requieren
una serie de pasos: sustitucion,
tabulacion, localizacién de puntosy

él.
trazo.

b) Para hacer el bosquejo de una Un alumno menciona que para hacer un
ecuacion lineal, se identifica la bosquejo se localiza la ordenada al origen y
ordenada, la pendiente y se convierten = considerando la pendiente se traza la recta.
a su forma geométrica. La mayoria del grupo estuvo de acuerdo con

él.

c) El bosquejo tiene la ventaja de que Un alumno menciona que un bosquejo se
brinda una visién “rapida” del hace rpidamente y tiene las mismas
comportamiento de la ecuacion. caracteristicas que la gréfica. La mayoria

estuvo de acuerdo con él.
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Las respuestas que expresan los alumnos son complementarias, es decir, sin que alguien
haya expresado la respuesta esperada completamente, entre toda la comunidad si logran
acercarse a dichas respuestas, finalmente se consensan las caracteristicas mencionadas
anteriormente. La discusion grupal termina cuando la mayoria del grupo esta de acuerdo

con la respuesta esperada.

De la misma forma en que se ha trabajado la pregunta anterior, de forma individual y

grupal, se trabaja la siguiente pregunta.

Profesor Alumnos

El profesor dicta la siguiente pregunta y
les indica a los alumnos que la contesten
en forma individual en su cuaderno. Escriben la pregunta.
2. ¢Cuales son las caracteristicas Empiezan a trabajar de forma individual.
minimas que debe tener el
bosquejo de una ecuacion lineal?

Tienen un momento de reflexion y analisis.
Observa y asiste a los alumnos. Escriben sus respuestas.
Preguntan al profesor.

Asiste a los alumnos haciéndoles sub-
preguntas. El profesor no da la respuesta, | Responden a las sub-preguntas e intentan
sino genera la discusion para que los responder la pregunta original.

alumnos la “descubran”.

Las respuestas esperadas y el desempefio del grupo en la puesta en practica se

muestran a continuacion

Respuestas esperadas Desempefio del grupo

a) Que es una recta. Un alumno menciona que es una recta. La
mayoria esta de acuerdo con él.

b) Lainclinacién con respecto a la Un alumno menciona la inclinacion. La
parte positiva con el eje “x”. mayoria est4 de acuerdo con él.
€) Lainterseccion con el eje “y”. Un alumno menciona la interseccion con el

eje de las ordenadas. La mayoria estuvo de
acuerdo con él.
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Como se puede observar, las tres respuestas esperadas son mencionadas por alguin
estudiante y respaldadas por la mayoria del grupo.

Para analizar la pendiente de la recta se lleva a cabo la siguiente discusion.

Profesor Alumnos

“En el bosquejo, ¢qué es la pendiente? ” “« »
quelo, ¢q P Alumno A. “Lo que sube entre lo que avanza

Alumno B. “sub-ordenada”
“Con una palabra, ¢qué significa Alumno C. “sube-avanza”
pendiente?” Alumno D. “elevada”

Alumno D. “Inclinacion”. El resto del grupo esta

“Si pensamos en una escalera...”
de acuerdo con esta palabra.

Segun el modelo de Hiebert y Carpenter (1992), cuando las representaciones internas de
las ideas matematicas y sus relaciones estan en vias de construccion, se puede presentar
un periodo de confusion. Esto puede explicar por qué algunas respuestas estan
evidentemente “fuera de lugar’. Sin embargo, se debe ayudar al estudiante a producir

relaciones correctas.

La anterior discusion es un ejemplo de cédmo se puede trabajar con la asistencia del
profesor, a través de sub-preguntas y de como se trabaja en comunidad para el

aprendizaje con comprension.

La discusion grupal termina cuando la mayoria del grupo est4d de acuerdo con las

respuestas esperadas.

Cuando se ha terminado la tarea anterior, el profesor indica que se continte trabajando
con la siguiente: “Tarea 3. Conversién de la representacion algebraica al bosquejo de la

representacion geométrica”. Esta se trabaja en forma individual y grupal.

Descripcion de la Tarea 3. El profesor escribe en el pizarrén, las diez ecuaciones que se

muestran a continuacién en su representacion algebraica.
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2. y=—-x+5 7 y=2x-5
3. y=3x 8. y=-4x-7
4 yzlx—Z 9. y=—6x
5 y=—>-x+2 10 y=—=x

El profesor les indica a los alumnos que hagan el bosquejo de la representacion

geométrica en su cuaderno de forma individual, lo mas rapido posible.

En general se espera que los alumnos sepan reconocer la inclinacion, y el cruce con el
eje “y”, ya que es un tema que se ha retomado (Variacion directamente proporcional y

funciones lineales).

Relaciones para “construir’. A continuacion se presentan las relaciones, que el alumno
debe realizar para hacer los bosquejos, tomando como referencia lo sefialado por Duval
(1992), dichas relaciones son entre las unidades significativas algebraicas de la ecuacion
y = mx + b y sus correspondientes caracteristicas geométricas. También corresponden a
lo sefialado en las tablas 2.1y 2.2, de este trabajo (ver capitulo 2). En la siguiente tabla el

simbolo — significa “se relaciona con”.

Tabla 4.2. conexiones de la tarea 3.

N Caracteristicas algebraicas - Caracteristicas geométricas
EcuaCIon - - - - - g - - , -
Visualizar unidades significativas Inferir caracteristicas globales
Entodas @ Son ecuaciones con dos incgnitas — | Son gréficas representadas en el plano
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. cartesiano.
Entodas | En las ecuaciones el exponente de la “x” — | Son lineas rectas.
es uno cuando la “y” esta despejada.
m=1 - a = 45°
1 b0 — | Larecta se intersecta con el eje de las
ordenadas en la parte positiva de este.
m= -1 - a =135°
2 b0 — | Larecta se intersecta con el eje de las
ordenadas en la parte positiva de este.
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Tabla 4.2. Conexiones de la tarea 3. (continuacion).

Ecuacic Caracteristicas algebraicas - Caracteristicas geométricas
cuacion
Visualizar unidades significativas Inferir caracteristicas globales
m>1 - 45% < @ < 90°
3 — | Larecta se intersecta con los ejes en el
b=0
B origen.
0<m<1 - 00 < a < 45°
4 b <0 — | Larecta se intersecta con el eje de las
ordenadas en la parte negativa de este.
-1<m<0 - 135° < @ < 180°
5 b0 — | Larecta se intersecta con el eje de las
ordenadas en la parte positiva de este.
0<m<1 - 00 < a < 45°
6 — | Larecta se intersecta con los ejes en el
h=0 origen.
m>1 - 45% < ¢ < 90°
7 b <0 — | Larecta se intersecta con el eje de las
ordenadas en la parte negativa de este.
m< —1 - 90° < a < 135°
8 b <0 — | Larecta se intersecta con el eje de las
ordenadas en la parte negativa de este.
m< —1 - 90° < a < 135°
9 b =0 — | Larecta se intersecta con los ejes en el
- origen.
-1<m<0 - 135% < a < 180°
10 b =0 — | Larecta se intersecta con los ejes en el
- origen.

Discusién grupal. El profesor elige (forma 1, al azar) a cinco alumnos para que cada uno,
bosqueje una ecuacion en el pizarrén. Posteriormente, otros cinco alumnos hacen lo
mismo. El grupo analiza los bosquejos visualmente. El profesor elige (forma 3,
probablemente responda correctamente) a un onceavo alumno para que evalle los
bosquejos que se encuentran en el pizarron. Finalmente el grupo participa para llegar a un

consenso.

Algunos resultados y observaciones. Aproximadamente 21 alumnos (81%) hacen los

bosquejos en forma correcta en su trabajo individual, el resto de los estudiantes hace
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anotaciones para que posteriormente, como tarea extraclase, realice los bosquejos en

forma correcta.
Observaciones. De los bosquejos hechos en el pizarron, se corrigen dos:

Primero, el bosquejo de la ecuacion algebraica 3, no pasa por el

origen, en seguida, pasa un alumno a corregirlo.

Segundo, en el bosquejo de la ecuacion algebraica 8, el angulo es
trazado a: « = 135°. Un alumno, pasa a “corregirlo”, pero, se
equivoca nuevamente, ya que traza una recta con un angulo

45% < o < 90°. Posteriormente pasa otro alumno y lo bosqueja

correctamente, es decir traza una recta con una inclinaciéon

90° < a < 135°. En cada uno de estos cambios los estudiantes

estuvieron atentos para participar en la discusion.

En discusién grupal se enfatiza la conversion, con ejemplos de ecuaciones
cuyas pendientes tienen valores de 1 y -1, asi mismo se hacen ejemplos

con pendientes mayores y menores a estos nimeros.

Se puede observar que los alumnos en su mayoria bosquejan de forma
aceptable una sola ecuacion, sin embargo, de acuerdo a los resultados de
las tareas que se indican mas adelante, muestran dificultades al momento

de bosquejar dos o mas ecuaciones en un mismo plano.

La sesion prosigue con la “Tarea 4. Sistemas de ecuaciones lineales. Presentacion”. Cuya

tematica se trabaja de forma individual y grupal.

Descripcion de la tarea 4. El profesor dicta la siguiente pregunta. Los alumnos, en trabajo

individual, la contestan en su cuaderno.
1. ¢Qué es un sistema de ecuaciones?

Discusién grupal. Cuando los alumnos terminan de contestar individualmente la pregunta
anterior, el profesor, indica que a continuacion se discutira grupalmente. Elige (forma 1, al
azar) a un alumno para que responda en voz alta. Los demas miembros del grupo

participan hasta llegar a una conclusion. Se produce la siguiente discusion.
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Profesor

Alumnos

“¢ Qué es un sistema de ecuaciones? ”

Un alumno. “La representacion algebraica de una
grafica” (lo cual es incorrecto).

Algunos alumnos levantan la mano para
participar.

Le indica a otro alumno para que
conteste.

Otro alumno. “Dos 0 mas pendientes en un mismo
plano” (lo cual es incorrecto).

Le indica a otros alumnos que participen.

Un tercer alumno. “Un conjunto de ecuaciones
equivalentes que forman un bosquejo” (lo cual es
incorrecto).

Un cuarto alumno. “Graficas y Bosquejos” (lo
cual es incorrecto).

Nuevamente hace la pregunta, “¢qué es
un sistema de ecuaciones?”

Un quinto alumno. Contesta que un sistema de
ecuaciones, es un conjunto de dos o mas
ecuaciones. La mayoria del grupo estuvo de
acuerdo.

“Alcen la mano quienes esten de acuerdo
con la respuesta de su compariero”

El grupo responde, en consenso, que esta de
acuerdo.

Observacion. Algunos alumnos tienen problemas con las ideas y el
vocabulario, es probable que estemos trabajando muchos términos
‘nuevos” al mismo tiempo (representaciones algebraica y geomeétrica,

pendiente, ecuaciones equivalentes, bosquejos, etc.).

Segun el modelo de Hiebert y Carpenter (1992), las representaciones
internas de las ideas mateméaticas y sus relaciones estan en vias de
construccion, lo cual se puede presentar con un periodo de confusién. Esto
puede explicar, por qué algunas respuestas estan “evidentemente fuera de
lugar”. Sin embargo, se debe ayudar al estudiante a producir relaciones

correctas.

La anterior discusién es un ejemplo de cémo se puede trabajar con la
asistencia del profesor, a través de subpreguntas y, de cémo se trabaja en

comunidad para el aprendizaje con comprension.

El profesor pregunta a los alumnos ejemplos de sistema de ecuaciones; les solicita que

dichos ejemplos sean variados (sistemas con distinto nimero de ecuaciones, incognitas y

grado). Los alumnos responden. El profesor, escribe algunos ejemplos en el pizarron,

clasificandolos por el grado de las ecuaciones.
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“@

Observaciones. Un alumno pregunta “;de doénde saco los ejemplos?” el

profesor responde ‘invéntalos”.

Para motivar que los alumnos propongan un ejemplo de sistema de
ecuaciones no lineal, el profesor menciona lo siguiente, “ya hemos visto
otro tipo de ecuaciones”, e inmediatamente un alumno propuso un sistema

no lineal.

Los alumnos propusieron tres sistemas. Dos sistemas lineales con dos
incognitas y un sistema de tres ecuaciones, una cubica, una cuadrética y

una lineal con dos incégnitas, los cuales se reproducen a continuacion.

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

y=5x3+3
y=5x+3 y=11x+ 29

y=3x2+1
y=—4x+2 y=10x+ 77

y=8x+9

Comentario. Estos ejemplos sientan las bases para la siguiente pregunta y
para otras tareas, donde el alumno tiene que proponer sistemas de

ecuaciones con distintas caracteristicas.

El profesor dicta la siguiente pregunta. Los alumnos, en trabajo individual, la contestan en

su cuaderno.

2. ¢Qué condiciones debe tener un conjunto de ecuaciones para que se

denomine “sistema de ecuaciones lineales”?

Discusién grupal. Cuando los alumnos terminan de contestar en forma individual, la
pregunta anterior, el profesor indica que, a continuacion se discutira. Elige a un alumno

(forma 1, al azar) para que responda en voz alta, posteriormente se discute grupalmente.

Observaciones. Parece ser, que debido a los ejemplos de la pregunta

anterior, esta pregunta se responde rapidamente.

Comentarios. En trabajo individual y grupal, /a “asistencia” del profesor es
sin decir la respuesta esperada. El profesor dirige al estudiante con otras
preguntas, para provocar que el alumno “descubra” la respuesta esperada.
Algunas subpreguntas son: ¢qué correspondencia hay entre el grado de
una ecuacion y el exponente de la incognita? ¢Cual es la caracteristica

principal para que se tenga un sistema de ecuaciones?
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Algunos resultados. A continuacion se presentan las respuestas esperadas y el

desempefio del grupo en la puesta en practica.

Preguntas y respuestas esperadas Desempefio del grupo
Pregunta 1. ¢ Qué es un sistema de ecuaciones? = Un alumno menciona que es un conjunto de
Respuesta. Un conjunto de dos o mas  ecuaciones y el resto del grupo esta de
ecuaciones. acuerdo.
Pregunta 2. ;Qué condiciones debe tener un | Un alumno menciona que es un conjunto de
conjunto de ecuaciones para que se denomine | ecuaciones donde las incégnitas tienen
“sistema de ecuaciones lineales”? exponente uno y el resto del grupo esta de
Respuesta. Que sea un conjunto de ecuaciones  acuerdo.
donde todas las incognitas estén a la primera
potencia.

No en todos los casos, cuando el exponente de las incognitas es uno, la ecuacion es
lineal, por ejemplo, cuando dos incégnitas se multipliguen entre si. Como se puede

observar en la discusién que se muestra renglones adelante.

Asi también, una ecuacién lineal se puede representar de muchas maneras o, formas
equivalentes: de forma general, con una incégnita despejada, con sus dos miembros

elevados a la misma potencia, entre muchas otras.
Por lo anterior, es necesario referirse a una forma de uso frecuente (y = mx + b). Asi,

para que sea ecuacion lineal, la “x” debe estar a la primera potencia, cuando la “y” esta

despejada.

A continuacién se lleva a cabo la siguiente discusion grupal. En dicha discusion el

profesor elije a los alumnos al azar, para que estos respondan.

Profesor Alumnos

Escribe la ecuacion xy = 20 en el pizarrony preguntaa = El alumno contesta que si. El resto
los alumnos “;jes una ecuacion lineal?”. Elige a un del grupo esta de acuerdo.

alumno que para responda.

Con la participacion de los alumnos el profesor despeja

Chn o9

y .

20 El alumno contesta que si. El resto
Y= del grupo esta de acuerdo.
Y pregunta: “;es una ecuacion lineal? . Elige a un
alumno para que responda.

83



Con la participacion de los alumnos, el profesor
reescribe la ecuacion:

y =20x"1
Y pregunta: “;es una ecuacion lineal?”. Elige a un
alumno para que responda.

El alumno contesta que no. El resto
del grupo esta de acuerdo.

“¢ En qué casos, aunque el exponente de la incégnita,
sea uno, la ecuacion no es lineal? ” Elige a un alumno
para que responda.

El alumno responde que es cuando
se multiplican entre si dos
incognitas. El resto del grupo esta
de acuerdo.

La sesion prosigue con la “Tarea 5. Identificacibn de numero de ecuaciones y de

incégnitas”. La tematica de esta tarea se trabaja en forma individual y grupal (Tarea 6). El

profesor reparte los formatos de la Tarea 5 y se asegura que hayan sido comprendidas

las consignas.

Descripcion de la Tarea 5. En esta tarea, se muestran nueve sistemas de ecuaciones,

unas en representacion algebraica y otras en bosquejo de representacion geométrica (ver

Anexo 1 Tarea 5).

A continuacion se reproducen los nueve sistemas de ecuaciones de la Tarea 5.

Representacion 1 Representacion 2
5x -9y +14=0 ’
3x+2y—1=0
Representacion 4 Representacion 5
y _ 5 4
y= —gx +
_—2y+3
-5
Representacion 7 Representacion 8
y=—-x—-z+5 v
y=-2x+3z—-8
y=3x—12 .
y = gx +
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Representacion 3

Y

Representacion 6

2x+3y—5=0
—2x—5y=-8
_ —5x+1
Y=77

Representacion 9

y




El alumno tiene que identificar el nUmero de ecuaciones y de incognitas para cada
representacion. En la representacion algebraica debe contar el nimero de ecuaciones y
de incognitas. En la representacion geométrica debera contar el nimero de rectas
representadas, y reconocer, que en el plano cartesiano, sélo se pueden representar dos

incognitas.

Algunos resultados y observaciones. Cuando los alumnos terminan la tarea individual, el

profesor indica que se procede a la discusion grupal (Tarea 6).

Profesor Alumnos

Elige a un alumno (forma 1, al azar) para
responder. El alumno responde correctamente. El resto
“Menciona los nitmeros de ecuaciones y de = del grupo esta de acuerdo.

incognitas para cada una de las
representaciones”.

No fue necesaria mayor discusién, ya que se llegbé a consenso. A continuacién se muestra

las respuestas esperadas y el desempefio del grupo en la puesta en practica.

Respuestas esperadas. Desempefio del grupo

La primera columna corresponde al nimero de
representacion, la segunda al nimero de
ecuaciones y, la tercera al de incognitas.

1. 2,2

2. 2,2

3. 3,2 La totalidad del grupo responde

4. 3.2 correctamente.

5 2,2

6. 3,2

7. 4,3

8. 4,2

9. 52

Al final de la tarea, el profesor menciona que en este curso se trabajan sistemas de dos a

cuatro ecuaciones lineales con dos incégnitas.
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El profesor, hace énfasis de que en el plano cartesiano, so6lo se tienen representaciones
geométricas asociadas a ecuaciones algebraicas con dos incognitas. Sin embargo, las
representaciones algebraicas pueden contener una, dos, tres 0 mas incognitas.

A continuacion se muestra lo acontecido en discusion grupal.

Profesor Alumnos

Un alumno hace la siguiente pregunta:
Atiende la pregunta del alumno. “;solamente se pueden representar dos
incognitas en el plano cartesiano?”

“En el plano cartesiano, solamente se tienen
los ejes para x’e ‘y’”. En este momento traza = Atienden.
un plano cartesiano en el pizarrén.

“Existen grdficas de tres dimensiones, donde
se pueden representar tres incdgnitas”. Al

mismo tiempo traza, sobre el plano anterior, Otro alumno menciona:

un tercer eje y menciona: “para ello se traza “ese tipo de graficas, ¢las vamos a trabajar?”
un tercer eje que se le puede denominar e/ ‘eje

2

Responde: “No, en este curso solamente se

. o Atienden.
trabaja en el plano cartesiano”.

La sesién prosigue con la “Tarea 7. Casos concretos de sistemas de ecuaciones lineales”

(ver Anexo 1 Tarea 7). Cuya tematica se trabaja en forma individual y grupal (Tarea 8).

Descripcion de la tarea 7. Se pretende que el alumno, proponga sistemas de ecuaciones
en su representacion algebraica, de dos y tres ecuaciones con dos y tres incégnitas. A

continuacion se reproduce esta tarea.

. En matematicas puede ocurrir que se trabaje con una ecuacion con una incdgnita, una
ecuacion con dos incdgnitas, dos ecuaciones con dos incégnitas,.., hasta m ecuaciones
con n incognitas. En la tabla siguiente escribe en los espacios correspondientes
(etiquetados con numeros 1, 2, 3...), una ecuacioén o un sistema de ecuaciones en su
representacion algebraica, que cumpla con las condiciones que se establecen en su

respectiva columna y renglén.
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Numero de

Ecuaciones
Dos Tres

; incognitas incognitas
NUmero de

Incdgnitas

Una ecuacion lineal

Sistema de dos ecuaciones
lineales

Sistema de tres ecuaciones
lineales

Sistema de una ecuacion
cuadratica y una lineal

Para esta tarea, fue muy importante el trabajo realizado en la tarea tres, ya que se

solicitaron ejemplos de sistemas de ecuaciones.

Algunos resultados y observaciones. Al término de la tarea individual se prosigue con la
discusién grupal de la misma tematica (Tarea 8). El profesor elige (forma 1, al azar) a
siete alumnos para que pasen al pizarron a escribir cada uno de los sistemas solicitados,
un sistema por alumno. Posteriormente elije a un octavo alumno (forma 3, probablemente
responda correctamente) para que evalle cada uno de los sistemas. Mientras tanto, el
grupo enfoca su atencidén en las respuestas escritas en el pizarrén y la evaluacion que
hace su compafiero. Veintidés alumnos (85%) responden correctamente, el resto del

grupo hace anotaciones para que corrija como tarea extraclase.

La sesion finaliza con la asignacion de la “Tarea 9. Sistemas de ecuaciones lineales,
situacion de paralelismo” (ver Anexol Tarea 9). La tematica de esta tarea se trabaja de
forma individual extraclase y grupalmente (Tarea 10). El profesor se asegura que se

hayan comprendido las consignas.
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Sesion 3

En la siguiente tabla se muestran las tareas que se trabajan en esta ocasion. Al mismo
tiempo se especifican: la forma de trabajo, el titulo y el propésito de las mismas, es decir,
lo que se espera que el estudiante logre en las tareas.

Tabla 4.3. Tareas que se trabajan en la sesion 3.

Ndam. F
orma de . .
. Titulo Propdsito
Tarea  (rabajo
. . . Convertir del registro algebraico al gréafico y
Sistemas de ecuaciones lineales, g 2 2
10 G A . viceversa. ldentificar las condiciones de
situacion de paralelismo. .
paralelismo.
11 |
Sistemas de ecuaciones lineales, Convertir del registro algebraico al grafico y
12 E situacion de interseccion en el eje viceversa. ldentificar las condiciones de la
de las ordenadas. interseccion en el eje de las ordenadas.
13 G
14 |
Sistemas de ecuaciones lineales, Convertir del registro algebraico al grafico y
15 E situacion de interseccion fuera del viceversa. Identificar de condiciones de
eje de las ordenadas. interseccion fuera del eje de las ordenadas.
16 G
17 | Relacionar sistemas de dos y tres ecuaciones
Relacién de representaciones. lineales con dos incognitas entre sus
18 G representaciones algebraica y gréfica.
I o Generalizar las condiciones que se presentan en
Resumen de situaciones de R .
19 aralelismo e interseccion la representacidn grafica y algebraica de un
Extraclase = P : sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas.

Inicio de la sesidn. Las sesiones empiezan con las actividades: entrada-saludo y con la
introduccion al tema del dia. Estas dos actividades, aunque se realicen en la practica, no

se mencionaran en lo sucesivo de este escrito.

El profesor indica que los alumnos acomoden el mobiliario para que en su momento, se

trabaje en equipo. En esta sesion los equipos se forman con los compafieros mas
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cercanos (forma 1). Cabe recordar que cada una de las actividades sigue los lineamientos
de las formas de trabajo sefialados en el Capitulo 3 de este escrito.

Se empieza a trabajar con la Tarea 10 que es la discusion grupal de la tarea anterior:
“Tarea 9. Sistema de ecuaciones lineales, situacién de paralelismo”; la cual fue individual

y extraclase.

Segun Duval (1992) para que el alumno aprenda con comprension un objeto matematico
debe reconocerlo en al menos dos formas de representacion y, debe ser capaz de realizar
la conversion entre estas formas. El autor sefiala que se deben establecer las conexiones
entre las unidades significativas de la expresion algebraica y=mx+b y, las

caracteristicas globales correspondientes al registro geométrico.

Segun Hiebert y Carpenter (1992) una idea matematica es comprendida cuando tiene
numerosas y fuertes conexiones entre representaciones internas, dichas conexiones se
hacen estableciendo similitudes y diferencias y, pueden construirse en la misma forma de

representacion o entre distintas formas de representacion.

Los sistemas de ecuaciones trabajados en esta tarea son de rectas paralelas. Se
pretende que en trabajo individual o grupal, el alumno encuentre similitudes y diferencias

en las dos formas de representacion:

(T3]

e en la representacion algebraica, coeficientes de la incégnita “x” iguales y, términos
independientes diferentes;
e con su respectiva conversién en la representacion geométrica, inclinaciones

[T ]

iguales, intersecciones con el eje “y” diferentes.

Descripcion de la Tarea 9. En la primera parte, el alumno debe realizar las conversiones

de la representacion algebraica a la geométrica de los siguientes sistemas.

1 2. 3
y1=x+2..L y1=4x+3... y1=—§x1+1...L1
v, =x, —3...L Yo, =4x,+2... L 1

Y2 = —cX2... L2

yz3=4x3+1...Ls3

Comentario. A partir de este momento y hasta la Tarea 43 se usan los

subindices para las incognitas en las ecuaciones. Esto es con el fin de
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enfatizar la pertenencia de dichas incognitas a sus ecuaciones. El uso de

subindices es un conocimiento previo, el cual, el profesor se debe asegurar

de que los alumnos lo tienen.

Relaciones para “construir”. En las tablas 2.1 y 2.2, del capitulo dos de este escrito, las

cuales se reproducen a continuacién, se muestra de forma general las conexiones entre

las representaciones algebraica y geométrica de los sistemas de ecuaciones lineales con

dos incégnitas. Se debe considerar que dichas caracteristicas son con base a la

expresion y = mx + b.

Tabla 2.1. valores de la pendiente “m” y el angulo “a” que se forma con
el lado positivo del eje “x”. El simbolo « significa “se correlaciona con”.

Valor de la pendiente © Angulo formado
m>1 o 459 < g < 90°
m=1 o a = 45°

o<m<1 o 0° < o < 45°
m=0 © a=0

-1<m<0 o 135° < @ < 180°
m=-1 o a =135°
m< -1 o 90° < @ < 135°

Tabla 2.2. correspondencia de caracteristicas.

Representacion
algebraica

Representacion geométrica

Correspondencia
El simbolo < significa “se correlaciona
con”.

y=mx+b;..L;

Angulo . Ordenada al origen b, .

b, & interseccién con eje "y"

y=myx+b,..L,

Angulo a,. Ordenada al origen b,.

m, & a,
b, & interseccién con eje "y"

y=mzx+b;..Ls

Angulo a;. Ordenada al origen bs.

ms; & as
b; & interseccién con eje "y"

y=mux+b, ..L,

Angulo a,,. Ordenada al origen b,,.

m, & a,
b, & interseccion con eje "y"

A continuaciéon se muestran las conexiones que deben de realizar los alumnos para

relacionar las representaciones algebraica y geométrica de la primera parte de esta tarea.

En la siguiente tabla el simbolo — significa “se relaciona con”.
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Tabla 4.4. Relaciones entre las representaciones algebraica y geométrica para la primera parte de la

Tarea 9.
Caracteristicas algebraicas - Caracteristicas geométricas
Visualizar unidades significativas Inferir caracteristicas globales
Sistema 1.
1 Son dos ecuaciones con dos incégnitas Dos graficas representadas en el plano
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. — | cartesiano.
En las dos ecuaciones el exponente de “x” es .
2 . > . —, | Son dos lineas rectas.
uno cuando “y” esta despejada.
3 m; >0 - 0° <a; <90°
4 my, >0 N 0° <, <90°
- s . Los angulos son iguales. a; = a,
5 Los coeficientes de “x” son iguales. > | Las rectas son paralelas.
6 my =1 N a, = 45°
7 m,=1 5 a, = 45°
8 b % b La interseccion de las rectas con el eje de las
1 2 —  ordenadas es en distintos puntos
L; se intersecta con el eje de las ordenadas en
9 b, >0 5 S
la parte positiva de este.
10 b <0 L, se intersecta con el eje de las ordenadas en
2 — | la parte negativa de este.
Sistema 2.
1 Son tres ecuaciones con dos incognitas Tres gréaficas representadas en el plano
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. — | cartesiano.
2 En las tres ecua018nis el exponente dela “x _, | Son tres lineas rectas,
es uno cuando la “y” esta despejada.
3 m; >0 N 0° < a; <90°
4 my, >0 N 0° < @, <90°
5 ms >0 > 0° < az <90°
6 | Los coeficientes de la “x” son iguales. > Los angulos son iguales a, = a, = a;.
Las rectas son paralelas.
m; > 1 > 45° < a; <90°
8 my >1 > 45° < a; < 90°
9 my > 1 > 450 < @, < 90°
Los términos independientes son diferentes. . .
10 b. +b. % b Las rectas se mtersecta_ln en el eje de las
172 3 — | ordenadas en puntos distintos.
b, # b,
b, >0 . .
Las tres rectas se intersectan con el eje de las
11 b, >0 5 L
ordenadas en la parte positiva de este.
La recta L, estd arriba de L, y Ls.
12 by > b, > b, _, | Larecta L, en medio de las otras dos.
La recta L; debajo de L, y L.
Sistema 3.
1 Son tres ecuaciones con dos incdgnitas Tres gréficas representadas en el plano
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. —  cartesiano.
2 En las tres ecuamgnss el expongnte de la “x . Son tres lineas rectas.
es uno cuando la “y” esta despejada.
3 m; <0 > 90° < a; < 180°
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Tabla 4.4. Relaciones entre las representaciones algebraica y geométrica para la primera parte de la

Tarea 9. (continuacion).

Caracteristicas algebraicas - Caracteristicas geométricas
Visualizar unidades significativas Inferir caracteristicas globales
4 m, <0 N 90° < a, < 180°
5 my <0 N 90° < a3 < 180°
6 Los coeficientes de la “x” son iguales. Los angulos son iguales a; = a, = a3.
m; =m, =mg - Las rectas son paralelas.
7 —-1<m; <0 N 135% < a; < 180°
8 -1<m,<0 N 135°% < a, < 180°
9 —-1<my3<0 N 135° < a3 < 180°
Los términos independientes son diferentes. Las rectas se intersectan en el eje de las
10 by # by # by = ordenadas en puntos distintos de este.
1 b >0 La recta L; se intersecta con el eje de las
1 — | ordenadas en la parte positiva de este.
La recta L, se intersecta con los ejes en el
12 b, =0 - | origen.
Lar Ls se inter n el eje de las
13 b, <0 . a recta L3 se intersecta con el gj

ordenadas en la parte negativa de este.

En la segunda parte, se tiene que realizar la conversion de la representacion geomeétrica a

la algebraica de los siguientes sistemas.

A continuacién se muestran las conexiones que debe realizar el estudiante para contestar

L1

L1

L1

la segunda parte de esta tarea.
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Tabla 4.5. Relaciones entre representaciones para la segunda parte de la Tarea 9.

Caracteristicas geométricas.

Expresion algebraica

Visualizar caracteristicas globales - Inferir las unidades significativas
Sistema 1.
Son dos graficas que estan representadas — | Esfactible escribir dos ecuaciones con dos
1 | en el plano cartesiano. incognitas, que pueden estar representadas por
“x” e “y”.
Son dos rectas. Es factible escribir dos ecuaciones donde
2 - exponente de “x” es uno, cuando “y” esta
despejada.
3 Las dos rectas tienen la misma inclinacién, . Los coeficientes de “x” son iguales,
son paralelas. m; =m,
4 00 < a; <45° N 0<m; <1
0° < a, < 45° 0<m, <1
Cada una de las rectas se intersecta con el Los términos independientes son negativos.
5 | eje de las ordenadas en su parte negativa. - b; <0
b, <0
La interseccion con el eje de las ordenadas El término independiente de L, es mayor que el de
6  de L, estaarriba que la de L. L
b, >b,
Sistema 2.
Son tres gréficas que estan representadas — | Es factible escribir tres ecuaciones con dos
1 | en el plano cartesiano. incdgnitas, que pueden estar representadas por
“x” e “y”.
Son tres rectas. — | Esfactible escribir tres ecuaciones donde el
2 exponente de “x” es uno, cuando “y” esta
despejada.
3 Las tres rectas tienen la misma inclinacion, ., Los coeficientes de la “x” son iguales.
son paralelas. m =m, =ms
45% < @, < 90° N my > 1
4 45% < @, < 90° m, >1
45° < g3 < 90° my > 1
5 Cada una de las rectas se intersecta con el N b, # b, # bs
eje de las ordenadas en puntos distintos. b, # bg
L; y L, se intersectan con el eje de las N b >0
6 ordenadas en la parte positiva de este y, L3 b; >0
en la parte negativa. b <0
La interseccion con el eje de las ordenadas
de L, est arriba de las de L, y Ls. -
La interseccion de L, con el eje de las
7 | ordenadas estd en medio de las otras dos. b > b > b
Y la interseccién de L3 con el eje de las 1 2 3
ordenadas esté por debajo de L, y L.
Sistema 3.
Son dos gréficas estan representadas en el Es factible escribir dos ecuaciones con dos
1  plano cartesiano. ~ | incognitas que pueden estar representadas por
“x” e “y”.
Son dos rectas. Es factible escribir dos ecuaciones donde el
2 - exponente de “x” es uno, cuando “y” esta
despejada.
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Tabla 4.5. Relaciones entre representaciones para la segunda parte de la Tarea 9. (continuacion).

Caracteristicas geométricas. Expresion algebraica
Visualizar caracteristicas globales - Inferir las unidades significativas
3 Las dos rectas tienen la misma inclinacién. . Los coeficientes de la “x” son iguales.
m; =m,
a; = 135° my =—1
4 a, = 135° - m, = —1
5 L; y L, se intersectan con el eje de las . b; <0
ordenadas en la parte negativa de este. b, <0
6 Las rectas se intersectan con el eje de las . b, # b,
ordenadas en lugares distintos de este.
La interseccion con el eje de las ordenadas El término independiente de L, es mayor que el de
7 de L, esta por arriba de la de L,. 7L
b, >b,

Las preguntas de la tercera parte de la tarea son las siguientes:

1. ¢Como son las rectas que se encuentran en cada bosquejo de representacion
geométrica?

2. Analiza las ecuaciones en cada uno de los sistemas trabajados en esta tarea vy,
completa la siguiente tabla.

Similitudes y

diferencias
Representacién algebraica Representacién geométrica

Representaciones

Similitudes

Diferencias

3. ¢Cudles son las condiciones en la representacion algebraica para que las gréaficas de
dos rectas sean paralelas?

4. Escribe un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas en su
representacion algebraica cuyas ecuaciones sean equivalentes. Asi mismo, haz el
bosquejo de las ecuaciones.

Algunos resultados y observaciones. Tarea 9 individual. En la primera parte, dieciocho
estudiantes (69% aprox.) realizan los bosquejos de los sistemas de ecuaciones de forma

correcta.
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Comentario. El porcentaje de aciertos mostrados en esta seccion, nos
indican de algin modo la evaluacion formativa y, consisten en el porcentaje
de estudiantes que resolvieron correctamente el ejercicio. En la discusion
grupal, una vez que se discutieron cada una de las partes de la tarea, el
profesor indica que: “alcen las mano quienes hicieron bien los ejercicios”’,

en ese momento el profesor cuenta y calcula el porcentaje aproximado.

Comentario. Segun la observacion del profesor y la grabacion de las
sesiones, en este punto sucede lo siguiente: los alumnos que cometieron
errores en su tarea individual, en discusién grupal se dan cuenta de dichos
errores y los tratan de corregir inmediatamente, sin embargo, el profesor les

indica que los corrijan como tarea extraclase.

La segunda parte de la tarea, que es la conversion de la representacion geométrica a la
algebraica de tres sistemas, resulta de mayor dificultad, ya que sélo diez estudiantes

(38%) la realiza correctamente.

Comentario. Como se puede apreciar la conversion que ofrece mayor
dificultad a los estudiantes, de acuerdo a los resultados (69% y 38%), es la
que va de la representacion geométrica a la algebraica, estos resultados

estan acordes a lo sefialado por Leinhardt, Stein y Zaslavsky (1990).

La tercera parte, que consiste en identificar las condiciones de paralelismo en la
representacion algebraica, también resulté dificil para los estudiantes, so6lo diez

estudiantes (38%) lo contesta correctamente.

Tarea 10 grupal. Para la primera parte, tres alumnos (forma 1, elegidos al azar) pasan al
pizarron a hacer un bosquejo cada uno. Una vez que se trazan los bosquejos en el
pizarrén, el grupo los observa y evalia mentalmente. El profesor le indica a un estudiante
(forma 3, posiblemente responda correctamente) que exprese su evaluacion en voz alta.

En esta ocasién los bosquejos estuvieron trazados correctamente.

Para la segunda parte, tres alumnos (forma 1, elegidos al azar) pasan al pizarrén a
escribir un sistema cada uno en la representacion algebraica. Una vez que los sistemas
estan escritos en el pizarron, los estudiantes los observan y evalian mentalmente. El
profesor le indica a un alumno (forma 3, posiblemente responda correctamente) que
exprese su evaluacion en voz alta. En esta ocasion los sistemas de ecuaciones estan

escritos correctamente.
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Atencion especial merecen las preguntas del tercer apartado, se trabaja en discusion
grupal, hasta que la mayoria esté de acuerdo con las respuestas esperadas. Se
presentan las preguntas, respuestas esperadas y el desempefio de los estudiantes.

Comentario. Los porcentajes mostrados en las siguientes lineas se
obtienen de la siguiente manera: una vez discutido cada uno de los

apartados, el profesor indica que: “quienes estén de acuerdo levanten la

mano”, el profesor cuenta y calcula el porcentaje aproximado.

Preguntas y respuestas esperadas.

Desempefio de los estudiantes

¢Como son las rectas que se encuentran
en cada bosquejo de representacion
geométrica?

Respuesta: paralelas.

Un alumno menciona que son paralelas y
la mayoria del grupo lo apoya.

Llenado de tabla.
Similitudes:

Algebraica. a) que tienen dos
incdgnitas, b) que el exponente de “x” es
uno cuando “y” estd despejada, c) 10S
coeficientes de la incognita “x” son
iguales.

Un alumno menciona que los coeficientes
de “x” son iguales. Diez alumnos (38%)
apoyan esta idea. El resto del grupo se da

cuenta de la similitud y toma nota.

Similitudes:

Geométrica. a) Son rectas en el plano
cartesiano, b) inclinaciones iguales.

Un alumno menciona que las inclinaciones
de las rectas son iguales. Diez alumnos
(38%) apoyan esta idea. El resto del grupo
se da cuenta de la similitud y toma nota.

Diferencias:

Algebraica. Términos independientes
diferentes.

Un alumno menciona que los términos
independientes son diferentes. Diez
alumnos (38%) apoyan esta idea. El resto
del grupo se da cuenta de esta diferencia y
toma nota.

Diferencias:

Geométrica: Las intersecciones con el

eje “y” son diferentes.

Un alumno menciona que las
intersecciones con el eje de las ordenadas
son diferentes. Diez alumnos (38%)
apoyan esta idea. El resto del grupo se da
cuenta de esta respuesta.

¢ Cuales son las condiciones en la
representacion algebraica para que las
graficas de dos rectas sean paralelas?

Respuesta. Que los coeficientes de la
“x” sean iguales.

Un alumno menciona que los coeficientes
de la “x” deben de ser iguales. Diez
alumnos (38%) apoyan esta idea. El resto
del grupo se da cuenta de la respuesta y
toma nota.
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Preguntas y respuestas esperadas.

Desempefio de los estudiantes

Proposicidn de sistema con dos
ecuaciones equivalentes.

4 | Respuesta. Se espera que los alumnos
propongan un ejemplo correctamente.

Sdlo dos alumnos (8%) responden
correctamente esta pregunta, proponiendo
un sistema con dos ecuaciones
equivalentes y, con la misma

representacion geomeétrica. El resto del
grupo toma nota.

Comentarios. En las similitudes de las ecuaciones de los sistemas, es
conveniente enfatizar lo siguiente: a) que las ecuaciones tienen dos
incégnitas, por lo que se pueden representar en el plano cartesiano; b) que
el exponente de la “x” es uno cuando la “y” esta despejada, esto es, que la
representacion grafica es una recta, ¢) que el coeficiente de las “x” es el

mismo, para las ecuaciones del sistema, por lo tanto, son paralelas.

Se observa una gran diferencia entre las respuestas esperadas y lo que
responden los alumnos, por ejemplo, en las similitudes en la representacion

algebraica, lo que responden los alumnos es:

“los coeficientes de la “x” son iguales o, pendientes iguales”.
En el trabajo individual, los alumnos presentan dificultades en las
conversiones y en la identificacion de las condiciones, por lo tanto, en la
discusion grupal se enfatizaron cada una de las respuestas correctas, para
gque posteriormente los alumnos hagan las correcciones pertinentes como
tarea extraclase. Es importante sefialar que en las tareas que se realizaran
posteriormente, se seguiran haciendo conversiones de representacion, por

lo tanto, se espera que exista una mejora notable en las conversiones.

En la propuesta de ecuaciones equivalentes, sélo dos estudiantes
propusieron bien el sistema, uno de ellos, expuso su propuesta frente al
grupo vy, se enfatizd que dos ecuaciones equivalentes tienen la misma

representacién geométrica y que una recta es paralela a si misma.

Al término de la tarea anterior el profesor reparte los formatos de la tarea siguiente: “Tarea

11. Sistemas de ecuaciones lineales, situacion de interseccion en el eje de las ordenadas”
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(ver Anexo 1 Tarea 11). Sus cuestionamientos se trabajan de tres formas: individual, en
equipo (Tarea 12) y finalmente en discusion grupal (Tarea 13).

Segun Duval (1992) se considera que un estudiante comprende un objeto matematico
cuando puede reconocerlo en al menos dos registros y puede hacer la conversion entre
estos. En esta tarea se trabajan las representaciones algebraica, geométrica y su
conversion.

Segun Hiebert y Carpenter (1992) las representaciones internas pueden ser estimuladas
por sus correspondientes representaciones externas. Las conexiones externas se pueden
establecer entre distintas formas de representacion o, de distintas maneras en la misma
forma de representacion. Ademas, las conexiones entre representaciones internas se
establecen por medio de similitudes y diferencias. En el presente estudio, se trabaja con
las representaciones algebraica, geométrica y su conversion. En ocasiones se pide a los
alumnos encontrar similitudes y diferencias de una idea matematica en las
representaciones mencionadas anteriormente.

Los sistemas de ecuaciones trabajados en estas tareas son de rectas que se intersectan
en algun punto del eje de las ordenadas. Se pretende que los alumnos encuentren:

e en la representacion algebraica, las diferencias entre los coeficientes de las “x” vy,
las similitudes entre los términos independientes de las ecuaciones en cada uno
de los sistemas;

e en la representacion geométrica, las diferencias de las inclinaciones de las rectas

y la similitud del punto de interseccion de las rectas con el eje de las ordenadas.

Descripcion de la tarea 11. En la primera parte se deben hacer las conversiones de la

representacion algebraica a la geométrica, de los siguientes sistemas.

3.
1 2.
V1 =X+ 1...L1
vy =—=3x;—1..LL vy =4x;+3... s
. v, =2x,+1...L
yzz—gxz—l...Lz v, =—4x,+3...

V3 =—2x3+1 L3
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Relaciones para “construir”. De acuerdo a las tablas 2.1 y 2.2 del capitulo dos de este

escrito, a continuacion se muestran las conexiones que deben de realizar los alumnos

para convertir de la representacion algebraica a la geométrica. En la siguiente tabla en

simbolo — significa “se relaciona con”.

Tabla. 4.6. Relaciones entre las representaciones algebraica y geométrica para la primera parte de la

Tarea 11.
Caracteristicas algebraicas - Caracteristicas geométricas
Visualizar unidades significativas Inferir caracteristicas globales
Sistema 1
1. Son dos ecuaciones con dos incognitas Dos graficas representadas en el plano
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. ~ | cartesiano.
2 | En las dos ecuaciones el exponente de la “x” . Son dos lineas rectas.
es uno cuando la “y” esta despejada.
3 m; <0 N 90° < a; < 180°
m, <0 90° < a, < 180°
4 | Los coeficientes de la “x” son diferentes. Los angulos son diferentes
m, = m, - o * a,
5 m, = -3 . 90° < a; < 135°
1 135° < a, < 180°
m, = _E
6 | Los términos independientes son iguales. Las rectas se intersectan con el eje de las
by =b,=-1 ~  ordenadas en el mismo punto y, en la parte
negativa de este (0, —1).
Sistema 2.
1 | Son dos ecuaciones con dos incognitas Dos gréficas representadas en el plano
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. ~ | cartesiano.
2 | En las dos ecuaciones el exponente de la “x” N Son dos lineas rectas.
es uno cuando la “y” esta despejada.
3 | Los coeficientes de la “x” son diferentes. Los angulos de las rectas son diferentes.
m; #m, ” a # a,
4 my; >0 N 00 <a, <90°
m, <0 90° < a, < 180°
5 m, =4 N 450 < @, < 90°
m, = —4 90° < a, < 135°
6 | Los términos independientes son iguales. Las rectas se intersectan con el eje de las
by =b,=3 ~ | ordenadas en el mismo punto, en la parte
positiva de este (0,3).
Sistema 3.
1 | Son tres ecuaciones con dos incdgnitas — | Tres graficas representadas en el plano
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. cartesiano.
2 | En las tres ecuaciones el exponente de la “x” Son tres lineas rectas.
es uno cuando la “y” esta despejada. -
3 | Los coeficientes de la “x” son diferentes. Los &ngulos son diferentes
my # my, ¥ my - a; # a; # as
m; # ms a; #F as
4 m; >0 N 0% < a; <90°
m, >0 0% < a, <90°
my <0 90° < a; < 180°
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Tabla. 4.6. Relaciones entre las representaciones algebraica y geométrica para la primera parte de la
Tarea 11. (continuacion).

Caracteristicas algebraicas - Caracteristicas geométricas
Visualizar unidades significativas Inferir caracteristicas globales
5 m =1 N a, = 45°
my, =2 450 < @, <90°
mg =—2 90° < @3 < 135°
6 | Los términos independientes son iguales. — | Las rectas se intersectan con el gje de las
by=b,=b;=1 ordenadas en el mismo punto, en la parte
positiva de este (0,1).

En la segunda parte se deben hacer las conversiones de la representacién geométrica a

la algebraica de los sistemas que se muestran a continuacion.

L1 L1 L2 L1

L2

-+

Lz

En la siguiente tabla se muestran las conexiones que debe realizar el estudiante para

resolver la segunda parte de esta tarea. En la siguiente tabla el simbolo — significa “se

relaciona con”.

Tabla 4.7. Relaciones entre representaciones para la segunda parte dela Tarea 11.
Caracteristicas geométricas - Expresion algebraica
Visualizacion de caracteristicas globales Inferencia de unidades significativas
Sistema 1.
1 Son dos gréficas que estan representadas en el Dos ecuaciones con dos incognitas que en este
plano cartesiano. - €aso estan representadas por “x” e “y”.
2 | Son dos rectas. Las dos representaciones se pueden expresar
™ con exponente de la “x” igual uno, cuando la
“y” estd despejada.
3 | Las dos rectas tienen distinta inclinacion. Los coeficientes de la “x” son diferentes.
a * a, - m, #m,
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Tabla 4.7. Relaciones entre representaciones para la segunda parte dela Tarea 11. (continuacion).

Caracteristicas geométricas - Expresion algebraica
Visualizacion de caracteristicas globales Inferencia de unidades significativas
4 90° < a; < 180° my <0
0° < &, < 90° - m, > 0
5 135% < @; < 180° - -1<m <0
0° < a, <45° 0<m,<1
6 | Lasrectas se intersectan con el eje de las N Los términos independientes son positivos.
ordenadas en la parte positiva de este. b, >0
7 | Lasrectas se intersectan en el eje de las
. - b1 = bz
ordenadas en el mismo punto.
Sistema 2.
1  Son dos graficas que estan representadas en el N Dos ecuaciones con dos incognitas que en
plano cartesiano. este caso estan representadas por “x” e “y”.
2 | Son dos rectas. . Las dos representaciones se pueden expresar
con exponente de la “x” igual uno, cuando la
“y” estd despejada.
3 Las dos rectas tienen distinta inclinacion. N Los coeficientes de la “x” son diferentes.
a; * a, my; ¥m,
4 0<a; <90° . my >0
90° < a, < 180° m, <0
5 dl = 450 ml = 1
a, = 135° - m, = —1
6 L; y L, se intersectan con los ejes en el N b=b,=0
origen.
Sistema 3.
1 | Son tres gréaficas que estan representadas en el . Tres ecuaciones con dos incégnitas que en este
plano cartesiano. caso estan representadas por “x” e “y”.
2 Son tres rectas. N Las tres representaciones se pueden expresar
con exponente de la “x” igual uno, cuando la
“y” estd despejada.
3 Lastres rectas tienen distinta inclinacion. N Los coeficientes de la “x” son diferentes.
a; #F a, F a3 my Fm, + my
a; F as my #F ms
4 0° < a; <90° N my >0
90° < a, < 180° m, <0
0° < az <90° mg >0
5 45% < @, < 90° N my > 1
90° < @, < 135° m, < -1
0° < a; < 45° 0<my<1
6 | Las tres rectas se intersectan con el eje de las N b, <0
ordenadas en la parte negativa de este. b, <0
7 | Las tres rectas se intersectan con el eje de las N by =b, = b,
ordenadas en el mismo punto.

En la tercera parte se deben contestar los siguientes cuestionamientos.

101




1. Completa la siguiente tabla.

Similitudes y

diferencias ., .,
Representacion Representacion

algebraica geomeétrica

Representaciones

Similitudes

Diferencias

2. ¢Cuales son las condiciones que deben cumplir las ecuaciones en su representacion
algebraica, de un sistema de ecuaciones, para que sus graficas asociadas, sean rectas
en el plano cartesiano y, que el punto de interseccion entre ellas se encuentre en el
eje de las ordenadas?

Algunos resultados y observaciones. Tarea 11 individual. Para la primera parte, que
consiste en realizar las conversiones de la representacion algebraica a la geométrica, se
observa que los alumnos la realizan en forma lenta, veintitrés estudiantes (88%) realizan
los bosquejos satisfactoriamente. En esta parte se observa una mejora con respecto a la

Tarea 9, en la cual se obtuvo el 69% de resultados satisfactorios.

En la segunda parte, que consiste en las conversiones de la representacion geométrica a
la algebraica, dieciocho estudiantes (69%) realizan las conversiones correctamente, que

es muy superior al resultado obtenido en la Tarea 9 (38%), en la conversion similar.

Para la tercera parte, que consiste en la identificacion de las condiciones para que las
rectas se intersecten con el eje de las ordenadas en el mismo punto, veintitrés estudiantes
(88%) identifica las condiciones correctamente, igualmente muy superior a la pregunta

similar planteada en la Tarea 9 (38%).

Observaciones. Se observa una mejora significativa en esta tarea con
respecto a la tarea nueve, en todas sus actividades: conversion de la
representacion algebraica a la geométrica y viceversa e identificacion de

similitudes y diferencias.

Al parecer, los alumnos ponen mas cuidado en esta tarea once que en la
nueve, en virtud de que los resultados de la tarea nueve no fueron
satisfactorios y, por esta razon se pudo haber observado un trabajo un

poco mas lento, pero de mejor calidad.
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Tarea 12 en equipo. Segun Hiebert y Carpenter (1992) la forma en que un estudiante
manipula las representaciones externas, refleja de algiin modo la manera en que las tiene
representadas internamente. Ademas, es interés primordial que el alumno “construya”
conexiones correctas y abandone las incorrectas. En el trabajo de equipo y grupal
(comunidad), los alumnos tienen la oportunidad de comparar y discutir sus conexiones.
Luego de una discusion, pueden: reafirmar las conexiones correctas, “abandonar” las

conexiones incorrectas y, construir nuevas conexiones.

Segun Bransford, Brown y Cocking, para el trabajo de comunidad, las normas son
importantes, es por esto que en el trabajo en equipo y grupal nos ajustamos a las normas
mencionadas en el Capitulo 3 de este escrito, donde el alumno debe respetar a sus
comparieros. Y debe tener la disposicion de compartir sus conocimientos y aprender de

los demas como se menciond en el Capitulo 2 de este escrito.

Se observa una buena disposicion para realizar un trabajo colaborativo, algunos alumnos
son auxiliados por sus compafieros para hacer las conversiones de la representacion
algebraica a la geométrica y viceversa. Los equipos también trabajan con buena
disposicién para llegar a acuerdos entre ellos. Los resultados de los equipos son arriba
del 90% satisfactorios. Al parecer la forma en que mejor trabajan los equipos es con sus

compafieros mas cercanos (forma 1).

Tarea 13 grupal (Revisién de la Tarea 12 grupalmente). Para la primera parte, tres
representantes de equipo pasan al pizarron (forma 1, elegidos al azar) a trazar un
bosquejo cada uno. Una vez que los bosquejos estan trazados en el pizarrdn, los equipos
los observan y los evallan. El profesor sefiala a un representante de equipo (forma 3,
eleccion que probablemente responda correctamente) que exprese la evaluacién en voz
alta, sin mayor dificultad se llega a concluir que los bosquejos estan trazados

correctamente.

Para la segunda parte, tres representantes de equipo pasan al pizarrén (forma 1, elegidos
al azar) a escribir un sistema cada uno. Una vez que los sistemas estan escritos en el
pizarrén, los equipos los observan y los evallan. El profesor sefiala a un representante de
equipo (forma 3, probablemente responda correctamente) que exprese la evaluaciéon en
voz alta, sin mayor dificultad se llega a concluir que los sistemas estan escritos

correctamente.
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Para la tercera parte, el profesor le indica a un represente de equipo (forma 1, elegido al
azar) que exprese las respuestas en voz alta. El resto del grupo atiende y participa para
llegar a acuerdos. Nuevamente, para el tercer apartado se muestran las respuestas
esperadas y el desempefio de los estudiantes en la puesta en practica.

Preguntas y respuestas esperadas.

Desempefio de los estudiantes

Llenado de tabla.
Similitudes:

Algebraica. a) que tienen dos
incognitas, b) que el exponente de “x”’
es uno cuando “y” estd despejada, C)
los términos independientes son
iguales

El representante menciona que los
términos independientes son iguales. El
resto de los equipos apoyan esta idea.

Similitudes:

Geométrica. a) Son dos rectas en el
plano cartesiano, b) el punto de
interseccion con el eje de las
ordenadas es el mismo.

El representante menciona que las rectas
se intersectan en el mismo punto del eje
de las ordenadas. El resto de los equipos
apoyan esta idea.

Diferencias:

Algebraica. Coeficientes de “x”
diferentes o bien, pendientes
diferentes.

El representante menciona que los
coeficientes de “x” son diferentes. El
resto de los equipos apoyan esta idea.

Diferencias:

Geomeétrica. Las inclinaciones son
diferentes.

El representante menciona que las
inclinaciones de las rectas son diferentes.
El resto de los equipos apoyan esta idea.

¢ Cuéles son las condiciones que deben
cumplir las ecuaciones en su
representacion algebraica, de un
sistema de ecuaciones, para que sus
graficas asociadas, sean rectas en el
plano cartesiano y, que el punto de
interseccion entre ellas se encuentre
en el eje de las ordenadas?

Respuesta. Que sean ecuaciones con
dos incognitas representadas, estas
Galtimas por “x” e “y”, que el
exponente de “x” sea uno, cuando la
“y” esta despejada, que los
coeficientes de las “x” sean diferentes
y que los términos independientes sean

iguales.

El representante menciona que los
coeficientes de la “x” deben ser
diferentes y los términos independientes
iguales. El resto de los equipos apoyan
esta idea.
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En este punto, todavia hay alumnos (entre el 20% y 28%) a los que se les dificultan las
conversiones Yy la identificacion de caracteristicas. En trabajo grupal se enfatizan dichas

actividades con la intension de que los alumnos con dificultades, las superen.

La sesion prosigue con la “Tarea 14. Sistema de ecuaciones lineales, situacion de
interseccién fuera del eje de las ordenadas” (ver Anexo 1 Tarea 14 individual). La tematica
de esta tarea se trabaja de tres formas, individual, por equipo (Tarea 15) y grupal (Tarea
16).

Segun Duval (1992) se puede considerar que un alumno alcanza la comprensién de un
objeto matemético cuando lo identifica en al menos dos representaciones y es capaz de

hacer la conversion entre estas.

Segun Hiebert y Carpenter (1992) la comprension es el resultado de numerosas y fuertes
conexiones entre ideas matematicas, dichas conexiones se construyen por medio de
similitudes y diferencias en una misma representacion o en distintas formas de

representacion.

Por otro lado, segun Bransford, Brown y Cocking (1999) se debe tener un equilibrio entre

las actividades dedicadas a la comprension y las dedicadas a la automatizacion.

Los sistemas de ecuaciones trabajados en esta tarea son de rectas que se intersectan
fuera del eje de las ordenadas. Se pretende que los alumnos encuentren las diferencias
entre los coeficientes de las “x” y de los términos independientes de las ecuaciones en
cada uno de los sistemas, al mismo tiempo que se siguen trabajando las conversiones de

los registros algebraico y gréfico.

Descripcion de la tarea 14. En la primera parte se deben realizar las conversiones de la

representacion algebraica a la geométrica de los siguientes sistemas de ecuaciones.

1. 2. 3.
vy =-3x;—2...L1L y1 =2x;—1...1 y1 =—3x; +4...L1
yzz—%x2+1'__L2 Y. =-—x,+3...L Y2 =2x,+1...L

Y3 =x3—2...Ls

Relaciones para “construir”. A continuacion se muestran las conexiones que deben de
realizar los alumnos para hacer las conversiones entre las representaciones algebraica y
geométrica, de acuerdo a las tablas 2.1 y 2.2, del Capitulo 2 de este escrito. En la
siguiente tabla el simbolo — significa “se relaciona con”.
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Tabla 4.8. Relaciones entre las representaciones algebraica y geométrica para la primera parte de la

tarea 14.
Caracteristicas algebraicas . Caracteristicas geométricas
Visualizar unidades significativas Inferir caracteristicas globales
Sistema 1.
1 Son dos ecuaciones con dos incognitas - Dos gréficas representadas en el plano
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. cartesiano.
2 En las dos ecuaciones el exponente de la “x” es - Son dos lineas rectas
uno cuando la “y” esta despejada. '
3 Los coeficientes de la “x” son diferentes. N Los angulos son diferentes
4 m; <0 - 90° < a, < 180°
m, <0 90° < a, < 180°
5 m =3 R 90° < @, < 135°
m, =—5 135° < @, < 180°
6 Los terminos mdepe;dlin;es son diferentes. - Las rectas se intersectan con el eje de las
1 2 ordenadas en puntos diferentes de este.
7 b _9 - La recta L; se intersecta con el eje de las
17 ordenadas en la parte negativa de este.
8 b =1 - La recta L, se intersecta con el eje de las
27 ordenadas en la parte positiva de este.
Sistema 2.
1 Son dos ecuaciones con dos incdgnitas - Dos gréficas representadas en el plano
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. cartesiano.
5 En las dos ecuaciones el exponente de la “x” es - Son dos lineas rectas
uno cuando la “y” esta despejada. '
4 Los coeficientes de la “x” son diferentes. N Los angulos son diferentes.
m; + m, a F a,
0° < @y <90°
m; >0 - 1
3 ml <0 90° < a, < 180°
2
5 m; =2 N 450 < @, < 90°
m, = -1 a, = 1350
6 Los términos independientes son diferentes. N Las rectas se intersectan con el eje de las
b, # b, ordenadas en lugares distintos.
7 b =1 - Las recta L, se intersecta con el eje de las
17 ordenadas en la parte negativa de este.
La recta L, se intersecta con el eje de las
8 b, =3 - .
2 ordenadas en la parte positiva de este.
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Tabla 4.8. Relaciones entre las representaciones algebraica y geométrica para la primera parte de la
tarea 14. (continuacion).

Caracteristicas algebraicas . Caracteristicas geométricas
Visualizar unidades significativas Inferir caracteristicas globales
Sistema 3.
1 Son tres ecuaciones con dos incdgnitas N Tres graficas representadas en el plano
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. cartesiano.
2 En las tres ecuaciones el exponente de la “x” es . Son tres lineas rectas.
uno cuando la “y” esta despejada.
Los coeficientes de la “x” son diferentes. Los angulos son diferentes
3 my = m, +ms - ap #a; #az
my; ¥ my a; @,
m; <0 N 90° < a, < 180°
4 m, >0 00 < a, <90°
my >0 0° < a3 <90°
m; = —3 90° < a, < 135°
-
5 m, =2 450 < a, < 90°
my =1 a; = 45°
Los términos independientes son diferentes. Las rectas se intersectan con el eje de las
6 by # b, # bs ~  ordenadas en puntos distintos.
b, # by
7 b, >0 N La recta L; se intersecta con el eje de las
ordenadas en la parte positiva de este.
8 b, >0 N La recta L, se intersecta con el eje de las
ordenadas en la parte positiva de este.
9 by <0 N La recta L se intersecta con el eje de las
ordenadas en la parte negativa de este.
10 by > b, _, | Larectal,se intersecta con el eje de las
ordenadas mas arriba que la recta L.

En la segunda parte se debe realizar la conversioén de la representacion geométrica a la

algebraica de los siguientes sistemas de ecuaciones.

L1 Lz

L1

- . K
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A continuacion se muestran las conexiones que debe realizar el estudiante para resolver

la segunda parte de esta tarea.

Tabla 4.9. Relaciones entre representaciones para la segunda parte dela Tarea 14.

Caracteristicas geométricas
Visualizar caracteristicas globales

Caracteristicas algebraicas
Inferir unidades significativas

Sistema 1.
1 Son dos graficas que estan representadas en el Dos ecuaciones con dos incégnitas que en este
plano cartesiano. caso van a estar representadas por “x” e “y”.
Las dos representaciones se pueden escribir
2 | Son dos rectas. con el exponente de la “x” igual a uno, cuando
la “y” esta despejada.
3 Las dos rectas tienen distinta inclinacion. Los coeficientes de la “x” son diferentes.
a #Fa, my Fmp
4 90° < a; < 180° m; <0
0° < a, <90° m, >0
5 ay = 1359 ™ =>_11
45° < @, < 90° 2
. . Los términos independientes son diferentes.
6 Las rectas se intersectan con el eje de las b = b
ordenadas en puntos distintos. rm T
7 La recta L, se intersecta con el eje de las b, >0
ordenadas en la parte positiva de este.
8 L, se intersecta con el eje de las ordenadas en la b <0
parte negativa de este 2
Sistema 2.
- ) Dos ecuaciones con dos incégnitas que en
Son dos graficas que estan representadas en el s
1 . este caso van a estar representadas por “x” e
plano cartesiano. -
y.
Las dos representaciones se pueden escribir
2 | Son dos rectas. con el exponente de la “x” igual a uno, cuando
la “y” esta despejada.
3 Las dos rectas tienen distinta inclinacién. Los coeficientes de la “x” son diferentes.
a; Fa, m; #m,
4 90° < a; < 180° m; <0
0° < a, <90° m, >0
5 90° < @; < 135° m < —1
45° < @, < 90° m, > 1
6 Las rectas se intersectan con el eje delas b %b
ordenadas en puntos diferentes. T2
7 L se intersecta con el eje de las ordenadas en la b <0
parte negativa de este. 1
L, se intersecta con el eje de las ordenadas en la
8 b, >0

parte positiva de este.
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Tabla 4.9. Relaciones entre representaciones para la segunda parte dela Tarea 14. (continuacion).

Caracteristicas geométricas
Visualizar caracteristicas globales

Caracteristicas algebraicas
Inferir unidades significativas

Sistema 3.

cartesiano.

Son tres gréaficas estan representadas en el plano

Tres ecuaciones con dos incognitas que en

[T391]

este caso van a estar representadas por “x” e

[T L)

y

2 | Son tres rectas.

Las tres representaciones se pueden escribir

[T391)

con el exponente de la “x” igual a uno, cuando

[T L)

la “y” esta despejada.

Las tres rectas tienen distinta inclinacion.

Los coeficientes de la “x” son diferentes.

3 a, #F o, #as my #Fm, #my
a # as my # my
0% < a; <90° my >0
4 0° < a, <90° m, >0
90° < a3 < 180° ms; <0
0% < a; < 45° 0<m; <1
5 459 < a, < 90° m, > 1
135° < a5 < 180° —1<my <0
6 Las tres rectas se intersectan con el eje de las b, # b, # by
ordenadas en puntos distintos. b, # b,
7 La recta L,se intersecta con el eje de las b >0
ordenadas en la parte positiva de este. 1
8 La recta L, se intersecta con el eje de las b <0
ordenadas en la parte negativa de este. 2
9 La recta Ls se intersecta con el eje de las b <0
ordenadas en la parte negativa de este. 3
10 La recta L, se intersecta con el eje de las b, > b,

ordenadas mas abajo que la recta L.

En la tercera parte se deben de contestar los siguientes cuestionamientos.

1. Completala siguiente tabla.

Similitudes y
diferencias

Representaciones

Representacion

Representacién
geomeétrica

Similitudes

Diferencias




2. ¢Cudles son las condiciones que deben cumplir las ecuaciones en su
representacion algebraica, de un sistema de ecuaciones, para que sus graficas
asociadas, sean rectas en el plano cartesiano y, que el punto de interseccién entre

ellas se encuentre fuera del eje de las ordenadas?

Algunos resultados y observaciones. Tarea 14 individual. Para la primera parte, que
consiste en realizar las conversiones de la representacion algebraica a la geométrica, el
rendimiento del grupo es del 88%. Para comparar dicho rendimiento con respecto a otras

tareas en este tipo de conversion, se muestra el siguiente cuadro.

Tarea 9 Tarea 11 Tarea 14

69% 88% 88%

Donde se nota una mejora significativa entre las tareas nueve y once y, se conserva un

alto rendimiento entre las tareas 11 y 14.

En la segunda parte, que consiste en las conversiones de la representacién geométrica a
la algebraica, también se observa un buen rendimiento 88%. Para comparar con respecto

a otras tareas en este tipo de conversion, se muestra el siguiente cuadro.

Tarea 9 Tarea 11 Tarea 14

38% 69% 88%

Como se puede apreciar existe una mejora significativa de rendimiento entre tarea y

tarea.

Para la tercera parte, que consiste en la identificacion de las condiciones para que las
rectas se intersecten fuera del eje de las ordenadas, se obtiene un rendimiento del 88%.

Se muestra a continuacion un cuadro comparativo de rendimiento.

Tarea 9 Tarea 11 Tarea 14

38% 88% 88%

Se aprecia una mejora entre las tareas nueve y once, y se mantienen un alto rendimiento

entre las tareas 11y 14.

Tarea 15 en equipo. Los alumnos muestran buena disposicion para realizar un trabajo

colaborativo, algunos alumnos son auxiliados por sus compafieros para hacer las
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conversiones de la representacion algebraica a la geométrica y viceversa. Los equipos
también trabajan con buena disposicion para llegar a acuerdos entre ellos. El rendimiento

de los equipos es del 100%.

Tarea 16 grupal. Para la primera parte, tres representantes de equipo pasan al pizarron
(forma 1, elegidos al azar) a trazar un bosquejo cada uno. Una vez que los bosquejos
estan trazados en el pizarrén, los equipos los observan y los evaltuan. El profesor sefiala a
otro representante de equipo (forma 3, probablemente este correcto) que exprese la
evaluacion en voz alta, sin mayor dificultad se llega a concluir que los bosquejos estan

trazados correctamente.

Para la segunda parte, tres representantes de equipo pasan al pizarron (forma 1, elegidos
al azar) a escribir un sistema cada uno. Una vez que los sistemas estan escritos en el
pizarrén, los equipos los observan y los evaltan. El profesor sefiala a otro representante
de equipo (forma 3, probablemente este correcto) que exprese la evaluacion en voz alta,

sin mayor dificultad se llega a concluir que los sistemas estan escritos correctamente.

Para la tercera parte, el profesor le indica a un represente de equipo (forma 2, se espera
gue enriquezca la discusion) que exprese las respuestas en voz alta, el resto del grupo

atiende y participa para llegar a acuerdos.

La similitud en la representacion algebraica es que son ecuaciones lineales con dos

incognitas. Las diferencias en la representacion algebraica es que los coeficientes de “x” y

los términos independientes son diferentes para cada ecuacion.

La similitud en la representacion geométrica es que son dos rectas en el plano. Las
diferencias en la representacion geométrica es que tienen distinta inclinacion y el cruce

con el eje de las ordenadas es diferente para cada recta.

Posteriormente, la sesion prosigue con la “Tarea 17 individual. Relacion de
representaciones” (ver Anexo 1 Tarea 17). La temética se trabaja en forma individual y

grupal (Tarea 18).

Descripcion de la tarea 17. El alumno debe relacionar una lista de siete sistemas de
ecuaciones lineales mostrados en su representacién algebraica, con nueve sistemas
mostrados en su representacion geomeétrica. Se reproducen a continuacion dichos

sistemas.

111



L1
Lz

L 1)

y1=2x1+1...L1 x,
Vi = ixz...Lz / Lz L

2. ()

Vi = _3x1 + 3L1
y, =3x,+1...L,

D E F
& () y y Y
y1=zx1+2 Ll
Va2 =3x2—3...L2 L2

L1 /Ll L L

4. ( ) ’ Lz Ls
Vi =—"X1 — 2L1
YV, = xZ...LZ

5 )1

y1=—le+2...L1

y2=—2x2—2...L2

y3=2.X3_1...L3

G H |

6. () , : )

y,=3x;+4 ..

Yy, = 3x5...L, L L L

V3 = 3x3 —4...L3 | L L

Ls L2

7. () Ls

Relaciones para “construir’. En la siguiente tabla se muestran las relaciones entre las

representaciones algebraica y geométrica, que el alumno debe considerar para resolver la
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tarea. En la Ultima columna de la tabla, se muestran las ecuaciones factibles de asociarse

una vez que se han analizado las relaciones.

Tabla 4.10. Conexiones para resolver la Tarea 17.

Representacion algebraica

Representacion geométrica

Correspondencia.
Sistemas posibles de
acuerdo a cada punto

de analisis (y los

anteriores)

En los siete sistemas se presentan
dos o tres ecuaciones con dos
incognitas representadas, estas

I3 L) [T )

altimas, con “x” e “y”.

Son nueve sistemas de dos o tres
ecuaciones representados en el plano
cartesiano.

A7 B! C! D! EI FI GT H7
l.

En los siete sistemas el exponente
de la “x” es uno, cuando la “y” esta
despejada.

En las nueve representaciones se
muestran sistemas de dos o tres
ecuaciones cuya representacion es de
lineas rectas.

A7 B! C! D! EI FI GI HI
l.

Sistema 1.
1  Son dos ecuaciones. Dos rectas. A B,C D,E.
En las dos ecuaciones los
2 | coeficientes de la “x” son Dos rectas paralelas. BoE.
iguales.
Los coeficientes tienen un
3 valor de: La inclinacién de las rectas es: E
1 00 < < 45° '
m=-—
Sistema 2.
1 | Son dos ecuaciones Son dos rectas A, B, C, D.
Los coeficientes de la “x” son Son dos rectas que se cruzan en algun
2 : A, C,D.
diferentes. punto.
. . Son dos rectas que se cruzan entre si, en
Los términos independientes . .
3 X cualquier punto fuera del eje de las A, CD.
son diferentes.
ordenadas.
Los valores de los coeficientes e )
son: Las inclinaciones de las rectas son:
4 ' m o= —3 90° < a; < 135° C.
L 45° < @, < 90°
m, =3
o . . Las rectas se intersectan con el eje de
Los términos independientes L
5 o las ordenadas en la parte positiva de C.
son positivos.
este.
Sistema 3.
1 | Son dos ecuaciones. Son dos rectas. A, B, D.
Los coeficientes de la “x” son Son dos rectas que se cruzan en algin
2 ) A, D.
diferentes. punto.
Son dos rectas que se cruzan entre si, en
3 Los términos independientes cualquier punto fuera del eje de las A D

son diferentes.

ordenadas.
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Tabla 4.10. Conexiones para resolver la Tarea 17. (continuacion).

Representacion algebraica

Representacion geométrica

Correspondencia.
Sistemas posibles de
acuerdo a cada punto

de analisis (y los

anteriores)

Los valores de los coeficientes
son: Las inclinaciones de las rectas son:
4 _1 0% < a; < 45° A.
=y 45° < q, < 90°
m2 = 3
Sistema 4.
. . B, D.
1 | Son dos ecuaciones. Son dos lineas rectas. !
5 I&ﬁ,zr%?ﬁgsclentes de las “x” son Las rectas se intersectan entre ellas en D
' un punto. '
Is_c?ns' valores de los coeficientes Las inclinaciones de las rectas son:
3 ' m =1 a; = 135° D.
ni _ 1 a, = 45°
, =
Sistema 5.
1 | Son tres ecuaciones. Son tres rectas. F,GH,IL
2 L‘ﬁcser(;?]etg:wmes de las “x” son Tres rectas con distinta inclinacion. F, G, H.
Los términos independientes . .
3 de las ecuaciones son Las rectas se intersectan c_on.el eje de G
diferentes las ordenadas en puntos distintos. '
Is_c?r?' valores de los coeficientes Las inclinaciones de las rectas son:
1
4 m =—- 135% < @, < 180° G.
s 90° < a, < 135°
Tfl_z 45°% < a3 < 90°
.=
Sistema 6.
1 | Son tres ecuaciones. Son tres rectas. F, HI
2 Los coeficientes de las “x” son Las tres rectas tienen la misma |
iguales. inclinacion. '
El valor de los coeficientes es , S )
3 de: El angulo de inclinacién de las rectas es: |
' 45% < @ <90° '
m=3
Sistema 7.
1 | Son tres ecuaciones. Son tres rectas. F, H.
2 ggii;?5301entes delas “x” son Las rectas tienen distinta inclinacion. F, H.
Los valores de los coeficientes
son: Las inclinaciones de las rectas son:
- _ — 0
3 ﬂrlrll - 11 62 —143550 F, H.
2 = 2
m _1 0° < a3 < 45°
34
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Tabla 4.10. Conexiones para resolver la Tarea 17. (continuacion).

Representacion algebraica

Representacion geométrica

Correspondencia.
Sistemas posibles de
acuerdo a cada punto

de analisis (y los

anteriores)

Los términos independientes

Las rectas se intersectan con el eje de

4 . . F, H.
son iguales. las ordenadas en el mismo punto.
El valor de los términos

5 independientes es de: Las rectas se cruzan en el punto (0,-2) H.

b=-2

Comentario. Segun Lafourcade (1969) en los cuestionamientos de relacion,
uno de los requerimientos, entre otros, es que una ‘lista” contenga mas
elementos que la otra. Lo anterior es para que el estudiante tenga que

discriminar en todos los incisos.

Por otro lado, se siguen trabajando los sistemas de ecuaciones lineales con
dos incognitas en sus representaciones algebraica y grafica, ademas de su
conversion, para hacer relaciones de una idea matematica en distintas
formas de representacion, lo anterior, es para seguir los sefialamientos
Duval (1992) y Hiebert y Carpenter (1992).

También, como se ha podido observar, se ha trabajado en Ila
automatizacion de las conversiones y en la identificacibn de las
caracteristicas de los sistemas, para seguir los sefialamientos Bransford,
Brown y Cocking (1999).

Algunos resultados y observaciones. Tarea 17 individual. El rendimiento del grupo es

arriba del 92%.

Tarea 18 grupal. El profesor le indica a un alumno (forma 1, elegido al azar) para que

exprese sus resultados en voz alta. Los estudiantes escuchan y comparan con sus

respuestas. No es necesaria mayor discusion grupal, ya que las respuestas son

contestadas correctamente.

Al término de la discusion grupal, el profesor reparte la “Tarea 19. Resumen de

situaciones de paralelismo e interseccién” (ver Anexo 1 Tarea 18), que es para realizarse

de forma individual y extraclase. El profesor se asegura que los alumnos hayan

comprendido las consignas e indica que la sesion termino.
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Comentario. En trabajo de equipo y en discusion grupal, el alumno tiene

oportunidad de evaluar el trabajo que realizé de forma individual, como se

indic6 anteriormente, estas son las evaluaciones aproximadas que se

presentan en este apartado. Queda como tarea extraclase y permanente,

gue el alumno realice las correcciones en dichas tareas, con tinta azul y sin

borrar los errores que haya cometido inicialmente.

Sesién 4

En la siguiente tabla se muestran las tareas que se trabajan en esta ocasion. Al mismo

tiempo se especifican: la forma de trabajo, el titulo y el propdsito de las mismas, es decir,

lo que se espera que el estudiante logre en las tareas.

Tabla 4.11. Tareas para la sesion 4.

. Forma de . -
Num. . Titulo Proposito
trabajo
20 E L Generalizar las condiciones que se presentan en la
Resumen de situaciones de e . -
. . o representacion gréfica y algebraica de un sistema de
paralelismo e interseccion. . . D
21 G dos ecuaciones lineales con dos incognitas.
22 | . .
. . Proponer ejemplos de sistemas de dos y tres
Proposicion de sistemas de . . D
; . ecuaciones lineales con dos incognitas en sus
23 E ecuaciones lineales. h . o >
. o representaciones algebraica y grafica, con distintas
Diferentes situaciones. >
condiciones.
24 G
I Identificar la solucion de un sistema de ecuaciones
25 Identificacion de solucion 1. | lineales con dos incognitas en la representacion
Extraclase

gréfica.

Inicio de la sesion. El profesor indica que se acomode el mobiliario para trabajo en equipo,

gue en su momento se realizara, en esta ocasion, se forman los equipos eligiendo a los

integrantes al azar (forma 2). Posteriormente se empieza a trabajar con la Tarea 20, que
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corresponde al trabajo de equipo de la “Tarea 19. Resumen de situaciones de paralelismo

e interseccion”.

Descripcion de la tarea 19. Por medio de un cuestionamiento de relacion de columnas, se
pretende que los alumnos relacionen correctamente la representacion algebraica de
generalizacion, con la descripcion de la representacion geométrica de cuatro sistemas de
dos ecuaciones lineales con dos incégnitas con diferentes condiciones. A continuacion se

reproduce dicha tarea.

I Relacion de columnas. En la columna 1 se muestran tres condiciones de las pendientes
(m, ym,) y de las ordenadas al origen (b, y b,) de un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas. En la columna 2 se mencionan las caracteristicas de la
representacion grafica de cuatro sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas. Escribe en el paréntesis la letra de la caracteristica que corresponda a cada
condicion de sistema.

Para el sistema:

y1=myx,+b;...La

yz = mzxz +b2L2

Columna 1 Columna 2
1.( )Cuandom, # m,y b, # by,
2.( )Cuandom; #m, Yy b, = b,,
3.( )Cuandom; =m, Yy b, # b,,

Las dos rectas son la misma.

Las dos rectas se intersectan entre

ellas sobre el eje de las

ordenadas.

C Las dos rectas intersectan entre
ellas fuera del eje de las
ordenadas.

D Las dos rectas son paralelas

diferentes una de la otra.

© >

Relaciones para “construir’. Se pretende que el alumno siga fortaleciendo las relaciones
entre diferentes representaciones de una misma idea matematica (Duval, 1992 y Hiebert y
Carpenter, 1992).

Las conexiones que el estudiante debe realizar para resolver esta tarea se muestran a

continuacion.
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Tabla. 4.12. Conexiones para resolver la Tarea 19.

Representacién algebraica - Representacidn en lenguaje natural Respuesta
de la representacion geométrica
Condicion 1.
my, # m, Y b; # b,, coeficientes - Dos rectas con inclinaciones C. Las dos rectas se

diferentes y términos
independientes diferentes.

diferentes y ordenadas al origen
diferentes.

intersectan entre ellas
fuera del eje de las
ordenadas.

Condicién 2.

m, # m, Y b; = b,, coeficientes -
diferentes y términos
independientes iguales.

Dos rectas con inclinaciones
diferentes que se intersectan con el
eje de las ordenadas en el mismo

B. Las dos rectas se
intersectan entre ellas
sobre el eje de las

punto. ordenadas.
Condici6n 3.
my; =m, Y b, # b,, coeficientes - Dos rectas con la misma inclinacion | D. Las dos rectas son
iguales y términos independientes y cada una se intersecta con el eje de | paralelas diferentes
diferentes. las ordenadas en puntos diferentes. una de la otra.

Algunos resultados y observaciones. Tarea 19 individual. El rendimiento del grupo es

arriba del 96%. Algunos alumnos mencionan que resuelven esta tarea de forma rapida,

entre un minuto y, un minuto y medio.

Tarea 20 de equipo. Con los equipos reunidos de esta forma (al azar), se observa que

trabajan en forma colaborativa, sin embargo, un equipo trabaja de forma cooperativa. A

continuacion se muestra la discusioén que sucede.

Profesor

Alumnos

trabaja, los otros estan platicando.

Observa que en un equipo sélo un alumno

Equipo donde s6lo trabaja un alumno.

“Uds. ¢ Ya terminaron?, ;por qué est
trabajando s6lo e/ compariero?”

Un alumno responde: “A él le tocd contestar”.

entre todos se ayuden a adquirir el
conocimiento. Asi entre todos deben de

“En este curso no se ha recomendado la
division del trabajo en el equipo, sino, que

discutir y llegar a acuerdos en cada ejercicio.’

Atienden al profesor.

s

Observa el trabajo de los alumnos.

Empiezan a discutir los cuestionamientos.

En este estudio, se ha observado que en el trabajo de equipo existe mas interaccion

productiva cuando trabajan con sus compafieros mas cercanos.
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Tarea 21 grupal. El profesor le indica a un representante de equipo (forma 1, eleccion al
azar) que exprese sus respuestas en voz alta, dichas respuestas son correctas. Los

estudiantes atienden y participan, se obtiene el consenso rapidamente.

Comentarios. La expresion de generalizacion con subindices es un
conocimiento previo, sin embargo, el profesor debera de estar seguro que
en el momento de proporcionar esta tarea, los alumnos sepan que:

my, my, by, by, representan niumeros reales con, m,, m, diferentes de cero.

Al término de la discusién grupal, el profesor reparte las hojas de la siguiente: “Tarea 22.
Proposicion de sistemas de ecuaciones lineales. Diferentes situaciones” (ver Anexo 1
Tarea 22). La teméatica de esta tarea se trabaja de tres formas, individual, en equipo

(Tarea 23) y en discusién grupal (Tarea 24).

Descripcion de la tarea 22. El alumno tiene que proponer sistemas de ecuaciones lineales

de acuerdo a las siguientes situaciones.

1. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas cuya representacion grafica consiste
en dos rectas paralelas en el plano cartesiano.

2. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacion grafica son dos
rectas que se intersectan en un punto fuera del eje de las ordenadas.

3. Sistema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacion grafica es de
tres rectas que se intersectan en un mismo punto del eje de las ordenadas.

4. Sistema de tres ecuaciones lineales con dos incAgnitas cuya representacion grafica es de
tres rectas cuyas intersecciones son los vértices de un triangulo.

5. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacién grafica es de

dos rectas que se intersectan en una infinidad de puntos.

Relaciones para “construir’. En esta tarea, el alumno propone sistemas de ecuaciones
lineales con dos incognitas con diferentes condiciones, a fin fortalecer las relaciones de
los sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas en sus representaciones

algebraica, geométrica y la conversion entre ellas.
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Tabla. 4.13. Conexiones para responder la tarea 22.

1. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacion gréfica consiste
en dos rectas paralelas en el plano cartesiano.

Representacion algebraica - Representacion geométrica
Dos ecuaciones con dos incégnitas . .
representadas con “x” & “y” _, | Dos graficas en el plano cartesiano.
En las dos ecuaciones el exponente de la L i li
“x” es uno cuando la “y” esta despejada. - as graficas son lineas rectas.
Los coeficientes de la “x” deben ser Angulos de inclinacion iguales.
iguales. a, =a,
m1 = m2 -
Sin condiciones en los términos La interseccion de cada una de las rectas con el
independientes _, | eje de las ordenadas puede ser en cualquier
' punto.

2. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacion grafica son dos rectas
que se intersectan en un punto fuera del eje de las ordenadas.

Representacion algebraica - Representacidén geométrica
Dos ecuaciones con dos incognitas . .
s s _, | Dos graficas en el plano cartesiano.
representadas, estas Ultimas con “x” e “y”.
En las dos ecuaciones exponente de la “x” - .
oy . _, | Lasgraficas son lineas rectas.
es uno cuando la “y” esta despejada.
Los coeficientes de la “x” son diferentes. Las inclinaciones de las rectas son diferentes.
my; #m, - a, * a,
Los términos independientes son diferentes. La interseccion de cada una de las rectas con el
ﬁ

b, # b,

eje de las ordenadas es en puntos diferentes.

3. Sistema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacién grafica es de
tres rectas que se intersectan en un mismo punto del eje de las ordenadas.

Representacion algebraica - Representacién geométrica
Tres ecuaciones con dos incognitas . .
representadas, estas Gltimas con “x” e “y” _, | Tres graficas en el plano cartesiano.
En las tres ecuaciones el exponente de la i li
“x” es uno cuando la “y” esta despejada. - | Lesgraficas son lineas rectas.
Los coeficientes de la “x” son diferentes. Las inclinaciones de las rectas son diferentes.
my # m, # my N a; #F a, F a3
my * ms a, * as
Los términos independientes son iguales. . L
b = b =b La interseccion de cada una de las rectas con el
11— Y2 = M3 e

gje de las ordenadas es en el mismo punto.
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Tabla. 4.13. Conexiones para responder la tarea 22. (continuacion).

4. Sistema de tres ecuaciones lineales con dos incdgnitas cuya representacion grafica es de
tres rectas cuyas intersecciones son los vértices de un tridngulo.

Representacion algebraica - Representacion geométrica
Tres ecuaciones con dos incognitas . .
o e _, | Tres graficas en el plano cartesiano.
representadas, estas Ultimas con “x” e “y”.
En las tres ecuaciones el exponente de la - .
o> o ) _, | Lasgraficas son lineas rectas.
x” es uno cuando la “y” esta despejada.
Los coeficientes de la “x” son diferentes. Las inclinaciones de las rectas son diferentes.
my #m, # my > ay # a; * a3

my; ¥ my a, * ag

Los términos independientes son diferentes. . L
b = b % b La interseccion de cada una de las rectas con el
1 b ; b 3 = | gje de las ordenadas es en puntos distintos.
1 3

5. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacion grafica es de
dos rectas que se intersectan en una infinidad de puntos.

Representacion algebraica - Representacidén geomeétrica
Dos ecuaciones con dos incognitas . .
representadas, estas Ultimas con “x” e “y” — | Dos graficas en el plano cartesiano.
En las dos ecuaciones el exponen de la “x” Afi li
es uno cuando la “y” esta despejada. - | Lasgraficas son lineas rectas.
Los coeficientes de la “x” son iguales. Las rectas tienen la misma inclinacién.

m; =m, - a = a
Los términos independientes son iguales. . .
b = b Las rectas se intersectan con el eje de las
1772 — | ordenadas en el mismo punto de este.
L . ival La representacion gréafica de las rectas es la
as ecuaciones son equivalentes. N

misma.

Comentario. Como se ha visto, en algunas ocasiones se trabaja con mas
de dos ecuaciones lineales con dos incAgnitas. Esto es con la finalidad de
observar en qué medida los alumnos pueden transferir lo aprendido en
sistemas de dos ecuaciones a, sistemas con tres o0 mas ecuaciones. “La
Hiebert y Carpenter (1992).

Naturalmente dichos sistemas exigen al alumno un mayor trabajo de

comprension mejora la transferencia’,

andlisis en las representaciones algebraica y geométrica.
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Algunos resultados y observaciones. Tarea 22 individual. Se observa que a la mayoria de
los alumnos no se les dificulta la proposicion de sistemas de ecuaciones. Veintidds
estudiantes (85%) responden correctamente, excepto el sistema cinco, donde sélo trece
(50%) lo responden correctamente.

Tarea 23 de equipo. En la tarea de equipo los alumnos llegan a acuerdos rapidamente,
trabajando en forma colaborativa.
Tarea 24 grupal. Cada representante de equipo pasa al pizarron (forma 1, eleccion al
azar) a escribir un sistema cada uno. Una vez que los sistemas estan escritos en el
pizarrén, los equipos los observan y evaltan. El profesor le indica a un representante de
equipo (forma 3, probablemente este correcto) que exprese la evaluacion, hecha por su
equipo. No es necesario hacer correcciones de los sistemas, se llegan a acuerdos
rapidamente.
Comentario. Para el numero 5. Sistema de dos ecuaciones lineales con
dos incognitas cuya representacion grafica es de dos rectas que se
intersectan en una infinidad de puntos, se obtuvo un rendimiento grupal
del 50%, todavia es baja, sin embargo es muy superior a la pregunta
similar de la tarea nueve, tercera parte, en la cual s6lo dos alumnos
(8%) la respondieron correctamente. En este momento se hace una
recapitulaciébn de las caracteristicas cualitativas de los sistemas de

ecuaciones lineales, en esta misma discusién grupal.

Para finalizar la sesién, el profesor reparte la “Tarea 25. Identificacion de solucién 17,

individual extraclase, se asegura que se hayan entendido las consignas.
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Sesién 5

En la siguiente tabla se muestran las tareas que se trabajan en esta ocasion. Al mismo

tiempo se especifican: la forma de trabajo, el titulo y el propésito de las mismas, es decir,

lo que se espera que el estudiante logre en las tareas.

Tabla 4.14. Tareas para la sesion 5.

, Forma de p L
Nuam. . Titulo Proposito
trabajo
26 E Identificacion de Identificar la solucion de un sistema de ecuaciones lineales
27 G solucion 1. con dos incAgnitas en la representacion grafica.
28 | Identificacion de Identificar la solucién de un sistema de ecuaciones lineales
29 £ solucio6n 2. con dos incognitas en la representacion algebraica, como la
pareja ordenada que satisface todas las ecuaciones del
30 G sistema.
31 | Completar coordenadas | Calcular algebraicamente una coordenada, del punto de
de solucion. solucién, dada la otra coordenada; en sistemas de dos
32 G ecuaciones lineales con dos incognitas y de solucion Unica.
33 | Proposicion de sistemas | Proponer ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales sin
de ecuaciones lineales de | solucién y con infinidad de soluciones. Asi mismo
34 G acuerdo a su solucion. proponer sistemas con solucion unica sobre el eje de las
ordenadas y fuera del eje de las ordenadas.
Completar coordenadas Calcular algebraicamente una coordenada de los puntos en
I de interseccion. los que se intersectan las ecuaciones contempladas en
35 sistemas de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas en
Extraclase

sus representaciones algebraica, grafica, dada la otra
coordenada.

Inicio de la sesion. El profesor sefiala que se acomode el mobiliario para trabajar en

equipo, actividad que se llevara a cabo en dos ocasiones en esta sesién. Los equipos se

forman conforme se encuentren sentados los alumnos (forma 3). Posteriormente se

empieza a trabajar con la tarea 26 que corresponde precisamente al trabajo de equipo de

la “Tarea 25. Identificacion de solucion 1”7 (ver Anexo 1 Tarea 25 extraclase).

Descripcion de la tarea 25. En la primera parte de esta tarea el alumno tiene que

identificar el punto de solucién de dos sistemas de ecuaciones lineales mostrados en su

representacion geomeétrica y algebraica, dichos sistemas se reproducen a continuacion.
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1. yi=x1+1...14

Y, =—2x,+4 .1,

A L2
Punto de solucién.
2. yi=-x—-1..1L Ty
L2
YV, = _3x2 +1 L2 L1 Lz
Vs =2x3—4 ... L3 c
_A B X,
D

Punto de solucién.

En la segunda parte, el alumno debe identificar las ecuaciones donde se localizan algunos
puntos sefalados en la representacion grafica, de dos sistemas de ecuaciones lineales
con dos incégnitas.

Sistema I1.1. Ty Puntos Ecuaciones

A

v, =2x—4..1 Ls
y2=x2_1...L2 £ B
y3=—2X3—4...L3 C

C

D
A E
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Sistema I1.2. Ty Puntos Ecuaciones
A
L
yl = x1 .. .Ll ° Ly
B
Y, =—x, —2 .. L, L D
y3=_3X3_4...L3 ‘E X . C
- o >
A D
E
{ B

En la tercera parte, los alumnos deben contestar las siguientes preguntas.

1. ¢Elsistema 1.1, tiene solucién Gnica? Justifica tu respuesta.
2. ¢Elsistema I1.2, tiene solucion Unica? Justifica tu respuesta.
3. ¢Cuales son las condiciones que debe cumplir un sistema de ecuaciones lineales en

su representacién geomeétrica, para que tenga solucion Gnica? Justifica tu respuesta.

Relaciones para “construir”. Segun Duval (1992) para considerar que un estudiante
alcanza la comprension, debe reconocer el objeto matematico en al menos dos
representaciones y debe poder realizar la conversion entre estas. Segun Hiebert y
Carpenter (1992), la comprension es el resultado de numerosas y fuertes relaciones entre
ideas matematicas, estas se pueden “construir’” en la misma (o en distintas) formas de
representacion. Para resolver esta tarea, los alumnos deben de considerar las siguientes

conexiones.

Tabla 4.15. conexiones para resolver los cuestionamientos de la Tarea 25 (y Tarea 28).

Caracteristicas geométricas - Caracteristicas algebraicas
1 | Un punto en el plano cartesiano. _,  Parejaordenada (x, y).
2 | El punto pertenece a una recta. ,  La pareja ordenada del punto satisface la ecuacion.
3 | El punto no pertenece a la recta. ,  La pareja ordenada del punto no satisface la ecuacion.
4 E_I punto pertenece a todas las rectas del N La pa}reja orden_ada del punto satisface a todas las
sistema. ecuaciones del sistema.
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Algunos resultados y observaciones. Tarea 25 individual. Veintidés alumnos (88%)
responden correctamente. Sin embargo, un alumno reporta que no entendioé y no hizo la

tarea.

Tarea 26 en equipo. El alumno que no hizo la tarea en trabajo individual, es asistido por
sus comparfieros. Se observa buena disposicién para analizar y discutir, algunos alumnos

son asistidos por sus comparfieros de equipo.

A continuacién se muestra un dialogo que se produjo en el momento de contestar la tarea

en equipo.
Alumno (A): “¢Qué condiciones debe tener un sistema para que tenga
solucién anica?”

Alumno (B): “Observa el sistema Il.1, y compara con el sistema I1.2, en el

Fell
1.

primero no hay solucién Unicay en el segundo s

Alumno (B): “Para que tenga solucién Unica, todas las rectas deben pasar

por un solo punto, que es el de la solucion”.

Bransford, Brown y Cocking (1999) indican que con el trabajo colectivo y la disposicion de
aprender de los otros se promueve el aumento de la comprension de los alumnos. Lo

expuesto en los parrafos anteriores, pueden ser ejemplos de lo sefialado por los autores.

Tarea 27 grupal. Tres representantes de equipo expresan sus resultados (forma 1,
elegidos al azar). El resto del grupo atiende y evalGa. Sin mayor discusion se llegan a
acuerdos. A continuacién se muestran las respuestas esperadas y el desempefio de los

estudiantes.

Preguntas y respuestas esperadas. Desempefio de los estudiantes

En la parte I, los alumnos deben sefialar los
puntos de interseccion, que son solucion de los
sistemas.

1. Punto de solucién B.

2. Punto de solucion D.

Todos los equipos reportan que
respondieron correctamente.
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Preguntas y respuestas esperadas. Desempefio de los estudiantes

En la parte 11. Deben sefialar los puntos que son
solucion para las ecuaciones donde se
encuentran ubicados, asi:

Sistema I1.1.
Puntos Ecuaciones
A LiyLs
B Lyl
([:) II:Z yLs Todos los equipos respondieron
! correctamente.
E L
Sistema I1.2.
Puntos Ecuaciones
A L,
B Ls
C  Ly,LylLs
D Ly
E Ninguna

En la parte 11l. Para las preguntas:

1. (El sistema 1.1, tiene solucién Gnica?
Respuesta. No. Porque no hay un sélo punto
donde se intersecten todas las rectas.

Todos los equipos respondieron
correctamente.

2. El sistema 1.2, ¢ tiene solucion Unica?

Respuesta. Si. Porque existe un sélo punto Todos los equipos respondieron

. correctamente.
donde se intersectan todas las rectas.
3. ¢ Cudles son las condiciones que debe cumplir
un sistema de ecuaciones lineales en su
representacion geométrica, para gue tenga Todos los equipos respondieron
solucién Unica? correctamente.

Respuesta. Que todas y cada una de las rectas
pasen por un mismo punto.

El profesor reparte los formatos de la “Tarea 28. Identificacién de solucién 2” (ver Anexo 1
Tarea 28). La tematica de esta tarea se trabaja de forma individual, en equipo (Tarea 29)
y grupalmente (Tarea 30). El profesor se asegura que los alumnos hayan entendido la

consigna, posteriormente los alumnos empiezan a trabajar.

Descripcion de la tarea 28. Se presentan cinco sistemas de ecuaciones lineales en su
representacion algebraica. Para cada uno se propone una pareja ordenada, a fin de
determinar si es solucion de alguna o de algunas de las ecuaciones. El alumno tiene que

sustituir los valores de la pareja ordenada en cada una de las ecuaciones de los sistemas
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y comprobar si satisface a cada una de ellas. A continuacién se reproducen los sistemas y
las parejas ordenadas.

Sistema de ecuaciones Pareja ordenada
1. vy, =x,+1... 1,2)
YV, = —2x2 + 4L2

2. yy=—x,—-1...L4 (-3,2)
Yy, = —3x2 + 1...L2

3. y=sx—4.Ly (2,-3)

yz = —sz + 1...L2

4, Vi =X + 3...L1 (4,1)
Vo =Xy — 4...L2
5. yi= _§x1 + 4’...L1 (372)

y2=2x2_4...L2
Y3 = Xy — 1...L3
En esta tarea, se trabaja especialmente la representacion algebraica, segin Hiebert y

Carpenter (1992) las relaciones se establecen también en una misma forma de

representacion. Las conexiones son las mismas que para la Tarea 25.

Algunos resultados y observaciones. Tarea 28 individual. Veintitrés alumnos (88%)

responden correctamente. A continuaciéon se sefialan algunas observaciones.

Observaciones. En trabajo individual un alumno, empieza a resolver el
ejercicio de forma grafica correctamente, sin embargo, el profesor se
extralimita en el apoyo y le indica que lo haga sustituyendo la pareja

ordenada en las ecuaciones.
Por ejemplo, en la ecuacion L, del sistema 2 la operacion es:

2=-3(-3)+1
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2=9+1
2+ 10
Por lo que la pareja ordenada no es solucion de la ecuacion.

Otro alumno hace las operaciones mentales. Sin embargo, el profesor le
indica que lo haga escribiendo, o que escriba como hace las operaciones

mentales. El alumno responde “las operaciones son muy sencillas”.

Tarea 29 de equipo. Los alumnos comparan resultados y procedimientos. En algunos
casos, unos alumnos explican a otros y estos otros atienden la explicacion. Esto es un
ejemplo de la disposicion que tienen los estudiantes de aprender o compartir sus
conocimientos con los compaferos. En este aspecto se coincide con lo sefialado por
Bransford, Brown y Cocking (1999).

En la tarea que ahora nos ocupa los equipos se formaron “de acuerdo a como estan
sentados” los alumnos. Se observa que de esta forma trabajan eficientemente. Puede ser
porque normalmente se sientan con sus “amigos”, lo cual puede favorecer la disposicion

de aprender de los otros y, de compartir sus conocimientos.

Tarea 30 grupal. El profesor le indica a un representante de equipo (forma 1, eleccién al
azar) que exprese sus resultados en voz alta. El resto del grupo atiende. Se llegan a

acuerdos rapidamente.

A continuacién se indican las respuestas esperadas para esta tarea y el desempefio de

los estudiantes.

Preguntas, respuestas esperadas y desempefio de los estudiantes.

) Respuestas
. . Pareja . .
Sistemas de ecuaciones esperadas Desempefio de los estudiantes
ordenada .
Si/no
1L yi=x+1.L L si En estas preguntas se obtuvo un 100%
. Si
Y, =—2x, +4..1, (1,2) Ll Si de respuestas correctas después del
. Si
? trabajo en equipo.
) 1L L;. Si
. = —Xxy — 1...
= Th ' (32) | L. No
Y, =—=3x,+1...L,
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Preguntas, respuestas esperadas y desempefio de los estudiantes.

3 1 4 L Ll. Si
: =-x,—4...
T ' L,. Si
Y2 = _2x2 +1...L (21'3)
4. =-x,+3..L
” ' ' 1) L;. No
=x, —4..L ,
72 ’ ’ L,. No
5. y1=_§x1+4...L1 Ll- Si
Y, =2x,— 4.1, (3,2) L,. Si
y3=x, —1...Ls Ls. Si

En estas preguntas se obtuvo un 100%
de respuestas correctas después del

trabajo en equipo.

Al término de la tarea anterior, el profesor reparte la “Tarea 31. Completar coordenadas

de solucion” (ver Anexo 1 Tarea 31). Cuya tematica se trabaja de forma individual y grupal

(Tarea 32).

Descripcion de la tarea 31. En esta tarea se muestran al alumno cuatro sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas en sus representaciones algebraica y geométrica.
Ademds se muestran en el bosquejo, de los dos primeros sistemas, las abscisas de los
puntos de solucién para que el alumno calcule las ordenadas. En los otros dos sistemas
se muestran las ordenadas de los puntos de solucion para que el alumno calcule las
abscisas. Posteriormente se le cuestiona al alumno sobre la forma en que calcula las

ordenadas o las abscisas. A continuacion se reproducen los sistemas de la primera parte

y, las preguntas correspondientes a la segunda parte de la tarea.

¥ =3x, ...

Va2 =Xy +2L2
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L1
yvi=x+4..L

y,=—x5 ... st2. )

L2

L1

yl = 4X1 + 1L1

y, =—2x, —5...L

S( -3)

L1
Y1 =—2X1+5...L1 Lz

V2= —Xy +2...L2

En la segunda parte se hacen las siguientes preguntas.

1. ¢Como calculaste la ordenada del punto de solucidn de los dos primeros ejercicios?

2. ¢Como calculaste la abscisa del punto solucidn en los dos Gltimos ejercicios?

Relaciones para “construir’. Nuevamente se promueve la comprensiéon de un objeto
matematico identificandolo en al menos dos formas de representacion y realizando su

conversion (Duval, 1992; Hiebert y Carpenter, 1992).

Las relaciones que debe construir un alumno para resolver los cuestionamientos se

muestran a continuacion.
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Tabla 4.16. Conexiones para la Tarea 31.

Representacion geométrica - Representacion algebraica
En cada uno de los cuatro sistemas se En cada uno de los cuatro sistemas se presentan
presentan dos gréficas. dos ecuaciones con dos incognitas representadas,
1 = | estas Ultimas por “x” e “y”.
Las dos graficas asociadas a cada una de En las dos ecuaciones de cada uno de los cuatro
2 | las ecuaciones de los cuatro sistemas son —  sistemas el exponente de la “x” es uno cuando la
rectas. “y” esta despejada.
En los cuatro sistemas las dos rectas En las dos ecuaciones algebraicas de cada uno de
3 mostradas en cada uno, se intersectan en . los cuatro sistemas se cumple que, los
un punto fuera del eje de las ordenadas. coeficientes de la “x” son distintos y los términos
independientes también.
Sistema 1
Se proporciona la abscisa del punto de Se sustituye la abscisa en cualquiera de las dos
4 solucién x = 1. — | ecuaciones para calcular la ordenada del punto de
solucién.
Sistema 2
Se proporciona la abscisa del punto de Se sustituye la abscisa en cualquiera de las dos
5 | solucion x = —2. — | ecuaciones para calcular la ordenada del punto de
solucién.
Sistema 3
Se proporciona la ordenada del punto de Se sustituye la ordenada en cualquiera de las
6 | solucion y = —3. — | ecuaciones para calcular la abscisa del punto de
solucién.
Sistema 4
Se proporciona la ordenada del punto de Se sustituye la ordenada en cualquiera de las
7 | solucion y = —1. — | ecuaciones para calcular la abscisa del punto de
solucién.

Algunos resultados y observaciones. Tarea 31 individual. Nuevamente el rendimiento de
los estudiantes es superior al 92% de conexiones correctas. La afirmacién anterior es
valida tanto para la algoritmia, como para la comunicacién por escrito para explicar dicha

algoritmia.

Observaciones. En el trabajo individual, a un estudiante se le hace la
aclaracién de que, en los dos primeros ejercicios se proporciona la abscisa

del punto de solucién, en los otros dos se muestra la ordenada.

Otro estudiante pregunto, “;dénde se tiene que sustituir en la primera o en

la segunda ecuacion?” el profesor responde, que los datos proporcionados
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estan en el punto de solucion. El estudiante menciona que: “es cierto,
entonces se sustituye en las dos ecuaciones”. Cuando el alumno termina
de trabajar el profesor le pregunta “;cémo son tus resultados?”, el alumno
responde que: “da lo mismo en las dos ecuaciones”. Al final de la discusion
grupal, el profesor menciona que se pudo haber calculado con cualquiera

de las ecuaciones.

Nuevamente hay un estudiante que hace las operaciones mentales, el
profesor le indica, que estos ejercicios se programaron sencillos para que
no tuvieran dificultad para calcular, pero que al menos indique, como los

calculé mentalmente.

Para los ejercicios tres y cuatro, donde se tiene que sustituir la ordenada y
despejar la abscisa, un alumno pregunta al profesor cobmo se hace ese
procedimiento. Esto sucede en el sistema 3, ecuacion L,. Donde se
proporciona el valor de la ordenada de -3. El profesor le indica al alumno
que sustituya el -3 en lugar de y,, para que posteriormente realice el

despeje.

—3=—2x,—5...L

—3+5=-2x,;
2=-2x,
.
X, =—1

Se observa gue los estudiantes calcularon la coordenada faltante de tres
formas diferentes: algunos con las dos ecuaciones, otros con sdélo una

ecuacioén y otros mas lo hicieron mentalmente.

Algunos alumnos que lo hicieron con las dos ecuaciones responden que
fue para comprobar el resultado. Los que usaron soélo una ecuacion
expresan ‘porque da el mismo resultado, ya que en el punto de interseccion
las abscisas tienen el mismo valor y las ordenadas también”. Los alumnos
que calcularon mentalmente expresan que ‘las ecuaciones estan muy

faciles y asi se equivocan menos”.
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Tarea 32 grupal. El profesor pregunta a un estudiante el resultado de la pregunta uno, a

otro el de la pregunta dos, y asi sucesivamente (forma 1, eleccion al azar). El resto del

grupo atiende.

Las respuestas esperadas y el desempefio de los estudiantes en la practica se muestran

a continuacion.

Respuestas esperadas.

Desempefio de los estudiantes

Parte I.

Sistema 1. Pareja ordenada (1,3)
Sistema 2. Pareja ordenada (-2,2)
Sistema 3. Pareja ordenada (-1,-3)
Sistema 4. Pareja ordenada (3,-1)

Veinticuatro alumnos (92%),
responden correctamente. El resto del
grupo toma nota.

Parte II.

1. ¢Cbmo calculaste la
ordenada del punto de
solucion en los dos
primeros ejercicios?

Respuesta: sustituyendo la abscisay
calculando la ordenada.

Un alumno responde que:
“sustituyendo los valores de “x” y
calculando el valor de y”. La mayoria
de los estudiantes (92%) lo apoya y el
resto toma nota.

2. ¢Clmo calculaste la
abscisa del punto de
solucion en los dos ultimos
ejercicios?

Respuesta: sustituyendo la
ordenada, despejando la abscisa y
calculando.

Un alumno responde que:
“sustituyendo “y”, y calculando el
valor de x”. La mayoria de los
estudiantes (92%) lo apoya Y el resto
toma nota.

La sesion prosigue con la “Tarea 33. Proposicion de sistemas de ecuaciones lineales de

acuerdo a su solucion” (ver Anexo 1 Tarea 33). Los cuestionamientos de esta tarea se

trabajan de forma individual y grupal (Tarea 34). El profesor reparte la tarea y se asegura

gue se hayan entendido las consignas.

Descripcion de la tarea 33. El alumno tiene que proponer sistemas en

representaciones algebraica y grafica de acuerdo a las siguientes condiciones.

1.

Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas que tiene una solucion en cualquier

punto que no se encuentre en el eje de las ordenadas.

Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas que tiene una solucion en cualquier

punto del eje de las ordenadas (eje “y”).

Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas que no tiene solucion.

Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incAgnitas que tiene una infinidad de

soluciones.
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5. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas que tiene una solucion en el eje “x”.

Relaciones para “construir”. Nuevamente se promueve la comprension de un objeto
matematico identificandolo en al menos dos formas de representacion y realizando su
conversion (Duval, 1992; Hiebert y Carpenter, 1992). En la siguiente tabla el simbolo —»

significa “se relaciona con”.

Tabla 4.17. Conexiones para responder la tarea 33.

1. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas que tiene una solucion en cualquier
punto que no se encuentre en el eje de las ordenadas.

Representacion algebraica - Representacion geométrica
1 Dos ecuaciones con dos incognitas Dos graficas en el plano cartesiano.
representadas, estas Ultimas con “x” e “y”. - _
2 El exponente de la “x” es uno cuando la “y” Las gréficas son lineas rectas.
esta despejada. -
3 Los coeficientes de la “x” son diferentes. Las inclinaciones de las rectas son diferentes.
m, #m, - a #*a,
4 Los términos independientes son diferentes. La interseccion de cada una de las rectas con el
b, # b, — | eje de las ordenadas es en puntos diferentes.
2. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas que tiene una solucion en cualquier
punto del eje de las ordenadas (eje “y”).
Representacion algebraica - Representacidén geométrica
Dos ecuaciones con dos incognitas Dos graficas en el plano cartesiano.
! representadas, estas Ultimas con “x” e “y”. -
2 El exponente de la “x” es uno cuando la “y” N Las gréaficas son lineas rectas.
esta despejada.
3 Los coeficientes de la “x” son diferentes. N Las inclinaciones de las rectas son diferentes.
o mEm S
4 Los términos independientes son iguales. N La interseccion de cada una de las rectas con el
b, = b, eje de las ordenadas es en el mismo punto.
3. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas que no tiene solucion.
Representacion algebraica - Representacién geométrica
Dos ecuaciones con dos incégnitas Dos graficas en el plano cartesiano.
! representadas, estas Ultimas con “x” e “y”. -
2 El exponente de la “x” es uno cuando la “y” N Las gréficas son lineas rectas.
esta despejada.
3 Los coeficientes de la “x” son iguales. N Las inclinaciones de las rectas son iguales.
o T Em T
Los términos independientes son diferentes. N La interseccion de cada una de las rectas con el
4 b, # b, eje de las ordenadas es en puntos distintos.
Se trata de rectas paralelas diferentes una de la
5 m; =m,Yyb, #b, otra.
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Tabla 4.17. Conexiones para responder la tarea 33. (continuacion).

4. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas que tiene una infinidad de

soluciones.
Representacion algebraica - Representacion geométrica
1 Dos ecuaciones con dos incégnitas Dos graficas en el mismo plano cartesiano.
representadas, estas Ultimas con “x” e “y”. -
5 El exponente de la “x” es uno cuando la “y” Las gréficas son lineas rectas.
esta despejada. -
3 Los coeficientes de la “x” son iguales. Las inclinaciones de las rectas son iguales.
m; =m, - a; = a,
Los términos independientes son iguales La interseccion de cada una de las rectas con el
4 by =b, _, | ejede las ordenadas es en el mismo punto. Se
trata de la misma recta.
Se trata de la misma recta, 0 una recta encima
5 m; =m,Yb, =b, de la otra que se intersectan en todos sus
puntos
5. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas que tiene una solucion en el eje “x”.
Representacién algebraica - Representacion geométrica
Dos ecuaciones con dos incognitas . . .
1 s s Dos graficas en el mismo plano cartesiano.
representadas, estas Ultimas con “x” e “y”. -
2 El exponente de la “x” es uno cuando la “y” L - .
. as gréficas son lineas rectas.
esta despejada. -
3 Los coeficientes de la “x” son diferentes. Dos rectas con inclinaciones diferentes.
m;#Em, - a * a,
Los términos independientes son diferentes. . .
4 b, % b, . Las rectas se mtersecte_ln con el eje de las
ordenadas en puntos distintos.
Los coeficientes y los términos
independientes de las ecuaciones cumplen
5 con: Las rectas se intersectan entre ellas sobre un
by by = punto del eje de las abscisas.
my B m;
Con m, y m, diferentes de cero.

Algunos resultados y observaciones. Tarea 33 individual. Los alumnos muestran mayor
habilidad para proponer los sistemas que en otras tareas similares. Veintilin alumnos
(81%) responden correctamente, excepto el sistema 5 donde sélo diez (38%), responden

correctamente.

Observaciones. Un estudiante le pregunta al profesor “;dénde esta el punto
de solucién?”, la respuesta del profesor es: “acabamos de ver dos tareas

donde trabajamos el punto de solucion, entonces dime tu donde esté el
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mencionado punto”, el estudiante piensa un poco y sefiala “donde se

cruzan las ecuaciones”, acto seguido empieza a trabajar.

Todavia hay alumnos (pocos) que tienen dificultades con las condiciones
gue deben tener las ecuaciones, el profesor les sefiala que pueden revisar

las tareas 9, 11, 14 y 22 para guiarse, sin que las copien.

Para el sistema cuatro, L; es igual a L,, cabe recordar que para estas
condiciones de pendientes y ordenadas iguales, sélo dos alumnos (8% del
grupo) respondieron correctamente en la tarea 9; en la Tarea 22, trece
alumnos (50%) y; en esta Tarea 33 veintidn alumnos (81%) responden
correctamente. Como se observa, en la tarea que nos ocupa el desempefio

de los estudiantes mejora significativamente.

Tarea 34 grupal. El profesor indica a cinco alumnos que pasen al pizarron (forma 1,
eleccion al azar) a escribir un sistema cada uno. Cuando los sistemas se encuentran
escritos en el pizarron, todos los estudiantes los observan y evallan, el profesor le indica
a un alumno que exprese su evaluacion en voz alta (forma 3, con probabilidad de que

conteste correctamente).

Observaciones. El estudiante que escribe en el pizarron el sistema 1, lo
escribe de forma incorrecta, ya que propone un sistema de dos ecuaciones
paralelas, inmediatamente varios estudiantes detectan el error. Acto
seguido, pasa otro estudiante a proponer un sistema correcto. Los sistemas

2, 3,4y 5 se escriben correctamente en el pizarron.

De las cinco situaciones, la que ofrece mayor dificultad es cuando las
rectas se intersectan en el eje “x 7, aparte de identificar pendientes
diferentes y ordenadas al origen diferentes, el alumno tiene que proponer
las condiciones para que la interseccidn sea precisamente en el eje
mencionado. Para este mismo sistema hay aproximadamente diez

estudiantes que lo proponen correctamente desde el trabajo individual.

Llama la atencion que un estudiante propone la ecuacion y; = 0, que junto
con cualquier otra, con pendiente diferente de cero, produce un sistema
gue aparentemente corresponde a lo solicitado. Sin embargo, se estan

solicitando dos rectas que se intersecten en el eje de las abscisas y, no la
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interseccién de una recta con el mencionado eje, que es lo que el alumno

propone.

La sesion prosigue con la entrega de los formatos de la “Tarea 35. Completar
coordenadas de interseccion”, extraclase. Como es costumbre, el profesor se asegura

gue los alumnos hayan entendido las consignas y la sesion termina.

Sesion 6

En la siguiente tabla se muestran las tareas que se trabajan en esta ocasion. Al mismo
tiempo se especifican: la forma de trabajo, el titulo y el propédsito de las mismas, es decir,

lo que se espera que el estudiante logre en las tareas.

Tabla 4.18. Tareas para la sesion 6.

Forma
Num. de Titulo Proposito
trabajo
Calcular algebraicamente una coordenada de los puntos en los
36 G Completar coordenadas que se intersectan las ecuaciones contempladas en sistemas de
de interseccion. tres ecuaciones lineales con dos incognitas en sus
representaciones algebraica, grafica, dada la otra coordenada.
37 I . . . .
. L Calcular la solucion de sistemas de dos ecuaciones lineales
Célculo de solucidn en Lo ” X
38 E : con dos incdgnitas en la representacidn algebraica, cuando
alguno de los ejes. - .
ésta se produce en alguno de los ejes.
39 G
40 I - . . .
- Identificar que en el punto de interseccion de las gréficas de
Condiciones del punto de - ; . .
41 E . L un sistema, la pareja ordenada del mismo, satisface a todas las
interseccion. eCUACIONeS
42 G '

Inicio de la sesion. El profesor indica que se acomode el mobiliario y que se formen los
equipos. En esta ocasion, los equipos se forman con los integrantes seleccionados al azar
(forma 2). La sesion comienza con la Tarea 36 que es la discusion grupal de la “Tarea 35.

Completar coordenadas de interseccion”, extraclase (ver Anexo 1 Tarea 35).
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Descripcion de la tarea 35. En sistemas de tres ecuaciones lineales con dos incognitas,
puede suceder que tengan solucién Unica, que no tengan solucibn o que existan
subsistemas (con soluciones para cada uno de estos). El alumno debe reconocer el tipo

de solucién y completar las coordenadas de los puntos de interseccion.

En este trabajo se decide promover y evaluar el aprendizaje con comprension. Segun
Hiebert y Carpenter (1992) la comprension favorece la transferencia. Esta es considerable
cuando el alumno puede “transferir’ lo que ha aprendido en sistemas de dos ecuaciones

lineales con dos incognitas, a sistemas con tres ecuaciones lineales.

A continuacion se reproduce sélo el primer sistema de la Tarea 35. Este constituye un

ejemplo. El alumno debe completar la tabla correspondiente.

1. IN
yy=—x+2..L L1 Ls
1
Ya=3%—2..L Ps( 1)
X o

y3=3X3_2...L3 °

P1(3, )

P2 (O
} L2
Puntos de Rectas que se Abscisa del | Ordenada del Ecuacién usada
interseccion intersectan: subsistema punto punto para calculos

P, 3
P, 0
Ps 1

Nuevamente se presentan los sistemas en sus representaciones algebraica y geométrica
para que el alumno establezca relaciones. Para completar correctamente la tabla anterior,

el estudiante debe realizar las siguientes acciones:

i) Reconocer que cada uno de los puntos de interseccién, son solucién de cada
una de las ecuaciones que se intersectan en dicho punto; por lo que, cada uno
de los puntos, es solucién de un subsistema.

i) Identificar qué ecuaciones se intersectan en cada uno de los puntos para
establecer cuales son los subsistemas algebraicos.

iii) Identificar el dato del punto de interseccidn, abscisa u ordenada, que se

muestra en el bosquejo.
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iv) Considerar que la coordenada faltante se puede calcular con cualquiera de las
ecuaciones del subsistema.

V) Sustituir en alguna de las ecuaciones, la abscisa o la ordenada (segun sea el
caso), para calcular la coordenada faltante.

A continuacion se muestra la referida tabla con las respuestas esperadas.

Respuestas para el primer sistema de la tarea 35.

_ Puntos (_Zi,e anctzssggznse Abscisa del Ordenada del EcuaciQn usada para
interseccion subsistema punto punto calculos

P, LyL, 3 -1 Lol,

P, LylLs 0 -2 L,olLs

Ps Ly Lg 1 1 LioLs

Algunos resultados y observaciones. Tarea 35 individual. Se observa una buena
disposicién de los alumnos para resolver los cuestionamientos. Veinte alumnos (77%)

responden correctamente.

Tarea 36 grupal. El profesor elige a un alumno (forma 2, probablemente enriquezca la
discusion) para que lea sus respuestas. El alumno lee sus respuestas las cuales son
correctas. Sin embargo, cuando menciona las ecuaciones que usa para el calculo de la
coordenada faltante, manifiesta que lo hace a través del bosquejo. Lo que este alumno
hace, a decir de él, por ejemplo: para el punto P;, es observar la longitud que hay del
origen a la abscisa, que tiene un valor de 3 y estima que la distancia que hay del origen a
la ordenada es aproximadamente un tercio de la distancia anterior, por lo que la ordenada
de dicho punto es -1. Es decir, el alumno estima su respuesta con el bosquejo de la
representacion geométrica, pero naturalmente, en este tipo de casos se pueden producir

equivocos.

Posteriormente, el profesor elige a otro estudiante (forma 3, probablemente conteste
correctamente) para contestar, el cual realiza los calculos algebraicamente, este segundo

alumno tiene las respuestas correctas.

En trabajo grupal, se discute que no se puede calcular de manera exacta la abscisa o la
ordenada de un punto utilizando el bosquejo, estas s6lo se pueden obtener cuando se

trabaja algebraicamente o con una “gréfica precisa” de las ecuaciones.
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La sesion prosigue con la “Tarea 37. Célculo de solucion en alguno de los ejes” (ver
Anexol, Tarea 37). Después del trabajo individual, los cuestionamientos se abordan en

equipo (Tarea 38) y grupalmente (Tarea 39).

Descripcion de la tarea 37. En la primera parte, se presentan sistemas de dos y tres
ecuaciones lineales con dos incognitas en sus representaciones algebraica y geométrica
para que el alumno los resuelva. La solucion de los sistemas se encuentra en alguno de
los ejes. A continuacion se reproducen los ejercicios de la primera parte y las preguntas

relacionadas a estos, que corresponden a la segunda parte de la tarea.

1. y=—2x+2 .1 y
y2=3x2+2...L2 L2
L1
Xy
2. yi=—4x; -3 .., Ty

YV, = ZXZ -3 L2

3. yi=2x,+1...14 y
L1

y2=%x2+1...L2 L2

y3=—x3+1..Ls

Ls
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4. vy, ==3x,—3...I4 y
y,=—=x,—1..L,

5. y=—2x;+4...1; y
y, =4x,—8 ...L,

6. y1=-3x+3..14 [y
y2=x2—1 L2
y3 = ZX3 -2 L3

L2

Ls L1

De acuerdo a los ejercicios anteriores, contesta los siguientes cuestionamientos.

1. ¢Cdémo encontraste la solucion en los primeros tres ejercicios?
2. ¢Como encontraste la solucion en los Ultimos tres ejercicios?

Relaciones para ‘“construir’. Nuevamente se presenta el trabajo entre dos formas de
representacion para que el estudiante establezca relaciones, de acuerdo a los

sefialamientos de Duval (1992) y Hiebert y Carpenter (1992).
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Tabla 4.19. conexiones para la Tarea 37.

Representacion algebraica - Representacion geométrica

1 En todos los sistemas se presentan N En todos los sistemas se presentan

ecuaciones con dos incégnitas. graficas en el plano cartesiano.
En todas las ecuaciones de los sistemas, el . -
- « » | — | Entodos los sistemas las gréaficas son

2  exponente de la “x” es uno cuando la “y li

, . ineas rectas.
esta despejada.
Sistema 1
Las dos ecuaciones tienen los coeficientes

3 de la “x” diferentes y términos 5 Las dos rectas se intersectan entre ellas

independientes iguales. en un punto en el eje de las ordenadas.
Sistema 2
Las dos ecuaciones tienen los coeficientes

4 de la “x” diferentes y términos 5 Las dos rectas se intersectan entre ellas

independientes iguales. en un punto en el eje de las ordenadas.
Sistema 3
Las tres ecuaciones tienen los coeficientes .

5 de la“x” diferentes y los términos N Las tres rectas se intersectan entre ellas
) . . en un punto sobre el eje de las ordenadas.
independientes iguales.

Sistema 4
Las dos ecuaciones tienen los coeficientes
de la “x” diferentes, los términos .
6  independientes diferentes y: 5 Las dos rectas se lnterfsectan entre gllas
. b, en un punto sobre el eje de las abscisas.
my - m;
Sistema 5
Las dos ecuaciones tienen los coeficientes
de la “x” diferentes, los términos
7 independientes diferentes y: N Las dos rectas se intersectan entre ellas
by _ by en un punto sobre el eje de las abscisas.
my B m;
Sistema 6
Las tres ecuaciones tienen los coeficientes
de la “x” diferentes, los términos
8 independientes diferentes y: N Las tres rectas se intersectan entre ellas
by b, by en un punto sobre el eje de las abscisas.
my B m; B bs

Algunos resultados y observaciones. Tarea 37 individual. En virtud de la dificultad que
tuvieron algunos alumnos para empezar a trabajar, hubo necesidad de establecer un

“pequeno” trabajo grupal.

Observaciones. Algunos alumnos, tiene dificultad para empezar a trabajar,
ya gue en esta ocasion “no se proporciona (explicitamente) uno de los

valores de la pareja ordenada que es solucion del sistema”, sin embargo, la
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soluciéon se produce en alguno de los ejes, por lo que al analizar el
bosquejo se puede “observar” el valor de una coordenada. Si la solucién es
en el eje “x” la ordenada de la solucibén tiene un valor de cero; si es en el
eje “y” la abscisa de la solucién tiene un valor de cero. Lo anteriormente

sefialado se manifestod en la siguiente discusion.

Profesor Alumnos
Alumno (A): “Ahora no proporciond ninguna
coordenada, por lo que no puede ser exacto”

Escucha.

“En esta tarea no se les proporciono
numéricamente una de las dos coordenadas,
pero, analicen bien la grafica y seguramente
descubriran un dato ”.

Alumno (B): “Una coordenada la podemos
observar en el punto de interseccion que se ve
en el bosquejo”.

En el trabajo individual, veinte alumnos (77%) responden correctamente, el resto tiene la

oportunidad de ser asistido por sus compafieros en trabajo de equipo.

Tarea 38 de equipo. En algunos equipos, se ayudan mutuamente, en otros hay discusién.
Se observa que cuando los equipos se forman con integrantes seleccionados al azar, el
trabajo no es tan colaborativo como se espera, en comparacion que cuando trabajan con

sus compaferos mas cercanos. Sin embargo, trabajan eficientemente.

Tarea 39 grupal. El profesor indica que cada representante de equipo (forma 1, al azar)

mencione el resultado de un sistema. El grupo atiende. Las respuestas son correctas.

Observacion. Tres alumnos estan de acuerdo que en los primeros tres
ejercicios no es necesario hacer ningun calculo, ya que la abscisa es cero y
la ordenada se ‘“lee” del término independiente de cualquier ecuaciéon del

sistema.

Nuevamente hay varios (tres) alumnos que sustituyen y hacen los calculos

mentalmente.

La sesion prosigue con la “Tarea 40. Condiciones del punto de interseccion” (ver Anexol

Tarea 40). Después del trabajo individual, los cuestionamientos se abordan en equipo
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(Tarea 41) y grupalmente (Tarea 42). El profesor reparte el formato de la tarea y se
asegura que se hayan entendido las consignas.

Descripcion de la tarea 40. En esta tarea se pretende que el alumno haga explicito que la
abscisa y la ordenada del punto de solucién de un sistema, tienen el mismo valor en cada

una de las ecuaciones involucradas en un sistema.

A continuacién se reproduce como ejemplo el sistema nimero 2. Después de observar el
sistema en sus representaciones algebraica y geométrica, el alumno tiene que contestar

un cuestionamiento del tipo “verdadero-falso”.

L le
' Ls L2
y,=—x;—1...1
Vo, =2%x,—4...L,
_’y3=—4X3+2...L3 K>
S(1,-2)
Recuerda que:
(%1, y1) Representa cada punto de la recta L;.
(x5, y,) Representa cada punto de la recta L.
(x3,¥3) Representa cada punto de la recta L.
Algunas condiciones en el punto de solucién S son:
A x <x,<x3...(V)o(F). & Y1>Y2>Ys .. (V)o(b).
b. x;=x, #x5...(V)o(F). fonm#y=ys.. (Vo).
C. xy=x,=x3=1...(V)o(F). g y1=y:=ys==2...(V)o(b).
h. La pareja ordenada se puede

d. La pareja ordenada se puede

representar por (xy,ys) ... (V) o (F). representar por (x,,y;) ... (V) o (F).

Porque

Porque
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Relaciones para “construir”. En las representaciones algebraica y geométrica, se
promueve que el alumno identifique la caracteristica del punto de interseccion: la abscisa

y la ordenada del punto de interseccion satisfacen a todas las ecuaciones del sistema.

Algunos resultados y observaciones. Tarea 40 individual. Los alumnos trabajan con
entusiasmo. Veintiuno estudiantes (81%) responden correctamente. Los alumnos que no
respondieron correctamente en trabajo individual, tienen la oportunidad de ser asistidos
en trabajo de equipo.

Tarea 41 de equipo. Se observa un trabajo colaborativo eficiente.

Observacion. Un estudiante, en su trabajo individual, sustituyd los valores
de las parejas ordenadas en las ecuaciones, a decir de él, ‘para
comprobar”. Luego en trabajo de equipo, otro estudiante le indica que no
tienen que sustituir sino solo indicar las igualdades entre las abscisas v,
entre las ordenadas. Este hecho puede ser un ejemplo del trabajo

colaborativo segun lo mencionan Bransford, Brown y Cocking (1999).

Tarea 42 grupal. El profesor indica a tres representantes de equipo (formal, eleccion al
azar) que mencionen las repuestas para un sistema, cada uno. El resto del grupo atiende
y verifica que los resultados sean correctos. La totalidad de los equipos responden

correctamente.

Al término de la discusion grupal, el profesor sefiala que la sesién ha concluido. En esta

ocasién no se deja tarea extraclase.

Sesion 7

En la siguiente tabla se muestran las tareas que se trabajan en esta ocasion. Al mismo
tiempo se especifican: la forma de trabajo, el titulo y el propdsito de las mismas, es decir,

lo que se espera que el estudiante logre en las tareas.
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Tabla 4.20. Tareas para la sesion 7.

Forma de

NUm . Titulo Propdsito
trabajo
) ., Resolver sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
Meétodos de solucion de un L , - .
. . incognitas por los metodos de igualacion y
sistema de dos ecuaciones 2 - . .
43 G . DS sustitucion, al tiempo que se analiza como se
lineales con dos incognitas: . .
igualacion y sustitucion resuelv_en_, a fin de establecer cual es el
’ procedimiento.
Resolver sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
I R -, . incognitas por los métodos de igualacion y
esolucion de sistemas de A e > .
44 . - sustitucion. Describir dichos métodos por escrito y,
Extraclase = €cuaciones lineales.

verificar ventajas y desventajas en el uso de cada uno
de ellos.

Inicio de la sesién. El profesor indica que en esta sesién se trabaja con la “Tarea 43.

Métodos de solucion de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas:

igualacioén y sustitucion”, cuya tematica se trabaja sélo en forma grupal.

Descripcion de la tarea 43.

Discusién para los métodos de reduccion.

En discusion grupal, el profesor escribe el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales

con dos incégnitas y, guiado por los alumnos bosqueja cada una de las ecuaciones.

y1 =2x%—2..L1

Yo =—x,+7..L

L2

El profesor hace las indicaciones o preguntas y los alumnos van respondiendo de forma

verbal, los alumnos responden pidiendo la palabra.
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Profesor Alumnos

En el punto de solucion S,
i Un alumno responde que x; = x,, el resto del grupo lo apoya.
“¢Comoson x; y x,?”

“.Cémoson y, e y,?” Un alumno menciona que y; = y,, el resto del grupo lo apoya

“¢La incognita x, puede ser
sustituida por la incégnita x, La mayoria responde si, al unisono.
0, viceversa?”

“¢La incognita y, puede ser
sustituida por la incégnita y, La mayoria responde si, al unisono.
0, viceversa?”

Los alumnos pueden escribir alguna(s) de las siguientes.

Vi =2x,—2...14 y, =2x,—2...14
y,=—x+7..L, y,=—x,+7...L,
ncon_ base en Ia}s preguntas y,=2x,—2 .. y, =2x;,—2..L,
anteriores, escriban en su
cuaderno, tres formas yi=—%+7..L Vo, =—x,+7...L,
diferentes de escribir el
sistema de ecuaciones que nos
ocupa”. Y1 = 2x1 -2..1L Vi = 2x2 -2..1L
y2=_.x1+7...L2 y2=_x2+7...L2
y1=2x1_2...L1 y2=2x2_2...L1
y1=_.x1+7...L2 y2=_x2+7...L2

Antes de que los alumnos empiecen a escribir las diferentes combinaciones de los

sistemas en su cuaderno, el profesor escribe un ejemplo de estos en el pizarrén.

El profesor indica a varios alumnos que mencionen algunas formas del sistema, los
escribe en el pizarrén y los numera. Los alumnos mencionan cinco formas diferentes de

las mostradas anteriormente.

Profesor Alumnos

“Es posible decir que el sistema original es

v, =2x;,—2...14 ]
Un alumno responde que cuatro, los demas lo
V2 =X+ 7 ... L respaldan.

¢ Cuantas incdgnitas estan escritas en este
sistema?”
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Profesor Alumnos

Indica a los alumnos: “de las formas Un alumno sefala la siguiente.
mostradas en el pizarron, sefiala una

.. , - z - v y1=2x1—2...L1
expresion en la cual s6lo hay tres incognitas .
Espera las respuestas, hasta que se elige la yi=—x+7..L,

mostrada a la derecha.
El resto del grupo lo respalda.

Indica a los alumnos: “de las formas Un alumno sefala la siguiente.
mostradas en el pizarron, sefiala alguna
expresion en la cual s6lo haya dos

incognitas ”. Nuevamente elige la forma yi=-x+7..L,
mostrada a la derecha.

y,=2x;—2...14

El resto del grupo lo respalda.

“De esta manera, se ha reducido el sistema de . Un alumno sefiala que si, por el método de
dos ecuaciones lineales con cuatro incognitas | sustitucion.

a un sistema de dos ecuaciones lineales con
dos incognitas. ¢ Es posible reducir ain mas el
sistema? Argumenta tu respuesta”.

Otro alumno menciona que existen varios
métodos, pero no se acuerda de cuales son.
Otros alumnos mencionan que no recuerdan
los métodos.

En este punto, el profesor deja que los alumnos trabajen por si solos; les da unos minutos

de trabajo individual, y otros de trabajo en parejas, con sus comparfieros de banca.

Comentario. Se espera que los alumnos mencionen y desarrollen alguno de
los siguientes métodos: igualacion, sustitucion o grafico. EI método grafico
se trabaja en la Tarea 50, en este momento se desarrollan los métodos de

igualacién y de sustitucion.

Algunos alumnos proponen “igualar las ecuaciones”. El profesor le indica a un alumno que
mencione la expresion que resulta de igualar las ecuaciones vy, la escribe en el pizarrén.

El profesor sefiala a los alumnos que la resuelvan.

Por igualacion.

Profesor Alumnos

Trabajan de forma individual. Trece alumnos
Observa el trabajo de los alumnos. (50%) lo resuelven satisfactoriamente

Observa que los alumnos empiezan a trabajar
a partir de la expresion mostrada a la

derecha. 20 —2=—x+7
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Observa que algunos alumnos hacen
adecuadamente los pasos algebraicos para
obtener el valor de “x,”.

Seriala: “algunos de ustedes ya obtuvieron el
valor de “x,”, jcomo se puede obtener el
valor de “y,”?

Un alumno responde que sustituyendo el valor
que se acaba de obtener de “x;” en cualquiera
de las ecuaciones. Algunos alumnos lo

apoyan.
En L;. En L,.
Observa que algunos alumnos sustituyen vy, =203)-2 yi=—0B)+7
correctamente en ecuacion L; y otros en L,. y, =4 y, =4
Observa que algunos alumnos escriben en su
cuaderno la pareja ordenada que es solucion (3.4)

al sistema.

Observacion. Trece alumnos (50%) resuelven el sistema correctamente. El

resto del grupo toma nota para realizar el ejercicio, como tarea extraclase.

Profesor Alumnos
e “Seigualan las ecuaciones”.
e “sedespeja x”.
Le indica a un alumno (forma 1, al azar) que e ‘el valor obtenido se sustituye en

mencione como es el procedimiento. alguna de las ecuaciones”.

e “secalcula el valor de y”.

“Alcen la mano, los que estan de acuerdo con
el procedimiento que menciond su
compariero”

La totalidad del grupo esté de acuerdo.

El profesor menciona que precisamente por igualar las ecuaciones, este método se llama
“lgualacion”. En seguida pone dos ejemplos en el pizarrén para que sean resueltos por los

alumnos en trabajo individual.

Ejemplo 1. Ejemplo 2.

y=2x—4..1, y=-3x-3...14

y=—x+5..1; y=x+5..L
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Luego de que la mayoria del grupo termina. El profesor elije a dos alumnos (forma 3 con
probabilidad de que contesten correctamente) para que pasen al pizarrdbn a escribir el
procedimiento de un ejemplo cada uno, estos alumnos resuelven los ejemplos

correctamente.

Observaciones. Veintidés alumnos (85%) realizan los ejemplos
correctamente. Algunos alumnos que por si solos, no pudieron resolver el
primer sistema, en este momento indican que ya entienden el

procedimiento.

El profesor menciona lo siguiente: “por razones didacticas en la mayoria de las tareas se
usaron subindices, pero, una vez que se ha comprendido que en el punto de interseccion
del sistema x; = x, € y; = y,, dichos subindices, se pueden omitir. En la mayoria de los

libros de matematicas no se usan subindices”.

Por sustitucion. Se espera, por la forma en que hemos trabajado los sistemas, que los
alumnos dificilmente puedan proponer el método de sustitucion, por lo que se hacen las

siguientes actividades.

El profesor Indica a los alumnos que: “Partiendo nuevamente del sistema de dos

ecuaciones lineales con dos incognitas:

V1= 2x1 -2 L]_
V1= —X1 +7 L2

Y usando las propiedades de la igualdad, pueden cambiar de posicion los elementos de la

misma, escriban en su cuaderno tres sistemas de ecuaciones equivalentes al mostrado’.

Los alumnos pueden proponer algunos de los siguientes sistemas.

Sistemas que pueden proponer los alumnos

2, =—-y;—2..1L Vv, =2x1—2...14
yVw=—x+7..L yvi+x1=7.. 1Ly
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Sistemas que pueden proponer los alumnos
yy=2x—2...1 Y1 —2x,+2=0..L
x ==y, +7..L, yw=—x1+7..L
Yy —2x =-=2...1; VL —2x,=-2..14
yi=—x1+7...1L, x ==y +7..L,
vy, =2x1—2...14 yi—2x,=-2...14
x ==y +7..L, yi+x,=7..1,

Nuevamente, el profesor escribe el primer ejemplo de sistemas equivalentes en el

pizarron, para motivar la escritura de dichos sistemas por parte de los alumnos.

El profesor menciona que: “muchas veces en matematicas, como en otras areas, es
conveniente usar los ‘caminos’ mas inmediatos, tratar de hacer los procedimientos con

menos pasos posibles”.

El profesor indica a varios alumnos (forma 1, al azar) que mencionen algunas formas del
sistema, las escribe en el pizarrén y las numera. Elige una forma de éstas y continla

trabajando.

Profesor Alumnos

“Empezando de la siguiente forma de

escritura del sistema”. ] )
Un alumno menciona que si, sustituyendo la
yi=2x,—2..14 »
ecuacion L, en la L,. Trece alumnos (50%) lo

y1+X1=7...L2 A A
apoyan y el resto del grupo guarda silencio.

“¢ Es posible reducir ain més el sistema?

Argumenta tu respuesta”.

En este punto, el profesor deja que los alumnos trabajen por si solos; les da unos minutos
de trabajo individual, y otros de trabajo en pareja. La mitad del grupo logra hacer la

sustitucidon que a continuacion se muestra.
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Profesor

Alumnos

Observa el trabajo de los alumnos.

Trabajan de forma individual. Trece alumnos
(50%) lo resuelven satisfactoriamente.

Observa que los alumnos hacen la sustitucion
de L; en L.

2%, —2+x;, =7

Observa que algunos alumnos hacen
adecuadamente los pasos algebraicos para
obtener el valor de “x;”.

2%, +x,=7+2
SX1=9
X1=3

Seriala: “‘algunos de ustedes ya obtuvieron el
valor de x;, ¢como se puede obtener el valor
de y,?”

Un alumno responde que sustituyendo el valor
que se acaba de obtener de “x;” en cualquiera
de las ecuaciones. Algunos alumnos lo

apoyan.
En L;. En L,.

Observa que algunos alumnos sustituyen vy, =203)-2 yvi+@B3)=7

correctamente en ecuacion L; y otros en L,. y, =4 y, =4

Observa que algunos alumnos escriben en su

cuaderno la pareja ordenada que es solucion (3.4)

al sistema.

Observacion. Los alumnos que no pudieron resolver el sistema, toman

nota, y se les queda de tarea extraclase que lo resuelvan por si solos

Alumnos
e  “Se sustituye el ‘valor’ y, de L; en
L,”.
“Se despeja x”.
“El valor obtenido se sustituye en
alguna de las ecuaciones”.
e “Se calcula el valor de y”.

Profesor

Le indica a un alumno (forma 1, al azar) que
mencione cémo es el procedimiento.

“Alcen la mano, los que estan de acuerdo con
el procedimiento que menciond su
compariero”

La totalidad del grupo esta de acuerdo.

El profesor indica que precisamente por sustituir una ecuacion en otra, el método anterior
se llama por “Sustitucion”. En seguida pone dos ejemplos en el pizarrén para que los

alumnos los resuelvan en forma individual.
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Ejemplo 1. Ejemplo 2.
y=2x—4..1 y+3x=-3..L

y+x=5..1L, —x=—-y+5..L,

Cuando los alumnos terminan de resolverlos en forma individual. El profesor elije a dos
alumnos (forma 3 con probabilidad de que contesten correctamente) para que pasen al
pizarron a escribir el procedimiento de un ejemplo cada uno, estos alumnos resuelven los
ejemplos correctamente. Veintidés alumnos (85%) reportan que hacen los ejemplos en

forma correcta.

La sesion finaliza con el reparto de la “Tarea 44. Resolucion de sistema de ecuaciones
lineales” extraclase. Como es costumbre, el profesor se asegura que se hayan entendido

las consignas.

Sesion 8

En la siguiente tabla se muestran las tareas que se trabajan en esta ocasion. Al mismo
tiempo se especifican: la forma de trabajo, el titulo y el propésito de las mismas, es decir,

lo que se espera que el estudiante logre en las tareas.
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Tabla 4.21. Tareas para la sesion 8.

Forma
Nam. de Titulo Propésito
trabajo
Resolver sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
45 G Resolucién de sistemas de incognitas por los métodos de igualacion y
ecuaciones lineales. sustitucion, describirlos por escrito y, verificar
ventajas y desventajas en el uso de cada uno de ellos.
46 | » )
Resolucion de sistemas de tres . . .
. : Resolver sistemas de tres ecuaciones lineales con dos
ecuaciones lineales con dos NPT
NP incognitas.
incognitas.
47 G
Expresiones algebraicas que se Identificar qué caracteristicas tienen las expresiones
48 G obtienen cuando los sistemasno | algebraicas de los sistemas de dos ecuaciones
tienen solucion o tienen infinidad | lineales con dos incégnitas, que no tienen solucién o
de soluciones. que tienen una infinidad de soluciones.
49 | . . .
. - Resolver sistemas de ecuaciones lineales
Método gréfico. e
graficamente.
50 G

Inicio de la sesion. La sesion comienza con la tarea 45, que es la discusion grupal de la

“Tarea 44. Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales” (ver Anexo 1 Tarea 44). La

tematica de ésta se trabaja de dos formas individual extraclase y grupal (Tarea 45).

Descripcion de la tarea 44. En la primera parte, se pide a los alumnos que resuelvan cinco

sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas por los métodos de sustitucion y

de igualacion, ademas se les pide que realicen el bosquejo de las ecuaciones. Se

reproduce el Sistema 1, renglones adelante, como ejemplo.

En la segunda parte se pide a los alumnos que contesten las preguntas que se muestran

a continuacion.

Describe detalladamente como se resuelve un sistema de dos ecuaciones lineales con dos

incognitas por el método de sustitucion.
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2. Describe detalladamente como se resuelve un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas por el método de igualacion.

3. Para resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas, por algin método
algebraico, ¢favorece de alguna forma dibujar el bosquejo? Explica tu respuesta.

4. Para resolver un sistema de dos ecuaciones lineales por algiin método algebraico, ¢favorece
la manera en que estan escritas las ecuaciones algebraicas a algin método? Explica tu
respuesta.

5. Entre los métodos algebraicos (igualacion y sustitucion), para resolver sistemas de dos

ecuaciones lineales con dos incognitas, ¢qué método prefieres utilizar? Explica tu respuesta.

Sistema 1. y=x+1..L
—2x+y+1=0..1L,

Sustitucion Igualacion Bosquejo

Relaciones para “construir”. Se trabaja con la representacion geométrica y con dos
métodos en la representacién algebraica. En ésta, el alumno tiene la oportunidad de

trabajar con las siguientes relaciones.

¢ Analizar los métodos (igualacién y sustitucién) y, establecer las similitudes y

diferencias entre ambos, como se muestra a continuacion.
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Etapa del procedimiento . N Similitudes o
Igualacion Sustitucion diferencias
En al menos una de las
El inicio depende En las dos ecuaciones debe estar ecuaciones debe de estar
1 de como estén despejada la misma incognita. En despejada una incégnita. Diferencia
escritas las caso de que no sea asi, se realizan En caso de que no sea '
ecuaciones. los despejes necesarios. asi, se realiza el despeje
necesario.
Reduccion a una S
i . . Sustitucion de una -
2 | ecuacion con una Igualacién de las ecuaciones. g, Similitud.
S ecuacion en la otra.
incognita.
Despeje de la
3 primera incognita y Operaciodn algebraica. Operacidn algebraica. Similitud.
obtencion de su
valor.
Sustitucion del
valor encontrado,
4 | enalguna de las Sustitucion. Sustitucion. Similitud.
ecuaciones
“Iniciales”.
Operacion
5 algebraica y caleulo Operaciodn algebraica. Operacidn algebraica. Similitud.
de la segunda
incdgnita.

e Observar la forma en que se presentan los sistemas y elegir el método “mas

apropiado” para resolverlos.

e Determinar si el bosquejo tiene alguna utilidad en la resolucion de los sistemas.

A continuacion se muestra el procedimiento para resolver el Sistema 1.

Método de sustitucion

Método de igualacién

Una forma de resolver el sistema es la siguiente: Una forma de resolver el sistema es la siguiente:

1.

1. El alumno debe identificar que en la
ecuacion Ly, “y” esta despejada. Por lo que
puede utilizar este despeje.

2. Sustituir del “valor” de la incognita “y” de
la ecuacion L; en la L,. Se obtiene una

ecuacion con una incdgnita “x”’.
3. Operar algebraicamente la  ecuacion

resultante del punto anterior y obtener el 2
valor de la incognita “x”. '
4. Sustituir en cualquiera de las ecuaciones 3
iniciales, el valor obtenido en el punto '
anterior. 4.

5. Operar algebraicamente la  ecuacion
resultante del punto anterior y obtener el
valor de “y”. 5.

Despejar “y” de la ecuacion L,. El sistema
gueda de la siguiente forma:

y=x+1..1L,
y=2x—1...L,

Con esta forma de escritura (y = mx + b)
de las ecuaciones, el sistema se puede
bosquejar, lo cual se puede hacer en este
momento o, mas adelante.

Se igualan las ecuaciones. Resulta una
ecuacion con una incognita “x”.

Se obtiene el valor de la “x”, despejando la
ecuacion anterior.

El valor obtenido en el punto anterior, se
sustituye en cualquiera de las ecuaciones
iniciales.

Se resuelve la ecuacién anterior para
obtener el valor de “y”.
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Para realizar el bosquejo del sistema, el alumno debe de establecer las conexiones que
se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 4.22. Relaciones para responder el sistema 1 de las tareas 44.

Sistema 1.
Representacion algebraica
Se tiene la representacion algebraica de la forma: L .
o - Representacion geométrica
y=x+1...L
y=2x—1...1,
1 Son dos ecuaciones con dos incognitas representadas, estas Son dos graficas en el plano
altimas por “x” e “y”. ~ | cartesiano.
2 En las ecuaciones, el exponente de la “x” es uno cuando la Las gréficas son lineas rectas.
“y” esta despejada. -
3 Los coeficientes de las “x” son positivos - Los angulos de inclinacién de
p ) las rectas estan entre cero 'y
my >0 noventa grados.
m; >0 00 < a; < 90°
0° < a, <90°
4 El valor de los coeficientes son: Los angulos de inclinacion de
my; =1 T las rectas estan:
m, =2 a, = 45°
45% < @, <90°
5 Los términos independientes son: La recta L, se intersecta con el
b =1 - eje de las ordenadas en la parte
b, =—1 positiva de este. Larecta L, se
intersecta con el eje de las
ordenadas en la parte negativa
de este.
6 Dado que el resultado obtenido en los métodos de El punto de solucién esta en el
sustitucion e igualacion es: (2,3) - primer cuadrante.

Algunos resultados y observaciones. Tarea 44 individual. Se observa que la mayoria de
los alumnos tiene poca habilidad para resolver algebraicamente los sistemas. Trece

alumnos (50%) responden correctamente.

Observacion. La mayoria de los alumnos no tiene problema para empezar
a resolver un sistema por el método de igualacién, al cuestionar, acerca de
este caso un alumno responde: “al estar la misma incognita despejada en
ambas ecuaciones, las expresiones se igualan y se resuelve la ecuacion
que resulta”. Para enfatizar este hecho, y con la participacion de los
alumnos, el profesor escribe los siguientes pasos en el pizarron, los cuales

corresponden al sistema 1.
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y=x+1..L

—2x+y+1=0..L,

Se despeja “y” de la ecuacion L, y =2x—1, el sistema queda de la

siguiente manera.

y=x+1...L
y=2x—1L2
Se igualan las expresiones.
Li... x+1 =y= 2x—-1 ..L;
x+1 = 2x—1

Por otro lado, aproximadamente diez alumnos mencionan que se explique
el primer paso del método de sustitucion, para el sistema 1, el profesor
escribe el sistema en el pizarrén y con la participacion del grupo se expone
lo siguiente.

1 y=x+1..1L

—2x+y+1=0...L,

Se sustituye la ecuacién L; en la ecuacion L.

y = x+1 ...L;
—2x+ x+1 +1 =0 P

A continuacion se muestran algunos errores algebraicos cometidos por los

alumnos.

Para el sistema 1 por el método de sustitucion al despejar y calcular “x”,
gueda la expresion que se muestra a continuacion, seguida del error
cometido.
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—x = -2
x=-2
Se cambia el signo en un miembro y en el otro no.

En el sistema 2 el cual se reproduce a continuacion,

X ==y 2 Ll
x—2y=-8..L,

por el método de igualacion se observa lo siguiente.

2_—x—8
XTeTT
—x—2=—-x+14

Error, el menos dos divide al ocho, pero a la “x” no.
Nuevamente, en el sistema 2 (mostrado anteriormente) por el método de

sustitucion queda la siguiente expresion,

-3y =-6
3

y=<
y=2

El alumno hace dos veces la operacion contraria, pero, el resultado esta
correcto.
En el sistema 3 que se reproduce a continuacion,

—x+y=-2..L

dx+y=—-4..L,

por el método de igualacién queda una expresion como la siguiente.

Un alumno expresa “;como se calcula eso?”
El profesor llamo la atencion del grupo para observar los errores, y

corregirlos en discusion grupal.
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Luego de estas observaciones se decide hacer otros tres ejemplos mas,
para enfatizar los procedimientos y tratar de disminuir los errores

algebraicos.

Comentario. De acuerdo a Segura (2004) los estudiantes tienen dificultades
en realizar las operaciones algebraicas elementales, aunque, sepan los
algoritmos de solucion de los sistemas de ecuaciones lineales. El
desempefio de los estudiantes con los que se trabajé apoya lo reportado
por Segura (2004).

Tarea 45 grupal. Para la primera parte, que consta de cinco sistemas, cinco alumnos
(forma 3, probablemente conteste correctamente) pasan al pizarron a escribir la
resolucién de un sistema cada uno. Una vez que la resolucién de los sistemas esta escrita
en el pizarrén, todo el grupo en su conjunto los observan, analizan y evaltan. Un alumno
expresa su evaluacién a los procedimientos y resultados escritos en el pizarrén. La mitad
del grupo esta de acuerdo; el resto del grupo observa los procedimientos y resultados y

toma sus notas, para resolver los sistemas como tarea extraclase.

Para la segunda parte, que consta de cinco preguntas las cuales se reproducen en la
siguiente tabla, otros cinco alumnos (forma 3, probablemente conteste correctamente)
expresan verbalmente la respuesta a cada una de ellas. El resto del grupo escucha al

compafiero en turno y participa si es necesario.

Preguntas y respuestas esperadas Desempefio de los estudiantes
Primera parte
Sistema Solucion
1 (23)
2 (—4,2) Aproximadamente el 50% de los estudiantes
responde correctamente los cinco sistemas. El
2 12 resto del grupo toma nota para resolver los
3 (- T ?) sistemas como tarea extraclase.
4 2,—4)
5 (2,0)
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Preguntas y respuestas esperadas

Desempefio de los estudiantes

Segunda parte

Describe detalladamente como se resuelve un
sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
por el método de sustitucion.

Respuesta:

Se requiere una incdgnita despejada de
alguna de las ecuaciones, en caso de
que ninguna de las incdgnitas esté
despejada, se procede a realizar el
despeje.

Se sustituye “el valor” de la incognita
despejada, en la otra ecuacion. Con
esto se obtiene una ecuacion con una

Un alumno sefala lo siguiente:
e estando una incognita despejada en
alguna de las ecuaciones,
e se sustituye en la otra ecuacion,
e seresuelve la ecuacion resultante,

! incognita. para una incégnita
e Se realizan las operaciones o el valor obtenido se sustituye en
algebraicas para resolver la ecuacion cualquiera de las ecuaciones
resultante del punto anterior, se iniciales. Y se calcula la otra
calcula el valor de una de las incognita.
incagnitas. La mayoria del grupo apoya lo mencionado
e Elvalor obtenido en el punto anterior  POr su compaiiero.
se sustituye en cualquiera de las
ecuaciones iniciales, se opera
algebraicamente y se calcula el valor
de la otra incognita.
Describe detalladamente como se resuelve un
sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas por el método de igualacién.
Respuesta.
e Enelcaso de que no esté despejada la | Un alumno menciona lo siguiente:
misma incégnita en ambas ecuaciones; e estando alguna incognita despejada
se realiza dicho despeje. (la misma) en ambas ecuaciones,
e Seigualan las ecuaciones, con lo que e seigualan las ecuaciones,
se obtiene una ecuacion con una e seresuelve la ecuacion resultante,
incégnita. para una incégnita,
2 e Se opera algebraicamente la ecuacion o el valor obtenido se sustituye en

obtenida en el punto anterior, se
determina el valor de una de las
incégnitas.

El valor obtenido en el punto anterior
se sustituye en cualquiera de las
ecuaciones iniciales.

La ecuacidn obtenida en el punto
anterior, se opera algebraicamente
para determinar el valor de la otra
incagnita.

cualquiera de las ecuaciones
iniciales,
e secalculael valor de la otra
incégnita.
La mayoria del grupo apoya lo mencionado
por su compariero.
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Preguntas y respuestas esperadas

Desempefio de los estudiantes

Para resolver un sistema de ecuaciones por
algun método algebraico, ¢favorece de alguna
forma dibujar el bosquejo? Explica tu
respuesta.

Respuesta. Si, para observar si el sistema tiene
solucion Gnica, no tiene solucion o, si tiene

Un alumno menciona:

Si ayuda, para ver el comportamiento de las
ecuaciones, si tiene solucion o no.

La mayoria del grupo esta de acuerdo con lo
mencionado por su compafiero.

infinidad de soluciones. Ademas puede servir
para comprobar el resultado algebraico.

Para resolver un sistema de ecuaciones por
algun método algebraico, ¢favorece la manera
en que estan escritas las ecuaciones a algin

método? Explica tu respuesta. Un alumno sefiala lo siguiente:

Si en las dos ecuaciones, ya esta despejada la
misma incognita, se puede hacer el método
de igualacion.

Si en alguna de las ecuaciones esta despejada
una incdgnita, se puede hacer el método de
sustitucion.

La mayoria del grupo apoya lo mencionado
por su compafiero.

Respuesta. Si, es recomendable seguir un
procedimiento de tal forma que se hagan los
menos pasos algebraicos y/o los mas sencillos,
4 comoen los siguientes casos, entre otros:

e Si se presenta la misma incégnita
despejada en ambas ecuaciones, se
puede utilizar el método de igualacion.

e Sien alguna de las ecuaciones se
presenta una incdgnita despejada se
puede utilizar el método de sustitucion.

Entre los métodos algebraicos de igualacion y
sustitucion, para resolver sistemas de dos

5 | ecuaciones lineales con dos incognitas, ;qué
método prefieres utilizar? Explica tu respuesta.

Respuesta. Sustitucion o Igualacion

El 90% dice que el de igualacion y el 10% el
de sustitucion.
Por la “facilidad” que les representa.

Para terminar la discusién grupal el profesor, escribe tres sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas en su representacion algebraica, les indica a los estudiantes
gue los resuelvan en forma individual. Cuando los estudiantes terminan, tres alumnos
pasan al pizarrén a resolver un sistema cada uno, los tres sistemas los resuelven

correctamente. Se observa que veintitn estudiantes (81%) los resuelve correctamente.

La sesidn prosigue con la: “Tarea 46. Resolucion de sistemas de tres ecuaciones lineales
con dos incognitas” (ver Anexo 1 Tarea 46). La tematica de esta tarea se trabaja de dos

formas, individual y grupal (Tarea 47).

Descripcion de la tarea 46. El alumno tiene que resolver dos sistemas de tres ecuaciones
lineales con dos incognitas. Como se menciond anteriormente, en este trabajo se decide
promover y evaluar el aprendizaje con comprension. Segun Hiebert y Carpenter (1992) la
comprension favorece la transferencia. Se considera que trabajar con mas de dos

ecuaciones lineales con dos incognitas es un aspecto de dicha transferencia. A
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continuacion se reproducen los sistemas (en su representacion algebraica y geométrica)
gue se trabajan en esta tarea.

L

Parte | v

y=—x+2..14 L1

y=-2x+6..L, L2

y=—-X ..L3 L3

X\
S
Parte Il

L1

Pi( , )

Relaciones para “construir”. En esta tarea se sigue promoviendo la comprensién de los
sistemas de ecuaciones lineales con dos incdgnitas, trabajando con las representaciones
algebraica y geométrica. Se espera que en representacion geométrica les permita
observar a los estudiantes las caracteristicas de los sistemas, solucion Unica o solucion

de subsistemas, para establecer las acciones a seguir para determinar dicha solucion.
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Tabla 4.23. Conexiones para la tarea 46.

Representacion algebraica

= Representacion geométrica

Parte |

1

Son tres ecuaciones con dos incognitas
representadas, estas Ultimas con “x” e “y”.

Son tres gréaficas en el plano cartesiano.

En las tres ecuaciones el exponente de la “x”

X" es
uno, cuando la “y” esta despejada.

Son tres lineas rectas.

La pareja ordenada del punto de interseccion
satisface las tres ecuaciones, es decir,
X1 =Xy = X3
Yi=Y2=Y3

Las tres rectas se intersectan entre si en un
punto. Por lo que el sistema tiene solucion
Unica.

Se puede utilizar cualquier par de ecuaciones
para resolver el sistema. Si se utilizan las
ecuaciones L; y L,, se procede a lo siguiente:

Igualar las ecuaciones.

Operar algebraicamente la ecuacion obtenida en
el punto anterior.

Obtener el valor de la primera incégnita: x = 4.

El valor obtenido en el punto anterior, se
sustituye en cualquiera de las ecuaciones
iniciales.

Operar algebraicamente la ecuacion obtenida en
el punto anterior.

Obtener el valor de la segunda incdgnita:
y=-2.

Determinar que la solucion del sistema es (4,-2).

La solucién del sistema es en el cuarto cuadrante.

Parte II.

Son tres ecuaciones con dos incognitas
representadas, estas Ultimas con “x” e “y”.

Son tres gréficas en el plano cartesiano.

En las tres ecuaciones el exponente de la “x”

x” es
uno, cuando la “y” esta despejada.

Son tres lineas rectas.

Se tienen tres subsistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas, donde las parejas
ordenadas de los puntos, son solucion de dichos
subsistemas. Por lo tanto el alumno puede
proceder a lo siguiente:

Para Py, resolver el sistema L, -L,, por cualquier
método.

Para P,, resolver el sistema L, -Ls, por cualquier
método.

Para Ps, resolver el sistema L; -Ls, por cualquier
método.

Se observan tres puntos de interseccion:
P4, entre lasrectas L; y L.
P,, entre las rectas L, y L.
P, entre las rectas L; y L.
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Algunos resultados y observaciones. Tarea 46 individual. Se observa una buena
respuesta hacia el trabajo. Los alumnos, en su mayoria (90%) prefieren trabajar con el

método de igualacion, el desempefio del grupo es del 62%.

Tarea 47 grupal. El profesor le indica a dos alumnos (forma 1, al azar) que escriban en el
pizarron la resoluciébn de un sistema cada uno. Una vez que se encuentran las
resoluciones de los sistemas escritos en el pizarrén, el resto de los estudiantes, las
observan, analizan y evalian. El profesor le indica a un tercer alumno (forma 3,
probablemente responda correctamente) que exprese sus “comentarios” para cada
sistema resuelto; este alumno, evalia cada sistema y, manifiesta que se resolvieron

correctamente, el grupo coincide con él.

A continuacién se muestran las respuestas esperadas y el desempefio del grupo en la

puesta en practica.

Respuestas esperadas. Desempefio de los estudiantes
Sistema I. Dieciseéis estudiantes (62%) lo resuelven
S(4,-2) satisfactoriamente.
Sistema I1.
P:. (—2,1) Dieciséis estudiantes (62%) lo resuelven
P,. (2,3) satisfactoriamente.
Ps. (0,-1)

Para aquellos alumnos que no obtuvieron buenos resultados en esta tarea, el profesor les

indica que se corrija la tarea en forma individual y extraclase.

La sesién prosigue con la: “Tarea 48. Expresiones algebraicas que se obtienen cuando
los sistemas no tienen solucién o, tienen una infinidad de soluciones”; la cual se trabaja

solamente de forma grupal.

Relaciones para “construir’. En esta tarea se trabajan nuevamente las representaciones
algebraica y gréfica, en la “verificacion” algebraica de los sistemas sin soluciéon o con

infinidad de soluciones.
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Tabla 4.24. conexiones para la Tarea 48.

Representacion algebraica - Representacion geométrica
Sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas representadas, estas Gltimas con “x”
e ‘€y79‘
1 y =myx+b,...Ls —  Dos gréficas en el plano cartesiano.
y=myx+b,...L,
El exponente de la “x” es uno, cuando la “y” . .
2 exponet ’ y — | Las dos gréficas son lineas rectas.
esta despejada.
. o . Las inclinaciones de las rectas son iguales.
Los coeficientes de las “x” son iguales. :
3 _, | En consecuencia, las rectas son paralelas.
TI‘L1 = mz
Para un sistema sin solucion, ademas de las tres primeras condiciones se tiene la siguiente.
Los términos independientes son diferentes.
by # b, . .
] ] . N Las rectas se intersectan con el eje de las
4 | Alaplicar un metodo algebraico de solucion, en | _,  ordenadas en puntos distintos. Las rectas son
un momento determinado se llega a una paralelas distintas una de la otra.
contradiccion.
bl = bz
Para un sistema con infinidad de soluciones, ademas de las tres primeras condiciones se tiene la siguiente.
Los términos independientes son iguales.
b, =b, Es la misma recta. Se puede pensar que se
5 . tiene una recta sobre otra, lo cual implica

Al aplicar un método algebraico de solucion, se
tiene una identidad matematica.

0=0

gue se intersectan en todos sus puntos (una
infinidad de puntos).

Descripcion de la tarea 48.

En discusién grupal, se pretende qu

e el alumno haga explicitas las conexiones

vistas con anterioridad. El profesor escribe el siguiente sistema de dos

ecuaciones lineales con dos incognitas y, guiado por los alumnos bosqueja

cada una de las ecuaciones.
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1. y=2x+4..L P,

y=2x—-2..L 2

Se continba con lo siguiente. En la descripcién de actividades correspondiente a los
alumnos, se debe considerar que un alumno hace el comentario y el resto del grupo lo

apoya.

Profesor Alumnos

“El sistema anterior, ¢ tiene solucién?”’ “No”.

“Si geomeétricamente ya sabemos que no tiene
solucién, ¢qué nos indica algebraicamente que
el sistema no tiene solucion?”’

“Resolvamos el sistema por algun método

algebraico”. o .
Le indican al profesor los pasos algebraicos.

Guiado por las indicaciones de los alumnos el
profesor “resuelve” el sistema, por igualacion.

Escucha. “Se igualan las ecuaciones”.

Escribe en el pizarrén.
2x+4=2x—-2

Observan.

“Se suma algebraicamente —2x en ambos

Escucha. .,
lados de la ecuacion”.

Escribe en el pizarron.
o Observan.
4 # —2 (contradiccidn)

“Cuando se tiene un sistema de dos Alumno (A): “Desaparecen las incognitas”.
ecuaciones lineales con dos incAgnitas sin
solucion, ¢qué me indica algebraicamente que
no tiene solucién?” Alumno (C): “Es una contradiccion”.

Alumno (B): “No tiene solucion”.

La mayoria de los estudiantes esta de acuerdo
con estos sefialamientos.
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El profesor indica a los alumnos que escriban las conclusiones a las que se han llegado

grupalmente.

Il. En discusion grupal, el profesor escribe el siguiente sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas y, guiado por los alumnos bosqueja cada una de

las ecuaciones.
2. y=-3x—-2..L

6 4
=-Sx-2 L
y Zx 2 2

Se continba con lo siguiente. En la descripcidon de actividades correspondiente a los
alumnos, se debe considerar que un alumno hace el comentario y el resto del grupo lo

apoya.

Profesor

Alumnos

“La representacion geométrica, N0S muestra
que el sistema, ¢tiene solucién?”

“Si, tiene infinidad de soluciones.”

“Geométricamente, ;jqué nos indica, que el
sistema tiene una infinidad de soluciones?”

“Que una recta esta sobre de otra y que se
intersectan en todos sus puntos.”

“Si ya sabemos geométricamente que tiene una
infinidad de soluciones, ¢qué es lo que nos
indica algebraicamente que el sistema tiene
infinidad de soluciones?”

“Resolvamos el sistema por alglin método
algebraico.”

Guiado por las indicaciones de los alumnos el
profesor “resuelve” el sistema por igualacion.

Le indican al profesor los pasos algebraicos
gue se muestran a continuacion.

Escucha.

“Se igualan las ecuaciones”.

Escribe en el pizarron.

—3x-2=-sx-3

Observan.

Escucha.

“Se multiplican ambos miembros por 2.”

Escribe en el pizarron.
—6x —2=—-6x—2

Observan.
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Escucha. “Se suma algebraicamente —6x —2 en
ambos lados de la ecuacion.”

Escribe en el pizarrén.
0=0

Observan.

Cuando se tiene un sistema de dos ecuaciones . Alumno (A): “No se llega a nada”.
lineales con dos incognitas con infinidad de
soluciones, ¢qué me indica algebraicamente
que tiene infinidad de soluciones? Alumno (C): “Es una identidad”.

>

Alumno (B): “Se eliminan las incognitas”.

La mayoria de los estudiantes esta de acuerdo
con lo mencionado por sus comparieros.

Finalmente el profesor indica que escriban las conclusiones a las que se han llegado.

La sesion prosigue con la “Tarea 49. Método grafico” (ver Anexo 1 Tarea 49); cuya

teméatica se trabaja de forma individual y grupal (Tarea 50).

Descripcion de la tarea 49. El alumno tiene que responder en forma individual, como se
resuelve un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas por el método gréafico.
Posteriormente debe participar en la discusidon grupal y finalmente debe, individualmente,
resolver dos sistemas por dicho método. A continuacion se reproduce la tarea que nos

ocupa.

l. ¢ Cdémo resolverias geométricamente el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales

con dos incognitas? Explica el procedimiento.
y= —2x—6 ...L1
y=—x+ 1..L

I. Discusion grupal de la pregunta anterior.
M. Resolucién de los siguientes sistemas.

1. y=-2x—-6...,4 T

y=—x+1..L
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2. —x+y=3..L T

2x+y=6..L;

Se debe observar que para la tercera parte de la tarea, es necesario trabajar con gréaficas
y no con bosquejos; por lo que se proporciona el plano cartesiano con particiones en

ambos ejes (cuadricula), para cada sistema, a fin de que, los alumnos grafiquen.

Relaciones para “construir’. Las relaciones que debe considerar el alumno para el sistema

de la parte |, son las siguientes.

El sistema puede tener algun tipo de solucion.
o Solucion Unica, las rectas se intersectan en un punto.
o Sin solucion, las rectas son paralelas.
o Infinidad de soluciones, se trata de la misma recta.
e Para determinar qué tipo de solucién tiene el sistema, se deben graficar las
ecuaciones.
e Observar gué tipo de solucién tiene el sistema.
e En el caso de que el sistema tenga solucion Unica se deben de determinar las

coordenadas del punto de interseccién.

Las conexiones anteriores se exponen en la discusion grupal correspondiente a la
segunda parte de esta tarea. La cual concluye cuando los integrantes del grupo explicitan
el procedimiento que se debe llevar a cabo, cuando se desea resolver un sistema de dos

ecuaciones lineales con dos incdgnitas por el método gréafico.

Para la tercera parte el alumno debe poner en practica el acuerdo grupal de la parte

anterior. A continuacioén se sefiala dicho procedimiento para el sistema Ill.1.

e Para graficar la ecuacion L;, se puede proceder considerando la ordenada al
origen y la pendiente, de la siguiente manera.
1. Determinar y localizar que la interseccion con el eje de las ordenadas
esen (0,—6).
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2. Paratrazar la recta es necesario localizar otro punto, para determinarlo,

el alumno debe interpretar el coeficiente de “x” (pendiente m = —2),
como un punto que se localiza dos unidades abajo y una unidad a la
derecha de la ordenada al origen. Las coordenadas de dicho punto son
(1,-8).
Localizar el punto anterior.
Como los puntos localizados anteriormente pertenecen a L4, el alumno
traza la recta correspondiente a esta ecuacion.

e Para graficar la ecuaciéon L, se procede de la misma forma. En este caso, los

puntos que se pueden localizar son (0,1) y (1,0).

e Localizar y determinar las coordenadas del punto de interseccioén (-7,8).

Algunas observaciones y resultados. Tarea 49 individual. En el apartado |, trece alumnos
(50%) estan de acuerdo que se resuelve haciendo la grafica “lo mas exacta posible”, y
gue un bosquejo nos es factible para determinar exactamente el punto de interseccion, el
resto de los alumnos toman nota. En el apartado lll, veintiddés estudiantes (85%)

responden correctamente.

Tarea 50 grupal. En el apartado I, el profesor le indica a un alumno (forma 1, al azar) que
mencione el procedimiento que escribié. El estudiante menciona que se grafican las

rectas y que se localiza el punto de interseccién, la mayoria del grupo lo apoya.

Para el apartado lll, el profesor le indica a tres alumnos (forma 1, al azar) que mencionen
sus resultados, uno por uno. El resto del grupo escucha y compara sus resultados, se

lleva a cabo la discusion y se llegan a acuerdos.

Al mencionar los resultados por el método gréafico, los alumnos reportaron resultados
diferentes, por ejemplo para la ordenada de solucién del sistema 1, reportaron valores de
7, 8 y 9. Se resuelve el sistema por igualacion y se observa que esy = 8. La situacion
anterior fue un ejemplo para observar que el método grafico depende mucho de la
“‘exactitud” con la que se trace la gréfica. Los dos sistemas propuestos en la tarea se

comprobaron por el método de igualacion.

Para finalizar la sesion, el profesor indica que la prueba sumativa de esta serie de tareas

se verificara la préxima sesion.
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Sesion 9

En esta sesion se realiza la prueba sumativa y el cuestionario complementario (ver Anexo
2). Primeramente, el profesor reparte la prueba e indica a los alumnos que tienen una
hora con cuarenta y cinco minutos para resolverla en forma individual. Los alumnos se
muestran animados y seguros. Los resultados se detallan en el siguiente capitulo.
Posteriormente, el profesor dicta el cuestionario complementario, para que los alumnos lo

respondan, igualmente, en forma individual.

173



174



Capitulo 5. Prueba de rendimiento, resultados y su analisis

Para hacer el andlisis de los resultados del instrumento de evaluacién se debe recordar
gue, segun los autores Hiebert y Carpenter (1992) existe correspondencia entre las
representaciones externas e internas: la manera en que un estudiante interactta con las
representaciones externas, revela de algin modo la forma en que las tiene representadas

internamente.

Cabe recordar que para la prueba diagndstica (pre-test) y la evaluacion sumativa (post-

test) se utiliza el mismo instrumento de evaluacion (ver Anexo 2).

La evaluacién sumativa que se efectla al final de la presente instruccién, nos permiten
valorar en qué medida los estudiantes logran el propdsito: que el alumno adquiera un

aprendizaje con comprension en sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.

El instrumento centra su atencion en la interpretacion y conversion de los registros gréafico
y algebraico, en el analisis de paralelismo y de interseccién, en la localizacion de puntos
de interseccion y en la habilidad para determinarlos. Asi, lo que se pretende evaluar es en

gué medida los estudiantes:

e interpretan las caracteristicas de un sistema de ecuaciones lineales dadas su
representacion verbal, algebraica y/o el bosquejo de la representacion geométrica,
e realizan la conversion de representaciones algebraica y grafica de los sistemas de

dos ecuaciones lineales de dos incognitas;
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e resuelven sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas algebraica y
gréficamente;

e pueden aplicar lo aprendido en sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas en problemas de aplicacion, en sistemas de tres ecuaciones lineales
con dos incégnitas y en sistemas de ecuaciones no lineales.

Las respuestas a estas interrogantes se pueden observar en cada uno de los apartados

gue se mencionan mas adelante.

Resultados generales de pruebas diagndésticay sumativa

En el Anexo 2 de este escrito, se muestra el instrumento de evaluacién, el cual consta de
17 apartados. En esta seccién se describe cada uno de los cuestionamientos, se
muestran las conexiones que los estudiantes deben establecer para responder, las tablas

de resultados y un analisis de los mismos.
Cabe recordar que todo este trabajo se realizé con un grupo de 26 estudiantes.

Aunque, paginas adelante se presentan los resultados, punto por punto. A continuacion se
muestran una tabla y una gréfica con los resultados globales de los estudiantes en
porcentaje de aciertos para las dos pruebas. De esta forma podemos observar desde el

principio de este andlisis, qué tanto los estudiantes mejoran entre una prueba y otra.

Tabla 5.1. Comparacién de resultados globales en porcentaje de rendimiento.

Apartado Pre-test Post-test Apartado Pre-test Post-test
I 59 97 X 22 100

1 74 99 Xl 9 96

Il 35 96 Xl 0 85

v 1 99 X 2 97

\Y 34 97 XV 3 90

\! 33 97 XV 18 93
VIl 41 96 XVI 2 86
VIl 21 91 XVII 12 87
X 29 ot Z‘:L‘:Z;"’:f 23.2 93.9
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Figura 5.1. Grafica comparativa de resultados globales.
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Adelantando el contenido de las tablas de resultados de cada apartado, que se muestran
y analizan paginas adelante, en el pre-test se manifestaron multiples equivocos y
preguntas que no fueron contestadas. Al iniciar con la instruccién, los alumnos
presentaron dificultades. Algunas de ellas se manifiestan en: i) conversién entre las
representaciones grafica y algebraica de ecuaciones lineales con dos incégnitas, ii)
reconocimiento algebraico y grafico de las condiciones de la solucién de un sistema de
ecuaciones lineales, iii) conocimiento de las propiedades del punto de interseccion, iv)
conocimiento y uso de los métodos de sustitucion, igualacion y grafico en sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incégnitas, v) reconocimiento de la solucion y céalculo de la
misma en sistemas de tres ecuaciones lineales con dos incognitas, vi) planteamiento y
resolucion de problemas de aplicacion. Sin embargo, de acuerdo al contenido de las
tablas de resultados que se mostraran en cada apartado, en el post-test, es posible

afirmar que los estudiantes mejoraron su rendimiento significativamente.

A continuacion se describen los resultados globales obtenidos en el pre-test y en el post-

test, al mismo tiempo se comentan algunos, que se considera conveniente resaltar.
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Apartado |

En este apartado se pide al alumno que realice la conversion de la representacion
geométrica a la algebraica de tres sistemas de ecuaciones lineales que se reproducen a

continuacion.

Apartado I. Conversion de la representacion geométrica a la algebraica.

Sistema 1.
7, Y

L2
L1

Sistema 2.

L2

Sistema 3.

y

L1

Para la resolucion de este apartado, el alumno debe realizar las conexiones de la Tabla

5.2., la cual, se muestra a continuacién. Se debe recordar que en la siguiente tabla el

simbolo — significa “se relaciona con”.

Tabla 5.2. conexiones de caracteristicas geomeétricas y su conversion a representacion algebraica para el

apartado I.
Caracteristicas geométricas Expresion algebraica
Visualizacion de caracteristicas globales - Inferir unidades significativas
Sistema 1.
1 Son dos graficas que estan representadas en el Dos ecuaciones con dos incognitas que
plano cartesiano. — | pueden estar representadas por “x” e “y”.
5 Son dos rectas. En las dos ecuaciones el exponente Qe la
- “x” es uno, cuando la “y” esta despejada.
Los angulos de inclinacién son: Los coeficientes de las “x” deben ser
3 00 < @, < 90° 5 p;:ls'ti’oos'
0° < a, < 90° ml>0
4 Las dos rectas tienen la misma inclinacion. Los coeficientes de la “x” son iguales,
a =a, - m; =m,
Los angulos de inclinacion son: Los coeficientes son:
5 45% < @, < 90° 5 m; > 1
45° < @, < 90° m, > 1
6 Cada una de las rectas se intersecta con el eje de Los terminos mde;p)en;jn(a)ntes Son positivos.
las ordenadas en la parte positiva de este. - b; >0
La interseccion con el eje de las ordenadas de L; El término independiente de L, es mayor
7 - . que el de L,.
esta més arriba que la de L,. -
b, > b,
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Tabla 5.2. conexiones de caracteristicas geomeétricas y su conversion a representacion algebraica para el
apartado I. (continuacion).

Caracteristicas geométricas

Expresion algebraica

Visualizacion de caracteristicas globales - Inferir unidades significativas
Sistema 2.
1 Son dos graficas estan representadas en el plano N Dos ecuaciones con dos incégnitas que
cartesiano. pueden estar representadas por “x” e “y”.
2 Son dos rectas. N En las dos ecuaciones el exponente de la
“x es uno, cuando la “y” esta despejada.
3 Las dos rectas tienen distinta inclinacion. . Los coeficientes de la “x” son distintos.
a; * a, m; ¥ m,
4 90° < a; < 180° N m; <0
5 0° < a, <90° N my, >0
6 90° < @; < 135° N m; < —1
7 0° < a, < 45° N 0<m,<1
8 La recta L, se intersecta con el eje de las N b, <0
ordenadas en la parte negativa de este.
9 La recta L, se intersecta con el eje de las N b, >0
ordenadas en la parte positiva de este.
Sistema 3.
1 Son dos graficas estan representadas en el plano . Dos ecuaciones con dos incognitas que
cartesiano. pueden estar representadas por “x” e “y”.
2 Son dos rectas. . En las dos ecuaciones el exponente de la
“x” es uno, cuando la “y” esta despejada.
3 Las dos rectas tienen distinta inclinacion. N Los coeficientes de la “x” son distintos.
a; #F a, my; ¥ m,
4 0° < a; <90° N my; >0
5 0° < a, <90° N my, >0
6 0° < a; < 45° N 0<m; <1
7 45° < @, < 90° N m, > 1
8 Las dos rectas se intersectan con el eje de las N b, <0
ordenadas en la parte negativa de este. b, <0
9 Las dos rectas se intersectan con el eje de las N b, = b,

ordenadas en el mismo punto.

A continuacion se muestran las tablas de resultados para el pre-test y el post-test

correspondientes a este apartado.

Comentario. La forma de sefalar la evaluacién en cada una de las tablas

es: “N” no contesto; “0” (cero) equivoco; “1” (uno) contesto bien.

Cada una de las tablas tiene dos entradas, la primera es de filas para los

alumnos (numerados), la segunda es de columnas para las subdivisiones

(conexiones o respuestas) de los apartados. En cada una de las tablas se
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presentan el nimero de aciertos por alumno y por subdivision, asi mismo,
se presenta el porcentaje obtenido para cada alumno, por cada subdivisién
y el global.

Entre otras utilidades, los datos de la tabla sirven para:

e ver los resultados de cada alumno,
e ver los resultados del grupo para cada apartado y subdivision,
e localizar los aciertos y los errores,

e comparar los resultados Pre-test y Post-test.

Las subdivisiones de las tablas corresponden directamente a las
conexiones o respuestas que el estudiante debe de establecer 0 contestar

en el apartado correspondiente.

Tabla 5.3.1. Resultados Pre-test del apartado .

Apartado | PRE-TEST -
g e
Sistema 1 (conexiones):  Sistema 2 (conexiones) Sistema 3 (conexiones) §(_%
Do

= &

Alumnos 1:2i3 4567|123 456:789(123456789|2 =
1 1110:0:1:0/1:1:1:11:11:1:1/0.00:00:0:0:0:0[13:52
2 11111111111 001 N1 N‘T[1: 11 1:1:1:1:1:1]|21:84
3 1°11111:11:1/11:00:1:0:0:1:1/1:10:1:1:0:0:0:0|16:64
4 0:0:0:0:0:0:0{0:0:0:0:0:0:0:0:0/0:0:0:0:0:0:0:0:0(0:0
5 N NINININ:N N[N N N NIN:N:N:NN|N:N:N:N:N:NINININJ O O
6 11:1111:11:1/11101:01:0:1(1:11:1:1:1:0:1:0/20:80
7111011111111ttt 1111111124 9
8 0:0:0:0:0:0:0{0:0:0:0:0:0:0:0:0/0:0:0:0:0:0:0:0:0[0:0
9 1°1:00:i0:1:1/1:1:1:1:1:1:1:1:1/1:1111:0:0:1:0/19:76
0 14411111 1(1.1001:001:1[1 1111 1:1:1:11[21 84
T o111 111111111 111111111 1:11:1[25100
2 111011111111 11 11(11111100:i0][21 84
13 11:1:11111:1/1:1:00:1:0:0:1:1/0:0 01 N ONNiN|13:52
o111 1 1111111111 1111 1:1:1:1[25:100
15 1°100:i0:i0:1/1:1:0.01001:1{1101101:0:0[13:52
16 1T 111 1 1T 1IN NN NINININININININ NN N NNININ| 7128
7 'N'NN NN NN/NNNNNNNNNNNNNNNNNN|O0 O
B 4101 111111111 11111111 1:1:1.1[24 9
19 INININ N NN N|N'NNNN'NNNNNNNNNNNNN[O:O
20 N N NNNNNINNNNNNNNNINNNNNNNNN|0 O
2 4110011111111t 1i111]|23 9
2 41111ttt 1111111125100
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Tabla 5.3.1. Resultados Pre-test del apartado .
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A continuacion se muestra la tabla de resultados correspondiente al pos-test para el

apartado | que es el que nos ocupa en este momento.

Tabla 5.3.2. Resultados del post-test para el apartado 1.
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Tabla 5.3.2. Resultados del post-test para el apartado |.

Apartado | POST-TEST »
8 5
Sistema 1 (conexiones) Sistema 2 (conexiones) Sistema 3 (conexiones) g g
= oo
3 =
Alumnos i 1:2:3:4:5:6:7|1:2:3:456:7:8:9|1:2:3:456:i7:8:9
23 1111111111111ttt 1]1:1:1:1:1:1:1:1:11(25:100
24 1111 111111111111 ]1:1:1:1:1:1:1:1:11(25:100
25 T 1111ttt 11111111ttt 1i1 i1 i1i1i1:i1:14:1 125100
26 1T 1111ttt 11 11111ttt 1i1 i1 i1i1i1i1:14:1 125100
Total :26:26:26 2626 :26: 26|26 26 26 :22:125:22:24:25: 26 | 26 : 26 : 26 :25:25:25:24:25: 26 |632
% Grupal:100:100:100:100:100:100:100|100:100:100:85:96:85 92:96:100|100:100:100:96:96:96 92:96:100 97

Globalmente se avanz6 del 59% de respuestas correctas en el pre-test, al 97% en el post-
test. Es decir, en dos momentos distintos, para iniciar la instruccién y al final de la misma,
los alumnos pasaron de tener una gran cantidad de dificultades en la conversion de
sistemas de ecuaciones lineales de la representacion geométrica a la algebraica, a
realizar un trabajo muy aceptable.

En el pre-test. Al parecer, el hecho de que la conversidén de la representacion geométrica
a la algebraica de ecuaciones lineales es uno de los conocimientos previos, ayuda a que
algunos estudiantes tengan un “buen” rendimiento en este apartado. Sin embargo, cinco
alumnos no contestan ningun sistema; diecinueve estudiantes tienen algunas dificultades
y, so6lo dos alumnos responden correctamente a todas las conexiones. En particular en el

Sistema 2, Ecuacioén L4, los alumnos (6 y 8) responden incorrectamente; el alumno (19) no
responde y el alumno (21) responde correctamente.
En el pos-test. Se presentaron cuatro errores, en el Sistema 2, con la identificacion de la

pendiente de la ecuacion L;.

Sistema 2, L;

4, 90°< q, <180° m, <0

“, "

En los cuatro casos, los alumnos (6, 8, 19 y 21) la convierten con el coeficiente de “x
positivo, siendo que es negativo. Esto, pudo haber ocurrido debido a que, por un lado, los
alumnos no hicieron la correlacion correspondiente para deducir que la pendiente en
cuestion es negativa. Esta situacion no se manifestd en el segundo apartado, en el cual

se tienen que convertir de la representacion algebraica a la gréfica, ecuaciones con
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pendientes positivas y negativas. Por otro lado, los estudiantes pudieron “ignorar” el signo,
ya que todas las demas pendientes de este apartado son positivas. Finalmente, puede
haberse debido a que en el bosquejo presentado la recta no alcanza a cruzar con el eje
“y” y no pudieron hacer la relacion a partir de la ordenada al origen. Sin embargo, dichos
estudiantes trabajaron bien con pendientes negativas en otros apartados.

Observacion. Para la conexién antes mencionada, el alumno (21) muestra

un retroceso; en el pre-test contesta bien y, en el post-test no.

Hay que recordar que segun Hiebert y Carpenter (1992), la comprensién no
crece linealmente, algunas veces, se manifiesta como periodos de
confusion. Es necesario que el profesor ayude a los alumnos a construir

relaciones productivas.

Apartado Il

En este apartado se pide a los alumnos que conviertan tres sistemas de ecuaciones
lineales de la representacion algebraica a la geométrica, los cuales se reproducen a
continuacion.

Apartado 1. Conversidn de la representacion algebraica a la geométrica.

Sistema 1. Sistema 2. Sistema 3.

y=—-2x+1.1, y=4x+2..1L; y=x+1..1L

y=§x—2...L2 y=§x+2...L2 y=x+2..L

y=x..L3 y=—-x+2..Ls y=x+3..Ls
y=—-2x+2..L4

A continuacion se muestra la tabla 5.4., donde se analizan las conexiones que el alumno

debe trabajar para la solucién de este apartado.
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Tabla 5.4. Reconocimiento de caracteristicas algebraicas y su conversion a representacion geométrica para

el apartado I1.
Caracteristicas algebraicas - Caracteristicas geométricas
Visualizar unidades significativas Inferir caracteristicas globales
Sistema 1.
1 Son tres ecuaciones con dos incdgnitas — | Tres gréficas representadas en el plano
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. cartesiano.
2 En las tres ecuaciones el exponente de la “x” es | — | Son tres lineas rectas.
uno cuando la “y” esta despejada.
3 m; <0 - 90° < a; < 180°
4 m, >0 - 0° < a, <90°
5 my >0 - 0° < a3 <90°
Los coeficientes de la “x” son diferentes. —  Los angulos son diferentes
6 my #m, #m, a, = a, *as
my #F ms a, F ag
7 m; < —1 - 90° < @; < 135°
8 0<m,<1 - 0° < @, <45°
9 my =1 - az = 45°
by # b, # b — | Cada una de las rectas se intersecta con el eje
10 b % de las ordenadas en un punto distinto de las
1 3 otras.
11 b; >0 — L, seintersecta con el eje de las ordenadas en
la parte positiva de este.
12 b, <0 — L, se intersecta con el eje de las ordenadas en
la parte negativa de este.
b3 = 0 - . . .
13 L; se intersecta con los ejes en el origen.
Sistema 2.
1 Son cuatro ecuaciones con dos incognitas —  Cuatro gréficas representadas en el plano
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. cartesiano.
2 En las cuatro ecuaciones el exponente de la “x” | — | Son cuatro lineas rectas.
es uno cuando la “y” esta despejada.
3 m; >0 - 0° < a, <90°
4 m, >0 - 0% < a, <90°
5 my <0 - 90° < a5 < 180°
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Tabla 5.4. Reconocimiento de caracteristicas algebraicas y su conversion a representacion geométrica para
el apartado Il. (continuacion).

Caracteristicas algebraicas - Caracteristicas geométricas
Visualizar unidades significativas Inferir caracteristicas globales
6 m, <0 - 90° < a, < 180°
Los coeficientes de la “x” son diferentes. —  Los angulos son diferentes
m; Fm, Fmz *m, ay F oy a3 #+ ay
7 my #my a; # az
my #my a; # ay
m, #my, a; # ay
m, =4 - 450 < a; <90°
8
(cerca de 90°)
3 - 45% < a; < 90°
9 m, = 2
(cerca de 45°)
my; =—1 - az; = 135°
10 ’
11 m, < —2 - 90° < @, < 135°
Los términos independientes de las cuatro
ecuaciones son iguales entre si. Las rectas se intersectan con el eje de las
12 bo=b.—b.=b, =2 - ordenadas en el mismo punto, en la parte
1= 27T e positiva de este (0,2).
Sistema 3.
1 Son tres ecuaciones con dos incognitas — | Tres gréficas representadas en el plano
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. cartesiano.
5 En las tres ecuaciones el exponente de la “x” es | — | Son tres lineas rectas.
uno cuando la “y” esta despejada.
3 m; >0 - 0% < a; <90°
4 my, >0 - 0° <@, <90°
5 msz >0 - 0° < a3 <90°
Los coeficientes de la “x” son iguales. —  Los &ngulos son iguales, y las rectas son
paralelas
6 m; =m; =Mmg
a, =a, = a3
7 m =1 - a; = 45°
8 m,=1 - a, = 45°
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Tabla 5.4. Reconocimiento de caracteristicas algebraicas y su conversion a representacion geométrica para

el apartado Il. (continuacion).

Caracteristicas geométricas

Inferir caracteristicas globales

a; = 45°

Los puntos de interseccion de las rectas con el

eje de las ordenadas son en la parte positiva de

este.

La recta Ly debe estar por arriba de las otras

dos.
La recta L, debe estar en medio de las otras

dos.

La recta L; debe estar por debajo de las otras

dos rectas.

-

-

Caracteristicas algebraicas

Visualizar unidades significativas

my;=1

Términos independientes son positivos.

10

11

Las tablas de resultados, para este apartado, se muestran a continuacion.

Tabla 5.5.1. Resultados del pre-test para el apartado 1.
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Tabla 5.5.1. Resultados del pre-test para el apartado 1.
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Tabla 5.5.2. Resultados del post-test para el apartado 11.

ouwn|e 1od % 009N QO QDO DD DD QO QXD O QOO D
S 00 g oo O Foooooog o0 o o oo o g o
- i - - i< IR IR B A I B B B IR B -~
Sol8loe 8p [ejo | ©: ©! QI M Qi O O T QI W Y W Y W M W Y Wi © Vi Qi ©! M ©
: e R R R R R R e e F IR e T e TR S e TR e HI e HR e H R HR e R e R e H IR e B IR e TR e T e
hg e R = T B B B B e e B o B B e B B R e R B
3[R R RN DN I B DI QSIS S NS | BN NI | NI UIN IS QD §NID DIUED B NI B B
— I IR i Bt B B B e B A B I et SR B e
%]
@
5 SR R B B B A B B e e e R B B B B B B I R e el
>
[} S e et Bt Tt Tt it Bt Bt B B B B B B B B Bl B B B
=
Q
s} 2o} [N QNG S DS U I NI S I I QNI I D | NI § I I | U I I U U -
o
© WO ~i ~—i v~ v~ v~ v~i v~ v~ v~ «—i «— v~ v~ v~ v~ v~} v~ v~ v~ «~i «—i «—i «—i «—
(o] NS U DU S U BN U DU U U B U DU DU D B D S U DU B DU B D
{2}
(SR IR R R e B B B B B e B B B Bt B Rl Bl R
(QVHER SR R R e B B B B B R B et B B B B Al I
i s et Tt et et et Bt Bt Bt Bt Bt Rt R B B B B B B B B
[} JRUS R B N (N I NI (I NI S U I QU [ DN SIS N I | QIUIN B NI S .
e e R R A B B A B e A s Bt Bt B B
[ [y ey iy iy iy ipiting g U SN Rt pyciiiy | QN |y Dy iy B iy G g | B |y
% IR e e e e e R
=
g SN S S B B S B B U B B S R B
(%] [
Ll S [SUE S DU D D RS BN U DU DU U U U D R DU D D D DU DU DU D D
\ o
1) o~ R B A e I s B AR L B B Rt B B B
(o] ©
o e O~ v v v v v ox— i OF v—i v o= =i ov—i v o= ov—i =i v o= =i o= i i v
[}
3 R B I A R I It B B e e e A I et Bt B
[Se R AR R R B o B o o B R B o e B R s T B o B o I b B
(SVHERE R R R R A B A S R R R R et R B A
it Bt B et E e Bt Pt Bt Bt B B B B B B B B B B B B
B I o e e e e e e o e e e = R e e e e e =
[} JRUN RN B U (U JU JUY (IY JUIES JUS JU I U NN DU [ U DU D U [ I S -
e e R B B B B e B e B e A e e
™ Ol i i~ v~ v~ —i v~ v~ i« v~ v~~~ v~ —~ «~} — «~i «i «—i «—i «~i «—
@
= [ R R Y e R e B B e B e e - 2 B B i R o - T
S
> i v~ v v~ v~ ~—i ~i v~ v~ v~ ~i ~ ~i ~—i v~ v~ —i v~ —i «—i «— —i «— «—i «—
=
3 [N QS (S U (U QU U JCUIES IS I QNS S NS U QU I | JIS U DU QN I U D
—
© I I e B A e Bt At o B e B B B B B
m Wi ~i «—i «~ O v~i v~ «—i v«~i «—i «—{ v~ «—i v~ «~i Zi «—i «— «— v~ «~i «—i «i ©Of «—
(%)
= D v v v v v ov—i v v ov—i v v o= ov—i v ov—i ov—i ov—i v ov—i v v—i v i v
(IR R R et B B e e e Bt B R B B B B R
S e B s Bt B B A B B Tt B B B B I
e e B et o Bt B B MR B e B I I I B B B Bt B e B B
o 173
B o
Si— O i NIM T IVIO©I N 0 D IO Nim:i
5 IS NIMIFTIDIOINI0 P sl Tisir s mirmi-  NINININIQ
o p=}

187



Tabla 5.5.2. Resultados del post-test para el apartado I1.
POST.TEST

Apartado Il

Sistema 1 (conexiones) Sistema 2 (conexiones) Sistema 3 (conexiones)

Total de aciertos
% Por alumno

©
N
)
w
S
3,
o
~
oo
©
e
o
i
=
i
)
N
)
w
S
o
o
~
oo
©
i
o
i
=

Alumnos:1:2 :3:4:5 6 :7:8:910 111213
5 11T Tttt T Tttt Tt T i1
26 411 11T T Tt T Tt T 1T 1111036100

Total :26:26:26:26 23:26:26:26 23 26 26 :26 23|26 26 2626 25:26:26 2626 25:26 26 |26 :26:26:26 26 :26:26 26 : 26 : 26 : 26 [925

w
(=2}

100

% Grupal100:100:100:100:88:100:10010088100:100:100:88]100:100100:100:96:100:100:100:10096:100:100[100:100:100:100:100:100:100:100:100:100:100] | 99

Los resultados globales muestran, que el rendimiento de los estudiantes en este segundo
apartado, pasa del 74% en el pre-test, al 99% en el post-test. Nuevamente, al parecer, los
alumnos superan algunas dificultades que se presentan en el pre-test y realizan un trabajo

aceptable en el post-test.

En el pre-test. Se obtiene un rendimiento alto (74%). Parece ser, que debido a que uno de
los conocimientos previos que se trabajaron es precisamente la conversion de la
representacion algebraica a la geométrica de ecuaciones lineales, la mayoria de los
alumnos pueden hacer la conversion en los sistemas de ecuaciones lineales de este

apartado. Sin embargo, dos alumnos no responden a ninguna conexion y, un alumno
tiene todas las conexiones incorrectas.
En el post-test. Para el sistema 1, en el bosquejo de la ecuacion Ls (y = x), el estudiante

(15) no realiza el bosquejo solicitado. Dos alumnos (4 y 23) no lo realizan de manera
correcta. Los puntos en los que hubo dificultad son en las conexiones etiquetadas con los

nameros 5,9y 13 de la Tabla 5.4.

Sistemal,y = x... L3

5 my>0 0° < ay <90°

9 my=1 a; = 45°

13 | b; =0 | Lgseintersecta con los ejes en el origen.

El alumno (4) bosqueja una recta con pendiente negativa, lo cual es incorrecto. El alumno

(23) bosqueja una recta horizontal, paralela al eje de las abscisas y con una interseccion
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con el eje de las ordenadas en la parte positiva de este. Se muestra la respuesta
esperada y la que el alumno bosquejo.

Sistema 1, ecuacion algebraicay = x ... L3
Respuesta esperada. Respuesta del alumno (23)
y y
LZ
L3

my =1 - ag = 45° m;=0 - as; =0°
by = - La recta se intersecta by = - La recta se intersecta con

con los ejes en el el eje de las ordenadas en

origen. la parte positiva de este.

Al parecer, el alumno intercambia los valores del coeficiente y del término independiente.

Observacion. Para este apartado, sistema 1, ecuacion Ls. El alumno (4)
presenta un retroceso. El alumno (15) no contesta en ninguna de las dos

pruebas. El alumno (23) presenta equivocos en ambas pruebas.

Nuevamente se hace mencién a que la comprension no crece linealmente.
Segun Hiebert y Carpenter (1992) el crecimiento de las redes de
conocimiento algunas veces se manifiesta con periodos de confusion. Es
necesario que el profesor asista a los estudiantes en la construccion de

conexiones productivas.

Apartado I

En este apartado se pide al alumno que relacione seis sistemas de ecuaciones lineales en
su representacion algebraica con la descripcion de su bosquejo, a continuacion se

reproducen los sistemas y las descripciones.
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Sistema 1.
y=5x—4..1,

y=5x+4..L;

Sistema 4.

y=§x—2 . P

Sistema 2.
y==-3x+7..14

y==-2x+7..L,

Sistema 5.
y=—x+1...1,

y=-x...L,

Sistema 3

y—lx—Z...Ll

T2

2 8
=Zx-°..L
y 4x 4 2

Sistema 6.
y=-=-3x+4...1,,

y=2x—2...L,

y=—2x+>..1

Las descripciones de los bosquejos son:

A) Dos rectas que se cruzan entre ellas en cualquier punto del eje de las ordenadas.
B) Dos rectas que se cruzan entre ellas en cualquier punto fuera del eje de las ordenadas.
C) Dos rectas paralelas, diferentes una de la otra.

D) La grafica del sistema es la misma recta para las dos ecuaciones.

Para llevar a cabo las relaciones, el alumno tiene que traducir de la representacion
algebraica a la geométrica realizando las conexiones que se muestran en la siguiente
tabla. Posteriormente tiene que elegir qué tipo de representacién geométrica tiene cada
sistema (A, B, C o D).

Tabla 5.6. Reconocimiento de las caracteristicas en la representacién algebraica y su conversién a la
representacion geométrica para el apartado I11.

Para el sistema 1 la respuesta es el inciso “C) Dos rectas paralelas, diferentes una de la otra”. Para dar esta
respuesta, el alumno debe establecer las siguientes conexiones.

Caracteristicas algebraicas - Caracteristicas geométricas

1. Sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas representadas, estas Ultimas con  — | Dos graficas en el plano cartesiano.

[T L) [I3 2]

x” e “y”.

2. En las dos ecuaciones el exponente de - .
o — | Las gréficas son lineas rectas.

la “x” es uno cuando “y” esta despejada.

Sistema
1 3. my =m, — | Las rectas tienen la misma inclinacién. a; = a,
A b %b N La interseccion de las rectas con el eje de las
R ordenadas es en puntos diferentes.
5.m; =m,yb, # b, — | Dos rectas paralelas, diferentes una de la otra.
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Tabla 5.6. Reconocimiento de las caracteristicas en la representacion algebraica y su conversion a la
representacion geomeétrica para el apartado Il1. (continuacion).

Para el sistema 2 la respuesta es el inciso “A) Dos rectas que se cruzan entre ellas en cualquier punto del eje
de las ordenadas”. Para dar ésta respuesta, el alumno debe establecer las siguientes conexiones.

Sistema
2

1. Sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas representadas, estas Ultimas con

[P L) [T

x” e “y”.

Dos gréficas en el plano cartesiano.

2. En las dos ecuaciones el exponente de la

[T L)

x” es uno cuando “y” esta despejada.

Las gréficas son lineas rectas.

3. m; #m,

Las rectas tienen distinta inclinacion.

4, bl = bz

Las rectas se cruzan con el eje de las ordenadas
en el mismo punto.

5.m1¢m2yb1=b2

Las rectas se intersectan entre ellas en un
punto del eje de las ordenadas.

Para el sistema 3 la respuesta es el inciso “D) La grafica del sistema es la misma recta para las dos
ecuaciones”, o bien, las rectas se intersectan en todos sus puntos. Para dar esta respuesta, el alumno debe
establecer las siguientes conexiones.

Sistema
3

1. Sistema de dos ecuaciones con dos
incgnitas representadas, estas Ultimas con

€6n00 [T 2]

X" e “y”.

Dos gréficas en el plano cartesiano.

2. En las dos ecuaciones el exponente de la

€600

x” es uno cuando “y” esta despejada.

Las graficas son lineas rectas.

3. m;=m,

Las rectas tienen la misma inclinacién.

a, =a,

4, bl = bz

Las rectas se cruzan en con el eje de las
ordenadas en el mismo punto.

5.my =m,yby =b,

Se trata de la misma recta, o bien, son dos
rectas paralelas que se cruzan en todos sus
puntos.

Para el sistema 4 la respuesta es el inciso “B) Dos rectas que se cruzan entre ellas en cualquier punto fuera del
eje de las ordenadas”. Para dar esta respuesta, el alumno debe establecer las siguientes conexiones.

Sistema
4

1. Sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas representadas, estas Ultimas con

[T L) [T 2]

x” e “y”.

Dos graficas en el plano cartesiano.

2. En las dos ecuaciones el exponente de la

[T L)

X" es uno cuando “y” esta despejada.

Las gréficas son lineas rectas.

3.my; #m,

Las rectas tienen distinta inclinacion.

a, F Qa,
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Tabla 5.6. Reconocimiento de las caracteristicas en la representacion algebraica y su conversion a la
representacion geomeétrica para el apartado Il1. (continuacion).

4.b, % b,

La interseccion de las rectas con el eje de las
ordenadas es en distintos puntos.

5. m; #m,yb, # b,

Las rectas se intersectan en cualquier punto
fuera del eje de las ordenadas.

Para el sistema 5 la respuesta es el inciso “C) Dos rectas paralelas, diferentes una de la otra”, o bien, las rectas
no se intersectan en ningln punto. Para dar esta respuesta, el alumno debe establecer las siguientes
conexiones.

Sistema
5

1. Sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas representadas, estas Gltimas con
‘4x79 e 66y79

Dos gréficas en el plano cartesiano.

2. En las dos ecuaciones el exponente de la
“x” es uno cuando “y” esta despejada.

Las gréaficas son lineas rectas.

Las rectas tiene la misma inclinacion.

3. my =m,
a = a
La interseccion de las rectas con el eje de las
4.by # b, ordenadas es en distintos puntos.

5.m1=m2yb1¢b2

Las rectas son paralelas, diferentes una de la
otra.

Para el sistema 6 la respuesta es el inciso “B) Dos rectas que se cruzan entre ellas en cualquier punto fuera del
eje de las ordenadas”. Para dar esta respuesta, el alumno debe establecer las siguientes conexiones.

Sistema
6

1. Sistema de dos ecuaciones con dos
incdgnitas representadas, estas Ultimas con

€6a00 [T 2]

x”e“y”.

Dos gréficas en el plano cartesiano.

2. En las dos ecuaciones el exponente de la

€600

x” es uno cuando “y” estd despejada.

Las graficas son lineas rectas.

3. my #m,

Las rectas tienen distinta inclinacion.

4.b, # b,

La interseccion de las rectas con el eje de las
ordenadas es en distintos puntos.

5. my #m,yb, #b,

Dos rectas que se cruzan entre ellas en
cualquier punto fuera del eje de las ordenadas.
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A continuacidon se muestran las tablas de resultados. En esta ocasion dichas tablas

muestran la evaluacion de la relacion escrita por los alumnos.

Tabla 5.7.1. Resultados del pre-test para el apartado I11.

‘A\partado Il PRE-TEST é °
A B C D % 5
S ES
Alumnos 2 4 6 1 5 3
1 1 0 0 0 1 1 3 50
2 1 1 0 1 0 1 4 67
3 0 1 0 0 0 0 1 17
4 1 0 0 0 0 0 1 17
5 1 1 1 1 1 1 6 100
6 N N N N N N 0 0
7 0 1 1 1 1 0 4 67
8 0 0 0 1 0 0 1 17
9 1 0 0 1 0 0 2 33
10 0 0 0 0 0 1 1 17
11 1 0 1 0 1 1 4 67
12 0 0 1 0 0 0 1 17
13 1 0 1 1 1 1 5 83
14 N N N N N N 0 0
15 0 0 1 1 0 1 3 50
16 1 0 1 1 0 0 3 50
17 1 1 0 1 0 0 3 50
18 1 0 1 1 0 1 4 67
19 0 0 1 0 1 0 2 33
20 0 0 1 1 0 0 2 33
21 N N N N N N 0 0
22 0 0 0 0 0 0 0 0
23 1 0 0 0 0 0 1 17
24 0 0 0 0 0 0 0 0
25 0 0 0 0 0 0 0 0
26 0 0 1 1 1 0 3 50
Total 11 5 11 12 7 8 54
% Grupal 42 19 42 46 @ 27 @ 3
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Tabla 5.7.2. Resultados de post-test para el apartado I11.

‘Apartado Il POST-TEST 2 °
o k) £
S =
A B C D 8 S
g =
L
Alumnos 2 4 6 1 5 3

1 1 1 1 1 1 1 6 100

2 1 1 1 1 1 1 6 100

3 1 0 1 1 1 1 5 83

4 1 1 1 1 1 1 6 100

5 1 1 1 1 1 1 6 100

6 1 1 1 1 1 1 6 100

7 1 1 1 1 1 1 6 100

8 1 1 1 1 1 1 6 100

9 1 1 1 1 1 1 6 100

10 1 1 1 1 1 1 6 100

11 1 1 1 1 1 1 6 100

12 1 1 1 1 1 1 6 100

13 1 1 1 1 1 1 6 100

14 1 1 1 1 1 1 6 100

15 1 1 1 1 1 1 6 100

16 1 1 1 1 1 1 6 100

17 1 1 1 1 1 1 6 100

18 1 1 1 1 1 1 6 100

19 1 1 0 1 1 1 5 83

20 0 1 1 1 0 0 3 50

21 1 1 1 1 1 1 6 100

22 1 1 1 1 1 1 6 100

23 1 1 1 1 0 0 4 67

24 1 1 1 1 1 1 6 100

25 1 1 1 1 1 1 6 100

26 1 1 1 1 1 1 6 100

Total 25 25 125 26 24 1 24 149
% Grupal 9 96 0 96 @ 100 @ 92 : 92 96

Las tablas muestran que el rendimiento de los estudiantes va del 35% en el pre-test al
96% en el post-test. Al parecer, nuevamente, las dificultades que muestran los

estudiantes en el pre-test son superadas en un porcentaje significativo en el post-test.

194



En el pre-test. Un alumno contesta correctamente en todas las relaciones. Veintidés

alumnos contestan con equivocos. Tres alumnos no responden.

En el post-test. Tenemos a dos alumnos (20) y (23), que no logran identificar que la
representacion geométrica del sistema 5, son dos rectas paralelas. Una posible
interpretacion a este hecho es que los alumnos no identifican claramente que en las
ecuaciones algebraicas y = —x + 1 e y = —x, el coeficiente de ambas es igual a menos

uno.

Los alumnos referidos, tampoco logran identificar que la representacién geométrica del

sistema 3 se trata de la misma recta. Nuevamente, al parecer no logran identificar que en
. . 1 2 8 .. .
las ecuaciones algebraicas y = SX = 2ey= X los coeficientes son iguales a un

medio y los términos independientes son iguales a dos.

Observacion. Para los sistemas 3 y 5, los alumnos (20) y (23) no responden

correctamente en el pre-test ni en el post-test.

Nuevamente se hace mencién a que la comprension no crece linealmente.
Segun Hiebert y Carpenter (1992) el crecimiento de las redes de
conocimiento algunas veces se manifiesta con periodos de confusion. Es
necesario que el profesor asista a los estudiantes en la construccion de

conexiones verdaderas.

El sistema 3 se puede considerar como un sistema que hace validos los cuatro incisos, es
decir, por un lado es posible interpretarlo como dos rectas que se intersectan en cualquier
punto del eje “y”, también como dos rectas que se cruzan en cualquier punto; por otro
lado, son dos rectas paralelas y finalmente como la misma recta para las dos ecuaciones.
Este hecho fue percibido por dos alumnos (13 y 25), quienes reportaron al sistema 3 en

los cuatro incisos.

Apartado IV

En este apartado, el alumno tiene que proponer sistemas de ecuaciones de acuerdo a las
situaciones que se reproducen a continuacion.

Situacion 1. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas que tiene solucidn Unica.

Situacion 2. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas sin solucion.
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Situacion 3. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas que tiene infinidad de
soluciones.

Para cada situaciéon, el alumno tiene que plantear los sistemas de acuerdo a las

conexiones que se muestran en la tabla 5.8., que a continuacién se presenta.

Tabla 5.8. conexiones de las situaciones en su representacion algebraica y grafica para el apartado V.

Situacion 1. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas que tiene solucién Unica.

Representacién algebraica - Representacion geométrica
1 | Dos ecuaciones con dos incégnitas Dos graficas en el plano cartesiano.
representadas, estas Ultimas con “x” e “y”. -
2 | En las dos ecuaciones el exponente de la “x” es Las gréficas son lineas rectas.
uno cuando la “y” esta despejada. -
3 Los coeficientes de la “x” son diferentes. Las rectas tienen inclinaciones diferentes.
TI‘L1 * mz el al * az
4 Sin condiciones en los términos La interseccion de cada una de las rectas con el
independientes. _, | eje de las ordenadas puede ser en cualquier
punto.

Situacioén 2. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas sin solucién.

Representacion algebraica - Representacidén geométrica
1 | Dos ecuaciones con dos incognitas Dos graficas en el plano cartesiano.
representadas, estas Ultimas con “x” e “y”. -
2 | En las dos ecuaciones el exponente de la “x” es N Las gréficas son lineas rectas.
uno cuando la “y” esta despejada.
3 | Los coeficientes de la “x” son iguales. N Las rectas tienen la misma inclinacion. Las
m =m, rectas son paralelas.
a; =a,
4 Los términos independientes son diferentes. La interseccion de cada una de las rectas con el
b, #b, ~ | eje de las ordenadas es en puntos diferentes.

Situacion 3. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas que tiene infinidad de soluciones.

Representacion algebraica - Representacién geométrica
1 | Dos ecuaciones con dos incognitas Dos graficas en el mismo plano cartesiano.
representadas, estas Ultimas con “x” e “y”. -
2 | El exponente de la “x” es uno cuando la “y” Las gréficas son lineas rectas.
esta despejada. -
3 | Los coeficientes de la “x” son iguales. Las rectas tienen la misma inclinacion.
m; =m, - a =a,
4 Los términos independientes son iguales. N La interseccion de cada una de las rectas con el
b, = b, eje de las ordenadas es en el mismo punto.
5 m,=m,yb, =b, N Se trata de la misma recta, o bien, dos rectas
gue se intersectan en todos sus puntos.

Los resultados se muestran en las tablas 5.9., que se encuentran a continuacion.
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Tabla 5.9.1. Resultados del pre-test para el apartado IV.
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Tabla 5.9.2. Resultados del post-test para el apartado IV.

Apartado IV POST-TEST w”
2 2
Situacion 1 Situacion 2 Situacion 3 e g
g =

S

Alumnos 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 5

1 11 1 ittt T 111113100
2 11 1 ittt 1111113100
3 11 ittt T 1111113100
4 11 ittt 11113100
5 11 ittt 1131100
6 191 011+ 1 01 ]1i1 11111 85
7 11 ittt T 1111113100
8 11 ittt T 1111113100
9 11 ittt 111113100
10 1 1 i1 i1t 1ttt 111113100
11 1 1 i1 i1t 1ttt 111113100
12 11t 1T 11Tt i 1113100
13 11t 1T 11Tt i 1113100
14 11t ittt i 113100
15 11 ittt 13100
16 11 ittt 13100
17 101 111t 1113 100
18 101 111t 1113 100
19 101 1ttt 1113100
20 11 ittt 13100
21 11 ittt 13100
22 101 1 11t 1113100
23 101 1 11t 1113100
24 101 1ttt 1113100
25 11 ittt 13100
26 11 ittt 113100

Total 26 26 125 26 | 26 26 25 26 | 26 26 1 26 1 26 | 26 | 336
% Grupal | 100 | 100 : 96 : 100 | 100 : 100 : 96 : 100 | 100 : 100 : 100 : 100 : 100 99

Las tablas de resultados muestran que el rendimiento de los estudiantes va de 1% de
respuestas correctas en el Pre-test, al 99% en el post-test. Al parecer, nuevamente los
alumnos logran superar las dificultades que tienen en el pre-test y obtienen un alto

rendimiento en el post-test.

En el pre-test. Sélo el alumno (11) propone correctamente la situacion 1, cinco alumnos

proponen sistemas de forma errénea y veinte alumnos no proponen ninguna situacion.
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En el post-test. El alumno (6), que no respondid en el pre-test, en esta ocasion propone
para la situacién 1, precisamente un sistema que no tiene solucién, ya que escribe un
sistema cuya representacion grafica es de dos rectas paralelas y, para la situacion 2,
escribe un sistema con solucién Unica; es decir, los escribié justo al revés. Sobre la misma
tematica, el alumno a veces contesta bien y a veces mal; en la seccion de Casos
Especiales de este capitulo, se le da seguimiento a todo su desempefio en la prueba post-

test.
Observacion. A pesar del equivoco comentado anteriormente, el alumno (6)
muestra una “mejora”; de no contestar para ninguna situaciéon en el pre-
test, a contestar correctamente la situacion 3.

Apartado V

En el apartado V.1., se pide a los alumnos que identifiquen geométricamente si los puntos
(A, B, C, Dy E) son solucién de algunas de las ecuaciones (y cual es) de un sistema de
cinco ecuaciones lineales con dos incAgnitas, no son solucién de alguna de ellas o bien,

son solucion del sistema de ecuaciones lineales. A continuacion se muestra dicho

sistema.
Representacion algebraica del sistema de ecuaciones Representacion geométrica del sistema de ecuaciones.
=2x—4..L 1
y 1 s
y=x—- 1 L2

y = —§x+3 .

La
y=-x+5..L3 \
A
o Zall

y=§x+1 ...Ls

Posteriormente, en el apartado V.2., el alumno debe contestar la siguiente pregunta.

En la representacién geométrica de un sistema de ecuaciones, ¢qué condiciones debe cumplir

un punto, para que sea solucién del sistema?

Las conexiones que el alumno debe establecer para contestar correctamente los distintos

cuestionamientos de este apartado, se muestran en la tabla 5.10.
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Tabla 5.10. caracteristicas de la solucién algebraica y geométrica para un sistema de ecuaciones lineales
con dos incdgnitas.

Caracteristicas geométricas - Caracteristicas algebraicas
1 | El punto pertenece a una recta. — | La pareja ordenada del punto satisface la ecuacion.
2 | El punto no pertenece a la recta. — | La pareja ordenada del punto no satisface la ecuacion.

3 | El punto pertenece a todas las rectas | — | La pareja ordenada del punto satisface a todas las
del sistema. ecuaciones del sistema.

Las respuestas esperadas se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 5.11. Respuestas a los cuestionamientos V.1.

Puntos A B C D E
Ecuaciones Ls Ls L, Ninguna Ly, Ly L, Ly y
Ls,

La respuesta a la pregunta V.2., es: la condicibn de un punto en la representacién
geomeétrica para que sea solucion del sistema, es que éste debe pertenecer a todas las

rectas; es el punto de interseccion.

Los resultados de este apartado se muestran en las tablas 5.12., localizadas renglones

adelante.

Las tablas de resultados muestran que el rendimiento de los estudiantes va de 34% de
respuestas correctas en el Pre-test, al 97% en el post-test. Al parecer las dificultades

mostradas en el pre-test son superadas en el post-test.

En el pre-test. Diez alumnos no contestan ningln cuestionamiento. Dos alumnos los
contestan correctamente. Catorce alumnos responden con equivocos. En particular,

diecisiete alumnos no responden la pregunta V.2., entre ellos el (6), (9) y (24).

En el post-test. La mayoria de los alumnos identificaron bien los puntos, sin embargo, se

presentaron errores en la respuesta a la pregunta V.2. (En la representacion geométrica de un

sistema de ecuaciones, ¢qué condiciones debe cumplir un punto, para que sea solucién del sistema?),

algunos de los cuales se indican a continuacion.

El alumno (6) contesta, “que salga el mismo resultado cuando la sustituyen”, el alumno,
responde que se tiene que “sustituir’ para indicar que un punto es solucién de un sistema
de ecuaciones lineales, es decir, responde con conceptos algebraicos, una pregunta que
se hace para la representacion geométrica. Al parecer el pensamiento algebraico del

alumno se impone al pensamiento geomeétrico.
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El alumno (9) escribe: “una linea debe intersectar ese punto”. Esto no es vélido para el

sistema, en este “todas las rectas se intersectan en un mismo punto”.

La respuesta del alumno (24) es, “para que haya solucion del sistema, todas las
ecuaciones deben de ser diferentes tanto en pendiente como en ordenada”. Esta
respuesta es parcialmente correcta, en virtud de que el alumno no considera el caso que

un sistema puede tener solucién Unica, si los términos independientes de las ecuaciones

son iguales.
Tabla 5.12.1. Resultados del pre-test del Tabla 5.12.2. Resultados del post-test del
apartado V. apartado V.

Apartado V PRE-TEST ” Apartado V  POST-TEST v
2 e 28
s 5 g 5
VA, V.2, % 5 v V.2, g 5
5 ® 5 =

Alumnos i A BiCiD:E Aumnos { A i B i C i D E

1 191 1i1i1:0 5 83 1 11 1 1 1 1 6 :100
2 100 0 1.0 2 33 2 19111 1 1 6 100
3 191:0:1:0 0 350 3 11 1 1 i1 16 1100
4 N N:NIN N N 0 0 4 1 91:1:1 0.1 5 83
5 N N:NIN N N 0 0 5 191311 1.1 6 100
6 19110 0 N 3 50 6 1 91:1 .1 1.0 5 83
7 N N:NIN N N 0 0 7 19111 1.1 6 100
8 00 0:0:0 0:0:0 8 191 11 1 1 6 100
9 1110 0 N 3 50 9 1 91:1:1 1.0 5 83
10 100 1 0N 2 33 10 191311 1.1 6 100
11 1111101 N 4 67 " 101 1 191 186 100
12 19111110 N 4 67 12 11 1 1 i1 16 1100
13 1911311 1 6 100 13 101 1 11 186 100
14 100 0 00 1 17 14 191311 1.1 6 100
15 19111 1.1 6 10 15 191311 1.1 6 100
16 NN NIN N N 0 0 16 101 1 191 186 100
17 1TINININN N 117 17 11 1 1 i1 16 100
18 191110 0 4 67 18 1 11 111 05 83
19 N N:N:O O N 0 0 19 191311 1.1 6 100
20 N N:NIN N N 0 0 20 191311 1.1 6 100
21 1TINININ'N N 117 21 101 1 191 186 100
22 NN NN N N 0 0 22 101 1 11 16 100
23 1911100 0 350 23 101 1 191 186 100
24 001 100 N2 33 24 1 91:1:1 1.0 5 83
25 001 . 1:1:0 N i3 50 25 191311 1.1 6 100
26 NN NIN N N 0 0 26 101 1 191 186 100

Total 15:12 11 8 5 2 53 . Total 26 26 26 26 25 22 151
% Grupal {58 464231 19 8 M % Grupal | 100 | 100 : 100 : 100 ; 96 | 85 97
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Apartado VI

En el apartado VI.1., el alumno tiene que indicar si la pareja ordenada propuesta, es

solucion del sistema mostrado en su representacion algebraica, o no. A continuacion se

reproduce dicho sistema.

Sistema de ecuaciones

y=-x+2.L

y= %x— 4.1,
y= 2x — 10...L3

y=x%>—8x+14..L4

Pareja ordenada Respuesta
(si/no)

(4!'2)

Posteriormente, en el apartado VI1.2., se hace la siguiente pregunta.

En la representacion algebraica de un sistema de ecuaciones, ¢qué condiciones debe cumplir

una pareja ordenada para que sea solucién del sistema?

Las conexiones entre las representaciones algebraicas y geométricas que el alumno debe

establecer para responder estos cuestionamientos son las mismas que en el apartado

anterior y estan mostradas en la tabla 5.10., que se reproduce a continuacion.

Tabla 5.10. caracteristicas de la solucion algebraica y geométrica para un sistema de ecuaciones lineales
con dos incdgnitas.

Caracteristicas geométricas - Caracteristicas algebraicas
1 | El punto pertenece a una recta. — | La pareja ordenada del punto satisface la ecuacion.
2 | El punto no pertenece a la recta. — | La pareja ordenada del punto no satisface la ecuacion.
3 | El punto pertenece a todas las rectas | — | La pareja ordenada del punto satisface a todas las

del sistema.

ecuaciones del sistema.

Las respuestas esperadas para este apartado se muestran a continuacion.

Tabla 5.13. Respuestas esperadas para el apartado V1.1. y VI.2.

VI.1.

VI.2.

L,, si la satisface.

L,, si la satisface.

L, si la satisface.

L4, si la satisface.

Respuesta. El punto (4, —2) si es solucidn del
sistema.

Respuesta a la pregunta. Que al sustituirla en todas
las ecuaciones, estas, conserven la igualdad.
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Comentario. Para resolver el apartado VI.1., los alumnos deben sustituir la
pareja ordenada en cada una de las ecuaciones, esto les permite decidir si

esta pareja ordenada, es solucion del sistema o no.

Comentario. La ecuacion L4, no es lineal. Sin embargo se pregunta porque
el concepto de solucién, es el mismo para sistemas lineales o no lineales.
Esta pregunta se plantea sin mencionar a los alumnos lo anterior. Se
considera que dicha pregunta nos permite valorar en qué medida los
estudiantes transfieren lo aprendido en sistemas lineales a sistemas no

lineales.

Los resultados se muestran en las tablas 5.14., localizadas renglones adelante.

Las tablas muestran que el rendimiento de los estudiantes va del 33% en el pre-test al
97% en el post-test. Al parecer, nuevamente, las dificultades que muestran los

estudiantes en el pre-test son superadas en un porcentaje significativo en el post-test.

En el pre-test. Cinco alumnos responden correctamente, catorce alumnos no responden a

ningun cuestionamiento y siete alumnos contestan con algunos equivocos.

En el posttest. Se observa lo siguiente: los alumnos sustituyen y encuentran
correctamente que la pareja ordenada es solucién del sistema. Sin embargo, al responder
la pregunta VI.2. (En la representacion algebraica de un sistema de ecuaciones, ;qué condiciones debe
cumplir una pareja ordenada para que sea solucion del sistema?), algunos no lo hacen correctamente.

Al parecer, tienen limitaciones al expresar por escrito su trabajo algebraico.

Entre las respuestas incorrectas a la pregunta sefialada podemos mencionar:

e ‘“que salga el mismo resultado que cuando la sustituyes”, alumno (6);

e ‘tienen que ser equivalentes a los valores de “x” e “y”, para que sean solucién de dicho sistema’,
alumno (14);

e  “que su ordenada y su pendiente sean diferentes”, alumno (22);

e ‘“que sea factible de asociarse a todas las rectas (punto de solucién)”, alumno (23).
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Tabla 5.14.1. Resultados del pre-test para el Tabla 5.14.2. Resultados del post-test para el

apartado VI.1. apartado VI.2.

Apartado VI PRE-TEST " Apartado VI POST-TEST "
VLT, VI.2. i 5 VLT, VI.2. i 5
e = B =

Alumnos L1iLl2:L3:iL4:P Alumnos { L1 i L2 i L3 L4 P

1 1 91:1:1:1: 0 5 83 1 19111 1 1 6 100
2 0 1 1:0:0: N 2 33 2 11 1 11 1 16 100
3 11 111 1 6 100 3 11 1 1 1 116 100
4 0:0:0:0:0 0 0 : 0 4 11 1 1 1 116 100
5 10111 1 6 100 5 191 i1 1 1 1 6 100
6 N N N N:N: N 0 0 6 1 11 11 0 5 8
7 N N N:NIN: N 00 7 191 i1 1 1 1 6 100
8 101 1 1 1 6 100 8 11 1 1 1 116 100
9 0 0 0 0 0 N 0 0 9 19111 1 1 6 100
10 0. 0:0 0:0 N 00 10 101 1 151 1 6 100
11 N N N N:N: N 0 : 0 11 11 1 1 1 116 100
12 N N NN N:i N 00 12 101 1 151 1 6 100
13 15111 1 6 100 13 19111 1 1 6 10
14 0 0. 0 0 1.0 117 14 1 91:1:1 1 05 8
15 N N NN N 0 0 :0 15 101 1 11 1 186 100
16 0 0.0 0:0: N0 0 16 19111 1 1 6 100
17 N N N N N: N 0 0 17 101 1 1116 10
18 1 1 1 1111 186 10 18 1 111 11 6 100
19 N N N N N: N 0 0 19 101 1 151 1 6 100
20 N N N N N: N 0 0 20 11 1 151 1 6 100
21 1 1.1 1:1: N 5 83 21 1 111 11 6 100
22 N N NN N N 00 22 191 1:1:i1: 05 8
23 0.0 0 0 1 0 17 23 191 1:1:i1 05 8
24 'BREEREEEE N 5 83 24 11 1 1 1 16 100
25 1 INININ 1 0 2 33 25 11 1 1.1 1 6 :100
26 N NN NINI N 0 o0 26 101 1 151 1 6 1100

Total 9:9: 9 8 i1 5 51 Total 26 26 26 126 1 26 ¢ 22 152
% Grupal 35 35 35 31 42 19 3 % Grupal : 100 : 100 : 100 : 100 100 | 85 97

Como podemos observar estos alumnos muestran una “no adecuada” comunicacion

“‘matematica escrita”, sin embargo, algebraicamente responden correctamente.

Observacion. A pesar de las dificultades expresadas anteriormente, se
observa que los mencionados alumnos en el apartado VI.1., trabajaron de

la siguiente manera.

Los alumnos (6) y (22) no responden en el pre-test, pero en el post-test
responden satisfactoriamente.
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El alumno (14), en el pre-test se ayuda del bosquejo, pero, en el post-test
utiliza la representacion algebraica para responder.

El alumno (23), en el pre-test no realiza ningun célculo, pero, en el post-test
realiza los célculos correctamente.

Apartado VII

En el apartado VII.1., se presenta un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas en su representacion algebraica y geométrica, el alumno, tiene que calcular las
ordenadas correspondientes a tres puntos marcados en las rectas. A continuacion se

muestra dicho sistema.

Representacion Algebraica. Representacion geométrica.

Lz
y=2x—2...14

y=—x+7..L,

Posteriormente, en el apartado VII.2., el alumno debe contestar las siguientes preguntas:

1. ;Cuantas formas hay de calcular la ordenada del punto P,?
2. ¢Cuéntas formas hay de calcular la ordenada del punto P,?

3. ¢Cuéntas formas hay de calcular la ordenada del punto P3?

Para que el alumno responda satisfactoriamente debe saber que la pareja ordenada (x,y)

de cada punto indicado satisface la ecuacion en la que se localiza. En este sentido se
tiene:

e como P; esta sobre L,, la pareja ordenada de P, satisface la ecuacion L;
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como P, es la solucion del sistema, la pareja ordenada de P, satisface a las

ecuaciones Ly y Ly;

como P; esta sobre L, la pareja ordenada de P; satisface a ecuacion L;.

Las respuestas esperadas se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 5.15. Respuestas para el apartado VI1.

Apartado VII.1. Apartado VII.2.
Puntos | 1. Eleccién | 2. Sustitucién y calculo 3. Resultado (valor de | NUmero de formas de
de ecuacion la ordenada) calcular la ordenada
P, L, Se espera que los alumnos 6 Una, con L,
sustituyan las abscisas
P2 Lok, dadas y realicen los 4 Dos, con Ly 0 L.
Ps L, calculos algebraicos 4 Una, con L.
correctamente.

Los resultados para este apartado se muestran en las tablas 5.16., localizadas renglones

adelante.

Las tablas muestran que el rendimiento de los estudiantes va del 41% en el pre-test al
96% en el post-test. Al parecer, nuevamente, las dificultades que muestran los

estudiantes en el pre-test son superadas en un porcentaje significativo en el post-test.

En el pre-test. Siete alumnos responden satisfactoriamente; diez alumnos no responden y
doce alumnos responden con algunos equivocos. En particular el alumno (3) responde

correctamente.

En el post-test. De los pocos errores que se observan en el post-test se comenta el
siguiente. En las preguntas dos y tres (2. ;Cuantas formas hay de calcular la ordenada del punto P,?
3. (Cuantas formas hay de calcular la ordenada del punto P3?). El alumno (3) contesta que: “una para
el punto P, y dos para el punto P3". Esta respuesta es incorrecta; es justo al revés. Sin
embargo, el mismo alumno en el pre-test, lo contestd en forma correcta, este hecho se

puede interpretar, como una confusion entre los puntos a la hora de contestar.
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Tabla 5.16.1. Resultados del pre-test para el apartado V1.

ouwinie Jod %

S o8 =3 0 ') 8i 8 [re) =3 =4 N~ © -
S 8 2 S Qe c R oS oo Sooooo B b
~
SOH3I0E 3p [ej0L N~ N N =) o ool N N ol m o Yo o YN ol o o~ o ]
P~ ol — ~ = clo zZiv- o zZzzZz<-zZzZ<—-ZZ <« Z Z o %
o~ ~ -
>
Qi v~ o« ~ = clolZivivio ZIZi«-iZIZ— ZIZ 1 Z Z 0 &
i~ =i - ~— ~— o - Z - - ZioizZzi«-izizsizizoo z 2 &8
™
o
— -~ N~ — -~ -~ ol Ziv v ZozZz<—izZzzZz<izz<- -z 2
(72} —_
= >
[ ~— o
o e R -~ -~ ol Ziv- - Z -iZ<-izZzizZz<sizzZzoo =z T %
o
o ®i- o - - - o -z zoz<-zz<izz <<z
o~
W o
-~ N~ ol — -~ -~ ol Ziv- - Zio Zzi— zZzZi—zZziZz «— iz ZQ
=
i ~ ~— o - Zi - - Zi-iziizizicizizi-—zZ 2 8
™~ —i - ~ ~— ol Ziv- - ZiozZz—-zZzZ—zZziZz o «—iz T
o
-~ N e e -— -~ ol Ziv v Z oz <—izZzzZz<izz<- -z 2
=
e e ~ ~ ol Ziv- - Ziv- Zi-zZzZ-zZziz o —iz NQ
©
o
B 8 Oi-rdNimiyt LO ~NOioo - N ®OiTiwio 8 5
+ m N 0 ~ i i i i mi-r I NININ N NININ] O aW
© S —
< = ®
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Tabla 5.16.2. Resultados del post-test para el apartado V1.

o o oo o o o o o o o o o o o o o o o o o
ouwnje lod % S O R S oSS oSO S oY oo RS o oSO SIS QR S S S
- - R I R R - - R IR B - - - -
SOLBI0e 8p |ej0] AN O AN N AN N N AN AN AN O AN AN oy NN AN AN AN gy NG o) onE oS
: B e e B A R R R B Rl IR B B A=
o N o o <+ o
= &~ o~ e R e e R e R iR B Bt Bl i Bt el R T
>
~ o
IR Bt Bt B Bl Bl B R e Rl B R RS e B B B B B A Tt B B Bt B B N B — ]
2
oI A I I et B B B B B AR Bt Bt Bl BT B B B B B B Bt Bt Bt Bt B B ST~
e
[a
W B T B e B B B B B B B e B B B AR AT B B B B B I o fat it it AR B T I
H >
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Apartado VIII

En el apartado VIII.1., se presenta un sistema de cuatro ecuaciones lineales con dos

tas en sus representaciones algebraica y gréfica: el alumno debe completar la

incogni

tabla que se le muestra.
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Sistema en su representacion algebraica.

y=2x—6..L1L
y = —%x+4 Lo
y=-3x+4...L3

y = —%x— 1...L,4

Sistema en su representacion geométrica.

Ls
L2

La

4y 5. Explica como

1. Ecuaciones 2. Abscisa del 3. Ordenada del .
Punto de calculaste la abscisa u
. . que se punto de punto de
interseccion ; ' . ' L ordenada del punto de
intersectan Interseccion Interseccion . .,
interseccion
Py
P,
Ps

Posteriormente, en el apartado VIII.2., el alumno debe contestar la siguiente pregunta.

Para completar la pareja ordenada de cada uno de los puntos Py, P, y P3, ¢existe, otra manera de

calcular la abscisa o la ordenada (segln el caso) de dichos puntos?

Consideraciones para el llenado de la tabla. El alumno debe identificar las rectas que se
intersectan en cada punto. Posteriormente, debe elegir alguna ecuacién para calcular la

coordenada faltante. A continuacién se muestra la tabla con las respuestas.

Tabla 5.17. Respuestas para el apartado V111.1.

Puntos de 1. Ecuaciones 2. Abscisa | 3. Explica como calculaste la abscisa u ordenada
interseccion | que se de puntode = Ordenada del punto de interseccion
intersectan interseccion | de punto de . S
: .. 4. Ecuacion usada | 5. Sustitucion y calculo
interseccion
(pueden ser)
Sustituir la abscisa y
Py Lyl 4 2 LiyloL, calcular la ordenada.
Sustituir la abscisa y
P, Loyls 0 4 L2 yloLs calcular la ordenada.
Sustituir la ordenada y
Ps Lo Lsy L 2 2 L1, L ylo Ly calcular la abscisa.
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Las respuestas para el apartado VIII.2., son las siguientes:

para el punto P; se tienen dos formas de calculo con L; o L,

para el punto P, se tienen dos formas de calculo con L, o Ls,

para el punto P se tienen tres formas de calculo con L;, L3 0 L.

Los resultados de este apartado se muestran en las tablas 5.18.

Tabla 5.18.1. Resultados del Pre-test para el apartado VIII.

ouwinfe Jod %

50
38
63

100

94

75

100

13
19

Soaloe ap [e10 |

16

16

89

VN2

N

N
N

N

N
N

N
N
N
N

N
N
N
N

N
N

12

VIIl.1. P3
3

PRE-TEST

VIIl1. P2
3

Vil

1

NiN

0

VIl P1
3

2

N NN N|[N:NNIN NN NN NIN

6

1

NSNS NIN NN NIN:NN|N NN NN

NENININ NN NIN:N NN NN NIN
NENININ NN NIN:N NN NN NIN

NSNS NIN NN NIN:N N|N NN NIN

NINININ NN NIN:N NN NN NIN
NINININ NN NIN:N NN NN NIN

NSNS NIN NN NIN:NN|N NN NIN
NENININ NN NIN:N NN NN NIN
NENININ NN NIN:N NN NN NIN
NENININ NN NIN:N NN NN NIN

NINININ NN NIN:N NN NiN NIN
NENININ NN NIN:N NN NN NIN
NENININ NN NIN:N NN NN NIN
NENININ NN NIN:N NN NN NIN

1

NEINININ NN NIN:N NN NN NIN

9
35:23 15:19 15(35:23 :19:19 19|35 15:27 15:15

Apartado
Alumnos

4

6

9

10

1

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
Total

% Grupal
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Tabla 5.18.2. Tabla de resultados del post-test para el apartado VIII.

Apartado VIl POST-TEST "
.g g
VIIIL1. P1 VIIL1. P2 VIIL1. P3 o 8
vin2| 81 s
= [a
° xR

S

Alumnos 1 2:3:4:5|1:2:3:4:5 1 2:3:4:5

1 11 it it ittt 1 ittt 1 |16 0100
2 CTE T U A T T T T T T O O T I T IO T 0 IR T4
3 11 it ittt 1t it i1 1 |16 0100
4 11 it ittt 1t it |16 1100
5 1 1001|1110 0 11 1i1i1i1]| 1 |12 75
6 11 1111t 1 1 11 0 1 10 1 |14 88
7 1 01 1 11|11 1 1 11 0 110 1 |14 88
8 1 1 11111t 1 1 110 1i1i0] 1 |14 88
9 11 i1ttt 1 it i1 1 |16 0100
10 1 i1 1111ttt i1 1 11 it i1 1 |16 100
" ST T T T T T T O T Y IO T3 )
12 1111t 1i1i 11 110110 1 |14 88
13 11T ittt it 11t 1111 |16 1100
14 1 1 111|111 1 111 0:i1:i1:0] 1 |14 88
15 1 0:0:0:0|1:0 0 0 01 0:i0:i0:0] 1 4 |25
16 OO T T T T T T T 0 A R R T AR )
17 19101 01 101 0|1 11 11| 1 |12 75
18 191 1 1 1111ttt 11 111 |16 100
19 11 1111ttt 1 1111 1 |16 100
20 1 1:i1:1:1/0:0: 0.0 01 1:i1i1:1] 0 |10 63
21 OO O T T T T I T 0 O O I O A T R )
22 191 1 1 111111 11 11| 1 |16 100
23 191 11 11111 11 0 1 1 1] 1 |15 o4
24 1 1 11 1|11 1 1 111 0i1i1:i1] 1 |15 9%
25 1 1 1111t 1 1 11 1111 1 |16 100
26 11 it ittt 1t ittt 1 |16 100

Total | 26 125 2324 24252422123 23| 26 1825 25:20| 25 |378
% Grupal : 100 : 96 : 88 : 92 : 92|96 92 85 8888|100 69 96 96 77| 96 91

Las tablas muestran que el rendimiento de los estudiantes va del 21% en el pre-test al
91% en el post-test. Al parecer, nuevamente, las dificultades que muestran los

estudiantes en el pre-test son superadas en un porcentaje significativo en el post-test.

En el pre-test. Dos alumnos responden satisfactoriamente; diecisiete alumnos no

responden; siete alumnos responden con algunos equivocos.

En el post-test. Una dificultad que tuvieron dos alumnos (5) y (15), es que al parecer

confundieron los puntos P; y P, a la hora de registrar sus resultados en la tabla: los datos
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de P, los escribieron en los espacios correspondientes a P,. Este error es factible de
interpretar como una posible limitaciobn de los estudiantes para operar con varias

ecuaciones y distintas soluciones parciales.

Observacion. En los cuestionamientos de los puntos P; y P,, se observa lo
siguiente. El alumno (5) muestra un retroceso entre el pre-test y el post-

test.

Segun Hiebert y Carpenter (1992) el crecimiento de la comprension se
puede describir como cambios en las redes de conocimientos, lo cual
puede ocasionar periodos de confusion, la comprension no crece
linealmente. Sin embargo, es necesario que el profesor ayude a los

estudiantes a construir conexiones productivas.

Otra dificultad que se presentd fue en el punto P,. Las ecuaciones gue se intersectan en
dicho punto son L, y Ls. El alumno (20) tomo la ecuacion L, para calcular la ordenada, lo
cual es un error, ya que dicho punto no pertenece a L;. En la columna de “ecuaciones que

se intersectan” no especifico las ecuaciones, L, y Ls, sino, simplemente escribié dos.

Observacion. A pesar de lo expuesto en el parrafo anterior, el alumno (20)
muestra una mejora; ya que en el pre-test no contesté a ningdn
cuestionamiento y en el post-test Unicamente muestra el equivoco

comentado anteriormente.

En el punto P seis alumnos (6, 7, 12, 15, 23 y 24) responden que la abscisa es menos
dos (-2) lo cual es un error, ya que la abscisa de dicho punto es “mas dos”. El resultado de
menos dos, se puede obtener al operar algebraicamente en forma equivoca utilizando la
ecuacién L; y la ordenada proporcionada en el bosquejo, como se muestra a

continuacion.

y=2x—06
—2=2x—6
2x=2-—06
2x = —4
x=-=2



Los alumnos (12, 15, 23 y 24) muestran errores algebraicos como el mostrado

anteriormente, los otros dos alumnos (6 y 7) sélo escriben en la tabla el “-2”.

Observacion. A pesar de lo anterior, los alumnos (23) y (24) muestran una
mejora, ya que en el pre-test se equivocan en la mayoria de los
cuestionamientos y en el post-test Unicamente cometen el equivoco
mencionado anteriormente.

Los alumnos (6), (7) y (12) muestran una mejora, ya que en el pre-test no
responden y en el post-test Unicamente cometen el equivoco mencionado
anteriormente.

En este punto, los seis alumnos mencionados, demuestran su limitacion

algebraica en el despeje de ecuaciones lineales.

Apartado I1X

En el apartado IX.1., el alumno tiene que encontrar las ordenadas de los puntos de
solucién de un sistema de dos ecuaciones cuadraticas con dos incognitas. Este se
reproduce a continuacion.

Sistema en su representacién Sistema en su representacion
algebraica geomeétrica
y=x%-2..1,4 1

y=—§x2+4-...L2
P1(-2, ) P2(2, )

f

Ademas, en el apartado 1X.2., el alumno debe contestar la siguiente pregunta.

¢De cuéntas formas se pueden calcular las ordenadas de los puntos de interseccion, Py y P,?

A pesar de que el presente estudio se centra en sistemas de ecuaciones lineales con dos

incoégnitas, se considera pertinente preguntar por este sistema de ecuaciones cuadraticas,
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a fin de explorar en qué medida los estudiantes pueden llevar a cabo una “pequefa”
transferencia: el punto en el que se intersectan las ecuaciones es el punto solucion de un
sistema de ecuaciones con dos incégnitas, independientemente que estas sean lineales o

cuadréaticas.

Puntos para evaluar. Primeramente el alumno tiene que reconocer que, el sistema es
cuadrético, que en su representacion geométrica tiene dos puntos de interseccion y, que
dichos puntos son la solucion. Posteriormente debe contestar lo que se le pide. A

continuacion se muestra la tabla 5.19., que contiene los puntos para evaluar.

Tabla 5. 19. puntos para evaluacion del apartado IX.1y IX.2
IX.1. 1X.2.

Puntos de 1. Eleccion de o, , NUmero de formas
. s, ., 2. Sustitucion 3. Calculo ,
interseccion = una ecuacion para el célculo

Py El alumno Existen dos formas
El alumno calcula
utiliza alguna de El alumno para calcular la
las ecuaciones | ealiza correctamente. | ordenada de cada
correctamente la uno de los puntos,
para calcular la Gt ParaP, yP; la : pur i
ordenada. sustitucion. ordenada tiene | €on la ecuacion L,
P2 unvalor de 2. | YconlaL,.

Los resultados se muestran en las tablas 5.20., que se encuentran renglones adelante.

Las tablas muestran que el rendimiento de los estudiantes va del 29% en el pre-test al
91% en el post-test. Al parecer, nuevamente, las dificultades que muestran los

estudiantes en el pre-test son superadas en un porcentaje significativo en el post-test.

En el pre-test. Seis alumnos contestan correctamente; quince alumnos no contestan y
cinco alumnos contestan con algunos equivocos. En particular, los alumnos (2), (8) y (20)
no contestan; y el alumno (23) contesta equivocadamente, utilizando la representacion

geomeétrica proporcionada.

En el post-test. Algunas dificultades encontradas se indican a continuacion.
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El alumno (2) no contestd este apartado. Tratando de interpretar este hecho, como todo el

desarrollo se llevé a cabo con ecuaciones lineales, cuando el estudiante ve las

ecuaciones cuadraticas, no las trabaja.

El alumno (2) no contesta este apartado en ninguna de las

Observacion.

dos pruebas.

Tabla 5.20.2. Resultados post-test del apartado

Tabla 5.20.1. Resultados Pre-test del apartado

IX.

IX POST-TEST

IX

IX PRE-TEST

ouwinfe Jod %

100

100
100
100
100
100
57
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
29
100
100
86
100
100
100

9

SOaI0e ap [e10 |

166

IX.2.

25

96

1X.1. P2

IX.1. P1

1

25:23:22 |24 2423

96 88 85|92 9288

Apartado
Alumnos

10

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23

24

25

26
Total

% Grupal

ouwinfe Jod %

100

100

100

43

100

100
43

100

"
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Sopaloe ap [e10 |

53

IX.2.

N

N

N
N
N

N

N

N
N
N

N
N
N

N
N

27

1X.1. P2

27 2723

IX.1. P1
2

9

1

N N N|{N:N:!N

NS NIN|IN!N:N

NS NIN|IN!N:N
NSNIN|ININ:N
NININ|IN!IN: N

NSNIN|ININ:N

NSNIN|IN!N:N

NSNIN[ININ:N
NININ|ININ:N
NSNIN|IN!N:N

NININ|ININ:N
NSNIN|IN!N:N
NININ|ININ:N

NSNIN|IN!IN:N
NSNIN[ININ:N

9

35 35 31

Apartado
Alumnos

4

7

10

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
Total

% Grupal




En el punto P,, tres estudiantes (8), (20) y (23), no sustituyen correctamente la abscisa

(-2) en la ecuacién L. A continuacion se muestra el equivoco y la operaciéon esperada.

Operacion de los Operacion esperada
alumnos
y=-22-2 y=(-2)*-2
y=-6 y=2

Observacion. Los alumnos (8) y (20) en el pre-test no responden y en el
post-test tratan de responder, pero, cometen el equivoco anteriormente

sefalado.

El alumno (8) comete otro error en el punto P,, donde la abscisa tiene un valor de dos. Al
utilizar la ecuacion L, ignora el signo negativo del coeficiente un medio. A continuacion se

muestra el equivoco y la operacion esperada.

Operacion del alumno  Operacion esperada

1 1
y=-52)3*+4 y=-52)7+4
2 2
y=2+4 y=-2+4
y=6 y=2

Observacion. El alumno (8) no responde en el pre-test, y en el post-test
responde, pero, muestra las limitaciones algebraicas comentadas

anteriormente.

Apartado X

Se muestra a los alumnos un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas en
sus representaciones algebraica y grafica, con solucién Unica y las coordenadas de

solucion. A continuacion se muestra dicho sistema.
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Sistema en su representacion algebraica. Sistema en su representacion

yi=x—1..L geomeétrica.
1 — A1 B =
Y, =2x,+2..L, Vs
L1
1
y3 = §x3 - 3 ...L3
/
S(-3,-4)

Se pide al alumno que responda a los siguientes cuestionamientos, marcando “V” si es
verdadero y, “F” si es falso.
Algunas condiciones en el punto de solucién “S” son:

e. > > ...VoF.
xl<X2<X3...VOF. yl y2 y3 0

—

Vi # Y, =Y3...VoF.
Vi=y,=y3;=—4...VoF.

X1 = Xy ¢X3 ...VoF.

x1=x2=X3=—3 ...VoF.

RS

La pareja ordenada asociada al llamado punto

a0 o

La pareja ordenada asociada al llamado punto

“S” d t ,¥1) ... VoF.
“S” se puede representar por (x3,y,) ... VoF. se puede representar por (x, 1) °

Porque

Porque

Para el sistema mostrado, el alumno tiene que reconocer que en el punto de solucién
X1 =Xy =X3€Y1=Y2=Y3.

Por lo que las respuestas son las siguientes:

Tabla 5.21. Respuestas del apartado X.

Preguntas ' a ' b ¢ | d d... porque: e/ fig h h... porque:
X1 = Xy = X3 X1 =Xy = X3

Respuestas | F F V V e FF V V e
V1i=Y2=Y3 V1i=Y2=Y3

Los resultados se muestran en las tablas 5.22., que se localizan a continuacion.
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test del apartado X.

Tabla 5.22.1. Resultados pre

ouwinie Jod %

100

50

30
100
30

60

30
20

50

20

20

30
40

Sopaloe ap [ej0 |

10

10

2

58

N

N
N
N
N
N
N
N

N
N

N
N
N
N

N

N

15

N NN

N N N:N

1

N N N:N
N N N:N
N N N:N
N N N:N
N N:N:N
N N:N:N

N N N:N
N N N:N

N N N:N
N N N:N
N N N:N
N N N:N

N N N:N

N N N:N

35:23:19:19

X PRE-TEST

N

N
N
N
N
N
N
N

N
N

N
N
N
N

0

N

12

a

NIN NN

NiN NN
NiN NN
NIN NN
NiN NN
N:N NN
NIN:N:N

NIN N:N
NIN NN

N:IN NN
N:IN NN
NIN:N:N

NiN: N:N

8

31:46 1215

Apartado
Alumnos

2

8

10

11

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23

24

25

26
Total

% Grupal
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Tabla 5.22.2. Resultados post-test del apartado X.

Apartado X POST-TEST "
3 =
S
Alumnos @ a b c i d d. e f g h ih..
1 151 1 1 i1 1 i 1 110 1100
2 101 1 1 i i 110 100
3 101 1 1 i1 1 i 1110 1100
4 101 1 1 i1 1 i 1110 1100
5 101 1 1 i1 i 1110 1100
6 101 1 1 i i 1 110 100
7 151 1 1 i1 1 1111101100
8 101 1 1 i1 1 110 1100
9 151 1 i1 i 1 110 1100
10 11 1 1 1 1111110 100
" 101 1 1t it 1 i 1110 100
12 101 1 1 1 i1 i1 i1 1110 100
13 101 1 1 1 i1 i1 11110 100
14 101 1 1 it 110 100
15 101 1 1 it 110 100
16 101 1 1 it 1 110 100
17 1 91 11 11 1 1 11 10100
18 1 91 11 11 1 1 11 10100
19 101 1 1 it 110 100
20 101 1 1 i1 1 110 100
21 101 1 1 it 1 110 100
22 1 91311 11 1 1 11 10100
23 1 9111 11 1 1 11 10100
24 101 1 1 i1 1 110 100
25 101 1 1 i1 1 110 1100
26 101 1 1 it 1 110 100
Total 26 26 1 26 1 26 26 26 26 26 26 . 26 : 260
% Grupal : 100 : 100 - 100 100 : 100 : 100 : 100 : 100 : 100 : 100 100

Las tablas muestran que el rendimiento de los estudiantes va del 22% en el pre-test al
100% en el post-test. Al parecer, nuevamente, las dificultades que muestran los

estudiantes en el pre-test son superadas en un porcentaje significativo en el post-test.

En el pre-test. Dos alumnos contestan correctamente; quince alumnos no contestan; y

nueve alumnos contestan con equivocos.
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En el post-test. Todos los alumnos responden correctamente.

Apartado XI.

En este apartado, el alumno, sin resolver algebraicamente ni bosquejar, debe responder si

cada uno de los tres sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas que se muestran

en su representacion algebraica: i) tiene solucién Unica, ii) no tiene solucion, iii) tiene una

infinidad de soluciones. A continuacion se reproducen los sistemas de ecuaciones.

Para este apartado, el alumno tiene que reconocer que:

e |os sistemas son de dos ecuaciones con dos incognitas, representadas estas

n_n [T ]

Gltimas con "x” e “y” en su representacion algebraica,
y=mx+by ..
y=myx+b,..L;

“,» [T ]

e en todas las ecuaciones el exponente de “x” es uno cuando “y” esta despejada,

por lo que sus graficas correspondientes son lineas rectas.

Ademas, el alumno debe hacer el analisis entre las representaciones que se muestra en

la siguiente tabla.
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Tabla 5.23. Conexiones para el apartado XI.

. Representacién Representacion .
Sistemas P . - presenta Conclusion Respuesta
algebraica geomeétrica
m. =m Las rectas tienen la
Sistema 1 2 misma inclinacién y Se trata de rectas paralelas, iy no tiene
y — | seintersectan con el diferentes una de la otra. o
1 : solucion”.
b= b eje de las ordenadas
1 2 en puntos distintos.
Las rectas tienen
my, #m, P Se trata de dos rectas que | ..., ..
. distinta inclinacion y . 1) tiene
Sistema - se intersectan, entre ellas, 2
y se intersectan con el ; solucion
2 : en algun punto fuera del AN
b= b eje de las ordenadas cie de las ordenadas Unica”.
1 2 en puntos distintos. ! '
Las rectas tienen la .
m; =m, . T Se trata de la misma recta, o at
. misma inclinacion y . iii) tiene
Sistema - 0 bien, de dos rectasque se | . .. -
y — | se intersectan con el . infinidad de
3 ; intersectan en todos sus . .
eje de las ordenadas soluciones”.
b, = b, : puntos.
en el mismo punto.

Los resultados se muestran en las tablas 5.24., que se encuentran renglones adelante.

Dichas tablas muestran que el rendimiento de los estudiantes va del 9% en el pre-test al
96% en el post-test. Al parecer, nuevamente, las dificultades que muestran los

estudiantes en el pre-test son superadas en un porcentaje significativo en el post-test.

En el pre-test. Un alumno contesta correctamente; veinte alumnos no responden y cinco

responden con equivocos. En particular, el alumno (20) no responde.

En el post-test sélo hubo un estudiante (20) que contesté en forma errénea para los tres
sistemas, parece ser que el estudiante no relaciond los coeficientes de la incognita “x” y
los términos independientes de las ecuaciones, con su representacidbn geomeétrica y no

supo definir si, dichas ecuaciones, son paralelas, se intersectan o, son equivalentes.

Observacion. Hay que recordar que segun Hiebert y Carpenter (1992), la
comprension no crece linealmente, algunas veces, se manifiesta como
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periodos de confusion. Es necesario que el profesor ayude a los alumnos a

construir relaciones productivas.

Tabla 5.24.2. Resultados post-test del apartado

Tabla 5.24.1. Resultados pre-test del apartado

XI.

POST-TEST

XI.

ouwinfe Jod %

100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100

100
100
100
100
100

100
100
100
100
100
100

96

SOu8loe ap [e10 |

75

[3p]

25
96

25
96

SISTEMAS
2

1

25
96

Apartado | XI
Alumnos

10
1

12
13
14
15
16
17
18
19
20

21

22
23

24

25

26
Total

% Grupal

ouwnie 1od %

33

100

33
33

33

Sopaloe ap [e10 |

(32

PRE-TEST

19

SISTEMAS
2

1

1

4

Apartado | XI
Alumnos

10

1

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
Total

% Grupal
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Apartado XII

En el apartado Xll.1., se pide al alumno que resuelva un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas por el método de sustituciéon. En el apartado XlI.2, se pide que

describa detalladamente en qué consiste este método. El sistema es el siguiente:

El sistema de este apartado esta presentado de tal forma que se puede empezar a

resolverlo de dos formas: la primera, es sustituir el “valor” de “y” de la ecuacién L, en la

y=2x-3..L

X = —y+3 L2

ecuacion L,; la segunda es sustituir el “valor” de “x” de la ecuacién L, en la ecuacion L.

Los puntos a evaluar son:

Pasos Accién
1 Identificar que una incognita esta despejada en cada una de las ecuaciones.
2 Sustituir “del valor” de la incognita de una ecuacion en la otra.
3 Operar algebraicamente la ecuacion resultante del punto anterior.
4 Obtener el valor de una incégnita.
5 Sustituir en cualquiera de las ecuaciones iniciales, el valor obtenido en el punto anterior.
6 Operar algebraicamente con la ecuacion resultante del punto anterior.
7 Obtener el valor de la otra incognita.
8 Obtener la pareja ordenada (2,1).

En la evaluacion de la descripcion del procedimiento del método de sustitucién para

resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas (apartado Xll.2.), se

consideran los siguientes pasos.

Pasos Accion

1 Se requiere una incognita despejada de alguna de las ecuaciones, en caso de que ninguna de
las incOgnitas esté despejada, se procede a realizar el despeje.

2 Se sustituye “el valor” de la incognita despejada, en la otra ecuacidon. Se obtiene una
ecuacion con una incégnita.

3 Se realizan las operaciones algebraicas para resolver la ecuacion obtenida en el punto
anterior.

4 Se obtiene el valor de una de las incognitas.

5 El valor obtenido en el punto anterior se sustituye en cualquiera de las ecuaciones iniciales.

6 Se realizan las operaciones algebraicas para resolver la ecuacion obtenida en el punto
anterior.
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Las tablas de resultados se muestran a continuacion.

Tabla 5.24.1. Resultados pre-test del apartado XII.

ouwinfe Jod %

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

SOaloe ap [e10 |

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

XII.2.

2:3:4:5:6:7:8

1

PRE-TEST

Xl

XIL1.

2:3:4:5:6:7:8

1

NSNIN NININ N NN N NIN:NNiIN:N
NSNIN NININ N N|N:NNiN:NNiN:N
NSNIN NININ N N|N:NNIN:NNiIN:N
NININ NININ N NIN:NNIN'NNIN:'N
NININ NININ N NIN:NNIN'NNIN:'N
NININ NININ N NIN:NNIN'NNIN:'N
NENINNININ N N|N:NNIN'NNIN:N
NININ NININ N NIN:NNIN'NNIN:'N
NININ NININ N N|N:NNIN'NN:IN:N
NININ NININ N N|N:NNIN' N NIN:'N
NININ NININ N N|N:NNIN'NNIN:N
NENINNININ N N|N:NNIN'NN:N:N
NININ NININ N N|N:NNIN'NN:IN:N
NININ NININ N N|N:NNIN'NNIN:'N
NININ NININ N N|N:NNIN'N'NIN:N
NSNIN NININ N N|N:NNIN'N'NIN:N
NENINNININ N N|N:NNIN'NN:N:N
NSNIN NININ N N|N:NNIN'N'NIN:N
NININ NININ N N|N:NNIN'N'NIN:N
NININ NININ N N|N:NNIN'N'NIN:N
NENINNININ N N|N:NNIN'NN:N:N
NININ NININ N N|N:NNIN'NNIN:N
NININ NININ N N|N:NNIN'NNIN:N
NININ NININ N N|N:NNIN'N'NIN:N

NININ NININ N N|N:NNIN'N'NIN:N
NENINNININ N N|N:NNIN'NN:N:N
0:0:0:0:0:0:0:0(0:0:0:0:0:0:0:0

0 0:0:00:0:0:0{0:0:00:0:0:0:0

Apartado

Alumnos

2
3

5

7

10

1

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24

25
26
Total

% Grupal
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Tabla 5.24.2. Resultados post-test del apartado XI1.

Apartado Xl POST-TEST "
XIIA1. XI1.2. g §
g =

S

Alumnos i1 :2 :3:4:5:6:7:8[1 2 :3:4:5:6:7:8

1 1911 11 11 1)1 1 1 1 1 11116 1100
2 1911 11 11 1|1 1 1 1 1 11116 1100
3 1911 11 11 1)1 1 1 151 15151516 100
4 1911 11 11 1)1 1 1 1 1 11116 1100
5 1911 11 11 1|1 1 1 1 1 11116 1100
6 19101 11 11 1|1 1 1 1 1 11116 1100
7 1911 11 11 1|1 1:i1:1:1:1:1:1:16:100
8 0 0. 0:0:0 0 0:0|1: 1 1 1:i1:1 .0 06 38
9 19101 11 11 1|1 1 1 151 15151516 100
10 11 111ttt 1 11116 100
" 11 i1ttt ittt 11116 100
12 101 1 1 T it it 1 1111 1116 100
13 101 1 1 T it it 1 1111 1116 100
14 000 00 00 0i0[1Ti1 1i1:1i1:0 0 6 38
15 1900 1:0 0.0 01 11 111 11 1063
16 1911 11 11 11 1 1 11 11116 100
17 100 1 000 01T 1i1:1 1 1. 0:0:8 50
18 0 0 0:0:0 0 0:0[0:i0 0 0:0:0:0 0 0 0
19 000 00 00 0i0[1Ti1 1i1: 1111 1.8 50
20 19191 11 11 11 171 11 11116100
21 19101 11 11 1|1 1 1 11 11116 100
22 191 1 1 1 111111118100
23 100 1. 0:0:0 01 1:i1:1: 1 1:1:1:10 63
24 19191 11 11 11 171 11 11116100
25 19191 11 11 11 171 11 11116100
26 1911 11 11 1|1 1 1 11 1515116 100

Total 122:19 19:22:19:19:19 19[25 .25 25 25 25 2522 22 352
% Grupal (85 73 73:85:73 73 73 73|96 96 96 96 96 96 85 85 85

Las tablas muestran que el rendimiento de los estudiantes va del 0% (ninguno de los
estudiantes escribe algo en el espacio correspondiente) en el pre-test, al 85% en el post-
test. Al parecer, nuevamente, las dificultades que muestran los estudiantes en el pre-test

son superadas en un porcentaje significativo en el post-test.
En el pre-test. Ningun estudiante responde a los cuestionamientos de este apartado.

Observacion. El método de sustitucion para los sistemas de ecuaciones

lineales forma parte del programa de estudios de la escuela secundaria. De
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acuerdo a los resultados del pre-test podemos suponer las siguientes dos
situaciones: primera, los alumnos lo aprendieron en su momento pero al
cabo de casi dos afios ya no lo recuerdan; segunda, los alumnos no

trabajaron este tema en la secundaria.

En el post-test. El alumno (18) no responde correctamente a ninguna respuesta esperada
de este apartado. El alumno no pretende realizar el método de sustitucion, trata de sumar
las ecuaciones y lo hace de forma incorrecta. Cuando tiene que describir detalladamente

el método de sustitucion, no lo describe correctamente.

El alumno (15) hace bien la sustitucion L; en L,, pero no realiza correctamente uno de los
pasos algebraicos. Su equivoco se ubica cuando tiene que despejar “x”. A continuacién

se reproduce la respuesta del alumno.

x=—-2x—-3)+3

x=—-2x+3+3

Hubo otros dos casos (alumnos 14 y 19) en los cuales la sustitucién de L; en L,, no se

considera que el coeficiente de la incognita “y” de la ecuacion L, es menos uno, es decir,

en lugar de anotar x = —(2x — 3) + 3, escribe x = 2x — 3+ 3

Cabe aclarar, que estos errores son cometidos por dificultades algebraicas, pero no son
del concepto de que en el punto de la solucién el valor de las abscisas son iguales para
ambas ecuaciones y el de las ordenadas también. Por otro lado, a pesar de los errores,
los alumnos expresan que “el valor de la incégnita de una ecuacion, se sustituye en la otra
y la ecuacién resultante se resuelve”, lo cual es correcto. Al parecer el problema que

revela el trabajo de los alumnos es fundamentalmente algebraico y no conceptual.

Apartado XIIl

En el apartado Xlll.1., se pide al alumno que resuelva un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas por el método de igualacion y que trace el bosquejo de las

ecuaciones. A continuacion se reproduce dicho sistema.
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y=2x—-3..1, Bosquejo
y=—x+3..L, Y

Resolucién algebraica.

Posteriormente, en el apartado Xlll.2., se les solicita a los estudiantes que describan

detalladamente el método de igualacion.

En el Apartado Xlll.1., para empezar a resolver un sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incAgnitas, se debe despejar una incognita (la misma) en ambas ecuaciones. Los

veintiséis estudiantes utilizan las ecuaciones tal y como se les presentaron, con “y”
despejada, para igualar las expresiones correspondientes. En este punto, los alumnos
muestran una forma de “economia matematica”, ya que tratan de hacer un procedimiento

con los menos pasos posibles.

Los puntos a evaluar son: el bosquejo de las ecuaciones, la resolucion del sistema y, los
pasos que se deben llevar a cabo en el método de igualacion. En esta ocasion el
bosqguejo se evalla en forma global, sin considerar cada una de las conexiones que hace

el alumno para realizarlo. A pesar de lo anterior, se establecen las referidas conexiones.

Tabla 5.25. Procedimiento y conexiones para el apartado X111.1.

Pasos Procedimiento

Bosquejo de las ecuaciones.

Reconocimiento de caracteristicas algebraicas y su conversion a representacion geométrica.

Caracteristicas algebraicas - Caracteristicas geométricas
1 Son dos ecuaciones con dos — | Dos gréficas representadas en el plano
incdgnitas representadas, estas Ultimas cartesiano.
por ch’f e L‘y”.
1 2 En las dos ecuaciones el exponente de | — | Son dos lineas rectas.
la “x” es uno cuando la “y” esta
despejada.
3 m; >0 - 0° < a; <90°
4 m, <0 - 90° < a, < 180°
5 | Los coeficientes de la “x” son — | Los angulos son diferentes a; # a,

diferentes.m, # m,

6 m > 1 - 45° < ¢, <90°
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Tabla 5.25. Procedimiento y conexiones para el apartado XII1.1.

Pasos Procedimiento
7 m2 = -1 e aZ = 1350
8 b, # b, — | Cada una de las rectas se intersecta con
el eje de las ordenadas en puntos
distintos.
9 b; <0 — | L seintersecta con el eje de las

ordenadas en la parte negativa de este.

10 b, >0 — | L, se intersecta con el eje de las
ordenadas en la parte positiva de este.

11  Como:m; #m,Yy b, # b, — | Lasrectas se intersectan en algdn punto
fuera del eje de las ordenadas.

Despejar la misma incégnita en ambas ecuaciones. En el sistema presentado, las incognitas “y”
2 estan despejadas en ambas ecuaciones, por lo que los alumnos pueden aprovechar este hecho por
“economia matematica”.

Tomando las ecuaciones como se presentan. lgualar las ecuaciones en la representacion algebraica.

Operar algebraicamente la ecuacion obtenida en el punto anterior.

Obtener el valor de la primera incégnita: x = 2.

El valor obtenido en el punto anterior, se sustituye en cualquiera de las ecuaciones iniciales.

Operar algebraicamente la ecuacion obtenida en el punto anterior.

Obtener el valor de la segunda incognita: y = 1.

© 0N oo o1 b~ W

Determinar que la solucién del sistema es: (2,1).

Para el apartado XllIl.2., que consiste en describir detalladamente el método de igualacion,
el alumno debe escribir los pasos, del dos al nueve, que se han mostrado en la tabla

anterior.
Los resultados se muestran en las tablas 5.26., que se encuentran renglones adelante.

Dichas tablas, muestran que el rendimiento de los estudiantes va del 2% en el pre-test, al
97% en el post-test. Al parecer, nuevamente, las dificultades que muestran los

estudiantes en el pre-test son superadas en un porcentaje significativo en el post-test.

En el pre-test. Unicamente el alumno (5) trata de resolver el sistema: iguala correctamente

las ecuaciones, pero, no despeja correctamente “x”. En mencionado alumno describe

correctamente en qué consiste el método de igualacion. El resto del grupo (veinticinco

alumnos) no responde ningun cuestionamiento.

En el post-test. Todos los alumnos describen correctamente el método de igualacion.
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test del apartado XIII.

Tabla 5.26.1. Resultados pre
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Total

% Grupal
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Tabla 5.26.2. Resultados post-test del apartado XIIL.

ouwine Jod %

100
100
100
100
100

59
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100

94
100
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100
100
100

97
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10
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13
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26 | 430
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XII.2.

26

26
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POST-TEST
1

XH
8

26 12524 24| 26

XIIL1.

1

24 :25 24 124 26

Apartado
Alumnos

10

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
Total

% Grupal : 92 196 : 92 : 92 : 100 : 100 : 96 : 92 : 92 | 100 : 100 : 100 : 100 : 100 : 100 : 100 : 100

Sélo dos alumnos (6) y (23) tienen dificultades para resolver el sistema planteado. El

alumno (6) iguala de forma incorrecta, ya que “ignora” la “x” de la segunda ecuacion. El

alumno escribe 2x —3 = 3 en lugar de escribir 2x —3 = —x + 3. Ademas no realiza el

bosquejo de la segunda ecuacion.

El alumno (23) comete equivocos en la manipulacion algebraica. A continuacion se

reproduce su respuesta.
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2x—3=—x+3

2x+x=3-3
3x =0
x=3

De acuerdo a las observaciones de los apartados Xl y XllI, los alumnos, al parecer,
superaron una gran cantidad de dificultades en los métodos de sustitucion e igualacién, ya
que, como se manifestd en la “Sesién 7” y en la “Sesion 8”, sélo el 50% los trabaj6
correctamente en forma individual. Cabe recordar que luego del mencionado trabajo
individual, se tuvieron tareas de trabajo grupal y de trabajo individual extraclase, donde el

rendimiento de los estudiantes llega a ser del 85%.

Apartado XIV

En este apartado se pide a los alumnos que bosquejen un sistema de tres ecuaciones
lineales con dos incégnitas y determinen algebraicamente los puntos en los que se
intersectan estas ecuaciones. A continuacién se reproduce la representacion algebraica

de dicho sistema.

y=-x-2.L y
y=2x-8..L
y=x—2..Ls -

Los resultados esperados son los siguientes.
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L1 (6.4)

Li-Lo. (2,-4) .
Lo-Ls. (6,4)
(0,-2)
Ls-L;. (0,-2) 2ty
Ls '
L2

Para determinar las coordenadas de los puntos de interseccion de las rectas del sistema,
el alumno tiene que resolver los subsistemas de las ecuaciones que se intersectan en los
referidos puntos. Para esto, el alumno se puede apoyar en el bosquejo que se le solicita.
Con base a lo anterior, los puntos a evaluar son los que se muestran a continuacion. En
esta ocasion se muestran las conexiones para el bosquejo, pero no son sujetas a
evaluacion de manera particular sino, global. Los estudiantes tienen que resolverlas

correctamente.

Tabla. 5.27. Conexiones y procedimiento para el apartado XIV.

Pasos Accion
Bosquejo del sistema de ecuaciones L, L, y La.
Reconocimiento de caracteristicas algebraicas y su conversion a representacion geométrica.
Caracteristicas algebraicas - Caracteristicas geométricas
1. | Son tres ecuaciones con dos incégnitas — | Tres graficas representadas en el
representadas, estas Ultimas por “x” e “y”. plano cartesiano.
2. | Enlastres ecuaciones el exponente de la — | Son tres lineas rectas.
“x” es uno cuando la “y” esta despejada.
1 3. m; <0 - 90° < @, < 180°
4. my, >0 - 0° <a, <90°
5. my >0 - 0° <a; <90°
6. | Los coeficientes de la “x” son diferentes. — | Los angulos son diferentes
my £ m, #my Qp # a; F a3
m; # m, a; # az
7. m, = —1 - a; =135°
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Tabla. 5.27. Conexiones y procedimiento para el apartado XIV.

Pasos = Accion

8. m, > 1 > 450 < @, < 90°

9 my; =1 > a; = 45°

10. — | Lasrectas L; y L tienen el
mismo término independiente,
por lo que su interseccion con el

b =b. b eje de las ordenadas es en el
1773 2 mismo punto. Por otra parte la
interseccion con el eje de las
ordenadas de L3 es en un punto
distinto a los otros dos.

11. by =b3;<0 — | Ly yL;sse intersectan con el gje
de las ordenadas en la parte
negativa de este.

12. b, <0 — | L, seintersecta con el eje de las
ordenadas en la parte negativa de
este.

13. b, =bs; > b, — | L, se intersecta con el eje de las
ordenadas debajo de las otras dos
rectas.

2 Identificar que el punto de interseccién P; es entre las ecuaciones L; y L.
3 Identificar que el punto de interseccién P, es entre las ecuaciones L, y L,
4 Identificar que el punto de interseccidn Pz, es entre las ecuaciones L; y Lj,

En el procedimiento algebraico, el alumno puede trabajar con los métodos de igualacién y sustitucién. La
forma en que se proporcionan las ecuaciones tienen la “y” despejada. Por “economia matematica” el alumno
puede trabajar con el método de igualacion, que es el que se desglosa a continuacion.

Un procedimiento algebraico para resolver el “subsistema” L, y L, correspondiente a P;.

O O O O

O O O

Igualar las ecuaciones en la representacién algebraica.

Operar algebraicamente la ecuacion obtenida en el punto anterior.

Obtener el valor de la primera incégnita: x = 2.

El valor obtenido en el punto anterior, se sustituye en cualquiera de las ecuaciones
iniciales.

Operar algebraicamente la ecuacion obtenida en el punto anterior.

Obtener el valor de la segunda incdgnita: y = —4.

Determinar que la solucion del subsistema es: (2,-4).

Un procedimiento algebraico para resolver el “subsistema” L, y L3 correspondiente a P,.

O O O O O O O

Igualar las ecuaciones en la representacion algebraica.

Operar algebraicamente la ecuacion obtenida en el punto anterior.

Obtener el valor de la primera incdgnita: x = 6.

El valor obtenido en el punto anterior, se sustituye en cualquiera de las ecuaciones iniciales.
Operar algebraicamente la ecuacion obtenida en el punto anterior.

Obtener el valor de la segunda incégnita: y = 4.

Determinar que la solucion del subsistema es: (6,4).

Un procedimiento algebraico para resolver el “subsistema” L, y L3 correspondiente a Ps.

O

Igualar las ecuaciones en la representacion algebraica.
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Tabla. 5.27. Conexiones y procedimiento para el apartado XIV.

Pasos = Accion

o Operar algebraicamente la ecuacién obtenida en el punto anterior.

Obtener el valor de la primera incégnita: x = 0.

El valor obtenido en el punto anterior, se sustituye en cualquiera de las ecuaciones iniciales.
Operar algebraicamente la ecuacion obtenida en el punto anterior.

Obtener el valor de la segunda incdgnita: y = —2.

Determinar que la solucion del subsistema es: (0,-2).

O O O O O

8 Registrar por escrito en el bosquejo las coordenadas de Py, que son: (2,-4).

9 Registrar por escrito en el bosquejo las coordenadas de P,, que son: (6,4).

10 | Registrar por escrito en el bosquejo las coordenadas de Ps, que son: (0,-2).

Los resultados se muestran en las tablas 5.28., que se localizan renglones adelante.

Dichas tablas muestran que el rendimiento de los estudiantes va del 3% en el pre-test, al
90% en el post-test. Al parecer, nuevamente, las dificultades que muestran los

estudiantes en el pre-test son superadas en un porcentaje significativo en el post-test.

En el pre-test. Unicamente dos alumnos realizan correctamente el bosquejo, pero, no
determinan algebraicamente las coordenadas de los puntos de interseccion. Nueve
alumnos Unicamente tratan de hacer el bosquejo, pero, no lo hacen correctamente.
Quince alumnos no responden este apartado. En particular, el alumno (8) no responde
este apartado y los alumnos (17) y (24) Unicamente tratan de hacer el bosquejo, pero no

lo logran hacer correctamente.

En el post-test. Un alumno (8) obtiene las abscisas de los puntos de interseccién con base
a su bosquejo, para luego sustituir en alguna de las ecuaciones que se intersectan en
dichos puntos. Con esta accion, el estudiante muestra que decide resolver

geométricamente el cuestionamiento.

En el mismo tenor de ideas, el alumno (17) bosqueja en forma correcta las ecuaciones,

pero no determina las coordenadas de los puntos de interseccion.

Finalmente, en este apartado, el alumno (24) dibuja bien el bosquejo y determina los
puntos de interseccién algebraicamente de manera correcta, pero, a la hora de escribirlos

en el bosquejo, cambia los resultados entre dos puntos.
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Tabla 5.28.2. Resultados post-test del apartado

test del apartado

Tabla 5.28.1. Resultados pre

XIV.
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A pesar de las dificultades mencionadas anteriormente se

Observacion.

observa que:

El alumno (8) muestra una mejora, de no responder en el pre-test a

resolver geométricamente el cuestionamiento, aunque, debié de hacerlo

algebraicamente.

El alumno (17) muestra mejora ya que en el pre-test no puede hacer el
235

bosquejo correctamente y en el post-test si.



El alumno (24) muestra una mejora ya que, en el pre-test no logra hacer
correctamente el bosquejo; y en el post-test resuelve correctamente todo el

apartado, pero, al final confunde dos puntos.

Apartado XV

En este apartado, los alumnos tienen que resolver un sistema de dos ecuaciones lineales

con dos incégnitas por el método grafico. A continuacion, se reproduce el sistema.
y=—2x+1L1 y

y=x—-5...

El alumno tiene que saber que para resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con
dos incégnitas por el método gréafico, es necesario graficar cada una de las ecuaciones,
identificar el punto de interseccion y determinar las coordenadas de dicho punto. El

procedimiento que debe seguir el estudiante se explicita a continuacion.

Tabla 5. 29. procedimiento grafico para el apartado XV.

Pasos | Accion

Para graficar L.

o Determinar que el punto de interseccion con el eje de las ordenadas tiene
1 coordenadas: (0,1).
e Localizar dicho punto en el plano cartesiano.

Localizacion de otro punto.

o A partir de la ordenada al origen, localizada en el punto anterior, el alumno
2 “interpreta” el coeficiente de la “x”, pendiente (m = —2), como un punto que se
localiza dos unidades abajo y una unidad a la derecha de la ordenada al origen.
Las coordenadas de dicho punto son: (1,-1).
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Tabla 5. 29. Procedimiento grafico para el apartado XV. (continuacion).

Pasos = Accién

Trazar larecta L, sabiendo que los puntos con coordenadas (0,1) y (1, —1) pertenecen a

3 dicha recta.

Para la grafica L.

e Determinar que el punto de interseccion con el eje de las ordenadas tiene
4 coordenadas: (0, —5).
e Localizar dicho punto en el plano cartesiano.

Localizacion de otro punto.

o A partir de la ordenada al origen, localizada en el punto anterior, el alumno
5 “interpreta” el coeficiente de la “x”, pendiente (m = 1), como un punto que se
localiza una unidad arriba y una unidad a la derecha de la ordenada al origen.
Las coordenadas de dicho punto son: (1,-4).

Trazo de la recta L, sabiendo que los puntos con coordenadas (0,—5) vy (1,—4)

6 .
pertenecen a dicha recta.
e ldentificar el punto de interseccion entre las rectas Ly y L.
7 e Determinar geométricamente las coordenadas del punto de interseccion,

utilizando la cuadricula del plano cartesiano, que se le proporciona en este
apartado, dichas coordenadas son: (2, —3).

Los resultados se muestran en las tablas 5.30., que se encuentran renglones adelante.

Dichas tablas muestran que el rendimiento de los estudiantes va del 18% en el pre-test, al
93% en el post-test. Al parecer, nuevamente, las dificultades que muestran los

estudiantes en el pre-test son superadas en un porcentaje significativo en el post-test.

En el pre-test. Veinte alumnos no contestan. Seis alumnos realizan todos los pasos
correctamente, pero, no determinan las coordenadas del punto de interseccién. En
particular, los alumnos (1) y (24) no responden y el alumno (6) trata de contestar, pero, no

traza correctamente las rectas ni determina las coordenadas del punto de interseccion.

En el post-test. El alumno (1), graficé las ecuaciones considerando las pendientes con
signo contrario, por lo que el resultado fue errbneo. Cabe mencionar que este alumno, en

todos los demas apartados bosquejé las pendientes correctamente.

El alumno (6) descuida la localizacion de los puntos y el trazado de las rectas, lo que tiene
como consecuencia que las rectas no se intersecten en el punto (2,—3), sino que se

intersecten en un punto cuyas coordenadas son (3, —3).
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El alumno (24) grafica bien las rectas, pero no localiza el punto de interseccion, ni

identifica sus coordenadas. Resuelve el sistema algebraicamente de forma erronea y

reporta el resultado que obtiene (6,1).

Tabla 5. 30.1. Resultados pre-test del apartado XV.
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Tabla 5. 30.2. Resultados post-test del apartado XV.

Apartado XV POST-TEST "
- 2 2
3 g
3 =
g =
S
Alumnos 1 2 3 4 5 6 7
1 000 0:0 0 0 0 0 0
2 101 1 i1 i 7 100
3 1 101 11 111 7 100
4 1 1 1 1 1 1 1 7 100
5 1 1 1 1 1 1 1 7 100
6 1900 1 :0:0:0 2 29
7 1 101 11 111 7 100
8 1 1 1 1 1 1 1 7 100
9 1 1 1 1 1 1 1 7 100
10 1 101 i1 1 111 7 100
11 1 101 i1 1 111 7 100
12 1 1 1 1 1 1 1 7 100
13 1 1 1 1 1 1 1 7 100
14 1 1 1 1 1 1 1 7 100
15 BEEEEEEEEEEE 7 100
16 BEEEEEEEEEEE 7 100
17 1 101 1 1 111 7 100
18 1 101 1 1 111 7 100
19 1 101 1 111 7 100
20 BEEEEEEEEEEE 7 100
21 101 1 1 7 100
22 1 101 1 1 111 7 100
23 1 101 1 1 111 7 100
24 1 101 1 110 6 86
25 101 1 1 7 100
26 101 1 111 7 100
Total 25 24 24 25 24 24 23 169
%Grupal 96 | 92 92 96 92 92 88 93

Observacion. El alumno (1) no responde en el pre-test y, en el post —test
traza las rectas considerando las pendientes con signo contrario. A pesar
del equivoco antes sefialado, el alumno pasa de no responder; a intentar

resolver el cuestionamiento, graficando e identificando el punto de

interseccion.
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El alumnos (6) responde incorrectamente en las dos pruebas. En el pre-test
no determina las coordenadas del punto de interseccion; y en el post-test si

las determina, con el error antes sefalado.

El alumno (24) no responde en el pre-test y, en el post-test realiza la grafica
correctamente, pero no localiza el punto de interseccion. A pesar del
equivoco antes sefialado, el alumno pasa de no responder; a trazar la

grafica correctamente.

Apartado XVI

En este apartado, se pide al alumno que resuelva graficamente un sistema de dos
ecuaciones con dos incégnitas: una lineal y una cuadratica. Se proporciona la grafica de

la ecuacién cuadrética. El sistema se reproduce a continuacion.

Representacion algebraica Representacidén geométrica

y=x?>-3...s [y

y=x- 1...L2

Aunque el presente estudio se centra en sistemas de ecuaciones lineales con dos
incognitas, se considera pertinente preguntar por este sistema de ecuaciones cuadraticas,
a fin de explorar en qué medida los estudiantes pueden llevar a cabo una transferencia: el
punto en el que se intersectan las ecuaciones es el punto de solucién de un sistema de
ecuaciones con dos incégnitas, independientemente que estas sean lineales o

cuadraticas.

En principio, se puede decir que el alumno sabe que para resolver un sistema de

ecuaciones lineales con dos incognitas por el método gréafico, es necesario graficar las
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ecuaciones, localizar el punto de interseccién y determinar las coordenadas de dicho

punto.

Para dar respuesta a esta pregunta el alumno tiene que considerar (aceptar) que el
procedimiento gréafico para resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas,
es factible de aplicarlo para resolver un sistema como el que se le presenta. Lo cual
implica que el alumno, debe graficar L,, localizar los puntos de interseccion entre las
graficas de las ecuaciones y determinar las coordenadas de dichos puntos de

interseccién, que a saber son: (-1 —-2) y (2,1).

El trabajo en la representacion geométrica se presenta en la siguiente tabla.

Tabla 5.31. Procedimiento para resolver el apartado XVI.

Pasos @ Accion

Para graficar L,

Localizacion de un punto de L,.

1 e Determinar que el punto de interseccién con el eje de las ordenadas tiene coordenadas:
(0,—1).
e Localizar en el plano cartesiano dicho punto.

Localizacion de otro punto que pertenece a L.

o A partir de la ordenada al origen, localizada en el punto anterior, el alumno “interpreta” el

2 coeficiente de la “x”, pendiente (m = 1), como un punto que se localiza una unidad arriba
y una unidad a la derecha de la ordenada al origen. Las coordenadas de dicho punto son:
(1,0).

3 Trazar la recta L,, sabiendo que los puntos (0,-1) y (1,0) pertenecen a dicha recta.

Para resolver el sistema

Localizar y determinar graficamente, utilizando la cuadricula, que las coordenadas de un punto son

4 (1),

. Localizar y determinar graficamente, utilizando la cuadricula, que las coordenadas del otro punto
son (2,1).

Los resultados se muestran en las tablas 5.32., que se encuentran renglones delante.

Dichas tablas muestran que el rendimiento de los estudiantes va del 2% en el pre-test, al
86% en el post-test. Al parecer, nuevamente, las dificultades que muestran los

estudiantes en el pre-test son superadas en un porcentaje significativo en el post-test.

En el pre-test. Veinticinco alumnos no responden. El alumno (18) traza bien la recta L,,

pero no determina las coordenadas de los puntos de interseccion.
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Tabla 5.32.2. Resultados post-test del apartado

Tabla 5.32.1. Resultados pre-test del apartado

XVI.

XVl POST-TEST
3

XVI.

XVl PRE-TEST

ouwine Jod %

100
100
100
100
100
100

100
100
80
100
40

100
100
60
100
100
100
100
80
100
40

80
100
80
80

86

SOpaI0. ap [e10 |

112

1

24 25123 19 21

Apartado
Alumnos

10
1"

12
13
14
15
16
17
18
19
20

21

22
23

24

25

26
Total

% Grupal : 92 196 : 88 : 73 | 81

ouwnie 1od %

0
0
0
0
0
60

0
0
0
0
0
0
0
0

Sopaloe ap [e10 |

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0

2:3:14:5

1

1

N:NIN'NIN: O
NIN:N:N'N
NIN:N:N'N
NIN:N:N'N
NiN:N:NN
N:N:N: NN
NIN:N:N'N
NIN:N:N'N
NIN:N:N'N
NiN:N:NN
NIN:N:N'N
NIN:N:N'N
NININ:NIN
NININ:NIN
NIN:N: NN
NININ:NIN
NININ:NIN

NININ: NN
N:NIN:N:N
NININ: NN
NININ: NN
NININ: NN
NININ: NN
N:NIN:N:N
NININ: NN

1

4 4:4:00

Apartado
Alumnos

1

3
4
5
6

8

10

1

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
Total

% Grupal

En el post-test. Algunas dificultades se muestran a continuacion.

Un alumno (7) no traza la grafica de L, ni logra plantear las ecuaciones para

resolverlo.
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e El alumno (12) traza la gréfica de L, pero no resuelve el sistema geométricamente,
sino, lo intenta resolver, algebraicamente aplicando el método de igualacién donde
comete errores algebraicos. No obstante lo anterior, es posible decir que el
estudiante intenta transferir en la representacion algebraica aunque con sus
limitaciones.

e El alumno (15) traza correctamente la grafica de L,, pero no localiza ni determina
correctamente los dos puntos de interseccion, sélo reporta una coordenada de
cada uno de los puntos.

e El alumno (26) traza correctamente la gréafica de L,, determina correctamente las
coordenadas del punto (-1,-2), sin embargo, para el otro punto determina que las

coordenadas son (2,2) en lugar de (2,1).

Apartado XVII.

En este apartado, el alumno tiene que resolver el problema que se reproduce a

continuacion.

Una empresa que vende seguros por via telefénica, tiene dos planes de pago para sus
empleados. El plan “A” paga una comision de $10.00 pesos por cada seguro vendido, mas
$70.00 pesos diarios. En el plan “B” solamente paga una comision de $20.00 pesos por

cada seguro vendido.

a) Escribe una ecuacion que represente al plan de pago “A” y, otra para el plan “B”. Considera

€600 [ L)

x” como numero de seguros vendidos e, “y” como los pesos de pago.
b) ¢Para cuantos seguros vendidos, ambos planes pagan la misma cantidad?

c) Siun empleado espera vender cinco seguros diarios, ¢qué plan le conviene para contratarse?

A pesar de que en las 49 tareas no se resuelven problemas fuera del contexto
matematico, el modelo de aprendizaje con comprension de Hiebert y Carpenter (1992),
sefiala, que la compresion mejora la transferencia. Por esta razon, se decide explorar la
forma en la cual los estudiantes enfrentan el problema arriba citado. Para resolver el

problema algebraicamente, el alumno debe:

e en elinciso a), traducir del lenguaje natural al lenguaje algebraico cada uno de los
planes de pago;
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e en elinciso b), resolver el sistema de ecuaciones por cualquier método;
e en el inciso c), sustituir en cada una de las ecuaciones el nUmero de seguros

proporcionado y determinar en cual de ellos se paga mas.

A la luz de lo anterior, las respuestas a evaluar se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 5.33. Respuestas para el problema del apartado XVII.

Pasos | Respuesta

Para el inciso a).

1 Ecuacion para el plan A: y = 10x + 70

2 Ecuacion para el plan B: y = 20x

Para el inciso b).

3 Resolucién del sistema.

4 Determinar que el nimero de seguros con el cual los dos planes pagan lo mismo x = 7.

Para el inciso c).

5 Calcular que con el plan A obtiene $120.00 con cinco seguros vendidos.

6 Calcular que con el plan B obtiene $100.00 con cinco seguros vendidos.

7 Determinar que le conviene el Plan A, dado que 120 > 100.

Los resultados se muestran en las tablas 5.34., que se localizan renglones adelante.

Las tablas muestran que el rendimiento de los estudiantes va del 12% en el pre-test, al
87% en el post-test. Al parecer, nuevamente, las dificultades que muestran los

estudiantes en el pre-test son superadas en un porcentaje significativo en el post-test.

En el pre-test. Diecisiete alumnos no responden. Nueve alumnos responden con varios

equivocos. En particular, los alumnos (12), (17) y (24) no responden.

En el post-test. Algunas dificultades que se presentaron son: i) el alumno (12) plantea bien
las ecuaciones, pero no las resuelve; ii) el alumno (17) no contesta; iii) el alumno (24),
plantea bien las ecuaciones, pero, no resuelve el sistema de ecuaciones, al parecer hace

los calculos mentalmente para responder el inciso c).

Observacion. El alumno (12) pasa de no responder, a plantear bien las
ecuaciones. El alumno (17) no responde en ninguna de las dos pruebas. El

alumno (24) pasa de no responder, a plantear bien las ecuaciones.
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Tabla 5.34.2. Resultados post-test del apartado

Tabla 5.34.1. Resultados pre-test del apartado

XVII.

XVII.

ouwinie Jod %

100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
29
100
100

14
Al

100
100
100
100
100
100
43

100
100

87

SOaI0. 8p [e10

158

23

88

21

81

POST-TEST

XVl
2

1

N NIN NIN:NIN

256:24122:22° N

96 :92 :185:85 81

Apartado
Alumnos

10
1"

12
13
14
15
16
17
18
19
20

21

22
23

24

25

26
Total

% Grupal

ouwnie 1od %

71

29

0
0
0
0
0
86
"

0

14

29
0
0

Sopaloe ap [e10 |

2

0
0
0
0
0

0

0
0

0

0

0

0

0

0
0

PRE-TEST

NIN:NININ

XVII
2:3:4. 5

0:0:0:0

1

0:0:0:0

0:0:0:0
0:0:0:0

5

1

NiINININ:NININ

NINININ:NININ

NINININ:NININ

NiINININ:N:NIN

0

NINININ:NININ

NINININ:NININ

NINININ:NININ

NIiNININ:NININ

NINININ:NININ

N N NIN-NIN:N

N N NIN-NIN:N

N N NIN:NIN:N

N N NIN-NIN:N

N N NIN-NIN:N

0

N N NIN-NIN:N

0
0

N N NIN:NIN:N

N N NINNIN:N

5

19:19:0:4:12 12:15

Apartado
Alumnos

1

3
4
5

8

10

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
Total

% Grupal

Hasta este punto se han mencionado los resultados generales de las pruebas diagnéstica

y sumativa. En la seccion siguiente (Casos especiales), se presenta el desempefio

mostrado por cinco alumnos, a lo largo de los diecisiete apartados que constituyen el

post-test.
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Casos especiales

A continuacibn se mencionan algunos pormenores de cinco alumnos; tres de ellos
presentan algunas dificultades a lo largo de los apartados en el post-test, y dos alumnos

gue tuvieron avances significativos entre el pre-test y el post-test.
Algunas dificultades que tuvo el alumno (6) en el post-test.

En el apartado I, que corresponde a la conversién de la representacion geométrica a la
algebraica de tres sistemas, no identifica correctamente la pendiente de la ecuacion L, del
sistema 2. Escribe un coeficiente de “x” positivo, siendo que es negativo, ademas la

explicacion que escribe no es correcta. Se muestra su respuesta.

Figura 5.2. Respuesta erronea del alumno (6) del apartado I.

Sistema 2. | T T T
p )*:'.Sx-% f\.’,
L1 y L ;’C\'g‘j\_g 4 Salbe G San
=k s A& * bt gue don
LT AN CHEHET 3 )
i Xy
Posteriormente responde correctamente los apartados 1l y IlI (conversion de la

representacion algebraica a la geométrica y relacién entre la representacion algebraica de
sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas con la descripcion de su bosquejo).
Sin embargo, en el apartado IV, al proponer un sistema de ecuaciones con solucién Unica,
escribe un sistema con rectas paralelas; y al proponer un sistema sin solucion, escribe un

sistema que tiene solucion Unica, como se muestra en la figura 5.3.
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Figura 5.3. Respuesta erronea del apartado IV.

Situacién 1. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas que tiene solucion tnica.
P
Representacion algebraica Bosquejy/‘
~ ¥ !/ / g
yi= R+ )
e
Y xX+3 y.

Explicacign.

: \e\as

Son PoNale W

Sitacién 2. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas sin solucién.

Jk
Representacion algebraica Bosquejo
= & 43
2= L x -2 3
Y EX T . b
F_’_/m.:-ﬂ"' a
/
7
Explicacién.
Son l,cg i\ﬂf £ renr  en Cuaiﬂdxr Puvvfg .

Posteriormente en el apartado V.1., donde tiene que identificar algunos puntos que son
solucion para algunas de las ecuaciones y sefialar el punto de solucién de un sistema de
cinco ecuaciones lineales con dos incognitas. El alumno identifica correctamente los
puntos que son solucién para las ecuaciones y sefiala correctamente el punto de solucién

del sistema. A continuacién se reproduce dicho sistema.

Representacion algebraica del Representacion geométrica del sistema de
sistema de ecuaciones ecuaciones
y=2x—4..1L Ly y L1
y=x—-1..1, L
y=—X + 5L3 \
1
y——§x+3...L4 R

IV‘

y=§x+1 ...Ls
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Sin embargo, al contestar las condiciones que debe cumplir un punto, para que sea
solucién de un sistema en la representacion geométrica, el alumno sefala “que salga el
mismo resultado cuando la sustituyes”. Parece ser que en el apartado IV y en la respuesta
anterior, el alumno, no ha hecho las relaciones correspondientes para contestar que, en la
representacion geométrica de un sistema, el punto donde se intersectan todas las rectas,
es el punto de solucién.

Figura 5.4. Respuestas del alumno (6) para el apartado VIII.

Sistema en su representacion algebraica. Sistema en su representaciéon geométrica.
y=2x-6..L =
N
y=—%x+4_,,l_3 L2
= —3x +
y 3Ix+ 4...La vi
1
y——;x-—]...L., .
B 2)- e ¥y =- '5(()3 +4 Pa( -2)
Vo @ \/ e “ N ~>
/ B
Punto de RL""ji“?n‘:S Abscisa del punto de | Ordenada del punto Explica como calculaste la abscisa u
interseccion T o nterseccion de interseccién ordenada del punto de interseccion
.................... e ot R PR AR (SRR | IR
),, I Lo %\;.ﬂ\\u \j (‘w\do \OS
P : A (J’ Val°‘<h' ) (e ig !
1 e tUG.Lloney
lg = SU-)\' "U ev\do lm§
- : ! O 4 Naler e 7
Iy f§
0eS
_________________ ______,X_.___ R A RS S P AR S R ___..__‘.\t_c,f‘_%f._,_ ,!:,f}_‘l_?j_!___.,
\"*"‘/":jl"‘\ T TR Sus \I\Xu)w\da l:”
i - — v? ' G
2 \ A l‘ e\ o
\,\\___,./’ G ¢ 1o (-

En el apartado VIII, se puede observar que el alumno, tiene dificultades en identificar las
ecuaciones que se intersectan en el punto P3 y en calcular la abscisa de dicho punto. Se

muestran sus respuestas en la figura 5.4.

Como se puede observar, en el punto P3 no identifica que la ecuacion que se cruza es Ls
y no L,, como él lo sefiala. Ademas tampoco hace el intento de sustituir la ordenada de
ese punto en cualquiera de las tres ecuaciones que se intersectan, para calcular la

correspondiente abscisa, simplemente escribe -2.

Posteriormente, el alumno responde correctamente en el apartado XI, donde sin resolver
los sistemas sefalados debe de indicar, cual tiene solucién Unica, cuél no tienen solucién

y, cudl tiene una infinidad de soluciones.
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El alumno responde correctamente los apartados IX, X, Xl y Xll, sin embargo vuelve a
presentar una dificultad en el apartado Xlll.1., donde no puede resolver correctamente un
sistema de ecuaciones lineales por el método de igualacién y tampoco dibuja el bosquejo,
sin embargo, describe de manera correcta en qué consiste el método de igualacion, a

continuacion se reproduce el error algebraico que escribe.

Para el sistema de ecuaciones: y=2x—-3..L

y=—x+3..L

Cuando iguala las ecuaciones, lo hace de forma
incorrecta, ya que se le “olvida” escribir la “—x” de la 2x—3=3
segunda ecuacion L.

Aunque posteriormente los pasos algebraicos los realizo correctamente, sus resultados

son erroneos.

Para el apartado XIV, el alumno determina los puntos de interseccion de las ecuaciones
del sistema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas basicamente por medio del

bosquejo, a pesar de que la indicacion es que se determinen algebraicamente.

Posteriormente trabaja de forma aceptable en los apartados XV y XVI. Y finalmente, el
estudiante nuevamente se recupera de sus errores y resuelve correctamente el apartado
XVII, que es el problema de aplicacion, donde bosqueja correctamente, resuelve el

sistema y contesta los incisos.

Al revisar las tareas individuales del alumno, existen inconsistencias del mismo tipo:
algunas de las conversiones no las hace correctamente, algunas de sus respuestas no
corresponden a lo esperado, no corrige una buena parte de los errores que comete en

trabajo individual.

De acuerdo a la forma en que opera las representaciones externas, podemos suponer
gue internamente no ha establecido correctamente sus representaciones ni las relaciones
entre estas, en las representaciones algebraica y geométrica, asi mismo no puede hacer

correctamente algunas conversiones entre una representacién y otra.
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Sin embargo, Hiebert y Carpenter (1992) sefialan que el crecimiento de las redes de
conocimiento se puede caracterizar como cambios en las mismas. La mejor forma de
describir los cambios en las redes es como reorganizaciones, nuevas conexiones son
formadas, y viejas conexiones pueden modificarse o abandonarse. Es de interés especial
que las conexiones erroneas se “abandonen”, a fin de que sean “sustituidas” por otras que
sean correctas. Es probable que el alumno, se encuentre en un periodo de cambios y
reorganizacion de su red de conocimientos, ya que unas veces manipula correctamente

las representaciones externas y otras no.

Algunas dificultades que tuvo el alumno (17) en el post-test.

Este alumno resuelve de manera correcta los ejercicios de los apartados del | al VI, los
cuales consisten en: conversion entre las representaciones algebraica y geométrica,
relacion de sistemas entre su representacién algebraica con la descripcion de su
bosquejo, proposicién de sistemas con diferentes caracteristicas, identificacién de puntos

de solucién y, complemento de coordenadas.

Sin embargo, empieza a cometer errores a partir del apartado VIIl.1., en este apartado
tiene que completar la coordenada faltante de los puntos de interseccién del sistema que

se reproduce a continuacion.

Sistema en su representacion algebraica. Sistema en su representacion geométrica.
y=2x—-6..L1L
1
y= —EX +4 L2
y=-3x+4..1;

y= —%x—l .

Este alumno, escribe que la coordenada que se muestra en el bosquejo se puede sustituir
en cualquiera de las ecuaciones que pase por ese punto, lo cual es correcto. Sin

embargo, a la hora de trabajar con el punto P, hacer la sustitucion de la abscisa (x = 4)
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en la ecuacion L, y calcular el valor de la ordenada, no lo hace correctamente. En seguida

Se muestra su respuesta.
y=2(4)-6..L
y=-2

Lo anterior, exhibe las dificultades que tiene este estudiante al realizar operaciones con

los nimeros enteros.

Comete un error similar para el calculo de la ordenada del punto P,, dada la abscisa

(x = 0), al sustituir en la ecuacién L3, el alumno no multiplica por cero y anota:
y=-34+4=1,enlugarde y = —-3(0) + 4 = 4.

Cabe aclarar, que a pesar de estos errores, el alumno contesta adecuadamente las otras
preguntas que se hacen en el apartado, es decir, identifica correctamente las ecuaciones

gue se intersectan en cada punto.

El apartado IX.1., donde se presenta un sistema de dos ecuaciones cuadréticas, y se
proporcionan las abscisas de los puntos de interseccion para que se calculen las
ordenadas, el alumno no lo trabaja. Sin embargo, sefiala correctamente que existen dos
maneras de calcular las ordenadas en cada punto: con L; y con L,. Se muestra el sistema

del que se hace referencia.

Sistema en su representacion algebraica. Sistema en su representacion geométrica.

y=x2-2.1L, Ty
. Lal I.-'
y = —EX2+4-...L2 \ |

En apartado XII.1., vuelve a cometer un error del tipo algebraico, el cual se mencion6 en

el andlisis correspondiente a dicho apartado, sin embargo se vuelve a mostrar para su
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consideracion. En este ejercicio, el alumno debe resolver el sistema siguiente por el
método de sustitucion.

y=2x—-3..L

x=—-y+3..L
Respuesta del alumno

x=—2x—-3)+3

x=-2x+3+3

Como se puede ver, el alumno no suma correctamente 2x en ambos lados de la ecuacion.

Sin embargo, para el apartado XII.2., describe correctamente el método de sustitucion.

El alumno resuelve sin mayor problema el apartado Xlll que consiste en resolver un

sistema por el método de igualacién y describir en que consiste el método.

Para el apartado XIV, donde tiene que bosquejar y encontrar las coordenadas de los
puntos de interseccion de las ecuaciones de un sistema de tres ecuaciones lineales con
dos incégnitas, el alumno, bosqueja las ecuaciones correctamente, pero, no lo resuelve

algebraicamente ni por el método grafico.

Posteriormente, resuelve sin dificultad los apartados XV y XVI, que consisten en resolver
graficamente dos sistemas uno con dos ecuaciones lineales y el otro con una ecuacion

cuadratica y una lineal.

Finalmente, el alumno no responde en el apartado XVII, el cual consiste en el problema

de aplicacion.

Como podemos ver, el alumno tuvo problemas con las operaciones de los nameros
enteros y con operaciones algebraicas basicas. Este alumno no completa las
coordenadas en el sistema cuadratico (apartado 1X), ni resuelve el problema de
aplicacion. Sin embargo, la mayoria de los apartados los contesta correctamente, por lo
que, el alumno puede: realizar las conversiones de las representaciones algebraica y
gréfica, localizar graficamente los puntos de interseccion de las ecuaciones, y determinar
sin resolver algebraicamente coémo es el comportamiento de las ecuaciones en un sistema

lineal. Su gran obstaculo es la poca destreza para operar algebraicamente.
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Algunas de las dificultades que tuvo en alumno (12) en post-test.

Como se muestra a continuacion, el alumno tuvo dificultades en el sistema 3 del Apartado
I, donde tiene que convertir de la representacion geométrica a la algebraica. A

continuacion se transcribe la respuesta del alumno.

Figura 5.5. Respuesta del alumno (12) correspondiente al apartado 1.

Sistema 3
Representacion geométrica Representacion algebraica Explicacion
Respuesta del alumno Respuesta del alumno
7,
[ y, = —§x1 2.1, Para que se intersecten en el eje
L “y”, su ordenada al origen es la
) Y2 ==2% =21 misma.

Como se puede observar en la figura anterior, el alumno (12) escribe incorrectamente la
representacion algebraica asociada al sistema que se le muestra, el equivoco es la
respuesta correspondiente a los coeficientes (pendientes). La explicacion es incompleta,
solo justifica lo que corresponde a los términos independientes y nada menciona sobre las

pendientes.

Posteriormente trabaja correctamente los apartados IlI, I, IV, V y VI, los cuales
corresponden a los cuestionamientos de: conversion de la representacion algebraica a la
geométrica, relaciébn entre representaciones algebraica y geométrica de sistemas de
ecuaciones lineales con dos incognitas, proposicion de sistemas de ecuaciones lineales
con dos incégnitas con diferentes situaciones, un punto en la representacién geométrica
como solucién de un sistema, una pareja ordenada como solucion de un sistema en la

representacion algebraica.

En el sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas que se muestra en sus

representaciones algebraica y geométrica del apartado VII.2., donde el estudiante tiene
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gue calcular las ordenadas de tres puntos que se encuentran sobre las rectas y escribir el
namero de formas que hay para calcular dichas ordenadas. El alumno (12) vuelve a
presentar otro equivoco. A continuacion se muestra el sistema en cuestion y el equivoco

mencionado.

Representacion Algebraica. Representacion geométrica.

y=2x—2Ll L

y=—x+7...L,

El alumno (12) calcula correctamente las ordenadas de los puntos, P; (1,6), P, (3,4), P3
(2,2). Sin embargo a la hora de contestar el nimero de formas que hay para calcular las
ordenadas de los puntos, menciona que: “para P; hay una forma con la ecuacion L,, para
P,, hay una forma con la ecuacién L, y, para P; hay dos formas con las ecuaciones L; y
L,”. Al parecer este estudiante confunde los altimos dos puntos (P, y P3) en virtud de que
para P, hay dos formas con las ecuaciones L; y L, y, para Pz hay s6lo una forma con la

ecuacion L;.

Posteriormente, en el apartado VIII.1., el cual se muestra enseguida, donde se pide
completar las coordenadas faltantes de los puntos de interseccién, el alumno (12)

presenta un error algebraico.

Sistema en su representacion algebraica. Sistema en su representacion geomeétrica.

y=2x—6..1 L)

1 Lz
y= —Ex+4 ...Lp

y=-3x+4.1L; Ls

y = —ix— 1...1Ly
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El equivoco algebraico que se detecta es en al momento de calcular la abscisa del punto
Ps, con la ecuacién Lz. A continuacion se transcribe el procedimiento algebraico que

escribe el mencionado alumno.

y=-3x+4
x:y__4

3

-2-4
X =

3
x=-2

El despeje de “x” puede quedar de las siguientes dos formas equivalentes:

_y—4 _—yt+4
R T3

Como se puede observar el alumno combina los dos despejes anteriores, Parece ser que

el haber procedido mentalmente, lo lleva a cometer este error. El resto de las

coordenadas de los puntos las determina correctamente.

El alumno que nos ocupa, responde bien de los apartados IX al XV. Pero, vuelve a
equivocarse en el apartado XVI donde se pide resolver un sistema de dos ecuaciones,
una lineal y una cuadrética, por el método grafico. En el instrumento se proporciona un
plano cartesiano con cuadricula y la gréfica de la ecuacion cuadrética. A continuacion se

muestra la respuesta del alumno.

Figura 5.5. Respuesta del alumno (12) para el apartado XVI.

y=x2-3..L,
y=x—-1.1L,
2 {
K e iz K
X=-1%+3
e 1
\ X - 7—\
: ‘{fz'! 1
Y= 2.~
™ = ||
Explicacién. \/’/"_X wal
o\ 3 o) me¥odo de \)C\\(*O.?m.
Cealice & ™ r los CoOTDENd 4as.
pora €’.V\L00—¥fu i
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El alumno, traza bien la grafica de la ecuacion L, utilizando la cuadricula. Pero en lugar
de determinar graficamente los puntos de interseccion, realiza el método algebraico de
igualacion de forma incorrecta. El tratamiento algebraico que lleva a cabo es que reduce

términos que no son semejantes (x? — x = x).

Sin embargo, al margen del error algebraico, el alumno logra “transferir’ que para
encontrar las coordenadas se puede utilizar el método de igualacion independientemente

del grado de las ecuaciones.

En el apartado XVII, que es el problema de aplicacion, el alumno plantea de manera

correcta las ecuaciones, pero no resuelve el problema.

Cabe mencionar, que al margen de la problematica algebraica del alumno, contesta
correctamente la mayoria de los cuestionamientos como son: conversion entre las
representaciones, identificacibn de ecuaciones que se intersectan en un punto
determinado, resolucién del sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas. El
desempefio que muestra el alumno (12) a lo largo de los cuestionamientos del post-test
nos permite afirmar que dicho alumno “comprende satisfactoriamente” el objeto

matematico sistemas de ecuaciones lineales.

Algunos avances que tuvo el alumno (5)
El alumno (5) corresponde a los que casi ho tuvieron dificultades en el post-test.

En el primer apartado que trata de la conversién de la representacién geométrica a la
algebraica, en el pre-test no contesta. Sin embargo, en el post-test contesta
adecuadamente la conversion de los tres sistemas. Este es un caso que no apoya lo
mencionado por Leinhardt, Stein y Zaslavsky (1990), quienes sefialan que la conversion
de la representacién geométrica a la algebraica presenta mayor dificultad para los

estudiantes, que la conversion inversa.

En el apartado I, realiza las conversiones de los sistemas de la representacion algebraica

a la geométrica correctamente en ambas pruebas.

En el apartado Ill, que consiste en relacionar sistemas en su representacion algebraica
con la descripcion de bosquejos que sean factibles de asociarseles, el estudiante contesta

correctamente en ambas pruebas. Sin embargo, las explicaciones que escribe en el pre-
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test no son precisas, pero en el post-test, las explicaciones las escribe con argumentos
gue se promueven en la instruccion: similitudes y diferencias entre coeficientes y términos

independientes.

En el apartado 1V, donde se tienen que proponer tres sistemas de ecuaciones lineales con
dos incOgnitas en sus representaciones algebraica y geométrica, en los cuales uno tenga
solucién unica, el otro no tenga solucion y, el tercero tenga infinidad de soluciones, el
alumno no contesta en el pre-test y en el post-test contesta correctamente. En este punto
se observa una mejora significativa en el desempefio del estudiante. En el post-test logra
establecer, por ejemplo, conexiones tales como: similitudes y diferencias entre pendientes
y ordenadas al origen, el punto de interseccion como punto de solucion y, la conversion
de la representacion geométrica a la algebraica, entre otros aspectos. Esto le permite

contestar con éxito todas las preguntas de este apartado.

En el apartado V, donde se trata de reconocer que, i) en la representacién geométrica,
cuando una recta pasa por un punto, la pareja ordenada de dicho punto es solucién de la
ecuacion algebraica asociada a dicha recta y, ii) que la solucién de un sistema es el punto
donde se intersectan todas la rectas, el alumno no contesta en el pre-test y el post-test

contesta correctamente.

Los apartados VI, VII, VIII, IX, X, y Xl, los cuales que tratan de: determinar que la pareja
ordenada es solucion de un sistema cuando satisface todas las ecuaciones del mismo,
completar coordenadas de puntos de interseccion de dos sistemas lineales y uno
cuadratico, determinar las caracteristicas de tres sistemas de dos ecuaciones lineales con

dos incégnitas. El alumno los contesta correctamente en ambas pruebas.

En el apartado XIl, donde se tiene que resolver un sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas por el método de sustitucién y describir en que consiste dicho método.

En alumno no contesta en el pre-test pero en el post-test contesta correctamente.

En el apartado XIII, donde el alumno tiene que resolver un sistema de ecuaciones lineales
por el método de igualacion y escribir en que consiste dicho método, en el pre-test tiene
un error algebraico y en el post-test lo hace correctamente. En ambos casos describe

adecuadamente en que consiste el método de igualacion.

En los apartados XIV, XV, XVI y XVIl, que consisten en: determinar las coordenadas de
los puntos de interseccidén de un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas,

resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas por el método gréfico,
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resolver graficamente un sistema de dos ecuaciones una lineal y una cuadratica con dos
incognitas y, resolver un problema de aplicacion, respectivamente. El alumno no los

contesta en el pre-test, pero en el post-test contesta todos correctamente.

Algunos avances del alumno (13)

En los apartados | y Il, que consisten en: la conversion de sistemas de la representacion
geométrica a la algebraica y viceversa, el alumno presento dificultades en el pre-test, pero

en el post-test realiza las conversiones correctamente.

En los apartados Ill, V, VI, VII, VIII, IX.1 y X, que consisten en: relacionar sistemas en su
representacion algebraica con la descripcion de su bosquejo, identificar la solucion de un
sistema en su representacion geométrica como el punto donde se intersectan todas sus
ecuaciones, determinar que una pareja ordenada es solucion de un sistema cuando
satisface a todas las ecuaciones, completar coordenadas de puntos de interseccion en
sistemas de dos y tres ecuaciones lineales, y completar las coordenadas de los puntos de
solucion de un sistema de dos ecuaciones cuadraticas. El estudiante no muestra equivoco

alguno en ambas pruebas.

En el apartado IV, donde se pide que se escriban sistemas de dos ecuaciones lineales
con dos incAgnitas con solucién Unica, sin solucién y con infinidad de soluciones en las
representaciones algebraica y geométrica, el alumno, no contesta en el pre-test, y en el
post-test no presenta error alguno, en este caso se observa que el alumno realiza las
conexiones correctas para establecer las caracteristicas de las ecuaciones de los

sistemas en sus representaciones algebraica y grafica.

En el apartado VIII.2. y IX.2., donde se tiene que explicar que para el célculo de la abscisa
u ordenada de algin punto de intersecciébn se pueden utilizar cualquiera de las
ecuaciones que se intersectan en dicho punto, el alumno no contesta en el pre-test, pero

en el post-test sus respuestas son adecuadas.

Para el apartado XI, donde sin resolver los tres sistemas de ecuaciones lineales que se le
muestran en la representacion algebraica, se tiene que sefialar el que no tiene solucién, el
gue tiene infinidad de soluciones y, el que tiene solucién Unica, el alumno no contesta en

el pre-test, pero en el post-test contesta correctamente.
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Los apartados Xll y XIlI (resolver sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas
por los métodos de sustitucion, de igualacién y describir detalladamente en qué consisten
dichos métodos), XIV (determinar las coordenadas de los puntos de interseccién de un
sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas), XV (resolver un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas por el método grafico), XVI (resolver un sistema de
dos ecuaciones, una lineal y una cuadrdtica con dos incognitas graficamente) y XVII
(resolver un problema de aplicacién), el alumno no los contesta en el pre-test, pero en el

post-test sus respuestas son satisfactorias.

Lista de resultados por alumno

Para finalizar esta seccion, se presenta una tabla que indica el rendimiento en porcentaje,
de cada uno de los estudiantes en el pre-test y en el post-test; asi mismo se muestra una

columna que indica el incremento en porcentaje alcanzado por cada uno de ellos.

Tabla 5.35. Resultados generales en porcentaje, por

alumno.

Alumno Pre-test Post-test Incremento
1 49.0 96.5 +47.5
2 41.6 96.5 +54.9
3 45.0 98.5 +53.5
4 16.8 98.0 +81.2
5 50.5 98.0 +47.5
6 26.2 88.1 +61.9
7 36.1 96.5 +60.4
8 10.9 88.6 +77.7
9 134 99.5 +86.1

10 28.7 99.5 +70.8
11 44.6 100.0 +55.4
12 12.9 92.1 +79.2
13 46.0 100.0 +54.0
14 421 93.6 +51.5
15 25.2 82.2 +57.0
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Tabla 5.35. Resultados generales en porcentaje, por
alumno. (continuacion).

Alumno Pre-test Post-test Incremento
16 24.3 99.0 +74.4
17 17.3 87.6 +70.3
18 65.8 90.6 +24.8
19 3.5 93.6 +90.1
20 19.8 91.1 +71.3
21 38.1 95.5 +57.4
22 29.2 96.0 +66.8
23 20.3 89.6 +69.3
24 40.6 94.6 +54.0
25 35.6 99.5 +63.9
26 31.7 99.5 +67.8

De acuerdo a los resultados de la tabla anterior, podemos sefalar algunas observaciones:

e el alumno (19) obtiene el menor porcentaje de rendimiento en el pre-test (3.5%)
pero en el post-test alcanza el 93.6% con el cual obtiene el incremento mas alto
(90.1)%;

e ¢l alumno (18) obtiene el mayor porcentaje de rendimiento en el pre-test (65.8%)
pero en el post-test alcanza el 90.6% con el cual obtiene el menor incremento, de
solo el 24.8%;

e |os alumnos (11) y (13) obtienen en el pre-test 44.6% y 46.0% respectivamente y
alcanzan un aprovechamiento Optimo en el post-test al obtener el 100% de
rendimiento, sus incrementos son 55.4% y 54.0% respectivamente;

e El alumno (6) obtiene un porcentaje en el pre-test del 26.2%, pero en el post-test
alcanza el menor porcentaje del grupo (88.1%) con el cual obtiene un incremento
del 61.9%.

Hasta este punto se ha hecho el andlisis algunos resultados del instrumento de
evaluacion. Se continuara con algunas opiniones de los alumnos y posteriormente se

exponen las consideraciones finales.
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Cuestionario complementario

En los siguientes parrafos se comentan algunas opiniones que los estudiantes manifiestan
por escrito en el instrumento de evaluacion titulado “Cuestionario complementario” que se
aplica al finalizar la serie de 51 tareas. Con el propésito de recabar por escrito algunas de
las opiniones de los estudiantes en esta experiencia en la que participaron durante nueve
sesiones. Este cuestionario se aplica cuando los estudiantes terminan de contestar la

prueba post-test.

Cuestionamiento 1. Indica algunas diferencias de como te sentiste en la prueba

diagnoéstica y en el instrumento de evaluacion sumativa.

La siguiente respuesta, expresada por el alumno (2), resume lo que escribié la mayoria,
“en el primero no sabia como resolverlo todo, lo senti muy dificil, en el segundo fue mas
facil”. Cabe recordar, que de acuerdo al programa de estudios del segundo afio de
secundaria (ver Anexo 3), el tema de sistemas ecuaciones lineales es objeto de estudio
en dicho afio escolar. Sin embargo, los resultados del pre-test y lo que comenta este

alumno nos hace pensar en dos posibilidades:

e ue algunos de los estudiantes no trabajaron el objeto de estudio en su momento;
e que algunos estudiantes lo estudiaron y lo aprendieron, pero al cabo de alrededor

de dos afos, no lo recuerdan.

Cuestionamiento 2. ¢Qué piensas acerca de la forma de abordar el conocimiento, en

trabajo individual, en equipo y grupal? A continuacién se transcriben algunas respuestas.

...primero nos daban unas hojas para contestar en forma individual, esto hacia que pensaras
mas, pero después comparabas tus respuestas en equipo, para ver si estabas bien. Esto ayudo
mucho (alumno 6).

...fue una buena forma de aprender porque si no lo entendias individual y si no entendias
cuando estavas en equipo te davas cuenta del error o de cdmo se asia y cuando ya era grupal
era mejor porque asi comprendias (alumno 10).

Pues muy buena, porque todas las tareas el profesor nos las dio para que trabajaramos
individualmente y las resolviéramos solos sin que él nos explicara y yo pude resolverlas casi
todas, lo bueno de que no supiera algo era que trabajdbamos en equipo y si no entendia alguno
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de mis compafieros si entonces me explicaban, y si alguien no entendia de ninguna de las dos

formas el profesor nos auxiliaba (alumno 11).

... y al final grupal donde pasabamos al pizarrén y el profesor explicaba los errores y hacia que
los corrigiéramos fue una forma diferente de aprender y la clase no era aburrida. En fin a mi me

gustaron todas las clases (alumno 12).

...al debatir en equipo las respuestas nos damos cuenta de algunos detalles que los demas
notaron y amplias tu conocimiento con el conocimiento de los demas (alumno 24).
Segun las respuestas, los alumnos se sintieron bien con la forma en que se llevaron a
cabo las tareas en este trabajo. Resalta una buena acogida al trabajo en equipo de forma
colaborativa, lo cual fue tomado de los sefialamientos de Johnson y Johnson (1999),
Reyes (1995) y, sugerido por Bransford, Brown y Cocking (1999) en la perspectiva de la

comunidad.

Cuestionamiento 3. ¢Qué piensas acerca de trabajar las ecuaciones lineales entre sus

representaciones algebraica y grafica?

A continuacion, se transcriben algunas respuestas.

...pienso que son complementarias, es importante saber las dos maneras para poder distinguir
sus caracteristicas rapida y sencillamente (alumno 13).

Me parece una buena técnica porque se puede ver mas facil la ecuacion de forma grafica

(alumno 15).

Me parece sencillo, porque pienso que una a otra se complementan, asi cuando no puedo
encontrar soluciéon a un problema, me apoyo en los dos métodos y resulta mas sencillo, sin
embargo, me es mas facil usar el método algebraico y lo prefiero por dar mas exactitud (alumno
18).

Que es una buena forma para comprender el tema porque sabes como emplear una con
respecto a la otra. Es eficiente para el punto de solucién, y el sentido de las rectas (alumno 23).

Las respuestas de los alumnos, nos indican que aceptan la bondad de trabajar con las

representaciones algebraica y geométrica y que resulta adecuada para su aprendizaje.

Hay que recordar que segun Duval (1992) un estudiante comprende un objeto
matematico, cuando puede reconocerlo en al menos dos representaciones y puede hacer
la conversion entre ellas; y segun Hiebert y Carpenter (1992) las conexiones se pueden
construir entre varias formas de representacion. Cabe sefialar que los alumnos expresan

de alguna manera, lo que se promueve en este estudio. Cuando los estudiantes
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mencionan que “ver mas facil’, en cierta forma nos indica que comprenden el tema en

cuestion.

Cuestionamiento 4. ¢Aproximadamente, qué porciento de tus respuestas en trabajo
individual, comprobaste que estuvieron correctas en trabajo de equipo y grupal?

Se transcriben algunas respuestas.
El 85% no tuve tantos errores, algo que a mi, me sorprendié (alumno 15).

Como el 65% porque tenia algunas dudas y en trabajo de equipo comprobé que tenia algunos

errores pero aciertos también (alumno 16).

El 70% porque al principio no habia entendido muy bien, pero al avanzar en el tema pude
comprobar que me iba mejor en las tareas (alumno 19).
En general los alumnos reportan que en su trabajo individual sus resultados satisfactorios
estan del orden del 70%, aunque al revisar las tareas, se observa que este porcentaje es
menor. Al parecer la “mayoria” de las dificultades que se presentan en el trabajo individual
se logran superar en el trabajo en equipo en virtud de que en éste, se observa un

rendimiento favorable superior al 92%.

Las respuestas, reflejan que los alumnos trabajan con “confianza” en tareas matematicas,
gue es una de las recomendaciones de una escuela de matematicas con grandes

expectativas, segun los sefialamientos del NCTM (2000).

Después de haber trabajado todo el proceso, desde el disefio del ambiente de
aprendizaje, instrumentos de evaluacion, puesta en practica y andlisis de resultados, es

momento de expresar algunas consideraciones finales.
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Consideraciones finales

Como se menciona en la Introduccion, el presente trabajo esta centrado en estudiantes de
bachillerato y tiene como propésito disefiar e implementar un escenario para promover el
aprendizaje con comprension de los sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas,
de acuerdo a los lineamientos tedricos para el disefio de ambientes de aprendizaje de
Bransford, Brown y Cocking (1999), y los de Hiebert y Carpenter (1992) para la
comprension matematica. A continuacién se exponen algunas consideraciones finales que
sefialan en qué medida, el mencionado ambiente promueve el aprendizaje con

comprension en los estudiantes sujetos a estudio.

En este apartado, se indican primeramente algunas consideraciones de la puesta en

practica, y posteriormente del instrumento de evaluacion.
Puesta en préactica

Algunas observaciones en tareas individuales. Con base en los resultados expuestos, es
posible afirmar que los estudiantes logran evolucionar favorablemente en las tareas

individuales, por ejemplo:

¢ en la conversiéon de la representacién geométrica a la algebraica del 38% (Tarea
9), al 88% (Tarea 14);

e en la conversion de la representacion algebraica a la geométrica del 69% (Tarea
9), al 88% (Tarea 14);
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e en la identificacién de condiciones algebraicas de acuerdo a las caracteristicas
geométricas, del 38% (Tarea 9), al 88% (Tarea 14);

e en el andlisis, y la proposicion de sistemas en especial en aquellos con infinidad
de soluciones, del 8% (Tarea 9), al 50% (Tarea 22) y, al 81% (Tarea 33);

e en relacionar correctamente los sistemas dadas sus representaciones algebraica y
geométrica, del 92% (Tarea 17), al 96% (Tarea 19);

e en identificar el punto de solucién en la representacién geométrica, determinar que
una pareja ordenada es solucion de un sistema cuando satisface todas sus
ecuaciones, completar las coordenadas de los puntos de solucién, del 88% (Tarea
25) al 92% (Tarea3l);

e en resolver sistemas por los métodos: sustitucion e igualacion, del 50% (Tarea 43)
al 81% (Tarea 45);

e en transferir a dos sistemas de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas 62%
(Tarea 46).

Algunas observaciones en tareas de trabajo de equipo. Con base en los resultados

expuestos, es posible afirmar que la mayoria de los estudiantes logra:

e obtener arriba del 92% de rendimiento cuando este trabajo les es requerido; en
cualquiera de las tres formas empleadas: con sus compafieros mas cercanos, al

azar o, como estan sentados.

Algunas observaciones en tareas grupales. Con base en los resultados expuestos, es

posible afirmar que la mayoria de los estudiantes logra:

e participar activamente, oralmente y por escrito (en el pizarrén), donde se expresan

correctamente desde el punto de vista matematico.

A pesar de lo anterior, algunos alumnos siguen mostrando dificultades en:

e expresar correctamente en leguaje natural, la descripcion de procedimientos o
condiciones de los sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas;

e equivocos en procedimientos algebraicos.
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Instrumento de evaluacion (post-test). Por otro lado, a la luz de los resultados expuestos,

es posible sefalar que la mayoria de los estudiantes logra:

e convertir de la representacion geométrica a la algebraica (97%);

e convertir de la representacion algebraica a la geométrica (99%);

e relacionar, identificar, analizar y proponer sistemas en sus representaciones
algebraica, gréfica y en lenguaje natural, de acuerdo a las caracteristicas de los
sistemas: con solucion Unica, sin solucién o con infinidad de soluciones (=97.5%);

e identificar el punto de solucién en la representacion geométrica, determinar que
una pareja ordenada es solucién de un sistema cuando satisface todas sus
ecuaciones, completar las coordenadas de los puntos de solucion (x95.7%);

e resolver sistemas por los métodos de sustitucion, igualacion y grafico (=91.7%);

e transferir lo aprendido a sistemas de tres ecuaciones lineales con dos incognitas,

sistemas no lineales y a un problema de aplicacion (=90%);
A pesar de lo anterior, algunos alumnos siguen mostrando dificultades en:

e expresar correctamente en leguaje natural la descripcion de procedimientos o
condiciones de los sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas;
e equivocos al operar algebraicamente;

e equivocos en el método gréfico y problemas de aplicacion.

Por lo anterior, se puede decir que al parecer, la mayoria de los estudiantes logra: i) la
conversion entre las representaciones algebraica y grafica de las ecuaciones de los
sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas, ii) interpretar correctamente las
caracteristicas de un sistema de ecuaciones lineales dadas su representacion verbal,
algebraica y el bosquejo de su representacién geométrica, iii) resolver sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas algebraica y graficamente, iv) aplicar lo aprendido
en sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas a sistemas de tres ecuaciones

lineales con dos incognitas, sistemas cuadraticos y a un problema de aplicacion.

Finalmente, es posible afirmar que el disefio del ambiente de aprendizaje logra promover
en la mayoria de los estudiantes (=~ 94%), un aprendizaje con comprension de los

sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.
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Anexo 1. Formatos de las tareas individuales y de equipo






Tarea 5. Identificacion de nimero de ecuaciones y de incognitas en las representaciones algebraica
y geomeétrica

Individual. En clase.
Nombre Grupo Fecha N.L.

. A continuacién se muestran nueve representaciones de sistemas de ecuaciones lineales,
algunas en su representacion algebraica y en otras, se presenta el bosquejo de su
representacion geomeétrica. Observa detenidamente y completa la tabla de la pagina

siguiente.
Representacion 1 Representacion 2 Representacion 3
5x—9y+14=0 T T

3x+2y—1=0

Representacion 4 Representacion 5 Representacion 6

T 5 —5=
y y=—2x+4 2x+3y—-5=0
8 —2x — 5y = -8

-2y +3
N MR s+l
» y= 7
Representacion 7 Representacion 8 Representacion 9
y=—x—2z+5 Tv IE

y=—-2x+3z-8

y=3x—12
_Z + 8 " "




Completa la siguiente tabla.

Representaciones

Ndmero de

gcuaciones

Namero de

incognitas

2

2




Tarea 7. Casos concretos de sistemas de ecuaciones lineales
Individual. En clase.

Nombre Grupo Fecha N.L.

. En matematicas puede ocurrir que se trabaje con una ecuacion con una incdgnita, una
ecuacion con dos incognitas, dos ecuaciones con dos incégnitas,.., hasta m ecuaciones
con n incégnitas. En la tabla siguiente escribe en los espacios correspondientes
(etiquetados con numeros 1, 2, 3...), una ecuacioén o un sistema de ecuaciones en su
representacion algebraica, que cumpla con las condiciones que se establecen en su
respectiva columna y renglén.

Numero de

Ecuaciones
Dos Tres

; incognitas incognitas
NUmero de

Incognitas

Una ecuacion lineal

Sistema de dos ecuaciones
lineales

Sistema de tres ecuaciones
lineales

Sistema de una ecuacion
cuadrética y una lineal







Tarea 9. Sistemas de ecuaciones lineales, situacion de paralelismo
Individual. Extraclase.

Nombre Grupo Fecha N.L.

. A continuacién se muestran tres sistemas de ecuaciones lineales en su representacion
algebraica; bosqueja para cada uno, en el plano correspondiente, un sistema de
ecuaciones lineales que sea factible de asociarsele.

1 2. 3
Vv, =x+ 2.1 yi =4x;+3... L1 y1=_§x1+1__.|_1
Y, =x, —3...L» v, =4x,+2... L2 1

Y2 = T X2 L2

y3=4X3+1...L3 )
y3=—;x— 1. Ls

Il. A continuacion se muestran tres bosquejos de la representacién geométrica de sistemas
de ecuaciones lineales, escribe para cada uno, un sistema en su representacion
algebraica que sea factible de asociarsele.

1. 2. 3.

L1
L1

Ly >

Lz L2




1. De acuerdo a las conversiones hechas anteriormente y, a las caracteristicas de las
representaciones algebraicas y geométricas de los sistemas de ecuaciones trabajados en

esta tarea, contesta los siguientes cuestionamientos.

1. ¢Cdémo son las rectas que se encuentran en cada bosquejo de representacion geométrica?

2. Analiza las ecuaciones en cada uno de los sistemas trabajados en esta tarea y, completa la

siguiente tabla.

Similitudes y

diferencias

Representaciones

Representacion algebraica

Representacion geométrica

Similitudes

Diferencias

3. ¢Cudles son las condiciones que deben cumplir las ecuaciones en su representacion

algebraica, de un sistema de ecuaciones, para que sus graficas asociadas sean rectas

paralelas en el plano cartesiano?

4. Escribe un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas en su representacion

algebraica cuyas ecuaciones sean equivalentes. Asi mismo, haz el bosquejo de las

ecuaciones.




Tarea 11. Sistemas de ecuaciones lineales, situacion de interseccion en el eje de las ordenadas
Individual. En clase.

Nombre Grupo Fecha N.L.

. A continuacion se muestran tres sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas en
su representacion algebraica. Para cada uno, dibuja un bosquejo de su representacion
geométrica que sea factible de asociarsele.

2. 3.
y1=—3x1—1...L1 y1=4x1+3...|_1 y1=x1+1...|_1
y2=—%x2—1...L2 y, = —4x; +3... Ly y, =2x; +1...L,

y3=—2x3+1 Ls

Il. A continuacion se muestran los bosquejos de la representacion geométrica de tres
sistemas de ecuaciones lineales. Escribe para cada uno, un sistema en su representacién

algebraica que sea factible de asociarsele.

L
L1 p L2 L1

L.
2 Ls

L2




1. De acuerdo a las conversiones hechas anteriormente y, a las caracteristicas de las
representaciones algebraicas y geométricas de los sistemas de ecuaciones trabajados en
los dos apartados anteriores, contesta las siguientes preguntas.

1. Completa la siguiente tabla.

Similitudes y

diferencias » . y .
Representacion algebraica Representacion geométrica

Representaciones

Similitudes

Diferencias

2. ¢Cuéles son las condiciones que deben cumplir las ecuaciones en su representacion algebraica,
de un sistema de ecuaciones, para que sus graficas asociadas, sean rectas en el plano cartesiano

y, que el punto de interseccion entre ellas se encuentre en el eje de las ordenadas?

-10 -




Tarea 12. Sistemas de ecuaciones lineales, situacion de interseccion en el eje de las ordenadas.
En equipo. En clase.

Nombres

Grupo. Fecha

. A continuacién se muestran tres sistemas de ecuaciones lineales en su representacion
algebraica, para cada uno, dibuja un bosquejo de su representacion geométrica que sea
factible de asociarsele.

1. 2. 3.

y1=-3x; —1...1, yi=4x;+3... 14 yi=x1 +1...1

YV _%xz_l.”Lz y2=—4x2+3...L2 y2=2x2+1...L2

y3=—-2x3+1 L3

Il. A continuacion se muestran bosquejos de la representacion geométrica de sistemas de
ecuaciones lineales, escribe para cada uno, un sistema en su representacion algebraica
que sea factible de asociarse.

1. 2. 3.

L1 L. L2 L1

Lz Ls

L2

-11 -



1. De acuerdo a las conversiones hechas anteriormente y, a las caracteristicas de las
representaciones algebraicas y geométricas de los sistemas de ecuaciones trabajados en

los dos apartados anteriores, contesta los siguientes cuestionamientos.

1. Completa la siguiente tabla.

Similitudes y

diferencias » . y .
Representacion algebraica Representacion geométrica

Representaciones

Similitudes

Diferencias

2. ¢Cudles son las condiciones que deben cumplir las ecuaciones en su representacién algebraica,
de un sistema de ecuaciones, para que sus graficas asociadas, sean rectas en el plano cartesiano

y, que el punto de interseccion entre ellas se encuentre en el eje de las ordenadas?

12




Tarea 14. Sistemas de ecuaciones lineales, situacion de interseccion fuera del eje de las ordenadas

Nombre

Individual. En clase.

Grupo

Fecha N.L.

A continuacidon se muestran sistemas de ecuaciones lineales en su representacion

algebraica, para cada uno, dibuja un bosquejo de su representacién geométrica que sea

factible de asociarse.

yl = —3x1 + 4L1
Vo = Z.XZ + 1L2

V3 = X3 — 2L3

L1

A continuacion se muestran bosquejos de la representacion geométrica de sistemas de

ecuaciones lineales, escribe para cada uno, un sistema en su representacion algebraica

L L1

1. 2.
y1=—3x1—2...L1 ylzle—l...Ll
y2=—%x2+1...L2 y2=_x2+3“'L2

.
que sea factible de asociarse.
1. 2.

<

L1

+
*

L3

-13-

v

Ls




1. De acuerdo a las conversiones hechas anteriormente y, a las caracteristicas de las
representaciones algebraicas y geométricas de los sistemas de ecuaciones trabajados en
los dos apartados anteriores, contesta las siguientes preguntas.

1. Completa la siguiente tabla.

Similitudes y

diferencias » . y .
Representacion algebraica Representacion geométrica

Representaciones

Similitudes

Diferencias

2. ¢Cuéles son las condiciones que deben cumplir las ecuaciones en su representacion algebraica, de
un sistema de ecuaciones, para que sus graficas asociadas, sean rectas en el plano cartesiano y, que

el punto de interseccion entre ellas se encuentre fuera del eje de las ordenadas?

-14 -




Tarea 15. Sistemas de ecuaciones lineales, situacion de interseccion fuera del eje de las ordenadas.

En equipo. En clase.

Nombres
Grupo Fecha
I A continuacién se muestran sistemas de ecuaciones lineales en su representacion
algebraica, para cada uno, dibuja un bosquejo de su representacién geométrica que sea
factible de asociarse.
1 2. 3
y1=_3x1_2...L1 y1=2x1—1...L1 y1=—3x1+4...L1
yzz—%x2+1_”L2 y2=—x2+3...L2 y2=2x2+1...L2
V3 = X3 — 2L3
Il. A continuacion se muestran bosquejos de la representacion geométrica de sistemas de
ecuaciones lineales, escribe para cada uno, un sistema en su representacion algebraica
que sea factible de asociarse.
1. 2. 3.
7, 7,
L L L1

Ly

y
L2
X 3
X

-15 -



1. De acuerdo a las conversiones hechas anteriormente y, a las caracteristicas de las
representaciones algebraicas y geométricas de los sistemas de ecuaciones trabajados en
los dos apartados anteriores, contesta las siguientes preguntas.

1. Completa la siguiente tabla.

Similitudes y

diferencias » . y .
Representacion algebraica Representacion geométrica

Representaciones

Similitudes

Diferencias

2. ¢Cudles son las condiciones que deben cumplir las ecuaciones en su representacion algebraica, de
un sistema de ecuaciones, para que sus graficas asociadas, sean rectas en el plano cartesiano y, que

el punto de interseccion entre ellas se encuentre fuera del eje de las ordenadas?

-16 -



Nombre

Tarea 17. Relacion de representaciones.

Individual. En clase.

Grupo

Fecha

N.L.

A continuacién se muestra, del lado izquierdo, una lista de siete sistemas de ecuaciones en su

representacion algebraica, y del lado derecho nueve bosquejos de sistemas de ecuaciones

lineales. Escribe en el paréntesis que se encuentra en cada representacion algebraica, la letra que
corresponda al bosquejo factible de asociarsele.

1 (1)
y1=zx1+1...L1
1
Y1—Zx2~-L2
2. (

4. ()
n=-x-2.L
y2=x2...L2

y, =x, — 2...1,
Y3 =-x3—2...L3

4

A

B

L1

C

Lz

L1

L2

/L1 L

Lz

L2

L1

=

L1
Lz

-17 -
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Tarea 19. Resumen de situaciones. Paralelismo e interseccion
Individual. Extra clase.

Nombre Grupo Fecha N.L.

. Relacion de columnas. En la columna 1 se muestran tres condiciones de las pendientes
(my ym,) y de las ordenadas al origen (b, y b,) de un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incAgnitas. En la columna 2 se mencionan las caracteristicas de la
representacion gréfica de cuatro sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas.
Escribe en el paréntesis la letra de la caracteristica que corresponda a cada condicion de

sistema.
Para el sistema:
Vi1 = mXx, + b1---|—l
Yo = MyXx, + bz...Lz
Columna 1 Columna 2

1.( )Cuandom,; # m, Yy by # by,

2.( ) Cuandomy #m, Yy b, = by, A). Las dos rectas son la misma.

3.( )Cuandomy; =m,Yy by # by, B). Las dos rectas se intersectan entre
ellas en un punto del eje de las
ordenadas.

C). Las dos rectas intersectan en
cualquier punto fuera del eje de las
ordenadas.

E). Las dos rectas son paralelas,
diferentes una de la otra.

-19 -
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Tarea 20. Resumen de situaciones. Paralelismo e interseccion

En equipo. En clase.

Nombres
Grupo Fecha
I Relacion de columnas. En la columna 1 se muestran tres condiciones de las pendientes
(my ym,) y de las ordenadas al origen (b, y b,) de un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas. En la columna 2 se mencionan las caracteristicas de la
representacion grafica de cuatro sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.
Escribe en el paréntesis la letra de la caracteristica que corresponda a cada condicién de
sistema.
Para el sistema:
Vi1 = mXx, + bl---Ll
Vo = MyXx, + bz...Lz
Columna 1 Columna 2

1.( )Cuandomq # m, Yy by # by,

2.( ) Cuandomy #m, Yy b, = by, A). Las dos rectas son la misma.

3.( )Cuandomy; =m,Yy by # by, B). Las dos rectas se intersectan entre
ellas en un punto del eje de las
ordenadas.

C). Las dos rectas intersectan en
cualquier punto fuera del eje de las
ordenadas.

E). Las dos rectas son paralelas,
diferentes una de la otra.

-21 -



-22 -



Tarea 22. Proposicion de sistemas de ecuaciones lineales. Diferentes situaciones
Individual. En clase.

Nombre Grupo Fecha N.L.

l. A continuacién se describen las condiciones de cinco sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas. Escribe la representacion algebraica de dichos sistemas y,

traza los bosquejos correspondientes.

1. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas cuya representacion grafica consiste

en dos rectas paralelas en el plano cartesiano.

2. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacion grafica son dos

rectas que se intersectan en un punto fuera del eje de las ordenadas.

-23-



3. Sistema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacion grafica es de tres

rectas que se intersectan en un mismo punto del eje de las ordenadas.

4. Sistema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacion grafica es de tres
rectas cuyas intersecciones son los vértices de un triangulo.

5. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacién grafica es de dos

rectas que se intersectan en una infinidad de puntos.

-24 -



Tarea 23. Proposicion de sistemas de ecuaciones lineales. Diferentes situaciones
En equipo. En clase.

Nombre

Grupo Fecha

I A continuacion se describen las condiciones de cinco sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas. Escribe la representacion algebraica de dichos sistemas vy,

traza los bosquejos correspondientes.

1. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas cuya representacién grafica consiste

en dos rectas paralelas en el plano cartesiano.

2. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacion grafica son dos

rectas que se intersectan en un punto fuera del eje de las ordenadas.

-25 -



3. Sistema de tres ecuaciones lineales con dos incAgnitas cuya representacion grafica es de

tres rectas que se intersectan en un mismo punto del eje de las ordenadas.

4. Sistema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacion grafica es de
tres rectas cuyas intersecciones son los vértices de un triangulo.

5. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas cuya representacion grafica es de dos

rectas que se intersectan en una infinidad de puntos.

- 26 -



Tarea 25. ldentificacion de solucion 1
Individual. Extra clase.

Nombre Grupo Fecha N.L.

. A continuacién se muestran dos sistemas de ecuaciones lineales en su representacion
algebraica y geométrica. En el bosquejo de la gréafica se muestran algunos puntos.
Anota en el espacio indicado, la letra que corresponda al punto que representa la

solucion para cada sistema.

1. y1:X1+1...L1

y, = —2x, + 4 ...L,

A L2
Punto de solucién.
2. Vi =—X1— 1 Ll “Y
Lz
Yo = —3x2 +1 Lz L1 Ls
ys=2x3—4 ... L, ¢
A B x

Punto de solucién.

-27 -



Il. Observa detenidamente los dos sistemas de tres ecuaciones lineales con dos incdgnitas,
que se muestran en su representacion algebraica y geométrica. Escribe en el espacio
correspondiente, para qué ecuaciones son solucion cada uno de los puntos.

1. yi1=2x—4..1 T Puntos Ecuaciones
=x,—1...L
Y2 2 2 L A
y3 = —ZX3 —4 L3
E B
c C
D
A
E
2. V=% ...y Tv Puntos Ecuaciones
=—x,—2...L
Y2 2 2 Ls L A
V3 =—=3x3—4..L3 5
L2 B
E X\
: ' C
C
D
B
E

1. De acuerdo con los ejercicios anteriores, contesta la siguiente pregunta.

1. (El sistema 11.1., tiene solucion Gnica? Justifica tu respuesta.

2. (El sistema 11.2., tiene solucidn Gnica? Justifica tu respuesta.

3. ¢Cuéles son las condiciones que debe cumplir un sistema de ecuaciones lineales en su

representacion geométrica, para que tenga solucién tnica? Justifica tu respuesta.

-28-



Tarea 26. ldentificacion de solucion 1
En equipo. En clase.

Nombres

Grupo Fecha

. A continuacién se muestran dos sistemas de ecuaciones lineales en su representacion
algebraica y su geométrica. En el bosquejo de la grafica se muestran algunos puntos.
Anota en el espacio indicado, la letra que corresponda al punto que representa la
solucion para cada sistema.
1. yi=x1+1..1

y, = —2x, +4 ...L,

A L2
Punto de solucion.
2. Vi = —X1 — 1 Ll “Y
L2
Yo = —3x2 +1 Lz L1 Ls
Y3 =2x3—4..Lsg ©
A B X

Punto de solucién.

1. Observa detenidamente los dos sistemas de tres ecuaciones lineales con dos incognitas,
que se muestran en su representacion algebraica y geométrica. Escribe en el espacio
correspondiente, para qué ecuaciones son solucion cada uno de los puntos.

-29 -



3
?

y1=2x;—4..1L y Puntos Ecuaciones
y2:x2—1...L2 L A
ys=—2x3—4 ...Ls
E B
c C
D
A
E
yi=x ...t Ty Puntos Ecuaciones
Vo = —Xp — 2..L, Ls . A
y3=—3.X3—4‘...L3 5
L2 B
‘E X\
A - ’ C
C
D
B
E

1. De acuerdo con los ejercicios anteriores, contesta la siguiente pregunta.

1. ¢(Elsistema Il.1., tiene solucion Unica? Justifica tu respuesta.

2. (Elsistema 11.2., tiene solucidn Unica? Justifica tu respuesta.

3. ¢Cudles son las condiciones que debe cumplir un sistema de ecuaciones lineales en su

representacién geométrica, para que tenga solucién Gnica?