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MATEMÁTICAS Y DE LA ESPECIALIZACIÓN EN ESTADÍSTICA
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Daŕıa todo lo que sé,
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salir adelante. A mi amada esposa por su incondicional apoyo, y el gran amor que me
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Introducción.
Para cada n, denotamos por Sn a la esfera de dimensión n. Definimos un campo vectorial

en Sn, como una aplicación continua v : Sn → Rn+1 que a cada x ∈ Sn le asocia un vector
v(x) tangente a Sn. Por otro lado, decimos que dos campos vectoriales v1 y v2 en Sn

son linealmente independientes, si v1(x) y v2(x) son linealmente independientes para cada
x ∈ Sn. En este trabajo daremos respuesta principalmente a dos problemas:

1. Encontrar campos vectoriales linealmente independientes en Sn.

2. Encontrar el número máximo de campos vectoriales linealmente independientes en Sn.

La primera pregunta fue respondida por Johann Karl August Radon (16 Diciembre 1887
- 25 Mayo 1956) en el año de 1922, y Adolf Hurwitz (26 Marzo 1859 - 18 Noviembre 1919),
en el año de 1923. Ellos mostraron lo siguiente: Para n = (2k − 1)2c16d con 0 ≤ c ≤ 3, sea
ρ(n) = 2c + 8d entonces existen ρ(n)− 1 campos vectoriales linealmente independientes en
Sn−1.

La segunda pregunta fue respondida en el año de 1961 por John Frank Adams (Noviembre
5, 1930 - Enero 7, 1989), él demostró en el art́ıculo [1], que no existen ρ(n) campos vectoriales
linealmente independientes en Sn−1.

En el Caṕıtulo 1, daremos las herramientas necesarias para poder definir el n-ésimo grupo
de homotoṕıa de un espacio topológico punteado (X,x0), de dos distintas maneras:

1. Como el conjunto de componentes por caminos del n-ésimo espacio de lazos de X
basados en x0.

2. Como el conjunto de clases de homotoṕıa de aplicaciones punteadas de (Sn, s0) a
(X,x0).

Luego, calcularemos los grupos de homotoṕıa de algunos espacios topológicos, usando teoŕıa
de espacios cubrientes.

En el Caṕıtulo 2, definiremos los haces vectoriales, los cuales son estructuras que en cada
fibra definen un espacio vectorial. Usando operaciones en espacios vectoriales, los cuales
podemos encontrar en el Apéndice A, podremos operar estos haces vectoriales para formar
nuevos. Luego, veremos cuándo podemos definir un producto interno en los haces vectoriales,
y aśı poder dar algunos resultados importantes que nos permitirán definir la Teoŕıa K en el
Caṕıtulo 3. Finalmente, daremos el concepto de haz principal, el cual es un haz que en cada
fibra definen un grupo topologico, y veremos que a un haz vectorial se le puede asociar un
haz principal y viceversa.

En el Caṕıtulo 3 veremos la construcción de Grothendieck, la cual nos permitirá definir
la Teoria K (compleja) de un espacio topológico, el cual es un funtor de la categoŕıa de
espacios topológicos a la categoŕıa de anillos. Definiremos la Teoŕıa K reducida, y daremos
algunos resultados importantes que nos permitirán dar representaciones homotópicas de la



Teoŕıa K y la Teoŕıa K reducida. Enunciaremos el teorema de periodicidad de Bott el cual
nos permitirá definir la Teoŕıa K relativa superior. Finalmente, definiremos las operaciones
de Adams en Teoŕıa K, demostraremos el principio de descomposición de un haz vectorial
y usando este resultado daremos algunas propiedades interesantes de las operaciones de
Adams.

En el Caṕıtulo 4 definiremos aplicaciones µ : Rk × Rn → Rn llamadas multiplicacio-
nes ortogonales que cumplen con cierta condición de ortogonalidad, y mostraremos que si
existe una multiplicación ortogonal, entonces existen k − 1 campos vectoriales linealmente
independientes en Sn−1. Por otro lado, definiremos las formas cuadráticas en espacios vecto-
riales reales, y veremos que una forma cuadrática tiene asociada un álgebra llamada álgebra
de Clifford. Entonces asociaremos módulos sobre álgebras de Clifford con multiplicaciones
ortogonales, para aśı demostrar el teorema de Hurwitz y Radon.

Finalmente, en el Caṕıtulo 5, demostraremos que el número máximo de campos vecto-
riales linealmente independientes que encontraron Hurwitz y Radon es máximo. Definiremos
los espacios de Thom, aśı como las clases de homotoṕıa fibrada estable, y veremos que existe
una relación entre estos dos conceptos. Luego veremos que existe un isomorfismo entre la
Teoŕıa K de un complejo CW X y el conjunto de clases de equivalencia homotópica fibrada
estable de haces vectoriales sobre X.

México, D.F. 23 de Mayo del 2014



A mi esposa.





1
Categoŕıas de espacios topológicos

En este caṕıtulo trabajaremos principalmente en tres categoŕıas:

La categoŕıa de espacios topológicos

La categoŕıa de parejas de espacios topológicos.

La categoŕıa de espacios topológicos punteados.

En cada categoŕıa definiremos algunos invariantes topológicos, que finalmente nos ser-
virán para definir invariantes algebraicos, llamados grupos de homotoṕıa. Para mas detalles
consultar los textos [2], [13], [9], [11], [18] y [25].

1.1. Espacios topológicos

En la categoŕıa de espacios topológicos, los objetos son los espacios topológicos y los
morfismos son las funciones continuas.

1.1.1. Operaciones en espacios topológicos

Dados dos espacios topológicos X y Y , podemos formar nuevos espacios que surgen
operando éstos espacios entre ellos. En esta sección, definiremos algunas operaciones entre
espacios topológicos, los cuales vamos a usar a lo largo de este trabajo.

Definición 1.1. Sean X y Y dos espacios topológicos, definimos el producto X × Y de X
y Y , como el espacio

X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }

Los abiertos en X × Y son el producto de abiertos de X con abiertos de Y .

Ejemplo 1.2. El producto de S1 con el intervalo [0, 1], nos da como resultado el cilindro
S1 × [0, 1], como se muestra en la Figura 1.1a. El producto de S1 con S1, nos da como
resultado el toro T 2 = S1 × S1, como se muestra en la Figura 1.1b.
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(a) Espacio S1 × [0, 1]. (b) Espacio S1 × S1.

Figura 1.1: Productos de espacios topológicos.

Definición 1.3. Sean X y Y dos espacios topológicos. El coproducto en la categoŕıa de
espacios topológicos, está dado por la unión disjunta X t Y , la cual está definida como el
espacio topológico

X t Y = X × {t1} ∪ Y × {t2}

donde t1, t2 ∈ [0, 1], con t1 6= t2.

Definición 1.4. Sea X un espacios topológico, y sea ∼ una relación de equivalencia, en-
tonces las clases de equivalencia forman una partición del espacio X. El conjunto de clases
de equivalencia con la topoloǵıa cociente, forman un nuevo espacio topológico denominado
espacio cociente.

Ejemplo 1.5. Sea RPn el espacio de todas la ĺıneas en Rn+1 que pasan por el origen. Como
cada una de las ĺıneas, intersecta la esfera unitaria Sn en dos puntos ant́ıpodas, podemos ver
a RPn como el espacio cociente de Sn en el cual los puntos ant́ıpodas están identificados, a
este espacio se le conoce como el n-espacio proyectivo real. En particular, el plano proyectivo
real RP2, surge de tomar el disco D2 ⊂ R2, e identificar los puntos ant́ıpodas como se
muestra en la Figura 1.2.

Figura 1.2: Plano proyectivo real.

Definición 1.6. Sea X un espacio topológico, definimos el cono de X como el espacio
CX = X × [0, 1]/X × {1}. Definimos la suspensión SX de X, como el espacio obtenido de
X × [0, 1], identificando X × {0} a un punto, y X × {1} a un punto. De manera recursiva,
definimos la n-ésima suspensión SnX de X, como el espacio S(Sn−1X)).

En los siguientes ejemplos, podemos notar que la suspensión SX de un espacio topológico
X es la unión de dos conos CX a lo largo de su base.
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Ejemplo 1.7. La suspensión de un conjunto {x, y, z} conformado por tres puntos, está dado
por la Figura 1.3a. La suspensión de un ćırculo esta dado por la Figura 1.3b, la cual es
homeomorfa a la esfera S2.

(a) Suspensión de
{x, y, z}.

(b) Suspensión de
S1.

Figura 1.3: Suspensiones de espacios topológicos.

Nota 1.8. En general, se puede mostrar que la suspensión SSn de una esfera de dimensión
n es una esfera Sn+1 de dimensión n+ 1 (ver [23, Caṕıtulo 1, Lema 6]).

Definición 1.9. Sean X y Y espacios topológicos, definimos el join X ?Y , como el espacio
obtenido de X×Y × [0, 1] identificando (x, y1, 0) ∼ (x, y2, 0) y (x1, y, 1) ∼ (x2, y, 1). En otras
palabras, identificamos el subespacio X × Y × {0} a X y el subespacio X × Y × {1} a Y .

Ejemplo 1.10. En la Figura 1.4 se muestra el join de dos intervalos cerrados X = [0, 1] y
Y = [0, 1], éste es un cubo donde dos de sus caras opuestas se identifican en dos segmentos
de ĺıneas, por lo cual podemos notar que X ? Y es un tetraedro.

Figura 1.4: Join de dos intervalos cerrados

Definición 1.11. Sean X, Y espacios topológicos y sea f : X → Y una aplicación continua,
definimos el cilindro Mf de f como el espacio cociente de la unión disjunta (X × [0, 1]) t Y
identificando (x, 1) ∈ X × [0, 1] con f(x) ∈ Y .

Ejemplo 1.12. Si idS1 : S1 → S1 es la identidad en S1 entoncesMidS1 es el cilindro S1×[0, 1]

Definición 1.13. Sean X, Y espacios topológicos y sea f : X → Y una aplicación continua,
definimos el cono Cf de f como el espacio cociente de la unión disjunta (X × [0, 1]) t Y
identificando (x, 0) con (x′, 0) y (x, 1) ∈ X × [0, 1] con f(x) ∈ Y .
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Figura 1.5: Cilindro Mf de una aplicación f : X → Y

Figura 1.6: Cono Cf de una aplicación f : X → Y

1.1.2. Homotoṕıa de aplicaciones

Dadas dos aplicaciones f0, f1 : X → Y entre espacios topológicos, queremos deformar
una aplicación en otra mediante aplicaciones continuas. La idea es definir una familia de
aplicaciones continuas que comiencen en f0 y terminen en f1.

Definición 1.14. Sean X y Y espacios topológicos, y sean f0, f1 : X → Y dos aplicaciones
continuas, decimos que f0 y f1 son homotópicas si existe una aplicación continua F : X ×
[0, 1]→ Y tal que F (x, 0) = f0(x) y F (x, 1) = f1(x). A la aplicación F se le llama homotoṕıa
entre f0 y f1 y lo denotamos f0 ' f1.

Ejemplo 1.15 (Homotoṕıas Lineales). Cualesquiera dos aplicaciones f0, f1 en Rn son
homotópicas, en efecto, la aplicación F (s, t) : X × [0, 1] → Rn definida como F (s, t) =
(1− t)f0(s) + tf1(s) es una homotoṕıa en Rn.

Si una aplicación f : X → Y es homotópica a una aplicación constante se dice que
es nulhomotópica. Si X es un espacio tal que la aplicación idX : X → X es nulhomotópica
entonces decimos que X es contraible, entonces el Ejemplo 1.15 nos dice que Rn es contraible.

En general, dadas dos aplicaciones f0, f1 : X → Y entre espacios topológicos y dado
un subconjunto A ⊂ X, decimos que f0, f1 son homotópicas relativas a A si existe una
homotoṕıa F : X × [0, 1]→ Y entre f0 y f1 tal que F (a, t) = f0(a) = f1(a) para toda a ∈ A
y para toda t ∈ [0, 1], en este caso se denota por f0 ' f1(relA).
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Nota 1.16. Podemos notar que una homotoṕıa entre dos aplicaciones, relativa al subcon-
junto vaćıo es una homotoṕıa.

Definición 1.17. Un aplicación continua f : X → Y entre dos espacios topológicos X y Y ,
es una equivalencia homotópica si existe una aplicación continua g : Y → X tal que

g ◦ f ' idX : X → X

f ◦ g ' idY : Y → Y

En éste caso se dice que X y Y son homotópicamente equivalentes, ó que tienen el mismo
tipo te homotoṕıa.

Ejemplo 1.18. La esfera Sn−1 y el espacio Rn\{0} son homotópicamente equivalentes, si
tomamos f : Sn−1 → Rn\{0} como la inclusión y g : Rn\{0} → Sn−1 definida como g(x) =
x
||x|| , cumplen que g◦f = idSn−1 : Sn−1 → Sn−1 y la aplicación F : Rn\{0}× [0, 1]→ Rn\{0}
definida como F (x, t) = x

t(||x||−1)+1 es una homotoṕıa entre idRn\{0} y f ◦ g.

Nota 1.19. Un espacio topológico X es contraible si y sólo si X es homotópicamente
equivalente a un punto.

Un subconjunto A de un espacio X se llama retracto de X si existe una aplicación conti-
nua r : X → A tal que r|A = idA, es decir, si i : A→ X es la inclusión de A en X, entonces
r ◦ i = idA. En éste caso r se llama retracción.

Un subconjunto A de X es un retracto por deformación de X si existe una retracción
r : X → A tal que i ◦ r ' idX . Decimos que A es un retracto fuerte por deformación de X
si existe una retracción r : X → A tal que i ◦ r ' idX(relA).

Nota 1.20. Un retracto por deformación es una equivalencia homotópica.

Ejemplo 1.21. Veamos que el ćırculo S1 es un retracto por deformación del cilindro C. En
efecto, si definimos

C = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = 1, −1 ≤ z ≤ 1}

S1 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = 1, z = 0}

entonces tenemos que la aplicación

r : C −→ S1

(x, y, z) 7−→ (x, y, 0)

es una retracción. Si i : S1 → C es la inclusión del ćırculo en el cilindro entonces tenemos
que r ◦ i = idS1 , por otro lado la aplicación F : C × [0, 1]→ C definida por F ((x, y, z), t) =
(x, y, tz) es una homotoṕıa entre i ◦ r y idC .

1.1.3. Conexidad por trayectorias

Definición 1.22. Una trayectoria en X, es una aplicación continua f : [0, 1] → X, a los
puntos f(0) = x0 y f(1) = x1 se le llaman puntos extremos.

Ejemplo 1.23. Sea cx0
: [0, 1]→ X una aplicación continua, tal que cx0

(t) = x0 para toda
t ∈ [0, 1] y donde x0 ∈ X, entonces cx0

es una trayectoria llamada trayectoria constante.
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Un primer invariante topológico nos lo da la noción de conexidad por trayectorias, el cual
responde a la siguiente pregunta: Dado un espacio topológico X y dos puntos cualesquiera
x1, x2 ∈ X, ¿existe una trayectoria que úne a x1 con x2?.

Para dar respuesta a esta pregunta, definamos una relación en X de la siguiente manera,
decimos que x1 ∼ x2 en X si existe una trayectoria σ : [0, 1] → X tal que σ(0) = x1 y
σ(1) = x2. Veamos que esta relación es una relación de equivalencia:

1. Reflexiva: Para x ∈ X tenemos que x ∼ x por la trayectoria constante cx.

2. Simétrica: Si x1 ∼ x2 entonces existe una trayectoria σ : [0, 1]→ X tal que σ(0) = x1

y σ(1) = x2, entonces la trayectoria σ−1 : [0, 1]→ X definido como σ−1(s) = σ(1− s)
cumple que σ−1(0) = x2 y σ−1(1) = x1, por lo tanto x2 ∼ x1.

3. Transitiva: Si x1 ∼ x2 existe σ1 : [0, 1] → X tal que σ1(0) = x1 y σ1(1) = x2, y si
x2 ∼ x3 existe σ2 : [0, 1]→ X tal que σ2(0) = x2 y σ2(1) = x3, entonces la trayectoria
σ1σ2 : [0, 1]→ X definido por

σ1σ2(s) =

{
σ1(2s), 0 ≤ s ≤ 1/2
σ2(2s− 1), 1/2 ≤ s ≤ 1

cumple que σ1σ2(0) = x1 y σ1σ2(1) = x3, por lo cual x1 ∼ x3.

Entonces esta relación particiona el espacio en clases de equivalencia llamadas com-
ponentes por trayectorias de X las cuales denotaremos por [x]. Denotamos por π0(X) al
conjunto de clases de equivalencia de X, y notemos que |π0(X)| es el número de componen-
tes por trayectorias de X. Decimos que un espacio topológico X es conexo por trayectorias
si |π0(X)| = 1.

Si f : X → Y es una aplicación continua entre espacios topológicos, entonces f induce
una aplicación f∗ : π0(X) → π0(Y ) definida por f([x]) = [f(x)]. Veamos que la aplicación
f∗ está bien definida, en efecto, si [x] = [y] entonces existe una trayectoria α : [0, 1]→ X en
X tal que α(0) = x y α(1) = y, entonces la aplicación f ◦ α : [0, 1] → Y es una trayectoria
en Y que cumple que f ◦ α(0) = f(x) y f ◦ α(1) = f(y).

Proposición 1.24. π0 satisface las siguientes propiedades funtoriales:

1. Si f : X → X es la identidad en X, entonces f∗ : π0(X) → π0(X) es también la
identidad

2. Si f : X → Y y g : Y → Z son aplicaciones continuas, entonces (g ◦ f)∗ = g∗ ◦
f∗ : π0(X)→ π0(Z).

3. Si f : X → Y es un homeomorfismo, entonces f∗ es una biyección de conjuntos. Por
lo tanto |π0(X)| = |π0(Y )|.

Demostración. Sea X, Y y Z espacios topológicos cualesquiera.

1. Si f : X → X es la identidad, entonces por definición tenemos que f∗([x]) = [f(x)] =
[x], lo cual implica que f∗ es la identidad en π0(X).

2. Si [x] ∈ π0(X) entonces

(g ◦ f)∗[x] = [g ◦ f(x)] = g∗[f(x)] = g∗ ◦ f∗[x]
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3. Si f : X → Y es un homeomorfismo, existe una aplicación continua g : Y → X tal que
g ◦ f = idX y f ◦ g = idY , por la propiedad 1 tenemos que (idX)∗ = idπ0(X) y que
(idY )∗ = idπ0(Y ), ahora por la propiedad 2 tenemos que g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗ = idπ0(X) y
f∗ ◦ g∗ = (f ◦ g)∗ = idπ0(Y ), por lo tanto f∗ es una biyección de conjuntos.

De la propiedad 3 tenemos que el número de componentes por trayectorias es un inva-
riante topológico, es decir, es una propiedad que se preserva bajo homeomorfismo, por lo cual
el número de componentes por trayectorias es una propiedad que nos sirve para determinar
cuando dos espacios topológicos no son homeomorfos.

Ejemplo 1.25. La recta real R no es homeomorfo a Rn para n ≥ 2. En efecto, si f : R→ Rn
es un homeomorfismo, entonces f : R\{0} → Rn\{f(0)} es un homeomorfismo, por lo tanto
la aplicación inducida f∗ : π0(R\{0})→ π0(Rn\{f(0)}) es una biyección, pero R\{0} no es
conexo por trayectorias mientras que Rn\{f(0)} si es conexo por trayectorias para n ≥ 2.

1.1.4. Espacio de funciones

Sea Y X el conjunto de todas las aplicaciones de X a Y , y sea M(X,Y ) el conjunto de
todas las aplicaciones continuas de X a Y , claramente M(X,Y ) es un subconjunto de Y X .

Tomemos una homotoṕıa F : X × [0, 1] → Y entre dos aplicaciones f0, f1 : X → Y , y
definamos una familia de aplicaciones continuas ft para t ∈ [0, 1], de la siguiente manera

ft : X −→ Y
x 7−→ F (x, t)

Entonces podemos definir una aplicación

σ : [0, 1] −→ M(X,Y )
t 7−→ ft

(1.1)

tal que σ(0) = f0 y σ(1) = f1. Esto casi define una trayectoria en el espacio de funcio-
nes continuas M(X.Y ), para esto es necesario darle una topoloǵıa al espacio de funciones
M(X,Y ) con la que σ sea continua.

Definición 1.26 (Topoloǵıa Compacto-Abierta). Sean X y Y espacios topológicos con Y
no vaćıo. Definimos la topoloǵıa compacto-abierta en M(X,Y ) como la topoloǵıa generada
por los subbásicos

UK = {f ∈ M(X,Y ) | f(K) ⊂ U}

donde K ⊂ X es compacto en X y U ⊂ Y es un abierto de Y .

Decimos que una topoloǵıa en M(X,Y ) es admisible, si la aplicación evaluación

e : M(X,Y )×X −→ Y
(f, x) 7−→ f(x)

es continua respecto a ésta topoloǵıa.

Proposición 1.27. Sean X y Y espacios topológicos con Y no vaćıo. Si X es localmente
compacto y Hausdorff, entonces la topoloǵıa compacto-abierta es admisible en M(X,Y ).
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Demostración. Mostremos que e : M(X,Y )×X → Y es continua. Sea U ⊂ Y un abierto en
Y , veamos que su preimagen e−1(U) es un abierto en X, tomemos (f, x) ∈ e−1(U), puesto
que e(f, x) = f(x) ∈ U y como f es continua, entonces existe una vecindad W de x en X
tal que f(W ) ⊂ U .

Como X es localmente compacto y Hausdorff, existe un abierto V ⊂ W con cerradura
compacta V̄ tal que x ∈ V ⊂ V̄ ⊂W . Entonces (f, x) ∈ U V̄ ×V es un abierto en M(X,Y )×X
tal que U V̄ × V ⊂ e−1(U), por lo tanto e−1(U) es un abierto, lo cual implica que e es
continua.

De ahora en adelante al espacio M(X,Y ) lo consideraremos con la topoloǵıa compacto
abierta.

Proposición 1.28. Sean X y Y espacios topológicos con Y no vaćıo. Si τ es una topoloǵıa
admisible en M(X,Y ), entonces la topoloǵıa compacto-abierta esta contenida en τ

Demostración. Sea τ una topoloǵıa admisible en M(X,Y ), denotemos por Mτ (X,Y ) al
espacio topológico conformado por el espacio M(X,Y ) y la topoloǵıa τ , y denotemos por
Mca(X,Y ) al espacio topológico conformado por el espacio M(X,Y ) y la topoloǵıa compacto-
abierta. Mostremos que cada abierto en Mca(X,Y ) es un abierto en Mτ (X,Y ), como UK es
una subbase de la topoloǵıa compacto-abierta, entonces es suficiente probar que UK esta en
τ .

Sea e : Mτ (X,Y ) ×X → Y la aplicación evaluación en Mτ (X,Y ), como τ es admisible
tenemos que e es continua. Tomemos k ∈ K y f ∈ UK , es decir f(K) ⊂ U , como e es
continua y e(f, k) = f(k) ∈ U , existe un abierto Vk en Mτ (X,Y ) que contiene a f , y un
abierto Wk en X que contiene a k, tal que e(Vk,Wk) ⊂ U .

Consideremos la familia {Wk}k∈K , esta familia forma una cubierta abierta de K, y como
K es compacto existe una subcubierta finita {W1, ...,Wn} que cubre a K. Sean {V1, .., Vn}
los correspondientes abiertos Vi tal que e(Vi,Wi) ⊂ U para i = 1, ..., n.

Definamos el abierto V = V1∩· · ·∩Vn, y notemos que f ∈ V y V ⊂ UK , en efecto, si g ∈ V
y k ∈ K entonces k ∈Wi para alguna i, y entonces g(k) = e(g, k) ∈ e(V ×Wi) ⊂ e(Vi×Wi) ⊂
U , lo cual implica que g(K) ⊂ U . Por lo tanto UK es un abierto en Mτ (X,Y ).

Este último resultado nos dice que la topoloǵıa compacto abierta, es la topoloǵıa mas
pequeña admisible en M(X,Y ).

Nota 1.29. La aplicación σ : I → M(X,Y ) definida en la ecuación (1.1), es una trayec-
toria en el espacio de funciones, ésto nos dice que una homotoṕıa entre dos aplicaciones
f0, f1 : X → Y es equivalente a una trayectoria en el espacio de funciones de f0 a f1.

El siguiente teorema se encuentra en [23, Introduuccion, Teorema 2.8].

Teorema 1.30 (Teorema de correspondencia exponencial). Si X Y y Z son espacios to-
pológicos con Z localmente compacto y de Hausdorff, entonces una aplicación g : X →
M(Y, Z) es continua si y sólo si e ◦ (g× idY ) : X ×Y → Z es continua, donde e : M(Y,Z)×
Y → Z es la aplicación evaluación.

Teorema 1.31 (Ley exponencial). Si X Y y Z son espacios topológicos con X y Y de
Hausdorff y Y localmente compacto, entonces la aplicación

φ : M(X × Y, Z) −→ M(X,M(Y, Z))

definida como φ(f)(x)(y) = f(x, y), es un homeomorfismo de espacios topológicos.
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La demostración de este teorema la podemos encontrar en [2, Teorema 1.3.2].

Corolario 1.32. Si X y Y son espacios topológicos con X de Hausdorff y localmente com-
pacto, entonces el espacio M(I ×X,Y ) es homeomorfo al espacio M(I,M(X,Y )).

Demostración. Notemos que el intervalo I = [0, 1] es localmente compacto y Hausdorff,
entonces aplicando el Teorema 1.31 tenemos el resultado deseado.

Nota 1.33. Del Corolario 1.32, podemos notar que una homotoṕıa h : I×X → Y es enviada
a la trayectoria φ(h) : I → M(Y, Z) en el espacio de funciones M(Y,Z) mediante φ.

1.1.5. Clases de homotoṕıa

Notemos que la relación de homotoṕıa entre aplicaciones continuas de X a Y , es una
relación de equivalencia en el espacio de funciones M(X,Y ), esto nos parte el espacio en
clases de equivalencia las cuales llamamos clases de homotoṕıa. Denotemos por [X,Y ] al
conjunto de clases de homotoṕıa de aplicaciones de X a Y .

Por el Corolario 1.32 tenemos que si X es localmente compacto y Hausdorff, entonces
una homotoṕıa entre dos aplicaciones f1, f2 : X → Y es equivalente a una trayectoria en el
espacio de funciones de f1 a f2. Entonces las componentes por trayectorias de M(X,Y ) son
equivalentes a las clases de homotoṕıa de aplicaciones de X a Y , esto es

π0(M(X,Y )) = [X,Y ]

Nota 1.34. Podemos ver al conjunto de componentes por trayectorias π0(X) de un espacio
topológicoX, como un conjunto de clases de homotoṕıa. En efecto, una trayectoria σ : I → X
de σ(0) = x0 a σ(1) = x1, lo podemos ver como una homotoṕıa Fσ : {∗} × I → X entre dos
aplicaciones continuas

xi : {∗} −→ X
∗ 7−→ xi

para i = 0, 1, del espacio {∗} conformado por un punto al espacio X, entonces π0(X) =
[{∗}, X].

Proposición 1.35. Si X o Y es un espacio topológico contraible, entonces [X,Y ] consta
de un solo punto.

Demostración. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que Y es contraible. Basta
probar que todas las aplicaciones de X a Y son homotópicas a la aplicación constante. Si Y
es contraible, existe y0 ∈ Y tal que idY ' y0, entonces existe una homotoṕıa H : Y × I → Y
tal que

H(y, 0) = idY (y) = y H(y, 1) = y0(y) = y0

Sea X un espacio topológico, y sea f : X → Y . Definimos la aplicación F : X × I → Y por
F (x, t) = H(f(x), t), notemos que F es continua puesto que f y H lo son, y además

F (x, 0) = H(f(x), 0) = f(x) F (x, 1) = H(f(x), 1) = y0

por lo tanto F es una homotoṕıa de f a la aplicación constante y0.
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Proposición 1.36. Sean X, Y y Z espacios topológicos, definimos una composición en las
clases de homotoṕıa, como

[X,Y ]× [Y, Z] −→ [X,Z]
([f ], [g]) 7−→ [g ◦ f ]

Entonces f : X → Y induce una aplicación

f∗ : [Y, Z] −→ [X,Z]
[g] 7−→ [g ◦ f ]

y g : Y → Z induce una aplicación

g∗ : [X,Y ] −→ [X,Z]
[f ] 7−→ [g ◦ f ]

El conjunto de clases de homotoṕıa [X,Y ] de aplicaciones de X a Y , nos definen otro inva-
riante topológico. En la siguiente proposición se muestra como una equivalencia homotópica,
induce biyecciones entre conjuntos de clases de homotoṕıa.

Proposición 1.37. Si f : X → Y es una equivalencia homotópica, entonces f induce bi-
yecciones entre conjuntos.

f∗ : [Y, Z]→ [X,Z] y f∗ : [Z,X]→ [Z, Y ]

para cualquier espacio topológico Z.

Demostración. Como f : X → Y es una equivalencia homotópica, entonces existe g : Y → X
inversa homotópica de f . Entonces g∗ y g∗ son las inversas de f∗ y f∗ respectivamente.

En este caso, tenemos que las aplicaciones f∗ y f∗ son biyecciones entre conjuntos, sin
embargo en la Sección 1.3 le daremos una estructura de grupo al conjunto de clases de
homotoṕıa [X,Y ], y entonces f∗ y f∗ seŕıan isomorfismos de grupos, por lo cual tendŕıamos
que el conjunto de clases de homotoṕıa define un invariante algebraico.

1.2. Parejas de espacios topológicos

Una pareja de espacios topológicos, es una pareja (X,A) donde X es un espacio topológico
y A ⊂ X es un subespacio de X. En la categoŕıa de parejas de espacios topológicos, tenemos
que los objetos son parejas de espacios topológicos (X,A), y los morfismos son aplicaciones
continuas f : (X,A)→ (Y,B) tal que f(A) ⊂ B.

1.2.1. Clases de homotoṕıa de parejas

Podemos definir un producto de parejas de espacios topológicos de la siguiente manera.

Definición 1.38. Definimos el producto de dos parejas de espacios (X,A) y (Y,B), como
la pareja

(X,A)× (Y,B) = (X × Y,X ×B ∪A× Y )

Ejemplo 1.39. Denotemos por I = [0, 1] al intervalo [0, 1] y por ∂I = {0, 1} su frontera.
Notemos que (I, ∂I) es una pareja de espacios, y entonces tenemos que (I, ∂I) × (I, ∂I) =
(I2, I × ∂I ∪ ∂I × I) = (I2, ∂I2) como se muestra en la Figura 1.7.
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Figura 1.7: Figura del espacio I × ∂I ∪ ∂I × I.

Definición 1.40. Sean (X,A) y (Y,B) dos parejas de espacios topológicos. El coproducto
en la categoŕıa de parejas de espacios topológicos esta dado por la union disjunta de parejas,
definida como el espacios

(X,A) t (Y,B) = (X t Y,A tB)

En general, si {(Xα, Aα)}α es una familia de parejas de espacios topológicos, entonces el
coproducto está dado como

∐
α

(Xα, Aα) =

(∐
α

Xα,
∐
α

Aα

)

En la categoŕıa de parejas de espacios topológicos, también tenemos la noción de homo-
toṕıa de aplicaciones de parejas, la cual es similar a la noción de homotoṕıa relativa.

Definición 1.41. Sean (X,A) y (Y,B) dos parejas de espacios topológicos, y consideremos
dos aplicaciones continuas de parejas f0, f1 : (X,A) → (Y,B). Definimos una homotoṕıa de
parejas, como una aplicación continua F : (X,A)× [0, 1]→ (Y,B), tal que F (x, 0) = f0(x),
F (x, 1) = f1(x) y F (A, t) ⊂ B para toda t ∈ [0, 1]. En este caso decimos que f0 y f1 son
homotópicas de parejas.

Nota 1.42. Si f0, f1 : (X,A)→ (Y,B) son dos aplicaciones de parejas, entonces una homo-
toṕıa relativa a A ⊂ X, es una homotoṕıa de parejas. El rećıproco no es cierto.

Denotamos por M(X,A;Y,B), al conjunto de las aplicaciones continuas f : X → Y tal
que f(A) ⊂ B. A este conjunto se le llama espacio de funciones de parejas.

Podemos dar una version de la ley exponencial para parejas de espacios topológicos.

Teorema 1.43. Sean (X,A), (Y,B) y (Z,C) parejas de espacios topológicos, con X y Y
de Hausdorff y Y localmente compacto. Entonces tenemos que

M((X,A)× (Y,B), (Z,C)) ∼= M(X,A;M(Y,B;Z,C),M(Y, Y ;Z,C))

La relación de homotoṕıa de aplicaciones f0, f1 : (X,A) → (Y,B) de parejas de es-
pacios topológicos, es una relación de equivalencia en el espacio de funciones de pareja
M(X,A;Y,B), esto parte al espacio M(X,A;Y,B) en clases de equivalencia llamadas clases
de homotoṕıa de parejas, y denotamos por [X,A;Y,B] al conjunto de cases de homotoṕıa de
parejas.
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Como I = [0, 1] es localmente compacto y Hausdorff, podemos aplicar el Teorema 1.43,
lo cual nos da un homeomorfismo

M((I, ∂I)× (X,A), (Y,B)) ∼= M(I, ∂I; M(X,A;Y,B),M(X,X;Y,B))

Entonces, tenemos que si X es localmente compacto y Hausdorff, entonces una homotoṕıa
de parejas entre dos aplicaciones de parejas f0, f1 : (X,A) → (Y,B) es equivalente a una
trayectoria en el espacio de funciones de parejas de f0 a f1. Entonces las componentes por
trayectorias de M((X,A); (Y,B)) son equivalentes a las clases de homotoṕıa de parejas de
aplicaciones de parejas de (X,A) a (Y,B), esto es

π0(M(X,A;Y,B)) = [X,A;Y,B]

Proposición 1.44. Sea (X,A) una pareja de espacios topológicos, tal que (X,A) =
∐
α(Xα, Aα),

entonces
[X,A;Y,B] ∼=

∏
α

[Xα, Aα;Y,B]

Demostración. Sea [f ] ∈ [X,A;Y,B], y sea fα = f ◦ iα, donde iα : (Xα, Aα) ↪→ (X,A) es la
inclusión. Entonces, definimos la aplicación

[X,A;Y,B] −→
∏
α[Xα, Aα;Y,B]

[f ] 7−→ ([fα])

Ahora definamos la inversa. Sea ([f]) ∈
∏
α[Xα, Aα;Y,B], la aplicación fα : (Xα, Aα)→

(Y,B) induce una aplicación f : (X,A) → (Y,B) definida como f ◦ iα = fα. Entonces
([fα]) 7→ [f ] es la inversa deseada.

1.2.2. Operaciones de espacios topológicos punteados

Un espacio topológico punteado es una pareja (X,x0) donde X es un espacio topológico,
y x0 ∈ X un punto fijo de X llamado punto base. La categoŕıa de espacios topológicos pun-
teados es una subcategoŕıa, de la categoŕıa de parejas de espacios topológicos.

En la categoŕıa de espacios topológicos punteados, los objetos son los espacios topológi-
cos punteados, y los morfismos son aplicaciones continuas punteadas, es decir, aplicaciones
continuas f : (X,x0)→ (Y, y0) tal que f(x0) = y0.

Definición 1.45. Sean (X,x0) y (Y, y0) espacios topológicos punteados. El coproducto en
la categoŕıa de espacios topológicos punteados, esta dado por la cuña X ∨ Y , el cual esta
definido como el espacio punteado

X ∨ Y = X t Y/x0 ∼ y0

donde el punto base es x0 = y0.

Ejemplo 1.46. Tomemos el espacio punteado (S1, s0). La cuña de dos ćırculos S1 ∨ S1

está dada por la Figura 1.8a, este espacio también es conocido como la “figura ocho”. La
cuña de dos copias de R está dada por la Figura 1.8b, la cual es homeomorfa a los ejes de
R2.

Definición 1.47. Sean (X,x0) y (Y, y0) dos espacios topológicos punteados. Definimos el
producto smash de (X,x0) y (Y, y0) como el espacio cociente X ∧ Y = X × Y/X ∨ Y , donde
el punto base es X ∨ Y .
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(a) Cuña de dos ćırculos.
(b) Cuña de dos copias
de R.

Figura 1.8: Cuña de espacios topológicos.

Ejemplo 1.48. Tomemos el espacio punteado (S1, s0). El producto smash de dos ćırculos
S1∧S1, es el espacio obtenido del toro S1×S1 al identificar la “figura ocho”S1∨S1 ⊂ S1×S1

en un punto. Como se muestra en la Figura 1.9, identificamos en un punto los ćırculos
meridiano y longitudinal del toro, por lo cual tenemos que S1 ∧ S1 es homeomorfo al la
esfera S2.

Figura 1.9: Producto smash de dos ćırculos.

Nota 1.49. En general, se puede probar que el producto smash de Sn y S1, es homeomorfo
a la esfera Sn+1 (ver [25, Lema 2.27]).

Definición 1.50. Sea (X,x0) un espacio topológico punteado, definimos el cono reducido
como el espacio punteado

C ′X = {X × [0, 1]/X × {0} ∪ x0 × [0, 1]}

donde el punto base es X ×{0}∪x0× [0, 1]. Por otro lado, definimos la suspensión reducida
de X como el espacio punteado

ΣX = X × [0, 1]/X × {0} ∪X × {1} ∪ x0 × [0, 1]

donde el punto base es X × {0} ∪X × {1} ∪ x0 × [0, 1].

Ejemplo 1.51. En la Figura 1.10 se aprecia la suspensión y la suspensión reducida del
espacio punteado (S1 t {x0}, x0).
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Figura 1.10: Suspensión y Suspensión reducida de (S1 t {x0}, x0)

Proposición 1.52. Sea (X,x0) un espacio topologico punteado. Para cada n ≥ 0, ΣnX es
homeomorfo a Sn ∧X.

Demostración. Mostremos este resultado por inducción. Para n = 0, tomemos S0 = {1,−1}
y consideremos el espacio topologico punteado (S0, 1), notemos que Σ0X ∼= X, y entonces

S0 ∧X = {1,−1} ×X/{1} ×X ∪ {1,−1} × x0
∼= {−1} ×X ∼= X = Σ0X

Supongamos que ΣnX ∼= Sn ∧X, entonces

Σn+1X = Σ(ΣnX) ∼= Σ(Sn ∧X) ∼= S1 ∧ (Sn ∧X) ∼= (S1 ∧ Sn) ∧X ∼= Sn+1 ∧X

Por lo tanto, la proposición se cumple para toda n ≥ 0.

Ahora, el join X ? Y de dos espacios topológicos X y Y es homeomorfo a la suspensión
reducida Σ(X ∧ Y ) del smash de X y Y . Entonces el join de dos esferas Sn y Sm es
homeomorfa a la esfera Sn+m+1, en efecto, tenemos que

Sn ? Sm ∼= Σ(Sn ∧ Sm) ∼= ΣSn+m ∼= Sn+m+1

Denotemos por x ∧ t a la clase de (x, t) ∈ X × I en ΣX, y denotemos por x̃0 = x0 ∧ t =
x ∧ 0 = x ∧ 1 al punto base de ΣX. Si f : (X,x0) → (Y, y0) es una aplicación punteada,
entonces f × idI induce una aplicación punteada

Σf : ΣX −→ ΣY
(x ∧ t) 7−→ f(x) ∧ t

Proposición 1.53. La aplicación Σf tiene las siguiente propiedades funtoriales:

1. Si la aplicación punteada f : (X,x0) → (X,x0) es la identidad en X, entonces la
aplicación inducida Σf : ΣX → ΣX es también la identidad.

2. Si f : (X,x0) → (Y, y0) y g : (Y, y0) → (Z, z0) son aplicaciones punteadas continuas,
entonces Σ(g ◦ f) = Σg ◦ Σf : ΣX → ΣZ.

3. Si f : (X,x0)→ (Y, y0) es un homeomorfismo, entonces Σf es un homeomorfismo.

Demostración. Sean (X,x0), (Y, y0) y (Z, z0) espacios topológicos punteados.

1. Sea f : (X,x0) → (X,x0) la identidad en (X,x0), consideremos Σf : ΣX → ΣX y
veamos que es la identidad en ΣX. En efecto, tenemos que Σf(x∧t) = f(x)∧t = (x∧t).
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2. Sean f : (X,x0)→ (Y, y0) y g : (Y, y0)→ (Z, z0) dos aplicaciones continuas punteadas,
y consideremos las aplicaciones inducidas Σf : ΣX → ΣY y Σg : ΣY → ΣZ. Entonces
tenemos que

Σ(f ◦ g)(x ∧ t) = (f : g)(x ∧ t) = f(g(x)) ∧ t = Σf(g(x) ∧ t) = Σf ◦ Σg(x ∧ t)

3. Si f : (X,x0)→ (Y, y0) es un homeomorfismo, entonces existe una aplicación punteada
g : (Y, y0)→ (Z, z0), tal que f ◦ g = idY y g ◦ f = idX , entonces por las Propiedades 1
y 2 tenemos que

idΣY = Σ idY = Σ(f ◦ g) = Σf ◦ Σg

y
idΣX = Σ idX = Σ(g ◦ f) = Σg ◦ Σf

Por lo tanto Σf es un homeomorfismo.

Esto hace de Σ, un funtor de la categoŕıa de espacios topológicos punteados, en si mismo.
Por otro lado, tenemos que Σ define una sucesión exacta larga, de la siguiente manera:

Definición 1.54 (Sucesión de Barratt-Puppe). Sea f : X → Y una aplicación continua
entre espacios topológicos punteados, tomemos Cf el cono de f , y consideremos la siguiente
sucesión:

X
f // Y

αf // Cf

donde αf (y) es la clase de y en Cf . Consideremos las aplicaciones inducidas Σf : ΣX → ΣY
y Σαf : ΣY → ΣCf , entonces tenemos la siguiente sucesión:

ΣX
Σf // ΣY

Σαf // CΣf

Notemos que CΣf es homotópicamente equivalente a ΣCf , por lo cual obtenemos una apli-
cación natural βf : Cf → ΣX, definida si colapsamos Y ⊂ Cf a un punto. Por lo tanto
tenemos la siguiente sucesión:

X
f // Y

αf // Cf
βf // ΣX

Σf // ΣY
Σαf // ΣCf

Iterando esta construcción, obtenemos la siguiente siguiente sucesión exacta larga, conocida
como la sucesión de Barratt-Puppe.

X
f // Y

αf // Cf
βf // ΣX

Σf // ΣY
Σαf// ΣCf

Σβf // Σ2X
Σ2f // Σ2Y

Σ2αf// Σ2Cf
Σ2βf // · · ·

1.2.3. Clases de homotoṕıa punteadas

Sean (X,x0) y (Y, y0) dos espacios topológicos punteados. Denotamos por M(X,x0;Y, y0)
al conjunto de aplicaciones punteadas de (X,x0) a (Y, y0), el cual es un subconjunto de
M(X,A;Y,B). A este espacios, se le conoce como el espacio de funciones punteadas.

Ejemplo 1.55. Sea I = [0, 1] y sea ∂I = {0, 1} la frontera de I, entonces para un espacio
punteado (X,x0), al espacio M(I, 0;X,x0) se le conoce como el espacio de trayectorias en X
basados en x0. Al espacio M(I, ∂I;X,x0) se le conoce como espacio de lazos en X basados
en x0 y este se denota por Ω(X,x0). Además tenemos las siguientes contenciones.

M(I, Y ) ⊃ M(I, 0;X,x0) ⊃ M(I, ∂I;X,x0)
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Notemos que el espacio Ω(X,x0) también es un espacio punteado (Ω(x, x0), cx0
), donde el

punto base cx0 es el lazo constante en x0. Sea f : (X,x0)→ (Y, y0) una aplicación punteada,
entonces f induce una aplicación punteada definida por

Ωf : (Ω(X,x0), cx0
) −→ (Ω(Y, y0), cy0)
σ 7−→ f ◦ σ

Proposición 1.56. La aplicación Ωf tiene las siguiente propiedades funtoriales:

1. Si la aplicación punteada f : (X,x0) → (X,x0) es la identidad en X, entonces la
aplicación inducida Ωf : Ω(X,x0)→ Ω(X,x0) es también la identidad.

2. Si f : (X,x0) → (Y, y0) y g : (Y, y0) → (Z, z0) son aplicaciones punteadas continuas,
entonces Ω(g ◦ f) = Ωg ◦ Ωf : Ω(X,x0)→ Ω(Z, z0).

3. Si f : (X,x0)→ (Y, y0) es un homeomorfismo, entonces Ωf es un homeomorfismo.

Demostración. Sean (X,x0), (Y, y0) y (Z, z0) espacios topologicos punteados.

1. Sea f : (X,x0)→ (X,x0) la identidad en (X,x0), consideremos la aplicación inducida
Ωf : (Ω(X,x0), cx0)→ (Ω(X,x0), cx0), entonces tenemos que Ωf(σ) = f ◦ σ = σ.

2. Sean f : (X,x0)→ (Y, y0) y g : (Y, y0)→ (Z, z0) dos aplicaciones continuas punteadas,
entonces tenemos que

Ω(f ◦ g)(σ) = (f ◦ g) ◦ σ = f ◦ (g(σ)) = Ωf(g(σ)) = Ωf ◦ Ωg(σ)

3. Como f : (X,x0) → (Y, y0) es un homeomorfismo, existe una aplicación punteada
g : (Y, y0)→ (X,x0), tal que f ◦ g = idY y g ◦ f = idX . Entonces por la propiedad 1 y
2 tenemos que

idΩ(Y,y0) = Ω(idY ) = Ω(f ◦ g) = ΩfΩg

y
idΩ(X,x0) = Ω(idX) = Ω(g ◦ f) = ΩgΩf

Por lo tanto Ωf es un homeomorfismo.

Por lo cual, el espacio de lazos es un funtor de la categoŕıa de espacios topológicos
punteados en si mismo. El espacio de lazos es muy importante en el estudio de los grupos
de homotoṕıa, por lo cual nos interesa generalizar este espacio a dimensiones mas altas.

Definición 1.57. Al espacio M(In, ∂In;X,x0) se le llama n-espacio de lazos en X basados
en x0, y se le denota por Ωn(X,x0).

Nota 1.58. Por el Teorema 1.43 y el Ejemplo 1.39, tenemos que

M(In+1, ∂In+1;X,x0) = M((I, ∂I)× (In, ∂In);X,x0) ∼= M(I, ∂I; M(In, ∂In;X,x0), x̃0)

donde x̃0 ∈M(In, ∂In;X,x0) tal que x̃0(In) = x0.

Proposición 1.59. Sea (X,x0) un espacio punteado, entonces

Ωn+1(X,x0) ∼= Ω(Ωn(X,x0), x̃0)
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Demostración. La Nota 1.58, nos da el resultado deseado.

En la categoŕıa de espacios topológicos punteados, tenemos la noción de homotoṕıa
punteada, la cual se define como una homotoṕıa de parejas donde las parejas de espacios
topológicos son espacios topológicos punteados.

La relación de homotoṕıa punteada, es una relación de equivalencia en el espacio de fun-
ciones punteadas M(X,x0;Y, y0), entonces parte al espacio en clases de equivalencia llamadas
clases de homotoṕıa punteadas. Denotamos por

[X,Y ]∗ := [X,x0;Y, y0]

al conjunto de clases de homotoṕıa de aplicaciones punteadas de (X,x0) a (Y, y0).

Sea (X,x0) un espacio punteado, entonces la Nota 1.34, nos da el siguiente resultado.

Lema 1.60. Si (X,x0) es un espacio topológico punteado, entonces

π0(X) = [S0, X]∗

donde S0 = {0, 1} es la esfera de dimensión cero, con punto base 0.

El siguiente corolario, es un caso particular de la Proposición 1.44.

Corolario 1.61. Si (X,x0) =
∐
α[Xα, xα], donde cada (Xα, xα) es un espacio punteado,

entonces [∨
α

Xα, Y

]
∗

∼=
∏
α

[Xα, Y ]∗

1.3. H-espacios y H-coespacios

Consideremos [X,Y ] el conjunto de clases de homotoṕıa de aplicaciones entre dos espacios
topológicos X y Y . En esta sección daremos condiciones necesarias en X y Y , para que al
conjunto [X,Y ] le podamos dar una estructura de grupo. Recordemos que denotamos por
[X,Y ]∗ al conjunto de clases de homotoṕıa de aplicaciones punteadas de X a Y y denotemos
por M∗(X,Y ) = M(X,x0;Y, y0) al conjunto de aplicaciones punteadas de X a Y .

1.3.1. H-espacios

Definición 1.62. Un H-espacio es un espacio topológico punteado (W,w0), dotado de
una aplicación punteada µ : (W × W, (w0, w0)) → (W,w0) llamada H-multiplicación, tal
que la aplicación constante e : W → W definida por e(w) = w0 para toda w ∈ W es una
H-identidad, es decir, el siguiente diagrama conmuta salvo homotoṕıa:

W
(e,id)//

id $$

W ×W
µ

��

W
(id,e)oo

idzz
W

esto es: µ ◦ (id, e) ' id ' µ ◦ (e, id)
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Decimos que µ es H-asociativa, si el siguiente diagrama conmuta salvo homotoṕıa:

W ×W ×W
µ×id //

id×µ
��

W ×W

µ

��
W ×W

µ
// W

esto es: µ ◦ (µ× id) ' µ ◦ (id×µ)

Decimos que una aplicación j : (W,w0) → (W,w0) es un H-inverso si el siguiente dia-
grama conmuta salvo homotoṕıa:

W
(j,id)//

e
$$

W ×W
µ

��

W
(id,j)oo

e
zz

W

esto es: µ ◦ (j, id) ' e ' µ ◦ (id, j)

Decimos que W es H-conmutativo si el siguiente diagrama conmuta salvo homotoṕıa:

W ×W T //

µ
$$

W ×W

µ
zz

W

esto es: µ ◦ T ' µ

donde T : W ×W → W ×W es la aplicación T (w1, w2) = (w2, w1) para toda (w1, w2) ∈
W ×W .

Definición 1.63. Un H-grupo es un H-espacio, con una H-multiplicación H-asociativa µ,
y un H-inverso j.

Sean (W,w0) y (W ′, w′0) H-espacios con H-multiplicaciones µ y µ′ respectivamente. De-
cimos que una aplicación punteada continua h : (W,w0)→ (W ′, w′0) es un H-homomorfismo
si el siguiente diagrama conmuta salvo homotoṕıa:

W ×W
µ //

h×h
��

W

h
��

W ′ ×W ′
µ′

// W ′

esto es: h ◦ µ ' µ′ ◦ h× h

Teorema 1.64. Si (W,w0) es un H-grupo, con H-multiplicación µ y H-inverso j, entonces
para todo espacio punteado (X,x0), el conjunto [X,W ]∗ se le puede dar una estructura de
grupo, donde el producto de dos clases de homotoṕıa [f ]·[g] es la clase [fg] := [µ◦(f×g)◦∆],
donde ∆: X → X ×X es la aplicación diagonal definida por ∆(x) = (x, x). La identidad en
[X,W ]∗ es la clase de homotoṕıa de [e], y el inverso de una clase [f ] es la clase [f ]−1 = [j◦f ].

Demostración. Notemos que el producto [f ] · [g] respeta clases de homotoṕıa, puesto que si
F : f ' f ′ y G : g ' g′ son homotoṕıas de f a f ′ y de g a g′ respectivamente, entonces la
aplicación F ×G es una homotoṕıa de f × g a f ′ × g′, esto implica que [f ] · [g] = [f ′] · [g′],
y entonces el producto esta bien definido. Veamos que [X,W ]∗ cumple las propiedades de
grupo.
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Asociatividad: Como W es un H-grupo tenemos que µ es H-asociativa, es decir µ ◦
(µ× f) ' µ ◦ (1× µ), entonces tenemos que

[f ] · ([g] · [h]) = [f ] · [µ ◦ (g × h) ◦∆] = [µ ◦ (f × (µ ◦ (g × h) ◦∆)) ◦∆]

= [µ ◦ ((µ ◦ (f × g) ◦∆)× h) ◦∆] = [µ ◦ (f × g) ◦∆] · [h]

= ([f ] · [g]) · [h]

por lo tanto [X,W ]∗ es asociativo.

Elemento neutro: Tomemos una clase [f ] ∈ [X,W ]∗ y consideremos [f ] · [e] = [µ ◦ (f ×
e) ◦∆] donde e es la H-identidad de (W,w0), entonces tenemos que µ ◦ (f × e) ' f ,
por lo tanto [f ] · [e] = [µ ◦ (f × e) ◦ ∆] = [f ], lo que implica que [e] ∈ [X,W ]∗ es el
elemento neutro de [X,W ]∗.

Inversos: Ahora, tomemos una clase [f ] ∈ [X,W ]∗, y consideremos [f ] · [j ◦ f ] =
[µ ◦ (f × (j ◦ f)) ◦ ∆] donde j es el H-inverso en (W,w0), entonces tenemos que
µ◦ (f × (j ◦f)) ' e, por lo tanto [f ] · [j ◦f ] = [µ◦ (f × (j ◦f))◦∆] = [e], lo que implica
que [X,W ]∗ tiene inversos.

Por lo tanto [X,W ]∗ es un grupo.

Si además µ es H-conmutativo, entonces [X,W ]∗ es un grupo abeliano. Si f : (X,x0)→
(Y, y0) es una aplicación punteada continua, entonces f induce un homomorfismo de grupos
f∗ : [Y,W ]∗ → [X,W ]∗. Más aún, si h : (W,w0) → (W ′w′0) es un H-homomorfismo de H-
espacios, entonces para todo espacio topológico X, tenemos que la aplicación

h∗ : [X,W ]∗ → [X,W ′]∗

es un homomorfismo de grupos.

1.3.2. Espacio de lazos

El espacio de lazos Ω(Y, y0) de un espacio topológico punteado (Y, y0) definido en el
Ejemplo 1.55, es un importante ejemplo de un H-grupo. Notemos que el espacio de lazos
Ω(Y, y0) de un espacio punteado (Y, y0), es también un espacio punteado (ΩY, ỹ0), donde el
punto base en ΩY es el lazo constante ỹ0 : I → Y , definido por ỹ0(t) = y0 para toda t ∈ I.

Veamos que el espacio de lazos Ω(Y, y0) tiene la estructura de un H-grupo, definamos
una H-multiplicación µ : ΩY × ΩY → ΩY por

µ(σ, γ) =

{
σ(2t), si 0 ≤ t ≤ 1

2 ;
γ(2t− 1), si 1

2 ≤ t ≤ 1.

Consideremos al espacio de lazos ΩY con la topoloǵıa compacto abierta y veamos que
µ es continua, tomemos Uk un elemento en la subbase de ΩY y consideremos µ−1(Uk),
entonces el abierto Uk × Uk ⊂ ΩY × ΩY está contenido en µ−1(Uk). Veamos que µ es
H-asociativa, en efecto, podemos definir una homotoṕıa G : ΩY × ΩY × ΩY × I → ΩY , de
µ ◦ (µ× id) a µ ◦ (id×µ) de la siguiente manera:

G(σ1, σ2, σ3, s)(t) =


σ1( 4t

1+s ), si 0 ≤ t ≤ 1+s
4 ,

σ2(4t− 1− s), si 1+s
4 ≤ t ≤

2+s
4 ,

σ3( 4t−2−s
2−s ), si 2+s

4 ≤ t ≤ 1.
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Sea j : ΩY → ΩY definido por j(σ)(t) = σ(1− t), veamos que j determina un H-inverso,
en efecto, tenemos que la aplicación H : ΩY × I → ΩY , definida por

H(σ, s)(t) =

{
σ(2(1− s)t), si 0 ≤ t ≤ 1

2 ;
σ(2(1− s)(1− t)), si 1

2 ≤ t ≤ 1.

define una homotoṕıa de µ(σ, j(σ)) a σ(0).

Por lo tanto, para cada espacio punteado (Y, y0) el espacio de lazos ΩY es un H-grupo,
y entonces aplicando Teorema 1.64, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.65. Para cada espacio punteado (X,x0), el espacio [X,ΩY ]∗ es un grupo. Si
f : X → X ′ es una aplicación continua, entonces

f∗ : [X ′,ΩY ]∗ → [X.ΩY ]∗

es un homomorfismo de grupos. Finalmente, si g : Y → Y ′ es una aplicación punteada,
entonces Ωg : ΩY → ΩY ′ definida por Ωg(σ) = g ◦ σ, es un H-homomorfismo. Por lo tanto,
la aplicación

(Ωg)∗ : [X,ΩW ]∗ → [X,ΩW ′]∗

es un homomorfismo de grupos.

1.3.3. H-coespacios

Ahora, podemos definir un espacio dual a los H-espacios llamados H-coespacios, los cua-
les son espacios punteados (Q, q0) con los cuales se le pueda dar una estructura de grupo al
conjunto [Q,X]∗, para todo espacio punteado (X,x0).

Entonces, es necesario definir un concepto dual al producto cartesiano, en este caso la
cuña de la Definición 1.45, es una operación dual al producto cartesiano, en el sentido que:
Dadas dos aplicaciones punteadas f : X → Z y g : Y → Z, existe una aplicación punteada
〈f, g〉 : X ∨ Y → Z definida por

〈f, g〉(x, y) =

{
f(x), si y = y0;
g(y), si x = x0.

Además, si f : X → X ′ y g : Y → Y ′ son aplicaciones punteadas, podemos definir una
aplicación f ∨ g definida por

f ∨ g : X ∨ Y −→ X ′ ∨ Y ′
(x, y) 7−→ (f(x), g(y))

Definición 1.66. Un H-coespacio es un espacio topológico punteado (Q, q0), dotado de una
aplicación punteada ν : (Q, q0) → (Q ∨ Q, (q0, q0)) llamada H-comultiplicación, tal que la
aplicación constante e : Q→ Q definida por e(q) = q0 para toda q ∈ Q es una H-coidentidad,
es decir, el siguiente diagrama conmuta salvo homotoṕıa:

Q Q ∨Q
〈e,id〉oo 〈id,e〉 // Q

Q

id

bb

ν

OO

id

<< esto es: 〈id, e〉 ◦ ν ' id ' 〈e, id〉 ◦ ν
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Decimos que ν es H-coasociativa, si el siguiente diagrama conmuta salvo homotoṕıa:

Q ∨Q ∨Q Q ∨Qν∨idoo

Q ∨Q

id∨ν

OO

Q

ν

OO

ν
oo

esto es: (ν ∨ id) ◦ ν ' (id∨ν) ◦ ν

Decimos que una aplicación j : (Q, q0) → (Q, q0) es un H-coinverso si el siguiente dia-
grama conmuta salvo homotoṕıa:

Q Q ∨Q
〈j,id〉oo 〈id,j〉 // Q

Q

e

bb

ν

OO

e

<< esto es: 〈id, j〉 ◦ ν ' e ' 〈j, id〉 ◦ ν

Decimos que Q es H-coconmutativo si el siguiente diagrama conmuta salvo homotoṕıa:

Q ∨Q Q ∨QToo

Q

ν

bb

ν

<< esto es: T ◦ ν ' ν

donde T : Q ∨Q→ Q ∨Q es la aplicación T (q1, q2) = (q2, q1) para toda (q1, q2) ∈ Q×Q.

Definición 1.67. UnH-cogrupo, es unH-coespacio con unaH-comultiplicaciónH-coasociativa
ν, y un H-coinverso j.

Sean (Q, q0) y (Q′, q′0)H-coespacios conH-comultiplicaciones ν y ν′ respectivamente. De-
cimos que una apicación punteada continua k : (Q′, q′0)→ (Q, q0) es un H-cohomomorfismo
si el siguiente diagrama conmuta salvo homotoṕıa:

Q ∨Q Q
νoo

Q′ ∨Q′
k∨k

OO

Q′

k

OO

ν′
oo

esto es: ν ◦ k ' k ∨ k ◦ ν′

Finalmente el siguiente resultado, es el análogo al Teorema 1.64.

Teorema 1.68. Si (Q, q0) es un H-cogrupo, con H-comultiplicación ν, y H-coinverso
j, entonces para todo espacio punteado (X,x0), el conjunto [Q,X]∗ se le puede dar una
estructura de grupo, donde el producto de dos clases de homotoṕıa [f ] ∗ [g] es la clase
[fg] := [∆′ ◦ (f ∨ g) ◦ ν], donde ∆′ : X ∨ X → X es la aplicación doblado definida por
∆′(x, x0) = x = ∆′(x0, x). La identidad en [Q,X]∗ es la clase de homotoṕıa de [e], y el
inverso de una clase [f ] es la clase [f ]−1 = [f ◦ j].

Si además ν es H-coconmutativo, entonces [Q,X]∗ es un grupo abeliano. Más aún, si
k : (Q′, q′0)→ (Q, q0) es un H-cohomomorfismo de H-coespacios, entonces para todo espacio
topológico Y , tenemos que la aplicación

k∗ : [Q,Y ]∗ → [Q′, Y ]∗

es un homomorfismo de grupos.
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1.3.4. Suspensiones

Un ejemplo de un H-cogrupo, está dado por la suspensión reducida de un espacio de la
Definimos 1.50.

Notemos que la suspensión reducida de un espacio X tiene estructura de H-cogrupo, si
definimos la H-comultiplicación ν : ΣX → ΣX ∨ ΣX de la siguiente manera:

ν(x ∧ t) =

{
(x ∧ 2t, x̃0), si 0 ≤ t ≤ 1

2
(x̃0, x ∧ (2t− 1)), si 1

2 ≤ t ≤ 1

Esta aplicación tiene el efecto de aplastar el ecuador, tal como se muestra en la Figura 1.11.

Figura 1.11: Efecto de la aplicación ν a un espacio topológico X.

Finalmente, el H-coinverso en ΣX, esta dado por la aplicación j : ΣX → ΣX definida
por j(x ∧ t) = x ∧ (1 − t). Por lo tanto, para cada espacio punteado (X,x0), la suspensión
reducida ΣX es un H-cogrupo. Entonces aplicando el Teorema 1.68, obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 1.69. Para todo espacio punteado (Y, y0), el conjunto de clases de homotopia
[ΣX,Y ]∗ es un grupo. Si g : Y ′ → Y es una aplicación continua, entonces la aplicación
inducida

g∗ : [ΣX,Y ′]∗ → [ΣX,Y ]∗

es un homomorfismo de grupos. Finalmente, si f : X → X ′ es una aplicación punteada,
entonces la aplicación Σf : ΣX → ΣX ′ es un H-cohomomorfismo, lo cual implica que

(Σf)∗ : [ΣX ′, Y ]∗ → [ΣX,Y ]∗

es un homomorfismo de grupos.

Los funtores Ω y Σ son ejemplos de funtores adjuntos, es decir, para espacios topológicos
punteados (X,x0) y (Y, y0) existe una biyección

M∗(ΣX,Y )←→M∗(X,ΩY )

Esta biyección surge del Teorema de Correspondencia Exponencial (Teorema 1.30), y si
g : X → ΩY entonces definimos g′ : ΣX → Y como g′(x∧t) = g(x)(t) para x ∈ X y t ∈ [0, 1].
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Esta biyección pasa a ser un isomorfismo a los conjuntos de clases de homotopia como
se muestra a continuación.

Proposición 1.70. Sea (X,x0) (Y, y0) espacios topológicos punteados con (X,x0) compacto
y de Hausdorff, entonces los grupos [ΣX,Y ] y [X,ΩY ]∗ son isomorfos

Demostración. Recordemos que una homotoṕıa G : X × I → Y en la categoria de espacio
topologicos punteados, manda x0×I a y0. Podemos indentificar los espacios Σ(X×I/x0×I)
y ΣX × I/x0 × I mediante el homeomorfismo

(x, t) ∧ t′ ←→ (x ∧ t′, t)

entonces existe una correspondencia entre las homotoṕıas F : X × I/x0 × I → ΩY y las
homotoṕıas F ′ : ΣX × I/x0 × I → Y . Por lo tanto, la equivalencia anterior da origen a una
equivalencia

[ΣX,Y ]←→ [XΩY ]

tal que si las aplicaciones g : X → ΩY y g′ : ΣX → Y estan relacionadas por g′(x ∧ t) =
g(x)(t), entonces [g] y [g′] coinciden.

Nota 1.71. La proposición anterior se sigue cumpliendo para dimensiones mas altas, esto
es

[ΣnX,Y ]∗ ∼= [X,ΩnY ]∗

Teorema 1.72. Sea G un conjunto equipado con dos multiplicaciones ∗ y ∗′

1. ∗ y ∗′ tienen un elemento identidad bilateral en común.

2. ∗ y ∗′ son mutuamente distributivas.

Entonces ∗ y ∗′ son iguales, aśı como ser tanto conmutativas y asociativas.

Demostración. Tomemos x, y, z y w en G, y sea e ∈ G la identidad. Por hipótesis tenemos
que e ∗ x = x ∗ e = x = e ∗′ x = x ∗′ e y (w ∗ x) ∗′ (y ∗ z) = (w ∗′ y) ∗ (x ∗′ z), entonces

x ∗ y = (x ∗′ e) ∗ (e ∗′ y) = (x ∗ e) ∗′ (e ∗ y) = x ∗′ y

por lo cual ∗ y ∗′ coinciden. Por otro lado tenemos que

x ∗ y = (e ∗′ x) ∗ (y ∗′ e) = (e ∗ y) ∗′ (x ∗ e) = y ∗′ x = y ∗ x

y entonces la estructura es conmutativa. Finalmente

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗′ e) ∗ (y ∗′ z) = (x ∗ y) ∗′ (e ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z

lo que implica que la estructura es asociativa.

Corolario 1.73. Si W es un H-grupo y Q es un H-cogrupo, entonces [Q,W ] es un grupo
abeliano.

Demostración. Este corolario se sigue de notar que las dos multiplicaciones definidas en
[Q,W ], las cuales surgen de la H-multiplicación en W y la H-comultiplicación en Q cumplen
con las hipótesis del Teorema 1.72.
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1.4. Grupos de homotoṕıa

Ahora estamos listos para generalizar a nuestro primer invariante topológico π0(X), de-
finido en la sección 1.1.3.

Sea (X,x0) un espacio topológico punteado, entonces definimos π1(X), como el conjunto
de componentes por trayectorias del espacio de lazos (ΩX, x̃0) de X basados en x0, es decir

π1(X) := π0(ΩX)

En general, definimos a πn(X) como el conjunto de componentes por trayectorias del
n-ésimo espacio de lazos de X basados en x0, es decir

πn(X) := π0(ΩnX)

este espacio es llamado el n-ésimo grupo de homotoṕıa de X.

Podemos ver otra interpretación de los grupos de homotoṕıa πn(X), de la siguiente
manera.

Proposición 1.74. Sea (X,x0) un espacio punteado, entonces

πn(X) = [Sn, X]∗

Demostración. Aplicando el Lema 1.60, tenemos que

πn(X) = π0(ΩnX) = [S0,ΩnX]∗

y entonces por la Proposición 1.70, tenemos que

πn(X) = [S0,ΩnX]∗ = [ΣnS0, X]∗ = [Sn, X]∗

Lema 1.75. Los grupos de homotoṕıa πn(X) de un espacio topológico X, son abelianos
para n ≥ 2.

Demostración. Por definición tenemos que πn(X) = [Sn, X]∗, entonces por la Nota 1.8 y el
Teorema 1.70 tenemos que

πn(X) = [Sn, X]∗ ∼= [ΣSn−1, X]∗ ∼= [Sn−1,ΩX]∗ ∼= [ΣSn−1,ΩX]∗

Por lo cual, tenemos que πn(X) cumple las hipótesis del Corolario 1.73

Ahora, podemos generalizar la Proposición 1.24.

Proposición 1.76. La construcción πn es funtorial, es decir, satisface las siguientes pro-
piedades.

1. Si f : X → X es la identidad, entonces f∗ : πn(X)→ πn(X) es también la identidad.

2. Si f : X → Y y g : Y → Z son aplicaciones continuas, entonces (g ◦ f)∗ = g∗ ◦
f∗ : πn(X)→ πn(Z)
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3. Si f : X → Y es un homeomorfismo, entonces f∗ : πn(X)→ πn(Y ) es un isomorfismo
de grupos, para n ≥ 1.

Usando la Proposición 1.35, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.77. Si X es contraible, entonces πn(X) = 0 para toda n ≥ 0.

Como Rn es un espacio contraible, entonces tenemos que

πn(Rn) = 0

Nota 1.78. Dados X y Y espacios topológicos, entonces πn(X × Y ) ∼= πn(X)× πn(Y ). En
general, para una colección de espacios conexos por trayectorias {Xα} tenemos que

πn

(∏
α

Xα

)
∼=
∏
α

πn(Xα)

Proposición 1.79.

πr(S
n) =

{
Z, si r = n;
0, si r < n

Idea de Demostración. Si r < n, cualquier aplicación Sr → Sn se puede deformar a una
aplicación que no contenga un punto de Sn en su imagen, y entonces usamos el hecho de
que la esfera sin un punto es contrible.

Si r = n no hay manera de incluir una aplicación de Sn en Sn, más que envolviendo
completamente a Sn, y esta “envoltura” representa un generador del grupo πn(Sn).

Ahora, veamos una herramienta para calcular grupos de homotoṕıa, la cual la podemos
ver usando teoria de espacios cubrientes.

Definición 1.80 (Espacio Cubriente). Un espacio cubriente de X, es un par (E, p) donde
p : E → X es una aplicación con la siguiente propiedad: Toda x ∈ X tiene una vecindad U
tal que p−1(U) es una unión disjunta de conjuntos abiertos Si de E, cada uno de los cuales
es mandado homeomorfamente a U por p. En este caso, decimos que U esta uniformemente
cubierta, los conjuntos Si son llamados hojas sobre U , y la aplicacion p es llamada aplicación
cubriente. Como consecuencia tenemos:

La fibra p−1(x) sobre cualquier punto x ∈ X es discreta.

p es un homeomorfismo local.

p manda a E suprayectivamente en X y X tiene la topoloǵıa cociente. Por lo tanto E
y X tienen las mismas propiedades locales.

Ejemplo 1.81. La aplicación R→ S1 dada por t 7→ e2πit, es una aplicación cubriente con
un numero infinito de hojas.

Ejemplo 1.82. La aplicación S1 → S1 dada por z 7→ zn, para n ∈ Z f́ıjo, es una aplicación
cubriente con n hojas.

Ejemplo 1.83. La aplicación canonica S2 → RP2, es una aplicación cubriente con dos
hojas.

Nota 1.84. Decimos que un espacio topologico X es simplemente conexo, si |π0(X)| = 1 y
π1(X) = {0}. Un espacio cubriente p : (E, e0)→ (X,x0) es un cubriente universal si (E, e0)
es simplemente conexo.
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Teorema 1.85. Sea p : (E, e0) → (X,x0) un espacio cubriente, y f : (Y, y0) → (X,x0)
una aplicación arbitraria con Y localmente conexo por trayectorias y simplemente conexo.
Entonces existe una única aplicación f̃ : (Y, y0) → (E, e0) que hace conmutar el siguiente
diagrama.

(E, e0)

p

��
(Y, y0)

f
//

f̃
::

(X,x0)

Demostración. El teorema es una consecuancia del criterio de levantamiento, ver [9, Teorema
6.1].

Nota 1.86. Una aplicación continua f : (X,x0)→ (Y, y0) induce una aplicación

f∗ : πn(X,x0) −→ πn(Y, y0)
[α] 7−→ [f ◦ σ]

bien definida. Más aún, la aplicación f∗ es un funtor de la categoŕıa de espacios topológicos
punteados, a la categoŕıa de grupos.

Teorema 1.87. Si p : (E, e0)→ (X,x0) es un espacio cubriente, entonces p∗ : πn(E, e0)→
πn(X,x0) es un isomorfismo para n ≥ 2.

Demostración. Recordemos que πn(E, e0) = [(Sn, s0), (E, e0)] y πn(X,x0) = [(Sn, s0), (X,x0)].
Consideremos la aplicación inducida p∗ : πn(E, e0)→ πn(X,x0) definida como [f̃ ] 7→ [p◦f̃ ] =
[f ], entonces f̃ : (Sn, s0)→ (E, e0) y f : (Sn, s0)→ (X,x0). Notemos que p∗ es inyectiva ya
que, si p∗([f ]) = p∗([g]) entonces [p ◦ f ] = [p ◦ g], es decir p ◦ f ' p ◦ g y entonces f ' g, es
decir [f ] = [g].

Veamos que p∗ es sobre. Sea [f ] ∈ πn(X,x0), que p∗ sea sobre es equivalente a que exista
un levantamiento f̃ : (Sn − s0) → (E, e0) de f . Por la Proposición 1.79, πn(Sn) = {0} y
entonces (Sn, s0) es simplemente conexo, por lo tanto se cumplen las hipotesis del Teorema
1.85, y queda demostrado el Teorema.

Corolario 1.88. Tenemos que πn(RPm) ∼= πn(Sm) para toda m,n ≥ 2. Y πn(S1) ∼=
πn(R) ∼= {0} para n ≥ 2.



2
Haces vectoriales

En este caṕıtulo definiremos el concepto de haz vectorial, ésta es una estructura topológica
en el cual en cada punto se tiene definido un espacio vectorial. Haciendo uso de nociones de
Álgebra Lineal definiremos operaciones entre haces vectoriales, luego definiremos una métrica
Riemanniana entre haces vectoriales. Finalmente, definiremos la variedad de Grassmann
sobre un espacio vectorial, para aśı definir haces vectoriales universales y poder dar una
clasificación entre ellos. Para referencias consultar [2], [10], [12], [15], [23], [25].

2.1. Haces vectoriales

Definición 2.1. Definimos un haz vectorial de rango n sobre un campo F (real o complejo),
como una aplicación p : E → B tal que, para cada b ∈ B su fibra p−1(b) tiene una estructura
de espacio vectorial sobre F. Además pedimos que p : E → B sea localmente trivial, esto es,
existe una cubierta abierta de {Uα} de B y homeomorfismos hα : p−1(Uα)→ Uα × Fn tales
que, para cada b ∈ B, la restricción hα|p−1(b) : p−1(b) → {b} × Fn es un isomorfismo lineal,
es decir, el siguiente diagrama conmuta

p−1(Uα)
hα //

p
##

Uα × Fn

pr1
{{

Uα

donde pr1 es la proyección a la primera coordenada. A los homeomorfismos hα se les llama
trivializaciones locales del haz vectorial, B es llamado espacio base y E el espacio total.

Nota 2.2. Denotaremos a un haz vectorial p : E → B simplemente como E, para abreviar
notación.

Ejemplo 2.3. El haz producto E = B × Fn donde p es la proyección sobre la primera
coordenada.
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Figura 2.1: Diagrama de un haz vectorial

Ejemplo 2.4. Para haces vectoriales reales, el haz de Möbius es el haz vectorial p : E → S1

de rango 1, donde E es el espacio cociente I × R bajo la identificación (0, t) ∼ (1,−t),
S1 = [0, 1]/0 ∼ 1, y donde p : I × R→ S1 es la proyección sobre el primer factor.

Ejemplo 2.5. Para haces vectoriales reales, el haz tangente sobre la esfera unitaria Sn ⊂
Rn+1, es el haz vectorial p : TSn → Sn donde TSn = {(x, v) ∈ Sn ×Rn+1 | x⊥v}, podemos
pensar a v como un vector tangente a Sn si trasladamos dicho vector al punto x ∈ Sn.
La aplicación p : TSn → Sn manda (x, v) ∈ TSn al punto x ∈ Sn. Podemos construir las
trivializaciones locales de la siguiente manera: Dado un punto x ∈ Sn tomamos el abierto
Ux como el hemisferio de la esfera que contiene al punto x y acotado por el hiperplano que
pasa por el origen ortogonal a x. Definimos hx : p−1(Ux) → Ux × p−1(x) ∼= Ux × Rn por
hx(y, v) = (y, πx(v)) donde πx es la proyección ortogonal al hiperplano p−1(x). Entonces hx
es una trivialización local puesto que πx restringe a un isomorfismo entre p−1(y) y p−1(x)
para cada y ∈ Ux.

Figura 2.2: Haz Tangente a S2

Ejemplo 2.6. Para haces vectoriales reales, el haz normal a Sn ⊂ Rn+1, es un haz vectorial
p : NSn → Sn donde NSn = {(x, v) ∈ Sn × Rn+1 | v = tx, t ∈ R} es decir v es ortogonal
a el plano tangente a Sn en x. La aplicación p : NSn → Sn está dada por p(x, v) = x, y
las trivializaciones locales hx : p−1(Ux) → Ux × R pueden ser obtenidas al igual que en el
ejemplo anterior por proyecciones ortogonales.

Ejemplo 2.7. Sea FPn, el n-espacio proyectivo (real ó complejo) definido como en el Ejemplo
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1.5. Definimos el haz tautológico p : E → FPn, donde el espacio total E = {(l, v) ∈ FPn ×
Fn+1 | v ∈ l}, y donde la proyección p está dada por p(l, v) = l.

Definición 2.8. Sea p : E → B un haz vectorial de rango n, decimos que p′ : F → B es un
subhaz vectorial de rango k, si F es un subespacio de E tal que, para cada b ∈ B, la fibra
p′−1(b) ⊂ p−1(b) sea un subespacio vectorial de dimensión k.

Definición 2.9. Un morfismo del haz vectorial p1 : E1 → B1 al haz vectorial p2 : E2 → B2,
es un par de aplicaciones continuas f : B1 → B2 y f̃ : E1 → E2, que hace conmutar el
siguiente diagrama

E1
f̃ //

p1

��

E2

p2

��
B1

f
// B2

y cuya restricción a cada fibra es una transformación lineal de p−1
1 (b1) a p−1

2 (b2).

Decimos que dos haces vectoriales p : E → B y p : E′ → B sobre el mismo espacio base
B son isomorfos si existen dos morfismos de haces vectoriales f : E → E′ y f ′ : E′ → E
tales que f̃ = f̃ ′ = idB y f ◦ f ′ = idE′ , f

′ ◦ f = idE .

Definición 2.10. Decimos que un haz p : E → B es trivial, si es isomorfo al haz producto.

Ejemplo 2.11. Notemos que el haz normal de Sn ⊂ Rn+1 es un haz trivial, puesto que es
isomorfo al haz producto Sn × R por el isomorfismo (x, tx) 7→ (x, t).

Por otro lado, el haz tangente a S1 es un haz trivial, puesto que es isomorfo al haz
producto S1 × R por el isomorfismo (eiθ, iteiθ) 7→ (eiθ, t), para eiθ ∈ S1 y t ∈ R.

Lema 2.12. Una aplicación continua h : E1 → E2 entre dos haces vectoriales sobre la
misma base p1 : E1 → B y p2 : E2 → B, es un isomorfismo si manda cada fibra p−1

1 (b) a la
fibra p−1

2 (b) por isomorfismos lineales.

Demostración. Como h manda fibras en fibras por isomorfismos lineales, entonces tenemos
que h es biyectiva, definamos la inversa h−1 y veamos que continua. Como la continuidad
es una pregunta local, podemos restringirnos a un conjunto abierto U ⊂ B en el cual
E1 y E2 sean triviales (es decir, existen trivializaciones locales h1 : p−1

1 (U) → U × Fn y
h2 : p−1

2 (U) → U × Fn). Entonces, la restricción h : p−1
1 (U) → p−1

2 (U) la podemos ver
como una aplicación h : U × Fn → U × Fn definida como h(x, v) = (x, g(x, v)), donde
g : U × Fn → Fn es una aplicación tal que g(x, v) es lineal en x. Sea GLn(F) el espacio de
transformaciones lineales invertibles de Fn en śı mismo, entonces podemos ver a g(x, v) como
una matriz de n×n cuyas entradas dependen continuamente de x, por lo cual g : U×Fn → Fn
es continua si y sólo si la aplicación

B −→ GLn(F)
x 7−→ g(x,−)

es continua. Por lo tanto g(x, v) tiene una matriz inversa g(x, v)−1 dada por g(x, v)−1 =
1

det(g(x,v)) adj(g(x, v)), donde adj(g(x, v)) es la matriz adjunta de la matriz g(x, v). Por lo

tanto definimos la inversa h−1(x, v) = (x, g(x, v)−1), la cual es continua.
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2.1.1. Sistema de cociclos

Sea p : E → B un haz vectorial de rango n, y sea {Uα}α∈Γ una cubierta abierta de B,
tal que existe una colección de trivializaciones locales hα : p−1(Uα) → Uα × Fn asociadas a
la cubierta.

Entonces para todo α, β ∈ Γ tal que Uα∩Uβ 6= ∅, definimos las aplicaciones de transición
hαβ como el homeomorfismo

hα ◦ h−1
β : (Uα ∩ Uβ)× Fn −→ (Uα ∩ Uβ)× Fn

(x, v) 7−→ (x, gαβ(x)(v))

donde gαβ(x) ∈ GLn(F) es una transformación lineal invertible, es decir, gαβ : Uα ∩ Uβ →
GLn(F) es una aplicación continua que manda cada x ∈ Uα ∩ Uβ a una transformación
lineal invertible gαβ(x), las cuales llamamos cociclos. En este caso al grupo GLn(F) se le
conoce como grupo estructural del haz vectorial p : E → B, y a la pareja {{Uα}α∈Γ, gαβ} le
llamamos sistema de cociclos.

Lema 2.13. Los cociclos satisfacen que, gαβ ◦ gβγ = gαγ .

Demostración. Si x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ entonces hα ◦ h−1
β (x, v) = (x, gαβ(x)(v)), por otro lado

hβ ◦ h−1
γ (x, v) = (x, gβγ(x)(v)), y entonces

hα ◦ h−1
γ (x, v) = hα ◦ h−1

β ◦ hβ ◦ h
−1
γ (x, v)

= hα ◦ h−1
β (x, gβγ(x)(v))

= (x, gαβ(x) ◦ gβγ(v)).

por lo tanto hα ◦ h−1
γ (x, v) = (x, gαγ(x)(v)) = (x, gαβ(x) ◦ gβγ(v)).

Esta condición es conocida como la condición de cociclo.

Definición 2.14. Dado un sistema de cociclos {{Uα}α∈Γ, gαβ} podemos construir un haz
vectorial p : E → B de la siguiente manera:

Sea
⊔
α∈Γ Uα×Fn la unión disjunta de los Uα×Fn con α ∈ Γ, y consideremos la siguiente

relación: Para cada x ∈ Uα∩Uβ identificamos (x, v) ∈ Uα×Fn con (x, gαβ(x)(v)) ∈ Uβ×Fn,
se puede probar que esta relación es una relación de equivalencia. Definimos el espacio total
E como el espacio cociente

E =
⊔
α∈A

Uα × Fn/ ∼

y definimos la proyección p : E → B como p([x, v]) = x, donde [x, y] denota la clase de (x, y)
en E, entonces se puede probar que p es un haz vectorial, el cual es llamamos el haz vectorial
determinado por el sistema de cociclos {{Uα}α∈Γ, gαβ}.

Por lo tanto, para conocer la topoloǵıa de un haz vectorial, es suficiente conocer el sistema
de cociclos que define a dicho haz vectorial.

Nota 2.15. Los cociclos satisfacen las siguientes propiedades, las cuales surgen de la con-
dición de cociclo.

1. gαα(x) = 1 ∈ GLn(F), x ∈ Uα

2. gαβ(x) = gβα(x)−1, x ∈ Uα ∩ Uβ .
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2.2. Secciones

En esta sección, definiremos las secciones de un haz vectorial, daremos algunas propie-
dades de la misma, y usando unos resultados anteriores, mostraremos que un haz vectorial
de rango n tiene n secciones linealmente independientes si y sólo si es trivial.

Definición 2.16. Una sección de un haz vectorial p : E → B es una aplicación s : B → E
que asigna a cada b ∈ B un vector s(b) ∈ p−1(b), es decir, p ◦ s = idB .

Figura 2.3: Secciones de un haz vectorial.

Notemos que cada haz vectorial tiene una sección canónica llamada sección cero, cuyo
valor es el vector cero en cada fibra. En ocasiones identificamos la sección cero con su imagen,
el cual es un subespacio de E que proyecta homeomorfamente a B por p.

Haciendo uso de la sección cero, podemos distinguir dos haces vectoriales que no son
isomorfos de la siguiente manera, un isomorfismo f̃ : E1 → E2 de haces vectoriales manda
la sección cero de E1 a la sección cero de E2 homeomorfamente, entonces los complementos
de las secciones cero correspondientes a E1 y E2 son homeomorfos.

Ejemplo 2.17. El haz de Möbius no es isomorfo al haz producto S1 × R, ésto es cierto ya
que, el complemento de la sección cero en el haz de Möbius es conexo, pero el complemento
de la sección cero en el producto no es conexo.

Proposición 2.18. Un haz vectorial p : E → B de dimension n es un haz trivial si y sólo si
tiene n secciones s1, ..., sn tal que los vectores s1(b), ..., sn(b) son linealmente independientes
en cada fibra p−1(b).

Demostración. Veamos que el haz producto B × Fn tiene n secciones que son linealmen-
te independientes, en efecto, definimos las secciones si : B → E como si(b) = (b, ei) con
i = 1, ..., n, donde e1, ..., en es la base estándar de Fn, como e1, ..., en son linealmente inde-
pendientes, entonces s1(b), ..., sn(b) son linealmente independientes para todo b ∈ B.

Si p es un haz trivial entonces p es isomorfo al haz producto, entonces tenemos un
isomorfismo lineal entre las fibras en E y las fibras en B×Fn, por lo cual dicho isomorfismo
manda las secciones linealmente independientes del haz producto en secciones linealmente
independientes del haz trivial.

Rećıprocamente si tenemos n secciones linealmente independientes s1, .., sn, definimos

h : B × Fn −→ E
(b, t1, ..., tn) 7−→

∑
i tisi(b)
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notemos que h es una aplicación continua ya que su composición con una trivialización
p−1(U) → U × Rn es continua. Esta aplicación nos define un isomorfismo lineal en cada
fibra, y entonces usando el Lema 2.12, h es un isomorfismo de haces vectoriales.

Definición 2.19. Un grupo de Lie, es una variedad diferenciable (real o compleja) que
ademas tiene una estructura de grupo con una operación µ : G × G → G, tal que µ y la
inversa g 7→ g−1 son diferenciables (o anaĺıticas en el caso complejo).

Definición 2.20. Decimos que una variedad diferenciable es paralelizable, si su haz tangente
es isomorfo al haz producto.

Proposición 2.21. Si G es un grupo de Lie, entonces el haz tangente π : TG→ G es trivial.

Demostración. Supongamos que dim(G) = n, y sea {e1, ..., en} una base de TeG. Definimos
la traslación izquierda Lg como

Lg : G −→ G
g′ 7−→ g · g′

Entonces, definimos s1, ..., sn secciones del haz tangente π : TG→ G como

si : G −→ TG
g 7−→ (dLg)eei

donde (dLg)eei es la diferencial de Lg en el punto e ∈ G aplicado a ei ∈ TeG. Notemos que
las secciones si son continuas ya que la diferencial es continua. Dado que (dLg)e es un isomor-
fismo lineal, entonces (dLg)e manda la base del espacio tangente TeG a una base del espacio
tangente TgG, lo cual implica que las secciones s1, ..., sn son linealmente independientes.

Corolario 2.22. Todo grupo de Lie es paralelizable.

Corolario 2.23. S1 y S3 son paralelizables.

Demostración. Podemos ver a S1 como los números complejos de norma igual a 1 bajo la
multiplicación de números complejos, lo cual hace de S1 un grupo de Lie, entonces S1 es
paralelizable.

Por otro lado, podemos ver a S3 como el conjunto de cuaternios con norma igual a 1
bajo la multiplicación de cuaternios, lo cual hace de S3 un grupo de Lie, entonces S3 es
paralelizable.

2.3. Operaciones con haces vectoriales

Hemos visto que los haces vectoriales son estructuras que definen un espacio vectorial
en cada fibra, por lo cual podemos usar nociones de Álgebra Lineal para definir operaciones
entre haces vectoriales los cuales operan en cada fibra. En la Definición 2.14, vimos que para
conocer la topoloǵıa de un haz vectorial, es suficiente conocer el sistema de cociclos que define
a dicho haz vectorial. Por lo cual, para ver la topoloǵıa en las siguientes operaciones de haces
vectoriales, veremos cuales son los sistemas de cociclos que definen a dichos haces vectoriales.

Cabe mencionar que en esta sección, no definiremos las operaciones en espacios vectoriales
para no perder la continuidad del trabajo. Para ver como se definen las operaciones en
espacios vectoriales pueden consultar el Apéndice A.
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2.3.1. Restricción y haz vectorial dual

Definición 2.24. Dados p1 : E1 → B1 y p2 : E2 → B2 haces vectoriales, definimos el
producto de haces vectoriales como el haz vectorial p1 × p2 : E1 × E2 → B1 × B2, donde la
fibra está dada por el producto de las fibras p−1

1 (b1) × p−1
2 (b2) con b1 ∈ B1 y b2 ∈ B2. Las

trivializaciones del producto de haces vectoriales es el producto de las trivializaciones de p1

y p2.

Definición 2.25. Dado un haz vectorial p : E → B de rango n y un subespacio A ⊂
B, entonces p|A : p−1(A) → A es un haz vectorial de rango n llamado el haz vectorial E
restringido a A.

Si p : E → B es un haz vectorial con sistema de cociclos {{Uα}α∈Γ, gαβ}, entonces
{{Uα ∩A}α∈Γ, gαβ |Uα∩Uβ∩A} es un sistema de cociclos para el haz vectorial restringido a A.

Definición 2.26. Sea p : E → B un haz vectorial de rango n. El haz vectorial dual p∗ : E∗ →
B, es el haz vectorial cuyas fibras son los espacios vectoriales duales de las fibras de p : E →
B.

En el Apéndice A.2, se puede ver que una transformación lineal f : V → W entre dos
espacios vectoriales, induce una aplicación f∗ : W ∗ → V ∗ entre los espacios duales. Más aún,
si fijamos bases para V y W la matriz asociada a f∗ es la matriz transpuesta asociada a f .

Si p : E → B un haz vectorial con sistema de cociclos {{Uα}α∈Γ, gαβ}, entonces podemos
escoger una base para Fn, y aśı ver a gαβ(x) como una matriz en GLn(F), y entonces
{{Uα}α∈Γ, (g

t
αβ)−1} define un sistema de cociclos para el haz vectorial dual p∗ : E∗ → B,

donde gtαβ(x) denota a la matriz transpuesta de gαβ(x).

2.3.2. Haz vectorial inducido y suma de Whitney

Proposición 2.27. Dada una aplicación f : A→ B y un haz vectorial p : E → B, existe un
haz vectorial p′ : f∗E → A y una aplicación f ′ : f∗E → E tal que p◦f ′ = f ◦p′. Ademas, f∗E
tiene la siguiente propiedad universal: Si π : E′ → B es un haz vectorial tal que p◦ f̃ = f ◦π,
entonces existe un único morfismo de haces ρ : E′ → f∗E que hace conmutar el siguiente
diagrama.

E′
ρ //

π
!!

f̃

%%
f∗E

f ′ //

p′

��

E

p

��
A

f
// B

Más aún, p′ : f∗E → A es único con respecto a esta propiedad.

Demostración. Definamos el siguiente conjunto f∗E = {(a, e) ∈ A×E | f(a) = p(e)} y una
proyección p′ : f∗E → A definida por p(a, e) = a, notemos que la fibra de un elemento a ∈ A
bajo p′, está dada por p′−1(a) = {(a, e) ∈ A×E | e ∈ p−1(f(a))}. Definimos una aplicación
f ′ : f∗E → E como f ′(a, e) = e, entonces tenemos que el siguiente diagrama conmuta,

f∗E
f ′ //

p′

��

E

p

��
A

f
// B
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en efecto, para (a, e) ∈ f∗E tenemos que p ◦ f ′(a, e) = p(e) = f(a) = f ◦ p′(a, e).
Veamos que p′ es localmente trivial. Tomemos a ∈ A, y consideremos el punto f(a) ∈ B

como p : E → B es un haz vectorial, entonces para f(a) ∈ B existe una vecindad Uf(a) ⊂ B
y un homeomorfismo hf(a) : p−1(Uf(a))→ Uf(a)×Fn. Sea Va = f−1(Uf(a)) un abierto en A,
construyamos un homeomorfismo

h′a : p′−1(Va)→ Va × Fn

como sigue, notemos que p′−1(Va) = {(a′, e) ∈ Va×E | f(a′) = p(e)}, entonces para un pun-
to (a′, e) ∈ p′−1(Va) tenemos que f ′(a, e) = e ∈ p−1(Uf(a)), ahora usando el homeomorfismo
hf(a) tenemos que hf(a)(e) = (f(a), v) para algún v ∈ Fn, si pr2 es la proyección sobre la se-
gunda coordenada definimos a h′a como h′a(a′, e) = (a′, pr2 ◦hf(a) ◦f ′(a′, e)) = (a′, v), donde
v ∈ Fn esta descrito anteriormente, y entonces se cumple que pr1 ◦ ha(a′, e) = pr1(a′, v) =
a′ = p′(a′, e) lo que implica que p′ es localmente trivial.

Por otro lado, definimos el morfismo de haces ρ : E′ → f∗E como ρ(e′) = (π(e′), f̃(e′)),
y veamos que ρ manda la fibra π−1(a) a la fibra p′−1(a) para toda a ∈ A. En efecto, si
e′ ∈ π−1(a) entonces ρ(e′) = (π(e′), f̃(e′)) = (a, f̃(e′)) y por definición f̃(e′) ⊂ p−1(f(a)), lo
cual implica que ρ(e′) ∈ p′−1(a). Notemos que ρ es único por construcción.

Mostremos que p′ : f∗E → A es único con respecto a esta propiedad. Supongamos que
existe otro haz vectorial q : f∗E′ → A que cumple con la propiedad universal, entonces por
la propiedad universal de f∗E, existe un único morfismo de haces ρ : f∗E′ → f∗E que hace
conmutar el siguiente diagrama.

f∗E′
ρ //

q
##

f̃

%%
f∗E

f ′ //

p′

��

E

p

��
A

f
// B

Por otro lado, por la propiedad universal de f∗E′, existe un único morfismo de haces
ψ : f∗E → f∗E′ que hace conmutar el siguiente diagrama.

f∗E′

q
##

f̃

%%
f∗E

ψoo f ′ //

p′

��

E

p

��
A

f
// B

Entonces, por la unicidad de ρ y ψ, tenemos que ρ ◦ ψ = idf∗E y ψ ◦ ρ = idf∗E′ , lo cual
implica que ρ : f∗E′ → f∗E es un isomorfismo de haces.

Definición 2.28. Al haz vectorial p′ : f∗E → A construido arriba, se le conoce como el haz
vectorial inducido de p bajo la aplicación f .

Ejemplo 2.29. Sea p : E → B un haz vectorial y sea A un subespacio de B, entonces el
haz restringido al subespacio A, definido por p|A : p−1(A)→ A puede ser visto como el haz
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inducido por la inclusión A ↪→ B.

i∗E = p−1(A) �
� //

p′

��

E

p

��
A �
�

i
// B

Definición 2.30. Sean p1 : E1 → B y p2 : E2 → B haces vectoriales, y consideremos el
producto de haces p1 × p2 : E1 × E2 → B × B, entonces definimos la suma de Whitney
o suma directa como el haz inducido del producto de haces bajo la aplicación diagonal
4 : B → B ×B definida como 4(b) = (b, b).

E1 ⊕ E2
//

p′

��

E1 × E2

p1×p2
��

B
4
// B ×B

Nota 2.31. Por definición, la suma directa de dos haces vectoriales p1 : E1 → B y p2 : E2 →
B es el haz vectorial p : E1⊕E2 → B donde E1⊕E2 = {(e1, e2) ∈ E1×E2 | p1(e1) = p2(e2)},
y donde la proyección p está definida como p(e1, e2) = p1(e1) = p2(e2). La fibra de esta
proyección es la suma directa de las fibras de E1 y E2 vistos como espacios vectoriales.

Notemos que la suma directa de dos haces vectoriales triviales es un haz trivial, pero la
suma directa de dos haces vectoriales que no son triviales puede ser trivial.

Ejemplo 2.32. Sea p1 : NSn → Sn el haz normal de Sn, visto en el Ejemplo 2.6, y sea
p2 : TSn → Sn el haz tangente de Sn, visto en el Ejemplo 2.5. Para n = 2 el haz tangente
no es trivial, pero la suma directa p : NSn ⊕ TSn → B donde E1 ⊕ E2 = {(x, v, tx) ∈
Sn × Rn+1 × Rn+1 | x ⊥ v} es un haz trivial, por el isomorfismo f : E1 ⊕ E2 → Sn × Rn+1

definido por f(x, v, tx) = (x, v + tx).

2.3.3. Producto tensorial y potencia exterior

Definición 2.33. Dados dos haces vectoriales p1 : E1 → B y p2 : E2 → B sobre la misma
base, podemos construir el producto tensorial p : E1 ⊗ E2 → B como el haz vectorial en el
cual sus fibras son de la forma p−1

1 (b)⊗ p−1
2 (b) para todo b ∈ B.

Si tenemos dos haces vectoriales p1 : E1 → B de rango n y p2 : E2 → B de rango m
sobre la misma base B, con sistemas de cociclos {{Uα}α∈Γ, g

1
αβ} y {{Uα}α∈Γ, g

2
αβ} respec-

tivamente, podemos escoger una base para Fn, y aśı ver las transformaciones lineales g1
αβ ,

g2
αβ como matrices g1

αβ(x) = (aij) ∈ GLn(F) y g2
αβ(x) = (bkl) ∈ GLm(F). Entonces tenemos

que {{Uα}α∈Γ, g
1
αβ ⊗ g2

αβ} es un sistema de cociclos para p1 ⊗ p2 : E1 ⊗ E2 → B, donde la

matriz g1
αβ(x)⊗ g2

αβ(x) ∈ GLnm(F) está definida como

g1
αβ(x)⊗ g2

αβ(x) =

 a11g
2
αβ(x) . . . a1ng

2
αβ(x)

...
. . .

...
an1g

2
αβ(x) . . . anng

2
αβ(x)


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Definición 2.34. Sea p : E → B un haz vectorial, podemos formar su k-ésima potencia
exterior Λkp : ΛkE → B, como el haz vectorial en el cual sus fibras son de la forma Λkp−1(b),
para todo b ∈ B.

Sea p : E → B un haz vectorial con sistema de cociclos {{Uα}α∈Γ, gαβ}, entonces po-
demos escoger una base para Fn y aśı, cada transformación gαβ define una matriz gαβ(x)
en GLn(F). Por lo tanto {{Uα}α∈Γ,Λ

kgαβ} es un sistema de cociclos para Λkp : ΛkE → B,
donde la matriz Λkgαβ(x) esta definida como se muestra en el Apéndice A.4.

Nota 2.35. Si p : E → B es un haz vectorial de rango k, entonces el haz vectorial Λkp es un
haz vectorial lineal (haz vectorial de rango 1), con sistema de cociclos {{Uα}α∈Γ,det(gαβ(x))}.

2.4. Proyecciones y haces vectoriales

Supongamos que V es un espacio vectorial de dimensión finita sobre F, y denotemos por
Hom(V, V ) al espacio de todos los homomorfismos lineales de V en V .

Supongamos que V tiene dimensión n y dotemos a Hom(V, V ) con la topoloǵıa de Fn2

la cual está dada por el isomorfismo de espacios vectoriales V ∼= Fn.

Definición 2.36. Un elemento π ∈ Hom(V, V ) es una proyección si es idempotente, es decir,
si π2 = π. Definamos Pr(V ) como el subespacio de Hom(V, V ) de todas las proyecciones.

Para cada espacio topoloǵıco B podemos considerar el espacio topologico M(B,Pr(V ))
de aplicaciones continuas de B a Pr(V ) con la topoloǵıa compacto abierta, y entonces a cada
ϕ ∈ M(B,Pr(V )) podemos asociarle un subespacio Eϕ definido como

Eϕ = {(x, v) ∈ B × V | ϕ(x)v = v}

y definimos una aplicación p : Eϕ → B como la restricción de la proyección B × V → B al
espacio B.

Definición 2.37. A la aplicacion p : Eϕ → B se le conoce como el haz vectorial asociado a
ϕ.

Proposición 2.38. La aplicación p : Eϕ → B es localmente trivial y por lo tanto un haz
vectorial.

Nota 2.39. Si dos topoloǵıas en un espacio vectorial (real ó complejo) de dimensión finita
hacen continua a la suma y a la multiplicación por escalares, entonces ambas topoloǵıas
coinciden. En el espacio Hom(V, V ) podemos considerar la topoloǵıa inducida por la norma
|| · || : Hom(V, V ) → F dada por ||α|| = máx{|α(v)| | v ∈ V y |v| = 1}, donde | · | : V → F
es alguna norma en V . Por lo tanto las topoloǵıas en Hom(V, V ) dadas por || · || ó por ser

isomorfo a Fn2

coinciden si dim(V ) = n.

Para mostrar la Proposición 2.38, necesitamos primero mostrar el siguiente lema.

Lema 2.40. Sea V un espacio vectorial de dimension finita, y sean ρ, σ ∈ Pr(V ) y R = ρ(V ),
S = σ(V ), si ||ρ− σ|| < 1 entonces ρ : S → R es un isomorfismo

Demostración. Sea α = ρ−σ, entonces ||α|| < 1 y denotemos por 1 a la aplicación identidad
en V , notemos que 1 + α es invertible puesto que, si existiera α 6= 0 tal que (1 + α)v = 0

entonces (1+α)v
|v| = 0 lo cual implica que α( v

|v| ) = −v
|v| , y entonces

||α(v/|v|)|| = || − v/|v|||, lo que implica que ||α|| = 1
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lo cual es una contradicción. Consideremos (1+α)σ = (1+ρ−σ)σ = σ+ρσ−σ2 = σ+ρσ−σ =
ρσ, por lo cual (1 + σ)|S = ρ|S y aśı ρ|S : S → R es un monomorfismo lo que implica que
dim(S) ≤ dim(R). De manera análoga, si ahora α = σ − ρ nos da que dim(R) ≤ dim(S), lo
cual implica que dim(S) = dim(R) y entonces ρ : S → R es un isomorfismo.

Demostración de la Proposición 2.38. Sea p : Eϕ → B definido como antes, tomemos b ∈ B,
y definamos el conjunto U = ϕ−1{γ ∈ Pr(V ) | ||γ − ϕ(b)|| < 1} donde ϕ ∈ M(B,Pr(V )),
puesto que {γ ∈ Pr(V ) | ||γ − ϕ(b)|| < 1} es un abierto en Pr(V ) y ϕ es continua, entonces
U es un abierto en B que contiene a b.

Consideremos las aplicaciones continuas, ρ̃ : U × V → U × V , (x, v) 7→ (x, ϕ(b)(v)) y
σ̃ : U × V → U × V , (x, v) 7→ (x, ϕ(x)(v)). Si fijamos x, ρ̃, σ̃ entonces se satisfacen fibra a
fibra las hipótesis del Lema 2.40, y entonces existe un homeomorfismo

ρ̃ : p−1(U)→ U × ϕ(b)V

este homomorfismo es lineal en cada fibra puesto que para cada x ∈ U se tiene que p−1(x) =
ϕ(x)V . Notemos que el inverso de ρ̃ está dado por la restricción de (1 + ϕ(x) − ϕ(b))−1 a
U × (ϕ(b)V ), el cual depende continuamente de x ∈ U , ya que la aplicación que manda cada
isomorfismo en V a su inversa es continua. Por lo cual ρ̃ define una trivialización local para
el haz p : Eϕ → B.

Ejemplo 2.41. Un haz vectorial asociado a la aplicación constante k : B → Pr(V ) tal que
k(x) = 1v, para toda x ∈ B, determina un haz vectorial trivial.

Ejemplo 2.42. Sea 〈 , 〉 es el producto Hermitiano en Cn+1. La aplicación ϕ : CPn →
Pr(Cn+1) definida como

ϕ([z])v =
〈v, z〉z
〈z, z〉

determina un haz vectorial H∗ → CPn de dimension compleja 1 conocido como dual del haz
de Hopf. Por definición, el haz de Hopf H → CPn es el haz dual de H∗ → CPn.

Ejemplo 2.43. Sea 〈 , 〉 el producto escalar usual en Rn. La aplicación σ : Sn−1 → Pr(Rn)
definida por σ(x)v = v−〈x, v〉x determina un haz vectorial TSn−1 → Sn−1, el haz tangente
a Sn−1.

Proposición 2.44. Para una aplicación f : B′ → B consideramos la aplicación inducida
f# = M(B,Pr(V )) → M(B′,Pr(V )) donde V es un espacio vectorial de dimensión finita,
dado ϕ ∈ M(B,Pr(V )) podemos considerar su haz asociado p : E → B, entonces el haz
vectorial asociado a f#(ϕ) ∈ M(B′,Pr(V )) es el haz inducido q : f∗E → B

Demostración. El haz inducido f∗E = {(b′, e) ∈ B′ × E | p(e) = f(b′)} y el haz asociado
a f#(ϕ) es E′ = {(b′, v) ∈ B′ × V | ϕ(f(b))v = v}. Definimos un isomorfismo de haces
vectoriales

E′ //

  

f∗E

}}
B′

E′ → f∗E como (b′, v) 7→ (b′, (f(b′), v)), notemos que (b′, (f(b′), v)) ∈ B′×E ⊂ B′×B×V .
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Componiendo éste isomorfismo con la proyección en la segunda coordenada, obtenemos
un morfismo de haces f̃

E′
f̃ //

��

E

��
B′

f
// B

definido por f̃(b′, v) = (f(b′), v).

2.5. Haces vectoriales sobre espacios paracompactos

La noci´ón de paracompacidad de los espacios topológicos nos permite, en primer lugar,
definir una métrica Riemanniana (también conocido como producto interno) en un haz vec-
torial (que no es único), y mediante el uso de esta métrica Riemanniana, podemos definir
ortogonalidad en los haces vectoriales, y aśı poder dar una noción de “haz inverso”. Final-
mente daremos una propiedad importante de haces vectoriales, la cual no dice que los haces
inducidos de un haz vectorial bajo dos funciones que sean homotópicas son isomorfos.

Una métrica Riemanniana en un haz vectorial p : E → B es una aplicación 〈 , 〉 : E ⊕
E → F que restringido a cada fibra, nos asocia una forma bilineal simétrica y definida
positiva. Daremos una proposición, la cual nos da condiciones para la existencia de una
métrica Riemanniana en un haz vectorial, para esto es necesario introducir el concepto de
paracompacidad y partición de la unidad.

Definición 2.45. Sea X un espacio topológico y {Uα} una cubierta abierta de X, decimos
que una partición de la unidad subordinada a {Uα} es una colección de funciones continuas
{µα : X → [0, 1]} que cumplen.

1. Para todo µα, existe Uα ∈ {Uα} tal que, el soporte de µα esta contenido en Uα.

2. Para todo x ∈ X existe una vecindad de x en la cual solo una cantidad finita de µα
son distintos de cero y

∑
µα(x) = 1.

Definición 2.46. Decimos que un espacio topológico X es paracompacto, si para toda
cubierta abierta {Uα} existe una subcubierta localmente finita que cubre a X.

Lema 2.47. Sea X un espacio paracompacto y sea {Uα} una cubierta abierta de X, entonces
existe una partición de la unidad en X subordinada a {Uα}.

Demostración. La demostración de este lema la podemos encontrar en [18, Lema 41.7]

Proposición 2.48. Sea p : E → B un haz vectorial, si B es un espacio Hausdorff compacto
(en general paracompacto), entonces existe una métrica Riemanniana.

Demostración. Sea {Uα}α∈A una cubierta abierta de B en la cual E sea trivial, entonces
para todo α ∈ A existe una trivialización local hα : p−1(Uα)→ Uα×Fn, ahora usando 〈 , 〉Fn
el producto escalar en Fn definamos la siguiente métrica Riemanniana

〈 , 〉Uα : (Uα × Fn)× (Uα × Fn) −→ F
((x, v), (x, v′)) 7−→ 〈v, v′〉Fn
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usando las trivializaciones hα y la métrica Riemanniana 〈 , 〉Uα , podemos definir una métrica
Riemanniana en cada fibra. Sea v1, v2 ∈ p−1(x) ⊂ p−1(Uα), definamos

〈 , 〉α : p−1(x)× p−1(x) −→ F
(v1, v2) 7−→ 〈hα(v1), hα(v2)〉Uα

Como B es paracompacto, entonces existe una partición de la unidad {µα}α∈A subor-
dinada a la cubierta {Uα}α∈A, es decir µα : B → [0, 1] con

∑
µα(x) = 1, y con el soporte

de µα contenido en Uα. Entonces, podemos definir la métrica Riemannina deseado de la
siguiente manera: Si v1, v2 ∈ p−1(x) ⊂ E, definimos

〈v1, v2〉 =
∑
α∈A

µα(x)〈v1, v2〉α

notemos que 〈 , 〉 : E ⊕ E → F es continua ya que es suma y producto de aplicaciones
continuas, por construcción 〈 , 〉|p−1(x) nos asocia una forma bilineal simétrica y definida
positiva

Proposición 2.49. Si p : E → B es un haz vectorial con B un espacio paracompacto,
y E0 ⊂ E es un subhaz vectorial, entonces existe un subhaz vectorial E⊥0 ⊂ E tal que
E0 ⊕ E⊥0 ∼= E.

Demostración. Por la Proposición 2.48 podemos escoger una métrica Riemanniana en E,
sea E⊥0 el subespacio de E en el que cada fibra consiste de todos los vectores ortogonales a
vectores en E0. Mostraremos que la proyección natural p′ : E⊥0 → B es un subhaz vectorial.
Supongamos que E = B × Fn, y supongamos que E0 tiene dimensión m < n, entonces
por la Proposición 2.18 existen m secciones linealmente independientes, denotémosle co-
mo {s1, ..., sm}. Ahora usando el espacio vectorial p−1(b) con algún b ∈ B, completamos las
{sm+1, ..., sn} secciones faltantes. Aplicando el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt
a las secciones {s1, ..., sn}, obtenemos {s′1, ..., s′n} secciones linealmente independientes or-
togonales, por lo cual podemos escribir cada v ∈ p′−1(b) ⊂ E⊥0 como combinación lineal de
{s′1, ..., s′n} digamos v =

∑
αis
′
i, de ésta manera podemos definir trivializaciones locales

h : p′−1(U) −→ U × Fn
v 7−→ (p(v),

∑
αiei)

donde ei es la i-ésima base estándar de Fn, por lo tanto p′ : E⊥0 → B es un haz vectorial, y
por lo tanto usando el Lema 2.12, tenemos que E0 ⊕ E⊥ es isomorfo a E por medio de la
aplicación (v, v′) 7→ v + v′.

Un resultado importante en el estudio de haces vectoriales, es la existencia de un haz
vectorial “inverso” con respecto a la suma directa. Éste resultado nos permitirá dar una
estructura de grupo, a un conjunto de clases de equivalencia de haces vectoriales que defini-
remos en el Caṕıtulo 3.

Para ésto, enunciaremos el lema de Urysohn, y junto con la Proposición 2.49 mostraremos
éste resultado .

Lema 2.50 (Lema de Urysohn). Si X es normal y C,D son cerrados ajenos de X, entonces
existe una función continua f : X → [0, 1] tal que f(c) = 0 para todo c ∈ C y f(d) = 1 para
todo d ∈ D.

Demostración. La prueba de éste lema la podemos encontrar en [18, Teorema 33.1].



50 Caṕıtulo 2. Haces vectoriales

Proposición 2.51. Para cada haz vectorial p : E → B con B un espacio compacto Haus-
dorff, existe un haz vectorial p′ : E′ → B tal que E ⊕ E′ es un haz trivial.

Demostración. Por la Proposición 2.49 es suficiente mostrar que E es isomorfo a un subhaz
del haz producto B×FN para algún N . Como B es un espacio compacto Hausdorff entonces
B es un espacio normal, ahora para cada x ∈ B existe un abierto Ux ⊂ B en el cual E es
trivial, notemos que x y B\Ux son cerrados ajenos de B, por lo cual podemos aplicar el
lema de Urysohn, lo cual nos da una aplicación ϕx : B → [0, 1] tal que ϕx(c) = 0 para todo
c ∈ B\Ux, y ϕx(x) = 0.

Notemos que el intervalo (0, 1] es un abierto en [0, 1], y como ϕx es continua tenemos
que la preimagen ϕ−1

x ((0, 1]) es un abierto en B. Ahora, el conjunto {ϕ−1
x ((0, 1])}x∈B forma

una cubierta abierta de B, como B es compacto existe una subcubierta finita que cubre a
B, digamos {ϕ−1

1 , ..., ϕ−1
m }.

Definamos una aplicación gi : E → Fn, como gi(v) = ϕi(p(v))[π1◦hi(v)], donde hi : p
−1 →

Ui × Fn es la trivialización local correspondiente a Ui, y πi : Ui × Fn → Fn la proyección a
Fn. Por construcción gi es inyectiva en cada fibra, ahora definimos la aplicación g : E → FN
como v 7→ (g1(v), ..., gm(v)) donde FN es el producto de m copias de Fn, y como gi es
inyectiva en cada fibra, entonces g es inyectiva en cada fibra.

Sea f : E → B × FN definida como v 7→ (p(v), g(v)), notemos que la imagen de f es un
subhaz vectorial del haz producto B×FN , por lo tanto E es isomorfo a un subhaz de B×FN ,
y entonces por la Proposición 2.49 existe un subhaz vectorial E′ tal que E⊕E′ ∼= B×FN .

Un resultado importante que usaremos en caṕıtulos posteriores, es que los haces inducidos
de un haz vectorial p : E → B bajo dos aplicaciones homotópicas son isomorfos, para mostrar
éste resultado es necesario dar las siguientes propiedades.

Lema 2.52. El haz vectorial p : E → B × [a, b] es trivial si los haces restringidos

p|B×[a,c] : p
−1(B × [a, c])→ B × [a, c]

y
p|B×[c,b] : p

−1(B × [c, b])→ B × [c, b]

con c ∈ (a, b), son triviales.

Demostración. En efecto, para el haz restringido p|B×[a,c] tenemos una trivialización local
h1 : p−1(B × [a, c])→ B × [a, c]× Fn tal que el siguiente diagrama conmute

p−1(B × [a, c])
h1 //

p

��

(B × [a, c])× Fn

pr1vv
B × [a, c]

y para el haz restringido p|B×[c,b] tenemos una trivialización local h2 : p−1(B × [c, b]) →
B × [c, b]× Fn tal que el siguiente diagrama conmute

p−1(B × [c, b])
h2 //

p

��

(B × [c, b])× Fn

pr1vv
B × [c, b]
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esto nos define una trivialización local para p si h1 y h2 coinciden en p−1(B × {c}), en
un principio no tienen porque coincidir pero podemos componer h2 con el isomorfismo
h : X × [c, b] × Fn → X × [c, b] × Fn definido como h((x, t), v) = ((x, c), v) y entonces h1 y
h2 coinciden en p−1(B × {c}), por lo cual me definen una trivialización local para p.

Lema 2.53. Dado un haz vectorial p : E → B × I existe una cubierta abierta Uα de B tal
que p|Uα×I : p−1(Uα × I)→ Uα × I es trivial.

Demostración. En efecto, para todo x ∈ B podemos escoger un numero finito de vecindades
{Ux1 , ...Uxk} en B y una partición 0 = t0 < t1 < ... < tk = 1 del [0, 1] tal que el haz
restringido a Uxi × [ti−1, ti] es trivial, puesto que [0, 1] es compacto. Entonces usando el
Lema 2.52, tenemos que el haz vectorial p|Uα×I donde Uα = Ux1

∩ ... ∩ Uxk es trivial.

Lema 2.54. Dada una cubierta abierta {Uα} de un espacio paracompacto B, existe una
cubierta abierta numerable {Vn} tal que cada Vn es una unión disjunta de abiertos cada uno
contenido en algún Uα, y existe una partición de la unidad con soporte en Vn.

Demostración. La demostración de este lema lo podemos encontrar en [10, Lema 1.21].

Éstas propiedades nos permiten enunciar la siguiente proposición, la cual nos dará las
herramientas necesarias para mostrar el resultado deseado.

Proposición 2.55. Sea p : E → B × I un haz vectorial con B paracompacto, entonces las
restricciones sobre B × {1}, B × {0} son isomorfismos.

Demostración. Por el Lema 2.53, existe Uα una cubierta abierta de B en la cual E es trivial
sobre Uα×I. Mostremos primero la proposición para B compacto Hausdorff, entonces como
B es compacto existe una subcubierta finita {U1, ..., Um} que cubren a B. De igual manera
que la Proposición 2.51 existe una partición de la unidad {µi} donde el soporte de µi esta
contenido en Ui.

Sea ψi = µ1 + ... + µi, notemos que ψ0 = 0 y ψm = 1, y sea χi la gráfica de ψi, es
decir, (x, ψi(x)) ∈ X × I, entonces si consideramos el haz restringido pi : Ei → χi donde
Ei = p−1(χi) podemos notar que es trivial sobre Ui × I. Entonces podemos considerar la
proyección natural χi → χi−1 la cual induce un isomorfismo hi : Ei → Ei−1, por lo tanto la
composición h = h1 ◦h2 ◦ ... ◦hm es un isomorfismo entre el haz restringido p|B×{1} y el haz
restringido p|B×{0}.

Ahora mostremos la proposición para B paracompacto. Por el Lema 2.54, dada la cubier-
ta Uα, existe una subcubierta {Vn} numerable que cubre a B, tal que Vn es únion disjunta
de abiertos Uα, como en el caso anterior existe una partición de la unidad {µn} con soporte
contenido en algún Vn, por lo cual el haz restringido p|Vi×I es trivial.

Sea ψi = µ1 + ...+µi, y sea χi la gráfica de ψi, entonces si consideramos el haz restringido
pi : Ei → χi donde Ei = p−1(χi) podemos construir un isomorfismo hi : Ei → Ei−1 como
antes, por lo tanto la composición numerable h = h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ ... esta bien definida y es un
isomorfismo entre el haz restringido p|B×{1} y el haz restringido p|B×{0}, puesto que para
cada x ∈ B solo un número finito de µi son distinto de cero, por lo cual existe una vecindad
de x en la cual solo un número finito de hi no son la identidad.

Teorema 2.56. Sea p : E → B un haz vectorial, y sean f0, f1 : A → B dos aplicaciones
homotópicas con A compacto Hausdorff (o en general paracompacto), entonces los haces
inducidos f∗0E, f∗1E son isomorfos.
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Demostración. Como f0, f1 son aplicaciones homotópicas, entonces existe una homotoṕıa
F : A × I → B tal que F |A×{0} = f0 y F |A×{1} = f1. Ahora, podemos construir el haz
inducido F ∗E de p : E → B bajo la homotoṕıa F , como A es compacto Hausdorff (o
en general paracompacto) entonces por la Proposición 2.55 tenemos que las restricciones
F ∗E|A×{0} = f∗0E y F ∗E|A×{1} = f∗1E son isomorfas.

2.6. Variedades de Grassmann y haces universales

En esta sección introduciremos el concepto de variedad de Grassmann y variedad de
Stiefel, las cuales utilizaremos para construir el haz vectorial universal de rango k, el cual
nos permite clasificar haces vectoriales sobre una base fija.

Definición 2.57. Sea B un espacio topológico paracompacto. Denotamos por VectFk(B) el
conjunto de clases de isomorfismos de haces vectoriales sobre F de rango k, sobre un espacio
base B.

Corolario 2.58. Si f : A→ B es una equivalencia homotópica de espacios paracompactos,
entonces f induce una biyección f∗ : VectFk(B)→ VectFk(A) donde f([E]) = [f∗E].

Demostración. Como f es una equivalencia homotópica, entonces existe g : B → A tal que
f ◦g ' idB y g ◦f ' idA, entonces por el Teorema 2.56 f∗ ◦g∗ = id∗ = id lo cual implica que
g∗ es inyectiva y f∗ es sobre, por otro lado g∗ ◦ f∗ = id lo cual implica que f∗ es inyectiva
y g∗ es sobre. Por lo tanto f∗ es biyectiva.

Definiremos ahora la variedad de Grassmann y la variedad de Stiefel asociadas a un
espacio vectorial V .

Definición 2.59. Sea V un espacio vectorial sobre F, definimos la variedad de Grassmann
como Gn(V ) = {W ⊂ V | W es subespacio lineal, dim(W ) = n}. Sea Mon(Rn, V ) el
subconjunto de Hom(Rn, V ) cuyos elementos son monomorfismos, equipamos este con la
topoloǵıa del subespacio. Entonces tenemos una aplicación sobreyectiva q : Mon(Rn, V ) →
Gk(V ) definida como α 7→ α(Rn). Aśı podemos darle a Gn(V ) la topoloǵıa cociente.

Definición 2.60. Definimos la variedad de Stiefel de k-marcos ortonormales en Fn, como
Vk(Fn) = {(v1, ..., vk) ∈ Fn × ...× Fn | 〈vi, vj〉 = δij} donde 〈 , 〉 es el producto interno en
Fn y δij es la delta de Kronecker. Equipamos a Vk(Fn) con la topoloǵıa del subespacio de
Fnk.

Notemos que de manera natural, podemos definir una aplicación de Vk(Fn) a Gk(Fn)
que manda cada k-marco ortonormal a su subespacio generado.

p′ : Vk(Fn) −→ Gk(Fn)
(v1, ..., vk) 7−→ 〈v1, ..., vk〉.

Para definir el haz vectorial universal, es necesario definir el espacio En(Fn) = {(l, v) ∈
Gn(Fk)× Fk | v ∈ l}.

Lema 2.61. La proyección p : En(Fk) → Gn(Fk) definida como p(l, v) = l, es un haz
vectorial.

Demostración. Sea l ∈ Gn(Fk), y sea πl : Fk → l la proyección ortogonal, definamos el
conjunto Ul = {l′ ∈ Gn(Fk) | dim(πl(l

′)) = n}, notemos que l ∈ Ul, mostraremos que Ul es
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un abierto en Gn(Fk) y que h : p−1(Ul) → Ul × l definido como h(l′, v) = (l′, πl(v)) es una
trivialización local de En(Fk).

Para ver que Ul es un abierto consideramos la aplicación p′ : Vk(Fk)→ Gk(Fk) definida
arriba, y veamos que p′−1(Ul) es un abierto en Vn(Fk), notemos que p′−1(Ul) consiste de
todos los marcos ortonormales v1, ..., vn tal que πl(v1), ..., πl(vn) sean linealmente indepen-
dientes. Sea A la matriz de πl con respecto a la base estándar en Fn y alguna base f́ıja en
l, la condición sobre v1, ..., vn es entonces que la matriz n × n con columnas Av1, ..., Avn
tenga determinante distinto de cero, este determinante nos define una aplicación continua
ρ : Vn(Fk)→ F en la cual Ul = ρ−1(F\{0}), por lo cual Ul es abierto en Vn(Fk).

Ahora, por construcción, la aplicación h es biyectiva, ahora notemos que h tiene una
inversa definida como h−1(l′, w) = (l′, (πl|l′)−1(w)) las cuales son continuas puesto que πl
es continua y un isomorfismo local.

Nota 2.62. Al haz vectorial p : En(Fk)→ Gn(Fk) se le conoce como haz vectorial universal.

Podemos notar que la inclusión Fk ⊂ Fk+1 ⊂ Fk+2 ⊂ · · · induce una inclusión en sus
variedades de Grassmann Gn(Fk) ⊂ Gn(Fk+1) ⊂ Gn(Fk+3) ⊂ · · · , entonces podemos definir
Gn(F∞) =

⋃
k Gn(Fk) el conjunto de todos los subespacios vectoriales de dimensión n en

F∞. Podemos dar a Gn(F∞) la topoloǵıa débil, en la cual un conjunto es abierto en Gn(F∞)
si y sólo si éste intersecta cada Gn(Fk) en un conjunto abierto. De igual manera podemos
definir En(F∞) =

⋃
k En(Fk) y dotar también con la topoloǵıa débil

Recordemos de la Sección 1.1.5, que denotamos por [X,Y ] al conjunto de clases de
homotoṕıa de aplicaciones f : X → Y .

Teorema 2.63. Si B es un espacio paracompacto, entonces la aplicación [B,Gn(F∞)] →
VectFn(B) definida como [f ] 7→ f∗ En(F∞) es biyectiva.

Éste teorema nos permite clasificar haces vectoriales sobre una base fija, por clases de
homotoṕıa de funciones en Gn(F∞), por lo cual al espacio Gn(F∞) se le conoce como espacio
clasificante de haces vectoriales de rango n. Para poder mostrar éste teorema, es necesario
mostrar primero la siguiente proposición.

Proposición 2.64. Sea p : E → B un haz vectorial de rango n, entonces existe un isomor-
fismo E → f∗ En(F∞) si y sólo si existe g : E → F∞ lineal e inyectiva en cada fibra, (donde
f∗ En(F∞) es el haz inducido del haz universal bajo alguna aplicación f : B → Gn(F∞) como
se muestra en el diagrama).

E //

p

$$

g

))
f∗ En(F∞)

f̃ //

��

En(F∞)
π //

��

F∞

B
f
// Gn(F∞)

Demostración. Sea f : B → Gn(F∞), supongamos primero que existe un isomorfismo ρ : E →
f∗ En, entonces g = π ◦ f̃ ◦ρ : E → F∞ donde π : En(F∞)→ F∞ es la proyección π(l, v) = v,
es la una aplicación lineal e inyectiva en cada fibra.

Ahora supongamos que g : E → F∞ es una aplicación lineal e inyectiva en cada fibra,
supongamos que la aplicación f : B → Gn(F∞) está definida como x 7→ g ◦ p−1(x), notemos
que p−1(x) es un espacio vectorial de dimensión n, por lo cual g ◦ p−1(x) ⊂ F∞ es un
subespacio vectorial de dimensión n.
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Recordemos que f∗ En(F∞) = {(w, (l, v)) ∈ B×En(F∞) | π2(l, v) = f(w)}, y denotemos
por π2 : En(F∞) → Gn(F∞), el haz universal definido por (l, v) 7→ l. Definamos ρ : E →
f∗ En(F∞) como e 7→ (p(e), h(e)) donde h(e) = (f ◦ p(e), g(e)), notemos que ρ esta bien
definida puesto que f ◦ p(e) = π2(f ◦ p(e), g(e)) = f ◦ p(e) y como además manda fibras en
fibras por isomorfismos lineales entonces ρ es un isomorfismo.

Demostración del Teorema 2.63. Mostremos primero que la aplicación es sobreyectiva, sea
p : E → B un haz vectorial de rango n, y sea {Uα} una cubierta abierta que trivializa a
B, como B es paracompacto entonces para ésta cubierta existe una partición de la unidad
{µα}, con soporte de µα contenido en Uα, si denotamos por hα : p−1(Uα) → Uα × Fn a las
trivializaciones locales de p, entonces podemos definir la aplicación gα : p−1(Uα)→ Fn como
la composición gα = π ◦ hα donde π : Uα × Fn → Fn.

Consideremos la aplicación (µα ◦ p)gα : E → Fn definida como v 7→ µα(p(v))gα(v), y
notemos que (µα ◦ p)gα es cero fuera de p−1(Uα) y cerca de un punto en p−1(Uα) existe
sólo un número finito de µα que no son cero. Por lo cual podemos definir una aplicación
E → F∞ = Fn×Fn×· · · cuyas coordenadas están dadas por (µα ◦ p)gα, la cual es inyectiva
en cada fibra puesto que gα es inyectiva.

Ahora mostremos que es inyectiva, sean f0, f1 : B → Gn(F∞) ∈ [B,Gn(F∞)] tal que
E ∼= f∗0 En(Fn) y E ∼= f∗1 En(Fn), por la Proposición 2.64 tenemos que existen aplicaciones
g0, g1 : E → F∞ lineales e inyectivas en cada fibra. Ahora construiremos una homotoṕıa
gt entre g0 y g1, esto nos inducirá una homotoṕıa ft = gt(p

−1(x)) entre f0 y f1 y queda
probado el teorema.

Sea Lt : F∞ → F∞ la homotoṕıa definida por Lt(x1, x2, ...) = (1 − t)(x1, x2, ...) +
(x1, 0, x2, 0, ...). Para cada t esta es una aplicación lineal, y notemos que el kernel de Lt
es 0, por lo cual Lt es inyectiva. Consideremos la composición Lt ◦ g0, la cual mueve la
imagen de g0 un numero impar de coordenadas, y consideremos Lt ◦ g1 la cual mueve la
imagen de g1 un numero par de coordenadas. Entonces Lt ◦ g0 y Lt ◦ g1 son homotópicas
mediante la homotoṕıa gt = (1− t)Lt ◦ g0 + tLt ◦ g1, esta homotoṕıa es lineal e inyectiva en
cada fibra, para cada t, ya que g0 y g1 son lineales e inyectivas en cada fibra.

2.7. Haces principales

El espacio total de un haz vectorial p : E → B se puede ver como una unión disjunta de
la forma ⊔

b∈B

p−1(b)

donde cada p−1(b) es un espacio vectorial. Cuando cambiamos la condición de ser espacio
vectorial por la condición de ser un grupo, lo que obtenemos es un haz principal.

En esta sección definiremos los haces principales, y enunciaremos construcciones que nos
permitar definir haces principales a partir de haces vectoriales, y viceversa.

Nota 2.65. En algunos libros se denota a un haz vectorial p : E → B como una triada
ξ = (E, p,B), donde E es el espacio total, B el espacio base y p la proyección. Por comodidad,
en esta sección usaremos ésta notación para definir haces vectoriales principales

Definición 2.66. Una quintupla ξ = (P, π,B, F,G) es un haz principal, con espacio total E,
espacio base B, proyección π, grupo G y fibra F , si satisface las dos siguientes propiedades:

1. La fibra F y el grupo G coinciden.
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2. La acción de G en F = G es por traslaciones izquierdas.

Sea {Uα, gαβ} un sistema de cociclos de un haz principal. La propiedad 2 nos dice que
para cada x ∈ Uα ∩ Uβ , gαβ(x) ∈ G = F es la traslación izquierda Lgαβ .

Lema 2.67. Sea ξ = (P, π,B,G,G) un haz principal. Entonces existe una acción derecha
libre de G en P , tal que π(vg) = π(v) para toda v ∈ E y g ∈ G.

Demostración. Sea {Uα} una cubierta abierta de B y {ϕα} un conjunto de trivializaciones
de asociadas a la cubierta. Para cada Uα consideremos la acción derecha libre de G en Uα×G,
definida por

(Uα ×G)×G −→ Uα ×G
((b, a), g) 7−→ (b, ag)

Esta acción induce una acción derecha libre de G en π−1(Uα), definida como

π−1(Uα)×G −→ π−1(Uα)
(v, g) 7−→ ϕ−1

α (ϕα(v)g)

Denotemos por ϕα,x : p−1(x) → {x} × G a la trivialización ϕα restringida a la fibra
p−1(x), y veamos que si u ∈ π−1(Uα ∩ Uβ), entonces ϕ−1

α (ϕα(v)g) = ϕ−1
β (ϕβ(v)g). En efec-

to, ϕβ(ϕ−1
α (ϕα(v)g)) = (x, (ϕβ,x ◦ ϕ−1

α,x)(ϕα,x(v)g)) donde x = π(v). Como G es asociativo,
tenemos que (ϕβ,x ◦ ϕ−1

α,x)(ϕα,x(v)g) = ((ϕβ,x ◦ ϕ−1
α,x)(ϕα,x(v)))g = ϕβ,x(v)g, y entonces

ϕβ(ϕ−1
α (ϕα(v)g)) = (x, ϕβ,x(v)g). Por otro lado ϕβ(ϕ−1

β (ϕβ(v)g)) = (x, ϕβ,x(v)g), y enton-

ces concluimos que ϕ−1
α (ϕα(v)g) = ϕ−1

β (ϕβ(v)g).

Entonces la acción P × G → P definida por vg = ϕ−1
α (ϕα(v)g) está bien definida, y es

claramente una acción derecha libre de G en P , tal que π(vg) = π(v).

Podemos ver expĺıcitamente como está definida la proyección π : P → B. Sea (P, π,B,G,G)
un haz principal, notemos que para cada b ∈ B, π−1(b) ∼= G. Consideremos la acción dere-
cha libre P ×G→ P descrita en el Lema 2.67, como esta acción es libre entonces todos los
subgrupos de isotroṕıa Iv := {g ∈ G | vg = v} = {e} ⊂ G para todo v ∈ P . Veamos que la
órbita Orb(v) = {vg | g ∈ G} de v ∈ P es precisamente el grupo G, en efecto, si restringimos
la acción de G a Orb(v) tenemos que la acción restringida Orb(v) × G → Orb(v) es una
acción libre y transitiva, ésto implica que G/Iv ∼= Orb(v), por lo tanto G ∼= Orb(v).

Sea G/P := {Orb(v) | v ∈ P} el espacio de órbitas, como Orb(v) ∼= G ∼= π−1(b) tenemos
que G/P ∼= B. Entonces definimos la proyección π : P → B como la proyección al espacio
de órbitas, es decir, π(v) = Orb(v).

Lema 2.68. Sea (P, π,B,G,G) un haz principal, con trivializaciones {ϕα} asociadas a una
cubierta abierta {Uα} de B. Entonces los cociclos gβα del haz, se pueden expresar como

gβα(x) = ϕβ,x ◦ ϕ−1
α,x(v)

con v ∈ π−1(x).

Demostración. Para cualquier v ∈ π−1(Uα ∩ Uβ) con π(v) = x, consideremos el elemento
g′βα(v) := ϕβ,x(v)ϕα,x(v)−1 en G. Notemos que g′βα(x) = g′αβ(x)−1, y tomamos el producto

gαβ(x)g′βα(v) = (ϕα,x ◦ ϕ−1
β,x)(ϕβ,x(v)ϕα,x(v)−1)

= ((ϕα,x ◦ ϕ−1
β,x)ϕβ,x(v))ϕα,x(v)−1 = ϕα,x(v)ϕα,x(v)−1 = e

donde e es la identidad en G. Análogamente, gβα(x)g′αβ(v) = e.
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Nota 2.69. Dado un haz vectorial p : E → B de rango k, podemos asociarle un haz principal
de la siguiente manera:

Un marco en un punto b ∈ B es una base ordenada de el espacio vectorial p−1(b), por
otro lado, un marco puede ser visto como un isomorfismo lineal f : Fk → p−1(b). Denotemos
por Fb al conjunto de todos los marcos en b, podemos definir una acción derecha de GLk(F)
en Fb como,

Fb ×GLk(F) −→ Fb
(f, g) 7−→ f ◦ g

notemos que f ◦g : Fk → p−1(b). Esta acción es libre y transitiva, puesto que existe una única
transformación lineal que manda una base en otra, por lo tanto tenemos que GLk(F)/If ∼=
Fb, donde If denota al subgrupo de isotroṕıa de f ∈ Fb.

Definimos el haz de marcos π : F (E) → B de p : E → B como el haz cuyo espacio total
esta dado por

F (E) =
∐
b∈B

Fb

cada punto en F (E) es un par (b, f) con b ∈ B y f un marco en b. La proyección π : F (E)→
B se define por π(b, f) = b, notemos que el grupo GLk(F) actúa libremente en F (E) como
antes, y las órbitas Orb(f) = π−1(b). Finalmente, el haz de marcos hereda la estructura de
haz, del haz vectorial p : E → B.

Por lo tanto, tenemos que el haz de marcos (F (E), π,B,GLk(F),GLk(F)) es un haz
principal.

Nota 2.70. Dado un haz principal (P, π,B,G,G), F un espacio y G× F → F una acción
izquierda, podemos construir un haz vectorial p : E → B con fibra F , de la siguiente manera:

Consideremos la acción derecha

(P × F )×G −→ P × F
((v, y), g) 7−→ (vg, g−1y)

Como (P, π,B,G,G) es un haz principal, entonces la acción de G en P es libre, por lo cual
(P × F ) × G → P × F es una acción libre. Definamos el haz vectorial p : E → B, como el
haz vectorial cuyo espacio total E, está dado por el espacio cociente de P ×F bajo la acción
de G el cual denotamos por P ×G F .

Denotamos por [v, y] a la clase en P ×G F de (v, y) ∈ P × F . Definimos la proyección
p : P ×G F → B como p([v, y]) = π(v), esta proyección está bien definida, ya que, por el
Lema 2.67 tenemos que π(vg) = π(v), por lo cual p([vg, g−1y]) = π(vg) = π(v) = p([v, y]).



3
Teoŕıa K

El objetivo de la Teoŕıa K es transformar la suma directa de dos haces vectoriales sobre
el mismo espacio base, en la aplicación “suma” de un grupo, el cual construiremos mas
adelante.

Para referencias de este caṕıtulo consultar [2], [3], [10], [12], [25].

3.1. Construcción de Grothendieck

Ésta construcción nos permite asociarle a un semigrupo abeliano (un conjunto con una
operación asociativa y conmutativa), un grupo abeliano de manera única salvo isomorfismo.

Proposición 3.1. Si A es cualquier semigrupo abeliano, se le puede asociar un grupo abe-
liano A′ único salvo isomorfismo, y un homomorfismo de semigrupos α : A→ A′, que cum-
plen la siguiente propiedad universal.

Si G es cualquier grupo abeliano y γ : A→ G es cualquier homomorfismo de semigrupos,
entonces existe un único homomorfismo de grupos γ′ : A′ → G tal que hace conmutar el
siguiente diagrama.

A
γ

  
α

��
A′

γ′
// G

Demostración. Definimos A′ como A union los inversos de A de la siguiente manera. Con-
sideramos A×A bajo la siguiente relación de equivalencia (a, b) ∼ (a′, b′) si y sólo si existe
c ∈ A tal que a+ b′ + c = a′ + b+ c, y denotamos por 〈a, b〉 a la clase de equivalencia de un
elemento (a, b).

Veamos que A′ = (A×A)/ ∼ es un grupo abeliano, donde la operación en A′ está dada
por 〈a, b〉+〈a′, b′〉 = 〈a+a′, b+b′〉. Mostremos primero que esta operación está bien definida,
si (a1, b1) ∼ (a2, b2) entonces existe c ∈ A tal que a1 + b2 + c = a2 + b1 + c, por otro lado
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si (a′1, b
′
1) ∼ (a′2, b

′
2) entonces existe c′ ∈ A tal que a′1 + b′2 + c′ = a′2 + b′1 + c′, notemos que

〈a1, b1〉+ 〈a′1, b′1〉 = 〈a2, b2〉+ 〈a′2, b′2〉, en efecto, tenemos que,

〈a1, b1〉+ 〈a′1, b′1〉 = 〈a1 + a′1, b1 + b′1〉 = 〈a2 + a′2, b2 + b′2〉 = 〈a2, b2〉+ 〈a′2, b′2〉

puesto que a1 + a′1 + b2 + b′2 + c+ c′ = b1 + b′1 + a2 + a′2 + c+ c′, por lo cual la operación en
A′ está bien definida.

El elemento neutro del grupo está dado por la clase 〈a, a〉 con a ∈ A, en efecto 〈a, a〉 +
〈c, b〉 = 〈a+ c, a+ b〉, pero 〈a+ c, a+ b〉 = 〈c, b〉 puesto que a+ c+ b = c+ a+ b = a+ c+ b.
El elemento inverso de un elemento 〈a, b〉 está dado por 〈b, a〉, es decir 〈a, b〉 + 〈b, a〉 =
〈a+ b, b+ a〉, por lo tanto A′ es un grupo, y además es abeliano puesto que A es abeliano.

Definamos α : A → A′ como a 7→ 〈a, 0〉, y veamos que cumple la propiedad universal.
Sea G un grupo y γ : A → G un homomorfismo de semigrupos, para a ∈ A tenemos que
α(a) = 〈a, 0〉, entonces definimos γ′ : A′ → G tal que γ′(α(a)) = γ′(〈a, 0〉) = γ(a), por lo
cual para 〈a, b〉 tenemos que γ′(〈a, b〉) = γ(a)− γ(b).

Para mostrar que ésta construcción es única, suponemos que existen (A′′, α′) distintos de
(A′, α) con α′ : A → A′′, que cumple con la propiedad universal, entonces por la propiedad
universal de la construcción de Grothendieck (A′, α), existe γ : A′ → A′′ que hace conmutar
el siguiente diagrama,

A

α′

!!
α

��
A′

γ
// A′′

por otro lado, por la propiedad universal de la construcción de Grothendieck (A′′, α′) existe
γ′ : A′′ → A′ que hace conmutar el siguiente diagrama,

A

α′

!!
α

��
A′ A′′

γ′
oo

por lo tanto tenemos que γ ◦ γ′ = id′′A y que γ′ ◦ γ = id′A lo que implica que γ : A′ → A′′ es
un isomorfismo de grupos.

Definición 3.2. A la pareja (A′, α) se le llama, la construcción de Grothendieck asociada
al semigrupo A, y a A′ se le denota como Gr(A)

Ejemplo 3.3. Si A = N, entonces su construcción de Grothendieck Gr(A) es igual a Gr(A) =
Z los enteros, en efecto Gr(A) = (N × N)/ ∼ tiene como elementos a las clases definidas
como 〈a, b〉 = a− b con a, b ∈ N.

Nota 3.4. Para cada a ∈ A, tenemos que 〈a, b〉 = 〈a, 0〉+ 〈0, b〉, lo que implica que 〈a1, 0〉 =
〈a2, 0〉 si y sólo si existe a ∈ A tal que a1 + a = a2 + a. Más aún, la aplicación α : A → A′

es inyectiva si y sólo si la ley de cancelación vale en A.

Podemos dar una construcción alternativa a la de Grothendieck como sigue. Sea A un
semigrupo abeliano y consideremos F (A) el grupo libre generado por los elementos de A, y
definimos M(A) el subgrupo de F (A) generado por los elementos de la forma a⊕a′	(a+a′)
donde ⊕ es la suma en F (A) y + es la suma en A. Definimos Gr(A) = F (A)/M(A) y
α : A → A′ como α 7→ α + M(A). Ésta construcción de Gr(A) tiene la propiedad universal
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antes descrita.

Propiedades. La construcción de Grothendieck cumple con las siguientes propiedades.

1. Si f : A → B es un homomorfismo de semigrupos, y (Gr(A), α), (Gr(B), β) sus cons-
trucciones de Grothendieck correspondientes, entonces existe un único homomorfismo
de grupos f ′ : Gr(A)→ Gr(B) tal que el siguiente diagrama conmute.

A
f //

α

��

B

β

��
Gr(A)

f ′
// Gr(B)

En efecto, por la propiedad universal del grupo de Grothendieck aplicada a el grupo
Gr(B) y al homomorfismo de semigrupos β◦f existe un único homomorfismo de grupos
f ′ : Gr(A)→ Gr(B) que hace conmutar el diagrama.

A

α

��

β◦f

$$
Gr(A)

f ′
// Gr(B)

2. Sean f : A→ B y g : B → C homomorfismos de semigrupos, entonces (g◦f)′ = (g′◦f ′).

A
f //

α

��

B
g //

β

��

C

γ

��
Gr(A)

f ′
// Gr(B)

g′
// Gr(C)

En efecto, por la propiedad anterior, tenemos que (g ◦ f)′ y g′ ◦ f ′ hacen conmutar el
diagrama

A
γ◦g◦f

$$
α

��
Gr(A) // Gr(C)

entonces por la unicidad de la construcción de Grothendieck tenemos que (g ◦ f)′ =
g′ ◦ f ′.

3. Si f = idA : A → A, entonces f ′ = idA′ : A
′ → A′. En efecto, por la propiedad 1

tenemos el siguiente diagrama conmutativo,

A
f //

α

��

A

α

��
Gr(A)

f ′
// Gr(A)

por lo cual tenemos que f ′ ◦ α = α ◦ f = α, lo que implica que f ′ = id′A.
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Por lo tanto, la construcción de Grothendieck es un funtor de la categoŕıa de semigrupos
abelianos a la categoŕıa de grupos abelianos. Más aún, si A es un semianillo (semigrupo
con multiplicación distributiva sobre la suma), entonces la construcción de Grothendieck
(Gr(A), α) es un anillo cuya multiplicación está dada por 〈a, b〉〈c, d〉 = 〈ac+ bd, ad+ bc〉, lo
cual nos dice que la construcción de Grothendieck es un funtor de la categoŕıa de semianillos
a la categoŕıa de anillos.

Ejemplo 3.5 (Anillo de Representaciones). Una representación de un grupoG en un espacio
vectorial V de dimensión n sobre un campo F, es un homomorfismo de grupos

ρ : G→ GLn(V )

tal que ρ(g1g2) = ρ(g1)ρ(g2) para toda g1, g2 ∈ G. Denotemos por Rep(G) al conjunto de
todas las representaciones de un grupo G.

Sean V y V ′ dos espacios vectoriales sobre F, y sean ρ : G→ GLn(V ) y ρ′ : G→ GLn(V ′)
dos representaciones de G. Decimos que ρ y ρ′ son isomorfas, si existe un isomorfismo de
espacios vectoriales α : V → V ′ tal que α ◦ ρ(g) ◦ α−1 = ρ′(g), para toda g ∈ G.

La relación de isomorfismo de representaciones de G es una relación de equivalencia, lo
cual nos parte el espacio de representaciones Rep(G) en clases de equivalencias llamadas
clases de isomorfismos de representaciones de G. Denotemos por Rep(G)/ ∼ al conjunto de
todas las clases de isomorfismos de representaciones de G, y notemos que la suma directa
y el producto tensorial inducen operaciones “suma” y “producto” en este conjunto, por lo
cual tenemos que Rep(G)/ ∼ tiene una estructura de semianillo.

Entonces, su construcción de Grothendieck Gr(Rep(G)/ ∼) es un anillo llamado anillo
de representaciones de G. Si F = C entonces Gr(Rep(G)/ ∼) se denota por R(G), y si F = R
entonces Gr(Rep(G)/ ∼) se denota por RO(G).

3.2. Teoŕıa K

En esta sección definiremos la Teoŕıa K de un espacio topológico paracompacto, usando
la construcción de Grothendieck vista en la sección anterior.

Sea B un espacio topológico paracompacto, recordemos de la Definición 2.57, que deno-
tamos por VectFk(B) al conjunto de clases de isomorfismos de haces vectoriales de rango k,
sobre B.

Definición 3.6. Sea VectF(B) el semigrupo abeliano de clases de isomorfismos de haces
vectoriales sobre un espacio base B paracompacto. El conjunto VectF(B) tiene una estructura
de semigrupo, donde la operación está dada por [E]+[E′] = [E⊕E′] con [E], [E′] ∈ VectF(B)
y la identidad en VectF(B) es la clase del haz trivial de rango 0.

Podemos formar la construcción de Grothendieck aplicada al semigrupo VectF(B), lo
cual nos da un grupo abeliano llamado Teoŕıa K de B. Si F = C, entonces Gr(VectC(B)) se
denota por K(B) y se le llama Teoŕıa K compleja de B. Si F = R, entonces Gr(VectR(B))
se denota por KO(B) y se le llama Teoŕıa K real de B.

Nota 3.7. Para simplificar notación, en este caṕıtulo denotaremos a la Teoŕıa K Gr(VectF(B))
simplemente como K(B).

Dada una aplicación f : B′ → B podemos construir un homomorfismo de semigrupos
f∗ : VectF(B) → VectF(B′) definido por [E] 7→ [f∗E] y donde [f∗E] es la clase del haz
inducido de p : E → B bajo la aplicación f . Esto nos induce una homomorfismo f∗ : K(B)→
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K(B′) que hace conmutar el diagrama

VectF(B)
f∗ //

α

��

VectF(B′)

α′

��
K(B)

f∗
// K(B′)

En efecto, la aplicación f∗ : VectF(B)→ VectF(B′) es un homomorfismo de semigrupos.
Recordemos que E ⊕ E′ = {(e, e′) ∈ E × E′ | p(e) = p′(e′)} donde p : E → B, p′ : E′ → B,
y entonces el haz inducido de E ⊕ E′ bajo f está dado por

f∗(E ⊕ E′) = {(b, (e, e′)) ∈ B′ × E × E′ | f(b) = p(e) = p(e′)}

por otro lado, podemos notar que la suma directa de los haces inducidos f∗E⊕f∗E′ está dada
por el conjunto

{((b1, e), (b1, e′)) ∈ f∗E × f∗E′ | p∗1(b1, e) = p∗2(b2, e
′), f(b1) = f(b2) = p(e) = p′(e′)}

como b1 = p∗1(b1, e) = p∗2(b2, e
′) = b2 podemos deducir que f∗(E ⊕E′) ∼= f∗E ⊕ f∗E′ por el

isomorfismo ((b′, e), (b′, e′)) 7→ (b′, e, e′), y entonces f∗([E] + [E′]) = f∗[E] + f∗[E′], lo que
implica que f∗ es un homomorfismo.

Propiedades. El anillo K(B) tiene las siguientes propiedades funtoriales.

1. Si f : B → B′ y g : B′ → B′′ son aplicaciones continuas, entonces (g ◦ f)∗ = f∗ ◦
g∗ : K(B′′)→ K(B).

VectF(B′′)
g∗ //

α′′

��

VectF(B′)
f∗ //

α′

��

VectF(B)

α

��
K(B′′)

g∗
// K(B′)

f∗ // K(B)

Ésta propiedad se deduce de la unicidad de la propiedad universal de la contrucción
de Grothendieck aplicada en éste diagrama.

VectF(B)

α◦f∗◦g∗

$$
α′′

��
K(B′′) // K(B)

2. Si f = idB : B → B, entonces f∗ = idK(B) : K(B)→ K(B).

En efecto, si f = idB , podemos construir el haz inducido bajo f

f∗E
f ′ //

��

E

p

��
B

f
// B
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donde f∗E = {(b, e) ∈ B × E | f(b) = p(e)}, y f ′ : f∗E → E está definida por
f ′(b, e) = e, notemos que f ′ restringido a las fibras es un isomorfismo lineal, lo que
implica que f∗ : VectF(B)→ VectF(B), [E] 7→ [f∗E] es un isomorfismo.

Nota 3.8. Si f : B′ → B es continua, el homomorfismo de grupos abelianos f∗ : K(B) →
K(B) es también un homomorfismo de anillos, donde la multiplicación en K(B) está dada
por [E][E′] = [E ⊗ E′].

Corolario 3.9. K(B) es un anillo cuya suma esta dada por [E] + [E′] = [E ⊕ E′], y su
producto por [E][E] = [E ⊗ E′]. Dada f : B′ → B podemos obtener un homomorfismo de
anillos f∗ : K(B)→ K(B′) tal que f∗([E]) = [f∗E], con [E] ∈ K(B).

Entonces, podemos concluir que K es un funtor de la categoŕıa de espacios topológicos
paracompactos a la categoŕıa de anillos.

Proposición 3.10. Denotemos por ∗ al espacio conformado por un punto, entonces tenemos
que K(∗) ∼= Z.

Demostración. Notemos que un elemento en VectF(∗) es una clase de un haz vectorial sobre
el punto, por lo cual esté elemento lo podemos identificar con un espacio vectorial V de
dimensión igual al rango del haz vectorial. Consideramos la aplicación f : VectF(∗) → N
definida por V 7→ dim(V ), mostremos que f es un isomorfismo de semigrupos. Tenemos que
f es un homomorfismo puesto que

f(V + V ′) = dim(V + V ′) = dim(V ) + dim(V ′) = f(V ) + f(V ′)

Si V, V ′ ∈ VectF(∗) tal que dim(V ) = dim(V ′) entonces tenemos que V es isomorfo a V ′

como espacios vectoriales, lo que implica que f es inyectiva. Finalmente, f es sobre puesto
que para cada n ∈ N podemos tomar el haz vectorial p : ∗ ×Fn → ∗, por lo tanto f es un
isomorfismo. Entonces f induce un isomorfismo f∗ : K(∗)→ Z en su Teoŕıa K.

Proposición 3.11. Sean B y B′ espacio topológicos paracompactos, si f0, f1 : B′ → B son
aplicaciones homotópicas, entonces f∗0 = f∗1 : K(B)→ K(B′).

Demostración. Puesto que f0 es homotópica a f1, tenemos por el Teorema 2.56, que los
haces inducidos f∗0E, f∗1E son isomorfos, lo que implica que sus clases [f∗0E], [f∗1E] son
iguales, y por tanto f∗0 = f∗1 .

3.3. Teoŕıa K reducida

En ésta sección definiremos la Teoŕıa K reducida K̃(B) de un espacio topológico para-
compacto B, además introduciremos el concepto de equivalencia estable de haces vectoriales
sobre un espacio base B, para finalmente ver que existe una relación entre el conjunto de
clases de equivalencia estable de haces vectoriales sobre B y la Teoŕıa K reducida del espacio
B.

Nota 3.12. Todo elemento en 〈E,E′〉 ∈ K(B) es de la forma 〈E,E′〉 = [E]− [E′], notemos
el hecho de que [E]− [E′] = 0 no implica que [E] = [E′], sino que existe [E′′] ∈ K(B) tal que
E ⊕E′′ = E′⊕E′′. Por otro lado, dos clases 〈E,E′〉 = 〈F, F ′〉 si y sólo si existe [Ẽ] ∈ K(B)
tal que E ⊕ F ′ ⊕ Ẽ ∼= E′ ⊕ F ⊕ Ẽ.
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Definición 3.13. Sea B un espacio topológico punteado (B, ∗), consideremos la inclusión
i : {∗} ↪→ B, entonces i induce un homomorfismo i∗ : K(B) → K({∗}), donde hemos visto
que K({∗}) ∼= Z. Definimos la Teoŕıa K reducida del espacio punteado B denotado por

K̃(B), como el subgrupo K̃(B) = ker(i∗) ⊂ K(B).

Nota 3.14. La aplicación i∗ : K(B) → Z esta inducida por la aplicación que a cada haz
vectorial sobre B le asocia la dimensión de la fibra sobre el punto base, por lo cual, para
diferentes componentes conexas de B tenemos distintos rangos.

Proposición 3.15. K(B) ∼= K̃(B)⊕ Z

Demostración. Podemos construir la siguiente sucesión exacta corta.

0 // K̃(B) // K(B)
i∗ // K({∗}) // 0

Si definimos la aplicación constante c : B → {∗}, entonces podemos notar que c ◦ i = id, y
como K es un funtor tenemos que (c ◦ i)∗ = i∗ ◦ c∗ = idK({∗}), lo que implica que la sucesión

se escinde, y entonces K(B) ∼= K̃(B)⊕ Z.

Los elemento en el grupo K̃(B) de Teoŕıa K reducida son diferencias de clases de haces
vectoriales cuya fibra sobre el punto base tiene la misma dimension, pero si el espacio
base B es compacto, entonces podemos ver al grupo K̃(B) como un conjunto de clases
de equivalencia de haces vectoriales, en el cual no importa el rango de los haces vectoriales.

Definición 3.16. Decimos que dos haces vectoriales p : E → B, p′ : E′ → B son estáblemen-
te equivalentes, si existen haces vectoriales triviales ε, ε′ tal que E⊕ ε ∼= E′⊕ ε′. Denotamos
la equivalencia estable de dos haces vectoriales como E ∼S E′.

Nota 3.17. La equivalencia estable de haces vectoriales, es una relación de equivalencia.

1. E ∼S E.

2. Si E ∼S E′, entonces E′ ∼S E.

3. Si E ∼S E′ y E′ ∼S E′′, entonces E ∼S E′′.

La propiedad de transitividad es cierta puesto que, si E ∼S E′ entonces existen haces
triviales ε, ε′ tal que E ⊕ ε ∼= E′ ⊕ ε′, y como E′ ∼S E′′, entonces existen haces triviales
ε′′, ε′′′, tal que E′⊕ε′′ ∼= E′′⊕ε′′′, y por lo tanto E ∼S E′′ mediante E⊕ε⊕ε′′ ∼= E′′⊕ε′′′⊕ε′.

Denotemos como S(B) al conjunto de clases de equivalencia estable de haces vectoriales
sobre B, entonces podemos dar a S(B) una estructura de grupo abeliano de la siguiente ma-
nera. Denotemos por {E} la clase de equivalencia estable de un haz vectorial E, y definamos
la operación suma como {E}+{E′} = {E⊕E′}, ésta operación hace de S(B) un semigrupo
abeliano, y de la Proposición 2.51 tenemos que S(B) tiene inversos, lo que implica que S(B)
es un grupo abeliano.

Teorema 3.18. Sea B un espacio punteado compacto, entonces K̃(B) ∼= S(B).

Demostración. Consideremos [E] ∈ VectF(B) la clase de isomorfismo de un haz vectorial E
sobre B, definimos la aplicación

ρ : VectF(B) −→ S(B)
[E] 7−→ {E}
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veamos que ρ es un homomorfismo de semigrupos, en efecto ρ([E] + [E′]) = ρ([E ⊕ E′]) =
{E ⊕E′} = {E}+ {E′} = ρ([E]) + ρ([E′]). Puesto que S(B) es un grupo abeliano tenemos,
por la propiedad universal de la construcción de Grothendieck, que existe un homomorfismo
de grupos ρ̄ : K(B)→ S(B) que hace conmutar el diagrama.

VectF(B)

ρ

$$
α

��
K(B)

ρ̄
// S(B)

Recordemos que K̃(B) es un subgrupo de K(B), y mostraremos que ρ̄|K̃(B) es un isomorfismo.

Para ver que es sobre, tomamos {E} ∈ S(B), y suponemos que sobre la componente
conexa del punto base, el haz vectorial E tiene dimensión k, consideremos el haz vectorial
trivial εk de dimensión k, y notemos que [E]− [εk] ∈ K̃(B) puesto que sobre el punto base
E y εk tienen dimensión k, entonces ρ̄([E] − [εk]) = ρ([E]) − ρ([εk]) = {E} − {εk} = {E},
por lo tanto ρ̄|K̃(B) es sobre.

Ahora veamos que es inyectiva. Sea 〈E,E′〉 = [E]− [E′] ∈ K̃(B) tal que ρ̄([E]− [E′]) = 0,
ésto es, 0 = ρ̄([E] − [E′]) = ρ([E]) − ρ([E′]) = {E} − {E′}, por lo cual existen haces

vectoriales triviales εm, εn tal que E ⊕ εm ∼= E′⊕ εn, pero como [E]− [E′] ∈ K̃(B) tenemos
que E y E′ tienen la misma dimensión sobre el punto base, lo que implica que m = n, y
entonces 〈E,E′〉 = 〈εn, εn〉 es la identidad en K̃(B) ∈ K(B), lo que implica que ρ̄|K̃(B) es un

isomorfismo.

Nota 3.19. Si B es unión ajena de subespacios abiertos B = B1 t · · · t Br, entonces
K(B) = K(B1)⊕ · · · ⊕K(Br).

En efecto tenemos un isomorfismo VectF(B) →
⊕r

i=1 VectF(Bi) definido por [E] 7→
([E1], ..., [Er]), donde [Ei] denota la restricción de el haz vectorial E a Bi.

3.4. Representaciones homotopicas de K(B) y K̃(B)

En ésta sección mostraremos otra descomposición de K(B) similar a K(B) ∼= K̃(B)⊕ Z,
veremos el concepto de limite directo de un sistema dirigido, para finalmente dar algunos
resultados que nos permitirán dar una representación homotópica de K(B) y K̃(B).

Sea B un espacio topologico y S un conjunto, decimos que una función f : B → S es
localmente constante, si cada x ∈ B tiene una vecindad V , en la cual f |V es constante. Si
damos a S la topoloǵıa discreta, entonces f : B → S es localmente constante si y sólo si f
es continua, en efecto, si f es localmente constante, entonces para cada abierto A en S, la
preimagen f−1(A) contiene un abierto V (por ser localmente constante), rećıprocamente si
f es continua, entonces para cada x ∈ B tomamos f(x) el cual es un abierto en S, y como
f es continua la preimagen es un abierto que contiene a x.

Si p : E → B es un haz vectorial, definimos una aplicación dE : B → N como dE(x) =
dim(p−1(x)), notemos que dE es localmente constante. Notemos que el conjunto M(B,N) de
funciones continuas de B a N, es igual al conjunto {f : B → N | f es localmente constante}
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si dotamos a N con la topoloǵıa discreta. Más aun, M(B,N) = [B,N], donde [B,N] denota
al conjunto de clases de homotoṕıa de aplicaciones de B a N.

Definición 3.20. Sea d : VectF(B) → [B,N] la aplicación definida por [E] 7→ dE , co-
mo N es un semigrupo, entonces [B,N] tiene estructura de semigrupo bajo a operación
(f0 + f1)(x) = f0(x) + f1(x) con f0, f1 ∈ [B,N]. Además, d es un homomorfismo de se-
migrupos puesto que d([E] + [E′]) = dE⊕E′ = dE + dE′ . Entonces podemos considerar las
construcciones de Grothendieck de VectF(B) y [B,N] para obtener los grupos (K(B), α′) y
([B,Z], α) respectivamente, y entonces por funtorialidad de la construcción de Grothendieck
d induce un homomorfismo de grupos d̄ : K(B)→ [B,Z] que hace conmutar el diagrama.

VectF(B)
d //

α′

��

[B,N]

α

��
K(B)

d̄

// [B,Z]

Denotamos por K̂(B) = ker(d̄).

Proposición 3.21. La siguiente sucesión exacta corta se escinde

0 // K̂(B) �
� // K(B)

d̄ // [B,Z] // 0

y en éste caso tenemos que K(B) ∼= K̂(B)⊕ [B,Z].

Demostración. Sea f : B → N una aplicación continua, como B es compacto entonces f(B)
es un conjunto finito, digamos, f(B) = {n1, ..., nk}, definamos Bi = f−1(ni) y notemos
que B = B1 t · · · t Bk. Definimos un haz vectorial sobre B tomando sobre cada Bi el haz
vectorial trivial εni de rango ni.

De ésta manera, podemos construir un homomorfismo ϕ : [B,N] → VectF(B), tal que
d ◦ ϕ = id[B,N]. Por la funtorialidad de la construcción de Grothendieck, ϕ induce un ho-
momorfismo ϕ̄ : [B,Z] → K(B) tal que d̄ ◦ ϕ̄ = id[B,Z], lo que implica que la sucesión de
escinde.

Corolario 3.22. Si B es conexo y compacto, entonces K̃(B) ∼= K̂(B)

Demostración. Notemos que un elemento 〈[E], [E′]〉 ∈ K(B) está en K̃(B) si y sólo si
dim(p′−1(∗)) = dim(p−1(∗)), donde ∗ es el punto base de B. Por otro lado 〈[E], [E′]〉 está en

K̂(B) si y sólo si dim(p′−1(x)) = dim(p−1(x)) para todo x ∈ B. Entonces existe una aplica-

ción natural j∗ : K̂(B)→ K̃(B), de las sucesiones exactas vistas en la Proposición 3.15 y en
la Proposición 3.21, podemos construir el siguiente diagrama conmutativo.

0 // K̂(B) //

j∗

��

K(B)
d̄ //

id

��

[B,Z] //

i#

��

0

0 // K̃(B) // K(B)
δ
// [∗,Z] // 0

donde δ asocia a cada haz vectorial, la dimensión de la fibra sobre el punto base. Como B
es conexo i# es un isomorfismo, lo que implica que j∗ es un isomorfismo.
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Definición 3.23 (Coĺımite Topológico). Dada una familia de espacios topológicos {Xi}, y
encajes (homeomorfismos sobre su imagen)

X1
� � j

i
2 // X2

� � j
2
3 // X3

� � // · · ·

definimos el coĺımite o limite directo topológico como el espacio cociente

colimiXi =
(∐

Xi

)
/ ∼

obtenido del coproducto de los espacios Xi identificando x ∈ Xi con jii+1(x) ∈ Xi+1 para

toda i, y donde jik = jk−1
k ◦ · · · ◦ jii+1 : Xi → Xk, con k > i. Además, para cada i tenemos

aplicaciones continuas ji : Xi → colimiXi tal que

jk ◦ jik = ji : Xi → colimiXi

definidas como la composición de la inclusión con la aplicación cociente

ji : Xi
� � // ∐Xi

// colimiXi

El coĺımite topológico cumple con la siguiente propiedad universal: Si {f i : Xi → Y | i ≥
1} es una familia de aplicaciones, tal que f i+1◦jii+1 = f i para toda i ≥ 1, o equivalentemente
fk ◦ jik = f i para toda k > i ≥ 1, entonces existe una única aplicación f : colimiXi → Y
que hace conmutar el siguiente diagrama.

Xi
ji //

fi   

colimiXi

f
zz

Y

Definición 3.24 (Coĺımite Algebraico). Decimos que un conjunto parcialmente ordenado
(I,≤) es dirigido, si para todo i, j ∈ I existe k ∈ I tal que i, j ≤ k.

Dado un sistema dirigido de grupos abelianos (semigrupos, anillos, espacios vectoriales,
etc.) y homomorfismos

A1

h1
2 // A2

h2
3 // A3

// · · ·

definimos el coĺımite ó ĺımite directo algebraico como

colimi(Ai) =
(⊕

Ai

)
/A′

donde A′ es el subgrupo de
⊕
Ai generado por las diferencias hik(ai)−ai ∈ Ai⊕Ak ⊂

⊕
Ai,

k > i, y donde hik = hk−1
k ◦hk−2

k−1 ◦ · · · ◦hii+1. En otras palabras, identificamos cada grupo Ai
con su imagen en Ak. Además, para toda i tenemos homomorfismos hi : Ai → colimiAi tal
que

hk ◦ hik = hi : Ai → colimiAi.

definidos por la composición de la inclusión con la aplicación cociente

ji : Ai
� � //⊕Ai // colimiAi.
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El coĺımite algebraico tiene la siguiente propiedad universal: Si {f i : Ai → B | i ≥ 1}
es una familia de aplicaciones que cumplen la igualdad f i+1 ◦ hii+1 = f i para todo i > 0,
o equivalentemente fk ◦ hik = f i para toda k > i ≥ 1, entonces existe una única aplicación
f : colimiAi → B que hace conmutar el siguiente diagrama.

Ai
hi //

fi   

colimiAi

f
zz

B

Definición 3.25. Consideramos los conjuntos VectFk(B) de clases de isomorfismos de haces
vectoriales de dimension k, podemos definir la aplicación tk : VectFk(B)→ VectFk+1(B) como

[E] 7→ [E ⊕ ε], donde ε es el haz vectorial trivial de rango 1. Ésto nos forma un sistema
dirigido de semigrupos

VectF1(B)
t1 // VectF2(B)

t2 // VectF3(B) // · · ·

y denotamos al coĺımite de éste sistema como VectFs(B) = colimk VectFk(B).

Mediante la suma directa de haces vectoriales, podemos definir una operación en VectFs(B)
de la siguiente manera

VectFs(B)×VectFs(B) −→ VectFs(B)
([E] , [E′]) 7−→ [E ⊕ E′]

lo cual da a VectFs(B) una estructura de grupo abeliano.

Proposición 3.26. Si B es compacto, entonces VectFs(B) ∼= K̂(B).

Demostración. Para cada k ≥ 0, definimos una aplicación ϕk : VectFk(B) → K̂(B) como
[E] 7→ [E]− [εk], notemos que ϕk+1 ◦ tk([E]) = ϕk, en efecto

ϕk+1 ◦ tk([E]) = ϕk+1([E ⊕ ε]) = [E ⊕ ε]− [εk+1] = [E] + [ε]− [εk]− [ε]

= [E]− [εk] = ϕk([E])

y entonces por la propiedad universal del coĺımite existe una aplicación ρ : VectFs(B) →
K̂(B), mostremos que ρ es un isomorfismo. Para mostrar que ρ es sobre, tomemos [E] −
[E′] ∈ K̂(B), por la Proposición 2.51, existe un haz vectorial Ẽ′ tal que E′ ⊕ Ẽ′ ∼= εn

donde εn es un haz vectorial trivial de dimensión n, para algún n. Entonces [E] − [E′] =

[E] + [Ẽ′]− [E′]− [Ẽ′] = [E] + [Ẽ′]− [E′ ⊕ Ẽ′] = [E] + [Ẽ′]− [εn] = [E ⊕ Ẽ′]− [εn]. Como

[E]− [E′] ∈ K̂(B), entonces [E⊕ Ẽ′]− [εn] ∈ K̂(B) lo que implica que [E⊕ Ẽ′] y [εn] tienen

el mismo rango, y aśı ϕn([E ⊕ Ẽ′]) = [E ⊕ Ẽ′]− [εn] = [E]− [E′], por lo cual ρ es sobre.

Ahora veamos que ρ es inyectiva, supongamos que [E]− [εk] = [E′]− [εl], por definición
tenemos que E⊕εl⊕εn ∼= E′⊕εk⊕εn para algún n. Entonces E y E′ representan el mismo
elemento en VectFs(B), lo que implica que ρ es inyectiva.

En la definición 2.59, vimos las variedades de Grassmann Gk(V ) de un espacio vectorial
V , como el conjunto Gn(V ) = {W ⊂ V | W es subespacio lineal, dim(W ) = n}. Notemos
que la inclusión nos define un sistema dirigido de espacios topológicos

Gk(F) �
� // Gk(F2) �

� // Gk(F3) �
� // · · ·
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notemos que el coĺımite de éste sistema dirigido es Gk(F∞). Si F = C entonces denotamos
al coĺımite Gk(C∞) por BUk, y si F = R entonces denotamos al coĺımite Gk(R∞) por BOk.

Para simplificar notación, denotaremos al coĺımite Gk(R∞) simpliemente como BUk.

Entonces podemos definir un nuevo sistema dirigido de espacios topológicos, mediante
encajes ik : BUk → BUk+1 que satisfacen i∗k(Ek+1(F∞)) ∼= Ek(F∞) ⊕ ε1, de la siguiente
manera

BU1
� � i1 // BU2

� � i2 // BU3
� � i3 // · · ·

denotamos al coĺımite de éste sistema dirigido como BU si F = C y BO si F = R. Para
simplificar notación denotamos al coĺımite para F por BU.

Nota 3.27. Si X =
⋃
Xi es un espacio topológico Hausdorff tal que Xi ⊂ Xi+1, y si X

tiene la topoloǵıa coherente con la familia {Xi}, es decir, A ⊂ X es cerrado si y sólo si
A ∩Xi es cerrado para toda i. Entonces para cada compacto C ⊂ X, existe n > 0 tal que
C ⊂ Xn.

Teorema 3.28. Sea B un espacio compacto, entonces K̂(B) ∼= [B,BU].

Demostración. Por la Proposición 3.26 tenemos que K̂(B) ∼= VectFs(B) = colimk VectFk(B),
mediante las aplicaciones tk : VectFk(B) → VectFk+1(B). Por otro lado, definimos BU =
colimk BUk mediante las aplicaciones ik : BUk → BUk+1 definidas arriba. Como B es com-
pacto, entonces por la nota anterior tenemos que [B,BU] ∼= colimk[B,BUk]. Por el Teorema
2.63 tenemos que [B,BUk] ∼= VectFk(B), entonces las aplicaciones tk y ik inducen un isomor-
fismo en los coĺımites colimk[B,BUk] ∼= colimk VectFk(B).

Ahora, contamos con las herramientas necesarias, para dar las representaciones ho-
motópicas de los grupos K(B) y K̃(B), mencionadas al principio de ésta sección.

Corolario 3.29. Sea B un espacio compacto, entonces

1. K(B) ∼= [B,BU × Z].

2. Si además, B es conexo tenemos K̃(B) ∼= [B,BU ].

Demostración. Mostremos primero 1, por la Proposición 3.21 tenemos que K(B) ∼= K̂(B)⊕
[B,Z], y por el Teorema 3.28 tenemos que K̂(B) ∼= [B,BU] lo que implica que K(B) ∼=
[B,BU]⊕ [B,Z] ∼= [B,BU×Z].

Ahora mostremos 2, suponemos que B es conexo, entonces por el Corolario 3.22 tenemos
que K̃(B) ∼= K̂(B), y por el Teorema 3.28 tenemos que K̃(B) ∼= K̂(B) ∼= [B,BU].

3.5. Aplicaciones del teorema de periodicidad de Bott

En esta sección enunciaremos el teorema de periodicidad de Bott en el caso complejo,
el cual es considerado como el teorema principal de la Teoŕıa K, la demostración original
de éste teorema usa resultados en teoŕıa de Morse los cuales no incluiremos en este trabajo.
Luego daremos algunos resultados que nos servirán para calcular la Teoŕıa K de la esfera de
dimensión n.

Teorema 3.30 (Periodicidad de Bott). Se tiene una equivalencia homotópica

BU×Z ' Ω2 BU

donde Ω2 BU es el 2-espacio de lazos en BU basados en un punto x0, de la Definición 1.57.
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Nota 3.31. En el caso real, el teorema de periodicidad de Bott establece que existe una
equivalencia homotópica

BO × Z ' Ω8 BO

De aqúı podemos deducir que los grupos de homotoṕıa de BU están dados de la siguiente
manera

πi+2(BU) ∼= πi(Ω
2 BU) ∼= πi(BU×Z)

pero tenemos que el grupo 0 de homotoṕıa de BU×Z es isomorfo a Z, por lo tanto

πi+2(BU) ∼=
{

Z, i = 0;
πi(BU), i ≥ 1.

ésto nos dice que los grupos de homotoṕıa de BU se repiten con periodo 2.

Teorema 3.32.

πi(BU) ∼=
{

Z, Si i es par.
0, Si i es impar ó i = 0;

Demostración. Como π2(BU) ∼= Z, tenemos por el teorema de periodicidad de Bott que
π2n(BU) ∼= Z para n ≥ 1, por otro lado tenemos que BU es conexo, lo que implica que
π0(BU) ∼= 0. Falta obtener los grupos de homotoṕıa impares de BU, por [2, Proposición
9.5.2] tenemos que

πi(BUk) ∼= πi(BUk+1) si i ≤ 2k + 1

Aśı, tenemos que π1(BUk) ∼= π1(colimk BUk), y en particular π1(BU) ∼= π1(BU1), pero
tenemos que BU1 = G1(C∞) ∼= CP∞, por lo cual π1(BU) ∼= π1(CP∞) ∼= 0, y por el teorema
de periodicidad de Bott tenemos que π2n+1(BU) ∼= 0 para n ≥ 0.

Corolario 3.33.

K̃(Sn) ∼=
{

Z, Si n es par ó n = 0;
0, Si n es impar.

Demostración. Si n = 0, entonces por la Proposición 3.15, tenemos que K(S0) ∼= K̃(S0)⊕Z,
por otro lado sabemos que S0 es la unión ajena de dos puntos por lo cual K(S0) ∼= K(∗)⊕
K(∗) ∼= Z⊕ Z, por lo tanto K̃(S0) ∼= Z.

Ahora, si n > 0 tenemos que Sn es conexo, entonces por el Corolario 3.29 tenemos que
K̃(Sn) ∼= [Sn,BU], donde [Sn,BU] es el conjunto de cases de homotoṕıa de aplicaciones
f : Sn → BU, y notemos que [Sn,BU]∗ ∼= πn(BU).

Definición 3.34. Sea X un espacio punteado compacto, definimos para cada n ∈ N la
Teoŕıa K superior como

K̃
−n

(X) = K̃(ΣnX)

Si A ⊂ X es un subconjunto cerrado de X, definimos la Teoŕıa K relativa como

K(X,A) = K̃(X ∪ C ′A))

K−n(X,A) ∼= K̃
−n

(X ∪ C ′A)

donde ΣX es la suspensión reducida de X y C ′X es el cono reducido de X, de la Definición
1.50.

Una consecuencia inmediata del teorema de periodicidad de Bott es el siguiente teorema,
el cual nos permite extender la Teoŕıa K superior Kn(X,A) para toda n ∈ Z.

Teorema 3.35. K̃
−n

(X,A) ∼= K̃
−n+2

(X,A)
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3.6. Operaciones de Adams

En ésta sección definiremos operaciones en teoria K, para aśı definir las operaciones de
Adams y dar algunas propiedades importantes de éstas.

Definición 3.36. Una operación θ en Teoŕıa K asociada a un espacio topológico X, es una
aplicación θX : K(X) → K(X) tal que, para cualquier aplicación f : X → Y el siguiente
diagrama es conmutativo.

K(Y )
θY //

f∗

��

K(Y )

f∗

��
K(X)

θX

// K(X)

Definición 3.37. Sea R un anillo conmutativo con 1, denotamos por R[[t]] al anillo de
series formales con coeficientes en R. Los elementos de R[[t]] son series formales

∑
i≥0 rit

i,
donde ri ∈ R.

La suma en R[[t]] se define por∑
i≥0

rit
i

+

∑
i≥0

r′it
i

 =

∑
i≥0

(ri + r′i)t
i


y el producto en R[[t]] se define por∑

i≥0

rit
i

∑
j≥0

r′jt
j

 =

∑
k≥0

r′′k t
k


donde r′′k =

∑
i+j=k rir

′
j , el 1 ∈ R[[t]] es el elemento 1 ∈ R, el cual lo podemos ver como la

serie 1 + 0t+ 0t2 + 0t3 + · · · .

Denotemos al conjunto de series formales sobre R con termino independiente igual a 1
como 1 + tR[[t]] = {

∑
i≥0 rit

i ∈ R[[t]] | r0 = 1}, notemos que éste conjunto es un grupo
abeliano, bajo el producto en R[[t]]. En efecto, el producto es cerrado puesto que, si tomamos
1 + tk, 1 + tk′ ∈ 1 + tR[[t]] donde k, k′ ∈ R[[t]] no tienen termino constante, entonces
(1 + tk)(1 + tk′) = 1 + t(k + k′) + t2(kk′) ∈ 1 + tR[[t]] ya que k + k′ ∈ R[[t]] no tiene
termino constante, además todo elemento 1 + tk ∈ 1 + tR[[t]] tiene un inverso dado por
(1− tk + (tk)2 − (tk)3 + · · · ), esto es

(1+ tk)(1− tk+(tk)2− (tk)3 + · · · ) = 1− tk+(tk)2− (tk)3 + · · ·+ tk− (tk)2 +(tk)3−· · · = 1

por lo tanto 1 + tR[[t]] es un grupo abeliano.

Nota 3.38. El anillo de series formales R[[t]], se comporta igual que el anillo de series de
potencia con coeficientes en R, es decir, podemos definir las funciones anaĺıticas tales como
sen, cos, log, entre otras, además de poder definir la derivada de igual manera que en análisis.
Por ejemplo, si x(t) =

∑
i≥0 rit

i, entonces podemos definir log x(t) y calcular su derivada

d

dt
(log x(t)) =

x′(t)

x(t)

podemos notar que ésta formula está definida si x(t) ∈ 1 + tR[[t]].
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Definición 3.39. Sea E → X un haz vectorial sobre un espacio topológico compacto X.
Definimos la serie λt[E] ∈ K(X)[[t]] como

λt[E] =

∞∑
i=0

[ΛiE]ti

donde ΛiE es la i-ésima potencia exterior de E (ver Apéndice A.4).

Veamos que la aplicación λt : VectF(X) → 1 + tK(X)[[t]] definida por E 7→ λt[E], es
un homomorfismo del semigrupo de clases de isomorfismos de haces vectoriales sobre X, al
grupo multiplicativo de series formales sobre K(X) con termino independiente igual a 1.

Puesto que dim(Λ0p−1(x)) = 1 entonces Λ0E = 1, donde 1: X ×F→ X es el haz trivial
de rango 1, lo cual implica que λt[E] ∈ 1 + tK(X)[[t]], y en consecuencia λt[E] tiene un
inverso.

Si V, V ′ son espacios vectoriales, entonces la potencia exterior cumple que Λk(V ⊕V ′) ∼=⊕
i+j=k(ΛiV ⊗ ΛjV ′). Entonces si [E], [E′] son haces vectoriales sobre X, tenemos que

Λk(E ⊕ E′) ∼=
⊕

i+j=k(ΛiE ⊗ ΛjE′), por lo tanto

λt[E ⊕ E′] =

∞∑
k=0

[Λk(E ⊕ E′)]tk =

∞∑
k=0

 ⊕
i+j=k

([ΛiE]⊗ [ΛjE′])

 tk
=

∑
i≥0

[ΛiE]ti

∑
j≥0

[ΛjE′]tj

 = λt[E]λt[E
′]

y entonces λt es un homomorfismo de semigrupos.

Ahora, por la propiedad universal de la construcción de Grothendieck, existe un único
homomorfismo de grupos λt : K(X)→ 1+tK(X)[[t]] definido por [E]−[E′] 7→ λt[E]λt[E

′]−1,
que hace conmutar el diagrama.

VectF(X)

α

��

λt

''
K(X)

λt

// 1 + tK(X)[[t]]

Aśı, podemos definir la aplicación λi : K(X)→ K(X) que asocia a cada elemento [E]−[E′] ∈
K(X) el i-ésimo coeficiente de ti en la serie λt([E]− [E′]) = λt[E]λt[E

′]−1, es decir,

λt([E]− [E′]) = 1 +
∑
i≥0

λi([E]− [E′])ti.

Sea f : X → Y una aplicación continua, consideremos la aplicación inducida f∗ : K(Y )→
K(X), esta aplicación f∗ induce una aplicación 1+ tK(Y )[[t]]→ 1+ tK(X)[[t]] en los anillos
de series formales, la cual abusando de la notación denotaremos por f∗, y la cual está definida
como

f∗ : 1 + tK(Y )[[t]] −→ 1 + tK(X)[[t]]
1 +

∑
i≥0 cit

i 7−→ 1 +
∑
i≥0 f

∗(ci)t
i
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Entonces tenemos que el siguiente diagama conmuta

K(Y )

f∗

��

λt // 1 + tK(Y )[[t]]

f∗

��
K(X)

λt

// 1 + tK(X)[[t]]

(3.1)

en efecto, para cada ω ∈ K(Y ) tenemos que

f∗(λt(ω)) = f∗(1 +
∑
i≥0

cit
i) = 1 +

∑
i≥0

f∗(ci)t
i = λt(f

∗(ω))

Ahora, al considerar la aplicación λi : K(X)→ K(X), tenemos que el siguiente diagrama
conmuta

K(Y )
λi //

f∗

��

K(Y )

f∗

��
K(X)

λi
// K(X)

ya que el diagrama (3.1) conmuta. Por lo tanto λi : K(X) → K(X) es una operación en
K(X).

Definición 3.40. Definimos la operación rango rango: K(X) → K(X) como sigue. Si
E → X es un haz vectorial, entonces al igual que en la demostración de la Proposición
2.55, existe una cubierta abierta {Xi} tal que X = ∪ri=1Xi y cada restricción E|Xi es un
haz vectorial de rango ni. Definimos un haz vectorial r(E) → X tal que r(E)|Xi = εni ,
esto nos define un homomorfismo de semianillos r : VectF(X) → VectF(X) definido por
[E] 7→ [r(E)], entonces por la propiedad universal de la construcción de Grothendieck, r
induce un homomorfismo de anillos rango: K(X)→ K(X).

Definición 3.41 (Operaciones de Adams). Definimos las operaciones de Adams ψi : K(X)→
K(X) como sigue. Para cada x ∈ K(X) definimos

ψ0(x) = rango(x)

ahora, un elemento ψt(x) en el anillo de series formales K(X)[[t]] es de la forma ψt(x) =∑
i≥0 ψ

i(x)ti, definimos entonces

ψt(x) = ψ0(x)− t d
dt

(log λ−t(x))

donde d
dt es la derivada formal del logaritmo de la serie λ−t(x), es decir,

ψ−t(x) = ψ0(x)− tλ
′
t(x)

λt(x)
.

Proposición 3.42. Para x, y ∈ K(X) se cumplen lo siguiente.

1. ψk(x+ y) = ψk(x) + ψk(y) para todo k ≥ 0.
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2. Si x = [L], donde [L] es un haz vectorial lineal (haz vectorial de dimension 1), entonces
ψk(x) = xk.

3. Las propiedades 1 y 2 caracterizan las operaciones ψk(x).

Demostración. Sean x, y ∈ K(X). Mostremos primero 1, notemos que x, y tienen la forma
x = [E]− [E′], y = [F ]− [F ′], entonces tenemos que x+ y = [E ⊕ F ]− [E′ ⊕ F ′], y aśı

λ−t(x+ y) = λ−t([E ⊕ F ]− [E′ ⊕ F ′]) = λ−t([E ⊕ F ])λ−t([E
′ ⊕ F ′])−1

= λ−t[E]λ−t[F ]λ−t[E
′]−1λ−t[F

′]−1

= λ−t[E]λ−t[E
′]−1λ−t[F ]λ−t[F

′]−1 = λ−t(x)λ−t(y)

por lo tanto tenemos que,

ψt(x+ y) = rango(x+ y) + t
d

dt
log(λ−t(x+ y))

= rango(x+ y) + t
d

dt
log(λ−t(x)λ−t(y))

= rango(x) + rango(y) + t
d

dt
log(λ−t(x)) + t

d

dt
log(λ−t(y))

=

(
rango(x) + t

d

dt
log(λ−t(x))

)
+

(
rango(y) + t

d

dt
log(λ−t(y))

)
= ψt(x) + ψt(y)

Ahora mostremos 2, supongamos que x = [L] es un haz lineal, notemos que Λ0L = 1 y
Λ1L = L, por otro lado ΛkL = 0 para k > 1, puesto que para cualquier elemento y ∈ X, su

fibra p−1(x′) tiene dim(p−1(y)) = 1 y entonces dim(Λkp−1(y)) =

(
1
k

)
= 0, por lo tanto

tenemos que λ−t(x) = 1− tx. Entonces

d

dt
log(1− tx) =

−x
1− tx

= −x− tx2 − t2x3 − . . .

ésta ultima igualdad se cumple puesto que la serie −x
1−tx es una serie geométrica, por lo tanto

ψt(x) = rango(x)− t(−x− tx2 − t2x3 − . . .) = 1 + tx+ t2x2 + t3x3 + . . .

lo que implica que los coeficientes ψk(x) = xk.

La parte 3 se demuestra usando el principio de descomposición, el cual veremos a conti-
nuación.

3.7. Principio de descomposición

El principio de descomposición es un resultado que nos permite relacionar a un haz
vectorial arbitrario con la suma directa de haces lineales. En ésta sección daremos las he-
rramientas necesarias para poder demostrar éste importante resultado, y como consecuencia
veremos otras propiedades que cumplen las operaciones de Adams, distintas a las dadas en
la Proposición 3.42.



74 Caṕıtulo 3. Teoŕıa K

Definición 3.43. Sea p : E → X un haz vectorial. Definimos el espacio P (E) = (E\E0)/ ∼
donde E0 es la sección cero del haz vectorial p : E → X, y la relación ∼ esta definida como
sigue: Dados dos elementos e, e′ ∈ E\E0, e ∼ e′ si y solo si p(e) = p(e′) y e = λe′, con
λ ∈ F\{0}. Denotamos por [e] ∈ P (E) a la clase del elemento e ∈ E\E0.

Definimos el haz proyectivo asociado a p, como la aplicación q : P (E) → X dado por
[e] 7→ p(e).

Veamos que el haz proyectivo asociado a p es localmente trivial. Como p : E → X
es un haz vectorial entonces para una cubierta abierta {Uα} existen trivializaciones locales
ϕUα : p−1(Uα)→ Uα×Fn, como la imagen de la sección cero E0 ∈ p−1(Uα) es el elemento 0 ∈
Fn, entonces la aplicación ϕUα : p−1(Uα)\E0 → Uα×Fn\{0} sigue siendo un homeomorfismo.

Notemos que el espacio proyectivo FPn−1 está definido como el espacio cociente Fn\{0}/v∼λv
donde |λ| 6= 0, entonces usando la aplicación cociente que define a FPn−1, podemos definir
una aplicación τ : Uα × Fn\{0} → Uα × FPn−1. Por otro lado consideramos la aplicación
π : p−1(Uα)\E0 → q−1(Uα) que manda cada punto en su clase de equivalencia. Notemos
que si (x, v), (x, λv) ∈ Uα × Fn\{0} tal que (x, v) ∼ (x, λv) en Uα × FPn−1 entonces
π ◦ ϕUα(x, v) = π ◦ ϕUα(x, λv), por construcción. Por lo tanto, por la propiedad univer-
sal del cociente, existe un homeomorfismo h1 : q−1(Uα)→ U × FPn−1 que hace conmutar el
siguiente diagrama.

Uα × Fn\{0}

τ

��

p−1(Uα)\E0
ϕUαoo

π

��
Uα × FPn−1 q−1(Uα)

h1

oo

Del mismo modo, por la propiedad universal del cociente para aplicado a ϕ−1
Uα

, existe un

homeomorfismo h2 : U × FPn−1 → q−1(Uα) que hace conmutar el siguiente diagrama

Uα × Fn\{0}
ϕ−1
Uα //

τ

��

p−1(Uα)\E0

π

��
Uα × FPn−1

h2

// q−1(Uα)

por lo tanto, tenemos homomorfismos h1, h2 tal que h1 ◦ h2 = id y h2 ◦ h1 = id y entonces
por la unicidad de la propiedad universal del cociente, tenemos que h1 es un homeomorfismo
con inversa h−1

1 = h2, y entonces h1 define una trivialización local para el haz vectorial
q : P (E)→ X.

Notemos que la fibra q−1(x) de cada elemento x ∈ X, es homeomorfa al espacio proyec-
tivo asociado al espacio vectorial p−1(x).

Denotemos por Γ(E) al espacio vectorial de secciones de un haz vectorial p : E → X.

Lema 3.44. Si X es compacto, entonces existe un subespacio W ⊂ Γ(E) de dimensión
finita, donde la aplicación X ×W → E definida por (x, s) 7→ s(x) es sobreyectiva.

Demostración. Sea {Uα} una cubierta abierta de X en la cual p : E → X es trivial, es decir,
p−1(Uα) ∼= Uα × Fk, como X es compacto entonces existe un número finito de elementos
de {Uα} que cubren a X, digamos {U1, .., Ul}. Entonces por la Proposición 2.18, para cada
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i = 1, ..., l existen si1, ..., sik secciones linealmente independientes donde sij : Ui → p−1(Ui).
Si fijamos un elemento u ∈ Ui entonces tenemos que {si1(u), ..., sik(u)} es una base para
p−1(u) ∼= Fk. Sea {µi} una partición de la unidad subordinada a {U1, ..., Ul}, donde el
soporte de µi esté contenido en Ui. Por lo tanto definimos a W como el subespacio generado
por el conjunto {s̃ij | s̃ij(x) = µi(x)sij(x), i = 1, .., l j = 1, ..., k} ⊂ Γ(E), notemos que
s̃ij(x) = 0 si x /∈ Ui, y entonces la aplicación X ×W → E definida por (x, s̃ij) 7→ s̃ij(x) es
sobre.

Corolario 3.45. Sea p : E → X un haz vectorial con X compacto, entonces existe W de
dimension finita y una aplicación ϕ : X → Pr(W ), tal que el haz vectorial Eϕ asociado a ϕ
de la Definición 2.37, es isomorfo a E

Demostración. Por el Lema 3.44 existe W ⊂ Γ(E), tal que la aplicación φ : B ×W → E
definida por φ(x,w) = w(x) es sobre. Definamos ϕ : X → Pr(W ) donde ϕ(x) es la proyección
ortogonal sobre ker(φ−1(x))⊥ = {w ∈ W | 〈w, v〉 = 0, para cada v tal que φ(x, v) = 0}, y
donde 〈 , 〉 es un producto hermitiano en V . Entonces por construcción, el haz vectorial
asociado Eϕ = {(x,w) ∈ X ×W | ϕ(x)w = w} → X es isomorfo al haz vectorial p : E →
X

Definición 3.46. Definimos el haz tautológico π : L → P (E), donde L = {(e′, [e]) ∈ E ×
P (E) | e′ ∈ [e]}, definido por π((e′, [e])) = [e].

Veamos que la fibra π−1([e]) de una clase [e] ∈ P (E), tiene dimension 1, es decir, el
haz tautológico es un haz lineal. En efecto, podemos notar que π : L→ P (E) es un subhaz
vectorial de el haz inducido q∗E → P (E) ya que L es un subespacio vectorial de q∗E =
{(e′, [e]) ∈ E × P (E) | p(e′) = q([e]) = p(e)}. Entonces por el Corolario 3.45 existe una
aplicación ϕ : X → Pr(Fm) tal que el haz vectorial asociado E ∼= Eϕ = {(x, v ∈ X ×
Fm) | ϕ(x)v = v}, y entonces L ∼= Eψ = {([e], v′) ∈ P (E) × Fm | ψ[e]v′ = v′} donde
ψ : P (E)→ Pr(Fm) esta definida por [e] 7→ ϕ(x) ◦ πv donde e = (x, v) ∈ X ×Fm, ϕ(x)v = v
y πv es la proyección ortogonal sobre la recta generada por v 6= 0.

Proposición 3.47. Sea p : E → X un haz vectorial, y q : P (E) → X su haz proyectivo
asociado, Entonces q∗(E) = E′ ⊕ L, donde L→ P (E) es el haz tautológico, y q∗ : K(X)→
K(P (E)).

Demostración. Sea E′ → P (E) el haz vectorial asociado a ψ′ : P (E) → Pr(Fm) definido
por [e] 7→ ϕ(x) ◦ π′v, donde e = (x, v), ϕ(x)v = v y π′v es la proyección ortogonal sobre
el complemento ortogonal de 〈v〉 en ϕ(x)Fm. Ya que cualquier elemento en ϕFm tiene una
única expresión como w+w′ con w ∈ 〈v〉 = ψ(x)Fm (definida arriba) y w′ ∈ ϕ(x) ◦ π′vFm =
ψ′(x)Fm.

Ahora estamos listos para enunciar el principio de descomposición.

Proposición 3.48 (Principio de descomposición). Dado un haz vectorial p : E → X de
rango k, existe una aplicación f : P (E)→ X tal que.

1. La aplicación f∗ : K(X)→ K(P (E)) es un monomorfismo.

2. El haz inducido f∗E = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lk.
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Demostración. Primero mostraremos 1, consideremos el haz proyectivo asociado q : P (E)→
X, y consideremos la aplicación q∗ : K(X)→ K(P (E)) definida por [E] 7→ q∗(E)⊗ 1 donde
1 ∈ K(X), entonces inducimos un K(X)-módulo libre

K(X)×K(P (E)) −→ K(P (E))
(E,F ) 7−→ q∗(E)⊗ F

En [3, Corolario 2.7.9], se muestra que K(P (E)) es un módulo libre sobre el anillo K(X) con
generadores 1, 1− [L], (1− [L])2, ..., (1− [L])k−1, donde L es el haz lineal bajo P (E). Y por
lo tanto, como K(P (E)) es un K(X)-módulo libre, tenemos que f∗ : K(X) → K(P (E)) es
inyectiva.

Ahora mostremos 2, por la Proposición 3.47 tenemos que q∗(E) = E′ ⊕ L donde L es
un haz lineal, y E′ = Eψ′ es el haz vectorial asociado a ψ′. Definamos a Lk = L, ahora
consideremos el haz vectorial E′ → P (E) y el haz proyectivo asociado q1 : P (E′) → P (E),
apliquemos nuevamente la Proposición 3.47, lo cual nos da la descomposición q∗1(E′) =
E′′⊕L′, donde L′ es un haz lineal, definamos entonces Lk−1 = L′. Inductivamente tenemos
la aplicación q∗k−2 : P (E(k−2))→ P (E(k−3)) la cual cumple que q∗k−2(E(k−2)) = E(k−1)⊕L2.

Definimos entonces f = qk−1 ◦ qk−2 ◦ · · · ◦ q1 ◦ q, notemos que f : F → X y F = P (E(k−1)).

Entonces al tomar f∗ : K(X)→ K(F ) tenemos el siguiente diagrama

K(X)
q∗ // K(P (E))

q∗1 // · · ·
q∗k−1// K(P (E(k−2)))

donde cada q∗i es un monomorfismo, y entonces f∗(E) = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lk.

Teorema 3.49. Las operaciones de Adams cumplen las siguientes propiedades, para cada
x, y ∈ K(X) se tiene

1. ψk(xy) = ψk(x)ψk(y) para k = 0, 1, 2, ...

2. ψk(ψl)(x) = ψkl(x).

3. Si p es primo, entonces ψp(x) ≡ xp mod(p).

4. Si b ∈ K̃
0
(S2n) es el generador, entonces ψk(b) = kn(b) para k = 0, 1, 2, ...

Demostración. Sea x, y ∈ K(X), y consideremos a x y y como representantes de sus clases
en K(X). Por el principio de descomposición tenemos que f∗(x) = L1 ⊕ · · · ⊕ Ln y f∗(y) =
L′1 ⊕ · · · ⊕L′m. Para mostrar 1, veamos primero que ψk(f∗(x)f∗(y)) = ψk(f∗(x))ψk(f∗(y)),
en efecto tenemos que

ψk(f∗(x))ψk(f∗(y)) = ψk(L1 ⊕ · · · ⊕ Ln)⊗ ψk(L′1 ⊕ · · · ⊕ L′m)

= (Lk1 ⊕ · · · ⊕ Lkn)⊗ ((L′1)k ⊕ · · · ⊕ (L′m)k)

=
⊕
i,j

(Lki ⊗ ((L′j)
k))

y por otro lado tenemos que

ψk(f∗(x)f∗(y)) = ψk((L1 ⊕ · · · ⊕ Ln)⊗ (L′1 ⊕ · · · ⊕ L′m)) = ψk

⊕
ij

(Li ⊗ L′j)


=
⊕
ij

ψk(Li ⊗ L′j) =
⊕

(Li ⊗ Lj)k =
⊕
ij

(Lki ⊗ (L′j)
k).
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Como ψk es una operación en Teoŕıa K, el siguiente diagrama conmuta

K(X)
ψk //

f∗

��

K(X)

f∗

��
K(P (E(k−2)))

ψk
// K(P (E(k−2)))

por lo tanto, como ψk(f∗(x)f∗(y)) = ψk(f∗(x))ψk(f∗(y)) entonces ψk(xy) = ψk(x)ψk(y).

Ahora mostremos 2, veamos que para f∗(x) = L1 ⊕ · · · ⊕ Ln se cumple que

ψk(ψl(f∗(x))) = ψk(ψl(L1 ⊕ · · · ⊕ Ln)) = ψk

(
n⊕
i=1

Lli

)

=

n⊕
i=1

Llki = ψkl

(
n⊕
i=1

Li

)
= ψkl(f∗(x))

entonces tenemos que f∗(ψk(ψl(x))) = f∗(ψkl(x)), como f∗ es inyectiva podemos concluir
que ψk(ψl(x)) = ψkl(x).

Para mostrar 3, notamos que para f∗(x) = L1 ⊕ · · · ⊕ Ln se cumple que

(f∗(x))p = (L1 ⊕ · · · ⊕ Ln)p

= Lp1 ⊕ · · · ⊕ Lpn ⊕ (p(p− 1)L1 ⊗ L2)⊕ · · · ⊕ (p(p− 1)Ln−1 ⊗ Ln)

y entonces módulo p, se tiene que

(f∗(x))p = (L1 ⊕ · · · ⊕ Ln)p ≡ Lp1 ⊕ · · · ⊕ Lpn = ψp(L1 ⊕ · · · ⊕ Ln) = ψp(f∗(x))

y por tanto ψp(x) ≡ xp mod(p).

Mostremos ahora 4, recordemos que K(S2) ∼= K̃(S2) ⊕ Z ∼= Z ⊕ Z, y recordemos que

K̃(S2) ∼= ker(i∗) donde la aplicación i∗ : K(S2) → K(∗) está definida por [E] − [F ] 7→
dim(E) − dim(F ), donde dim(E) denota la dimension del rango del haz vectorial E → S2

asociado al punto base en S2 (análogamente está definido dim(F )). Entonces podemos notar
que K(S2) tiene generadores {ε, L} donde L es el haz tautológico y ε es el haz vectorial de

rango 1, y entonces tenemos que L− ε es el generador de K̃(S2).

Notemos que (L⊗ L)⊕ ε = (L⊗ ε)⊕ (L⊗ ε) = L⊕ L, es decir, L2 + ε = 2L y entonces
(L− ε)2 = 0. Sea b = L− ε, entonces tenemos que

ψk(b) = ψk(L− ε) = ψk(L)− ψk(ε) = Lk − ε = (ε+ L− ε)k − ε

= (ε+ b)k − ε =

(
k∑
i=0

(
k
i

)
bi

)
− ε = ε+ kb− ε = kb.

Usando el teorema de periodicidad de Bott (Teorema 3.30), podemos extender esta cons-

trucción de la siguiente manera. Notemos que K̃(S2) ⊗ K̃(S2n−2) ∼= K̃(S2n) mediante la

correspondencia (α, β) 7→ αβ, donde α y β son generadores de K(S2) y K̃(S2n−2) respecti-
vamente, y entonces se cumple que

ψk(αβ) = ψk(α)ψk(β) = (kα)(kn−1β) = knαβ

y por el teorema de periodicidad de Bott tenemos que K̃(S2n−2) ∼= K̃
−2

(S2n−2) ∼= K̃(S2n).





4
Campos vectoriales en esferas

Para cada n, denotamos por Sn a la esfera de dimensión n. Definimos un campo vectorial
en Sn, como una aplicación continua v : Sn → Rn+1 que a cada x ∈ Sn le asocia un vector
v(x) tangente a Sn, esta condición es equivalente a tener

〈x, v(x)〉 = 0

para toda x ∈ Sn, donde 〈 , 〉 es el producto interno estándar en Rn.

Si v : Sn → Rn+1 es un campo vectorial no nulo, podemos suponer que los vectores v(x)
tienen norma igual a 1. Decimos que dos campos vectoriales v1 y v2 en Sn son linealmente
independientes, si v1(x) y v2(x) son linealmente independientes para cada x ∈ Sn, esta
condición es equivalente a tener

〈vi(x), vj(x)〉 = δij

para cada x ∈ Sn, i, j = 1, 2, y donde δij es la delta de Kronecker.

Por ejemplo en S1, podemos construir un campo vectorial v : S1 → R2 como v(x, y) =
(−y, x), en efecto tenemos que 〈(x, y), v(x, y)〉 = 〈(x, y), (−y, x)〉 = −xy + yx = 0, para
cada x ∈ S1. Notemos que v es una rotación por 90◦, tal como se muestra en la Figura 4.1.
Por otro lado, podemos construir otro campo vectorial en S1, definiendo v′ : S1 → R2 como
v′(x, y) = (y,−x), en efecto tenemos que 〈(x, y), v′(x, y)〉 = 〈(x, y), (y,−x)〉 = xy − yx = 0,
para cada x ∈ S1. Notemos que v′ es una rotación por 270◦, tal como se muestra en la
Figura 4.1

Sin embargo, podemos notar que los vectores v(x, y) y v′(x, y) no son linealmente in-
dependientes para cada (x, y) ∈ S1, puesto que 〈v(x, y), v′(x, y)〉 = 〈(−y, x), (y,−x)〉 =
−y2−x2 6= 0 para cada x ∈ S1, por lo cual los campos vectoriales v y v′ no son linealmente
independientes. Esto nos lleva a hacernos la siguiente pregunta: ¿Cuantos campos vectoriales
no nulos y linealmente independientes están definidos en Sn, para cada n?
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Figura 4.1: Campos vectoriales v y v′ en S1.

En este caṕıtulo veremos el trabajo de Hurwitz y Radon, en respuesta a ésta pregunta,
el cual se refleja en el siguiente resultado.

Teorema 4.1 (Hurwitz-Radon). Para n = (2k− 1)2c16d con 0 ≤ c ≤ 3, sea ρ(n) = 2c + 8d
entonces existen ρ(n)− 1 campos vectoriales linealmente independientes en Sn−1

Como referencias de este caṕıtulo consultar [12], [5], [7], [8], [14], [16] y [19].

4.1. Campos vectoriales unitarios

En primer lugar veremos cuándo una esfera Sn, tiene un campo vectorial no nulo.

Proposición 4.2. Si Sn−1 tiene k campos vectoriales linealmente independientes v1, ..., vk,
entonces Snq−1 tiene k campos vectoriales linealmente independientes v′1, ..., v

′
k.

Demostración. Sean v1, ..., vk son campos vectoriales linealmente independientes en Sn−1,
entonces podemos ver cada vi como una aplicación vi : S

n−1 → Rn que cumple que el
producto interno 〈x, vi(x)〉 = 0 y 〈vi(x), vj(x)〉 = δij para toda x ∈ Sn−1 y 1 ≤ i, j ≤ k, y
donde δij es la delta de Kronecker.

Por la Nota 1.52, tenemos que la esfera Snq−1 es homeomorfa al join de q esferas Sn−1,
entonces cada x ∈ Snq−1 lo podemos ver como una q-tupla x = (α1x1, ..., αqxq), donde cada
xi ∈ Sn−1 y

∑
i α

2
i = 1.

Definamos v′i : S
nq−1 → Rnq como v′i(x1, ..., xq) = (α1vi(x1) + · · · + αqvi(xq)), entonces

para cada x ∈ Snq−1 tenemos que

〈x, v′i(x)〉 = 〈x1, α1vi(x1)〉+ · · ·+ 〈xq, αqvi(xq)〉
= α1〈x1, vi(x1)〉+ · · ·+ αq〈xq, vi(xq)〉 = 0

y además

〈v′i(x), v′j(x)〉 = α1〈vi(x1), v′j(x)〉+ · · ·+ αq〈vi(xq), v′j(x)〉
= α2

1〈vi(x1), vj(x1)〉+ · · ·+ α1αq〈vi(x1), vj(xq)〉+ · · ·
+ αqα1〈vi(xq), vj(x1)〉+ · · ·+ α2

q〈vi(xq), vj(xq)〉

Si i 6= j entonces 〈v′i(x), v′j(x)〉 = 0, puesto que cada 〈vi(xk), vj(xl)〉 = 0 para cada

1 ≤ k, l ≤ q. Si i = j entonces 〈v′i(x), v′j(x)〉 = α2
1 + · · ·α2

q = 1. Por lo tanto, v′1, ..., v
′
k son

campos vectoriales linealmente independientes en Snq−1.
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Corolario 4.3. Cada esfera Sm−1 con m par, tiene un campo vectorial no nulo.

Demostración. Vimos que S1 tiene un campo vectorial v : S1 → R2 no nulo definido por
v(x, y) = (−y, x). Entonces por la Proposición 4.2, tenemos que S2q−1 tiene un campo
vectorial no nulo.

Esto nos dice que todas las esferas de dimension impar tienen un campo vectorial no
nulo. En la siguiente proposición, veremos una propiedad que cumple Sn con un campo
vectorial no nulo.

Proposición 4.4. Sea Sn una esfera con un campo vectorial v no nulo. Entonces la apli-
cación ant́ıpoda Sn → Sn definida por x 7→ −x, es homotópica a la identidad.

Demostración. Como v es un campo vectorial no nulo, entonces podemos suponer que v es
unitario, es decir, ||v|| = 1, si no v̄ = v

||v|| es un campo vectorial con norma igual a 1.

Definamos una homotoṕıa H : Sn × [0, 1] → Sn como H(x, t) = cos(tπ)x+ sen(tπ)v(x),
notemos que

H(x, 0) = x H(x, π) = −x

por lo tanto la aplicación ant́ıpoda de Sn es homotópica a la identidad.

Nota 4.5. Se puede probar que el grado de la aplicación ant́ıpoda Sn → Sn es (−1)n+1.
Entonces por el Corolario 4.3, la Proposición 4.4 y esta nota, tenemos las siguientes equiva-
lencias.

Teorema 4.6. Dada un esfera Sn, las siguientes son equivalentes:

1. n es impar.

2. La aplicación ant́ıpoda Sn → Sn tiene grado 1.

3. La aplicación ant́ıpoda es homotópica a la identidad.

4. Sn tiene un campo vectorial no nulo unitario.

Negando las equivalencias anteriores, tenemos las siguientes equivalencias:

1. n es par.

2. La aplicación ant́ıpoda Sn → Sn tiene grado −1.

3. La aplicación ant́ıpoda no es homotópica a la identidad.

4. Sn no tiene un campo vectorial no nulo unitario.

4.2. Multiplicaciones ortogonales

En esta sección definiremos aplicaciones llamadas multiplicaciones ortogonales, y veremos
que éstas, están estrechamente ligadas a la existencia de campos vectoriales en esferas.

Definición 4.7. Decimos que una aplicación µ : Rk × Rn → Rn es una multiplicación
ortogonal, si µ es bilineal y

||µ(y, x)|| = ||y||||x||

para cada y ∈ Rk y x ∈ Rn.
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Proposición 4.8. Si fijamos x ∈ Sn−1 ⊂ Rn, entonces la aplicación

Rk −→ Rn
y 7−→ µ(y, x)

es una isometŕıa, es decir, una aplicación que preserva producto interno.

Demostración. Sabemos que 〈y, z〉 = 1
2 (||y + z||2 − ||z||2 − ||y||2), entonces para x ∈ Sn−1

tenemos que

〈µ(y, x), µ(z, x)〉 =
1

2
(||µ(y, x) + µ(z, x)||2 − ||µ(z, x)||2 − ||µ(y, x)||2)

=
1

2
(||µ(y + z, x)||2 − ||µ(z, x)||2 − ||µ(y, x)||2)

=
1

2
(||y + z||2||x||2 − ||z||2||x||2 − ||z||2||x||2)

=
1

2
(||y + z||2 − ||z||2 − ||y||2) = 〈y, z〉

Sean e1, ..., ek la base estándar de Rk. Decimos que una multiplicación ortogonal µ : Rk×
Rn → Rn es normalizada, si µ(ek, x) = x para cada x ∈ Rn. Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que cualquier multiplicación ortogonal es normalizada, si no µ(ek, x) =
u(x), y entonces µ(y, u−1(x)) es una multiplicación ortogonal normalizada.

Teorema 4.9. Si existe una multiplicación ortogonal µ : Rk × Rn → Rn, existen k − 1
campos vectoriales linealmente independientes en Sn−1.

Demostración. Suponemos que µ es una multiplicación ortogonal normalizada. Definamos
las aplicaciones

vi : S
n−1 −→ Rn
x 7−→ µ(ei, x)

para 1 ≤ i ≤ k − 1. Veamos que cada vi es un campo vectorial en Sn−1, esto es

〈x, vi(x)〉 = 〈x, µ(ei, x)〉 = 〈µ(ek, x), µ(ei, x)〉 = 〈ek, ei〉 = 0

para cada x ∈ Sn−1. Finalmente, veamos que los campos vectoriales v1, ..., vk−1 son lineal-
mente independientes para cada x ∈ Sn−1, esto es

〈vi(x), vj(x)〉 = 〈µ(ei, x), µ(ej , x)〉 = 〈ei, ej〉 = δij

Entonces, el problema de encontrar campos vectoriales linealmente independientes en
esferas, se reduce a mostrar la existencia de multiplicaciones ortogonales, el cual es un
problema puramente algebraico. Entonces, es necesario dar una version algebraica de la
noción de multiplicación ortogonal.

Teorema 4.10. El conjunto de multiplicaciones ortogonales µ : Rk×Rn → Rn normalizadas,
esta en correspondencia biyectiva con conjuntos u1, ..., uk−1 ∈ O(n), tales que u2

i = −I y
uiuj + ujui = 0, donde I es la matriz indentidad.
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Demostración. Sea ei, ..., ek la base estándar de Rk y sea µ : Rk × Rn → Rn una multipli-
cación ortogonal normalizada, definamos ui(x) = µ(ei, x) con i = 1, ..., k. Veamos que cada
ui : Rn → Rn es una aplicación lineal que preserva producto interno, en efecto, para cada
i = 1, ..., k tenemos que

||ui(x)|| = ||µ(ei, x)|| = ||ei||||x|| = ||x||

recordemos que cada transformación ui tiene asociada una matriz la cual abusando de la
notación denotaremos por ui. Por lo tanto ui es una matriz n × n que preserva producto
interno, es decir, ui ∈ O(n).

Veamos que ui, ..., uk−1 cumplen con las relaciones u2
i = −I y uiuj +ujui = 0. Cualquier

elemento y ∈ Rk lo podemos escribir como una suma y =
∑
i aiei, por lo cual para todo

x ∈ Rn

µ(y, x) = µ

(
k∑
i=1

aiei, x

)
=

k∑
i=1

aiµ(ei, x) =

k∑
i=1

aiui(x)

como µ es normalizada podemos suponer que uk = I, recordemos que evaluar una trans-
formación lineal ui(x) con x ∈ Rn, es equivalente a multiplicar la matriz ui con el vector
coordenada x de dimensión n× 1. Por hipótesis ||µ(y, x)|| = ||y||||x||, sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que ||y|| = ||x|| = 1, y entonces ||µ(y, x)|| = 1. Sea u∗i la transpuesta
de ui, entonces tenemos que

1 = ||µ(y, x)||2 = ||
k∑
i=1

aiui(x)||2 =

k∑
i=1

k∑
j=1

〈aiui · x, ajuj · x〉 =

k∑
i=1

k∑
j=1

aiaj〈ui · x, uj · x〉

=

k∑
i=1

a2
i 〈ui · x, ui · x〉+

∑
i<j

aiaj(〈ui · x, uj · x〉+ 〈uj · x, ui · x〉)

=

k∑
i=1

a2
i (ui · x)∗(ui · x) +

∑
i<j

aiaj((ui · x)∗(uj · x) + (uj · x)∗(ui · x))

=

k∑
i=1

a2
ix
∗ · u∗i · ui · x+

∑
i<j

aiaj(x
∗ · u∗i · uj · x+ x∗ · u∗j · ui · x)

=

k∑
i=1

a2
ix
∗ · u∗i · ui · x+

∑
i<j

aiaj(x
∗(u∗i · uj + u∗j · ui)x)

Como ui ∈ O(n), entonces tenemos que u∗i · ui = I para toda i, y como ||y|| = 1 tenemos
que (a1, ..., ak) ∈ Sk por lo cual

∑
i a

2
i = 1, por lo tanto

k∑
i=1

a2
ix
∗ · u∗i · ui · x =

k∑
i=1

a2
ix
∗ · x =

k∑
i=1

a2
i ||x||2 = 1

y entonces
∑
i<j aiaj(x

∗(ui ·u∗j +uj ·u∗i )x) = 0 para todo i < j, para todo y ∈ Sk y para todo

x ∈ Rn. Consideremos y = (0, ..., 0, cos(θ), 0, ..., 0, sen(θ), 0, ..., 0) ∈ Sk, entonces en este caso
tenemos que x∗(uiu

∗
j +uju

∗
i )x = 0 para toda x ∈ Rn lo cual implica que ui ·u∗j +uj ·u∗i = 0

para i < j.

Si j = k (pues uk es la identidad) tenemos que ui ·u∗k+uk ·u∗i = ui ·I+I ·u∗i = ui+u
∗
i = 0,

y entonces ui = −u∗i , ya que ui es una matriz ortogonal tenemos que u∗i = u−1
i por lo cual
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ui = −u∗i = −u−1
i , al multiplicar por la matriz ui en ambos lados de la igualdad obtenemos

que u2
i = −uiu−1

i = −I.
Si i < j < k, tenemos que ui · u∗j + uj · u∗i = 0 si y sólo si ui · uj + uj · ui = 0

ó ui · (−uj) + uj · (−ui) = 0, y en ambos casos se cumple la relación deseada.

Por otro lado, sean u1, ..., uk−1 ∈ O(n) transformaciones lineales tal que u2
i = −I y

uiuj+ujui = 0, y definimos uk = I la matriz identidad. Definimos la multiplicación ortogonal
µ : Rk × Rn → Rn de la siguiente manera:

Sea e1, ..., ek la base estándar de Rk, y notemos que cualquier elemento y ∈ Rk lo podemos
escribir como una suma formal y =

∑
i aiei, por lo cual para todo y ∈ Rk y x ∈ Rn definimos

µ(y, x) :=

k∑
i=1

aiui(x)

Veamos que µ cumple que ||µ(y, x)|| = ||y||||x||, para esto es suficiente probar que ||µ(y, x)|| =
1 si ||y|| = ||x|| = 1. Supongamos que ||y|| = ||x|| = 1, y en consecuencia (a1, ..., ak) ∈ Sk−1.
Sea u∗i la transpuesta de ui para cada i = 1, ..., k, entonces para cada x ∈ Rn tenemos que

||µ(y, x)||2 = ||
k∑
i=1

aiui(x)||2 =

k∑
i=1

k∑
j=1

〈aiui · x, ajuj · x〉 =

k∑
i=1

k∑
j=1

aiaj〈ui · x, uj · x〉

=

k∑
i=1

a2
i 〈ui · x, ui · x〉+

∑
i<j

aiaj(〈ui · x, uj · x〉+ 〈uj · x, ui · x〉)

=

k∑
i=1

a2
i (ui · x)∗(ui · x) +

∑
i<j

aiaj((ui · x)∗(uj · x) + (uj · x)∗(ui · x))

=

k∑
i=1

a2
ix
∗ · u∗i · ui · x+

∑
i<j

aiaj(x
∗ · u∗i · uj · x+ x∗ · u∗j · ui · x)

=

k∑
i=1

a2
ix
∗ · u∗i · ui · x+

∑
i<j

aiaj(x
∗(u∗i · uj + u∗j · ui)x)

Como ui ∈ O(n), entonces tenemos que u∗i · ui = I para toda i, y como ||y|| = 1 tenemos
que (a1, ..., ak) ∈ Sk por lo cual

∑
i a

2
i = 1, por lo tanto

k∑
i=1

a2
ix
∗ · u∗i · ui · x =

k∑
i=1

a2
ix
∗ · x =

k∑
i=1

a2
i ||x||2 = 1

veamos que uiu
∗
j + uju

∗
i = 0 para i < j.

Por hipótesis tenemos que u2
i = −1 lo cual implica que ui = −u−1

i , como ui es una
matriz ortogonal entonces u−1

i = u∗i , por lo cual tenemos que ui = −u−1
i = −u∗i . Como

ui · uj + uj · ui = 0 entonces ui · (−u∗j ) + uj · (−u∗i ) = 0, o bien ui · u∗j + uj · u∗i = 0. Por lo
tanto ||µ(y, x)|| = 1.

Finalmente, podemos ver que estas dos construcciones son inversas una de la otra.

En general, para transformaciones lineales u1, ..., uk−1 de un espacio vectorial real en
si mismo, podemos construir un producto interno, que sea invariante con respecto a estas
transformaciones.
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Lema 4.11. Si u1, ..., uk−1 son transformaciones lineales de un espacio vectorial real V en
śı mismo, tal que satisfacen las relaciones u2

i = −I y uiuj + ujui = 0 para i 6= j, entonces
existe un producto interno 〈 , 〉∗ en V tal que 〈x, y〉∗ = 〈ui(x), ui(y)〉∗.

Demostración. Sea Γk−1 el grupo generado por ±ui con 1 ≤ i ≤ k − 1. Un elemento en
Γk−1 es de la forma (±ui1)(±ui2) · · · (±uir ) donde i1 < · · · < ir, en efecto, como las trans-
formaciones lineales u1, ..., uk−1 cumplen las relaciones u2

i = −I y uiuj = −ujui, entonces
podemos acomodar cualquier elemento en Γk−1 de manera ascendente usando dichas relacio-
nes. Notemos que Γk−1 es un grupo con 2k elementos, en efecto, r a lo mas vale k−1, y junto
con la identidad tenemos k elementos, los cuales los podemos acomodar en 0 espacios, mas
los que podemos acomodar en 1 espacio, y aśı sucesivamente hasta sumar los que podemos
acomodar en k espacios, por lo tanto

|Γk−1| =
(
k
0

)
+

(
k
1

)
+ · · ·+

(
k
k

)
= 2k

Sea 〈 , 〉 cualquier producto interno en V , construyamos entonces el producto interno

〈x, y〉∗ =
1

2k

∑
σ∈Γk−1

〈σ(x), σ(y)〉

entonces, para cualquier ui ∈ Γk−1 tenemos que

〈ui(x), ui(y)〉∗ =
1

2k

∑
σ∈Γk−1

〈σ(ui(x)), σ(ui(y))〉

=
1

2k

∑
σ∈Γk−1

〈uj(x), uj(y)〉 para algún j

= 〈x, y〉∗

Por lo tanto, resulta muy importante derivar propiedades de álgebras que tengan un
conjunto de generadores e1, ..., ek, que satisfagan las relaciones e2

i = −1 y eiej + ejei = 0
para i 6= j.

4.3. Formas cuadráticas

Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita.

Definición 4.12. Una forma cuadrática es un par (V, f), donde f : V × V → R es una
forma simétrica y bilineal, es decir:

f(ax+ a′x′, y) = af(x, y) + a′f(x′, y) para todo a, a′ ∈ R y x, x′, y ∈ V .

f(x, y) = f(y, x) para todo x, y ∈ V .

Dadas dos formas cuadráticas (V, f) y (W, g), una aplicación u : V →W es un morfismo
de formas cuadráticas, si para todo x, y ∈ V tenemos que f(x, y) = g(u(x), u(y)).
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Nota 4.13. Una definición alterna de forma cuadrática, está dada de la siguiente manera:
Una forma cuadrática sobre un espacio vectorial real V es un par (V, q), donde q : V → R
es una aplicación tal que q(ax) = a2q(x) y fq(x, y) = q(x + y) − q(x) − q(y) es una forma
simétrica y bilineal.

En nuestro caso, estas dos nociones son equivalentes.

Definición 4.14. Decimos que una forma cuadrática (V, f) es no degenerada si f(x, y) = 0
para toda y ∈ V , implica que x = 0.

Decimos que una forma cuadrática (V, f) es no singular si para cada forma lineal u : V →
R, existe un único y ∈ V tal que u(x) = f(x, y) para toda x ∈ V .

Veamos que estas dos nociones son equivalentes. En efecto, supongamos que (V, f) es no
singular y supongamos que f(x, y) = 0 para todo x ∈ V , consideremos la aplicación lineal
u : V → R definida por u(x) = 0 para todo x ∈ V . Como (V, f) es no singular, entonces
existe un único y ∈ V tal que f(x, y) = u(x) = 0 para todo x ∈ V , lo cual implica que y = 0.

Por otro lado, supongamos que (V, f) es no degenerada. Por contradicción, suponemos
que existe una aplicación lineal u : V → R tal que para todo y ∈ V , f(x, y) 6= u(x) para
todo x ∈ V . Si f(x, y) = 0 para todo y ∈ V entonces x = 0, y entonces 0 = f(0, y) 6= u(0)
lo cual es una contradicción. Por lo tanto, (V, f) es no singular.

Si e1, ..., en es una base de V , los elementos f(ei, ej) determinan completamente a f , es
decir, si x =

∑
i xiei y y =

∑
j yjej , entonces

f(x, y) = f

∑
i

xiei,
∑
j

yjej

 =
∑
i,j

f(ei, ej)xiyj

Más aún, la simetŕıa de f es equivalente a f(ei, ej) = f(ej , ei) para todo i, j.

Ejemplo 4.15. En Rn el producto interno estándar 〈 , 〉 y −〈 , 〉 son dos formas cuadráticas.

Si (V, f) es una forma cuadrática, y si E ⊂ V es un subespacio de V , entonces (E, fE)
es una forma cuadrática, donde fE := f |E×E .

Definición 4.16. Una descomposición ortogonal de una forma cuadrática (V, f), denotada
por V = E1 ⊥ · · · ⊥ Er, es una descomposición en suma directa V = E1 ⊕ · · · ⊕Er, tal que
f(x, y) = 0 para x ∈ Ei y y ∈ Ej , con i 6= j y 1 ≤ i, j ≤ r.

Proposición 4.17. Sea (V, f) una forma cuadrática, y sea E un subespacio de V tal que
(E, fE) es no singular. Si E∗ = {y ∈ V | f(x, y) = 0 para cada x ∈ E}, entonces V = E ⊥
E∗ es una descomposición ortogonal.

Demostración. Es suficiente mostrar que V = E ⊕ E∗, veamos que E ∩ E∗ = {0}. Como
(E, fE) es no singular, entonces (E, fE) es no degenerado, entonces f(E, y) = 0 para cada
y ∈ E implica que y = 0, y en consecuencia E ∩ E∗ = {0}.

Fijemos x ∈ V , y definamos la aplicación E → R por y 7→ f(x, y). Como (E, fE) es no
singular, entonces existe x1 ∈ E tal que f(x, y) = f(x1, y) para cada y ∈ E, como f es
bilineal tenemos que f(x, y) − f(x1, y) = 0, lo cual implica que x − x1 ∈ E∗, por lo tanto
podemos escribir x = x1 + (x− x1) y entonces V = E ⊕ E∗.

Nota 4.18. Dada una forma cuadrática (V, f), y una descomposición ortogonal V = E1 ⊥
E2 de (V, f), entonces denotamos por fi a la restricción f |Ei con i = 1, 2. Notemos que
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(Ei, f |Ei) es también una forma cuadrática. Más aún, si x = (x1 +x2) ∈ E1 y y = (y1 +y2) ∈
E2, entonces

f(x, y) = f((x1, x2), (y1, y2)) = f1((x1, y1)) + f2((x2, y2)).

Podemos generalizar la Proposición 4.17, para obtener una descomposición ortogonal de
una forma cuadrática (V, f), en r formas de dimension 1.

Teorema 4.19. Sea (V, f) una forma cuadrática, entonces V = E1 · · ·Er donde Ei es un
subespacio de dimension 1, para 1 ≤ i ≤ r

Demostración. Sea x ∈ V con x 6= 0, y sea Rx el subespacio generado por x, podemos
notar que Rx es de dimension 1. Si dim(V ) = 2, entonces definimos L como el complemento
ortogonal de Rx, y entonces V = Rx ⊥ L es una descomposición ortogonal. En general,
existe x ∈ V tal que f(x, x) 6= 0, si no, tendŕıamos que f(x+ y, x+ y) = f(x, x) + f(x, y) +
f(y, x) + f(y, y) = 0 para todo x, y ∈ V , lo cual implicaŕıa que f = 0.

Por lo tanto, (V, f) es no singular y entonces (Rx, f |Rx) es no singular. Usando la Pro-
posición 4.17, tenemos que V = L1 ⊥ Rx donde L1 = Rx∗ es el espacio definido en la
Proposición 4.17. Induct́ıvamente, aplicamos la construcción anterior a L1, hasta tener una
descomposición en subespacios de dimension 1.

Nota 4.20. En términos de bases, el Teorema 4.19 dice que existe una base e1, ..., er de V ,
tal que f(ei, ej) = 0 para i 6= j. En consecuencia, podemos formular el siguiente resultado.

Teorema 4.21. Dada una forma cuadrática real (V, f) no singular, existe una base e1, ..., er
de V tal que f(x, y) = −x1y1− · · · − xkyk + xk+1yk+1 + · · ·+ xryr, donde k es la dimension
del subespacio mas grande E ⊂ V , tal que f(x, x) < 0 para todo x ∈ E con x 6= 0. El entero
k es llamado el ı́ndice de f .

4.4. Álgebras de Clifford de formas cuadráticas

Dada una forma cuadrática (V, f), consideramos aplicaciones lineales u : V → A, con A
un álgebra asociativa, tal que u(x)2 = f(x, x)1 y donde 1 denota al uno del álgebra A. En
esta sección definiremos las álgebras de Clifford, las cuales son álgebras que satisfacen una
propiedad universal, con respecto a estas aplicaciones lineales.

Definición 4.22. El álgebra de Clifford de una forma cuadrática (V, f), es una par (C(f), θ),
donde C(f) es un álgebra asociativa, y θ : V → C(f) es una aplicación lineal, tal que
θ(x)2 = f(x, x)1 para cada x ∈ V , y que satisface la siguiente propiedad universal:

Para toda aplicación lineal u : V → A con u(x)2 = f(x, x)1, existe un único morfismo de
álgebras u′ : C(f)→ A, que hace conmutar el siguiente diagrama.

C(f)

u′

!!
V

θ
==

u
// A

Teorema 4.23. El álgebra de Clifford (C(f), θ) existe para cada forma cuadrática (V, f).
Si (C(f), θ) y (C(f)′, θ′) son dos álgebras de Clifford para (V, f), entonces existe un único
isomorfismo de álgebras u : C(f)→ C(f)′, tal que θ′ = u ◦ θ.



88 Caṕıtulo 4. Campos vectoriales en esferas

Demostración. Definimos C(f) como el álgebra tensorial T (V ) =
∑

0≤k T
k(V ), módulo el

ideal generado por x ⊗ x − f(x, x)1, donde T k(V ) es el producto tensorial de V consigo
mismo k veces (ver Apéndice A.3).

Definimos θ como la composición de la inclusión V ↪→ T 1(V ) ⊂ T (V ), con la proyec-
ción al cociente T (V ) → C(f). Sea u : V → A una aplicación lineal con u(x)2 = f(x, x)1,
definimos u′ : C(f) → A como u′(x + x ⊕ y + · · · ) = u(x) + u(x)u(y) + · · · para cada ele-
mento x + x ⊕ y + · · · ∈ C(f). Notemos que u′(x ⊗ x − f(x, x)1) = u(x)u(x) − f(x, x)1 =
u(x)2 − f(x, x) = f(x, x)1 − f(x, x)1 = 0. Como la imagen de θ genera a C(f), entonces
tenemos que u′ ◦ θ = u, y por construcción, u′ es único con respecto a esta propiedad.

Supongamos que existen dos álgebras de Clifford (C(f), θ) y (C(f)′, θ′) correspondientes
a (V, f). Como (C(f), θ) es un álgebra de Clifford, entonces por la propiedad universal, para
el álgebra C(f)′ y la aplicación lineal θ′ : V → C(f)′, existe un único morfismo de álgebras
u : C(f)→ C(f)′ que hace conmutar el siguiente diagrama

C(f)

u

##
V

θ

==

θ′
// C(f)′

por otro lado, como (C(f)′, θ′) es un álgebra de Clifford, entonces por la propiedad universal,
para el álgebra C(f) y la aplicación lineal θ : V → C(f), existe un único morfismo de álgebras
v : C(f)′ → C(f) que hace conmutar el siguiente diagrama

C(f)

V

θ

==

θ′
// C(f)′

v

cc

Por unicidad de u y v tenemos que, u ◦ v = idC(f)′ y v ◦ u = idC(f), por lo tanto u es un
isomorfismo de álgebras.

Definición 4.24. Decimos que un álgebra A es Z2-graduada, si existe una descomposición
en suma directa

A = A0 ⊕A1

y una multiplicación bilineal A×A→ A tal que

AiAj ⊂ Ai+j

donde los indices i, j ∈ Z2.

Un morfismo f : A → B entre dos álgebras Z2-graduadas, es un morfismo de álgebras
tal que f(Ai) ⊂ Bi. El producto tensorial de dos álgebras Z2-graduadas A y B, denotado
por A⊗̂B, es la suma directa de las subálgebras (A⊗̂B)0 = (A0 ⊗ B0) ⊕ (A1 ⊗ B1) y
(A⊗̂B)1 = (A1 ⊗B0)⊕ (A0 ⊗B1).

Podemos definir una multiplicación en A⊗̂B como

(x⊗̂y)(x′⊗̂y) = (−1)ij(xx′)⊗̂(yy′)

para x′ ∈ Ai y y ∈ Bj . Finalmente, dos elementos x ∈ Ai y y ∈ Aj conmutan, si xy =
(−1)ijyx.
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Ejemplo 4.25 (Z2-Graduación de C(f)). Sea (C(f), θ) un álgebra de Clifford de una forma
cuadrática (V, f). Definimos la subálgebra C0(f) como la imagen de

∑
0≤k T

2k(V ) en C(f),

y definimos la subálgebra C1(f) como la imagen de
∑

0≤k T
2k+1(V ) en C(f). Entonces,

tenemos que C(f) = C0(f)⊕C1(f) y Ci(f)Cj(f) ⊂ Ci+j , por lo tanto, C(f) es un álgebra
Z2-graduada.

Sean (V, f) y (W, g) dos formas cuadráticas, y sea u : V → W un morfismo de formas
cuadráticas. Entonces, u induce un morfismo de álgebras C(u) : C(f) → C(g) en las álge-
bras de Clifford (C(f), θf ) y (C(g), θg), de la siguiente manera: Notemos que (θg(u(x)))2 =
g(u(x), u(x))1 = f(x, x)1, entonces por la propiedad universal del álgebra de Clifford (C(f), θf ),
tenemos que para el álgebra C(g) y la aplicación lineal θg ◦ u : V → C(g), existe una única
aplicación C(u) : C(f)→ C(g) que hace conmutar el siguiente diagrama.

C(f)

C(u)

((
V

θf

OO

u
// W

θg

// C(g)

Lema 4.26. La aplicación C(u) : C(f)→ C(g) tiene las siguiente propiedades funtoriales:

1. Sea (V, f) una forma cuadrática, y sea u : V → V es la identidad en V , entonces
C(u) : C(f)→ C(f) es la identidad en C(f).

2. Sean (V, f), (W, g) y (Z, h) formas cuadráticas, y sean u : V → W y v : W → Z
morfismos de formas cuadráticas, entonces C(v ◦ u) = C(v) ◦ C(u) : C(f)→ C(h).

3. Si u : V →W es isomorfismo de formas cuadráticas, entonces C(u) es un isomorfismo
de álgebras.

Demostración. Sean (V, f), (W, g) y (Z, h) formas cuadráticas.

1. Supongamos que u : V → W es la identidad, entonces para todo x ∈ C(f) tenemos
que C(u)(x) = θg ◦ u(x) = θg(x) = x.

2. Tomemos u : V → W y v : W → Z dos morfismos de formas cuadráticas, y conside-
remos las aplicaciones inducidas C(u) : C(f)→ C(g) y C(v) : C(g)→ C(h). Entonces
para todo x ∈ C(f), tenemos que C(v ◦ u)(x) = θh ◦ v ◦ u(x) = θh ◦ v ◦ θg ◦ u(x) =
C(v) ◦ C(u)(x).

3. Supongamos que u : V →W es un isomorfismo de formas cuadráticas, entonces existe
un morfismo de formas cuadráticas u′ : W → V , tal que u ◦ u′ = idW y u′ ◦ u = idV .
Entonces por la propiedad 1 y 2, tenemos que

idC(f) = C(idV ) = C(u′ ◦ u) = C(u′) ◦ C(u)

y
idC(g) = C(idW ) = C(u ◦ u′) = C(u) ◦ C(u′)

Por lo tanto, C(u) es un isomorfismo de álgebras.

Por lo tanto, C es un funtor de la categoŕıa de formas cuadráticas, a la categoŕıa de
álgebras.
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Proposición 4.27. Sean f : A→ C y g : B → C dos morfismos de álgebras Z2-graduadas,
tal que f(x) conmuta con g(y) para cada x ∈ A y y ∈ B. Entonces la aplicación h : A⊗B → C
definida por x⊗ y 7→ f(x)g(y), es un morfismo de álgebras Z2-graduadas.

Demostración. Sea x⊗ yi ∈ A⊗ Bi y sea xj ⊗ y ∈ Aj ⊗ B con i, j ∈ Z2, entonces tenemos
que

h((x⊗ yi)(xj ⊗ y)) = (−1)i,jh((xxj)⊗ (yiy)) = (−1)ijf(x)g(xj)g(yi)g(y)

= f(x)g(yi)f(xj)g(y) = h(x⊗ yi)h(xj ⊗ y)

Como f y g son morfismos de álgebras Z2-graduadas, entonces tenemos que f(Ai) ⊂ Ci
y g(Bi) ⊂ Ci para i = {0, 1}, lo cual implica que h((A ⊗ B)i) ⊂ Ci. En efecto, si x ⊗ y ∈
(A ⊗ B)0 = (A0 ⊗ B0) ⊕ (A1 ⊗ B1), entonces x ∈ A0 y y ∈ B0 ó x ∈ A1 y y ∈ B1, y
en este caso f(x)g(y) ∈ C0 ó f(x)g(y) ∈ C1+1 = C0, por otro lado, si x ⊗ y ∈ (A ⊗ B)1,
entonces x ∈ A1 y y ∈ B0 ó x ∈ A0 y y ∈ B1, y en este caso f(x)g(y) ∈ C0+1 = C1

ó f(x)g(y) ∈ C1+0 = C1.

Por lo tanto h es un morfismo de álgebras Z2-graduadas.

Sea (V, f) una forma cuadrática, y sea V = E1 ⊥ E2 una descomposición ortogonal de
(V, f). Recordemos de la Nota 4.18, que (Ei, fi) es una forma cuadrática para i = 1, 2. Sea
(C(fi), θi) el álgebra de Clifford para la forma cuadrática (Ei, fi), definamos la aplicación

φ : V −→ C(f1)⊗̂C(f2)
(x1, x2) 7−→ (θ1(x1)⊗̂1) + (1⊗̂θ2(x2))

Notemos que φ(x1, x2)2 = f((x1, x2), (x1, x2)), en efecto tenemos que

φ(x1, x2)2 = ((θ1(x1)⊗̂1) + (1⊗̂θ2(x2)))((θ1(x1)⊗̂1) + (1⊗̂θ2(x2)))

= θ1(x1)2⊗̂1 + θ1(x1)⊗̂θ2(x2)− θ1(x1)⊗̂θ2(x2) + 1⊗̂θ2(x2)

= θ1(x1)2⊗̂1 + 1⊗̂θ2(x2)2

= f(x1, x1)1⊗̂1 + 1⊗̂f2(x2, x2)1

= f1(x1, x1)(1⊗̂1) + f2(x2, x2)(1⊗̂1)

= (f1(x1, x1) + f2(x2, x2))(1⊗̂1)

= f((x1, x2), (x1, x2))(1⊗̂1)

Entonces, por la propiedad universal del álgebra de Clifford (C(f), θ), tenemos que para
el álgebra C(f1)⊗̂C(f2) y la aplicación φ : V → C(f1)⊗̂C(f2), existe un único morfismo de
álgebras u : C(f)→ C(f1)⊗̂C(f2) que hace conmutar el siguiente diagrama.

C(f)

u

&&
V

θ

>>

// C(f1)⊗̂C(f2)

Teorema 4.28. El morfismo de álgebras u : C(f)→ C(f1)⊗̂C(f2) anterior, es un isomor-
fismo de álgebras.
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Demostración. Construyamos la inversa v : C(f1)⊗̂C(f2) → C(f) de u. Sean qi : Ei → V
las inclusiones q1(x1) = (x1, 0) y q2(x2) = (0, x2), éstas inducen un morfismo de álgebras
Z2-graduadas C(qi) : C(fi)→ C(f) para i = 1, 2.

Si f(z, z′) = 0 en V , entonces θ(z)θ(z′) + θ(z+)θ(z) = 0, en efecto:

Por un lado tenemos que

(θ(z) + θ(z′))2 = θ(z + z′)2 = f(z + z′, z + z′) = f(z, z) + f(z, z′) + f(z′, z) + f(z′, z′)

= f(z, z) + f(z′, z′) = θ(z)2 + θ(z′)2

por otro lado, tenemos que

(θ(z) + θ(z′))2 = θ(z)2 + θ(z)θ(z′) + θ(z′)θ(z) + θ(z′)2

lo cual implica que θ(z)2 + θ(z′)2 = θ(z)2 + θ(z)θ(z′) + θ(z′)θ(z) + θ(z′)2, por lo tanto
θ(z)θ(z′) + θ(z′)θ(z) = 0.

Entonces, tenemos que C(q1)(x1)C(q2)(x2) = −C(q2)(x2)C(q1)(x1) para xi = θi(yi) con
yi ∈ Ei, i = 1, 2, entonces C(q1) y C(q2), satisface la hipótesis de la Proposición 4.27,
por lo cual existe un morfismo de álgebras Z2-graduadas v : C(f1)⊗̂C(f2) → C(f), tal que
v(x1⊗̂x2) = C(f1)(θ1(x1))C(f2)(θ2(x2)). Veamos que v es inversa de u y viceversa.

Notemos que los elementos de la forma θ(x1, 0) y θ(0, x2) generan a C(f), entonces para
estos elementos tenemos que

v ◦ u ◦ θ(x1, 0) = v ◦ φ(x1, 0) = v(θ1(x1)⊗̂1) = C(f1)(θ1(x1))C(f2)(1) = θ(x1, 0)

análogamente tenemos que v ◦ u ◦ θ(0, x2) = θ(0, x2), por lo tanto v ◦ u = 1.

Por otro lado, los elementos de la forma θ1(x1)⊗̂1 y 1⊗̂θ2(x2) generan a C(f1)⊗̂C(f2),
entonces para estos elementos tenemos que

u ◦ v(θ1(x1)⊗̂1) = u ◦ (θ(x1, 0)) = φ(x1, 0) = θ1(x1)⊗̂1

análogamente tenemos que u ◦ v(1⊗̂θ2(x2)) = 1⊗̂θ2(x2), por lo tanto u ◦ v = 1. Y entonces
v es la inversa de u y viceversa.

Podemos generalizar este resultado, si tenemos una descomposición ortogonal V = E1 ⊥
· · · ⊥ Er en r subespacios, entonces tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.29. Existe un isomorfismo u : C(f)→ C(f1)⊗̂ · · · ⊗̂C(fr), tal que

u(θ(0, ..., 0, xj , 0, ..., 0)) = 1⊗̂ · · · ⊗̂θj(xj)⊗̂ · · · ⊗̂1

para 1 < j < r.

Teorema 4.30. Sea (V, f) una forma cuadrática, donde V tiene una base e1, ..., er con
f(ei, ej) = 0 para i 6= j y ai = f(ei, ei). Entonces C(f) es generado por e1, ..., er con
relaciones e2

i = ai y eiej + ejei = 0 para i 6= j. Los elementos de la forma ei1 · · · eis , con
i1 < · · · < is y 1 ≤ s ≤ r junto con 1, forman una base de C(f). Más aún, la dimension de
C(f) es 2r.

Demostración. Tomemos el elemento ei⊗ ei− f(ei, ei) para cada i = 1, ..., r, y notemos que
en C(f) ei ⊗ ei − f(ei, ei) = 0, entonces e2

i − f(ei, ei) = 0, por lo cual e2
i = f(ei, ei) = ai.

La relación eiej +ejei = 0, surge como en la demostración de la Proposición 4.28, puesto
que f(ei, ej) = 0.
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Como en la demostración del Lema 4.11, los elementos en C(f) son de la forma ei1 · · · eis ,
donde i1 < · · · < is y 1 ≤ s ≤ r. Del isomorfismo u : C(f) → C(f1)⊗̂ · · · ⊗̂C(fr), tenemos
que u(ei1 · · · eis) = x1⊗̂ · · · ⊗̂xs, donde xi = eij con i = ij y xi = 1 para i 6= ij , para toda
1 ≤ j ≤ s. Finalmente, estos elementos junto con 1 forman una base para C(f) de dimensión
dim(C(f)) = 2r.

4.5. El teorema de Hurwitz-Radon

Definición 4.31. Sea Ck el álgebra de Clifford C(−〈 , 〉) asociada a la forma cuadrática
(Rk,−〈 , 〉) donde 〈 , 〉 es el producto interno estándar en Rk. Y sea C ′k el álgebra de Clifford
C(〈 , 〉) asociada a la forma cuadrática (Rk, 〈 , 〉) donde 〈 , 〉 es el producto interno estándar
en Rk.

Ejemplo 4.32. Calculemos, con el Teorema 4.30, algunas álgebras de Clifford de formas
cuadráticas reales.

Si V = R0, el álgebra de Clifford C0, está generado por cero elementos básicos y el 1.
Por lo tanto C0 = R.

Si V = R1, el álgebra de Clifford C1, está generado por un elemento básico e y el 1,
con la relación e2 = −〈e, e〉 = −1. Por lo tanto C1 = C.

Si V = R2, el álgebra de Clifford C2, está generado por dos elementos básicos e1, e2

y el 1, con relaciones e2
1 = e2

2 = −1 y e1e2 = −e2e1, esto es (e1e2)2 = e1e2e1e2 =
−e2

1e
2
2 = −1. Por lo tanto C2 = H los cuaternios.

Denotemos por Matk(F) al conjunto de matrices de k × k con entradas en F el campo
real, complejo ó cuaternionico. En dimensiones más altas, tenemos el siguiente cuadro de
valores de Ck.

Cuadro 4.1: Valores de Ck

k 0 1 2 3 4 5 6 7
Ck R C H H⊕H Mat2(H) Mat4(C) Mat8(R) Mat8(R)⊕Mat8(R)

Teorema 4.33. Existe un isomorfismo u : Ck+2 → C ′k ⊗ C2 y v : C ′k+2 → Ck ⊗ C ′2.

Demostración. Sea e1, ..., ek una base generadora para Ck y e′1, ..., e
′
k una base generadora

para C ′k. Definamos u′ : Rk+2 → C ′k ⊗ C2 como u′(ei) = 1 ⊗ ei para 1 ≤ i ≤ 2 y u′(ei) =
e′i−2 ⊗ e1e2 para 3 ≤ i ≤ k+ 2. Ya que u′(ei)

2 = (1⊗ ei)(1⊗ ei) = 1⊗ e2
i = −1 para i ≤ 2 y

u′(ei)
2 = e′2i−2⊗e1e2e1e2 = 1⊗1(−1) = −1, ademas notemos que u′(ei)u

′(ej)+u′(ej)u
′(ei) =

0 para i 6= j, entonces podemos extender u′ a u : Ck+2 → C ′k⊗C2. Notemos que u es inyectiva,
ya que manda distintos elementos básicos en distintos elementos básicos. Y por razones de
dimensión es sobre, por lo cual u es isomorfismo.

Definamos v′ por v′(e′i) = 1 ⊗ ei para 1 ≤ i ≤ 2 y v′(e′2) = ei−2 ⊗ e′ie′2 para 3 ≤ i ≤
k + 2. Análogamente al caso anterior, tenemos que podemos extender v′ a un isomorfismo
v : C ′k+2 → Ck ⊗ C ′2.

Corolario 4.34. Existen isomorfismos Ck+4 → Ck ⊗R C4 y C ′k+4 → C ′k ⊗R C
′
4, donde

C4
∼= C ′4

∼= C2 ⊗ C ′2 ∼= Mat2(H).
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Demostración. Del Teorema 4.33 tomamos k = 2, entonces existe un isomorfismo C4
∼=

C2 ⊗ C ′2 ∼= C ′4 y C2 ⊗ C ′2 ∼= H ⊗Mat2(R) ∼= Mat2(H). Entonces tenemos un isomorfismo
Ck+4 → C ′k+2 ⊗ C2 → Ck ⊗ (C ′2 ⊗ C2) ∼= Ck ⊗ C4, y análogamente existe un isomorfismo
C ′k+4 → Ck+2 ⊗ C ′2 → C ′k ⊗ C ′4.

Corolario 4.35. Existen isomorfismos Ck+8 → Ck ⊗Mat16(R) y C ′k+8 → C ′k ⊗Mat16(R).

Demostración. La demostración de este corolario surge iterando el Corolario 4.34, y usando
que Mat2(H)⊗Mat2(H) ∼= H⊗H⊗Mat2(R)⊗Mat2(R) ∼= Mat4(R)⊗Mat4(R) ∼= Mat16(R).

Definición 4.36. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y consideremos una forma
cuadrática (V, f). Sea A un campo tal que K ⊆ A, definimos una A-representación del
álgebra de Clifford C(f) como un homomorfismo de algebras

ρ : C(f) −→ HomK(W,W )

donde HomK(W,W ), es el algebra de tranfsormaciones lineales de un espacio vectorial W
de dimensión finita sobre A. El espacio W es llamado un C(f)-módulo sobre K.

Definición 4.37. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y consideremos una forma
cuadrática (V, f). Sea A un campo tal que K ⊆ A, una A-representación se dice reducible si
el espacio vectorial W se puede escribir como una suma directa (no trivial)

W = W1 ⊕W2

tal que ρ(ϕ)(Wj) ⊆Wj para j = 1, 2 y para todo ϕ ∈ C(f). Una representación es llamada
irreducible si no es reducible.

Definición 4.38. Un C(f)-modulo W es irreducible, si su representación ρ : C(f) →
Hom(W,W ) es una representación irreducible.

Definición 4.39. Dos representaciones ρj : C(f) → HomK(Wj ,Wj) para j = 1, 2, son
equivalentes, si existe un isomorfismo lineal F : W1 → W2 tal que F ◦ ρ1(ϕ) ◦ F−1 = ρ2(ϕ),
para todo ϕ ∈ C(f).

Teorema 4.40. Consideremos la forma cuadrática (Rk,−〈 , 〉) y consideremos su álge-
bra de Clifford Ck. Sea νk el numero de representaciones reales irreducibles de Ck salvo
equivalencias, entonces

νk =

{
2, si k + 1 ≡ 0 (mod4);
1, si no.

Demostración. Este teorema es una consecuencia de [14, Teorema 5.7].

Entonces, tenemos el siguiente cuadro de valores de νk, el cual podemos encontrar en
[14, Teorema 5.8].

Cuadro 4.2: Valores de νk

k 0 1 2 3 4 5 6 7
Ck R C H H⊕H Mat2(H) Mat4(C) Mat8(R) Mat8(R)⊕Mat8(R)
νk 1 1 1 2 1 1 1 2
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Nota 4.41. Podemos notar que para k = 0, 1, 2, 4, 5, 6, Ck solo tiene una representación
irreducible, por lo tanto cualquier otra representación tendrá dimensión un múltiplo de la
dimensión de la representación irreducible.

Proposición 4.42. Existen transformaciones lineales u1, ..., uk−1 ∈ O(n) tal que u2
i = −I

y uiuj + ujui = 0, si y sólo si Rn es un Ck−1-módulo.

Demostración. Supongamos que existen transformaciones lineales u1, ..., uk−1 ∈ O(n) tal
que ui = −I y uiuj +ujui = 0. Consideremos 〈u1, ..., uk−1〉 el espacio vectorial generado por
u1, ..., uk−1 y notemos que 〈u1, ..., uk−1〉 ∼= Rk−1. Ahora, si consideramos la forma cuadrática
(Rk−1,−〈 , 〉) donde 〈 , 〉 denota al producto interno en Rk−1, entonces (Rk−1,−〈 , 〉) sigue
cumpliendo las relaciones ui = −I y uiuj + ujui = 0. Como cada ui es un elemento en
O(n), entonces ui actúa en Rn por multiplicación de matrices, entonces tenemos la siguiente
transformación lineal

T : 〈u1, ..., uk−1〉 −→ HomR(Rn,Rn)
ui 7−→ T (ui)

donde T (ui) = ui visto como una matriz en O(n).

Consideremos el álgebra de Clifford Ck−1 asociada a (Rk−1,−〈 , 〉) y notemos que
T (ui)

2 = −〈ui, ui〉1 = −1, entonces aplicando la propiedad universal del álgebra de Clifford
Ck−1, existe un homomorfismo de álgebras ρ : Ck−1 → Hom(Rn,Rn) que hace conmutar el
siguiente diagrama

Rk−1 T //

θ

��

Hom(Rn,Rn)

Ck−1

ρ
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por lo cual Rn es un Ck−1-módulo.

Supongamos ahora que Rn es un Ck−1-módulo, entonces existe un homomorfismo de
álgebras ρ : Ck−1 → Hom(Rn,Rn). Sea e1, ..., ek−1 una base de Rk−1, definamos

ui := ρ(ei)

Puesto que cada ei cumple las relaciones e2
i = −1 y eiej + ejei = 0 para i 6= j, entonces

cada ui : Rn → Rn cumple con las relaciones u2
i = −1 y uiuj + ujui = 0 para i 6= j. Por el

Lema 4.11, tenemos que existe un producto interno en Rn que es invariante bajo cada ui.
Por lo tanto ui ∈ O(n) para cada i = 1, ..., k − 1.

Corolario 4.43. Si Rn es un Ck−1-módulo, entonces Sn−1 admite k−1 campos vectoriales
linealmente independientes.

Demostración. Sea Rn un Ck−1-módulo, por la Proposición 4.42 tenemos que existen trans-
formaciones lineales u1, ..., uk−1 ∈ O(n) tal que u2

i = −1 y uiuj + ujui = 0. Por el Teorema
4.10, existe una multiplicación ortogonal normalizada µ : Rk × Rn → Rn. Finalmente, el
Teorema 4.9 nos dice que si existe una muliplicación ortogonal µ : Rk × Rn → Rn, entonces
existen k − 1 campos vectoriales linealmente independientes en Sn−1.

Sea bk la dimensión mı́nima tal que Rbk tiene la estructura de un Ck−1-módulo irredu-
cible. Entonces tenemos el siguiente cuadro de valores de bk.
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Cuadro 4.3: Valores de bk

k 1 2 3 4 5 6 7 8
Ck−1 R C H H⊕H Mat2(H) Mat4(C) Mat8(R) Mat8(R)⊕Mat8(R)
bk 1 2 4 4 8 8 8 8

Ahora, estamos preparados para mostrar el Teorema 4.1. Sea n = (2k − 1)2c16d con k
impar 0 ≤ c ≤ 3, y sea ρ(n) = 2c + 8d, veamos que Sn−1 tiene ρ(n)− 1 campos vectoriales
linealmente independientes.

Demostración del Teorema 4.1. Veamos que la formula funciona para 1 ≤ bk ≤ 8.

Si bk = 1 entonces k = 1, por lo cual R1 es un C0-módulo irreducible, y entonces S0

tiene 0 campos vectoriales linealmente independientes.

Como n = 1 = 1 · 20 · 160, entonces ρ(1) = 20 + 8 · 0 = 1. En efecto, S0 admite
ρ(1)− 1 = 0 campos vectoriales linealmente independientes.

Si bk = 2 entonces k = 2, por lo cual R2 es un C1-módulo irreducible, y entonces S1

tiene 1 campo vectorial linealmente independiente.

Como n = 2 = 1·21 ·160, entonces ρ(2) = 21+8·0 = 2. En efecto S1 admite ρ(2)−1 = 1
campo vectorial linealmente independiente.

Si bk = 3 notemos que 1|3 y entonces por la Nota 4.41 tenemos que k = 1, por lo cual R3

es un C0-módulo, y entonces S2 tiene 0 campos vectoriales linealmente independientes.

Como n = 3 = 3 · 20 · 160, entonces ρ(3) = 20 + 8 · 0 = 1. En efecto, S2 admite
ρ(3)− 1 = 0 campos vectoriales linealmente independientes.

En otras palabras, no puedes construir un campo vectorial no nulo en S2 (ver el
Teorema 4.6).

Si bk = 4 entonces k = 4, por lo cual R4 es un C3-módulo irreducible, y entonces S3

tiene 3 campos vectoriales linealmente independientes.

Como n = 4 = 1 · 22 · 160, entonces ρ(4) = 22 + 8 · 0 = 4. En efecto, S3 admite
ρ(4)− 1 = 3 campos vectoriales linealmente independientes.

Por el Corolario 2.23, tenemos que S3 es paralelizable.

Si bk = 5 entonces 1|5 y entonces por la Nota 4.41 tenemos que k = 1, por lo cual R5 es
un C0-módulo, y entonces S4 tiene 0 campos vectoriales linealmente independientes.

Como n = 5 = 5 · 20 · 160, entonces ρ(5) = 20 + 8 · 0 = 1. En efecto, S4 admite
ρ(5)− 1 = 0 campos vectoriales linealmente independientes.

Es decir, no puedes construir un campo vectoriales no nulos en S5 (ver el Teorema
4.6).

Si bk = 6 entonces 2|6 y entonces por la Nota 4.41 tenemos que k = 2, por lo cual R6

es un C1-módulo, y entonces S5 tiene 1 campo vectorial linealmente independiente.

Como n = 6 = 3 · 21 · 160, entonces ρ(6) = 21 + 8 · 0 = 2. En efecto, S5 admite
ρ(6)− 1 = 1 campo vectorial linealmente independiente, (ver el Corolario 4.3).
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Si bk = 7 entonces 1|7 y entonces por la Nota 4.41 tenemos que k = 1, por lo cual R6 es
un C0-módulo, y entonces S6 tiene 0 campos vectoriales linealmente independientes.

Como n = 7 = 7·20 ·160, entonces ρ(7) = 20+8·0 = 1. En efecto S6 admite ρ(7)−1 = 0
campos vectoriales linealmente independientes, (ver el Teorema 4.6).

Si bk = 8 entonces k = 8, por lo cual R8 es un C7-módulo irreducible, y entonces S7

tiene 7 campos vectoriales linealmente independientes.

Como n = 8 = 1 · 23 · 160, entonces ρ(8) = 23 + 8 · 0 = 8. En efecto, S7 admite
ρ(8)− 1 = 7 campos vectoriales linealmente independientes.

Podemos notar que S7 es paralelizable (ver [8, Corolario 2]).

Para bk > 8, por el Corolario 4.35, tenemos que Ck+8 = Ck⊗Mat16(R) entonces bk+8 = 16bk.
Por ejemplo, para R2048 tenemos que b24 = b16+8 = 16b16 = 162b8 = 162 · 8 = 2048,
entonces R2048 es un C23-módulo, y por lo tanto S2047 tiene 23 campos vectoriales linealmente
independientes. Como 2048 = 1 · 23 · 162 entonces ρ(2048) = 23 + 8 · 2 = 24, en efecto S2047

admite ρ(2048)− 1 = 23 campos vectoriales linealmente independientes.

Notemos que b23 = b8+15 = 16b15 = 162b7 = 2048, por lo cual R2048 también es un
C22-módulo, y entonces S2047 admite 22 campos vectoriales linealmente independientes. En
estos casos, tomamos el bk más grande pues éste nos va a generar una cantidad mayor de
campos vectoriales linealmente independientes.



5
Número máximo de campos vectoriales

linealmente independientes en esferas

En el Caṕıtulo 4, mostramos que Sn−1 tiene ρ(n) − 1 campos vectoriales linealmente
independientes. En éste capitulo desarrollaremos las herramientas necesarias para probar
que Sn−1, no tiene ρ(n) campos vectoriales linealmente independientes. Este problema fue
resuelto por John Frank Adams, y publicado en el articulo [1] en 1961, sin embargo segui-
remos la demostración dada en el libro [12], que utiliza herramienta desarrollada por Raoul
Bott. Otras referencias se puede consultar [2], [4], [5], [14], [17], [20], [22] y [6].

En este caṕıtulo usaremos la teoŕıa de haces vectoriales reales, vista en el Caṕıtulo 2,
como motivación a esto veamos lo siguiente: Una sección del haz tangente TSn a Sn, es una
aplicación v : Sn → TSn, que asigna a cada x ∈ Sn un vector v(x) tangente a Sn, por lo
tanto tenemos que:

Un campo vectorial en Sn es una sección del haz tangente. Encontrar un campo vectorial
no nulo en Sn, equivale a encontrar una sección del haz tangente a Sn que no intersecte a la
sección cero. Y entonces la pregunta: ¿Es posible encontrar r campos vectoriales no nulos y
linealmente independientes en Sn?, la podemos formular como: ¿Es posible encontrar r sec-
ciones del haz tangente a Sn, linealmente independientes en todo punto y que no intersecten
a la sección cero?

El Teorema 2.18 nos da condiciones necesarias y suficientes para que un haz vectorial sea
isomorfo al haz producto, en particular el haz tangente a Sn es isomorfo al haz producto, si
tiene n secciones linealmente independientes. En este caso, se puede mostrar que las únicas
esferas en las cuales su haz tangente es trivial (también llamadas paralelizables), son S1,
S3 y S7 (ver [2, Teorema 10.6.15]). Por otro lado, en el Caṕıtulo 4, vimos que los Rn que
admiten una estructura de Cn−1-módulo, son R2, R4 y R8.

En este caṕıtulo, denotaremos los haces vectoriales p : E → B, como triadas ξ = (E, p,B),
denotaremos por E(ξ) al espacio total de ξ, y por B(ξ) al espacio base de ξ.
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5.1. Espacios de Thom de haces vectoriales

Sea ξ un haz vectorial real sobre un espacio paracompacto, por la Proposición 2.48
tenemos que existe una métrica Riemanniana en ξ, lo cual implica que podemos medir
los vectores en la fibra E(ξ)x de x ∈ B(ξ) bajo p. Entonces podemos dar las siguiente
definiciones.

Definición 5.1. Definimos el haz de esferas S(ξ) asociado a ξ, como el haz donde la fibra
sobre cada punto x ∈ B(ξ) es el conjunto de todos los vectores unitarios en E(ξ)x.

Definimos el haz de discos D(ξ) asociado a ξ, como el haz donde la fibra sobre cada punto
x ∈ B(ξ), es el conjunto de todos los vectores con norma menor o igual a 1.

Definición 5.2. Definimos el espacio de Thom de un haz vectorial real ξ, denotado por
Th(ξ), como el espacio cociente D(ξ)/ S(ξ).

Nota 5.3. El espacio de Thom de un haz vectorial, no depende de la métrica Rieman-
niana que escojamos, esto se debe a que existe un homeomorfismo entre D(ξ)/ S(ξ) y
P (ξ ⊕ ε1)/P (ξ), donde P (ξ) denota al haz proyectivo asociado a ξ de la Definición 3.43,
y donde ε1 denota al haz trivial de dimension 1 (Ver [12, Caṕıtulo 16, Proposición 1.1]), y
entonces, podemos notar que el espacio P (ξ ⊕ ε1)/P (ξ) no involucra métricas por lo cual
D(ξ)/ S(ξ) tampoco.

Proposición 5.4. Si ξ es un haz vectorial real con espacio base compacto, Th(ξ) es homeo-
morfo a la compactificación en un punto del espacio total E(ξ) de ξ.

Demostración. Observemos que los espacios D(ξ)− S(ξ) y E(ξ) son homeomorfos, entonces
las compactificaciones en un punto de D(ξ) − S(ξ) y E(ξ) son homeomorfas. Pero la com-
pactificación en un punto de D(ξ) − S(ξ) es homeomorfa a D(ξ)/ S(ξ), por lo tanto Th(ξ)
es homeomorfa a la compactificación en un punto de E(ξ).

Ejemplo 5.5. Si ξ es el haz trivial de rango n sobre un punto, entonces tenemos que
Th(ξ) = Sn. Si εn es el haz vectorial trivial de rango n sobre un espacio topológico X,
entonces Th(εn) ∼= Σn(X ∪ {∞}), donde Σ(X) denota la n-ésima suspensión reducida de
un espacio X de la Definición 1.50. Por lo tanto, podemos ver al espacio de Thom como
una suspensión generalizada. En la Figura 5.1 se muestran algunos ejemplos de espacios de
Thom de haces vectoriales de rango 1.

Proposición 5.6. Sea ξ y η dos haces vectoriales reales sobre un espacio compacto, entonces
los espacios de Thom Th(ξ×η) y Th(ξ)∧Th(η) son homeomorfos, donde ∧ denota al producto
smash de la Definición 1.47.

Demostración. Recordemos que el espacio total de un producto de haces vectorialesE(ξ×η)
es igual al producto de los espacios totales E(ξ)×E(η). Usando la Proposición 5.4, tenemos
que el espacio de Thom Th(ξ × η), es homeomorfo a la compactificación en un punto del
espacio E(ξ×η), y que el espacio de Thom Th(ξ)∧Th(η) es homeomorfo a la compactificación
en un punto de E(ξ)× E(η). Por lo tanto Th(ξ × η) ∼= Th(ξ) ∧ Th(η).

Corolario 5.7. El espacio de Thom Th(ξ ⊕ εn) es homeomorfo a la n-ésima suspensión
reducida Σn(Th(ξ)).

Demostración. Notemos que el haz vectorial ξ ⊕ εn, es isomorfo al haz vectorial ξ × Rn
donde Rn denota al haz vectorial trivial de rango n sobre un punto. Por lo tanto, tenemos
que los espacios de Thom Th(ξ ⊕ ε) y Th(ξ × Rn) son homeomorfos. Finalmente, usando
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(a) Espacio de Thom de un haz vec-
torial de rango 1 sobre un punto.

(b) Espacio de Thom de un haz vectorial
de rango 1 sobre S0.

(c) Espacio te Thom de un haz vectorial de
rango 1 sobre S1.

Figura 5.1: Ejemplos de Espacios de Thom de Haces Vectoriales de Rango 1

la Proposición 5.6, el Ejemplo 5.5 y propiedades del producto smash de la Definición 1.47,
tenemos que

Th(ξ × Rn) ∼= Th(ξ) ∧ Th(Rn) ∼= Th(ξ) ∧ Sn ∼= Σn(Th(ξ))

El k-espacio proyectivo real RPk, es el espacio cociente de Sk módulo la relación x ∼ −x
para todo x ∈ Sk. Denotemos por ξk al haz tautológico definido en el Ejemplo 2.7, y
denotemos por mξk a la suma directa de ξk consigo mismo m veces. Notemos que el espacio
total E(mξk) es el espacio cociente de Sk × Rm, módulo la relación (x, y) ∼ (−x,−y) para
todo (x, y) ∈ Sk × Rm.

Más aún, el haz de discos D(mξk) es el espacio cociente de Sk ×Dm, módulo la relación
(x, y) ∼ (−x,−y) para todo (x, y) ∈ Sk ×Dm. Denotemos por 〈x, y〉 a la clase de (x, y) en
D(mξk), entonces tenemos que 〈x, y〉 ∈ S(mξk) si y sólo si ||y|| = 1.

Ejemplo 5.8. Definamos una aplicación f : Sk ×Dm → Sk+m como

f(x, y) = (y, (1− ||y||2x))
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notemos que f(Sk × Sm−1) = Sm−1 donde Sm−1 ⊂ Sk+m. Como f(−x,−y) = (−y, 1 −
|| − y||2 − x) = −(y, 1 − ||y||2x) = −f(x, y), entonces la aplicación f define una aplicación
g : D(mξk)→ RPk+m en RPk+m, tal que g(S(mξk)) = RPm−1. Observemos que g : D(mξk)−
S(mξk) → RPk+m − RPm−1 es un homeomorfismo. Por lo tanto g induce una aplicación al
cociente

h : Th(mξk) −→ RPk+m/RPm−1

que es un homeomorfismo.

En general, como una consecuencia del Corolario 5.7 y el Ejemplo 5.8, tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 5.9. El espacio de Thom Th(mξk ⊕ εn), es homeomorfo a la n-ésima suspensión
reducida Σn(RPk+m/RPm−1).

5.2. S-categoŕıa

En ésta sección, vamos a considerar a los espacios topológicos con punto base, y todas
las aplicaciones y homotoṕıas van a preservar punto base. Recordemos que denotamos por
[X,Y ], al conjunto de clases de homotoṕıa de aplicaciones de X a Y . La suspensión re-
ducida Σ, define una aplicación funtorial Σ: [X,Y ] → [Σ(X),Σ(Y )] tal que Σ[f ] = [Σf ].
Más aún, el Teorema 1.68 muestra que [Σ(X),Σ(Y )] es un grupo, y entonces la aplicación
Σ: [Σk(X),Σk(Y )]→ [Σk+1(X),Σk+1(Y )] es un homomorfismo de grupos.

Definición 5.10. Consideremos la siguiente sucesión de grupos abelianos.

[Σ2(X),Σ2(Y )] // [Σ3(X),Σ3(Y )] // · · · // [Σn(X),Σn(Y )] // · · ·

y denotamos por {X,Y } al coĺımite de esta sucesión. Un elemento en {X,Y } es llamado una
S-aplicación de X a Y . Definimos la S-categoŕıa como la categoŕıa que tiene por objetos a
los espacios topológicos punteados y por morfismos a las S-aplicaciones.

Proposición 5.11. La aplicación natural [X,Y ] → {X,Y } es una biyección, si X es un
complejo CW de dimension n y Y es r-conexo, es decir, los grupos de homotoṕıa πi(X) = 0
para 0 ≤ i ≤ r.

Demostración. La demostración de esta proposición es una consecuencia de [23, Caṕıtulo 8,
Sección 5, Teorema 11]

Podemos definir una composición {X,Y }×{Y, Z} → {X,Z}, usando la composición dada
en las clases de homotoṕıa [Σn(X),Σn(Y )]× [Σn(Y ),Σn(Z)]→ [Σn(X),Σn(Z)]. Mostremos
que dicha composición es biaditiva, es decir, separa sumas en ambas coordenadas.

Proposición 5.12. La composición {X,Y } × {Y, Z} → {X,Z} es biaditiva.

Demostración. Como Σn(X) es un H-coespacio, entonces [Σn(X),Σn(Y )] tiene estructura
de grupo, y entonces

[Σn(X),Σn(Y )]× [Σn(Y ),Σn(Z)]→ [Σn(X),Σn(Z)]

separa sumas en la primera coordenada, lo que implica que en el coĺımite {X,Y }×{Y,Z} →
{X,Z} es aditiva en la primera coordenada.
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Por otro lado, tenemos que Ω(Σn−1(Z)) es un H-espacio, por lo cual [Σn(Y ),Σn(Z)] =
[Σn−1(Y ),Ω(Σn(Z))] tiene estructura de grupo, y entonces

[Σn−1(X),Σn−1(Y )]× [Σn−1(Y ),Ω(Σn(Z))]→ [Σn−1(X),Ω(Σn(Z))]

separa sumas en la segunda coordenada, lo que implica que en el coĺımite {X,Y }×{Y, Z} →
{X,Z} es aditiva en la segunda coordenada.

El siguiente teorema nos da una versión de la sucesión de Barratt-Puppe de la Definición
1.54, vista en la S-categoŕıa.

Teorema 5.13. Sea f : X → Y una aplicación continua. Entonces para cada espacio Z, la
siguiente suseción es exacta.

{X,Z} {Y, Z}oo {Cf , Z}oo {Σ(X), Z}oo {Σ(Y ), Z}oo

Demostración. La sucesión deseada surge tomando el coĺımite de la sucesión de Puppe

X
f // Y

αf // Cf
βf // Σ(X)

Σ(f) // Σ(Y )

inducida a sus clases de homotoṕıa.

Consideremos una aplicación u : X ∧ X ′ → Sn, ésta aplicación induce dos morfismos
de grupos uZ : {Z,X ′} → {X ∧ Z, Sn} y uZ : {Z,X} → {Z ∧ X ′, Sn}, definidos como
uZ({f}) = {u(1 ∧ f)} y uZ({g}) = {u(g ∧ 1)}.

Si Z = Sk, denotamos a estos dos morfismos como uk y uk respectivamente. Definamos
la siguiente noción de S-dualidad en la S-categoŕıa.

Definición 5.14. Una aplicación u : X ∧ X ′ → Sn es una n-dualidad, si los morfismos
de grupos uk y uk son isomorfismos de grupos. Si existe una n-dualidad u : X ∧X ′ → Sn,
entonces decimos que X ′ es n-dual a X. Decimos que X ′ es S-dual a X, si alguna suspensión
de X ′ es n-dual a alguna suspensión de X, para algún n.

Recordemos que ν es un haz normal de una variedad X, con haz tangente TX, si TX⊕ν
es un haz trivial.

Teorema 5.15. Sea ν el haz normal de una variedad compacta X, entonces el espacio de
Thom Th(ν) es S-dual a X/∂X, donde ∂X es la frontera de X.

El teorema se muestra encajando el espacio X en un cubo en Rn, de manera que mande
la frontera de X a la frontera del cubo. Este resultado se debe a Atiyah, y está demostrado
en [4, Proposición 3.2].

Nota 5.16. Los espacios de Thom pueden ser vistos como suspensiones generalizadas, por
lo cual tiene sentido hablar de ellos como espacios S-duales.

Recordemos de la Definición 3.16, que dos haces vectoriales ξ y η son establemente
equivalentes si existen haces vectoriales triviales εn y εm, tal que ξ ⊕ εn ∼= η ⊕ εm, para
algún n y m. En particular decimos que un haz vectorial ξ es establemente trivial, si ξ es
establemente equivalente a 0, es decir, existen εn y εm tal que ξ ⊕ εn ∼= εm, para algún m y
n.

Entonces usando el Teorema 5.15, tenemos el siguiente teorema de dualidad de Atiyah.
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Teorema 5.17 (Teorema de Dualidad de Atiyah). Sean ξ y η dos haces vectoriales reales
sobre una variedad compacta X, tal que ξ⊕ η⊕TX es establemente trivial. Entonces Th(ξ)
y Th(η) son S-duales.

Demostración. Supongamos que ξ = (E(ξ), π,X) es un haz vectorial diferenciable con métri-
ca Riemanniana suave, esto es, un haz vectorial en el cual las trivializaciones locales son
diferenciables, y con una métrica Riemanniana diferenciable. Consideremos el haz de discos
D(ξ), el cual es una variedad diferenciable y compacta, con frontera ∂D(ξ) igual al haz de
esferas S(ξ).

El haz tangente a D(ξ) es el haz inducido π∗(E(ξ)⊕ TX). En efecto, sea p : TX → X el
haz tangente a X y consideremos la suma directa p′ : E(ξ)⊕ TX → X donde E(ξ)⊕ TX =
{(e, v) ∈ E(ξ) × TX | π(e) = p(v)}, consideremos el haz inducido π∗(E(ξ) ⊕ TX) bajo
π : D(ξ)→ X, esto es

π∗(E(ξ)⊕ TX) = {(e′, (e, v)) ∈ D(ξ)× E(ξ)⊕ TX | π(e′) = p′(e, v)}
= {(e′, (e, v)) ∈ D(ξ)× E(ξ)⊕ TX | π(e′) = π(e) = p(v)}

y entonces es el haz tangente a D(ξ).

Por otro lado π∗(E(η)) es el haz normal a D(ξ), puesto que π∗(E(ξ)⊕TX)⊕π∗(E(η)) es
un haz trivial. Notemos que Th(π∗E(η)) = Σn Th(η) para algún n. Entonces por el Teorema
5.15, tenemos que Th(π∗E(η)) es S-dual a D(ξ)/ S(ξ), lo cual implica que Th(η) es S-dual a
Th(ξ).

5.3. Tipo de homotoṕıa fibrada

Definición 5.18. Sea p : E → X y p′ : E′ → X dos haces fibrados sobre el mismo espacio
base X. Una homotoṕıa ft : E → E′ es una homotoṕıa fibrada, si p ◦ ft = p para todo
t ∈ [0, 1]. Dos morfismos de haces f, g : E → E′ son homotópicos fibrados, si existe una
homotoṕıa fibrada ft : E → E′ con f0 = f y f1 = g. Un morfismo de haces f : E → E′ es
una equivalencia homotópica fibrada, si existe un morfismo de haces g : E′ → E tal que f ◦ g
y g ◦ f sean homotópicas fibradas a la identidad, en este caso decimos que los haces E y E′

tienen el mismo tipo de homotoṕıa fibrada.

Teorema 5.19. Sean p : E → X y p′ : E′ → X, dos haces localmente triviales sobre un
complejo CW finito X con fibras localmente compactas. Sea f ′ : E → E′ una aplicación
tal que f : Ex → E′x es una equivalencia homotópica para todo x ∈ X. Entonces f es una
equivalencia homotópica fibrada.

Demostración. El teorema se demuestra usando inducción en el número de celdas de X, y
[12, Cap. 16, Teorema 4.2].

Corolario 5.20. Sea p : E → X un haz localmente trivial sobre un complejo CW finito, y sea
u : E → Y una aplicación tal que la restricción u : Ex → Y es una equivalencia homotópica
para cada x ∈ X. Entonces p : E → B es del mismo tipo de homotoṕıa fibrada que el haz
trivial X × Y → X.

Demostración. Notemos que la aplicación

(p, u) : E −→ X × Y
e 7−→ (p(e), u(e))

satisface las hipótesis del Teorema 5.19.
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Definición 5.21. Sean ξ y η dos haces vectoriales sobre un mismo espacio topologico para-
compacto X. Decimos que los haces de esferas S(ξ) y S(η) son del mismotipo de homotoṕıa
fibrada estable, si S(ξ ⊕ εn) y S(η ⊕ εm) tienen el mismo tipo de homotoṕıa fibrada, para
algún n y m.

Lema 5.22. La relación de equivalencia homotópica fibrada estable, es una relación de
equivalencia.

Demostración. Denotemos a la relación de homotoṕıa fibrada estable por ∼st.

Reflexiva: S(ξ) ∼st S(ξ) por la homotoṕıa identidad f : S(ξ)→ S(ξ).

Simétrica: Si S(ξ) ∼st S(η), existen n y m tal que f : S(ξ ⊕ εn) → S(η ⊕ εm) es una
equivalencia homotópica fibrada, entonces existe un morfismo de haces g : S(η⊕εm)→
S(ξ⊕ εm) tal que f ◦ g y g ◦ f son homotópicas fibradas a la identidad, lo cual implica
que S(η) ∼st S(ξ).

Transitiva: Si S(ξ) ∼st S(η), existen n y m tal que f : S(ξ ⊕ εn) → S(η ⊕ εm) es una
equivalencia homotópica fibrada. Si S(η) ∼st S(ν), existen n′ y m′ tal que g : S(η ⊕
εn
′
)→ S(ν ⊕ εm′) es una equivalencia homotópica fibrada. Entonces la aplicación

S(ξ ⊕ εn+n′)→ S(η ⊕ εm+n′)→ S(ν ⊕ εm
′+m)

es una equivalencia homotópica fibrada.

Denotamos por J(ξ) a la clase de equivalencia homotópica fibrada estable de ξ y deno-
tamos por J(X) al conjunto de todas las clases de equivalencia homotópica fibrada estables
de haces vectoriales en un espacio base X.

Recordemos de la Definición 3.6, que la Teoŕıa K real de un espacio topológico X es
denotada por K̃O(X). Del Teorema 3.18, tenemos que la Teoŕıa K real KO(X) podemos
verla como el conjunto de clases de equivalencia estable de haces vectoriales reales sobre X,
vista en la Definición 3.16, cuando X es compacto.

Nota 5.23. De manera natural, tenemos una aplicación sobreyectiva

K̃O(X) −→ J(X)
[ξ] 7−→ J(ξ)

Si X un espacio sobre el cual, cada haz vectorial sea de tipo finito, entonces al conjunto
J(X) podemos darle una estructura de grupo, por lo cual la aplicación anterior seŕıa un
epimorfismo de grupos.

Proposición 5.24. La suma directa de haces vectoriales, induce en J(X) una estructura

de grupo abeliano, y la aplicación K̃O(X)→ J(X) es un epimorfismo de grupos.

Demostración. Definamos la operación en J(X) como J(ξ) + J(η) := J(ξ ⊕ η), donde ⊕ es

la suma directa de haces en K̃O(X). Mostremos que esta operación está bien definida, es
decir, si J(ξ) = J(ξ′) entonces J(ξ ⊕ η) = J(ξ′ ⊕ η). Si J(ξ) = J(η), existe una equivalencia
homotópica fibrada f : S(ξ) → S(ξ′), y entonces existe un morfismo de haces f ′ : S(ξ′) →
S(ξ) tal que f ◦ f ′ y f ′ ◦ f son homotópicas fibradas a la identidad. Sean ht : S(ξ) → S(ξ)
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y h′t : S(ξ′) → S(ξ′) las homotoṕıas fibradas anteriores, es decir, h0 = f ′ ◦ f , h1 = idS(ξ) y
h′0 = f ◦ f ′, h′1 = idS(ξ′).

Definamos las aplicaciones

g : S(ξ ⊕ η) −→ S(ξ′ ⊕ η)
(x cos(θ), y sen(θ)) 7−→ (f(x) cos(θ), y sen(θ))

y
g : S(ξ′ ⊕ η) −→ S(ξ ⊕ η)

(x′ cos(θ), y sen(θ)) 7−→ (f ′(x′) cos(θ), y sen(θ))

para x ∈ S(ξ), x′ ∈ S(ξ′), y ∈ S(η) y 0 ≤ θ ≤ π/2. Aśı, podemos definir homotoṕıas fibradas

kt : S(ξ ⊕ η) −→ S(ξ ⊕ η)
(x cos(θ), y sen(θ)) 7−→ (ht(x) cos(θ), y sen(θ))

y
k′t : S(ξ′ ⊕ η) −→ S(ξ′ ⊕ η)

(x′ cos(θ), y sen(θ)) 7−→ (h′t(x
′) cos(θ), y sen(θ))

tal que k0 = g′◦g, k1 = idS(ξ⊕η) y k′0 = g◦g′, k′1 = idS(ξ′⊕η). Por lo tanto J(ξ⊕η) = J(ξ′⊕η).

Como K̃O(X) es un grupo abeliano, entonces J(ξ) también es un grupo abeliano. La

aplicación K̃O(X) → J(X) es un homomorfismo de grupos abelianos, esto es, [ξ ⊕ η] 7→
J(ξ ⊕ η) = J(ξ) + J(η) y como esta aplicación es sobre, entonces K̃O(X) → J(X) es un
epimorfismo de grupos abelianos.

5.4. Espacios de Thom y tipo de homotoṕıa fibrada

Hay una relación entre equivalencia homotópicas fibradas estable, y espacios isomorfos
en la S-categoŕıa, la cual podemos ver en la siguiente proposición.

Proposición 5.25. Sean ξ y η dos haces vectoriales sobre un espacio topológico paracom-
pacto X. Si S(ξ) y S(η) tienen el mismo tipo de homotoṕıa fibrada, entonces Th(ξ) y Th(η)
tienen el mismo tipo de homotoṕıa. Si J(ξ) = J(η), entones Th(ξ) y Th(η) son isomorfos
en la S-categoŕıa.

Demostración. Notemos que ∂D(ξ) = S(ξ) y ∂D(η) = S(η). Sea f : S(ξ) → S(η) una equi-
valencia homotópica fibrada y sea g : S(η) → S(ξ) el inverso homotópico fibrado. Entonces
podemos extender radialemente a f y g a aplicaciones de pareja

F : (D(ξ),S(ξ))→ (D(η),S(η)) G : (D(η),S(η))→ (D(ξ),S(ξ))

estas aplicaciones inducen aplicaciones en el cociente

F̄ : D(ξ)/ S(ξ)→ D(η)/ S(η) Ḡ : D(ξ)/ S(ξ)→ D(η)/S(η)

Sean h : S(ξ) × I → S(ξ) y k : S(η) → S(η) las homotoṕıas fibradas de g ◦ f ' idS(ξ) y
f◦g ' idS(η) respectivamente. Entonces estas homotoṕıas fibradas se extienden a homotoṕıas
de parejas

H : (D(ξ)× I, S(ξ)× I)→ (D(ξ),S(ξ)) K : (D(η)× I, S(η)× I)→ (D(η),S(η))
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de G ◦ F ' id(D(ξ),S(ξ)) y F ◦G ' id(D(η),S(η)). Estas homotoṕıas inducen homotoṕıas en el
cociente

H̄ : D(ξ)/ S(ξ)× I → D(ξ)/ S(ξ) K̄ : D(η)/ S(η)× I → D(η)/ S(η)

de Ḡ ◦ F̄ ' idD(ξ)/ S(ξ) y F̄ ◦ Ḡ ' idD(ξ)/ S(ξ), lo cual implica que Th(ξ) y Th(η) tienen el
mismo tipo de homotoṕıa.

Supongamos que J(ξ) = J(η), entonces existen n y m tal que S(ξ⊕εn) y S(η⊕εm) tienen
el mismo tipo de homotoṕıa fibrada. Entonces por el Corolario 5.7 y lo anterior, tenemos
que Th(ξ⊕εn) ∼= Σn(Th(ξ)) y Th(η⊕εm) ∼= Σm(Th(η)) tienen el mismo tipo de homotoṕıa,
lo cual implica que Th(ξ) y Th(η) son isomorfos en la S-categoŕıa.

El rećıproco de esta proposición no es del todo cierta, pero podemos dar una version
parcial de éste. Para esto es necesario definir el concepto de espacio reducible y espacio
correducible.

Definición 5.26. Un espacio topológico punteado (X,x0) es reducible, si existe una apli-

cación f : Sn → X, tal que la aplicación inducida a los grupos de homoloǵıa f∗ : H̃i(S
n) →

H̃i(X), es un isomorfismo para i ≥ n. En particular, decimos que X es S-reducible si ΣkX
es reducible para algún k.

Un espacio X es correducible, si existe una aplicación g : X → Sn tal que la aplicación

inducida a los grupos de cohomoloǵıa g∗ : H̃
i
(Sn) → H̃

i
(X), es un isomorfismo para i ≤ n.

En particular, decimos que X es S-correducible si ΣkX es correducible para algún k.

Proposición 5.27. Sea X un complejo CW con una n-celda, y sea ν : X → X/Xn−1 ∼= Sn

la proyección natural, donde Xn−1 denota al n− 1-esqueleto. El espacio X es reducible si y
sólo si existe f : Sn → X tal que ν ◦ f es homotópico a la identidad.

Demostración. Si X es reducible, existe una aplicación f : Sn → X tal que f∗ : H̃i(S
n) →

H̃i(X) es un isomorfismo para todo i ≥ n. Para probar que v◦f es homotópico a la identidad,
consideremos el siguiente diagrama

H̃n(Sn)

f∗
��

(ν◦f)∗

$$
H̃n(Xn−1) // H̃n(X)

ν∗ // H̃n(Sn) // H̃n−1(Xn−1)

Como H̃n(Xn−1) = 0 tenemos que ν∗ es inyectiva, y como H̃n−1(Xn−1) es abeliano libre
tenemos que ν∗ es sobre, entonces ν∗ es un isomorfismo. Como f∗ es un isomorfismo entonces
(ν ◦ f)∗ : H̃n(Sn) → H̃n(Sn) es un isomorfismo, por lo cual a un generador de H̃n(Sn) lo

manda al mismo generador en H̃n(Sn), lo cual implica que ν ◦ f tiene grado 1, y entonces
ν ◦ f es homotópica a la identidad.

Reciprocamente, si existe f : Sn → X tal que ν ◦f es homotópica a la identidad, entonces
ν ◦ f tiene grado 1, lo cual implica que H̃n(X) tiene a lo mas 1 generador, y entonces

f∗ : H̃n(Sn)→ H̃n(X) es un isomorfismo.

Proposición 5.28. Sea X un complejo CW con n-esqueleto Xn = Sn, y sea u : Sn → X la
inclusion. Entonces el espacio X es correducible si y sólo si, existe una aplicación g : X → Sn

tal que g ◦ u es homotópica a la identidad.
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Demostración. Si X es correducible, existe una aplicación g : X → Sn tal que g∗ : H̃
n
(Sn)→

H̃
n
(X) es un isomorfismo para i ≤ n. Como H̃

n
(X) es un grupo abeliano libre, entonces

g ◦ u es homotópica a la identidad como en la Proposición 5.27. El rećıproco se sigue como

en la Proposición 5.27, puesto que H̃
n
(X) tiene a lo mas 1 generador.

Nota 5.29. Sea ξ un haz vectorial real sobre un espacio topológico paracompacto X, y sea

ux : (D(ξx),S(ξx))→ (D(ξ),S(ξ))

la inclusión para x ∈ X. Como en la Proposición 5.28, el espacio Th(ξ) = D(ξ)/ S(ξ) es corre-

ducible si y sólo si, existe una aplicación g : (D(ξ),S(ξ))→ (Sn, ∗) tal que u∗ ◦g∗ : H̃
n
(Sn)→

H̃
n
((D(ξx),S(ξx))) es un isomorfismo. La aplicación g∗ : H̃

n
(Sn) → H̃

n
((D(ξ),S(ξ))) define

una orientación para el haz vectorial ξ, la clase de Thom de ξ es el elemento g∗(s) ∈
H̃
n
((D(ξ),S(ξ))) donde s es el generador de H̃

n
(Sn), cuando Th(ξ) es correducible.

Teorema 5.30. Sea ξ un haz vectorial sobre un complejo CW finito X. Entonces las si-
guientes son equivalentes:

1. J(ξ) = 0 en J(X).

2. Th(ξ) es S-correducible

3. Th(ξ) y Th(0) = X+ son isomorfos en la S-categoŕıa, donde X+ = X t {∗}.

Demostración. Por la Proposición 5.25, tenemos que (1) implica (3). Supongamos (3), y
mostremos (2). Supongamos que Th(ξ) y Th(0) = X+ son isomorfos en la S-categoŕıa,
notemos que X+ es correducible con la aplicación g : X+ → S0 definida por g(X) = −1 y

g(∞) = 1, entonces g∗ : H̃
i
(S0)→ H̃

i
(X+) es un isomorfismo para i ≤ 0. Por lo tanto Th(ξ)

es correducible.

Mostremos que (2) implica (1). Sea m el entero mas grande tal que el haz vectorial
η = ξ ⊕ εm cumple que el espacio Th(η) = Th(ξ ⊕ εm) = Σm Th(ξ) sea correducible. Sea
g : (D(η),S(η)) → (Sn, ∗) la correducción de Th(ξ). Por la nota 5.11 y la sucesión 5.13,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

[S(ξ), Sn−1]

��

∼= // [D(ξ)/ S(ξ), Sn]

��
[S(ξx), Sn−1] ∼=

// [D(ξx)/ S(ξx), Sn]

Entonces la aplicación g, define una aplicación f : S(η) → Sn−1 tal que f |S(ηx) : S(ηx) →
Sn−1 es una equivalencia homotópica para cada x ∈ X. Y entonces el teorema se sigue del
Corolario 5.20.

Nota 5.31. De hecho, existe una relación directa, entre S-dualidad y S-reducibilidad: Si X
y X ′ son complejos CW finitos, tal que X es S-dual a X ′, entonces X es S-reducible si y solo
si X ′ es S-correducible. Este resultado lo podemos ver en [12, Caṕıtulo 16, Teorema 8.4].
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5.5. Campos vectoriales y correducibilidad

Sea O(n) el grupo ortogonal de dimension n. Definamos una aplicación θ′ : RPn−1 →
O(n) tal que θ′(L) es una reflexión a través del plano perpendicular a L, es decir, si L =
{x,−x} es la linea que pasa por x y −x, θ′({x,−x})(y) = y − 2〈x, y〉x para x ∈ Sn−1 y
y ∈ Rn.

La aplicación θ′ es compatible con la inclusión RPn−k−1 ↪→ O(n− k), entonces θ′ induce
una aplicación en el cociente θ : RPn−1/RPn−k−1 → O(n)/O(n− k), definida como θ(L) =
(v1, ..., vk), donde vi = θ′({x,−x})(en−k+i) para 1 ≤ i ≤ k y L = {x,−x}. Notemos que
O(n)/O(n− k) es homeomorfa a la variedad de Stiefel Vk(Rn) de la Definición 2.60.

Proposición 5.32. La aplicación θ : RPn−1/RPn−2 → V1(Rn), es un homeomorfismo.

Demostración. Notemos que RPn−1/RPn−2 ∼= Sn−1, y V1(Rn) = Sn−1. Sea e1, ..., en la
base estándar de Rn, y tomemos x = (x1, ..., xn) ∈ Rn. Si θ({x,−x})(y) = y − 2〈x, y〉x = 0,
entonces y = 2〈x, y〉x, como x 6= 0 entonces y = 0, por lo cual θ es inyectiva. Consideremos
θ({x,−x})(en) = en − 2〈x, en〉x = en − 2xnx = (−2x1xn, ...,−2xn−1xn, 1 − x2

n). Si y =
(y1, ..., yn) ∈ Sn−1 y yn 6= 0, entonces existe un único elemento x ∈ Sn−1 con xn > 0 tal que
θ({x,−x})(en) = y. Para xn = 0 tenemos que θ({x,−x})(en) = (0, ..., 0, 1), por lo tanto θ
es sobre y entonces θ es un isomorfismo.

Nota 5.33. De hecho, la aplicación θ induce un isomorfismo en los grupos de homotoṕıa
θ∗ : πi(RPn−1/RPn−k−1)→ πi(Vk(Rn)), para i < 2n−2k−1 (ver [12, Capitulo 16, Teorema
9.2]).

Nota 5.34. Recordemos del Teorema 4.1, que si n = k2c16d con 0 ≤ c ≤ 3, entonces existen
ρ(n) − 1 campos vectoriales linealmente independientes en Sn−1 donde ρ(n) = 2c + 8d. Si
n 6= 1, 2, 3, 4, 6, 8, 16 tenemos que n− 1 < 2n− 2(ρ(n) + 1)− 1 ó 2ρ(n) + 2 < n. Por la Nota
5.33, tenemos que πn−1(RPn−1/RPn−ρ(n)−2) → πn−1(Vρ(n)+1(Rn)) es un isomorfismo, por
lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.35. La proyección q : Vρ(n)+1(Rn) → Sn−1 tiene una sección si y sólo si, la

aplicación Sn−1 → RPn−1/RPn−ρ(n)−2 compuesta con la aplicación RPn−1/RPn−ρ(n)−2 →
RPn−1/RPn−2 = Sn−1 es de grado 1.

Demostración. Si s : Sn−1 → Vρ(n)+1(Rn) es una sección, entonces, q ◦ s = idSn−1 . Por la

Nota 5.34, existe una aplicación g : Sn−1 → RPn−1/RPn−ρ(n)−2 tal que la composición θ ◦ g
donde θ : RPn−1/RPn−ρ(n)−2 → Vρ(n)+1(Rn) es homotópica a s. Luego, PrSn−1 ◦θ ◦ g donde
PrSn−1 es la proyección de Vρ(n)+1(Rn) sobre Sn−1, es homotópica a la identidad.

Rećıprocamente, supongamos que existe una aplicación f : Sn−1 → RPn−1/RPn−ρ(n)−2

que compuesta con la aplicación RPn−1/RPn−ρ(n)−2 → RPn−1/RPn−2 = Sn−1 es de grado
1. Sea s′ = θ ◦ f : Sn−1 → Vρ(n)+1(Rn), entonces q ◦ s′ : Sn−1 → Sn−1 es homotópica a la
identidad por una homotoṕıa ft : S

n−1 × [0, 1] → Sn−1, donde f0 = q ◦ s′ y f1 = idSn−1 ,
esta homotoṕıa se levanta a una homotoṕıa f̃t : S

n−1 × [0, 1] → Vρ(n)+1(Rn), por lo cual

f̃0 : Sn−1 → Vρ(n)+1 define una sección de q.

Proposición 5.36. Sea r el orden de J(ξk−1) en J(RPk−1). Entonces RPn+rp/RPn−k+rp y
RPn/RPn−k son isomorfos en la S-categoŕıa, y para rp > n+1 el espacio RPrp−k−2/RPrp−n−2

es S-dual a RPn/RPn−k.
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Demostración. Por el Ejemplo 5.8, tenemos que Th((n− k+ 1)ξk−1) ∼= RPn/RPn−k. Por el
Teorema 5.9 y la Proposición 5.25, tenemos que los espacios Th((n− k + 1)ξk−1 ⊕ rpξk−1),
Th((n − k + 1)ξk−1 ⊕ εrp), Σrp(Th((n − k + 1)ξk−1)) y Σrp(RPn/RPn−k) tienen el mismo
tipo de homotoṕıa.

Para lo segundo, aplicaremos el teorema de dualidad de Atiyah (Teorema 5.17) para el
haz vectorial (n−k+1)ξk−1. Existe un isomorfismo TRPk−1⊕ε1 ∼= kξk−1 donde TRPk−1 es
el haz tangente a RPk−1 (ver [12, Caṕıtulo 2, Ejemplo 4.8]), por lo cual necesitamos un haz
vectorial tal que TRPk−1⊕ (n−k+1)ξk−1⊕kξk−1 sea estáblemente trivial. Consideremos el
haz vectorial −(n−k+1)ξk−1−kξk−1 = (−n−1)ξk−1, por el teorema de dualidad de Atiyah,
tenemos que los espacios de Thom Th((n−k+1)ξk−1) y Th((−n−1)ξk−1) son S-duales, pero
Th((−n−1)ξk−1) = Th((rp−n−1)ξk−1) para rp > n+1. Por lo tanto Th((rp−n−1)ξk−1) ∼=
RPrp−k−2/RPrp−n−2 es S-dual a Th((n− k + 1)ξk−1) ∼= RPn/RPn−k.

Un primer acercamiento al problema de Adams, es el siguiente teorema de Atiyah y
James, en el cual la no existencia de campos vectoriales linealmente independientes, se
reduce a un problema de no existencia de una correducción de un espacio proyectivo.

Teorema 5.37. Si existen ρ(n) campos vectoriales linealmente independientes en Sn−1,
entonces existe un entero m ≥ 1 con ρ(m) = ρ(n), tal que RPm+ρ(m)/RPm−1 es correducible.

Demostración. Supongamos que existen ρ(n) campos vectoriales linealmente independien-
tes en Sn−1, entonces por la Proposición 4.2, existen ρ(n) campos vectoriales linealmente
independientes en Sqn−1. Por el Teorema 5.35, si qn ≥ 2(ρ(n) + 1) entonces la aplica-
ción Sqn−1 → RPqn−1/RPqn−ρ(n)−2 compuesta con la aplicación RPqn−1/RPqn−ρ(n)−2 →
RPqn−1/RPqn−2 = Sqn−1 tiene grado 1, y entonces por la Proposición 5.27, el espacio
RPqn−1/RPqn−ρ(n)−2 es reducible.

Sea r el orden de J(ξρ(n)) en J(RPρ(n)), definamos m = rp − qn con p un entero po-
sitivo. Por la Proposición 5.36, tenemos que para todo entero p tal que m ≥ 1, el espacio
RPm+ρ(m)/RPm−1 es S-dual a RPqn−1/RPqn−ρ(n)−2, y como RPqn−1/RPqn−ρ(n)−2 es redu-
cible, entonces por la Nota 5.31, el espacio RPm+ρ(m)/RPm−1 es correducible.

Finalmente, tomemos n = k2c16d con k impar, consideremos a q impar, y tomamos
m = tn = t(k2c16d) con t impar. Como tk es impar, entonces ρ(m) = ρ(n).

Nota 5.38. En la sección 4.2 consideramos aplicaciones bilineales Rk+1×Rn → Rn llamadas
multiplicaciones ortogonales. Usando la Nota 4.42, mostramos que cada Ck-modulo (de la
Definición 4.31) surge de una multiplicación ortogonal, y en este caso existen k campos
vectoriales linealmente independientes en Sn−1.

Podemos ver en el Cuadro 4.3 y la Nota 4.41 que si existe una multiplicación ortogonal
Rk+1 × Rn → Rn, entonces n es divisible por bk+1, donde bk+1 es la dimensión mı́nima tal
que Rbk+1 admite una estructura de Ck-módulo irreducible. Si definimos ck = bk+1, podemos
notar que ck satisface la relación ck+8 = 16ck. De hecho, ρ(n) es el número mas grande de
todos los k + 1 tal que ck divide a n.

Teorema 5.39. Si el orden de J(ξk) en J(RPk) es igual a ck para cada k, entonces no
existen ρ(n) campos vectoriales linealmente independientes en Sn−1, para cada n.

Demostración. Supongamos que existen ρ(n) campos vectoriales linealmente independientes
en Sn−1 para cada n. Entonces por el Teorema 5.37, existe un entero m ≥ 1 con ρ(m) =
ρ(n), tal que RPm+ρ(m)/RPm−1 es correducible. Por el Ejemplo 5.8, RPm+ρ(m)/RPm−1 ∼=
Th(mξρ(m)), y por el Teorema 5.30, J(mξρ(m)) = 0 en J(RPρ(m)).
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Por la Nota 5.38, cρ(m) divide a m, lo cual mostraremos que es imposible. Notemos que
cρ(1) = c1 = 2, cρ(2) = c2 = 4, cρ(4) = c4 = 8 y cρ(8) = c8 = 16; en este caso cρ(m) = 2m

y entonces cρ(m) no divide a m. En general, si m = (2a + 1)2b16d con 0 ≤ b ≤ 3, entonces

ρ(m) = 2b + 8d y cρ(m) = c2b+8d = 16dc2b = 16d2b2, por lo tanto cρ(m) tiene una potencia
de 2 mas que m, y por lo tanto cρ(m) no divide a m.

Finalmente, tenemos el siguiente teorema el cual se demuestra en [12, Teorema 12.7].

Teorema 5.40. El grupo K̃O(RPk) es ćıclico de orden ck con generador u = ξk − 1, donde
ξk denota al haz tautológico sobre RPk.

5.6. Campos vectoriales linealmente independientes en
esferas

En esta sección mostraremos que Sn−1 no tiene ρ(n) campos vectoriales linealmente in-
dependientes en el.

5.6.1. Formas cuadráticas y el grupo Spin

Sea (V, q) una forma cuadrática real, definida como en la Nota 4.13, y consideremos su
álgebra de Clifford (C(q), θ). Sea C(q)∗ = {ϕ ∈ C(q) | existe ϕ−1 con ϕϕ−1 = ϕ−1ϕ = 1} el
grupo de unidades multiplicativo en el álgebra de Clifford. Este grupo contiene a todos los
elementos v ∈ V tal que q(v) 6= 0.

Notemos que el grupo de unidades actúa en los automorfismo de el álgebra de Clifford
C(q). Es decir, existe un homomorfismo

Ad : C(q)∗ −→ Aut(C(q))
ϕ 7−→ Adϕ(x) = ϕxϕ−1

llamado representación adjunta.

Proposición 5.41. Sea v ∈ V ⊂ C(q) tal que q(v) 6= 0. Entonces Adv(V ) = V . Más aún,
para toda w ∈ V , la siguiente ecuación se cumple:

−Adv(w) = w − 2
q(v, w)

q(v)
v

donde 2q(v, w) = q(v + w)− q(v)− q(w).

Demostración. En el álgebra de Clifford tenemos que θ(v)2 = −q(v)1, por lo cual en C(q)
tenemos que v · v = −q(v)1, y entonces v−1 = −v

q(v) . Como vw + wv = −2q(v, w), entonces
tenemos que

−q(v)Adv(w) = −q(v)vwv−1 = −q(x)vw
−v
q(v)

= vwv

= −v2w − 2q(v, w)v = q(v)w − 2q(v, w)v
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Entonces podemos considerar el subgrupo de todos los elementos ϕ ∈ C(q)∗ tal que
Adϕ(V ) = V . Por la Proposición 5.41, este grupo contiene todos los elementos v ∈ V con
q(v) 6= 0. Más aún, cuando q(v) 6= 0 la transformación Adv preserva la forma cuadrática q.
Por lo tanto, podemos definir P (V, q) el subgrupo de C(q) generado por los elementos v ∈ V
con q(v) 6= 0, y notemos que existe una representación

Ad : P (V, q) −→ O(V, q)

donde O(V, q) = {λ ∈ GL(V ) | q ◦λ = q} es el grupo ortogonal de la forma cuadrática (V, q).

Definición 5.42. Definimos el grupo Pin de (V, q), como el subgrupo Pin(V, q) de P (V, q)
generado por los elementos v ∈ V tal que q(v) = ±1. Definimos el grupo Spin de (V, q) como
el grupo

Spin(V, q) = Pin(V, q) ∩ C(q)0

Si denotamos por V ∗ = {v ∈ V | q(v) 6= 0}, tenemos que P (V, q) = {v1 · · · vr ∈
C(q) | v1, ..., vr es una sucesion finita de V ∗}, y por lo tanto tenemos que

Pin(V, q) = {v1 · · · vr ∈ P (V, q) | q(vj) = ±1 para toda j}

Spin(V, q) = {v1 · · · vr ∈ Pin(V, q) | r es par}

Notemos que Pin(V, q)∩C(q)0, es exactamente la aplicación ρv : V → V definida como la
reflexión a través del hiperplano v⊥ = {w ∈ V | q(w, v) = 0}. Es decir, ρv fija el hiperplano
v⊥ y manda v en −v. Podemos notar de la Proposición 5.41, que Adv preserva orientación
sólo cuando V es impar. Para solucionar este problema, definimos la aplicación

Ãd : C(q)∗ −→ GL(C(q))

y 7−→ Ãdϕ(y) = α(ϕ)yϕ−1

donde α : V → C(q) esta definido como α(v) = −θ(v).

Claramente, Ãdϕ1ϕ2
= Ãdϕ1

◦ Ãdϕ2
, lo cual implica que Ãd es un homomorfismo, y

notemos que Ãdϕ = Adϕ para elementos ϕ pares, es decir, para ϕ ∈ C(q)0.Entonces, de la
Proposición 5.41, tenemos que

Ãdv(w) = w − 2
q(v, w)

q(v)
v

Sea SO(V, q) = {λ ∈ O(V, q) | det(λ) = 1} el grupo especial ortogonal.

Nota 5.43. El homomorfismo Ãd restringido a Pin(V, q) y Spin(V, q), aplica sobre O(v, q)
y SO(V, q) respectivamente. Más aún, estas restricciones son epimorfismos, y la restricción

Ãd : Spin(V, q)→ SO(V, q) es 2 a 1.

5.6.2. Relación entre KO(RPn) y J(RPn)

Denotemos por Pin(m) al subgrupo Pin(Rm,−〈, 〉), y denotemos por Spin(m) al sub-
grupo Pin(m) ∩ C0

m de Pin(m).

Definición 5.44. Una representacion spinorial de Spin(m) es la restricción de una repre-
sentación irreducible de C0

m
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Nota 5.45. Como Spin(2m+1) es un subgrupo de el grupo de unidades en C0
2m+1, entonces

cada C2m-módulo determina un Spin(2m + 1)-módulo real. Para una base e1, ..., e2m de
C2m definimos ∆±, el módulo donde ire1 · · · e2m actúa como una multiplicación por ±1,
respectivamente.

Podemos ver al anillo de representaciones R SO(m) contenido en el anillo de polinomios
Z[α1, α

−1
1 , ..., αr, α

−1
r ], y al anillo de representaciones R Spin(m) contenido en el anillo de po-

linomios Z[α1, α
−1
1 , ..., αr, α

−1
r , (α1, ..., αr)

1/2], donde m = 2r o m = 2r+1 (ver [12, Caṕıtulo
14, Nota 9.2]).

Entonces tenemos la siguiente proposición, la cual la podemos consultar en [12, Caṕıtulo
14, Proposicion 9.4].

Proposición 5.46. En R Spin(2m),

∆+ =
∏

1≤j≤m

(α
1/2
j + α

−1/2
j ) =

∑
ε1···εr=1

α
ε1/2
1 · · ·αεr/2r

∆− =
∏

1≤j≤m

(α
1/2
j + α

−1/2
j ) =

∑
ε1···εr=−1

α
ε1/2
1 · · ·αεr/2r

Definición 5.47. Sea ξ un haz vectorial de rango k orientado con métrica Riemanniana
sobre un espacio paracompacto X, sea ξ̃ = (P, π,X,SO(k),SO(k)) el haz principal asociado
a ξ (ver Nota 2.69) y sea φ : Spin(k) → SO(k) la aplicación definida por φ(u)(x) = uxu∗

donde u∗ es la transpuesta de u. Decimos que ξ tiene una estructura Spin(k) si existe
un haz principal (Q, π′, X,Spin(k),Spin(k)) sobre X, y una aplicación f : Q → P tal que
f(b · g) = f(b) · φ(g) y que hace conmutar el siguiente diagrama

Q
f //

π′ ��

P

π
��

X

Teorema 5.48. Sea ξ un haz vectorial real sobre un espacio topológico paracompacto X
con grupo estructural Spin(8m + 1), sea S(ξ) el haz de esferas asociado a ξ, entonces S(ξ)
es un haz principal con grupo estructural Spin(8m). Si además ∆+(S(ξ)) es el haz vectorial
asociado a S(ξ) por una de las representaciones Spinoriales reales ∆+ de Spin(8m), entonces
KO(S(ξ)) es un módulo libre sobre KO(X) con dos generadores, 1 y ∆+(S(ξ)).

Este teorema fue demostrado por Bott en [6, Teorema I].

Una consecuencia inmediata del Teorema 5.48, es que

ψk∆+(S(ξ)) = θk(ξ)∆+(S(ξ)) + b

donde ψk denota a las operaciones de Adams de la Definición 3.41, y θk es un invariante de
tipo de homotoṕıa fibrada de S(ξ) que calcularemos.

Para simplificar notación, denotemos por ∆+ a ∆+(S(ξ)). De la formula ψk∆+ =
θk(ξ)∆+ + b tenemos que
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ψk(∆+ −∆−) = θk(ξ)(∆+ −∆−) (5.1)

Por la Proposición 5.46, se tiene que en RO(Spin(8m))

∆+ −∆− =
∏

1≤j≤4m

(α
1/2
j − α−1/2

j )

y entonces

ψk(∆+ −∆−) =
∏

i≤i≤4m

(α
k/2
j − α−k/2j )

Por lo tanto, despejando θk de la Ecuación (5.1), obtenemos la siguiente formula para
r = (k − 1)/2

θk(ξ) =
∏

1≤j≤4m

α
k/2
j − α−k/2j

α
1/2
j − α−1/2

j

=
∏

1≤j≤4m

(αrj + αr−1
j + · · ·+ 1 + · · ·+ α−rj )

=
∏

1≤j≤4m

(1 + ψ1(αj) + · · ·+ ψr(αj))

Podemos notar que estas formulas solo involucran a las operaciones ψk de αj y α−1
j . Por

lo tanto, estas formulas pueden ser utilizadas para definir θk(η), para cualquier haz vectorial
real η de rango 2m.

Nota 5.49. Sea ζ un haz de ĺıneas con ζ2 = 1, calculemos θk(2ζ).

θk(2ζ) = 1 + ψ1(2ζ) + · · ·+ ψr(2ζ)

= 1 + 2(ζ + 1 + ζ + · · ·+ ζ + 1)

= (2r + 1) + r(ζ − 1)

para r = (k − 1)/2.

Nota 5.50. Sea ζ un haz de ĺıneas, y recordemos que (ζ − 1)2 = −2(ζ − 1). Entonces
tenemos que

θk(2nζ) = ((2r + 1) + r(ζ − 1))n = (2r + 1)n + a(ζ − 1)

si sustituimos ζ − 1 = −2 en esta expresión, obtenemos la relación

1n = (2r + 1)n − 2a

donde r = (k − 1)/2 y 2r + 1 = k. Entonces tenemos la siguiente relación

θk(2nζ) = kn + ((kn − 1)/2)(ζ − 1)

Nota 5.51. La clase θk(ξ) es un invariante del tipo de homotoṕıa fibrada de S(ξ). En
consecuencia, si J(2nζ) = 0 entonces tenemos que ((kn − 1)/2)(ζ − 1) = 0.

Ahora, podemos probar el teorema principal de esta sección.
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Teorema 5.52. Sea X un complejo CW tal que KO(X) es generado por un haz de ĺıneas.

Entonces, el epimorfismo J: K̃O(X)→ J(X), de la Nota 5.23, es un isomorfismo.

Demostración. Se puede mostrar que el orden de ζ − 1 es una potencia de 2 para el haz de
ĺıneas ζ. Sea 2r el orden de ζ − 1 en K̃O(X) y J(2nζ) = 0 en J(X). Entonces, por la Nota
5.51, tenemos que (kn − 1)/2 = 0(mod 2r).

Para k = 5, tenemos que 5n − 1 = 0(mod 2r−1), entonces tenemos que 2r−1|n ó 2r|2n.

Por lo tanto 2n(ζ − 1) = 0 en K̃O(X).

Teorema 5.53. En la esfera Sn−1, existen a lo mas ρ(n)−1 campos vectoriales linealmente
independientes.

Demostración. Usando el Teorema 5.40, tenemos que el grupo K̃O(RPk) es ćıclico de orden
ck con generador u = ξk − 1, donde ξk denota al haz tautológico sobre RPk. Por el Teorema
5.52, K̃O(RPk) es isomorfo a J(RPk).

Por lo tanto, se cumplen las hipótesis del Teorema 5.39, lo cual demuestra el teorema.





A
Operaciones de espacios vectoriales

Esta sección fue incluida para definir las operaciones vistas en la Sección 2.3 en espa-
cios vectoriales. En general operar dos o mas espacios vectoriales no siempre nos da como
resultado otro espacio vectorial, tal es el caso de la unión. Entonces, dados dos espacios
vectoriales, ¿cuales operaciones entre ellos da como resultado otro espacio vectorial? En este
capitulo consideraremos los espacios vectoriales sobre el campo de los numeros reales R.

A.1. Suma directa

Definición A.1. Sean W y W ′ dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial V ,
definimos la suma de subespacios vectoriales como,

W1 +W2 = {x ∈ V | x = w1 + w2, w1 ∈W1, w2 ∈W2}

Si además, W1 ∩ W2 = ∅ entonces a W1 + W2 se le llama suma directa de subespacios
vectoriales y se denota por W1 ⊕W2.

Nota A.2. En efecto, la suma directa de dos espacios vectoriales es un espacio vectorial de
dimension igual a la suma de las dimensiones de ambos espacios. Esta ultima afirmación es
una consecuencia de la formula dim(W +W ′) = dim(W ) + dim(W ′)− dim(W ∩W ′).

Si tenemos aplicaciones lineales g : V → W y g′ : V ′ → W ′ entre espacios vectoriales,
entonces podemos construir la aplicación g⊕ g′ : V ⊕ V ′ →W ⊕W ′ definida por v⊕ v′ 7−→
g(v)⊕g′(v′), si escogemos bases ordenadas αi, α

′
j , βk, β′l para V , V ′, W , W ′ respectivamente,

podemos formar las matrices A y B asociadas a las aplicaciones g y g′. Ahora, éstas bases
inducen bases αi ∪ α′j y βk ∪ β′l para V ⊕ V ′ y W ⊕W ′ respectivamente, para aśı formar la
matriz asociada a g ⊕ g′ la cual esta dada por la matriz(

A 0
0 B

)
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A.2. Espacio dual

Definición A.3. Sea V un espacio vectorial, definimos el espacio dual V ∗ como el conjunto
de todas las aplicaciones lineales f : V → R. Si f, g ∈ V ∗, v ∈ V y a ∈ R, definimos la
operación suma en V ∗ como (f + g)(v) = f(v) + g(v) y la multiplicación por escalar en V ∗

definida por (af)(v) = af(v).

Si f : V →W es una aplicación lineal entre espacios vectoriales, entonces podemos cons-
truir una aplicación f∗ : W ∗ → V ∗ definiendo f∗(α)(v) = α(f(v)). Si v1, .., vn es una base
ordenada de V , entonces podemos construir una base ordenada v∗1 , ..., v

∗
n de V ∗ definiendo

v∗i (vj) = δij , donde δij es la delta de Kronecker.

Tomemos f : V →W una aplicación lineal entre espacios vectoriales, y tomemos v1, ..., vn,
w1, ..., wn bases ordenadas de V y W respectivamente, entonces podemos construir la matriz
A = (aij) asociada a f , con f(vi) =

∑
j aijwj . Para construir la matriz B = (bij) asociada

a f∗, con f∗(w∗i ) =
∑
j bijv

∗
j , evaluamos f∗(α)(v) = α(f(v)) en las bases dadas. Entonces

por un lado tenemos que f∗(w∗i )(vk) =
∑
j bijv

∗
j (vk) = bik, y por otro lado tenemos que

w∗i (f(vk)) = w∗i (
∑
j akjwj) =

∑
j akjw

∗
i (wj) = aki, por lo tanto concluimos que bik = aki,

lo cual implica que la matriz B es la matriz transpuesta de A.

A.3. Producto tensorial

Definición A.4. Decimos que una aplicación f : V ×W → Z entre espacios vectoriales es
bilineal si

f(av, w) = af(v, w)

f(v1 + v2, w) = f(v1, w) + f(v2, w)

f(v, aw) = af(v, w)

f(v, w1, w2) = f(v, w1) + f(v, w2)

Sean f1, f2 : V ×W → Z dos aplicaciones bilineales entre espacios vectoriales, definamos
la suma de funciones como (f1 + f2)(v, w) = f1(v, w) + f2(v, w) y la multiplicación por
escalar como (af)(v, w) = af(v, w), por lo cual el conjunto de aplicaciones bilineales define
un espacio vectorial.

Proposición A.5. Sean V , W espacios vectoriales, entonces existe un único espacio vecto-
rial V ⊗W y una aplicación bilineal f : V ×W → V ⊗W que cumplen la siguiente propiedad
universal. Para todo espacio vectorial Z y toda aplicación bilineal g : V ×W → Z existe una
única aplicación lineal g̃ : V ⊗W → Z tal que hace conmutar el diagrama.

V ⊗W
g

##
V ×W

f
99

g
// Z

Al espacio vectorial V ⊗W se le llama el producto tensorial de V y W .
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Demostración. Definimos el espacio vectorial generado por un conjunto S como el espacio

〈S〉 =

{
n∑
i=1

aisi | ai ∈ R, si ∈ S

}
Sean V ⊂ W espacios vectoriales, decimos que w ∼ w′ si w − w′ ∈ V , ésta es una relación
de equivalencia, denotemos por [w] a la clase de equivalencia de w ∈ W , y llamemos W/V
al conjunto de clases de equivalencia.

Notemos que W/V es un espacio vectorial, definamos la suma en W/V como [w1]+[w2] =
[w1 +w2] y el producto por escalar en W/V como a[w] = [aw]. Veamos que la suma esté bien
definida, si w1 ∼ w′1 y w2 ∼ w′2 entonces (w1 + w2) − (w′1 + w′2) = (w1 − w′1) + (w2 − w′2)
implica que [w1 + w2] = [w′1 + w′2], y por lo tanto tenemos que [w′1] + [w′2] = [w′1 + w′2] =
[w1 + w2] = [w1] + [w2].

Tomemos 〈V ×W 〉 el espacio vectorial generado por V ×W , y consideremos los siguientes
subconjuntos,

T1 = {(v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w) | v1, v2 ∈ V, w ∈W}.
T2 = {(v, w1 + w2)− (v, w1)− (v, w2) | v ∈ V, w1, w2 ∈W}
T3 = {c(v, w)− (cv, w) | c ∈ R, v ∈ V, w ∈W}
T4 = {c(v, w)− (v, cw) | c ∈ R, v ∈ V, w ∈W}
y tomemos R el espacio vectorial generado por la unión de estos subconjuntos, es decir,

R = 〈
4⋃
i=1

Ti〉 ⊆ 〈V ×W 〉

Definimos el espacio vectorial V ⊗W := 〈V ×W 〉/R, y denotemos por v ⊗ w a la clase
de (v, w) en V ⊗W . Definamos la aplicación f : V ×W → V ⊗W por f(v, w) = v ⊗ w,
veamos que f es bilineal. En efecto, usando la propiedad en el subconjunto T3 tenemos que,
f(av,w) = (av) ⊗ w = a(v ⊗ w), y por la propiedad en el subconjunto T1 tenemos que,
f(v1 +v2, w) = (v1 +v2)⊗w = v1⊗w+v2⊗w, análogamente usando las propiedades en los
subconjuntos T2 y T4 obtenemos las otras dos igualdades, lo cual implica que f es bilineal.

Ahora mostremos que V ⊗W y f cumplen con la propiedad universal antes descrita. Sea
g : V ×W → Z una aplicación bilineal, definamos ḡ : 〈V ×W 〉 → Z como ḡ(v, w) = g(v, w),
notemos que ḡ es lineal y ḡ restringida a R es igual a cero, en efecto, en la propiedad en T1

tenemos que

ḡ((v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w)) = ḡ(v1 + v2, w)− ḡ(v1, w)− ḡ(v2, w)

= g(v1 + v2, w)− g(v1, w)− g(v2, w) = 0

Análogamente obtenemos la propiedad en T2, por otro lado para la propiedad en T3

tenemos que

ḡ(c(v, w)− (cv, w)) = cḡ(v, w)− ḡ(cv, w)

= cg(v, w)− g(cv, w) = 0

Análogamente obtenemos la propiedad en T4. Por lo tanto ḡ induce una aplicación lineal
g̃ : V ⊗W → Z en el cociente bien definida, la cual cumple que g = g̃ ◦ f .
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Por construcción g̃ es única. Veamos que el espacio vectorial V ⊗W es único, suponga-
mos que existe otro espacio vectorial V ⊗′ W que cumple la propiedad universal, entonces
obtenemos el siguiente diagrama con triángulos conmutativos

V ×W

f ′

��

f

%%

f

yy
V ⊗W

h′
// V ⊗′W

h
// V ⊗W

por lo cual tenemos que la identidad id: V ⊗W → V ⊗W y la composición h ◦ h′ hacen
conmutar el siguiente diagrama

V ×W

f

��

f

%%
V ⊗W

id
// V ⊗W

y por unicidad tenemos que id y h ◦ h′ son iguales.

Sean V , W espacios vectoriales, si {vi}i∈I , {wj}j∈J son bases de V y W respectivamente,
afirmamos que B = {vi ⊗ wj | i ∈ I, j ∈ J} es una base para V ⊗W . En efecto, tenemos
que

v ⊗ w = (
∑

αivi)⊗ (
∑

βjwj) =
∑

βj(
∑

αivi)⊗ w =
∑∑

βjαivi ⊗ wj

por lo cual B genera a V ⊗W . Supongamos que
∑
αijvi⊗wj = 0 y definimos gij : V ×W → R

como gij(v, w) = v∗i (v)w∗j (w) donde v∗i y w∗j son elementos en las bases duales de {vi} y
{wj} respectivamente, la aplicación gij induce una aplicación g̃kl : V ⊗W → R definida como
g̃kl(v ⊗w) = v∗k(v)w∗l (w). Entonces tenemos que g̃kl(

∑
αijvi ⊗wj) = gkl(0) = 0, y por otro

lado tenemos que

g̃kl(
∑

αijvi ⊗ wj) =
∑

αijv
∗
k(vi)w

∗
l (wj) = αkl

lo cual implica que αkl = 0 y entonces B es linealmente independiente. Por lo tanto B es
una base de V ⊗W .

Sean g : V → V , g′ : W →W dos aplicaciones entre espacios vectoriales, podemos escoger
bases ordenadas {v1, ..., vn} y {wi, ..., wm} para V y W respectivamente, y considerar las
matrices A y B asociadas a g y g′, supongamos que A y B son de la forma

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
... . . .

...
an1 an2 . . . ann

 B =


b11 b12 . . . b1m
b21 b22 . . . b2m
...

... . . .
...

bm1 bm2 . . . bmm


Construimos la aplicación g ⊗ g′ : V ⊗W → V ⊗W definiendo

g ⊗ g′(vk ⊗ wl) = g(vk)⊗ g(wl) =

n∑
i=1

m∑
i=1

aikbjl(vi ⊗ wj)
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usando las bases ordenadas de V y W podemos formar una base para V ⊗W como arriba,
y entonces la matriz asociada a g ⊗ g′ esta dada por

A⊗B =


a11B a12B . . . a1nB
a21B a22B . . . a2nB

...
... . . .

...
an1B an2B . . . annB


A.4. Potencia exterior

Sea Sn el grupo de permutaciones de n elementos, y tomemos el subgrupo An ⊂ Sn de
permutaciones pares, sea σ : Sn → {1,−1} una aplicación definida como

σ(ρ) =

{
1, si ρ es alternante;
−1, si no.

Sea V un espacio vectorial, consideremos V ⊗n el producto tensorial de V consigo mismo
n veces y definamos una acción

φ : Sn × V ⊗n −→ V ⊗n

(ρ, v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn) 7−→ vρ(1) ⊗ vρ(2) ⊗ · · · ⊗ vρ(n)

Definición A.6. Decimos que α ∈ V ⊗n es

Simétrico: Si φ(ρ, α) = α para todo ρ ∈ Sn.

Alternante: Si φ(ρ, α) = σ(ρ)α para todo ρ ∈ Sn.

Entonces definimos la potencia simétrica de V como Symn(V ) = {α ∈ V ⊗n | α es simetrico}
y definimos la potencia exterior de V como Λn(V ) = {α ∈ V ⊗n | α es alternante}. A los
elementos v1⊗· · ·⊗vr ∈ Λn(V ) se le llama productos exteriores y se les denota por v1∧· · ·∧vr.

Sea V un espacio vectorial y sea {v1, ..., vn} una base ordenada de V , entonces el conjunto

{vi1 ∧ vi2 ∧ · · · ∧ vik | 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ik ≤ n}

es una base de Λk(V ). Ahora, dado algún producto exterior de la forma xi∧· · ·∧xk entonces
cada vector vj puede ser escrito como una combinación lineal de los vectores bases {vi}, como
la potencia exterior es bilineal, entonces la podemos separar en una combinación lineal de
productos exteriores en cada vector base, cada producto exterior en el cual aparece el mismo
vector base mas de una vez es igual a cero; cada producto exterior en el cual los vectores
base no aparezcan en el orden establecido, puede ser re-ordenado si cambiamos el signo cada
vez que dos vectores bases cambien de lugar. En general, los coeficientes resultantes de este
proceso pueden ser calculados como menores de la matriz que describe los vectores xj en
términos de la base {vi}.

Si contamos el número de elementos de la base de Λk(V ) tenemos que es igual al número
de combinaciones posibles de n elementos en k, por lo cual se tiene que

dim(Λk(V )) =

(
n
k

)
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en particular tenemos que Λk(V ) = {0} para k > n.

Si g : V → W es una aplicación lineal entre dos espacios vectoriales V de dimension n
y W de dimension m, entonces podemos construir una aplicación Λkg : Λk(V ) → Λk(W )
definida por Λkg(v1 ∧ · · · ∧ vk) = g(v1) ∧ · · · ∧ g(vk). Si tomamos bases ordenadas de V y
W podemos formar la matriz A = (aij) asociada a g con i = 1, .., n y j = 1, ...,m, entonces
la matriz M asociada a Λkg con respecto a las bases de Λk(V ) y Λk(W ) es la matriz cuya
entrada (µ, ν) es el determinante de la submatriz de tamaño k × k de la matriz A con los
renglones y columnas indexadas por las entradas de µ y ν respectivamente.



Índice alfabético
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