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Introduccion.

Para cada n, denotamos por S™ a la esfera de dimensién n. Definimos un campo vectorial
en S™, como una aplicacién continua v: S™ — R"*! que a cada x € S™ le asocia un vector
v(x) tangente a S™. Por otro lado, decimos que dos campos vectoriales v; y ve en S™
son linealmente independientes, si v1(x) y va(x) son linealmente independientes para cada
x € S™. En este trabajo daremos respuesta principalmente a dos problemas:

1. Encontrar campos vectoriales linealmente independientes en S™.
2. Encontrar el nimero maximo de campos vectoriales linealmente independientes en S™.

La primera pregunta fue respondida por Johann Karl August Radon (16 Diciembre 1887
- 25 Mayo 1956) en el ano de 1922, y Adolf Hurwitz (26 Marzo 1859 - 18 Noviembre 1919),
en el afio de 1923. Ellos mostraron lo siguiente: Para n = (2k — 1)2€16% con 0 < ¢ < 3, sea
p(n) = 2° 4 8d entonces existen p(n) — 1 campos vectoriales linealmente independientes en
Sn—t,

La segunda pregunta fue respondida en el afio de 1961 por John Frank Adams (Noviembre
5, 1930 - Enero 7, 1989), él demostré en el articulo [1], que no existen p(n) campos vectoriales
linealmente independientes en S™~!.

En el Capitulo 1, daremos las herramientas necesarias para poder definir el n-ésimo grupo
de homotopia de un espacio topolégico punteado (X, zg), de dos distintas maneras:

1. Como el conjunto de componentes por caminos del n-ésimo espacio de lazos de X
basados en x.

2. Como el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones punteadas de (S™,sg) a
(X7 .’170).

Luego, calcularemos los grupos de homotopia de algunos espacios topolégicos, usando teoria
de espacios cubrientes.

En el Capitulo 2, definiremos los haces vectoriales, los cuales son estructuras que en cada
fibra definen un espacio vectorial. Usando operaciones en espacios vectoriales, los cuales
podemos encontrar en el Apéndice A, podremos operar estos haces vectoriales para formar
nuevos. Luego, veremos cudndo podemos definir un producto interno en los haces vectoriales,
y asi poder dar algunos resultados importantes que nos permitiran definir la Teoria K en el
Capitulo 3. Finalmente, daremos el concepto de haz principal, el cual es un haz que en cada
fibra definen un grupo topologico, y veremos que a un haz vectorial se le puede asociar un
haz principal y viceversa.

En el Capitulo 3 veremos la construccion de Grothendieck, la cual nos permitira definir
la Teoria K (compleja) de un espacio topoldgico, el cual es un funtor de la categoria de
espacios topoldgicos a la categoria de anillos. Definiremos la Teoria K reducida, y daremos
algunos resultados importantes que nos permitiran dar representaciones homotépicas de la



Teoria K y la Teoria K reducida. Enunciaremos el teorema de periodicidad de Bott el cual
nos permitird definir la Teoria K relativa superior. Finalmente, definiremos las operaciones
de Adams en Teoria K, demostraremos el principio de descomposicién de un haz vectorial
y usando este resultado daremos algunas propiedades interesantes de las operaciones de
Adams.

En el Capitulo 4 definiremos aplicaciones p: R¥ x R® — R™ llamadas multiplicacio-
nes ortogonales que cumplen con cierta condicion de ortogonalidad, y mostraremos que si
existe una multiplicacién ortogonal, entonces existen k£ — 1 campos vectoriales linealmente
independientes en S™~!. Por otro lado, definiremos las formas cuadraticas en espacios vecto-
riales reales, y veremos que una forma cuadratica tiene asociada un dlgebra llamada dlgebra
de Clifford. Entonces asociaremos moédulos sobre algebras de Clifford con multiplicaciones
ortogonales, para asi demostrar el teorema de Hurwitz y Radon.

Finalmente, en el Capitulo 5, demostraremos que el nimero maximo de campos vecto-
riales linealmente independientes que encontraron Hurwitz y Radon es méaximo. Definiremos
los espacios de Thom, asi como las clases de homotopia fibrada estable, y veremos que existe
una relacién entre estos dos conceptos. Luego veremos que existe un isomorfismo entre la
Teoria K de un complejo CW X y el conjunto de clases de equivalencia homotopica fibrada
estable de haces vectoriales sobre X.

México, D.F. 23 de Mayo del 2014



A mi esposa.






Categorias de espacios topoldgicos

En este capitulo trabajaremos principalmente en tres categorias:
= La categoria de espacios topoldgicos

= La categoria de parejas de espacios topoldgicos.

= La categoria de espacios topolégicos punteados.

En cada categoria definiremos algunos invariantes topoldgicos, que finalmente nos ser-
virdn para definir invariantes algebraicos, llamados grupos de homotopia. Para mas detalles
consultar los textos [2], [13], [9], [11], [18] ¥ [25].

1.1. Espacios topolégicos

En la categoria de espacios topoldgicos, los objetos son los espacios topoldgicos y los
morfismos son las funciones continuas.

1.1.1. Operaciones en espacios topoldgicos

Dados dos espacios topolégicos X y Y, podemos formar nuevos espacios que surgen
operando éstos espacios entre ellos. En esta seccién, definiremos algunas operaciones entre
espacios topolégicos, los cuales vamos a usar a lo largo de este trabajo.

Definiciéon 1.1. Sean X y Y dos espacios topoldgicos, definimos el producto X xY de X
y Y, como el espacio
XxY={(z,y) |lzeX, yeY}

Los abiertos en X x Y son el producto de abiertos de X con abiertos de Y.
Ejemplo 1.2. El producto de S! con el intervalo [0,1], nos da como resultado el cilindro

S1 % [0,1], como se muestra en la Figura 1.1a. El producto de S con S, nos da como
resultado el toro T? = S! x S!, como se muestra en la Figura 1.1b.
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Sl
C: ( ) 0.1 -
Sl
(a) Espacio S* x [0,1]. (b) Espacio S' x S'.

Figura 1.1: Productos de espacios topoldégicos.

Definiciéon 1.3. Sean X y Y dos espacios topoldgicos. El coproducto en la categoria de
espacios topolégicos, estd dado por la union disjunta X LY, la cual estd definida como el
espacio topolégico

XUY =X x{t1}UY x {ta}

donde t1,t2 € [0,1], con t1 # to.

Definicion 1.4. Sea X un espacios topoldgico, y sea ~ una relaciéon de equivalencia, en-
tonces las clases de equivalencia forman una particion del espacio X. El conjunto de clases
de equivalencia con la topologia cociente, forman un nuevo espacio topolégico denominado
espacto cociente.

Ejemplo 1.5. Sea RP” el espacio de todas la lineas en R"*! que pasan por el origen. Como
cada una de las lineas, intersecta la esfera unitaria S™ en dos puntos antipodas, podemos ver
a RP™ como el espacio cociente de S™ en el cual los puntos antipodas estan identificados, a
este espacio se le conoce como el n-espacio proyectivo real. En particular, el plano proyectivo
real RP?, surge de tomar el disco D? C R2?, e identificar los puntos antipodas como se
muestra en la Figura 1.2.

RIP?

Figura 1.2: Plano proyectivo real.

Definicion 1.6. Sea X un espacio topoldgico, definimos el cono de X como el espacio
CX = X x[0,1]/X x {1}. Definimos la suspension SX de X, como el espacio obtenido de
X x [0,1], identificando X x {0} a un punto, y X x {1} a un punto. De manera recursiva,
definimos la n-ésima suspension S™ X de X, como el espacio S(S" ! X)).

En los siguientes ejemplos, podemos notar que la suspensién S X de un espacio topoldgico
X es la unién de dos conos C'X a lo largo de su base.
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Ejemplo 1.7. La suspensién de un conjunto {x,y, z} conformado por tres puntos, estd dado
por la Figura 1.3a. La suspensién de un circulo esta dado por la Figura 1.3b, la cual es
homeomorfa a la esfera S2.

(a) Suspensién de (b) Suspensién de

{z,y,2}. St

Figura 1.3: Suspensiones de espacios topolégicos.

Nota 1.8. En general, se puede mostrar que la suspensién S S” de una esfera de dimensién
n es una esfera S™*! de dimensién n + 1 (ver [23, Capitulo 1, Lema 6]).

Definicion 1.9. Sean X y Y espacios topoldgicos, definimos el join X xY ', como el espacio
obtenido de X xY x [0, 1] identificando (x, y1,0) ~ (x,y2,0) v (x1,y,1) ~ (z2,y,1). En otras
palabras, identificamos el subespacio X x Y x {0} a X y el subespacio X xY x {1} a Y.

Ejemplo 1.10. En la Figura 1.4 se muestra el join de dos intervalos cerrados X = [0,1] y
Y =0, 1], éste es un cubo donde dos de sus caras opuestas se identifican en dos segmentos
de lineas, por lo cual podemos notar que X xY es un tetraedro.

) XxY
I
I Y
- =1 —=- —_—
N
N
X AN

[0,1]

Figura 1.4: Join de dos intervalos cerrados

Definicion 1.11. Sean X, Y espacios topoldgicos y sea f: X — Y una aplicacién continua,
definimos el cilindro My de f como el espacio cociente de la unién disjunta (X x [0,1]) LY
identificando (x,1) € X x [0,1] con f(z) €Y.

Ejemplo 1.12. Siidg:: S — S' eslaidentidad en S* entonces Miq, es el cilindro S*x[0,1]

Definicion 1.13. Sean X, Y espacios topoldgicos y sea f: X — Y una aplicacién continua,
definimos el cono C; de f como el espacio cociente de la unién disjunta (X x [0,1]) UY
identificando (x,0) con (z/,0) y (z,1) € X x [0,1] con f(z) €Y.
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X x [0,1]

Figura 1.5: Cilindro M; de una aplicacién f: X =Y

X x[0,1]/ ~

Figura 1.6: Cono Cy de una aplicacién f: X =Y

1.1.2. Homotopia de aplicaciones

Dadas dos aplicaciones fg, f1: X — Y entre espacios topolégicos, queremos deformar
una aplicaciéon en otra mediante aplicaciones continuas. La idea es definir una familia de
aplicaciones continuas que comiencen en fy y terminen en fi.

Definicion 1.14. Sean X y Y espacios topoldgicos, y sean fy, f1: X — Y dos aplicaciones
continuas, decimos que fo vy f1 son homotopicas si existe una aplicaciéon continua F': X X
[0,1] = Y tal que F(x,0) = fo(z) y F(z,1) = fi(z). A la aplicacién F se le llama homotopia
entre fo y f1 y lo denotamos fy ~ f;.

Ejemplo 1.15 (Homotopias Lineales). Cualesquiera dos aplicaciones fo, f1 en R™ son
homotdpicas, en efecto, la aplicaciéon F(s,t): X x [0,1] — R™ definida como F(s,t) =
(I =1t)fo(s) + tf1(s) es una homotopia en R™.

Si una aplicacién f: X — Y es homotdpica a una aplicacién constante se dice que
es nulhomotopica. Si X es un espacio tal que la aplicacién idx : X — X es nulhomotdpica
entonces decimos que X es contraible, entonces el Ejemplo 1.15 nos dice que R™ es contraible.

En general, dadas dos aplicaciones fy, fi: X — Y entre espacios topoldgicos y dado
un subconjunto A C X, decimos que fo, fi son homotépicas relativas a A si existe una
homotopia F: X x [0,1] = Y entre fy y f1 tal que F(a,t) = fo(a) = f1(a) para todaa € A
y para toda t € [0, 1], en este caso se denota por fo =~ fi(relA).
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Nota 1.16. Podemos notar que una homotopia entre dos aplicaciones, relativa al subcon-
junto vacio es una homotopia.

Definiciéon 1.17. Un aplicacién continua f: X — Y entre dos espacios topologicos X y Y,
es una equivalencia homotdpica si existe una aplicacién continua g: Y — X tal que

gof~idx: X - X

fog~idy: Y =Y

En éste caso se dice que X y Y son homotopicamente equivalentes, 6 que tienen el mismo
tipo te homotopia.

Ejemplo 1.18. La esfera S"~! y el espacio R™\{0} son homotépicamente equivalentes, si
tomamos f: S"71 — R™\{0} como la inclusién y g: R"\{0} — S"~! definida como g(z) =
Ty cumplen que go f = idgn-1: Sn=1 — §7=1 y la aplicacién F': R™\{0} x [0, 1] — R™\{0}

definida como F(z,t) = W es una homotopia entre idgn\ {0} y f o g.

Nota 1.19. Un espacio topolégico X es contraible si y sélo si X es homotépicamente
equivalente a un punto.

Un subconjunto A de un espacio X se llama retracto de X si existe una aplicacién conti-
nua r: X — A tal que r|4 = id 4, es decir, si i: A — X es la inclusién de A en X, entonces
roi =1d4. En éste caso r se llama retraccion.

Un subconjunto A de X es un retracto por deformacion de X si existe una retraccién
r: X — A tal que ior ~ idx. Decimos que A es un retracto fuerte por deformacion de X
si existe una retraccién r: X — A tal que ¢ o r ~ idx (relA).

Nota 1.20. Un retracto por deformacién es una equivalencia homotépica.

Ejemplo 1.21. Veamos que el circulo S! es un retracto por deformacién del cilindro C. En
efecto, si definimos

C=A{(z,y,2) € R? | 224y?P=1 -1<z< 1}
St ={(z,y,2) eR® | 2 +9? =1, 2 =0}
entonces tenemos que la aplicacién

r.C — St
(z,y,2) +— (2,9,0)
es una retraccién. Si i: S' — C es la inclusién del circulo en el cilindro entonces tenemos

que 7 o i = idg1, por otro lado la aplicacién F': C x [0,1] — C definida por F((z,y, z),t) =
(x,y,tz) es una homotopia entre i o r y idc.

1.1.3. Conexidad por trayectorias

Definicién 1.22. Una trayectoria en X, es una aplicacién continua f: [0,1] — X, a los
puntos f(0) = xo y f(1) = 21 se le llaman puntos extremos.

Ejemplo 1.23. Sea ¢y, : [0,1] — X una aplicacién continua, tal que ¢, (t) = x¢ para toda
t €10,1] y donde xg € X, entonces ¢, es una trayectoria llamada trayectoria constante.
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Un primer invariante topolégico nos lo da la nocién de conexidad por trayectorias, el cual
responde a la siguiente pregunta: Dado un espacio topoldgico X y dos puntos cualesquiera
r1,T2 € X, jexiste una trayectoria que une a x1 con xo?.

Para dar respuesta a esta pregunta, definamos una relacién en X de la siguiente manera,
decimos que x; ~ x5 en X si existe una trayectoria o: [0,1] — X tal que o(0) = x1 y
0(1) = xo. Veamos que esta relacién es una relacién de equivalencia:

1. Reflexiva: Para x € X tenemos que x ~ x por la trayectoria constante c,,.

2. Simétrica: Si x1 ~ x2 entonces existe una trayectoria o: [0,1] — X tal que ¢(0) = z1
y o(1) = x9, entonces la trayectoria c=1: [0,1] — X definido como o~1(s) = o(1 — )
cumple que 0~ 1(0) = x5 y 07 1(1) = z1, por lo tanto xo ~ 7.

3. Transitiva: Si x; ~ z9 existe o1: [0,1] = X tal que 01(0) = z1 y 01(1) = 22, y si
X9 ~ x3 existe g9: [0,1] = X tal que 02(0) = 25 y 03(1) = 3, entonces la trayectoria
o102: [0,1] = X definido por

(s) = o1(2s), 0<s<1/2
T2 = gy(2s—1), 1/2<s<1

cumple que 0102(0) = 1 y 0102(1) = x3, por lo cual 1 ~ x3.

Entonces esta relacién particiona el espacio en clases de equivalencia llamadas com-
ponentes por trayectorias de X las cuales denotaremos por [z]. Denotamos por mp(X) al
conjunto de clases de equivalencia de X, y notemos que |mo(X)| es el nimero de componen-
tes por trayectorias de X. Decimos que un espacio topoldgico X es conexo por trayectorias
st |mo(X)] = 1.

Si f: X — Y es una aplicaciéon continua entre espacios topoldgicos, entonces f induce
una aplicacién f,: mo(X) — mo(Y) definida por f([z]) = [f(x)]. Veamos que la aplicacién
f« estd bien definida, en efecto, si [x] = [y] entonces existe una trayectoria a: [0,1] — X en
X tal que a(0) = x y a(1) = y, entonces la aplicacién f o a: [0,1] — Y es una trayectoria
en Y que cumple que foa(0) = f(z)y foa(l) = f(y).

Proposicion 1.24. 7y satisface las siguientes propiedades funtoriales:

1. 8i f: X — X es la identidad en X, entonces fi: mo(X) — mo(X) es también la
tdentidad

2.5 f: X =Y yg:Y — Z son aplicaciones continuas, entonces (g o f)x = gs« 0
fer mo(X) = mo(2).

3. 51 f: X =Y es un homeomorfismo, entonces f. es una biyeccion de conjuntos. Por
lo tanto |mo(X)| = |mo(Y)].

Demostracion. Sea X, Y y Z espacios topoldgicos cualesquiera.

1. Si f: X — X es la identidad, entonces por definicién tenemos que f.([z]) = [f(x)] =
[x], 1o cual implica que f, es la identidad en 7o(X).

2. Si [z] € mp(X) entonces

(9o f)alz] = lgo f(@)] = g.[f(2)] = g« © ful2]
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3. Si f: X = Y es un homeomorfismo, existe una aplicacién continua g: ¥ — X tal que
go f =idx y fog = idy, por la propiedad 1 tenemos que (idx). = idr,(x) ¥y que
(idy )+ = idx,(y), ahora por la propiedad 2 tenemos que g. o fi = (g0 f)« = idr (x) ¥
Jx0gs« = (fog)« =1idgy(y), por lo tanto f. es una biyeccién de conjuntos.

O

De la propiedad 3 tenemos que el niimero de componentes por trayectorias es un inva-
riante topoldgico, es decir, es una propiedad que se preserva bajo homeomorfismo, por lo cual
el nimero de componentes por trayectorias es una propiedad que nos sirve para determinar
cuando dos espacios topolégicos no son homeomorfos.

Ejemplo 1.25. La recta real R no es homeomorfo a R™ para n > 2. En efecto, si f: R — R"
es un homeomorfismo, entonces f: R\{0} — R"\{f(0)} es un homeomorfismo, por lo tanto
la aplicacién inducida f*: mo(R\{0}) — mo(R™\{f(0)}) es una biyeccién, pero R\{0} no es
conexo por trayectorias mientras que R™\{f(0)} si es conexo por trayectorias para n > 2.

1.1.4. Espacio de funciones

Sea YX el conjunto de todas las aplicaciones de X a Y, y sea M(X,Y) el conjunto de
todas las aplicaciones continuas de X a Y, claramente M(X,Y) es un subconjunto de YX.

Tomemos una homotopfa F: X x [0,1] — Y entre dos aplicaciones fo, f1: X = Y,y
definamos una familia de aplicaciones continuas f; para t € [0, 1], de la siguiente manera

fti X — Y
x — F(x,t)

Entonces podemos definir una aplicacién

o:[0,1] — M(X,Y)
t — fi

(1.1)

tal que 0(0) = fo v o(1) = fi1. Esto casi define una trayectoria en el espacio de funcio-
nes continuas M(X.Y’), para esto es necesario darle una topologia al espacio de funciones
M(X,Y) con la que o sea continua.

Definicién 1.26 (Topologia Compacto-Abierta). Sean X y Y espacios topoldgicos con Y
no vacio. Definimos la topologia compacto-abierta en M(X,Y") como la topologia generada
por los subbaésicos

U ={f e M(X,Y) | f(K) CU}

donde K C X es compacto en X y U C Y es un abierto de Y.

Decimos que una topologia en M(X,Y) es admisible, si la aplicacién evaluacién

e: M(X,)Y)xX — Y
(fix) — f(x)

es continua respecto a ésta topologia.

Proposicion 1.27. Sean X y Y espacios topoldgicos con Y mo wvacio. Si X es localmente
compacto y Hausdorff, entonces la topologia compacto-abierta es admisible en M(X,Y).
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Demostracion. Mostremos que e: M(X,Y) x X — Y es continua. Sea U C Y un abierto en
Y, veamos que su preimagen e~!(U) es un abierto en X, tomemos (f,z) € e~(U), puesto
que e(f,z) = f(x) € U y como f es continua, entonces existe una vecindad W de x en X
tal que f(W) C U.

Como X es localmente compacto y Hausdorff, existe un abierto V' C W con cerradura
compacta V talquex € V.C V C W. Entonces (f,x) € UV xV es un abierto en M(X,Y)x X
tal que UY x V C e 1(U), por lo tanto e~ *(U) es un abierto, lo cual implica que e es
continua. O

De ahora en adelante al espacio M(X,Y") lo consideraremos con la topologia compacto
abierta.

Proposicion 1.28. Sean X y Y espacios topolégicos con Y no vacio. Si 7 es una topologia
admisible en M(X,Y), entonces la topologia compacto-abierta esta contenida en T

Demostracion. Sea T una topologfa admisible en M(X,Y’), denotemos por M, (X,Y) al
espacio topoldgico conformado por el espacio M(X,Y) y la topologia 7, y denotemos por
M,.(X,Y") al espacio topoldgico conformado por el espacio M(X,Y") y la topologia compacto-
abierta. Mostremos que cada abierto en M.,(X,Y’) es un abierto en M, (X,Y), como UX es
una subbase de la topologfa compacto-abierta, entonces es suficiente probar que U¥ esta en
T

Sea e: M, (X,Y) x X — Y la aplicacién evaluacién en M, (X,Y’), como 7 es admisible
tenemos que e es continua. Tomemos k € K y f € UK, es decir f(K) C U, como e es
continua y e(f,k) = f(k) € U, existe un abierto Vi en M,(X,Y) que contiene a f, y un
abierto W}, en X que contiene a k, tal que e(Vy, Wy) C U.

Consideremos la familia {W, } ek, esta familia forma una cubierta abierta de K, y como
K es compacto existe una subcubierta finita {W7, ..., W, } que cubre a K. Sean {V1,..,V,,}
los correspondientes abiertos V; tal que e(V;, W;) C U para i =1,...,n.

Definamos el abierto V = ViN---NV,,, y notemos que f € V.y V C UX, en efecto,sig € V
y k € K entonces k € W; para alguna i, y entonces g(k) = e(g, k) € e(VxW;) C e(V; xW;) C
U, lo cual implica que g(K) C U. Por lo tanto UX es un abierto en M, (X,Y). O

Este ultimo resultado nos dice que la topologia compacto abierta, es la topologia mas
pequena admisible en M(X,Y).

Nota 1.29. La aplicacién o: I — M(X,Y) definida en la ecuacién (1.1), es una trayec-
toria en el espacio de funciones, ésto nos dice que una homotopia entre dos aplicaciones
fo, f1: X = Y es equivalente a una trayectoria en el espacio de funciones de fy a fi.

El siguiente teorema se encuentra en [23, Introduuccion, Teorema 2.8].

Teorema 1.30 (Teorema de correspondencia exponencial). Si X Y y Z son espacios to-
polégicos con Z localmente compacto y de Hausdorff, entonces una aplicacion g: X —
MY, Z) es continua si y sélo sieo(gxidy): X xY — Z es continua, donde e: M (Y, Z) x
Y — Z es la aplicacion evaluacion.

Teorema 1.31 (Ley exponencial). Si X Y y Z son espacios topoldgicos con X y'Y de
Hausdorff y Y localmente compacto, entonces la aplicacion

¢: M(X x Y, Z) — M(X,M(Y, Z))

definida como ¢(f)(x)(y) = f(x,y), es un homeomorfismo de espacios topoldgicos.
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La demostracién de este teorema la podemos encontrar en [2, Teorema 1.3.2].

Corolario 1.32. Si X y Y son espacios topoldgicos con X de Hausdorff y localmente com-
pacto, entonces el espacio M(I x X,Y') es homeomorfo al espacio M(I,M(X,Y)).

Demostracion. Notemos que el intervalo I = [0,1] es localmente compacto y Hausdorff,
entonces aplicando el Teorema 1.31 tenemos el resultado deseado. O

Nota 1.33. Del Corolario 1.32, podemos notar que una homotopia h: I x X — Y es enviada
a la trayectoria ¢(h): I — M(Y, Z) en el espacio de funciones M(Y, Z) mediante ¢.

1.1.5. Clases de homotopia

Notemos que la relacién de homotopia entre aplicaciones continuas de X a Y, es una
relacién de equivalencia en el espacio de funciones M(X,Y), esto nos parte el espacio en
clases de equivalencia las cuales llamamos clases de homotopia. Denotemos por [X,Y] al
conjunto de clases de homotopia de aplicaciones de X a'Y.

Por el Corolario 1.32 tenemos que si X es localmente compacto y Hausdorff, entonces
una homotopia entre dos aplicaciones f1, fa: X — Y es equivalente a una trayectoria en el
espacio de funciones de f; a fo. Entonces las componentes por trayectorias de M(X,Y") son
equivalentes a las clases de homotopia de aplicaciones de X a Y, esto es

7TO(l\/[()(a Y)) - [X7 Y]

Nota 1.34. Podemos ver al conjunto de componentes por trayectorias mo(X) de un espacio
topolégico X, como un conjunto de clases de homotopia. En efecto, una trayectoriao: I — X
de 0(0) = 29 a o(1) = 21, lo podemos ver como una homotopia F,: {*} x I — X entre dos
aplicaciones continuas
zi: {x} — X
T e Y 4

para i = 0,1, del espacio {*} conformado por un punto al espacio X, entonces my(X) =

[{}, X].

Proposicién 1.35. Si X oY es un espacio topoldgico contraible, entonces [X,Y] consta
de un solo punto.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que Y es contraible. Basta
probar que todas las aplicaciones de X a Y son homotdpicas a la aplicacion constante. Si Y
es contraible, existe yo € Y tal que idy =~ yg, entonces existe una homotopia H: Y x I — Y
tal que

H(y,0) =idy(y) =y H(y,1) = yo(y) = vo

Sea X un espacio topoldgico, y sea f: X — Y. Definimos la aplicacion F: X x I — Y por
F(xz,t) = H(f(x),t), notemos que F es continua puesto que f y H lo son, y ademds

F(x,0) = H(f(2),0) = f(z) Pz, 1) = H(f(2),1) = o

por lo tanto F' es una homotopia de f a la aplicacién constante yq. O
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Proposicién 1.36. Sean X, Y y Z espacios topoldgicos, definimos una composicion en las
clases de homotopia, como
(11gl) — lgof]

Entonces f: X =Y induce una aplicacion

fyz —
lg] — lgof]

y g: Y — Z induce una aplicacion

g« [X,)Y] — [X,Z]
[f] +— lgof]

El conjunto de clases de homotopia [ X, Y] de aplicaciones de X a Y, nos definen otro inva-
riante topolédgico. En la siguiente proposicion se muestra como una equivalencia homotépica,
induce biyecciones entre conjuntos de clases de homotopfa.

Proposiciéon 1.37. Si f: X — Y es una equivalencia homotdpica, entonces f induce bi-
yecciones entre conjuntos.

Yzl =X 2]y fir[2,X] = (2]
para cualquier espacio topoldgico Z.

Demostracion. Como f: X — Y es una equivalencia homotdpica, entonces existe g: ¥ — X
inversa homotépica de f. Entonces g* y g, son las inversas de f* y f, respectivamente. [

En este caso, tenemos que las aplicaciones f* y f. son biyecciones entre conjuntos, sin
embargo en la Seccién 1.3 le daremos una estructura de grupo al conjunto de clases de
homotopia [X,Y], y entonces f* y f, serfan isomorfismos de grupos, por lo cual tendriamos
que el conjunto de clases de homotopia define un invariante algebraico.

1.2. Parejas de espacios topoldogicos

Una pareja de espacios topoldgicos, es una pareja (X, A) donde X es un espacio topolégico
y A C X es un subespacio de X. En la categoria de parejas de espacios topoldgicos, tenemos
que los objetos son parejas de espacios topoldgicos (X, A), y los morfismos son aplicaciones
continuas f: (X, A) — (Y, B) tal que f(4) C B.

1.2.1. Clases de homotopia de parejas

Podemos definir un producto de parejas de espacios topoldgicos de la siguiente manera.

Definicién 1.38. Definimos el producto de dos parejas de espacios (X, A) y (Y, B), como
la pareja
(X, A)x (V,B)= (X xY, X xBUAXY)

Ejemplo 1.39. Denotemos por I = [0, 1] al intervalo [0,1] y por 0T = {0,1} su frontera.
Notemos que (I,0I) es una pareja de espacios, y entonces tenemos que (I,01) x (I,01) =
(I%, 1 x 01 U dI x I) = (I%,0I?%) como se muestra en la Figura 1.7.
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L] r—0
Ix oI U oI x I = oI x I)
L] Oy—
o1 I
r° * ar® *

Figura 1.7: Figura del espacio I x 0I UJI x I.

Definicién 1.40. Sean (X, A) y (Y, B) dos parejas de espacios topoldgicos. El coproducto
en la categoria de parejas de espacios topoldgicos esta dado por la union disjunta de parejas,
definida como el espacios

(X,A)U(Y,B) = (XUY, AU B)

En general, si {(Xq, As)}a es una familia de parejas de espacios topoldgicos, entonces el
coproducto estd dado como

Lo - (L L

[e3

En la categoria de parejas de espacios topoldgicos, también tenemos la nocién de homo-
topia de aplicaciones de parejas, la cual es similar a la nocién de homotopia relativa.

Definicién 1.41. Sean (X, A) y (Y, B) dos parejas de espacios topolégicos, y consideremos
dos aplicaciones continuas de parejas fo, f1: (X, A) — (Y, B). Definimos una homotopia de
parejas, como una aplicacién continua F': (X, A) x [0,1] — (Y, B), tal que F(z,0) = fo(z),
F(z,1) = fi(x) y F(A,t) C B para toda t € [0,1]. En este caso decimos que fo y f1 son
homotdpicas de parejas.

Nota 1.42. Si fo, f1: (X, A) — (Y, B) son dos aplicaciones de parejas, entonces una homo-
topia relativa a A C X, es una homotopia de parejas. El reciproco no es cierto.

Denotamos por M(X, A4;Y, B), al conjunto de las aplicaciones continuas f: X — Y tal
que f(A) C B. A este conjunto se le llama espacio de funciones de parejas.

Podemos dar una version de la ley exponencial para parejas de espacios topoldgicos.

Teorema 1.43. Sean (X, A), (Y,B) y (Z,C) parejas de espacios topoldgicos, con X yY
de Hausdorff y'Y localmente compacto. Entonces tenemos que

M((X,A) x (Y,B),(Z,C)) =2 M(X,A;,M(Y,B; Z,C),M(Y,Y; Z,C))

La relacién de homotopia de aplicaciones fo, f1: (X, A) — (Y, B) de parejas de es-
pacios topolégicos, es una relacién de equivalencia en el espacio de funciones de pareja
M(X, A;Y, B), esto parte al espacio M(X, A;Y, B) en clases de equivalencia llamadas clases
de homotopia de parejas, y denotamos por [X, A;Y, B] al conjunto de cases de homotopia de
parejas.
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Como I = [0, 1] es localmente compacto y Hausdorff, podemos aplicar el Teorema 1.43,
lo cual nos da un homeomorfismo

M((1,01) x (X,A),(Y,B)) 2M(I,0; M(X, A;Y,B), M(X, X;Y, B))

Entonces, tenemos que si X es localmente compacto y Hausdorff, entonces una homotopia
de parejas entre dos aplicaciones de parejas fo, f1: (X, A) — (Y, B) es equivalente a una
trayectoria en el espacio de funciones de parejas de fy a f1. Entonces las componentes por
trayectorias de M((X, A); (Y, B)) son equivalentes a las clases de homotopia de parejas de
aplicaciones de parejas de (X, A) a (Y, B), esto es

mo(M(X, A;Y, B)) = [X, A;Y, B]

Proposicién 1.44. Sea (X, A) una pareja de espacios topoldgicos, tal que (X, A) =[], (Xa, Aa),
entonces
[X, A;Y, B] 2 [ [[Xa, Aa; Y, B]

[e3%

Demostracion. Sea [f] € [X,A;Y, B, y sea fo = f 0iqa, donde iy : (Xo, Aq) = (X, A4) es la
inclusion. Entonces, definimos la aplicacién

[X,A,Y,B} — Ha[XaaAa;YaB}
1 — ([fa])

Ahora definamos la inversa. Sea ([f}) € [[,[Xa;Aa; Y, B], la aplicacién fo: (Xa, Aa) —
(Y, B) induce una aplicacién f: (X,A) — (Y, B) definida como f oi, = f,. Entonces
([fa]) = [f] es la inversa deseada. O

1.2.2. Operaciones de espacios topoldgicos punteados

Un espacio topoldgico punteado es una pareja (X, zo) donde X es un espacio topolégico,
y g € X un punto fijo de X llamado punto base. La categoria de espacios topoldgicos pun-
teados es una subcategoria, de la categoria de parejas de espacios topoldgicos.

En la categoria de espacios topolégicos punteados, los objetos son los espacios topoldgi-
cos punteados, y los morfismos son aplicaciones continuas punteadas, es decir, aplicaciones
continuas f: (X, z9) = (Y, y0) tal que f(z0) = yo.

Definicién 1.45. Sean (X, xzq) vy (Y, y0) espacios topoldgicos punteados. El coproducto en
la categoria de espacios topoldgicos punteados, esta dado por la cuna X VY, el cual esta
definido como el espacio punteado

X\/Y:XHY/QTONyO
donde el punto base es zy = yp.

Ejemplo 1.46. Tomemos el espacio punteado (S*,sg). La cuiia de dos circulos S* Vv S*
estd dada por la Figura 1.8a, este espacio también es conocido como la “figura ocho”. La
cuna de dos copias de R estd dada por la Figura 1.8b, la cual es homeomorfa a los ejes de
R2.

Definicién 1.47. Sean (X,xz0) y (Y,yo) dos espacios topolégicos punteados. Definimos el
producto smash de (X, zq) y (Y, y0) como el espacio cociente X ANY = X xY/X VY, donde
el punto base es X VY.
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(0, Yo)

(b) Cuna de dos copias
(a) Cuna de dos circulos. de R.

Figura 1.8: Cuna de espacios topolégicos.
Ejemplo 1.48. Tomemos el espacio punteado (S*, sg). El producto smash de dos circulos
S1ASY, es el espacio obtenido del toro S* x S' al identificar la “figura ocho” S1v St c St x S1
en un punto. Como se muestra en la Figura 1.9, identificamos en un punto los circulos

meridiano y longitudinal del toro, por lo cual tenemos que S' A S' es homeomorfo al la
esfera S2.

St x st SLA St

Figura 1.9: Producto smash de dos circulos.

Stv st

Nota 1.49. En general, se puede probar que el producto smash de S y S!, es homeomorfo
a la esfera S"*1 (ver [25, Lema 2.27]).

Definicién 1.50. Sea (X, z() un espacio topoldgico punteado, definimos el cono reducido
como el espacio punteado

C'X = {X % [0,1]/X x {0} Uz x [0,1]}

donde el punto base es X x {0} Uz x [0, 1]. Por otro lado, definimos la suspension reducida
de X como el espacio punteado

X =X x1[0,1]/X x{0}UX x {1} Uz x [0,1]
donde el punto base es X x {0} U X x {1} Uz x [0,1].

Ejemplo 1.51. En la Figura 1.10 se aprecia la suspension y la suspension reducida del
espacio punteado (S U {zo}, z0).
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S(S" U {zo}) % (S'U{S})
\/
0

Figura 1.10: Suspensién y Suspensién reducida de (S' U {z},z0)

Proposicién 1.52. Sea (X, xq) un espacio topologico punteado. Para cada n > 0, X"X es
homeomorfo a S™ N X.

Demostracion. Mostremos este resultado por induccién. Para n = 0, tomemos S° = {1, -1}
y consideremos el espacio topologico punteado (S°,1), notemos que XX = X y entonces

SOANX ={1,-1} x X/{1} x X U{l,-1} x 2o Z{-1} x X 2 X =X°X
Supongamos que "X = S™ A X, entonces
YHX =N(E"X) 2 N(S"AX) S ASTAX)Z(SPAS)AX 2 SMTEAX
Por lo tanto, la proposicién se cumple para toda n > 0. O

Ahora, el join X Y de dos espacios topoldgicos X y Y es homeomorfo a la suspensién
reducida X(X AY) del smash de X y Y. Entonces el join de dos esferas S™ y S™ es
homeomorfa a la esfera S"t™+! en efecto, tenemos que

S™ % §™ 2 N(S™ A ™) 2 Bgnm o2 gnimel

Denotemos por = At a la clase de (z,t) € X x I en ¥X, y denotemos por @y = zg At =
A0 =z A1l al punto base de ¥X. Si f: (X,z9) — (Y,yo) es una aplicacién punteada,
entonces f X id; induce una aplicaciéon punteada

S YX —s XY
(xAt) — f(x) At

Proposicion 1.53. La aplicacion S f tiene las siguiente propiedades funtoriales:

1. Si la aplicacion punteada f: (X,zo) — (X,20) es la identidad en X, entonces la
aplicacion inducida X f : XX — XX es también la identidad.

2. 8 f: (X,z0) = Yyu0) v g: (Y,y0) — (Z,20) son aplicaciones punteadas continuas,
entonces L(go f)=XgoXf: XX — X7,

3. S f: (X,z0) = (Y,y0) es un homeomorfismo, entonces Lf es un homeomorfismo.
Demostracion. Sean (X, xo), (Y,y0) v (Z,20) espacios topoldgicos punteados.

1. Sea f: (X,z0) — (X,x0) la identidad en (X,x0), consideremos Xf: £X — XX y
veamos que es la identidad en £X. En efecto, tenemos que X f (zAt) = f(z)At = (zAL).
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2. Sean f: (X,z9) = (Y,y0) y 9: (Y,y0) = (Z, 20) dos aplicaciones continuas punteadas,
y consideremos las aplicaciones inducidas X f: XX — XY y Xg: XY — X Z. Entonces
tenemos que

E(fog)xnt)=(f:g)(xnt)= flgx)) Nt =2 f(g(x) Nt)=3foXg(xAt)

3. Sif: (X,z9) = (Y,y0) es un homeomorfismo, entonces existe una aplicacién punteada
g: Yyyo) = (Z,20), tal que fog =1idy y go f = idx, entonces por las Propiedades 1
y 2 tenemos que
ideoy =Xidy =%(fog)=XfoXg
y
idex =Xidx =%(go f) =Xgo Xf

Por lo tanto X f es un homeomorfismo.

O

Esto hace de X, un funtor de la categoria de espacios topoldgicos punteados, en si mismo.
Por otro lado, tenemos que X define una sucesién exacta larga, de la siguiente manera:

Definicién 1.54 (Sucesién de Barratt-Puppe). Sea f: X — Y una aplicacién continua
entre espacios topoldgicos punteados, tomemos C el cono de f, y consideremos la siguiente
sucesion:
f ay
X—Y —C(y

donde ay(y) es la clase de y en Cy. Consideremos las aplicaciones inducidas X f: X — XY
y Yay: XY — X, entonces tenemos la siguiente sucesién:

Yo
sx vy 2 oy,

Notemos que Cxy es homotépicamente equivalente a XC/, por lo cual obtenemos una apli-
cacién natural 8¢: Oy — XX, definida si colapsamos ¥ C Cf a un punto. Por lo tanto
tenemos la siguiente sucesion:

By =f Say

! Mooy nX Ny 50,

X Y

Tterando esta construccién, obtenemos la siguiente siguiente sucesion exacta larga, conocida
como la sucesion de Barratt- Puppe.

Sag S8 >2ay

« 2 »?
x v o MLex Py Xvo, Py Tvey T2 i

ZQC’f%~~~

1.2.3. Clases de homotopia punteadas

Sean (X, z9) y (Y, yo) dos espacios topoldgicos punteados. Denotamos por M(X, zo; Y, yo)
al conjunto de aplicaciones punteadas de (X, z0) a (Y,y0), el cual es un subconjunto de
M(X, A;Y, B). A este espacios, se le conoce como el espacio de funciones punteadas.

Ejemplo 1.55. Sea I = [0,1] y sea I = {0,1} la frontera de I, entonces para un espacio
punteado (X, xg), al espacio M(I,0; X, zo) se le conoce como el espacio de trayectorias en X
basados en xg. Al espacio M(I,0I; X, zp) se le conoce como espacio de lazos en X basados
en xo y este se denota por (X, zg). Ademds tenemos las siguientes contenciones.

M(I,Y) > M(I,0; X, z9) D M(I,I; X, x0)
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Notemos que el espacio (X, zg) también es un espacio punteado (Q(z, z¢), ¢z, ), donde el
punto base ¢, es el lazo constante en xq. Sea f: (X,z9) — (Y, yo) una aplicacién punteada,
entonces f induce una aplicacién punteada definida por

Qf: (Q(va())vcxo) — (Q(YayO)vao)
o — foo

Proposicion 1.56. La aplicacion Qf tiene las siguiente propiedades funtoriales:

1. 8i la aplicacion punteada f: (X,z0) — (X,z0) es la identidad en X, entonces la
aplicacion inducida Qf : Q(X, x0) = QX, zo) es también la identidad.

2. 8 f: (X,2z0) = (Yy90) v g: (Y,y0) = (Z,20) son aplicaciones punteadas continuas,
entonces Q(go f) =QgoQf: QUX,zo) = QZ, 20).

3. 9 f: (X,z0) = (Y,y0) es un homeomorfismo, entonces QLf es un homeomorfismo.
Demostracion. Sean (X, x), (Y,y0) v (Z, 20) espacios topologicos punteados.

1. Sea f: (X,z0) = (X, x0) la identidad en (X, z), consideremos la aplicacién inducida
Qf : (UX, x0), ) = (X, 20), ¢z ), entonces tenemos que Qf(c) = foo =o.

2. Sean f: (X,z9) = (Y,y0) y 9: (Y,y0) = (Z, 20) dos aplicaciones continuas punteadas,
entonces tenemos que

Q(fog)(o)=(fog)oa=fol(g(o))=Qf(g(0)) =Qf 0o Qg(0)

3. Como f: (X,z0) — (Y,yo0) es un homeomorfismo, existe una aplicacién punteada
g: (Y,yo) = (X, x0), tal que fog=1idy y go f = idx. Entonces por la propiedad 1 y
2 tenemos que
idQ(Y,yO) = Q(ldy) = Q(f [e] g) = Qng

idQ(X,xo) = Q(ldx) = Q(g O f) = Qng

Por lo tanto f es un homeomorfismo.
O

Por lo cual, el espacio de lazos es un funtor de la categoria de espacios topolégicos
punteados en si mismo. El espacio de lazos es muy importante en el estudio de los grupos
de homotopia, por lo cual nos interesa generalizar este espacio a dimensiones mas altas.

Definicién 1.57. Al espacio M(I",0I"™; X, ) se le llama n-espacio de lazos en X basados
en xo, y se le denota por Q" (X, xo).

Nota 1.58. Por el Teorema 1.43 y el Ejemplo 1.39, tenemos que

M(I™ T 91"t X, ) = M((1,0I) x (I",01™); X, xq) = M(I,01; M(I"™,dI"™; X, z0), ©0)
donde g € M(I™,01I™; X, z¢) tal que 2o(I™) = xg.
Proposicién 1.59. Sea (X, x¢) un espacio punteado, entonces

Qn+1(X’ Jio) = Q(QH(X7 xO); 3/:0)
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Demostracion. La Nota 1.58, nos da el resultado deseado. O

En la categoria de espacios topolégicos punteados, tenemos la nociéon de homotopia
punteada, la cual se define como una homotopia de parejas donde las parejas de espacios
topoldgicos son espacios topolégicos punteados.

La relacién de homotopia punteada, es una relaciéon de equivalencia en el espacio de fun-
ciones punteadas M (X, zo; Y, yo), entonces parte al espacio en clases de equivalencia llamadas
clases de homotopia punteadas. Denotamos por

[X7 Y]* = [Xa Zos K yO]
al conjunto de clases de homotopia de aplicaciones punteadas de (X, zg) a (Y, yo).

Sea (X, z() un espacio punteado, entonces la Nota 1.34, nos da el siguiente resultado.

Lema 1.60. Si (X, zg) es un espacio topoldgico punteado, entonces
mo(X) =[S, X].
donde S° = {0,1} es la esfera de dimension cero, con punto base 0.
El siguiente corolario, es un caso particular de la Proposicién 1.44.

Corolario 1.61. Si (X,z0) = [[,[Xa,%a], donde cada (Xo, ) es un espacio punteado,
entonces

= H[XQ,Y]*

* «

Ve

1.3. H-espacios y H-coespacios

Consideremos [X, Y] el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones entre dos espacios
topoldgicos X y Y. En esta seccion daremos condiciones necesarias en X y Y, para que al
conjunto [X,Y] le podamos dar una estructura de grupo. Recordemos que denotamos por
[X, Y], al conjunto de clases de homotopia de aplicaciones punteadas de X a Y y denotemos
por M, (X,Y) = M(X,z0;Y,y0) al conjunto de aplicaciones punteadas de X a Y.

1.3.1. H-espacios

Definicién 1.62. Un H-espacio es un espacio topoldgico punteado (W, wy), dotado de
una aplicacién punteada p: (W x W, (wg,wp)) — (W, wo) llamada H-multiplicacion, tal
que la aplicacién constante e: W — W definida por e(w) = wp para toda w € W es una
H-identidad, es decir, el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia:

(e,id) (id,e) . . .
W——WxW-<—-W esto es: po (id,e) ~id ~ po (e,id)

w
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Decimos que p es H-asociativa, si el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia:

Wx W x W w o w esto es: o (ux id) = p o (id x 1)
idxyl l/i
W x W W

Decimos que una aplicacién j: (W, wg) — (W, wg) es un H-inverso si el siguiente dia-
grama conmuta salvo homotopia:

j,id id,j
WLQWX W(<LW esto es: po (j,id) ~ e~ po (id, )

N%

w

Decimos que W es H-conmutativo si el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia:

W x W W x W estoes: pol ~p
\ /
%%

donde T: W x W — W x W es la aplicacién T'(wy,ws) = (w2, w;) para toda (wy,wsy) €
W x W.

Definicion 1.63. Un H-grupo es un H-espacio, con una H-multiplicacién H-asociativa u,
y un H-inverso j.

Sean (W, wo) y (W', w{,) H-espacios con H-multiplicaciones i y p' respectivamente. De-
cimos que una aplicacién punteada continua h: (W, wg) — (W', w()) es un H-homomorfismo
si el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia:

WxW-Lt sw estoes: hou~pu ohxh

M

WIXW//HW/
w

Teorema 1.64. Si (W, wq) es un H-grupo, con H-multiplicacion p y H-inverso j, entonces
para todo espacio punteado (X, xg), el conjunto [X, W], se le puede dar una estructura de
grupo, donde el producto de dos clases de homotopia [f]-[g] es la clase [fg] := [po(f x g)oA],
donde A: X — X x X es la aplicacion diagonal definida por A(x) = (x,x). La identidad en
[X, W], es la clase de homotopia de [e], y el inverso de una clase [f] es la clase [f]™1 = [jof].

Demostracion. Notemos que el producto [f] - [g] respeta clases de homotopia, puesto que si
F:f~f yvG:g~ g son homotopias de f a f' y de g a ¢’ respectivamente, entonces la
aplicacién F' x G es una homotopia de f x g a f’ x ¢’, esto implica que [f] - [g] = [f'] - [¢'],
y entonces el producto esta bien definido. Veamos que [X, W], cumple las propiedades de
grupo.
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s Asociatividad: Como W es un H-grupo tenemos que p es H-asociativa, es decir p o
(u X f)~po(1x ), entonces tenemos que

[f1- (gl - [h) = [f] - [wo(gx h)o Al = [uo (f x (no (g x h)oA))oA]
=[uo((uo(fxg)oA)xh)oA]=[uo(fxg)oAl-[h]
= ([f]-[g]) - [n]

por lo tanto [X, W], es asociativo.

» Elemento neutro: Tomemos una clase [f] € [X, W], y consideremos [f]-[e] = [po (f X
e) o A] donde e es la H-identidad de (W, wg), entonces tenemos que po (f x e) ~ f,
por lo tanto [f] - [e] = [wo (f x e) o A] = [f], lo que implica que [e] € [X, W], es el

elemento neutro de [X, W]..

» Inversos: Ahora, tomemos una clase [f] € [X,W]., y consideremos [f] - [j o f] =
[wo (f x(jof)) oA] donde j es el H-inverso en (W, wp), entonces tenemos que
po(fx(jof)) =~e, porlotanto [f]-[jo f] = [uo(f x (jof))oA] =]e], lo que implica
que [X, W], tiene inversos.

Por lo tanto [X, W], es un grupo. O

Si ademds p es H-conmutativo, entonces [X, W], es un grupo abeliano. Si f: (X, z¢) —
(Y, yo) es una aplicacién punteada continua, entonces f induce un homomorfismo de grupos
Y, W) = [X,W]. Més ann, si h: (W,wy) — (W'w() es un H-homomorfismo de H-
espacios, entonces para todo espacio topolégico X, tenemos que la aplicacién

he [X, W], — [X, W],

es un homomorfismo de grupos.

1.3.2. Espacio de lazos

El espacio de lazos Q(Y,yo) de un espacio topolégico punteado (Y,yo) definido en el
Ejemplo 1.55, es un importante ejemplo de un H-grupo. Notemos que el espacio de lazos
Q(Y, yo) de un espacio punteado (Y, yo), es también un espacio punteado (Y, ¢o), donde el
punto base en QY es el lazo constante yo: I — Y, definido por 4o(t) = yo para toda ¢ € I.

Veamos que el espacio de lazos Q(Y,yo) tiene la estructura de un H-grupo, definamos
una H-multiplicacién p: QY x QY — QY por

1.
27
1.

I/\ |A

o(2t), si0<t
#oy) = { e, silet

Consideremos al espacio de lazos 2Y con la topologia compacto abierta y veamos que
i es continua, tomemos U* un elemento en la subbase de QY y consideremos p~(U¥),
entonces el abierto UF x U* C QY x QY estd contenido en p~'(U¥). Veamos que p es
H-asociativa, en efecto, podemos definir una homotopia G: QY x QY x QY x I — QY de
o (pxid) a po (id xu) de la siguiente manera:

o1(115)s si 0 <t < A
G(01,02,03,8)(t) = o024t —1—s), si s <¢<2Es
03(%), si 28 <<,
—5 4
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Sea j: QY — QY definido por j(o)(t) = o(1 —t), veamos que j determina un H-inverso,
en efecto, tenemos que la aplicacién H: QY x I — QY definida por

o(2(1 = s)b), si0<t< 3
H(@S)(t):{ o2(1—s)(1—1t), sil<t<l

define una homotopia de u(o, j(0)) a o(0).

Por lo tanto, para cada espacio punteado (Y, o) el espacio de lazos QY es un H-grupo,
y entonces aplicando Teorema 1.64, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.65. Para cada espacio punteado (X, xo), el espacio [X,QY]. es un grupo. Si
f: X — X' es una aplicacidn continua, entonces

£ X, QY] - [X.QY],

es un homomorfismo de grupos. Finalmente, si g: Y — Y’ es una aplicacion punteada,
entonces Qg: QY — QY definida por Qg(c) = goo, es un H-homomorfismo. Por lo tanto,
la aplicacion

(Qg).: [X,QW], — [X,QW'].

es un homomorfismo de grupos.

1.3.3. H-coespacios

Ahora, podemos definir un espacio dual a los H-espacios llamados H-coespacios, los cua-
les son espacios punteados (@, qo) con los cuales se le pueda dar una estructura de grupo al
conjunto [Q, X]., para todo espacio punteado (X, zg).

Entonces, es necesario definir un concepto dual al producto cartesiano, en este caso la
cuna de la Definicién 1.45, es una operacién dual al producto cartesiano, en el sentido que:
Dadas dos aplicaciones punteadas f: X — Z y g: Y — Z, existe una aplicaciéon punteada
(f,g): X VY — Z definida por

(f.9)(@,y) = { f(@), sty =yo;

g(y)7 S1 T = Zo.

Ademss, si f: X — X'y g: Y — Y’ son aplicaciones punteadas, podemos definir una
aplicacién f V g definida por

fvg:Xvy — X'VY’
(z,y) — (f(2),9(y))

Definicién 1.66. Un H-coespacio es un espacio topolégico punteado (@, qo), dotado de una
aplicacién punteada v: (Q,q0) — (Q V Q, (g0, q0)) lamada H -comultiplicacion, tal que la
aplicacién constante e: @ — @ definida por e(q) = go para toda g € @ es una H -coidentidad,
es decir, el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia:

(e,id) (id,e)

Q<=—"-0QVQR—=Q esto es: (id,e) ov ~id ~ (e,id) o v

N3
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Decimos que v es H-coasociativa, si el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia:

vVvid

QVEVR<=—-QVQ estoes: (vVid)orv ~ (idVv)ov
id\/VT TV
QVQ=<— Q

Decimos que una aplicacién j: (@, qo) — (Q,qo) es un H-coinverso si el siguiente dia-
grama conmuta salvo homotopia:

jid id, j
b >Q\/Q< 7 Q esto es: (id,j)ov ~e~ (jid)ov

N

Decimos que @Q es H-coconmutativo si el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia:

Q

Q\/Q;Q\/Q estoes: Tov~v
Q

donde T: QV Q — Q V Q es la aplicacién T'(¢1,¢2) = (g2, ¢1) para toda (¢1,42) € @ X Q.

Definicion 1.67. Un H -cogrupo, es un H-coespacio con una H-comultiplicacion H-coasociativa
v, y un H-coinverso j.

Sean (Q, qo0) ¥ (Q', q4) H-coespacios con H-comultiplicaciones v y v/’ respectivamente. De-
cimos que una apicacién punteada continua k: (Q’, ¢)) — (Q, qo) es un H-cohomomorfismo
si el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia:

QVQR<“—Q estoes: vok~kVkor

QVQ ~—¢

Finalmente el siguiente resultado, es el andlogo al Teorema 1.64.

Teorema 1.68. Si (Q,qo) es un H-cogrupo, con H-comultiplicacidn v, y H-coinverso
j, entonces para todo espacio punteado (X, xzq), el conjunto [Q,X]. se le puede dar una
estructura de grupo, donde el producto de dos clases de homotopia [f] * [g] es la clase
[fg] :=[A" o (fVg)ov], donde A': X VX — X es la aplicacidn doblado definida por
A(z,x0) = © = A'(xo,x). La identidad en [Q, X]. es la clase de homotopia de [e], y el
inverso de una clase [f] es la clase [f]™! = [f o j].

Si ademds v es H-coconmutativo, entonces [@Q, X]. es un grupo abeliano. Mds adn, si
k: (Q,q)) — (Q, qo) es un H-cohomomorfismo de H-coespacios, entonces para todo espacio
topoloégico Y, tenemos que la aplicacion

ke [Q Y] = (@Y

es un homomorfismo de grupos.
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1.3.4. Suspensiones

Un ejemplo de un H-cogrupo, estd dado por la suspensién reducida de un espacio de la
Definimos 1.50.

Notemos que la suspension reducida de un espacio X tiene estructura de H-cogrupo, si

definimos la H-comultiplicaciéon v: X — XX V XX de la siguiente manera:

[ (x A2t ), sio<t<
V(x/\t)_{ (fo,x A (2t—1)), sid<t<

Esta aplicacién tiene el efecto de aplastar el ecuador, tal como se muestra en la Figura 1.11.

X YXVEX

Figura 1.11: Efecto de la aplicacién v a un espacio topolégico X.

Finalmente, el H-coinverso en XX, esta dado por la aplicacién j: XX — XX definida
por j(z At) = x A (1 —t). Por lo tanto, para cada espacio punteado (X, ), la suspensién
reducida XX es un H-cogrupo. Entonces aplicando el Teorema 1.68, obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 1.69. Para todo espacio punteado (Y,yo), el conjunto de clases de homotopia
[EX,Y]. es un grupo. Si g: Y' — Y es una aplicacion continua, entonces la aplicacion
nducida

9.1 [EX, Y], = [2X,Y],

es un homomorfismo de grupos. Finalmente, si f: X — X' es una aplicacién punteada,
entonces la aplicacion L f : XX — XX’ es un H-cohomomorfismo, lo cual implica que

EH)*: [B2X Y], = [2X,Y].
es un homomorfismo de grupos.

Los funtores 2 y ¥ son ejemplos de funtores adjuntos, es decir, para espacios topolégicos
punteados (X, zg) v (Y, yo) existe una biyeccién

M,(SX,Y) +— M,(X,QY)

Esta biyeccién surge del Teorema de Correspondencia Exponencial (Teorema 1.30), y si
g: X — QY entonces definimos ¢': ¥X — Y como ¢'(zAt) = g(z)(t) paraz € X y t € [0,1].
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Esta biyeccion pasa a ser un isomorfismo a los conjuntos de clases de homotopia como
se muestra a continuacién.

Proposicién 1.70. Sea (X, xz) (Y, yo) espacios topolégicos punteados con (X, xo) compacto
y de Hausdorff, entonces los grupos [2X,Y] y [X, QY] son isomorfos

Demostracion. Recordemos que una homotopia G: X x I — Y en la categoria de espacio
topologicos punteados, manda zg x I a yo. Podemos indentificar los espacios 3(X x I /xg x I)
y X x I/xg x I mediante el homeomorfismo

(2, t) ANt +— (z AT, 1)

entonces existe una correspondencia entre las homotopias F: X x I/xg x I — QY y las
homotopias F': ©X x I/xg x I — Y. Por lo tanto, la equivalencia anterior da origen a una
equivalencia

[EX,Y] +— [XQY]

tal que si las aplicaciones g: X — QY y ¢': X — Y estan relacionadas por ¢'(x A t) =
g(x)(t), entonces [g] y [¢'] coinciden. O

Nota 1.71. La proposicién anterior se sigue cumpliendo para dimensiones mas altas, esto
es
"X, Y] 2 [X,Q"Y].

Teorema 1.72. Sea G un conjunto equipado con dos multiplicaciones x y *'
1. * y *’ tienen un elemento identidad bilateral en comin.
2. x y %' son mutuamente distributivas.

Entonces * y %' son iguales, asi como ser tanto conmutativas y asociativas.

Demostracion. Tomemos x, y, z y w en G, y sea e € G la identidad. Por hipétesis tenemos
queexz=xzxe=x=cexax=c+*ey (wxz)* (y*xz)=(w+y)*(x+ 2), entonces

rxy=(x+e)x(exy)=(vxe)* (exy)=ax+y
por lo cual * y *’ coinciden. Por otro lado tenemos que
zxy=(ex z)x(yxe)=(exy)« (rxe)=yxz=yxx
y entonces la estructura es conmutativa. Finalmente
zrx(y*xz)=(zxe)x(yx 2)=(zxy)¥ (exz)=(v*y)x2z
lo que implica que la estructura es asociativa. O

Corolario 1.73. Si W es un H-grupo y Q es un H-cogrupo, entonces [Q, W] es un grupo
abeliano.

Demostracion. Este corolario se sigue de notar que las dos multiplicaciones definidas en
[Q, W], las cuales surgen de la H-multiplicacién en W y la H-comultiplicacién en @ cumplen
con las hipétesis del Teorema 1.72. O
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1.4. Grupos de homotopia

Ahora estamos listos para generalizar a nuestro primer invariante topolégico mo(X), de-
finido en la seccién 1.1.3.

Sea (X, xg) un espacio topolégico punteado, entonces definimos 71 (X), como el conjunto
de componentes por trayectorias del espacio de lazos (X, Zy) de X basados en zg, es decir

m1(X) := 7 (QX)

En general, definimos a m,(X) como el conjunto de componentes por trayectorias del
n-ésimo espacio de lazos de X basados en xg, es decir

T (X) = mo(Q"X)
este espacio es llamado el n-éstmo grupo de homotopia de X.

Podemos ver otra interpretaciéon de los grupos de homotopia 7,(X), de la siguiente
manera.

Proposicién 1.74. Sea (X,xz¢) un espacio punteado, entonces
™ (X) =[5, X].
Demostracion. Aplicando el Lema 1.60, tenemos que
T (X) = m(Q"X) = [S°, Q" X].
y entonces por la Proposicién 1.70, tenemos que
T (X) =[S, Q" X], = [£"S°, X], = [S", X].
O

Lema 1.75. Los grupos de homotopia 7,(X) de un espacio topoldgico X, son abelianos
para n > 2.

Demostracion. Por definicién tenemos que m, (X) = [S™, X]., entonces por la Nota 1.8 y el
Teorema 1.70 tenemos que

T(X) = [S7, X]. 2 [£5"1, X]. 2 [$"~, QX], = [£5"~, QX],
Por lo cual, tenemos que m,(X) cumple las hip6tesis del Corolario 1.73 O

Ahora, podemos generalizar la Proposicién 1.24.

Proposicion 1.76. La construccion m, es funtorial, es decir, satisface las siguientes pro-
piedades.

1. Si f: X — X es la identidad, entonces f.: 7, (X) — mo(X) es también la identidad.

2.5 f: X - Y yg:Y — Z son aplicaciones continuas, entonces (g o f), = g« o
for mn(X) = 7m0 (2)
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3. Si f: X =Y es un homeomorfismo, entonces f.: mp(X) = m,(Y) es un isomorfismo
de grupos, paran > 1.

Usando la Proposicién 1.35, tenemos el siguiente resultado.
Proposicién 1.77. Si X es contraible, entonces m,(X) = 0 para toda n > 0.
Como R™ es un espacio contraible, entonces tenemos que
T (R™) =0

Nota 1.78. Dados X y Y espacios topolégicos, entonces 7, (X X Y) = 7, (X) x 7, (Y). En
general, para una coleccién de espacios conexos por trayectorias {X,} tenemos que

T (H Xa> = Hwn(Xa)

Proposicién 1.79.
Z, sir=n,;

(8 ){ 0, sir<n

Idea de Demostracion. Si r < n, cualquier aplicacién S™ — S™ se puede deformar a una
aplicacién que no contenga un punto de S™ en su imagen, y entonces usamos el hecho de
que la esfera sin un punto es contrible.

Si 7 = n no hay manera de incluir una aplicacién de S™ en S™, mas que envolviendo
completamente a S™, y esta “envoltura” representa un generador del grupo m,(S™). O

Ahora, veamos una herramienta para calcular grupos de homotopia, la cual la podemos
ver usando teoria de espacios cubrientes.

Definicién 1.80 (Espacio Cubriente). Un espacio cubriente de X, es un par (E,p) donde
p: E— X es una aplicacién con la siguiente propiedad: Toda x € X tiene una vecindad U
tal que p~1(U) es una unién disjunta de conjuntos abiertos S; de E, cada uno de los cuales
es mandado homeomorfamente a U por p. En este caso, decimos que U esta uniformemente
cubierta, los conjuntos .S; son llamados hojas sobre U, y la aplicacion p es llamada aplicacion
cubriente. Como consecuencia tenemos:

» La fibra p~!(x) sobre cualquier punto z € X es discreta.
= p es un homeomorfismo local.

= p manda a F suprayectivamente en X y X tiene la topologia cociente. Por lo tanto E

y X tienen las mismas propiedades locales.
Ejemplo 1.81. La aplicacién R — S' dada por t > €27
un numero infinito de hojas.

, es una aplicacién cubriente con

Ejemplo 1.82. La aplicacién S — S! dada por z — 2", para n € Z fijo, es una aplicacién
cubriente con n hojas.

Ejemplo 1.83. La aplicacién canonica S? — RP2, es una aplicacién cubriente con dos
hojas.

Nota 1.84. Decimos que un espacio topologico X es simplemente conezo, si |mo(X)| =1y
m1(X) = {0}. Un espacio cubriente p: (E, ep) — (X, o) es un cubriente universal si (E, eq)
es simplemente conexo.
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Teorema 1.85. Sea p: (E,eq) — (X,x0) un espacio cubriente, y f: (Y,y0) — (X, o)
una aplicacion arbitraria con Y localmente conexo por trayectorias y simplemente conezo.
Entonces existe una tnica aplicacion f: (Y,yo) — (E,ep) que hace conmutar el siguiente
diagrama.

(Ev 60)

7

(Y, %0) — (X, o)

Demostracion. El teorema es una consecuancia del criterio de levantamiento, ver [9, Teorema

6.1]. O

Nota 1.86. Una aplicacién continua f: (X, zq) — (Y, yo) induce una aplicacién

f*:Wn(vaO) — Wn(Yyyo)
[a] — [foo]

bien definida. Més atn, la aplicacién f, es un funtor de la categoria de espacios topoldgicos
punteados, a la categoria de grupos.

Teorema 1.87. Sip: (F,eq) — (X, x0) es un espacio cubriente, entonces py: m,(E, ep) —
(X, xg) es un isomorfismo para n > 2.

Demostracion. Recordemos que m, (F, eq) = [(S™, s0), (E,e0)] vy mn (X, 20) = [(S™, s0), (X, x0)].
Consideremos la aplicacién inducida p, : 7, (F, o) — (X, o) definida como [f] — [po f] =
[f], entonces f: (8™, s0) = (E,eq) y f: (8™, s0) = (X, x0). Notemos que p, es inyectiva ya
que, si p«([f]) = p«([g]) entonces [po f] =[pog], es decir po f ~ po gy entonces f ~ g, es
decir [f] = [g).

Veamos que p, es sobre. Sea [f] € m,(X, zg), que p, sea sobre es equivalente a que exista
un levantamiento f: (S™ — s9) — (E,ep) de f. Por la Proposicién 1.79, m,(S™) = {0} y
entonces (5™, s0) es simplemente conexo, por lo tanto se cumplen las hipotesis del Teorema
1.85, y queda demostrado el Teorema. O

Corolario 1.88. Tenemos que m,(RP™) = m,(S™) para toda m,n > 2. Y m,(S!) =
m(R) 2 {0} para n > 2.



Haces vectoriales

En este capitulo definiremos el concepto de haz vectorial, ésta es una estructura topologica
en el cual en cada punto se tiene definido un espacio vectorial. Haciendo uso de nociones de
Algebra Lineal definiremos operaciones entre haces vectoriales, luego definiremos una métrica
Riemanniana entre haces vectoriales. Finalmente, definiremos la variedad de Grassmann
sobre un espacio vectorial, para asi definir haces vectoriales universales y poder dar una
clasificacién entre ellos. Para referencias consultar [2], [10], [12], [15], [23], [25].

2.1. Haces vectoriales

Definicién 2.1. Definimos un haz vectorial de rango n sobre un campo F (real o complejo),
como una aplicacién p: E — B tal que, para cada b € B su fibra p~1(b) tiene una estructura
de espacio vectorial sobre F. Ademé&s pedimos que p: E — B sea localmente trivial, esto es,
existe una cubierta abierta de {U,} de B y homeomorfismos h,: p~!1(Uy) — U, x F™ tales
que, para cada b € B, la restriccion hq|,-1(s): p~1(b) — {b} x F" es un isomorfismo lineal,
es decir, el siguiente diagrama conmuta

ha

U, x F"

donde pry es la proyeccion a la primera coordenada. A los homeomorfismos A, se les llama
trivializaciones locales del haz vectorial, B es llamado espacio base y E el espacio total.

Nota 2.2. Denotaremos a un haz vectorial p: £ — B simplemente como F, para abreviar
notacion.

Ejemplo 2.3. El haz producto E = B x F" donde p es la proyecciéon sobre la primera
coordenada.
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E
ha E h3
- i —
()
U, x F" Ug x F"
_ ®p >

Figura 2.1: Diagrama de un haz vectorial

Ejemplo 2.4. Para haces vectoriales reales, el haz de Mdbius es el haz vectorial p: E — S!
de rango 1, donde E es el espacio cociente I x R bajo la identificacién (0,t¢) ~ (1,—t),
S1 =10,1]/0 ~ 1, y donde p: I x R — S! es la proyeccién sobre el primer factor.

Ejemplo 2.5. Para haces vectoriales reales, el haz tangente sobre la esfera unitaria S™ C
R™*! es el haz vectorial p: TS™ — S™ donde T'S™ = {(x,v) € S™ x R"*! | z1v}, podemos
pensar a v como un vector tangente a S™ si trasladamos dicho vector al punto z € S™.
La aplicacién p: T'S™ — S™ manda (z,v) € T'S™ al punto = € S™. Podemos construir las
trivializaciones locales de la siguiente manera: Dado un punto x € S™ tomamos el abierto
U, como el hemisferio de la esfera que contiene al punto x y acotado por el hiperplano que
pasa por el origen ortogonal a z. Definimos h,: p~1(U,) — U, x p~(x) = U, x R™ por
ha(y,v) = (y,7(v)) donde 7, es la proyeccién ortogonal al hiperplano p~!(z). Entonces h,
es una trivializacién local puesto que 7, restringe a un isomorfismo entre p~!(y) y p~!(z)
para cada y € U,.

Figura 2.2: Haz Tangente a S

Ejemplo 2.6. Para haces vectoriales reales, el haz normal a S® C R**!, es un haz vectorial
p: NS™ — S™ donde NS™ = {(z,v) € S" x R"* | v = tx, t € R} es decir v es ortogonal
a el plano tangente a S™ en z. La aplicacién p: NS™ — S™ estd dada por p(z,v) =z, y
las trivializaciones locales h,: p~!(U,) — U, x R pueden ser obtenidas al igual que en el
ejemplo anterior por proyecciones ortogonales.

Ejemplo 2.7. Sea FP", el n-espacio proyectivo (real 6 complejo) definido como en el Ejemplo
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1.5. Definimos el haz tautoldgico p: E — FP™, donde el espacio total E = {(I,v) € FP" x
F*+l | v €1}, y donde la proyeccién p estd dada por p(l,v) = I.

Definicién 2.8. Sea p: E — B un haz vectorial de rango n, decimos que p’: F — B es un
subhaz vectorial de rango k, si F' es un subespacio de E tal que, para cada b € B, la fibra
p'~1(b) C p~1(b) sea un subespacio vectorial de dimensién k.

Definicion 2.9. Un morfismo del haz vectorial p; : Ey — By al haz vectorial ps: Ey — Bo,
es un par de aplicaciones continuas f: By — By vy f: E1 — FEs, que hace conmutar el
siguiente diagrama

Ey *f>E2

BlT)B2

y cuya restriccién a cada fibra es una transformacién lineal de p; ' (b1) a py *(b2).
Decimos que dos haces vectoriales p: E — By p: E/ — B sobre el mismo espacio base
B son isomorfos si existen dos morfismos de haces vectoriales f: £ — E' y f': B/ — E

tales que f = f' =idg y fo f =idg, f o f =idg.
Definicion 2.10. Decimos que un haz p: E — B es trivial, si es isomorfo al haz producto.

Ejemplo 2.11. Notemos que el haz normal de S™ C R"*! es un haz trivial, puesto que es
isomorfo al haz producto S™ x R por el isomorfismo (z,tx) — (x,t).

Por otro lado, el haz tangente a S' es un haz trivial, puesto que es isomorfo al haz
producto S x R por el isomorfismo (e?,ite’®) s (¢??,t), para e € S' y t € R.

Lema 2.12. Una aplicacion continua h: Ei — FEo entre dos haces vectoriales sobre la
misma base p1: 1 — B y ps: Es — B, es un isomorfismo si manda cada fibra pl_l(b) ala
fibra py 1 (b) por isomorfismos lineales.

Demostracion. Como h manda fibras en fibras por isomorfismos lineales, entonces tenemos
que h es biyectiva, definamos la inversa h~! y veamos que continua. Como la continuidad
es una pregunta local, podemos restringirnos a un conjunto abierto U C B en el cual
E; y FE5 sean triviales (es decir, existen trivializaciones locales h; : pl_l(U) - UXxF"y
hy: pyH(U) — U x F"). Entonces, la restriccién h: p; *(U) — p; (U) la podemos ver
como una aplicacién h: U x F* — U x F" definida como h(z,v) = (z,g(x,v)), donde
g: U x F"* — F" es una aplicacién tal que g(z,v) es lineal en z. Sea GL,,(F) el espacio de
transformaciones lineales invertibles de F™ en s{ mismo, entonces podemos ver a g(z, v) como
una matriz de n Xn cuyas entradas dependen continuamente de z, por lo cual g: U xF" — F™
es continua si y solo si la aplicacion

B — GL,(F)
x o g(z,—)
es continua. Por lo tanto g(x,v) tiene una matriz inversa g(x,v)~! dada por g(x,v)"! =

m adj(g(z,v)), donde adj(g(z,v)) es la matriz adjunta de la matriz g(x,v). Por lo

tanto definimos la inversa h=!(z,v) = (z,g(x,v)™!), la cual es continua. O
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2.1.1. Sistema de cociclos

Sea p: E — B un haz vectorial de rango n, y sea {U, }aer una cubierta abierta de B,
tal que existe una colecciéon de trivializaciones locales h, : p‘l(Ua) — U, x F™ asociadas a
la cubierta.

Entonces para todo «, 8 € T tal que U, NUpg # 0, definimos las aplicaciones de transicion
hag como el homeomorfismo

haohg': (UyNUg) xF" — (UsyNUg) x F"
(@,0) — (&, gap(z)(v))
donde gop(x) € GL,(F) es una transformacién lineal invertible, es decir, gog: Uy N Ug —
GL,(F) es una aplicacién continua que manda cada x € U, N Us a una transformacién
lineal invertible g.g(z), las cuales llamamos cociclos. En este caso al grupo GL,(F) se le

conoce como grupo estructural del haz vectorial p: E — B,y ala pareja {{Us }aer, gas} le
llamamos sistema de cociclos.

Lema 2.13. Los cociclos satisfacen que, gag © gy = Jar-

Demostracion. Siz € U, NUg N U, entonces hy o hgl(x,v) = (z, gap(z)(v)), por otro lado
hg o hi*(x,v) = (x,gpy(x)(v)), y entonces

he © h;l(a:,v) =hgo h;l ohgo h;l(a:,v)
= hg o hgl(m,ggy(x)(v))
= (2, 9ap () 0 gpy(v)).

por lo tanto hy o h;l(x, v) = (2, gary (@) (V) = (z, gap(z) 0 gs(v)). O
Esta condicién es conocida como la condicion de cociclo.

Definicién 2.14. Dado un sistema de cociclos {{Uq }aer, gos} podemos construir un haz
vectorial p: E — B de la siguiente manera:

Sea | |yer Ua x F™ la unién disjunta de los U, x F™ con o € T, y consideremos la siguiente
relacién: Para cada x € U, NUg identificamos (x,v) € Uy xF" con (x, gos(z)(v)) € Ug xF™,
se puede probar que esta relacién es una relacién de equivalencia. Definimos el espacio total
FE como el espacio cociente

E = |_| Uy x T/ ~
acA
y definimos la proyeccién p: E — B como p([z,v]) = z, donde [z, y] denota la clase de (z,y)
en F, entonces se puede probar que p es un haz vectorial, el cual es llamamos el haz vectorial
determinado por el sistema de cociclos {{Uq }aer, 9as}-

Por lo tanto, para conocer la topologia de un haz vectorial, es suficiente conocer el sistema
de cociclos que define a dicho haz vectorial.

Nota 2.15. Los cociclos satisfacen las siguientes propiedades, las cuales surgen de la con-
dicién de cociclo.

1. gaa(z) =1€ GL,(F), x € U,

2. gap(x) = gpa(z) ™, € Us NUp.
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2.2. Secciones

En esta seccién, definiremos las secciones de un haz vectorial, daremos algunas propie-
dades de la misma, y usando unos resultados anteriores, mostraremos que un haz vectorial
de rango n tiene n secciones linealmente independientes si y sélo si es trivial.

Definiciéon 2.16. Una seccion de un haz vectorial p: E — B es una aplicacién s: B - E
que asigna a cada b € B un vector s(b) € p~1(b), es decir, po s = idp.

N

S0

Figura 2.3: Secciones de un haz vectorial.

Notemos que cada haz vectorial tiene una seccién canodnica llamada seccidn cero, cuyo
valor es el vector cero en cada fibra. En ocasiones identificamos la seccién cero con su imagen,
el cual es un subespacio de E que proyecta homeomorfamente a B por p.

Haciendo uso de la seccién cero, podemos distinguir dos haces vectoriales que no son
isomorfos de la siguiente manera, un isomorfismo f : E1 — FE5 de haces vectoriales manda
la seccién cero de E; a la seccién cero de Fo homeomorfamente, entonces los complementos
de las secciones cero correspondientes a E7 y FEs son homeomorfos.

Ejemplo 2.17. El haz de Mébius no es isomorfo al haz producto S' x R, ésto es cierto ya
que, el complemento de la seccién cero en el haz de Mobius es conexo, pero el complemento
de la seccién cero en el producto no es conexo.

Proposicion 2.18. Un haz vectorial p: E — B de dimension n es un haz trivial si y solo si
tiene n secciones si, ..., s, tal que los vectores s1(b), ..., s, (b) son linealmente independientes
en cada fibra p~1(b).

Demostracion. Veamos que el haz producto B x F™ tiene n secciones que son linealmen-
te independientes, en efecto, definimos las secciones s;: B — E como s;(b) = (b, e;) con
i =1,...,n, donde ey, ..., e, es la base estandar de F", como ey, ..., e, son linealmente inde-
pendientes, entonces $1(b), ..., sp(b) son linealmente independientes para todo b € B.

Si p es un haz trivial entonces p es isomorfo al haz producto, entonces tenemos un
isomorfismo lineal entre las fibras en E y las fibras en B x F", por lo cual dicho isomorfismo
manda las secciones linealmente independientes del haz producto en secciones linealmente
independientes del haz trivial.

Reciprocamente si tenemos n secciones linealmente independientes s1, .., s,,, definimos

h: BxF* — FE
(b,tl,...,tn) — Zztzsz(b)
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notemos que h es una aplicacién continua ya que su composiciéon con una trivializacién
p~1(U) — U x R" es continua. Esta aplicacién nos define un isomorfismo lineal en cada
fibra, y entonces usando el Lema 2.12; h es un isomorfismo de haces vectoriales. O

Definicién 2.19. Un grupo de Lie, es una variedad diferenciable (real o compleja) que
ademas tiene una estructura de grupo con una operacién pu: G x G — G, tal que p y la
inversa g — g~ ! son diferenciables (o analiticas en el caso complejo).

Definicion 2.20. Decimos que una variedad diferenciable es paralelizable, si su haz tangente
es isomorfo al haz producto.

Proposicion 2.21. Si G es un grupo de Lie, entonces el haz tangente m: TG — G es trivial.

Demostracion. Supongamos que dim(G) = n, y sea {ey, ..., e, } una base de T.G. Definimos
la traslacién izquierda L, como

Ly:G — G
g — g-q

Entonces, definimos sy, ..., s, secciones del haz tangente 7: TG — G como

si: G — TG
g — (dLg)ee;

donde (dL,)ce; es la diferencial de Ly en el punto e € G aplicado a e; € T.G. Notemos que
las secciones s; son continuas ya que la diferencial es continua. Dado que (dLg). es un isomor-
fismo lineal, entonces (dLy). manda la base del espacio tangente T.G a una base del espacio
tangente T, G, lo cual implica que las secciones sy, ..., s, son linealmente independientes. [J

Corolario 2.22. Todo grupo de Lie es paralelizable.
Corolario 2.23. S y S2 son paralelizables.

Demostracién. Podemos ver a S' como los niimeros complejos de norma igual a 1 bajo la
multiplicacién de nimeros complejos, lo cual hace de S! un grupo de Lie, entonces S es
paralelizable.

Por otro lado, podemos ver a $% como el conjunto de cuaternios con norma igual a 1
bajo la multiplicacién de cuaternios, lo cual hace de S3 un grupo de Lie, entonces S® es
paralelizable. O

2.3. Operaciones con haces vectoriales

Hemos visto que los haces vectoriales son estructuras que definen un espacio vectorial
en cada fibra, por lo cual podemos usar nociones de Algebra Lineal para definir operaciones
entre haces vectoriales los cuales operan en cada fibra. En la Definicién 2.14, vimos que para
conocer la topologia de un haz vectorial, es suficiente conocer el sistema de cociclos que define
a dicho haz vectorial. Por lo cual, para ver la topologia en las siguientes operaciones de haces
vectoriales, veremos cuales son los sistemas de cociclos que definen a dichos haces vectoriales.

Cabe mencionar que en esta seccién, no definiremos las operaciones en espacios vectoriales
para no perder la continuidad del trabajo. Para ver como se definen las operaciones en
espacios vectoriales pueden consultar el Apéndice A.
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2.3.1. Restriccion y haz vectorial dual

Definicion 2.24. Dados pi1: E1 — By y p2: Es — By haces vectoriales, definimos el
producto de haces vectoriales como el haz vectorial p; X pa: E1 X Es — By X By, donde la
fibra est4 dada por el producto de las fibras pl_l(bl) X pz_l(bg) con by € By y by € Bs. Las
trivializaciones del producto de haces vectoriales es el producto de las trivializaciones de py
y p2.

Definicién 2.25. Dado un haz vectorial p: E — B de rango n y un subespacio A C
B, entonces p|a: p~'(A) — A es un haz vectorial de rango n llamado el haz vectorial E
restringido a A.

Si p: E — B es un haz vectorial con sistema de cociclos {{Ua}acr,gap}, entonces
{{Ua N A}aer, gaplu.nusna}t es un sistema de cociclos para el haz vectorial restringido a A.

Definicion 2.26. Sea p: E — B un haz vectorial de rango n. El haz vectorial dual p*: E* —

B, es el haz vectorial cuyas fibras son los espacios vectoriales duales de las fibras de p: £ —
B.

En el Apéndice A.2, se puede ver que una transformacién lineal f: V — W entre dos
espacios vectoriales, induce una aplicacion f*: W* — V* entre los espacios duales. Mds atun,
si fijamos bases para V' y W la matriz asociada a f* es la matriz transpuesta asociada a f.

Sip: E — B un haz vectorial con sistema de cociclos {{Uq }aer, gos}, entonces podemos
escoger una base para F”, y asi ver a gog(x) como una matriz en GL,(F), y entonces
{{Ua}aer, (ggﬂ)*l} define un sistema de cociclos para el haz vectorial dual p*: E* — B,
donde g! 5() denota a la matriz transpuesta de gas(z).

2.3.2. Haz vectorial inducido y suma de Whitney

Proposicion 2.27. Dada una aplicacion f: A — B y un haz vectorial p: E — B, existe un
haz vectorial p’: f*E — A y una aplicacion f': f*E — E tal que pof’ = fop'. Ademas, f*E
tiene la siguiente propiedad universal: Si w: E' — B es un haz vectorial tal que po f = fom,
entonces existe un tunico morfismo de haces p: E' — f*E que hace conmutar el siguiente
diagrama.

i
RN

E E

|

A B
7

Mds ain, p': f*E — A es tnico con respecto a esta propiedad.

El

Demostracion. Definamos el siguiente conjunto f*E = {(a,e) € Ax E | f(a) = p(e)} y una
proyeccién p’': f*E — A definida por p(a, €) = a, notemos que la fibra de un elemento a € A
bajo p/, estd dada por p'~!(a) = {(a,e) € Ax E | e € p~'(f(a))}. Definimos una aplicacién
f': f*E — E como f’(a,e) = e, entonces tenemos que el siguiente diagrama conmuta,

f*EfH-E
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en efecto, para (a,e) € f*E tenemos que po f'(a,e) = p(e) = f(a) = fop'(a,e).

Veamos que p’ es localmente trivial. Tomemos a € A, y consideremos el punto f(a) € B
como p: 2 — B es un haz vectorial, entonces para f(a) € B existe una vecindad Uy, C B
y un homeomorfismo h(q): p~ (U (a)) = Up(a) X F™. Sea V, = f~1(Uy(q)) un abierto en A,
construyamos un homeomorfismo

Bl p =Y (V,) — V, x F"

como sigue, notemos que p'~*(V,) = {(a’,e) € Vo, x E | f(a’) = p(e)}, entonces para un pun-
to (a/,e) € p'~(V,) tenemos que f’(a,e) = e € p~'(Uy(,)), ahora usando el homeomorfismo
h(q) tenemos que hy ) (e) = (f(a),v) para algiin v € F”, si pry es la proyeccién sobre la se-
gunda coordenada definimos a h{, como h;,(a’,e) = (a’, praohgqyo f'(a’,e)) = (a’,v), donde
v € F™ esta descrito anteriormente, y entonces se cumple que pry o hy(a',e) = pri(a’,v) =
a’' = p'(a’,e) lo que implica que p’ es localmente trivial.

Por otro lado, definimos el morfismo de haces p: E' — f*E como p(e') = (n(e'), f(€)),
y veamos que p manda la fibra 77! (a) a la fibra p’~'(a) para toda a € A. En efecto, si
¢ € m=1(a) entonces p(e’) = (w(e), f(¢')) = (a, f(')) y por definicién f(e’) C p~*(f(a)), lo
cual implica que p(e’) € p'~1(a). Notemos que p es tinico por construccion.

Mostremos que p': f*E — A es Uinico con respecto a esta propiedad. Supongamos que
existe otro haz vectorial ¢q: f*E’ — A que cumple con la propiedad universal, entonces por
la propiedad universal de f*F, existe un tinico morfismo de haces p: f*E’ — f*E que hace

conmutar el siguiente diagrama.

f
m

f*E/ P f*E f E

\Dl pl

A B

f

Por otro lado, por la propiedad universal de f*E’, existe un tnico morfismo de haces
Y: f*E — f*E’ que hace conmutar el siguiente diagrama.

f

7

f*El/ ¥ f*E f

SV

A B
f

Entonces, por la unicidad de p y 9, tenemos que po = ids<g y ¥ o p = ids«g, lo cual
implica que p: f*E’ — f*E es un isomorfismo de haces. O

Definicién 2.28. Al haz vectorial p’: f*E — A construido arriba, se le conoce como el haz
vectorial inducido de p bajo la aplicacién f.

Ejemplo 2.29. Sea p: F — B un haz vectorial y sea A un subespacio de B, entonces el
haz restringido al subespacio A, definido por p|a: p~*(A4) — A puede ser visto como el haz
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inducido por la inclusién A — B.

"'E

&=

— (A
g

Definicién 2.30. Sean p;: F1 — B y p2: Es — B haces vectoriales, y consideremos el
producto de haces p; X po: Fy X Eo — B x B, entonces definimos la suma de Whitney
o suma directa como el haz inducido del producto de haces bajo la aplicacion diagonal
A: B — B x B definida como A(b) = (b, b).

R
hS]

(CEEE——

K2

s

E1®E2 9E‘1><E‘2

p'l lpl X p2

B—A>B><B

Nota 2.31. Por definicién, la suma directa de dos haces vectoriales p1: £1 — By py: Ey —
B es el haz vectorial p: Ey®Fy — B donde E1 ®Ey = {(e1,e2) € E1 X Ey | p1(e1) = pa(e2)},
y donde la proyeccién p estd definida como p(er,es) = p1(e1) = pa(e2). La fibra de esta
proyeccién es la suma directa de las fibras de F7 y Eo vistos como espacios vectoriales.

Notemos que la suma directa de dos haces vectoriales triviales es un haz trivial, pero la
suma directa de dos haces vectoriales que no son triviales puede ser trivial.

Ejemplo 2.32. Sea p;: NS™ — S™ el haz normal de S™, visto en el Ejemplo 2.6, y sea
po: TS™ — S™ el haz tangente de S™, visto en el Ejemplo 2.5. Para n = 2 el haz tangente
no es trivial, pero la suma directa p: NS™ @ TS™ — B donde Ey @ Ey = {(z,v,tx) €
S™ x R x R*T1 | x| v} es un haz trivial, por el isomorfismo f: E; & Ey — S™ x R**1
definido por f(z,v,tx) = (x,v + tx).

2.3.3. Producto tensorial y potencia exterior

Definicion 2.33. Dados dos haces vectoriales p1: F1 — B y p2: Es — B sobre la misma
base, podemos construir el producto tensorial p: Fy ® EF; — B como el haz vectorial en el
cual sus fibras son de la forma p;*(b) ® p; ' (b) para todo b € B.

Si tenemos dos haces vectoriales py: F1 — B de rango n y pa: Fs — B de rango m
sobre la misma base B, con sistemas de cociclos {{Ua}aer;94p} ¥ {{Ua}acr 925} respec-
tivamente, podemos escoger una base para F", y asi ver las transformaciones lineales g} 8
giﬁ como matrices giﬂ(x) = (a;;) € GL,(F) y giﬁ(x) = (by) € GL;,,(F). Entonces tenemos
que {{Ua}aer; gap ® 9oz} s un sistema de cociclos para p; @ py: E1 ® Ey — B, donde la
matriz g} g(7) ® g25(%) € GLyyp (F) estd definida como

augiﬁ(x) . alngiﬁ(x)
Gop () © g2s(x) = : . :
anlgiﬁ () ... angiB (2)
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Definiciéon 2.34. Sea p: £ — B un haz vectorial, podemos formar su k-ésima potencia
exterior A¥p: A¥E — B, como el haz vectorial en el cual sus fibras son de la forma A*p~1(b),
para todo b € B.

Sea p: E — B un haz vectorial con sistema de cociclos {{Uq}aer, gag}, entonces po-
demos escoger una base para F™ y asi, cada transformacién g,g define una matriz g,s(z)
en GL,(F). Por lo tanto {{Ua }acr, A¥gas} es un sistema de cociclos para A¥p: AKE — B,
donde la matriz A*g,s5(z) esta definida como se muestra en el Apéndice A.4.

Nota 2.35. Si p: E — B es un haz vectorial de rango k, entonces el haz vectorial A*p es un
haz vectorial lineal (haz vectorial de rango 1), con sistema de cociclos {{U, }ner, det(gag(x))}

2.4. Proyecciones y haces vectoriales

Supongamos que V es un espacio vectorial de dimensién finita sobre F, y denotemos por
Hom(V, V) al espacio de todos los homomorfismos lineales de V en V.

Supongamos que V tiene dimensiéon n y dotemos a Hom(V, V) con la topologia de F*
la cual estd dada por el isomorfismo de espacios vectoriales V' =2 F”.

Definicién 2.36. Un elemento 7 € Hom(V, V') es una proyeccidn si es idempotente, es decir,
si 72 = 7. Definamos Pr(V') como el subespacio de Hom(V, V) de todas las proyecciones.

Para cada espacio topologico B podemos considerar el espacio topologico M(B, Pr(V))
de aplicaciones continuas de B a Pr(V') con la topologia compacto abierta, y entonces a cada
¢ € M(B,Pr(V)) podemos asociarle un subespacio E, definido como

E, = {(x,v) € Bx V| p(x)v = v}

y definimos una aplicacién p: E, — B como la restriccién de la proyeccién B x V — B al
espacio B.

Definicién 2.37. A la aplicacion p: E, — B se le conoce como el haz vectorial asociado a
.

Proposicién 2.38. La aplicacion p: E, — B es localmente trivial y por lo tanto un haz
vectorial.

Nota 2.39. Si dos topologias en un espacio vectorial (real 6 complejo) de dimensién finita
hacen continua a la suma y a la multiplicacién por escalares, entonces ambas topologias
coinciden. En el espacio Hom(V, V') podemos considerar la topologia inducida por la norma
[| - |]: Hom(V,V) — F dada por ||a|| = méx{|a(v)] | v € V y |[v| =1}, donde |- |: V = F
es alguna norma en V. Por lo tanto las topologias en Hom(V, V) dadas por || - || 6 por ser
isomorfo a " coinciden si dim(V) = n.

Para mostrar la Proposicién 2.38, necesitamos primero mostrar el siguiente lema.

Lema 2.40. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita, y sean p,o € Pr(V) y R = p(V),
S=0(V), si|lp—o|| <1 entonces p: S — R es un isomorfismo

Demostracion. Sea o = p—o, entonces ||a|| < 1y denotemos por 1 a la aplicacién identidad
en V, notemos que 1 + « es invertible puesto que, si existiera a # 0 tal que (1 4+ «)v =0
(14+a)v v

|

entonces ~—7r— = 0 lo cual implica que O‘(\T) = ﬁ, y entonces

la(w/ [Pl = 1] = v/vll], 1o que implica que [[o]| =1
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lo cual es una contradiccién. Consideremos (1+a)o = (1+p—0)o = o+po—a? = o+po—0c =

po, por lo cual (14 0)|s = p|s v asf p|s: S — R es un monomorfismo lo que implica que
dim(S) < dim(R). De manera andloga, si ahora o = 0 — p nos da que dim(R) < dim(S), lo
cual implica que dim(S) = dim(R) y entonces p: S — R es un isomorfismo. O

Demostracion de la Proposicion 2.38. Seap: E, — B definido como antes, tomemos b € B,
y definamos el conjunto U = ¢~ {y € Pr(V) | ||y — ¢(b)|| < 1} donde ¢ € M(B,Pr(V)),
puesto que {y € Pr(V) | ||y — ¢(b)|| < 1} es un abierto en Pr(V) y ¢ es continua, entonces
U es un abierto en B que contiene a b.

Consideremos las aplicaciones continuas, p: U x V. — U x V, (z,v) — (z,0(b)(v)) y
G:UXxV = UxV, (z,0) = (x,p(x)(v)). Si fijamos z, p,5 entonces se satisfacen fibra a
fibra las hipétesis del Lema 2.40, y entonces existe un homeomorfismo

prp '(U) = U x o)V

este homomorfismo es lineal en cada fibra puesto que para cada x € U se tiene que p~!(z) =
o(z)V. Notemos que el inverso de p estd dado por la restriccién de (1 + ¢(z) — (b))t a
U x (p(b)V), el cual depende continuamente de z € U, ya que la aplicacién que manda cada
isomorfismo en V' a su inversa es continua. Por lo cual p define una trivializacion local para
el haz p: E, — B. O

Ejemplo 2.41. Un haz vectorial asociado a la aplicacién constante k: B — Pr(V) tal que
k(x) = 1,, para toda = € B, determina un haz vectorial trivial.

Ejemplo 2.42. Sea { , ) es el producto Hermitiano en C"*!. La aplicacién ¢: CP" —
Pr(C"*1) definida como

determina un haz vectorial H* — CP™ de dimension compleja 1 conocido como dual del haz
de Hopf. Por definicién, el haz de Hopf H — CP" es el haz dual de H* — CP".

Ejemplo 2.43. Sea { , ) el producto escalar usual en R™. La aplicacién o: S"~! — Pr(R")
definida por o(x)v = v — (x, v)z determina un haz vectorial T'S"~! — S"~1 el haz tangente
a SnL

Proposicién 2.44. Para una aplicacion f: B’ — B consideramos la aplicacién inducida
f#* = M(B,Pr(V)) — M(B',Pr(V)) donde V es un espacio vectorial de dimension finita,

dado ¢ € M(B,Pr(V)) podemos considerar su haz asociado p: E — B, entonces el haz
vectorial asociado a f#(p) € M(B',Pr(V)) es el haz inducido q: f*E — B

Demostracion. El haz inducido f*E = {(b/,e) € B’ x E | p(e) = f(b')} y el haz asociado
a f7#(p) es B/ = {(V,v) € B' x V | ¢(f(b))v = v}. Definimos un isomorfismo de haces

vectoriales
F— > f*F
\\ ) /

E' — f*E como (V,v) — (V/, (f(V'),v)), notemos que (¢, (f(V'),v)) € B'xE C B'xBxV.
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Componiendo éste isomorfismo con la proyeccion en la segunda coordenada, obtenemos
un morfismo de haces f

-1 F

|

BI?B

definido por f(V',v) = (f(b'),v). O

2.5. Haces vectoriales sobre espacios paracompactos

La noci“6n de paracompacidad de los espacios topoldgicos nos permite, en primer lugar,
definir una métrica Riemanniana (también conocido como producto interno) en un haz vec-
torial (que no es dnico), y mediante el uso de esta métrica Riemanniana, podemos definir
ortogonalidad en los haces vectoriales, y asi poder dar una nocién de “haz inverso”. Final-
mente daremos una propiedad importante de haces vectoriales, la cual no dice que los haces
inducidos de un haz vectorial bajo dos funciones que sean homotépicas son isomorfos.

Una métrica Riemanniana en un haz vectorial p: E — B es una aplicacién (, ): E®
E — F que restringido a cada fibra, nos asocia una forma bilineal simétrica y definida
positiva. Daremos una proposicién, la cual nos da condiciones para la existencia de una
métrica Riemanniana en un haz vectorial, para esto es necesario introducir el concepto de
paracompacidad y particién de la unidad.

Definicién 2.45. Sea X un espacio topoldgico y {U, } una cubierta abierta de X, decimos
que una particion de la unidad subordinada a {U,} es una coleccién de funciones continuas
{ta: X — [0,1]} que cumplen.

1. Para todo p,, existe U, € {U,} tal que, el soporte de p, esta contenido en U,

2. Para todo =z € X existe una vecindad de x en la cual solo una cantidad finita de .,
son distintos de cero y > pq(z) = 1.

Definicion 2.46. Decimos que un espacio topoldgico X es paracompacto, si para toda
cubierta abierta {U,} existe una subcubierta localmente finita que cubre a X.

Lema 2.47. Sea X un espacio paracompacto y sea {Uy} una cubierta abierta de X, entonces
existe una particion de la unidad en X subordinada a {Uy}.

Demostracion. La demostracién de este lema la podemos encontrar en [18, Lema 41.7] O

Proposicion 2.48. Sea p: E — B un haz vectorial, si B es un espacio Hausdorff compacto
(en general paracompacto), entonces existe una métrica Riemanniana.

Demostracion. Sea {Uy}aca una cubierta abierta de B en la cual E sea trivial, entonces
para todo a € A existe una trivializacién local hy,: p~1(U,) — U, x F?, ahora usando (, )pn
el producto escalar en F™ definamos la siguiente métrica Riemanniana

() Jva: (Ua XF?) x (Uy xF")  — F
((.Z‘,U),(ZL‘,U/)) — <U,1}/>Fn
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usando las trivializaciones hq y la métrica Riemanniana ( , )y, , podemos definir una métrica
Riemanniana en cada fibra. Sea vy, vy € p~1(x) C p~1(U,), definamos

(, Jaip™H (@) xp~H(z) — F
(’Ul,Uz) — <ha(v1)7hll(v2)>Ua

Como B es paracompacto, entonces existe una particién de la unidad {gq}aca subor-
dinada a la cubierta {U, }aca, €s decir puqo: B — [0,1] con Y pq(x) = 1, y con el soporte
de u, contenido en U,. Entonces, podemos definir la métrica Riemannina deseado de la
siguiente manera: Si vy, vy € p~t(z) C E, definimos

<U1’U2> = Z :uoc(-r)<U17U2>a

acA

notemos que ( , ): E® E — F es continua ya que es suma y producto de aplicaciones
continuas, por construccién ( , )|,-1(y) nos asocia una forma bilineal simétrica y definida
positiva U

Proposicion 2.49. Si p: E — B es un haz vectorial con B un espacio paracompacto,
y Eo C E es un subhaz vectorial, entonces existe un subhaz vectorial Ey C E tal que

Ey®Ey 2 F.

Demostracion. Por la Proposicién 2.48 podemos escoger una métrica Riemanniana en F,
sea Ed‘ el subespacio de E en el que cada fibra consiste de todos los vectores ortogonales a
vectores en Fy. Mostraremos que la proyeccién natural p’: EOL — B es un subhaz vectorial.
Supongamos que £ = B x F", y supongamos que Fj tiene dimensién m < n, entonces
por la Proposiciéon 2.18 existen m secciones linealmente independientes, denotémosle co-
mo {s1, ..., Sm }. Ahora usando el espacio vectorial p~!(b) con algiin b € B, completamos las
{Sm+1, -, Sn } secciones faltantes. Aplicando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt
a las secciones {s1,..., S, }, obtenemos {s,..., s/} secciones linealmente independientes or-
togonales, por lo cual podemos escribir cada v € p'~!(b) C E- como combinacién lineal de
{8}, ..., 8, } digamos v = " «;s}, de ésta manera podemos definir trivializaciones locales

5y Sn

h:p~WU) — UxEF"
v o (p(v), > aie;)

donde e; es la i-ésima base estdndar de F", por lo tanto p’: Ey- — B es un haz vectorial, y
por lo tanto usando el Lema 2.12, tenemos que Ey @ EL es isomorfo a E por medio de la
aplicacién (v,v') — v+, O

Un resultado importante en el estudio de haces vectoriales, es la existencia de un haz
vectorial “inverso” con respecto a la suma directa. Este resultado nos permitird dar una
estructura de grupo, a un conjunto de clases de equivalencia de haces vectoriales que defini-
remos en el Capitulo 3.

Para ésto, enunciaremos el lema de Urysohn, y junto con la Proposicién 2.49 mostraremos
éste resultado .

Lema 2.50 (Lema de Urysohn). Si X es normal y C, D son cerrados ajenos de X, entonces
existe una funcion continua f: X — [0,1] tal que f(c) =0 para todo c € C' y f(d) =1 para
todo d € D.

Demostracion. La prueba de éste lema la podemos encontrar en [18, Teorema 33.1]. O
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Proposiciéon 2.51. Para cada haz vectorial p: E — B con B un espacio compacto Haus-
dorff, existe un haz vectorial p': E' — B tal que E ® E' es un haz trivial.

Demostracion. Por la Proposicion 2.49 es suficiente mostrar que E es isomorfo a un subhaz
del haz producto B x F para algiin N. Como B es un espacio compacto Hausdorff entonces
B es un espacio normal, ahora para cada x € B existe un abierto U, C B en el cual E es
trivial, notemos que x y B\U, son cerrados ajenos de B, por lo cual podemos aplicar el
lema de Urysohn, lo cual nos da una aplicacién ¢, : B — [0, 1] tal que ¢, (c) = 0 para todo
¢ € B\U,, y p(x) =0.

Notemos que el intervalo (0,1] es un abierto en [0,1], y como ¢, es continua tenemos
que la preimagen ¢, ((0,1]) es un abierto en B. Ahora, el conjunto {¢,*((0,1])}.ep forma
una cubierta abierta de B, como B es compacto existe una subcubierta finita que cubre a
B, digamos {¢7 ", ..., o1}

Definamos una aplicacién g;: E — F", como g;(v) = ¢;(p(v))[r10h;(v)], donde h;: p~t —
U; x F™ es la trivializacién local correspondiente a U;, y m;: U; x F® — F" la proyeccién a
F". Por construccién g; es inyectiva en cada fibra, ahora definimos la aplicacién g: E — FV
como v > (g1(v), ..., gm(v)) donde FV es el producto de m copias de F", y como g; es
inyectiva en cada fibra, entonces g es inyectiva en cada fibra.

Sea f: E — B x F¥ definida como v + (p(v), g(v)), notemos que la imagen de f es un
subhaz vectorial del haz producto B xF¥ por lo tanto F es isomorfo a un subhaz de B xFY,
y entonces por la Proposicién 2.49 existe un subhaz vectorial E’ tal que E®E’ = BxFN. [

Un resultado importante que usaremos en capitulos posteriores, es que los haces inducidos
de un haz vectorial p: F — B bajo dos aplicaciones homotdpicas son isomorfos, para mostrar
éste resultado es necesario dar las siguientes propiedades.

Lema 2.52. FEl haz vectorial p: E — B X [a,b] es trivial si los haces restringidos

p|B><[a,c] : pil(B X [a,c]) — B x [aa C]

p|B><[c,b] : pil(B X [Ca b]) — B x [C, b]

con ¢ € (a,b), son triviales.

Demostracion. En efecto, para el haz restringido p|px 4, tenemos una trivializacién local
hy: p~Y(B x [a,c]) = B x [a, c] x F" tal que el siguiente diagrama conmute

p~ (B x [a,¢]) —2= (B x [a,]) x F”

p
i pri

B x [a, ]

y para el haz restringido p|px(cp) tenemos una trivializacién local hy: p~(B X [c,b]) —
B x [¢,b] x F™ tal que el siguiente diagrama conmute

p H(B x [c,b]) P, (B x [c,b]) x F"
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esto nos define una trivializacién local para p si hy y he coinciden en p~(B x {c}), en
un principio no tienen porque coincidir pero podemos componer ho con el isomorfismo
h: X x[¢,b] x F" = X x [¢,b] x F" definido como h((z,t),v) = ((z,¢),v) y entonces hy y
hy coinciden en p~1(B x {c}), por lo cual me definen una trivializacién local para p. O

Lema 2.53. Dado un haz vectorial p: E — B x I existe una cubierta abierta U, de B tal
que plu,xr: p~ Uy X I) — Uy x I es trivial.

Demostracion. En efecto, para todo x € B podemos escoger un numero finito de vecindades
{Usy, ..Uz, } en B y una particién 0 = ¢g < t1 < ... < tx = 1 del [0,1] tal que el haz
restringido a U,, X [t;—1,t;] es trivial, puesto que [0,1] es compacto. Entonces usando el
Lema 2.52, tenemos que el haz vectorial p|y_ x5 donde Uy = Uy, N ... N Uy, es trivial. O

Lema 2.54. Dada una cubierta abierta {U,} de un espacio paracompacto B, existe una
cubierta abierta numerable {V,,} tal que cada V,, es una union disjunta de abiertos cada uno
contenido en algiun U,, y existe una particion de la unidad con soporte en V,,.

Demostracion. La demostracion de este lema lo podemos encontrar en [10, Lema 1.21]. O

Estas propiedades nos permiten enunciar la siguiente proposicion, la cual nos dara las
herramientas necesarias para mostrar el resultado deseado.

Proposicion 2.55. Sea p: E — B x I un haz vectorial con B paracompacto, entonces las
restricciones sobre B x {1}, B x {0} son isomorfismos.

Demostracion. Por el Lema 2.53, existe U, una cubierta abierta de B en la cual E es trivial
sobre U, x I. Mostremos primero la proposicién para B compacto Hausdorff, entonces como
B es compacto existe una subcubierta finita {Us, ..., U, } que cubren a B. De igual manera
que la Proposicién 2.51 existe una particién de la unidad {p;} donde el soporte de p; esta
contenido en U;.

Sea ¥; = p1 + ... + u;, notemos que Y9 = 0y ¥, = 1, y sea x; la grafica de 9;, es
decir, (z,;(x)) € X x I, entonces si consideramos el haz restringido p;: E; — x; donde
E; = p~!(x:) podemos notar que es trivial sobre U; x I. Entonces podemos considerar la
proyeccion natural y; — x;_1 la cual induce un isomorfismo h;: E; — E;_1, por lo tanto la
composicién h = hyohgo...0hy,, es un isomorfismo entre el haz restringido p|py (1} v el haz
restringido p| gy (o}

Ahora mostremos la proposicién para B paracompacto. Por el Lema 2.54, dada la cubier-
ta Uy, existe una subcubierta {V,,} numerable que cubre a B, tal que V,, es tinion disjunta
de abiertos U,, como en el caso anterior existe una particién de la unidad {u,} con soporte
contenido en algin V,,, por lo cual el haz restringido p|y, xs es trivial.

Sea ¥; = p1+...+ i, y sea x; la grafica de 1);, entonces si consideramos el haz restringido
pi: By — x; donde E; = pil(xi) podemos construir un isomorfismo h;: E; — E;_; como
antes, por lo tanto la composicién numerable h = hj o hg 0 hg o ... esta bien definida y es un
isomorfismo entre el haz restringido p| Bx{1} ¥y el haz restringido Pl Bx {0}, puesto que para
cada x € B solo un numero finito de y; son distinto de cero, por lo cual existe una vecindad
de z en la cual solo un ntmero finito de h; no son la identidad. O

Teorema 2.56. Sea p: E — B un haz vectorial, y sean fo, f1: A — B dos aplicaciones
homotdpicas con A compacto Hausdorff (o en general paracompacto), entonces los haces
inducidos fGE, fiE son isomorfos.
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Demostracion. Como fy, f1 son aplicaciones homotdpicas, entonces existe una homotopia
F: Ax1I — B tal que Flaxoy = foy Flaxgiy = fi. Ahora, podemos construir el haz
inducido F*E de p: E — B bajo la homotopia F, como A es compacto Hausdorff (o
en general paracompacto) entonces por la Proposicién 2.55 tenemos que las restricciones
F*Elsxq0y = f0Ey F*E|sxq1y = f{ E son isomorfas. O

2.6. Variedades de Grassmann y haces universales

En esta seccién introduciremos el concepto de variedad de Grassmann y variedad de
Stiefel, las cuales utilizaremos para construir el haz vectorial universal de rango k, el cual
nos permite clasificar haces vectoriales sobre una base fija.

Definicion 2.57. Sea B un espacio topoldgico paracompacto. Denotamos por Vect],z(B) el
conjunto de clases de isomorfismos de haces vectoriales sobre F de rango k, sobre un espacio
base B.

Corolario 2.58. Si f: A — B es una equivalencia homotdpica de espacios paracompactos,
entonces f induce una biyeccién f*: Vecty(B) — Vecty (A) donde f([E]) = [f*E].

Demostracion. Como f es una equivalencia homotdpica, entonces existe g: B — A tal que
fog~idpygof ~idy, entonces por el Teorema 2.56 f*og* = id* = id lo cual implica que
g* es inyectiva y f* es sobre, por otro lado ¢g* o f* = id lo cual implica que f* es inyectiva
y g* es sobre. Por lo tanto f* es biyectiva. O

Definiremos ahora la variedad de Grassmann y la variedad de Stiefel asociadas a un
espacio vectorial V.

Definicion 2.59. Sea V un espacio vectorial sobre F, definimos la variedad de Grassmann
como G,(V) = {W C V | W es subespacio lineal, dim(WW) = n}. Sea Mon(R",V) el
subconjunto de Hom(R"™, V) cuyos elementos son monomorfismos, equipamos este con la
topologia del subespacio. Entonces tenemos una aplicacién sobreyectiva ¢: Mon(R™, V) —
G (V) definida como « — «(R™). As{ podemos darle a G,,(V) la topologia cociente.

Definiciéon 2.60. Definimos la variedad de Stiefel de k-marcos ortonormales en F", como
Vi(F™) = {(v1,...,vx) € F” x ... x F™ | (v;,v;) = d;;} donde (, ) es el producto interno en
F™ y §;; es la delta de Kronecker. Equipamos a Vi (F™) con la topologia del subespacio de
Frk,

Notemos que de manera natural, podemos definir una aplicacién de Vi (F™) a Gg(F™)
que manda cada k-marco ortonormal a su subespacio generado.

p/:Vk(Fn) — Gk(Fn)
(V1 ey VE) > (U1, .0y UE).

Para definir el haz vectorial universal, es necesario definir el espacio E,,(F") = {(l,v) €
G, (F*) x F* | v € 1}.

Lema 2.61. La proyeccion p: E,(FF) — G, (F¥) definida como p(l,v) = I, es un haz
vectorial.

Demostracion. Sea | € G, (F¥), y sea m: F¥ — [ la proyeccién ortogonal, definamos el
conjunto U; = {I' € G,,(F¥) | dim(m;(I')) = n}, notemos que | € U;, mostraremos que U; es



2.6. Variedades de Grassmann y haces universales 53

un abierto en G, (F*) y que h: p~1(U;) — U; x [ definido como h(l',v) = (I, m(v)) es una
trivializacién local de E,, (F¥).

Para ver que U; es un abierto consideramos la aplicacién p’: Vi, (F¥) — Gy (F¥) definida
arriba, y veamos que p'~(U;) es un abierto en V,,(F¥), notemos que p'~*(U;) consiste de
todos los marcos ortonormales vy, ..., v, tal que m(vy),...,m(v,) sean linealmente indepen-
dientes. Sea A la matriz de m; con respecto a la base estdndar en F” y alguna base fija en
[, la condicién sobre v, ...,v, es entonces que la matriz n X n con columnas Avs, ..., Av,
tenga determinante distinto de cero, este determinante nos define una aplicacién continua
p: V,u(FF) = F en la cual U; = p~1(F\{0}), por lo cual U; es abierto en V,, (F¥).

Ahora, por construccion, la aplicacién h es biyectiva, ahora notemos que h tiene una
inversa definida como h=t(I',w) = (I, (m|y)~1(w)) las cuales son continuas puesto que m;
es continua y un isomorfismo local. O

Nota 2.62. Al haz vectorial p: E, (F*) — G,,(F¥) se le conoce como haz vectorial universal.

Podemos notar que la inclusién F* ¢ F**! ¢ FF+2 C ... induce una inclusién en sus
variedades de Grassmann G,,(F¥) C G, (F¥*1) C G,,(F¥+3) C - - -, entonces podemos definir
G, (F>) = |, Gn(F*) el conjunto de todos los subespacios vectoriales de dimensién n en
F*°. Podemos dar a G,,(F*°) la topologia débil, en la cual un conjunto es abierto en G, (F>°)
si y solo si éste intersecta cada G,,(F¥) en un conjunto abierto. De igual manera podemos
definir E,,(F>°) = |J, E,(F*) y dotar también con la topologia débil

Recordemos de la Seccién 1.1.5, que denotamos por [X,Y] al conjunto de clases de
homotopia de aplicaciones f: X — Y.

Teorema 2.63. Si B es un espacio paracompacto, entonces la aplicacion [B, G, (F>®)] —
Vect? (B) definida como [f] — f* E,(F®) es biyectiva.

Este teorema nos permite clasificar haces vectoriales sobre una base fija, por clases de
homotopia de funciones en G,,(F*), por lo cual al espacio G, (F>) se le conoce como espacio
clasificante de haces vectoriales de rango n. Para poder mostrar éste teorema, es necesario
mostrar primero la siguiente proposicién.

Proposiciéon 2.64. Sea p: E — B un haz vectorial de rango n, entonces existe un isomor-
fismo E — f*E,(F>®) si y sdlo si existe g: E — F> lineal e inyectiva en cada fibra, (donde
f*En(F*) es el haz inducido del haz universal bajo alguna aplicacion f: B — G, (F>) como
se muestra en el diagrama).

g

/—f\

E=—— f*E,(F*) ——E,(F*) —=F>

RN

B ——— G, (F*>)

Demostracion. Sea f: B — G, (IF>°), supongamos primero que existe un isomorfismo p: E —
f*E,, entonces g =mo fop: E — F>® donde 7: E,,(F*) — F* es la proyeccién 7 (l,v) = v,
es la una aplicacién lineal e inyectiva en cada fibra.

Ahora supongamos que g: F — F° es una aplicacién lineal e inyectiva en cada fibra,
supongamos que la aplicacién f: B — G,,(F*°) estd definida como z + go p~!(z), notemos
que p~!(x) es un espacio vectorial de dimensién n, por lo cual g o p~1(x) C F>® es un
subespacio vectorial de dimension n.
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Recordemos que f*E,, (F*®) = {(w, (I,v)) € BxE,(F>®) | m2(l,v) = f(w)}, y denotemos
por mo: E,(F®) — G, (F>), el haz universal definido por (I,v) — [. Definamos p: E —
f*E,(F*°) como e — (p(e),h(e)) donde h(e) = (f o p(e),g(e)), notemos que p esta bien
definida puesto que f o p(e) = ma(f o p(e),g(e)) = f op(e) y como ademéds manda fibras en
fibras por isomorfismos lineales entonces p es un isomorfismo. O

Demostracion del Teorema 2.63. Mostremos primero que la aplicacién es sobreyectiva, sea
p: E — B un haz vectorial de rango n, y sea {U,} una cubierta abierta que trivializa a
B, como B es paracompacto entonces para ésta cubierta existe una particién de la unidad
{ta}, con soporte de p, contenido en U,, si denotamos por hq: p~1(Uy) — U, x F™ a las
trivializaciones locales de p, entonces podemos definir la aplicacion g, : p~!(Us) — F™ como
la composicién g, = 7o h, donde 7: U, x F* — F".

Consideremos la aplicacion (iy © p)go: E — F™ definida como v — pq(p(v))ga(v), v
notemos que (fo © p)ga es cero fuera de p~*(U,) y cerca de un punto en p~*(U,) existe
s6lo un namero finito de p, que no son cero. Por lo cual podemos definir una aplicaciéon
E — F>®° =F"xF" x--- cuyas coordenadas estdn dadas por (fs ©p)ga, la cual es inyectiva
en cada fibra puesto que g, es inyectiva.

Ahora mostremos que es inyectiva, sean fo, f1: B — G, (F*>®) € [B, G, (F*)] tal que
E fiE,(F") y E 2 ffE,(F"), por la Proposicién 2.64 tenemos que existen aplicaciones
go,g1: E — F*° lineales e inyectivas en cada fibra. Ahora construiremos una homotopia
g: entre go v g1, esto nos inducird una homotopia f; = g;(p~1(z)) entre fo y fi y queda
probado el teorema.

Sea Li: F*° — F* la homotopia definida por Li(z1,z2,...) = (1 — t)(x1,22,...) +
(21,0,22,0,...). Para cada t esta es una aplicacién lineal, y notemos que el kernel de L;
es 0, por lo cual L; es inyectiva. Consideremos la composicién L; o gg, la cual mueve la
imagen de gp un numero impar de coordenadas, y consideremos L; o g; la cual mueve la
imagen de g; un numero par de coordenadas. Entonces L; o gg v Lt o g1 son homotdpicas
mediante la homotopia g; = (1 —t)L; 0 go + tL; o g1, esta homotopia es lineal e inyectiva en
cada fibra, para cada t, ya que gg y g1 son lineales e inyectivas en cada fibra. O

2.7. Haces principales

El espacio total de un haz vectorial p: E — B se puede ver como una unién disjunta de

la forma
| | p~" )
beB

donde cada p~1(b) es un espacio vectorial. Cuando cambiamos la condicién de ser espacio
vectorial por la condicién de ser un grupo, lo que obtenemos es un haz principal.

En esta seccién definiremos los haces principales, y enunciaremos construcciones que nos
permitar definir haces principales a partir de haces vectoriales, y viceversa.

Nota 2.65. En algunos libros se denota a un haz vectorial p: £ — B como una triada
¢ = (E,p, B), donde FE es el espacio total, B el espacio base y p la proyeccién. Por comodidad,
en esta seccion usaremos ésta notacién para definir haces vectoriales principales

Definicién 2.66. Una quintupla ¢ = (P, w, B, F, G) es un haz principal, con espacio total E,
espacio base B, proyeccién 7, grupo G y fibra F, si satisface las dos siguientes propiedades:

1. La fibra F' y el grupo G coinciden.
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2. La accién de G en F' = G es por traslaciones izquierdas.

Sea {Uy,, gop} un sistema de cociclos de un haz principal. La propiedad 2 nos dice que
para cada x € Uy NUpg, gap(x) € G = F es la traslacién izquierda Lg,gs.

Lema 2.67. Sea £ = (P,7,B,G,G) un haz principal. Entonces existe una accion derecha
libre de G en P, tal que w(vg) = w(v) para toda v € E y g € G.

Demostracion. Sea {U,} una cubierta abierta de B y {¢,} un conjunto de trivializaciones
de asociadas a la cubierta. Para cada U, consideremos la accién derecha libre de G en U, X G,
definida por
Uy xG)xG — Uy xG
((b,a),9) > (bag)

Esta accién induce una accién derecha libre de G en 7—1(U,), definida como

7 Us) x G — 7Y (U,)
(v,9) — @' (palv)g)

Denotemos por ¢q.: p~(z) = {z} x G a la trivializacién ¢, restringida a la fibra
p~*(x), y veamos que si u € 71 (Us NUg), entonces o ' (0a(v)g) = @5 (ps(v)g). En efec-
to, va(pa (Pa(v)g)) = (z, (pp.e © @E#)(wmx(v)g)) donde z = 7(v). Como G es asociativo,
tenemos que (pgz © ¥55)(ax(v)9) = (V8.0 © Pai)(Paw(v))g = ¢p2(v)g, v entonces
0505 (a(v)g)) = (2, 0p.2(v)g). Por otro lado ¢g(py (9s(v)g)) = (2,95.(v)g), y enton-
ces concluimos que ¢ (¢q(v)g) = <pg1(<p5(v)g).

Entonces la accién P x G — P definida por vg = ¢! (pa(v)g) estd bien definida, y es
claramente una accién derecha libre de G en P, tal que 7(vg) = m(v). O

Podemos ver explicitamente como estd definida la proyeccién 7: P — B. Sea (P, w, B, G, Q)
un haz principal, notemos que para cada b € B, 7~*(b) = G. Consideremos la accién dere-
cha libre P x G — P descrita en el Lema 2.67, como esta accion es libre entonces todos los
subgrupos de isotropia I, := {g € G | vg = v} = {e} C G para todo v € P. Veamos que la
6rbita Orb(v) = {vg | g € G} de v € P es precisamente el grupo G, en efecto, si restringimos
la accién de G a Orb(v) tenemos que la accién restringida Orb(v) x G — Orb(v) es una
accién libre y transitiva, ésto implica que G /I, = Orb(v), por lo tanto G = Orb(v).

Sea G/P := {Orb(v) | v € P} el espacio de érbitas, como Orb(v) & G = 7~1(b) tenemos
que G/P = B. Entonces definimos la proyeccién 7: P — B como la proyeccién al espacio
de 6rbitas, es decir, m(v) = Orb(v).

Lema 2.68. Sea (P, 7w, B,G,G) un haz principal, con trivializaciones {p,} asociadas a una
cubierta abierta {U,} de B. Entonces los cociclos ggs del haz, se pueden expresar como

980(T) = 5.0 0 95 ()
conv € w1 (x).

consideremos el elemento

Demostracion. Para cualquier v € 7~ (U, N Up) con 7(v) = =,
)~1, y tomamos el producto

95 (V) = ©5.2(0) P (v)"! en G. Notemos que 950 (2) = ghp(T
9a8() 950 (V) = (Paz © 05 5) (98.2(V)Pax(v) ")
= ((¢a,z © 905;)905,1(’0))8004,93(@)71 = @a,r(v)¢a,m(v)71 =€
donde e es la identidad en G. Andlogamente, gsq (2)g;,5(v) = e. O
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Nota 2.69. Dado un haz vectorial p: E — B de rango k, podemos asociarle un haz principal
de la siguiente manera:

Un marco en un punto b € B es una base ordenada de el espacio vectorial p~1(b), por
otro lado, un marco puede ser visto como un isomorfismo lineal f: F¥ — p~1(b). Denotemos
por Fy, al conjunto de todos los marcos en b, podemos definir una accién derecha de GLg(F)
en Fj como,

Fy x GLy (F) — F
(fr9) — fog

notemos que fog: F¥ — p~1(b). Esta accién es libre y transitiva, puesto que existe una tinica
transformacién lineal que manda una base en otra, por lo tanto tenemos que GL(F)/If =
F,, donde Iy denota al subgrupo de isotropia de f € Fj.

Definimos el haz de marcos m: F(E) — B de p: E — B como el haz cuyo espacio total
esta dado por

FE)=]] F
beB

cada punto en F'(E) es un par (b, f) con b € By f un marco en b. La proyeccién 7: F(E) —
B se define por 7(b, f) = b, notemos que el grupo GL(F) actia libremente en F(E) como
antes, y las érbitas Orb(f) = 7~1(b). Finalmente, el haz de marcos hereda la estructura de
haz, del haz vectorial p: £ — B.

Por lo tanto, tenemos que el haz de marcos (F(E),w, B, GLx(F), GLt(F)) es un haz
principal.

Nota 2.70. Dado un haz principal (P, 7, B,G,G), F un espacio y G x F' — F una accién
izquierda, podemos construir un haz vectorial p: £ — B con fibra F', de la siguiente manera:

Consideremos la accién derecha

(PxF)xG — PXF
((v,9),9) = (vg,97'y)

Como (P, 7, B,G,G) es un haz principal, entonces la accién de G en P es libre, por lo cual
(P x F)x G — P x F es una accién libre. Definamos el haz vectorial p: E — B, como el
haz vectorial cuyo espacio total F, estd dado por el espacio cociente de P x F' bajo la accién
de G el cual denotamos por P xg F'.

Denotamos por [v,y] a la clase en P xg F' de (v,y) € P x F. Definimos la proyeccién
p: P xg F — B como p([v,y]) = m(v), esta proyeccién estd bien definida, ya que, por el
Lema 2.67 tenemos que 7(vg) = m(v), por lo cual p([vg, g~ 'y]) = m(vg) = 7(v) = p([v,y]).



Teoria K

El objetivo de la Teoria K es transformar la suma directa de dos haces vectoriales sobre
el mismo espacio base, en la aplicacion “suma’” de un grupo, el cual construiremos mas
adelante.

Para referencias de este capitulo consultar [2], [3], [10], [12], [25].

3.1. Construccion de Grothendieck

Esta construccién nos permite asociarle a un semigrupo abeliano (un conjunto con una
operacién asociativa y conmutativa), un grupo abeliano de manera tnica salvo isomorfismo.

Proposicién 3.1. Si A es cualquier semigrupo abeliano, se le puede asociar un grupo abe-
liano A’ 1inico salvo isomorfismo, y un homomorfismo de semigrupos a: A — A’, que cum-
plen la siguiente propiedad universal.

Si G es cualquier grupo abeliano yv: A — G es cualquier homomorfismo de semigrupos,
entonces existe un inico homomorfismo de grupos v': A’ — G tal que hace conmutar el

siguiente diagrama.
A
|\
[0}

A/H/G
ol

Demostracion. Definimos A’ como A union los inversos de A de la siguiente manera. Con-
sideramos A x A bajo la siguiente relacién de equivalencia (a,b) ~ (a’,’) si y sélo si existe
ce Atal que a+b +c=a' +b+c, y denotamos por (a,b) a la clase de equivalencia de un
elemento (a, b).

Veamos que A’ = (A x A)/ ~ es un grupo abeliano, donde la operacién en A’ estd dada
por (a,b)+(a’,b') = (a+a’,b+b"). Mostremos primero que esta operacién esté bien definida,
si (a1,b1) ~ (az2,b2) entonces existe ¢ € A tal que a; + bs + ¢ = ag + by + ¢, por otro lado
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si (af, b)) ~ (ah,bh) entonces existe ¢’ € A tal que aj + b5 + ¢ = af + b} + ¢/, notemos que
(a1,b1) + {(a}, b)) = (az,ba) + (ah, by), en efecto, tenemos que,

<a15b1> + <CL,1,b/1> = <CL1 =+ allabl =+ b/1> = <CL2 + a“,27b2 + b,2> = <a2vb2> + <a/27b/2>

puesto que a; +aj + by + by +c+c =by +b) +ax+a,+c+ ¢, por lo cual la operacién en
A’ estd bien definida.

El elemento neutro del grupo estd dado por la clase (a,a) con a € A, en efecto (a,a) +
(e,b)y = {a+c,a+b), pero (a+c,a+b) = (c,b) puestoque a+c+b=c+a+b=a+c+b.
El elemento inverso de un elemento (a,b) estd dado por (b,a), es decir (a,b) + (b,a) =
(a + b,b+ a), por lo tanto A’ es un grupo, y ademds es abeliano puesto que A es abeliano.

Definamos a: A — A’ como a — (a,0), y veamos que cumple la propiedad universal.
Sea G un grupo y v: A — G un homomorfismo de semigrupos, para a € A tenemos que
ala) = {a,0), entonces definimos 7': A" — G tal que 7'(a(a)) = 7'({a,0)) = v(a), por lo
cual para (a,b) tenemos que v'({(a,b)) = v(a) — v(b).

Para mostrar que ésta construccion es unica, suponemos que existen (A", o) distintos de
(A" @) con o/: A — A", que cumple con la propiedad universal, entonces por la propiedad
universal de la construccién de Grothendieck (A, a), existe v: A” — A” que hace conmutar

el siguiente diagrama,
|\
«

A/ A//
v

por otro lado, por la propiedad universal de la construccién de Grothendieck (A", o) existe
~": A” — A’ que hace conmutar el siguiente diagrama,

LN

A’ / A"
ol

por lo tanto tenemos que v o4’ =id’y y que o' oy = id; lo que implica que v: A’ — A" es
un isomorfismo de grupos. O

Definicién 3.2. A la pareja (4', «) se le llama, la construccidn de Grothendieck asociada
al semigrupo A, y a A’ se le denota como Gr(A)

Ejemplo 3.3. Si A = N, entonces su construccién de Grothendieck Gr(A) es igual a Gr(A) =
Z los enteros, en efecto Gr(A) = (N x N)/ ~ tiene como elementos a las clases definidas
como (a,b) =a —b con a,b € N.

Nota 3.4. Para cada a € A, tenemos que (a, b) = (a,0) + (0, b), lo que implica que (a1,0) =
(a9, 0) siy sdlo si existe a € A tal que a; + a = az + a. Més adn, la aplicacién a: A — A’
es inyectiva si y sélo si la ley de cancelacién vale en A.

Podemos dar una construccién alternativa a la de Grothendieck como sigue. Sea A un
semigrupo abeliano y consideremos F'(A) el grupo libre generado por los elementos de A, y
definimos M (A) el subgrupo de F'(A) generado por los elementos de la forma a®a’ S (a+a')
donde @ es la suma en F'(A) y + es la suma en A. Definimos Gr(A) = F(A)/M(A) y
a: A— A’ como a — o+ M(A). Esta construccién de Gr(A) tiene la propiedad universal
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antes descrita.

Propiedades. La construcciéon de Grothendieck cumple con las siguientes propiedades.

1. Si f: A — B es un homomorfismo de semigrupos, y (Gr(A4), o), (Gr(B), ) sus cons-
trucciones de Grothendieck correspondientes, entonces existe un tinico homomorfismo
de grupos f': Gr(A) — Gr(B) tal que el siguiente diagrama conmute.

A 4f> B
ai B
Gr(A) — Gr(B)

En efecto, por la propiedad universal del grupo de Grothendieck aplicada a el grupo
Gr(B) y al homomorfismo de semigrupos So f existe un dnico homomorfismo de grupos
/i Gr(A) — Gr(B) que hace conmutar el diagrama.

A

l Bof
[0

Gr(A4) — Gr(B)

2. Sean f: A— By g: B— C homomorfismos de semigrupos, entonces (gof)’ = (¢’of).

At p* ¢
|
Gr(4) 7 Gr(B) - Gr(C)

En efecto, por la propiedad anterior, tenemos que (go f)’ y ¢’ o f' hacen conmutar el
diagrama

A

lwf
[e3%

Gr(A4) —— Gr(C)
entonces por la unicidad de la construccién de Grothendieck tenemos que (go f) =
golf.
3.8 f =ida: A — A, entonces f/ = idy: A’ — A’. En efecto, por la propiedad 1
tenemos el siguiente diagrama conmutativo,

Gr(4) — Gr(4)

por lo cual tenemos que f'oa = ao f = a, lo que implica que f’' = id’,.
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Por lo tanto, la construcciéon de Grothendieck es un funtor de la categoria de semigrupos
abelianos a la categorfa de grupos abelianos. Més atin, si A es un semianillo (semigrupo
con multiplicacién distributiva sobre la suma), entonces la construccién de Grothendieck
(Gr(A), «) es un anillo cuya multiplicacién estd dada por (a, b){c,d) = {ac+ bd, ad + bc), lo
cual nos dice que la construccién de Grothendieck es un funtor de la categoria de semianillos
a la categoria de anillos.

Ejemplo 3.5 (Anillo de Representaciones). Una representacién de un grupo G en un espacio
vectorial V' de dimensién n sobre un campo F, es un homomorfismo de grupos

p: G = GL,(V)

tal que p(g192) = p(g1)p(g2) para toda ¢1,92 € G. Denotemos por Rep(G) al conjunto de
todas las representaciones de un grupo G.

Sean V' y V' dos espacios vectoriales sobre F, y sean p: G — GL, (V) y p': G — GL, (V)
dos representaciones de G. Decimos que p y p’ son isomorfas, si existe un isomorfismo de
espacios vectoriales a: V' — V' tal que avo p(g) oo™t = p/(g), para toda g € G.

La relacién de isomorfismo de representaciones de GG es una relacién de equivalencia, lo
cual nos parte el espacio de representaciones Rep(G) en clases de equivalencias llamadas
clases de isomorfismos de representaciones de G. Denotemos por Rep(G)/ ~ al conjunto de
todas las clases de isomorfismos de representaciones de GG, y notemos que la suma directa
y el producto tensorial inducen operaciones “suma” y “producto” en este conjunto, por lo
cual tenemos que Rep(G)/ ~ tiene una estructura de semianillo.

Entonces, su construccién de Grothendieck Gr(Rep(G)/ ~) es un anillo llamado anillo
de representaciones de G. Si F = C entonces Gr(Rep(G)/ ~) se denota por R(G),ysiF =R
entonces Gr(Rep(G)/ ~) se denota por RO(G).

3.2. Teoria K

En esta seccién definiremos la Teoria K de un espacio topolégico paracompacto, usando
la construccién de Grothendieck vista en la seccién anterior.

Sea B un espacio topolédgico paracompacto, recordemos de la Definicién 2.57, que deno-
tamos por Vectﬁ,:(B) al conjunto de clases de isomorfismos de haces vectoriales de rango k,
sobre B.

Definicién 3.6. Sea Vect” (B) el semigrupo abeliano de clases de isomorfismos de haces
vectoriales sobre un espacio base B paracompacto. El conjunto Vect]F(B ) tiene una estructura
de semigrupo, donde la operacién estd dada por [E]+[E'] = [E®E’] con [E], [E'] € Vect® (B)
y la identidad en Vect™(B) es la clase del haz trivial de rango 0.

Podemos formar la construccién de Grothendieck aplicada al semigrupo VectIF(B), lo
cual nos da un grupo abeliano llamado Teoria K de B. Si F = C, entonces Gr(Vect®(B)) se
denota por K(B) y se le llama Teoria K compleja de B. Si F = R, entonces Gr(Vect®™(B))
se denota por KO(B) y se le llama Teoria K real de B.

Nota 3.7. Para simplificar notacién, en este capitulo denotaremos a la Teorfa K Gr(Vect” (B))
simplemente como K(B).

Dada una aplicacién f: B’ — B podemos construir un homomorfismo de semigrupos
f*: Vect™(B) — Vect™(B’) definido por [E] +— [f*E] y donde [f*E] es la clase del haz
inducido de p: E — B bajo la aplicacién f. Esto nos induce una homomorfismo f*: K(B) —
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K(B’) que hace conmutar el diagrama

Vect® (B) A Vect® (B')

K(B) — > K(B)

En efecto, la aplicacién f*: Vect™ (B) — Vect™(B’) es un homomorfismo de semigrupos.
Recordemos que E @ E' = {(e,e’) € Ex E' | p(e) =p'(¢')} donde p: E — B, p': E' — B,
y entonces el haz inducido de E & E’ bajo f estd dado por

JUE®E) = {(b(e.c) € B'x Ex E' | f(b) = ple) = ple)}

por otro lado, podemos notar que la suma directa de los haces inducidos f*E® f*E’ est4 dada
por el conjunto

{((br,€), (b1,€")) € fTE x f*E" | pi(b1,€) = p3(ba,€’), f(br) = f(b2) = p(e) = p'(¢')}

como by = pi (b1, e) = p;5(ba, €e’) = by podemos deducir que f*(E® E') = f*E & f*E’ por el
isomorfismo ((¥',¢e), (V/,€')) — (V',e,€'), y entonces f*([E] + [E']) = f*[E] + f*[F’], lo que
implica que f* es un homomorfismo.

Propiedades. El anillo K(B) tiene las siguientes propiedades funtoriales.

1. Si f: B — B’y g: B — B” son aplicaciones continuas, entonces (g o f)* = f* o
g K(B") = K(B).

Vect® (B") —L— Vect" (B) BN Vect™ (B)

Y

K(B") K(B')

g*

Esta propiedad se deduce de la unicidad de la propiedad universal de la contruccién
de Grothendieck aplicada en éste diagrama.

Vect® (B)

a// l mig

K(B") — K(B)

2. Si f=idp: B — B, entonces f* =idg(p)y: K(B) — K(B).

En efecto, si f = idg, podemos construir el haz inducido bajo f

f*Ef*>E

C

B—

f
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donde f*E = {(bye) € Bx E | f(b) = p(e)}, y f': f*E — E estd definida por
f'(b,e) = e, notemos que f’ restringido a las fibras es un isomorfismo lineal, lo que
implica que f*: Vect®(B) — Vect™ (B), [E] — [f*E] es un isomorfismo.

Nota 3.8. Si f: B’ — B es continua, el homomorfismo de grupos abelianos f*: K(B) —
K(B) es también un homomorfismo de anillos, donde la multiplicacién en K (B) estd dada
por [E][E']| =[E ® E'].

Corolario 3.9. K(B) es un anillo cuya suma esta dada por [E]+ [E'] = [E® F'], y su
producto por [E][E] = [E ® E']. Dada f: B' — B podemos obtener un homomorfismo de
anillos f*: K(B) = K(B’) tal que f*([E]) = [f*E], con [E] € K(B).

Entonces, podemos concluir que K es un funtor de la categoria de espacios topolégicos
paracompactos a la categoria de anillos.

Proposicion 3.10. Denotemos por * al espacio conformado por un punto, entonces tenemos
que K(x) = Z.

Demostracién. Notemos que un elemento en Vect™ () es una clase de un haz vectorial sobre
el punto, por lo cual esté elemento lo podemos identificar con un espacio vectorial V de
dimensién igual al rango del haz vectorial. Consideramos la aplicacién f: VectF(*) — N
definida por V — dim(V'), mostremos que f es un isomorfismo de semigrupos. Tenemos que
f es un homomorfismo puesto que

fV 4+ V') = dim(V + V') = dim(V) +dim(V') = f(V) + f(V')

Si V, V' € Vect” (x) tal que dim(V) = dim(V’) entonces tenemos que V es isomorfo a V'
como espacios vectoriales, lo que implica que f es inyectiva. Finalmente, f es sobre puesto
que para cada n € N podemos tomar el haz vectorial p: * xF" — %, por lo tanto f es un
isomorfismo. Entonces f induce un isomorfismo f*: K(*) — Z en su Teorfa K. O

Proposicién 3.11. Sean B y B’ espacio topoldgicos paracompactos, si fo, f1: B’ — B son
aplicaciones homotdpicas, entonces f§ = f7: K(B) — K(B').

Demostracion. Puesto que fy es homotdpica a fi, tenemos por el Teorema 2.56, que los
haces inducidos fjE, f{E son isomorfos, lo que implica que sus clases [f3E], [f{ E] son
iguales, y por tanto f5 = fi.

3.3. Teoria K reducida

En ésta seccion definiremos la Teoria K reducida I~((B) de un espacio topoldgico para-
compacto B, ademas introduciremos el concepto de equivalencia estable de haces vectoriales
sobre un espacio base B, para finalmente ver que existe una relaciéon entre el conjunto de
clases de equivalencia estable de haces vectoriales sobre B y la Teoria K reducida del espacio
B.

Nota 3.12. Todo elemento en (E, E’) € K(B) es de la forma (E, E') = [E] — [E’], notemos
el hecho de que [E] —[E'] = 0 no implica que [E] = [E'], sino que existe [E"] € K(B) tal que

E®E" = E' ®E". Por otro lado, dos clases (E, E') = (F, F') si y sélo si existe [E] € K(B)
talque FEO FF O E2E OF @ E.
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Definicién 3.13. Sea B un espacio topolégico punteado (B, ), consideremos la inclusién
i: {x} < B, entonces ¢ induce un homomorfismo *: K(B) — K({x}), donde hemos visto
que K({*}) = Z. Definimos la Teoria K reducida del espacio punteado B denotado por
K(B), como el subgrupo K(B) = ker(i*) c K(B).

Nota 3.14. La aplicacién i*: K(B) — Z esta inducida por la aplicacién que a cada haz
vectorial sobre B le asocia la dimensién de la fibra sobre el punto base, por lo cual, para
diferentes componentes conexas de B tenemos distintos rangos.

Proposicién 3.15. K(B) 2 K(B) 9 Z

Demostracion. Podemos construir la siguiente sucesion exacta corta.
0—>K(B) —>K(B) ——=K({*}) —=0

Si definimos la aplicacién constante ¢: B — {x}, entonces podemos notar que coi =id, y
como K es un funtor tenemos que (coi)* = i* o c* = idk({4}), 1o que implica que la sucesion

se escinde, y entonces K(B) = K(B) & Z. O

Los elemento en el grupo ]EN((B) de Teorfa K reducida son diferencias de clases de haces
vectoriales cuya fibra sobre el punto base tiene la misma dimension, pero si el espacio
base B es compacto, entonces podemos ver al grupo K(B) como un conjunto de clases
de equivalencia de haces vectoriales, en el cual no importa el rango de los haces vectoriales.

Definicién 3.16. Decimos que dos haces vectoriales p: £ — B, p’: E' — B son estdblemen-
te equivalentes, si existen haces vectoriales triviales ¢, ¢’ tal que E®e = E' @ ¢’. Denotamos
la equivalencia estable de dos haces vectoriales como E ~g E’.

Nota 3.17. La equivalencia estable de haces vectoriales, es una relacién de equivalencia.
1. E~g E.
2. Si E ~g E’, entonces £’ ~g E.
3. SiE~gFE yE ~gE", entonces £ ~g E".

La propiedad de transitividad es cierta puesto que, si £ ~g E’ entonces existen haces
triviales ¢, ¢’ tal que E® e =2 E' @€', y como E' ~g E”, entonces existen haces triviales
e” " tal que B'@e” =2 E"®e", y por lo tanto F ~g E"” mediante E®e®e’ = B @’ de'.

Denotemos como S(B) al conjunto de clases de equivalencia estable de haces vectoriales
sobre B, entonces podemos dar a S(B) una estructura de grupo abeliano de la siguiente ma-
nera. Denotemos por {E} la clase de equivalencia estable de un haz vectorial E, y definamos
la operacién suma como {E}+{E'} = {E® E'}, ésta operacién hace de S(B) un semigrupo
abeliano, y de la Proposicién 2.51 tenemos que S(B) tiene inversos, lo que implica que S(B)
es un grupo abeliano.

Teorema 3.18. Sea B un espacio punteado compacto, entonces K(B) = S(B).

Demostracién. Consideremos [E] € Vect® (B) la clase de isomorfismo de un haz vectorial E
sobre B, definimos la aplicacién

p: Vect™(B) — S(B)
[E] — {E}
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veamos que p es un homomorfismo de semigrupos, en efecto p([E] + [E']) = p([E ® E']) =
{E®FE'} ={E}+{F'} = p(|E]) + p(|E’]). Puesto que S(B) es un grupo abeliano tenemos,
por la propiedad universal de la construcciéon de Grothendieck, que existe un homomorfismo
de grupos p: K(B) — S(B) que hace conmutar el diagrama.

Vect"(B)

Recordemos que K(B) es un subgrupo de K(B), y mostraremos que Plg (p) €S un isomorfismo.

Para ver que es sobre, tomamos {E} € S(B), y suponemos que sobre la componente
conexa del punto base, el haz vectorial F tiene dimensién k, consideremos el haz vectorial
trivial e¥ de dimensién k, y notemos que [E] — [¢¥] € K(B) puesto que sobre el punto base
E y &* tienen dimensién k, entonces p([E] — [€¥]) = p([E]) — p([e¥]) = {E} — {e*} = {E},
por lo tanto ﬁ|I~((B) es sobre.

Ahora veamos que es inyectiva. Sea (E, E') = [E] —[E'] € K(B) tal que p([E] —[E']) =0,
ésto es, 0 = p([E] — [E']) = p([E]) — p([E')) = {E} — {E'}, por lo cual existen haces
vectoriales triviales e™, e" tal que E @™ = E' @™, pero como [E] — [E'] € K(B) tenemos
que E y E' tienen la misma dimensién sobre el punto base, lo que implica que m = n, y
entonces (E, E') = (", &™) es la identidad en K(B) € K(B), lo que implica que ﬁ|}~<(B) es un
isomorfismo. O

Nota 3.19. Si B es unién ajena de subespacios abiertos B = B; U --- Ll B,., entonces
K(B)=K(B1)®---®K(B,).

En efecto tenemos un isomorfismo Vect™(B) — @)_, Vect"(B;) definido por [E]
([E1), ..., [Er]), donde [E;] denota la restriccién de el haz vectorial E a B;.

3.4. Representaciones homotopicas de K(B) y K(B)

En ésta seccién mostraremos otra descomposicion de K(B) similar a K(B) = K(B) @ Z,
veremos el concepto de limite directo de un sistema dirigido, para finalmente dar algunos
resultados que nos permitirdn dar una representacién homotépica de K(B) y K(B).

Sea B un espacio topologico y S un conjunto, decimos que una funciéon f: B — S es
localmente constante, si cada x € B tiene una vecindad V, en la cual f|y es constante. Si
damos a S la topologia discreta, entonces f: B — S es localmente constante si y sélo si f
es continua, en efecto, si f es localmente constante, entonces para cada abierto A en 5, la
preimagen f _1(A) contiene un abierto V' (por ser localmente constante), reciprocamente si
f es continua, entonces para cada x € B tomamos f(z) el cual es un abierto en S, y como
f es continua la preimagen es un abierto que contiene a x.

Si p: E — B es un haz vectorial, definimos una aplicacién dg: B — N como dg(x) =
dim(p~*(x)), notemos que dg es localmente constante. Notemos que el conjunto M(B,N) de
funciones continuas de B a N, es igual al conjunto {f: B — N | f es localmente constante}
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si dotamos a N con la topologia discreta. Mds aun, M(B,N) = [B,N], donde [B, N] denota
al conjunto de clases de homotopia de aplicaciones de B a N.

Definicién 3.20. Sea d: Vect'(B) — [B,N] la aplicacién definida por [E] — dg, co-
mo N es un semigrupo, entonces [B,N] tiene estructura de semigrupo bajo a operacién
(fo+ fi)(x) = fo(z) + fi(x) con fo, fi € [B,N]. Ademds, d es un homomorfismo de se-
migrupos puesto que d([E] + [E']) = dgar’ = dg + dg. Entonces podemos considerar las
construcciones de Grothendieck de Vect™(B) y [B, N] para obtener los grupos (K(B), /) y
([B,Z), ) respectivamente, y entonces por funtorialidad de la construccién de Grothendieck
d induce un homomorfismo de grupos d: K(B) — [B,Z] que hace conmutar el diagrama.

Vect' (B) —4— [B, N]

Denotamos por K(B) = ker(d).
Proposicion 3.21. La siguiente sucesion exacta corta se escinde

d

0 —— K(B)“—=K(B) [B,Z) 0

y en éste caso tenemos que K(B) = K(B) & [B, Z).

Demostracion. Sea f: B — N una aplicacién continua, como B es compacto entonces f(B)
es un conjunto finito, digamos, f(B) = {ni,...,n;}, definamos B; = f~!(n;) y notemos
que B = By U --- U Bg. Definimos un haz vectorial sobre B tomando sobre cada B; el haz
vectorial trivial €™ de rango n;.

De ésta manera, podemos construir un homomorfismo ¢: [B,N] — Vect™(B), tal que
d oy = id[p . Por la funtorialidad de la construccién de Grothendieck, ¢ induce un ho-
momorfismo @: [B,Z] — K(B) tal que d o ¢ = idjp g, lo que implica que la sucesién de
escinde. O

Corolario 3.22. Si B es conezo y compacto, entonces K(B) = K(B)

Demostracién. Notemos que un elemento ([E],[E’]) € K(B) esta en K(B) si y solo si
dim(p'~1(x)) = dim(p~!(x)), donde x es el punto base de B. Por otro lado ([E], [E’]) estd en
IA((B) si y s6lo si dim(p'~!(x)) = dim(p~!(z)) para todo x € B. Entonces existe una aplica-
cién natural j*: K(B) — K(B), de las sucesiones exactas vistas en la Proposicién 3.15 y en
la Proposicion 3.21, podemos construir el siguiente diagrama conmutativo.

d

[B,Z] 0

J* idl i#l

[*,7Z] 0

donde § asocia a cada haz vectorial, la dimensién de la fibra sobre el punto base. Como B
es conexo i# es un isomorfismo, lo que implica que j* es un isomorfismo. O
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Definicién 3.23 (Colimite Topoldgico). Dada una familia de espacios topoldgicos {X;}, y
encajes (homeomorfismos sobre su imagen)

J3

X € X,C X5€

definimos el colimite o limite directo topoldgico como el espacio cociente

colim; X; (HX) / ~

obtenido del coproducto de los espacios X; identificando = € X; con jiiﬂ(x) € X;41 para
toda 4, y donde ji = jk lo... oij: X; = Xi, con k > i. Ademds, para cada i tenemos

aplicaciones continuas j: X; — colim; X; tal que
gk ojr=7"+ X; — colim; X;
definidas como la composicién de la inclusién con la aplicacién cociente

j' X;—=[[ X; — colim; X;

El colimite topolégico cumple con la siguiente propiedad universal: Si {f: X; =Y |i>
1} es una familia de aplicaciones, tal que fi+1oj? tv1 = f' paratodai > 1, o equivalentemente
fFo jk f% para toda k > i > 1, entonces existe una tinica aphcacmn f: colim; X; — Y
que hace conmutar el siguiente diagrama.

i

X; S colim; X

Definicién 3.24 (Colimite Algebraico). Decimos que un conjunto parcialmente ordenado
(I, <) es dirigido, si para todo i,j € I existe k € I tal que i,j < k.

Dado un sistema dirigido de grupos abelianos (semigrupos, anillos, espacios vectoriales,
etc.) y homomorfismos

hy h3
Ay As As

definimos el colimite ¢ limite directo algebraico como

colim; (A;) (@A ) JA'

donde A’ es el subgrupo de @ A; generado por las diferencias hi (a;) —a; € A; A, C P A;,
k > i,y donde hi, = hk ! hZ:% 0--:0 hﬁﬂ. En otras palabras, identificamos cada grupo A4;
con su imagen en Ag. Ademés7 para toda i tenemos homomorfismos h*: A; — colim; A; tal
que

h¥ o hi = h': A; — colim; A;.

definidos por la composicién de la inclusién con la aplicaciéon cociente

g A——= @ A; — colim; A;.
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El colimite algebraico tiene la siguiente propiedad universal: Si {f‘: A; — B | i > 1}
es una familia de aplicaciones que cumplen la igualdad f**! o k!, = f* para todo i > 0,
o0 equivalentemente f* o hi = f* para toda k > i > 1, entonces existe una tnica aplicacién
f: colim; A; — B que hace conmutar el siguiente diagrama.

7

A;

COhmi Ai

N

B

Definiciéon 3.25. Consideramos los conjuntos Vect],z(B) de clases de isomorfismos de haces
vectoriales de dimension k, podemos definir la aplicacién ty: Vecty (B) — Vect} +1(B) como

[E] — [E @ €], donde ¢ es el haz vectorial trivial de rango 1. Esto nos forma un sistema
dirigido de semigrupos

Vect! (B) b Vects (B) e, Vects(B) — - - -

y denotamos al colimite de éste sistema como Vect’ (B) = colimy, Vect} (B).
Mediante la suma directa de haces vectoriales, podemos definir una operacién en Vect” ( B)
de la siguiente manera

Vect! (B) x Vect:(B) — Vect®(B)
((E],[E]) — [E®FE

lo cual da a Vect (B) una estructura de grupo abeliano.

Proposicién 3.26. Si B es compacto, entonces Vect! (B) = K(B).

Demostracién. Para cada k > 0, definimos una aplicacién ¢,: Vecty(B) — K(B) como
[E] = [E] — [¢*], notemos que @41 o tx([E]) = ¢k, en efecto

1o th([E]) = pri1([E@e]) = [E @e] — [e"] = [E] + [e] - [€"] ~ [¢]
= [E] - [*] = o ([E])

y entonces por la propiedad universal del colimite existe una aplicacién p: Vectf(B) —
K(B), mostremos que p es un isomorfismo. Para mostrar que p es sobre, tomemos [E] —
[E'] € IA((B), por la Proposicién 2.51, existe un haz vectorial E’ tal que E' @ E/ = e"
donde " es un haz vectorial trivial de dimensién n, para algin n. Entonces [E] — [E'] =
[B] + [ - [E'] - [E'] = [E] + [F'] - [E' © E] = [E] + [E"] - [¢"] = [E ® E'] - ["]. Clomo
[E] - [E'] € K(B), entonces [E & E'] — [e"] € K(B) lo que implica que [E & E'] y [¢"] tienen
el mismo rango, y asf ¢, ([E & E')) = [E ® E'] — [¢"] = [E] — [E’], por lo cual p es sobre.

Ahora veamos que p es inyectiva, supongamos que [E] — [¢¥] = [E'] — [¢!], por definicién
tenemos que E @ el @e" = E' @k @™ para algtin n. Entonces E y E’ representan el mismo
elemento en Vectf(B), lo que implica que p es inyectiva. O

En la definicién 2.59, vimos las variedades de Grassmann Gy (V') de un espacio vectorial
V, como el conjunto G, (V) = {W C V | W es subespacio lineal, dim(WW) = n}. Notemos
que la inclusién nos define un sistema dirigido de espacios topolégicos

G (F)— G (F?)—s G (F3) s - -
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notemos que el colimite de éste sistema dirigido es Gy (F>°). Si F = C entonces denotamos
al colimite G (C*>) por BUy, y si F = R entonces denotamos al colimite G (R>) por BOy.
Para simplificar notacién, denotaremos al colimite Gy (R>) simpliemente como BUy.

Entonces podemos definir un nuevo sistema dirigido de espacios topoldgicos, mediante
encajes iy: BUp — BUjgy1 que satisfacen i (Ep1(F>)) = Ei(F>*°) & ¢!, de la siguiente

manera
i1

BU; s BU,C 25 BU;2
denotamos al colimite de éste sistema dirigido como BU si F = C y BO si F = R. Para
simplificar notacién denotamos al colimite para F por BU.

Nota 3.27. Si X = [JX; es un espacio topoldgico Hausdorff tal que X; C X;y1, y si X
tiene la topologia coherente con la familia {X;}, es decir, A C X es cerrado si y sélo si

AN X; es cerrado para toda i. Entonces para cada compacto C' C X, existe n > 0 tal que
Cc X,.

Teorema 3.28. Sea B un espacio compacto, entonces K(B) = [B,BU].

Demostracién. Por la Proposicién 3.26 tenemos que K(B) 2 Vect® (B) = colimy, Vecty (B),
mediante las aplicaciones t: Vect,(B) — Vecty_,(B). Por otro lado, definimos BU =
colimg BUy mediante las aplicaciones i;: BUy — BUg11 definidas arriba. Como B es com-
pacto, entonces por la nota anterior tenemos que [B, BU] 2 colimg[B, BUy]|. Por el Teorema
2.63 tenemos que [B, BUy] 2 Vectj (B), entonces las aplicaciones t; y i; inducen un isomor-
fismo en los colfmites colimy[B, BUy] 2 colimy, Vect} (B). O

Ahora, contamos con las herramientas necesarias, para dar las representaciones ho-
motdpicas de los grupos K(B) y K(B), mencionadas al principio de ésta seccién.

Corolario 3.29. Sea B un espacio compacto, entonces
1. K(B) ¢ [B,BU x Z).
2. Si ademds, B es conezo tenemos K(B) = [B, BU].

~

Demostracion. Mostremos primero 1, por la Proposicién 3.21 tenemos que K(B) & K(B)
[B,Z], y por el Teorema 3.28 tenemos que IA((B) ~ [B,BU] lo que implica que K(B)
[B,BU| @ [B,Z] = [B,BU xZ|.

Ahora mostremos 2, suponemos que B es conexo, entonces por el Corolario 3.22 tenemos
que K(B) 2 K(B), y por el Teorema 3.28 tenemos que K(B) = K(B) = [B,BU]. O

R &

3.5. Aplicaciones del teorema de periodicidad de Bott

En esta seccién enunciaremos el teorema de periodicidad de Bott en el caso complejo,
el cual es considerado como el teorema principal de la Teoria K, la demostracién original
de éste teorema usa resultados en teoria de Morse los cuales no incluiremos en este trabajo.
Luego daremos algunos resultados que nos servirdan para calcular la Teorfa K de la esfera de
dimensién n.

Teorema 3.30 (Periodicidad de Bott). Se tiene una equivalencia homotdpica
BU xZ ~ Q* BU

donde Q2 BU es el 2-espacio de lazos en BU basados en un punto g, de la Definicién 1.57.
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Nota 3.31. En el caso real, el teorema de periodicidad de Bott establece que existe una
equivalencia homotdpica
BO x Z ~ Q®BO

De aqui podemos deducir que los grupos de homotopia de BU estdn dados de la siguiente
manera
Tir2(BU) 2 1,(Q? BU) = m;(BU xZ)
pero tenemos que el grupo 0 de homotopia de BU XZ es isomorfo a Z, por lo tanto

~ ) Z, i=0;
mi+2(BU) :{ m(BU), i>1.

ésto nos dice que los grupos de homotopia de BU se repiten con periodo 2.

Teorema 3.32.
~ | Z, Sii es par.
mi(BU) = { 0, Siiesimpar ¢i=0;

Demostracion. Como mo(BU) 2 Z, tenemos por el teorema de periodicidad de Bott que
mon(BU) & Z para n > 1, por otro lado tenemos que BU es conexo, lo que implica que
mo(BU) 2 0. Falta obtener los grupos de homotopia impares de BU, por [2, Proposicién
9.5.2] tenemos que

WZ(BUk) = Wi(BUkJrl) sit<2k+1

Asi, tenemos que 1 (BUy) 2 71 (colimg BUy), y en particular m (BU) = 71 (BU;), pero
tenemos que BU; = G1(C*) = CP*, por lo cual 71 (BU) = 71 (CP>) 2 0, y por el teorema
de periodicidad de Bott tenemos que ma,+1(BU) 2 0 para n > 0. O

Corolario 3.33.
Z, Sin esparon=0;

K(s") = { 0, Sin esimpar.

Demostracién. Sin = 0, entonces por la Proposicién 3.15, tenemos que K(S%) =2 K(S°) ¢ Z,
por otro lado sabemos que SY es la unién ajena de dos puntos por lo cual K(S%) = K(*) @
K(x) 2 Z & Z, por lo tanto K(S°) 2 Z.

_ Abhora, si n > 0 tenemos que S™ es conexo, entonces por el Corolario 3.29 tenemos que
K(S™) = [S™,BU], donde [S™,BU] es el conjunto de cases de homotopia de aplicaciones
f: 8™ — BU, y notemos que [S™, BU], =, (BU). O

Definicion 3.34. Sea X un espacio punteado compacto, definimos para cada n € N la
Teoria K superior como

K "(X)=K(E"X)
Si A C X es un subconjunto cerrado de X, definimos la Teoria K relativa como

K(X,A) = K(X UC'A))
KX, A) =K (XUC'A)

donde XX es la suspension reducida de X y C’X es el cono reducido de X, de la Definicién
1.50.

Una consecuencia inmediata del teorema de periodicidad de Bott es el siguiente teorema,
el cual nos permite extender la Teorfa K superior K" (X, A) para toda n € Z.

Teorema 3.35. K_R(X, A) IN{_n+2(X, A)
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3.6. Operaciones de Adams

En ésta seccion definiremos operaciones en teoria K, para asi definir las operaciones de
Adams y dar algunas propiedades importantes de éstas.

Definicion 3.36. Una operacion 6 en Teoria K asociada a un espacio topologico X, es una
aplicacién 0x: K(X) — K(X) tal que, para cualquier aplicacién f: X — Y el siguiente
diagrama es conmutativo.

K(Y) —2 > K(Y)

N

K(X) — K(X)

0x

Definicién 3.37. Sea R un anillo conmutativo con 1, denotamos por R[[t]] al anillo de
series formales con coeficientes en R. Los elementos de R|[[t]] son series formales ) .., 7t",
donde r; € R. -

La suma en R][t]] se define por
thi + Z rith ] = Z(n + it
>0 >0 >0
y el producto en R][t]] se define por

Z ritt Z rit) Z itk

i>0 §>0 k>0

donde rif =37, ,_, mir}, el 1 € R[[t]] es el elemento 1 € R, el cual lo podemos ver como la
serie 1 + 0t +0t2 + 03 + - - -.

Denotemos al conjunto de series formales sobre R con termino independiente igual a 1
como 1+ tR[[t]] = {>°,5qmit" € R[[t]] | ro = 1}, notemos que éste conjunto es un grupo
abeliano, bajo el producto en R[[t]]. En efecto, el producto es cerrado puesto que, si tomamos
1+ tk,1+tk’ € 1+ tR[[t]] donde k,k" € R[[t]] no tienen termino constante, entonces
(1 +th) (1 +th') = 1+ t(k+ k) +t3(kk') € 1 +tR[[t] ya que k + k' € R[[t]] no tiene
termino constante, ademds todo elemento 1 + tk € 1 + tR][t]] tiene un inverso dado por
(1 —tk + (tk)? — (tk)> +---), esto es

(L+tk)(1—th+ (tk)> — (tk)* +- ) = L —th+ (th)* — (tk)®> + - - -+ th — (tk)* + (tk)* — - =1
por lo tanto 1+ tR[[t]] es un grupo abeliano.

Nota 3.38. El anillo de series formales R|[[t]], se comporta igual que el anillo de series de
potencia con coeficientes en R, es decir, podemos definir las funciones analiticas tales como
sen, cos, log, entre otras, ademéas de poder definir la derivada de igual manera que en analisis.
Por ejemplo, si z(t) = Y ,5, 7t", entonces podemos definir log z(t) y calcular su derivada

g ogx = )
(ogr(1)) = 75

dt
podemos notar que ésta formula estd definida si (t) € 1 + tR][[¢]].
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Definicion 3.39. Sea F — X un haz vectorial sobre un espacio topoldgico compacto X.
Definimos la serie A\:[E] € K(X)[[t]] como

oo

ME] =) [AE

i=0
donde A'E es la i-ésima potencia exterior de E (ver Apéndice A.4).

Veamos que la aplicacién \;: Vect™(X) — 14 tK(X)[[t]] definida por E +— M\J[E], es
un homomorfismo del semigrupo de clases de isomorfismos de haces vectoriales sobre X, al
grupo multiplicativo de series formales sobre K(X) con termino independiente igual a 1.

Puesto que dim(A%p~!(z)) = 1 entonces A°E =1, donde 1: X x F — X es el haz trivial
de rango 1, lo cual implica que M[E] € 1+ tK(X)[[t]], y en consecuencia M\[E] tiene un
inverso.

Si V, V' son espacios vectoriales, entonces la potencia exterior cumple que A¥(V @ V') =
@H_j:k(AiV ® AIV'). Entonces si [E],[E’] son haces vectoriales sobre X, tenemos que

AN(EoE)=@®, ;,_(NE®AME'), por lo tanto

ME @ E'] = i[A’“(E ® ENth = i P (NE e ([NET)|
k=0 k=0 |it+j=k

- (Swme) (Swrw ) = vimae)

i>0 >0

y entonces \; es un homomorfismo de semigrupos.

Ahora, por la propiedad universal de la construccién de Grothendieck, existe un tnico
homomorfismo de grupos A\;: K(X) — 14+t K(X)[[t]] definido por [E]—[E’] — M\[E|\J[E'] 71,
que hace conmutar el diagrama.

Vect™ (X)

K(X) = 1+ tK(X)[1]

Asi, podemos definir la aplicacién A\*: K(X) — K(X) que asocia a cada elemento [E]—[E'] €
K(X) el i-ésimo coeficiente de ¢ en la serie A\, ([E] — [E']) = M[E|NJ[E’] 7Y, es decir,

M((E] - [E) =1+ Z N([E] - [Et

Sea f: X — Y una aplicacién continua, consideremos la aplicacién inducida f*: K(Y) —
K(X), esta aplicacién f* induce una aplicacién 1+t K(Y)[[t]] = 1+t K(X)[[t]] en los anillos
de series formales, la cual abusando de la notacién denotaremos por f*, y la cual estd definida
como

[ 1+tKW[[)] — 1+tKX)[[H]]
L+ 3 spat’ w1+ 50 f (i)t
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Entonces tenemos que el siguiente diagama conmuta

K(Y) —2 1+ tK(Y)[[] (3.1)

f*i if*

K(X) —— 1+ LK (O[]

en efecto, para cada w € K(Y) tenemos que

@) = f1a+Y ety =14+ f (et = (f* (W)

i>0 i>0

Ahora, al considerar la aplicacién A*: K(X) — K(X), tenemos que el siguiente diagrama
conmuta

K(X)T>K(X)

ya que el diagrama (3.1) conmuta. Por lo tanto A\*: K(X) — K(X) es una operacién en
K(X).

Definicién 3.40. Definimos la operacidn rango rango: K(X) — K(X) como sigue. Si
FE — X es un haz vectorial, entonces al igual que en la demostracion de la Proposicion
2.55, existe una cubierta abierta {X;} tal que X = U]_,X; y cada restriccién E|x, es un
haz vectorial de rango n;. Definimos un haz vectorial r(E) — X tal que r(E)|x, = &™,
esto nos define un homomorfismo de semianillos 7: Vect”(X) — Vect”(X) definido por
[E] — [r(E)], entonces por la propiedad universal de la construccién de Grothendieck, r
induce un homomorfismo de anillos rango: K(X) — K(X).

Definicién 3.41 (Operaciones de Adams). Definimos las operaciones de Adams 1*: K(X) —
K(X) como sigue. Para cada « € K(X) definimos

40 () = rango(x)

ahora, un elemento v;(z) en el anillo de series formales K(X)[[¢]] es de la forma o (z) =
Yiso ¥ (2)t", definimos entonces

d
hi(x) = ¢°(2) — t-y (log A—¢(2))
donde % es la derivada formal del logaritmo de la serie A_;(x), es decir,

At(z)
()

Pop(x) = ¢Ox) —t

Proposicién 3.42. Para z,y € K(X) se cumplen lo siguiente.

1. ¥ (z +y) = ¥F(z) + ¥*(y) para todo k > 0.
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2. Six = [L], donde [L] es un haz vectorial lineal (haz vectorial de dimension 1), entonces

V() = a*.

3. Las propiedades 1 y 2 caracterizan las operaciones 1*(x).

Demostracion. Sean z,y € K(X). Mostremos primero 1, notemos que x,y tienen la forma
x = [E] - [E'], y = [F] — [F'], entonces tenemos que z +y = [F @ F| — [E' & F'], y asi

Az +y) =A([EeF] - [E'EBF]) Ai([Ee FDA([E' & F])~
= A [ED [FIA (B A [F]
= At (BN [E]T AL [F ] [F]7H = Ae(2)Ae(y)

por lo tanto tenemos que,

Yi(x +y) = rango(x +y) + t4 log(A—¢(z +y))

dt
= rango(x + y) + t% log(A—¢(z)A—¢(y))
= rango(z) 4 rango(y) + t% log(A_¢(x)) + t% log(A_+(y))
= <rang0( )—i—t%log()\ t(x ))) + (rango(y) +t% log(A_ (y))>
= Ys(z) + e (y)

Ahora mostremos 2, supongamos que x = [L] es un haz lineal, notemos que A°L =1y
A'L = L, por otro lado A¥L = 0 para k > 1, puesto que para cualquier elemento y € X, su

fibra p~1(2’) tiene dim(p~'(y)) = 1 y entonces dim(AFp~(y)) = < ]1€ ) = 0, por lo tanto

tenemos que A_¢(z) = 1 — tx. Entonces

d
—log(1 —tz) = = —x —tz? — 223 —

dt T l1—tz

—T
T—t

Vs(2) = rango(x) — t(—x — ta? — 22 — .. ) =1+t + 22 + 323 4+ ...
lo que implica que los coeficientes ¥*(z) = z*.

La parte 3 se demuestra usando el principio de descomposicion, el cual veremos a conti-
nuacion. O

3.7. Principio de descomposicién

El principio de descomposicién es un resultado que nos permite relacionar a un haz
vectorial arbitrario con la suma directa de haces lineales. En ésta seccién daremos las he-
rramientas necesarias para poder demostrar éste importante resultado, y como consecuencia
veremos otras propiedades que cumplen las operaciones de Adams, distintas a las dadas en
la Proposicién 3.42.
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Definicién 3.43. Sea p: E — X un haz vectorial. Definimos el espacio P(E) = (E\E)/ ~
donde E° es la seccién cero del haz vectorial p: E — X, y la relacién ~ esta definida como
sigue: Dados dos elementos e,e’ € E\E°, e ~ ¢’ si y solo si p(e) = p(e/) y e = Ae/, con
A € F\{0}. Denotamos por [e] € P(E) a la clase del elemento e € E\E°.

Definimos el haz proyectivo asociado a p, como la aplicacién ¢: P(E) — X dado por

[e] = p(e).

Veamos que el haz proyectivo asociado a p es localmente trivial. Como p: F — X
es un haz vectorial entonces para una cubierta abierta {U,} existen trivializaciones locales
ou.: p Y (Us) — Ua xF™, como la imagen de la seccién cero EY € p~1(U,,) es el elemento 0 €
", entonces la aplicacién oy, : p~1(Uy)\E? — Uy xF™\ {0} sigue siendo un homeomorfismo.

Notemos que el espacio proyectivo FP" ! est4 definido como el espacio cociente F*\ {0} /,~xv
donde |\| # 0, entonces usando la aplicacién cociente que define a FP"~!, podemos definir
una aplicacién 7: U, x F"\{0} — U, x FP"~L. Por otro lado consideramos la aplicacién
7 p Y UQ)\EY — ¢ 1(U,) que manda cada punto en su clase de equivalencia. Notemos
que si (z,v),(z, ) € U, x F"\{0} tal que (z,v) ~ (z,\v) en U, x FP"~! entonces
mo gy, (x,v) = 7o gy, (x,\v), por construccién. Por lo tanto, por la propiedad univer-
sal del cociente, existe un homeomorfismo hy: ¢~1(U,) — U x FP"~! que hace conmutar el
siguiente diagrama.

Ua x FP\{0} <22 =1 (U,)\ EO

|

Uo x FB"~! <™ (Us)

Del mismo modo, por la propiedad universal del cociente para aplicado a (p[}i, existe un
homeomorfismo hy: U x FP*~! — ¢~1(U,) que hace conmutar el siguiente diagrama

Us xw\{()}% P~ L (Ua)\E®

1 X

U, x FPr—1 Y (U.)

por lo tanto, tenemos homomorfismos hi, hy tal que hy o ho =id y ho 0 hy = id y entonces
por la unicidad de la propiedad universal del cociente, tenemos que h; es un homeomorfismo
con inversa h1_1 = hg, y entonces h; define una trivializaciéon local para el haz vectorial
q: P(E) — X.

Notemos que la fibra ¢~*(z) de cada elemento 2 € X, es homeomorfa al espacio proyec-
tivo asociado al espacio vectorial p~!(z).

Denotemos por T'(E) al espacio vectorial de secciones de un haz vectorial p: E — X.

Lema 3.44. Si X es compacto, entonces existe un subespacio W C T'(E) de dimension
finita, donde la aplicacion X x W — E definida por (x,s) — s(x) es sobreyectiva.

Demostracion. Sea {U,} una cubierta abierta de X en la cual p: F — X es trivial, es decir,
p~t(U,) = U, x F¥, como X es compacto entonces existe un niimero finito de elementos
de {U,} que cubren a X, digamos {U1,..,U;}. Entonces por la Proposicién 2.18, para cada
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i=1,...,1 existen s, ..., sir. secciones linealmente independientes donde s;;: U; — p~(Uj;).
Si fijamos un elemento v € U; entonces tenemos que {s;1(u), ..., s;ix(u)} es una base para
p~t(u) = F*. Sea {y;} una particién de la unidad subordinada a {Ui,...,U;}, donde el
soporte de p; esté contenido en U;. Por lo tanto definimos a W como el subespacio generado
por el conjunto {5;; | 5;;(z) = pi(x)s;i(x), i = 1,..,0 j = 1,...,k} C T'(E), notemos que
5ij(x) = 0si « ¢ U;, y entonces la aplicacion X x W — E definida por (z, §;;) — 5;;(x) es
sobre. O

Corolario 3.45. Sea p: E — X wun haz vectorial con X compacto, entonces existe W de
dimension finita y una aplicacion ¢: X — Pr(W), tal que el haz vectorial E, asociado a ¢
de la Definicion 2.37, es isomorfo a E

Demostracion. Por el Lema 3.44 existe W C I'(E), tal que la aplicacién ¢: B x W — E
definida por ¢(x,w) = w(x) es sobre. Definamos ¢: X — Pr(W) donde ¢(z) es la proyeccién
ortogonal sobre ker(¢~1(z))t = {w € W | (w,v) = 0, para cada v tal que ¢(x,v) = 0}, y
donde ( , ) es un producto hermitiano en V. Entonces por construccién, el haz vectorial
asociado E, = {(z,w) € X x W | p(x)w = w} — X es isomorfo al haz vectorial p: E —
X O

Definicién 3.46. Definimos el haz tautoldgico m: L — P(E), donde L = {(¢/,[¢]) € E x
P(E) | € € [e]}, definido por 7((€', [e])) = [e].

Veamos que la fibra 771([e]) de una clase [e] € P(E), tiene dimension 1, es decir, el
haz tautoldgico es un haz lineal. En efecto, podemos notar que 7: L — P(FE) es un subhaz
vectorial de el haz inducido ¢*E — P(FE) ya que L es un subespacio vectorial de ¢*E =
{(¢/,]e]) € E x P(E) | p(¢) = q([e]) = p(e)}. Entonces por el Corolario 3.45 existe una
aplicacién ¢: X — Pr(F™) tal que el haz vectorial asociado E = E, = {(z,v € X X
F™) | ¢(x)v = v}, y entonces L = Ey = {([e],v") € P(E) x F™ | ¢leJv’ = v'} donde
¥: P(E) — Pr(F™) esta definida por [e] — ¢(z) om, donde e = (z,v) € X xF™, o(z)v =v
y T, es la proyeccién ortogonal sobre la recta generada por v # 0.

Proposicién 3.47. Sea p: E — X wun haz vectorial, y q: P(E) — X su haz proyectivo
asociado, Entonces ¢*(E) = E' ® L, donde L — P(FE) es el haz tautoldgico, y ¢*: K(X) —
K(P(E)).

Demostracion. Sea E' — P(E) el haz vectorial asociado a 9': P(E) — Pr(F™) definido
por [e] — () oml, donde e = (x,v), p(z)v = v y 7, es la proyeccién ortogonal sobre
el complemento ortogonal de (v) en p(x)F™. Ya que cualquier elemento en @F™ tiene una
Unica expresién como w +w’ con w € (v) = ¢ (z)F™ (definida arriba) y w’ € p(z) o, F™ =

' (z)F™,
Ahora estamos listos para enunciar el principio de descomposicion.

Proposicién 3.48 (Principio de descomposicién). Dado un haz vectorial p: E — X de
rango k, existe una aplicacion f: P(E) — X tal que.

1. La aplicacion f*: K(X) — K(P(E)) es un monomorfismo.

2. El haz inducido f*E =L ® Lo ®---® Ly.
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Demostracion. Primero mostraremos 1, consideremos el haz proyectivo asociado ¢: P(E) —
X, y consideremos la aplicacién ¢*: K(X) — K(P(F)) definida por [E] — ¢*(E) ® 1 donde
1 € K(X), entonces inducimos un K(X)-médulo libre

K(X) xK(P(E)) — K(P(E))

(E,F) — ¢ (E)®F

En [3, Corolario 2.7.9], se muestra que K(P(E)) es un médulo libre sobre el anillo K(X) con
generadores 1,1 — [L], (1 — [L])?, ..., (1 — [L])*~!, donde L es el haz lineal bajo P(E). Y por
lo tanto, como K(P(FE)) es un K(X)-médulo libre, tenemos que f*: K(X) — K(P(E)) es
inyectiva.

Ahora mostremos 2, por la Proposicién 3.47 tenemos que ¢*(E) = E’ @ L donde L es
un haz lineal, y E/ = Ey es el haz vectorial asociado a 1. Definamos a L, = L, ahora
consideremos el haz vectorial E' — P(F) y el haz proyectivo asociado ¢, : P(E’') — P(E),
apliquemos nuevamente la Proposicién 3.47, lo cual nos da la descomposicién ¢j(E') =
E"® L', donde L’ es un haz lineal, definamos entonces Ly_; = L’. Inductivamente tenemos
la aplicacién gf_,: P(E*=2) — P(E*~%) la cual cumple que ¢f ,(E*~2) = E*k=D g L,.
Definimos entonces f = qx_1 0 qx_20---0q; o¢q, notemos que f: F — X y F = P(E*-1),

Entonces al tomar f*: K(X) — K(F) tenemos el siguiente diagrama

q* a7 ar

K(X) —=K(P(E)) — - —=K(P(E*?))
donde cada ¢ es un monomorfismo, y entonces f*(E) =Ly & Lo & - - @ L. O

Teorema 3.49. Las operaciones de Adams cumplen las siguientes propiedades, para cada
z,y € K(X) se tiene

1. ¥ (zy) = YF ()Y (y) para k =0,1,2, ...

2. Pr(h)(z) = ¥ ().

3. Sip es primo, entonces YP(x) = xP mod(p).

4. Sibe IN{O(SQ”) es el generador, entonces ¥*(b) = k™(b) para k = 0,1,2, ...

Demostracion. Sea x,y € K(X), y consideremos a z y y como representantes de sus clases
en K(X). Por el principio de descomposicién tenemos que f*(z) = L1 ®---® L, y f*(y) =
L) @---@L,. Para mostrar 1, veamos primero que *(f*(x)f*(y)) = ¥*(f*(2))v*(f*(y)),
en efecto tenemos que
PR W) = (L@ @ L) oL@ - & Ly,)
=(ie-al)e (L) e a(L,)")

= Pk (L))

y por otro lado tenemos que

V)W) = (e e Ly (e L) =¢" | PLieL)

ij

—EBw i® L) = @P(Li e L) = PLE o (L))

ij
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Como ¥ es una operacién en Teorfa K, el siguiente diagrama conmuta

K(X)— L K(x)

Ik

K(P(E®=2)) o K(P(E*2))

por lo tanto, como y*(f*(x)f*(y)) = ¥ (f*())¥*(f*(y)) entonces " (zy) = ¢* (2)p* (y).

Ahora mostremos 2, veamos que para f*(zx) = Ly @ --- & L, se cumple que

PFHN () = @ (L @ - @ Ly)) = 9" <@ Lg>

=P Lk =* (@ Lz‘) = (f*(x))

i=1
entonces tenemos que f*(y*('(x))) = f*(¥*(x)), como f* es inyectiva podemos concluir
que ¥* (¢! (x)) = Y (2).
Para mostrar 3, notamos que para f*(z) = L1 & -+ ® L,, se cumple que
(f"(@)P = (L1 & & Ly)”
=Lle oL @pp-1)Li®L)® & @p—1)Li-1® L)

y entonces médulo p, se tiene que
(@) =UL1e oLl =L{& - &Ly =¢"(L1® - & Ln) = ¢ (f*(2))

y por tanto ¥P(z) = aP mod(p).

Mostremos ahora 4, recordemos que K(52) = K(S2) & Z = Z & Z, y recordemos que
K(52) = ker(i*) donde la aplicacién i*: K(S2) — K(x) esté definida por [E] — [F] ~
dim(FE) — dim(F'), donde dim(E) denota la dimension del rango del haz vectorial E — S?
asociado al punto base en S? (andlogamente estd definido dim(F')). Entonces podemos notar
que K(S5?) tiene generadores {e, L} donde L es el haz tautoldgico y € es el haz vectorial de
rango 1, y entonces tenemos que L — € es el generador de I~<(52).

Notemos que (L® L)@ e = (L®e)®(L®e) = L® L, es decir, L? + ¢ = 2L y entonces
(L —¢€)?=0. Sea b =L — ¢, entonces tenemos que

VHE) = (L - &) = (D) — () = L —e = (e + L- o) -

k
=(e+b)F—c= (Z( ]; )bl> —ec=¢c+kb—e=kb.

i=0
Usando el teorema de periodicidad de Bott (Teorema 3.30), podemos extender esta cons-
truccién de la siguiente manera. Notemos que K(S?) ® K(S?"~2) =~ K(S?") mediante la

correspondencia (a, 3) — af3, donde o y 3 son generadores de K(S?) y R(SQ”*Q) respecti-
vamente, y entonces se cumple que

VM (ap) = P ()Pt (B) = (ka) (k"' 6) = k"af

y por el teorema de periodicidad de Bott tenemos que IN{(S%’?) = IN{_2(52”’2) = I~{(S2”).
O






Campos vectoriales en esferas

Para cada n, denotamos por S™ a la esfera de dimensién n. Definimos un campo vectorial
en S™, como una aplicacién continua v: S™ — R"*! que a cada x € S” le asocia un vector
v(x) tangente a S™, esta condicién es equivalente a tener

(z,0(z)) =0

para toda z € S™, donde (, ) es el producto interno estdndar en R™.

Si v: S™ — R™*! es un campo vectorial no nulo, podemos suponer que los vectores v(z)
tienen norma igual a 1. Decimos que dos campos vectoriales vy y vo en S™ son linealmente
independientes, si vi(x) y va(x) son linealmente independientes para cada x € S™, esta
condicién es equivalente a tener

(vi@), v;(@)) = 0y

para cada x € S", 1,7 = 1,2, y donde ¢;; es la delta de Kronecker.

Por ejemplo en S!, podemos construir un campo vectorial v: S — R? como v(z,y) =
(—y,x), en efecto tenemos que {(z,y),v(x,y)) = {((z,y), (—y,z)) = —zy + yx = 0, para
cada x € S'. Notemos que v es una rotacién por 90°, tal como se muestra en la Figura 4.1.
Por otro lado, podemos construir otro campo vectorial en S*, definiendo v": S — R? como
v'(w,y) = (y, ), en efecto tenemos que ((z,y), v'(x,)) = ((z,9), (4, —2)) = oy — yz = 0,
para cada x € S'. Notemos que v’ es una rotacién por 270°, tal como se muestra en la
Figura 4.1

Sin embargo, podemos notar que los vectores v(z,y) y v'(x,y) no son linealmente in-
dependientes para cada (z,y) € S!, puesto que (v(z,y),v' (z,9)) = ((—y,2), (y, —x)) =
—y? — 22 # 0 para cada = € S*, por lo cual los campos vectoriales v y v’ no son linealmente
independientes. Esto nos lleva a hacernos la siguiente pregunta: ;Cuantos campos vectoriales

no nulos y linealmente independientes estan definidos en S™, para cada n?
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(y, —)

Figura 4.1: Campos vectoriales v y v’ en S'.

En este capitulo veremos el trabajo de Hurwitz y Radon, en respuesta a ésta pregunta,
el cual se refleja en el siguiente resultado.

Teorema 4.1 (Hurwitz-Radon). Para n = (2k —1)2°16% con 0 < ¢ < 3, sea p(n) = 2° +8d
entonces existen p(n) — 1 campos vectoriales linealmente independientes en S™~!

Como referencias de este capitulo consultar [12], [5], [7], [8], [14], [16] ¥ [19].

4.1. Campos vectoriales unitarios

En primer lugar veremos cudndo una esfera S, tiene un campo vectorial no nulo.

Proposicién 4.2. Si ™! tiene k campos vectoriales linealmente independientes vy, ..., Uy,
entonces S™~! tiene k campos vectoriales linealmente independientes vi, ..., v}

Demostracion. Sean v, ..., v, son campos vectoriales linealmente independientes en S™1,
entonces podemos ver cada v; como una aplicacién v;: S"~! — R™ que cumple que el
producto interno (z,v;(z)) = 0y (v;(x),v;(z)) = &;j para toda z € S" 1y 1 <i,j <k, y
donde §;; es la delta de Kronecker.

Por la Nota 1.52, tenemos que la esfera S™9~! es homeomorfa al join de ¢ esferas S"1!,
entonces cada x € S™~! lo podemos ver como una g-tupla z = (21, ..., agx,), donde cada

r, €Sty Y. af=1
Definamos v}: S"~1 — R™ como v}(z1, ...,x4) = (1v;(x1) + - + a,vi(z,)), entonces
para cada z € S™97! tenemos que
(z,vi(2)) = (z1,0105(21)) + -+ + (Tq, Aqvi(Tq))
= a1 (w1, v5(21)) + -+ + ag(Tg, vi(2g)) = 0

y ademas
(vi (@), v}(2)) = a1 (vi(21), vj(x)) +"'+aq<vi($q)7v§($)>
= a1< i(@1), v5( “+arag(vi(r1),v(2g)) + - -
+ agon (vi(2q), vi(z1)) + '+O‘q<vi(xq)’vj(xq)>

K
=
=
_|_

Si i # j entonces (vi(),vi(x)) = 0, puesto que cada (v;(zx),v;(z;)) = 0 para cada
1<kl<qgSii=jy entonces (vj(x),vj(2)) = ai 4+ ---a2 = 1. Por lo tanto, v}, ..., v}, son

campos vectoriales linealmente independientes en S™7~1. O
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Corolario 4.3. Cada esfera S™~! con m par, tiene un campo vectorial no nulo.

Demostracion. Vimos que S! tiene un campo vectorial v: ST — R? no nulo definido por
v(z,y) = (—y, ). Entonces por la Proposicién 4.2, tenemos que S??~! tiene un campo
vectorial no nulo. O

Esto nos dice que todas las esferas de dimension impar tienen un campo vectorial no
nulo. En la siguiente proposicién, veremos una propiedad que cumple S™ con un campo
vectorial no nulo.

Proposicién 4.4. Sea S™ una esfera con un campo vectorial v no nulo. Entonces la apli-
cacion antipoda S™ — S™ definida por x — —x, es homotdpica a la identidad.

Demostracion. Como v es un campo vectorial no nulo, entonces podemos suponer que v es
unitario, es decir, ||[v]| =1, si no v = TeT] € un campo vectorial con norma igual a 1.

Definamos una homotopia H: S™ x [0,1] — S™ como H(x,t) = cos(tm)x + sen(tn)v(z),
notemos que

H(z,0)=x H(z,7m)=—x
por lo tanto la aplicacién antipoda de S™ es homotdpica a la identidad. O

Nota 4.5. Se puede probar que el grado de la aplicacién antipoda S™ — S™ es (—1)"*+1.
Entonces por el Corolario 4.3, la Proposicion 4.4 y esta nota, tenemos las siguientes equiva-
lencias.

Teorema 4.6. Dada un esfera S™, las siguientes son equivalentes:
1. n es impar.
2. La aplicacion antipoda S™ — S™ tiene grado 1.
3. La aplicacion antipoda es homotopica a la identidad.
4. S™ tiene un campo vectorial no nulo unitario.
Negando las equivalencias anteriores, tenemos las siquientes equivalencias:
1. n es par.
2. La aplicacion antipoda S™ — S™ tiene grado —1.
3. La aplicacion antipoda no es homotdpica a la identidad.

4. S™ no tiene un campo vectorial no nulo unitario.

4.2. Multiplicaciones ortogonales

En esta seccién definiremos aplicaciones llamadas multiplicaciones ortogonales, y veremos
que éstas, estan estrechamente ligadas a la existencia de campos vectoriales en esferas.

Definicién 4.7. Decimos que una aplicacién p: RF x R” — R™ es una multiplicacion
ortogonal, si p es bilineal y
ey, )| = Iyl

para cada y € R* y z € R™.
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Proposicién 4.8. Si fijamos x € S"~1 C R", entonces la aplicacion
RF — R"
y — uy )

es una isometria, es decir, una aplicacion que preserva producto interno.

Demostracién. Sabemos que (y,z) = (|ly + z[|> — ||z]|*> — ||y||?), entonces para z € S™~!
tenemos que

17

(uly, x), p(z, ) = %(Ilu(y,x) +plz, )P = [z, )2 = [y, 2)[]%)

= S Uluty + 2 DI ~ [z DIP ~ [l 2)IP)
= by + 2Pl = elPlAl? — [l Pl?)
= by + 21 = 112112 = Il = (v, 2)
O

Sean e, ..., e la base estandar de R*. Decimos que una multiplicacién ortogonal p: RF x
R™ — R™ es normalizada, si p(eg,x) = = para cada x € R™. Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que cualquier multiplicacién ortogonal es normalizada, si no u(eg,x) =
u(x), y entonces u(y,u~!(z)) es una multiplicacién ortogonal normalizada.

Teorema 4.9. Si existe una multiplicacion ortogonal p: R¥ x R™ — R", existen k — 1
campos vectoriales linealmente independientes en S™~1.

Demostracion. Suponemos que p es una multiplicacién ortogonal normalizada. Definamos
las aplicaciones
v S — R7
z — ple, )

para 1 <i < k — 1. Veamos que cada v; es un campo vectorial en S"~1, esto es

(z,vi(2)) = (x, plei, x)) = (ulex, v), ples, x)) = (ex, e;) =0

para cada x € S”~!. Finalmente, veamos que los campos vectoriales vy, ..., vx_1 son lineal-
mente independientes para cada z € S"~!, esto es

<’Ui(.’L‘),Uj(.%‘)> = <u(€i’x)aﬂ(ejvx)> = <ei’ej> = 6ij
O

Entonces, el problema de encontrar campos vectoriales linealmente independientes en
esferas, se reduce a mostrar la existencia de multiplicaciones ortogonales, el cual es un
problema puramente algebraico. Entonces, es necesario dar una version algebraica de la
nocién de multiplicacién ortogonal.

Teorema 4.10. El conjunto de multiplicaciones ortogonales ji: R¥ xR™ — R™ normalizadas,

esta en correspondencia biyectiva con conjuntos ui,...,up—1 € O(n), tales que uw?=-Iy

i
uu; +uju; =0, donde I es la matriz indentidad.
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Demostracion. Sea e, ..., e, la base estandar de R* y sea pu: RF x R” — R™ una multipli-
cacién ortogonal normalizada, definamos w;(x) = u(e;, z) con i = 1, ..., k. Veamos que cada
u;: R™ — R™ es una aplicacién lineal que preserva producto interno, en efecto, para cada
i=1,...,k tenemos que

[ui(@)|| = llp(es, )| = [lealll[z]] = [[]]

recordemos que cada transformacion wu; tiene asociada una matriz la cual abusando de la
notacién denotaremos por u;. Por lo tanto u; es una matriz n X n que preserva producto
interno, es decir, u; € O(n).
. 2 _ _ .
Veamos que u;, ..., ux—1 cumplen con las relaciones uf = -1y u;u; +uju; = 0. Cualquier

i

elemento y € R* lo podemos escribir como una suma 3 = >; aieq, por lo cual para todo

zeR”
k k k
ply, =) = p (Z amufﬂ) =Y aip(enx) =Y aui(w)
=1 =1 1=1

como u es normalizada podemos suponer que ug = I, recordemos que evaluar una trans-
formacién lineal w;(z) con x € R™, es equivalente a multiplicar la matriz u; con el vector
coordenada x de dimensién n x 1. Por hipétesis ||u(y, 2)|| = ||yl]||z]|, sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que ||y|| = ||z|| = 1, y entonces ||u(y, )|| = 1. Sea u} la transpuesta
de u;, entonces tenemos que

k k k k k
L=y, 2)|* = 1> am(@)|* =YY (aiu; -2, a5u; - 2) = > aia;(u; - x,u; - x)
i=1 i=1 j=1

i=1 j=1

k
= Za?(ui STy up Ty Zaiaj(Wi cxyug - x) + (U T, u - )
i=1

i<j
k
=D ai(ui- @) (i x) + Y aia((ui - 2)"(uj - @) + (w5 2)" (u; - 7))
i=1 i<j
k
:Zafx* sl -ui-x+Zaiaj(x* cupcuj T+ U u )
i=1 i<j
k
= Za?w* cuyup X+ Zaiaj(x*(u;‘ g+l ug)T)
i=1 i<j
Como u; € O(n), entonces tenemos que u! - u; = I para toda 4, y como ||y|| = 1 tenemos

que (ag,...,a;) € S* por lo cual 3, a? = 1, por lo tanto

k

k k
Za?m* Sul Uy -x:Za?m* cx = Za?HxHQ =1
i=1 i=1

i=1

i<j @it (2" (Ui uj +uj-ui)z) = 0 para todo i < j, para todo y € Sk y para todo
x € R™. Consideremos y = (0, ..., 0, cos(#), 0, ..., 0,sen(#), 0, ...,0) € S*, entonces en este caso
tenemos que m*(uluj +u;uf)z = 0 para toda € R™ lo cual implica que u; - uj +uj-uf =0
para i < j.

Sij =k (pues ug, es la identidad) tenemos que u; - uj +ug -wf = u;-I+1-uf = u;+uf =0,
y entonces u; = —u;, ya que u; es una matriz ortogonal tenemos que u; = u; ! por lo cual

y entonces Y
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Uy = —U] = —Uu; 1 al multiplicar por la matriz u; en ambos lados de la igualdad obtenemos
que ui = —uiui_1 =L
Sii < j < k, tenemos que u; - uj + uj - uf = 0siysolosiu-u;j +uj-u =0

6 u; - (—u;) +uj - (—u;) =0, y en ambos casos se cumple la relacién deseada.

k
K2

Por otro lado, sean uy,...,ux—1 € O(n) transformaciones lineales tal que u? = —I y
uuj+u;u; = 0,y definimos uy, = I'la matriz identidad. Definimos la multiplicacién ortogonal
p: RF x R® — R™ de la siguiente manera:

Sea ey, ..., e, la base estandar de R*, y notemos que cualquier elemento y € R* lo podemos
escribir como una suma formal y = ", a;e;, por lo cual para todo y € R* y 2 € R™ definimos

k
ply,2) = 3 asuilo)

Veamos que p cumple que ||u(y, 2)|| = ||yl|]|z|], para esto es suficiente probar que ||u(y, z)|| =
1 si||y|| = ||z|| = 1. Supongamos que ||y|| = ||z|| = 1, y en consecuencia (ay,...,a;) € SF~L.
Sea u; la transpuesta de u; para cada i = 1, ..., k, entonces para cada z € R" tenemos que

k k k k k
ey, )P = 11D aws(@)[ = D0 s -z, a5u; - 2) = > > asa;(u; - @, u; - @)
=1

i=1 j=1 i=1 j=1

k
= Za?(ui ST U T +Zaiaj(<ui cx,uy - x) + (U -z, )
i=1 1<j

k
= Za?(ui cx)* (u; - ) + Zaiaj((ui cx) (uy - x) + (uy - )" (u; - x))

i<j

k
— 2 * * . . . * . * . Y * . * . Y
= g a;xr* -ul cu;p - x + E azaj(z* - ui -uj x4+ 2" U v )
i=1 i<j

k
= E a;x™ - ulcup x4 E azaj(z*(uj - uj +uj - u;)x)
i=1 i<j

Como u; € O(n), entonces tenemos que u} - u; = I para toda 4, y como ||y|| = 1 tenemos
que (ag,...,a;) € S* por lo cual 3, a? = 1, por lo tanto

k k
Za?w* cul oy -x:Zafac* cx = Zaf\|m||2 =1
j i=1 i=1

* * . .
veamos que u;uj + uju; =0 para i < j.

1

Por hipétesis tenemos que u? = —1 lo cual implica que u; = —u; -, COMO U; €s Una

matriz ortogonal entonces u; ! = u}, por lo cual tenemos que u; = —u; ' = —u}. Como
= .. —_ * s . _ * g 1 .. * .. *

u; - uj + uj - u; = 0 entonces u; - (—uj) +uj - (—uf) =0, o bien w; - u} + u; - uj = 0. Por lo

tanto [|u(y, )| = 1.

Finalmente, podemos ver que estas dos construcciones son inversas una de la otra. [

En general, para transformaciones lineales u1,...,ux_1 de un espacio vectorial real en
si mismo, podemos construir un producto interno, que sea invariante con respecto a estas
transformaciones.
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Lema 4.11. Siuq,...,ux—1 son transformaciones lineales de un espacio vectorial real V' en

st mismo, tal que satisfacen las relaciones u? = =1 y uu; + uju; = 0 para i # j, entonces

%

existe un producto interno { , Y. en V tal que (x,y)x = (u;(x), u;i(y))«.

Demostracion. Sea T'y,_1 el grupo generado por tu; con 1 < i < k — 1. Un elemento en
Tk—1 es de la forma (du;, )(Fus,) - -+ (Fu;,.) donde iy < - -+ < 4, en efecto, como las trans-
formaciones lineales uy, ..., u;_1 cumplen las relaciones u? = —I y U;U; = —U;U;, entonces
podemos acomodar cualquier elemento en I';,_; de manera ascendente usando dichas relacio-
nes. Notemos que I'y_1 es un grupo con 2* elementos, en efecto, r a lo mas vale k—1, y junto
con la identidad tenemos k elementos, los cuales los podemos acomodar en 0 espacios, mas
los que podemos acomodar en 1 espacio, y asi sucesivamente hasta sumar los que podemos

acomodar en k espacios, por lo tanto

[k k EN ok
|Fk_1<0)+( 1 )+~~+<k>2
Sea ( , ) cualquier producto interno en V, construyamos entonces el producto interno

(ry)e=5 3 lol@), o)

o€lk_1
entonces, para cualquier u; € I'y_1 tenemos que

(i) i) = 5 3 {olm(@), oluy)))

oel,_1

1 ’ .
= 9% > (uj(@),u;(y)) para algin j
o€l 1

(T,Y)

O

Por lo tanto, resulta muy importante derivar propiedades de dlgebras que tengan un

conjunto de generadores ey, ..., ex, que satisfagan las relaciones e = —1 y eie; +eje; =0
para i # j.

4.3. Formas cuadraticas

Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimensién finita.

Definicién 4.12. Una forma cuadrdtica es un par (V, f), donde f: V x V — R es una
forma simétrica y bilineal, es decir:

v flax+ a2 y) =af(z,y) +a f(a',y) para todo a,a’ ER y x,2',y € V.
v f(z,y) = f(y,z) para todo z,y € V.

Dadas dos formas cuadréticas (V, f) y (W, g), una aplicacién u: V. — W es un morfismo
de formas cuadrdticas, si para todo z,y € V tenemos que f(z,y) = g(u(z),u(y)).
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Nota 4.13. Una definicién alterna de forma cuadratica, estd dada de la siguiente manera:
Una forma cuadritica sobre un espacio vectorial real V' es un par (V,q), donde ¢: V — R
es una aplicacién tal que g(az) = a’q(x) y fy(x,y) = q(z +y) — q(x) — q(y) es una forma
simétrica y bilineal.

En nuestro caso, estas dos nociones son equivalentes.

Definicién 4.14. Decimos que una forma cuadrética (V, f) es no degenerada si f(z,y) =0
para toda y € V, implica que z = 0.

Decimos que una forma cuadrética (V) f) es no singular si para cada forma lineal u: V —
R, existe un unico y € V tal que u(z) = f(z,y) para toda z € V.

Veamos que estas dos nociones son equivalentes. En efecto, supongamos que (V, f) es no
singular y supongamos que f(x,y) = 0 para todo = € V, consideremos la aplicacién lineal
u: V — R definida por u(z) = 0 para todo z € V. Como (V, f) es no singular, entonces
existe un dnico y € V tal que f(x,y) = u(x) = 0 para todo = € V, lo cual implica que y = 0.

Por otro lado, supongamos que (V, f) es no degenerada. Por contradiccién, suponemos
que existe una aplicacién lineal u: V' — R tal que para todo y € V, f(x,y) # u(z) para
todo € V. Si f(x,y) = 0 para todo y € V entonces 2z = 0, y entonces 0 = f(0,y) # u(0)
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, (V, f) es no singular.

Si e, ...,en es una base de V, los elementos f(e;, e;) determinan completamente a f, es
decir, siz =), wie; y y = Zj y;€;, entonces

Fle,y) =1 [ D mien, Y ujes | =D fleiej)wiy;
i J 1,7

Maés atn, la simetria de f es equivalente a f(e;,e;) = f(ej,e;) para todo 1, j.
Ejemplo 4.15. En R" el producto interno estandar (, ) y —(, ) son dos formas cuadraticas.

Si (V, f) es una forma cuadrética, y si E C V es un subespacio de V, entonces (E, fg)
es una forma cuadritica, donde fg := f|exg.

Definicién 4.16. Una descomposicién ortogonal de una forma cuadratica (V) f), denotada
por V=F; 1L --- 1L E,, es una descomposiciéon en suma directa V = E; & --- ® F,, tal que
flr,y) =0paraz e E;yye Ej,coni#jyl1<i,j<r.

Proposicién 4.17. Sea (V, f) una forma cuadrdtica, y sea E un subespacio de V' tal que
(E, fg) es no singular. Si E* = {y € V | f(z,y) =0 para cada x € E}, entonces V=F L
E* es una descomposicion ortogonal.

Demostracion. Es suficiente mostrar que V = E @ E*, veamos que E N E* = {0}. Como
(E, fE) es no singular, entonces (E, fg) es no degenerado, entonces f(E,y) = 0 para cada
y € E implica que y = 0, y en consecuencia E N E* = {0}.

Fijemos = € V, y definamos la aplicacién E — R por y — f(x,y). Como (E, fg) es no
singular, entonces existe 1 € E tal que f(z,y) = f(x1,y) para cada y € FE, como f es
bilineal tenemos que f(z,y) — f(z1,y) = 0, lo cual implica que z — z; € E*, por lo tanto
podemos escribir © = z1 + (z — z1) y entonces V = E @ E*. O

Nota 4.18. Dada una forma cuadratica (V, f), y una descomposicién ortogonal V = E; L
E5 de (V, f), entonces denotamos por f; a la restriccién f|g, con i = 1,2. Notemos que
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(E;, f|E,) es también una forma cuadratica. Mds ain, six = (z1+x2) € E1yy = (y1+42) €
Es, entonces

f(x,y) = f((z1,22), (Y1, 92)) = fr((z1,91)) + f2((22,92))-

Podemos generalizar la Proposicién 4.17, para obtener una descomposicién ortogonal de
una forma cuadratica (V, f), en r formas de dimension 1.

Teorema 4.19. Sea (V, f) una forma cuadrdtica, entonces V.= Ey --- E, donde E; es un
subespacio de dimension 1, para 1 <14 <r

Demostracion. Sea x € V con x # 0, y sea Rx el subespacio generado por z, podemos
notar que Rz es de dimension 1. Si dim(V') = 2, entonces definimos L como el complemento
ortogonal de Rz, y entonces V = Rx L L es una descomposicién ortogonal. En general,
existe x € V tal que f(x,z) # 0, si no, tendrfamos que f(z +y,z +y) = f(z,2) + f(x,y) +
fly,z) + f(y,y) = 0 para todo x,y € V, lo cual implicarfa que f = 0.

Por lo tanto, (V, f) es no singular y entonces (Rz, f|g,) es no singular. Usando la Pro-
posicién 4.17, tenemos que V = L; 1L Rx donde L; = Rz* es el espacio definido en la
Proposicion 4.17. Inductivamente, aplicamos la construcciéon anterior a L, hasta tener una
descomposicién en subespacios de dimension 1. O

Nota 4.20. En términos de bases, el Teorema 4.19 dice que existe una base eq, ..., e, de V,
tal que f(e;,e;) = 0 para i # j. En consecuencia, podemos formular el siguiente resultado.

Teorema 4.21. Dada una forma cuadrdtica real (V, ) no singular, existe una base ey, ..., e,
de V tal que f(z,y) = —x1y1 — - — ThUk + Tht1Ykt1 + - + TrYr, donde k es la dimension
del subespacio mas grande E C V', tal que f(xz,x) < 0 para todo x € E con x # 0. El entero
k es llamado el indice de f.

4.4. Algebras de Clifford de formas cuadraticas

Dada una forma cuadrética (V, f), consideramos aplicaciones lineales u: V' — A, con A
un algebra asociativa, tal que u(r)? = f(z,x)1 y donde 1 denota al uno del dlgebra A. En
esta seccién definiremos las algebras de Clifford, las cuales son dlgebras que satisfacen una

propiedad universal, con respecto a estas aplicaciones lineales.

Definicién 4.22. El dlgebra de Clifford de una forma cuadratica (V, f), es una par (C(f),0),
donde C(f) es un dlgebra asociativa, y 6: V. — C(f) es una aplicacién lineal, tal que
0(x)? = f(x, )1 para cada x € V, y que satisface la siguiente propiedad universal:

Para toda aplicacién lineal u: V — A con u(z)? = f(x,z)1, existe un tinico morfismo de
dlgebras u': C(f) — A, que hace conmutar el siguiente diagrama.

Teorema 4.23. El dlgebra de Clifford (C(f),0) existe para cada forma cuadrdtica (V, f).
Si (C(f),0) y (C(f),0") son dos dlgebras de Clifford para (V, f), entonces existe un inico
isomorfismo de dlgebras u: C(f) — C(f), tal que ¢ =wuo#.
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Demostracion. Definimos C(f) como el dlgebra tensorial T(V) = > ., T%(V), médulo el
ideal generado por z ® x — f(x,z)1, donde T*(V) es el producto tensorial de V consigo
mismo k veces (ver Apéndice A.3).

Definimos 6 como la composicién de la inclusién V < T(V) C T(V), con la proyec-
cién al cociente T(V) — C(f). Sea u: V — A una aplicacién lineal con u(z)? = f(x, )1,
definimos v’: C(f) — A como v/ (x +z @y + ---) = u(zr) + u(x)u(y) + --- para cada ele-
mento x +x Dy + -+ € C(f). Notemos que v'(z @ z — f(z,2)1) = u(z)u(z) — f(z,z)l =
w(x)? — f(z,2) = f(z,2)1 — f(z,7)1 = 0. Como la imagen de @ genera a C(f), entonces
tenemos que u' o § = u, y por construccién, u’ es tinico con respecto a esta propiedad.

Supongamos que existen dos dlgebras de Clifford (C(f),8) v (C(f)’,0’) correspondientes
a (V, f). Como (C(f),0) es un dlgebra de Clifford, entonces por la propiedad universal, para
el dlgebra C(f)" y la aplicacién lineal 8': V' — C(f)’, existe un tnico morfismo de &lgebras
u: C(f) = C(f) que hace conmutar el siguiente diagrama

por otro lado, como (C(f)’,8’) es un dlgebra de Clifford, entonces por la propiedad universal,
para el dlgebra C(f) y la aplicacién lineal 8: V' — C(f), existe un tinico morfismo de &lgebras
v: C(f) = C(f) que hace conmutar el siguiente diagrama

Por unicidad de u y v tenemos que, uov = idg(y) y vou = idg(y), por lo tanto u es un
isomorfismo de algebras. O

Definicién 4.24. Decimos que un dlgebra A es Zs-graduada, si existe una descomposicién
en suma directa

A=A A
y una multiplicacién bilineal A x A — A tal que

ATAT C AT
donde los indices ¢, 7 € Zo.

Un morfismo f: A — B entre dos algebras Zs-graduadas, es un morfismo de algebras
tal que f(A?) C B'. El producto tensorial de dos algebras Zs-graduadas A y B, denotado
por A®B, es la suma directa de las subdlgebras (A®B)° = (A° ® B) @ (A' @ B) y
(A®B)! = (A' @ B®) @ (A° ® BY).

Podemos definir una multiplicacién en ARB como

(z®y)(z'@y) = (-1)7 (zz")D(yy')

para ' € A’ y y € BJ. Finalmente, dos elementos z € A’ y y € AJ conmutan, si zy =
(—1)Yya.
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Ejemplo 4.25 (Zy-Graduacién de C(f)). Sea (C(f),0) un élgebra de Clifford de una forma
cuadrética (V, f). Definimos la subalgebra C°(f) como la imagen de Y., T?*(V) en C(f),
y definimos la subélgebra C!(f) como la imagen de Y ., T?*+1(V) en C(f). Entonces,
tenemos que C(f) = CO(f) & C(f) y CU(f)CI(f) € C*I, por lo tanto, C(f) es un dlgebra
Zo-graduada.

Sean (V, f) y (W, g) dos formas cuadréticas, y sea u: V' — W un morfismo de formas
cuadréticas. Entonces, v induce un morfismo de algebras C(u): C(f) — C(g) en las dlge-
bras de Clifford (C(f),0¢) y (C(g),0,), de la siguiente manera: Notemos que (6,(u(x)))? =
g(u(zx),u(z))l = f(z,x)1, entonces por la propiedad universal del algebra de Clifford (C(f),8;),
tenemos que para el dlgebra C(g) y la aplicacién lineal 8, o u: V' — C(g), existe una tnica
aplicacion C(u): C(f) — C(g) que hace conmutar el siguiente diagrama.

C(f)
T T~ C(u)
1% W%C( )

Lema 4.26. La aplicacion C(u): C(f) — C(g) tiene las siguiente propiedades funtoriales:

1. Sea (V) f) una forma cuadrdtica, y sea u: V. — V es la identidad en V, entonces

C(u): C(f) = C(f) es la identidad en C(f).

2. Sean (V,f), W,q) vy (Z,h) formas cuadrdticas, y sean u: V — W yv: W — Z
morfismos de formas cuadrdticas, entonces C(vou) = C(v)oC(u): C(f) = C(h).

3. Siu:V — W es isomorfismo de formas cuadrdticas, entonces C(u) es un isomorfismo
de dlgebras.

Demostracion. Sean (V, f), (W, g) y (Z, h) formas cuadréticas.

1. Supongamos que u: V. — W es la identidad, entonces para todo z € C(f) tenemos
que C(u)(z) = by 0u(x) =0,(x) = x.

2. Tomemos u: V. — W y v: W — Z dos morfismos de formas cuadraticas, y conside-
remos las aplicaciones inducidas C(u): C(f) = C(g) y C(v): C(g) — C(h). Entonces
para todo z € C(f), tenemos que C(vou)(z) = O, ovou(xr) =6, ovobyou(r) =

C(v) o C(u)(x).

3. Supongamos que u: V' — W es un isomorfismo de formas cuadraticas, entonces existe
un morfismo de formas cuadréticas v': W — V, tal que uou' = idy y v/ ou = idy.
Entonces por la propiedad 1 y 2, tenemos que

ide(p) = Clidy) = C(u' ou) = C(u') o C(u)

y
ide(g) = Clidw) = C(uou’) = C(u) o C(u')

Por lo tanto, C'(u) es un isomorfismo de 4lgebras.

O

Por lo tanto, C' es un funtor de la categoria de formas cuadraticas, a la categoria de
algebras.
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Proposicion 4.27. Sean f: A — C y g: B — C dos morfismos de dlgebras Zs-graduadas,
tal que f(x) conmuta con g(y) para cada x € A yy € B. Entonces la aplicacion h: AQB — C
definida por x @ y — f(x)g(y), es un morfismo de dlgebras Zs-graduadas.

Demostracion. Sea r ® y; € A® B' y seax; @y € A7 @ B con i, j € Zs, entonces tenemos
que

h((z @ yi)(z; @ y)) = (=) h((zz)) @ (yiy)) = (1) f(2)g(z;)g(yi)9(y)
= f(@)g(w) f(z;)9(y) = h(z @ yi)h(z; @ y)

Como f y g son morfismos de dlgebras Z,-graduadas, entonces tenemos que f(A*) C C°
y g(B") C C! para i = {0,1}, lo cual implica que h((A ® B)?) C C*. En efecto, si t @ y €
(A B)? = (A°®@ B% @ (A' @ BY), entonces x € A yye B 6x e Alyy e B,y
en este caso f(z)g(y) € C° 6 f(x)g(y) € C1*1 = C°, por otro lado, si x @y € (A ® B)*,
entonces ¥ € Al yy € B 6 2 € A° y y € B, y en este caso f(z)g(y) € C°t! = C1
6 f(z)g(y) € CH0 =C.

Por lo tanto h es un morfismo de algebras Zs-graduadas. O

Sea (V, f) una forma cuadritica, y sea V = E; L E5 una descomposicién ortogonal de
(V, ). Recordemos de la Nota 4.18, que (E;, f;) es una forma cuadrética para i = 1,2. Sea
(C(fi),0;) el élgebra de Clifford para la forma cuadratica (E;, f;), definamos la aplicacién

¢: V. — C()RC(f)
(x1,22) > (01(z1)®1) + (1®02(72))

Notemos que ¢(z1,22)% = f((x1,72), (v1,72)), en efecto tenemos que

$(a1,22)* = ((01(21)@1) + (1802(22))) (1 (21)@1) + (1862 (22)))

= 01(21)°®1 + 01 (21)®02(22) — 01 (21)R02(22) + 1802 (22)
= 01(21)°®1 + 180 (22)?
= f(z1,21)1R1 + 1@ fo(xa, 22)1
= fi(z1, 1) (AB1) + fo(zs, z2)(181)
= (filzr, 1) + fa(w2, 1)) (181)
= f((z1,22), (21, 22)) (181)

Entonces, por la propiedad universal del dlgebra de Clifford (C(f), 6), tenemos que para

el dlgebra C(f1)®C(f2) y la aplicacién ¢: V — C(f1)®C(f2), existe un tinico morfismo de
algebras u: C(f) — C(f1)®C(f2) que hace conmutar el siguiente diagrama.

Vv C(f1)2C(f2)

Teorema 4.28. El morfismo de dlgebras u: C(f) — C(f1)RC(f2) anterior, es un isomor-
fismo de dlgebras.
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Demostracion. Construyamos la inversa v: C(f1)®C(f2) — C(f) de u. Sean ¢;: E; — V
las inclusiones ¢ (z1) = (21,0) y g2(z2) = (0,22), éstas inducen un morfismo de algebras
Zs-graduadas C(q;): C(f;) = C(f) parai=1,2.

Si f(z,2") =0en V, entonces 6(z)0(z") + 0(z+)8(z) = 0, en efecto:

Por un lado tenemos que

(0(2) +0())? = (2 + )2 = f(z + 2,2+ 2') = f(z,2) + f(2,2) + (', 2) + f(+',2)
= fz,2) + f(2,2) = 0(2)* + 0(')?

por otro lado, tenemos que
(0(2) +0(2"))* = 0(2)* + 0(2)0(=") + 6(2")0(=) + 6(")?

lo cual implica que 0(2)? + 0(2')? = 6(2)? + 0(2)0(2') + 0(2")0(z) + 0(2')?, por lo tanto
0(z)0(z") +0(z")0(z) = 0.

Entonces, tenemos que C(q1)(x1)C(q2)(z2) = —C(g2)(22)C(¢q1)(x1) para x; = 0;(y;) con
yi € F;, i = 1,2, entonces C(q1) v C(g2), satisface la hipdtesis de la Proposicién 4.27,
por lo cual existe un morfismo de &lgebras Zo-graduadas v: C(f1)®C(f2) — C(f), tal que
v(x1@12) = C(f1)(01(21))C(f2)(02(x2)). Veamos que v es inversa de u y viceversa.

Notemos que los elementos de la forma 6(x1,0) y 6(0, x2) generan a C(f), entonces para
estos elementos tenemos que

vouob(z1,0) =wvo(x1,0) = v(fi(z1)®1) = C(f1)(61(21))C(f2)(1) = 6(21,0)

analogamente tenemos que v o u 0 6(0,z2) = (0, x2), por lo tanto vowu = 1.
Por otro lado, los elementos de la forma 6 (x1)®1 y 1860, (x2) generan a C(f1)RC(f2),
entonces para estos elementos tenemos que

wov(fy(x1)®1) = uo ((x1,0)) = ¢(x1,0) = b1 (z1)®1

analogamente tenemos que u o v(180y(x2)) = 1860 (x2), por lo tanto wov = 1. Y entonces
v es la inversa de u y viceversa. O

Podemos generalizar este resultado, si tenemos una descomposiciéon ortogonal V = FE; |
.-+ 1 E, en r subespacios, entonces tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.29. Eziste un isomorfismo u: C(f) = C(f1)®---@C(f,), tal que
u(6(0, ...,0,2;,0,...,0)) = 1& - - - @0, (2;)® - - - D1
para 1l < j <r.

Teorema 4.30. Sea (V,f) una forma cuadrdtica, donde V tiene una base ey, ...,e, con
fleise;) = 0 para i # j ya; = f(es,e;). Entonces C(f) es generado por e, ...,e, con
relaciones ef =a; y ejej +eje; = 0 para i # j. Los elementos de la forma e;, ---e;,, con
i1 < <igyl<s<rjunto conl, forman una base de C(f). Mds ain, la dimension de

C(f) es2".

Demostracion. Tomemos el elemento e; ® e; — f(e;, e;) para cada i = 1,...,r, y notemos que
en C(f) e; @ e; — f(ei,ei) = 0, entonces €2 — f(e;,e;) = 0, por lo cual e = f(e;, e;) = a;.

La relacién e;ej +e;e; = 0, surge como en la demostracién de la Proposicion 4.28, puesto
que f(e;,e;) =0.
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Como en la demostracién del Lema 4.11, los elementos en C(f) son de la forma e;, - - - e;_,
donde i; < --- < iy y 1 < s < r. Del isomorfismo u: C(f) — C(f1)®---®C(f.), tenemos
que u(e;, - -€;,) = 21® - Qu,, donde z; = e;; con i =i; y x; = 1 para i # i;, para toda
1 < j < s. Finalmente, estos elementos junto con 1 forman una base para C(f) de dimensién
dim(C(f)) = 2". O

4.5. El teorema de Hurwitz-Radon

Definicién 4.31. Sea Cj el dlgebra de Clifford C'(—( , )) asociada a la forma cuadrética
(R¥, —(, )) donde (, ) es el producto interno estandar en R*. Y sea Cj, el dlgebra de Clifford
C({,)) asociada a la forma cuadrética (R¥, (, )) donde (, ) es el producto interno estdndar
en R¥.

Ejemplo 4.32. Calculemos, con el Teorema 4.30, algunas dlgebras de Clifford de formas
cuadraticas reales.

= Si V =RY el dlgebra de Clifford Cy, estd generado por cero elementos béasicos y el 1.
Por lo tanto Cy = R.

» Si V =R, el dlgebra de Clifford C}, estd generado por un elemento bésico e y el 1,
con la relacién e? = — (e, e) = —1. Por lo tanto C; = C.

= Si V = R2 el dlgebra de Clifford Cs, est4d generado por dos elementos bésicos eq, s

y el 1, con relaciones €2 = €2 = —1 y ejea = —egeq, esto es (e1e2)? = ejeseien =
—e?e3 = —1. Por lo tanto Cy = H los cuaternios.

Denotemos por Mat(F) al conjunto de matrices de k X k con entradas en F el campo
real, complejo 6 cuaternionico. En dimensiones més altas, tenemos el siguiente cuadro de
valores de C}.

Cuadro 4.1: Valores de Cj,

0o 1 2 3 4 ) 6 7
Ok R C H H D H Matg (H) Mat4((C) Matg (R) Matg(R) ©® Matg (]R)

Teorema 4.33. Existe un isomorfismo u: Cyryo — Cp, @ Ca yv: C) 5 — Cp @ Cy.

Demostracion. Sea ey, ..., e, una base generadora para Cj y €], ..., €} una base generadora
para C}. Definamos u': R¥*2 — C} ® Cy como u'(e;) = 1 ®e; paral < i <2y u'(e;) =
e s®ejea para3 <i<k+2. Yaque v (e)?=(1®¢)(1®e;)=1®e?=—1parai <2y
W (e;)? = e? ;®erezeres = 1@1(—1) = —1, ademas notemos que v’ (e;)u/(ej)+u'(ej)u’(e;) =
0 para i # j, entonces podemos extender u’ au: Cio — C;.®Cs. Notemos que u es inyectiva,
yva que manda distintos elementos basicos en distintos elementos béasicos. Y por razones de
dimensioén es sobre, por lo cual u es isomorfismo.

Definamos v’ por v'(e}) = 1 ®e; para 1 < i < 2y v'(eh) = e;_2 Q@ elel para 3 < i <
k + 2. Anélogamente al caso anterior, tenemos que podemos extender v’ a un isomorfismo
v: Cpg — Cr ® Cy. O

Corolario 4.34. Existen isomorfismos Cpyq — Cp ®r Cy y Cp oy — C @r C, donde
Cy = C) = Cy ® Cf = Maty(H).
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Demostracion. Del Teorema 4.33 tomamos k = 2, entonces existe un isomorfismo C; =
CoCh=2Cly Co®C)=H® Maty(R) = Maty(H). Entonces tenemos un isomorfismo
Crya = Clyps ®Cy — Cp ® (O3 ® C2) = Cr ® Oy, y andlogamente existe un isomorfismo
CI/€+4—>C]€+2®C§—>C;€®C£1. O

Corolario 4.35. Existen isomorfismos Cyig — Cp, @ Mati6(R) y C} g — C} @ Mat(R).

Demostracion. La demostracion de este corolario surge iterando el Corolario 4.34, y usando
que Maty(H) ® Maty(H) = H® H® Mats(R) @ Maty(R) = Maty(R) @ Maty(R) = Mat6(R).
O

Definicion 4.36. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y consideremos una forma
cuadrética (V) f). Sea A un campo tal que K C A, definimos una A-representacion del
algebra de Clifford C(f) como un homomorfismo de algebras

p: C(f) — Homg (W, W)

donde Homg (W, W), es el algebra de tranfsormaciones lineales de un espacio vectorial W
de dimensién finita sobre A. El espacio W es llamado un C(f)-mddulo sobre K.

Definicion 4.37. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y consideremos una forma
cuadratica (V, f). Sea A un campo tal que K C A, una A-representacién se dice reducible si
el espacio vectorial W se puede escribir como una suma directa (no trivial)

W =W, ®W,

tal que p(p)(W;) C W, para j = 1,2 y para todo ¢ € C(f). Una representacién es llamada
irreducible si no es reducible.

Definicién 4.38. Un C(f)-modulo W es irreducible, si su representacién p: C(f) —
Hom (W, W) es una representacién irreducible.

Definicién 4.39. Dos representaciones p;: C(f) — Homg (W;, W;) para j = 1,2, son
equivalentes, si existe un isomorfismo lineal F': W7 — Wj tal que F o p1(p) o F~1 = pa(yp),
para todo ¢ € C(f).

Teorema 4.40. Consideremos la forma cuadrdtica (R*,—( | )) y consideremos su dlge-
bra de Clifford C). Sea vy el numero de representaciones reales irreducibles de Cy salvo
equivalencias, entonces
{ 2, sik+1=0 (modd);
V = .
1, sino.

Demostracion. Este teorema es una consecuencia de [14, Teorema 5.7]. O

Entonces, tenemos el siguiente cuadro de valores de v, el cual podemos encontrar en
[14, Teorema 5.8].

Cuadro 4.2: Valores de vy,

E 0 1 2 3 4 ) 6 7
Ck-, R C H H @ H Matg (H) Mat4 (C) Matg (R) Matg(R) S5 Mats (R)
v, 1 1 1 2 1 1 1 2
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Nota 4.41. Podemos notar que para k = 0,1,2,4,5,6, Ci solo tiene una representacion
irreducible, por lo tanto cualquier otra representacién tendrd dimensiéon un multiplo de la
dimension de la representacion irreducible.

Proposicién 4.42. Eristen transformaciones lineales uy, ...,up—1 € O(n) tal que u? = —1
Y uiu; +uju; = 0, siy solo si R™ es un C_1-mddulo.

Demostracion. Supongamos que existen transformaciones lineales up, ...,up—1 € O(n) tal
que u; = —Iy wju; +u;ju; = 0. Consideremos (uq, ..., ux—1) el espacio vectorial generado por
Uy ooy Up—1 Y DIOtEMOS qUE (U, ..., Up—1) = RF=1. Ahora, si consideramos la forma cuadratica
(R*¥=1 —(,)) donde (, ) denota al producto interno en R¥~1 entonces (R*~1, —(  )) sigue
cumpliendo las relaciones u; = —I y w;u; + uju; = 0. Como cada u; es un elemento en
O(n), entonces u; actiia en R™ por multiplicacién de matrices, entonces tenemos la siguiente
transformacién lineal

T: (uy,....,ux—1) —> Homg(R™ R™)
u; — T(uy)

donde T'(u;) = u; visto como una matriz en O(n).

Consideremos el algebra de Clifford Cj_; asociada a (R*~!,—( , )) y notemos que
T(u;)? = —(u;,u;)1 = —1, entonces aplicando la propiedad universal del algebra de Clifford
Ck—1, existe un homomorfismo de algebras p: Cx_1 — Hom(R™,R™) que hace conmutar el
siguiente diagrama

RF1 — L Hom(R™, R")

| A

Cr—1

por lo cual R™ es un Cj_1-modulo.

Supongamos ahora que R™ es un C}_1-mddulo, entonces existe un homomorfismo de
algebras p: C—1 — Hom(R™,R"™). Sea e, ..., e,_1 una base de R5=1, definamos

u; := p(e;)

2 _

Puesto que cada e; cumple las relaciones e; = —1y eje; +eje; =0 para i # j, entonces

cada u;: R™ — R™ cumple con las relaciones uf = —1 y u;u; + u;ju; = 0 para i # j. Por el

Lema 4.11, tenemos que existe un producto interno en R™ que es invariante bajo cada u;.
Por lo tanto u; € O(n) para cadat=1,....k — 1. O

Corolario 4.43. SiR" es un Cj,_1-mddulo, entonces S*~' admite k —1 campos vectoriales
linealmente independientes.

Demostracion. Sea R™ un C_1-mdédulo, por la Proposicién 4.42 tenemos que existen trans-
formaciones lineales u1, ..., up—1 € O(n) tal que uf = —1y uju; +uju; = 0. Por el Teorema
4.10, existe una multiplicacién ortogonal normalizada p: R*¥ x R® — R™. Finalmente, el
Teorema 4.9 nos dice que si existe una muliplicacién ortogonal p: R¥ x R™ — R™, entonces

existen k — 1 campos vectoriales linealmente independientes en S™~1. O

Sea by, la dimensién minima tal que R% tiene la estructura de un Cj_;-médulo irredu-
cible. Entonces tenemos el siguiente cuadro de valores de by.
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Cuadro 4.3: Valores de by,

k 1 2 3 4 5 6 7 8
Ck,1 R C H H D H Matg (H) Mat4((C) Matg (R) Matg (R) (&) Matg (R)
by 1 2 4 4 8 8 8 8

Ahora, estamos preparados para mostrar el Teorema 4.1. Sea n = (2k — 1)2¢16% con k
impar 0 < ¢ < 3, y sea p(n) = 2¢ + 8d, veamos que S"~! tiene p(n) — 1 campos vectoriales
linealmente independientes.

Demostracion del Teorema 4.1. Veamos que la formula funciona para 1 < by < 8.

Si by = 1 entonces k = 1, por lo cual R! es un Cy-médulo irreducible, y entonces S°
tiene 0 campos vectoriales linealmente independientes.

Comon =1 =1-2°.16° entonces p(1) = 2° +8-0 = 1. En efecto, S° admite
p(1) — 1 = 0 campos vectoriales linealmente independientes.

Si by = 2 entonces k = 2, por lo cual R? es un C;-médulo irreducible, y entonces S!
tiene 1 campo vectorial linealmente independiente.

Comon =2 = 1-21.16°, entonces p(2) = 21 +8-0 = 2. En efecto S admite p(2)—1 =1
campo vectorial linealmente independiente.

Si by = 3 notemos que 1|3 y entonces por la Nota 4.41 tenemos que k = 1, por lo cual R?
es un Cy-médulo, y entonces S? tiene 0 campos vectoriales linealmente independientes.

Como n = 3 = 3-2°.16°, entonces p(3) = 2° +8-0 = 1. En efecto, S? admite
p(3) — 1 =0 campos vectoriales linealmente independientes.

En otras palabras, no puedes construir un campo vectorial no nulo en S? (ver el
Teorema 4.6).

Si b, = 4 entonces k = 4, por lo cual R* es un C3-médulo irreducible, y entonces S3
tiene 3 campos vectoriales linealmente independientes.

Como n = 4 = 1-2%2.16°, entonces p(4) = 22+ 8 -0 = 4. En efecto, S3 admite
p(4) — 1 = 3 campos vectoriales linealmente independientes.

Por el Corolario 2.23, tenemos que S es paralelizable.

Si b, = 5 entonces 1|5 y entonces por la Nota 4.41 tenemos que k = 1, por lo cual R? es
un Cp-médulo, y entonces S* tiene 0 campos vectoriales linealmente independientes.
Comon =5 = 5-2%-16° entonces p(5) = 2° +8-0 = 1. En efecto, S* admite
p(5) — 1 = 0 campos vectoriales linealmente independientes.

Es decir, no puedes construir un campo vectoriales no nulos en S° (ver el Teorema

4.6).
Si by = 6 entonces 2|6 y entonces por la Nota 4.41 tenemos que k = 2, por lo cual R®
es un C;-médulo, y entonces S° tiene 1 campo vectorial linealmente independiente.

Como n = 6 = 3-2%-16°, entonces p(6) = 2! +8-0 = 2. En efecto, S° admite
p(6) — 1 =1 campo vectorial linealmente independiente, (ver el Corolario 4.3).
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= Si by, = 7 entonces 1|7 y entonces por la Nota 4.41 tenemos que k = 1, por lo cual RS es
un Cy-médulo, y entonces S® tiene 0 campos vectoriales linealmente independientes.
Comon =7 =7-20-16°, entonces p(7) = 2°48-0 = 1. En efecto S® admite p(7)—1 = 0
campos vectoriales linealmente independientes, (ver el Teorema 4.6).

= Si b, = 8 entonces k = 8, por lo cual R® es un C7-médulo irreducible, y entonces S”
tiene 7 campos vectoriales linealmente independientes.

Como n = 8 = 1-23.16°, entonces p(8) = 2% +8-0 = 8. En efecto, S” admite
p(8) — 1 =7 campos vectoriales linealmente independientes.

Podemos notar que S” es paralelizable (ver [8, Corolario 2]).

Para by, > 8, por el Corolario 4.35, tenemos que Ciys = Cr®@Mat16(R) entonces bys = 16by.
Por ejemplo, para R?%%® tenemos que byy = bigrs = 16big = 162bg = 162 - 8 = 2048,
entonces R2%48 es un Cy3-mddulo, y por lo tanto S?%47 tiene 23 campos vectoriales linealmente
independientes. Como 2048 = 1-23 - 162 entonces p(2048) = 23 + 8 - 2 = 24, en efecto S2047
admite p(2048) — 1 = 23 campos vectoriales linealmente independientes.

Notemos que bag = bgy15 = 16b15 = 162b; = 2048, por lo cual R2%48 también es un
Cao-médulo, y entonces S2°47 admite 22 campos vectoriales linealmente independientes. En
estos casos, tomamos el by mas grande pues éste nos va a generar una cantidad mayor de
campos vectoriales linealmente independientes. O



Numero maximo de campos vectoriales
linealmente independientes en esferas

En el Capitulo 4, mostramos que S™~! tiene p(n) — 1 campos vectoriales linealmente
independientes. En éste capitulo desarrollaremos las herramientas necesarias para probar
que S"~! no tiene p(n) campos vectoriales linealmente independientes. Este problema fue
resuelto por John Frank Adams, y publicado en el articulo [1] en 1961, sin embargo segui-
remos la demostracién dada en el libro [12], que utiliza herramienta desarrollada por Raoul
Bott. Otras referencias se puede consultar [2], [4], [5], [14], [17], [20], [22] ¥ [6].

En este capitulo usaremos la teoria de haces vectoriales reales, vista en el Capitulo 2,
como motivacion a esto veamos lo siguiente: Una seccién del haz tangente T'S™ a S™, es una
aplicacién v: S™ — T'S™, que asigna a cada x € S™ un vector v(x) tangente a S™, por lo
tanto tenemos que:

Un campo vectorial en S™ es una seccion del haz tangente. Encontrar un campo vectorial
no nulo en S™, equivale a encontrar una seccion del haz tangente a S™ que no intersecte a la
seccion cero. Y entonces la pregunta: ;Es posible encontrar r campos vectoriales no nulos y
linealmente independientes en S™7?, la podemos formular como: ;FEs posible encontrar r sec-
ciones del haz tangente a S™, linealmente independientes en todo punto y que no intersecten
a la seccion cero?

El Teorema 2.18 nos da condiciones necesarias y suficientes para que un haz vectorial sea
isomorfo al haz producto, en particular el haz tangente a S™ es isomorfo al haz producto, si
tiene n secciones linealmente independientes. En este caso, se puede mostrar que las tinicas
esferas en las cuales su haz tangente es trivial (también llamadas paralelizables), son S*,
S3 y ST (ver [2, Teorema 10.6.15]). Por otro lado, en el Capitulo 4, vimos que los R” que
admiten una estructura de C,,_;-médulo, son R?, R* y RS,

En este capitulo, denotaremos los haces vectoriales p: E — B, como triadas ¢ = (E,p, B),
denotaremos por E(&) al espacio total de £, y por B(&) al espacio base de €.
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5.1. Espacios de Thom de haces vectoriales

Sea £ un haz vectorial real sobre un espacio paracompacto, por la Proposicién 2.48
tenemos que existe una métrica Riemanniana en £, lo cual implica que podemos medir
los vectores en la fibra E(§), de € B(£) bajo p. Entonces podemos dar las siguiente
definiciones.

Definicién 5.1. Definimos el haz de esferas S(§) asociado a £, como el haz donde la fibra
sobre cada punto x € B() es el conjunto de todos los vectores unitarios en E(&),.

Definimos el haz de discos D(€) asociado a &, como el haz donde la fibra sobre cada punto
x € B(£), es el conjunto de todos los vectores con norma menor o igual a 1.

Definiciéon 5.2. Definimos el espacio de Thom de un haz vectorial real &, denotado por
Th(¢), como el espacio cociente D(£)/S(€).

Nota 5.3. El espacio de Thom de un haz vectorial, no depende de la métrica Rieman-
niana que escojamos, esto se debe a que existe un homeomorfismo entre D(£)/S(§) v
P& ®el)/P(¢), donde P(€) denota al haz proyectivo asociado a & de la Definicién 3.43,
y donde e! denota al haz trivial de dimension 1 (Ver [12, Capitulo 16, Proposicién 1.1]), y
entonces, podemos notar que el espacio P(£ @ e!)/P(€) no involucra métricas por lo cual

D(&)/S(&) tampoco.

Proposicién 5.4. Si & es un haz vectorial real con espacio base compacto, Th(&) es homeo-
morfo a la compactificacion en un punto del espacio total E () de €.

Demostracion. Observemos que los espacios D(§) — S(€) y E(£) son homeomorfos, entonces
las compactificaciones en un punto de D(§) — S(€) y E(§) son homeomorfas. Pero la com-
pactificacién en un punto de D(§) — S(§) es homeomorfa a D(£)/S(§), por lo tanto Th(&)
es homeomorfa a la compactificacién en un punto de E(§). O

Ejemplo 5.5. Si £ es el haz trivial de rango n sobre un punto, entonces tenemos que
Th(€) = S™. Si e™ es el haz vectorial trivial de rango n sobre un espacio topolégico X,
entonces Th(e") = ¥"(X U {oo}), donde (X)) denota la n-ésima suspensién reducida de
un espacio X de la Definicién 1.50. Por lo tanto, podemos ver al espacio de Thom como
una suspension generalizada. En la Figura 5.1 se muestran algunos ejemplos de espacios de
Thom de haces vectoriales de rango 1.

Proposicion 5.6. Sea £ yn dos haces vectoriales reales sobre un espacio compacto, entonces
los espacios de Thom Th(Exn) y Th(€)ATh(n) son homeomorfos, donde A denota al producto
smash de la Definicion 1.47.

Demostracion. Recordemos que el espacio total de un producto de haces vectorialesE(€ x 1)
es igual al producto de los espacios totales E(€) x E(n). Usando la Proposicién 5.4, tenemos
que el espacio de Thom Th(§ x 1), es homeomorfo a la compactificacién en un punto del
espacio E(£xn), y que el espacio de Thom Th(£)ATh(n) es homeomorfo a la compactificacion
en un punto de E(&) x E(n). Por lo tanto Th(¢ x n) = Th(&) A Th(n). O

Corolario 5.7. El espacio de Thom Th( @ ™) es homeomorfo a la n-ésima suspension
reducida X" (Th(¢)).

Demostracion. Notemos que el haz vectorial £ @ ™, es isomorfo al haz vectorial & x R"
donde R™ denota al haz vectorial trivial de rango n sobre un punto. Por lo tanto, tenemos
que los espacios de Thom Th(€ @ ¢) y Th(§ x R™) son homeomorfos. Finalmente, usando
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rango 1 sobre S*.

Figura 5.1: Ejemplos de Espacios de Thom de Haces Vectoriales de Rango 1

la Proposicion 5.6, el Ejemplo 5.5 y propiedades del producto smash de la Definicién 1.47,
tenemos que

Th(¢ x R™) = Th(¢) A Th(R™) = Th(¢) A S™ 2 £"(Th(¢))
O

El k-espacio proyectivo real RP, es el espacio cociente de S* médulo la relacién o ~ —z
para todo x € S*. Denotemos por &, al haz tautolégico definido en el Ejemplo 2.7, y
denotemos por méj a la suma directa de & consigo mismo m veces. Notemos que el espacio
total E(mé&) es el espacio cociente de S* x R™, médulo la relacién (z,y) ~ (—z, —y) para
todo (z,y) € Sk x R™.

Més atin, el haz de discos D(méy) es el espacio cociente de S* x D™, médulo la relacién
(z,y) ~ (—x, —y) para todo (z,y) € S*¥ x D™. Denotemos por (x,%) a la clase de (z,y) en
D(mé&), entonces tenemos que (z,y) € S(m&;) siy sélo si |[|y|| = 1.

Ejemplo 5.8. Definamos una aplicacién f: S* x D™ — S**™ como

fla,y) = (y, (1= lyl|*2))
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notemos que f(S* x S™~1) = §m~1 donde S™~! C S¥t™. Como f(—z,—y) = (—y,1 —
| —yl|? —2) = —(y,1 — ||y||?z) = —f(z,y), entonces la aplicacién f define una aplicacién
g: D(mé&;) — RPF™ en RPEH™ tal que g(S(mé&)) = RP™~L. Observemos que g: D(mé)—
S(mé&y) — RP*™ — RP™~! es un homeomorfismo. Por lo tanto g induce una aplicacién al
cociente

h: Th(méy,) — RPFH™ /RP™—1

que es un homeomorfismo.

En general, como una consecuencia del Corolario 5.7 y el Ejemplo 5.8, tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 5.9. El espacio de Thom Th(m&, @ e™), es homeomorfo a la n-ésima suspension
reducida X" (RPF+m™ /RP™—1),

5.2. S-categoria

En ésta seccién, vamos a considerar a los espacios topoldgicos con punto base, y todas
las aplicaciones y homotopias van a preservar punto base. Recordemos que denotamos por
[X,Y], al conjunto de clases de homotopia de aplicaciones de X a Y. La suspensién re-
ducida ¥, define una aplicacién funtorial ¥: [X,Y] — [E(X),X(Y)] tal que X[f] = [Ef].
Més atin, el Teorema 1.68 muestra que [2(X), X(Y)] es un grupo, y entonces la aplicacién
Y [BF(X), ZF(Y)] — [ZFH(X), ZFL(Y)] es un homomorfismo de grupos.

Definiciéon 5.10. Consideremos la siguiente sucesién de grupos abelianos.
[Z2(X), (V)] — [2*(X), B (V)] —= - —= [Z"(X), =" (V)] — -

y denotamos por {X, Y} al colimite de esta sucesién. Un elemento en {X, Y} es llamado una
S-aplicacion de X a Y. Definimos la S-categoria como la categoria que tiene por objetos a
los espacios topolégicos punteados y por morfismos a las S-aplicaciones.

Proposicién 5.11. La aplicacion natural [X,Y] — {X, Y} es una biyeccion, si X es un
complejo CW de dimension n yY es r-conezxo, es decir, los grupos de homotopia m;(X) =0
para 0 < <r.

Demostracion. La demostracién de esta proposicién es una consecuencia de [23, Capitulo 8,
Seccién 5, Teorema 11] O

Podemos definir una composicién { X, Y} x{Y, Z} — {X, Z}, usando la composicién dada
en las clases de homotopia [Z™(X), X"(Y)] x [Z™(Y), X"(Z)] — [E™(X), X™(Z)]. Mostremos
que dicha composicion es biaditiva, es decir, separa sumas en ambas coordenadas.

Proposicién 5.12. La composicion {X,Y} x {Y,Z} = {X,Z} es biaditiva.

Demostracion. Como ¥"(X) es un H-coespacio, entonces [2™(X), X" (Y)] tiene estructura
de grupo, y entonces

[X"(X), 2" (Y)] x [2"(Y), 5" (2)] — [E"(X), X"(Z)]

separa sumas en la primera coordenada, lo que implica que en el colimite {X, Y} x {Y, Z} —
{X,Z} es aditiva en la primera coordenada.
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Por otro lado, tenemos que Q(X""1(Z)) es un H-espacio, por lo cual [¥"(Y), X" (Z)] =
(1Y), Q(X"(2))] tiene estructura de grupo, y entonces

[(E"HX), BT (Y)] x B THY), (2" (2))] = [B"THX), (E"(2))]

separa sumas en la segunda coordenada, lo que implica que en el colimite {X, Y} x{Y, Z} —
{X, Z} es aditiva en la segunda coordenada. O

El siguiente teorema nos da una version de la sucesiéon de Barratt-Puppe de la Definicién
1.54, vista en la S-categoria.

Teorema 5.13. Sea f: X — Y wuna aplicacion continua. Entonces para cada espacio Z, la
siguiente susecion es eracta.

Demostracion. La sucesion deseada surge tomando el colimite de la sucesion de Puppe

f af =()

X Y

Cy %(X) %(Y)

inducida a sus clases de homotopia. O

Consideremos una aplicacién u: X A X' — S™, ésta aplicacién induce dos morfismos
de grupos uz: {Z, X'} — {X ANZ,S"} y u?: {Z, X} — {Z A X', 5"}, definidos como
uz({f}) ={u(l A )} y v’ ({g}) = {ulg A 1)}

Si Z = S*, denotamos a estos dos morfismos como uy, y u* respectivamente. Definamos
la siguiente nocién de S-dualidad en la S-categoria.

Definicién 5.14. Una aplicacién u: X A X’ — S™ es una n-dualidad, si los morfismos
de grupos u; y u* son isomorfismos de grupos. Si existe una n-dualidad uv: X A X' — S,
entonces decimos que X’ es n-dual a X. Decimos que X’ es S-dual a X, si alguna suspensién
de X’ es n-dual a alguna suspensién de X, para algin n.

Recordemos que v es un haz normal de una variedad X, con haz tangente T X, si T X ®v
es un haz trivial.

Teorema 5.15. Sea v el haz normal de una variedad compacta X, entonces el espacio de
Thom Th(v) es S-dual a X/0X, donde 0X es la frontera de X.

El teorema se muestra encajando el espacio X en un cubo en R", de manera que mande
la frontera de X a la frontera del cubo. Este resultado se debe a Atiyah, y estd demostrado
en [4, Proposicién 3.2].

Nota 5.16. Los espacios de Thom pueden ser vistos como suspensiones generalizadas, por
lo cual tiene sentido hablar de ellos como espacios S-duales.

Recordemos de la Definiciéon 3.16, que dos haces vectoriales £ y n son establemente
equivalentes si existen haces vectoriales triviales €” y €™, tal que £ @ ™ = n @ ™, para
algin n y m. En particular decimos que un haz vectorial £ es establemente trivial, si £ es
establemente equivalente a 0, es decir, existen €™ y €™ tal que £ ® ™ = €™ para algiin m y
n.

Entonces usando el Teorema 5.15, tenemos el siguiente teorema de dualidad de Atiyah.
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Teorema 5.17 (Teorema de Dualidad de Atiyah). Sean £ y n dos haces vectoriales reales
sobre una variedad compacta X, tal que E®ndTX es establemente trivial. Entonces Th(§)
y Th(n) son S-duales.

Demostracion. Supongamos que & = (E(£),m, X) es un haz vectorial diferenciable con métri-
ca Riemanniana suave, esto es, un haz vectorial en el cual las trivializaciones locales son
diferenciables, y con una métrica Riemanniana diferenciable. Consideremos el haz de discos
D(£), el cual es una variedad diferenciable y compacta, con frontera d D(§) igual al haz de
esferas S(¢).

El haz tangente a D(&) es el haz inducido 7*(E(§) @ TX). En efecto, sea p: TX — X el
haz tangente a X y consideremos la suma directa p’: E(§) ®TX — X donde E(§) @ TX =
{(e,v) € E(§) x TX | m(e) = p(v)}, consideremos el haz inducido 7*(E(§) ® TX) bajo
m: D(§) = X, esto es

T (E(§) © TX) = {(¢, (e,v)) € D(§)
= {(6’, (671))) € D(f)

y entonces es el haz tangente a D(§).

Por otro lado 7*(E(n)) es el haz normal a D(&), puesto que 7*(E({) @ TX )@ n*(E(n)) es
un haz trivial. Notemos que Th(7*E(n)) = X" Th(n) para algtin n. Entonces por el Teorema
5.15, tenemos que Th(n*E(n)) es S-dual a D(€)/S(§), lo cual implica que Th(n) es S-dual a
Th(&). O

5.3. Tipo de homotopia fibrada

Definicién 5.18. Sea p: E — X y p’: B/ — X dos haces fibrados sobre el mismo espacio
base X. Una homotopia f;: E — E’ es una homotopia fibrada, si p o f; = p para todo
t € [0,1]. Dos morfismos de haces f,g: E — E’ son homotdpicos fibrados, si existe una
homotopia fibrada f;: E — E’ con fo = f y f1 = ¢. Un morfismo de haces f: E — E’ es
una equivalencia homotdpica fibrada, si existe un morfismo de haces g: £’ — E tal que fog
y go f sean homotdpicas fibradas a la identidad, en este caso decimos que los haces £y E’
tienen el mismo tipo de homotopia fibrada.

Teorema 5.19. Sean p: £ — X y p': B/ — X, dos haces localmente triviales sobre un
complejo CW finito X con fibras localmente compactas. Sea f': E — E’ una aplicacion
tal que f: E, — E. es una equivalencia homotdpica para todo x € X. Entonces f es una
equivalencia homotopica fibrada.

Demostracion. El teorema se demuestra usando induccion en el nimero de celdas de X, y
[12, Cap. 16, Teorema 4.2]. O

Corolario 5.20. Seap: E — X un haz localmente trivial sobre un complejo CW finito, y sea
u: E =Y una aplicacion tal que la restriccion u: E, — Y es una equivalencia homotdpica
para cada x € X. Entonces p: E — B es del mismo tipo de homotopia fibrada que el haz
trivial X XY — X.

Demostracion. Notemos que la aplicacion

(pyu): E — X XY
e — (ple)u(e))

satisface las hipdtesis del Teorema 5.19. O
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Definicion 5.21. Sean ¢ y i dos haces vectoriales sobre un mismo espacio topologico para-
compacto X. Decimos que los haces de esferas S(£) y S(n) son del mismotipo de homotopia
fibrada estable, si S(§ ® ™) y S(n @ ™) tienen el mismo tipo de homotopia fibrada, para
algin n y m.

Lema 5.22. La relacion de equivalencia homotopica fibrada estable, es una relacion de
equivalencia.

Demostracion. Denotemos a la relacién de homotopia fibrada estable por ~;.
= Reflexiva: S(§) ~4 S(€) por la homotopia identidad f: S(§) — S(&).

» Simétrica: Si S(§) ~s S(n), existen n y m tal que f: S(( D e™) — S(n G ™) es una
equivalencia homotépica fibrada, entonces existe un morfismo de haces g: S(n®e™) —
S(E®e™) tal que fogy go f son homotdpicas fibradas a la identidad, lo cual implica
que S(n) ~s¢ S(§)-

» Transitiva: Si S(§) ~s S(7), existen n y m tal que f: S(( @ e™) — S(n @ ™) es una
equivalencia homotdpica fibrada. Si S(n) ~g S(v), existen n’ y m’ tal que g: S(n @
™) — S(v@®e™) es una equivalencia homotépica fibrada. Entonces la aplicacién

S(E ® €7L+7L/) - S(77 ® Em—&-n') - S(U ® Em'—i—m)
es una equivalencia homotépica fibrada.
O

Denotamos por J(&) a la clase de equivalencia homotépica fibrada estable de £ y deno-
tamos por J(X) al conjunto de todas las clases de equivalencia homotdpica fibrada estables
de haces vectoriales en un espacio base X.

Recordemos de la Definicién 3.6, que la Teorfa K real de un espacio topolégico X es
denotada por KO(X). Del Teorema 3.18, tenemos que la Teorfa K real KO(X) podemos
verla como el conjunto de clases de equivalencia estable de haces vectoriales reales sobre X,
vista en la Definicién 3.16, cuando X es compacto.

Nota 5.23. De manera natural, tenemos una aplicacién sobreyectiva

KO(X) — J(X)
[ — I

Si X un espacio sobre el cual, cada haz vectorial sea de tipo finito, entonces al conjunto
J(X) podemos darle una estructura de grupo, por lo cual la aplicacién anterior serfa un
epimorfismo de grupos.

Proposicién 5.24. La suma directa de haces vectoriales, induce en J(X) una estructura
de grupo abeliano, y la aplicacion KO(X) — J(X) es un epimorfismo de grupos.

Demostracion. Definamos la operacién en J(X) como J(&) 4+ J(n) := J(£ © 1), donde & es
la suma directa de haces en I/{\(S(X ). Mostremos que esta operacién estd bien definida, es
decir, si J(§) = J(£') entonces J(€ ®dn) = J(& @ n). Si J(&) = J(n), existe una equivalencia
homotépica fibrada f: S(§) — S(£’), y entonces existe un morfismo de haces f’': S(¢') —
S(€) tal que fo f'y f' o f son homotépicas fibradas a la identidad. Sean hy: S(§) — S(&)
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y hi: S(§') — S(¢') las homotopias fibradas anteriores, es decir, hg = f' o f, hy = idg) ¥y
ho = fo f', by =idge
Definamos las aplicaciones

g9: S(€®n)
(x cos(0),ysen(d))

S(E" @)
(f() cos(0), y sen(6))

Il

— S(Ean)
—  (f'(2') cos(8),ysen(h))
<

S @ n)
(2! cos( ) ysen(0))

para x € S(§), 2’ € S(£'), y € S(n) y 0 < 0 < /2. Asi, podemos definir homotopfias fibradas

S(€®n) — S(E®n)
(zcos(f),ysen(d)) +—— (hi(x)cos(d),ysen(h))
y
S"®en) — S ®n)
(2' cos(8),ysen(d)) +—— (hj(z’)cos(d),ysen(d))

tal que ko = g'og, k1 = idg(ean) ¥ ko = gog’, ki = idg(ergy)- Por lo tanto J(@n) = J(§' ©n).
Como E@(X ) es un grupo abeliano, entonces J(§) también es un grupo abeliano. La
aplicacion KO(X) — J(X) es un homomorfismo de grupos abelianos, esto es, [ @ n] —

J¢®n) = JE) + J(n) y como esta aplicacién es sobre, entonces KO(X) — J(X) es un
epimorfismo de grupos abelianos. O

5.4. Espacios de Thom y tipo de homotopia fibrada

Hay una relacién entre equivalencia homotoépicas fibradas estable, y espacios isomorfos
en la S-categoria, la cual podemos ver en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.25. Sean & y n dos haces vectoriales sobre un espacio topolégico paracom-
pacto X. Si S(€) y S(n) tienen el mismo tipo de homotopia fibrada, entonces Th(§) y Th(n)
tienen el mismo tipo de homotopia. Si J(§) = J(n), entones Th(€) y Th(n) son isomorfos
en la S-categoria.

Demostracion. Notemos que 0D(§) = S(§) y 9D(n) = S(n). Sea f: S(§) — S(n) una equi-
valencia homotopica fibrada y sea g: S(n) — S(§) el inverso homotépico fibrado. Entonces
podemos extender radialemente a f y g a aplicaciones de pareja

F: (D(€),5(£)) = (D(n),5(n)) G: (D(n),S(n)) = (D(£),S(£))

estas aplicaciones inducen aplicaciones en el cociente

D(£)/5(§) = D(n)/S(n) G: D(&)/S(€) — D(n)/S(n)

Sean h: S(§) x I — S(§) y k: S(n) — S(n) las homotopias fibradas de g o f ~ idg() vy
Jog =~ idg(,) respectivamente. Entonces estas homotopias fibradas se extienden a homotopias
de parejas

H: (D(&) x I,5(§) x I) = (D(£),5(¢)) K: (D(n) x 1,S(n) x I) = (D(n), S(n))
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de G o F ~idpe),s)) v F oG ~idmpm),s@)- Estas homotopias inducen homotopias en el
cociente

H: D(&)/S(§) x I = D(&)/S(¢) K: D(n)/S(n) x I —D(n)/S(n)

de Go F ~idp(e)/si¢) vy F oG ~ idp),s(e), 1o cual implica que Th(¢) y Th(n) tienen el
mismo tipo de homotopia.

Supongamos que J(§) = J(n), entonces existen n y m tal que S(Be™) y S(n@®e™) tienen
el mismo tipo de homotopia fibrada. Entonces por el Corolario 5.7 y lo anterior, tenemos
que Th(§¢®e™) 2 X"(Th(§)) y Th(n@e™) = ™ (Th(n)) tienen el mismo tipo de homotopfa,
lo cual implica que Th(§) y Th(n) son isomorfos en la S-categoria. O

El reciproco de esta proposiciéon no es del todo cierta, pero podemos dar una version
parcial de éste. Para esto es necesario definir el concepto de espacio reducible y espacio
correducible.

Definicién 5.26. Un espacio topoldgico punteado (X, x) es reducible, si existe una apli-
cacion f: S™ — X, tal que la aplicacion inducida a los grupos de homologia f,: ﬁi(S”) —
ﬁi (X), es un isomorfismo para i > n. En particular, decimos que X es S-reducible si ¥*X
es reducible para algin k.

Un espacio X es correducible, si existe una aplicacién g: X — S™ tal que la aplicacién
inducida a los grupos de cohomologia g*: ﬁz(S”) — ITIl(X), es un isomorfismo para i < n.
En particular, decimos que X es S-correducible si ¥*X es correducible para algin k.

Proposicién 5.27. Sea X un complejo CW con una n-celda, y sea v: X — X/X"~1 = 87
la proyeccion natural, donde X"~ ! denota al n — 1-esqueleto. El espacio X es reducible si y
solo si existe f: S™ — X tal que vo f es homotdpico a la identidad.

Demostracion. Si X es reducible, existe una aplicaciéon f: S™ — X tal que f,: IA-L(S”) —
H;(X) es un isomorfismo para todo i > n. Para probar que vo f es homotépico a la identidad,
consideremos el siguiente diagrama

H, (5"
(vof).
f*i \
H, (X" 1) H,(X) —2>H,(5") —=H,_1(X"!)

Como H,(X"~1) = 0 tenemos que v, es inyectiva, y como H,_1(X™~1) es abeliano libre
tenemos que v, es sobre, entonces v, es un isomorfismo. Como f, es un isomorfismo entonces
(vo f)e: Hy(S™) — H,(S™) es un isomorfismo, por lo cual a un generador de H,(S™) lo
manda al mismo generador en i:In(S")7 lo cual implica que v o f tiene grado 1, y entonces
v o f es homotépica a la identidad.

Reciprocamente, si existe f: 5™ — X tal que vo f es homotdpica a la identidad, entonces
v o f tiene grado 1, lo cual implica que H,(X) tiene a lo mas 1 generador, y entonces
fu: Hy(S™) — H,(X) es un isomorfismo. O

Proposicion 5.28. Sea X un complejo CW con n-esqueleto X™ = S™, y sea u: S™ — X la
inclusion. Entonces el espacio X es correducible si y solo si, existe una aplicacion g: X — S™
tal que g o u es homotopica a la identidad.
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Demostracion. Si X es correducible, existe una aplicacion g: X — S™ tal que g*: ﬁn(S’") —
ﬁn(X ) es un isomorfismo para i < n. Como ﬁn(X ) es un grupo abeliano libre, entonces
g ou es homotoépica a la identidad como en la Proposicién 5.27. El reciproco se sigue como
en la Proposicién 5.27, puesto que ﬁn(X ) tiene a lo mas 1 generador. O

Nota 5.29. Sea ¢ un haz vectorial real sobre un espacio topoldgico paracompacto X, y sea

la inclusién para x € X. Como en la Proposicién 5.28, el espacio Th(&) = D(€)/ S(&) es corre-
ducible si y sélo si, existe una aplicacién g: (D(£),S(€)) — (S™, %) tal que u*og*: ﬁn(S”) —
H' ((D(&,),S(£,))) es un isomorfismo. La aplicacién g*: H (§7) — H' ((D(€),S(¢))) define
una orientacién para el haz vectorial £, la clase de Thom de £ es el elemento g*(s) €

ﬁn((D(E), S(€))) donde s es el generador de ﬁn(Sn), cuando Th() es correducible.

Teorema 5.30. Sea £ un haz vectorial sobre un complejo CW finito X. Entonces las si-
guientes son equivalentes:

1. J(€) =0 en J(X).
2. Th(&) es S-correducible

3. Th(§) y Th(0) = Xt son isomorfos en la S-categoria, donde X+ = X LI {x}.

Demostracion. Por la Proposicién 5.25, tenemos que (1) implica (3). Supongamos (3), y
mostremos (2). Supongamos que Th(¢) y Th(0) = Xt son isomorfos en la S-categoria,
notemos que Xt es correducible con la aplicacién g: X+ — S° definida por g(X) = —1y

g(c0) = 1, entonces g*: ﬁZ(SO) — ITIl(XJr) es un isomorfismo para i < 0. Por lo tanto Th(&)
es correducible.

Mostremos que (2) implica (1). Sea m el entero mas grande tal que el haz vectorial
n =& ®e™ cumple que el espacio Th(n) = Th(§ @ &™) = X™ Th(&) sea correducible. Sea
g: (D(n),S(n)) — (8™, %) la correduccién de Th(§). Por la nota 5.11 y la sucesién 5.13,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

o

[S(6), 5" 7] ——[D(£)/5(£), "]

| |

[S(§z>7 Sn_l] = [D(gw)/s(fw)’ Sn]

Entonces la aplicacién g, define una aplicacién f: S(n) — S™~! tal que Flseay: S(ne) —
S"~1 es una equivalencia homotépica para cada = € X. Y entonces el teorema se sigue del
Corolario 5.20. O

Nota 5.31. De hecho, existe una relacién directa, entre S-dualidad y S-reducibilidad: Si X
y X’ son complejos CW finitos, tal que X es S-dual a X', entonces X es S-reducible si y solo
si X’ es S-correducible. Este resultado lo podemos ver en [12, Capitulo 16, Teorema 8.4].
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5.5. Campos vectoriales y correducibilidad

Sea O(n) el grupo ortogonal de dimension n. Definamos una aplicacién ’: RP"~1 —
O(n) tal que 0'(L) es una reflexién a través del plano perpendicular a L, es decir, si L =
{z,—x} es la linea que pasa por x y —z, 0'({z,—x})(y) = y — 2(z,y)x para v € S" !y
y € R™

La aplicacién ¢’ es compatible con la inclusién RP"~#~1 < O(n — k), entonces #’ induce
una aplicacién en el cociente : RP"~!/RP"~*~1 — O(n)/ O(n — k), definida como 6(L) =
(v1, ..., vg), donde v; = 0'({z, —x})(en—k4i) para 1 < i < ky L = {z,—z}. Notemos que
O(n)/ O(n — k) es homeomorfa a la variedad de Stiefel Vi(R™) de la Definicién 2.60.

Proposicién 5.32. La aplicacion 0: RP"~1/RP"~2 — V{(R"), es un homeomorfismo.

Demostracién. Notemos que RP"1/RP?*~2 =~ §n—1 v V| (R") = S"~! Sea e1,...,e, la
base estdndar de R", y tomemos x = (z1, ..., x,) € R™. Si 0({z, —2})(y) = y — 2(x, y)x = 0,
entonces y = 2(x, y)x, como x # 0 entonces y = 0, por lo cual § es inyectiva. Consideremos
O({z, —z})(en) = en — 2(z,en)x = €y — 22,0 = (=221%0, oo, — 2017, 1 — 22). Siy =
(Y1, s Yn) € S 1y y, # 0, entonces existe un tnico elemento z € S~ con x,, > 0 tal que
0({z,—z})(e,) = y. Para x, = 0 tenemos que 0({z,—x})(e,) = (0,...,0,1), por lo tanto 6
es sobre y entonces 6 es un isomorfismo. O

Nota 5.33. De hecho, la aplicaciéon 8 induce un isomorfismo en los grupos de homotopia
O, : m(RP"~1/RP"*=1) — 7;(V1(R™)), para i < 2n—2k—1 (ver [12, Capitulo 16, Teorema
9.2]).

Nota 5.34. Recordemos del Teorema 4.1, que si n = k2°¢16% con 0 < ¢ < 3, entonces existen
p(n) — 1 campos vectoriales linealmente independientes en S®~! donde p(n) = 2¢ + 8d. Si
n#1,2,3,4,6,8 16 tenemos que n —1 < 2n —2(p(n) +1) — 1 6 2p(n) + 2 < n. Por la Nota
5.33, tenemos que m,_1 (RP"~1/RP"P(M=2) — 1,1 (V (,)41(R")) es un isomorfismo, por
lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.35. La proyeccion q: V)41 (R™) — S~ tiene una seccion si y sélo si, la
aplicacion S"~1 — RP"~1 /RP**(M=2 compuesta con la aplicacion RP*~1/RPP—,(M)=2
RP"~1/RP"~2 = S"~1 es de grado 1.

Demostracion. Si s: S*~1 — V,(m)+1(R™) es una seccién, entonces, g o s = idgn-1. Por la
Nota 5.34, existe una aplicacién g: S*~! — RP”’l/RP"’p(”)*Q tal que la composicién fo g
donde #: RP*~1/RPr—r(")=2 _, Vo(n)+1(R™) es homotépica a s. Luego, Prgn-1 0l 0 g donde
Prgn-1 es la proyeccion de V)1 (R™) sobre S"~1 es homotépica a la identidad.
Reciprocamente, supongamos que existe una aplicacién f: S"~1 — RP?~! /RIE””_p(”)_2
que compuesta con la aplicacion RP”_l/RP”_p(")_2 — RP" 1 /RP"~2 = §"~1 es de grado
1.Sea s’ =0o f: 5" 1 =V, ;)41 (R"), entonces go s': "1 — ™71 es homotdpica a la
identidad por una homotopia f;: S"~! x [0,1] — S"7!, donde fo = qo s’ y f1 = idgn-1,

esta homotopia se levanta a una homotopia f;: S*~1 x [0,1] — Vo(m)+1(R™), por lo cual
foz gl V(n)+1 define una seccién de gq. O

Proposicién 5.36. Sea r el orden de J(£x_1) en J(RP*~1). Entonces RP"7P /RP"F+7P o
RP" /RP"~* son isomorfos en la S-categoria, y para rp > n+1 el espacio RP™P~k=2 /[Rprr—n—2
es S-dual a RP™/RP"~F.
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Demostracion. Por el Ejemplo 5.8, tenemos que Th((n — k + 1)&,_1) = RP"/RP"*. Por el
Teorema 5.9 y la Proposicién 5.25, tenemos que los espacios Th((n — k 4+ 1)&x—1 ® rpér—1),
Th((n — k 4+ 1)é—1 @ ™), TP(Th((n — k + 1)éx_1)) y "P(RP"/RP"*) tienen el mismo
tipo de homotopfa.

Para lo segundo, aplicaremos el teorema de dualidad de Atiyah (Teorema 5.17) para el
haz vectorial (n—k+1)&,_1. Existe un isomorfismo TRP*~! @ el = k¢, | donde TRPF 1 es
el haz tangente a RP*~! (ver [12, Capitulo 2, Ejemplo 4.8]), por lo cual necesitamos un haz
vectorial tal que TRP* =1 @ (n—k+1)&,_1 @ k&1 sea establemente trivial. Consideremos el
haz vectorial —(n—k+1),_1 —k&k—1 = (—n—1)&k—1, por el teorema de dualidad de Atiyah,
tenemos que los espacios de Thom Th((n—k+1)&,_1) y Th((—n—1)&;_1) son S-duales, pero
Th((—n—1)§k—1) = Th((rp—n—1)&,_1) para rp > n+1. Por lo tanto Th((rp—n—1)&,_1) =
RP"P—+=2 /RP™P="=2 ¢5 S-dual a Th((n — k + 1)&_1) = RP" /RP"—F. 0

Un primer acercamiento al problema de Adams, es el siguiente teorema de Atiyah y
James, en el cual la no existencia de campos vectoriales linealmente independientes, se
reduce a un problema de no existencia de una correduccién de un espacio proyectivo.

Teorema 5.37. Si existen p(n) campos vectoriales linealmente independientes en S~ 1,
entonces existe un enterom > 1 con p(m) = p(n), tal que RP™HP0) /RP™=1 ¢s correducible.

Demostracidn. Supongamos que existen p(n) campos vectoriales linealmente independien-
tes en S"~1, entonces por la Proposicién 4.2, existen p(n) campos vectoriales linealmente
independientes en S9"~!. Por el Teorema 5.35, si gn > 2(p(n) + 1) entonces la aplica-
cién St — RP~1 /RPI~,(M)=2 compuesta con la aplicacién RP"~1/Rpan—r(n)=2
RP9"—1 /RP"~2 = §97~! tiene grado 1, y entonces por la Proposicién 5.27, el espacio
RP—1 /RP4"~P(M)=2 es reducible.

Sea r el orden de J(&,(,)) en J(RPP(™) | definamos m = rp — gn con p un entero po-
sitivo. Por la Proposicién 5.36, tenemos que para todo entero p tal que m > 1, el espacio
RP™+2(m) /JRP™=! es S-dual a RP~1 /RPI"~~(M)=2 v como RP4"~!/RPI*—P(")=2 5 redu-
cible, entonces por la Nota 5.31, el espacio RPm+p(m)/RPm’1 es correducible.

Finalmente, tomemos n = k2°16 con k impar, consideremos a ¢ impar, y tomamos
m = tn = t(k2°16%) con t impar. Como tk es impar, entonces p(m) = p(n). O

Nota 5.38. En la seccién 4.2 consideramos aplicaciones bilineales R¥t1 x R"” — R" llamadas
multiplicaciones ortogonales. Usando la Nota 4.42, mostramos que cada Cg-modulo (de la
Definicién 4.31) surge de una multiplicacién ortogonal, y en este caso existen k campos
vectoriales linealmente independientes en S™~!.

Podemos ver en el Cuadro 4.3 y la Nota 4.41 que si existe una multiplicacién ortogonal
RF+1 x R™ — R™, entonces n es divisible por bi+1, donde by es la dimensién minima tal
que Rb*+1 admite una estructura de Cx-médulo irreducible. Si definimos ¢, = bg41, podemos
notar que ¢, satisface la relacién ¢jg = 16¢i. De hecho, p(n) es el nimero mas grande de
todos los k + 1 tal que ¢ divide a n.

Teorema 5.39. Si el orden de J(&) en J(RPY) es igual a ¢y para cada k, entonces no
existen p(n) campos vectoriales linealmente independientes en S"~1, para cada n.

Demostracion. Supongamos que existen p(n) campos vectoriales linealmente independientes
en S"! para cada n. Entonces por el Teorema 5.37, existe un entero m > 1 con p(m) =
p(n), tal que RP™+r(m) /JRP™=1 es correducible. Por el Ejemplo 5.8, RP™+r(m) /Rpm—1 =
Th(méy(m)), y por el Teorema 5.30, J(mé&,(n)) = 0 en J(RPP(™)),
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Por la Nota 5.38, ¢, divide a m, lo cual mostraremos que es imposible. Notemos que
Co(l) = €1 = 2, Cp2) = C2 = 4, Cpq) = €4 = By Cyp(g) = cg = 16; en este caso c,(m) = 2m
y entonces ¢, no divide a m. En general, si m = (2a + 1)2°16 con 0 < b < 3, entonces
p(m) = 20 +8dy Cp(m) = Cabygd = 16%con = 1692°2, por lo tanto Cp(m) tiene una potencia
de 2 mas que m, y por lo tanto c,(,,) no divide a m. O

Finalmente, tenemos el siguiente teorema el cual se demuestra en [12, Teorema 12.7].

Teorema 5.40. El grupo I?é(RIP’k) es ciclico de orden ci, con generador u = &, — 1, donde
&, denota al haz tautoldgico sobre RIPF.

5.6. Campos vectoriales linealmente independientes en
esferas

En esta seccién mostraremos que S™~! no tiene p(n) campos vectoriales linealmente in-
dependientes en el.

5.6.1. Formas cuadraticas y el grupo Spin

Sea (V,¢) una forma cuadrética real, definida como en la Nota 4.13, y consideremos su
dlgebra de Clifford (C(q),0). Sea C(q)* = {p € C(q) | existe ¢! con o=t = p~tp =1} el
grupo de unidades multiplicativo en el dlgebra de Clifford. Este grupo contiene a todos los
elementos v € V tal que ¢(v) # 0.

Notemos que el grupo de unidades actia en los automorfismo de el dlgebra de Clifford
C(q). Es decir, existe un homomorfismo

Ad: C(q)* — Aut(C(q))
¢ Ady(z) = pzp~!
llamado representacion adjunta.

Proposicién 5.41. Sea v € V C C(q) tal que q(v) # 0. Entonces Ad,(V) = V. Mds ain,
para toda w € V, la siguiente ecuacion se cumple:

q(v, w)
q(v)

—Ad,(w) =w—2 v

donde 2q(v, w) = q(v+w) — q(v) — g(w).

Demostracion. En el algebra de Clifford tenemos que 6(v)? = —¢(v)1, por lo cual en C(q)
tenemos que v - v = —q(v)1, y entonces v~ = oy Como vw +wv = —2q(v, w), entonces

G
tenemos que

—q(v (W) = — v)vwr = — wii:vwv
q(v)Ady(w) = —q(v) q(x) o)

—v*w — 2q(v,w)v = g(v)w — 2q(v, w)v
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Entonces podemos considerar el subgrupo de todos los elementos ¢ € C(g)* tal que
Ad,(V) = V. Por la Proposicién 5.41, este grupo contiene todos los elementos v € V' con
q(v) # 0. Més adn, cuando g(v) # 0 la transformacién Ad, preserva la forma cuadrética g.
Por lo tanto, podemos definir P(V, q) el subgrupo de C(q) generado por los elementos v € V
con ¢(v) # 0, y notemos que existe una representacién

Ad: P(V,q) — O(V,q)
donde O(V, q) = {X € GL(V) | go A = ¢} es el grupo ortogonal de la forma cuadrética (V, ).

Definicién 5.42. Definimos el grupo Pin de (V,q), como el subgrupo Pin(V,q) de P(V,q)
generado por los elementos v € V tal que g(v) = 1. Definimos el grupo Spin de (V,q) como
el grupo

Spin(V, ¢) = Pin(V,¢) N C(q)°

Si denotamos por V* = {v € V | ¢(v) # 0}, tenemos que P(V,q) = {v1---v, €
C(q) | v1, ..., v, es una sucesion finita de V*}, y por lo tanto tenemos que

Pin(V,q) ={v1---v, € P(V,q) | q(vj) = £1 para toda j}
Spin(V,q) = {v1---v, € Pin(V,q) | r es par}

Notemos que Pin(V, ) NC(q)°, es exactamente la aplicacién p,: V — V definida como la
reflexion a través del hiperplano v+ = {w € V | ¢(w,v) = 0}. Es decir, p, fija el hiperplano
v y manda v en —v. Podemos notar de la Proposicién 5.41, que Ad, preserva orientacién
s6lo cuando V' es impar. Para solucionar este problema, definimos la aplicacién

Ad: C(q)* — GL(C(q))

y +— Ady(y) = a(p)ye™!

donde a: V — C(q) esta definido como «a(v) = —0(v).
Claramente, Ad,,,, = Ad,, o Ad,,, lo cual implica que Ad es un homomorfismo, y

notemos que Ad, = Ad, para elementos ¢ pares, es decir, para ¢ € C (¢)°.Entonces, de la
Proposicion 5.41, tenemos que

A —w— Q(U’ w)l}
Ad,(w) = 2 o(0)

Sea SO(V,q) = {X € O(V,q) | det(\) = 1} el grupo especial ortogonal.

Nota 5.43. El homomorfismo Ad restringido a Pin(V, ¢) y Spin(V, q), aplica sobre O(v, q)
y SO(V, q) respectivamente. Mds atin, estas restricciones son epimorfismos, y la restriccion
Ad: Spin(V,q) — SO(V,q) es 2 a 1.

5.6.2. Relacién entre KO(RP") y J(RP")

Denotemos por Pin(m) al subgrupo Pin(R™, —(, )), y denotemos por Spin(m) al sub-
grupo Pin(m) N CY, de Pin(m).

Definicién 5.44. Una representacion spinorial de Spin(m) es la restriccién de una repre-
sentacién irreducible de C9,
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Nota 5.45. Como Spin(2m+1) es un subgrupo de el grupo de unidades en C9,, ,;, entonces
cada Cg,,-médulo determina un Spin(2m + 1)-mdédulo real. Para una base ey, ..., e, de
C5,, definimos Ai, el médulo donde i"eq - - - gy, actiia como una multiplicacién por +1,
respectivamente.

Podemos ver al anillo de representaciones R SO(m) contenido en el anillo de polinomios
Zlay,a;?, ..., o, a7 Y], v al anillo de representaciones R Spin(m) contenido en el anillo de po-
linomios Z[ay, a7, ..y i, b, (a1 ooy ) V2], donde m = 27 0 m = 2r+1 (ver [12, Capitulo
14, Nota 9.2]).

Entonces tenemos la siguiente proposicion, la cual la podemos consultar en [12, Capitulo
14, Proposicion 9.4].

Proposicién 5.46. En RSpin(2m),

AT = H (a;/2+a;1/2): Z a§1/2_._a?/2
1

1<j<m €1 €r=1

A= I @ +ai")= 3 aap”

1<j<m €1 €p=—1

Definicion 5.47. Sea § un haz vectorial de rango k orientado con métrica Riemanniana
sobre un espacio paracompacto X, sea & = (P, 7, X,SO(k),SO(k)) el haz principal asociado
a & (ver Nota 2.69) y sea ¢: Spin(k) — SO(k) la aplicacién definida por ¢(u)(z) = uzu*
donde u* es la transpuesta de u. Decimos que & tiene una estructura Spin(k) si existe
un haz principal (Q, 7, X, Spin(k), Spin(k)) sobre X, y una aplicacién f: @ — P tal que
f(b-g) = f() - ¢(g9) y que hace conmutar el siguiente diagrama

o— 1 . p
X
Teorema 5.48. Sea £ un haz vectorial real sobre un espacio topoldgico paracompacto X
con grupo estructural Spin(8m + 1), sea S(§) el haz de esferas asociado a &, entonces S(§)
es un haz principal con grupo estructural Spin(8m). Si ademds AT (S(€)) es el haz vectorial

asociado a S(€) por una de las representaciones Spinoriales reales AT de Spin(8m), entonces
KO(S(€)) es un mddulo libre sobre KO(X) con dos generadores, 1 y AT (S(€)).

Este teorema fue demostrado por Bott en [6, Teorema IJ.

Una consecuencia inmediata del Teorema 5.48, es que

PFAT(S(E)) = e (E)AT(S() + b

donde 9* denota a las operaciones de Adams de la Definicién 3.41, y 6 es un invariante de
tipo de homotopfia fibrada de S(£) que calcularemos.

Para simplificar notacién, denotemos por A" a A*(S(¢)). De la formula ¢y*A+t =
0, (E)AT + b tenemos que
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SHAT A7) = (€AY — A7) (5.1)
Por la Proposicién 5.46, se tiene que en RO(Spin(8m))
At A" = H (ozjl-/2 — a;l/Q)
1<j<4m

y entonces

PrAat AT = T @ -ai?)

i<i<dm

Por lo tanto, despejando 6 de la Ecuacién (5.1), obtenemos la siguiente formula para
r=(k-1)/2

oF2 2
_ J J

0i(§) = H 1/2 ~1/2
1<j<am &5 T @
= H (a;+a;71+---+1+~-~—|—a;r)
1<j<4m
= I a+v' )+ +v ()
1<j<4m

Podemos notar que estas formulas solo involucran a las operaciones 1* de a; y ozj_l. Por
lo tanto, estas formulas pueden ser utilizadas para definir 6, (n), para cualquier haz vectorial
real 1 de rango 2m.

Nota 5.49. Sea ¢ un haz de lineas con ¢? = 1, calculemos 0 (2().

0r(2¢) =1+ (20) + -+ +¥"(20)
=14+2¢+1+C+---+¢+1)
=2r+1)+r(-1)

parar = (k—1)/2.

Nota 5.50. Sea ¢ un haz de lineas, y recordemos que (¢ — 1)> = —2(¢ — 1). Entonces
tenemos que
Or(2n¢) = (2r+1) +r(C(—1))" = (2r+1)" +a(C - 1)

si sustituimos ( — 1 = —2 en esta expresién, obtenemos la relacién
1"=02r+1)"—-2a
donde r = (k—1)/2 y 2r + 1 = k. Entonces tenemos la siguiente relacién
0k (2nC) = K" + (K" —1)/2)(¢ = 1)

Nota 5.51. La clase 6;(€) es un invariante del tipo de homotopia fibrada de S(¢). En
consecuencia, si J(2n¢) = 0 entonces tenemos que ((k" —1)/2)(¢ —1) =0.

Ahora, podemos probar el teorema principal de esta seccidn.
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Teorema 5.52. Sea X un complejo CW tal que KO(X) es generado por un haz de lineas.
Entonces, el epimorfismo J: KO(X) — J(X), de la Nota 5.23, es un isomorfismo.

Demostracion. Se puede mostrar que el orden de ¢ — 1 es una potencia de 2 para el haz de
lineas C. Sea 2" el orden de ¢ — 1 en KO(X) y J(2n¢) = 0 en J(X). Entonces, por la Nota
5.51, tenemos que (k™ —1)/2 = 0(mod 27).

Para k = 5, tenemos que 5 — 1 = 0(mod 2"~ 1), entonces tenemos que 2"~t|n § 27|2n.
Por lo tanto 2n(¢ — 1) = 0 en KO(X). O

Teorema 5.53. En la esfera S"~ 1, existen a lo mas p(n)—1 campos vectoriales linealmente
independientes.

Demostracion. Usando el Teorema 5.40, tenemos que el grupo I?(S(RIP’@ es ciclico de orden
cx, con generador u = & — 1, donde & denota al haz tautoldgico sobre RP*. Por el Teorema
5.52, KO(RP*) es isomorfo a J(RPF).

Por lo tanto, se cumplen las hipétesis del Teorema 5.39, lo cual demuestra el teorema. [J






Operaciones de espacios vectoriales

Esta seccién fue incluida para definir las operaciones vistas en la Seccién 2.3 en espa-
cios vectoriales. En general operar dos o mas espacios vectoriales no siempre nos da como
resultado otro espacio vectorial, tal es el caso de la unién. Entonces, dados dos espacios
vectoriales, jcuales operaciones entre ellos da como resultado otro espacio vectorial? En este
capitulo consideraremos los espacios vectoriales sobre el campo de los numeros reales R.

A.1. Suma directa

Definicién A.1. Sean W y W’ dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial V,
definimos la suma de subespacios vectoriales como,

W1+W2:{x€V|x=w1+w2, wy € Wh, 'LUQGWQ}

Si ademds, W7 N Wy = () entonces a Wy + Ws se le llama suma directa de subespacios
vectoriales y se denota por Wy & Whs.

Nota A.2. En efecto, la suma directa de dos espacios vectoriales es un espacio vectorial de
dimension igual a la suma de las dimensiones de ambos espacios. Esta ultima afirmacion es

una consecuencia de la formula dim(W + W’) = dim(W) + dim(W’) — dim(W N W”’).

Si tenemos aplicaciones lineales g: V. — Wy ¢': V' — W' entre espacios vectoriales,
entonces podemos construir la aplicaciéon g @ ¢': V@ V' — W @ W’ definida por v ® v’ —
g(v)®g'(v'), si escogemos bases ordenadas o, o}, Bk, §) para V, V', W, W' respectivamente,
podemos formar las matrices A y B asociadas a las aplicaciones g y g’. Ahora, éstas bases
inducen bases a; Ua; y 8, U 8] para V& V' y W @ W' respectivamente, para asi formar la
matriz asociada a g ® ¢’ la cual esta dada por la matriz

(o 5)
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A.2. Espacio dual

Definicion A.3. Sea V un espacio vectorial, definimos el espacio dual V* como el conjunto
de todas las aplicaciones lineales f: V — R. Si f,g € V*, v € V y a € R, definimos la
operacién suma en V* como (f + g)(v) = f(v) + g(v) y la multiplicacién por escalar en V*
definida por (af)(v) = af(v).

Si f: V — W es una aplicacion lineal entre espacios vectoriales, entonces podemos cons-
truir una aplicacién f*: W* — V* definiendo f*(«)(v) = a(f(v)). Si v1,..,v, es una base
ordenada de V, entonces podemos construir una base ordenada v7, ...,v); de V* definiendo
v} (v;) = 0i;, donde d;; es la delta de Kronecker.

Tomemos f: V — W una aplicacién lineal entre espacios vectoriales, y tomemos v, ..., Uy,
wy, ..., Wy bases ordenadas de V' y W respectivamente, entonces podemos construir la matriz
A = (a;5) asociada a f, con f(v;) = >, aijw;. Para construir la matriz B = (b;;) asociada
a f*, con f*(w]) = >, bijv, evaluamos f*(a)(v) = a(f(v)) en las bases dadas. Entonces
por un lado tenemos que f*(w;)(vk) = >_; bi;vj(vk) = bik, y por otro lado tenemos que
wy (f(vk)) = wi (O, anjw;) = 32 axjw; (wj) = a;, por lo tanto concluimos que by, = ax;,
lo cual implica que la matriz B es la matriz transpuesta de A.

A.3. Producto tensorial

Definicion A.4. Decimos que una aplicacién f: V x W — Z entre espacios vectoriales es
bilineal si

w flav,w) = af(v,w)

v fvr+v2,w) = fur,w) + flvz,w)
» f(v,aw) = af(v,w)

v flv,wi,we) = f(v,w1) + f(o,w2)

Sean f1, fo: V x W — Z dos aplicaciones bilineales entre espacios vectoriales, definamos
la suma de funciones como (f1 + f2)(v,w) = fi(v,w) + fa(v,w) y la multiplicacién por
escalar como (af)(v,w) = af(v,w), por lo cual el conjunto de aplicaciones bilineales define
un espacio vectorial.

Proposicion A.5. Sean V', W espacios vectoriales, entonces existe un unico espacio vecto-
rial V QW y una aplicacion bilineal f: VxW — VW que cumplen la siguiente propiedad
universal. Para todo espacio vectorial Z y toda aplicacion bilineal g: V x W — Z existe una
unica aplicacion lineal g: V@ W — Z tal que hace conmutar el diagrama.

Vew
ST
VxW Z
g

Al espacio vectorial V@ W se le llama el producto tensorial de V. y W.
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Demostracion. Definimos el espacio vectorial generado por un conjunto S como el espacio

<S> = {Zaisi | a; €R, s; € S}

i=1

Sean V' C W espacios vectoriales, decimos que w ~ w’ si w — w’ € V, ésta es una relacién
de equivalencia, denotemos por [w] a la clase de equivalencia de w € W, y llamemos W/V
al conjunto de clases de equivalencia.

Notemos que W/V es un espacio vectorial, definamos la suma en W/V como [w1]+[ws] =

[w1 +ws] v el producto por escalar en W/V como aw] = [aw]. Veamos que la suma esté bien
definida, si wy ~ w] y we ~ wh entonces (wy + wa) — (W] + wh) = (w1 — wy) + (wg — wh)
implica que [w; + wa] = [w] + wj], y por lo tanto tenemos que [w]] + [wh] = [w] + wh] =
[w1 +wa2] = [wi] + [ws].

Tomemos (V x W) el espacio vectorial generado por V x W,y consideremos los siguientes
subconjuntos,
T = {(v1 + vo,w) — (v1,w) — (va,w) | v1,v2 €V, we W}
Ty = {(v,w1 + wa) — (v,w1) — (v,w2) | v €V, wi,wy € W}
T3 = {c(v,w) — (cv,w) | ceR, vV, we W}
Ty ={c(v,w) — (v,cw) | ceR, v eV, we W}
y tomemos R el espacio vectorial generado por la unién de estos subconjuntos, es decir,

R=<0Ti>g<VxW>

i=1

Definimos el espacio vectorial V @ W := (V x W) /R, y denotemos por v ® w a la clase
de (v,w) en V ® W. Definamos la aplicacién f: V x W — V@ W por f(v,w) = v ® w,
veamos que f es bilineal. En efecto, usando la propiedad en el subconjunto 75 tenemos que,
flav,w) = (av) ® w = a(v ® w), y por la propiedad en el subconjunto 77 tenemos que,
fv14+v2,w) = (v1 +v2) ®w = v1 W + vy ® w, andlogamente usando las propiedades en los
subconjuntos T3 y T, obtenemos las otras dos igualdades, lo cual implica que f es bilineal.

Ahora mostremos que V®W y f cumplen con la propiedad universal antes descrita. Sea
g: V x W — Z una aplicacién bilineal, definamos g: (V x W) — Z como g(v,w) = g(v, w),
notemos que g es lineal y g restringida a R es igual a cero, en efecto, en la propiedad en T}
tenemos que

g((v1 + vo,w) — (v, w) — (v2,w)) = g(v1 + v2,w) — G(v1,w) — G(va, w)
= 9(”1 +U2,w) - g(vl,w) — g(vg,w) =0

Andlogamente obtenemos la propiedad en Ts, por otro lado para la propiedad en T3
tenemos que

g(e(v, w) = (cv,w)) = cg(v, w) — g(cv, w)
= cg(v,w) — g(cv,w) =0

Anélogamente obtenemos la propiedad en T. Por lo tanto g induce una aplicacién lineal
g: VW — Z en el cociente bien definida, la cual cumple que g = g o f.
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Por construccion g es tnica. Veamos que el espacio vectorial V ® W es unico, suponga-
mos que existe otro espacio vectorial V ®" W que cumple la propiedad universal, entonces
obtenemos el siguiente diagrama con triangulos conmutativos

VxW

/ l/\
!
V®WT>V®’WT>V®W

por lo cual tenemos que la identidad id: V@ W — V ® W y la composicién h o i/ hacen
conmutar el siguiente diagrama

VxW

| N

V®WT>V®W

y por unicidad tenemos que id y h o b’ son iguales.
O

Sean V', W espacios vectoriales, si {v; }icr, {w;};cs son bases de V'y W respectivamente,
afirmamos que B = {v; ®w; | i € I, j € J} es una base para V ® W. En efecto, tenemos
que

VW = (Z a;v;) @ (Zﬁjwj) = Zﬁj(z ) QW = ZZBjaivi ® w,

por lo cual B genera a V®@W. Supongamos que Yy a;;v; @w; = 0y definimos g;;: VW — R
como g;j(v,w) = v (v)w;(w) donde v} y w; son elementos en las bases duales de {v;} y
{w; } respectivamente, la aplicacién g;; induce una aplicacién gg;: VW — R definida como
Gr1(v @ w) = v} (v)w] (w). Entonces tenemos que gri (> a;;v; ® wj) = gk (0) = 0, y por otro
lado tenemos que

Gr (D v @ wy) =Y aiyvi (v)wi (wy) = g

lo cual implica que ag; = 0 y entonces B es linealmente independiente. Por lo tanto B es
una base de V@ W.

Seang: V — V,¢g': W — W dos aplicaciones entre espacios vectoriales, podemos escoger
bases ordenadas {vy,...,vn} v {w;,...,w,} para V y W respectivamente, y considerar las
matrices A y B asociadas a g y ¢’, supongamos que A y B son de la forma

ail ai12 . A1n b11 b12 . blm

a1 a2 .. Qop b21 b22 . bgm
A= . . . B =

anp1  anp2 cee Qpn bml me . bmm

Construimos la aplicacién ¢ @ ¢': V@ W — V ® W definiendo

g® g (v @wy) = glvg) ® g(wy) Zzalkbﬂ (v; ® wy)
i=1 =1
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usando las bases ordenadas de V' y W podemos formar una base para V ® W como arriba,
y entonces la matriz asociada a ¢ ® ¢’ esta dada por

CL11B algB e alnB

ang QQQB e G,QnB
A® B = ) ) .

am B apB ... ap,B

A.4. Potencia exterior

Sea S;, el grupo de permutaciones de n elementos, y tomemos el subgrupo A,, C S,, de
permutaciones pares, sea o: S, — {1, —1} una aplicacién definida como

o(p) = 1, si p es alternante;
P)= —1, sino.

Sea V un espacio vectorial, consideremos V®” el producto tensorial de V' consigo mismo
n veces y definamos una acciéon

¢: S, x VEL 5 yen
(P01 ®V2 @+ Qun) = V(1) ©Up(2) @+ O Up(n)

Definicién A.6. Decimos que o € V" es
= Simétrico: Si ¢(p, @) = a para todo p € S,,.
» Alternante: Si ¢(p, o) = o(p)a para todo p € S,,.

Entonces definimos la potencia simétrica de V como Sym™ (V) = {a € V®" | a es simetrico}
y definimos la potencia exterior de V como A™(V) = {a € V®™ | « es alternante}. A los
elementos v1®- - -®@v,. € A"(V) se le llama productos exteriores y se les denota por v1 A- - -Av,..

Sea V un espacio vectorial y sea {vy, ..., v, } una base ordenada de V', entonces el conjunto
{vi, Nvig Ao ANy, | 1 <0y <idg < -+ <y <n}

es una base de A¥(V). Ahora, dado algtin producto exterior de la forma z; A- - - Az, entonces
cada vector v; puede ser escrito como una combinacién lineal de los vectores bases {v;}, como
la potencia exterior es bilineal, entonces la podemos separar en una combinacion lineal de
productos exteriores en cada vector base, cada producto exterior en el cual aparece el mismo
vector base mas de una vez es igual a cero; cada producto exterior en el cual los vectores
base no aparezcan en el orden establecido, puede ser re-ordenado si cambiamos el signo cada
vez que dos vectores bases cambien de lugar. En general, los coeficientes resultantes de este
proceso pueden ser calculados como menores de la matriz que describe los vectores x; en
términos de la base {v;}.

Si contamos el niimero de elementos de la base de A*(V) tenemos que es igual al niimero
de combinaciones posibles de n elementos en k, por lo cual se tiene que

aim(a*v)) = ()
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en particular tenemos que A*(V) = {0} para k > n.

Sig: V — W es una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales V' de dimension n
y W de dimension m, entonces podemos construir una aplicacion A¥g: A¥(V) — AF(W)
definida por A*g(vy A -+ Avg) = g(vi) A -+ A g(vg). Si tomamos bases ordenadas de V y
W podemos formar la matriz A = (a;;) asociada a g con i =1,..,ny j =1,...,m, entonces
la matriz M asociada a A¥g con respecto a las bases de A¥(V) y A¥(W) es la matriz cuya
entrada (u,v) es el determinante de la submatriz de tamano k x k de la matriz A con los
renglones y columnas indexadas por las entradas de p y v respectivamente.
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