UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
MAESTRIA EN CIENCIAS MATEMATICAS Y
DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS

LA REDUCCION DE LA TEORIA DE TIPOS DE HINTIKKA
A LA LOGICA DE SEGUNDO ORDEN

TESIS

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS

PRESENTA:
MAURICIO SALINAS RODRIGUEZ

DIRECTOR DE LA TESIS
FAVIO EZEQUIEL MIRANDA PEREA
FACULTAD DE CIENCIAS, UNAM

MEXICO, D. F. SEPTIEMBRE 2014



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Indice general

Introducciéon

1.

La teoria de tipos de Hintikka

1.1. Simbolos y cadenas de tipo . . . . . . . ... ... ... ..

1.1.1. Principio de induccion para C; . . . . . . . .. ...
1.2, Sintaxis . . . . ...
1.3. Semantica . . . . . . . .. ...
1.4. Logica de segundoorden . . . . . ... ... ... ... ..

Conjuntos Modelo

2.1. ;Qué es un Conjunto Modelo? . . . . . .. .. .. ... ...
2.2, Existencia . . . . . . ...
2.3. Satisfactibilidad . . . . . . .. ... .
2.4. El Teorema I de Hintikka . . . . . . . . .. . ... ... ...
2.5. (Qué es un Conjunto Modelo Fuerte? . . . . . .. ... ...
2.6. El Teorema [** de Hintikka . . .. .. .. ... ... ....

. La reconstrucciéon de la teoria de tipos
3.1. Laformulad . . . . . . ... ...
3.2. La familia de constantes A . . . . . . .. ... ... .....

3.2.1. Algunas propiedades de las constantes A . . . . . ..

La reduccién de la Teoria de los Tipos

4.1. La funcién de traduccién & . . . . . ...
4.2. La construcciéon de >* . . . . ... Lo

4.2.1. Y*tienealaformulad . .. .. ... ... ... ...
4.3. La construccion de A% . . . . ..

,Para que le sirve la teoria de tipos a un matematico?

Conclusiones

111

15
16
24
29
37
38
42

45
46
61
64

83
83
87
103
108

125

127



11 INDICE GENERAL

Conjunto Modelo (Fuerte) 129
La férmula o 131

Bibliografia 133



Introduccion

La teoria de tipos expuesta en el presente trabajo esta inspirada en la que
Russell y Whitehead presentaron en Principia Mathematica (véase [13]). Este for-
malismo surgié de acoplar la idea que Cantor plasmo6 en la demostracion de su
famoso teorema:

No existe funcion F' suprayectiva alguna entre un conjunto X y su conjunto
potencia, p(X)'.

a la demostracion de que la coleccion de todos los conjuntos, V, no es un
conjunto:

Si V es conjunto entonces R = {a € V | a ¢ a} es conjunto y
Re Rsiysolosi R ¢ R.

Llegando asi a una contradicciéon. El mismo Russell intent6 dar soluciéon a su
paradoja, proponiendo una teoria de tipos jerarquizada, la cual consiste en orga-
nizar los conjuntos en niveles. En esta jerarquia so6lo se puede decir que un objeto
de nivel n es miembro de otro si y sblo si este dltimo es de nivel n + 1. En otras
palabras: el lenguaje de la teoria de tipos de Russell prohibe que los objetos sean
predicados de otros del mismo nivel.

La importancia de la teoria de tipos radica en su poder expresivo que es muy
superior al de la logica de primer orden. Recordemos que en ésta resulta imposi-
ble expresar que el universo de interpretacion sea infinito, mas aun, el postulado
de induccién de Peano para el universo de los niimeros naturales cuantifica sobre
todos los subconjuntos de N, situacion también imposible de expresar en primer
orden. Esta limitacion se resuelve permitiendo la cuantificacion sobre conjuntos
de individuos i.e. expandiendo el lenguaje de primer a segundo orden. Ahora bien,

'La idea de la prueba es proceder por contradiccién y considerar al conjunto

{ae X adF(a)} € p(X).

III



v INTRODUCCION

el lector experimentado en logica de segundo orden sabe que el costo de este salto
expresivo es alto, dado que los teoremas de Compacidad, Correccion-Completitud
y Numerabilidad son falsos ahi (véase [10]).

Por otra parte, en Mateméticas es comun utilizar cuantificadores de orden
mayor o igual a dos; tome por ejemplo la nocion de espacio topologico (X, p),
donde X es un conjunto y p un subconjunto de la potencia de X cuyos elementos
se llaman abiertos y cumplen ciertas propiedades particulares. Al estudiar estos
espacios, es comin encontrar teoremas como (véase [16], pag. 38)

Un conjunto V es abierto si y solo si para cada uno de sus puntos «,
hay una vecindad U, totalmente contenida en V.

Obsérvese que este es un enunciado que esta implicitamente cuantificando sobre
todas las topologias de un conjunto X. Por lo que estamos ante una cuantificacion
de orden superior a dos. Sin embargo, con la experiencia que se tiene con el brinco
de primer a segundo orden, la pregunta es si el lector se arriesgaria nuevamente
a “sacrificar” lo poco que queda de la logica de segundo orden, a cambio de un
poder expresivo mayor. El presente texto le mostrara que no hay mas propiedades
logicas que perder, pues el costo de expresabilidad que se pag6 de primer a segundo
orden incluye el poder expresivo de cualquier salto a un lenguaje de orden superior
a dos, i.e. cualquier enunciado expresable en una logica de orden superior, lo es
también en légica de segundo orden. Para probar esta afirmacion se ha retomado el
articulo: Reductions in the theory of types, escrito por Hintikka en 1955 (véase [1]).

Nuestro objetivo es construir una traduccion que convierte cualquier proposi-
cion de la teoria de tipos, la cual contiene a cualquier logica de orden superior, a
una formula del lenguaje de segundo orden. Ademas, dicha traduccion preserva
la validez universal. En otras palabras, mostraremos que en términos de validez y
satisfactibilidad toda la teoria de tipos puede ser efectivamente reducida a légica
de segundo orden. El resultado principal del texto es:

La teorfa de tipos y la logica de segundo orden son equisatisfactibles, i.e. una
formula de la teoria de tipos « es satisfactible si y sdlo si su traduccion al lenguaje
de segundo orden es satisfactible.

Adicionalmente, este escrito fué disenado con la intencién de que sea accesi-
ble a estudiantes de Matematicas que hayan cursado Logica Matemética I y II.
Se presuponen conceptos basicos como son: construccion recursiva de lenguajes
formales, equivalencia tautologica, satisfactibilidad de conjuntos de férmulas, len-
guaje de enunciados y de primer orden, asi como familiaridad con los teoremas de
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Compacidad y Correccién-Completitud para logica de primer orden. A lo largo
del texto el lector encontrara ejercicios que de ser realizados correctamente contri-
buirdn a una mejor comprensién del mismo. Con este formato, el presente trabajo
puede ser considerado como material util para un curso avanzado de logica, a nivel
licenciatura.

El contenido matematico aqui expuesto, si bien estd basado en el trabajo de
Hintikka, tiene como finalidad hacerlo mas afable al lector contemporéneo. Pero
con el interés de conservar su esencia, se ha mantenido la numeracién original de
sus teoremas, marcados entre paréntesis, asi como algunas de las notaciones que en
¢l aparecen. Cualquier otra notacién o proposiciéon propia de este ejemplar tiene
la intencién de aumentar la comprension de la exposicion original.

De como empecé a estudiar teoria de tipos

Es curioso como llegué a este topico de la teoria de tipos. Todo empez6 con los
cursos de Logica Matematica que tomé en la Facultad de Ciencias de la UNAM
con el Dr. José Alfredo Amor y Montafno!. La travesia comienza con logica de
enunciados expuesta en el capitulo 1 del Enderton (véase |2]), contintia con logica
de primer orden (capitulo 2) y ¢ termina ” mostrando el teorema més bello y
profundo que pude haber visto en la licenciatura: Incompletud de la Aritmética
(capitulo 3). Cuando los cursos de logica culminaron, supe que no podia dejar de
lado el altimo capitulo: l6gica de segundo orden, y de hecho mi tesis de licenciatura
lleva ese nombre (véase [10]), siendo al final de esa investigacién cuando encontré
un articulo de Enderton titulado Second-Order and Higher-Order Logic (véase [11])
donde expone la importancia del siguiente resultado de Hintikka (véase [1])

For each formula ¢ of Higher-Order Logic (in a language with finitely many
non-logical symbols), we can effectively find a sentence ¢ of Second-Order Logic
(in the language of equality) such that ¢ is valid if and only if ¢ is valid.

En términos burdos, podriamos parafrasear el teorema anterior diciendo:

A nivel de validez légica el salto significativo en complejidad se da de primer a
segundo orden.

En otras palabras, un légico no deberia preocuparse por la aparente dificultad
de formulas validas expresadas en una logica de orden 87, ya que bastara revisar
el presente escrito, para poder convertirla efectivamente en una féormula vélida de
segundo orden con igualdad.

Invito a los lectores a seguir un trabajo que me ha llevado a comprender desde
sus inicios mas primitivos que: Ldgica es aquella ciencia que se estudia a si misma.
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Capitulo 1

La teoria de tipos de Hintikka

En un intento por reconstruir légicamente las Matematicas, Whitehead y Rus-
sell escriben en 1910, tres tomos de los Principia Mathematica, donde presentan
una teoria de tipos, con el propoésito de “resolver” paradojas ocasionadas por pre-
dicados que reciben como argumentos también a predicados'. Mas tarde Chwistek
y Ramsay retoman el concepto de simbolo de tipo, para puntualizar que una teoria
de tipos basada en conjuntos de simbolos con una jerarquia ramificada i.e. una
Teoria Simple de Tipos, bastaba para expresar todas las proposiciones clasicas de
las Matematicas. Asi que, desde su nacimiento hasta nuestros dias las Teorias
de Tipos han ido evolucionando tanto en Matematicas como en el ambito de la
Computacion Teorica, buscando en cada caso su propoésito para las que fuéron
propuestas.

A lo largo de este escrito trabajaremos con la version de la Teoria Simple de
Tipos de Hintikka (véase [1]), para lo cual especificaremos un conjunto de simbo-
los, cuya construccion y entendimiento seran fundamentales a lo largo del escrito.

1.1. Simbolos y cadenas de tipo

Convengamos en que los simbolos de tipo sean denotados por "7;", los cuales
seran construidos a partir de los tres simbolos : (, 7, y ), asi por una expresion
de simbolos de tipo entenderemos una sucesion finita de estos simbolos. En este
sentido la sucesion "( 7 ) 7 () ()" es una ezpresion de simbolos de tipo, sin
embargo, esta expresion no serd un simbolo de tipo.

!Recuérdese la famosa paradoja que resulta de preguntar ;quién rasura a aquel barbero que
sblo rasura a aquellos que no se rasuran a si mismos y sélo a esos.
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Ahora bien, intuitivamente un simbolo de tipo nos servira para etiquetar uni-
versos de interpretacion, asi que la construcion de un nuevo y mas complejo simbolo
de tipo supondrd que se han construido simbolos mas basicos que lo conforman a
él, en otras palabras la construcciéon de simbolos de tipo estard intimamente ligada
con las cadenas (sucesiones ordenadas) de ellos, esta relacion de dependencia entre
si, puede ser expuesta de la siguiente manera: a partir de un simbolo primitivo
construimos nuevas cadenas y con ellas, nuevos simbolos de tipo que a su vez sirven
para construir nuevas cadenas con las cuales construimos nuevos simbolos de tipo
etcétera...

Lo siguiente es una recursion simultinea, que construye al conjunto .S, de sim-
bolos de tipo y las cadenas finitas de simbolos de tipos, C'.

Aqui y en adelante, llamaremos simbolo de tipo primitivo a 7, esto se debe a
que a partir de ¢él, se construirdn todos los demas.

1. 7€85;
2. Si7; € S, entonces (1;)€ C;
3. Si (7, ..., 7, ) € C; entonces (7, ..., T, ) € Sy

4. Si{(m), (72,...,7%)} C C; entonces (11, T2, ..., ) € C;.

Un ejemplo de cadena de simbolos de tipo es ((7), (T, (7))), contruyamosla:

Por 1 tenemos 7 € S, de aqui que, por 2 (7)€ C; y por 3 (7)€ S; y nuevamente
por 2 obtenemos ((7))€ C,.

-, de aqu1 que por 4 , (1, (1))e C; ¥
) €
De esta manera, si 7 € S, entonces {((7)), ({(1,(7)))} C C;, asi que por 4

({7), (7, (7)) € Cr.

Asi que, 7 € S, implica {(7), ((7))} C C-
por 3 (7, (1)) € S;, nuevamente por 2 ({7, (T

Un ejemplo de una expresion que es un simbolo de tipo es:

{r)s (7, (7))
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Su construccion resulta de aplicarle 3 a la cadena construida en el ejemplo an-
terior.

Cabe aclarar que la definicién de S, y C, anterior, es una propuesta nuestra
y difiere de la tratada en el documento original, debido a que nos parecié maés
adecuada desde el punto de vista didactico.

A lo largo del escrito, mostraremos proposiciones P(7, ..., 7;) que dependen
de cadenas de tipos (1, ..., 7)€ C;, puesto que C; es conjunto, es posible tener
afirmaciones del estilo:

Para toda (11, ..., 7)€ C; sucede P(7y, ..., 7%)
o equivalentemente
Para toda k > 1, si (7, ..., 7% )€ S; X - -+ X S, entonces P(7y, ..., 7%)

Luego entonces, cabe preguntarse ;Qué principio de induccién se usa para de-
mostrar estos enunciados?

1.1.1. Principio de induccién para C';
Sea P(7y, ..., T,) una propiedad acerca de cadenas de tipos.
Si sucede 1, 2y 3:
1. P(7) es verdadera

2. Para toda (74, ..., 7%) € Cy, si P(m, ..., %) es verdadera entonces P((7y, ..., 7%))
es verdadera.

3. Para toda (1) € C, y para toda (7o, ...,7) € Cy, si P(71) y P(7y, ..., 7%) son
verdaderas entonces P((7q, ..., 7%)) es verdadera.

entonces para toda (7, ..., 7)€ C, sucede P(7q, ..., 7) es verdadera.

La demostracion de este principio utiliza técnicas usuales de Teoria de Conjun-
tos y se omite por considerar que escapa a los fines del presente texto. Usaremos
este principio en futuras demostraciones, nombrandolo Principio de induccion pa-
ra C,.. Notemos que este principio estd basado en la construccion simultdinea de
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S, v C;, por lo que su desarrollo también es diferente al utilizado en el articulo
original. Esto no representa problema alguno, pues ambos principios funcionan.

1.2. Sintaxis

Una vez que se han definido los conjuntos S; y C, sigue designarle a cada 7;
sus respectivos simbolos propios los cuales estaran determinados por:

vJT . Simbolos de variables del tipo 7;

q;i : Simbolos de constantes del tipo 7;

Supondremos que el nimero de simbolos propios de cada tipo 7; es fijo pero
arbitrario.? Ahora construiremos el lenguaje de nuestra teorfa de tipos.

Una formula de la teoria de tipos es el resultado de aplicar un nimero finito
de veces las siguientes reglas:
<7—1"'~7Tk>

i) g (g1, ..., q;F) es formula.

ii) Una expresion de la forma (¢7" = ¢3') es una formula. A esta clase de for-
mulas las llamamos identidades.

iii) Si « es atomica o identidad entonces (—«) es formula.

iv) Si a y 8 son formulas entonces (aV ) y (a A B) son formulas.

v) Si « tiene presencias de ¢ pero no de v entonces : FvTa(q"|v™) ¥

VoTia(q™ |v™) son formulas.

Solo las formulas que sean resultado de aplicar un ntmero finito de veces las
reglas anteriores, serdn formulas de la teoria de tipos. Denotamos por 7-form al
conjunto de todas las formulas de la teoria de tipos.

2La justificacién de esta suposicién es que dado un modelo cuyo universo sea de cierta car-
dinalidad, la sintaxis debe ser lo suficientemente poderosa como para construir un conjunto de
férmulas que describan a cada uno de los elementos del modelo. Si nos restringimos a logica
de primer orden, en un modelo cuyo universo de interpretacién sea el conjunto de los numeros
naturales, ahi la satisfactibilidad del conjunto de formulas {Jv}*(v]" = ¢]")|j € N} nos indica que

J
al menos necesitaremos de Ny simbolos propios para " invocar " cualquier ntimero natural.
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Note que la igualdad sdlo estara permitida para simbolos de constante del mis-
mo tipo, i.e. la igualdad entre simbolos de constante de tipos diferentes no sera
una formula.

De acuerdo a la definicién de formula, expuesta hasta aqui, resulta que expre-
siones como:

—VoT (g™ (q7) A qf = q7) (g™ | vT)
no son féormulas, segtn la definicion, los simbolos de negacion se aplican so6lo a
atomicas o identidades.

Esto no representa problema alguno, dado que podemos convertir efectivamente
expresiones como la de arriba en formulas cuyos simbolos de negacion (si los hay),
estén aplicados tnicamente a atémicas o identidades:

Fo (g5 (q7) V (g = ¢7))(q™ | ™)

De esta manera observamos que la sintaxis de la teoria de tipos, comprende s6lo
formulas cuyos simbolos de negacion (si los hay), aparecen aplicados tinicamente a
atOémicas o identidades, a esta manera de expresar las formulas la llamamos Forma
Normal Negativa

Dada una férmula o que no sea atémica ni identidad, definiremos cuando

la formula (B es la Forma Normal Negativa de la expresion —a (en notacion:
fnn(—«a) = ), de acuerdo a las siguientes reglas:

frnq(ay, ) = g - qr)
fon(a = ¢2) = (@1 = @)
frn(=q(qr, - ax)) = =a(ar, - ar)
fan(=(q = ¢2)) = ~(q1 = ¢2)
fan(a A B) = fan(a) A fan(B)
fan(aV B) = fan(a) V fan(B)

frn(~-a) = fan(a)
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fan(=(a A B)) = ~fnn(a) V = frn(B)
fon(=(a v B)) = ~fan(a) A= frn(B)
fan(Vv o) =VYo fan(a)

fon(Fv a) = Fv fan(a)

fan(=Yv a) = Jv fan(-a)

fnn(=3v o) = Yo fan(-a)

Bastan estas reglas para definir lo que llamamos ser la Forma Normal Negati-
va de una expresion (—«), aqui el principio de induccion para formulas hace todo
el trabajo. Es por esto que es suficiente definir la negacion exclusivamente para
atoémicas e identidades.

Adoptaremos también como férmulas a negaciones de formulas que no sean
atomicas ni identidades, sin olvidar que cada una de ellas esta asociada a su For-

ma Normal Negativa.

v") es una notacién que significa intercambiar las

Aqui y en adelante a(q™
presencias de ¢™ en « por v™.

Como ejemplos veamos que la formula
Foi” (07 = ¢57)
es el resultado de la notacién
I (" = a7 ) (gt o),
y que la formula
Vol (g™ (0], 6))
es el resultado de la notaciéon
Vol (™™ (g, 63) (af o)

Observe que intercambiamos sdlo simbolos del mismo tipo, es por esto que el
intento de sustituir simbolos de tipos distintos no tiene efecto, por ejemplo la no-
tacion (q* = qu)(qﬁvim) es simplemente (¢7* = ¢32).
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Definicion 1.1. Si dos formulas a(q1|qa), a(qe|q1) son obtenidas de una férmula
a, reemplazando las presencias de q, por presencias de qo 0 viceversa entonces a
estas formulas las llamaremos variantes alfabéticas una de la otra.

Por ejemplo las férmulas:

Ju (qiT> (v7)) y Jv7 (Q§T> (v7))

son variantes alfabéticas. Mientras que

Fo (¢ (v7)) y I (g7 (v7, 0m))

] L 5 la primer formul ibl ] {r)
no 10 son. a razon es que en la prlmer ormula no es pOSl e reemp azar ql

por qéT’T>, por ser simbolos de diferentes tipos.

Como es comin, utilizaremos letras mindsculas del griego como a y [ como
formulas cualesquiera de la teoria de tipos y letras maytusculas como X y A para
conjuntos de formulas.

En lo sucesivo (o — ) y (a0 <> [8) seran abreviaciones de (—aV B)y ((aAB)V
(maA—f)) respectivamente, esto no representa problema alguno, ya que las corres-
pondientes abreviaturas son equivalencias tautolégicas. Por comodidad omitiremos
paréntesis redundantes de acuerdo a la siguiente prioridad de las conectivas: —, V,
—, &5

El lector culto en légica de enunciados se preguntara por que no se utiliz6 para
la definicion de las formulas de la teoria de tipos en iii) un conjunto de conectivos
completo, como por ejemplo {—, —}. Esto es debido a las condiciones de lo que
definiremos como Conjunto Modelo, donde la conjuncién y la disyunciéon jugaran
un papel dual.

Las subformulas de de una féormula « se definen como sigue:

- si v es atomica o identidad entonces a es su tnica subformula;

- si a es (=) entonces sus subformulas son (—f) y las subformulas de f;

-si a es (6 V 0) entonces sus subformulas son (5 V ¢), las subformulas de 5y
las subférmulas de 9;
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-si v es (8 A 9) entonces sus subformulas son (8 A 6), las subformulas de § y
las subférmulas de 9;

-si o es Fv™ B entonces sus subformulas son Jv™ 3 y las subformulas de (;
-si a es Vv 3 entonces sus subformulas son Vo3 y las subférmulas de (.

Cuando estudiamos un lenguaje formal, partimos de expresiones sencillas como
)
las formulas atémicas v, a partir de ellas construimos recursivamente a otras nuevas
)
y més complejas. Esta discriminacion entre el poder expresivo de férmulas, la
podemos formalizar mediante una funciéon

N : 7-fé6rm — N

la cual calculara el nivel de una féormula y esta definida recursivamente como
sigue:

Si a es una formula atéomica o identidad, N(a) = 0.
Si «v es la negacion de una formula atomica o identidad, N(«a) = 1.
Si a es una formula, N(Jva(qlv)) = N(a) + 1y N(Vva(qlv)) = N(«a) + 1.

Si vy 8 son féormulas entonces

N(a A B) =max{N(a), N(5)} +1

N(aV f) =max{N(«a), N(B)} + 1.

Por supuesto que el nivel de una féormula o no se vera alterado por sustituciéon
alguna entre simbolos del mismo tipo; es decir:

N(@) = N(alq"

v™))

Al aplicar esta funcién a una formula, nos calcula su nivel de complejidad.

El lector, podréa darse cuenta que se ha omitido como calcular el nivel de cual-
quier negacion y soélo se ha especificado el nivel de formulas que sean negaciones
de atomicas o identidades, esto se debe a que con ayuda de la definicién de Forma
Normal Negativa, cualquier formula puede ser expresada de tal manera que los
simbolos de negacion (si los hay) tengan presencia inicamente en atémicas o iden-
tidades. Podriamos pensar, por ejemplo que no hay manera de calcular el nivel de
la formula:
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Vo7 ((¢] = a3) V =47 (g3, 47))) (af[v])
sin embargo la Forma Normal Negativa de esta expresion es
Fi-(¢f = a3 V =47 (g3, 47))) (af|v7)

utilizando la definicion de Forma Normal Negativa, esta formula puede ser
convertida en

T (=(qf = ¢5) AN g™ (g5, q7))) (gf[v])

la cual serad una férmula que exprese lo mismo que la primera, con el distintivo
de que las negaciones que en ¢lla tienen presencia, estan aplicadas slo a atémicas
o identidades; en la literatura moderna esta féormula es conocida como la Forma
Normal Negativa de Yoi—~((¢] = q3) V =q"" (¢, 47))) (a7[v7)-

Ahora bien, calculemos
N (37 (=(q] = ¢3) N a7 (g3, 7)) (a7 |v))
es por definicién:
N(=(af = a5) Na'™" (g3, q7)) + 1
que a su vez es:
max {N(=(¢] = ¢3)), N(¢"7 (g5, ¢]))} +1+1=1+1+1=3
Por comodidad, en lo sucesivo escribiremos formulas como:
F7 (=(v] = a3) A q'"7 (g5, 7))
en vez de :
307 (~(q] = ¢3) N7 (g5.47))) (a7 [v])
Esta convencion no debiera molestar al lector culto en logica de primer orden,
pues el Lema de sustitucion y el proceso de rectificacion de cuantificadores son

motivos suficientes para adoptar esta notacion.

Ahora que ya estan construidas las formulas, podemos “ darles significado ” y
evaluar la verdad o falsedad de lo que ellas dicen.
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1.3. Semantica

Un modelo para la teoria de tipos {D,,, s, }res, consistird de una familia de
dominios D, y funciones llamadas asignaciones s, : )., — D;,, donde @, es el
conjunto de constantes del tipo 7;.

Los dominios D, son definidos de la siguiente manera:

D, sera llamado dominio de individuos y es escogido casi arbitrariamente, solo
pedimos que sea un conjunto no vacio;

Ds,.... =) es el dominio de fodos los conjuntos de k-adas cuyos miembros per-
tenecen a D, ,--- , D, respectivamente, i.e.

Doy ={W | W C Dy x--- XD} = (D, x---x D).

5Tk
Una asignacion de D, es una funcion s, : )., — D,, tal que s;, sea suprayec-

tiva i.e. s.,[Q.] = D,,, ® en otras palabras pedimos que siempre nos alcancen los
simbolos de constante ()., para nombrar a los individuos de D,..

De lo expuesto anteriormente se observa que |D,,| < |Q-].

Por comodidad escribiremos 9 en vez de {D,,, s, }rcs,, ademés omitiremos
el subindice de la asignacién cuando éste redunde con el tipo de simbolo al que se
le este aplicando: s, (¢™) = s(¢™).

Diremos que 90 satisface a una formula « si y solo si a es verdadera bajo las
siguientes reglas de verdad:

(T.q)
q<T1’”"Tk>(qu L. qq—k>
1> ) k
es verdadera en 901 si y soélo si
(s(ar'), -+ o s(ar)) € s(gim ™))

donde S(q<T1’m’Tk>) € D(n,---,Tk) = p(DTl X X DTk)

3 Aqui estamos usando la notacién conjuntista de imagen del conjunto Q.. bajo s,, definida
como {d € D, | hay q € Q, tal que s.,(q) = d}
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(T.=) (—a) es verdadera en 9 si y solo si a no es verdadera en 9
(T.A) (anB) es verdadera en M siy solo si tanto o como f son verdaderas en Mt

(T.V) (aV B) es verdadera en 9 si y solo si o bien « es verdadera en 9 o
bien [ es verdadera en 90t

(T.3) ™ a(q™
es verdadera en IN

v™) es verdadera en 9 siy solo si hay ¢7 € Q, tal que a(q™)

(T.V) Yo" a(q™|v™) es verdadera en 90 si y sblo si para todo q7 € @Q,, sucede
que a(q™) es verdadera en I

(T.=) (¢f" = ¢3') es verdadera en M si y solo si s.,(q") = sr,(¢3")

Lo anterior define lo que entenderemos por modelo, y nuestra notacion
M E=

significard que « es verdadera en 91 o bien N es modelo de a.

Diremos que una formula « es satisfactible si y solo si existe un modelo donde
a es verdadera. En general, un conjunto de formulas ¥ serd satisfactible si 'y solo
si hay un modelo donde son verdaderas todas las formulas de .

1.4. Logica de segundo orden

Los lenguajes de primer orden se caracterizan por que sus cuantificadores solo
hablan de los elementos del dominio D,. En légica de segundo orden es posible
ademas, cuantificar sobre todos los subconjuntos de D, y en general sobre todos
los elementos de (D, x --- x D,), expuesto de manera esquematica:

T— D, # O
(1) = D7y = p(D7)
(1,7) ¥ Di7ry = 9(D7 x D7)
(1, ,7) = Dir. iy = (D7 x -+ - x D)

Se observa una relaciéon entre los elementos del conjunto

So=A 71, (1), (7,7), (1,7,7), -+ } C5;
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y los dominios D, .

Ahora bien, observemos como es que la logica de segundo orden forma parte de
la logica de la teorfa de tipos, cuando restringimos la sintaxis de la teoria de tipos
al conjunto de férmulas cuyos simbolos propios sean elementos de Ss. Si el lector
aun no se convence de esto, tal vez le convenga emplear como simbolos de variables
del tipo primitivo 7 a letras minusculas v;; como simbolos de constante individual

a letras minusculas a;; como simbolos de variable del tipo () a letras maytsculas

X}: como simbolos de variable del tipo (7,7) con las letras maytsculas X?; como

simbolos de variable del tipo (7,7, 7) a letras maytsculas X?; ... etcétera.
Por ejemplo, una caracterizacion de conjuntos infinitos es:
"Hay una relaci6n binaria que es: transitiva, antirreflexiva
y sin elemento ultimo".
Que en logica de segundo orden se escribe:
AX 2 (VueVo Voo (X2 (vg, v1) A X2 (v1,v2)) — X2(vg, v2))
AVV3(— X2 (3, v3)) A Vo Tvos (X2 (vy, v5)))
En nuestro lenguaje de la teoria de tipos este mismo enunciado se expresa asi:
30l (VoYY (0 (o, o) A o) (o], 05)) = 77 (15, 05))
AV (=07 (uF, 07)) A Vi 30E (077 (0], 0F)))

De hecho, la coleccion de todos los modelos de esta formula es la clase de todas
las estructuras infinitas, (véase [10], pag. 13).

El lector no tiene por que temer a la aparente complejidad de la sintaxis de la
teoria de tipos, ya que uno de los propositos de ésta es " etiquetar " los objetos
que en ella se cuantifican para saber a que tipo pertenecen.

Recordemos que podemos prescindir de simbolos propios de funcion por el he-
cho de que toda funcion n-aria es una relacién n-+1-aria.
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Por supuesto que la sintaxis de la teoria de tipos tiene ademas del lenguaje de
segundo orden, a formulas como:

Vo) (v ) (g7, ¢$7Y)
Dado que

Diriryy = 9(Dr x p(D7))

entonces la formula anterior no es de primer ni de segundo orden, sino una for-
mula de la logica de la teoria de tipos, la cual tiene nuevas y sofisticadas formulas
que cuantifican por ejemplo, sobre todas las relaciones que hay entre individuos y
subconjuntos de ellos.
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Capitulo 2

Conjuntos Modelo

En nuestra definiciéon de satis factibilidad, los elementos del conjunto de indi-
viduos D, son entidades cualesquiera, el Gnico requisito es que D, # &.

En lo subsecuente serd de importancia separar las constantes y las variables
que tengan presencias en un conjunto de féormulas Y, para esto definimos para
cada 1; € S;:

Qﬂ; (Z> = {qW € Qn

V..(X) = {v,, €V, | vy, tiene presencia en alguna de las formulas de X},

¢-, tiene presencia en alguna de las formulas de 3}

Cuando escribamos Q(X) nos referiremos al conjunto de fodas las constantes
de todos los tipos que tengan presencia en X, en simbolos:

Q%) = U{@n(X) | 7 € 5}
Analogamente definimos:
V(E) = UH{Vn(E) | 7 € 5}

Como el conjunto de todas las variables de todos los tipos que tengan presencia
en X,

Por ejemplo si
S={g =& . "7 a"), W73 ¢ (0], v5)}} entonces
QT(E) - {q87 qg, qg)}
Qi (X) = {57}

15
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Quriry(2) = {™"}
Vo (3) = {o]}, Vin (2) = {of}
Vi (X)) =2
ademas si 7; & {7, (1), (7, (7))} entonces
QD) =2y V., (2) =0

por lo que Q(2) = {g5, @@, ¢ ag, i} v V() = {of, v§"}.

Ejercicio 2.1. Para un 7; € S;, fijo, diga si las siguientes igualdades son verda-
deras o falsas, justifique su respuesta.

Q- (9) =2
Qr(X) N Q- (A) = Q- (XN A)
Qr(X)UQ-(A) = Qr(XUA)
Qr(X)\ @r(A) = Qn(X\ Q)

2.1. ;Qué es un Conjunto Modelo?

Considere las siguientes condiciones que le podemos pedir a un conjunto de
formulas >:

(C.0)(a) Si a € X entonces (—a) ¢ X
(C.1)(a) Si (e ANP) € ¥ entonces v € Ny €%
(C.2)(a) Si (aV B) € ¥ entonces o € X 0 bien § € 2

(C.3)(a) Si v € ¥ entonces hay ¢" € Q, tal que a(v™

qm) € X

(C4)(a) SiVvTa € Xy ¢" € Q(X) entonces a(v™

q") € X
(C.5) Siq =q5 € Xy alq') € X entonces aqy’) € 2.

(C.6) SiUCQrn(X) X X Qr(X)
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entonces existe qéﬁ"" T e Qry . 7y que cumple las siguientes dos propiedades:

(C.6)(a) Si (¢1*, -+ ,¢*) € U entonces qéﬁ""’T’“>(q?, L qF) €X
(C.6)(b) Si qén""’T’“>(q;17 -++,¢;") € ¥ entonces existe (¢',- -+, ;") € U tal que
o) =at's ¢ =qf CX

(C.7) Si g™ ™ y ™™ cumplen con (a) y (b) de (C.6) respecto algin
mismo U entonces

(qéT1,~',Tk> _ qiﬁ,"-ﬂﬂ) ey

Es suficiente definir (C.0)(a) solo para formulas atomicas e identidades, en vir-
tud de que es posible convertir cualquier formula a su Forma Normal Negativa, es

decir, a una forma donde las negaciones (si las hay), aparecen aplicadas a formulas
atomicas o identidades.

Las condiciones (C.1)(a) , ... , (C.4)(a) reflejan de alguna manera, una relacion
intrinseca que existe entre lenguaje v metalenguage.

La condicion (C.5) expresa la ley de Leibniz.

La condicion (C.6) es quiza la mas importante de todas, ella expresa intuiti-
vamente que “ todo conjunto de constantes que tengan presencia en I, tiene un
nombre en ¥ 7. Un caso particular de (C.6) es cuando U es el conjunto vacio de
k-cadenas de constantes del tipo 7y, - - - , 7, respectivamente. Para éste va a existir
una constante

(T1, T

4z > € Q<7'17“'=7'k>

que representara el conjunto vacio de dichas k-cadenas.

En algiin sentido (C.7) nos dice que las constantes cuya existencia afirma (C.6)
"son tnicas", sin embargo ambas condiciones son independientes entre si.

Si ¥ satisface las condiciones (C.0)(a),...,(C.4)(a), (C.5), (C.6) y (C.7) entonces
decimos que X es Conjunto Modelo .

Ejercicio 2.2. ;Es ¥ = @ un Conjunto Modelo?
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Ejercicio 2.3. Muestre que si X cumple (C.6) entonces para todo T; € S, sucede
que: si ¢ € Q,(X) entonces (¢7 = q") € X.

En particular, todo Conjunto Modelo contiene a
{(¢"=q") | ¢" € Q-(X) vy 7 es del tipo individual }.

Proposicion 2.4. Las siguientes condiciones son consecuencia de la definicion de
Forma Normal Negativa y de las condiciones (C.1)(a), ... ,(C.4)(a):

(C.00)(a) Si =—a € ¥ entonces o € X;

(C.01)(a) Si =(a A B) € X entonces ~a € ¥ 0 bien = € ¥;

(C.02)(a) Si =(aV B) € X entonces ~a € Ny = € %;

(C.03)(a) Si (3™ «) € X entonces para todo ¢"€ @, (X) —-a(vTi|¢T) € X;
(C.04)(a) Si (-Vv™ «) € X entonces existe ¢"€ @, tal que —a(v™|q™) € 2.
Demostracion .

(C.00)(a) Supongamos que ——« € 3, como la Forma Normal Negativa de =—«
es « entonces a € Y.

(C.01)(a) Supongamos que ~(a A ) € X, como la Forma Normal Negativa de
—(a A p) es (maV —p) entonces (—aV =) € X, luego por (C.2)(a) ~a € ¥ o bien
-0 e X.

(C.02)(a) Supongamos que —(a V ) € X, como la Forma Normal Negativa de
—(aV ) es (maA—S3) entonces (maA—3) € X, pero por (C.1)(a) ~a € Xy - € ¥.

(C.03)(a) Si (—3w™ a) € X, como la Forma Normal Negativa de =" «
es VoTima entonces (Vo—a) € X, luego por (C.4)(a) tenemos que para todo
g€ Q.. (X) sucede que —a(vTi|¢T) € 2.

(C.04)(a) Si (=Vo™ ) € X, como la Forma Normal Negativa de =Vv « es Jv—a
entonces (Jv—a) € Xy por (C.3)(a) sabemos que existe ¢ € Q,, tal que (v |q™)
€.

_{

Podemos parafrasear la Proposicion 2.4, diciendo que X “ reconoce ”, mediante
las condiciones (C.1)(a),..., (C.4)(a), a las negaciones de férmulas no atomicas ni
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identidades como sus Formas Normales Negativas.

Proposicion 2.5. Si a(q1) es una formula y sustituimos todas las presencias
de qi por la constante qy entonces las subformulas de a(q1) y de a(q) estan en
correspondencia biunivoca.

Ejercicio 2.6. Use induccion sobre el nivel de la formula «, para mostrar la
Proposicion 2.5.

Lema 2.7 (Lema I). Si ¥ satisface (C.1)(a), ... ,(C.4)(a) y {a(q), —u(q}g)} Y
X

entonces eriste una formula atémica o identidad B tal que {B(q1), —B(q2)

Demostracion .
Demostraremos este lema por induccion sobre el nivel de la formula a.

Ademaés haremos uso de las condiciones (C.00)(a), ... , (C.04)(a), en virtud de
la Proposicion 2.4.

Si N(a) = 0 entonces « es atomica o identidad, tome § = « y asunto resuelto.

Supongamos que § y ¢ cumplen la propiedad, esto es:

Si{d(q1), 6(q2)} € X
entonces existe una formula atomica o identidad [s
tal que {85(q1), ~fs(q2)} € &

Si {¢(q1), ~¢(g2)} C X entonces

existe una formula atémica o identidad S,
tal que {B,(q1), 78p(g2)} € X
Veamos que si « es de la forma (§ A ¢) entonces cumple:

Si{(0A@) (@), ~(6Ap)(g2)} CX

entonces existe una formula atémica o identidad Bsa)



20 CAPITULO 2. CONJUNTOS MODELO

tal que {B((S/\go) (q1)7 _‘6(5/\Lp) (QQ)} g by

Observacion 2.8. La formula (0Ap)(q1) significa que g, tiene presencia en (6/\g),
para lo cual es suficiente que tenga presencia en alguno de los dos conyuntos, sin
embargo lo denotaremos asi: §(q1) N\ v(q1), indicando asi que g1 puede tener pre-
sencia en 6 o en @ o en ambos.

De la misma manera

(0 V ¥)(gj) lo denotaremos como (6(q;) V ¢(qj))
(Fv™ 0)(g;) lo denotaremos como (Fv™ §(g;))
(Vo™ ¢)(q;) lo denotaremos como (Vo™ ¢(gq;))

Ahora bien, si

{0AP)q1), ~(6 A p)(g)} €2

entonces por la observacion de arriba y la condicion (C.01)(a) tenemos que

{0A@) (@), (6 A p)(g)} €5

y por (C.1)(a) obtenemos:

0(q1) EXy p(q) €X
y también
—d(q2) € 3 o bien —p(qz) € ¥

distribuyendo en el metalenguaje tenemos que:

q) €Ly () €Xy ~d(q) € X
0 bien

6(q1) €Xy olq) € Xy —p(g) € 2.

by
by

En el primer caso se tiene que: {3(q1), =0(q2)} € {d(q1), ¢(q1), 70(q2)}
entonces existe una formula atomica o identidad (s tal que {Bs(q1), 78s(q2)}

NN

Y

mientras que en el segundo caso: {p(q1), ~2(@2)} € {8(qr), 9(@r), ~0(@2)} € 5
entonces existe una férmula atomica o identidad 8, tal que {f,(q1), 78,(g2)} € 2

en cualquier caso se tiene lo deseado.
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Ejercicio 2.9. Demuestre el Lema 2.7, cuando « es de la forma (6 V @), el
cual es andlogo al caso anterior, solo que aqui se usan las condiciones (C.2)(a) y

(C.02)(a), en lugar de (C.1)(a) y (C.01)(a).

Para el caso de la formula (Fv™4), supongamos que 0 cumple la propiedad y
que

{F76)(q1), (=F70)(g2)} € B

es decir, de la definicion de Forma Normal Negativa, tenemos que:

{37 0) (@), (Vo =0)(g2)} € 3.

Luego, por la condicion (C.3)(a) aplicada al hecho de que (Fv79)(q1) € %,

hay ¢ € @, tal que 6(q1)(v™|q™) € X.
Por su parte, la condicion (C.4)(a) aplicada a (Vv™i—=d(gs)) € 3 se tiene:

para toda ¢ € @, (X) sucede que —6(gz)(v"™

qm) € X

Como el nivel de § es menor que el nivel de Jv™d entonces d cumple la pro-
piedad y como 0(q;)(v™|q™) € Xy =d(q2)(v|q™) € X, entonces por la hipotesis
inductiva se tiene lo deseado.

Para el cuantificador universal (Yv™4d), supongamos que § cumple la propiedad
y que

{(v070) (@), (=V070)(g2)} €
es decir, de la definicion de Forma Normal Negativa, se tiene:

{(vo0)(qr), (v =0)(g2)} € 2.

Por (C.4)(a) sabemos que para todo ¢" € Q,,(X) sucede que 6(qy)(v"

q7) e X

ademas por (C.3)(a) hay ¢™ € @, tal que —0(g2)(v™

qm) € X

Dado que el nivel de § es menor que el de Yv™d y como §(q)(v™|q") € X'y
—0(qe) (v |q™) € X, por hipdtesis inductiva, se tiene que existe una formula ato-
mica o identidad (s tal que {5s(q1), 78s(q2)} C X .
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Para el caso particular en el que ¢; v g2 sean idénticos, lo que el Lema 2.7 nos
dice, es que si a es una féormula de un tipo complicado y nos encontramos con
el conjunto no satisfactible {a(q1), 7a(q1)} contenido en ¥ entonces existe § una
formula de nivel cero tal que el conjunto no satisfactible {5(q1), —~5(q1)} esta con-
tenido en ¥, siempre que ¥ cumpla (C.1)(a), ... , (C.4)(a), claro esta. Mas atn, la
demostracion estd basada en la induccion sobre el nivel de v y sugiere un proceso
efectivo tal que dada una férmula complicada, éste encuentre mediante un proceso
reconstructivo de la misma, a “ la raiz culpable ” de que X sea no satisfactible, la
cual serd una férmula atémica o identidad.

Tome por ejemplo a la formula a(¢!™™) como:

3U<T> Yo© q§<7>77> (,U<T>’ ,UT)

y por ende, la formula —a(gs™™) es:

_E|U<T> Yo' q§<7'>77'> (U<T>, UT>

Ahora supongamos que, ¥ es un conjunto de formulas que cumple (C.1)(a) ,
., (C.4)(a) y ademas:

{a(@™7), —alg, ")} € B
es decir:
{va VoT q§<r>,r> (7}(7)7@7)’ ~Ju(™ Vo q§<T>7T>(U<T>’UT)} cy
El hecho de que
ot o i (0 07) € T
implica que
hay qi(T> € Q) tal que para toda qj € Q,(X) se tiene que

(g q7) e ®

Por su parte, como
—~F™ o @ ) e B

en virtud de la Proposicion 2.4, ¥ cumple (C.03)(a) entonces

para toda q§7> € Q) (X) sucede que hay q] € Q- tal que
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—a57 7 (7 q7) € %

Ahora bien, si hay qu> € Q(n tal que para toda qf € Q,(¥) sucede que

a7 (g qp) €T

7 )

i<T> que existe, tiene presencia en X, en simbolos:

hay q7;<7> € Q<7’>(2>

Anélogamente, la constante ¢/ que existe, termina también estando presente
en X, asi:

entonces la constante ¢

hay qlT € QT(E)

Haciendo las debidas particularizaciones en el metalenguaje concluimos que :

existen qu> € Qn(X), ¢ € Q. (X) tales que

{76 a7), ~a 7 (g qp)} C B

Ejercicio 2.10. Senale que particularizaciones nos llevan a concluir esto.

Ejercicio 2.11. Suponga que ¥ es un conjunto de formulas que cumple (C.1)(a)
e, (C4)(a) y ademads:

Tu™ YoT Jplr) q§<T>,T> (v, 07) A q§<f>,f> — M exn
—Ju™ Wy Tl q§<7>,7>(v(r)7vr) A q§<7>77> — ™7 en

apoyese en la demostracion del Lema 2.7, para exhibir una formula § atomica
o identidad tal que

{B(q1),~B(q2)} € X

Tanto este ejercicio, como el ejemplo anterior a él, buscan fundamentar la
pretension del comentario al Lema 2.7, el cual predice la existencia de un procedi-
miento efectivo tal que dadas las formulas a(q1) y —a(qz), determine la formula (3
atomica o identidad donde la posible satisfactibilidad de a en ¢ y ¢o, “ falla ” .

El siguiente ejercicio es consecuencia de las definiciones (T.=) y (T.q).
Ejercicio 2.12. Si M = q" = ¢5' y B es atomica o identidad entonces
M |= Blar’) iy solo si M= H(gy').

Ejercicio 2.13. Ezxplique con sus propias palabras lo que el enunciado del ejercicio
anterior quiere decir.
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2.2. Existencia
La teoria de un modelo 9 se define como el conjunto:
Teo(M) ={aeT— form | M = a}
es decir, el conjunto de todo lo verdadero en 9.
Observe que para cualquier 9 sucede
M = Yo (v =)
de esta manera, podemos inferir que
Teo(IM) # @

La siguiente proposicion, muestra que la coleccion de todos los Conjuntos Mo-
delo es no vacia.

Proposicion 2.14. La teoria de cualquier modelo es un Conjunto Modelo.

Demostracion .
Sea 9t un modelo y

{aer— form | M a}
su teorfa, T'eo(9MN).

Las condiciones (C.0)(a) , ... , (C.4)(a) son consecuencia de la definicion de
satisfactibilidad:

(C.0)(a) Supongamos que « € Teo(IM).
esto pasa si y solo si, por definicion
M=«
si y solo si, por (T.—)
M = -«

asi que
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—a ¢ Teo(IM)

(C.1)(a) Supongamos que a A 8 € Teo(IMN).
esto pasa si y solo si, por definicion

ME=aAS
si y solo si, por (T.A)

MEay MES
si y solo si, por definicion de teoria
a€Teo(M)y B € Teo(M)

(C.2)(a) Supongamos que 'V 8 € Teo(IM).
esto pasa si y solo si, por definicion

ME=aVps
si y solo si, por (T.V)

M = « o bien M =3
si y solo si, por definicion de teoria
a € Teo(M) o bien 5 € Teo(IM)

(C.3)(a) Supongamos que Jv™ 3 € Teo(IM).
esto pasa si y solo si, por definicion de teoria

M = v
si y so6lo si, por la definicion (T.3)

hay ¢™ € @, tal que M = a(q™ | v™)

lo cual pasa si y sélo si, por definicion de teoria

hay ¢™ € @, tal que a(q™ | v™) € Teo(IM)
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(C.4)(a) Supongamos que Yo" 3 € Teo(IMN).
esto pasa si y solo si, por definicion de teoria
M = Vo' g

si y solo si, por la definicion (T.V)

para toda ¢™ € @, sucede que M |= a(q¢™ | v™)
entonces, como @, (2) C @,

para toda ¢" € Q,(3) sucede que M |= (g™

v")

lo cual pasa si y solo si, por definicion de teoria

para toda ¢ € Q,(2) sucede que a(q™ | v7) € Teo(IM).

Veamos (C.5 ), procedamos por reduccion al absurdo, para lo cual supongamos
que (¢f' = ¢3') € T'eo(M) y que
a(qy’) € Teo(M) ...(x)
pero a(qy') ¢ Teo(IM), luego por definicion de Teo(9)
M |~ algy')
y por (T.—) tenemos que
M = —alg')
por lo que
—a(qy') € Teo(IM)...(xx)

Aplicando el Lema 2.7 a (x) y (*%), sabemos que hay una § formula atémica o
identidad tal que

{Blar"), =Baz")} S Teo(M)... (**%)
Por otra parte, dado que

(¢i" = g5') € Teo(IM) siy solo si M = g7 = ¢5'
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¥ €Omo
Blq1’) € Teo(IM) si y solo si M = B(qr’)
entonces por el ejercicio 2.12
M = B(gz')-
Asi que 5(q3") € Teo(IM), luego, a causa de (C.0)(a) tenemos que
—6(q3’) ¢ Teo(M), lo cual es una contradiccion con (**%).

Por tanto T'eo(9) cumple (C.5).

Veamos que T'eo(9M) cumple (C.6). Sea U C @, (T'eo(IM)) X -+ x Q, (T'eo(M))
y definamos

s(U) ={(s(q1),-- ,s(a)) | (qn;--- ) € U}
y observe que s(U) € Dy, ... r,y = 9(Dr, X - X Dp,),
COMO S(ry ... 7y Qry ey — Di7y ... 1) €5 suprayectiva,

(71,

se tiene que hay g ) ¢ Qs 7, tal que 5<Tlv.,.7m>(qén""’T’“>) = s(U).

Afirmamos que ese o™ ™ que existe, cumple con las partes (a) y (b) de (C.6).

Para (a), sea (q1*, -+ ,q;*) € U, por demostrar que
1 k
Q(gThm 7Tk>(QI17 U 7qzk) €l 60(5[ t)

Si(¢f*,---,q;*) € U entonces por como se construy6 a s(U), se tiene que:
(s(a7), - 5(a)) € S(U) = 8¢, ey ™)
siy solo si M = g™ ™ (g, -+ . q*) por (T.q)
si y solo si gi™ ™ (qIt, - - , ;) € Teo(IM) por definicion de Teo(IM).
(T, ,Tk)

Para la parte (b), tome ¢, (¢}, q;) € Teo(M), por demostrar que

existe (¢i',--- ,q;) € U tal que {q;} =qi", - ,q;" = q;*} € Teo(M).

i1
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Ahora bien, qén’""m(qzll, o, q;¢) € Teo(IM)

siy sélo si M = qéTl""’T"’>(q;1, --+,q;") por definicion de T'eo(9)

(T, Tk

siy solo si (s(q;)), -+ ,s(q)) € s(qq ) = s(U) por (T.q)
por lo que (s(qj;), -+, s(q;;)) € s(U)
luego, existe (¢1', -+, ¢;") € U tal que (s(q1), -+, s(q;")) =(s(qi)), -+ s(qif))
siy solo si s(qf') = s(q;)), -, s(q") = s(a;y)
siysolosi Mg =q), -, MEqf =q por (T.=)
siy solosiqi" = qj' € Teo(M),--- , ¢ = q;* € Teo(M) por definicion de Teo(9N)

Ahora veamos (C.7), para esto supongamos que qéﬁ’""T"'> y qﬁﬁ’""”‘» cumplen
las partes (a) y (b) de (C.6) respecto a un mismo UC Q. (Teo(M)) x --- X

Q-+, (Teo(M)), luego se tiene:

sl ™) = s(U) = s(g™ ™)

de aqui que: s(qéﬁ""’T’“>)

entonces M = qé“""’ﬁ“> = qi”""’m debido a (T.=)
asf qéﬁ""’m = qYl""’m € Teo(M) por definicion de Teo(IM).

Completando asi, la prueba de la Proposicion 2.14.
_|

Més atn, lo que nos dice esta proposicion es que, por cada modelo ) hay un
conjunto de formulas Teo(9M) que cumple las condiciones (C.0)(a) , ... , (C.4)(a)
, (C.5) (C.6) vy (C.7) .

Por otra parte, a cada conjunto no vacio D., podemos asignarle un modelo
M = {D,,s} dado que pedimos que la cantidad de constantes ¢™ siempre sean
suficientes para hablar de los elementos de D.., siempre serd posible encontrar
funciones s.,:Q),,— D, suprayectivas. Asi que hay tantos Conjuntos Modelo como
conjuntos no vacios, luego la coleccion:

{E¥C 71— form | ¥ es Conjunto Modelo}

es una clase propia.
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2.3. Satisfactibilidad

En la siguiente proposicion comenzaremos con un Conjunto Modelo ¥ y cons-
truiremos un modelo My, que lo satisfaga. Para esto se dividira el conjunto

Q)= @~ () | = € S}
en clases de equivalencia, de la siguiente manera:
g~ qy siysolosiql =¢3 €2
Ejercicio 2.15. Demuestre que esta relacion es de equivalencia.
Adoptamos la notacion g™, para la clase de equivalencia de ¢™.

Proposicion 2.16. Si X es un Conjunto Modelo entonces es satisfactible

Demostracion .

Una vez, que partimos a Q(X) en clases de equivalencia, definimos nuestro
universo del tipo individual para el modelo que propondremos

D, = {7 | ¢ € Q-(%) }.

Esto determina la jerarquia de dominios {D,, | 7, € S;}.

En base a esta definicion podemos establecer la siguiente correspondencia:
Para el simbolo primitivo 7

3. :Q. — D, U{2}

T —3.(q) =7 siq €Q.(Y)
T —3.() =92 siq” ¢ Q- (%)
Si (7, ,7k) € S, entonces:

5(7'17"',7%) : Q(n,m ) — D(ﬁ,'-wm)

)

q(n,..’m) N g(lemVTk>(q<7'17~-~,Tk>)
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donde S, ... ,)(@™ ™) C D, x -+ x Dy, es el conjunto:

(5 (@), 5 (@) | hay ¢ e gl gt e g gl € G
tal que q<n,‘..,m>(q27 L ’q;':> >

i

Por comodidad omitiremos el subindice de la funcion s, pues el tipo de la cons-
tante a la que sea aplicada redunda con él.

Observemos que a toda clase de equivalencia g{™ ™ le corresponde al menos
un miembro del dominio D¢, ... -y, pues si para algin ¢\ sucediera que nin-

guna formula de la forma (™7 (g]*, - -+  ¢/*) ocurre en X entonces 5(g\™> 7))
es el conjunto vacio de cadenas (5(g7'),---,5(q;")).
Por definicion: si hay ¢/ ™) € glmm), @ ET, g €T
tal que qZ{Tl""’Tk)(q;l, -+, q;") € ¥ entonces

(5@@r), - s(gg")) € s(@@m ™)

(i,

Inversamente: si hay g, T € AL G €@, ,qiT: €qs*

tal que (3(q7"), - ,3(qf*)) € 5(g™ ™) entonces
qi(ﬂ,...,7'11c>(q;‘f'117 . ’q::) =3
Esto se debe a que:
<7'17"'77'k>

¢! € g ) siy solo si gl = g e 3

7 7

g €qtsiysolosigl =q™eX

qF €@ siysolosiqr =q™ €%

Dado que:
(5(a1), -+, 5(@)) € (g™ ™) siy solo si
hay /"™ € g gt e T gl €

tal que qul""’m(qle, e qf) €8 (%)
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vy, por definicion de la clase de equivalencia (ejercicio 2.15), tenemos que:

{q§717,,,’7k>7ql<7—1’...,7-k>} g q<7-17...77-k> 1mp11Ca q<T1,~..,Tk> — ql<7'17...77'k> c E

%
’i17

{¢/!, ¢’} C @™ implica ¢! = ¢,™ € ¥

{gi} qf} S @™ implica ¢} = ¢, € X

Usando estas identidades y aplicando k& + 1 veces la condicion (C.5) a la afir-
macion (*), obtenemos:

g™ g a) €8
Ahora bien, afirmamos que la funcion s : @m’,._’m — Di7,.... 7,y €S inyectiva:
Tomemos 5(¢p) = S(q1) y considere los conjuntos:
Uo = {(Gir -+ i) | Q0(Girs -+ 5 i) € B} € Qr(X) X -+ X @, (X)
Ui = (@ 00) | @G-+ 20) € S C Qn(E) X -+ X Qry (%)
Se afirma que: Uy = U;. Para esto tomemos (g;,,--- ,¢;,) € Uy, entonces
(Girs- > a) € Uo =" qolqiy, -+ 1 q5,) €X
= (5,(q;), - ,35(q,)) €3(@) =3(@)
= (¢, q,) €X =" (¢, ,q,) €h
Asi que:
(Girs 1 q3) € Uo <=(qir, -+, 4i,,) € Un

De esta manera tenemos que tanto ¢ como ¢; cumplen (C.6) respecto a un
mismo conjunto Uy = Uy, entonces por (C.7):

Go=q €

por definiciéon concluimos que:

S
I
S
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Asi, la funcién s es inyectiva.

La funcién s : @< y = Dz ... ) €s suprayectiva.

1 T
Tomemos cualquier £ € D, .. ) v definamos:
U={(¢, @)@ €@, @, €@ (@), - ,5(@)) € E}
Observe que U C Q- (X) X -+ X Q. (2), y como ¥ cumple (C.6) entonces:
existe ¢ € Q(r, ... -,,) tal que:
(@) (@i, ai) €U = q(qi, -+ ,q3,) €X
(b) 4(Gir, -+ ,q,) € ¥ = existe (g;,,- - ,qj,) € U tal que
{0, = i, 45, = 4, } €2
Afirmamos que 5(q) = E
Sea (3(71), -+ . 3(@)) € 5@ ™)
% hay ¢; €F, ¢ €T, , @i, € T tal que ¢i(gsy, -+, qi,) €T
= (@O0 existe (¢;,,- -+ ,q5,) €U tal que {qj, =g, ,qj, = ¢i, } C %
= (@5 existe (q;,, - ,q;,) €U tal que ¢, €T, ,q5, € T
y (@), 5(@%)) € B

Ahora bien, recordemos que sin pérdida de generalidad, estamos suponiendo
que todo Conjunto Modelo contiene a

{(¢"=q") | ¢ € Q-(X) y 7 es del tipo individual }
esto nos lleva a que
la=a, ax=atCX
por lo que

q1 Eﬁ? ;%Eq_k»
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asi:
(@), ,5(@) € E=""Y (q1," , )€U
—(C0)(@) exigte ¢l ) € Q(r, ) tal que ¢ (g qr) €2
=" (S(@), - 5(@) € s@@mm)
La correspondencia 5; : Q, — D, puede ser usada para definir s, : Q, — D;.
Si ¢” tiene presencia en las formulas de ¥ simplemente tomemos:
s(q") =5(77)
Si ¢” no tiene presencia en las formulas de Y entonces

T={dd=qgeci=2

de donde:

Esta asignacion determina todas las demés, es decir:
Stre )t Qe ) (B) = Dy my = (Do X - X D)
AR S(qm""’T’“)) CD, x-xD,
Veamos que 91 satisface a X :
Mostraremos que
Si a € ¥ entonces M = a.

por induccién sobre el nivel de las férmulas de .
Si N(«a) =0, a es atoémica o identidad:

o(qr, - ) € ¥ = (5(@), - ,5(@w)) €5(9)

e=5@W=@) (s(q), -, s(qr)) € s(q)
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=TI AD s} = qlqr, - qr)
G =q €Y= 35(q) =35q)
WS 5(g1) = s(g) =TI {Dy 5} = g
Si N(a) =1, a es negaciéon de atémica o negacion de identidad:
—q(qr, -, qr) €8 =00 g(q, - q) ¢
= (5(@), - ,5(@)) ¢ 5@)
= W= (s(qr), -+, s(ar) € s(q)
=T {D,, s} W~ qlqr, - )
=T AD. s} = —qlqr, -, q)
G #EgpeL==0C00¢g =¢¢x
= 3(@) # 5(@)
«—=50)=5@) 5(q)) # s(qy) =T {D,,s} = q1 # ¢

Supongamos que « y 3 cumplen:
Si a € X entonces M = «

Si 5 € X entonces M = 3

Mostremos que :
aANfeY =N yecNypexn
P MEayMEB
TN ME=anp
aVvper =20 gecSNobien e

1P 9 = « 0 bien M = 3



2.3. SATISFACTIBILIDAD 35

TV ME=aVvp
FoTia € ¥ =3I existe ¢ € Q,, tal que a(q) € X
<=-Hr- existe 7 € Q,, tal que M | a(q™)
T3 M = JTa
Vol € ¥ =D para toda ¢" € Q,,(X) sucede que a(¢™) € ¥
Ahora bien, dada ¢" € @, tenemos dos casos:
q" € Qr,(X) o bien ¢" € @, \ X
Siq" € Q,(X) entonces a(q™) € ¥y por hipotesis inductiva I = a(q™).
Si¢" € @, \ X, entonces
s(q") =2

Por su parte, si hacemos uso de (C.6)(a)(b) y (C.7) tenemos que hay ¢5 € Q.,
tal que:

13 =q3 €%
de donde
95 € Qr,(X) y s(qz) =2

por hipotesis inductiva M = a(qz), luego

M = a(g™)

Concluimos que 2 satisface a .
_|

En la Proposicion 2.16 no usamos (C.6) para simbolos de constante de cual-
quier tipo, sino que fué suficiente la condiciéon para constantes de un simbolo de
tipo que ya tenia presencia en X.

Si el lector revisa la condicion (C.6), vera que el conjunto de constantes U C
Qr () X -+ X Qr (X) es cualquiera, y no se prohibe que el simbolo (7, ..., 7) sea
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simbolo de alguna constante o variable que tenga presencia en . Diferenciamos
de (C.6) a la condicion (C.6)* que resulta de restringir dichos simbolos (71, ..., 7)
a los que tengan presencia en constantes o variables de . Expuesto explicitamente:

(C.6)*SiU C Qr(X) X+ X Qr(X) y el simbolo (7, ..., 7%) tiene presencia en
alguna constante o variable de X

entonces existe qén"“ T Q (1, 7,y que cumple las siguientes dos propiedades:

(C.6)(a) Si (¢1*, -+ ,¢*) € U entonces qén’“”m(q?, e qF) €X
(C.6)(b) Si qéTl""’T’“>(qZ11, -+ ,q;*) € ¥ entonces existe (¢i*,- -+, ¢;") € U tal que
{af) =ai",- 4 =q}} €8

Decimos que un conjunto de formulas > es Conjunto Modelo Restringido si y
solo si cumple (C.0)(a),...,(C.4)(a), (C.5), (C.6)* y (C.7).

Nuevamente observemos que por definicién, todo Conjunto Modelo es Conjun-
to Modelo Restringido. Sin embargo, no todo Conjunto Modelo Restringido es
Conjunto Modelo. Tome por ejemplo, la teoria de cualquier modelo Teo(IN) y
restrinjala al lenguaje que utiliza unicamente los simbolos de tipo 7 y (7), esto es:

Teo(M) | {7, (1)}

Sea pues U C Q- (Teo(M) | {r,(7)}), entonces existe una constante q(@ que
cumple (C.6)*. Sin embargo, Teo(M) | {7, (7)} no es un Conjunto Modelo.

Ejercicio 2.17. Muestre que si MM es cualquier modelo, Teo(M) | {7, (1)} no es
Conjunto Modelo.

El lector no debiera estar impresionado por el ejemplo anterior. Podemos
pensar que un Conjunto Modelo Restringido esta limitado a los simbolos de tipo
que en él aparecen; a pesar de esto, podemos siempre completarlo a un Conjunto
Modelo que lo contenga.

Teorema 2.18. Todo Conjunto Modelo Restringido estd contenido en un Conjunto
Modelo.

Demostracion .
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Se construye un modelo 901 para [' el Conjunto Modelo Restringido en cues-
tion exactamente de la misma manera que en la Proposiciéon 2.16. Luego por la

Proposicion 2.14 la teoria de 99T es un Conjunto Modelo que contiene a I'.
_|

La demostracion de la Proposicion 2.16 es similar a la que Henkin (véase [5])
di6 para el Teorema de Completitud para la logica de primer orden, en donde se
parte de un conjunto de féormulas consistente A y se construye un conjunto Ma-
ximal Consistente ¥ que contiene a Ay para él, es construido un modelo (véase

[21)-

2.4. El Teorema I de Hintikka

Aqui presentamos el primer teorema del articulo Reductions in type theory, el
cual relaciona los conceptos: Conjunto Modelo y Satisfactibilidad.

Teorema 2.19 (Teorema I). A es satisfactible si y sdlo si hay un Conjunto Modelo
Y que contiene a A.

Demostracion .
(=) Sea A un conjunto de formulas satisfactible, digamos por 9.
Por la Proposiciéon 2.14:

Teo(M) es un Conjunto Modelo
y puesto que 2N es modelo de A, tenemos que

A C Teo(9M)

Por lo tanto, hay un Conjunto Modelo ¥ que contiene a A.
(<) Supongamos que 3 es un Conjunto Modelo que contiene a A.
Por la Proposicion 2.16, hay un modelo 99t que satisface a X y como A C X,

entonces 9N satisface a A, de aqui que A es satisfactible.
_|
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2.5. ;Qué es un Conjunto Modelo Fuerte?

Si retomamos la demostracion de la Proposicion 2.14, veremos que en las con-
diciones (C.1)(a) y (C.3)(a) para T'eo(9M) se mostro suficiencia y necesidad:

(C.1) aAB € Teo(M) siy solosiac Teo(M)y B € Teo(IMN)
(C.3) Fv"ar € Teo(M) si y solo si hay ¢™ € Q,, tal que a(v™|q™) € Teo(IM).

Las siguientes condiciones son de alguna manera “el reciproco” de las condicio-

nes (C.0)(a) , ... ,(C.4)(a):

(C.0)(b) Si todas las constantes de « tienen presencia en ¥ y o ¢ X
entonces —a € 2.

(C.1)(b) Sia € Xy B € X entonces (oA ) € %.

(C.2)(b) Si todas las constantes de (a V ) tienen presencias en ¥y o € X o
bien € ¥ entonces (aV ) € X.

(C.3)(b) Si hay ¢" € @, tal que a(v™

q™) € 3 entonces T € X,

(C.4)(b) Si para todo ¢™ € Q,(X) sucede que a(q™
entonces Yoo € .

vy € X

Esto sugiere la siguiente pregunta:
. Habra conjuntos de formulas > que cumplan las condiciones de ser Conjunto

Modelo y ademds “el reciproco” de las condiciones (C.0)(a) , ... ,(C.4)(a)? La
respuesta es si. Y el por qué, queda plasmado en la siguiente Proposicion.

Proposicion 2.20. Si O es un modelo en Teo(IM) cumple las condiciones (C.0)(b),

(C.1)(b),..., (C-4)(b).

Demostracion .
Sea 9t un modelo y T'eo(IM) su teoria.

Ya hemos observado que Teo(9) cumple (C.1)(b) y (C.3)(b), ahora veamos:
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(C.0)(b) Procedamos por reduccién al absurdo, supongamos que todas las cons-
tantes de « tienen presencia en Teo(IM) y

a ¢ Teo(M) ...(*)
y ademés que
—a ¢ Teo(IN)
asi que, por definicion de Teo(9N)
M P~

de la definicion de verdad (T. =) y del hecho de que todas las constantes de «
tienen presencia en T'eo(9N)

M E=
nuevamente por definicion de T'eo(9N)
a € Teo(IM)

lo cual contradice nuestra hipotesis (*).

Veamos (C.2)(b): tambien por reduccion al absurdo, supongamos que todas
las constantes de (« V /3) tienen presencias en Teo(IN) y

a € Teo(M) o bien § € Teo(M) ... (**)

pero que no sucede

(aV ) € Teo(M).
por (C.0)(b)

—(aV p) € Teo(M)
por nuestra definicion de Forma Normal Negativa

- A= € Teo(IM)
recordemos que T'eo(9M) cumple (C.1)(a), asi que

- € Teo(M) y = € Teo(IM)
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por definicion de Teo(9)
ME-ayME-p
por la definicion de verdad (T.—)
ME oy MES
y nuevamente por la definicion de Teo(9)
a ¢ TeoM)y B & Teo(M)
contra nuestra hipotesis (**).
Mostremos (C.4)(b) también por reduccion al absurdo: supongamos que

para todo ¢" € Q,,(Teo(M)) sucede que a(v™

q") € Teo(IM) ... (***)
sin embargo no sucede
VoTioe € Teo(IN).

por (C.0)(b) y dado que todas las constantes de Vv™« tienen presencia en
Teo(IM)

—VoTa € Teo(IM).
por la definicion de Forma Normal Negativa
FuTima € Teo(IM).
por definicion de Teo(9)
M = " —a.

de la definiciéon de verdad (T.3)

T

hay ¢" € @, tal que M = —a (V7 | ¢7).

de la definicion de Teo(9N)

hay ¢ € @, tal que -« (v | ¢7) € Teo(IMN).

de aqui que ¢ sea una contante de Teo(9M), por lo que
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hay ¢" € Q,(Teo(IM)) tal que - (v

q") € Teo(M).
de la definicion de Teo(N)
hay ¢ € Q,,(Teo(9M)) tal que « (v™ | ¢" )¢ Teo(M).

contradiciendo nuestra hipotesis (***).
_|

Por lo que la respuesta a la pregunta es s7, la teoria de cualquier modelo cumple
ser Conjunto Modelo y ademas las condiciones (b).

A los conjuntos que cumplan con estas condiciones les llamaremos Conjuntos Modelo Fuertes.

El siguiente ejercicio es analogo a la Proposicion 2.4.

Ejercicio 2.21. Demuestre que las siguientes condiciones son consecuencia de la

definicion de Forma Normal Negativa y de las condiciones (C.0)(b) , ... , (C.4)(b).

(C.00)(b) Si a € ¥ entonces 7 € ¥;

(C.01)(b) Si —a € ¥ o bien = € ¥ entonces =(a A ) € &;

(C.02)(b) Si ~a € ¥y = € X entonces ~(a V ) € X;

(C.03)(b) Si —a(q™|v™) € ¥ entonces ~F” a € Ly q7€ Q- (X);

(C.04)(b) Si —a(q"|v") € ¥ para algin ¢"€ Q,(X) entonces —-Vv™ « € ¥.

En resumen, un Conjunto Modelo Fuerte cumple las condiciones (C.0), ...
,(C4) (a) y (b), (C.5), (C.6) y (C.7). Ademas, por la Proposicion 2.4 y el ejercicio
2.21 cumplen las condiciones (C.00), ... ,(C.04) (a) y (b)’.

Por definicion, todo Conjunto Modelo Fuerte es un Conjunto Modelo. Sin

embargo, no todo Conjunto Modelo es un Conjunto Modelo Fuerte. Sea 9t un
modelo cualquiera, y considere por ejemplo el conjunto:

¥ = Teo(M)\ {¢§"” = ¢}

Observemos que la formula:

!Se han copiado las condiciones de Conjunto Modelo (Fuerte) en el Apéndice, para una mejor
localizacion de éstas.
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(0" = ") ¥
Pero su negacion qéf> = qéT> tampoco estd en X. Por lo que X no cumple
(C.0)(b) vy no es un Conjunto Modelo Fuerte. Ahora solo resta mostrar que:

Ejercicio 2.22. Muestre que ¥ es un Conjunto Modelo.

2.6. El Teorema I** de Hintikka

Con lo expuesto anteriormente, y de la demostracion del Teorema 2.19 pode-
mos tomar una prueba de la siguiente variante:

Teorema 2.23 (Teorema I'*). A es satisfactible si y solo si

hay un Conjunto Modelo Fuerte % que contiene a A.

Demostracion .

(=) Sea A un conjunto satisfactible, digamos por 9, de las proposiciones 2.14
y 2.20, Teo(9M) es un Conjunto Modelo Fuerte que contiene a A.

(<) Supongamos que hay un Conjunto Modelo Fuerte 3 que contiene a A.
Por definicion, todo Conjunto Modelo Fuerte es Conjunto Modelo, asi tenemos
que: hay un Conjunto Modelo X que contiene a A, y por el Teorema I (2.19) A es
satisfactible.

_|

De hecho podemos pensar que un conjunto de féormulas Y es un Conjunto Mo-
delo Fuerte siy s6lo si X es, para un modelo conveniente, la teoria de dicho modelo.
Para esto es necesario pedir que la sustituciéon sea solo entre constantes que tengan
presencias en las formulas de la teorfa. Lo dicho anteriormente puede resumirse asi:

Si partimos de un Conjunto Modelo Fuerte ¥ y observamos que él se contiene
a si mismo, tenemos que, por el Teorema I** (2.23), ¥ es satisfactible digamos por
9M, y por las proposiciones 2.14 y 2.20, Teo(9M) es un Conjunto Modelo Fuerte tal
que ¥ C Teo(IM).

Ejercicio 2.24. Muestre que si 3 cumple (C.0)(b) y ¥ C Teo(IM) entonces
Teo(M) C X
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De esta manera podemos concluir:

Teorema 2.25. St ¥ es un Conjunto Modelo Fuerte entonces

hay un modelo M tal que ¥ = Teo(IM)
La moraleja del Teorema 2.25, es simple:

“ Podemos pensar a un Conjunto Modelo Fuerte como la teoria de un modelo. ”

Los siguientes Lemas son validos para Conjuntos Modelo Fuertes, y su demos-
tracion se dejan al lector.

Lema 2.26 (Lema II). Una férmula de la forma
Vort- Vot (ag A+ A ay, = B)

estd en un Conjunto Modelo Fuerte ¥ si y sdlo si

para toda ¢i* € Q- (X), para toda ¢3° € @, (X), --- , para toda ¢;* € @, (2),
0‘1(”{17"' ’Ul?C | q‘1r17___ 7%?) €N
Oén(UIl, e 7U]:;—k ’ 9?7 e 7%?) € 2

implica que:
6(“{17"' 7U]7g—k ’ QI17"' ’q]:k) S 2
Lema 2.27 (Lema III).
Una férmula de la forma
Yo't (a <> )

estd en un Conjunto Modelo Fuerte ¥ si y soélo si

para toda ¢" € Q,(X) se tiene que a(v™) y B(v™) estan en X simultdneamente.

Ejercicio 2.28. Demuestre los Lemas 2.26 y 2.27.
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I**

Al revisar las demostraciones de los Teoremas I y nos daremos cuenta de

que hemos implicitamente probado el siguiente:

Teorema 2.29. Todo Conjunto Modelo puede ser encajado en un Conjunto Modelo
Fuerte, sin indroducir nuevas constantes individuales.

Demostracion .

Sea A un Conjunto Modelo, por el Teorema I (2.19), A es satisfactible, digamos
por M, por el Teorema I** (2.23) tenemos que

Teo(M) es un Conjunto Modelo Fuerte que contiene a A.

_1

Utilizaremos estos resultados en el siguiente capitulo. Veremos el poder de los
Conjuntos Modelo (Fuertes) sobre todo en el teorema principal de este escrito,
por lo pronto tomemos conciencia de que conjuntos de férmulas que cumplen un
numero finito de ciertas condiciones son conjuntos satisfactibles.



Capitulo 3

La reconstruccion de la teoria de
tipos

Recordemos que nuestro objetivo tiltimo es reconstruir la légica de la teoria de
tipos dentro de la logica de segundo orden. Hablando de manera informal, el plan
de nuestra reconstrucciéon es como sigue:

0) Pensaremos que nuestras variables individuales correran sobre todas las ca-
denas finitas de elementos de los diferentes tipos.

1) Se usaran cinco predicados constantes para la reconstruccion:

I(a) nos dira que a es una cadena de exactamente un elemento que pertenece
al tipo de individuos, “ a = (¢7) .

F(a,b) dice que el tipo de b es (r,--- ,7) : b = ¢™™*); mientras que a es
una k-cadena construida con elementos de los tipos 7, - - - , 7 respectivamente;
“a= (%Tla U 7q]7g—k) 7.

G(a,b) dice que F(a,b) y que la relacion b susbsiste entre los elementos de la
cadena a. Informalmente “(g]", -+, qi*) € ¢{m- )",

H(a,b) significa que a y b son k-cadenas, cuyos respectivos elementos pertene-
cen al mismo tipo; “a = (¢7', - ,qF)" v “b=(q;", - ,q)"

J(a,b,c) significard que a es una l-cadena “ a = (¢7') ”, mientras que “b =
(¢;%,--- ,q,")” v la k-cadena c es obtenida de la concatenacion de las cadenas a y
b, en ese orden; “c = (¢, ¢;*, -+, q,")"-

45
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Estos predicados pueden ser usados para construir una familia de férmulas que
dependan so6lo de una constante individual, 77, ... ,, (a), una para cada k-cadena
(71, -+, 7) de tipo de simbolos. Intuitvamente 77, ... ,, (a) significara que a es una
k-cadena obtenida concatenando elementos de los tipos 71, , 7k, en ese orden.
Esto puede ser logrado de la siguiente manera:

T, (a) es por definicion I(a);
Si 2 < k entonces 7%, ... -, (a) se define como:

33y (T, (2) ATy 7, (y) N T (2,9, 0));
T,

) (@) se define como:

IyY(Try o 7 (y) A F(y, a));

17.“7

3.1. La férmula ¢

A continuaciéon definiremos la férmula 6 como la conjunciéon de las siguientes
formulas:

o1 : VaVy(I(z) AN 1 (y) — H(z,y))

S1a : VeV N (J (2, y, v) A J (2, u,w) A H(z, 2) A H(y,u) — H(v,w))
51 - VoV Yu(F (2, y) A F(z,u) A H(z, 2) — H(y,u))

Sor : VgV 2(J(z,y, 2) — —1(2))

Bos - YoNu(I(2) — —F(u, 2))

Gog : Va2 Vu(F(u, 2) — —~J (2,9, 2))

031 : VaVy(I(z) A H(z,y) = 1(y))

8321 1 YaVyVovw(J (z, v, v) A H(v, w) = FzFut (2, u, w))

Sam : VY NN w( T (2, y,0) A J (2w, w) A H(v,w) — H(z,2) A H(y,u))

0331 : VaVyVu(F(z,y) N H(y,u) — 3zF(z,u))
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0332 : VaVyVaVu(F (z,y) A F(z,u) A H(y,u) — H(z,2))
a1 VeV 2Yu(J (2, y, 2) A J(z,y,u) — 2 = u)
42+ VEVyV YUV (J (z, y,0) A J(2,u,0) = = 2 Ay = u)
051 1 Vay(I(z) — 32J(x,y, 2))
052 VeVyVu(F (u, z) — 32J(x,y, 2))
b6 : VaVy(G(z,y) — F(z,y))
67 VaVyVz(F(x,y) A H(z, z) — F(z,v))
Os1 : VY ((Bw Y (w)AVaVz (Y (2)AY (2) = H(z, 2)) = IyVu (Y (u) & G(u,y)))
Os2 1 VoIy (F(z,y) AVz ~G(z,y))
S : VaVyVu (F(z,y) A F(z,u) Az (G(z,y) & G(z,u)) = y = u)

El lector no deberia asustarse al ver la formula 9, al final de este capitulo tendra
la sensacion de estar armando un rompecabezas l6gico, donde las piezas encajan
perfectamente mediante la propiedad de cerradura bajo Modus Ponens que tienen
los Conjuntos Modelo'.

Observe que § es una formula expresada en lenguaje de segundo orden y re-
cuerde que éste forma parte del lenguaje de la teoria de tipos, en este sentido la
formula § depende de una contante g; del tipo (7), tres constantes qg, qr, o del
tipo (7,7) y una ¢ del tipo (r,7,7). Ademads ¢ se distingue por que todos los
simbolos de variable que tienen presencia en § son de tipo individual, excepto el
simbolo de variable Y que tiene presencia en dg;, el cual es del tipo (7).

Definiciéon 3.1. Se dice que un conjunto de formulas 3 es cerrado bajo Modus
Ponens si y sdlo si siempre que {a, (o — )} C X sucede que f € &

Basta con que un conjunto de formulas ¥ cumpla con las condiciones (C.0)(a)
v (C.2)(a) para ser cerrado bajo Modus Ponens, dado que (o« — () es una abre-
viatura de (—a V f3), se tiene que {o, (-a VvV )} C 3y por (C.2)(a) ~a € ¥ o bien
f € X, sin embargo a € ¥ y por (C.0) ~a ¢ ¥, ergo § € ¥.

1Se ha copiado la férmula § en el apéndice para una localizacién méas practica de la misma.
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Los siguientes lemas nos ayudaran a codificar k-adas de constantes de tipos
cualesquiera en constantes de tipo primitivo, asi que el lector no debera conside-
rarlos como proposiciones aisladas o fuera de contexto, sino mas bien como un
predmbulo a lo que en el texto original es conocido como Teorema I1.

Como una hipoétesis general, en todos ellos supondremos que ¥ es un Conjunto
Modelo Fuerte que tiene a la formula 6 como elemento suyo.

Lema 3.2. Si {T},.. . (a), T, .. -, (b)} C 3 entonces H(a,b) € ¥;

Demostracion.

Utilizaremos el Principio de induccion para C, para probarla. Aqui, el propio
Lema 3.2 es una propiedad de cadenas de simbolos de tipo, P(7y, ..., 7).

Asi que tenemos que considerar los siguientes tres casos:

Caso 3.3. Veamos que es vdlido para la cadena (7).

Sean a,b € Q,(X) y supongamos que {1, (a),T;(b)} C X, veamos que H(a,b) €
2.

Por definicion sabemos que T (a) es I(a) y T (b) es I1(b), luego
{I(a), I(b)} C % (%)
como 011 € Xy a,b € Q-(X) entonces aplicando dos veces (C.4)(a):
(I(a) N1(b) — H(a,b)) € X
al aplicar (C.1)(b) a (*) tenemos que:
(I(a) NI(D)) € X

En virtud de que X es cerrado bajo modus ponens, tenemos que H(a,b) € ¥,
lo que se queria demostrar.

Caso 3.4. Supongamos que el Lema 3.2 es vdlido para la cadena (11, ,T) ¥
mostremos que es vdlido para el simbolo de tipo (11, -+, Tx)
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Sean a,b € Q-(X) y supongamos que Ti, ... y(a) € X, Tir, .. 1(b) € %,
veamos que H(a,b) € X. Por definicion sabemos que:

e my(@) es 3y(Tr o r (y) A Fy,a)),
Tiriy oo iy (0) €8 F0(T3, 7 (W) A F(w,b)).

m

Por lo que:

W, o m, () N F(y,0) €5

FJu (T, . (w) A F(w, b)) € 3.

5 Tim
Por la condicion (C.3)(a), existen constantes individuales ¢ y d tales que:

(17, (c) AN F(c,a)) € X

(T, e, (d) N F(d, D)) € X
Por (C.1)(a), tenemos:

T, . (c)eX F(c,a) € 2,

*5Tim

T o m, (d) €5 F(d,b) € X.

Por hipotesis de induccion, sabemos que H(c,d) € ¥. Con una adecuada
sustituciéon en la formula 4,3, obtenemos:

(F(c,a) N F(d,b) N H(c,d) — H(a,b)) € X
Como los antecedentes de esta formula estan en X, concluimos que:
H(a,b) € ¥
lo que se queria mostrar.

Caso 3.5. Supongamos que el Lema 3.2 es vdlido para las cadenas de simbolos de
tipo (11) y (12, ,Tk), Yy mostremos que es vdlido para la cadena (11,79, -+, Tx).

Sean a,b € Q,;(X) y supongamos que 17, .. -, (a) € ¥, T, .. -, (b) € X, veamos
que H(a,b) € X.

Por definiciéon sabemos que:



20

CAPITULO 3. LA RECONSTRUCCION DE LA TEORIA DE TIPOS

Tr (@) es Fx3y(Tr (2) AT, 1 (y) A T (2,9, 0)),
T 2, (b) €s Fudv(Ty (u) AT,y 7 (V) A J(u,v,b))
luego
Iy (Tr () ATy 7 () AN J(2,y,0)) €X
FuIv(Tr, (u) AT, 7, (V) A J(u,v,b)) € X
Por (C.3)(a), sabemos que existen constantes individuales ¢, d,e y f tales que:
(T, () AT,y 7, (d) N J(c,d,a)) € 2
(T (6) A Ty (f) A e, /1)) €5
Por (C.1)(a) tenemos que:
Th(c)ex, Tn..dex  Jda) ek
T,(e)eXx, Tn..(f)ex  J,fb)eX
por hipdtesis de induccion, tenemos que:
H(c,e) € X, H(d, f)eXx
Por una adecuada sustitucion en 19, se sabe que:
(J(c,d,a) N J(e, f,b) NH(c,e) NH(d, f) = H(a,b)) € X

Dado que todas las premisas de esta ultima féormula estan en X, tenemos por

consecuencia:

H(a,b)) € &

justo lo que queriamos probar.

Lema 3.6. Si {H(a,b), T, .. 5 (a), T, ... (b} C¥ entonces

E=myn=m,, -, Th="T,.
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Demostracion .

Nuevamente usaremos el Principio de induccion para C.. Aqui, el propio Lema
3.6 es una propiedad de cadenas de simbolos de tipo, P(7y, ..., 7).

Caso 3.7. Veamos que es vdlido para la cadena k =1y 17 = T.

ie. {H(a, b),TT(a),TTil’...’mn b} C X
Por demostrar que: m=1y 7, =7

Para demostrar el caso 3.7 mostremos que las siguientes afirmaciones son im-
posibles para el indice m:

Afirmacién 3.8. 2 < m;
Si esto fuera posible para m, tendriamos que

T, . (b) e X

lo cual por definiciéon significa:
3x3y (T, () AT, o 7y (W) A T (2,9,0)) €5
Por (C.3)(a) sabemos que hay constantes individuales ¢, d tales que :

(T

Ti 1

(AT, (d) N (e, d b)) €5
Por (C.1)(a), tenemos que
J(e,d,b) € X
Por otro lado, haciendo una sustitucion adecuada en d3;, obtenemos:
(I(a) N H(a,b) = (b)) € &

En virtud de que

{H(a,b),T-(a), Ty, .. -, (b)} € X
v de que T, (a) es por definiciion I(a)
[H(@,b), 1(@), Ty, (B} C
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de donde por (C.1)(b)
H(a,b) ANI(a) € X
asi que I(b) € &
Al sustituir ¢, d, b en d9; obtenemos:
(I1(b) — —J(c,d,b)) € 2

luego, tenemos

-J(c,d,b) € ¥
Pero teniamos que
J(c,d,b) € ¥
Esto contradice (C.0)(a).
Afirmacién 3.9. m = 1 pero 7;, es de la forma (7,,--- ,7,)

Si esto fuera posible para m, tendriamos que

T< >(b) =D

T Tl
lo cual por definiciéon significa:
Jz (T, 7, () AN F(2,0)) € X
Por (C.3)(a) sabemos que hay una constante individual ¢ tal que :
(T, o m,, (€) A F(c, b)) € X
Por (C.1)(a), tenemos que
F(c,b) € 2
Por otro lado, haciendo una sustitucion adecuada en d3;, obtenemos:
(I(a) N H(a,b) — I(b)) € 2

En virtud de que
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{H(a,b),T-(a), T5, ..z, (b)} C 2
y de que T;(a) es por definiciion I(a)
{H(a,b),1(a), Ty, .. -, (D)} € 8
de donde por (C.1)(b)
H(a,b)Al(a) €S
asi que I(b) € X
Al sustituir ¢, d, b en 099 obtenemos:
(I(b) —» —F(c,b)) € &
luego, tenemos
-F(c,b) € ¥
Pero teniamos que
F(c,b) € ¥
Esto contradice (C.0)(a).

De esta manera, tenemos que cuando k =1y 7 = 7 entonces m =1y 7, = 7.
Asi, concluimos con el caso 3.7.

Caso 3.10. Supongamos que el Lema 3.6 es vdlido para la cadena (7, ,7,) ¥y
mostremos que es vdlido para el simbolo de tipo (1, ,71,)

i.e. estamos suponiendo:

(b)} C X entonces

5 Tim,

Si{H(a,b),T5, .z, (a), T, .

S=MY Ty =Ty " 5 Ty = Tign -

y que
{H(CL, b)? T(Tllw“ Tis ) (a>’ TTil,"- Tim (b)} cX

dado que
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T, e myy(@) €5
se tiene, por definicién
(T, m, (2) AN F(2,0) €5
y por (C.3)(a), hay una constante individual ¢ tal que
(Tnl,---,ns ()N F(c,a)) € X
por (C.1)(a)

T,

S (c)eXy Flc,a) € X
instanciando ¢, a y b en d331, tenemos:
F(c,a) N H(a,b) — 32F(z,b) € &

pero el antecedente de esta formula esta en X que por ser cerrado bajo modus
ponens, se obtiene

JzF(z,b) € ¥
por (C.3)(a), hay una constante individual d tal que
F(d,b) e &

Este resultado es independiente de la cadena (7;,,...,7;,,), por lo que hay tres
alternativas para esta cadena:

Subcaso 3.11. m=1y7, =71

Tenemos por hipétesis que
{H(a,0),Tr, e 1) (a), TH(0)} € 2
por definicién de T’
{H(a,b), Tin, 1 n,y(a), I(0)} € 2

luego

pero una instancia de 99 €s
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I(b) = —F(d,b) € &
ergo
~F(d,b) €%
pero sabiamos que
F(d,b) € ¥

Esto contradice (C.0)(a).

Subcaso 3.12. m=1y 7, = (15, ..., T},)
Tenemos por hipotesis que
{H(CL, b)a T(Tzl,m s ) (a)v T(Tj1 ----- Tin) (b>} cX

Luego

por definicion

por (C.1)(a)

recordemos que tenemos

luego instanciamos en d33o

F(c,a) N F(e,b) AN H(a,b) — H(c,e) € &

y como el antecedente de esta implicacién esta en X tenemos que

%)
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H(c,e) € 2
asi que
{15, (), Ty ry (€), Hc,e)} © X
y por hipotesis inductiva, tenemos que
S=NY Ty = Tjseo Tl =
Subcaso 3.13. 2 <m

Tenemos por hipétesis que

{H(CL, b), T<Tl17"' Tl ) (a)’ Tﬂ'l ----- Tim (b)} cX

de donde
Try iy (D) €
que por definicién es
F23Y(Tr, () N T oy, (W) A T (3,9,0)) € 8

por (C.3)(a) sabemos que hay g, h constantes de tipo individual tales que:
(T, (9) N5, o ) (R) AN T (g, By b) € 50

de aqui que

J(g,h,b) € X
una instancia de do3 es

J(g,h,b) = —F(d,b) € .

ergo

-F(d,b) € ¥
pero sabiamos que

F(d,b) €%
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Esto contradice (C.0)(a).

Caso 3.14. Supongamos que el Lema 3.6 es vdlido para las cadenas de simbolos de
tipo (11) y (12, ,Tk), Yy mostremos que es vdlido para la cadena (11,79, , T1).

Por hipotesis sabemos que
eIy (T (2) ATy 7 (y) AN J(2,y,0)) €
Por (C.3)(a) , existen ¢, d constantes individuales tales que
(T, () AT,y 7, (d) N J(c,d,a)) € 2
Por (C.1)(a), tenemos:
Th(e)ex, Tn. ,dek Jda) ek
Al sustituir adecuadamente ¢, d, a, b en d39;
(J(c,d,a) N H(a,b) — FzTuJ(z,u,b)) €
Pero por hipotesis del lema 3.6 sabemos que H(a,b) € X, luego
Jz3ud(z,u,b) € ¥
Por (C.3)(a), hay constantes individuales e, f tales que:
J(e, f,b) € X
Este resultado es independiente de la cadena (7;,,--- , 7, ), por lo que hay tres

alternativas para esta cadena:

Subcaso 3.15. m=1y7, =7

En este caso tenemos por hipotesis del lema 3.6 que T,.(b) € X, pero por
definicion T'-(b) es 1(b) luego

I(b) e X

Con una conveniente sustitucion de las constantes individuales e, f, b en la
férmula d5; obtenemos

(1(b) = = J(e, f, b)) € X
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de donde

-J(e, f,b) € X
Pero sabiamos que

J(e, f,b) € X

Contradiciendo asi (C.0)(a). Por lo que o bien m # 1o 7, # 7.

Subcaso 3.16. m =1 y 7;, es de la forma (7j,,--- ,T;,)

Sabemos que:
{H<a’7 b)? Tr o (a)7 T(le,"' 7Tjn><b)} cX
pero Tir, .. -, y(b) esta definida como
Hy <T<7—j17"' 7Tj71,>(y) A F(Z/? b))

y por tanto esta en ..

Por (C.3)(a), sabemos que hay una constante individual g tal que
(Tiryy e im0 (9) A F (g, )
Por (C.1)(a) tenemos
Ty, e iy (9) €2 y F(g,b) € X
Al sustituir las constantes individuales e, f, b, g en la férmula d93 obtenemos
(F(g,b) = —J(e, f,b)) € &

Por tanto, tenemos

-J(e, f,b)) € 2
pero sabiamos que

J(e, f,b) € X

Asi, se contradice a (C.0)(a). Por lo que o bien m # 1 o bien 7;, no es de la
forma (7;,,---,7j,)
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Subcaso 3.17. 2 <m

En este caso mostraremos que m = ky m =17, , -+ , T = T;,. Aqui usare-
mos la hipotesis inductiva, i.e. que el Lema 3.6 es valido para las cadenas (71) y
(T2, Tk)-

Sabemos que:
{H(a,b),Ty... 5 (a), Tnl,~-~ Tim ()} C ¥
de donde
{Tr. i (a), 5, o, (D)} € 5
y por definicion

o3y (Tr, (2) ATy 1 (y) N J(2,y,0)) € 5

Jw3z (T, (W) ATy, ., (2) A J(w, 2,D)) € X
Por (C.3)(a), existen ¢, d, e y f constantes individuales tales que
(T, (c) NT5,.... 7,(d) N J(c,d,a)) € X
(T (€) AToym (/) A (e, 1) €
Por (C.1)(a), tenemos:
T(c)ex, Thn.,d)eX Jda)eX

T, (e) € %, e ()EX,  Je, f,b)€eX

7'7;27‘
Al sustituir adecuadamente ¢, d, a, e, f y b en 399
(J(c,d,a) N J(e, f,b) NH(a,b) — H(c,e) NH(d, f)) € &

Sabemos que por hipotesis del lema 3.6. H(a,b) € X asi se verifican los ante-
cedentes de la formula anterior y deducimos que

H(c,e) NH(d, f) € 2

En virtud de (C.1)(a) sabemos que
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H(c,e) € 2 y H(d, f)eX
Por hipétesis de induccion, 7 =7, k=1 =m -1y 7o =7y, -+ ;7% = Ti.,
ergok=myn =T, o =Ty, -+ ,7k = T;, 1o cual querfamos probar.

Teorema 3.18 (Teorema II (1)). Cualquier Conjunto Modelo Fuerte ¥ que tenga
a la formula 6 satisface la siguiente condicion:

St a es una constante individual, entonces:

T, m(a) €2

para a lo mds una cadena (1q, -+, Tg).
Demostracion .

Supongamos que a es una constante individual tal que:

{T, .. 7.(a) € DINY L (@)} C X%
mostremos que: k=my 7 =7,y - Y Tk =T,

Tome a 7', ... ;,(a) € ¥ por el lema 3.2, asi se tiene que H(a,a) € X, luego

[H(a,0), Ty (@), Ty o, (a)} C
por el lema 3.6 tenemos que:

k=mymn=m,y -y T =T, justo lo que se queria mostrar.
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3.2. La familia de constantes \

Uno de los puntos centrales del trabajo es traducir cualquier formula del len-
guaje de la teoria de tipos en una del lenguaje de segundo orden; para esto sera
necesario codificar k-adas de constantes de tipos cualesquiera en constantes de tipo
primitivo. Este cédigo debera portar la informacion de todos y cada uno de los
simbolos de tipo de la k-ada de constantes a codificar.

El siguiente teorema, define para cada cadena (ay, ..., a;) de simbolos de tipo
individual, una constante A(aq, ...,ax) de tipo individual. Seguiremos trabajando
con un Conjunto Modelo Fuerte ¥ que tenga a nuestra formula 9.

Teorema 3.19 (Teorema II (2)). Para cada k-tupla (aq,--- ,a) de simbolos de
tipo individual que cumplan la siguiente propiedad

{Tﬁ(al)f ) TTk(ak>} C b

existe una constante individual X(aq, - ,ay) tal que :

(A) Mai) =a; €5

(B) J(A(ar), Mag, -+ ,ar), Nay,az, -+ ,ag)) €

(C) J(ay, Mag, -+ ,ax),b) € X implica que b = N ay,ag, -+ ,ax) € 2
Demostracion .

Considere el conjunto:
{(ar, -+ ax) € QF [ {Tr(an), -+, Tr ()} € T}
donde k£ > 1.
Para k = 1 definimos
Si T, (ay) € ¥ entonces A(ay) = a;

Entonces procederemos por induccién, suponiendo que A(as, - - - , ay) esta defi-
nida. Consideremos el conjunto

B={beQ-|J(Aa),\azg, - ,ak),b) € X}
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La idea es invocar al Axioma de Eleccion, para elegir un elemento de B y
definirlo como A(ay,as, ..., a;). Para esto es necesario que B sea no vacio. Para
demostrar esto, distinguiremos entre cada cadena de constantes (aj,--- ,ax) dos
casos cuando 71 =Ty T # T.

Si 7 = 7, entonces
T:(ANay)) € &
si y solo si, por definicion:
I(M(ay)) € X
Al sustituir A(a1) y A(ag,- -+ ,ax) en d5; obtenemos:
(I(A(ay)) — FzJ(AMar), AMag, -+ - ,ax),z)) € X
Dado que el antecedente esta en X, tenemos que
(iii) JzJ(Aar), Aag, -+ ,ax),z) € X

Por (C.3)(a) sabemos que hay una constante individual b que satisface :

J(Aar), Mag, -+ ,ag),b) € X
Asi que, hay una constante individual b € B.
Ahora bien, si 7 # 7 entonces 7, = (71;,,- -+, 7;,,) por lo que
Ty, oo miy(Mar)) € 8

Es decir, por definicién sucede que

y (Tr, i, (W) A F(y, A1) € 2
Por (C.3)(a), existe una constante individual e tal que

(T o (6) A Fle, A@n))) €5

Pero por (C.1)(a), tenemos

S O R=p> N F(e,\a1)) €
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Al sustituir A(ay), Mag, -+ ,ax) y e en s obtenemos
(F(e,ANay)) = FzJ (M ar), Mag, - -+ ,ax),2)) € X
como el antecedente de la implicacion esta en X, sucede que
FzJ(Mar), Mag, -+ ,ax),2)) €2
Por (C.3)(a), existe una constante individual e que satisface:
J(Ma1), Aag, -+ ,ax),b)) € 2

Nuevamente, hay una constante individual b € B.

Ahora bien, elegimos con ayuda del Axioma de Eleccién un elemento del con-
junto B # @

y lo definimos como A(aq, as, ..., ax).
Por construccion, es claro que se cumple (A) y (B).
Para verificar (C) supongamos que

J(a, Nag, -+ ,ax),b) € ¥

y sustituyamos aq, A(ag, -, ax), NMay,as, -+ ,ax) y ben dy

(J(ar, ANag, - -+ ,ag), ANay, ag, - -+ ;ag)) A J(ar, AMag, -+, ax),b)
— May, a9, ,ax) =b) €2
por (B), sabemos que
J(ay, Nag, -+ ,ag), Nay, ag, -+ ,ag)) € X
por tanto se tiene el antecedente de la formula ? ergo
Aay,ag, -+ ,a,) =be X

Esto demuestra (C).

2Aqui se esta usando (C.1)(b).
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3.2.1. Algunas propiedades de las constantes A\

Los siguientes, resultados siguen suponiendo que Y es un Conjunto Modelo
Fuerte que tiene a 4.

Lema 3.20. Si la cadena de constantes individuales (ay, - - ,ay) satisface
{Tn(a), - Tr(a)y €%
entonces Tryom,(Mag, -+ yag)) € X.
Demostracion .

Por inducciéon sobre k.

Para k = 1: sea a; una constante individual tal que T, (a;) € ¥ entonces por
(C.5) y la parte (A) del Teorema 3.19, tenemos Ty, (A(ay)) € X.

Supongamos que el Lema 3.20 es cierto para la cadena (ag, -+ ,ax).

Demostremos que el resultado es vélido para la cadena (aq, ..., a;). Para esto
supongamos que:

{Tr(a1), Try(az) -+, To(a)} X

Ahora bien, por la parte (B) del teorema 3.19, tenemos

J(A(ar), Aag, -+ ,ar), Nay, ag, -+ ,ax)) € X
y por (C.1)(b)

Try(AMa1)) ATy o 7o (Mag, -+, a)) A J(ANar), Mag, -+, ax), Mag, ag, -+ - ,a)) € X
De (C.3)(b) obtenemos
Iy (Tr () ATy 7, (y) A J (2,9, Mg, ag, - -+ ,ag))) € X
Pero por definicion
T Mar s, i) €5

Justo lo que se queria mostrar.
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Lema 3.21. Si Mag, -+ ,ai) = Aby, -+ ,bg) €X
entonces a; =by € X, -+ ,ap =bp € X
Demostracion .

Por induccion sobre k. Si k = 1, entonces A(a;) = A(by) € X, luego por (A), se
tiene que a; = by € X.

Supongamos que el Lema 3.21 es cierto para la cadena (as, -+ ,a).

Veamos que el Lema es verdadero para la cadena (aq,as,...,a;). Para esto,
supongamos que:

)\(Gl,@Q,"‘ 7ak) — >\(b17b27”' 7bk) S 2

Al sustituir A(a1), A ag, -+ ,ax), AN(b1), A(ba, -+ ,br) v AMay, ag, -+ ,ax) en dys

obtenemos
(J(Mar), Aag, -+ -, ar), Mag,az, -+ ,ag))NT(A(b1), A(ba, - -+ ,bg), Aar, az, - -+, ax))
— AMay) = Ab1) A XMag, -+ ,a,) = A(ba, -+ ,bi)) € 2
por la parte (B) del Teorema 3.19, tenemos
JA(b), Aba, -+ b), Aby, ba, - -+ b)) € 2

Por hipotesis sabemos que A(aj,as, -+ ,ax) = A(by,ba, -+ ,by) € 3. De aqui
que, por (C.5) tengamos

J(A(b1), A(ba, -+ ,b), Nay,ag, -+ ,ax)) € 2
Asi mismo, por (B):
J(N(ay), Mag, -+ ,ag), Nay, ag, -+ ,ag)) € X
Verificando asf el antecedente de la implicacion de arriba *, luego
Aar) = Aby) A Xag, -+ ,ai) = A(ba, - -+ ,br) € X

Por (C.1)(a) se tiene que

3 Aqui estamos utilizando implicitamente (C.1)(b).
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May) = Aby) € 2y Mag, -+ ,ax) = Nbg, -+ ,bg) € 2
Por la base de induccién y la hipotesis inductiva obtenemos
a1:b1€z,a2:b2627"' ,ak:bkEE

Que es lo deseado.

Lema 3.22. Si T r(a) €2
entonces eriste una cadena (ay,--- ,ay) de constantes individuales tal que
Tr(a) €%, -+, T (ag) € X
y ademds a = Nay, -+ ,a;) € X
Demostracion .

Por induccién sobre k.

Si k=1, T,(a;) € ¥ implica que existe una cadena (a;) de constantes indivi-
duales tal que

T‘rl (CL1> € X
y ademas por (A) a1 = Aay) € &
Supongamos que el resultado es valido para la cadena (7o, ..., 7).

Mostremos que el resultado es vélido para la cadena (7,79, ..., 7). para esto,
supongamos que:

Tr mp(a) €2
entonces por definicion
23y(Tr, (2) A Ty 7, (y) A T (2,9,0)) €5
Por (C.3)(a), hay constantes ndividuales b y ¢ tales que

(T, () AT,y 7, (c) N J(b,c,a)) € X
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Por (C.1)(a) obtenemos
T,b)eXyT,. r(c)eXy Jbeca) eX
Por la base de induccion,
b= MNay) €2

Por su parte, (A) implica que:

a; = Map) € X
Y por (C.5) se obtiene
b=a €X
por ende
T, (a;) €X

También por hipotesis inductiva se tiene
c=Mag, -+ ,a;) €EX

para alguna (ag,--- ,a;) cadena de constantes individuales que satisfagan

{Tr(a2), -+, T (ax)} € X
Aplicando (C.5) a

{b=Nay),c= Nag, - ,ax), J(b,c,a)} X

obtenemos

J(A(ar), Mag, -+ ,ax),a) € X
Por la parte (C) del Teorema 3.19, tenemos

a= MNay,ag, -+ ,a) €%

y durante la prueba se verifico:

{TTl(al)aT‘Fz(a?)? Ty Trk<ak>} cX

67
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Lo cual se queria probar.

Lema 3.23. Si (ay,--- ,a) satisface
To(a) €, -, Tolar) €,
y{ag=by, - ,ap=b} CX
entonces May, -+ yak) = Aby, -+ ,b) €5
Demostracion .
Por induccion sobre k.
Para k = 1 tenemos
(ay) satisface Ty, (a;) € ¥
ya, =b €%
asi que, por la parte (A)
Mar) = A(by) € 2

Supongamos que la afirmacion es cierta para la cadena (ag, - , a).
Y mostremos que lo es también para la cadena (aq,aq, - ,ax), para esto su-

pongamos que:
{17 (a1), Try(az), -+, Tr(ar)} € 5,
yi{ag=b,aa=b€X - Jap=b} CX
Por el caso base y la hipotesis inductiva tenemos que
{Aa1) = ANby) , Aag, -+ ,ax) = A(ba--- b))} 3 ... (%)
Por la parte (B), tenemos

J(Mar), Mag, -+ ,ag), Mar, ag, -+ ,a;)) € X
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J(A(D1), A(ba, -+ s bg), A(b1, bay -+ bg)) € X ..(FF)
Y por (C.5) aplicado a (*) y (**)
J()\(al), )\((1,2, cee ,Clk), )\(bl, bg, e ,bk)) < by

Al sustituir A(ay), Masg, -+ ,ax), AMay,ag, -+ ,ar) y A(by,ba, -+ ,b) en d4y ob-
tenemos

(J<)\(a1>7>\<a27"' 7ak)7)‘(a17a27'” ,ak>>/\J(>\<CL1),)\(a2,"' 7ak)7)\(b17627"' 7bk>>
— May, ag, -+ ,ar) = (b1, b2, - b)) €2

Pero tenemos que el antecedente de la implicaciéon de arriba esta en X por lo
que

AMay, az, -+ ,ax) = A(by, by, -+ b)) € X
Justo lo que queriamos.

_|

Lo que dice el Lema 3.23 es que X “ se da cuenta que ” A es una funcioén,

en otras palabras: dentro de ¥ no es posible que una misma k-tupla tenga dos
constantes \.

Lema 3.24. Si{T},.. . (a), H(a,b)} C X implican que T, ... ;, (b) € X.

Demostracion .

Usaremos el principio de induccion para C..

Caso0 3.25. k=1ymn =71

Al sustituir las constantes individuales a y b en d3; tenemos
(I(a) N H(a,b) — I(b)) € &
Dado que por definicion T, (a) es I(a) v T,(b) es I(b) se tiene
(Tr-(a) N H(a,b) — T,(b)) € &

Pero el antecedente de esta implicacion esta en 3, luego
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Caso 3.26. Suponemos que el lema 3.2/ es cierto para la cadena (1;,,- - -
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T.(b) e &

Lo cual se queria probar.

mostraremos que es vdlido para el simbolo (1;,,--+ ,7;,)

Supongamos que
{T<Ti1,"'77'im>(a’)7 H(CL, b)} cX
asi que

T<TZ.17‘ >(a) €

S\ Tim

y por definicion

Jw(T,

o () A Fw,0)) € 2

y por (C.3)(a), hay una constante d del tipo individual, tal que
(T, i, (d) NF(dya)) €2

debido a (C.1)(a), tenemos

T

Ty (d) € Xy F(d,a) € X
una instancia de la férmula d33; es
F(d,a) N H(a,b) — 32F(z,b) € X
dado que los conyuntos del antecedente pertenecen a 3, tenemos que
JzF(z,b) € ¥
por (C.3)(a) hay una constante individual e tal que
F(e,b) e ¥
instanciando adecuadamente en 0332, tenemos

F(d,a) N F(e,b) AN H(a,b) — H(d,e) € &

como los conyuntos del antecedente estan en >, tenemos

,ij) Yy
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H(d,e) € &

pero recordemos que

T, (d) €T
asi que, por hipotesis inductiva aplicada a

{T%, . 7, (d), H(d,e)} €%

tenemos :

T, o (€) €3
ergo

{T.

Ti1s " Tim

(€), Fe,b)} €%
por (C.2)(b)
T, oy, (€) A Fe, b)
y por (C.3)(b)
Ju(T,, o my, () A F(u, D)) € 5
pero esta formula es justo la definicion de

(b) € ¥

<Ti1 FAN 1Ti'm>

Caso 3.27. Supongamos que el Lema 3.2/ es wvdlido para las cadenas (11) y
(T9, ..., Tk) Yy mostremos que es vdlido para la cadena (11, T2, ..., Tx)

Dado que por definicion T7, ... ,, (a) es
3Y(Tr, (2) A Ty 1, (y) A T (2,y,0)) €5
Por (C.3)(a), hay constantes individuales ¢, d tales que
(T (c) NT,.... 7,(d) N J(c,d,a)) € X
Y por (C.1)(a)

Th(c) €8, T, .. 7, (d) € X, J(c,d,a) € 2
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Si sustituimos ¢, d, a y b en 301
(J(e,d,a) N H(a,b) — FzFuJ(z,u,b)) € &
Pero el antecedente de esta implicacion esta en Y, luego
Jz3ud(z,u,b) € ¥
Por (C.3)(a), existen constantes individuales e y f tales que
J(e, f,b) € ¥
Al sustituir ¢, d, a, e, f y b en d399
(J(c,d,a) N J(e, f,b) NH(a,b) — H(c,e) NH(d, f)) € &
Por (C.1)(b) sabemos que el antecedente de esta implicacion esta en X, luego
H(c,e) NH(d, f) € 2
Por (C.1)(a)
H(c,e)e Xy H(d, f) e X
Por hipoétesis de inducciéon sabemos que
Tr(e) €Xy Tryp i (f) €D
Por (C.1)(b) tenemos
(Tr(e) ATy 1 (f) N T (e, f,D)) € 5
Por (C.3)(b)
FuIw(Ty (u) AT . 7 (W) A J(u,w, b)) € 2
Lo cual por definicién, significa
T (b)) €X

Que es lo que queriamos demostrar.
%

Ahora bien, es un hecho que las k-adas de constantes codificadas por \, apa-

recian aplicadas a constantes de un nivel superior, tome por ejemplo a la formula
del lenguaje de la teoria de tipos:



3.2. LA FAMILIA DE CONSTANTES X 73

qé<T>’<T’T>>(q§T>, q§7'ﬂ'>)

en el lenguaje de la teoria de tipos. la pregunta ahora es jcomo guardar la

formula anterior dentro del lenguaje de segundo orden, sin perder informacion?

Los lemas anteriores nos serviran para demostrar el siguiente teorema, que nos
revela mas acerca del comportamiento de A y de como ésta junto con la relaciéon
G logran “ encriptar ” formulas atomicas del estilo

(T15eeyThe)

% (ar's - 4") -

Como un predmbulo y de manera muy intuitiva e informal, lo que nos diran
las propiedades (a), (b) y (c) del siguiente teorema, es que

“ag es el nombre que codifica al conjunto de constantes A en X7

Teorema 3.28 (Teorema IT (2) D). Si ¥ es un Conjunto Modelo Fuerte que tiene
a nuestra formula § y A C Q(3) X -+ X Q-(X) tal que toda (a1, -+ ,a;) € A
cumple

{Tﬁ(al)v "'7T‘Fk<a’k>} cX

entonces existe una constante individual ag con las siguientes tres propiedades:
(Cl) (a’17 e 7ak) €A Zmplzca que G()\<a17 e 7ak)7 a‘O) € X

(b) G(A(by, -+ ,bg),a0) € X implica que existe (ay,--- ,ax) € A tal que

ap=bieX, - ,a,=b €Y

(C) T(n,-~~,rk)(a0) € X

Demostracion .

Supongamos primero que A # & y consideremos el conjunto:
MA = { Ma, - ap) € Qs | (a1, ) € A}£ @

Observemos que, por el Teorema 3.19, \[A] C @Q,(X). Como ¥ cumple (C.6),
se sigue que existe una constante monadica qf\% (que por simplicidad escribiremos

q) con las siguientes dos propiedades:

(C.6)(a) Si (a1, ,a,) € A entonces q(A(ay, -+ ,a;)) €2
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(C.6)(b) Si ¢q(b) € X, entonces hay (ag, - ,a) € A tal que b= X aq, -+ ,ax) € 2

Como A[A] # @, existe al menos una constante individual A(aq, - - -, ax) tal que
g(May, -+ ,ax)) € X. Luego por (C.3)(b) tenemos

dzr q(z) € X
Si b, ¢ son constantes individuales arbitrarias que satisfacen
q(b) € %, q(c) € ¥
entonces por (C.6)(b), sabemos
hay b; € A tal que b= A(by) € &
hay ¢; € A tal que ¢ = A(¢1) € &
v por definicion de A[A]
hay by € Atal que T, (b)) e Ey b= A(by) € &
hay ¢; € A tal que Ty, (1) € Xy c=Xey) € ¥
pero, por definiciéon de A
Aby) = by
AMep) =
entonces por (C.5)
T, (b) e X
T (c)e X
entonces por el Lema 3.2 podemos concluir que
H(b,c) e X
Luego, por el Lema 2.26
Vavz(q(z) AN g(z) = H(z,2)) € X

Al sustituir g en dg; obtenemos
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((Bw q(w) AVaVz (g(x) A q(=) = H(z,2))) > Iy¥u (g(u) & Glu,y))) €

Dado que las premisas de la implicacién anterior estan en Y, se obtiene
JyVu (q(u) < G(u,y)) €

De (C.3)(a), sabemos que existe una constante individual aq tal que

(iv) Vu (q(u) <> G(u,ap)) € X

Verifiquemos que esta constante individual ag satisface: (a), (b) y (c).

Para mostrar (a) , sea (a1, --- ,ax) € A. Por la primera propiedad de ¢ tenemos
g(May, -+ ,ar) €2
Por el Lema 2.27 y la afirmacion (iv) tenemos
G(May, - ,ar),a0)) € X

Para demostrar (b), notemos que en general si G(b,ag) € ¥ entonces otra vez
por el Lema 2.27 y (iv) sabemos que

q(b) € %.
De acuerdo con la segunda propiedad de ¢, a saber
Si q(b) € X, entonces hay (aq,--- ,ax) € A tal que b = Aay, -+ ,ax) € X
tenemos que
hay (ay, -+ ,ax) € A tal que b= N ay, - ,ax) € X
En particular si b es de la forma A(by, - - -, b) tenemos
hay (ay, - ,ax) € A tal que A(by,--- ,bx) = Nag, -+ ,ax) € X
Entonces, por el lema 3.21
ag=beXx, - ,a,=b,€X

Que es lo que deseabamos mostrar.

Para verificar (c), tome (aq,--- ,ax) € A, sabemos por (a) que
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G(Aay, -+ ,ar),a9) €2
Por otra parte, al sustituir A\(ay, - ,ax) y ap en dg obtenemos
(G(M(ay, -+ ,ag),a9) = F(Aay, -+ ,ag),a0)) € X
Por lo que
F(Xaq, -+ ,ar),ap)) € X
Por su parte, el lema 3.20 muestra que

Tr o me(AMag, -+ yag)) € X

(Tr o 7o Mag, -+ yag)) AN F(XNaq, - -+ ,ax),a0)) € 2

G (15 () A F(y, a0)) € B
Lo cual es por definiciéon
Ty ey (a0) € X
Justo lo que se queria demostrar.

Para el caso en el que A = &, tenemos que mostrar que existe una constante
individual ag que satisface (a), (b) y (c).

Por vacuidad, es claro que se cumple (a).

Como A = @, probar (b) es equivalente a ver que no existe constante individual
d tal que

G(d, CL()) eX
Si d es cualquier constante individual, podemos sustituirla en
Vz =G(z,a9)) € X

Y obtener
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-G(d,ap)) € 2
De acuerdo con (C.0)(a), concluimos que
G(d,ag)) € &
En otras palabras, no existe constante individual d tal que
G(d,ap) € X
Justo lo que queriamos.

Mostremos (c):

T(’Fl,“' 77’1¢>(a0) € X

Para verlo, tomemos cualquier (ay,--- ,ax) que satisfaga
(i) T (ay) €3, -+, T, (ar) € 2
Sustituyendo A(ag, - -+ ,ax) por x en gy obtenemos

Jy (F(May, -+ ,ax),y) AN\Vz =G(z,y)) € &
Por (C.3), existe ag tal que
(F(Mar, -+ ,ag),a0) ANVz =G(z,a0)) € X
Por (C.1)(a) tenemos
F(May, - ,ai),a9) €2 y Vz =G(z,a0) € ¥
Por otro lado, el lema 3.20 muestra que

Tle“ﬂ'k (/\(&1, s ,ak)) € X
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Lo cual por definicién, es equivalente a
Ty () € 5

Que es lo que se queria demostrar.

Lema 3.29. Las propiedades (a), (b) y (¢) que satisface ag implican la siguiente
propiedad adicional:

(d) Si G(b,ap) € X entonces hay (a1,--- ,ax) € A tal que b= Nay,--- ,a;) €

Demostracion .

Supongamos que
G(b,ap) € 2
Si sustituimos b y ag en dg tenemos
(G(b,ag) = F(b,ap)) € &
Luego, tenemos que
F(b,ap) € ¥
Por la propiedad (c) de ag, sabemos que
Tty m(a0) € B
Lo cual es equivalente a que
(T () A F(y,a0)) € 5
Por (C.3)(a), existe una constante individual ¢ tal que
(T, ... 7,(c) N F(c,a0)) € 2
Por (C.1)(a), tenemos

Thom () €Xy Flc,a0) € 2
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Por el Lema 3.2
H(ag,ap) € X
Si sustituimos ¢, ag, b, ag en d332 obtenemos
(F(c,a0) N F(b,ap) A H(ag,ap) — H(c,b)) € X

Sabemos por (C.1)(b) que el antecedente de la implicacion anterior esta en X,
luego

H(e,b) € X
Por el Lema 3.24 sabemos que
Tr 7 (b) €2
Y por el lema 3.22) hay (by,--- ,bx) de constantes individuales tal que
T (b) €%, . Ty (b) €9
y ademas b=Aby, - ,b) €X
Dado que G(b,ap) € 3, por (C.5) tenemos
G(A\(by,- -+ ,b),a9) € X
Por la propiedad (b) de ag, hay (a1, -+ ,ax) € A tal que
ap=beX, - ,ap=b €Y
Dado que (ay, - - ,ax) satisface la condicion (i), tenemos que, por el lema 3.23
May, -+ ag) = Nby, -+ ,bg) €2
Como b = A(by,--- ,bg) € X, entonces por (C.5)
b= Xay, -+ ,a) € X
Lo cual, termina por demostrar que las condiciones (a), (b) y (¢) implican (d).

_|

Una interpretacion informal del Lema 3.29 es que
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“ aq codifica s6lo a elementos de A ”

en otras palabras, (d) y (b) juntos expresan que
“ ag codifica a los elementos de A y sélo a esos ”.

En el siguiente teorema seguimos suponiendo que ¥ es un Conjunto Modelo
Fuerte que tiene a la formula 9.

Teorema 3.30 (Teorema II (2) E). Si ag y af satisfacen los requerimientos (a),
(b) y (c) de (D) con respecto a algin A, entonces ag = a € X.

Demostracion .
Supongamos que ag v ag satisfacen las condiciones (a), (b) y (¢) y por el Lema
3.29 también (d) con respecto a algin conjunto A de k-adas de constantes indivi-

duales que satisfacen la condicion (i).

Por (c) tenemos

Lo cual es equivalente a
(T, .. 7. (y) AN F(y,a0)) € X
Jw(Ty,.... (W) A F(w,a))) € 2
Por (C.3)(a), existen ¢ y d constantes individuales, tales que
(T, .. 7,(¢) N F(c,a0)) € 2
(T m () NF(d,af)) € 2
Por (C.1)(a), sabemos
Thon(c) €Xy Flc,a0) € X
Thon(d) Xy F(d,af) € 2

Por el lema 3.2
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H(d,c) e &
Al sustituir d, ag, c en 67
(F(d,a§) NH(d,c) = F(c,af)) € 2

Por (C.1)(b) se tiene que el antecedente de esta implicaciéon estd en ¥ y por
tanto

F(c,a) € 2

Si G(b, ap) € 3 entonces por (d), existe (ag, - ,ax) € A tal que
b= MNay, - ,a,) €2
Por (a), sucede que
G(MNay, -+ ,ax),a) €

Y por (C.5)

G(b,af) € &
Como b fue arbitrario, entonces podemos afirmar que

Para todo b, G(b,ap) € ¥y G(b,a}) € ¥ simultaneamente.
Luego, por el Lema 2.27
Vz (G(z,a0) <> G(z,a5)) € &
Al sustituir ¢, ag, aj en dg obtenemos
(F(c,ag) N F(c,a8) ANVz (G(z,a0) <> G(z,a8)) = ag = af)) € &
Nuevamente por (C.1)(b), tenemos que
(F(c,a9) N F(c,al) ANVz (G(z,a0) <> G(z,a))) €

concluyendo asi que

ap = ay € X
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Lo cual termina demostrando (E).

Este teorema nos revela un hecho trascendental para el conjunto A;
ag no sélo codifica a A en ¥ sino que ademaés es el tnico que lo hace.

En sintesis, construimos recursivamente una familia de funciones A\, cuyo tinico
proposito fué codificar los simbolos de tipo no primitivos, que pudiesen estar pre-
sentes en un Conjunto Modelo Fuerte X.

Esta construccion tendra un papel fundamental en la funcion de traduccion del
siguiente capitulo, pues nos permitira partir en clases de equivalencia las constantes
con presencia en un Conjunto Modelo Fuerte ..



Capitulo 4

La reduccion de la Teoria de los
Tipos

Recordemos que nuestro objetivo es traducir cualquier formula de la teoria
de tipos en una féormula del lenguaje de segundo orden. Para esto partimos de
un conjunto fijo pero arbitrario de formulas de la teoria de tipos, digamos X y
construimos la funciéon traduccion &, que tome elementos de X y los traduzca al
lenguaje de segundo orden.

Para esto, hay que definir primero como traducir los simbolos propios que
tengan presencia en X C % en simbolos propios del tipo primitivo.

4.1. La funcién de traduccién &

La idea central del trabajo es, definir una funcién de traduccion £ que convierta
efectivamente formulas del lenguaje de la teoria de tipos al lenguaje de segundo
orden, y con esto, valernos de los teoremas I y I** (2.19 y 2.23) de Hintikka, para
poder reconstruir la teoria de tipos dentro de la légica de segundo orden. FEl si-
guiente diagrama ilustra la presente idea:

83
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Hay A% 3 « <= Hay A 3 (0Ax(a)AN&a))
cM CMF
Teo.l Teo. I**

« satisfactible = (6 Axla)A&()) satisfactible

Teo.I** Teo.l
Ha D « — Hay 2* 3 (0 A x(a) A &(a
- v 3,3 (6 A x(0) A€(0)

Ahora bien, para definir nuestra traduccién, consideremos el conjunto de los
simbolos de constante de cualquier tipo que tengan presencia en ¥, Q(X); asi como
también al conjunto de variables de cualquier tipo con presencia en 3, V().

Para que la traduccion de los simbolos en Q(X) U V(X) sea exitosa, ésta debe
de cumplir las siguientes condiciones:

Si ¢™ es un simbolo de constante de tipo 7; entonces £(¢™) sera un simbolo de
constante del tipo primitivo 7.

Si v es un simbolo de variable de tipo 7; entonces £(v™) serd un simbolo de
variable del tipo primitivo 7.

Si p1 ¥ pe son simbolos propios distintos entonces &(p1) # &(p2).

En otras palabras una traduccién para los simbolos propios de Y, es una funciéon
myectiva que traduce simbolos de constante de cualquier tipo con presencia en
en simbolos de constante individual y simbolos de variable de cualquier tipo con
presencia en Y en simbolos de variable individual:

£:QE)UV(E) — Q- U V-

Esta funcion, debe ser cuidadosamente escogida, y en general depende de los
tipos de las constantes con presencia en X.

Ahora bien, extendemos la traduccion £ a cualquier formula « de la teoria de
tipos, de manera que £(«) sea una formula del lenguaje de segundo orden, deter-
minada por las siguientes reglas:
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€(ma) — =€(a)
Eanp) — &) NEB)
ElaV B) — &la) VED)
E@vTa(gv)) = () (Tr(E(07)) A (@) (E@@N)IE(WT)))
E(VuT a(gTvT)) F—= VE(T) (TH(E(v7)) — () (E(aT)IE(WT)))
& = q) — &ar) = &(a)

E(qéTl"“’Tk>(q?, . ’q]:k)) —

Jyr - Jyr—1 (J(g(%), Yo, Y1) A AT (E(@e—2), Yr—1, Y—2) AT (E(Qr=1) §(qk) s Yr—1) A
G(y1,¢(q0)))

con la condicién de que los simbolos de variable y; son nuevos, por lo que, no
son simbolos de V.

Por supuesto que, aunque € y & son funciones diferentes entre si, una es la ex-
tension de la otra, la diferencia es que una traduce simbolos propios y otra traduce
formulas, sin perder formalidad, prescindiremos de la notacion & y solo usaremos
¢ con el entendido de que £(a) depende de los valores que ¢ asigne a los simbolos
propios que figuran en «.

Las primeras cinco reglas reducen el problema de traducir una férmula de ni-
vel mayor que 0 a una férmula de un nivel menor. Las dos ultimas reglas tienen
especial cuidado con las férmulas de nivel 0.

Una vez que la traduccion entre los simbolos propios queda determinada, po-
demos mostrar mediante induccion sobre el nivel de las formulas que cada « tiene
una tnica traduccion &(w).

Veamos por ejemplo:

%= {307 6 a7 a5, ) @7 o)}

los simbolos de constante de cualquier tipo que tienen presencia en Y son:

Q) = {qé<T>’T’<<T>>>, qiﬂ’ @, q§<T>>}
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los simbolos de variable de cualquier tipo presentes en X son:
V() = {v"}
asi que para este ejemplo escogeremos la siguiente funcion inyectiva:
§:VE)UQE) — VU,

o o7
q((]<r>7r,<<7>)) — = §<qé<7>a77<<7'>>>)

a” g

Q5 = 43

4 g

entonces la traduccion de la férmula que estd en X es :

3T E@T))) A Ty Zya(TE@T), y2,51) A T(E(G3), E@™), y2) A
Gy, €(gs ™™ M)))

de acuerdo a la funcién &, la traduccion final queda:

Fol (T (v]) A Fyn 3y (J (V] y2, y1) A J (G5, 63, y2) A G(y1,45))

la cual es una formula de lenguaje de segundo orden.

En general esta traducciéon no tendréd mas simbolos de predicado que I, F',
G, H, J, en particular no tiene variables de predicado. Sin tomar en cuenta los
simbolos de variable y,--- ,yr_1 que aparecen en la penultima regla, los simbolos
propios de oy &(«) se corresponden uno a uno de manera natural, de aqui se sigue
que:

(alprlp2)) = (@) (&(p1)[E(p2))
y por tanto, variantes alfabéticas de una formula a(q;) y a(ge) seran traducidas
en variantes alfabéticas £(a)(&(q1)) v () (&(q2))-

Dada una formula a de la teoria de tipos. Denotamos por y(a) la siguiente
féormula

(T (€(ar)) A= AT (E(g")))

expresada en el lenguaje de la logica de segundo orden, donde ¢7*,--- , ¢;* son
todas constantes de a.

En la siguiente seccién se comienza con un Conjunto Modelo Fuerte ¥ y se

construye un particular Conjunto Modelo ¥* que contiene a todas las traduccio-
nes de 2.
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4.2. La construccion de >*

El proposito de esta seccion es construir un Conjunto Modelo Fuerte X* a partir
de un Conjunto Modelo X, pero esto no es todo, queremos también que £[X] C 3*.
El lector no debe entender esto como un simple capricho, tal vez en este momento
el diagrama de la Seccion 4.1 le recuerde el camino a seguir en este trabajo.

Lema 4.1. 5@ ¥ es un Conjunto Modelo Fuerte entonces hay un conjunto de
formulas Xo tal que £[X] C Xo y cumple (C.0)(b) aplicado sélo a formulas atémicas
e 1dentidades.

Demostracion .

Sea Y un Conjunto Modelo Fuerte , tomemos el conjunto de traducciones de
las formulas de X, asi obtenemos el conjunto £[X] de formulas cuyas constantes
individuales son de la forma £(q™), observe que, por como se definié la traduccion,
las constantes de {[X] son todas del tipo primitivo, por lo que:

Denotemos por Q(£[X])* al conjunto Q(£[X]) x -+ x Q(E[X])

Definicion 4.2. Decimos que (ay, - ,ai) ~ (b, -+ ,by) siy sdlo si

k=m>2,(ag =b) €&X], -, (ag = bi) € {[X]

Ejercicio 4.3. Demuestre que si % es Conjunto Modelo Fuerte entonces ~ es una
relacion de equivalencia en Q(&[X])*.

Definimos:
Siay € Q(&]X]), A(ay) es simplemente a.

Ahora bien, si (aj, - ,ar) € Q(£[X])* donde k > 2, le podemos asociar una
nueva constante individual

(i) AMa, -+ ar) € Q- \ Q(E[X])

determinada por la clase de equivalencia de la k-ada (aq, ..., ax):
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(11) [al,...,ak]N — /\((11,"' ,Cbk)

La idea es que estas nuevas constantes se comportaran como las definidas en
el Capitulo 3.

Ahora, extendamos a £[X] uniéndole el conjunto I' de todas las formulas de las
siguientes formas:

My, ax) = May, - )
Ty e (AME(@r), -+ 5 E(a))

FOE(D), - €(a)), €lgg™ ™))
HOE@D), - &), MEG), -+ €a))
J(A(ay), Mag, -+ am), Mag,as, -+ ,ap))

si qén,-",‘rk)(q?’ . 7q]:k> € 3 entonces

GO, &) Elas™ ™)
donde 1 <keN,2<meN,q" ¢l q € Q) an € QX))
Ahora bien, considere:
Ay =A{Mar) | a1 € QE[E])}
A =A{Mar, o an) [ (a1, 5 an) € Q(E[E])"}
A= {A.|1<neN}
Para cada a,b,c € A definimos los siguientes conjuntos de formulas, :
{715 (@) | T, (@) € T}
{=J(a,b,c) | J(a,b,c) ¢ T}
{~F(a,b) | F(a,b) ¢ I}

{=H(a,b) | H(a,b) ¢ I'}
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{=G(a,b) | G(a,b) ¢ T'}

{mla=0)](a=10) ¢ T}

A la union de estos conjuntos la denotaremos por n(I'), observe que sus elemen-
tos son negaciones de férmulas que no tienen presencia en I' y cuyas constantes
pertenecen a A. El lector no debe confundir n(T") con el conjunto {—y | v € T'}.

Ahora concentrémonos en los conjuntos W C A, que cumplan la siguiente
propiedad:
P(W): Si(a=0b) € £[X] entonces: a € W siy solosibe W
Y para cada uno de ellos considere:
Aw = {Aw(a) | a € W} U {-Aw(0) [ b ¢ W}

donde Ay son nuevos simbolos de constante del tipo (7).

Definimos :

A =U{Aw | P(W)}

Para fijar ideas, tome en cuenta el siguiente ejemplo, donde {a = b,c = d} C £[3],
entonces

WO =
Wl - {a7 b}
W2 == {C, d}

son ejemplos de conjuntos que cumplen P, para los cuales tenemos:

Aw,

0

=g CA
Aw, = {Aw, (@), Aw, (0)} U {=Aw, (¢), 74w, ()} € A
Aw, = {Aw (0), Awy ()} U {-Aws(a), ~Aws ()} € A

Finalmente consideremos el conjunto de formulas:

O = {Aw # Ay | B(OW) y BU) y W £ U} U
{Aw = Aw | POV)} U {I # Aw | B(OV)} U {1 = 1},

Asi, afirmamos que el conjunto extendido:
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Yo — EXJUT Un(D)UAUO
satisface (C.0)(b), aplicandolo solo a férmulas atémicas e identidades.

Para esto, recordemos que las constantes de cualquier tipo con presencia en >
son aquellas que pertenecen a A o bien alguna de las nuevas constantes Ay o bien
la constante I , en simbolos:

Q(X2) = AU{Aw [ P(W)} UL}

y veamos primero quienes son las formulas atémicas o identidades que tienen
presencia en X:

X)) ={a=al]a€Q(X)}

Atom(X,) = (T'N{I(a), F(b,c),G(d,e), H(f,g), J(h,i,k) | a,b,....k € A})U
{Aw(a) [P(W)y a €W}

Ahora bien, jcomo son las formulas atoémicas o identidades que no pertenecen
a Yy pero cuyas constantes pertenecen a Q(Xs) 7

El anéalisis anterior nos permite deducir que son férmulas atéomicas o identida-
des que no pertenecen a I' pero sus constantes si pertenecen a QQ(Xs), esto implica
que las negaciones de esas formulas pertenecen a n(I') C 3y, pues asi se defini6
n(T).

_{

Antes de ver (C.6)*, pedimos al lector se dé cuenta de la veracidad de las si-
guientes afirmaciones

Q-([X]) € Q-(T") = @-(n(I))
Q-(A) C Q-(E[E]) €A
Q:(0) =2
con esto, el lector podrd mostrar que:

QT(EQ) =A
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Proposiciéon 4.4. ¥, satisface (C.6)* para sus subconjuntos de constantes del
tipo T.

Demostracion .
Sea pues W C Q,(3;) = A.
Si W = &, entonces W satisface la propiedad
PW): &(ai) = &(gy) € §[E] = (€lai) € @ = £(gy) € D)
(C.6)(a) Se cumple porque W = &.
(C.6)(b) Se cumple porque para cualquier constante b sucede que Ay (b) ¢ 3.

Si W # &, tome a € W C Q.(X3) = A, entonces hay dos casos:

Caso 4.5. a € A\
de aqui se sigue que existe ¢ € Q(X) tal que a = A(£(q)) = £(q),
por definicion de A, existe Ay € Q5 tal que:
a €W = Ay(a) € Xy

A (b) € Xy = existe a € W tal que a =b € £[X] C Xs.

Caso 4.6. a € A, con k> 2

Por definicion, existen ¢ € Q(X) , . . . , g € Q(X) tales que
a=M¢&(a), - &(aw))
ast que existe Ay € Q(A) C Q(y tal que:
AE(q), - E(a)) € W = Aw(AE(qr), -, €(ax))) € o
Aw (A1), -, €(qr))) € B2 = existe A({(q1), -, {(qx)) € W tal que

AME(qr)s - &) = AE(qr), -, &(qr)) € T C 2o
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Con esto se completa la prueba de que X5 cumple (C.6)*.

_|

No olvidemos que el propoésito de este capitulo es construir para un Conjunto
Modelo Fuerte ¥, un conjunto de férmulas ¥* que sea Conjunto Modelo y que
£[X] C ¥y C X*. Para esto, vamos a extender a ¥ como sigue.

Considere los conjuntos de férmulas:

Ep={anpfla,Bed;}

Yo ={aVvp|QaVvp) CQ(E) yac X}

Y3 ={Fvae;| hay ¢ €Q, tal que a(v"|¢") € s }

Yy ={ VW a e X, | para todo ¢ € Q-(X2) sucede que a(v7|¢7) € Xy }
Definimos

Z*:ZQUZ/\UZ\/UZHUZV

El siguiente ejercicio sera utilizado para mostrar que >* cumple (C.1)(a). Su
demostracion es elemental y obliga al lector a revisar la construcciéon hasta aqui
hecha.

Ejercicio 4.7. Si (a A B) € ¥* entonces (a A p) € ¥\ (TT'Un(l) UAUO)

Empezaremos demostrando las condiciones (C.1)(a),..., (C.4)(a), no se debe
pensar que olvidamos la condicion (C.0)(a), lo que pasa es que, por la naturaleza
de la prueba ésta serd retomada al final del Lema 4.14.

Lema 4.8. 51 ¥ es un Conjunto Modelo Fuerte entonces hay un conjunto de
formulas X* tal que {[X] C Xy C X* y cumple (C.1)(a).

Demostracion .

Sea (o A B) € ¥*, por el ejercicio 4.7 tenemos que

(anp) egE]UE,
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Si (a A () € £[X], entonces hay v € ¥ tal que:
§() =anp
de la definicion de &, es claro que v es una conjuncion @ A v, de aqui que
Elpnp) =E(@) NEW) =anp
Por ser ¥ un Conjunto Modelo, cumple (C.1)(a), asi
{p0}CX
y por tanto
{&(0). &(¥)} C €[]
como £[X] C ¥F
{a, p} C X*

Si (a A B) € X, entonces (por definicion de X5) {a, f} C 3y C 3*
_|

El siguiente ejercicio es andlogo al ejercicio 4.7, y sirve para demostrar que >*
cumple (C.2)(a).

Ejercicio 4.9. Si (a A ) € ¥* entonces (a A ) € X*\ (Tun(l) UAUO)

Lema 4.10. Si X es un Conjunto Modelo Fuerte entonces hay un conjunto de
formulas 3* tal que £[X] C X9 C X* y cumple (C.2)(a).

Demostracion .
Sea (aV ) € ¥*, por el ejercicio 4.9 tenemos que
(aVpB) eBluy

Si (aV p) € £[X], entonces por un razonamiento analogo al caso de la conjun-
cion, sabemos que hay ¢ V¢ € X tal que:

§leVvy) =&(p)VEW) =aVvp

Por ser ¥ un Conjunto Modelo, cumple (C.2)(a), asi que
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@ € X obien Y e X
y por tanto
£(p) € €[5] 0 bien () € €[5
pero por construccion sabemos que £[X] C ¥*, ergo
a € X* o bien g € X%,
Si (aV ) € Xy entonces (por definicion del conjunto %) sucede que Q(aV ) C

Q(Eg) yac 22 0 bien B € 22.
_|

Como en los lemas anteriores, los siguientes ejercicios seran utilizados para ve-
rificar la validez de (C.4)(a) en X*.

Ejercicio 4.11. Si (Vo) € X* entonces (Vv"a) € £\ (TUA U O).

Ejercicio 4.12. Si (Vv ) € £[X] entonces
existe (Vo™i 3) € 3 tal que (Vo™a) = E(Vu™i3) o bien

existe =q(q1, -+ ,qr) € 2 tal que (Vv a) = E(—q(qr, -+, qr))-

Ejercicio 4.13. Si (Vv"a) € n(I") entonces
eriste a € A tal que (Vo) = =T, .. -, (a) o bien

existe b € A tal que (Vv a) = —'T<Tl,~.-,7k>(b)-

Lema 4.14. 5t ¥ es un Conjunto Modelo Fuerte entonces hay un conjunto de
formulas 3* tal que £[X] C X9 C X* y cumple (C.4)(a).

Demostracion .

Sea (VvTa) € ¥* entonces, por los ejercicios anteriores tenemos que considerar
sOlo los siguientes casos:

(Vo): existe (Vo™i 5) € ¥ tal que (Vo™a) = (Vo™ B)

Sea ¢" € Q-(X%) CA =¢£(Q(X)) UU{Ax | 2 <k € N} entonces
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(2) ¢ €&(Q()) o bien
(b) ¢ e U{An |25k eN}
Veamos el caso (a):
Dado que X es Conjunto Modelo y existe (Vo™ 3) € ¥ entonces:
(+)  para cualquier ¢7 € Q(X) se tiene que B(¢7) € X

como ¢ traduce cualquier constante de Y, como una constante del tipo primi-
tivo:

£: Q%) — QX))
entonces (+) implica que:
para cualquier £(q") € E[Q(Z)] se tiene que £()(&(q™)) € £[5] € £*

Como Xy € X"y Q(-T5(&(q™))V £(B)(E(g™))) S (€[X]) S Q(32) entonces

tenemos que
=T, (E(q™))V £(B)(E(g™)) € ¥y C E*. Lo que se queria mostrar.
Para el caso (b).

Si ¢" € |J{A* | 2 < k € N} entonces existe 2 < k € N tal que
¢ = M&@), -, &)

es por esta razon que

T:(q") ¢ T

y de aqui que
-T.(¢") e n(I") C 3y C X"
Como Xy C¥*y Q(-T;(¢")V £(8)(¢7)) € Q(X2) entonces tenemos que

=T.(¢g")V £(B)(q7) € X*. Lo que se queria mostrar.

(V1): existe =q(q1,- - ,qr) € X tal que (Vo) = &(—q(qr, -+, qx))
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Por definicion de &, esto pasa si y solo si existe =q(q1, - ,qx) € 2 tal que :

(VoTar) = Vy1 - - Yy
(= (&(q1), y2, 1)V - VI (€(ar—2)s Y1, Yo—2)V 2T (§(qr—1), €(ak); Ye-1) VG (1, §(q0)))
Sean pues, ¢1, - - -, Cp_1 € Q- (X%).
Si ~J(E(q1), ca,c1) € n(T) € T* y como 3, C T, se tiene que:
(= J (€ (@), ez, )V VAT (§(qr-2), r—1, ch-2)VJ (§(qr-1), €(ar), cr-1)VGler, €(q0)))
es un elemento de ¥*

Si =J(E(q),c2,c1) ¢ n(I') C X C ¥* vy por el 4.1: 3y satisface (C.0)(b),
aplicindolo s6lo a formulas atomicas e identidades, es por esto que se tiene:

‘](g(ql)vc%cl) el g 22 g .

Aplicando k£ — 1 veces un razonamiento analogo al anterior, concluimos que:
o bien algin elemento de

{_'J(€<QI)7 Co, Cl)7 I ﬁJ(ﬁ(Qkfﬂv Ck—1, Ck*2)7 _'J(g(Qkfl)v é(Qk>7 Ckfl)}
estd en X* o bien todos los elementos de

{J(é((h)? C2, Cl)? R J(&(Qk*Z)v Ck—1, Ck*Q)v J(f(Qkfl)v f(CIk)v Ck*1>}
estan en X%,

Si sucede lo primero, entonces se tiene el resultado. Si sucede lo segundo en-
tonces, por construccion de I':

¢ = )\(f(QI)p s ,f(Qk))
Cy = A(f(q2>7 e 7§<Qk>>
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cr-1 = A&(gr-1), §(qr))

y dado que ¢ € Q... 7,), afirmamos que:

G(e1,€(q) ¢ X7

Para verlo, supongamos que
G(c1,€(q)) € &

ergo, por la construccion de X*

G(er,6(g) €T

lo cual contradice el hecho de que =¢q(q1,- -+, qx) € X. Veamos por qué:
Sabemos por definicion de I':

G(er,&(q) €T = qlqr, -+ ,qu) €X
Sin embargo, sabemos que:

—q(q1,- - ,qr) € 2, de donde:

{q((ha e 7Qk)7_'CI(Q17' o 7q7€)} g by

por lo que ¥ no cumpliria con (C.0)(a), pero esto no pasa, pues ¥ es un Con-
junto Modelo.

(Va): existe a € A tal que (Vo"a) = =17, ... 1, (a)

Por definicion de 17, ... -, esto pasa si y s6lo si:

k

existe a € A tal que (Vv a) = VaVy (T, (x) ATy, ... -, (v)) = ~J(2,y,a))

Procedamos por reduccion al absurdo. Supongamos que ezisten ¢,d € Q- (¥X%)
tales que

(T (c) ATy oo 7, (d)) = 2 J(c,d,a)) & X*.
como X* satisface (C.0)(b), sucede que:

~((Ty, () ATy, ... 7,.(d)) — —J(c,d,a)) € 2*.
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de donde
T, (c) ATy (d) A J(c,d, a) € 5%,
Nuevamente, por definicién de T
Existen 1 € Q- (2) , ¢2 € Qr(X) , -+, qr € Qr, () tales que:
¢ = AM¢(q))
d=A&(g), -, &(ar))
a = M&(q1),8(q2), -+ &(aw))

contradiciendo el hecho de que =T}, ... ;, (a) € ¥*.
Recuerde que 7T}, .. ., (a) € ¥* = a ¢ Im(\¥).
(V3): existe b € A tal que (Vv ) = =T, ... 7,y(D)
Por definicion de T, ... -,y esto pasa siy sélo si:
existe b € A tal que (Vo"a) = Vy((Ty, ... -, (y) = = F(y,b))
Procedamos por reduccion al absurdo. Sea ¢ € A tal que
(Try . 7 (€) NF(c,b)) € 2% 1
Nuevamente, por definicion de I':
Existen ¢ ™ € Qrye oy (B), @1 € Qr (D), -+, @i € Qr, (X) tales ques
c=A&(q), - E(an))
b= gy ™)
contradiciendo el hecho de que =T}, ... -,)(a) € 3*.

Recuerde que =T, ... -,y(b) € ¥* = b ¢ £[Qry . 1) (2)].

L Aqui estamos implicitamente usando que ¥* cumple (C.0)(b), ;Por qué?
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Lema 4.15. 5i ¥ es un Conjunto Modelo Fuerte entonces hay un conjunto de
formulas ¥ tal que {[X] C X9 C 3* y cumple (C.3)(a).

Demostracion .

Ejercicio 4.16. La demostracion de (C.3)(X*) es andloga o (C.4)(X*), y se deja
al lector.

Hasta aqui, hemos mostrado las condiciones (C.1)(a),...,(C.4)(a) para ¥*, ahora
veamos que se cumple (C.0)(a) aplicado a atomicas e identidades de ¥*.

Proposicion 4.17. Si X es un Conjunto Modelo Fuerte entonces hay un conjunto
de formulas ¥* tal que £[X] C Yo C X* y cumple (C.0)(a) aplicado a atdmicas e
identidades de .

Demostracion .

Dado que X* fué construido agregando nuevas férmulas no atdmicas a o te-
nemos que las formulas atomicas o identidades de X* o bien

(1) son traducciones de identidades de ¥ o bien
(2) son atomicas o identidades de Xs:

En el caso (1) procedamos por reduccion al absurdo, sea g1 = g2 € X y suponga
que

{8(q1) = &(q2), ~(E(q1) = &(qa))} CE[E] C© X

entonces {q1 = ¢2, (1 = ¢2)} C X, contra la hipdtesis de que X es un Con-
junto Modelo Fuerte, i.e. cumple (C.0)(a).

Para el caso (2), también por reduccion al absurdo, sea « una formula atémica
o identidad de Yy C ¥* y supongamos que —« también pertenece a X*, entonces
—a €n(l)UAUO, (esto se debe a que las negaciones de atomicas o identidades
que fueron introducidas en la transicion de [X] a 3y pertenecen a los conjuntos
n(T), A, © ), lo cual contradice la definicion de los conjuntos n(I'), Ay © respec-
tivamente.

_|

Ahora nos valdremos de que ¥* cumple (C.1)(a), (C.2)(a), (C.3)(a) y (C.4)(a),
asi como de los Lemas 2.7 y 4.17, para mostrar que ¥* cumple (C.0)(a).



100 CAPITULO 4. LA REDUCCION DE LA TEORIA DE LOS TIPOS
Proposicion 4.18. 5i X es un Conjunto Modelo Fuerte entonces hay un conjunto
de formulas X* tal que £[X] C Yo C X* y cumple (C.0)(a).

Demostracion .

Ahora bien, sea [ cualquier férmula en ¥* y supongamos que

{B,-B} C ¥

como ¥* cumple (C.1)(a),...,(C.4)(a), entonces por el Lema 2.7 existe § formula
atomica o identidad tal que

{6,—-0} C ¥*
lo cual no puede ser, por el Lema 4.17. Por lo que ¥* cumple (C.0)(a).

_|

Ahora veamos que X* satisface (C.5) aplicado solo a formulas atoémicas e iden-
tidades.

Lema 4.19. Si ¥ satisface (C.5) entonces 3* satisface (C.5) aplicado sdlo a for-
mulas atomicas e identidades.

Demostracion .

Para esto, recuerde que las formulas atomicas e identidades de ¥* son las mis-
mas que las de X, asi que:

Id(z*) = {5(%) = 5(%)7 A(ab T ak) - /\<a17 T ak)v AW = AW7 I= [}7
mientras que Atom(X*) son los predicados agregados en I'' y A

Sea
{a; = aj,a(a;)} T E*
Veamos que a(a;) € 3*

el caso interesante de a; = a; € Id(¥X*) es cuando a; = a; es £(¢;) = £(g;), los
otros casos no representan problema alguno.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que a; = a; es £(¢;) = £(q;), de aqui
que ¢; = ¢qj € X
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Caso 4.20. a(a;) es &(qr) = a;

entonces q, = ¢; € X luego

{ei=q, =6} CZ
como ¥ cumple (C.5)
x = q; €%
ergo
§(a) = a; € X

Caso 4.21. a(a;) es Try .. o, (NE(GT), -+ aiy -+, €(qF)))

como &(q;) = €(qj) € {[X] C £, entonces por construccion de las constantes A

ME(gr), - vas, -, &(qr) y AME(grt), -+ a4, -+ ,€(q;F)) son idénticos
asi que
Ty ML), s a5 E(1))) € X

Los casos de los predicados F, H, J, G son analogos y se dejan al lector.

Caso 4.22. a(a;) es Aw/(a;)

En este caso la propiedad P(WV) dice que
a; = a; € £[¥] C X* entonces o bien ambas a;, a; estan en W o bien ninguna.
pero Aw (a;) € ¥*, implica que Aw (a;) € X*.

Y con esto concluimos que 3* satisface (C.5) aplicado solo a formulas atomicas

e identidades.
_|

Lema 4.23. 5i X es un Conjunto Modelo Fuerte entonces hay un conjunto de
formulas 3* tal que £[X] C Yo C X* y cumple (C.5).
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Demostracion .

Sea a cualquier formula en X* y supongamos que

{&(a:) = €(q), (@), ~alé(q;))} € &

como X* cumple (C.1)(a),...,(C.4)(a), entonces por el Lema 2.7 existe § formula
atomica o identidad tal que

{€(a) = €(g5), 0(&(@:)), —6(&(gz))} € E°
lo cual no puede ser, por el Lema 4.19. Por lo que ¥* cumple (C.5).

_|

En la Proposicion 4.4 vimos que (C.6)* se cumple para Y5, basta reescribirlo,
tomando en cuenta que Y9 C X% para verificar que X* cumple (C.6)*.

Lema 4.24. 5i X es un Conjunto Modelo Fuerte entonces hay un conjunto de
formulas 3* tal que [X] C Xy C X* y cumple (C.6)%

Demostracion .

Sea a € Q,(X*) = Q-(X2) = A, entonces hay W que cumple P(W) y a € W,
asi que, existe Ay € Qy(X2) tal que:

aeW = Ay(a) e AC Xy CX*

Aw(b) € ¥y C ¥* = existe a € W tal que a = b € {[X] C 3y C ¥*.

Lema 4.25. 57 ¥ es un Conjunto Modelo Fuerte entonces hay un conjunto de
formulas 3* tal que [X] C Yo C X* y cumple (C.7) .

Demostracion .

Si Aw y A}, cumplen (C.6)*, respecto a un mismo W entonces

Ay = Ay eAC T, C X"
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Concluimos asi con el siguiente Teorema.

Teorema 4.26. Si ¥ es un Conjunto Modelo Fuerte entonces hay un Conjunto
Modelo Restringido ¥* tal que £[X] C X*.

4.2.1. X* tiene a la formula o

Proposicion 4.27. Si a € ¥ entonces ¥* tiene a la formula x ().

Demostracion .
Por definicion, si ¢7" ,..., ¢;* son todas las constantes de a, entonces y(«) es
(T (&gt )) A -+ AT (E(g)))
pero cada uno de los conyuntos pertenece a I' C ¥y y 2\ C 35 , asi que:
x(a) € X%
4

Recordemos que los Lemas 2.26 y 2.27 dependen s6lamente de las condiciones
(C.0)(a),...,(C.4)(a), (C.0)(b),...,(C.4)(b), la cuales son satisfechas por £*, por lo
que podemos usarlos.

Afirmacién 4.28. §;; € X*

Demostracion .

Sea {a,b} C Q(X*) y supongamos que {I(a), I(b)} C X*, entonces se sigue de
la definicion de I y T’ que:

{T.(a). T,(H)} CT C &

de donde a y b tienen que ser las traducciones de £(q]) v £(¢%) dos constantes
individuales de X..

Asi, tenemos que



104 CAPITULO 4. LA REDUCCION DE LA TEORIA DE LOS TIPOS

H(A(&(q1)), M&(g3))) e T € B

Sin embargo, esto es equivalente a que H(a,b) € X*, ergo por el Lema 2.26
011 € X*.
_|

Afirmacion 4.29. 65 € X*

Demostracion .
Sea {a,b,c,d,e, f} C Q(X*) y supongamos que

{J(a,bye), J(c,d, f),H(a,c), H(b,d)} C ¥*, entonces se sigue de la definicion
de I' que hay q¢1, ..., gk, ¢y s ---, @i, € Q(X) tales que:

a=£&(q) ¢ =¢(gi)
b= A&(g2), -, €(ar)) d = M&(4iy); -+ &(a,))
e = A&(q), §(a2), - E(ar)) f=ME(a0),&(ai), - €(43,))
ergo: He, f) e I' C ¥*.
4
De manera ansloga se puede ver que las formulas 65 ..., d; estan en X*. Los

detalles se dejan al lector.

Para ver el resto, mostraremos primero el siguiente:

Lema 4.30. qéﬁ """ (gL ¢F) €Y siysolosi

GAE(q), - &lar), E(q)) € X

Demostracion .

{1, T’“>(q?,...,qg’“) € ¥ entonces en I' estd G(AN&(q1),---,E&(qx)),E(q0)),
pero I' C X%

Ahora bien, si G(A&(q1),---,€(qx)),&(q0)) € X* entonces esta en I' (solo ahi

agregamos formulas de ese estilo), asi que qéﬁ """ T’“>(q?, L) EL,
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si qéﬁ """ m(q?, ..., q") ¢ X, no hubiésemos agregado G(A(&(q1), - -+, &(qx)). £(q0))

en I

Ahora, comprobemos que dg; € X*. Sea A € Q) cualquiera y supongamos
(+) Jz A(x) € &*
(« ) VaVz(A(x) N A(z) » H(x,2)) € X*

Consideremos el conjunto:

U=A{(ar', - aqr") | AQAE(ar), - €(g))) € X7}

Y observemos que U # @, aplicando (C.3)(a) a (-), hay ¢ € Q(X*) tal que
A(c) € £*. Como Q(X*) = Qa(Y), existen ¢;,, ..., g, € Q(X) tales que

C—= A(g(%i)v cee 75(%1&))
Ahora bien, @ # U C Q,,(X) X -+ X Q. (X) y X cumple (C.6), ergo

(1, -q) €U = q(q1,...,q1) €E
q(q, .., qr) € ¥ = hay (¢j,,...,q;,) € U tal que
{ar =djps-yan =193} €5
Afirmamos que para todo ME(q,), ... €(q,)) € A = Q(27)
AAE(qr), - €(qr))) € B7 sivy solo si G(AME(q1), - &(ar), §(q))) € &
Si A(AE(qr), -, &(qr))) € X* entonces por definicion de U, (qq, ..., qx) € U luego
q(q1, ..., qr) € X, asi por el Lema 4.30 G(A&(qr), -, &(qr)), €(q))) € 2*.
Inversamente, si G(A(&(q1), -, €(qr)),€(q))) € X* entonces por el Lema 4.30

q(q1, -, qx) € 2, de donde
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hay (gj,,...,q;,) € U tal que {¢1 = ¢j,, -, o = ¢, } C X
= ANE(g)), - €(g5,)) € 27y ME(g5)s - E(a3) = ME(@1), -, €(ar))

como ¥* cumple (C.5) entonces
ANE(qr)s - €(qr))) € X%, lo cual muestra la afirmacion.

Haciendo uso del Lema 2.27, tenemos que:
Vo(A(r) < Gz, &(q)) € X7
y por (C.3)(b)
JyVa(A(z) + G(z,y)) € &*

dado que A € Q... ) fué cualquiera y el tipo (71, ..., 7) fué fijo pero arbitra-
rio, por (C.4)(b) se tiene que dg; € X*.

Analicemos ahora, por que dgy € X*:

Sea b € Q,(X*) = A cualquiera, entonces existen qi, ..., g € Q(X) tales que:

b=A(¢&(q1), - §(ar))-

Considere a ¢5"™ el simbolo de constante que nombra mediante (C.6) al

conjunto :

g C QT1<E) Koo X QTk(Z>

por definicién de I':

y veamos que =G(A(&(qi,), - (q:,)), E(g ™)) € B,

sabemos que
(Q17 ~-'7Qk) €Y< q<®T1 77777 Tk)(q17 7Qk) S by

dado que el conjunto @ no tiene elemento alguno, entonces sucede que

q<®T1 ..... Tk)(qu,qk> ¢ 2
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lo cual por el Lema 4.30 es equivalente a

GE(@i), - E(g3,)), E(g5 ™)) ¢ 2

como X* cumple (C.0)(b) para formulas atomicas,

SGE(G), - E(ai)), E(@5 ™)) € T

justo lo que se queria ver.

Ejercicio 4.31. Usando las condiciones (C), concluya que dgo € X

Teorema 4.32. St ¥ es un Conjunto Modelo Fuerte y o € X entonces hay un
Conjunto Modelo Restringido ¥* tal que § A x(a) N &(a) € X*.

Demostracion .

Hasta aqui hemos visto que todos los conyuntos de § estan en X*, asi, por
(C.1)(b) concluimos que

yexr
y por la misma razon dado que
{€(a), x(e), 0} € X
sucede que
0 A x(a) NE(a) € X7

con lo que culminamos la demostracion.

_|

Finalmente por el Teorema 2.18 el cual asegura que todo Conjunto Modelo
Restringido esta contenido en un Conjunto Modelo, tenemos el siguiente Teorema.

Teorema 4.33. Si X es un Conjunto Modelo Fuerte y o € % entonces hay un
Congunto Modelo ¥* tal que § N\ x(a) A &(a) € X*.

Teorema 4.34. Si « es satisfactible entonces § N x(«a) A &(a) es satisfactible
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Demostracion .

Nos apoyaremos en los Teoremas 4.33, 2.23 y 2.19 y en el siguiente diagrama:

a satisfactible == (0 A x(a) A €(ar)) satisfactible
[]Teo.[** " ﬂTeo.I
H > - Hay >* 3 (0 A A
w 3 S0 av 573 (5 A x(a) A€(a)

4.3. La construccion de A#

Lema 4.35. Si A es un Conjunto Modelo Fuerte y (d A x(a) Aé(a)) € A entonces
existe una traduccion 7 tal que

(1%) £ coincide con £ en V(a) U Q(«)
(2%) £ es inyectiva
(3%) La traduccion £%(q™) de una constante q7i € Q.,

tiene la propiedad T, (7 (q")) € A
(4%) Si T).(a) € A entonces existe al menos una constante ¢ € Q.,

tal que a = £#(q7).

Demostracion .

Aqui se esta dando implicitamente una traducciéon £, de las constantes y va-
riables que tienen presencia en « en constantes y variables del tipo individual, es
decir

£:V(a)UQa) — V. UQ,

extenderemos esta funcidon para que involucre otras constantes, de tal manera
que cumpla con las condiciones del Lema 4.35.

Para esto, recuerde que siempre se pueden tener tantas constantes de tipo 7;
como se necesite, en particular podemos suponder que |Q.,| es igual al cardinal de
las constantes individuales a € @, que satisfacen T, (a) € A para un Conjunto
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Modelo Fuerte fijo A, dicho de otra forma:

para cada 1; € S,

sill(A) ={a € Q.| T;,(a) € A} entonces |IL,(A)| = |Q-,

Por lo tanto podemos correlacionar a cada una de dichas a, una constante
q" € Q-,, mediante una funcion biyectiva %

& Qr, — T (A)
De esta manera, la extension buscada para el conjunto de constantes, es
UneST 577'% : UneST Qﬂ‘ — U‘rieST Hn(A)
Observe que, puesto que § € A. tenemos por el Teorema 3.18
Si 7; # 7; entonces 1L (A) N1l (A) = @
Por su parte, es claro que
Si 7; # 7; entonces Qr, N Qr, = T

Asi que tenemos la uniéon de funciones biyectivas cuyos dominios son ajenos
entre si y sus imigenes también ajenas entre si.

De aqui que

Us.es, & @ = Q- es biyectiva.

Extender a £ para las variables, no representa problema alguno, se dispone
también de suficientes simbolos de variables del tipo 7 para cada elemento del
conjunto:

V= UneST Vi,
Construimos una funcién biyectiva

LV —
que cumpla :

si v € V(a) entonces 7 (v) = £(v™)
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Esto siempre es posible dado que «a es formula, y por tanto tiene una cantidad
finita de variables.

La funcion buscada €% es |J_ .4 7.
VU — VUQ,

Veamos que &7 satisface (17): sea p™ € V(a) UQ(a), si p™ € V() entonces
por construccion

§H(pm) =€)
Ahora bien, si p™ € Q(«) entonces, dado que x(«a) € A
T (&(p™)) € A
y como fff es biyeccion, existe ¢, € @), tal que
(q) = ™) = € ™)

de aqui que

pero gif C &7, ergo
§*(q™) = &(q™)
Por otra parte % satisface (27) por ser biyectiva.
Veamos que &7 satisface (3%): sea ¢7 € Q,, entonces
{F(q™) € I, (A)
y por definicion de 11, (A)
T.(6%(¢q™)) € A
Falta ver que se cumple (4%): sea T}.(a) € A entonces
acll, (A)CQ,

y dado que ﬁf es suprayectiva, hay una constante ¢ € @, tal que
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pero {# C £#, ergo hay una constante ¢™ € Q, tal que

a=&*(q7)

Dado que £ y &7 coinciden en V(o) U Q(a), entonces, se tiene el siguiente:
Corolario 4.36. £(a) = £7(a)

La construccion de A%, fué disefiada para que tenga a la formula o como
elemento suyo. En el siguiente resultado mostraremos ademis que A# cumple
algunas condiciones (C).

Lema 4.37. Si A es un Conjunto Modelo Fuerte y (6 A\ x(a) ANé(a)) € A entonces
existe un conjunto A% tal que o € A¥ y satisface (C.0), (C.1), (C.2) (a),(b) ,

(C.3)(a), (C.4)(a) y (C.5).

Demostracion .

Sea A un Conjunto Modelo Fuerte y (§ A x(a) A &(a))) € A entonces por el
Lema 4.35 existe una traduccion &7 : VU Q — V, U Q,.

Después de haber fijado la traduccién €7, podemos decidir si una féormula de
la teoria de tipos tiene o no una traduccién en A.

A* puede ahora ser definido como el conjunto:

{B € T—form | £#(B) € A}
Por el Corolario 4.36,

a €A £
A* satisface (C.0)(a):

Por reduccion al absurdo, supongamos que existe ¢ € 7- form tal que

{o,~¢} C A

lo cual por definiciéon implica
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{&%(p). ()} C A
Pero esto no puede ser, ya que A es un Conjunto Modelo Fuerte.
Ejercicio 4.38. Muestre que A% satisface (C.0)(b).

A*# satisface (C.1)(a): Nuevamente por reduccion al absurdo, supongamos que
existen ¢, 8 € 7- form tal que

oA BeEA?
pero
¢ & A o bien 8 ¢ A¥
por definiciéon tenemos que
EF(p) NEF(B) € A
pero
§*() ¢ A o bien £7(3) ¢ A

Lo cual no puede ser, ya que A es un Conjunto Modelo Fuerte.
Ejercicio 4.39. Muestre que A% satisface (C.1)(b).
Ejercicio 4.40. Muestre que A% satisface (C.2)(a).
Ejercicio 4.41. Muestre que A% satisface (C.2)(b).

Veamos que A% cumple (C.3)(a): supongamos que Jv"p € A#. Esto significa
que tiene una traduccién

(3 (V) (T (67 (1)) A EF(0) (€7 (v7))) € A

Como A satisface la condicion (C.3)(a), hay una constante individual ¢ € @,
tal que

(Tr(c) NEF(p)(c) € A

y como A cumple (C.1)(a)
T.(eA y o) e

Aplicando (4%) a T, (c) € A sabemos que hay ¢" € Q,, tal que ¢ = £#(q™)
ergo
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existe ¢ € Q,, tal aue £#(i7) (€#(q™)) € A
pero, por definiciéon de traduccién
§H()(E%(q7)) = €% (v(q™))
por lo cual
£ (p(d™) € A
que es equivalente a que
p(g™) € AF
Ergo
existe ¢ € Q,, tal que p(q7) € A*
justo lo deseado.

Del mismo modo, si VoTip € A# y ¢" € Q,,(A%) entonces la traduccion
VEF (v )(Tr, (67 (v7)) — £7()) € A
como A es Conjunto Modelo Fuerte, cumple (C.4)(a)
Para toda ¢ € Q,(A) sucede que (T, (c)) — £#(p)(c)) € A
Por otro lado :
q" € Qr, (A7)
implica, por (3%)
T, (#(g™)) € A
A es cerrado bajo Modus Ponens, por ser Conjunto Modelo, de aqui que
7 (p)(E*(q7))) € A
pero por deficicidn:
§H()(E%(q™))) = £ ((q™))

asi que
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p(g™) € A*
Asi, hemos mostrado que:
Para toda ¢" € Q,(A%) p(q7) € A*
Comprobando asi, que A% cumple (C.4)(a).

Ahora veamos (C.5)(A%): supongamos que

{a = g, 0(@)} € AF
luego por definicion de A#
{&%(q1) = &7 (@), 7 (V) (€7 (1))} € A

como A cumple (C.5)

() (€% (q2)) € A

por definiciéon de traducciéon

() (€7 () = €7 (0(a2))

y por definicién de A%

o(q) € A*

que termina demostrando (C.5)(A%).

Sigamos suponiendo que A es un Conjunto Modelo Fuerte que tiene a

0 A x(a) ANE()

y con la misma construcciéon de A¥, veamos el siguiente resultado, que serd de

utilidad para mostrar que A# cumple (C.6) y (C.7).

Lema 4.42. q(qy,..., q,) € A% siy sélo si GONEF (q1), ..., 7 (qr)), 7 (q)) € A
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Demostracion .

Supongamos que q(¢7*, ..., q*) € A%, entonces tenemos

Fy1 - Fye—r (J(EF (1), yo, 1) A T(EF(q2), ys, y2) A .
A J(EF (qr—2)s Y1, Yk—2) A J(EF (qr—1), €7 (qr), yi—1) A G(y1,€%(q))) € A

por (C.3)(a)(A), existen constantes individuales by, ..., b1 € @, tales que
J(E#(q1), b2, 1) Ao A J(EF(qr—2), br-1,bi—2) A J(EF (qu—1), €% (ar), be—1) A

pertenece a A

como A cumple con (C.1)(a)

J(E#(q1), b2, b1) € A

J(E# (qr—2), br—1,bk—2) € A
J(E# (@), EF (qr), be—1) € A
G(b1,£%(q)) € A

Como A es Conjunto Modelo Fuerte, podemos usar la parte (A) y k — 1 veces
la parte (C) del Teorema 3.19 para deducir que

b1 = AMEF (qu—1), €% (qr)) € A

bp—o = A(f#(%—ﬂ,f#(Qk—ﬁ,f#(CIk)) €A

by = MEF(q1), ... & (qr)) € A
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como (C.5)(A) y G(b1,£%(q)) € A, se tiene que

G<)‘(§#(ql)7 s g#(Qk))v f#(Q» €A

completando la primera parte del Lema 4.42.

Ahora, supongamos que

G()‘(g#((h)v e S#(Qk’))v 5#(61)) €A

Como £#(qy), ..., €% (qr) son constantes individuales que cumplen

{Tn (€% (@), -, Tr (€% (@)} € A

podemos utilizar las partes (A) y (B) del Teorema 3.19 para afirmar que

J(g#(QI)7 A(S#(QQ% e f#(Qk))v A(S#(QI)7 e f#(q.’s))) €A

J(E# (qr—2), MEF (qe—1), 7 (ar)), MEF (qr—2), E7 (qr—1), € (@r))) € A
J(E# (@), €% (q), MEF (qe—1), €% (qw)) € A

por (C.1)(b)(A), la conjuncion de G(A(E¥#(q1), ..., €7 (qr)), €7 (q)) v cada uno de
estos J esta en A

y finalmente por (C.3)(b)(A)

Jy1 - Ty (JEF (q1), 2, y1) A T(EF (q2), Y3, y2) A - ...
AN J(E* (qe-2), Yr1, Yk—2) A J(EF (qr-1), 7 (qr-1), Y1) A G(y1,£%(q))) € A

ergo
g, ..., @) €A

equivalentemente:

q(ql', ..., q¢F) € A¥
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terminando con esto la prueba del Lema 4.42.

Lema 4.43. A% satisface (C.6) .

Demostracion .
Sea U C Q(A%) x --- x Q(A#)
Considere

A={(ay,....;a;) € Qr X -+ X Qr | {Tr,(a1), ..., Ty, (ar)} C Ay () Hay) €U }

entonces por el Teorema 3.28, existe una constante individual ag con las si-
guientes tres propiedades:

(a) (ala U 7ak) €A 1mphca que G()\(a’h o 7ak)7 CLO) €A

(b) G(A(by, -+ ,br),a0) € A implica que existe (a1, - ,a;) € A tal que

alzbleA,~~~ ,ak:bkeA
(c) Ty ey (a0) € A

(i

de (c) y (4%) sabemos que, hay una constante g RS Q s, 7, tal que

ap = £ (o)
Veamos que A% satisface (C.6)(a): sea

(@1, k) €U CQ(AT) x --- x Q(AF)

lo cual pasa si y sélo si, por definicion de A%

{Tn (€% (@), -+ T (8%(a))} € A

por definicion de A, sabemos

(5#(Q1), e ag#(Qk)) €A

luego por (a) del Teorema 3.28, escrito arriba
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GAE* (q1), -+ . &% (qr)), €% (q0)) € A

y por el Lema 4.42

q0(q1; e ;Qk) € A#

Por lo que A% cumple (C.6)(a).
Ahora veamos que A# cumple (C.6)(b): sea

qO(QiU e >QZk) S A#

por el Lema 4.42
G<)‘(5#<qi1)7 e 75#(%1@))7 5#(%)) €A

y por la parte (b) del Teorema 3.28, escrito arriba

hay (a1, ...,ax) € A tal que {a; = % (qi,) 5 .. , ap = 5#(qik)} CA

luego entonces, por (47)

hay (Cha "'7qk> € U tal que {f#(%) = f#(%) IERERI) f#(Qk) = f#(%k)} CA

y finalmente por definicion de A%

hay (q1,...,qx) € U tal que {q1 = qi, , ... , @ = q;,} C A

y con esto concluimos que A% cumple (C.6)(b).

Lema 4.44. A* satisface (C.7) .

Demostracion .

Sean {qo,q5} C Q ,,,,, ) constantes que satisfacen (C.6)(a)(b) respecto a un
mismo U C Q(A%) x -+ x Q(A¥)

Considere, nuevamente

A= {(@1 @) € Qr x - x Qr | {T (@), o T (@) y (€¥) (@) € U } C A}

Por (3%), tenemos que
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asi que &7 (qo) y €7 (q;) cumplen con la parte (c) del Teorema 3.28, veamos que
cumplen también con las partes (a) y (b).

Sea

(5#(%1)’ "‘7§#<qik)) €A

como U C Q(A#) x --- x Q(A¥), esto pasa si y solo si

(qb 7Qk) € U

como ¢y v q; satisfacen (C.6)(a)

{QO(Qla "'aq1€)7 QS(Q1a 7qk)} g A#

y por el Lema 4.42

{G()‘<£#<q1)7 ) £#<Qk>>7 g#(QO))v G()‘(é#(ql)a a) 5#(@@))7 6#((]5))} C A

por lo que, £#(qo) v €7 (q;) cumplen (C.6)(a) respecto a A.

Ahora, tome
{G<)‘(£#(q21)7 ) €#<q%))7 ’5#(QO))7 G(A(£#<q11>7 ) f#(q%)), 5#(QS))} C A
por el Lema 4.42

{QO(Q’i17 "'7Qik)7 QS(QZU 7QZk)} g A#

como qy y q; satisfacen (C.6)(b), existe (q1,...,qx) € U
{o1 = Givs ooy = @5} € AF
de aqui que, existe (£7(qy),...,7 (qr)) € A
{& (@) =& (a), - E(a) = £ (@)} € A
Por lo que &% (qo) ¥ £#(g3) cumplen (C.6)(b).

Por el Teorema 3.30
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£ (q0) = €7 (q5) € A.

por definicién de traduccion:

(g0 = @) € A
luego, de la definicion de A#

(90 = q5) € A7,

Concluimos asi que, A# cumple (C.7).

Teorema 4.45. Si A es un Congunto Modelo Fuerte y (0 A x(a) A &(a)) € A
entonces existe un Conjunto Modelo A¥ tal que o € A¥.

Demostracion .

Sea A un Conjunto Modelo Fuerte tal que (6 A x(a) A&(a)) € A entonces por
el Lema 4.37 existe un Conjunto Modelo A# tal que oo € A# y satisface (C.0)(a),
(C.1)(a), (C.2) (a), (C.3)(a), (C4)(a) y (C.5). Por los Lemas 4.43 y 4.44 también
satisface (C.6) y (C.7). Por lo que A# es un Conjunto Modelo.

Teorema 4.46. Si § A x(«) A &(a) es satisfactible entonces a es satisfactible

Demostracion .

Nos apoyaremos en los Teoremas 4.45, 2.19 y 2.23 y en el siguiente diagrama:

Hay A% 5 — H 5 (6N A

ay A" S« ay A (6 A x(a) Aé(a))
]ITeo.I “ ]ITGO.I**

« satisfactible = (0 A x(a) AN E(wr)) satisfactible

Teorema 4.47. « es satisfactible si y solo si § N\ x(a) A &(a) es satisfactible
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Demostracion .

Nos apoyaremos en los Teoremas 4.34, 4.46 y en la union de sus diagramas:

Hay A% >« = Hay A 3 (0 A x(a) Aé(a))
CM CMF

Teo.l Teo. I*™™

« satisfactible = (6 Ax(a)A€(a)) satisfactible

Teo.[** Teo.l
Ha S — Hay X* 2 (0 A A
y o 2« y 2 3 (0 Axla) AE(a))

_|

Con el Teorema 4.47 demostrado podemos concluir nuestro trabajo, recuerde
que una formula es universalmente vélida si y so6lo si todo modelo la hace verda-
dera. Denotaremos por = « al hecho de que « sea universalmente valida.

Teorema 4.48 (Teorema III). |= « si y sdlo si =0 A x(a) = &(a)

Demostracion .

Supongamos que

70 A x(a) = &(e)

esto pasa si y solo si
hay M tal que M = I A x(a) — £(a)
por definicién de verdad, tenemos que
hay 9 tal que M = —(6 A x(a) = &(w))
lo cual equivale a que
hay O tal que M = (5 A x(a) A —=€(a))

por definicion
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—¢(a) = §(—a)
y como el simbolo de negaciéon no aporta nuevos simbolos de constante a «.
x(@) = x(—a).
de aqui que
hay M tal que M = (§ A x(—a) A &E(—a))
esto es,
d A x(—a) A E(—a) es satisfactible
por el Teorema 4.47 esto pasa si y solo si
- es satisfactible
asi que
hay M tal que M = -«
por definiciéon de verdad
hay 9 tal que M = «
en otras palabras
e’
Ejercicio 4.49. Revise la demostracion y demuestre que

P a implica = 6 A x(a) — &()
_|

Con este teorema, hemos llegado al propoésito final del trabajo, en términos de
validez una féormula o universalmente valida de la teoria de tipos es efectivamente
transformada en una formula ¢, del lenguaje de segundo orden que es también
universalmente valida.

Mas atn, el Teorema 4.48, nos debe de hacer reflexionar més acerca de la
manera tradicional de desarrollar las Matematicas en el aula, primero se esta-
blecen los objetos de estudio (nimeros, grupos, anillos, funciones entre nimeros
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reales,...), después se dictan axiomas que se suponen como verdaderos para poder
partir de ellos. El juego puede empezar ahora, mediante nociones basicas de logica
formal, como generalizacion, particularizacion, y las definiciones de verdad de los
conectivos asi como del conocimiento de silogismos que nos llevan de verdadero a
verdadero, como modus ponendo ponens, comenzamos demostrando proposiciones
que hablan de nuestros objetos de estudio. Inmersos en un mar de interpreta-
ciones, relacionamos objetos de estudio del Algebra con los de la Topologia para
poder vislumbrar nuevas y fascinantes ramas de las Matematicas.

Absortos en nuestras interpretaciones de dichos objetos, relajamos el forma-
lismo sintactico que se presupone en cualquier lenguaje formal (en particular en
el lenguaje matematico), para poder asi mostrar nuevos e interesantes teoremas...
tal vez en ese momento es necesario hacer una pausa y tomar conciencia que en
términos légicos lo que se ha hecho es

{Azioma 1, Axioma 2, ..., Azioma k} = Teorema

lo cual equivale a
= Azioma 1 A Axioma 2 A ... N Azioma k — Teorema

no importa lo complicado que sean los axiomas, el teorema o los objetos mate-
maticos que se cuantifiquen en la formula anterior, existe una formula de segundo
orden que traduce a ésta y que también es universalmente vdlida.
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;. Para que le sirve la teoria de tipos
a un matematico?

Seguramente el lector culto en Matematicas, se pregunta por el pragmatismo
de la teoria de tipos. Me adelantaré a decir que desde mi particular punto de vista
considero que s6lo un matematico aficionado al formalismo [dgico y en mayor me-
dida también devoto del Logicismo, querran cuestionarse el Zipo de objetos sobre
los que cuantifica en muchas de las proposiciones matematicas que se le presenten
en Algebra, Topologia, Teoria de Graficas, ...

Un ejemplo explicito de esto, es la definicion de topologia dada en cursos intro-
ductorios de licenciatura, a saber:

Definicion .50. Un espacio topoldgico es un par (X, p), donde X es un conjunto
(posiblemente vacio) y p € o ( p(X) ) tal que:

{@, X} Cp
Si {U,V} C p entonces UNV € p.

Si I Cpentonces J{V |V el}lep

Ahora bien, si D, = X # @ es fijo, entonces cuantificar sobre todas las posibles
topologias de X significard cuantificar sobre

o (o(D;))
lo cual es el cuantificador del tipo
()

Un teorema que relacione dos topologias para un mismo conjunto D, # &,
tendra un cuantificador del tipo

() () )
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Sin embargo este ultimo simbolo de tipo me refiere a una logica que no es de
primer orden, ni de segundo, pero si forma parte de la sintaxis de la teoria de tipos
y por tanto se puedré transformar efectivamente en una férmula de segundo orden
que sea equisatisfactible, véase teorema III.

La pretension no es hacer dependiente al lector de  tipotizar 7 las proposi-
ciones de Matematicas, sino méas bien hacerle ver que ellas son un preciso lenguaje
que, por muy sofisticado que se crea, no es més complejo que el lenguaje de se-
gundo orden.



Conclusiones

En este texto se desarrolld lo que se conoce como la version de Hintikka de la
teorfa simple de los tipos, la cual difiere de la vision tradicional de los lenguajes
formales de primer y segundo orden, en que no hay propiamente un conjunto de
parametros esperando para si una interpretacion, sino mas bien hay tantas cons-
tantes de cualquier tipo como se requieran, formando asi un lenguaje sujeto a las
asignaciones que le demos a estos simbolos de constante. En este sentido se podria
decir que el lenguaje de la teoria de tipos prescinde de una signatura por que ésta
esta implicitamente supuesta en la construccion del lenguaje.

Empezamos construyendo un conjunto de simbolos de tipo después definimos
de manera ordenada y precisa el lenguaje y la semantica de nuestra teoria de tipos
siendo esta ultima una generalizacion de la nocion de verdad de Tarski.

La técnica utilizada en la prueba del teorema 2.19 es producto de ideas em-
pleadas en la demostracion del teorema de Completitud dada por Henkin en 1949
(véase |2]), en donde se parte de un conjunto consistente de formulas A y se mues-
tra que estd contenido en un conjunto de férmulas que es maximal consistente X,
que ademas es cerrado bajo Modus Ponens, para el que de una manera parecida a
nuestra demostracion del teorema 2.19, se da un modelo.

Por alguna extrana razon, a veces es mas facil demostrar que ciertas propieda-
des de conjuntos de formulas (como la de ser satisfactible), son compartidas por
un conjunto més grande, que las contiene.

De esta manera, mostramos que la satisfactibilidad de un conjunto de férmulas
es equivalente a la existencia de Conjuntos Modelo (Fuertes) que lo contengan.

Se propuso una traducciéon que nos lleva de 7-férmulas a féormulas de segundo
orden y que preserva satisfactibilidad. Con la ayuda de los predicados 717, nunca
perdemos de vista la complejidad de los simbolos de tipo que tienen presencia en
a, ésta se queda “guardada” en
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Dicho coloquialmente:
"¢(a) almacena la complejidad de las constantes que tienen presencia en o"

Todo esto sin olvidar a nuestra gran formula ¢ que es la encargada de “codificar”
la informacion que traen consigo las formulas de la teoria de tipos cinco simbolos
de constante predicativos I, H, GG, F', J y una cuantificacion de una variable
predicativa uno-aria, en simbolos

d es de la forma: VY (I, F,G,H, J,Y)

En este sentido, el teorema III nos dice que todo modelo que satisface a d y a
x(a) debera satisfacer a &(«) siempre y cuando « sea satisfactible.

Un lenguaje construido para evitar paradojas como la de Russell combinado
con la nocion general de verdad de Tarski y el concepto de Conjunto Modelo, nos
permitié reducir cualquier formula de teoria de tipos a una de segundo orden.
Sin embargo el asunto no termina aqui, la teoria simple de los tipos abrié nuevas
interrogantes en el campo de teoria de la prueba para légicas de orden superior,
recientes estudios han probado la impredecible aparicion de variables de tipos de
orden superior en las demostraciones dentro de la teoria de tipos, el siguiente teo-
rema (véase [15]), refleja la imposibilidad de acotarlas:

No bound on the orders of the types of the variables which may occur in the
proof of a theorem of higher-order logic can be determined from the orders of the
types of the variables in the theorem.

La imposibilidad de acotar los tipos de dichas variables, es consecuencia del 2do
teorema de Godel. Resulta sorprendente ver como ningiin orden superior junto con
toda su riqueza expresiva puede “completar 7 a la Aritmética. Los detalles de este
resultado, escapan a los propositos del trabajo pero invitan al lector moderno a
continuar investigando acerca de la teoria simple de los tipos.



Conjunto Modelo (Fuerte)

A continuacion rescribimos las condiciones que definen a un Conjunto Modelo
(Fuerte) con la intencion de que sean accesibles para el lector a lo largo del trabajo.

(C.0)(a) Si o € ¥ entonces (—a) ¢ ¥
(C.1)(a) Si (¢ AB) € ¥ entonces v« € Ny f € X
(C.2)(a) Si («V B) € ¥ entonces o € X 0 bien § €

(C.3)(a) Si v« € ¥ entonces hay ¢" € Q,, tal que a(v™

qm) € X

(C.4)(a) SiVe"a € Xy ¢" € Q,(X) entonces a(v™

qm) € X
(C.5) Siq =q3 € ¥y alq') € X entonces aqy’) € 2.
(C6) SI U CQn(S) %+ X Qs (D)

entonces existe qén’"' T Qry . =) que cumple las siguientes dos propiedades:

(C.6)(a) Si(¢1', - ,q;") € U entonces qéﬁ""’m(qfl, L qF) EX

C.6)(b) Si q<n»---,m> gt -+ ,q") € X entonces existe (¢i*, -+ ,q.*) € U tal que
0 i1 ik 1 k

e, =a', 4 =qf} €8

(C.7) Si g™ ™ y ¢i™ ™ cumplen con (a) y (b) de (C.6) respecto algin
mismo U entonces

(qéﬁ,-'-,ﬂc) _ Q§T17.'.7Tk>) ey

Si ademas, > cumple las siguientes condiciones, se dice que X es un Conjunto
Modelo Fuerte:

129
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(C.0)(b) Si todas las constantes de « tienen presencia en ¥ y o ¢ ¥ entonces
—a € X

(C.1)(b) Sia € Xy B € X entonces (oA () € X.

(C.2)(b) Si todas las constantes de (a V () tienen presencias en ¥y a € X o
bien § € ¥ entonces (aV ) € X.

(C.3)(b) Si hay ¢" € Q, tal que a(v7|¢") € X entonces Jv"a € 3.
(C.4)(b) Si para todo ¢ € Q,(X) tal que a(v7|q") € ¥ entonces Vo'« € X.

En adicion, por la Proposicion 2.4 y el ejercicio 2.21, sabemos que un Conjunto
Modelo Fuerte cumple:

Si m—a € X entonces a € X

Si =(a A B) € ¥ entonces ma € ¥ 0 bien = € ¥;

Si (=30™ «) € X entonces para todo ¢ € Q,,(X) —a(v™

(C.00)(a)

(C.01)(a)

(C.02)(a) Si =(aV ) € ¥ entonces v € Xy =ff € &
(C.03)(a) q") €%
(C.04)(a)

Si (Vo™ «) € X entonces existe ¢" € @, tal que —a(vT|¢™) € 2.

(C.00)(b) Si a € ¥ entonces =~ € X;

(C.01)(b) Si —a € ¥ o bien = € ¥ entonces =(a A ) € X;
(C.02)(b) Si ~a € ¥y = € ¥ entonces =(a V ) € %;
(C.03)(b) Si ma(q™|v™) € ¥ entonces ~F” a € Xy q7€ Q- (X);

(C.04)(b) Si ~a(q7|v7) € ¥ para algin ¢"€ Q,(X) entonces =Vv™ o € X,



La formula 0

A continuacién rescribimos la formula ¢ con la intencion de que sea accesible
para el lector a lo largo del trabajo.

o = Vay(I(x) A(y) = H(z,y))

019 = VaVyVeVuvovw(J (z,y,v) A J(z,u,w) AN H(z,2) N H(y,u) — H(v,w))
d13 : VaVyVeVu(F (z,y) A F(z,u) AN H(z,z) — H(y,u))

do1 = VaVyVz(J (z,y, z) = —I(2))

da2 : V2Vu(l(z) — —F(u, 2))

do3 : VaVyVaVu(F (u, z) — —J(x,y, 2))

031 : Vavy(I(x) A H(z,y) = 1(y))

d321 = VaVyVovw(J (z,y,v) A H(v,w) — FzFut(z, u, w))

0320 VaVyV2Vuvvvw(J(x,y,v) A J(z,u,w) A H(v,w) — H(x,z) A H(y,u))
0331 : VaVyVu(F(z,y) A H(y,u) — 3zF(z,u))

d339 : VaVyVaVu(F(x,y) A F(z,u) A H(y,u) — H(z,z))

dq1 : VaVyVavu(J(x,y, z2) A J(z,y,u) = z = u)

dag : VaVyVVuvo(J(x,y,v) A J(z,u,v) = 2 =2 ANy =u)

051 : VaVy(I(z) — 3zJ(z,y, 2))
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132 LA FORMULA §
Jso - YaVyVu(F (u, x) — 32J(z,y, 2))
0 : Vay(G(z,y) — F(z,y))
b7 : VaVyVz(F(z,y) A H(z, 2) = F(z,y))
Jg1 - VY (3w Y (w)AVaVz (Y (2)AY (2) = H(z, 2))) = Fy¥u (Y (u) < G(u,y)))
Jso - Y3y (F(z,y) AVz =G(z,y))

dg : VaVyVu (F(z,y) A F(x,u) ANVz (G(z,y) < G(z,u)) = y = u)
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