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Resumen

La motivacion fundamental de este trabajo fue la construccion de modelos estocasticos de
redes de fracturas discretas a través de la aplicaciéon de una metodologia general de modelado
matematico y computacional.

Para la construccién de estos modelos resulta fundamental el uso de elementos de geometria
estocastica, asi como de teoria de percolacién. Con este fin en mente se hace una revision de las
teoria pertinente de estas dos dreas, asi como de los algoritmos de simulacién estocastica necesarios
para implementar los modelos en el lenguaje de programacion R.

En particular, se emplean modelos booleanos y se estiman los umbrales de percolacién para los
modelos planteados en términos de los parametros empleados. En general, la estimacion de estos
umbrales es intratable desde el punto de vista analitico, por lo cual se emplean aproximaciones
numéricas.

Los experimentos numéricos arrojaron un comportamiento consistente con el planteamiento
matematico de los modelos. Los umbrales de percolacién se estimaron empleando estos resultados
y se compararon desde varias perspectivas. Se observo consistencia cualitativa entre los resultados
de este trabajo y aquellos de trabajos similares publicados. Finalmente, se obtuvieron conclusiones
sobre el comportamiento de percolacion de los modelos respecto a sus parametros, asi como una
jerarquia de la predominancia de estos parametros y su interaccién entre si.

Los resultados obtenidos sobre el comportamiento de percolacion de los modelos sientan pre-
cedente metodolégico para el estudio de la predominancia de los pardmetros y de la direccion de
percolacion.

Este trabajo sienta las bases para la extensién de los modelos desarrollados a un mayor niimero
de dimensiones, asi como para su aplicaciéon a casos menos idealizados que surgen en el contexto
de yacimientos naturalmente fracturados.
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Abstract

The fundamental motivation behind this work was the construction of stochastic models of
discrete fracture networks through the application of a general mathematical and computational
methodology.

The use of stochastic geometry as well as percolation theory is fundamental for the construction
of these models. To this end, the relevant theory of these mathematical topics was reviewed, as
well as the stochastic simulation algorithms necessary for the implementation of these models in
the R programming language.

In particular, boolean models are employed and the models’ percolation thresholds are esti-
mated in terms of the involved parameters. Generally speaking, the analytical estimation of these
thresholds is intractable so numerical approximations are used.

The numerical experiments behaved accordingly to the mathematical approach of the models.
The percolation thresholds were estimated employing these results and were compared from dif-
ferent perspectives. This work was qualitatively consistent with similar published papers. Finally,
conclusions regarding the percolation behaviour of the models in terms of their parameters were
obtained, as well as a hierarchy of the dominance of the parameters and the interaction among
them.

The results obtained regarding the percolation behaviour of the models will serve as metho-
dological background for the study of parameter hierarchy and percolation direction.

This thesis sets the groundwork for the extension of the developed models to higher dimen-

sions, as well as their application to less idealized cases that come up in the context of naturally
fractured reservoirs.
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Introduccion

Los medios fracturados han sido objeto de estudio intensivo debido a la importancia practica
de comprender los procesos de flujo en tales sistemas. Se han empleado numerosas estrategias para
conceptualizar y formular modelos matematicos capaces de describir las propiedades geométricas
de un medio fracturado, asi como simular los fenémenos de transporte que ocurren dentro del
medio (ver, por ejemplo, la revisién por Bear y Berkowitz [1]). Estas estrategias se pueden clasifi-
car a grandes rasgos en dos clases: deterministas, en las cuales se asume que la informacion de la
geometria y propiedades fisicas de la red de fracturas se puede especificar [2]; y estocasticas, en las
que los modelos se construyen suponiendo que las caracteristicas de las fracturas, del flujo o del
transporte obedecen distribuciones de probabilidad. Dentro del contexto de modelos estocasticos,
es posible identificar varias técnicas para modelar el transporte en medios fracturados. Una de ellas
es generar estocdsticamente una red de fracturas y posteriormente tratarla de forma determinista
resolviendo las ecuaciones que describen el flujo y el transporte. Otra es conceptualizar un medio
fracturado como un sistema heterogéneo en el cual las propiedades de transporte se modelan con-
siderando al medio poroso como un medio efectivo. Los modelos mas exitosos combinan estos dos
enfoques. Una estrategia estocastica que cae en la primera categoria esta basada en el uso de la
teoria de percolacion. Esta teoria, a grandes rasgos, estudia el comportamiento de aglomeraciones
conexas en redes aleatorias.

El modelado de medios naturalmente fracturados es particularmente importante para la in-
dustria petrolera en México ya que entre los yacimientos més grandes y productivos se hallan
formaciones carbonatadas naturalmente fracturadas, como Cantarell y Ku-Maloob-Zaap. Se sabe
que en este tipo de yacimientos las vias preferenciales de flujo estan dominadas por las redes frac-
turas [3]. El modelado de este tipo de medios porosos naturalmente fracturados y del flujo a través
de ellos no esta resuelto de manera satisfactoria. Por esta razon es relevante plantear y estudiar
modelos construidos a la medida de estas formaciones naturales, dado el gran potencial de estas
herramientas mateméticas para mejorar nuestra comprension de la topologia y su impacto sobre
el flujo en yacimientos.

Dentro de dicho contexto, el primer objetivo de este trabajo fue llevar a cabo una revisién
de los elementos tedricos de geometria estocastica y percolacién necesarios para la construccion
de modelos estocasticos de percolaciéon continua, asi como una revisiéon de los principales mode-
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los previamente desarrollados. El siguiente objetivo fue mostrar la aplicacion de una metodologia
para construir sisteméticamente tres modelos estocasticos de redes bidimensionales de fracturas
discretas, y estudiar su comportamiento desde el punto de vista de la percolacién al implemen-
tarlos computacionalmente en el lenguaje de programacion R mediante simulaciones estocasticas.
En particular, estos modelos presentan transiciones de fase en términos de sus parametros y el
objetivo principal es obtener estimaciones para los rangos de los parametros dentro de los cuales
se dan estas transiciones, por su importancia para las aplicaciones.

Como se menciond, estos modelos constan de dos ingredientes bésicos: geometria estocastica
para su construcciéon y teoria de percolacion para su analisis.

De este modo, el capitulo uno consta de una introduccién a la teoria de percolacion, plantean-
do los conceptos necesarios para el andlisis de nuestros modelos. Se estudia primero la percolacién
discreta, pues es la base para construir modelos de percolacién continua. Se discute la existencia
de transiciones de fase y parametros criticos en este tipo de modelos y se menciona la dificultad
para obtener resultados analiticos en esta disciplina, motivando el uso de métodos numéricos para
estimar los rangos de parametros criticos de interés. Asimismo, se discuten brevemente algunas
aplicaciones de la teoria de percolacién a los medios porosos.

A continuacién, en el capitulo 2, se presentan nociones de geometria estocastica necesarias
para la construccion de los modelos. Se discute con mayor precisiéon en qué consiste un modelo
estocdstico y su relacion con los espacios de probabilidad. Asimismo se presenta la herramien-
ta fundamental para la construccion de nuestros modelos: el proceso puntual de Poisson. En el
Apéndice C se discute con mayor formalidad la decisiéon de emplear este elemento en nuestros
modelos.

En el capitulo 3 se hace una revision general, si bien no exhaustiva, de los modelos estocasti-
cos de percolacién continua existentes. Estos se clasifican a grandes rasgos en booleanos y de
conexion aleatoria. Ambas familias se presentan con ejemplos y se discute su construccion formal.
Adicionalmente, se presentan en la tltima seccién de este capitulo algunos modelos alternativos
basados en los modelos convencionales, y se discuten algunos resultados tedricos para casos mas
generales en el Apéndice E. En particular, esa discusién intenta justificar técnicamente las hipdte-
sis empleadas en la construccién de los modelos convencionales, y se explora hasta qué punto es
posible relajar dichas hipétesis. Un resultado tedrico fundamental para los modelos de conexién
aleatoria se presenta en el Apéndice D.

Posteriormente, en el capitulo 4, se presenta el desarrollo de los modelos estocésticos de re-
des de fracturas discretas que son el objeto de estudio de este trabajo, siguiendo una metodologia
sistemédtica empleada ampliamente en las referencias [4, 5, 6, 7]. Los modelos se formulan en térmi-
nos de esta metodologia y se plantea la interpretacion de los conceptos matematicos involucrados
en términos de la discretizacion inevitable que la implementacién computacional conlleva. En el
Apéndice A se presentan conceptos fundamentales de estereologia, herramienta fundamental para
la aplicaciéon experimental de los modelos estocéasticos de redes de fracturas discretas.
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En el capitulo 5 se presentan los experimentos numéricos realizados y se muestran y discuten
los resultados obtenidos. En particular, se plantean explicitamente las preguntas que intentamos
responder y se proponen medidas alternativas para detectar las transiciones de fase en nuestros
modelos. Se establece la metodologia general para los experimentos y la seleccién de parametros.
Los resultados se presentan y comparan graficamente. Los codigos en el lenguaje de programacién
R indispensables para reproducir los resultados obtenidos se encuentran en el Apéndice F. Se
proponen criterios alternativos para la deteccién de la transicion de fase, descritos en términos de
elementos de teoria de graficas, los cuales se presentan brevemente en el Apéndice B.

Finalmente, en el capitulo 6, se presentan las conclusiones del trabajo tanto respecto al com-
portamiento critico de nuestros modelos en términos de sus pardmetros como a los obstaculos
enfrentados, la comparaciéon de nuestro trabajo con otros similares y se plantean lineas de trabajo
futuro. Se determinaron los pardmetros predominantes y se confirmé la consistencia del trabajo
con publicaciones relevantes.

Como trabajo a futuro, se plantea extender nuestros modelos al caso tridimensional, consi-
derando su potencial aplicacién al modelado de redes de fracturas en yacimientos naturalmente
fracturados.
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Capitulo

Introduccion a la teoria de percolacion

Muchos fenémenos en la fisica, la quimica y la biologia pueden ser modelados mediante pro-
cesos aleatorios en los cuales la aleatoriedad radica en la geometria del espacio, en lugar de en el
comportamiento de un objeto en un escenario determinista.

Un ejemplo tipico es el proceso de mediante el cual el suelo se humedece durante un periodo de
lluvia. La aleatoriedad aqui se halla en el lugar en el cual caen las gotas de lluvia, asi como en el
tamano de la regién humedecida por cada gota. Otro ejemplo es la evolucion de una enfermedad en
una plantacion de arboles donde éstos se hallan dispuestos en una cuadricula, y donde la enferme-
dad se transmite de un arbol infectado a los arboles vecinos. El dueno de la plantacion podria estar
interesado en conocer la probabilidad de que la enfermedad se propague a todos los arboles. La
estructura geométrica de este ejemplo es discreta y para dar una descripcién matematica rigurosa
se necesita el modelo discreto de percolacion. Por otra parte, el primer ejemplo corresponde a un
modelo continuo. En el lenguaje de la geometria estocastica, el modelo continuo de percolacién es
conocido como proceso de cubrimiento o modelo booleano.

Para obtener una idea del tipo de preguntas que se intentan contestar en el contexto de la
teoria de percolacion, se desarrolla el ejemplo de las gotas de lluvia: Antes de que inicie la lluvia,
se supone que el suelo estd completamente seco. En el punto donde ha caido una gota de lluvia
el suelo absorbe el agua y se forma una marca circular. Cuando caen las primeras gotas de agua,
vemos pequenas regiones humedas dentro de una gran region seca. La region himeda crece con-
forme las gotas llegan al suelo y en algin momento han caido tantas gotas de lluvia que la imagen
cambia subitamente de “islas” huimedas dentro de una gran region seca, a “islas” secas dentro
de una gran region himeda. Este fenémeno de cambio drastico y subito en la estructura espacial
global se conoce como transicion de fase. El parametro del modelo no suele ser el tiempo, sino
la densidad de las gotas de lluvia en el suelo. Asi, por ejemplo, se dice que la transicién de fase
sucede a cierta densidad de gotas de lluvia, en lugar de a un tiempo dado.

La naturaleza de dichas transiciones de fase es un importante objeto de estudio de los modelos
booleanos. El objetivo de esta seccién es proporcionar rigor matematico a los resultados en la teoria
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de percolacion, y presentar las nociones generales necesarias para el desarrollo de los modelos.

1.1. Nociones de percolacion discreta

Antes de introducir los modelos continuos de percolacion en el Capitulo 3 es importante tratar
con los modelos discretos. Esto se debe a varias razones. La primera es que la teoria de perco-
laciéon se empez6 a desarrollar primero de manera discreta, y muchos de los resultados en los
modelos continuos son analogos a los resultados discretos. En segundo lugar, los modelos discretos
de percolacion son los mas sencillos de describir y son adecuados para desarrollar una intuicion
del tipo de problemas que se intenta resolver. Finalmente, una técnica importante en la teoria de
percolacién continua es aproximar el modelo continuo a través uno discreto.

El primer modelo de percolacion que se estudio es el modelo de percolacion independiente en
la reticula entera, el cual se construye del siguiente modo:

Considérese una cuadricula regular, infinita (como si se tuviera
una pagina de un cuaderno cuadriculado, sélo que la pagina se
extiende infinitamente en todas direcciones). En esta cuadricula se
tendra un sistema coordenado de tal forma que a los puntos de

interseccién, llamados wvértices, se les asignan coordenadas en los SRR EREE!
enteros (Z x Z). Los segmentos que unen a los vértices se llaman e e o o o o
enlaces. La grafica obtenida de este modo es conocida como reticula D U S S S |
entera, y se le denota por Z2. 7.

En general, podemos hablar de una reticula entera de dimensién — 1
d, denotada por Z¢, tomando el producto cartesiano del conjunto e o o o o o
de los nimeros enteros d veces (Z X Z %X ... x 7). Cuando dos vérti- | S ) A O

ces distan entre si una unidad se les llama wvecinos y entre cada
par de vecinos hay un enlace. El conjunto de todos los enlaces se
denota por €. Los enlaces pueden estar abiertos o cerrados. Un ca-
mino es una secuencia alternante de vértices z; y enlaces e;, finita
o infinita, denotada por {z1, €1, 22, €2,...}, donde z; # z; y €; # ¢;
si i # j (es decir, no es posible regresar por donde se vino). En el
camino, e; es el enlace entre los vértices vecinos z; y z;11. La longitud de un camino es el niimero de
enlaces que contiene. Un circuito es un camino finito que empieza y termina en el mismo vértice.
Un camino abierto (cerrado) es un camino cuyos enlaces estdn todos abiertos (cerrados). Se dice
que dos vértices estan conectados si existe un camino abierto finito entre ellos. Un cluster abierto
es un conjunto de vértices conectados que es maximal respecto a dicha propiedad, es decir que es
el conjunto conexo “mas grande” que contiene a esos vértices, y pueden ser finitos o infinitos. El
cluster abierto que contiene al origen se denota por €(0).

Z

Figura 1.1: 72

A continuacion introducimos probabilidad a nuestra reticula.
Necesitamos definir un espacio de probabilidad que conste de un %J
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conjunto €2 y una medida de probabilidad P (ademéas de dar a €
una estructura conjuntista adecuada para trabajar con probabi-
lidades, la o-dlgebra generada). Consideremos un conjunto en el
cual representamos a cada enlace abierto mediante un uno (1), y
cada enlace cerrado con un cero (0), obtendremos un conjunto de
unos y ceros. Siguiendo la notacién usual del producto cartesiano
denotamos este conjunto de unos y ceros por 2 = {0, 1}8, y este
serd el conjunto sobre el cual se va a trabajar. Para construir una
medida de probabilidad necesitamos tomar p € [0, 1], que al final
serd la probabilidad de que un enlace esté abierto, y asi resulta
natural definir la medida

P{we)=1}=p, para cada e € E.

La expresion anterior se debe interpretar del siguiente modo:
Una vez que elegimos la probabilidad p de que un enlace esté abier-
to, la reticula podria hallarse en muchos estados distintos, considerando todas las posibles formas
en que se pueden acomodar los enlaces abiertos y cerrados. Denotamos una configuracién por w
(es un elemento de la o-algebra mencionada previamente), y si e € €, decimos que w(e) = 1si e
estd abierto, u w(e) = 0 en caso contrario. De este modo, la medida que definimos se lee precisa-
mente como “la probabilidad de que un enlace e esté abierto en la configuracién w es p”, y es en
este sentido que nuestra definicion resulta “natural”. Definiendo la medida de probabilidad de este
modo, resulta que la probabilidad de que cada enlace esté abierto es p, de manera independiente
entre enlaces.

Este es el modelo de percolacién basico en la reticula entera d-dimensional. Sera de interés
estudiar clusters no acotados (en particular cuando €(0) es infinito), por la interpretacién fisica
que se les puede dar [§].

Necesitaremos algunas definiciones:

Definicién 1.1.1. La funcién de percolacion 6@ se define como:

0D (p) = B,{ card( €(0) ) = oo }.

Definicién 1.1.2. Definimos la funcién x(¥ como el valor esperado de la cardinalidad de €(0),
es decir:

X (p) = By card( €(0) ) ],
donde E es el operador de esperanza correspondiente a P,

Intuitivamente es claro que estas funciones son no decrecientes respecto a p, ya que entre mayor
sea p, mayor es la probabilidad de que los enlaces estén abiertos y tiene sentido que la probabilidad
de que €(0) sea infinito se incremente. Andlogamente, es de esperarse que la cardinalidad de €(0)
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sea 1mayor conforme P crezca.

Ya que nos interesa la existencia de un cluster infinito que contenga al origen, tiene sentido
preguntarse cudl es la p “mds pequena” que hace factible que €(0) sea infinito. Por “factible”
se entiende que la probabilidad de que card(€C(0)) = oo sea positiva, o que el valor esperado de
card(C(0)) sea infinito, y el valor minimo de p en cada una de estas interpretaciones no tiene por
qué ser el mismo.

Observamos que estos son valores distinguidos de p y vale la pena bautizarlos:

Definicién 1.1.3. Las probabilidades criticas se definen como:

pold) = mf{ p: 09(d) >0 },

pr(d) =mf{ p: X(d)(d) =00 }.

Existe una tercera probabilidad critica que no resulta natural a primera vista pero que mas
adelante serd muy util. Para poder definirla necesitaremos denotar por o,{(n1,...,nq),i} la pro-
babilidad de que el rectangulo [0,n4] X ... x [0,714] contenga un camino abierto conectando dos
caras opuestas en la i-ésima direccion.

Definiciéon 1.1.4. Si d > 2, definimos:
ps(d) = inf{ p : limsup{o,(n,3n,...,3n),1} =0 }.
n—0o0

Estas probabilidades criticas dependen, en efecto, del nimero de dimensiones d en que se
esté trabajando. Notemos que pr(d) < pe(d), ya que si p es tal que xY(p) = oo, entonces
6@ (p) > 0. Por otra parte, también se tiene que pc(1) = pr(1) = 1, pues en una dimensién la
reticula es una linea recta donde los nodos se localizan en cada niimero entero, y la iinica manera
de que €(0) sea infinito es si todos los enlaces estdan abiertos, es decir, si p = 1.

Otras propiedades no son tan faciles de deducir:
Teorema 1.1.1. Para cualquier d > 2 se tiene 0 < po(d) < 1.
Teorema 1.1.2. Para cualquier d > 2 se tiene pc(d) = pr(d) = ps(d).

Los valores de las probabilidades criticas sélo se conocen en una y dos dimensiones. Ya se co-
menté que po(1) = 1y se sabe que po(2) = %, aunque este tltimo resultado esta lejos de ser trivial.
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El Teorema 1.1.1 se halla en el corazon de la teoria de percolacion, ya que establece la existen-
cia de una transicion de fase (al ser estrictamente mayor que cero). Es decir que para valores de p
menores o0 mayores que la probabilidad critica po(d) el comportamiento macroscépico del sistema
es muy diferente, debido a la finitud o infinitud de €(0). Cuando existe un cluster infinito se dice
que hay percolacion.

Ya que las ideas detras del Teorema 1.1.1 se emplearan de nuevo, se presenta su demostracién:

Primero se probard que pc(d) > 0. El niimero de caminos distintos de longitud n que parten
del origen es a lo mas 2d(2d—1)""!, ya que para el primer paso se tienen 2d opciones (dos opciones
en cada direccién posible, y hay tantas direcciones posibles como dimensiones), y para cada uno de
los siguientes n — 1 pasos se tienen de nuevo 2d opciones, pero debemos considerar que no podemos
volver sobre nuestros pasos, asi que en realidad se tiene una opcién menos (2d — 1). Ahora bien,
cada uno de estos caminos tiene probabilidad de p™ de estar abierto, asi que el niimero esperado de
caminos abiertos de longitud n que inician en el origen es a lo més 2d(2d — 1)"~'p". Supongamos
que p < (2d — 1)7!, entonces

D 2d(2d - 1)"p" < ) 2d(2d—1)7" < o0,
n=1 n=1

y entonces el valor esperado del nimero de caminos abiertos de longitud n que parten del
origen es finito (ya que la primera suma representa una cota superior para dicho valor). Asi que el
valor esperado del nimero de enlaces abiertos en €(0) es finito. Entonces la probabilidad de que
€(0) sea finito es necesariamente uno, y en consecuencia 6@ (p) = 0 si p < (2d — 1)~*. Asi que si
p es tal que 0 (p) > 0, entonces p > (2d — 1)~! (se tiene una cota inferior para todas las p que
aseguran que 0@ (p) sea positiva) y en conclusion pe(d) > (2d — 1)~ > 0.

Para la otra desigualdad notemos que basta dar la prueba para d = 2, ya que pc(d) es no
decreciente en d. Necesitamos definir la grdfica dual Z**: se obtiene de Z? mediante un traslacién
por el vector (%, %) El conjunto de enlaces de la grafica dual se denota por £*. Cada enlace de £*
cruza exactamente un enlace de €. Un enlace en € estard abierto si y sélo si el enlace de € que
cruza esta abierto, y cerrado en otro caso. Es intuitivamente evidente que existe un circuito en
Z* que rodea al origen si y sélo si €(0) es finito [9]. Ahora bien, consideremos todos los posibles
circuitos de longitud n que rodean al origen. Hay a lo mas n3™ posibilidades, ya que tal circuito
debe contener al menos un vértice en el eje horizontal, y para ello hay maximo n posibilidades.

Partiendo de dicho vértice, quedan tres opciones para cada nuevo enlace.
Observemos que si para alguna N > 0

1. Todos los enlaces en [—N, N| x [—N, N] estén abiertos,

11. No existe un circuito en la gréfica dual que rodee a [-N, N] x [N, N|,

entonces C(0) es infinito. El evento . ciertamente tiene probabilidad positiva. Evaluemos el
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segundo evento con mayor cuidado: Un circuito que rodee a [—-N, N|x [N, N] debe tener longitud
de al menos 4N. Asi que si p > % podemos elegir N suficientemente grande tal que:

oo
Z n3"(1—-p" <1,
n=4N
de tal suerte que para tales p y N el evento /1. también tiene probabilidad positiva. Ya que
ambos eventos dependen de conjuntos disjuntos de enlaces, son independientes, y concluimos que

pe(2) < 2.

Ya que ha quedado establecida la existencia de clusters infinitos para p > p¢, surge la pregunta
de cuantos clusters abiertos infinitos existen. La respuesta a esa pregunta es notable. Primero ob-
servemos que la existencia de un cluster abierto no depende del estado de ningin conjunto finito
de enlaces. En consecuencia se sigue de la ley 0 - 1 de Kolmogorov que la existencia de un cluster
abierto infinito tiene probabilidad ya sea cero o uno. Este hecho corresponde a las diferentes tran-
siciones del modelo de percolacién: para p > pc(d) no existe un cluster infinito casi seguramente, y
para p > pc(d) la probabilidad de tener un cluster abierto infinito es positiva, y por tanto igual a
uno. Este resultado es conocido como unicidad del cluster infinito y se enuncia del siguiente modo:

Teorema 1.1.3. Euxiste a lo mds un cluster abierto infinito c. s.

Para continuar con la presentacién de las desigualdades basicas es necesario introducir nueva
terminologia. Primero observemos que en Q2 = {0, 1} existe un orden parcial, a saber w < w' siy
sélo si w(e) < w'(e) para todo e € €. Este orden se interpreta del siguiente modo: si w y w’ son
dos configuraciones de la reticula, decimos que w es menor o igual que w’ si todo enlace abierto
en w también lo estd en w’. Es posible que w’ contenga mas enlaces abiertos que w, pero tiene al
menos el mismo nimero. Un evento A en € es creciente si su funcién indicadora es creciente. Es
decir, si w < W', entonces 14(w) < T4(w’). Se puede dar la siguiente interpretacion: si la configura-
cién w pertence al evento A, entonces cualquier configuracion w’ que contenga los mismos enlaces
abiertos que w también estard en A. Por otra parte, un evento es decreciente si su complemento
es creciente. Un ejemplo tipico de evento creciente es el evento de que dos vértices distintos estén
conectados a través de un camino abierto.

Si P, y E, denotan respectivamente las probabilidades y esperanzas respecto a p, tenemos la
siguiente desigualdad:

Teorema 1.1.4. Desigualdad FKG
Sean f1 y fo funciones ambas crecientes o ambas decrecientes. Entonces

Ep[f1f2] > Ep[fl]Ep[fQ]-

En particular, si f1 y fo son las funciones indicadoras de dos eventos crecientes (o decrecientes)
A y B, la desigualdad anterior se reduce a
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Pp(AU B) > Py (A)Py(B).

Este resultado no es sorprendente: si existe un camino abierto que conecta dos vértices dis-
tintos, entonces otro camino abierto conectando otro par de vértices es mas probable, ya que el
nuevo camino puede aprovechar los enlaces del anterior.

Por otra parte, también existe una desigualdad en el sentido contrario. Dada la existencia de
un camino abierto que conecte dos vértices, podemos hacer que sea mas “dificil” que existan otras
conexiones pidiendo que sean disjuntas del primer camino. Esta idea motiva la siguiente defini-
cién: Supongamos que A y B son eventos crecientes que dependen solamente de un nimero finito
de enlaces. Definimos ACIB como el conjunto de configuraciones w para las cuales existen dos
conjuntos disjuntos de enlaces abiertos con la propiedad de que el primer conjunto garantiza la
ocurrencia de A, y el segundo garantiza la ocurrencia de B. Mas precisamente, AL1B es el conjunto
de todas las configuraciones w para las cuales existen conjuntos finitos y disjuntos de enlaces K4
y Kp tales que cualquier configuracién ' tal que w'(e) = 1, para todo e en K4, pertenece A,y
cualquier configuraciéon w” tal que w”(e) = 1, para todo e en Kp, pertenece a Kp.

Teorema 1.1.5. Desigualdad BK
Sean A y B dos eventos crecientes que dependen solamente del estado de un conjunto finito de
enlaces. Entonces

P,(AOB) < Py(A)P,(B).

El requisito de que los eventos dependan solamente del estado de un nimero finito de enlaces
tiene una razon técnica que no es importante en las aplicaciones.

A continuacién se discute un método para estimar la tasa de cambio de P,(A) como una fun-
cién de p, para eventos crecientes A. De nuevo supondremos que A depende solamente del estado
de un nimero finito de enlaces. Necesitaremos una nueva definicion: Decimos que un enlace e es
pivotal para A si la ocurrencia o no ocurrencia de A depende crucialmente del estado del enlace
e. Formalmente, un enlace e es pivotal para A si 14(w) # 1a(we), donde w, denota la configura-
cién obtenida de w al cambiar el estado de e; es decir que w.(e) = 1 — w(e). La tasa de cambio
de P, (A) como funcién de p estd relacionada [10] al nimero de enlaces pivotales del siguiente modo:

Teorema 1.1.6. Formula de Russo
Sea A un evento creciente que depende solamente de un niumero finito de enlaces. Entonces

d

%IP)I,(A) = ZIP’p(e es pivotal para A).

ecé

Hasta ahora hemos asumido que los enlaces estan abiertos o cerrados con ciertas probabilida-
des. No habia aleatoriedad en los vértices. Es por eso que a este modelo se le llama percolacion de



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE PERCOLACION

enlace. Pero bien podriamos declarar los vértices como abiertos o cerrados con probabilidad p o
1 — p, respectivamente, obteniendo un modelo de percolacion de sitio. La discusion del modelo de
sitio es similar a la discusién previa del modelo de enlace y todos los resultados presentados tienen
un analogo en el contexto de sitio, sin embargo no se conoce el valor de la probabilidad critica
para el modelo de percolaciéon de sitio independiente. Todos estos resultados se usaran libremente
en la percolacién de sitio.

Como se mencioné previamente, la discretizacién es una técnica importante en la teoria de
percolacién continua. Se pueden tener estructuras mas complicadas que la reticula usual, o pue-
den haber distintos tipos de sitios que estan abiertos con diferentes probabilidades. Consideremos
por ejemplo la reticula entera d-dimensional. Trazaremos un enlace entre cualesquiera dos vértices
vy w tales que |v — w| < 2L, donde L es alguna constante positiva. La gréafica obtenida de este
modo se denota por G. Es posible llevar a cabo percolacion de sitio independiente en esta nueva
grafica, lo cual permite obtener los valores criticos pc(Sy.), pr(S1) v ps(S1).

El modelo de percolacion de sitio se puede extender a un escenario multiparamétrico. Por
ejemplo, consideremos una “grédfica de dos capas” G, 1,) definida del siguiente modo: Colocamos
una copia de Gy, encima de Gy, y trazamos un enlace entre v € G, y w € Gy, si d(v,w) < L+ Lo.
Ahora llevamos a cabo percolacién de sitio en Gz, 1,y diciendo que un vértice en Gy, estd abierto
con probabilidad p;, y que un vértice en Gy, esta abierto con probabilidad ps. En lugar de tener
un punto critico, definimos una region en el interior del cuadrado unitario en la cual ocurre la
percolacion:

pC( 9(131,!12) ) = {(p17p2) : P(FMD)( 6(0) =00 ) > O}u

donde €(0) denota la unién de los clusters abiertos que contienen al origen en Gz, v Gy,. Las
regiones pr( Gri,,) ) ¥ Ps( G(ry,L) ) se definen similarmente. De este modo se puede generalizar
el Teorema 1.1.2:

Teorema 1.1.7. En el escenario descrito se tiene que po(Sr) = pr(Se) = ps(9e), ype( Srr,1.) ) =
pT( 9(L1,L2) ) :pS( 9(L17L2) )

Concluimos esta seccién con una discusion sobre modelos de enlace/sitio mixtos. En tales mo-
delos, tanto los enlaces como los vértices se encuentran ya sea abiertos o cerrados con ciertas
probabilidades. En su forma mas general, se tiene un parametro p y para cada enlace o vértice,
digamos w, existe una funcién no decreciente f,, tal que w estd abierto con probabilidad f,(p),
independientemente de todos los otros enlaces y vértices. Muchos de los resultados citados hasta
ahora tienen andalogos en el escenario mixto. En particular, el Teorema 1.1.2 sigue siendo valido.
A continuacion se presenta una version de la férmula de Russo para este escenario particular:

Teorema 1.1.8. Férmula de Russo (version mixta)
Considérese un modelo de enlace/sitio mizto y sea A un evento creciente que depende solamente del
estado de un niumero finito de enlaces y vértices. Supdongase adicionalmente que existen funciones
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diferenciables y no decrecientes f, tales que el enlace o vértice b estd abierto con probabilidad f,(p)
independientemente de todos los demas vértices y enlaces. Entonces

d d d
—P,(A) = Z]P’p(e es pivotal para A)d—pfe(p) + Z P,(v es pivotal para A)d—pfv(p).

d
P ecé vEZL

Concluimos esta seccién mencionando que la teoria de percolaciéon ha sido ampliamente estu-
diada en el campo de la fisica, y la literatura de referencia es vasta (ver [11, 12, 13, 14, 15, 16]). Su
principal ventaja es que proporciona leyes universales que determinan las propiedades geométri-
cas y fisicas de un sistema. Ha habido varios avances en la aplicacion de teoria de percolacion a
la comprension del flujo en medios porosos, al demostrarse que algunos modelos de percolacién
pueden describir fenémenos de transporte observados en rocas (ver por ejemplo [17, 18, 19, 20]).
En vista de dichos avances, parece plausible que estas ideas sean aplicables al estudio de fracturas
geologicas. Las propiedades de transporte de formaciones de fracturas estan asociadas con el hecho
bien conocido de que, en sistemas de rocas sélidas, el flujo ocurre casi exclusivamente a través de
las fracturas.

1.2. Algunas aplicaciones a medios porosos

La teoria de percolacién es una herramienta para interpretar datos experimentales y com-
prender mejor la estructura de medios porosos. Ha constituido un avance importante ya que los
modelos anteriores de medios porosos basados en aglomeraciones de tubos capilares paralelos son
completamente inadecuados para interpretar los datos experimentales, y en el pasado han llevado
a errores serios y conclusiones erréneas [11]. La teoria de percolacién abre el camino para modelar
de manera significativa y exhaustiva los medios porosos y los fenémenos que ocurren en ellos. Las
principales aplicaciones en el contexto de medios porosos y fracturados son en el estudio de su
morfologia, en los procesos que forman y modifican los poros y las fracturas, diferentes tipos de
flujos a través del medio, su conductividad eléctrica y algunas reacciones quimicas en el medio.
Estas aplicaciones se discuten brevemente a continuacion.

1.2.1. Procesos diagenéticos

La formacion de rocas inicia con la deposicién de sedimentos y es seguida por procesos de com-
pactacion y alteracion que provocan cambios drasticos en la morfologia del medio. Consideremos
por ejemplo areniscas. Las areniscas son arreglos de granos discretos con una amplia variedad de
componentes quimicos y mezclas. Si el ambiente alrededor de las areniscas cambia, los granos de
arena empiezan a reaccionar quimicamente y producir nuevos compuestos que se depositan en la
superficie de los granos. En consecuencia, las propiedades mecanicas de los granos, tales como su
resistencia a las fracturas, también cambian. Los cambios quimicos y fisicos en la arena después
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de esta deposicién constituyen procesos diagenéticos.

Las principales caracteristicas de un proceso diagenético son:

1. Deformacién mecéanica de los granos.

2. Disolucién de granos minerales.

3. Alteracion de los granos.

4. Precipitacion de minerales que llenan los poros, cementos y otros materiales.

La diagénesis empieza inmediatamente después de la deposicién y continda a lo largo de pro-
cesos de enterramiento y levantamiento de las rocas hasta que la erosion en la superficie la reduce
de nuevo a sedimento. Estos cambios generan un producto final con caracteristicas diagenéticas
especificas, cuya naturaleza depende de la composicién mineral inicial del sistema, y también de
la composicion de los sedimentos circundantes.

La porosidad de las rocas de un yacimiento es ya sea primaria o secundaria. La porosidad
primaria se debe al espacio de poros original del sedimento. La porosidad secundaria se debe al
hecho de que granos inestables o cementos han pasado por cambios fisicos y quimicos a través
de reacciones que producen agua; se han disuelto parcial o totalmente. Si el espacio de poros se
regenera de algin modo, la porosidad original, protegida de la precipitacion a través de la de-
posicién de minerales, se convierte en porosidad secundaria. Se cree que los poros generados por
disolucion constituyen mas de la mitad de todo el espacio de poros en muchas rocas sedimentarias.

Estos procesos diagenéticos llevan a una morfologia cuya porosidad es méas pequena que la
porosidad inicial, y en la cual los poros pueden tomar cualquier tamano y forma. El resultado
méas importante de los procesos diagenéticos es tal vez que los poros permanecen conectados entre
st incluso cuando la porosidad es muy baja. Por ejemplo, a través de microscopios electrénicos de
escaneo se ha determinado que hay poros que estan conectados hasta con otros veinte poros. Esto
implica que la porosidad critica del sistema ¢, (el umbral de percolacién) es muy baja. En conse-
cuencia no es posible usar percolacién aleatoria para modelar la formacién de espacios de poros en
las rocas y la misma porosidad, ya que predice porosidades criticas demasiado altas. Hay modelos
méas generales y mas adecuados para los procesos diagenéticos, como el modelo del tubo que se
encoge de Wong (1984), y el modelo de consolidacion de granos de Roberts y Schwartz(1985).

1.2.2. Porosimetria de mercurio

La porosimetria de mercurio es un método experimental utilizado para estimar la distribucion
de tamano de poro del medio. Consiste en sumergir una muestra del medio en mercurio y aumentar
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la presion para forzar al mercurio a penetrar el espacio de poros del medio. Después la presion se
regresa a niveles normales para permitir que el mercurio se retraiga del medio.

Aunque la porosimetria de mercurio es un experimento relativamente sencillo, interpretar los
datos no es una tarea simple. Se utiliza una ecuacién derivada de leyes de conservacion de fuerza
para expresar la presion como una funcién del radio efectivo de los poros y se obtienen curvas de
presion que caracterizan la distribucion del tamano de los poros.

La interconexién de los poros asi como su posicion en el medio tiene un enorme efecto sobre las
curvas de presion a través de efectos de percolacién. Cuando no se toman en cuenta estos efectos
de percolacién, se obtienen distribuciones de tamano de poro erréneas.

1.2.3. Procesos de adsorcion-desorcion

La desorcion es un proceso en el cual una sustancia es liberada sobre o a través de una super-
ficie. La adsorcién es el proceso opuesto. Otra manera de determinar la distribuciéon de tamano
de poro de un medio poroso es mediante datos obtenidos mediante experimentos que involucran
este tipo de procesos, usualmente con nitrégeno liquido. La interconectividad de los poros juega
nuevamente un papel importante en la interpretacion de los datos. Un concepto importante es el
nimero de coordinacién del medio, que se define a grandes rasgos como el niimero de gargantas
porosas conectadas a un poro. Este niimero ayuda a caracterizar topologicamente al medio. La
teorfa de percolacién puede ser utilizada para estimar Z y asi obtener informacién sobre el com-
portamiento topolégico del medio.

1.2.4. Fracturas y fallas en rocas heterogéneas

Los patrones de fracturas y fallas en rocas heterogéneas son similares a las redes que se pueden
generar utilizando teoria de percolacién. Eso significa que el vasto conocimiento que existe acerca
de redes de percolacién puede ser utilizado para modelar medios fracturados. En consecuencia, el
modelado de fenémenos de flujo en medios fracturados se facilitaria (un problema importante sin
resolver). Cabe mencionar que se requiere la suposicién de que las redes de fractura en efecto son
redes de percolacién, es decir, que son significativas para el comportamiento del flujo.

1.2.5. Modelos de percolacion para procesos de gasificacion en medios porosos

La investigacion tedrica de este proceso se inicié en el trabajo de Petersen (1975). Desde en-
tonces se han desarrollado muchos tipos de modelos. Dos de ellos son modelos de percolacion.

El primero se conoce como modelo continuo hibrido. Este modelo parte del calculo numérico
de la tasa a la cual se consumen las particulas de carbon en el medio. La porosidad del sistema
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se incrementa en el tiempo y sus propiedades morfolégicas varian. Dicha variacién constituye un
proceso de percolacion. La teoria de percolacién se introduce al modelo a través del modelado del
espacio de poros y del céalculo de las cantidades de percolacion necesarias para resolver ecuaciones
relacionadas con la concentracion de los componentes del medio. Este modelo se denomina hibrido
por que combina las ecuaciones clasicas de transporte y reacciéon con modelos de percolacion.

El segundo se denomina modelo de redes y fue desarrollado por Kerstein y Bug (1986). Se parte
de una red donde una fraccion de los enlaces representa a los poros y el resto al cuerpo sélido.
Se identifican los enlaces en el perimetro exterior de la regién de poros y se les reasigna el rol de
poros. Este proceso se repite para simular el incremento de porosidad. Esta sencilla idea se puede
modificar para representar detalles del proceso de gasificacion, tales como procesos de difusién o
presencia de impurezas en el medio.

1.2.6. Desactivacion de catalizadores

Este fenémeno es provocado por compuestos quimicos que se adsorben y contaminan la super-
ficie del catalizador y sus sitios activos, donde ocurren las reacciones cataliticas que bloquean los
poros. En consecuencia, la morfologia del catalizador se modifica con el tiempo y su volumen de
poros decrece. Después de un tiempo no existen clusters de poros, y el catalizador se desactiva y
pierde efectividad. El modelado varia dependiendo del régimen de difusién presente y de nuevo se
hallan modelos continuos hibridos y modelos de redes.



Capitulo

Elementos de geometria estocastica

La geometria estocastica es una disciplina que busca modelar matematicamente estructuras
cuya geometria no se pude formalizar de manera determinista, debido la incertidumbre intrinse-
ca de su naturaleza. Este tipo de estructuras surgen con frecuencia en aplicaciones en muchas
areas de la ciencia y la tecnologia que involucran datos espaciales [21, 22]. Por ejemplo, estudio
de estructuras geoldgicas, secciones de medios porosos, ciencias de materiales, tejidos biolégicos y
patrones que se forman naturalmente en los paisajes.

La geometria estocastica surgié como disciplina matematica al final del siglo XX, pero sus
raices y su profunda conexién con la probabilidad geométrica y técnicas de integraciéon utilizando

medidas invariantes datan de mucho antes. El famoso problema de las agujas de Buffon de 1777

se resolvid a través de lo que parece ser la primera aplicacion del cdlculo integral a una pregunta
de probabilidad.

A continuacion se presentan las herramientas empleadas y se define un modelo estocastico
desde esta perspectiva.

2.1. Definicion de modelo estocastico

Un modelo estocastico queda completamente especificado por un espacio de probabilidad. Este
consiste de una terna (€2, A, P) que satisface las siguientes propiedades:

I. 2 es el conjunto de todas los posibles estados (o realizaciones) del modelo.
11. A es el conjunto de todos los eventos. Por evento entendemos una familia de realizaciones.
1. P es una medida de probabilidad. Mide la frecuencia de la ocurrencia de cada evento.

13
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Notemos que desde el punto de vista abstracto, estamos hablando de un espacio de medida! en
el cual la medida estd normalizada. Si pensamos simplemente en el conjunto de todos los estados
posibles (es decir, Q) tendremos dificultades para definir nuestra medida de probabilidad, ya que
no cualquier familia de realizaciones constituye un evento (es decir, no todo elemento de Q) es
medible respecto a P). Necesitamos dotar a €2 de una estructura minima adecuada para poder
“jugar” a la probabilidad.

Al momento de calcular probabilidades, es razonable pedir que la estructura de A sea tal que
podamos calcular la probabilidad de que no suceda nada () € A) y la probabilidad de que pase
cualquier cosa (£2 € A). Tampoco es mucho pedir que si podemos calcular la probabilidad de un
evento, también podamos calcular la probabilidad de que dicho evento no suceda (cerradura de A
bajo complementos). Finalmente, pediremos que si podemos calcular la probabilidad individual
de una cantidad razonable (digamos, numerable) de eventos, entonces podamos calcular la pro-
babilidad de que suceda cualquiera de ellos (cerradura de A bajo uniones numerables). Notemos
que de este modo surge de manera natural la estructura de o-algebra para A.

La medida de probabilidad P se define sobre A. Satisface que P(0) = 0 y P(Q2) = 1. También
se tiene que P(Q\A) = 1 — P(A) para cualquier evento A. Més atin, P es o-aditiva, es decir que
P(U,A,) =D, P(A,) para cualquier sucesién { A, } de eventos disjuntos dos a dos. Una consecuen-
cia inmediata y 1til de la o-aditividad de P es que P(U, A,,) = lim,, P(A,,) para cualquier sucesién
creciente de eventos {A,}. Al tomar complementos se tiene también que P(N,A,) = lim, P(A,)
para cualquier sucesién decreciente de eventos {A,,}.

En aplicaciones practicas, A se define con frecuencia como la o-algebra generada por una
familia Ay de eventos elementales. Es decir, la o-dlgebra mas pequena que contiene a Ag. De
forma similar, la medida de probabilidad P queda completamente especificada por los valores que
toma en Ay, siempre que Ag satisfaga ciertas propiedades de estabilidad: Se necesita que Ag sea
una semi-algebra, esto es que contenga a 0 y a (), que sea cerrada bajo intersecciones finitas y que
el complemento de cualquier elemento de Ag se pueda expresar como una union finita de elementos
de Ag disjuntos dos a dos. De este modo, cualquier mapeo o-aditivo P de la semi-algebra A, al
intervalo [0, 1] con la propiedad de que P(€2) = 1 puede extenderse de manera tnica a la o-dlgebra
generada por Ay (ver [23]).

2.2. Funciones aleatorias

Una funcién aleatoria Z es una familia de variables aleatorias {Z(x)} donde z € R%. En el caso
d = 1 se habla de un proceso estocdstico. Podemos visualizar una funcién aleatoria del siguiente
modo: a cada punto en R? le asigna toda una variable aleatoria. Entonces una realizacién de una
funcién aleatoria involucra una realizacion de cada una de las variables aleatorias asociadas a cada
punto de R?.

1Una terna (€2, A, 1), donde Q es un conjunto, A es una o-algebra y u es una medida definida sobre A.



2.3. CONJUNTOS ALEATORIOS

Las propiedades estadisticas de una funcién aleatoria in-
cluyen aquellas de los vectores aleatorios que las constituyen.
A cada vector aleatorio {Z(x1),...,Z(x,)} se le asocia una
funcion de distribucién conjunta:

Fopran(z1, o y2n) =P{Z (1) < 21, ... , Z(zs) < 23}

Al permitir que n corra sobre N y (zy, ... ,z,) sobre
R%x ... x R% obtenemos una familia de distribuciones mul-
tivariadas. Esta familia define la distribucién espacial de
Z, que si bien determina completamente el comportamiento
de Z no se usa con frecuencia en aplicaciones pues resulta
muy complicada de tratar.

> N
| A

Figura 2.1: Realizacion de una
funcién aleatoria, realizada por J.
Méndez y M. Diaz en Geostatistical
modeling of clay spatial distribution
in siliciclastic rock samples using the
plurigaussian simulation method[24].

N

En el caso en que Z toma valores discretos es mas conveniente definir su distribucion espacial
empezando por la distribuciéon multivariada de sus vectores aleatorios:

Fxl,...,:cn (217 ER)

zn) = P{Z(x1) = 21, . ..

) Z(xn> = ZTL}

Por la manera en que se define, la distribucién espacial de Z puede interpretarse como la fre-

cuencia de ocurrencia de eventos basados en conjuntos finitos de puntos. Denotemos dicha clase
de eventos por Aj. Un teorema cldsico debido a Kolmogorov (1933) asevera que la distribucién
espacial puede extenderse de manera unica a una medida de probabilidad en la o-dlgebra A ge-
nerada por Aj.

Cabe mencionar que las funciones aleatorias no pertenecen en principio al campo de la geo-
metria estocastica. Sin embargo, como se vera en la siguiente seccién, pueden ser utilizadas para
construir objetos matematicos que si se pueden estudiar desde esta perspectiva.

2.3. Conjuntos aleatorios

Un conjunto aleatorio es un modelo estocastico cuyas rea-
lizaciones son subconjuntos de R%. Algunos ejemplos tipicos
de conjuntos aleatorios incluyen aquellos obtenidos a través
del conjunto de nivel A\ de una funcion aleatoria:

X={zeR*| Z(z) >\ }.

Cualquier conjunto aleatorio puede ser caracterizado por
su funcion indicadora definida como

Lx(o) = {

Figura 2.2: Conjunto aleatorio gene-
rado a partir de conjuntos de nivel de
la funcién aleatoria mostrada en la Fi-
gura 2.2, obtenido por J. Méndez y
M. Diaz en Geostatistical modeling of
clay spatial distribution in siliciclastic
rock samples using the plurigaussian
stmulation method.

1 stzeX
0 en otro caso
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Este hecho sugiere especificar las propiedades estadisticas
del conjunto aleatorio utilizando la distribucién espacial de su funcién indicadora:

Foiomnny oL, o0 50, 00 0)=P{m e X, ... ;o€ Xy & X, ...y, € X}

Desafortunadamente, esta prometedora idea no siempre funciona. Considérese por ejemplo el
conjunto aleatorio que consiste de un solo punto en R?, de acuerdo a una distribucién gaussiana.
La distribucién espacial de este conjunto aleatorio vale cero independientemente de los parametros
de la distribucion gaussiana. En ese caso, el sondeo realizado con un conjunto finito de puntos
es demasiado delgado para determinar la localizacion del punto. Es necesario tener sondeos mas
gruesos. Matheron propuso en 1975 utilizar subconjuntos abiertos.

Dado un conjunto abierto G, es posible considerar varios eventos para describir la posicién
relativa de G respecto a X:

1. G esta contenido en X (G C X).
2. Glepega a X (GNX #0).
3. Gle pega a X (GN X #0).

4. G evita a X (GN X =0 o equivalentemente G C X°).

Ya que 1. y 3., asi como 2. y 4., son complementarias, basta considerar solamente dos tipos de
eventos. Por ejemplo, 1.y 4. G esta contenido en X si y sélo si esta contenido en el interior X de X.
De manera acorde, sondear un conjunto aleatorio utilizando esta logica de inclusiéon no nos permite
distinguir entre un conjunto y su interior. Esto nos lleva a la teoria de conjuntos aleatorios abiertos.

De manera similar, GG evita a X siy sélo si evita a la cerradura X de X. De este modo, sondear
un conjunto aleatorio por evitacion no nos permite distinguir entre un conjunto y su cerradura.
En este caso se desarrolla la teoria de conjuntos aleatorios cerrados.

Ya que el complemento de un conjunto abierto es cerrado, estas teorias son duales con res-
pecto a la complementacién de conjuntos. Sin embargo, en este texto se prefiere utilizar la teoria
de conjuntos aleatorios cerrados ya que incluye varias clases de modelos que son muy ttiles para
aplicaciones practicas, tales como los procesos puntuales y las redes de segmentos. En adelante
nos ocuparemos solamente de la teoria de conjuntos aleatorios cerrados o RACS, por sus siglas en
inglés.

A continuacién se presenta la notacién utilizada por Matheron en 1975. La familia de subcon-
juntos cerrados de R? se denota por F. Si A C RY, escribimos F4 para denotar a la familia de
subconjuntos cerrados que le pegan a A, y de manera similar 74 para aquellos que evitan a A:
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?A:{F€3~|FQA7§@},

FA={FeTF|FnA=0}.

F puede ser dotado de la o-dlgebra o4 generada por los eventos F& con G abierto. Matheron
mostré que en efecto si existe una medida de probabilidad en (&, 04). La distribucién del RACS
X queda completamente especificada por tal medida de probabilidad.

Sea K un subconjunto compacto de R%. Notemos que FX = U,F%, donde G,, es el abierto
formado por los puntos que distan menos de % de K. En consecuencia X € o4. De esta manera
es posible presentar el funcional que evita® del RACS X. Se le define sobre la familia X de
subconjuntos acotados de R? por medio de la siguiente férmula:

QK) =P{F5} =P{X N K = (}.

En ocasiones preferimos utilizar el funcional que pega®, que es complementario:

T(K)=P{Fx} =P{X NK #0}.
Este ultimo satisface las siguientes propiedades:
» 0 <T <1, conT(0) =0.

» J(K) <T(KUK'). Més en general, si {K;};c; es una sucesion finita en X tenemos que

P{?Kﬂ (Q?K>} > 0.

» Si {K,} es una sucesiéon mondtona decreciente en K con limite K, entonces

lim T(K,) = T(K).

n—o0

La razén por la cual se prefiere trabajar con el funcional que pega proviene del siguiente re-
sultado fundamental debido a Choquet (1954), Kendall (1974) y Matheron (1975):

Teorema 2.3.1. Sea T un funcional que satisface las tres propiedades mencionadas. Entonces
existe una unica medida de probabilidad P sobre (F,05), y es tal que

P{Fx) = T(K), KeX.

2El término en inglés es avoiding functional.
3El término en inglés es hitting functional.
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En otras palabras, el funcional T es para el RACS el equivalente de la funcién de distribucién
de una variable aleatoria.

Por ejemplo, si X es un RACS conformado por un solo punto distribuido uniformemente en
un subconjunto compacto K. El funcional que pega de X es

| Ko N K|
| Ko

Notemos que la unicidad establecida por el teorema anterior implica que un RACS con dicho
funcional que pega consiste de un solo punto uniformemente distribuido en K.

T(K)=P{XNK #0} = , KeX.

Matheron investigd a fondo las conexiones entre las distribuciones espaciales y los funcionales
que pegan. Sus resultados se pueden enunciar del siguiente modo: Sea X un RACS con funcional
que pega T y distribucién espacial F. Existe una infinidad de RACS con distribucién espacial
F. Entre éstos, solamente uno (digamos, X') es separable, es decir, tal que X' N D = X' casi
seguramente para algin conjunto numerable D que es denso en R?. El funcional que pega T’ de
X' satisface la desigualdad 7'(K) < T(K) para cualquier K € X, y se tiene la igualdad cuando
K es finito.

Ahora bien, sea Z una funcién aleatoria definida en R?, y sea S la siguiente subgrafica:

S={(r,2) eRIxR | Z(z) > z}.

Supongamos que Z es semicontinua por arriba®. Entonces S es un RACS de R? x R. Del mismo
modo, si K € KXy z € R, entonces S € F) es un evento que sucede si y s6lo si méx,ex Z () < 2.
Entonces el maximo de Z sobre K es una funcién medible. Andlogamente, el minimo de una fun-
cién semicontinua por abajo puede hacerse medible al considerar su supergréafica como un RACS.

En lugar de considerar conjuntos aleatorios abiertos o cerrados, también es posible considerar
conjuntos aleatorios requlares. Estos son conjuntos que satisfacen

X=X X=X,
es decir, ni X ni su complemento X¢ presentan componentes infinitamente delgadas o puntos
aislados, lo cual los hace muy adecuados para modelar realidades fisicas tales como medios poro-

sos. Esta clase particular de conjuntos aleatorios, que ya habia sido considerada por Matheron,
ha sido investigada por Schmitt (2000).

El teorema presentado puede refinarse cuando hay mas informacién disponible sobre el RACS
X. En el caso tipico en que es compacto y convexo, Vitale (1983) y Molchanov (1984) han mos-
trado que su distribucién queda determinada de manera tinica por los valores de P{X C K} para

4La semicontinuidad es una propiedad de las funciones reales extendidas que es més débil que la continuidad.
Una funcién real extendida f es semicontinua por arriba (por abajo) en un punto xg si los valores de la funcién
para argumentos cercanos a o son ya sea cercanos a f(xo) o menores que (mayores que) f(xo).
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cualquier compacto convexo K de R%.?

2.3.1. Relacion entre conjuntos y funciones aleatorias

Dada la relevancia de estos conceptos, vale la pena comentar brevemente la relacion que existe
entre los conjuntos aleatorios y las funciones aleatorias.

Como se vio en la seccién anterior, es posible obtener conjuntos aleatorios a través de una fun-
cién aleatoria, tomando por ejemplo conjuntos de nivel. Sin embargo, no todo conjunto aleatorio
se puede describir de este modo. En la siguiente seccion se presentan los procesos puntuales, que
son un ejemplo de conjunto aleatorio que no necesariamente resulta de tomar conjuntos de nivel
de una funcién aleatoria.

5El estudio de este tipo de objetos matematicos se realiza en particular desde el punto de vista de la morfologia
matemdtica. Una referencia fundamental es el trabajo de Matheron[25]
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2.4. Procesos puntuales

En el modelo de percolacién discutido al inicio del
Capitulo 1 los vértices de la grafica no eran alea-
torios; estaban conformados por los elementos de la
reticula entera d-dimensional. En los modelos de per-
. colacion continua este ya no es el caso. Las posicio-

° nes de los vértices son aleatorias, y estan determinadas
por las realizaciones de un proceso puntual estaciona-
° o 710.

° Se puede pensar en un proceso puntual como un con-
° junto aleatorio de puntos en el espacio. Por supuesto esta
no es una definicion muy matematica, y hace falta pre-
cisar el significado del término aleatorio en este contex-
to.

Figura 2.3: Concepto de proceso puntual.

Sea B? la o-algebra de Borel en R? y sea N el conjunto de todas las medidas que cuentan en
B que asignan medida finita a conjuntos de Borel acotados y tales que la medida de un punto es
a lo mas 1. De este modo, N se puede identificar con el conjunto de todas las configuraciones de
puntos en R? sin puntos limite. Equipamos a N con la o-algebra N generada por los conjuntos de
la forma

{ne N:n(A) =k},

donde A € B¢y k es un entero. Un proceso puntual se define del siguiente modo:

Definicién 2.4.1. Un proceso puntual X es un mapeo medible de un espacio de probabilidad
(Q,F,P) en (N,N).

La distribucion de X es la medida p en N inducida por X; es decir,

w(G) =P( X HG) ), para todo G € N.

La definicién de N nos permite contar el nimero de puntos en un conjunto A € B%: el mapeo
fa: N — N definido por fa(n) = n(A) es medible por la construcciéon de N. En consecuencia la
composicién f4 0 X : Q@ — N es una variable aleatoria que denotamos por X (A). Intuitivamente,
X (A) representa el nimero de puntos que “caen.® A.

En modelos continuos no se tiene la estructura periodica de los modelos discretos, el requisito
correspondiente es que el proceso puntual X sea estacionario. Sea T} la traslacién en R? por el
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vector t: Ty(s) = t + s para todo s € RY. Entonces T} induce una transformacién S; : N — N a
través de la ecuacién

(Sen)(A) = (T~ (A)),

para todo A € B A un nivel més alto, S; induce una transformacién S; sobre las medidas p
en N a través de la ecuacion

(Su)(G) = p(S;7H(@)),
para todo G € N. Ahora podemos definir estacionariedad:

Definicion 2.4.2. Se dice que el proceso puntual X es estacionario si su distribucion es invariante
bajo S, para todo t € R?.

Definicién 2.4.3. Las distribuciones finito-dimensionales (fidi) de un proceso puntual X son las
distribuciones conjuntas, para todas las familias finitas de conjuntos borelianos Ay, ..., A, de las

variables aleatorias X (A;),..., X(Ax).

Se sabe que la distribuciéon de un proceso puntual queda completamente determinada por sus
distribuciones fidi[26]. De este modo, las distribuciones fidi son una manera de especificar un pro-
ceso puntual. Cabe notar que un proceso puntual con distribucién p es estacionario si y sélo si las
distribuciones fidi de p coinciden con las distribuciones fidi de S,(y) para todo t € R

Ya que la teoria de percolacion estudia objetos infinitos requeriremos que nuestros modelos de

percolacién estén basados en procesos puntuales con la propiedad de que X (RY) = oo. Esto es sin
embargo una consecuencia de la estacionariedad como se muestra a continuacion.

Proposicion 2.4.1. Sea X un proceso puntual estacionario tal que

P( X(RY) =0)=0.
Entonces P( X(RY) =00 ) = 1.

Para demostrar esta afirmacién, supongamos que existe un entero k tal que P( X (R?) = k) > 0.
Entonces también debe existir un entero b tal que

1 1
P < X(By) > 3k X(RN\By) < 51{;) =e>0,

donde By es el conjunto [—b,b]%. Sea r € Z? un vector de entradas enteras y sea br =
(bry,...,bry). Considérense los eventos:

By = { X(T(B) > gh, X(Tn(®\B) < b |
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Se sigue de la estacionariedad de X que P(E,) = ¢, para todo r € Z<. Pero los eventos E,
son disjuntos para 7’s distintas, y hay una cantidad infinita numerable de vectores r con entradas
enteras. Si tomamos un natural m tal que me > 1, y luego tomamos m vectores distintos con
entradas enteras, 1, ..., 7n, tendriamos que P(U, E,,) = > " P(E,;) = me > 1 lo cual es una
contradiccién. Asi que para cada entero positivo k, la probabilidad de que R? tenga k puntos
seglin X (en otras palabras, que sea finito), es cero. Nos vemos obligados a concluir que X (R?) es
infinito con probabilidad 1.

Antes de pasar a los ejemplos se presentan algunas definiciones:

Definicién 2.4.4. La densidad de un proceso estacionario X se define como E[X( [0,1]? )], donde
E es el operador esperanza correspondiente a PP.

Definicién 2.4.5. Dos procesos puntuales X; y X5 definidos en el mismo espacio de probabilidad
son independientes si

P<X1(A1) = kla s 7X1(An) = knaXQ(Bl) = l17 s aXQ(Bm) = lm)

=P(X1(A1) = ki, Xo(An) = K )P(X2(B1) = 1, .., Xa(B) = ),

para cada n,m > 1, [;, k; enteros no negativos y conjuntos borelianos A; y B;.

Definicién 2.4.6. La superposicion de dos procesos puntuales X; y X5, definidos en el mismo
espacio de probabilidad, es el proceso puntual X definido por

X(A)(w) = X1(A)(w) + Xa(A)(w),

para todo conjunto Boreliano A. Escribimos X = X7 % X5 0 pt = p1 * g, donde p, 1 y o son
las distribuciones de X, X; y X5, respectivamente.

A continuacién se presenta un ejemplo de proceso puntual.

Ejemplo 2.4.1. Sea U un vector aleatorio de dimensién d en un espacio de probabilidad distri-
buido uniformemente en [0, 1]¢. Identificando la medida que cuenta u con el conjunto {z € R :
p({r}) = 1}, definimos el proceso puntual X a través de la ecuaciéon X (w) = U(w) + Z%. Es decir
que trasladamos la reticula entera de dimensién d respecto a un vector aleatorio. Es posible ver,
usando distribuciones fidi, que X es estacionario [27].
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2.4.1. Proceso puntual de Poisson

Se dice que el proceso puntual X es de Poisson con

. o densidad ) si se satisfacen las siguientes condiciones:
° [ ]
. . . .
° I. Para conjuntos de Borel mutuamente disjun-
[ J
o . s, tos Ay, ..., Ay, las variables aleatorias X (A4;), ..., X (Ax)
:. oo son mutuamente independientes.
° o . 11. Para cualquier conjunto de Borel acotado A € BY se
° . e ® tiene que
° o ©
¢ o k k
° ® —,\L(A))‘ L(A)

donde £(-) denota la medida de Lebesgue en R
Figura 2.4: Proceso puntual de Poisson,
donde X(A;) es una variable aleatoria

Poisson de pardmetro AL(A;). Observemos que especificamos la distribucién del pro-

ceso Poisson a través de sus distribuciones fidi. La segun-
da condicién garantiza que el proceso Poisson es estacio-
nario. También se tiene que E[ X ([0,1]%) | = A, y asf decir que X es la densidad del proceso es
consistente con la Definicién 2.4.4.

Ejemplo 2.4.2. Proceso Poisson no homogéneo Se dice que el proceso puntual X es un
proceso Poisson no homogéneo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Para conjuntos de Borel mutuamente disjuntos Ay, . .., Ay, las variables aleatorias X (A;), ..., X(Ay)
son mutuamente independientes.

1. Existe una funcién medible A : RY — [0, 00), llamada la funcién de intensidad del proceso,
tal que para cualquier conjunto Boreliano acotado A € B¢ se tiene que

P(X(A) = k) = exp{— /A A(x)dx}w#.

Obtenemos un proceso Poisson al tomar A(z) = A, y ese es el tnico caso en el cual se obtiene
un proceso estacionario.

Supongamos que se tiene una sucesién creciente de conjuntos borelianos acotados A,, C R? que
converge a A, donde no requerimos que A sea acotado. Tenemos que los eventos { X (A4,) > k} se
incrementan a {X(A) > k} cuando n — oo, y en consecuencia P(X(A,) = k) — P(X(A) = k).
De la monotonia de la convergencia se sigue que
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P(X(A) =k) = lim, o P(X(A,) = k)

A(z)dz)*
= Iy, oo exp{— [, A(@dm}%#

~ expl— [, Alr)dap LS

donde la dltima expresién debe interpretarse como cero cuando [ A A(z)dr = oo.

Terminamos esta seccién con algunas propiedades del proceso Poisson. En la fisica frecuen-
temente se utilizan frases como “considere una infinidad de puntos distribuidos en el espacio”.
Se refieren, de hecho, a un proceso Poisson y la propiedad que dicha frase insintia se debe de
interpretar de acuerdo a la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.4.2. Sea X un proceso Poisson y sea A un conjunto Boreliano con medida de
Lebesgue positiva y acotada. Entonces, para todo B C A se tiene que

P(X(B) = m|X(A) = m+ k) = ( m otk ) (%)m (1—%)k.

m

Otra propiedad 1til del proceso Poisson es la siguiente: supongamos que condicionamos al
evento de que haya un punto en z, para alguna z € R? La propiedad de independencia del
proceso Poisson implica que, aparte del punto dado en z, la estructura probabilistica del proceso
condicionado es idéntica a la del proceso original. Escribiendo p para la distribucién de nuestro
proceso Poisson y pu, para la distribucién del proceso condicionado a tener un punto en z, y 9,
para la distribucién de un proceso Poisson independiente que solamente tiene un punto en x c.s.,
podemos formalizar dicha propiedad como

[y = |4 % O

La distribucién p, es conocida como la distribucion de Palm de p. Si condicionamos al evento
de que haya un punto en el origen, seguimos obteniendo un proceso Poisson.

La tercera propiedad a discutir es que la superposiciéon de dos procesos de Poisson indepen-
dientes, X, y X),, con densidad A\; y Ay respectivamente, es de nuevo un proceso de Poisson
con densidad A\ + A9. Esto se debe a que la suma de variables aleatorias Poisson independientes
resulta en una nueva variable aleatoria Poisson, cuyo parametro es la suma de los parametros de
cada sumando. Es decir:

Proposicién 2.4.3.
X>\1 >I<)()\2 = X>\1+)\2'
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Finalmente, es posible obtener un proceso Poisson no homogégeno a partir de uno homogéneo
de un modo probabilista. Sea X un proceso Poisson con densidad )\, y sea g : RY — [0, 1] un mapeo
medible. Consideramos una realizacién X (w) de X. Si hay un punto en x, quitaremos ese punto
con probabilidad 1 — g(z), y lo dejaremos donde esté con probabilidad g(z), independientemente
del resto de los puntos del proceso Poisson. Denotaremos el proceso puntual resultante por X. De
este modo, X es un adelgazamiento del proceso original X.

Proposicion 2.4.4. El proceso X es un proceso Poisson no homogéneo con funcion de intensidad

Ag.

La propiedad de independencia se hereda de manera inmediata de X a X. Por otra parte, la
distribucién fidi de X se puede construir del siguiente modo:

P(X(A) = k) = ZIP’(X(A) = )P(X(A) = k|X(A) = i).

De la Proposicién 1.1.2 tenemos que dado el evento { X (A) = i}, los i puntos de X en A estan
uniformemente distribuidos sobre A. Entonces

POR(A) = 1X(4) = 1) = £(4)" [ gla)de

y mas en general,

P(X(A) = k| X(A) = ) = < . ) <L(A)1/Ag(x)da:>k (1 —L(A)l/Ag(x)dx)i_k.

En consecuencia

P(R(A) = k) — oot Ja glg”)df”) s (AL(A)[L — L(EA_)‘k)!fA g(x)da])i-

k
et M gk(;” J2)” AL (a)a-£()) 1, oo

(A fA gk(?)dx)ke,\ Ja9(@)de

Notemos que si g es constante, recuperamos un proceso Poisson homogéneo, con densidad me-
nor que el proceso original.

Cerramos esta secciéon con un comentario acerca de la funcién de intensidad del proceso Poisson.

Esta funcién puede ser, a su vez, una funcion aleatoria. En ese caso se le conoce como proceso de
Cox (ver [28]).
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Capitulo

Revision de modelos de percolacion continua

3.1. Modelos booleanos

Antes de dar la formalizacién matematica de este modelo, intentaremos describir intuitiva-
mente un caso particular. Empezamos con algin proceso puntual estacionario X. Diremos que el
modelo estd dirigido por X. Cada punto de X es el centro de una bola cerrada (de acuerdo a la
métrica Euclidiana usual) de radio aleatorio, de tal suerte que radios correspondientes a puntos
distintos son independientes entre si e idénticamente distribuidos. Los radios también son inde-
pendientes de X. De este modo, se induce una particién en el espacio, la region ocupada, que es
la region cubierta por al menos una bola, y la regién vacia, que es simplemente el complemento
de la region ocupada. La region ocupada se denota por C'. Tanto la regién ocupada como la vacia
consisten de componentes conexas. Las componentes conexas en la regiéon ocupada se llamaran
componentes ocupadas. Similarmente, las componentes conexas de la region vacia se llaman compo-
nentes vacias. Para A C R, denotamos por W (A) a la unién de todas las componentes ocupadas
cuya interseccién con A es no vacfa. Cuando A = {0}, escribiremos W := W ({0}), y W se llama
la componente ocupada del origen. En el caso de la regién vacia las definiciones son andlogas,
utilizando V' en lugar de W. Decimos que V es la componente vacia del origen. Notemos que ya
sea V o W es vacio, pero no ambos. La bola centrada en = se denota por S(z) o por S(z,r), donde
r denota el radio (aleatorio) de la bola.

Si dos puntos x y y estdan en la misma componente conexa, decimos que estan conectados y
escribimos = ~>» y (o por supuesto y ~> z). La conexidad en la regién vacia se define de manera
similar, y se denota por x ~% y. Si z y y estdn en la misma componente ocupada (vacia) de C'N A
(C°N A) para alguna A C R?, escribimos z ~& y en A (z ~% y en A).

Para la teoria que se tratara mas adelante, es necesario definir con precision el espacio de
probabilidad en el cual se desarrolla el modelo. Una primera construccion podria ser ordenar los
puntos de X linealmente de acuerdo a alguna regla predeterminada y construir en un espacio de
probabilidad el proceso puntual X y variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas Y7, Y5, ..., y construir una realizacion asignando un radio de Y; al ¢-ésimo punto de X. El

27
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problema con este escenario es que el orden de los puntos de X no se preservara si trasladamos
la configuracion en el espacio, y en consecuencia esta construccién no permite la aplicacion de
teoremas ergddicos.

Otra posibilidad es considerar una cantidad no numerable de variables aleatorias {Y, } indexa-
das por R?, y asignar radio Y, al punto z si éste existe. El problema de esta construccién es que
incluso los eventos mas simples no seran medibles.

Ahora describiremos una construccién basada solamente en una cantidad numerable de varia-
bles aleatorias de tal forma que podamos definir traslaciones. Sea X definido en algtin espacio de
probabilidad (€21, F1,IP1). Sea € el espacio producto [[,cn [ [,c74[0,00), y equipemos Q5 con la o-
algebra producto y la medida producto P, usuales, donde todas las marginales seran p, con y una
medida de probabilidad en [0, c0). Un elemento wy € €2, se denota a veces por wy(n, z). Finalmente,
sea () = ) x )y, y dotamos a €2 con la medida producto P = P[P, y la o-algebra producto usual.
Un modelo booleano es un mapeo medible de €2 en N x 5 definido por (wy,ws) — (X (w1),ws),
donde N se define segin lo indicado al inicio de la seccién anterior. La configuracion de bolas en
el espacio correspondiente a (w,ws) se obtiene del siguiente modo. Considérense cubos binarios:

d
K(n,z):= H(zﬂ’”, (2 +1)27"], paratodon € Ny z € Z%

=1

Llamamos a K(n,z) el cubo binario de orden n. Cada punto z € X estd contenido en un
tnico cubo binario de orden n, digamos K(n, z(n,z)), y con probabilidad 1 (respecto a P;), para
cada punto x € X existe un dinico nimero minimo ny = ng(x) tal que K (ng, 2(ng, z)) no contiene
ningun otro punto de X. El radio de la bola con centro en x se define ahora como ws(ng, z(ng, x)).

La estructura producto de 2 implica que los radios son independientes del proceso puntual, y
la estructura producto de €25 implica que diferentes puntos tienen bolas con radios independientes
e idénticamente distribuidos. Resulta natural denotar este modelo por (X, u). Sin embargo, en la
mayoria de los casos se tiene cierta variable aleatoria p con distribucion p y consideramos que
esta variable aleatoria gobierna los radios de las bolas: es decir que los radios son aleatorios y
tienen distribucién p. Entoces el modelo se denota por (X, p). En el caso en que X es un proceso
Poisson con densidad A escribiremos P = Py = PP(, ,) para enfatizar la dependencia del pardme-
tro. La probabilidad de un evento A se denota por P(A) o P{A} dependiendo de las circunstancias.

Sean ey, . .., eq los vectores unitarios en R?. La traslacién 1., : R% — R? definida por x — z+e¢;
induce una transformacién U,, en €2y a través de la ecuacién

(Ue,wa)(n, z) = waln, z — €;).

Al igual que en la seccién anterior, S,, se define en €2; a través de la ecuacién

(Se;wn)(A) = wn (T M A).
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En consecuencia, T;, induce una transformacién 7, en {2 = €2; x 2y definida por

Tei (w> = (Sez‘wlv Ueiw2>'

La transformacion T, corresponde a la traslacion de una configuracion de bolas en el espacio
por el vector e;. Como tal , jugara un papel crucial en la ergodicidad.

Ya que en la teoria de percolacién los objetos de interés son los no acotados, estudiaremos las
componentes ocupadas y vacias no acotadas. La pregunta mas basica que uno se puede hacer sobre
componentes no acotadas concierne a su existencia. Dado cierto modelo booleano (X, p), ;jexiste
una probabilidad positiva de que la la componente ocupada o vacia del origen sea no acotada?
(Notemos que no es relevante que tomemos el origen, ya que debido a la estacionariedad de X y
a la independencia de los radios no podemos distinguir probabilisticamente entre puntos distintos
en el espacio). Esta pregunta es usualmente dificil de contestar, en su lugar se consideran familias
de modelos booleanos y se prueba que algunos miembros permiten componentes no acotadas, pero
otros no. Veamos un ejemplo de componentes ocupadas en modelos booleanos dominados por
procesos Poisson. Un modelo booleano dirigido por un proceso Poisson con densidad A\ y radio
aleatorio p se denota por (X, p, ), y le llamamos modelo booleano de Poisson. Denotamos por
,(\) = () la probabilidad de que el origen pertenezca a una componente ocupada no acotada. En
otras palabras, si d(A) denota el didmetro de un conjunto A C R (es decir, d(A) = sup, ,c 4 [2—y|),
0(\) es la probabilidad de que d(WW') = oo. La funcién 0 es la funcion de percolacion. Parece evidente
que # es no decreciente respecto a A, pero en realidad no es facil de probar y por el momento se
aceptara este resultado. Podemos definir la densidad critica A\c = Ac(p) del siguiente modo:

Ae(p) =nf{A>0:6,(\) > 0}.

Se tendra que A¢ es no trivial en todos los casos razonables, es decir, estrictamente positiva y
finita. Este hecho es fundamental para la teoria de percolacion e implica de manera inmediata que
A > Mg, asi que las componentes ocupadas no acotadas existen con probabilidad positiva. Para
A, A¢, el origen tiene probabilidad cero de pertenecer a una componente ocupada no acotada. y
se sigue inmediatamente de la estacionariedad del proceso que lo mismo sucede para cualquier
otro punto. Pero cualquier componente ocupada no acotada debe contener al menos un punto con
coordenadas racionales, de las cuales s6lo hay una cantidad numerable. En consecuencia, para
A < Mg, con probabilidad positiva no pueden existir componentes ocupadas no acotadas. Cuando
este es el caso, A < A\¢, decimos que el sistema estd en fase subcritica, cuando A > A¢ el sistema
es supercritico. En el valor critico Ag, el sistema se llama critico.

Podemos definir densidades criticas para componentes vacias no acotadas de manera similar.
Escribimos ¢5(\) para denotar la probabilidad de que d(V) = co y la densidad critica Af; = A&(p)
se define como

Ao(p) = sup{A > 0: 07(\) > 0}.

Es posible dar una construccion més general al generar conjuntos aleatorios colocando objetos
aleatorios independientes (no necesariamente bolas) y tomando su unién. Esa sencilla idea contie-
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ne la definicion del modelo booleano general. A pesar de su simplicidad, es importante en cuanto a
métodos y aplicaciones, y ha sido el objeto de estudio de muchos trabajos (Matheron 1967, 1975;
Stoyan et. al., 1987; Hall, 1988; Molchanov, 1997).

Esta seccién considera inicamente modelos booleanos que constituyen conjuntos cerrados alea-
torios. Primero se calcula el funcional que evita de un modelo booleano, sea estacionario o no (en
el caso estacionario surgen simplificaciones reportadas en la seccién 3.1.5). A partir de esto se
obtienen facilmente las propiedades algebraicas y estereoldgicas de estabilidad. Finalmente, se
presenta un algoritmo iterativo para la simulacién condicional del modelo booleano propuesto por
Lantuéjoul [28].

3.1.1. Construccion del modelo booleano

Se necesitan dos ingredientes bésicos e independientes para la construccion de un modelo
booleano en R%:

1) Un conjunto de semillas, esto es, un proceso puntual de Poisson P con funcién de intensidad
0= (9(x), v € RY).

11) Una familia (A(z),z € RY) de subconjuntos de R¢ compactos, no vacfos, aleatorios e inde-
pendientes. Al subconjunto A(z) se le llama el objeto implantado en z y su funcional que
pega se denota por T,.

De este modo, un modelo booleano X es la union de todos los objetos implantados en las
semillas Poisson

X = U A(x)
zeP
La apariencia de una realizaciéon del modelo depende en gran medida de la forma que tengan
los objetos. Estos pueden ser, por ejemplo, segmentos de recta, discos, poligonos, etcétera...

Ya que un modelo booleano es posiblemente la unién de una infinidad de objetos, no existe
garantia de que sea cerrado. Este serd ciertamente el caso si para cada punto x € R? existe una
vecindad a la cual sélo le pega una cantidad finita de objetos (casi seguramente), y en particular
si la poblacién de objetos (A(x),z € P) es de orden finito. Especificamente, sea N(K) el niimero
de objetos que le pegan al compacto K. Entonces

N(K) =Y lgna@z-

zeP

Un célculo sencillo muestra que la media de N(K) es
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Se dice que un modelo booleano es de orden finito si ¥(K) < ooV K € K. A lo largo de este
texto se supondra que los modelos booleanos considerados son de orden finito.

3.1.2. Elfuncional que evita del modelo booleano

Comencemos determinando la distribucién del niimero de objetos que le pegan al subconjunto
compacto K.

Se tendra que N(K) es una variable aleatoria Poisson con media ¥(K): Para cada D € (K)
consideremos el nimero Np(K') de objetos implantados en D que le pegan a K.

Supongamos que este nimero es igual a n. De acuerdo a las propiedades de un proceso puntual
de Poisson estos puntos estan distribuidos de manera uniforme e independiente sobre D, con
funcién de densidad de probabilidad %. Mas atin, un objeto implantado en x le pega a D con
probabilidad T, (K) y lo evita con la probabilidad complementaria 1 — T, (K). En consecuencia,
la funcién generadora de Np(K) es

E {sV00)) = ZOQ_G(D)Q(Z)H (/D 96(%)) [(1+ (s — 1)‘Ix(K)]d:v> ,

donde 0 < s <1, y al sumar se tiene que

E {s¥009) = oxp {(s — 1) /D G(x)Tx(K)d:c} |

Para extender este resultado a todo el espacio, sea (D,,n € N) una sucesién creciente de
compactos que cubren a RY. Entonces (Np, (K),n € N) también es una sucesién creciente y
converge casi seguramente a N(K'). En consecuencia

E{sVH)1 = lim E {sNon BV = exp {(s —1) /Rd Q(x)i]'x(K)dx} :

Esta ultima expresion se reconoce como la funcién generadora de una distribucién Poisson con

media J(K).

Ya que P{X N K = 0} = P{N(K) = 0}, deducimos que el funcional que evita del modelo
booleano es
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PXNK =0} =% KeX.

3.1.3. Propiedades de estabilidad

Para poder explorar las propiedades de estabilidad del modelo booleano es necesario echar
mano de conceptos basicos de morfologia, a saber el concepto de dilatacion.

Dados z € R* y A C R? A, denota al conjunto obtenido al trasladar A por z. Si B es un
subconjunto de R? entonces la suma de Minkowski de Ay B es

Ao B=|]A,

yeB

Decimos entonces que el punto x pertenece al conjunto A dilatado por B si B, le pega a A (es

decir, si B, N A # ().

Por otra parte, necesitaremos también el concepto de i-planos, los cuales son espacios afines
de dimensién i. [Un espacio afin es el trasladado de un espacio vectoriall.

Ahora si, estamos listos para enunciar las propiedades basicas de estabilidad de un modelo
booleano:

1. La unién de dos modelos booleanos independientes es un modelo booleano.

2. Un modelo booleano dilatado por un subconjunto compacto no vacio de R? es un modelo
booleano.

3. La interseccién de un modelo booleano con un subconjunto compacto de R? es un modelo
booleano.

4. La interseccién de un modelo booleano y un i-plano es un modelo booleano.
A continuacién se proporcionan argumentos para justificar estas afirmaciones:

Sean X' y X" dos modelos booleanos independientes con funciones de identidad 6" y 6", y
funcionales que pegan T’ y J”. Debido a la independencia se tiene que

P{X'UX")NK =0} = P{X'NK=0}P{X"NK =0}
= exp {— fRd 0 (x)T(K) + 9”(m)7;’(K)dx}

= exp {— [ 0(2)T,(K)dz}
donde # = 0"+ 0" y T, queda definido como
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T.(K) = %%(K} + %TZ(K% K e X.

Este es el funcional que pega de un objeto aleatorio igual a A’(x) con probabilidad To)”(x)’

igual a A”(x) con probabilidad complementaria % Este hecho prueba la primera propiedad.

€

Ahora bien, sea D un subconjunto de R compacto y no vacio. La segunda propiedad es conse-
cuencia directa de la distributividad de la suma de Minkowski sobre la unién de conjuntos:

XoD=|JA@x oD

zeP

De este modo, la dilatacién de un modelo booleano vuelve a ser la union de objetos aleatorios
implantados en las semillas determinadas por P, lo cual determina un nuevo modelo booleano.
La diferencia es que en lugar de tener los objetos aleatorios originales A(x), se tienen los objetos
aleatorios dilatados A(x) & D.

En cuanto a la tercera propiedad, podemos escribir simplemente X N D = Uxe? A(x)N D. Sin
embargo, esta férmula es dificil de interpretar ya que los objetos A(x) N D seran casi seguramente
vacios. En cambio consideraremos la siguiente expresion:

P{(XND)NK =0} = P{XN(DNK)=~0}
= exp{ fR DﬂK)dm}

— 0(:}0 T+ (DNK)
= exp{ fR Td }

U@)To(DOK) g o] funcional que pega de A(z) N D, ya que este objeto es no vacio. En

7. (D)
consecuencia, X N D es un modelo booleano con funcién de intensidad 6T (D) y funcional que pega
0T (DNK)

T(D)

Pero

Finalmente, sea P un i-plano de RY. La ultima propiedad se puede deducir de la tercera to-
mando una sucesion creciente de compactos no vacios (D,,,n € N) que converja a P.

El modelo booleano es un caso especial de los modelos basados en objetos. Una primera ex-
tension consiste en reemplazar el proceso puntual de Poisson que especifica la localizacién de los
objetos a través de un proceso espacial de nacimiento y muerte (Preston, 1977; Stoyan et al., 1987).
También es posible permitir dependencia entre los objetos. En ese caso, un objeto se inserta o
se elimina dependiendo de una funcién de los objetos ya presentes (y no solamente el nimero de
éstos). Esto lleva al concepto de un proceso de vida y muerte de objetos en el espacio. Un ejemplo
tipico es el modelo de interaccién dos a dos considerado por Sylverseen y Omre (1994). La primera
version de este modelo incluyé un nimero fijo de objetos, lo cual permitia la simulaciéon a través
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de un muestreo de Gibbs. Esta restriccién fue eliminada en un articulo posterior (1997). Es po-
sible extender el modelo de muchas otras maneras, como el proceso de saltos de Markov de objetos.

3.1.4. Simulacion del modelo booleano

El problema entre manos es simular el modelo booleano en D, sujeto a las condiciones de
que dos subconjuntos finitos Cy y C; deben estar contenidos en X¢ y X, respectivamente. Este
problema es importante en la industria petrolera. Los ingenieros petroleros requieren conocer la
geometria del yacimiento para poder ejecutar programas de simulacién de flujos. Un algoritmo
desarrollado por Haldersen en 1983 fue notablemente mejorado por Chessa en 1995. Consiste en
simular de manera independiente los cuerpos arenosos (los objetos) que intersecan los pozos y
aquellos que no. Esta perspectiva dicotémica es posible gracias a las propiedades de independen-
cia del proceso Poisson. La dificultad de esta estrategia es que la distribucién de un objeto que
interseca al pozo depende no solamente de dénde esté implantado, sino también del niimero y la
localizacion de los pozos que interseca. Usualmente, el problema se vuelve intratable en cuanto
este nimero es mayor a uno.

El algoritmo iterativo descrito a continuacion fue disenado a partir de comunicaciones priva-
das entre Matheron y Lantuéjoul en 1990. Posteriormente Gedler (1991) llevo a cabo el trabajo
preliminar bajo la supervisién de Lantuéjoul. Ya que este algoritmo de simulaciéon condicional es
una versién modificada de un algoritmo de simulacién no condicional (mediante la restriccién del
kernel de transicién), se presenta primero el algoritmo de simulacién no condicional.

Se discuti6 anteriormente que XND es un modelo booleano con funcién de intensidad 6(-)T, (D).
De manera acorde, el nimero de objetos de X N D es de distribucién Poisson con media

9(D) = /R B(@)To(D)dz,

. . . T (DN-
El funcional que pega de un objeto de X N D implantado en x es gsz ) (D).

Un objeto tipico de X N D es un objeto seleccionado uniformemente entre los objetos de X N D.
Un objeto tipico de X N D se implanta de acuerdo a la funcién de densidad 0(-)T(D). Su funcional
que pega es

T(K) = /Rd 9(”“3(75313) Tx;l:(g)f() - 29(1D) /Rde(x)‘J’x(DﬂK)da:

Notemos que en particular T(D) =1y T(K) =0 si K es disjunto de D.

Por otra parte, X N D tiene la misma distribucién que una unién de N objetos tipicos indepen-
dientes, donde N tiene distribucién Poisson con media (D). Este hecho se prueba del siguiente
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modo: Sea Y tal union. Su funcional que evita es

PYNK =0} = 30 e /P01 - T(K)]"

n!

= exp{—J(D)T(K)}

= exp{— [p0(x)T(D N K)dx}

el cual resulta ser exactamente el funcional que evita de X N D.

En consecuencia, una simulacién no condicional del modelo booleano se puede obtener utili-
zando el siguiente algoritmo:

Algoritmo para el modelo booleano:
1. Hacer X = 0.

2. Generar N ~ Poisson(9(D)).

3. Si N =0, regresar X.

4. Generar un objeto tipico A ~ 7.

5. Hacer X = X UA, N=N — 1 e ir al paso 3.

Este algoritmo requiere de la simulacion de un objeto tipico. El algoritmo estandar es:

Algoritmo para el objeto tipico

1. Generar X ~ 6(-)T(D).

r-Tac(Dm')

2. Generar A ~ T.0D) -

3. Regresar A.

Si resulta dificil simular un objeto implantado en x y pegarle a D directamente, es posible
emplear un algoritmo alternativo de rechazo.

Algoritmo para el objeto tipico (método de rechazo)
1. Generar X ~ 0(-)T(D).
2. Generar A ~ T,.

3. SiAND =, ir al paso 2.
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4. Regresar AN D.

Finalmente, el primer algoritmo se modifica ligeramente para volverlo iterativo. Esto no pre-
senta dificultad alguna ya que algoritmo de Metropolis puede ser utilizado para simular una
distribucién Poisson. El siguiente algoritmo simula iterativamente un modelo Poisson. Especifica-
mente, simula la poblacién de objetos que constituye el modelo booleano. En este algoritmo el
nimero de objetos de la poblacién ® se denota por #®.

Algoritmo para objetos de un modelo booleano

1. Hacer ® = ().

2. Generar una variable aleatoria uniforme U que tome los valores 1, —1 y 0, con probabilidades:
_ 9(D) _ #P _
P = gpyrgeris P-1= soyrger Po=1—p1—pa.
3. a) SiU =1, entonces generar A ~ Ty hacer & = ¢ U A.
b) Si U =1, entonces generar A ~ Unif(®) y hacer & = O\ A.

4. Ir al paso 2.

Simulacién condicional

Empezaremos con dos comentarios. En primer lugar, la cadena de Markov del segundo algo-
ritmo presentado es reversible (hereda esta propiedad del algoritmo de Metropolis). En segundo
lugar, la restricciéon de esta cadena de Markov al conjunto €. de todas las poblaciones de objetos
que respetan las condiciones en Cy y C es irreducible. Esto se deriva del hecho de que 2. es
estable bajo concatenacion, es decir que si &, ¥ € (., entonces la poblacién & + ¥ determinada
por todos los objetos de ® y todos los objetos de ¥ también es un elemento de 2.

En consecuencia, se puede aplicar la técnica de restriccién del kernel de transicién! y el algo-
ritmo en cuestion puede volverse condicional al pedir que las condiciones sean satisfechas en cada

paso de la iteracién. A continuacién se presenta el algoritmo condicional:

Algoritmo condicional para el modelo booleano

1. Generar ¢ € (..

'Esta técnica se discute en la cuarta seccién del octavo capitulo del mismo libro. A grandes rasgos, consiste en
prohibir excursiones fuera de €2.. Se toma x € (), y se simula y hasta asegurar que y € €).. Luego se hace z = y.
Esta idea fue propuesta por Lantuéjoul en 1996.
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2. Generar una variable aleatoria U que tome los valores 1, —1 y 0, con probabilidades:

— __ v _ #® _
P\ = yoyrger P17 gyrger Po=1-pi—poa.

3. a) SiU =1, entonces generar A ~ T. Si AN Cyl) entonces hacer ® = d U A.
b) Si U =1, entonces generar A ~ Unif(®). Si C; C ®\ A, entonces hacer & = O\ A.
4. Ir al paso 2.

Por supuesto, este algoritmo debe iniciar con una poblacién permitida ® € €).. Una manera en
que se puede obtener es simulando una sucesién de objetos tipicos independientes. Cada vez que
un objeto le pega a Cy es descartado automaticamente. El procedimiento se continta hasta que
los objetos que quedan cubran completamente . Para evitar iniciar con demasiados objetos se
recomienda conservar sélo los objetos que son los primeros en cubrir puntos de Cf.

En consecuencia se tiene el siguiente algoritmo:

Algoritmo para la inicializacion del modelo booleano condicional

1. Hacer ® =0y C = C4.

2. Generar A ~ 7.

3. SiANCy#Dosi ANC =0, ir al paso 2.
4. Hacer ® =P U Ay C\A.

5. Si C # ), ir al paso 2.

6. Regresar .

Sea NN, el numero de objetos generados para completar este procedimiento. En el caso en que
C} # 0 un célculo sencillo muestra que el valor medio de N, es

1

E{N,} = MZCCI(—D'C'“T(CO 0C) = T(Co)’

Este valor medio es finito si y sélo si P{Cy C (X N D)¢,Cy C X N D} > 0.

La afirmacién anterior se explica del siguiente modo: Tenemos que E{N,} < oo si y sélo si
T(Co U {c}) — T(Cy) > 0 para cada ¢ € C]. Para aprovechar estas desigualdades expresaremos
X N D como la uniéon de #C; modelos booleanos independientes e idénticamente distribuidos
(X(c),c € Cy). Su funcién de identidad comun es %. Notemos que X N D contiene a C; en
cuanto X (c) contiene a c¢. En consecuencia

P{C, C (XN D)*,C; c XND} > [[P{Con X(c) =0,C1n X(c)}

ceCy
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— exp {—’:gl) :r(co>} ~exp {—:9;31) T(Cy U {c})} - 0.

La eleccion del criterio para detener el algoritmo depende de su tasa de convergencia. Una
posibilidad es comparar el funcional que evita @), del conjunto aleatorio X, producido en la
enésima iteracion y el funcional que evita (), que se quiere simular. Sin entrar en detalles es
posible usar el argumento dado por Lantuéjoul (1997), el cual aprovecha el hecho de que el niimero
de objetos en X,, evoluciona de acuerdo a una cadena de Markov con un kernel de transicion de
Jacobi compacto. Denotando por ¢ al eigenvector normado asociado con el eigenvalor A con el
mayor médulo estrictamente mayor a 1, se puede determinar que

|Qn(K) — Qoo (K)| < 2X"E{(#®0)},

donde ¥y denota a la poblacién inicial de objetos. Es posible obtener el valor de A median-
te la técnica de integracién de rango?. Explicitamente, se obtiene el valor de A = 0.993, el cual
corresponde a un rango de integracion de aproximadamente 320 iteraciones. Kendall y Thonnes di-
senaron un algoritmo exacto de simulacién condicional para el caso en que los objetos son acotados.

Es posible aplicar el algoritmo del modelo booleano condicional cuando se tienen restricciones
mas generales que Cy y C}. Este algoritmo funciona siempre y cuando el conjunto de estados per-
misibles €. sea tal que P{€2.} > 0y que la cadena de Markov restringida a . sea irreducible. Este
hecho es 1til para ingenieros petroleros que necesitan incorporar a sus simulaciones mas informa-
cién que sélo datos del pozo (datos dindmicos, datos sismicos o incluso interpretaciones geoldgicas.

El modelo booleano es un caso especial de los modelos basados en objetos. Una primera ex-
tension consiste en reemplazar el proceso puntual de Poisson que especifica la localizacién de los
objetos a través de un proceso espacial de nacimiento y muerte (Preston, 1977; Stoyan et al., 1987).
También es posible permitir dependencia entre los objetos. En ese caso, un objeto se inserta o
se elimina dependiendo de una funcién de los objetos ya presentes (y no solamente el nimero de
éstos). Esto lleva al concepto de un proceso de vida y muerte de objetos en el espacio. Un ejemplo
tipico es el modelo de interaccién dos a dos considerado por Sylverseen y Omre (1994). La primera
version de este modelo incluyé un niimero fijo de objetos, lo cual permitia la simulacién a través
de un muestreo de Gibbs. Esta restriccién fue eliminada en un articulo posterior (1997). Es po-
sible extender el modelo de muchas otras maneras, como el proceso de saltos de Markov de objetos.

2La cuarta seccién del noveno capitulo del libro discute la determinacién empirica de la tasa de convergencia.
La idea inicial consiste en estimar la tasa mediante una simulacién para cierto nimero de iteraciones, permitiendo
un periodo de calentamiento. Sin embargo, dada la interpretacién de la tasa se necesita gran precisién al estimarla,
y este planteamiento inicial no permite estimar el nimero de iteraciones necesario para obtener una precisién
aceptable. Lantuéjoul propone utilizar el rango integral para salvar este obstaculo. Este es una herramienta simple
y poderosa que permite cuantificar las fluctuaciones estadisticas de un modelo estocastico. Se define utilizando
herramientas variograficas y se discute a detalle en el cuarto capitulo.
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3.1.5. El caso estacionario
Ahora se considera el caso en que:
a. La funcién de intensidad 6 es constante.

b. Todos los objetos son idénticamente distribuidos salvo por traslaciones. Dicho de otro modo,
sea A un objeto implantado en el origen. Entonces A(z) tiene el mismo funcional que pega
que A trasladado por z:

P{A(z)NK # o0} = P{A,NK #0} = P{ANK_, #0} = T(K_,).

Utilizando estas nuevas hipétesis el funcional que evita de X se convierte en

P{XNK =0} = exp{—@/Rd‘J'(Kx)da:}.

Pero

Joa T(K _p)dzr = E{[oslank 2o0dz}
= K {fR’i ﬂ_xeA@Kdﬂf} y

~ E{lA® K]}

y finalmente se tiene que el funcional que evita de un modelo booleano estacionario con inten-
sidad @ y objeto A es

P{X NK =)} = e BUASKD ¢ € K.

Consideremos ahora algunos casos particulares de K:

» Si K = {z} consiste de un solo punto, entonces obtenemos la probabilidad de que x no
pertenezca a ningtin objeto, la cual queda determinada por e ?E{l4l},

» Si K = {z,z 4+ h} es un par de puntos, entonces obtenemos la funcién de distribucién bi-
variada de X°. Ya que |[A® K| = |[AU A,| = 2|A| — |AN Ay, es conveniente introducir el
covariograma geométrico G4 de A:

Sea f la funcién indicadora de algin subconjunto X de R?. Suponiendo que f es integrable,
se tiene que el volumen |X| de X es finito. X, denotard al conjunto que se obtiene de
trasladar X por h. Entonces podemos definir el siguiente mapeo:

G(h) = /R () Lo + B



40 CAPITULO 3. REVISION DE MODELOS DE PERCOLACION CONTINUA

Si desarrollamos la expresién anterior tenemos que

G(h) = /R Ly (2)Ly , (z)dz = |X N X_).

Tenemos que G(h) = G(—h), y entonces definimos el covariograma geométrico de X como
el mapeo G(h) = |X N X_;|, h € R4

Utilizando el covariograma G4 tenemos

P{z € X¢, x4+ h € X} = ¢?fFah),

De esta expresion derivamos lo siguiente:

P{z € X, x4+ h e X} = q— g2t

]P){:C € X, x—“h S X} = 1 —2q_|_q269GA(h).

» Si K = [z,x + h] es un segmento de recta, entonces |A @ K| es tratable si y sélo si A es
casi seguramente convexo. Sean |h| y « el médulo y la direccién de K, entonces tenemos que
|A® K| = |A| + |h||Aa| donde A, denota al volumen (d — 1-dimensional) de A proyectado
sobre el hiperplano ortogonal a a. En consecuencia

P{[z,z + h] C X} = ge ?InE{AD},

Maés aun, si suponemos que A es isotrépico (es decir, que su funcional que pega es invariante
bajo rotaciones) entonces la férmula de Cauchy® puede aplicarse y la férmula anterior se
simplifica a

“d—1
o0l S oAl

P{lx,z+ h] C X} =¢q

Esta probabilidad se comporta como una funcién exponencial de médulo h.

3Esta férmula representa el valor medio de los funcionales de Minkowski. Estos funcionales surgen en el campo
de la estereologfa al estudiar funciones sobre los conjuntos convexos de R?. Es deseable que esta familia de fun-
ciones respete la convexidad, y los funcionales de Minkowski la generan. Estdn definidas salvo alguna constante
multiplicativa, y convencionalmente se utiliza por constante de normalizacién el volumen de una esfera unitaria en

R?, a saber
d
bl

s
Wy = —F—.
L(§+1)
Los funcionales de Minkowski se denotan por W;, donde i se denomina el grado del funcional, y varios de ellos
tienen interpretaciones muy sencillas. Por ejemplo Wy (K) = |K|, W1(K) = ‘a—fl, donde |0K| denota al volumen

(d — 1)-dimensional de la frontera de K.
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» Si K = B(xz,r), una bola de radio r con centro en x, también es posible realizar célculos
explicitos en el caso en los objetos son casi seguramente convexos. En este caso se puede
aplicar la férmula de Steiner*:

Blao K =3 (4 ) omiay

y obtenemos
P{B(z,r) C X°} = exp {—92 ( CZZ ) E{W(A)}rl} .

1=

Estas féormulas son muy ttiles para comprobar la compatibilidad de un conjunto de datos experi-
mentales con el modelo booleano, asi como para inferir estadisticamente sus parametros.

3.2. Modelos de conexion aleatoria

Dado un proceso puntual estacionario X, existe otra manera natural de construir objetos alea-
torios no acotados. La siguiente es una descripcion informal: En un modelo booleano, la segunda
caracteristica es una variable aleatoria p que gobierna el comportamiento de los radios de las bolas
(la primera es el proceso X). En un modelo de conexién aleatoria (RCM, por sus siglas en inglés),
la segunda caracteristica es la llamada fucion de conexion, la cual es una funcién no creciente que
va de los reales en el intervalo [0, 1]. Dada una funcién de conexién g, la regla es la siguiente:
para cualesquiera dos puntos x; y x5 del proceso X, insertamos un enlace entre dichos puntos con
probabilidad g(|z; — z3|), independientemente de cualquier otra pareja de puntos de X, donde |- |
denota la distancia Euclideana. El enlace entre z1 y x2 se denota por el par no ordenado {x1, x5}
y decimos que x; y xo son los wvértices finales de {x1,x5}. Dos puntos z y y del proceso estan
conectados si existe una secuencia finita (z =: z1, 29, ..., 2, := y) tal que el enlace {z;, 2,11} ha
sido insertado para toda ¢ € {1,...,n — 1}. Una componente se puede definir ahora de la manera
usual en la teoria de graficas: una componente es un conjunto se puntos tal que cualesquiera dos
puntos en el conjunto estdn conectados, y que es maximal respecto a esta propiedad. La compo-
nente ocupada que contiene el origen se denota por W. Por supuesto que para que W no sea vacia
es necesario condicionar el proceso a tener un punto en el origen. Este es el analogo natural de las
componentes ocupadas de los modelos booleanos. No hay analogia para las componentes vacias

48i B es un convexo, definimos a B como el conjunto obtenido de B después de una rotacion aleatoria uniforme.
La férmula de Steiner proporciona la media de los funcionales de Minkowski de K & B:

d—1i .
BOK o B) =3 (17" ) Wi (8)

=N Y
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en los modelos de conexién aleatoria. Decimos nuevamente que el RCM esta dirigido por X y el
modelo se denota por (X, g).

Hacemos notar que la percolacién de enlace ordinaria en Z? es un caso especial del modelo de
conexion aleatoria. Para ver esto, tomese simplemente el Ejemplo 1.1 | es decir, la traslacion de
la reticula entera por un vector aleatorio. La funcién de conexién serd g(x) = plyz<1}- En este
sentido, un modelo de conexion aleatoria es méas general que la percolacion discreta ordinaria.

3.2.1. Construccion del modelo de conexion aleatoria

Ahora se presenta una construccién matematica formal de un modelo de conexién aleatoria
(X, g) [29]. Primero suponemos que el proceso puntual X estd definido en un espacio de proba-
bilidad (€2, F;,P). A continuacién consideramos un segundo espacio de probabilidad €2, definido
como

0y = II (o1

{K(n,2),K(m,z")}

donde el producto se toma sobre todos los pares no ordenados de cubos binarios. Un elemento
wy € €y se escribe como wy({(n, z), (m, 2')}). Equipamos Q5 con la medida producto Py tal que
todas las medidas marginales son la medida de Lebesgue en [0, 1]. Del mismo modo que antes, sea
Q = x )y y dotamos a €2 de la medida producto P = P; x P,. Un modelo de conexiéon aleatoria
es un mapeo medible de Q en N x €y definido por (w;,ws) — (X (w1),ws). La realizacién corres-
pondiente a (wy,ws) se obtiene del siguiente modo: para cualesquiera dos puntos z y y de X (wy),
consideramos los cubos binarios K (ng(z), z(no(z),x)) y K(no(y), z2(no(y),y)) definidos en la sec-
cién anterior. Conectamos x y y si y sélo si wa({no(z), z(no(x), x), no(y), 2(no(v),y)} < g(|lz—1y))).
La transformaciones U,, en {2y y Tei en €) pueden definirse ahora de manera similar a como se hizo
previamente. La transformacién YN}Z, corresponde de nuevo a trasladar una realizacién del RCM
por el vector e; en el espacio.

Ejemplo 3.2.1. En el caso en el que el proceso puntual que dirige al modelo es de Poisson, se dice
que se tiene un RCM de Poisson. Si la intensidad del proceso puntual de Poisson es A, el modelo
se denota por (X, )\, g). Siempre se supone que hay un punto en el origen. Esta suposicién es para
poder hacer percolacion sobre el modelo. La funcién de conexién se definird como una funcién de
R? en el intervalo [0, 1] que satisface:

1. g(z) = g(y) cuando |z| = |y|,
2. g(z) < g(y) cuando |z = [yl.

Funciona del siguiente modo, una vez que tenemos una realizaciéon de nuestro proceso puntual
de Poisson, podremos conectar parejas de puntos de manera aleatoria utilizando la funcién g. Por
ejemplo, g podria ser inversamente proporcional a la distancia entre los puntos, de tal suerte que
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entre mas cerca se hallen dos puntos, es mas probable que estén conectados. Ya que g toma valores
entre cero y uno, se le puede interpretar como una “probabilidad de conexién”. Una realizacion
del modelo se ve como una grafica aleatoria.

Cabe mencionar que es importante elegir g de tal suerte que el modelo no se trivialice. En este
contexto, considerando que el objeto de estudio de la teoria de percolacion son las componentes
conexas infinitas, se entiende que el modelo es trivial cuando g es tal que todas las componentes
son siempre infinitas (casi seguramente).

Por ejemplo, supongamos que g es tal que fRd g = 00. Sea Y es el nimero aleatorio de puntos
que estan conectados con el origen, entonces

AN (A Jga 9)"
P(Y = k) = e Mt 222

Lo anterior se debe a las propiedades del adelgazamiento de un proceso puntual que ya se
discutieron. Observemos que bajo la suposiciéon de que g no tiene integral finita, resulta que
P(Y = k) = 0 para cada k € N y entonces Y = 0o casi seguramente, sin importar el valor de A.
Asi que para que el modelo sea de interés debemos pedir a ¢ la siguiente condicién:

0< / g < o0. (3.1)
Rd

Observemos brevemente que si la integral de g vale cero, de nuevo P(Y = k) = 0 para cada
k e N.

Si bien es claro que esta condicién es necesaria, también resultard suficiente para asegurar
que el modelo sea no trivial. La suficiencia de la condiciéon se debe a que, cuando ¢ la satisface,
existiran las llamadas densidades criticas:

Teorema 3.2.1. Sea (X, g,)\) un modelo Poisson de conexién aleatoria en R, con d > 2. Si g
satisface (2), entonces existen dos densidades 0 < Ar(g) < Am(g) < oo tales que:

L X(A\) <00 siA<Ap, y X(A) =00 si A> Ap.
1. O(A) =0 si A< Ag(g), yO(X) >0 si A> Ag(g).

Para demostrar este resultado se utiliza un argumento de ramificaciéon, combinado con elemen-
tos de apareamiento. Recordemos que denotamos por W a la componente conexa que contiene el
origen. Primero hay que demostrar que para A suficientemente pequena, pero positiva, el valor
esperado del tamano de W es finito. Segtn se vio en (1) , el valor esperado del niimero de puntos
conectados con el origen es \ fRd g. Es decir, los puntos conectados con el origen forman un proceso
Poisson no homogéneo con intensidad Ag, que denotaremos por X,. A continuacién se etiquetan
los puntos de Xy (1, 9,...) y a cada uno de ellos se le “pega” un proceso puntual de Poisson
no homogéneo X7, al cual se le asigna una funcién de intensidad conveniente (lo fundamental es
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que incluya al factor g(x — x;)). De tal suerte que se obtiene una sucesién de procesos puntuales
de Poisson no homogéneos X{, X2, ... independientes entre si, que representan las generaciones
del proceso de ramificacién. Gracias a la construccién de sus funciones de intensidad, estos pro-
cesos se pueden acoplar con procesos puntuales de Poisson no homogéneos X con funciones de
intensidad A\g(x — z;) tales que las realizaciones de X! son un subconjunto de las realizaciones de
X i. Resultard que estos procesos puntuales de Poisson acoplados son un tipo especial de proceso
de ramificacion, conocido como proceso ordinario de ramificacion de Galton-Watson, tal que el
valor esperado de puntos en cada generacion es precisamente A fRd g. A continuacion, utilizando
un resultado que Grimmet e Stirzaker publicaron en 1992°, y considerando que la cardinalidad de
las realizaciones de los procesos acoplados provee una cota superior para la cardinalidad de las
realizaciones del primer proceso de ramificacion que construimos, tenemos que

Emwnsgx}4@7 (32

Asi que si g satisface (2), basta elegir A < [, g para que la suma en (3) converga, asegurando
que W sera finito.

Para demostrar la segunda parte del teorema, hay que mostrar que para A suficientemente
grande se tiene que |W| = oo con probabilidad uno. Para hacerlo se necesitard la nocién de
conjunto de Lebesque de una funcién g. A este conjunto se le define como el conjunto de puntos
y € R? tales que

gy&r{éﬁjmw—g@wmzo, (3.3)

donde B, = [—¢,€]¢. Rudin demostré en 1970 que el conjunto de Lebesgue de g es tal que
su complemento tiene medida cero (se dice que tiene medida plena de Lebesgue). Este hecho nos
permite elegir d puntos linealmente independientes (yi,...,yq) en el conjunto de Lebesgue de ¢
tales que g(y;) > 0 para cada i € {1,...,d}. Este hecho se puede probar considerando la funcién
determinante, que toma d vectores y los manda al determinante de la matriz que tiene a dichos
vectores por columna. Ya que esta funcion es Lebesgue-medible, y el conjunto de Lebesgue tiene
medida plena, si suponemos que no hay d vectores linealmente independientes en el conjunto de
Lebesgue de g (es decir, que la funcién determinante es nula en todo este conjunto), nos vemos
forzados a concluir que la funcién determinante es idénticamente cero en todo el espacio, lo cual
contradice la existencia de bases en espacios vectoriales. Asi que la funcién determinante debe ser
distinta de cero en algin punto de su dominio, dicho punto constara de d vectores linealmente
independientes. Por otra parte, ya que el limite que define al conjunto de Lebesgue de g tiene a
cero, podremos encontrar o > 0 tal que para cada 7 y para cada rectangulo B de lado no mayor a
0 que contenga alguna y;:

[ 9= 56819 (3.4

5Su resultado consiste en que el valor esperado del ntimero de puntos en la enésima generacién de un proceso
ordinario de Galton-Watson con valor esperado de p en cada generacién es igual a "
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para cada 7. Al mismo tiempo, d puede tomarse suficientemente pequena para que todos los con-
juntos de la forma ) ,_,4n;y; + Bs, con n; € Z sean mutuamente disjuntos. Es decir, que los
rectangulos By sean lo suficientemente pequenos para que todas las traslaciones por combinacio-
nes lineales de los ;’s, con coeficientes enteros, no se intersecten. Denotaremos estos rectangulos
trasladados por Bs(n,...,nq).
Ahora nos fijaremos en los vértices “cercanos” en Z? y tomaremos los enlaces e entre ellos. Por
“cercanos” entenderemos parejas de vértices (nq,...,nq) y (m,...,my) tales que Zle |n;—m;| =
1. Para cada uno de estos enlaces e colocaremos un proceso puntual de Poisson X., de densidad
(2d)~1\, en los rectdngulos Bs(ni,...,ng) y Bs(my,...,mg). Posteriormente, colocaremos un pro-
ceso puntual de Poisson X™* de densidad A en el complemento de la unién de todos estos rectangulos.
La superposicién de X* y X, para todos los enlaces e resulta en un proceso puntual de Poisson
homogéneo con intensidad A en RY.
Sin=(ni,...,na) y m=(mi,... mg) son tales que Y% |n; —m;| = 1y e es el enlace entre n
y m, entonces Bs(m) se puede expresar de la forma Bs(n) + y;, para i adecuado. Dado un punto
x de X en el rectdngulo Bs(n), la probabilidad de que x no esté conectado a ningiin punto de X,
en Bs(m) es

oD [ 9ly—a)dy

Si utilizamos la cota obtenida en (5) , tenemos que tal probabilidad es menor o igual que

22T 320 g(yi) _ —A(4d) T (20)%g(vi) (3.5)

donde Bs = Bs(my, ..., ms). Ahora podemos llevar a cabo percolacién de enlace (independiente)
en Z? del siguiente modo: se construira paso a paso el cluster C' que contiene al origen. Empezamos
solamente con el origen, y lo bautizamos zy. Supongamos que C' consiste de un ntimero infinito de
vértices tales que para cada n € C, elegimos un punto z,, € X dentro de Bs(n). A continuacién
consideramos un enlace e entre n y m que no haya sido tomado en cuenta previamente, tal que n
pertenezca a C' pero m no. Si no existe tal enlace nos detenemos, pero si existe revisamos si hay
algiun punto de X, en Bs(m) que esté conectado con z,. En caso de que exista, lo denotamos por
T, v anadimos m a C.

El cluster C' puede ser visto como el cluster que contiene al origen en este modelo de per-
colacién discreta. Debido a (6), el pardmetro de este modelo debe ser al menos min,<j<¢{1 —
e*)‘(4d)71(26)d9(w)}. En consecuencia, si tomamos A suficientemente grande el parametro del modelo
se acercara mucho a 1, y en consecuencia, la probabilidad de que el cluster que contiene al origen
sea infinito se vuelve positiva(lo cual significa que el proceso inductivo descrito previamente no
termina). Pero si C' es infinito, entonces la componente W en el modelo de conexién aleatoria
subyacente también lo es. De esta manera se concluye la demostracion del teorema.

Concluiremos esta seccién mencionando que la condicién (2) es algo laxa, en el sentido de que
existe una amplia gama de funciones que la satisfacen. En consecuencia, las demostraciones rela-
tivas a este modelo se vuelven notablemente técnicas, ya que deben ser validas para una amplia
gama de funciones.
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Finalmente, realizamos un breve comentario respecto a la densidad critica en modelos de
conexién aleatoria. Recordemos que en esta seccién definimos dos densidades criticas: Ag(g) y
Ar(g). Observemos que Ag(g) establece la transicién de fase en términos de X (A), es decir, en
términos del valor esperado de la cardinalidad de W. Por otra parte, Ar(g) relaciona la transicién
de fase con la probabilidad de que W sea infinito, #(\). Cabe preguntarse si es posible que estas
dos densidades criticas coincidan, pues resulta deseable describir la transicion de fase de nuestro
modelo en términos de un sélo parametro. Notemos que en el caso del modelo booleano con discos
estas densidades no tienen por qué coincidir, ya que un solo punto puede generar un volumen muy
grande, y de este modo no existe una relacién adecuada entre la cardinalidad de W y su tamano.
Este fenémeno no ocurre en el modelo de conexion aleatoria, hecho discutido con mayor detalle
en el Apéndice D.

3.2.2. Unicidad de la componente no acotada

Del mismo modo que en los modelos booleanos, en un modelo Poisson de conexién aleatoria
las componentes conexas no acotadas son tnicas, en el sentido de que con probabilidad uno existe
solamente una de ellas en cualquier realizacion del modelo. La ideas detras de esta afirmacion se
discuten a continuacion.

Gracias a la ergodicidad del modelo, se puede garantizar que el niimero de componentes no aco-
tadas en una realizacion del modelo es, con probabilidad uno, una constante. Después se demuestra
que esta constante debe ser cero, uno o infinito (con probabilidad uno):

Supongamos que el niimero de componentes conexas no acotadas es, con probabilidad 1, igual a
K > 2. Entonces debe existir un rectangulo B,, que las intersecte a todas. Ahora tomemos M < oo
tal que g(z) = 0 para cualquier |x| > M (notemos que esto es posible gracias a la condicién (2),
y M podria tomar el valor infinito). Partiremos el rectangulo B,, en al menos K celdas cibicas
G; suficientemente pequenas para que cada pareja de celdas adyacentes Gy y G2 ocupe una dis-
tancia menor a M. Es decir que si z € G1 y y € Gy tenemos que d(z,y) < M. Ahora bien, si
tomamos A C R? y quitamos todos los puntos del modelo que se encuentren fuera de A, asi como
todos los enlaces que conecten con A, obtenemos un nuevo modelo Poisson de conexion aleatoria
que denotaremos por (X4, g, ). Sea G = UK G,;. Si tomamos celdas suficientemente pequeiias,
y las etiquetamos de manera conveniente, podremos encontrar K celdas Gy, ...,Gk tales que el
siguiente evento tenga probabilidad positiva:

E :={ (XquBe, 9, \) contiene exactamente K componentes no acotadas C1, ..., Cy tales que
cada C; tiene exactamente un punto del proceso Poisson z; € G; parai=1,..., K}.
Por otra parte, el siguiente evento tiene probabilidad positiva:

F := { cada una de las celdas G; en B, afuera de G contiene exactamente un punto del proceso
Poisson z; }
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Observemos que F y F son independientes, por que dependen de regiones disjuntas del espacio.
En consecuencia:

P(ENF) =P(E)P(F) > 0.

Pero dado el evento £ N F' podremos, con probabilidad positiva, conectar los puntos z; y
x; si las células G; y G son adyacentes, dada la eleccién del tamano de las celdas. Sin embar-
go, después de hacerlo, la configuracion resultante contiene solamente una componente no acotada.

Una de las caracteristicas de los modelos de percolacién continua, que no comparten con los
modelos discretos, es la posibilidad de considerar una densidad arbitrariamente grande. Cuando
la densidad A del proceso puntual subyacente tiende a infinito, se espera que sucedan varias cosas.
En primer lugar, una densidad mayor implica que en promedio hay mas puntos por unidad de
volumen, asi que deberia ser mas facil que el origen pertenezca a una componente no acotada.
Esto implica que

/\h_)ngo 0,(N) = 1.

En realidad, esta afirmacién tiene implicaciones mas profundas. Ademas de considerar la pro-
babilidad de que el origen pertenezca a una componente no acotada, es razonable pensar que la
probabilidad de que un punto se halle aislado, dado que su componente conexa es finita, tiene a
uno conforme A crece. Es decir, si pensamos en un modelo con densidad infinita habra una infini-
dad de puntos muy cerca entre si. De este modo, la inica forma en que un punto se encuentre en
una componente finita, es que esté aislado. Otra manera de interpretar esta idea es que “la ma-
yoria” de las componentes finitas consistirian de puntos aislados. Estas ideas se pueden formalizar
matematicamente en la siguiente discusion.

Si 0,(A) es la probabilidad de que la componente que contiene el origen sea infinita, entonces
1 —6,(\) es la probabilidad de que la componente conexa que contiene al origen sea finita. De
acuerdo a lo discutido en el parrafo anterior, cuando A tiene a infinito la \inica manera de que
componente conexa que contiene al origen sea finita, es que consista inicamente del mismo origen.
Es decir

lfm 1 — 6,(\) = By(|W] = 1).
A—00

Por otra parte, que el origen esté aislado significa que no hay puntos conectados a él. Si
recordamos la férmula (1), tenemos que

Py(|[W] =1) =P(Y = 0) = e Mra9,

Es decir que cuando X es suficientemente grande, se tiene que 1 — 6,(\) ~ e Mra 9. Ya que la
funcion logaritmo es continua, podemos aplicarla de ambos lados de esta aproximacién, y de este
modo concluimos que
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L —loa(1 - 6,(0)

=1.
A—00 A fRdg

En consecuencia, no solamente es cierto que 1 — 6,(\) aproxima la probabilidad de que el origen
esté aislado, sino que 6,(\) = 0()) tiende a uno a la misma velocidad en que la probabilidad de

que el origen esté aislado tiende a cero.

3.3. Otros modelos de percolacion continua

3.3.1. Modelo de percolacion fractal

Existe una manera natural de construir conjuntos fractales a partir de
una cantidad numerable de modelos booleanos. Sea A > 0 y consideremos
los modelos booleanos bidimensionales (Xj, 2% 4k=1)\), para k = 1,2,.. ..
La razon detras de esta eleccién particular de parametros se volvera clara
sobre la marcha de la construccién. Consideremos el concepto de fraccion
de volumen cubierto o FVC. Este concepto representa la “fraccién” del es-
pacio que esta cubierta por nuestro proceso. Para formalizar este concepto
recordemos que la probabilidad de que el origen esté cubierto en el modelo
booleano de Poisson es de 1 — e’\”dE(pd), donde 7 denota el volumen de una
d-esfera unitaria. Utilizando el teorema de Fubini se sigue que la medida
de Lebesgue esperada de la regién ocupada en el cubo unitario es el mismo
valor. Ahora bien, la ergodicidad nos garantiza que si B, = [-n,n]¢y C es
la region ocupada, entonces el limite

i L(Bn N C)
n—o0 (Zn)d

existe casi seguramente y en el caso del modelo booleano de Poisson
es igual a 1 — AE(r") . Entonces tomaremos ese limite como nuestra de-
finicion para la FVC. En el caso de los modelos booleanos bidimensiona-
les que utilizaremos para la construccién, la FVC es la misma para to-
dos.

A continuacién superpondremos las realizaciones de estos modelos boo-
leanos. Denotaremos la superposicion de los primeros n modelos por
(Yo, pn, An). Sea V,, la regién vacia que queda después de la superposicién
de los primeros n modelos. Es evidente que tenemos la siguiente cadena de
contenciones: Vi3 D Vo, D V3 D ..., asi que tiene sentido definir el limite

Figura 8.1: Cons-
trucciéon del modelo
de percolacion frac-
tal, primeros cuatro
pasos.
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A simple vista, no podemos asegurar que V,, es no vacio. Consideremos

la siguiente discusiéon: la FVC de un modelo representa la probabilidad de que un punto en parti-
cular esté cubierto. Si denotamos la FVC de uno de nuestros modelos booleanos (X, 2'7% 4¥=1))
por «, tendremos que la probabilidad de que el origen pertenezca a V,, es (1 — )™, ya que para
pertenecer a V,, debe pertenecer a cada V; con ¢« < n, y para cada una de esas componentes vacias
la probabilidad es (1 — «). Entonces la probabilidad de que el origen pertenezca a V., es igual
a lim, (1 — a)", pero este limite vale cero. Sin embargo, no podemos concluir que el espacio
esta cubierto casi seguramente, pues en argumentos anteriores ha sideo fundamental el hecho de
que los modelos son localmente finitos. En esta ocasion hay casi seguramente una infinidad de
bolas en el rectdangulo unitario y asi nuestro modelo no es localmente finito. Bastara tomar A\
suficientemente pequena para decir que V,, es casi seguramente no vacio.

Si A > 4log4, entonces V., = () casi seguramente. Por otra parte, si A < 13554, entonces Vi, # ()

casi seguramente. Para demostrar la primera afirmacién se utiliza un proceso de ramificacion:

Consideremos el cuadrado unitario /2, y dividdmoslo en cuatro cuadrados de lado % La gene-
racién cero de nuestro proceso es I%, y la primera generacién son aquellos cuadrados S entre los
cuatro sub-cuadrados tales que X;(S) = 0. Notemos que si X;(S) > 1, entonces el cuadrado se
encontrara completamente cubierto, pues su lado mide % y el radio de los discos del primer modelo
booleano mide en promedio 1. Entonces V] esta contenido en la uniéon de los sub-cuadrados de
la primera generacién. Por otra parte, debido a las propiedades de un proceso de ramificacién,
la probabilidad de que un sub-cuadrado particular pertenezca a la primera generacién es de e 7.
Cada uno de los cuadrados de la primera generacion se divide ahora en sub-cuadrados de ;11 de
lado. Cada uno de estos nuevos sub-cuadrados S se encontrara en la segunda generacién si y
sélo si X5(S) = 0. Esto sucedera con probabilidad et = e 1. Ademas, los cuadrados de la
primera generacion dan origen a los de la segunda de manera independiente entre si. Entonces
hemos construido un proceso de ramificacion de tal suerte que cuando se extingue es por que ya
no hay componentes vacias en la realizacion original. La extincién ocurre casi seguramente cuando
el nimero esperado de miembros en la primera generacion es menor a 1, es decir si 4e~% < 1. De
manera equivalente, cuando A > 4log 4.

Para confirmar la segunda afirmacion, tomamos de nue-
vo un proceso de ramificacion. Esta vez construiremos un
proceso tal que si sobrevive es por que V., # . Conside-
remos de nuevo I? y supongamos que X;([?) = X,(I?) =
0. Esto sucede con probabilidad positiva. Al igual que en
el proceso anterior, la generaciéon cero de nuestro proceso
consiste Unicamente de I?. La primera generacién consis-
tird de aquellos cuadrados entre [0, 1] x [0, 1], [0, 1] x [3,1],
2,1] x [0,1], [3,1] x [2,1] (las “esquinas” de I®) que no
son intersectadas por ningun disco originado por X3 o Xj.
La probabilidad de que una de estas esquinas, por ejemplo

[0, i] x [0, }L], pertenezca a la primera generacién es al me-

Figura 3.2: Modelo de percolacion
fractal en estado supercritico.
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nos tan grande como la probabilidad de que no haya ningun
punto de X3 ni Xy en [—1,3] x [—1,3]. Esta probabilidad
es igual a e 1665 = 45X Las otras tres esquinas

pertenecen a la primera generacion con la misma probabili-

dad.

Ahora cada cuadrado de la primera generacién se divide en 16 sub-cuadrados, y la segunda
generacion consiste en aquellos cuadrados “esquina” que no son intersectados por ningin disco
generado por los procesos X5 o Xg. La probabilidad de que esto suceda es la misma que la descrita
en el parrafo anterior. Notemos también que miembros de la primera generacién dan origen a
miembros de la segunda generaciéon de manera independiente entre si. Continuamos de la manera
obvia. Ahora bien, notemos que si este proceso de ramificacién sobrevive, tendremos una secuencia
no creciente A; 2 Ay O --- de conjuntos compactos no vacios tales que A, C V,, para toda n.
Esto implica que Vo, 2 Ny>14, # 0 por el teorema de interseccién de Cantor. La supervivencia
es posible con probabilidad positiva si 4e7*5* > 1, es decir si A < log(4/45).

Desde el punto de vista de la percolacion nos interesa la existencia de componentes conexas
grandes de V. Estas componentes si existen [30] y para expresar este hecho necesitamos definir
una nueva densidad critica A (la A se refiere a “fractal”) del siguiente modo:

Definicién 3.3.1. Sea 6;()\) la probabilidad de que Vo, N[0, 1]? contenga una componente conexa
que intersecte los lados derecho e izquierdo de [0, 1]*. Definimos A como

A =1f{\ : 05(\) = 0}.

Tendremos entonces que Ay > 0. Adicionalmente, esta densidad fractal estd profundamente re-
lacionada a las densidades criticas en el modelo booleano de Poisson de discos ordinario del siguien-
te modo: primero elegimos n € Ny nos fijamos en los modelos Z;(n) = (X4 (_1yn, 270717, 40-1n})
para i = 1,2,.... En particular Z;(n) es (X1,1,\) y Z;11(n) puede obtenerse a partir de Z;(n)
escalando por un factor de 27",

Ahora bien V;(n) denota a la region vacia correspondiente a Z;(n), en lugar de considerar V,
nos fijaremos en

ﬂ Vi(n) =: V(n).

Notemos que entre mas grande sea n mas dominante serd Z;(n), asi que V(n) se parecera cada
vez mas a Vj(1). Pero V(1) es equivalente a la regién vacia de (X, 1, \).

Sea 7(\) la probabilidad de que V'(n) percole. Definimos la densidad critica para n:

Ap(n) = mf{x = 07(\) = 0}.

Tendremos entonces que
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n—0o0

3.3.2. Modelos con dependencia

En el modelo booleano con bolar estandar cada punto de un proceso puntual X con densidad
A > 0 es el centro de una bola con radio aleatorio. Los radios de bolas distintas son idependien-
tes entre si y todos los radios son independientes de X. En esta seccion se presenta un modelo
estacionario y ergédico donde los radios ya no son independientes entre si, ni independientes del
proceso puntual.

Comenzamos con un proceso puntual de Poisson en R? de densidad ). Considerando que
este tipo de modelos pueden escalarse sin perder sus propiedades, podemos tomar sin perder
generalidad A = 1. Elegiremos k£ > 1 entero como parametro del modelo. La configuracién de
bolas en el espacio se construye dinamicamente del siguiente modo: al tiempo cero, todos los
puntos de X con el centro de una bola con radio cero. Después, mientras el tiempo pasa el radio
de cada bola crece linealmente, todos con la misma velocidad. Las bolas empezaran a intersectarse
entre si y tomaremos nota del namero de bolas con las cuales cada bola se intersecta. Tan pronto
como una bola alcanza k intersecciones, su radio deja de crecer. De este modo, para cada tiempo,
el espacio se divide entre la regién ocupada y su complemento (la regién vacia). Nos interesa la
configuracién limite C4(k)

c(k) = | cih).

t>0

Desde el punto de vista de la percolacién, nos interesa la existencia de una componente no
acotada en C%(k). En caso de que exista, diremos que C%(k) percola. Definamos la k critica como
kc(d) = min{k > 1 : C%(k) percola con probabilidad positiva}. Meester y Roy demuestran en
[11] que para toda d > 2 se tiene que

2 < kc(d) < 00.

Continuamos ahora con un RCM dependiente en el mismo sen-
tido que el ejemplo anterior. La construccion es la misma: empe-
zamos con un proceso puntual de Poisson en R? con densidad 1.
Ahora conectamos cada punto x de X con los m puntos de X mas
cercanos. De nuevo el parametro del modelo es m > 1 y pode-
mos definir mq(d) como la m més pequena para la cual el modelo
percola. En este caso se tiene el mismo resultado:

2<me(d) <ocoVd>2.

Figura 3.3: RCM con depen-
dencia.
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3.3.3. Arboles estacionarios

Supongamos que tenemos un conjunto finito de puntos S =
{z1,...,2,} en un espacio euclideano de d dimensiones. Un &rbol
J con conjunto de vértices S se llama drbol generador de S si cada vértice de S incide en al
menos un enlace de T. Un drbol generador minimo (MST por sus siglas en inglés) de S es un
arbol generador tal que la suma de las longitudes de los enlaces es minima entre todos los arboles
generadores. SI S es tal que las distancias |z; — x;| son todas distintas, entonces hay un tnico
MST para S y se puede construir del siguiente modo: Empecemos con un vértice arbitrario x; y
definamos T (x1) = {x1}. Escojamos el punto de S mds cercano a x1, digamos 5. Tracemos un
enlace entre x1 y xo y definamos Ty(z1) = {x1, 22}. Inductivamente, después de haber definido
Ty(x1) para alguna 1 < k < n—1, elegiremos el vértice de STy (1) més cercano a cualquier punto
de Ty(z1), dibujaremos el enlace entre estos dos puntos y agregaremos el nuevo punto a Ty (x1)
para obtener T, 1(x1). Este algoritmo se conoce como algoritmo ambicioso y se tendra que T),(x;)
es el mismo para toda 1 <i < n.

< N S e S IR
~ | | | e
P || B | e | B | et

Figura 3.4: Construccion del arbol estacionario.

Ahora describiremos una version infinita y estacionaria de este proceso. Notemos que la nocién
de arbol generador también tiene sentido en un conjunto infinito de vértices, pero la nocién de
MST tipicamente no lo tiene. Sin embargo, el algoritmo ambicioso puebe ser aplicado a un nimero
infinito de vértices. Tomemos un proceso Poisson X en R? con densidad 1. Para cualquier punto
x € X podemos aplicar el algoritmo ambicioso descrito arriba. Esto produce, para cualquier n > 1,
un drbol T),(x). Escribimos

To(x) = | Tu(2).

Ahora definimos la gréfica aleatoria F como la gréafica cuyos vértices
estan dados por X y que contiene los enlaces (no dirigidos) e = (z;, z;)
siy sélo sie € Too(x;) 0 e € Too(x;). F es estacionario en el sentido
de que la distribucién de la estructura de la grafica es invariante bajo
traslaciones. Se sabe que J es casi seguramente un bosque, y que todas

las componentes de F son no acotadas. Figura 3.5: Arbol estacio-
nario limite.
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3.3.4. Modelo de palillos de Poisson

La fuerza de un objeto metalico depende de las fracturas presentes
en el material. Tipicamente, estas fracturas se representan como incisiones de longitud y orienta-
cién variables presentes de manera aleatoria en el objeto. En una escala més grande, tales fracturas
también estan presentes en objetos geoldgicos, por ejemplo lineas de fallas en el estudio de terre-
motos. A pesar de que en el primer caso se puede suponer que el material tiene una composicion
homogénea, para estudios geoldgicos se puede suponer heterogeneidad. Un modelo sencillo para

estudiar estos fenémenos es el modelo booleano con “palillos”®.

Consideremos un proceso puntual de Poisson X en
R? y supongamos que cada punto del proceso es el
centro de un segmento de recta de longitud aleato-
ria y orientacion aleatoria 6 con respecto al eje .
Estos palillos representan fracturas. Suponemos nue-
vamente que los palillos son independientes e idénti-
camente distribuidos. Mas precisamente, nuestro mo-

delo consiste de puntos x;, w3, ... de un proceso
puntual de Poisson con densidad A en R” y segmen-
tos de recta Ly, Lo, ... centrados en dichos puntos,

respectivamente, donde L; tiene longitud [; y orien-
tacion 6; con respecto al eje x. Suponemos que las
[; son independientes e idénticamente distribuidas, al
igual que las 0;, y que estas dos sucesiones de va- Figura 3.6: Modelo de palillos de Poisson
riables aleatorias son a su vez independientes entre con direccién preferencial.

si.

Para este modelo podemos definir las densidades criticas A¢, Ar y Ag del mismo modo que en
el modelo booleano de bolas ordinario.

Es claro que si 6; tiene una distribucién degenerada (es decir, todos los palillos estan orienta-
dos en la misma direccién casi seguramente), entonces ningin par de palillos se intersectara c.s. y
entonces nunca habra percolacion. Asi que se supone que # tiene una distribucién no degenerada
para que el modelo no se trivialice.

Notemos finalmente que este modelo es un caso particular del modelo booleano general, donde
el objeto aleatorio es el palillo (segmentos de recta).

Se concluye este capitulo observando que es posible preguntarse qué sucede con modelos diri-
gidos por procesos puntuales mas generales. Esta cuestion se discute en el Apéndice E, asi como
los limites de las hipétesis de ergodicidad y estacionariedad empleadas a lo largo de este capitulo.

6Traducido del inglés sticks.
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Capitulo

Modelos estocasticos de redes de fracturas
discretas

En el transcurso de los capitulos anteriores se ha mostrado que los modelos estocasticos con
teoria de percolacion son de utilidad para mejorar nuestra comprension del comportamiento de flu-
jos en medios porosos naturalmente fracturados. Con esta motivacién, desarrollamos tres modelos
estocasticos de redes de fracturas discretas con el objetivo de estimar su funciéon de percolacion,
y asi poder obtener informacién sobre el umbral de percolacion de redes aleatorias de fracturas
discretas en términos de los parametros de los modelos. Estos modelos se desarrollaron en dos
dimensiones y comprenden un caso con una sola familia de fracturas y dos casos con dos familias
superpuestas. Para desarrollarlos se empleé una metodologia general que se presenta a continua-
cién [4].

4.1. Metodologia aplicada al desarrollo de los modelos

Histéricamente, las matematicas se han utilizado para responder preguntas. Estas preguntas
con frecuencia giran en torno al comportamiento de entidades en la naturaleza. Para poder dar
soluciones en términos matematicos, la pregunta y el objeto de estudio deben representarse en
términos mas abstractos. Este proceso nos lleva al planteamiento de un modelo conceptual que
a su vez debe ser expresado en términos estrictamente matematicos para poderse trabajar con
herramientas matematicas. El proceso de seleccion de estas herramientas matematicas conlleva
el planteamiento de un modelo matematico de la entidad que queremos estudiar, y planteamos
nuestra pregunta en esos términos. Notemos que a pesar de que en este punto nuestro modelo ma-
tematico es con toda probabilidad menos complejo que el objeto de estudio natural, con frecuencia
sigue siendo demasiado complejo para obtener soluciones analiticas a las preguntas que nos plan-
teamos y por esta razén debemos utilizar métodos numéricos para aproximar nuestras soluciones.
En ese momento, se plantea de manera explicita o implicita un modelo numérico, que a su vez
puede implementarse computacionalmente pues con frecuencia los calculos a realizar son mucho
mas rapidos y practicos con el uso de una computadora. Entonces, empezamos a necesitar algo-

%)



56 CAPITULO 4. MODELOS ESTOCASTICOS DE REDES DE FRACTURAS DISCRETAS

ritmos estables, consistentes y confiables que nos permitan implementar los métodos numéricos
planteados.
La metodologia implicada en esta discusion se presenta explicitamente a continuacion.

1. En primer lugar se discute brevemente el modelo conceptual del modelo, donde se realiza
el primer paso de abstraccion, se decide cuales caracteristicas del medio poroso naturalmente
fracturado se representaran y en qué términos. Se tiene cuidado de plantear explicitamente
las hipétesis que dichas representaciones conllevan.

2. A continuacién se presenta el desarrollo del modelo matematico, en el cual se seleccionan
las herramientas adecuadas para expresar el modelo conceptual en términos matematicos. En
nuestro caso, estas herramientas se han desarrollado en los primeros tres capitulos, asi como
en los apéndices relevantes.

3. El tercer paso consiste en el modelo numeérico, que siempre es una version discretizada de
nuestro modelo matematico y nos permite pasar al siguiente paso. En este trabajo el modelo
numérico se desarrollé de manera implicita al elegir el lenguaje de programacion en el cual se
implementa el siguiente paso. De este modo, el aspecto numérico es el mismo para nuestros
tres modelos estocasticos, por lo cual se le presenta en la su propia seccién al final de este
capitulo, por unica vez.

4. Finalmente se presenta el modelo computacional, en el cual los modelos se implementan en
el lenguaje de programacion R, utilizando algoritmos de simulacién estocéastica. Los cédigos
desarrollados para implementar los modelos en R pueden hallarse en el Apéndice F.

Finalmente, en el transcurso de la implementacién fue necesario representar la conectividad de
las redes de fracturas discretas en términos de una matriz de incidencias (en el sentido de teoria
de graficas, ver Apéndice B). Esto nos motivé para intentar caracterizar la conectividad de la
red utilizando conceptos de teoria de graficas, con la posibilidad de hallar un criterio alternativo
que permita detectar el umbral de percolacion. Si bien esta idea no tuvo efecto alguno sobre la
conceptualizacion de los modelos, ciertamente se volvié uno de los objetivos del trabajo presente.



4.2. MODELO BASICO

4.2. Modelo basico

4.2.1. Modelo conceptual

Las observaciones de campo de muchas for-
maciones fracturadas revelan redes de fractu-
ras que se muestran como un ensamble de del-
gados segmentos de recta, distribuidos al azar.
Por esta razén representaremos las fracturas en
nuestro modelo utilizando segmentos de rec-
ta. Estos segmentos se encontraran dentro de
una ventana de estudio que serd, naturalmen-
te, acotada y por simplicidad rectangular. Adn
mas, supondremos que estas fracturas estan
distribuidas uniformemente en nuestra venta-
na de estudio, de manera aleatoria. Propondre-
mos que el nimero de fracturas sea también
aleatorio y que la ocurrencia de una fractura
en un lugar determinado no afecte a las demas,
es decir, que regiones ajenas de la ventana de
estudio se comporten de manera independien-
te.
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Figura 4.1: Red aleatoria de fracturas discretas en
dos dimensiones. La red se encuentra por debajo del
umbral de percolacién.

Nuestras fracturas, al ser representadas mediante segmentos de recta, estan dotadas de lon-
gitud e inclinacién. Asi que serd necesario establecer mecanismos mediante los cuales se puedan
simular estas caracteristicas. Considerando que las familias de fracturas se caracterizan con fre-
cuencia en términos de una direccién preferencial, nuestro modelo también reflejara una direccién

preferencial en mayor o menor medida.

Hipoétesis del modelo

Para poder desarrollar nuestro modelo estocastico, es necesario primero tomar las expectati-
vas expresadas en la discusién previa y volverlas hipdtesis explicitas. Hasta ahora se tienen las

siguientes suposiciones:

1. El modelo es bidimensional.

2. La ventana de estudio es acotada (rectangular).

3. Habrd un nimero finito (aleatorio) de fracturas.

4. Las fracturas (segmentos de recta) se distribuyen de manera aleatoria dentro de la ventana

de estudio.
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5. Las fracturas se distribuyen de manera uniforme dentro de la ventana de estudio.

6. Regiones ajenas de la ventana de estudio son independientes.

Notemos que la segunda hipdtesis puede tener consecuencias importantes para la unicidad del
cluster que percola. La unicidad se da cuando el cluster que percola se define como la componente
conexa no acotada. En nuestros modelos todas las componentes conexas estan acotadas, pues la
ventana es acotada. De este modo, cabe esperar que en ocasiones el cluster que percola en una
simulacion no sea tnico.

4.2.2. Modelo matematico basico

Una vez discutido el modelo conceptual, se presentan varios aspectos que se podran repre-
sentar matematicamente. El primero, y mas sencillo, es la ventana de estudio. Supondremos por
simplicidad que la ventana es cuadrada y unitaria. De este modo las longitudes de fractura podran
representar tamanos relativos, lo cual nos proporcionara informacién de la escala en la cual nos
encontramos.

Localizacién y namero de fracturas

El siguiente paso es determinar qué mecanismo regird el nimero de fracturas, asi como su
localizacion. Por “localizacion”de una fractura, entenderemos el punto medio del segmento que la
representa. Asi que buscamos un mecanismo que nos permita seleccionar un conjunto aleatorio y
discreto de puntos en nuestra ventana de estudio. Es decir que necesitamos un proceso puntual.
Considerando la hipétesis de independencia entre regiones ajenas y uniformidad de la distribucién
de las fracturas en nuestra ventana de estudio, es razonable utilizar el proceso puntual de Poisson
homogéneo. Adicionalmente, resulta ventajoso que el pardmetro A de intensidad de este proceso
puntual coincide con su media. En realidad, las razones detras de esta eleccion son més profundas,
pues partiendo de hipétesis como la de independencia ya considerada, asi como la convexidad de la
ventana de estudio y de los segmentos de recta que representan a las fracturas se llega de manera
“natural.?l proceso puntual de Poisson. Esta naturalidad, como suele suceder en Matematicas, no
es inmediata y se discute con mayor detalle en el Apéndice C.

De este modo surge el primer parametro de nuestro modelo, A, la intensidad del proceso pun-
tual de Poisson que dirige al modelo. Notemos que ya que A es precisamente la media de la variable
aleatoria Poisson asociada al nimero de fracturas (o puntos) en una realizacién de nuestro mode-
lo, podemos interpretar este parametro como el nimero promedio de fracturas o bien la densidad
de fracturas de nuestro medio. Este pardmetro se puede estimar experimentalmente utilizando
técnicas de estereologia (ver Apéndice A) En resumen, estamos utilizando un modelo booleano
dirigido por un proceso puntual de Poisson, donde los convexos que se traslapan son segmentos
de recta.
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Inclinacién de las fracturas

Ahora bien, la inclinacién de las fracturas también puede ser vista como un proceso aleatorio
y en este sentido podemos utilizar una variable aleatoria para simular su comportamiento. Nos
interesa una variable aleatoria que pueda representar la direccién preferencial que las familias de
fracturas (es decir, fracturas generadas por el mismo proceso geolégico) suelen presentar. También
resultara practico tener algin control sobre la concentracién de la variable alrededor de esta di-
reccién preferencial. Finalmente, notemos que nos interesa una distribucién de probabilidad sobre
el circulo, pues queremos simular direcciones.

Tomando en cuenta estos factores, viene a la mente la distribucién conocida como wrapped
normal distribution, que resulta de “envolveriina distribuciéon normal alrededor del circulo. Sin
embargo, por su tractabilidad matemética (ver [23]), elegimos utilizar una distribucién de Von
Mises. Esta distribuci’on, también conocida como distribucién normal circular, es una distribu-
cién de probabilidad continua sobre el circulo y es un andlogo circular de la distribucién normal.
Surge de la distribucion estacionaria de un proceso de difusién en el circulo, con una direccién
preferencial. Este ultimo hecho es de utilidad, ya que al momento de caracterizar medios fractu-
rados, las fracturas se organizan en familias de acuerdo, precisamente, a su direccion preferencial.

La funcién de densidad de probabilidad de Von Mises para un angulo 6 esta dada por

er cos(60—pu)

21lo(k)

donde [ es la funciéon de Bessel modificada de orden cero. Su media es precisamente p, y
su varianza estd dada por 1 — I (k)/I(k). Los pardmetros p y 1/k son andlogos a iy o2 en la
distribucion normal,respectivamente. Para la distribucién de Von Mises, 1 es una medida de loca-
lizacién y k es una medida de concentracién. En el caso particular en que k£ = 0 la distribucion Von
Mises se reduce a la uniforme. Por otra parte, entre mas grande sea k la distribucion se concentra
mas alrededor de p. Méas en general, cuando « tiende a infinito esta distribucién se aproxima a
una normal con media p y varianza 1/x.

fOlp, k) =

Longitud de fractura

De manera consistente con el planteamiento discutido en la seccién 4.2.2, que propone tomar un
objeto fijo K, se decidié que la longitud de fractura serd constante (en lugar de usar una variable
aleatoria). Una motivacién adicional para este criterio fue mantener el niimero de pardmetros del
modelo lo més tratable posible. De este modo, en nuestro modelo bésico, la longitud de fractura
serd constante y denotaremos este parametro por [.
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4.2.3. Percolacion en el modelo basico

Ahora bien, jcuando diremos que una rea-
lizacién de nuestro modelo percola? Recor-
demos que desde el punto de vista teori-
co, una realizacion percola cuando exis-
te una componente conexa no acotada.
Ciertamente no podemos tomar una ven-
tana de estudio infinita, asi que necesi-
tamos redefinir nuestro concepto de per-
colacion tomando en cuenta las restriccio-
nes que enfrentamos al momento de simu-
lar. La convencién cuando la ventana de
estudio es considerar que una realizacién
percola cuando conecta lados opuestos de
la ventana de estudio (ver, por ejemplo,
[31]).

De este modo, diremos que la realizacion
percola cuando existe un cluster de fracturas
que conecte lados opuestos de la ventana. No-
temos que es posible hablar de dos criterios de

Figura 4.2: Red aleatoria de fracturas discretas en
dos dimensiones. Pardametros de simulaciéon: A =
1200, I = 0.07, k = 0.1, p = 7. La red se encuentra
en estado supercritico, percolando horizontal y verti-
calmente. El cluster que percola se muestra en color
naranja.

percolacién: en sentido horizontal y en sentido vertical. Ambos seran considerados durante los

experimentos numéricos.

En conclusién, las componentes de nuestro modelo basico son:

I. Un proceso puntual de Poisson de parametro de intensidad A, el cual puede ser interpretado
como el numero promedio de fracturas en el medio.

1. Segmentos de recta de longitud constante [ que representan a las fracturas. Corresponden a
la distribucién de compactos utilizada en el modelo booleano.

111. Una variable aleatoria Von Mises, de pardmetros p (direccién preferencial) y k (concentracién
alrededor de la direccién preferencial), que controla la direccién de las fracturas.

Notemos que nuestro modelo basico cuenta con cuatro pardmetros: A, [, p y &.

4.2.4. Modelo computacional basico

En esta seccion se discute brevemente la implementaciéon del modelo en R y el algoritmo de

simulacién estocastica empleado.
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En primer lugar, R es un lenguaje de programacion empleado para anélisis estadistico, visua-
lizacién de datos y desarrollo de modelos predictivos. Una gran ventaja es que es un proyecto de
software libre, que se beneficia del constante monitoreo y contribucién de la comunidad que lo uti-
liza, lo cual ha resultado en un estandar de calidad y precisiéon numérica muy altos. En particular,
la gran variedad de paquetes de calidad disponibles facilitaron la implementacion computacional
del modelo. Los cédigos desarrollados en este proceso se incluyen al final en el Apéndice C.

Lo primero que necesitamos simular es un proceso puntual de Poisson. La simulacién de un
proceso puntual de Poisson es muy sencilla (ver [32]): Sean W una ventana rectangular de tamano
n x my sea A la intensidad del proceso. El algoritmo consiste en:

1. Generar k ~ Poisson(\).
2. Parai € {1,...,k} generar xgi) ~Unif(0,n)y xgi) ~ Unif(0,m), z; = (xgi),xg)).

Notemos que en nuestro caso m = n = 1. Una vez simulado el proceso puntual de Poisson, ya
tenemos el nimero de fracturas asi como su localizacion en nuestra ventana.

Supongamos que el nimero de fracturas es N. A continuacion simulamos N realizaciones de
una variable aleatoria Von Mises. Se utilizé la funcién rvonmises del paquete circular para R
desarrollado por Claudio Agostinelli, Ulric Lund y Harry Southworth. Esta funcién toma por
parametros el nimero de realizaciones a simular, asi como los pardmetros i y « de la distribuciéon

Von Mises.

Notemos que en este punto tenemos una coleccién de N puntos distribuidos uniformemente en
la ventana unitaria y una coleccién de N angulos de inclinacién. Considerando que la longitud de
fractura [ es constante y esta dada por el usuario, nuestra red ya esta completamente determinada.

El siguiente paso es determinar si en una realizaciéon particular existe un cluster que conecte
lados opuestos de nuestra ventana de estudio. Para implementar esta idea fue necesario calcular
las coordenadas de los extremos de cada fractura a partir de los datos simulados. Para este fin
se utilizé un criterio muy sencillo que permite decidir si dos segmentos de recta se intersectan o
no utilizando orientaciones de ternas de puntos obtenidas de los extremos de los segmentos. Este
criterio se presenta brevemente a continuacion.

Sean p1, pa v ps son vectores en R?. Consideremos la cantidad ¢ = (py —p1) X (p3 —p1). Diremos
que estos vectores (puntos) estdn orientados de manera

» Positiva (contrario a las manecillas del reloj) si ¢ > 0.
» Negativa (como las manecillas del reloj) si ¢ < 0.
» Colineal si ¢ = 0.

Ahora bien, dos segmentos de recta con extremos pi, q1 y p2, 2, respectivamente, se intersectan
si y solo si se satisfacen las dos siguientes condiciones:
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= D1, ¢1 v po tienen orientaciones distintas.

= Do, @2 ¥ Py tienen orientaciones distintas.

Este criterio se implementd y se utilizé para construir una matriz de incidencias, donde las
fracturas se etiquetan con los nimeros del 1 a N, y la 7j-ésima entrada vale 1 si las fracturas i y j
se intersectan, o 0 en otro caso. Esta matriz es simétrica, con ceros en la diagonal pues convenimos
no considerar a una fractura conectada con si misma.

Cabe notar que en este punto la informacién de conectividad de la red de fracturas ha quedado
codificada como una grafica, donde los vértices representan a las fracturas y dos vértices estan
conectados si y sélo si las fracturas que representan se intersectan. Esta forma de codificar la red
nos permitira aplicar herramientas de teoria de graficas para estudiar la conectividad de la red.

Una vez que se ha calculado la matriz de incidencias, se le pasa al paquete igraph, desarrollado
para R por Gabor Csardi y Tamas Nepusz, entre otros. Este paquete proporciona rutinas para
graficas simples y andlisis de redes. En particular, utilizamos la funciéon cluster para calcular las
componentes conexas de la grafica, y determinar asi si existian clusters que conectaran bordes
opuestos de la ventana de estudio, asi como la deteccién de vértices de corte (vértices tales que al
eliminarlos de la grafica, aumenta el nimero de componentes conexas) y la conexidad por vértices
(a grandes rasgos, el nimero méaximo de vértices que pueden ser retirados antes de que la grafica
se desconecte, ver Apéndice B). Estas medidas son complementarias en el sentido de que si hay
vértices de corte, la conectividad por vértices vale cero.
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4.3. Modelo de dos familias

4.3.1. Modelo conceptual

En una formacién fracturada es posible que ha-
ya fracturas cuyo origen depende de distintos pro-
cesos geoldgicos. De este modo, las fracturas resul-
tantes presentan caracteristicas diferentes en térmi-
nos de su longitud y direccion preferencial, y es
posible clasificarlas en familias dependiendo de di-
chas caracteristicas. Este hecho nos motiva a consi-
derar un modelo donde se tienen dos redes de frac-
turas discretas superpuestas, y estudiar su conectivi-
dad desde el punto de vista de la teoria de percola-
cién.

Cada una de estas familias (redes) serd re-
presentada mediante una realizacién del modelo
basico presentado en la seccion anterior. De es-
te modo, estamos considerando todas las hipote-
sis planteadas previamente. Adicionalmente, conside-
raremos que las familias son independientes entre
si.

Hipétesis del modelo

Con la intencién de que nuestro desarrollo sea com-
pleto, se presentan las hipotesis de este modelo:

1. El modelo es bidimensional.
2. La ventana de estudio es acotada (rectangular).

3. Cada familia constard de un nimero finito (aleato-
rio) de fracturas.

4. Las fracturas (segmentos de recta) se distribuyen de
manera aleatoria dentro de la ventana de estudio.

5. Las fracturas se distribuyen de manera uniforme
dentro de la ventana de estudio.

6. Regiones ajenas de la ventana de estudio son inde-
pendientes.
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Figura 4.3: Dos familias de fracturas su-
perpuestas, en el caso conjugado.

Figura 4.4: Dos familias de fracturas su-
perpuestas, en el caso perpendicular.
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7. Las familias son independientes entre si.

En este modelo, por simplicidad!, pensaremos que las familias tienen la misma longitud de
fractura constante y lo que las distingue es su direccion preferencial. De este modo, existen dos
casos de interés basicos:

. Familias conjugadas: Cuando las fracturas se intersectan en un dngulo menor a 7.

1. Familias perpendiculares: Cuando las fracturas se intersectan en un dngulo igual a 7.

Por esta razon, se consideraran dos casos de estudio: cuando las direcciones preferenciales

difieren menos de 7, y cuando las direcciones preferenciales son perpendiculares.

4.3.2. Modelo matematico de dos familias

Construiremos este modelo de dos familias basandonos en el desarrollo matematico realizado
para el modelo basico. De este modo, utilizaremos las mismas herramientas matematicas para
construir los diferentes elementos del modelo (procesos puntuales de Poisson, variables aleatorias
de Von Mises y longitudes constantes). Cabe mencionar que, de acuerdo a las hipétesis del modelo
conceptual, las componentes estocasticas del modelo seran independientes entre si.

Localizacion y ntiimero de fracturas

Tendremos dos procesos puntuales de Poisson homogéneos e independientes entre si, de parame-
tros de intensidad A; y Ao, respectivamente.

Es importante recordar que la superposicion de dos procesos Poisson resulta en un proceso
puntual de Poisson cuya intensidad es la suma de las intensidades de cada proceso inicial (ver
Proposicién 2.4.3). En este sentido se tienen tres familias de fracturas, las dos iniciales y la tercera
que resulta de la unién de las dos primeras. De este modo, es razonable esperar que la familia
superpuesta se comporte como un modelo booleano dirigido por un proceso puntual de Poisson
de intensidad A1 + A9 en los casos en que los demas parametros no difieran mucho entre si.

Inclinacién de las fracturas

Las inclinaciones de las fracturas seran controladas por variables aleatorias Von Mises. Ten-
dremos una variable aleatoria para cada familia, independientes entre si, de tal suerte que p; y
k1 seran los parametros de localizacién y concentraciéon de la variable aleatoria Von Mises aso-
ciada a las inclinaciones de la primera familia; y po y ko seran los pardmetros de localizaciéon y
concentracion de la variable aleatoria Von Mises asociada a las inclinaciones de la segunda familia.

'El caso en el cual las longitudes difieren se considera en el siguiente modelo (Seccién 4.4)
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Ahora bien, los casos de estudio planteados en el modelo conceptual del modelo se traducen
en términos de nuestros parametros del siguiente modo:

L. Caso conjugado: |1 — pia| < 5.

II. Caso perpendicular: |y — p2| = 5.

Longitud de fractura

Por otra parte, las fracturas en ambas familias seran de longitud constante e igual. En conse-
cuencia tenemos un mismo parametro de longitud para ambas familias, que denotaremos nueva-
mente por [.
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4.3.3. Percolacion en el modelo de dos familias

Definiremos la percolacion en nuestro modelo de dos fa-
milias del mismo modo que en nuestro modelo basico, tan-
to horizontal como verticalmente. Sin embargo, es importan-
te notar que si una de las familias percola por si misma,
la percolacién en la familia superpuesta se trivializa (esta-
mos agregando aun mas fracturas a un sistema que ya se en-
cuentra en estado supercritico). Por esta razén consideraremos
de interés tunicamente los casos en que las familias iniciales
no percolan individualmente, pero cuya superposicon si perco-

la.
Figura 4.5: Red subcritica de
fracturas  (primera  familia).
En conclusién, las componentes de nuestro modelo de dos fa- Pardametros: Ay = 250, [ = 0.08,
milias son: k=8, pn=—%.

I. Dos procesos puntuales de Poisson con parametros de inten-
sidad A\ y Ao, respectivamente. Estos parametros pueden ser
interpretados como el niimero promedio de fracturas de cada
familia en el medio poroso.

1. Segmentos de recta de longitud constante [ que representan
a las fracturas. Corresponden a la distribucién de compactos
utilizada en el modelo booleano.

111. Dos variables aleatorias Von Mises, de pardmetros p; (di-
reccién preferencial de la primera familia), k; (concentracién Figura 4.6: Red subcritica de
alrededor de la direccién preferencial) y uo (direccion prefe- fracturas (segunda  familia).
rencial de la segunda familia), ks (concentracién alrededor Pargmetros:: A; = 350, I = 0.08,
de la direccién preferencial) respectivamente, que controlan =8, u=Z.
la direccién de las fracturas de cada familia.

Notemos que nuestro modelo de dos familias cuenta con siete
parametros: Ai, Ao, [, i1, fo, K1 ¥ Ka.

4.3.4. Modelo computacional de dos familias

Para implementar este modelo en R se utilizé el ma-
terial desarrollado para el modelo basico, ya que el mo-
delo de dos familias resulta de la superposicién de dos

> ) Figura 4.7: Red supercritica de
modelos basicos. Los procesos puntuales de Poisson y

fracturas (familia superpuesta).
El cluster que percola se muestra
en naranja.
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las variables aleatorias Von Mises se simulan por separa-
do, asegurando la independencia planteada en las hipote-
sis.

La tnica diferencia es en que en esta ocasion se calculan tres matrices de incidencia: una para
cada familia individual y otra mas para la familia superpuesta. De este modo sera posible llevar
a cabo el analisis de percolacion de manera independiente para cada familia. Es de esperar que el
tiempo de cémputo para la simulacion y andlisis de esta familia sea sensiblemente mayor al del
modelo basico.
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4.4. Modelo microfracturado

4.4.1. Modelo conceptual del modelo microfracturado

El modelo presentado en esta seccion estd ins-
pirado en los yacimientos de shale gas. El sha-
le gas es un gas natural que se obtiene de
un tipo de roca sedimentaria derivada de fuen-
tes que con frecuencia incluyen arcillas y silts-
tones. Este tipo de roca sedimentaria se cono-
ce como shale. Las rocas sedimentarias clasicas
estdn compuestas de fragmentos de rocas preexis-
tentes que se han erosionado, transportado, depo-
sitado y litificado para formar nuevas rocas. Los
shales contienen material orgdnico que se depo-
sit6 con los fragmentos de roca. Las formacio-
nes de shale se consideran no convencionales ya
que debido a su baja permeabilidad el gas se ex-
plota mediante técnicas especiales, como el frac-
king.

Figura 4.8: Fracturas en microfracturado,
en el caso conjugado.

En areas donde se encuentran formaciones mas con-
vencionales, es posible encontrar shales en los estra-
tos de roca subyacentes. Pueden ser fuente de hi-
drocarburos que han migrado hacia arriba, a la ro-
ca contenedora. Los shales contienen materia orgéni-
ca (kerégeno) que es la fuente de todos los recur-
sos de hidrocarburos. Con el paso del tiempo, mien-
tras la roca madura, se producen hidrocarburos a par-
tir del kerégeno. Estos hidrocarburos pueden enton-
ces migrar, en forma de liquido o gas, a través de
fisuras existentes y fracturas en la roca hasta que
alcanzan la superficie o hasta quedar atrapados ba-
jo un estrato de roca impermeable. Las zonas po-
rosas bajo estas “trampas.?cumulan hidrocarburos en
un depdsito convencional, con frecuencia de arenis-
ca.

Figura 4.9: Fracturas en microfracturado,
en el caso perpendicular.

Para que exista flujo en este tipo de formaciones es necesario que se encuentren microfractura-
das, es decir, que haya abundantes fracturas pequenas. Aunado al empleo del fracking en este tipo
de formaciones se observan abundantes fracturas de corta longitud, y pocas fracturas largas. De
este modo, podemos utilizar el modelo desarrollado en la seccion anterior interpretando estas dos
longitudes distintas como caracteristicas de dos familias. De este modo el modelo microfracturado
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es un modelo de dos familias superpuestas, donde la primera familia es escasa y de longitud larga y
la segunda familia es abundante y de longitud corta. Cabe mencionar que no se pretende modelar
formaciones tipo shale gas, simplemente se tomo este ejemplo como inspiracion para plantear otro
modelo.

Finalmente, se mantienen todas las hipdtesis que en el modelo de dos familias.

Hipétesis del modelo

Nuevamente, con la intencién de que nuestro desarrollo sea completo, se presentan las hipdtesis
de este modelo:

1. El modelo es bidimensional.
2. La ventana de estudio es acotada (rectangular).
3. Cada familia constard de un numero finito (aleatorio) de fracturas.

4. Las fracturas (segmentos de recta) se distribuyen de manera aleatoria dentro de la ventana
de estudio.

5. Las fracturas se distribuyen de manera uniforme dentro de la ventana de estudio.
6. Regiones ajenas de la ventana de estudio son independientes.

7. Las familias son independientes entre si.

8. La primera familia es escasa y larga.

9. La segunda familia es abundante y corta.

Consideraremos que las familias se distinguen también por su direccién preferencial, por lo
cual tenemos los mismo casos de interés que en el modelo de dos familias:

us

. Familias conjugadas: Cuando las fracturas se intersectan en un angulo menor a 3

II. Familias perpendiculares: Cuando las fracturas se intersectan en un dngulo igual a 7.

Por esta razén, se consideraran los mismos casos de estudio: cuando las direcciones preferen-
ciales difieren menos de 7, y cuando las direcciones preferenciales son perpendiculares.
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4.4.2. Modelo matematico microfracturado

La construccion matemaética de este modelo es casi idéntica al modelo de dos familias, diferen-
ciandose unicamente en la longitud de fractura.

Localizacion y niimero de fracturas

Tendremos nuevamente la superposicién de dos procesos puntuales de Poisson homogéneos e
independientes entre si, de parametros de intensidad \; y Ag, respectivamente.

Inclinacién de las fracturas

En este modelo se utiliza el mismo mecanismo para simular la inclinacién de fractura que en
el modelo de dos familias (ver Seccién 4.3.2).

Los casos de estudio planteados en el modelo conceptual se representan nuevamente del si-
guiente modo:

L. Caso conjugado: |p — pa| < 5.

II. Caso perpendicular: |j; — po| = 3.

Longitud de fractura

En este caso, tendremos longitudes de fractura constantes y distintas para cada familia. De
este modo, [y sera la longitud de fractura de la primera familia y [ sera la longitud de fractura de
la segunda familia. Tendremos Iy # I y 11 > ls.

4.4.3. Percolacion en el modelo microfracturado

Definiremos la percolacién en nuestro modelo de dos familias del mismo modo que en el modelo
de dos familias. Consideraremos de interés tinicamente los casos en que las familias iniciales no
percolan individualmente, pero cuya superposicon si percola.

En conclusion, las componentes de nuestro modelo microfracturado son:

I. Dos procesos puntuales de Poisson de parametro de intensidades A\; y Ao, respectivamente.
Estos parametros pueden ser interpretados como el nimero promedio de fracturas de cada
familia en el medio poroso.

1. Segmentos de recta de longitudes constantes [y y ls, respectivamente, que representan a las
fracturas. Corresponden a la distribucién de compactos utilizada en el modelo booleano.
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1. Dos variables aleatorias Von Mises, de pardmetros p; (direccién preferencial de la primera fa-
milia), k1 (concentracion alrededor de la direccién preferencial) y ps (direccién preferencial de
la segunda familia), ko (concentracién alrededor de la direccién preferencial) respectivamente,
que controlan la direccion de las fracturas de cada familia.

Notemos que nuestro modelo de dos familias cuenta con ocho parametros: A1, s, l1, lo, 1, o,
K1Y Ka.

4.4.4. Modelo computacional microfracturado

Para implementar este modelo en R se utilizé el material desarrollado para el modelo de dos
familias, ya que el modelo microfracturado consta de la misma construccion, variando simplemente
las longitudes. Los procesos puntuales de Poisson y las variables aleatorias Von Mises se simulan
de nuevo por separado, asegurando la independencia planteada en las hipétesis. Finalmente, se
calculan tres matrices de incidencias del modo mencionado en la Seccion 4.2.4. esperando nueva-
mente que el tiempo de simulacién y andlisis sea sensiblemente mayor.

Se utilizaron los cédigos desarrollados para realizar experimentos numéricos con el objetivo
de estimar la funcién de percolacion de los modelos, y asi encontrar su umbral de percolacién en
términos de los parametros. El desarrollo de estos experimentos, asi como sus resultados y las
conclusiones que obtuvimos se presentan en el siguiente capitulo.

4.5. Modelo numérico general

El aspecto numérico de nuestros modelos estocasticos surge de manera implicita al elegir uti-
lizar el lenguaje de programaciéon R para implementar los modelos computacionales.

La seleccién de este lenguaje se basé en la multitud de ventajas que ofrece. En primer lugar, es
un lenguaje de programacion especialmente disenado para estadistica y probabilidad, en el sentido
de que la distribucién estandar viene con muchas funciones relevantes implementadas. Por otra
parte, al ser software libre, cuenta con las contribuciones y monitoreo de una comunidad cientifica
muy amplia. En particular, R cuenta con estandares de calidad y precision numérica muy altos
para las contribuciones, lo que a su vez se refleja en la calidad de la implementacion. Mas atn,
R cuenta con herramientas graficas muy flexibles que permiten representar la informacion y los
resultados de manera atractiva y accesible.

Estas caracteristicas resultaron particularmente ttiles al momento de implementar nuestros
modelos, pues surgieron necesidades como la simulacion de una variable aleatoria Von Mises, gra-
ficar informacién bidimensional tipo raster y la implementacion de conceptos de teoria de graficas.
En todos estos casos se hallaron paquetes aprobados oficialmente por el R Core Team que nos
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permitieron sortear estos obstéculos.

En el transcurso de la implementacion del modelo computacional se emplearon los siguientes

paquetes de R:

L.

IT.

IIT.

Paquete circular

Este paquete fue desarrollado por Ulric Lund y Claudio Agostinelli. Se utilizé la funcién
rvonmises para simular la variable aleatoria Von Mises. Esta funciéon toma por argumentos
n, py Kk, donde n es el nimero de realizaciones a simular y p y s son respectivamente los
parametros de localizacion y concentraciéon de la variable.

Paquete wgraph

Este paquete fue desarrollado por Gabor Csardi, entre otros. Se utilizé la funcion clusters
para calcular las componentes conexas de nuestras redes de fracturas y asi poder determinar
la existencia de un cluster de percolacion. Adicionalmente se emplearon las funciones arti-
culation.points y vertex.connectivity para calcular respectivamente el niimero de puntos de
articulacién y la conectividad por vértices de las redes, de acuerdo a los objetivos planteados.

Paquete raster

Este paquete, desarrollado por Robert Hijmans y Jacob van Etten, entre otros, se empled para
graficar las estimaciones de la funcion de percolaciéon para el modelo de dos familias y el
modelo microfracturado. Considerando que este paquete se utilizé inicamente para obtener
una representacion grafica de nuestros resultados numeéricos, y en ningtin momento para su
obtencion, consideramos que no tiene impacto directo sobre el modelo numérico y se incluye
aqui por formalidad.

Desafortunadamente, la documentacién de estos paquetes no proporciona informacion adicional

sobre su implementacion numérica.



Capitulo

Experimentos numeéricos y discusion de resultados

En este capitulo se presenta la motivacion detras de los experimentos numéricos realizados,
asi como los resultados obtenidos en forma grafica. Cabe mencionar que al hablar de la “funcién
de percolacién” en realidad nos referimos a la funcion estimada de percolacion. Adicionalmente,
nos referimos a A indistintamente como parametro de intensidad o niimero promedio de fracturas,
segun lo que resulte conveniente dado el contexto.

5.1. Obijetivos

El objetivo de los experimentos numéricos es hallar una aproximacion del umbral de percolacién
para cada modelo y cada caso planteado en el Capitulo 4, aproximando la funcién de percolacién
en términos de los parametros. Ahora bien, nuestros modelos constan de cuatro, siete y ocho
parametros. No seria practico intentar hallar el umbral de percolacién en espacios de parametros
con tantas dimensiones. Por esta razon decidimos fijar varios de los parametros mientras explora-
mos los demas. Esta estrategia nos motiva a intentar determinar también una jerarquia sobre los
parametros en términos de la percolacion. Adicionalmente, decidimos tomar k1 = k5 en los modelos
de dos familias y de microfracturas. Esta prevision nos permite estudiar el factor de concentracion
de los angulos preferenciales de manera global, asi como reducir el nimero de parametros a es-
tudiar. En adelante, hablaremos simplemente del parametro de concentracion x en todos los casos.

Adicionalmente, considerando que la informacion de conectividad de las redes se codifico utili-
zando graficas (grafos), se pretende explorar otros criterios de conectividad y determinar si existe
relacion alguna con el umbral de percolacion. Los criterios propuestos son el nimero de vértices de
corte y la conectividad por vértices (ver Apéndice B). Por otra parte, se estudiard el tamano rela-
tivo del cluster que percola en cada caso para determinar si proporciona informacién 1til respecto
al umbral de percolacién, pues nos interesa saber si es posible que exista un “tamano critico” que
afecte el umbral de percolacién.

Cabe mencionar que para estimar la funcién de percolacién tomamos la interpretacion “fre-
cuentista” de la probabilidad. Es decir, si 6, ,()\) es la probabilidad de que el modelo percole,

73



74 CAPITULO 5. EXPERIMENTOS NUMERICOS Y DISCUSION DE RESULTADOS

con los parametros indicados, entonces:

numero de simulaciones que percolan

theta,,.(\) =

numero total de simulaciones

Al mencionar las simulaciones, se quiere decir con mayor precisiéon “simulaciones con parame-
tros A, p, K.

En resumen, los objetivos de los experimentos numéricos fueron:

[. Estimar la funciéon de percolacion de los modelos y aproximar el umbral de percolacion.

IT. Explorar el comportamiento del nimero de puntos de articulaciéon y la conectividad por
vértices. Determinar si tienen relacién con el umbral de percolaciéon con la intencién de
proponer medidas alternativas para la prediccién del umbral.

ITI. Determinar si alguno de los parametros del modelo es mas dominante que los demas, en
términos de la percolacién.

IV. Obtener conclusiones generales sobre el comportamiento de estos modelos desde el punto de
vista de la teoria de percolacién.

La metodologia general para llevar a cabo los experimentos fue la siguiente:

1. Realizar un analisis exploratorio en términos de los tiempos de computo para determinar el
nimero de simulaciones a realizar.

2. Realizar un analisis exploratorio, con pocas simulaciones, en términos de A para encontrar
los rangos dentro de los cuales ocurre la transicién de fase (es decir, que la funcién estimada
de percolacion varfe de cero a uno).

3. Fijar el resto de los pardametros eligiendo distintos valores que varien por orden de magnitud.

4. Una vez que se determinen los rangos potenciales para el umbral de percolacién en cada
modelo y en cada caso, llevar a cabo un barrido mas fino en términos de \ para aproximar
la funcién de percolacién.

5. Representar los resultados graficamente, para poderlos comparar y obtener conclusiones.

Notemos que, dada la construccién de los modelos, sera necesario llevar a cabo los experimentos
en primer lugar para el modelo bésico, después para el modelo de dos familias y finalmente para el
modelo de microfracturas. La estimacién de rangos relevantes de un modelo nos permitira hallar
los rangos del modelo posterior.
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5.2. Criterios generales para la seleccion de parametros

L.

II.

I1I.

El espacio de parametros se explorara en términos de A\, dejando fijos distintos valores de
los demas parametros y dentro de rangos relevantes para hallar el umbral de percolacion
determinados por los andlisis exploratorios y los resultados de cada modelo. EL motivo
detras de este criterio es que estos modelos booleanos son dirigidos por procesos puntuales
de Poisson, cuyo pardametro es \.

Los parametros [ (longitud de fractura), pu (direccién preferencial) y x (concentracién alre-
dedor de el angulo preferencial) se exploraran en términos de distintos 6rdenes de magnitud.

El parametro p, al ser un dngulo, se mide respecto al eje horizontal en sentido contrario a

las manecillas del reloj. Para el modelo basico, tomaremos los valores 1 € {35, I, %} para

abarcar casos donde p es pequena pero distinta de cero, grande pero distinta de § y un
. . z . s s

caso mte.rmedm. Los Yalores de p1 y o serdn, re§pectlvamente, iz y —15 (representando el

caso conjugado, con simetria respecto al eje horizontal), y 75 y 15 (representando el caso

perpendicular sin simetria respecto al eje horizontal).
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5.3. Resultados para el modelo basico

5.3.1. Eleccion de parametros de simulacion

Iniciamos nuestra exploracién para el modelo basico variando x € {0.1,1,10} y [ € {0.001,0.01,0.1}.
Las probabilidades de percolacion se estimaron empleando 50 simulaciones para cada combina-
cién de parametros. La mayoria de las simulaciones no percolé. A continuacion se presentan las
probabilidades aproximadas de percolacion.

A=10 A =100 X =1000

0 0 0.8
l=01 0 0o 0.3
0T o 0

0 0 0
=001 0 o 0
0 o 0

0 0 0
l=0001 0 o 0
0 o 0

Cuadro 5.1: Estimacion preliminar de las probabilidades de percolacion para el modelo bésico.

En particular, para el caso [ = 0.001 se llevaron a cabo diez simulaciones con A = 10000, sin
obtener probabilidades positivas de percolacion. Por esta razén se decidid llevar a cabo el resto
de las simulaciones con [ = 0.1 en todos los modelos salvo el modelo microfracturado, donde se
eligieron {; = 0.1 y I = 0.01.

Los experimentos preliminares se llevaron a cabo barriendo sobre A € (500, 1500), dando in-
tervalos de de cien en cien. Se llevaron a cabo diez simulaciones para cada caso y se calculé la
proporcion de simulaciones que percolaban. De acuerdo a los resultados obtenidos en este anélisis
previo, se decidié simular cien veces para cada A € (100, 1600), dando intervalos de de cincuen-
ta en cincuenta, para asegurarnos de hallar los umbrales de percolacién para cada conjunto de
parametros.
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5.3.2. Funciones de percolacion en términos de «
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Figura 5.1: Funciones estimadas de percolacién horizontal (linea punteada) y vertical (linea sélida) para

el modelo basico, comparadas en términos de .
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Observaciones

Las estimaciones se agrupan en términos de p para compararlas respecto a . En el cuadro
superior se muestran las gréaficas de A contra 6, ,,(\), la funcién estimada de percolacion, para los
tres valores de k estudiados y p fija igual a {5. En el segundo cuadro se muestran la graficas para
los tres valores de k y u fija igual a 7. En el ultimo cuadro se presentan las mismas graficas para
w fija igual a %

La funcién de percolacién estimada se comporta del modo esperado, creciente respecto a .
Aparenta ser una aproximacién continua de una funcién de percolacién discontinua, donde se tiene
un valor critico. Se observa en todos los casos que en cierto valor de A la probabilidad de percola-
cion se vuelve positiva y crece rapidamente hasta que el modelo se halla en estado supercritico, con
probabilidad de percolacién igual a uno. Este comportamiento cualitativo se da en todos los casos.

Es notorio que el comportamiento para kK = 1y k = 0.1 es casi idéntico. Por otra parte, para
k = 10, el modelo tarda méas en alcanzar el estado supercritico, en el sentido de que se necesitan
valores de A\ mas grandes y en intervalo de A dentro del cual se da la transicién de probabilidad
cero a probabilidad uno de percolacion aparenta ser més largo. Adicionalmente, en el caso k = 10
el comportamiento se vuelve asimétrico en términos de el dngulo de percolacién (vertical u hori-
zontal). En este sentido, se concluye k es un parametro relevante para la percolacién del modelo.

Considerando estos resultados, nuestros umbrales de percolaciéon para el modelo basico seran
intervalos. En la Seccion 5.3.5 se presentan estos intervalos.

En particular, en el caso x = 10, 4 = 5 (el angulo preferencial mas horizontal) se favorece la
percolacién horizontal, mientras que en el caso k = 10, yu = % (el 4ngulo preferencial mas vertical)
sucede exactamente lo contrario. Este comportamiento es consistente con los dangulos preferencia-
les del modelo, y podemos decir intuitivamente que el dngulo preferencial de la red de fracturas (u)
determina también una direccién preferencial en el sentido de la percolacion. Sin embargo, se nece-
sita que dicha direccién preferencial de las fracturas sea dominante, es decir, este comportamiento
se da para valores altos de concentracién (k) alrededor de ésta. Para p = 7 (direccién preferen-
cial simétrica) todas las curvas estimadas se superponen, independientemente del valor de x. Esto
puede ser una indicaciéon de que p es un parametro de simetria, independientemente del valor de .

A continuacién se presentan nuevamente estas graficas, agrupadas respecto k para estudiar la
relevancia del parametro p para la percolacién en el modelo.
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5.3.3. Funciones de percolacion en términos de
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Figura 5.2: Funciones estimadas de percolacién horizontal (linea punteada) y vertical (linea sélida) para
el modelo béasico, comparadas en términos de u.
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Observaciones

Para obtener la figura 5.3.3, se barrié el intervalo de A € (100, 1600), tomando intervalos de
veinticinco en veinticinco. Para cada una de estas A\ se llevaron a cabo cien simulaciones y se
registrd la proporcién que percolaba tanto horizontal como verticalmente. Este valor se usé para
estimar el valor de 0, yoppe €n la A correspondiente. Las estimaciones se agrupan en términos de
para compararlas respecto a k. En el cuadro superior se muestran las graficas de A\ contra éu,n()‘)a
la funcién estimada de percolacion, para los tres valores de i estudiados y & fija igual a 0.1. En el
segundo cuadro se muestran la graficas para los tres valores de p v & fija igual a 1. En el tltimo
cuadro se presentan las mismas graficas para x fija igual a 10.

Salta a la vista que para k = 0.1 y k = 0.1 las curvas estimadas para los tres casos de u
se superponen por completo. Este fenémeno nos indica que en estos casos el comportamiento
cualitativo de las funciones de percolacion es el mismo, independientemente del valor de p. No
resulta sorprendente considerando el hecho discutido previamente de que la variable aleatoria Von
Mises que controla el angulo de cada fractura tiende a una variable aleatoria uniforme conforme
r decrece. Se tiene entonces que para los 6rdenes de 0.1 y 1 (en k) los dngulos de las fracturas
varian de manera muy uniforme en todo el rango de direcciones, y de este modo el parametro de
direccién preferencial p se vuelve irrelevante en el sentido de que no hay una direcciéon preferencial.

En el caso k = 10 los angulos se concentran mucho més alrededor de la p correspondiente,
lo cual le da mas relevancia a pu en términos del comportamiento cuantitativo de la percolacion
en el modelo basico. Las funciones estimadas de percolacién empiezan a diferenciarse entre si y
se observa un comportamiento simétrico en términos de p en el siguiente sentido: las curvas se
agrupan en tres conjuntos:

» La funcién de percolacién vertical para p = Z—’r (e)y la funcién de percolacién horizontal para

. 2
p=13 (o)
= Las funciones de percolacién vertical y horizontal para = 7§ (e).

» La funcién de percolacién horizontal para u = = vy la funcién de percolacién vertical para
12
_
M= 13-

En consecuencia, podemos concluir que para el caso p = 7, que es simétrico respecto a las
direcciones de percolacién, las funciones de percolacién horizontal y vertical se comportan igual.
Por otra parte, es equivalente cuantificar la percolacion horizontal para un angulo u y la percolacion
vertical para el dngulo perpendicular y + 7, como se observa para los casos = 75y u = % Este
resultado tiene sentido considerando que las direcciones de percolacién (horizontal o vertical) son
perpendiculares entre si.

En general, confirmamos que el valor de u es irrelevante salvo para valores grandes de k. En
dicho caso, observamos comportamientos simétricos respecto a las direcciones de percolacién.
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5.3.4. Criterios alternativos de conexidad

» Puntos de articulacion y tamanos relativos para y = 5
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Figura 5.3: Funciones estimadas de percolacién para p = {5. Se muestran las curvas de ntimero de

puntos de percolacién (o) y tamano relativo (e) del cluster que percola horizontalmente (linea punteada
o verticalmente (linea sélida). Se presentan, de arriba hacia abajo, los casos K = 0.1 (e), Kk =1 (o) y
k=10 (o).
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» Puntos de articulaciéon y tamanos relativos para y = 7
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Figura 5.4: Funciones estimadas de percolacion para u = {5. Se superponen las curvas de nimero de

puntos de percolacién (o) y tamano relativo (e) del cluster que percola horizontalmente (linea punteada
o verticalmente (linea sélida). Se presentan, de arriba hacia abajo, los casos k = 0.1 (¢), k = 1 (o) ¥
k=10 (o).
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sélida). Se presentan, de arriba hacia abajo, los casos k = 0.1 (¢), Kk = 1 (o) y
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Observaciones

Como se discutio en los objetivos de este capitulo, se intenta determinar si existen otros
criterios para detectar el umbral de percolacion. En particular, utilizamos el nimero de puntos de
articulaciéon y el tamano relativo del cluster que percola en cada caso. Adicionalmente, se propuso
la conectividad por vértices (ver Apéndice B). Para estimar el niimero de puntos de articulacién,
la conectividad por vértices y el tamano relativo del cluster que percola se utilizé el paquete igraph
de R para calcular estos valores en cada simulacion. Se llevaron a cabo cien simulaciones para cada
Ay en las graficas se muestran los valores promedio de cada criterio.

La conectividad por vértices tuvo valor constante de cero en todos los casos, por lo cual conclui-
mos inmediatamente que no es un criterio 1til para detectar la percolacion del modelo, al menos
dentro de los rangos de parametros estudiados. Por esta razén, no se le representé graficamente.
Sin embargo, esto no significa que este resultado no nos haya sido util. Considerando que este
criterio es una medida de la robustez de una grafica, podemos concluir que ninguna de las redes
simuladas estan fuertemente conectadas.

Cabe mencionar que el nimero de puntos de articulacion se presenta normalizado respecto a
al maximo en cada caso, para poderlo comparar cuantitativamente con la funciéon de percolacion
correspondiente. Notamos que este niimero presenta una especie de transicion de fase en todos los
casos, al alcanzar un maximo y luego disminuir consistentemente. Interpretamos este comporta-
miento del siguiente modo: cuando la red empieza a formarse, con valores de A al inicio de nuestro
intervalo de estudio, el nimero de puntos de articulacién empieza a crecer. Este hecho contradice
inicialmente nuestra intuicién, pues uno esperaria que conforme se anaden fracturas a la red el
nimero de puntos de articulacion, que representan puntos débiles en nuestra red, disminuyera. Sin
embargo, hay que considerar que a estas alturas hay muchas fracturas aisladas que estrictamente
hablando cuentan como puntos de articulacion. Conforme se anaden fracturas a la red, el nimero
de fracturas aisladas aumenta (y con él, el numero de puntos de articulacién) hasta que llega un
punto donde la ventana de estudio se halla cubierta de manera uniforme, y las fracturas que se
van agregando conforme A crece empiezan a intersectarse con las que ya estan presentes, forman-
do clusters pequenos que van creciendo poco a poco. En este momento, el nimero de puntos de
articulacién empieza a disminuir consistentemente, y se espera que a la larga valga cero, aunque
dentro de los intervalos estudiados esto no sucedié (hecho posiblemente relacionado con el com-
portamiento de la conectividad por vértices). Es decir que el nimero de puntos de articulacion
alcanza un maximo en el momento en que la red de fracturas empieza a consolidarse.

Respecto al comportamiento cuantitativo del niimero de puntos de articulacion, notamos dos
hechos interesantes: el primero es que este criterio parece alcanzar su maximo cuando la proba-
bilidad de percolacién se vuelve positiva (es decir, al inicio del umbral de percolacién). Por tal
motivo, al momento de estimar los umbrales de percolacién, determinaremos el valor (normaliza-
do) del nimero de puntos de articulacién al inicio de cada intervalo y compararemos estos valores
para determinar si existe alguna consistencia en su comportamiento. Esperamos que esos valores
se hallen cercanos a 1 (correspondiendo al médximo de los nimeros de puntos de articulacién).
Adicionalmente, notamos que para x = 10 la zona de transicién descrita es méds amplia que en los
otros dos casos, indicando que esta transicion se da mas lentamente.
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Finalmente, respecto al tamano relativo de los clusters de percolacion horizontal y vertical, lo
primero que notamos es que conforme el valor de A\ crece, las curvas de tamanos relativos hori-
zontal y vertical se superponen y la curva resultante tiende a uno, coincidiendo lentamente con
las funciones de percolacion. En casi todos los casos, el comportamiento del tamano relativo es
muy erratico al inicio, disparandose en cuando la probabilidad de percolacién se vuelve positiva.
Este hecho sugiere que el tamano relativo puede utilizarse también como indicador del inicio del
umbral de percolacién. Sin embargo, este valor inicial del tamano relativo es inconsistente a lo
largo de los resultados, de tal suerte que no se podria determinar un criterio cuantitativo, y se
concluye simplemente que el tamano relativo del cluster que percola se vuelve positivo cuando el
modelo empieza a percolar, hecho completamente consistente pero no 1til para nuestros fines. Por
esta razon, se excluird el tamano relativo de los clusters de percolacién en el resto del analisis y
los experimentos para los modelos restantes.

Por otra parte, la superposicion del tamano horizontal y vertical se superponen dependiendo,
aparentemente, de los valores de p y k. Como es de esperarse, se observa un mayor desfasamiento
para x = 10, salvo en el caso en que p = 7 donde las curvas se superponen en los tres casos de
k. El comportamiento final de las curvas nos indica, naturalmente, que conforme el valor de A
aumenta el cluster que percola horizontalmente y verticalmente es el mismo y finalmente consume
toda la red, en consistencia con el estado supercritico del modelo.

5.3.5. Umbrales estimados de percolacion

Dada la forma de las funciones estimadas de percolacién, la transicion de fase no se da ins-
tantaneamente y en lugar de un valor critico se tiene un umbral de percolacién que consta de
un intervalo critico y necesitamos un criterio para definirlo en términos de A. Intuitivamente, nos
interesa saber el valor de A a partir del cual la probabilidad de percolacién es positiva, asi como
el valor a partir del cual esta probabilidad vale 1. Proponemos el siguiente criterio simétrico:

Sea J, . el umbral de percolacién para el modelo con pardmetros p1 y . Diremos que A € J,,
s1 0.05 < 6,.(\) <0.95.

De este modo, se calculd la preimagen del intervalo (0.05,0.95) bajo las funciones estimadas de
percolacién, lo cual bajo su aparente continuidad resulté en intervalos sobre A. Adicionalmente,
de acuerdo a las observaciones desarrolladas en las secciones anteriores, una vez estimados los
extremos iniciales de los umbrales, se proyectaron estos valores sobre la curva normalizada de
nimero de puntos de articulacién, para estimar el valor relativo de este niimero en el momento en
que los modelos empiezan a percolar, y buscar algiin patrén en su comportamiento.

En las graficas posteriores, el intervalo de probabilidad (0.05,0.95) se representa con lineas
punteadas en azul, y los umbrales de percolacion se sombrean bajo la funcién estimada. El valor
correspondiente de niimero de puntos de articulacién al extremo inicial de los umbrales se muestra
en lineas rojas punteadas.
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Figura 5.6: Estimacién de los umbrales de percolaciéon para p = {5, sombreados en el color correspon-

diente. Se presentan, de arriba hacia abajo, los casos kK = 0.1, k =1y xk = 10.
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Figura 5.7: Estimacion de los umbrales de percolacién para p = 7, sombreados en el color correspondiente.
Se presentan, de arriba hacia abajo, los casos k = 0.1, Kk =1 y x = 10.
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Figura 5.8: Estimacién de los umbrales de percolaciéon para p = {5, sombreados en el color correspon-

diente. Se presentan, de arriba hacia abajo, los casos kK = 0.1, k =1y xk = 10.
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Observaciones

Notamos en primer lugar que los intervalos se superponen casi por completo para kappa = 0.1
y k = 1, independientemente del valor de p. Asimismo, en estos casos, al determinar el valor del
nimero de puntos de articulacion correspondiente al inicio de los intervalos, se obtienen valores
entre 0.96 y 0.995, variacion atribuible a la aproximacién numérica de nuestro modelo. Podemos
concluir que, en efecto, el maximo del nimero de puntos de articulacion se alcanza al iniciar el
umbral de percolacion.

Este hecho resulta de sumo interés pues considerando que los puntos de articulacién son nodos
débiles de la gréfica (en el sentido de que la conectividad depende fuertemente de su presencia,
pues al quitarlos el nimero de componentes conexas aumenta y la red se “rompe”) y en conse-
cuencia, el nimero de puntos de articulacion es una medida de debilidad de la conectividad de
la grafica, tenemos que la red empieza a percolar cuando alcanza su estado de conectividad mas
fragil, después de lo cual la conectividad se fortalece conforme se atraviesa el umbral. Sin embargo,
el nimero de puntos de articulaciéon no nos da informacion 1til respecto al final del umbral de
percolacién, cuando la red alcanza un estado supercritico, pues dicho nimero continia disminu-
yendo suavemente, sin presentar una fase de transicion indicativa.

Por otra parte, para el caso Kk = 10, el nimero de puntos de articulaciéon alcanza su méaximo
mas lentamente, hecho reflejado en que obtenemos intervalos (en rojo) més amplios para los valo-
res de este nimero correspondientes al inicio de los umbrales de percolacién, variando en general
de 0.85 a 0.985.

Dicho comportamiento se debe, adicionalmente, al hecho de que los intervalos de transicion
para el caso k = 10 se hallan desfasados. Este comportamiento era de esperarse dado que para
una concentracién alta alrededor de el angulo preferencial de las redes de fracturas, las funciones
de percolacién se desfasan dando preferencia, segin el valor de u, a la percolacién horizontal o
vertical. Esto no sucede, naturalmente, para el valor u = % en cuyo caso las funciones de percola-
cion se vuelven a superponer independientemente del valor de k.

A continuacién se presentan los umbrales estimados, asi como los nimeros relativos de puntos
de articulacién correspondientes al extremo inicial de los umbrales. Posteriormente, se presentan
comparaciones graficas de estos umbrales, para poderlos comparar en términos de su localizacién
y longitud.
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T

M:E

H (455,685)  (465,690)  (453,684)

k=01 -—---- 0995 ____ 0.989 096
V. (460,675)  (450,690)  (450,687)
0.998 0.978 0.96
H (475,690) (459,680)  (450,670)
1 0.97 0.96
k=1 e
VvV (460,690)  (450,690)  (460,670)
1 0.968 0.97
H (940,1315) (812,1130) (687,1050)
k=10 ----- 0% 0.975_ 08

V  (710,1045) (800,1137) (940,1325)
0.875 0.965 0.985

Cuadro 5.2: Umbrales estimados de percolacion para el modelo basico. El niimero de puntos de articula-
cién al momento de alcanzar el umbral se muestra bajo cada intervalo, normalizado respecto al maximo
correspondiente.
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Comparacion en términos de ;1 y
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Figura 5.9: Intervalos del umbral de percolacién horizontal (arriba) y vertical (abajo), en términos de A
contra p para poder comparar su comportamiento respecto a k.
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Figura 5.10: Intervalos del umbral de percolacién horizontal (arriba) y vertical (abajo), en términos de
A contra k para poder comparar su comportamiento respecto a pi.

En la primera tabla se muestran los intervalos que definen los umbrales de percolacién en
términos de A, agrupados segun el valor correspondiente de p. De acuerdo a las observaciones
anteriores, los intervalos correspondientes a k = 0.1 y k = 1 son casi idénticos. No se extraen
conclusiones de las pequenas variaciones que se observan, ya que pueden deberse a desviaciones
en nuestra aproximacién numérica.

|eluoZII0H
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Se observa claramente que la longitud de intervalo para £ = 10 es mucho mayor que en los
otros casos, indicando que la transicién de fase se vuelve mas lenta (en términos de \) conforme
los dngulos preferenciales se vuelven mas marcadas (es decir, cuando se tiene un pardmetro de
concentracién alto alrededor de dichas direcciones).

De manera consistente con los resultados anteriores, se observa que los dngulos preferencia-
les favorecen el dngulo de percolacién correspondiente. Es decir, entre mas horizontal (vertical)
sea el dangulo preferencial, mas pronto se dard la percolacién horizontal (vertical) en términos
del nimero promedio de fracturas (\). Este comportamiento se da, por supuesto, en el contexto
en que los angulos preferenciales se vuelven relevantes, es decir, cuando se tienen valores altos de .

Adicionalmente, observamos que la longitud de los intervalos depende fuertemente del valor de
k, hecho confirmado en la segunda tabla donde se muestran los mismos intervalos organizados en
términos de k. Podemos ver que para el mismo valor de « la longitud del intervalo se mantiene.
Entonces, qué tan facil o dificilmente percole el intervalo depende principalmente del valor de
concentracion k.

Al observar la segunda tabla confirmamos el efecto que u tiene sobre los umbrales de percola-
cion cuando k tiene valores altos. Es decir, para x = 10 el intervalo de percolaciéon horizontal para
i = {5 aparece primero que el intervalo para 4 = 7, y el intervalo para y = % llega al final. Para
el caso de percolacion vertical sucede exactamente en orden inverso.

Cerramos esta seccion mencionando que los resultado obtenidos para el modelo basico se
integran en la seleccion de parametros e interpretacién de resultados del modelo de dos familias.
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5.3.6. Ejemplos ilustrativos de cada caso

Figura 5.11: Ejemplos representativos del redes de fracturas discretas correspondientes al modelo bésico.
EN todos los casos se tiene A = 200.
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5.4. Resultados para el modelo de dos familias

5.4.1. Eleccion de parametros de simulacion

Considerando los resultados obtenidos respecto a k en el modelo basico, se decidié tomar
k = 0.01 en lugar de k = 0.1 (un orden menor) para intentar obtener alguna variacién en el
comportamiento de los modelos. Seguiremos tomando los casos k =1y k = 10.

Adicionalmente, se intenté mantener \; y Ay por debajo de los umbrales de percolacion pa-
ra cada caso. Al llevar a cabo experimentos preliminares, con diez simulaciones para (A, Ag) €
(100, 500) x (100, 500), dando intervalos de de cien en cien, se decidié tomar el intervalo (100, 600)
para ambos parametros de intensidad, dando intervalos de de veinticinco en veinticinco, intentan-
do dar la mayor resolucion posible a las estimaciones dentro de un tiempo de cémputo razonable.

En cuanto a la longitud, de acuerdo al modelo conceptual de dos familias, la mantendremos
constante en [ = 0.1. Adicionalmente, la representacién grafica de las funciones estimadas de per-
colacién y el numero de puntos de articulacion se llevard a cabo en una cuadricula de 21 x 21
celdas, donde las coordenadas de cada celda en la cuadricula se dan en términos de A\; y Ao, El
color de la celda correspondera al valor de la probabilidad de percolacién (o nimero de puntos de
articulacion, segiun sea el caso), de acuerdo a una clave de color que se mostraréd del lado derecho
de cada grafica.

, . ., . , o . .
Los paramstros de direccién preferencial serdn p; = J5, 2 = —75) para el caso conjugado, y
o e . . h -,

p1 = 15, 2 = 15) para el caso perpendicular, de acuerdo a lo discutido en la Seccién 5.2.
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5.4.2. Funciones de percolacion: caso conjugado (;; = 5, 12 = —15)
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Figura 5.12: Estimacion de las funciones de percolacién del el caso conjugado del modelo de dos familias,
para k € 0.01,1,10, con la percolacién horizontal (¢) a la derecha y la vertical (o) a la izquierda. Se
muestran curvas (e) al nivel 0.05 y 0.95 de probabilidad.
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5.4.3. Funciones de percolacion: caso perpendicular (., = 75, 12 = %
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Figura 5.13: Estimacién de las funciones de percolacién del el caso perpendicular del modelo de dos
familias, para x € 0.01, 1, 10, con la percolacién horizontal (¢) a la derecha y la vertical (e) a la izquierda.
Se muestran curvas (e) al nivel 0.05 y 0.95 de probabilidad.
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5.4.4. Puntos de articulacion
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Figura 5.14: Ntmero de puntos de articulacién del el modelo de dos familias. Se presentan los resultados
para k € {0.01,1,10} en orden descendiente. La columna izquierda es corresponde al caso conjugado y

la derecha el caso perpendicular.
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5.4.5. Umbrales estimados de percolacion

300 400
A1

Figura 5.15: Estimacién y comparacién de los umbrales de percolacién horizontal () y vertical (o) para el
caso conjugado (derecha) y el perpendicular (izquierda) del modelo de dos familias. Se muestran curvas de
nivel (o) al 75 % (linea punteada) y 95 % (linea sélida) del maximo de nimero de puntos de articulacién.
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5.4.6. Observaciones

Al evaluar las gréficas que estiman la funcién de percolacién en el caso conjugado (Figura
5.4.2), notamos su simetria respecto a la diagonal principal de la ventana de estudio(de la esquina
inferior izquierda (100,100) a la esquina superior derecha (600,600)), indicando que este caso del
modelo es simétrico respecto a los pardmetros de intensidad A\; y Ag. Podriamos invertir el papel
que juegan en el modelo y obtendriamos estimaciones muy similares.

Observamos también que en los casos k = 0.1 y k = 1 las bandas son casi diagonales (en
sentido contrario a la diagonal principal de la ventana de estudio) y sus fronteras son mas o menos
lineas rectas (considerando que tenemos entre menos una aproximacion numérica). Este compor-
tamiento indica que la percolacién se da mas facilmente a lo largo de la recta Ay = \,. Fuera de esa
diagonal la probabilidad de percolacién disminuye de manera simétrica, indicando que depende
mas bien de la suma de los parametros de intensidad, y no de alguno de estos parametros indi-
vidualmente. Este comportamiento tiene mucho sentido, ya que al igual que en el modelo bésico,
con concentraciones tan bajas la variable aleatoria Von Mises se comporta de manera muy similar
a una variable aleatoria uniforme y de este modo los pardmetros p; y pe del modelo se vuelven
irrelevantes. En consecuencia, tenemos la superposicion de dos modelos booleanos practicamente
idénticos, lo cual resulta en un nuevo modelo booleano de intensidad precisamente \; + A9, dada
la superposicién de los procesos puntuales de Poisson que dirigen al modelo.

Las asimetrias se muestran nuevamente en el caso K = 10, en el que las regiones de transicién
se curvan levemente. Esta curvatura es en sentido favorable para la percolacién y todavia tenemos
simetria respecto a la diagonal principal de la ventada de estudio (y en consecuencia, respecto a
A1 ¥ A2). Nuevamente se alcanzan los valores més altos de probabilidad de percolacién a lo largo
de la recta \; = Ay. Sin embargo, en este caso no podemos argumentar la superposiciéon de dos
modelos booleanos para obtener un solo modelo cuyo parametro de intensidad sea A; + A\, ya que
el alto valor de k provoca que los angulos de las familias se concentren mucho mas alrededor de
su u correspondiente, diferencidndose mas claramente. En este caso se aprecia claramente que la
zona de transicién (nuestra aproximacion al umbral de percolacién) de la funcién de percolacién
vertical estd desplazada hacia los valores mas grandes de nimero promedio de fracturas (A1 y Az),
ademas de que es mas ancha. Este comportamiento es de esperarse ya que en el caso conjugado los
valores de piy = {5 y pa = —12 favorecen la percolaciéon horizontal. De este modo concluimos que
tanto la localizacién como el ancho del umbral de percolacién indican qué tan “facilmente” percola
el modelo.

En cuanto al caso perpendicular (Figura 5.4.3), el comportamiento es anédlogo al caso con-
jugado, en especial para los dos valores menores de k, provocando que u pierda relevancia. En
particular, para k = 10, los umbrales de percolaciéon no presentan la discrepancia entre la percola-
cién vertical y la horizontal que aparece en el caso conjugado, lo cual es de esperarse considerando
que p1 vy e son perpendiculares y en consecuencia no hay elementos que favorezcan la percolacién
en un sentido u otro.
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Respecto a los puntos de articulacién (Figura 5.4.4) nuevamente que el modelo es simétrico
respecto a los parametros de intensidad A\; y 2. Los colores se eligieron de tal suerte que la zona
de transicién (en el sentido discutido en los resultados del modelo béasico) quedan delineadas en
blando. A diferencia del modelo basico, aqui se presentan los valores explicitos del numero de
puntos de articulacién (sin normalizar). Observamos que este niimero alcanza un valor mas alto
para x = 10.

Notamos que las zonas de transicién dentro de las cuales se alcanza el maximo (en naranja) son
cualitativamente muy similares a los umbrales de percolacién correspondientes, incluso mostrando
zonas curvas para £ = 10. En particular, la zona de transicion para este valor de s en el caso
conjugado es més ancha que la correspondiente en el caso perpendicular, de manera consistente a
lo observado en las estimaciones de las funciones de percolacion.

Finalmente, en la Figura 5.4.5, se comparan los umbrales de transicién superponiéndolos con el
color correspondiente. Adicionalmente, se superponen curvas de nivel de los puntos de articulacion,
normalizados respecto a su maximo para poderlos comparar con las probabilidades de percolacion.
Confirmamos que, cualitativamente, las zonas de transicion de los puntos de articulacion presentan
el mismo comportamiento que los umbrales de percolacion. Por otra parte, cuantitativamente se
encuentran desplazadas hacia los valores menores de \; y Ay. Sin embargo, la frontera inferior del
inicio de los umbrales de percolacién (probabilidad de percolacién al nivel 0.05) queda atrapada
en la banda al nivel 0.95 de los puntos de articulacién, de forma especialmente clara para los dos
valores menores de x, reproduciendo los resultados obtenidos para el modelo basico.

Adicionalmente, los umbrales de percolacién coinciden casi por completo en los casos k = 0.01
y k£ = 1, indicando de nuevo que desde que & se encuentra en el orden de 10" y menor, el compor-
tamiento del modelo ya no cambia, independientemente de el angulo preferencial de cada familia
(). De nuevo, el impacto de dicha direccién preferencial se vuelve patente en el caso k = 10,
donde las regiones ya no se superponen y se nota una gran diferencia entre el comportamiento del
modelo en el caso conjugado y en el caso perpendicular.

En el caso conjugado, los umbrales de percolaciéon son paralelos pero estan desplazados, favo-
reciendo notablemente la percolaciéon horizontal (en verde). Ambas regiones quedan atrapadas por
las curvas al nivel 0.75 de los puntos de articulacién, y el nivel 0.95 indica parcialmente las zonas
donde los umbrales horizontal y vertical se superponen. Por otra parte, en el caso perpendicular,
los umbrales se encuentran menos desfasados pero ya no son paralelos. El umbral de percolacion
horizontal favorece! levemente a A; (cuyo valor correspondiente de p es 15- De forma similar, el
umbral vertical favorece a \y. En este caso, la zona de transicién del nimero de puntos de percola-
cion sigue respetando la forma de los umbrales de percolacion, pero presentando un desfasamiento
cuantitativo. El inicio de los umbrales de percolacién si queda atrapado, pero por las curvas a nivel
0.75, indicando que el nimero de puntos de articulacion es buen indicador del inicio del umbral

de percolacion solamente para ciertos rangos de parametros, y no un indicador general.

IEn el sentido de que se necesitan valores menores de A para que la red percole.
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5.4.7. Ejemplos ilustrativos de cada caso
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Figura 5.16: Redes de fracturas para el caso perpendicular (izquierda) y simétrico (derecha) del modelo
de dos familias. En todos los casos se tiene A\ = 250 y Ay = 150.



102 CAPITULO 5. EXPERIMENTOS NUMERICOS Y DISCUSION DE RESULTADOS

5.5. Resultados para el modelo microfracturado

5.5.1. Eleccion de parametros de simulacion

En este caso, de acuerdo al modelo conceptual de microfracturas, diremos que tenemos una
familia escasa y larga y otra familia de microfracturas. Requeriremos entonces que \; se halle en
un orden menor a A9, y que ambas se encuentren por debajo de los umbrales de percolacion para
cada caso, evitando asi que se trivialice la percolacién en el modelo. Al llevar a cabo experimentos
preliminares, con diez simulaciones para (A;, A2) € (10,50) x (100, 500), dando intervalos de de
diez en diez en el primer caso y de cien en cien en el segundo, se decidié tomar el intervalo (10, 100)
dando intervalos de de cinco en cinco para A1, y el intervalo (100, 1000) para Ay, dando intervalos
de de cincuenta en cincuenta, intentando dar la mayor resolucién posible a las estimaciones dentro
de un tiempo de cémputo razonable. De este modo, A; varia en un rango que es un orden menor
que el rango de \y. Podemos decir que, en promedio, la familia microfracturada es diez veces mas
abundante que su contraparte.

En cuanto a las longitudes, de acuerdo al modelo conceptual microfracturado, las manten-
dremos constantes en [y = 0.1 y Ay = 0.01, diferenciandose en un orden. Adicionalmente, la
representacion grafica de las funciones estimadas de percolacion y el nimero de puntos de articu-
laciéon se llevara a cabo en una cuadricula de 19 x 19 celdas, donde las coordenadas de cada celda
en la cuadricula se dan en términos de A\; y Ay. El color de la celda correspondera al valor de la
probabilidad de percolacién (o nimero de puntos de articulacion, segiun sea el caso), de acuerdo
a una clave de color que se mostrara del lado derecho de cada grafica. Es importante mencionar
que los ejes no estaan graficados en la misma escala, hecho relevante al momento de interpretar
los resultados.

Los pardmetros de direccién preferencial serdn nuevamente p; = {5, 2 = —15) para el caso
conjugado, y p1 = 75, 2 = %r) para el caso perpendicular, de acuerdo a lo discutido en la Seccién
5.2.
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5.5.2. Funciones de percolacion: caso conjugado (., = 75, jto = — 15
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Figura 5.17: Estimacién de las funciones de percolacién del el caso conjugado del modelo microfracturado,
para k € 0.01,1,10, con la percolacién horizontal (¢) a la derecha y la vertical (o) a la izquierda. Se
muestran curvas (e) al nivel 0.05 y 0.95 de probabilidad.
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5.5.3. Funciones de percolacion: caso perpendicular (., = 75, 12 = %
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Figura 5.18: Estimacién de las funciones de percolacién para el caso perpendicular del modelo microfrac-
turado, para x € 0.01, 1, 10, con la percolacién horizontal (¢) a la derecha y la vertical (o) a la izquierda.
Se muestran curvas (e) al nivel 0.05 y 0.95 de probabilidad.
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5.5.4. Puntos de articulacion
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Figura 5.19: Ntmero de puntos de articulacién del el modelo de microfracturado. Se presentan los resulta-
dos para k € {0.01,1,10} en orden descendiente. La columna izquierda es corresponde al caso conjugado
y la derecha el caso perpendicular.
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5.5.5. Umbrales estimados de percolacion
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Figura 5.20: Estimacién y comparacién de los umbrales de percolacién horizontal () y vertical () para
el caso conjugado (derecha) y el perpendicular (izquierda) del modelo microfracturado. Se muestran
curvas de nivel (o) al 75% (linea punteada) y 95% (linea sélida) del méximo de nimero de puntos de

articulacién.
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5.5.6. Observaciones
Sobre el caso conjugado del modelo microfracturado

En en caso conjugado (Figura 5.5.2)salta a la vista inmediatamente que los umbrales de transi-
cién de este modelo son muy diferentes al modelo de dos familias. Observamos que estos umbrales
(Figura 5.5.2) son practicamente horizontales, indicando que dependen fuertemente de Ay (el
pardmetro de intensidad de la familia microfracturada). Sin embargo, al realizar experimentos
numéricos para el caso [ = 0.01 de manera individual, en el analisis exploratorio previo a las
simulaciones del modelo béasico, se hall§ que para valores muy altos de A (en el orden de 10%) el
modelo apenas empezaba a percolar (probabilidades de percolacién en el orden de 1072 ), por lo
cual se descarto esta longitud para el modelo basico. En nuestro modelo microfracturado, observa-
mos que si bien \; (pardmetro de intensidad correspondiente a la familia larga y escasa) no tiene
un efecto cualitativo sobre los umbrales de percolacién, hace que el orden dentro del cual ocurre
la percolacién respecto a Ay (pardmetro de intensidad de la familia de microfracturas) disminuya
muy drasticamente. De este modo, observamos que la red microfracturada no es por si misma
suficiente para que el modelo percole, sin embargo, al anadir unas cuantas fracturas largas, la per-
colacion se favorece enormemente sin dejar de depender fuertemente de la intensidad de proceso
que genera la red de microfracturas. A esta evidencia se anade el hecho de que \; se halla muy
por debajo de su umbral de percolacién (segin las estimaciones para los modelos anteriores y los
experimentos preliminares para este modelo). Es decir que es Ay, asi como su interaccién con A
(si bien no A\; directamente) el factor determinante para la percolacién (desde el punto de vista
de los parametros de intensidad).

Por otra parte, observamos nuevamente que en el caso Kk = 10 se favorece la percolacién
horizontal (de manera consistente con los valores de p; y po). Adicionalmente, en este caso no
alcanzamos el umbral de percolacion completo. Es decir que el ancho del umbral es mucho mayor
que en los demés casos de k. Incluimos la estimacién completa de estos umbrales en el Apéndice 77.

Sobre el caso perpendicular del modelo micro fracturado

Ahora bien, en el caso perpendicular 5.5.3 se observa nuevamente que el umbral depende fuer-
temente de Ay, pero esta dependencia es menos dominante que en el caso conjugado y por primera
vez se observan comportamientos diferentes para cada x. Para x = 0.01 se tienen nuevamente
regiones paralelas al eje de \;, pero favoreciendo fuertemente la percolaciéon en sentido vertical.
Dentro de los rangos de parametros estudiados, no se obtiene el umbral de percolacion vertical
completo. Este resultado es muy interesante, pues indica que la percolacion se estda dando més
facilmente a través de la familia mas vertical que es precisamente la familia microfracturada. En
el caso k = 1, notamos nuevamente que se favorece la percolacion vertical, aunque de manera més
sutil que el caso anterior. Las regiones ya no son completamente horizontales, sino que favorecen a
A1. Este comportamiento significa simplemente que el modelo percola méas facilmente para valores
mayores de Ao, y en este sentido la predominancia de \; sobre el umbral de percolacién se debilita,
en relacion al caso conjugado. Las bandas en este caso son mucho mas angostas, indicando que la
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percolacién se da mas facilmente. Consideremos que, dada la diferencia de escalas entre A\; y Ao,
estos comportamientos son mucho menos sutiles de lo que aparentan en las graficas, pues en una
representacion donde ambos ejes tuvieran la misma escala el eje vertical (correspondiente a Ag)
seria diez veces mas largo que el eje horizontal.

Finalmente, en el caso k = 10, se observa una tendencia todavia mas favorecedora para A;.
La predominancia de Ay se debilita atin mas, sin llegar a obtener un caso simétrico. El ancho del
umbral de transicion se vuelve mas amplio que en el caso k = 10, de manera consistente con
el hecho de que la percolacion se dificulta cuando el dngulo preferencial de las familias es muy
dominante. Observamos también que en este caso se favorece la percolacién vertical (contrario al
caso k = 0.01) indicando, posiblemente, que la percolacién se da en mayor medida respecto a la
familia cuya direccién preferencial es vertical (es decir, la familia microfracturada).

Sobre los puntos de articulacion del modelo microfracturado

Ahora bien, respecto a los puntos de articulacién, en el caso conjugado reproducen apenas el
comportamiento cualitativo de los umbrales de transicién. Notamos al inspeccionar las gréficas
que no hay diferencias notables entre el caso conjugado y el caso perpendicular. Adicionalmente,
las zonas de transicién (delineadas a grandes rasgos por los valores representados en blanco) sélo
se alcanzan por completo para x = 0.01. Es aparente que el comportamiento del nimero de puntos
de articulacién es inconsistente con el comportamiento de los umbrales de percolacién en ambos
casos (conjugado y perpendicular). Una posible explicacion es que si bien la familia de microfrac-
turas es muy abundante respecto a la familia larga y abundante, su conectividad es muy baja y
es probable que haya muchas fracturas aisladas que son contadas como puntos de articulacién por
definicién (al constituir componentes conexas tnicamente por convencién), y que en realidad no
contribuyen a la conectividad de la red.

Sobre la comparacion de los umbrales del modelo microfracturado

Los comentarios anteriores se confirman al observar la Figura 5.5.5, donde se comparan los
umbrales de percolacion horizontal y vertical para cada caso de nuestro modelo microfracturado.

Para los valores de kK = 0.01 y x = 1 del caso conjugado, los umbrales horizontal y vertical
se superponen claramente. El hecho de que sean paralelos al eje correspondiente a A; confirman
la predominancia de Ay sobre la percolacion para este caso del modelo microfracturado (fracturas
conjugadas con alta variabilidad respecto a el angulo preferencial), considerando que la presencia
de la primera familia, si bien no es la estructura principal mediante la cual se da la percolacion,
la favorece enormemente.

La zona de transicién del nimero de puntos de percolacion coincide tanto cualitativamente co-
mo cuantitativamente con los umbrales de percolacién en el caso conjugado x = 0.01. Sin embargo,
el méximo (curvas al nivel 0.95) queda completamente contenido en la regién correspondiente a los
umbrales, de tal suerte que ya no es un buen criterio para determinar la localizacion de la frontera
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inferior de los umbrales (a diferencia de los modelos anteriores). Aun mas, en el caso kappa = 1
el nimero de puntos de articulacion se comporta en todo sentido diferente a los umbrales de per-
colacién (concentrdndose en la esquina superior izquierda), como lo evidencian sus curvas al nivel
0.05 y 0.95. Este resultado sobre el nimero de puntos de articulacién no es consistente con los
obtenidos para los modelos anteriores.

Por otra parte, en el caso conjugado con x = 10 se observa de manera consistente con los
resultados para los modelos anteriores que la percolacion se dificulta. El umbral se halla fuera de
los rangos de parametros elegidos pero se sigue observando la predominancia de Ay, asi como la
consistencia cualitativa entre los umbrales de percolacion. Sin embargo, a diferencia de los resul-
tados obtenidos para los dos valores menores de k, se observa claramente que este caso favorece
la percolacién horizontal. Este comportamiento es consistente con los resultados obtenidos pre-
viamente, ya que ambas direcciones preferenciales (y; y p2) son més cercanas al cero (direccién
horizontal) que a %i (direccién vertical), de tal suerte que la red superpuesta favorece globalmente
a el angulo horizontal. De nuevo notamos que el comportamiento del nimero de puntos de articu-
lacién es cualitativamente y cuantitativamente distinto, mostrando nuevamente una concentracion

en la esquina superior izquierda, aunque menos drastica que en el caso conjugado con k = 1.

En el caso perpendicular notamos que en general se favorece a la percolacién vertical. Sin
embargo observamos por primera vez comportamientos verdaderamente distintos entre los valores
menores de k. Para k = 0.01 se mantiene la predominancia de \; en el sentido discutido para el
caso conjugado. El umbral de percolacion vertical no se alcanza dentro de los rangos de intensidad
(A) estudiados.

Para el valor k = 1 del caso perpendicular se confirma que la predominancia de A\, se debilita,
pues \; juega un papel més relevante al facilitar la percolacién conforme aumenta de valor. De
nuevo se observa que el nimero de puntos de articulacién se concentra en la esquina superior
izquierda y que no es un buen criterio para caracterizar los umbrales de percolacién. Se sigue
favoreciendo la percolacion vertical.

Finalmente, para el valor k = 10 del caso perpendicular la percolacién empieza a dificultarse
de nuevo, en el sentido de que se requieren valores mas altos de ambos parametros de intensidad
para alcanzar el umbral de percolacion. Insistimos en que este resultado es consistente con los
obtenidos en los modelos anteriores. De nuevo, se favorece la percolacion vertical y confirmamos
la sospecha de que el niimero de puntos de articulacién no es un criterio 1til en este modelo.
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5.5.7. Ejemplos ilustrativos de cada caso
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Figura 5.21: Redes de fracturas para el caso perpendicular (izquierda) y simétrico (derecha) del modelo
microfracturado. En todos los casos se tiene A\; = 250 y Ay = 150.



5.6. DISCUSION GENERAL DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS 111

5.6. Discusion general de los resultados obtenidos

5.6.1. Parametros predominantes respecto a la percolacion

En esta secciéon se discutird el comportamiento general de los umbrales de percolacién respecto
a los parametros A\, i y k del modelo. Dado que, en el modelo bésico, las funciones de perco-
lacién se comportaron cualitativamente de manera esperada, confirmamos que A, el parametro
de intensidad del proceso Poisson que dirige al modelo, es el parametro predominante respecto
a la percolaciéon. El nimero de fracturas es fundamental para que el modelo percole. A conti-
nuacién, notamos que x, el parametro de concentraciéon de la variable aleatoria Von Mises que
controla al modelo, es predominante y no promueve la percolacién en el sentido de que cuando
toma valores mayores la percolacion se dificulta. En particular, notamos que al variar el orden
de k entre 0.01, 0.1 y 1, se obtienen comportamientos muy similares en todos los modelos (salvo
el caso perpendicular del modelo microfracturado), hecho debido a que la variable aleatoria Von
Mises tiende a una uniforme conforme s tiende a cero. Tiene sentido pensar que cuando k — 0
la funcién de percolacién tiende a una funcién limite, independientemente de p pero dependien-
te de A, en la cual la longitud de los intervalos de percolacién decrece y tiende a un valor constante.

Por otra parte, u se vuelve relevante solamente cuando « es suficientemente grande como para
que los angulos preferenciales se diferencien. En nuestros experimentos, esto sucedié para x = 10.
Atn mas, concluimos que el angulo preferencial favorece el angulo de percolacién correspondiente.
Entre mas horizontal se halle una familia, més se favorecera la percolacién horizontal. Sucede de
manera analoga para la percolacién vertical. Sin embargo, en el caso limite, cuando kK — o0, se
consideraria que no hay variacion alrededor de u y las fracturas en una familia son perfectamen-
te paralelas. En el caso del modelo basico nunca habria percolacién, pues las fracturas nunca se
intersectarian.En ese caso la funcién de percolacién tiende a cero En los casos del modelo de dos
familias y el microfracturado, se espera de acuerdo a los resultados obtenidos un desfasamiento
ain mas marcado entre la percolacion vertical y la horizontal. Finalmente, la funcion de perco-
lacién aparenta ser continua en todos los casos. Sin embargo, hay que tomar esta afirmacién con
precaucion, considerando que empleamos aproximaciones numéricas.

5.6.2. Obstaculos enfrentados

El obstdaculo mas grande que se enfrenté fue hallar un criterio para la percolacion que se
pudiera implementar computacionalmente. Al inicio del trabajo se propuso un criterio intuitivo
que intentaba hallar un camino entre las fracturas que intersectaban bordes opuestos, utilizando la
funcién de orientacién implementada (ver Apéndice F) para detectar intersecciones. Este método
no funcioné pues los tiempos de computo crecieron exponencialmente respecto a A, y un solo
barrido de X\ para el modelo bésico tomaba al menos cuatro dias.

Para resolver este problema se consideré convertir la red a una grafica, mediante una matriz de
incidencias de unos y ceros. Después de implementar este paquete las simulaciones para el modelo
bésico tardaban a lo més treinta minutos para los valores mas grandes de A. Se analizé el codigo
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paso a paso y se determind que el paso que por mucho consume mas tiempo es el caculo de la
matriz de incidencias. Tanto la simulacion de la red como el analisis de sus componentes conexas
(clusters) fue muy rdpido. Los casos mas tardados fueron para el modelo de dos familias, para
los valores mayores de los parametros de intensidad A; y Ay. En esos casos, cuatro simulaciones
simultaneas para un barrido completo del espacio de intensidades tomaba entre dos y tres dias,
con cien simulaciones para cada pareja de ;.

Una vez representada la red en forma grafica se utilizé el paquete igraph para hallar el umbral
de percolacién, empleando los algoritmos ya implementados en este paquete para hallar compo-
nentes conexas. Fue precisamente este proceso el que nos motivo a buscar criterios de percolacion
alternativos en términos de medidas de conexidad de teoria de graficas, ademas del tamano relativo
del cluster.

5.6.3. Criterios alternativos

Desafortunadamente, dos de los tres criterios propuestos fueron descartados desde el modelo
bésico: la conectividad por vértices y el tamano relativo del cluster que percola. Respecto al
tamano relativo, aumenta bruscamente cuando el modelo empieza a percolar, sin tomar valores
de manera consistente. Este comportamiento es relativamente trivial en el sentido de que antes
de que el modelo percole, no existe un cluster que percole y por lo tanto el tamano relativo se
reporta como cero. Por otra parte, confirmamos la idea muy razonable de que conforme A crece,
el cluster que percola vertical y horizontalmente es el mismo, y finalmente consta de toda la red
en el estaso supercritico del modelo. Este hecho puede ayudar a recuperar la nociéon de unicidad
del cluster que percola, que perdimos al pasar del modelo matematico al modelo computacional
(que exige una ventana acotada).

En el caso de la conectividad por vértices, se tuvo que siempre valié cero, independientemen-
te de todos los demas parametros. Esto indica que si bien nuestras redes alcanzan el umbral de
percolacién, no hay muchas conexiones redundantes e incluso para el estado supercritico la co-
nectividad sigue siendo relativamente débil. Estas afirmaciones son validas dentro del rango de
parametros que estudiamos. No descartamos que esta medida sea 1til al estudiar, por ejemplo, el
comportamiento de las redes de fracturas discretas en estado puramente supercritico.

Finalmente, se obtuvieron resultados marginalmente més interesantes para el nimero de pun-
tos de articulacion. Hallamos que este nimero aumenta conforme A crece, debido al niimero de
fracturas aisladas que por convencion definen componentes conexas de cardidalidad uno, y en
consecuencia son el si mismas puntos de articulacion. A continuacién este nimero alcanzaba su
maximo y la red se encuentra en sus estado de conectividad mas fragil. Notemos que dado el
comportamiento de las fracturas aisladas este hecho no se debe interpretar como que antes del
maximo la red se encuentra més conectada. Simplemente, antes del maximo no hay conectividad
relevante, pues sigue habiendo muchas fracturas aisladas. Depués del maximo el nimero de pun-
tos de articulacién empieza a decrecer, ahora si por que en verdad la conectividad de la red se
estd consolidando y no por que estemos obteniendo conteos falsos debido a fracturas aisladas. En
este sentido se esperaba que el maximo del nimero de puntos de articulaciéon ayudara a predecir
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el inicio del umbral de percolacion. Sin embargo, desde el caso k = 10 del modelo bésico, el com-
portamiento del nimero de puntos de articulaciéon se volvié inconsistente. Estas inconsistencias
continuaron a lo largo de los experimentos para los otros dos modelos, llevandonos a la conclusion
de que este criterio no es completamente 1til, pues se comporta de manera muy inconsistente con
los umbrales de percolacion dependiendo del rango de los parametros y, en el mejor de los casos,
solo predice una frontera del umbral.

5.6.4. Comparacion con otros trabajos

De las referencias consultadas, los trabajos mas similares han sido realizados por Balberg y
Binenbaum (1983)[33] y Mertens y Moore (2012)[31].

Balberg y Binembaum realizan un estudio de la percolacién de un modelo bidimensional muy
similar a nuestro modelo basico. Toman un modelo booleano donde los objetos son segmentos de
recta. Al igual que en nuestro modelo bésico, la longitud de los segmentos de recta es constante.
Cabe notar que ellos también hallaron que el angulo preferencial de la red favorece la percolacion
en el dangulo correspondiente. También utilizan un cuadrado unitario como ventana de estudio y
definen las percolaciones en sentido longitudinal (vertical) y transversal (horizontal). Sin embargo,
ellos toman un numero fijo de segmentos, mientras que nuestro niimero es aleatorio. En ese senti-
do, nuestro modelo es un poco mas general. Por otra parte, el objetivo de su trabajo es distinto,
pues estudian la percolacion del modelo en términos de la anisotropia de la red, y reportan sus
resultados numéricos para la probabilidad estimada de percolacion en términos de una medida de
esta anisotropia. En ese sentido, nuestros resultados numéricos no son comparables. Seria nece-
sario traducir nuestros resultados a los términos del trabajo de Balberg y Binenbaum para hacer
una comparacion cuantitativa. Finalmente, su trabajo es més amplio pues estudian el caso donde
la longitud es aleatoria con distribucién log-normal.

Por otra parte, el trabajo de Mertens y Moore es méas amplio pues incluye modelos booleanos
con cuadros y discos en dos dimensiones, ademéas de segmentos de recta. Sus resultados son cuali-
tativamente comparables ya que estudian la percolacion en términos del producto del parametro
correspondiente a nuestro parametro de intensidad A y el area del objeto aleatorio en cuestion.
Para los segmentos de recta, definen el area como el cuadrado de la longitud. Ellos también dejan
fija la longitud de los segmentos. Obtienen gréaficas de la funciéon de percolacién estimada que
muestran el mismo comportamiento que nuestras estimaciones para el modelo béasico. Sin embar-
go, Mertens y Moore comparan estas graficas con algunos resultados analiticos obtenidos en los
términos en que cosntruyen sus modelos. Este valor coincide con los puntos de inflexién apro-
ximados de las curvas estimadas de percolacion, proporcionando un equivalente al valor critico
para funciones continuas de percolacion. Adicionalmente, presentan un algoritmo para detectar el
cluster de percolacion y muestran que el tiempo de computo es lineal.

En general, dentro de la bibliografia revisada, no se hallaron planteamientos similares nuestros
modelo de dos fracturas y nuestro modelo microfracturado. Es decir, modelos que resultan de la
superposiciéon de dos redes de fracturas.
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5.6.5. Sobre la unicidad del cluster que percola

De acuerdo a lo discutido anteriormente, la unicidad del cluster
que percola no se respeta una vez que nos restringimos a una ven-
tana acotada y redefinimos el cluster que percola de componente
conexa no acotada a componente conexa que une lados opuestos de
la ventana. A lo largo de los experimentos se monitoreé la ocurren-
cia de clusters multiples de percolacién, lo cual si bien ocurrié con
muy baja frecuencia (en total menor a 0.001), tiene probabilidad
positiva. Esta aparente contradiccion con la teoria no es tal, pues
podemos interpretar la nueva definicién del cluster de percolacion
como la interseccién entre la componente conexa no acotada y la
ventana de estudio. Esta interseccion no tiene por qué ser conexa,
por lo cual aparenta haber varios clusters de percolacion.

Figura 5.22: Realizacion que
aparenta presentar dos clusters
de percolacion.



Capitulo

Conclusiones

Se aplicé una metodologia sistematica de modelacion mateméatica y computacional para la
construcciéon de tres modelos estocasticos de redes de fracturas discretas. Los elementos principa-
les para dicha construccién fueron nociones de geometria estocastica y de percolacion. Para este
fin se hizo una revision de la teoria de estas dos poderosas herramientas matematicas.

En particular, este tipo de construccion se ilustré multiples veces en la revision de modelos de
percolacion continua en sus dos vertientes principales: modelos booleanos y modelos de conexiéon
aleatoria. Dentro del contexto de nuestra metodologia, elegimos el planteamiento booleano para
construir nuestros modelos, obteniendo resultados interesantes en términos de la teoria de perco-
lacion.

Se esperaba que las funciones estimadas de percolacién dependieran primordialmente del niime-
ro promedio de fracturas (el pardmetro de intensidad A de Poisson). Esta expectativa se confirmé en
el sentido de que las funciones se comportaron exactamente del modo predicho por la teoria: cre-
cientes respecto a A y presentando una transicion relativamente brusca del estado subcritico al
supercritico. En el modelo de dos familias hallamos una simetria interesante respecto a los dos
parametros de intensidad. Por otra parte, para el modelo microfracturado, el comportamiento
fue fuertemente asimétrico dando predominancia a la familia microfracturada, asi como a la in-
teraccion geométrica entre las redes superpuestas. Adicionalmente, notamos que el parametro de
concentracion k no promueve la percolacion, y que su interaccion con el parametro de direccion
preferencial i es un factor determinante para la simetria de los umbrales de percolacién horizontal
y vertical. Finalmente, se logré estimar dichos umbrales en todos los casos.

En particular, ninguno de los criterios alternativos propuestos para la deteccion de la tran-
sicién de fase resultd efectivo. El mas prometedor fue el nimero de puntos de articulacion, sin
embargo su comportamiento no fue siempre consistente con el de los umbrales de percolacion,
particularmente en el modelo microfracturado.

Desde el punto de vista computacional, es critico emplear técnicas de computo paralelo para

115



116 CAPITULO 6. CONCLUSIONES

mejorar la eficiencia de la implementacién de nuestro algoritmo. En particular, puede ser intere-
sante implementar el algoritmo de Mertens y Moore [31] y compararlo con este trabajo. Nétese
que, estrictamente hablando, el algoritmo fundamental es el del paquete igraph, que encuentra
todas las componentes conexas de las redes. Desafortunadamente, la documentacién del paquete
no especifica qué algoritmo utiliza ni cémo se implementa. Se pretende, a largo plazo, integrar este
trabajo como parte de un paquete para R enfocado a modelos estocasticos espaciales de redes de
fracturas discretas.

Una generalizacion que se puede implementar de manera inmediata seria considerar estos mo-
delos cuando la longitud es una variable aleatoria. Para la extension de estos modelos a tres
dimensiones se pueden utilizar poligonos o elipses en el espacio para representar las fracturas, en
lugar de segmentos.

Los resultados obtenidos se pueden utilizar para proporcionar criterios de selecciéon de rangos
de parametros en generalizaciones de los modelos. Més ain, es de particular interés desarrollar
modelos que tomen en cuenta la dependencia que existe entre las propiedades de las fracturas
naturales (longitud, apertura, rugosidad), permitiendo asi representar mejor la heterogeneidad
presente en las medios porosos de las formaciones de yacimientos naturalmente fracturados.



Apéndice

Estereologia

La estereologia es la ciencia de las relaciones
geométricas entre una estructura que existe en
tres dimensiones e imagenes de dicha estructu-
ra que son fundamentalmente bidimensionales
[34].

Nos proporciona un conjunto de técnicas
que permiten obtener informacién tridimensio-
nal a partir de imédgenes bidimensionales. Di-
chas imagenes se pueden obtener de muchos
modos. Por ejemplo, intersectando el objeto
con un plano.

En la figura, el plano juega el papel de son-
da. Se pueden usar otros tipos de sondas como
puntos, lineas, superficies y voliimenes.

A.1. Propiedades y métodos

La estereologia nos permite estudiar propie-
dades métricas ( volumen (V') drea (S5, A), lon-
gitud (L),
curvatura (M) ).y topoldgicas (conexidad (C')
, numero(N) ) de los especimenes. En la ma-
yoria de los casos, estad propiedades se miden

Figura A.1: Ejemplo de sonda que consiste de un
plano. Imagen tomada del libro Practical Stereology
de J. Russ, pagina 3 de la segunda edicién.

en una muestra del espécimen y se expresan por unidad de volumen, area o longitud y se utilizan

subindices para indicar el caso.
Algunos ejemplos son:

» V, - fraccién de volumen (adimensional).

= S, - drea por unidad de volumen (m™!).
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» L, - longitud por unidad de volumen (m~2).
» A, - fraccién de area (adimensional).

» L, - longitud por unidad de drea (m™!).

» P, - longitud por unidad de drea (m~2).

» Ly - fraccién de longitud (adimensional).

» P, 0 Ny - nimero de puntos por unidad de longitud (m™1).

Se pueden usar para obtener promedios ttiles:

- (V)= Vy/N,.
- (S) = S,/N,.
- (M) = M,/S,.

] <D> = MU/27T . Nv.

Algunas otras medidas importante se enlistan a continuacién:

= Intercepcion lineal media - Medida 1til de la proporcién superficie-volumen de la estructura.

Se define como A =4 - g—z

Nos proporciona informacién de la escala de la estructura.

» Distancia libre media - En un medio (3) con particulas («), se refiere a la distancia promedio
entre las particulas.

Se define como L = X - 5—“5
Es importante, por ejemplo, en metales donde la distancia entra particulas precipitadas

controla propiedades mecdanicas.

El procedimiento tipico consiste en obtener muestras de la estructura tridimensional mediante
sondas. Estas sondas interactian con la estructura y producen eventos. El método preferido es
contar estos eventos, ya que es eficiente y su precision estadistica es facil de calcular. Es importante
elegir una sonda adecuada para la caracteristica que se desea estudiar.
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Es posible combinar varios métodos, usan-
do estereologia de sequndo orden. ésta consiste
en combinar varios tipos de sondas en una sola
imagen. Por ejemplo, podemos colocar un arre-
glo de puntos sobre una imagen, y seleccionar
las particulas que contienen un punto. En cada
particula seleccionada, se traza una linea des-
de el punto a la frontera y se mide el segmento
resultante. Este método se conoce como point
sampled intercept lenghts, y es util para propie-
dades medidas en proporcion al volumen.

A.2. Relaciones fundamentales

Las relaciones fundamentales son reglas
clasicas de la estereologia que vinculan las me-
didas obtenidas con los parametros de la es-
tructura.

Figura A.2: Estimacién del fea de una hoja. Hay
w (A,) =V, 39 puntos por unidad de area (0.5in2), asi que el
rea estimada es de 9.75in%. Contando los pixeles se

= Ny = No/(D). obtienen 9.42in?. Imagen tomada del libro Practi-

- (P)=V, cal Stereology de J. Russ, pagina 17 de la segunda
P v edicion.

n <LU> = ‘/;_)

Todas las relaciones necesitan que se lleve a
cabo un muestreo de la estructura, para obte-
ner estos valores medios. La muestra debe ser:

1. Uniforme
2. Aleatoria

3. Isotrépica

A una muestra de estas caracteristicas se le conoce como muestra IUR. Es necesario disenar
muestreos que satisfagan estas caracteristicas.

A.3. Medidas estereoldgicas clasicas

Los ejemplos méas comunes de medidas estereoldgicas consisten en calcular fracciones de area
o volumen a partir de conteo de puntos, o perimetros a partir de conteos de interseccién de linea.
A continuaciéon se presentan de manera my sucinta ejemplos de cada caso.
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A.3.1. Fraccion de area a partir de puntos

CGon e b =%

N

b Q)6 0

0

o Gy
S ¢
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%3 Gq 0(&

e °

Figura A.3: Fraccién de drea a partir de puntos. Imagen tomada del libro Practical Stereology de J. Russ,
pagina 46 de la segunda edicién.

En esta figura se lleva a cabo una estimacion de la fraccion de area de la fase gris obscuro, con
los siguientes resultados:

= Poblacién sonda: Puntos en el espacio bidimensional.
» Muestra: 25 puntos en una cuadricula.

= Evento: El punto cae en la fase gris obscuro.

= Conteo: 8 puntos.

» Relacién:(Pp) = Ay

» Conteo normalizado: Pp = 8/25 = (.32

= Propiedad geométrica:A,4 = 0.32
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A.3.2. Fraccion de volumen a partir de puntos

10 n

Figura A.4: Fracciéon de volumen Vi, a partir de puntos. Imagen tomada del libro Practical Stereology de
J. Russ, pagina 25 de la segunda edicién.

Estimacién de la fracciéon de volumen de la fase [3.

= Poblacién sonda: Puntos en el espacio tridimensional.
= Muestra: 25 puntos en una cuadricula.

= Evento: El punto cae en la fase .

= Conteo: 5 puntos caen en la fase.

» Relacién:(Pp) =V,

» Conteo normalizado: Pp = 5/25 = 0.25

» Propiedad geométrica:Vy = 0.25
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A.3.3. Perimetro de fases en dos dimensiones, a partir de intersecciones de linea

Figura A.5: Estimacién del perimetro de una fase bidimensional a partir de intersecciones Imagen tomada
del libro Practical Stereology de J. Russ, pagina 57 de la segunda edicién.

Estimacion del perimetro de una fase bidimensional a partir de intersecciones con lineas hori-
zontales, con los siguientes resultados:

= Poblacién sonda: Lineas en el espacio bidimensional.

Muestra: Cuatro lineas horizontales.

Calibraciéon: Cada linea mide 17.7um, longitud total de la sonda: 17.7 - 4 = 70.8um.

Evento: La linea intersecta la frontera de la fase gris.

Conteo: 17 intersecciones.

Relacién:(Pr) = F L,

» Conteo normalizado: P, = 17/70.8um = 0.24 eventos/um

Propiedad geométrica: P, = (.24

En este caso la estimacion del perimetro de la fase gris se lleva a cabo a partir de intersecciones
con lineas verticales, con los siguientes resultados:
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Figura A.6: Perimetro de una fase en dos dimensiones, a partir de intersecciones de linea Practical
Stereology de J. Russ, pagina 58 de la segunda edicién.

= Poblaciéon sonda: Lineas en el espacio bidimensional.

= Muestra: Cinco lineas verticales.

= Calibracién: Cada linea mide 23.7um, longitud total de la sonda: 17.7 -5 = 118.5um.

= Evento: La linea intersecta la frontera de la fase gris.

= Conteo: 62 intersecciones.

» Relacién:(Pr) = 5L,

» Conteo normalizado: P, = 62/118.5um = 0.52 eventos/um

» Propiedad geométrica: P, = 0.52

A.4. Muestreo en estereologia

El muestreo en estereologia depende de la sonda que se utilice. Algunos ejemplos tipicos son:

» Puntos - Deben estar distribuidos de manera uniforme en la ventana de estudio.
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» Lineas - Utilizar circulos garantiza que las direcciones son uniformes.
» Disectores - Deben estar distribuidos de manera uniforme en la ventana de estudio.

Hay varias ventajas al utilizar la estereologia. Una de ellas es que las cantidades involucradas
en las relaciones fundamentales pueden obtenerse a través de conteos. Por otra parte, las relaciones
fundamentales que involucran valores esperados son validas independientemente de la geometria
de la estructura. Finalmente, la validez de las relaciones fundamentales depende tnicamente de
que la muestra sea apropiada (por ejemplo, (P,) = V,,)[35].

Existen algunos criterios para obtener muestras IUR. El mas sencillo de ellos es que las sondas
de puntos no necesitan ser isotropicas. Si la estructura es muy irregular, se recomienda usar
reticulas. Sin embargo, una reticula dard muestras sesgadas si la estructura presenta muchas
regularidades. En ese caso, es mejor usar puntos aleatorios. En general, es dificil obtener muestras
IUR. La metodologia depende del espécimen.

A.5. Areas de aplicacion y limitaciones

Usualmente, la estereologia se utiliza para interpretar informacion geométrica de imagenes
obtenidas con microscopio (microestructuras). También se ha usado para estudiar la geometria
de rocas en techos de minas. En astronomia se usa para estimar distancias y distribucion de las
estrellas. En general, la estereologia halla usos en la geologia, agronomia, ciencia de materiales,
mineralogia, fisiologia, botanica, patologia, histologia, etc.

Por otra parte, la estereologia proporciona informacién exclusivamente cuantitativa. Las carac-
teristicas topoldgicas son dificiles de estudiar con estereologia. Por ejemplo, el niimero de objetos
por unidad de volumen requiere que el objeto en cuestién sea convexo y de tamano conocido. Si
el objeto no es convexo pero de forma conocida, se requieren varios planos de muestra. En el caso
general de objetos arbitrarios, o redes con conectividad compleja, no basta utilizar estereologia.
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Nociones de teoria de graficas

En matematicas y computacion, la teoria de graficas es el estudio de las grdficas, que son
estructuras matematicas empleadas para modelar relaciones dos a dos entre objetos. Una grdfica
en este contexto consta de nodos o vértices conectados por lineas llamadas enlaces. Las graficas
pueden ser no dirigidas, cuando no se hace distincién alguna entre los dos vértices asociados a
un enlace. En caso contrario se les llama dirigidas. Las graficas son uno de los objetos de estudio
primordiales de las matematicas discretas.

Definicién B.0.1. En el sentido mds comun, una grdfica es un par ordenado G = (V, E) que
consta de un conjunto V' de vértices y un conjunto E de pares no ordenados (en el caso no dirigido)
de vértices, conocidos como enlaces.

En una nocién mas generalizada, y relevante para el trabajo presente, E es un conjunto con
una relacion de incidencia que asocia parejas de vértices con enlaces.

Las graficas pueden ser usadas para modelar muchos tipos de relaciones y procesos en sistemas
fisicos, bioldgicos, sociales y de informacién. Muchos problemas practicos pueden expresarse en
términos de gaficas.

En el contexto de este trabajo, utilizamos graficas para representar y codificar la conectividad
de las redes de fracturas, caracteristica fundamental desde el punto de vista de la percolacion. De
este modo, utilizamos graficas en las que los nodos correspondian a las fracturas y los enlaces a
intersecciones entre las fracturas respectivas. Una vez que nuestras redes se hallaban codificadas
de este modo, fue posible estudiar la conectividad de nuestras redes desde este punto de vista
con la ventaja adicional de que pudimos aprovechar los algoritmos eficientes ya desarrollados para
hallar componentes conexas y caminos en graficas.
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La pregunta que surgié naturalmente du-
rante el estudio de redes discretas de frac-
turas fue, en términos informales, ;qué tan
conectada estd la red? ;Bastaria obstruir
un par de fracturas para desconectar el
cluster que percola o existen muchos ca-
minos redundantes? Para responder estas
preguntas fue necesario formalizar y ca-
racterizar el concepto de conexidad desde
el punto de vista de la teoria de grafi-
cas, y para dicho fin es necesario pre-
sentar ciertos conceptos preliminares bési-
COS.

Un camino es una sucesion finita o infini-
ta de enlaces que unen vértices distintos en-
tre si. Decimos que dos vértices en una grafi-
ca estan conectados si existe un camino entre
ellos. Asi, una grafica G esta conectada si exis-
te un camino entre cualesquiera dos vértices y
una componente conera €s un conjunto maxi-
mal de vértices conectados. De este modo, pre-
sentamos las siguientes caracterizaciones de la
conexidad de una grafica:

Definiciéon B.0.2. Una grafica G es k-conexa
si tiene mas de k vértices y permanece conecta-
da siempre que se eliminan menos de k vértices.

NOCIONES DE TEORIA DE GRAFICAS
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Decimos que k es la conectividad por vértices
de G. g u

De este modo, k es una medida directa de
la fuerza de la conexidad de una grafica. En- Figura B.1: Representacién de una red de fracturas
tre mas conectada esté una gréafica, mds vérti- como gréfica.
ces habria que eliminar para desconectarla y en
consecuencia el valor de k£ aumenta. Notemos,
sin embargo, que se presupone que la grafica estd en principio conectada. Si la gréafica que re-
presenta a la red de fracturas estd conectada, nuestra red ya percola. Entonces, la conectividad
por vértices es un buen criterio para estudiar la conectividad en sistemas supercriticos. A este
concepto se le conoce recientemente como cohesion de la grafica.

Por otra parte, presentamos un concepto complementario:

Definicién B.0.3. Un punto de articulacion o vértice de corte de una grafica G es aquel tal que
al ser eliminado el nimero de componentes conexas aumenta.
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En principio, el nimero de componentes conexas es un indicador inversamente proporcional
de qué tan conectada se encuentra la grafica. Cuando la grafica estda conectada sélo hay una
componente conexa, y conforme la gréifica se desconecta este nimero aumenta. En particular,
las fracturas aisladas constituyen en si mismas, por definicién, componentes conexas de la red.
Notemos que el concepto de punto de articulacion recuerda a los vértices pivotales definidos en
la Seccién 1.1 y por esta razén empleamos también el nimero de puntos de articulacién como
medida de la conectividad de nuestras redes. Nos indica el ntimero de fracturas de los cuales la
percolacién en la red depende de manera fundamental.

Es importante comentar que estas dos medidas son complementarias en el sentido de que si &
es positivo, la grafica esta conectada y no hay vértices de corte. Por otra parte, si el nimero de
vértices de corte es positivo, k vale cero pues no es posible eliminar dichos vértices sin desconectar
la grafica.

Los conceptos anteriores se propusieron como medidas alternativas para intentar caracterizar
la percolacion de los modelos estudiados en términos de la conectividad de las redes de fracturas
discretas.
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Apéndice

Construccion del proceso puntual de Poisson

Supongamos que se tienen dos cuerpos convexos dados, K y W en un espacio euclidiano de
dimensién d, R?. El cuerpo K sirve para generar un campo aleatorio de copias congruentes de K,
y el cuerpo W juega el rol de “ventana de observaciéon”. El campo aleatorio consiste de una canti-
dad numerable de copias congruentes de K que se distribuyen en el espacio de manera aleatoria e
independiente, permitiendo que se traslapen. El niimero de cuerpos en el campo cuya interseccion
con la ventana de observaciéon W sea no vacia es una variable aleatoria, y nos preguntamos su
distribucién. Esta pregunta no es significativa mientras no se proponga un modelo estocéstico
especifico para campo aleatorio de cuerpos convexos. Schneider propone en [21] un proceso me-
diante el cual, con suposiciones sencillas, se motiva el uso de un modelo especifico, y se obtiene
una férmula explicita para esta distribucion.

C.1. Primer paso: Aproximacion mediante bolas

En el primer paso, considera una situacion mucho mas simple. Se toma una bola B, de radio 7,
centrada en el origen, que contiene a la ventana de observacion W, y se considera solamente una
copia de K que se mueve aleatoriamente bajo la condicion de que intersecte a B,.. Nos preguntamos
ahora la probabilidad de que también intersecte a W. Existe una manera geométricamente natural
de especificar una distribucién de probabilidad de un cuerpo convexo que se mueve de manera
aleatoria y que satisfaga la condicion que le pedimos. Una copia congruente aleatoria de K se puede
representar de la forma gK, donde g es un elemento aleatorio del grupo G4 de movimientos rigidos.
El grupo localmente compacto Gy posee una medida de Haar tnica (medidas de Borel localmente
finitas, invarientes bajo traslaciones en el sentido de teoria de grupos, que no son idénticamente
cero). Denotaremos esta medida, normalizada, por pu. Podemos utilizar esta medida para obtener
la distribuciéon de una copia congruente aletoria de K que se intersecta con B,.. Asi definimos una
medida de probabilidad @ en el espacio K de cuerpos convexos en R? (con la topologia usual) del
siguiente modo:

129



130 APENDICE C. CONSTRUCCION DEL PROCESO PUNTUAL DE POISSON

0= p{g € Gy:gKkNB, #£0,9K € A)})
' u({g € Ga: gK N B, #0})
para borelianos A € K. De este modo, una copia congruente aleatoria de K que intersecta a
B, es, por definicién, un cuerpo convexo aleatorio con distribuciéon Q.

Ahora la probabilidad, denotada por p, de que una copia congruente aleatoria de K que
intersecta a B, también intersecte a W queda bien definida. Si escribimos

u(K, M) == pu({g € Ga: gK N M # 0})
para cuerpos convexos K y M, esta probabilidad queda dada por
MKW
(K, By)

Para calcular u(K, M), suponemos primero que K es una bola de radio p. Si la medida de Haar
1 se normaliza adecuadamente, la medida de todos los movimientos g que llevan a K a intersectar
a M es tan sélo la medida de todas las traslaciones que llevan el centro de K al cuerpo paralelo

(C.1)

M+ B,:={m+b:me M,be B,}, (C.2)

y en consecuencia es el volumen de este cuerpo. Utilizando la férmula de Steiner de la geometria
convexa, este volumen es un polinomio de grado a lo més d sobre el parametro p. Es conveniente
escribirlo en la forma

Ma(M + B,) Zpd%d” M), (C.3)

donde Aq es la medida de Lebesgue en R y x; es el volumen de la bola unitaria j dimensional.
Esto define volimenes Vj ...V, los cuales son funcionales importantes sobre el espacio de cuerpos
CONVexos.

Estos volimenes, que surgen naturalmente al calcular la medida (K, M) para el caso especial
K = B, resultan suficientes para manejar el caso general. La formula cinemdtica principal de la
geometria integral, en su caso particular para cuerpos convexos, afirma que

Zadz (K Vi (M), (C.4)
con ciertas constantes explicitas ag;. De C.l y C.4 obtenemos

p = Zizo QaViE) Vi (W) (©5)

Zgzo aaiVi(K)Vai(B,)’
que depende solamente de los volimenes de K y W (y de r).
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C.2. Segundo paso: dos cuerpos aleatorios

En el segundo paso, consideramos m > 2 cuerpos convexos aleatorios, independientes e idénti-
camente distribuidos, cada uno con distribucion Q, asi que cada uno es una copia congruente de
K que le pega a B,. Para k € {0,1,...,m}, denotamos por pj; la probabilidad de que el cuer-
po fijo W sea intersectado por exactamente k de las copias congruentes aleatorias de K. Por la
independencia, obtenemos la distribuciéon binomial, asi que

i = <Tg)p’“(1 —p)" ",

con p dada por C.5.

C.3. Tercer paso: m cuerpos aleatorios

En el tercer paso, elegimos m dependiendo del radio r, y haremos que r tienda a infinito, de
tal suerte que

con una constante . Ya que

obtenemos lim,_,,, mp = yu(K, W) =: 0, y en consecuencia

ek —9

rlirgopk =7¢ (C.6)
con
d
0 =7 auVi(EK)Vy,(W). (C.7)
=0

Hemos encontrado una distribucién Poisson. Su parametro se expresa explicitamente en térmi-
nos de la constante v, que puede interpretarse como la densidad de nuestro sistema aleatorio de
cuerpos convexos, vy los voliumenes de K y W.

C.4. Comentarios finales

Cabe mencionar que el desarrollo original para la obtencién de C.6 y C.7 se hallan en un
articulo por Giger y Hadwiger [36]. Schneider comenta que esta solucién no es enteramente sa-
tisfactoria. Se calcula un limite de probabilidades y se encuentra una ley Poisson. Sin embargo,
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esta ley Poisson no es interpretada todavia como la distribuciéon de una variable aleatoria bien
definida. Schneider indica que seria preferible, y necesario para las aplicaciones, un modelo que
nos permita considerar desde el principio sistemas numerables de cuerpos convexos localizados de
manera aleatoria, con propiedades de independencia adecuadas.

Esta meta se alcanza al utilizar procesos puntuales adecuados, tomando un proceso Poisson ©
de intensidad X en R?, con distribucién invariante bajo traslaciones. Elegimos un proceso puntual
de Poisson ya que sus propiedades intrinsecas de independencia reflejan las hipdtesis de indepen-
dencia que se utilizaron en el paso dos. A cada punto del © se le asocia una copia congruente
de K, del siguiente modo. Podemos suponer que © = {11,1»,...}. Sea (91,9, ...) una sucesién
de rotaciones aleatorias independientes de R?, cada una con distribucién dada por la medidad de
probabilidad invariante sobre el grupo de rotaciones SOy; sea esta sucesion independiente de ©.
Entonces 9; + 9, K, i = 1,2,...} define un campo aleatorio X de cuerpos convexos que son copias
congruentes de K. Para este modelo se calcula la probabilidad, digamos g, del evento de la ven-
tana de observacién fija W sea intersectada por exactamente k cuerpos del campo X, obteniendo
que

gk 0
qrk = He )

con 6 de acuerdo a C.7.

De este modo, utilizaremos un proceso puntual de Poisson para determinar las localizaciones y
el numero de fracturas. En especifico, el nimero de fracturas serd una variable aleatoria Poisson y
en efecto la distribuciéon de las fracturas serd uniforme en la ventana de estudio. Cabe mencionar
que los segmentos de recta que representan las fracturas juegan el papel de K, y W es en nuestro

caso un cuadrado unitario centrado en (1,1) en R
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La densidad critica en modelos de conexion
aleatoria

» Para L > 0, la funcién g, : R* — [0, 1] queda definida por

gr(z) =1- [ (1 —g(x+2L2)). (D.1)

2€74

Esta funcién serd continua casi en todas partes (es decir, salvo por un conjunto de medida
cero) para cada L > 0, con respecto a la medida de Lebesgue. Ademas, g, aproxima a g en
el siguiente sentido:

» Para cada € > 0 se tiene, con L suficientemente grande, que |g.(z) — g(z)| < € para cada
r € By.

= 1o [, 90 = Jpu9-

By, denota al rectangulo de lado L con centro en el origen.

Volvamos ahora a las densidades criticas definidas en la Seccién 3.2.1, Ag(g) v Ar(g). Obser-
vemos que Ay(g) establece la transicion de fase en términos de X'()), es decir, en términos del
valor esperado de la cardinalidad de W. Por otra parte, Ar(g) relaciona la transicién de fase con la
probabilidad de que W sea infinito, §(A). Cabe preguntarse si es posible que estas dos densidades
criticas coincidan, para que describir la transicién de fase de nuestro modelo en términos de un
solo parametro. Observemos que en el caso del modelo booleano estas densidades no tienen por
qué coincidir, ya que un solo punto puede generar un volumen muy grande, y de este modo no
existe una relacion adecuada entre la cardinalidad de W y su tamafo. Este fenémeno no ocurre
en el modelo de conexion aleatoria, y en esta seccion se discutird la demostracion del siguiente
resultado:

A (g) = Ar(g)

En cuanto a la relacion entre las densidades criticas y la condicion de integrabilidad, notemos
que si fRd g = 00, entonces con probabilidad uno las componentes conexas de nuestro modelo seran
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infinitas. En consecuencia X'(\) = oo y #(\) > 0 para cualquier A > 0. Es decir que las densidades
criticas son ambas cero (y en consecuencia, iguales). Por otra parte, si fRd g = 0, entonces con
probabilidad uno las componentes conexas de nuestro modelo seran finitas. Es decir que nunca
hay percolacién, asi que X (A\) < oo y 6(A) = 0 para cualquier A > 0. En consecuencia, A\r(g) y
Ar(g) son ambas infinito (es decir que no hay densidades criticas).

Para demostrar esta igualdad, daremos una aproximaciéon discreta del modelo.

Primero se introduce un nuevo pardmetro v € (0, 1) al modelo, del siguiente modo: Una vez
que tenemos una realizacion de nuestro proceso puntual, etiquetaremos con probabilidad v cada
uno de los puntos. El conjunto (aleatorio) de puntos etiquetados se denotara por G, y la idea
detrds de estos puntos es que sirvan como sustitutos del “punto en el infinito” en el siguiente
sentido: La idea de que W se infinito se representa con que W contenga a algun punto etiquetado.
Es de esperar que entre més pequeno sea 7, mas grande necesite ser W para contener un punto
etiquetado. Denotemos por (A, ) la probabilidad de que W contenga un punto etiquetado, y
de manera similar denotemos por X/(A, ) el valor esperado de la cardinalidad de W cuando no
contiene ningtin punto etiquetado. Es decir X'(X,v) = E(|W/| - 1{w|<cx}). Recuperamos el modelo
original cuando v — 0 en el siguiente sentido:

I. ll/m,yﬁg 9()\, ’}/) — 9()\)7
1L 1ima S0 X (A7) = E(IW] - Tgwi<o)-

Observemos que si |W| = oo, entonces W contiene con probabilidad uno algin punto etique-
tado. El proceso de etiquetar es completamente independiente de la estructura de percolacién y
entonces podemos escribir:

0(A,7) = PUW UG #0})
= 1-P(WUG =0)
= 1=, PWUG =0 [W|=n)P(W|=n)

= 1= =)"P(W] =n).
Al tomar el limite cuando ~ tiene a cero de ambos lados de la igualdad, y tomando en cuenta
la dltima expresion, se tiene que

lim, o000 7) = 1— Y2, B(W| = n)
= 1-P(W| < o)
= P(|W]=o0)

= o).
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Para obtener el segundo resultado, escribimos

XAy = E(W|- Liwue=n)
= > 2 nPWnNG=0,|W|=n)
= > nPWNG=0|[W|=n)P(W|=n)

= 21 =)"P(W| = n).

Si tomamos el limite cuando v tiende a cero, tenemos que

limy o X (A7) = Yo2 nP(|W]=n)

= E(W|- Lywi<oo})

A continuacién, utilizaremos percolacién discreta en un rectangulo finito para aproximar este
nuevo modelo (el modelo que incluye al pardmetro ). Consideremos que tenemos una realizacién
del modelo. Lo que haremos es tomar rectangulos de lado 2L centrados en el origen, es decir
[—L, L)%, denotados por By. Estos rectangulos seran subdivididos en pequefios rectdngulos de lon-
gitud 27", con n € N. Luego colocaremos un vértice en el centro de cada uno de los rectangulos
pequenos. Estos vértices se consideraran abiertos si el rectangulo correspondiente contiene al me-
nos un punto del proceso puntual de Poisson original, y cerrados en otro caso. El siquiente paso
es conectar los vértices. Aqui nos encontramos con un problema: Es necesario tener una nocion de
estacionariedad en este rectangulo finito, pero los puntos se hallan en distintas posiciones respecto
a la frontera del ractangulo. Es aqui donde utilizaremos la funcién g; definida previamente. Re-
sultarda que gy, es invariante bajo traslaciones en el rectangulo Bj. Asi conectaremos dos vértices
vy v en By, con probabilidad gz (v —1v'). Esto se hard para todos los vértices, independientemente
de que estén abiertos o cerrados. Nuestra notacién ahora debe considerar el papel que juegan los
parametros L y n: denotaremos la componente conexa que contiene al origen por C7, y el con-
junto de vértices etiquetados con probabilidad v por G}. Ahora podemos describir las funciones
correspondientes a X'y a ¢ en nuestro rectdngulo. Estas funciones también dependeran de L y n:

0L\ 7) =P(CENGE #0),

X1 (A7) =E(CE] - Licpnap=0y)-

Sea M7} el nimero esperado de enlaces con un extremo en el origen. El siguiente paso consiste
en utilizar la férmula de Russo (que relaciona el nimero de enlaces pivotales con la derivada de
la funcién de percolacién)para obtener las siguientes desigualdades diferenciales:

00}

N <27y - X - MY,

89” nd 89”
" < L o 2 2nd —a2ne 1)o7 L‘
L _7_87 +(07)" +2"(e ) Loy
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El siguiente paso en el argumento es utilizar un proceso limite para pasar del modelo discreto al
modelo continuo, aunque todavia dentro del rectdngulo acotado. Para poder hacerlo necesitamos
precisar qué es un modelo de conexién aleatoria en un volumen finito. Se toman definiciones
analogas a todas las anteriores, con las modificaciones pertinentes. El modelo consiste en un
proceso puntual de Poisson en el rectangulo Bj, y cualesquiera dos puntos del proceso estan
conectados de acuerdo a la funcién de conexion gr, en lugar de g. La componente que contiene al
origen se denota por Wy vy el conjutno de vértices etiquetados serd GG. Por supuesto definimos
61.(X,y) como la probabilidad de que W, NG # 0, y X (A, y) como el tamafio esperado de W,
cuando Wy NG = (). Sucederd que entre mds fina sea nuestra particién de By en términos de n (es
decir, en rectdngulos cada vez mas pequenos), nuestro modelo discreto se aproximard al modelo
continuo en el siguiente sentido:

lfim " =0,

n—oo
i 2L _ 000
n—oo @y afy
L)
Jm AN T o

lim 27" M} = / gL
n—oo BL
Naturalmente, el siguiente paso consiste en tomar limites cuando L tiene a infinito, para llevar
el modelo a todo el espacio. En este caso tendremos que

lim GL = 9,
L—oo
00, 00

A oN T o
Finalmente, se utiliza un argumento puramente analitico para mostrar que si se toma \g < Ay,
y se supone que X' (Ag) = o0o. Si esto fuera cierto, las densidades criticas Ay y Ar serfan, en efecto,
distintas. Sin embargo, combinando todos los resultados anteriores, se prueba que de existir tal \g
existe también \; < Ay tal que (A;) > 0. Este hecho contradice claramente la definicién de Ay,
que es el valor critico para la funcién de percolacién 6. De este modo se concluye que X () < 0o
para cualquier A < Ay y de este modo las densidades criticas son iguales, independientemente de
como decidamos caracterizar la percolacion del modelo.
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Modelos dirigidos por procesos generales

Después de estudiar los modelos Poisson de conexién aleatoria, resulta natural investigar mode-

los dirigidos por procesos mas generales. Muchos de los resultados obtenidos para modelos Poisson
dependen fuertemente de su estructura de independencia. Sin embargo, las caracteristicas verda-
deramente fundamentales son la ergodicidad y la estacionariedad. La condicién de estacionariedad
no es tan fuerte, y permite trabajar con una clase muy amplia de procesos puntuales. Asi que tiene
sentido estudiar modelos dirigidos por procesos estacionarios.
Por otra parte, la ergodicidad también es necesaria para conservar muchas de las propiedades
relevantes de los modelos. Desafortunadamente, pedir ergodicidad seria una verdadera pérdida de
generalidad. Sin embargo existe una técnica para “exportar” resultados de procesos ergédicos a
procesos estacionarios, conocida como descomposicon ergodica. Esta técnica se presenta a conti-
nuacion, asi como nociones generales de cobertura y una discusion mas general de la unicidad
en modelos booleanos y de conexién aleatorio (cuando son dirigidos por procesos puntuales més
generales).

E.1. Descomposicion ergddica

Sea (£2,F) un espacio métrico y T : Q@ — Q una transformacién. Denotaremos por M al
conjunto de todas las medidas de probabilidad p sobre (2, F) tales que (Q, F, 1, T') es un sistema
dindmico que preserva la medida .

Se tendra que Mr es un conjunto convexo. Si gy y ue pertenecen a My, entonces p; (T F) =
wi(F), para cada F' € F y para i € {1,2}. Asi que al tomar a € [0, 1] se tiene lo siguiente:

(v + (L= a)u)(TT'F) = am(T7'F) + (1 — a)ua(T'F)
= am(F) + (1 - a)ua(F) :

= (o + (1 — a)u2)(F)

1Un sistema dindmico preserva la medida cuando pu(T~1F) = u(F) para cada F € .

137



138 APENDICE E. MODELOS DIRIGIDOS POR PROCESOS GENERALES

para cada F' € F. De este modo apuy + (1 — a)ps € My

Ademas, las medidas ergddicas respecto a T' seran precisamente los puntos extremos de M.
Este hecho puede corroborarse del siguiente modo: si suponemos que p € My no es ergddica,
entonces la o-algebra de conjuntos T-invariantes respecto a p es no trivial. Asi que existe £ € F
de medida positiva (0 < u(E) < 1) tal que u(T'F) = p(E). Definimos nuevas medidas i1 y po
en términos de py E:

_ HWANE)
_ WANE)
palA) = u(E°)

Observemos que estas medidas consisten en la medida relativa de los elementos de F respecto
a F. A continuacién veremos que estas medidas se preservan bajo T' (es decir, pertenecen a Mr):

_ B (T~ ANE)
m(TA) = S

wW(T~YANT~1E)
w(E)

El desarrollo para s es idéntico. Es decir que g, po € Myp.
Por otra parte,
ud) = p({ANEYE{ANETY)

= uANE)+puANE")

w(E)W(ANE) + M(E)u(ANES)
w(E) p(Ee)

= E)m(A) + p(E)p2(A)

Es decir que si bien p se supuso no ergédica, puede expresarse como suma de medidas ergodi-
cas. Notemos que la suma es no trivial, pues p(FE) no puede ser cero. Mas ain, p; y pe no pueden

ser iguales por que ui(E) = % =1,y u(F) = /ZSEQ’)C)) = 0. Entonces p no es un punto extremo
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de Mr. Equivalentemente, si ¢ es un punto extremo, debe ser ergéddico.

Ahora supongamos que p no es un punto extremo de My, pero si ergddico. Ya que no es
extremo debe existir v € (0,1) tal que p = apy + (1 — a)us con py, us € My distintas entre
si. Esto implica inmediatamente que p es absolutamente continua respecto a p; para i € {1,2}.
Debido al teorema de Radén-Nikodym se tiene que existe una funcién f integrable respecto a p
tal que

11i(A) = /A fdu VA €7

Ya que p; y po son T-invariantes, f también lo serd. De acuerdo al resultado obtenido por
Petersen en 1983, al ser f T-invariante, sera casi seguramente una constante. Por otra parte, si
tomamos A € F:

pA) = opa(A) + (1 — a)uz(A)
= af,fdu+(1—a) [, fdp

Por otra parte, pu(A4) = [ 1 fdu, asi que f =1 casi seguramente. En consecuencia p = iy y
entonces o @ = 1 o 1 = ps. En cualquier caso se tiene una contradiccion.

Dado que los puntos extremos de un conjunto convexo de medidas invariantes coinciden exac-
tamente con los ergodicos, es posible “descomponer” cualquier medida T-invariante en medidas
ergodicas.

Por ejemplo, consideremos dos procesos puntuales de Poisson independientes, X; y X5 en R?
con densidades \; y Ay, respectivamente, con A\; # \o. Definamos un nuevo proceso puntual X del
siguiente modo: sera igual a X; con probabilidad %, e igual a X5 con la misma probabilidad. Re-
sultara que este proceso es estacionario pero no ergodico. Para comprobar este hecho consideremos
el evento

E = {lim t72X([0,]%) = A )

Sabemos que si se tiene un proceso estacionario ergédico de densidad finita, el niimero pro-
medio de puntos por unidad de volumen en [0,¢]? converge casi seguramente a la densidad del
proceso, cuando t — oo.

En el caso del evento E, tenemos el cociente &f’]d), donde el numerador es precisamente el
niimero aleatorio de puntos en el rectdngulo [0,¢]%, y el denominador es el volumen del rectdngulo.
Entonces este evento se puede leer como que el niimero promedio de puntos por unidad de volumen
converga a A; cuando t — oo, en otras palabras, que X = X;. Entonces E tiene probabilidad %
(es decir, es no trivial). Por otra parte, E serd invariante bajo traslaciones y en consecuencia X
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no puede ser ergddico.

Tenemos que si p es la medida en (2, F) correspondiente a X, y p1, f1o son las medidas corres-
pondientes a X y Xo, respectivamente, entonces (€2, &, i, S;) es un sistema dindmico que preserva
la medida pero no es ergddico. Sin embargo p = %,ul + % to. Méas alin, ya que X; es un proceso Pois-
son (y en consecuencia ergddico) se tiene que (Q, F, u;, S¢) es un sistema ergddico para i € {1,2}.

Esta construccion se puede llevar a cabo de manera mucho mas general. En 1976 Denker,
Grillenberger y Sigmund probaron que si (2, F,u,T) es un sistema dindmico que preserva la
medida, y f es una funcion real p-integrable sobre (), entonces existe un conjunto £ € F con
p(E) = 0 tal que para cada w € Q\ E existe una medida ergddica p,, en (2, F, T') tal que el mapeo
w — [, fdu, es F-medible, f es p,-integrable y

/Q fp = /Q ’ /Q Fdpadn(w)

A la familia de medidas { }weQ\ g se le conoce como la descomposicion ergodica de p. Notemos
que no se requiere que las p,,’s sean distintas entre si para distintos valores de w. En el ejemplo
anterior, p, = py cada vez que X (A)(w) = X;(A)(w) para todo A € F, y 1, = o en otro caso.

Consideremos el caso particular en que f = 1,4 para algin A € F. Se tiene que:

Jadp

= w4

Por otra parte,

Jog Jo Fdnodn = fop Jo Ladpudp

= fQ\E Ja dpdp(w)

= for o A)p()

Asi que

H(A) = / A,

Notemos que si se toma A = Q en esta igualdad, vemos que para casi todo w € Q\ E se tiene
que

L, () = 1.
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A continuacién se ejemplifica una aplicacién de este caso particular. Sea (€2, F,P) un modelo
booleano, donde 2 = 4 x5 y P = Py xPy. ; Qué forma tiene la descomposicion ergddica para este
modelo? Serd necesario hacer uso del siguiente resultado de teorfa ergédica: Supongamos que R?
actia ergédicamente en un espacio de probabilidad (Q,F, i) a través del grupo {S, : z € R},
y supongamos que la o-dlgebra J es generada por un conjunto numerable. Entonces existe un
conjunto numerable de hiperplanos (que no necesariamente contienen al origen) tal que para to-
dos los elementos z € R? que no pertenecen a ninguno de estos hiperplanos el sistema dindmico
(Q,F, 1, S;) preserva la medida y es ergédico.

Este resultado nos permitira asegurar que existe ¢y € R? con |to| = 1 tal que (Q1,F, P1, S;,) es
un sistema dinamico ergoédico que preserva la medida. Consideremos entonces el proceso puntual
Py definido en (€21, F1). Se puede suponer sin pérdida de generalidad que el proceso es argddico ba-
jo la traslacion por e;. De acuerdo a los resultados previos, este proceso tiene una descomposicion
ergddica { P o, }w,c0.\5, donde E € F es tal que P (E) = 0. Ya que Py, (2) = 1, se tiene que P,
es un proceso puntual ergédico. Ya sabemos que si el proceso que dirige el modelo es ergddico, en-
tonces el modelo también es ergédico. Entonces el modelo booleano (Q, Fy, Py, ) X (Qa, Fa, Py) es
ergddico. Concluimos que { Py, X P}y, co\ g es la descomposicién ergédica del modelo booleano
P, x P,. En particular, la distribuciéon de los radios es la misma para cada componente ergédica de
la descomposicion. En los modelos de conexion aleatoria sucede lo analogo: la funcién de conexién
es la misma en casi todas las componentes de la descomposicion ergodica.

Para modelos booleanos en especifico, supongamos que se puede probar que para todos los
modelos booleanos ergddicos con cierta propiedad (), un evento A ocurre casi seguramente, y que
nos enfrentamos con el problema de extender este resultado a modelos booleanos estacionarios en
general. Dado cualquier modelo booleano estacionario que satisfaga la propiedad @), utilizamos
los desarrollos previos para concluir que cuando P, (A) = 1 para todo w € E, entonces P(A) = 1,
siempre y cuando que casi todos los elementos en la descomposicion ergddica de P satisfagan la
propiedad Q.

Es en este sentido que la descomposicién ergddica nos proporciona una técnica para extender
resultados de modelos ergdédicos a modelos estacionarios. Cabe notar que se debe tener cuidado al
utilizar esta técnica.

E.2. Nociones basicas de cobertura

Antes de investigar las propiedades de percolacién en modelos generales, se necesitan ciertos
resultados que seran utiles para las pruebas posteriores, o interesantes por si mismos.

Se sabe que en un modelo booleano de Poisson (X, p, \) en R?, el espacio estd completamente
cubierto (casi seguramente) si y sélo si E[p?] = co. Este hecho también es cierto para modelos boo-
leanos en general. Si (X, p) es un modelo booleano en R? y E¢ = oo, entonces el espacio completo
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estd casi seguramente cubierto cubierto por bolas. Para explicar esta afirmacion, consideraremos
las componentes ergédicas de (X, p) bajo T¢,. De acuerdo a lo discutido en la seccién anterior,
todas estas componentes tienen la misma distribucién de radios p y podremos asumir de este
punto en adelante que el modelo es ergédico respecto a T,, (lo cual implica ergodicidad respecto
al grupo de todas las traslaciones).

Si X tiene densidad infinita, podemos “adelgazar” el proceso de alguna forma estacionaria
para obtener un proceso de densidad finita. Si probamos la afirmacién para este proceso, también
serd cierta para el proceso original de densidad infinta. Asi que sin pérdida de generalidad podemos
suponer que la densidad de X es finita e igual a 1. Sea C,, la bola con centro en el origen y radio 24,
con n € N (C, no es aleatoria). Notemos que £(C, ;1) = cg2"™! = 2L(C,,), donde ¢4 es una cons-
tante que depende solamente de la dimensién. Ya que el nimero promedio de puntos por unidad de
volumen converge al pardmetro del proceso, tenemos que para n suficientemente grande (depen-
diendo de la realizacién) 3V, < X(C,) < 2V,,, donde V,, = £(C,,). Entonces para n suficientemente
grande, podemos escribir X (C,,11\C,) = X(Cryq) — X(Cp) > %Vnﬂ — ?;Vn = gVn — %Vn = %;Vn'
En consecuencia, para n suficientemente grande, el “anillo” C,\C,,; contiene al menos bz2""!
puntos del proceso puntual, donde by es otra constante que depende de la dimension.

Ahora bien, sea E, el evento de que C no esté completamente cubierto por una bola con centro
en C,\Cpy1. Més atin, sea A,, el evento de que m sea el primer indice tal que X (C,\Ch,11) > 02"
para todan > m. Se sigue que salvo por un conjunto de medida cero, { A, }men forma una particién
del espacio de probabilidad. Entonces

PN, Er | An) < P(N32,, todas las bolas centradas en C,\C, 41
tienen radio de maximo 24 + 1 | A,,)

< [T, Plp < 2d + 1)t

donde la ultima desigualdad se sigue de la independencia entre los radios y el proceso puntual.
Es suficiente mostrar que dicha expresion vale cero. Para k suficientemente grande se tiene que
24 +1< 2%, asi que si reemplazamos k + 1 por k, para k suficientemente grande, cada término
del producto serd a lo mas P(p < 2§)bd2k. Ahora bien, para m suficientemente grande se tiene

o P(p < 20)h = [T, P(p" < 28)"

< T2, {P(p? < 2F) - P(p? < 28 +1)... P(p? < 2+1 — 1)}

= {Hzo:wn P(Pd < k)}bd

= (T2 (1 = P(p* > k).

Esta expresién es cero si y sélo si > po,m P(p? > k) = oo, lo cual es equivalente a que
E(p?) = oc.
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Aunque la afirmacion conversa no es cierta en general, lo es en el caso Poisson. Se tiene que
si E(p?) < 0o y M(X) < oo, entonces el valor esperado del nimero de bolas que intersectan una
region acotada es finito. Es necesario pedir que la densidad de X sea finita: si X fuera de densidad
infinita, entonces el valor esperado del niimero de puntos en una regién acotada es infinito, y en
consecuencia también lo es el valor esperado del niimero de bolas que la intersectan. Sin embargo,
si s6lo nos interesa que el niimero de bolas que intersectan una regién acotada sea casi seguramen-
te infinito, la condicién de densidad finita no es necesaria. Estas ideas se resumen en la siguiente
afirmacién:

Si (X, p) es un modelo booleano en R tal que la probabilidad de que todo el espacio esté cu-
bierto es estrictamente menor a uno (y gracias a la ergodicidad, igual a cero), entonces cualquier
region acotada en R? es intersectada por un nimero casi seguramente finito de bolas.

La estacionariedad del proceso nos permite comprobar esta afirmacién unicamente en una re-
gién acotada. Por ejemplo, el disco unitario. Recordemos que en un modelo booleano de Poisson
el espacio estd casi seguramente cubierto por completo si y sélo si E(p?) = oo. Este ultimo re-
sultado se fundamenta que el proceso Poisson es localmente finito, y que las traslaciones actian
ergbdicamente. Los procesos estacionarios y ergodicos que dirigen los modelos booleanos compar-
ten ambas caracteristicas. Entonces, si una infinidad de bolas intersectara a nuestro disco unitario
(casi seguramente) y trasladamos ese disco a lo largo y ancho de todo el espacio, tendriamos que
con probabilidad uno el espacio estaria completamente cubierto, lo cual contradice la hipotesis.

Notemos que la ergodicidad es indispensable en este ultimo argumento.

E.3. Clasificacion de las componentes no acotadas en modelos boolea-
nos

Consideraremos un modelo booleano (X, p), donde X es un proceso puntual estacionario en
R? y p es la variable aleatoria asociada al radio. El objetivo de esta seccién es proporcionar una
posible clasificacion de la estructura topoldgica de las componentes no acotadas de este modelo.
En esta seccién C' denota una componente que puede estar ocupada o vacia. Con frecuencia nos
interesaran las componentes conexas del complemento de C, las cuales no tiene nada que ver con
las componentes conexas del modelo. Para enfatizar esta distincién estas componentes en el com-
plemento se llamaran conjuntos conexos. Entonces, el complemento de una componente (ocupada
o vacia) del modelo booleano es la unién de sus conjuntos conexos.

Si C' es una componente del modelo booleano, entonces su interior se define como

int(C) := U{K : K es un conjunto conexo acotado en R\C}.

Su cerradura se define como
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c(C) = CUint(C),

y su exterior se define como

ext(C) := U{K : K es un conjunto conexo no acotado en R\C'}.

Si para dos componentes C; y Cy se tiene que C; C ¢l(Cy), decimos que Cy envuelve a Cy 'y
escribimos €'} < (5. La relacion < define un orden parcial sobre el conjunto de todas las compo-
nentes.

Resultara que las componentes no acotadas del modelo seran precisamente las componentes
maximales respecto a < (casi seguramente). Gracias a la descomposicién ergddica basta probar
esta afirmacion para modelos ergdédicos. Supongamos que el espacio no estd completamente cu-
bierto (en caso contrario, la afirmacion se trivializa). Gracias a la discusion de la seccién anterior
sabemos que un numero casi seguramente finito de bolas intersecta cualquier regién acotada.
Entonces cualquier componente ocupada acotada se encuentra casi seguramente a una distancia
estrictamente positiva de la componente ocupada maés cercana. En particular, para cada compo-
nente ocupada acotada C' existe ez > 0 tal que la distancia de C' a la componente ocupada mas
cercana es de al menos 2¢c. Entonces el conjunto {z € RY : 0 < d(z,cl(C)) < ec} es vacio.
Aun mas, este conjunto es conexo y es subconjunto de alguna componente vacia C’. En conse-
cuencia, C' < C" y asi C' no puede ser maximal. Si C' es una componente vacia acotada, entonces
la frontera de cl(C') pertenece a una componente ocupada y en consecuencia C' no es maximal.
En pocas palabras, ninguna componente acotada puede ser maximal. Entonces toda componen-
te maximal es no acotada. Por otra parte, una componente no acotada es, por definiciéon, maximal.

Ahora bien, en cualquier modelo booleano las realizaciones seran de una forma muy especifica,
en el sentido que se discute a continuacion.

Una realizacion se denomina completa si para cada componente C' existe una componente no
acotada C’ tal que C' < C'. Por otra parte, una realizacién se conoce como cascada infinita cuando
todas las componentes son acotadas. La cascada infinita se puede dar, por ejemplo, en un modelo
booleano de Poisson en estado critico (sabemos que casi seguramente no existen componentes
ocupadas o vacias no acotadas).

Cualquier realizacién de un modelo booleano en general es con probabilidad uno o completa,
o cascada infinita. De nuevo basta probar el resultado para modelos ergédicos, pues la descompo-
sicion ergddica nos permitira extenderlo a modelos estacionarios. Supongamos que con probabili-
dad positiva existe una sucesién infinita de componentes acotadas C7; < Cy < .. .. Resultarda que
UL, cl(C;) = R Para ver esto tomemos cualquier x € R? y fijemos alguna y € Cy. Si x € C,
para alguna n, ya terminamos. En caso contrario, tomemos el segmento de recta entre x y .
Imaginemos que recorremos el segmento desde y (que estd en C7) hasta x. Conforme avanzamos
contamos cuantas veces cambiamos de componente C;. Si contamos una infinidad de cambios de
componente significa que hay una infinidad de bolas intersectando una vecindad acotada alrede-
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dor de nuestro segmento (debido a la convexidad de las bolas). Sin embargo, ya sabemos que con
probabilidad uno esto no es posible en regiones acotadas. Entonces, con probabilidad uno, cam-
biaremos de componente C; un nimero finito de veces, digamos m. Si cambiamos de componente
m veces significa que a lo més llegamos a la componente C,, 1. Entonces x € ¢l(C,11). Ya que x
es arbitrario, tenemos que R? C U2, cl(C;).

Notemos que la propiedad de ser completo es invariante bajo traslaciones. En consecuencia,
si el modelo booleano bajo consideracién es ergddico, se tiene que las realizaciones son casi segu-
ramente todas completas, o todas cascadas infinitas. De este punto en adelante se considera que
todos los modelos booleanos tratados son completos.

Para caracterizar el comportamiento de la componente ocupada que contiene al origen W, ne-
cesitamos el concepto de N-rama. Una N-rama de W es un conjunto conexo no acotado y maximal

de W N (By)¢, donde By = [N, N].

Tendremos que para cada N > 0, la probabilidad de que W tenga mas de dos N-ramas es cero.
En particular, en dos dimensiones, si V' es la componente vacia que contiene al origen, entonces
la probabilidad de que ext(V') consista de mas de dos conjuntos conexos es cero. Observemos que
en dos dimensiones, cada N-rama no acotada origina un conjunto conexo no acotado del tipo
opuesto. En consecuencia, en los modelos booleanos bidimensionales el nimero de componentes
no acotadas ocupadas y vacias es casi el mismo. Para ser mas precisos, diferiran a lo mas por uno.

E.4. Unicidad en modelos booleanos

En el caso de los modelos booleanos dirigidos por procesos Poisson, sabemos que tanto la
componente ocupada no acotada como la componente vacia no acotada son tnicas. Sin embargo,
esto no es cierto para modelos booleanos en general. Un ejemplo muy sencillo que ilustra este punto,
consiste en considerar la reticula entera con vértices en (21, 2% 23), con z1, 2o € Z, trasladada por un
vector aleatorio en [0, 1] x [0, 2]. De este modo, la distancia horizontal entre los vértices es de una
unidad, y la vertical de dos unidades. Tomamos una distribucién de radios p tal que P(p = %) =1.
En este modelo obtenemos una infinidad de componentes no acotadas, tanto ocupadas como vacias.
Las condiciones de suficiencia que se obtienen conciernen al soporte de la variable aleatoria del
radio, p, y condiciones sobre los momentos del proceso puntual X.

Para asegurar la unicidad de la componente ocupada no acotada, basta permitir que los radios
tomen valores arbitrariamente grandes. Es decir:

Si (X, p) es un modelo booleano en R? y para cada M > 0 se tiene que P(p > M) > 0, entonces
existe a lo mas una componente ocupada no acotada, casi seguramente.

Para la unicidad de la componente vacia la condicién correspondiente es permitir que los radios
tomen valores arbitrariamente pequenos. Formalmente:
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Si (X, p) es un modelo booleano en y para cada € < 0 se tiene que P(p < €) > 0, entonces
existe a lo mas una componente ocupada no acotada, casi seguramente. Sin embargo, esta ultima
condicion solo es suficiente en dos dimensiones. Para asegurar la unicidad de la componente vacia
no acotada en tres dimensiones o més es necesario pedir que p sea de soporte acotado (es decir
que el conjunto donde p toma valores positivos sea acotado), y prohibir que el nimero de puntos
en conjuntos acotados sea infinito. Esta tltima idea se formaliza con la siguiente notacion:

E(X(BY) < o0, ¥n €N,

donde B,, = [—n,n|%
Las ideas tedricas detrds de estos resultados se discuten a continuacion:

Primero notemos que basta probar los resultados para modelos ergddicos, gracias a la descom-
posicion ergddica y a que la distribucion de radios es la misma para cada componente ergodica.

Ya sabemos que en un modelo booleano ergddico el nimero de componentes ocupadas no
acotadas es casi seguramente una constante. Debemos mostrar que dicha constante es cero o uno.
Supongamos que dicha constante es al menos tres (notemos que esta suposiciéon cubre el caso
infinito). Entonces existe n € N el evento

E := { hay al menos tres componentes ocupadas no acotadas intersectando a B, y X(B,) > 1}

tiene probabilidad positiva. A continuacién se obtendra una contradiccién. Elegimos un punto
de X en B, e incrementamos el radio de la bola centrada en él hasta que intersecte al menos
tres componentes no acotadas, podemos hacerlo pues el p es arbitrariamente grande con proba-
bilidad positiva. De este modo, obtenemos una realizacién con una componente no acotada con
tres M-ramas para M suficientemente grande. Dada la independencia entre los radios y el proceso
puntual, y el hecho de que los radios tienen soporte acotado, esta nueva realizacién tiene probabi-
lidad positiva. Sin embargo, ya sabiamos que la probabilidad de que una componente no acotada
tenga mas de dos N-ramas vale cero para cualquier N > 0.

A continuacién suponemos que el nimero de componentes ocupadas no acotadas es finito, pero
mayor a uno. Entonces existe un ntimero K > 2 tal que el nimero de componentes ocupadas no
acotadas es K, casi seguramente. El argumento es casi analogo al anterior: existe un rectangulo
B,, que intersecta al menos a dos componentes no acotadas, y que al mismo tiempo contiene un
punto de X con probabilidad positiva. Incrementando el radio de la bola centrada en este punto,
podemos conectar dos componentes ocupadas no acotadas distintas. En la realizacion obtenida
de este modo, tenemos un ntmero estrictamente menor a K de componentes ocupadas no acota-
das. De nuevo esta realizacion tendra probabilidad positiva, lo cual contradice el hecho de que el
nimero de componentes ocupadas no acotadas es K, con probabilidad uno.
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Para el resultado correspondiente a componentes vacias, basta de nuevo discutir el caso ergddi-
co. El argumento es muy similar al anterior, pero se debe tener mas cuidado. Suponemos primero
que el nimero de componentes vacias no acotadas es al menos tres. Entonces existen rectangulos
B, v By, conn < N, tales que con probabilidad positiva B,, intersecta al menos a tres componen-
tes vacias no acotadas, y el mismo tiempo todas las bolas con centros en B, estan contenidas en
By. El hecho de que las bolas puedan ser arbitrariamente pequenas nos permite reducir el radio
de todas las bolas centradas en B, hasta que la interseccién entre cualesquiera dos de ellas sea
vacia. Todas las componentes no acotadas en la realizacion original que intersectaron a B,, estan
ahora conectadas entre si a través de la componente vacia en B,,. Sin embargo, la configuracién en
By se mantiene igual. De este modo, este proceso no crea nuevas componentes vacias no acotadas.
Sin embargo, hemos creado una componente vacai cuyo exterior consiste de tres conjuntos conexos
no acotados, contradiciendo el resultado previo que afirma que la probabilidad de que esto suceda
es cero.

El caso en el cual en nimero de componentes vacias no acotadas es finito pero mayor a uno se
trata de manera completamente analoga.

E.5. Unicidad en modelos de conexion aleatoria

Ya se sabe que cuando un modelo de conexién aleatoria es dirigido por un proceso Poisson,
solo puede existir una componente no acotada. El hecho de que el proceso que dirige sea Poisson
s6lo se utiliza en dos pasos importantes. Primero, se utiliza el hecho de que podemos “agregar”
libremente puntos a una configuracién existente. Sin embargo, en el caso de que la funcién de
conexion g tome valores estrictamente positivos ya no es necesario agregar puntos.

El segundo hecho sobre procesos puntuales de Poisson fundamental para la prueba de unicidad
fue su densidad finita. Asi que basta que el proceso X que dirige el modelo sea de densidad fini-
ta y que g tome siempre valores estrictamente positivos para decir que existe, casi seguramente,
una sola componente infinita. Que g siempre tome valores positivos implica que cualesquiera dos
puntos del proceso pueden estar conectados, incluso si se encuentran muy alejados.

Sin embargo, resultara que la condicién de densidad finita no es indispensable. Si g es estricta-
mente positiva, y se supone que hay mas de una componente no acotada, se hace una construccion
geométrica idéntica y se muestra que con probabilidad positiva estas componentes no acotadas
(en principio distintas) se conectan unas con las otras, generando una sola componente no acotada.

Gracias a aquel resultado sabemos que si (X, g) es un modelo de conexién aleatoria tal que
g es estrictamente positiva, hay casi seguramente cero, una, o una infinidad de componentes no

acotadas.

Ahora bien, hay que descartar el caso en el cual hay una infinidad de componentes no acotadas.
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Para ello se hace uso del siguiente resultado auxiliar: Sea (X, ¢g) un modelo de conexién aleatoria
y sea G la gréfica (casi seguramente finita) obtenida de dicho modelo al tomar todos los puntos
de X en el rectangulo B, y todas las conexiones entre ellos. Entonces el nimero esperado de
componentes conexas en GG estd acotado por arriba por g(2n\/3), que ademés es finito.

Para probar este resultado el modelo se condiciona a que haya exactamente k puntos en B,,, es
decir X (B,) = k. Luego se obtiene una cota que es independiente de k. Denotemos dichos puntos
por z1,...,xx. Para cada ¢ € {1,...,k} sea G; la grafica que obtenemos al considerar solamente
los puntos z1,...,x; y las conexiones entre ellos (con Gy = G). Denotamos por C; el nimero de
componentes conexas en (;. Es inmediato que E(Cy) = 1. Para estimar E(C,, 1) notamos que
agregar un vértice x, 41 a {z1,...,2,} junto con sus posibles conexiones sélo puede aumentar el
nimero de componentes conexas si x, 1 no estd conectado a ninguno de los vértices anteriores.
En consecuencia

E(Cni1) < [T (1= g(zn — i) (E(C,) + 1)
+ (1 =TI (1 = g(znt1 — ) E(Cy)
= E(Cp) + L2 (1 = g(zns1 — 24))
< E(Cy) + (1 - g(2nVa),

En el desarrollo anterior, tenemos que en el rectangulo B, dos puntos cualesquiera pueden
distar a lo més la longitud de la diagonal del rectdngulo, que es 2nvd. Recordando que g es
decreciente obtenemos la tltima desigualdad.

En consecuencia

E(Cri1) <) (1 - g(2nVd))' < g(2nVd) ™,
i=0
para cada n € x. Notemos que esta cota no depende de k, asi que es valida para cualquier B,
independientemente del valor X (B,,).

Una vez que tenemos este argumento a la mano, vemos que podemos repetir el argumento de
unicidad dado anteriormente: Si existiera una infinidad de componentes no acotadas, existird una
N tal que la componente no acotada que contiene al origen tiene mas de dos N-ramas, lo cual es
una contradiccion.

E.6. Construccion de procesos ergodicos y estacionarios

Es momento de estudiar la construccién de procesos ergddicos y estacionarios. Esta construc-
cion se utiliza especificamente para obtener contraejemplos que ilustran la necesidad de todas las
condiciones discutidas en las secciones anteriores.

Se explicara la construcciéon en el caso bidimensional, ya que en dimensiones mayores se ge-
neraliza directamente. El espacio de probabilidad que utilizaremos es = [0,1)3, con la medida
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de Lebesgue ordinaria denotada por P. Un elemento w en € se denota por (u,z) con u € [0,1)?
y x € [0,1). Este método nos permite construir un proceso puntual ergddico y estacionario para
casi cada A C €.

Definimos la siguiente transformacién en €Q:
Sy(u,x) = (u+v,x),
siempre y cuando (u,z) y (u+ v, x) pertenezcan a Q.

Notemos que S, no esta necesariamente definida para todo 2. No podra aplicarse a aquellos
puntos que queden fuera de ) al ser trasladados. A la larga este detalle perderd importancia.

Ahora queremos extender esta definicion a un subconjunto mas grande de (). Para este fin
cortaremos €2 en cuatro rebanadas de }1 de grosor:

kok+1
Ak = 10,1)? x {Z%) ke{o,...,3).

El siguiente paso es acomodar las rebanadas de forma adyacente entre si para formar un
cuadrado de dos unidades por lado, y % de grosor. Utilizaremos el mapeo f; : 2 — €y, con
0, :=10,2)? x [0, ).

4

( (a,1+b,2) para (a,b,x) € AY

(1+a,1+bx—7%) para(abx)€ A

fila,b,x) =
(a,b,x — 1) para (a,b,z) € A?

| (1+a,b,z—3) para (a,b,r) € A}

La funcién f; simplemente toma la rebanada A¥ y la mueve a f;(A%). Ahora podemos extender
la definicién de S, a €;:

So(fHu,2)) = fHu+wv, ).

A continuaciéon repetimos el proceso. Dividimos §2; en cuatro rebanadas de % de grosor:

k k+1

A =10,2)* x | —, ——
i 10,27 x |10, 5o

), ke{o0,...,3}.

Después acomodamos las rebanadas para obtener un cuadrado de lado cuatro y % de grosor,

mediante la funcién fo : Q1 — Qo con @ :=[0,4)? X [0, ).
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f2(A3) = 10,2) x [2,4) x [0, ;)
f2(A3) = [2,4) x [2,4) x [0, 5)
f2(43) = 10,2) x [0,2) x [0, )
f2(A3) = [2,4) x[0,2) x [0, 5).

Extendemos de nuevo la definicién de S, a €s:

So((fao f1) H(u,2)) = (fao f1) (u+tv, ).

Este proceso se continia iterativamente, obteniendo conjuntos €2, y mapeos f, : Q,-1 — Q,
para cada n > 1 (con Qp = Q).
En cada paso extendemos la definicién de S,,.

El conjunto de puntos para los cuales S, esta bien definido ahora tiene medida de Lebesgue
uno. Este hecho se ilustra en el siguiente argumento: Sea F), el conjunto de puntos (u,z) de
para los cuales S, estd bien definida para toda v € R? con |v| < M. M4s atin, consideremos los
eventos

Eyi={weQ : d(fnofo10...0f1(w),0(Q)) > M}.

El evento Ej; considera los puntos de w que distan al menos M de €2, después de n pasos en
la iteracién. Si ese es el caso para cierto w, entonces seguird distando al menos M de 2,11 en el
siguiente paso de la iteracion, es decir que E}, C E7. De este modo

Por otra parte, P(E};) = 5= (2" — 2M)?, lo cual tiende a uno cuando n — oco. Gracias a las
propiedades de continuidad de la medida concluimos que P(E),) = 1.
Asi que ya podemos considerar que S, esta bien definida.

Ahora definimos X4 para A C . Para cada B C R? medible consideramos el conjunto
Up(w) :={ue B : S,(w) € A}.

S6lo necesitamos que A sea tal que Up(w) sea casi seguramente finito para cada B medible y
acotado.

Definimos X 4 mediante la relacion

Xa(B)(w) = card( Ug(w) ).
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Es decir, hay un punto en z si y sélo si S,(w) € A. Bajo estas condiciones, X 4 serd estacionario
y ergédico, ya que el grupo {S, : v € R?} preserva la medida y actia ergédicamente.

Si A es, por ejemplo, un conjunto numerable, entonces X 4(R?) = 0 casi seguramente.

Supongamos ahora que A es de la forma (z1,x2) X [0, 1] para z1, 29 > 0. El proceso obtenido
de este modo consiste en la reticula entera Z? trasladada por un vector aleatorio distribuido uni-
formemente en el cuadro unitario.

Podemos generalizar nuestra construccion permitiendo que al momento de apilar las rebana-
das quede entre ellas un marco, de grosor variable dependiendo del paso en que nos encontremos.
Podriamos determinar este grosor mediante una sucesién de reales positivos {a, }nen, donde pe-
dimos que la sucesién no crezca demasiado réapido (es decir, que crezca méximo polinomialmente
respecto a n).
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Apéndice

Codigos de R

En este apéndice se presentan los codigos esenciales para la implementacién de los modelos
desarrollados. No se incluyen cédigos auxiliares empleados en el proceso de implentaciéon (por
ejemplo, funciones para representar graficamente las redes de fracturas que fueron utilizadas para
generar las figuras representativas de cada modelo).El orden en que se presentan las funciones re-
presenta a grandes rasgos el flujo de trabajo conjunto, pues cada funciéon depende de las anteriores.

Es necesario instalar y cargar los paquetes igraph, para manipulacién de grafos, y circular para
simular variables aleatorias Von Mises.

Estos cédigos se implementaron en R 3.1.0 (2014-04-10) ”Spring Dance”, en un equipo Dell
Precision T5500 Workstation con procesador Intel®Xeon(R) @ 2.67GGz x 4 con sistema opera-
tivo Ubuntu 12.04 Precise Pangolin LTS.

F.1. Funcion de orientacion

orientation (p,a,r){
k=(q[2] - p2D)*(r[1] - q[11)-(q[1] - p[1]) = (r[2] - ql[2D)
(k>0) €D)
(-1

153
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F.2. Caddigo para determinar si dos fracturas se intersectan

inter. (a,b,m){
cl . (mfa,1)
pl<-ci[1:2]
pl . (p1)
ql<-c1[3:4]
ql . (qD)
c2 . (m[b,1)
p2<-c2[1:2]
p2 . (p2)
q2<-c2[3:4]
q2 . (92)

(orientation(pl, ql, p2)!= orientation(pl, ql, g2)
orientation(p2, g2, pl)!=orientation(p2, g2, q1)) (1)

(0) }

F.3. Caddigo para calcular la matriz de incidencias
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# intersect. Finally, it produces a symmetric matrix of ones and zeroes, where a one
(1

# in any given entry indicates that the fractures corresponding to the entry’s indices

# intersect. This function takes as parameter a four-row matrix containing the
cartesian

# coordinates of the endpoints of a segment the fractures in a simulated network.

# Interpreting this network as a non-oriented random graph, where every fracture is a
node

# and two nodes are connected if the corresponding fractures intersect,
incidence.matrix()

# builds the symmetrical ones-and-zeroes matrix of adjacency. This matrix is later

fed to
the igraph package for further analysis.

+*

incidence.matrix<-function(m){
n<-nrow(m)
in.mat<-mat.or.vec(n,n)
for(i in 1:(n-1)){
for(j in (1+i):n){
if (inter.check(i,j,m)==1)in.mat[i,jl<-1

}

in.mat<-in.mat+t(in.mat)

return(in.mat) }

F.4. Coddigos para simular modelos con una familia

F.4.1. Cddigo base

# This function simulates a fracture network in a 1x1 window, and checks whether the
# network percolates or not. In this version, the lenghts of the fractures is fixed.
# This version of the code DOES NOT implement the previous data treatment discussed
# (eliminating isolated fractures and fractures within the network’s body with a
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# connectivity degree less than two). The user must specify the following parameters:

# - Intensity of the Poisson point process that determines both the number and

# location of the fractures (lambda).

# - Constant length of the fractures (1).

# - Parameters mu (mu) and kappa (kappa) of the Von Mises distribution of angles,

# which control the mean and the concentration of the fracture’s angle, respectively.
# These are the necessary libraries:

# library(circular)

# library(igraph)

single.sim.nopb<-function(lambda,l,mu,kappa){

# Generate the fracture data:

n<-rpois(l,lambda) # number of fractures
locs<-matrix(c(runif(n,0,1),runif(n,0,1)),ncol=2) # midpoint locations
lengths<-rep(l,n) # constant length vector
angles<-rvonmises(n,circular(mu),kappa) # angle vector

# Use the previous data to calculate the endpoints of every fracture:
endpts<<-suppressWarnings(polar.to.rect(n,locs,lengths,angles))

# Identify the fractures that intersect the boundary.
# Edges for vertical percolation.
lower.edge<-which(endpts[,2]<0|endpts[,4]1<0)
upper.edge<-which(endpts[,2]>1|endpts[,4]>1)

# Edges for horizontal percolation.
left.edge<-which(endpts[,1]1<0|endpts[,3]1<0)
right.edge<-which(endpts[,1]>1|endpts[,3]>1)

# Build the incidence matrix:
in.mat<-incidence.matrix.nopb(endpts)

# Feed the incidence matrix to igraph:
G<-graph.adjacency(in.mat)

# Use igraph’s "cluster" function to find and store clusters:
C<-clusters(G)
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clust< . (clusters(G) [[111)
clust.num< [[3]]

percolation.info ( .or.vec(clust.num,2),C[[2]])
(percolation.info) ("v","H","Size")
(percolation.info) (1:clust.num)
( (left.edge)>0]| | (right.edge)>0){

(i in 1:clust.num){
current.cluster= (clust==i)
( ( (current.cluster,left.edge))>0

( (current.cluster,right.edge))>0) percolation.infoli,1]<-1

( ( .edge)>0]| | ( .edge)>0){

(i in 1:clust.num){

current.cluster= (clust==1)
( ( (current.cluster, .edge))>0
( (current.cluster, .edge))>0) percolation.info[i,2]<-1
}
}
connectivity.info<<-c( (articulation. (G)) ,graph.cohesion(G))

percolation.info<<-percolation.info

( (percolation.info,connectivity.info)) 7}
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F.4.2. Simulacion multiple

multiple.sim (N, lambda,l,mu, , progBar=FALSE, experiment=TRUE){
O
vertical.perco<-0
horizontal.perco<-0
multiple.vertical.clusters<-0
multiple.horizontal.clusters<-0
vertical.cluster.sizes O
rel.vertical.cluster.sizes O
horizontal.cluster.sizes O
rel.horizontal.cluster.sizes O
art. O
ver.connect O
(progBar) progress.bar txtProgressBar( =0, = N, style = 3)
(i in 1:NM){
simulation= .sim.nopb(lambda,l,mu, )
m=simulation[[1]]
n=sun(m[,3])
connect=simulation[[2]]

(m)=NULL
(m)=NULL
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vert.clust.num= (m[,11)
hor.clust.num=sum(m[,2])

(vert.clust.num>0) vertical.perco=vertical.perco+l
(hor.clust.num>0) horizontal.perco=horizontal.perco+1
(vert.clust.num>1) multiple.vertical.clusters=multiple.vertical.clusters+1

(hor.clust.num>1) multiple.horizontal.clusters=multiple.horizontal.clusters+1

vertical.cluster.sizes= (vertical.cluster.sizes,m[ (m[,1]==1),3]1)
rel.vertical.cluster.sizes= (rel.vertical.cluster.sizes,m[ (m[,1]==1),3]1/n)
horizontal.cluster.sizes= (horizontal.cluster.sizes,m[ (m[,2]==1),3])
rel.horizontal.cluster.sizes= (rel.horizontal.cluster.sizes,m[ (m[,2]==1),3]1/n)
art. = (art. ,connect[1])

ver.connect= (ver.connect,connect [2])

(progBar) setTxtProgressBar (progress.bar, i)

(vertical.cluster.sizes)==0)vertical.cluster.sizes=0
(horizontal.cluster.sizes)==0)horizontal.cluster.sizes=0
(rel.vertical.cluster.sizes)==0)rel.vertical.cluster.sizes=0
(rel.horizontal.cluster.sizes)==0)rel.horizontal.cluster.sizes=0

N AN N

perco. (c(
vertical.perco/N, (vertical.cluster.sizes), (vertical.cluster.sizes),
(rel.vertical.cluster.sizes),
horizontal.perco/N, (horizontal.cluster.sizes), (horizontal.cluster.sizes),
(rel.horizontal.cluster.sizes)),

byrow=TRUE, =4)

(!experiment){
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rownames (perco.data)=c("Vertical Percolation","Horizontal Percolation")
colnames(perco.data)=c(" Estimated probability"," Mean size"," Size
variance"," Relative size")}

# Multiple Percolating Clusters Data:
multiple.data<matrix(c(multiple.vertical.clusters/N,multiple.horizontal.clusters/N),byrow=TRUE,n
if (lexperiment){

colnames(multiple.data)=c(" Vertical"," Horizontal")

rownames (multiple.data)=c("Estimated Probability")}

# Connectivity Data
connect.data<-matrix(c(round(mean(art.points)),var(art.points) ,mean(ver.connect),var(ver.connect

if (lexperiment)q{

colnames (connect.data)=c(" Articulation Points"," Variance"," Vertex
Connectivity", " Variance")

rownames (connect.data)=c("Means")}

#Parameters Data

parameters<-matrix(c(lambda,l,as.pi.fraction(mu),kappa),byrow=TRUE,ncol=4)
if (lexperiment)q{

colnames (parameters)=c(" Intensity"," Length"," Mu"," Kappa')

rownames (parameters)=" "}

output<-list(parameters,proc.time()-t,perco.data,multiple.data,connect.data)
if (lexperiment){
names(output)=c(" PARAMETERS" ,"SIMULATION TIME","PERCOLATING CLUSTERS

DATA" ,"MULTIPLE PERCOLATING CLUSTERS","CONNECTIVITY DATA")}

return(output)

}

F.5. Cddigos para simular modelos de dos familias

F.5.1. Cddigo base

two.fam.singlesim<-function(lambdal,lambda2,11,12,mul,mu2,kappal,kappa2,experiment=TRUE){
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nl (1,lambdal)
n2 (1,lambda2)
locsi (c( (n1,0,1), (n1,0,1)), =2)
locs2 (c( (n2,0,1), (n2,0,1)), =2)
lengthsl (11,n1)
lengths?2 (12,n2)

anglesl<-rvonmises(nl,circular(mul) ,kappal)
angles2<-rvonmises(n2,circular (mu2) ,kappa2)

endptsl<-suppressWarnings(polar.to. (n1,locsl,lengthsl,anglesl))
endpts2<-suppressWarnings(polar.to. (n2,locs2,lengths2,angles?2))
endpts. suppressWarnings (polar.to. ((n1+n2), (locsl,locs2), (lengthsl,lengths?’
.edgel (endpts1[,2]1<0|endptsi[,4]1<0)
.edgel (endptsi[,2]>1|endptsi[,4]1>1)
.edge?2 (endpts2[,2]<0|endpts2[,4]1<0)
.edge?2 (endpts2[,2]>1|endpts2[,4]1>1)
.edge. (endpts. [,2]<0|endpts. [,4]<0)
.edge. (endpts. [,2]>1|endpts. [,41>1)
left.edgel (endpts1[,1]1<0lendptsi[,3]1<0)
right.edgel (endptsi[,1]>1|endptsi[,3]>1)
left.edge?2 (endpts2[,1]<0|endpts2[,3]1<0)
right.edge2 (endpts2[,1]1>1|endpts2[,3]>1)
left.edge. (endpts. [,1]1<0|endpts. [,3]1<0)
right.edge. (endpts. [,1]1>1]|endpts. [,31>1)
in.mat1l<-incidence. .nopb (endptsi)
in.mat2<-incidence. .nopb (endpts2)

in.mat. incidence. .nopb(endpts.all)
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Gl<-graph.adjacency(in.mat1)
G2<-graph.adjacency(in.mat2)
G. graph.adjacency(in. . )

Cl<-clusters(G1)

clustil . (clusters(G1) [[1]11)

clust.numl<-C1[[3]]

C2<-clusters(G2)

clust2< . (clusters(G2) [[11]1)

clust.num2<<-C2[[3]]
clusters(G.

clust. <
clust.num. <

percolation.infol

(percolation.
(percolation.

percolation.info?2

)
(clusters(G. YL[111)
[[3]1]

(nat.or.vec(clust.numl,2),C1[[2]1])
infol) (”V”,"H",“Size")
infol) (1:clust.numl)

( .or.vec(clust.num2,2),C2[[2]])

(percolation.info2) ("v","H","Size")
(percolation.info2) (1:clust.num2)
percolation.info. ( .or.vec(clust.num. ,2),C. [[211)
(percolation.info. ) (v, tHY, "Size™)
(percolation.info.all) (1:clust.num. )
( (left.edgel)>0] | (right.edge1)>0)
{ (i in 1:clust.numl)
{ current.cluster= (clusti==i)
( ( (current.cluster,left.edgel))>0 (
}
}
( ( .edge1)>01 | ( .edgel)>0)
{ (i in 1:clust.numl)
{ current.cluster= (clusti==1i)
( ( (current.cluster, .edgel))>0 (

(current.cluster,right.e

(current.cluster, .
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( (left.edge2)>0] | (right.edge2)>0)
{ (i in 1:clust.num2)
{ current.cluster= (clust2==1)
( ( (current.cluster,left.edge2))>0 (current.cluster,righ
}
}
( ( .edge2)>0] | ( .edge2)>0)
{ (i in 1:clust.num2)
{ current.cluster= (clust2==1i)
( ( (current.cluster, .edge2))>0 (current.cluster,
}
}
( (left.edge.all)>0]|| (right.edge.211)>0)
{ (i in 1:clust.num. )
{ current.cluster= (clust. ==i)
( ( (current.cluster,left.edge. ))>0 (current.cluster,r
}
}
( ( .edge. )>01 | ( .edge. )>0)
{ (i in 1:clust.num. )
{ current.cluster= (clust. ==1)
( ( (current.cluster, .edge. ))>0 (current.cluster,
}
}
connectivity.infol<-c( (articulation. (G1)) ,graph.cohesion(G1))

percolation.infol<-percolation.infol

connectivity.info2<-c( (articulation. (G2)) ,graph.cohesion(G2))

percolation.info2<-percolation.info2

connectivity.info. ( (articulation. (G. )) ,graph.cohesion(G. ))

percolation.info. percolation.info.
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faml.info (0,0)

vertical.percol (percolation.infol[,1])

horizontal.percol (percolation.infoll[,2])
(vertical.percol>0)faml.info[1]=1
(horizontal .percol>0)faml.info[2]=1

faml.info= (faml.info, (percolation.infol[,3]))
(vertical.percol==1| |horizontal.percol==1)faml.info[3]= (c(percolation.infoll (percol
faml.info= (faml.info,connectivity.infol)

fam2.info<-c(0,0)

vertical.perco2 (percolation.info2[,1])

horizontal.perco2 (percolation.info2[,2])
(vertical.perco2>0)fam2.info[1]=1
(horizontal.perco2>0)fam2.info[2]=1

fam2.info= (fam2.info, (percolation.info2[,3]))
(vertical.perco2==1| |horizontal.perco2==1)fam2.info[3]= (c(percolation.info2[ (percol
fam2.info= (fam2.info,connectivity.info2)
fam. .info (0,0)
vertical.perco. (percolation.info. [,11D
horizontal.perco. (percolation.info. [,21)
(vertical.perco.all>0)fam. .info[1]=1
(horizontal.perco.all>0)fam. .info[2]=1
fam. .info= (fam. .info, (percolation.info. [,31))
(vertical.perco.all==1]| |horizontal.perco.all==1)fam. .info[3]= (c(percolation.info. [
)
fam. .info= (fam. .info,connectivity.info.all)
lambda. =lambdal+lambda2

('experiment){

output (c(lambdal,l1,mul,kappal,faml.info,lambda2,12,mu2,kappa2,fam?.info,lambda. , (1
(output)=c(" Lambda"," Length"," Mu"," Kappa"," Vertical Perco","
Horizontal Perco", " Cluster Size", " Articulation Points", " Vertex

Connectivity")
(output)=c("1st Family", "2nd Family", "Superimposed Family")
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{
output (c(lambdal,11,mul,kappal,faml.info,lambda2,12,mu2,kappa2,fam2.info,lambda.
}
(output)

F.5.2. Simulacion multiple

two.fam.multiplesim (N,lambdal,lambda2,11,12,mul,mu2,kappal,kappa2){
final.sim .or.vec(3,9)
(i in 1:N)
{current.sim . (two.fam.singlesim(lambdal,lambda2,11,12,mul,mu2,kappal,kappa2))

final.sim=final.sim+current.sim

(final.sim/N)
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