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Introducción

En los últimos años el mercado de futuros y opciones ha ganado
mucha importancia en el mundo financiero. Vivimos en un momento en
el que se ha vuelto vital para todos los profesionales en finanzas entender
cómo funcionan los mercados, cómo se usan y cómo se determinan los
precios de los activos.

Sin embargo, en los mercados financieros las decisiones que se toman
poseen incertidumbre acerca de los posibles resultados. Las matemáticas,
en especial la probabilidad y los procesos estocásticos son las ramas de la
ciencia que mejor nos ayudan a entender el comportamiento de la teoŕıa
financiera.

Los procesos de Lévy han jugado un papel central en la teoŕıa de
matemáticas financieras y estad́ıstica, y más recientemente en la teoŕıa
de riesgos de seguros. La idea básica en matemáticas financieras es que
logaritmo del valor inicial de un activo sigue la misma dinámica que un
proceso de Lévy.

En la Teoŕıa de valuación, para calcular el precio de opciones, una
cantidad clave de gran interes es la distribución conjunta de la posición
actual y del máximo y mı́nimo del proceso de Lévy a un tiempo fijo,
para esto la Teoŕıa de Fluctuaciones nos brinda las bases teóricas para
su desarrollo.

La Teoŕıa de fluctuaciones tiene como objeto de estudio la relación
entre un proceso de Lévy y su mı́nimo mt y su máximo Mt acumulativos.
Uno de los primeros en desarrollar las bases de la teoŕıa de fluctuaciones
para caminatas aleatorias fue el matemático danés Erik Sparre Ander-
sen. A continuación daremos algunos ejemplos generales de los resultados
descritos en sus art́ıculos, y que son de gran interés para este trabajo.

Sea S una caminata aleatoria, fijamos n y definimos lo siguiente:

1



2 Introducción

• la cantidad de sumas parciales positivas

An =

n∑
i=1

1Sn>0

• el mı́nimo valor que toma la caminata aleatoria entre 0 y n

mn = min
m≤n

Sm

• el máximo valor que toma la caminata aleatoria entre 0 y n

Mn = max
m≤n

Sm

• el primer instante entre 0 y n en que la caminata es igual al
mı́nimo

ρn = min{m ≤ n : Sm = mn}
• el primer instante entre 0 y n en que la caminata es igual al

máximo

ρn = max{m ≤ n : Sm = Mn}
Andersen también fue uno de los pioneros en el estudio del mino-

rante convexo de las caminatas aleatorias. De nuevo, sea S una caminata
aleatoria de longitud n. Utilizando una interpolación lineal de las can-
tidades (Sn, n ∈ N) obtenemos una función aleatoria definida en [0,∞).
Abusando de la notación denotaremos por St el valor de la interpolación.
Sabemos que siempre existe una función convexa menor o igual a S en
[0, n] y en efecto, c(t) = mn para t ∈ [0, n] es una de dichas funciones.
Recordemos también que el supremo de una familia de funciones convexas
acotadas superiormente en un punto es una función convexa. Entonces
definimos al minorante convexo de S en [0, n] como la función convexa
más grande que es menor o igual a S en [0, n], es decir, la función Ct
dada por

Ct = sup{c(t) : c es convexa y c ≤ S en [0, n]}
es convexa, acotada superiormente por S en [0, n] y si c es convexa aco-
tada superiormente por S en [0, n], entonces c ≤ Ct. Una forma intuitiva
de imaginar al minorante convexo de una caminata aleatoria es pensar en
que amarramos una cuerda en los extremos inicial y final de la caminata,
dejando que cuelgue por debajo para luego tensarla. El resultado es una
función lineal por pedazos.



Introducción 3

Figura 0.1. Minorante convexo de una caminata
aleatoria en un intervalo de tiempo finito.

Generaremos una cantidad aleatoria Fn de puntos de contactoK1, . . . ,
KFn que dividen al minorante convexo en lo que llamamos caras. Uno
de los resultados de Andersen dice que bajo la hipótesis de continuidad
en la distribución de saltos, la distribución de la cantidad de caras Fn no
depende de la distribución de S1. Además veremos que Fn es de orden
log(n).

Una de las razones por las cuales el estudio de minorantes convexos
es interesante dentro de la teoŕıa de fluctuaciones es que es más fácil
minimizar al minorante convexo que a la caminata aleatoria, ya que su
derivada en no decreciente. Por lo tanto, es suficiente ver en qué punto el
minorante convexo tiene la primera pendiente no negativa para encontrar
el lugar en el que se minimiza la caminata aleatoria, es decir, vemos que

ρn =
∑
i

[Ki −Ki−1]1Si
i <0

, , , , , , , , 

, 

, , , , 



4 Introducción

si K0 = 0. De manera similar tenemos una representación para el mı́nimo
de la caminata aleatoria:

mn =
∑
i

[CKi − CKi−1
]1Si

i <0
.

El objetivo de este trabajo es presentar una transformación trayec-
torial del proceso de Lévy que permite describir a su minorante convexo.
Dicha transformación fue descrita por primera vez en [AP10] para ca-
minatas aleatorias y fue analizada para procesos de Lévy y movimiento
browniano en [PUB10]. Tomando [AP10] como referencia, nos basare-
mos en un punto de vista combinatorio, utilizando la transformación de
Veervat, para estudiar la antes mencionada transformación trayectorial
y analizaremos algunas consecuencias y aplicaciones numéricas sencillas
pero de gran interes. Como se dice en [PUB10], esta transformación
trayectorial proporciona un enfoque distinto a la teoŕıa de fluctuaciones
de procesos de Lévy, en particular de caminatas aleatorias, ya que explica
la interacción e independencia de la caminata aleatoria y su mı́nimo.

En el primer caṕıtulo de este trabajo sentaremos las bases de teoŕıa
combinatoria de caminatas aleatorias, en particular las permutaciones
aleatorias y las particiones generadas por éstas, necesarias para entender
y analizar los resultados que se presentarán posteriormente. Daremos una
descripción detallada, en términos de permutaciones aleatrorias, de un
proceso conocido como el Proceso del Restaurante Chino, el cual, aunque
es sencillo, aporta resultados de vital importancia para este trabajo.

En el segundo caṕıtulo definiremos y analizaremos la teoŕıa de mi-
norantes convexos para caminatas aleatorias con distribución de salto
continua y espacio de estados discreto. Daremos una representación
geométrica y probabiĺıstica del minorante convexo de una caminata aleato-
ria y describiremos un importante resultado basado en una transfor-
mación trayectorial de la caminata aleatoria de n pasos. Esta trans-
formación da lugar a una nueva representación de mn y Mn, y el lugar
en el que se alcanzan. Las nuevas representaciones permiten estudiar
teóricamente o mediante simulaciones numéricas, a dichas variables sin
la necesidad de generar toda la trayectoria de la caminata aleatoria.

Como extensión del segundo caṕıtulo, en el tercer caṕıtulo intro-
duciremos el concepto de minorantes convexos de procesos de Lévy, y
daremos la representación análoga continua de los resultados presenta-
dos en el caṕıtulo previo. Nos enfocaremos principalmente en los procesos
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α-estables, los cuales poseen propiedades particulares que nos ayudan al
estudio de su minorante convexo.

Por último, en el cuarto caṕıtulo desarrollaremos ciertas simulaciones
numéricas para las aplicaciones financieras. Consideraremos el siguiente
ejemplo, sea (Xt)t≥0 un proceso de Lévy y definimos X̄t = sups≤tXs,
entonces la valuación del precio de una opción con barrera se reduce
calcular esperanzas de la forma E[f(x + Xt)1{x+X̄t>b}] para una f(x)

adecuada y un umbral b > 0. Tomando f(x) = (K − ex)+ la esperanza
anterior se relaciona con el valor de una put ”up-and-in”. Los algoritmos
de simulación serán desarrollados utilizando los resultados sobre teoŕıa de
fluctuaciones y minorantes convexos enunciados a lo largo de este trabajo.





CAPÍTULO 1

Permutaciones aleatorias

En este caṕıtulo analizaremos las propiedades básicas de permuta-
ciones aleatorias uniformes y las particiones que estas generan. El ob-
jetivo principal es estudiar las propiedades combinatorias de caminatas
aleatorias y procesos de Lévy que se expresan en términos de permuta-
ciones aleatorias. Primero, repasaremos los conceptos y propiedades de
permutaciones aleatorias. En particular, la invarianza ante permuta-
ciones fijas y la relación de esta propiedad con la medida de Haar.

Posteriormente, introduciremos el proceso del Restaurante Chino y
la interpretación de su construcción en términos de permutaciones aleato-
rias. Daremos una descripción de un proceso de asignación residual uni-
forme (PARU) discreto. Finalmente, daremos una representación del
PARU basada en un muestreo sesgado por los tamaños de los ciclos de
la permutación aleatoria.

1. Definición y propiedades.

En esta sección introduciremos los conceptos y propiedades de per-
mutaciones aleatorias importantes para nuestro estudio posterior.

Definición 1.1. Sea Pn el conjunto de todas las permutaciones de
[n] := {1, . . . , n}. Sea Π ∈ Pn. Decimos que Π es una permutación
aleatoria uniforme si para cualquier otro elemento τ ∈ Sn se tiene que

P(Π = τ) =
1

n!

Definición 1.2. Una partición de un número entero positivo n es
una sucesión de enteros positivos (λ1, λ2, . . . , λm) tal que

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm y λ1 + λ2 + · · ·+ λm = n.

7



8 Caṕıtulo 1. Permutaciones aleatorias

Definición 1.3. Sea Πn ∈ Pn. A los tamaños de los ciclos de Πn se
les conoce como la partición de n generada por Πn.

Proposición 1.1. Sea Π ∈ Pn una permutación uniforme. Sea C1
n

el ciclo de σ que contiene a 1. Entonces

P(C1
n = m) =

1

n
,

para 1 ≤ m ≤ n.

Demostración.

P(C1
n = m) =

∑
{i1,...,im−1}

i0=1
ij 6=ik, ∀j 6=k

P(Π1) = i1, . . . ,Π(im−2) = im−1,Π(im−1) = 1)

(1.1)
Primero calculamos el número total de permutaciones de τ ∈ Pn que
cumplen con la siguiente configuración:

τ(1) = i1, . . . , τ(im−2) = im−1, τ(im−1) = 1

Cada una de estas permutaciones se obtiene fijando m valores y permu-
tando libremente los restantes. Por lo tanto existen

(n−m)!

permutaciones con ésta configuración.
La siguiente parte de la ecuación 1.1 nos dice de cuantas formas pode-

mos escoger los distintosm−1 elementos de [n], es decir, una ves escogidos
los m elementos, de cuantas maneras distintas se pueden ordenar para
formar el ciclo. Entonces

P(C1
n = m) =

(n−m)!

n!
#{(i0, . . . , im−1) : i0 = 1, ij 6= ik, ∀j 6= k}

=
(n−m)!

n!
· (n− 1)(n− 2) · · · (n−m+ 1)

=
1

n

Por lo tanto, el tamaño del ciclo de σ que contiene a 1 tiene probabilidad
1/n de ser de tamaño m, independiente del valor de m. �

Proposición 1.2. Sea Π ∈ Pn una permutación uniforme. Entonces
para toda τ ∈ Pn, se tiene que Π ◦ τ es una permutación uniforme.
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Demostración. Sea τ̃ ∈ Pn una permutación arbitraria. Nos in-
teresa saber

P(Π ◦ τ = τ̃).

Componiendo a la derecha con τ−1 por ambos lados de la igualdad ten-
emos

P(Π ◦ τ = τ̃) = P(Π ◦ τ ◦ τ−1 = τ̃ ◦ τ−1)

= P(Π = τ̃ ◦ τ−1)

Como Π es una permutación uniforme, entonces

P(Π ◦ τ = τ̃) = 1
1

n!
.

Por lo tanto la composición ante permutaciones fijas es invariante. �

Definición 1.4. Sea µ una medida de probabilidad en Pn. Decimos
que µ es una Medida de Haar derecha si cuando Π es una permutación
aleatoria con distribución µ se tiene que

Π ◦ τ d
= Π

para toda τ ∈ Pn.

Proposición 1.3. Existe una única medida de Haar derecha y es la
medida uniforme.

Demostración. Sea Π una permutación cuya distribución es de

Haar. Como Π ◦ τ d
= Π, para toda τ ∈ Pn, entonces

P(Π = τ) = P(Π ◦ τ = τ)

Componiendo a la derecha ambos lados de la igualdad con τ−1 tenemos

P(Π ◦ τ = τ) = P(Π ◦ τ ◦ τ−1 = τ ◦ τ−1)

= P(Π = Id)

donde Id es la permutación identidad. En conclusión

P(Π = τ) = P(Π = Id)

para toda τ ∈ Pn. Por lo tanto para toda τ ∈ Pn
1 =

∑
τ̃∈Pn

P(Π = τ̃) = n!P(Π = Id) = n!P(Π = τ).
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P(Π = Id) =
1

n!
. �

2. PARU discreto y proceso del restaurante chino.

En esta sección definiremos un proceso muy particular, conocido
como el proceso del restaurante chino, el cual define una sucesión de per-
mutaciones aleatorias. Detallaremos sus propiedades y su semejanza en
distribución con un proceso de asignación residual. Finalmente daremos
un resultado en el cual integraremos la importancia de ambos procesos.

2.1. El proceso del restaurante chino. Un restaurante inicial-
mente vaćıo cuenta con un número ilimitado de mesas redondas numer-
adas 1, 2, . . ., cada una capaz de sentar a un número ilimitado de clientes.
Los clientes, numerados 1, 2, . . ., llegan uno a uno y se sientan en las mesas
de acuerdo al siguiente orden aleatorio.

Orden Aleatorio: La persona 1 se sienta en la mesa 1. Para
n ≥ 1 supongamos que han entrado n clientes al restaurante
y que están sentados en cierto orden, con al menos un cliente
sentado en cada una de las j mesas, para j en 1 ≤ j ≤ k,
donde k es el número de mesas ocupadas por los primeros n
clientes en entrar al restaurante. El cliente n + 1 escoge con
igual probabilidad sentarse en cualquiera de los n + 1 lugares:
a la izquierda del cliente j para algún 1 ≤ j ≤ n, o sólo en la
mesa k + 1.

Definimos la permutación aleatoria σn : [n] −→ [n] asociada al Chi-
nese restaurant process como sigue: decimos que σn(i) = j si el cliente
i está sentado a la derecha del cliente j. (En caso de que el cliente i se
encuentre sentado sólo, definimos σn(i) = i.) Aśı, las distribuciones de
las distintas mesas corresponden a los ciclos de la pemutación σn.

Definición 1.5. Sea (πn)n≥1 una sucesión de permutaciones aleato-
rias. Se dice que son permutaciones aleatorias consistentes si cumplen
con las siguientes condiciones:

i) πn es una permutación aleatoria uniforme en [n] para cada n
ii) Para cada n, si πn se escribe como producto de ciclos, entonces

πn−1 se obtiene de πn mediante la eliminación de n de su ciclo.

Ejemplo 1.1. Si π5 = (134) (25) entonces π4 = (134) (2)
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Proposición 1.4. La permutación asociada a la construcción del
proceso del restaurante chino es consistente.

Demostración. Sea σn la permutación asociada al proceso del restau-
rante chino. Para demostrar que es una permutación uniforme utilizare-
mos inducción. Supongamos que al tiempo n

P(σn(1) = i1, σn(2) = i2, . . . , σn(n) = in) =
1

n!
.

Al tiempo n+1 llega un nuevo cliente el cual se puede sentar a la izquierda
de cualquiera de los n clientes previamente sentados o en una nueva mesa,
es decir, puede escoger un lugar de los n + 1 lugares disponibles. Por lo
tanto

P(σn+1) := P(σn+1(1) = i1, σn+1(2) = i2, . . . , σn+1(n) = in,

σn+1(n+ 1) = in+1)

Utilizando la hipótesis de inducción,

P(σn+1) =
1

n!
· P(σn+1(n+ 1) = in+1)

=
1

n!
· 1

n+ 1

=
1

(n+ 1)!
.

Es claro que σn cumple el segundo inciso de la definición de consistencia.
�

Proposición 1.5. Sea σn la permutación aleatoria asociada al pro-
ceso del restaurante chino. El tamaño del ciclo de σn que contiene a 1
tiene distribución uniforme en {1, . . . , n}.

Demostración. En la sección anterior se demostró esta proposición,
sin embargo, daremos una prueba distinta la cual sigue la dinámica del
proceso del restaurante chino. La prueba se hará por el método de in-
ducción. En términos de la construcción del proceso del restaurante
chino, definimos Cn1 como el tamaño de la mesa en la que el cliente 1
esta sentado después de que n clientes han entrado al restaurante, es
decir, Cn1 es el tamaño del ciclo de σn que contiene a 1. Supongamos
que Cn1 se distribuye uniforme en {1, . . . , n}. Si un nuevo cliente entra
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al restaurante, entonces Cn+1
1 = Cn1 + 1 si el cliente n+ 1 se sienta en la

mesa del cliente 1, y Cn+1
1 = Cn1 en otro caso, es decir,

Cn+1
1 =

{
Cn1 + 1 con probabilidad

Cn1
n+1

Cn1 con probabilidad 1− Cn1
n+1

Entonces

P(Cn+1
1 = k) = P(Cn1 = k,Cn+1

1 = Cn1 )

+ P(Cn1 = k − 1, Cn+1
1 = Cn1 + 1)

Utilizando la hipótesis de inducción y agrupando términos,

P(Cn+1
1 = k) =

1

n

(
1− k

n+ 1

)
+

1

n

(
k − 1

n+ 1

)
=

1

n
− 1

n(n+ 1)

=
1

n+ 1
. �

2.2. Proceso de asignación residual discreto. Sean (Cn1 , . . . ,
CnKn) los tamaños de las mesas de σn, donde Kn es la cantidad de mesas
ocupadas y Cni es la cantidad de personas sentadas en la i-ésima mesa,
para i ≤ Kn, después de que han entrado n clientes. Por lo visto an-
teriormente, Cn1 tiene distribución uniforme en [n]. De forma análoga,
calculemos la distribución de Cn2 dado Cn1 = m1 < n. En el caso de que
Cn1 = n, el proceso se termina.

Proposición 1.6. Dado Cn1 = m1 < n, Cn2 tiene distribución uni-
forme en [n−m1].

Demostración. La prueba se hará por el método de inducción. Nos
fijaremos en la evolución de los tamaños de las primeras mesas. Dado
Cn1 = m1 < n y Cn2 = m2, m1 + m2 ≤ n, si entra un nuevo cliente al
restaurante tenemos tres posibles escenarios: si el cliente n+1 se sienta en
la mesa uno, entonces Cn+1

1 = Cn1 + 1 y Cn+1
2 = Cn2 ; si el cliente n+ 1 se

sienta en la mesa dos, entonces Cn+1
1 = Cn1 y Cn+1

2 = Cn2 +1; si el cliente
n + 1 no se sienta en ninguna de las dos mesas, entonces Cn+1

1 = Cn1
y Cn+1

2 = Cn2 . Supongamos que se cumple P(Cn1 = m1, C
n
2 = m2) =
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1
n

1
n−m1

para n, entonces

P(Cn+1
1 = m1, C

n+1
2 = m2)

= P(Cn+1
1 = m1, C

n+1
2 = m2, C

n
1 = m1, C

n
2 = m2)

+ P(Cn+1
1 = m1, C

n+1
2 = m2, C

n
1 = m1 − 1, Cn2 = m2)

+ P(Cn+1
1 = m1, C

n+1
2 = m2, C

n
1 = m1, C

n
2 = m2 − 1)

Utilizando la hipótesis de inducción,

P(Cn+1
1 = m1, C

n+1
2 = m2) =

1

n
· 1

n−m1
·
(

1− m1 +m2

n+ 1

)
+

1

n
· 1

n− (m1 − 1)
·
(
m1 − 1

n+ 1

)
+

1

n
· 1

n−m1
·
(
m2 − 1

n+ 1

)

sumando y agrupando términos tenemos,

P(Cn+1
1 = m1, C

n+1
2 = m2) =

1

n
· 1

n−m1
·
(
n−m1

n+ 1

)
+

1

n
· 1

n−m1 + 1
·
(
m1 − 1

n+ 1

)
=

1

n
· 1

n+ 1
· n

n−m1 + 1

=
1

n+ 1
· 1

(n+ 1)−m1
. �

De forma similar se encuentra la distribución para el resto de las
mesas. Dado Cn1 = m1 < n y Cn2 = m2 < n − m1, Cn3 tiene dis-
tribución uniforme en n − (m1 + m2), y aśı sucesivamente. A esta par-
tición aleatoria se le conoce como proceso de asignación residual uniforme
(PARU) discreto. Definiremos al proceso de sumas parciales asociado:
Pni = Cn1 + · · ·+ Cni para i ≤ Kn.

Definición 1.6. Sea (Ui) una sucesión de variables aleatorias uni-
formes independientes e identicamente distribuidas en (0, 1). Definimos el
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proceso de asignación residual uniforme (PARU) discreto (Mn,1, . . . ,Mn,Kn)
como:

• Mn,1 = dU1 · ne

• Para k ≥ 1, Mn,k+1 = dUk+1·(n−
∑k
i=1Mn,i)e si

∑k
i=1Mn,i < n

• Para k ≥ 1, Mn,k+1 = 0 si
∑k
i=1Mn,i = n

Donde Kn = max{k : Mn,k 6= 0}

Proposición 1.7. La partición de n generada por un PARU discreto
tiene la misma distribución que los ciclos de una permutación uniforme
de n elementos.

Dada la construcción del proceso del restaurante chino, la distribución
de los tamaños de las mesas (Cn1 , . . . , C

n
Kn

), o los ciclos de la permutación
uniforme asociada al proceso, es la misma que la distribución de un PARU
discreto. Por lo que la prueba de la proposición es clara.

3. Muestreo sesgado por tamaño de los tamaños de los
bloques de la permutación aleatoria.

En esta sección definiremos un muestreo sesgado por tamaños y ver-
emos su importancia para la descripción del comportamiento de los ciclos
del PARU.

Proposición 1.8. Sean (Cn1 , . . . , C
n
Kn

) los ciclos de σn, permutación
aleatoria asociada al proceso del restaurante chino. Sea U una variable
aleatoria uniforme en {1, . . . , n} y sea C∗ el ciclo de σn que contiene a

U . Entonces, dado n fija, C∗
d
= Cn1 .

Demostración. Sea ΠU ∈ Pn, tal que Πu = (1U) dejando el resto
sin permutar. Por la proposición 1.2, ΠU ◦ σn es una permitación uni-
forme, es decir, la probabilidad de la selección de asientos es invariante
ante permutaciones. Notamos que el ciclo que contiene a U en ΠU ◦σn es
el mismo ciclo que contiene a 1 en σn. Entonces, dado U = u, el cliente
u puede ser intercambiado con el cliente 1. Por lo tanto,

C∗
d
= Cn1 . �
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El primer resultado que analizamos sobre la distribución de las mesas
se basa en el experimento de seleccionar una mesa aleatoriamente y reg-
istrar el número de clientes que se sientan en la mesa seleccionada. Un
segundo experimento que nos podemos imaginar es similar, y no debe ser
confundido con el primero, y consiste en seleccionar aleatoriamente un
cliente y registrar el número de personas sentadas en la misma mesa que
él. Mientras vamos muestreando a los clientes notamos que las mesas o
ciclos de mayor tamaño tienen mayor probabilidad de salir sorteados, es
decir, el número de personas sentadas en la misma mesa que un cliente
en particular, C∗, es un muestreo sesgado por tamaño de Cn1 , . . . , C

n
Kn

puesto que P (C∗ = k|σn) es la cantidad de veces que aparece k en
Cn1 , . . . , C

n
k por k/n.

Definición 1.7. Sea (m1, . . . ,mk) un vector de números reales, tales

que mi ≥ 1 y
∑k
i=1mi = n, es decir, los elementos del vector forman

una partición de n. Sea (Sn)n≥1, Si = m1 + · · · + mi la sucesión de
sumas parciales e Ii = (Si−1, Si) los segmentos entre ellas. Decimos que
I1, . . . , Ik es un muestreo sesgado por tamaño de (m1, . . . ,mk) si para
una colección U1, U2, . . . de variables aleatorias uniformes independientes
tales que si U1 = u1 entonces I1 es aquel segmento que contiene a u1.
Por lo que I1, . . . , Ik están en orden aleatorio.

Si (M1, . . . ,Mk) es un vector aleatorio, entonces las variables uni-
formes (Ui)i serán independientes entre s’i e independientes de la com-
posición aleatoria.

A continuación daremos un resultado importante el cual nos permite
calcular de forma expĺıcita la esperanza de un PARU.

Proposición 1.9. Sea M = (Mn,1, . . . ,Mn,Kn) un PARU discreto y
f una función valuada en R. Entonces

E

(∑
i

f(Mn,i)

)
=

n∑
k=1

f(k)

k

Demostracón.

E

(∑
i

f(Mn,i)

)
= n E

(∑
i

f(Mn,i)

Mn,i

Mn,i

n

)
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Utilizando el hecho de que Mn,1 se distribuye igual que un muestreo
sesgado por tamaño de Mn,i, tenemos que

n E

(∑
i

f(Mn,i)

Mn,i

Mn,i

n

)
= n E

(
f(Mn,1)

Mn,1

)

Como Mn,1 es uniforme en {0, 1, . . . , n}, entonces

n E
(
f(Mn,1)

Mn,1

)
= n

n∑
k=1

f(k)

k

1

n

=

n∑
k=1

f(k)

k
. �

4. Procesos con incrementos intercambiables

En esta sección definiremos una clase importante de procesos es-
tocásticos y enunciaremos y demostraremos transformaciones combina-
torias en relación con las permutaciones ćıclicas de los incrementos de
éstos.

Definición 1.8. Sea {Sn}Nn=0 un proceso estocástico. Decimos que
tiene incrementos intercambiables si para toda permutación σ : [N ] →
[N ], y todo incremento Xi = Si − Si−1, se tiene que

(X1, . . . , XN )
d
= (Xσ1

, . . . , XσN ).

Es fácil ver que una caminata aleatoria {Sn}Nn=0 tiene un incremen-
tos intercambiables. Sea σ una permutación definida en {1, . . . , N} →
{1, . . . , N} y sea {Sn}Nn=0 una caminata aleatoria con incrementos Xn =
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Sn − Sn−1. Entonces

P
[
Xσ(1) ≤ x1, . . . , Xσ(n) ≤ xn

]
=

n∏
i=1

P
[
Xσ(i) ≤ xi

]
=

n∏
i=1

P [X1 ≤ xi]

=

n∏
i=1

P [Xi ≤ xi]

= P [X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn] .

Las caminatas aleatorias son una subclase propia de la clase de pro-
cesos con incrementos intercambiables. En efecto, un ejemplo bastante
general es el siguiente:

Ejemplo 1.2. Sean x1, . . . , xN ∈ R y Σ una permutación aleatoria
uniforme en {1, . . . , N}, es decir,

P(Σ = σ) =
1

N !

Definamos Xi = xσi y notemos que Σ◦σ d
= Σ para cualquier permutación

de {1, . . . , N}. Por lo tanto (X1, . . . , XN ) es un vector intercambiable.

Sea x1, . . . , xn una sucesión de números reales. Sea Π ∈ Pn, defini-
mos Xi = xΠ(i) y las sumas parciales Sn = x1 + . . .+ xn con S0 = 0. A
continuación introduciremos un lema combinatorio, descrito por Spitzer
[Spi56], en relación a las permutaciones ćıclicas de un proceso con incre-
mentos intercambiables.

Lema 1.1. Sea x = (x1, . . . , xn) un vector, para 1 ≤ k ≤ n sea
xk+n = xk, y sea x (k) = (xk, xk+1, . . . , xk+n). Entonces existe una única
1 ≤ k∗ ≤ n tal que el vector con incrementos x (k∗) = (xk∗ , xk∗+1, . . . , xk∗+n)
queda por encima del segmento que une sus puntos inicial y final.

Corolario 1.1. Sea x = (x1, . . . , xn) un vector de números reales y
tal que x1 + . . .+xn = 0 pero ninguna otra suma parcial de componentes
distintos es igual a 0. Entonces existe un único i ∈ {0, . . . , n− 1} tal que
Si = min0≤k≤n Sk.
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La prueba del corolario es bastante sencilla, ya que suponiendo que
se alcanza el mı́nimo en dos lugares distintos i1, i2, la suma parcial de la
excursión entre ambos mı́nimos es igual a 0, Si2 − Si1 = 0, contrario a lo
supuesto inicialmente. Por lo tanto, el mı́nimo es único en {0, . . . , n− 1}.
El lema admite una prueba similar.

Definición 1.9. Transformación de Vervaat. Sea x = (x1, . . . , xn)
un vector que toma valores en R y sea Π ∈ Pn una permutación uni-
forme tal que {Sn}n≥1 la sucesión de sumas parciales tenga incrementos
intercambiables. Si I es el ı́ndice de la posición del mı́nimo y si I 6= 0,
definimos

Vi =

{
Si+I − SI si 0 ≤ i < n− I
Si−(n−I) − SI si n− I ≤ i < n

Si I = 0 definimos Vi como la permutación identidad, es decir, la
caminata queda invariante.

Proposición 1.10. Sea x = (x1, . . . , xn) un vector de números reales
tal que x1 + . . .+xn = 0 pero ninguna otra suma parcial de componentes
distintos es igual a 0. Entonces se cumplen las siguientes condiciones

i) La transformación de Vervaat de {Sn}n≥1 es independiente de
la posición del mı́nimo.

ii) El ı́ndice I se distribuye uniforme en {0, . . . , n− 1}.
iii) La distribución condicional de S dado que permanece no-negativa

coincide con la distribución de V .

Demostración. i) Sea Cj una permutación ciclica definida como
Cj(i) = i+ j (mod n), a la que llamaremos función de corrimiento. Sea
A un camino posible para S, es decir, una trayectoria que se toma con
probabilidad positiva. Sean I = min{j : minSn = Sj} e I∗ = min{j :
minSn ◦ Cj = Sj}, por lo que I∗ es el mı́nimo de la caminata recorrida.
Como S tiene incrementos intercambiables, entonces

S
d
= S ◦ Cj

por lo tanto

P(V = A, I = k) = P(V ◦ Cj = A, I ◦ Cj = k)

ya que V ◦ Cj = V e I ◦ Cj = k − j (mod n) entonces

P(V ◦ Cj = A, I ◦ Cj = k) = P(V = A, I = k − j)
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ii) Por i) sabemos que

P (V ∈ A, I = i) = P (V ∈ A, I = j)

hacemos A = Sn, entonces

P (V ∈ Ω, I = i) = P (V ∈ Ω, I = j)

P (I = i) = P (I = j) .

Por lo tanto I ∼ U {0, . . . , n− 1}.
iii) Sea U una variable aleatoria con distribución uniforme en {0, . . . , n− 1},

entonces

P (S ∈ A, I = 0) = P (CU (V ) ∈ A,U = 0)

= P (V ∈ A)P (U = 0)

Por lo que

P (S ∈ A|S > 0) =
P (V ∈ A)P (U = 0)

P (S > 0)

Ahora, nos fijamos en el evento {S > 0} el cual quiere decir que la cam-
inata original ya es positiva, por lo que si le aplicamos la transformación
de Vervaat tenemos que V ◦ S = S, es decir, {S > 0} = {I = 0}. Por lo
tanto

P (S ∈ A|S > 0) = P (V ∈ A) . �





CAPÍTULO 2

El minorante convexo de caminatas
aleatorias

En este caṕıtulo introduciremos el lenguaje de los minorantes con-
vexos de caminatas aleatorias con distribución de salto continua y tiempo
discreto. El minorante convexo resulta ser una herramienta útil para
estudiar al mı́nimo de una caminata aleatoria, nuestro objetivo final.
Primero, revisaremos los conceptos y propiedades de caminatas aleato-
rias. En particular, el hecho de que en la caminata existe ausencia de
empates de promedios bajo la hipótesis de continuidad en la distribución
de salto. Posteriormente, introduciremos el concepto de minorante con-
vexo y la interpretación de su construcción geométrica y daremos una
descripción probabiĺıstica del minorante convexo de una caminata aleato-
ria de n pasos. Finalmente, daremos una representación del mı́nimo de
una caminata aleatoria de n pasos y del instante en que se alcanza en
términos de su minorante convexo.

1. Preliminares

En esta sección introduciremos los conceptos y propiedades de ca-
minatas aleatorias, importantes para nuestro estudio posterior de mino-
rantes convexos.

Definición 2.1. Decimos que {Sn}∞n=0 es una caminata aleatoria si
S0 = 0 y sus incrementos denotados como Xn = (Sn − Sn−1)

∞
n=1, confor-

man una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. A la distribución común de los incrementos le llamamos
distribución de salto y coincide con la distribución de S1.

21
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A lo largo de este trabajo usaremos como hipótesis principal la con-
tinuidad de la distribución de salto, es decir,

P(S1 = x) = 0

para toda x ∈ R. Veremos que esta propiedad implica la propiedad de que
los promedios sobre conjuntos distintos de los incrementos son distintos.
Más formalmente, si x1, . . . , xn ∈ R, decimos que tienen la propiedad de
no tener empates en promedios si para cada A,B ⊂ {1, . . . , n} distintos,
se tiene que

1

|A|
∑
i∈A

xi 6=
1

|B|
∑
i∈B

xi

donde |A| denota la cantidad de elementos de |A|.

Proposición 2.1. Si S = {Si, i ≤ n} es una caminata aleatoria con
incrementos X1, . . . , Xn y con distribución de saltos continua entonces
casi seguramente, X1, . . . , Xn no tienen empates de promedios.

Demostración. SeanA,B subconjuntos distintos de {1, . . . , n}. Sin
pérdida de generalidad supogamos que existe j ∈ B\A. Sea Bj = B\{j}
Entonces

1

|A|
∑
i∈A

Xi =
1

|B|
∑
i∈B

Xi

si y sólo si

Xj = |B|

 1

|A|
∑
i∈A

Xi −
1

|B|
∑
i∈Bj

Xi

 .

Pero como Xj es independiente de X1, . . . , Xj−1, Xj+1, . . . , Xn, vemos
que Xj es independiente de la resta del lado derecho, por lo cual:

P

Xj = |B|

 1

|A|
∑
i∈A

Xi −
1

|B|
∑
i∈Bj

Xi


= E

P

Xj = |B|

 1

|A|
∑
i∈A

Xi −
1

|B|
∑
i∈Bj

Xi

∣∣∣∣X1, . . . , Xj−1, Xj+1, . . . , Xn


= E (h (X1, . . . , Xj−1, Xj+1, . . . , Xn))
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donde

h(x1, . . . , xj−1, xj , . . . , xn) = P

Xj = |B|

 1

|A|
∑
i∈A

xi −
1

|B|
∑
i∈Bj

xi


Puesto que Xj tiene la misma distribución que X1 y ésta es continua,
vemos que h = 0, lo que muestra que

P

(
1

|A|
∑
i∈A

Xi =
1

|B|
∑
i∈B

Xi

)
= 0

Finalmente, puesto que hay una cantidad finita de pares de subconjuntos
A,B distintos de {1, . . . , n}, vemos que casi seguramente, X1, . . . , Xn no
tiene empates de promedios. �

2. El minorante convexo

En esta sección definiremos al minorante convexo y probaremos una
propiedad fundamental del minorante convexo en tiempo discreto.

Definición 2.2. Sea U un subconjunto cerrado de R. Dada una
función (fu, u ∈ U) sea Cf el conjunto de todas las funciones convexas
por debajo de f . El minorante convexo de f es una función convexa c
tal que g ≤ c para toda g ∈ Cf .

Notemos que el minorante convexo de una función f existe y está
dado por la fórmula c = supg∈Cf g. Por el lema 4.2, la función c aśı
definida es convexa y claramente g ≤ c para toda g ∈ Cf .

Sea {Sn}∞n=0 una caminata aleatoria con incrementos X1, X2 . . .. Sea

S[0,n] : [0, n] → R tal que S
[0,n]
k = Sk para k ≤ n y extendemos a S[0,n]

por interpolación lineal en cada intervalo [(k − 1)/n, k/n]. El minorante
convexo de S[0,n], es una función convexa lineal por pedazos, como se
verifica con la Proposición 4.4. El minorante convexo toca al proceso ya
sea en puntos aislados o por intervalos; sin embargo, por la Proposición
2.1 si S tiene distribución de salto continua, el minorante convexo toca
al proceso en puntos aislados, en los cuales la pendiente del minorante
cambia.

Sea Ct, el minorante convexo de S[0,n]. Definimos el conjunto abierto
O = {t ≤ n : St > Ct} cuyas componentes conexas les llamaremos inter-
valos de excursión. En cada intervalo, el minorante convexo consiste de
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segmentos lineales los cuales llamaremos caras, y a la pendiente de cada
segmento le llamaremos pendiente de la excursión. Sea Fn el número de
caras de Ct. Definimos

0 < Nn,1 < Nn,1 +Nn,2 < . . . < Nn,1 + . . .+Nn,Fn = n

como los ı́ndices sucesivos j para los cuales Sj = Cj . Decimos que Nn,i
es la longitud de la i-ésima cara de Ct en el orden en el que aparecen.
Sean

Ln,1, . . . , Ln,Fn
las longitudes de las caras de Ct reordenadas en forma no decreciente. En
adelante, nos referiremos a esta sucesión como la partición de n generada
por el minorante convexo de S[0,n]. Por último tenemos el incremento del
minorante convexo en cada excursión definido mediante SLni − SLni−1

.

3. Primeras aplicaciones del estudio de minorantes convexos

En esta sección se enuncian algunos resultados sobre el minorante
convexo de una caminata aleatoria de n pasos y se ilustra como se utilizan
los resultados para estudiar al mı́nimo (o al máximo) de la caminata
aleatoria.

Empezaremos con una idea visual de la representación del mı́nimo de
la caminata aleatoria, y su posición en términos de las caras, incrementos
y pendientes del minorante convexo. Teniendo las caras del minorante
convexo, es fácil encontrar la posición en la que la caminata alcanza al
mı́nimo sumando las longitudes de las caras con pendientes negativas.
De forma análoga, si sumamos los incrementos negativos del minorante
convexo obtendremos su valor. Para formalizar la idea anterior, intro-
duzcamos la siguiente notación:

mn = min
0≤k≤n

Sk y ρn = min {j : Sj = mn}

Notamos que el par (mn, ρn) se puede obtener como

(mn, ρn) =
∑
i

(
Lni , SLni − SLni−1

)
1SLni

−SLni−1
<0.

A continuación se presenta el primer resultado de la teoŕıa de mino-
rantes convexos, el cual permite dar una representación probabiĺıstica del
mı́nimo y de su posición a través de las igualdades anteriores. Para enun-
ciarlo, utilizaremos un proceso auxiliar muy importante conocido como
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Figura 2.1. Ilustración del minorante convexo de una
caminata aleatoria en un intervalo de tiempo finito.

el proceso de restaurante chino y la partición aleatoria que genera. Este
proceso se describe a detalle en el Caṕıtulo 1 Sección 2 .

Teorema 2.1. Sea M = (Mn,1, . . . ,Mn,Kn) un PARU discreto in-
dependiente de la caminata aleatoria S. Sean gi y di los ı́ndices de los
puntos extremos de los intervalos excursión sobre el minorante convexo
ordenados según son descubiertos por las variables uniformes. Si la dis-
tribución de salto de S es continua, entonces se tiene la siguiente igualdad

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
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\ 
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\ 
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I 
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I 
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SLn1
− SLn0

SLn2
− SLn1

SLn3
− SLn2

mn

Ln1 Ln2 Ln3

Figura 2.2. Representación visual para obtener el valor
del mı́nimo de la caminata aleatoria y su posición medi-
ante la suma de los incrementos negativos y la suma de
las longitudes de las caras con pendientes negativas

en distribución:

((Mn,1, SPn1 ), . . . , (Mn,Kn , SPnKn − SPnKn−1
))

d
= ((d1 − g1, Sd1 − Sg1), . . . , (dFn − gFn , SdFn − SgFn )).

El teorema anterior es de gran utilidad pues la segunda sucesión se
conoce perfectamente: por un lado se pueden hacer cálculos expĺıcitos con
el PARU, pues tiene una construcción probabiĺıstica sencilla, y por otro,
condicionalmente al PARU, las segundas coordenadas son independientes
y se distribuyen como los incrementos de la caminata aleatoria original de
las longitudes correspondientes determinadas por los valores del PARU.
En efecto, se tiene la siguiente distribución conjunta:

, , , , , , , , , , , , , , 
, , 

, , , , 
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P[Mn,1 = l1, . . . ,Mn,k = lk, SPn1 − SPn0 ≤ x1, . . . , SPnk − SPnk−1
≤ xk]

=
1

n

1

n− l1
· · · 1

n− l1 − · · · − lk−1
F ∗l1(x1) · · ·F ∗lk(xk).

donde l1 + · · ·+ lk = n
Inmediatamente, obtenemos una forma no trivial de construir y sim-

ular al mı́nimo de una caminata aleatoria sin tener que construir (o simu-
lar) toda su trayectoria. Sea un PARU (Mn,1, . . . ,Mn,kn) y condicional-
mente a Kn = k, Mn,1 = l1, . . . ,Mn,k = lk donde l1 + · · · + lk = n,
consideramos variables independientes con distribuciones F ∗l1 , . . . , F ∗lk ,
digamos ∆1, . . . ,∆k y escribimos

Mn =
∑
i

∆i1∆i<0.

Entonces Mn tendrá la misma distribución que el mı́nimo de la caminata
aleatoria de n pasos. Resulta conveniente cuando n es grande, pues Kn es
de tamaño log n por lo que necesitaremos simular sólo log n incrementos
y no n. Por supuesto para que esto sea de utilidad debemos ser capaces
de simular F ∗l sin tener que sumar l variables independientes con dis-
tribución F . Ejemplos de esto son: caminatas aleatorias con incrementos
normales, o con incrementos Cauchy, etc...

Entonces obtenemos el siguiente corolario debido a Spitzer.

Corolario 2.1. Sea S[0,n] = {(j, Sj) : 0 ≤ j ≤ n} una caminata
aleatoria con mı́nimo mn. Sea S−l = Sl ∧ 01, entonces

E (mn) =

n∑
i=1

E
(
S−i
)

i
(2.1)

Demostración. Sean ∆n,i el incremento de la i-ésima cara del mi-
norante convexo de la caminata aleatoria. Por las implicaciones de la
Propocición 1.5 tenemos que

E (mn) = E

(
Kn∑
i=1

∆S−Li

)

1En general la parte negativa S−
l es siempre positiva.
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donde el número de ciclos Kn = k está dado y L1, . . . , Lk corresponde a
los tamaños de los ciclos de la permutación aleatoria. Tomamos

f(i) = E(S−i )

Entonces,

E

(
Kn∑
i=1

∆S−Li

)
= E

(
E

(
Kn∑
i=1

∆S−Li

)
|Kn = k, L1 = l1, . . . Lk = lk

)

= E

(
k∑
i=1

E(∆S−Li)

)
por la Proposición 1.5 tenemos que

E

(
Kn∑
i=1

∆S−Li

)
= E

(
k∑
i=1

f(Li)

)

=

n∑
i=1

f(i)

i

=

n∑
i=1

E
(
S−i
)

i
. �

Por último enunciaremos un teorema relacionado con la construcción
del minorante convexo de una caminata aleatoria y lo demostraremos a
partir del Teorema 2.1.

Teorema 2.2. Sea Nn,1, . . . , Nn,Fn la composición de n inducida por

las longitudes ordenadas de las caras del minorante convexo de S[0,n], una
caminata aleatoria con distribución continua. La disrtibución conjunta
de Nn,1, . . . , Nn,Fn está dada por

P (Fn = k,Ni = ni, 1 ≤ i ≤ k) = P

(
S

(1)
n1

n1
<
S

(2)
n2

n2
< . . . <

S
(k)
nk

nk

)
k∏
i=1

1

ni

para toda n1, . . . , nk con n1 + . . .+ nk = n, y donde para 1 ≤ i ≤ k

S(i)
ni := Sn1+...+ni − Sn1+...+ni−1

d
= Sni

En particular, ya que Xi son independentes, también lo son S
(j)
nj
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Demostración. Sea (n1, . . . , nk) una sucesión dada de números
reales, y sea

(
nτ(1), . . . , nτ(k)

)
la misma sucesión ordenada de forma

no decreciente. Sea T el conjunto de permutaciones τ ∈ Σk tal que(
nτ(1), . . . , nτ(k)

)
= (n1, . . . , nk). Entonces |T | =

∏n
j=1 aj donde aj =

] {i : 1 ≤ i ≤ k, ni = j} para 1 ≤ j ≤ n. Queremos comparar las pendi-
entes de las caras del minorante convexo, por lo tanto, para 1 ≤ i ≤ k
sea

Sτ(i)
nτ(i)

= Sn1+...+nτ(i) − Sn1+...+nτ(i)−1

d
= Snτ(i) = Sn1

Entonces, los eventos {Fn = k} y {Nn,i = n1 : 1 ≤ i ≤ k} se cumplen si
y solo si pasa lo siguiente

i) (Ln,1, . . . , Ln,Kn) =
(
nτ(1), . . . , nτ(k)

)
ii)

Sτ(1)nτ(1)

n1
<

S
n
τ(2)
τ(2)

n2
< . . . <

Sτ(k)nτ(k)

nk
para algún τ ∈ T

El evento (i) tiene probabilidad(
k∏
i=1

1

ni

) n∏
j=1

1

aj !


y es independiente del evento (ii). Por hipótesis la caminata aleatoria
tiene incrementos intercambiables, por lo tanto, para algún elemento de
T la probabilidad del evento (ii) es

P

(
S

(1)
n1

n1
<
S

(2)
n2

n2
< . . . <

S
(k)
nk

nk

)
Por último, recordemos que |T | =

∏n
j=1 aj , por lo tanto,

P (Fn = k,Ni = ni, 1 ≤ i ≤ k) = P

(
S

(1)
n1

n1
<
S

(2)
n2

n2
< . . . <

S
(k)
nk

nk

)
k∏
i=1

1

ni
.

�

4. Prueba de la primera descripción probabiĺıstica del
minorante convexo de una caminata aleatoria

En esta sección se prueba uno de los resultados de mayor importancia
sobre la distribución de los componentes del minorante convexo de una
caminata aleatoria. Para esto introduciremos la propiedad de invarianza
de la caminata aleatoria bajo la transformación de Vervaat.
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4.1. Transformación 3214. Para demostrar el Teorema 2.1 es nece-
saria la propiedad de invarianza de la caminata S[0,n] bajo cierta trans-
formación , la cual proporciona una construcción de la caminata aśı como
de su minorante convexo. La transformación que necesitamos se conoce
como transformación ‘3214’ y se describe como sigue; primero se divide
la caminata S[0,n] en cuatro trayectorias consecutivas y posteriormente
se reordenan los segmentos intercambiando el primero con el tercero, el
segundo con el segundo, y aśı sucesivamente.

La transformación ‘3214’ de la caminata S[0,n] se genera por una vari-
able aleatoria U uniforme en {1, . . . , n}, independiente de S[0,n]. Dado
U = u , definimos g y d como los ı́ndices de los extremos izquierdo y
derecho de la cara del minorante convexo de S[0,n] que contiene al ı́ndice
u. Se definen los cuatro segmentos de la caminata como los intervalos
[0, g], [g, u], [u, d] y [d, n] . Con esta organización se define la transfor-
mación ‘3214’ mediante el reordenamiento se los cuatro segmentos de la

trayectoria de S[0,n] para formar una nueva caminata S
[0,n]
U con orden

3–2–1–4. Formalmente, definimos a SUj , para 1 ≤ j ≤ n, como sigue

SUj =


SU+j − SU para 0 ≤ j < d− U
Sg+j−(d−U) + Sd − Sg − SU para d− U ≤ j < d− g
Sj−(d−g) + Sd − Sg para d− g ≤ j < d
Sj para d ≤ j ≤ n

y sea S
[0,n]
U =

{(
j, SUj

)
, 1 ≤ j ≤ n

}
.

Teorema 2.3. Sea S[0,n] una caminata aleatoria y U una variable

aleatoria uniforme en {1, . . . , n}. Sea S
[0,n]
U la transformación ’3214’,

generada por U , de S[0,n], entonces(
U, S[0,n]

)
d
=
(
d− g, S[0,n]

U

)
La pregunta que surge naturalmente, y que es nuestro punto de par-

tida para la prueba de la invarianza de la caminata aleatoria bajo la
transformación ’3214’ es: Cuál es la distribución de (S0, . . . , Sn) dado
que S1 > 0, . . . Sn > 0?

Para demostrar la propiedad de invarianza utilizaremos un lema com-
binatorio, descrito por Spitzer [Spi56], enunciado y demostrado en el
Caṕıtulo 1 Sección 4, en relación con las permutaciones ćıclicas de los
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I II III IV

III II I IV

Figura 2.3. Ilustración de una caminata aleatoria de
tamaño n y su transformación 3214’

incrementos de caminatas aleatorias. Aśı mismo, usaremos el concepto
de traansformación de Veervat descrito en dicha sección.

Demostración. (Teorema 2.3) La idea de la prueba es que una
cara del minorante convexo seleccionada mediante un muestreo uniforme
debe tener una longitud uniforme y el segmento de caminata encima de
ésta debe ser una transformación de Vervaat de una caminata del mismo
tamaño. Basta probar el teorema cuando X1, . . . , Xn son muestras sin
remplazo de x1, . . . , xn, suponiendo distribución de salto continua para

Xi. Entonces S[0,n] y S
[0,n]
U se pueden entender como permutaciones de

, , , , , , , , , , , , , , , 
, 

, 

, , , , 

, , , , , , , , 

, , , , 
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n, por lo que el mapeo
(
U, S[0,n]

)
7→
(
d− g, S[0,n]

U

)
se entiende como un

mapeo de [n] × Σn a śı mismo. Ya que U es uniforme en [n] y el orden
de X1, . . . , Xn es un permutación aleatoria uniforme de x1, . . . , xn, basta
probar que el mapeo es una biyección. Para hacer esto es suficiente ver
que el mapeo es una función suprayectiva, es decir, para k ∈ [n] existe
u ∈ [n] y σ ∈ Σn tal que(

u,

{
(0, 0) ,

(
1, xσ(1)

)
,
(
2, xσ(1) + xσ(2)

)
, . . . ,

(
n,

n∑
i=1

xσ(i)

)})

7→

(
k,

{
(0, 0) , (1, x1) , (2, x1 + x2) , . . . ,

(
n,

n∑
i=1

xi

)})

Sea j el número de caras del minorante convexo del resto de la
caminata, es decir, de la caminata de longitud n − k con incrementos
xk+1, . . . , xn y sean las longitudes e incrementos de éstas caras, en or-
den de aparición, (l1, s1) , . . . , (lj , sj). Sea h el único h ∈ [k] tal que la
caminata con incrementos(

xh+1, x(h+1) mod k+1, x(h+2) mod k+1, . . . , x(h+k−2) mod k+1, xh
)

quede por encima de su minorante convexo.
El siguiente paso consiste en ordenar las pendientes del minorante

convexo en forma creciente. Sea s∗ =
∑k
i=1 xi, y sea m la única m ∈

{1, . . . , j} tal que
sm
lm

<
s∗

k
<
sm+1

lm+1

Por lo tanto, la permutación (σ (1) , . . . , σ (n)) que se busca, esta dada
por(
k + 1, k + 2, . . . , k +

m∑
i=1

li,

h+ 1, (h+ 1) mod k + 1, (h+ 2) mod k + 1, . . . , h, k +

m∑
i=1

li + 1, . . . , n

)

�
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I II III IV

III II I IV

Figura 2.4. Ilustración de una caminata aleatoria en
tiempo finito y su transformación ‘3214’. Notar que
dado d−g la transformación se puede invertir fácilmente:
el ı́ndice en el cual deben empezar los primeros d − g
incrementos después de una permutación ćıclica, es la
posición del mı́nimo del segmento. Se encuentra bajando
una recta con pendiente igual a la media de los primeros
d− g incrementos.

, , 

, , , , 

, , , , , , , , 
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CAPÍTULO 3

Minorante convexo de procesos de Lévy

En este caṕıtulo desarollaremos el lenguaje de los minorantes con-
vexos de procesos de Lévy con distribución de salto continua. Primero,
revisaremos los conceptos y propiedades de procesos de Lévy. En par-
ticular, analizaremos a los procesos α-estables, cuyas propiedades nos
permiten el estudio su minorante convexo. Posteriormente, introducire-
mos el concepto de minorante convexo de un porceso de Lévy y daremos
la interpretación continua de los resultados vistos en el caṕıtulo ante-
rior. En este caṕıtulo no daremos muchas pruebas nuevas sino que nos
enfocaremos en enunciar los resultados por analoǵıa al caso discreto.

1. Definiciones y propiedades

Los procesos de Lévy son los ĺımites continuos de las caminatas
aleatorias aceleradas y normalizadas generadas por incrementos indepen-
dientes e identicamente distribuidos. Por lo tanto, no es de sorprenderse
que análogos continuos de los resultados descritos en el Caṕıtulo 2 se
cumplan para procesos de Lévy. Sin embargo, existen algunas varia-
ciones interesantes que no se presentan en el caso discreto, aśı como
detalles técnicos que hay que tener en consideración a la hora de llevar
los resultados discretos al ĺımite. Restringiremos nuestro análisis al caso
en el que Xt tiene distribución continua para toda t > 0.

Definición 3.1. Sea X = {Xt : t ≥ 0} un proceso definido en un
espacio de probabilidad (Ω,F ,P). Se dice que X es un proceso de Lévy
si cumple con las siguientes propiedades:

i) Las trayectorias de X son casi seguramente continuas por la
derecha con ĺımites por la izquierda.

ii) P (X0 = 0) = 1.
iii) Para 0 ≤ s ≤ t,Xt −Xs es igual en distribución a Xt−s.

35
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iv) Para 0 ≤ s ≤ t,Xt −Xs es independiente de {Xu : u ≤ s}.

Algunos de los procesos de Lévy mas conocidos son el Movimiento
Browniano, proceso de Poisson, proceso de Poisson compuesto y proceso
de Poisson compuesto compensado.

El Movimiento Browniano B = (Bt, t ≥ 0), es un proceso estocástico
que toma valores en los reales, cuya trayectorias son continuas casi segura-
mente, su ley a cualquier tiempo fijo t > 0 es una distribución Gaussiana
centrada con varianza t,

P (Bt ∈ dx) = (2πt)
−1/2

exp

{
−x2

2t

}
dx.

Sus incrementos son independientes en el sentido que para cualquier s, t >
0, Bt+s−Bt es independiente de Bu para toda 0 ≤ u ≤ t. El movimiento
Browniano es el único proceso de Lévy continuo con media 0 y varianza
1 al tiempo 1. Por otro lado, los múltiplos del movimiento Browniano
son los únicos procesos de Lévy continuos con media 0.

El Proceso de Poisson N = (Nt, t ≥ 0), es un proceso estocástico que
toma valores en los naturales, tiene incrementos estacionarios e indepen-
dientes, y su ley es Poisson de parámetro λt, es decir,

P(Nt = k) =
(λt)k

k!
exp−λt, t > 0.

El proceso Poisson N = (Nt, t ≥ 0) tiene saltos de tamaño 1 estric-
tamente positivos y sus trayectorias son constantes entre saltos, es decir,
a tiempo t el valor Nt est dado por

Nt =

∞∑
k=1

1(Tk,∞)(t), t ∈ R+

donde k ≥ 1 y (Tk)k≥1 es la familia creciente de saltos de (Nt)t∈R+
tal

que

lim
x→+∞

Tk = +∞.

Su esperanza está dada por E[Nt] = λt, de donde se deduce que E[Nt −
λt] = 0. El proceso (Nt − λt, t ≥ 0) se conoce como proceso de Poisson
compensado y también tiene incrementos independientes y estacionarios,
mismos que además están centrados, es decir, tienen media cero.
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El proceso de Poisson es el único proceso de Lévy que es de conteo,
por lo cual es muy utilizado como modelo de llegada de reclamaciones en
compañ́ıas aseguradoras.

Como último ejemplo definiremos el Proceso Poisson Compuesto.
Sean X1, . . . , Xn, . . . variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas ν en R\{0}, y Sn = X1 + · · · + Xn la caminata aleatoria
correspondiente. Sea N = (Nt, t ≥ 0) un proceso Poisson de parámetro
c > 0, independiente de (Xn)n∈N. Decimos que Ht es un proceso Poisson
Compuesto si

Ht = S ◦Nt =

Nt∑
i=1

Xi para t ≥ 0.

Los procesos de Lévy están ı́ntimamente relacionados con ciertas dis-
tribuciones con caracteŕısticas especiales que nos son de gran interés, las
cuales describiremos a continuación.

Definición 3.2. Sea X una variable aleatoria con distribución µ y
función caracteŕıstica

ΦX(λ) =

∫
R

exp{i〈λ, 〉x}µ(dx) λ ∈ R.

Decimos que µ es Infinitamente Divisible si para todo entero positivo n,
existe una variable aleatoria X1/n con función caracteŕıstica ΨX1/n , tal
que

ΦX(λ) = (ΨX1/n(λ))n.

Equivalentemente, decimos que µ es Infinitamente Divisible si para
todo entero positivo n, existen variables aleatorias independientes e iden-

ticamente distribuidas X
1/n
1 , . . . , X

1/n
n tales que

X
d
= X

1/n
1 + · · ·+X1/n

n .

Notemos que un proceso de Lévy a tiempo t tiene la propiedad de
ser infinitamente divisible ya que su distribución puede ser represen-
tada como la suma de n distribuciones de variables aleatorias indepen-
dientes, las cuales son exactamente los incrementos del proceso de Lévy
de tamaño t/n, los cuales son independientes e identicamente distribui-
dos por hipótesis. De forma inversa, dada una distribución infinitamente
divisible µ existe un proceso de Lévy X tal que Xt tiene distribución µ.
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Se conocen dos caracterizaciones de los procesos de Lévy y de las dis-
tribuciones infinitamente divisibles llamadas fórmula de Lévy-Khintichin
y Descomposición de Lévy-Itō.

Teorema 3.1. Fórmula de Lévy-Khintchin. La distribución de
una variable aleatoria X es infinitamente divisible si y solo si existe una
tercia (b, c, ν), donde b ∈ R, c ∈ R+, y ν es una medida de probabilidad
que satisface ν({0}) = 0 y

∫
R(1 ∧ |x|2)ν(dx) <∞; tal que

Ψ(λ) = exp[ibλ− λ2c

2
+

∫
R

(eiλx − 1− iλx1{|x|<1})ν(dx)]

Teorema 3.2. Descomposición de Lévy-Itō. Sea una tercia
(b, c, ν), donde b ∈ R, c ∈ R+, y ν es una medida de probabilidad que
satisface ν({0}) = 0 y

∫
R(1 ∧ |x|2)ν(dx) < ∞. Entonces, existe un

espacio de probabilidad (Ω,F ,P) en el cual existen cuatro procesos de
Lévy independientes, L(1), L(2), L(3), L(4), donde L(1) es una constante
de deriva, L(2) es un movimiento Browniano, L(3) es un proceso Poisson
compuesto, y L(4) es una martingala, llamada de salto puro, de tamaño
menor a 1 casi seguramente. El proceso L = L(1) + L(2) + L(3) + L(4) es
un proceso de Lévy, entonces existe un espacio de probabilidad tal que la
función caracteŕısitca de un proceso de Lévy X = (Xt)t≥0 es etΨ, donde

Ψ(λ) = ibλ− λ2c

2
+

∫
R
(eiλx − 1− iλx1{|x|<1})ν(dx) (3.1)

está definido para toda λ ∈ R
A la tercia (b, c, ν) se le conoce como Tercia de Lévy y a 3.1 como

exponente caracteŕıstico. Más aún, b ∈ R se le conoce como término de
driva, c ∈ R+ coeficiente Gaussiano, y ν medida de Lévy.

La función caracteŕıstica de un proceso de Lévy, para cualquier número
racional t ≥ 0, está dada por

E(exp{i〈λ,Xt〉}) = exp{−tΨ(λ)} donde λ ∈ R. (3.2)

Éste caracteriza la distribución del proceso en el sentido de que si dos pro-
cesos de Lévy tienen el mismo exponente caracteŕıstico, entonces tienen
la misma distribución.

El exponente caracteŕıstico Ψ del movimiento Browniano está dado
por

Ψ(λ) =
1

2
|λ|2
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por lo que su función carcteŕıstica es

E(exp{i〈λ,Xt〉}) = exp(− t
2
|λ|2)

La función caracteŕıstica de un proceso Poisson compuesto está dada
por

E(exp{i〈λ, S ◦Nt〉}) = exp{−tψ(λ)} con λ ∈ R
donde

ψ(λ) = c

∫
R
(1− ei〈λ,x〉)ν(dx)

Además del movimiento Browniano, el proceso Poisson y el Proceso
Poisson compuesto, los procesos estables, que definiremos a continuación,
forman una familia importante de procesos de Lévy, ya que son los únicos
procesos obtenidos como ĺımites de una sola caminata aleatoria acelerada
y normalizada.

Definición 3.3. Sea X = (Xt, t ≥ 0) un proceso estocástico tal que
toma valores en R. Decimos que X tiene la Propiedad de Escalamiento
si para cada k > 0, el proceso reescalado (k−1Ykt, t ≥ 0) tiene la misma
distribución que X.

Un proceso de Lévy X tiene la propiedad de escalamiento si y solo si
para cada t > 0, las variables Xt y t1/αXt tienen la misma distribución.
En este caso se dice que X es un proceso estrictamente estable con ı́ndice
α.

Definición 3.4. Para toda α ∈ (0, 2], un proceso de Lévy con
función caracteŕıstica Ψ se le llama Proceso Estable con ı́ndice α si

Ψ (kλ) = kαΨ (λ)

para cada k > 0 y λ ∈ Rd.

2. El minorante convexo de procesos de Lévy

El minorante convexo de una función f continua en el intervalo
[0, t] es la mayor función convexa C tal que C ≤ f . Sabemos que el
supremo de una familia de funciones convexas que están acotadas su-
periormente en un punto es una función convexa. Se van a consid-
erar funciones f que sean cádlág, es decir, funciones continuas por la
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Figura 3.1. IIlustración de un movimiento Browniano
y un proceso estable.

derecha, limh→0+
f(t + h) = f(t), y tales que el ĺımite por la izquierda

limh→0− f(t− h) existe. A este ĺımite lo denotaremos como f−.
Análogamente al caso de caminatas aleatorias, nos fijamos en los

intervalos en los que el proceso de Lévy es estrictamente mayor a su mi-
norante convexo en [0, 1] y los pensamos como una partición del intervalo
unitario. La siguiente proposición formaliza la idea anterior.

Proposición 3.1. Sea {Xt}t≥0 un proceso de Lévy con distribución

de salto continua y sea C el minorante convexo de X en [0, 1]. Entonces

----
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Figura 3.2. Ilustración del minorante convexo de un
movimiento Browniano en un intervalo de tiempo finito

1) El conjunto abierto O = {s ∈ (0, 1) : Cs < Xs ∧Xs−} tiene me-
dida de Lebesgue 1.

2) Para cada intervalo (g, d) elemento de O, los saltos que X pueda
tener en g y d, tienen el mismo signo.

3) Si (g1, d1) y (g2, d2) son dos elementos distintos de O, entonces
sus pendientes difieren.

C(d1)− C(g1)

d1 − g1
6= C(d2)− C(g2)

d2 − g2

Sea I el conjunto de los elementos conectados de O. Para cada
intervalo (g, d) elemento de O, se tienen los vértices g y d, la longitud
d− g, el incremento C(d)− C(g), y la pendiente

C(d)− C(g)

d− g
A continuación se dará una descripción del minorante convexo pare-

cida a la descripción discreta que se dió en el caṕıtulo anterior. Antes
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de entrar en detalle sobre el minorante convexo empezaremos con la con-
strucción del Proceso de Asignación residual.

Se construye el Proceso de Asignación Residual, PARU, en [0, 1]
R1, R2, . . . como sigue: sea R1 uniforme en [0, 1]. Condicionalmente al
evento R1 = m1 < 1, R2 es uniforme en [0, 1 − m1]. Si R1 + R2 = 1
entonces R3 = R4 = · · · = 0. En otro caso, condicionalmente a R1 = m1,
R2 = m2 donde m1 + m2 < 1, R3 es uniforme en [0, 1 −m1 −m2]. Aśı
continuamos recursivamente. Dado que una variable uniforme en [0, x]
tiene la misma distribución que XU donde U es uniforme en [0, 1], la
anterior descripción se puede formalizar como sigue.

Definición 3.5. Sea (Vi) una sucesión de variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribúıdas uniformes en (0, 1). Decimos
L1, L2, . . . es un PARU Continuo si

L1 = tV1 y para i ≥ 1 Li+1 = Vi+1(t− Si),

donde

S0 = 0 y para i ≥ 1 Si = L1 + · · ·+ Li.

Decimos que las variables L1, L2, . . ., reordenadas en forma no decre-
ciente, forman una partición de [0, 1] generada por el proceso de stick-
breaking continuo. Existe un resultado ánalogo al caso discreto el cual
enunciaremos a continuación.

Teorema 3.3. Sea X un proceso de Lévy con distribución continua
y sea {(gi, di)}i≥1 la sucesión de los distintos intervalos de excursiones
de C seleccionados por el proceso uniforme U independiente del proceso
de Lévy. Sea L1, L2, . . . una sucesión generada por un proceso de stick-
breaking continuo, y (Si)i≥1 como se definió anteriormente. Entonces se
tiene la siguiente igualdad en distribución((

di − gi, Cdi − Cgi
)
, i ≥ 1

) d
=
((
Li, XSi −XSi−1

)
, i ≥ 1

)
El Teorema 3.3 da una construcción del minorante convexo por medio

de un muestreo aleatorio del proceso de Lévy hecho a partir de un pro-
ceso de stick-breaking uniforme, independiente del proceso de Lévy. La
prueba del teorema da una visión detallada de las excursiones de X so-
bre su minorante convexo basada en la siguiente transformación de las
trayectorias. Sea u un elemento del conjunto de excursiones O y sea (g, d)
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el intervalo de excursión que contiene a u. Definimos un nuevo proceso
estocástico Xu = (Xu

t )t≤1 como sigue:

Xu
t =


Xu+t −Xu para 0 ≤ t < d− u
Cd − C+Xg+t−(d−u) −Xu para d− U ≤ t < d− g
Cd − Cg +Xt−(d−g) para d− g ≤ t < d
Xt para d ≤ t ≤ 1

La idea de la transformación es que la gráfica del minorante convexo
de Xu en [d− g, 1] se obtiene de la gráfica de C mediante la eliminación
del intervalo (g, d) y cerrando el espacio ajustando el proceso por con-
tinuidad, aśı en [0, d− g], Xu va de 0 a Cd − Cu. El Teorema 3.3 se
sigue de una propiedad de invarianza análoga a la del Teorema 2.3. Si se
aplica la transformación recursivamente, se obtiene un muestreo sesgado
por tamaño de los intervalos de excursion. En particular, el intervalo
de excursión que contiene una variable uniforme independiente tiene una
longitud uniforme, lo cual da una idea de porque aparece un proceso de
stick-breaking en el Teorema 3.3.

Teorema 3.4. Si U es una variable uniforme en (0, 1) e independi-
ente de X un proceso de Lévy con distribución continua, entonces

(U,X)
d
=
(
d− g,XU

)
La prueba del Teorema 3.4 se basa en el resultado análogo de ca-

minatas aleatorias enunciado en el Teorema 2.3. El resultado en tiempo
discreto es la exacta propiedad de invarianza de una transformación sim-
ilar aplicada a la aproximación poligonal de Xn de X dada por Xn =
X[nt]/n (dnte/n− t)+Xdnte/n ([nt] /n). La demostración de la convergen-
cia en el ĺımite es muy técnica, sin embargo se simplifica bajo la hipótesis
de continuidad de las trayectorias del proceso. El resultado en tiempo
discreto se basa en hechos combinatorios relacionados con permutaciones
de los incrementos.

El Teorema 3.4 da un resultado más fuerte que el Teorema 3.3, ya
que da acceso al comportamiento de X entre los vértices del minorante
convexo. Para tener una idea más clara consideraremos lo siguiente:

Definición 3.6. Para cada t > 0 y cada función cádlág f , sea ρt =
ρt(f) la posición del último mı́nimo f(t) de f en [0, 1]. Definimos la
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Transformación de Vervaat como sigue

Vtf(s) = f(ρt + s mod t)− f(t), para s ∈ [0, t]

Para cada intervalo de excursión (g, d) de O, le asociamos una es-
cursión e(g,d) dada por

e(g,d)(s)=Xg+s−Cg+s , para s ∈ [0, d− g]

donde e(g,d)(0) es positivo si Xg > Cg.
Se deduce que sobre cada una de las caras del minorante convexo del

proceso de Lévy X se deben aplicar transformaciones de Veervat para
obtener una analoǵıa con la transformación descrita en el caso discreto.



CAPÍTULO 4

Aplicaciones a la determinación numérica
del precio de opciones con barrera

En este caṕıtulo desarrollaremos algunos ejemplos de las aplicaciones
numéricas de la teoŕıa de minorantes convexos descrita a detalle en los
caṕıtulos anteriores. Primero, enunciaremos algunas definiciones básicas
sobre productos financieros derivados. Posteriormente, revisaremos los
resultados necesarios para generar los algoritmos de simulación de vari-
ables aleatorias α-estables y un PARU. Finalmente desarrollaremos el
algoritmo que nos permite conocer la posición y el valor del máximo de
la distribución del precio de una opción call. El algoritmo será desarrol-
lado utilizando los resultados sobre el PARU y minorantes convexos y lo
compararemos con los resultados expuestos en [KKPvS10].

1. Productos financieros derivados

Empezaremos enunciando algunos conceptos básicos sobre la teoŕıa
de productos financieros derivados, los cuales son necesarios para com-
prender las aplicaciones sobre minorantes convexos que desarrollaremos
posteriormente.

Definición 4.1. Un producto financiero derivado es un instru-
mento cuyo valor depende de una o más variables o parámetros llamados
subyacentes, es decir, depende del valor de otro activo.

Definición 4.2. Se dice que existe arbitraje cuando es posible ase-
gurar una ganancia libre de riesgo al realizar transacciones simultáneas
en dos o más mercados.

En la teoŕıa básica de valuación de instrumentos derivados consider-
amos una economı́a en la que hay ausencia de arbitraje. Si no hay opor-
tunidades de arbitraje y dos cosas tienen el mismo valor en una fecha
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futura, entonces sus valores el d́ıa de hoy deben ser iguales. La hipótesis
del mercado eficiente es la que sustenta la hipótesis de que en los merca-
dos no haya arbitraje, ya que si lo hubiera, la gente compraŕıa barato y
vendeŕıa caro, haciendo que la demanda subiera y la oferta bajara por lo
que se modificaran los precios, evitando aśı el arbitraje.

Definiremos a continuación algunos instrumentos derivados.

Definición 4.3. Una opción call es aquella que le da a su poseedor
el derecho de comprar el activo subyacente en una fecha T , a un precio
K.

Definición 4.4. Una opción put es aquella que le da a su poseedor
el derecho de vender el activo subyacente en una fecha T , a un precio K.

Al precio del contrato se le conoce como precio de ejercicio o precio
strike y a la fecha del contrato se le conoce como fecha de maduración.
Una opción Europea puede ser ejercida solamente en la fecha de madu-
ración, mientras que una opción Americana se puede ejercer en cualquier
tiempo t donde 0 ≤ t ≤ T . Es importante señalar que el poseedor de
una opción tiene el derecho de comprar (call) o vender(put), pero no es
obligatorio ejercer este derecho.

El payoff de las opciones Europeas es

• Call (ST −K)+

• Put (K − ST )+

Un derivado exótico es aquel que involucra transacciones más compli-
cadas que las de un derivado normal, generalmente en la determincación
del precio. A pesar de que el término no tiene un significado preciso,
la definición depende del lugar y el tiempo. Por ejemplo, las tasas de
interés eran consideradas exóticas cuando recién aparecieron en 1980, sin
embargo, ahora se consideran como herramientas financieras estándares.

Las opciones con barrera son derivados trayectorialmente dependi-
entes de manera similar a las opciones comunes. Las opciones con barrera
se activan o se extinguen si y solo si el subyacente alcanza un determi-
nado valor, la barrera. Las opciones ”In” nacen sin valor y solo se activan
en el caso de que la barrera del precio sea cruzada. Análogamente, las
opciones ”Out” nacen activas y se extinguen en el caso de que la barrera
del precio se cruze.

Existen cuatro tipos principales de opciones con barrera:
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• In-and-out : El precio empieza por debajo del nivel barrera y
tiene que moverse hacia arriba para que la opción se extinga.
• Down-and-out : El precio empieza por encima del nivel barrera

y tiene que moverse hacia abajo para que la opción se vuelva
nula y sin efecto.
• Up-and-in: El precio empieza por debajo del nivel barrera y

tiene que moverse hacia arriba para que la opción sea ejercida.
• Down-and-in: El precio empieza por encima del nivel barrera y

tiene que moverse hacia abajo para que la opción sea ejercida.

Analicemos el siguiente ejemplo. Sea una opción call Europea con
precio de subyacente $100 y barrera en $120. Esta opción se comporta
exactamente igual a una call Europea común excepto si el precio se mueve
por encima de $120, en cuyo caso la opción no es ejercida y se vuelve nula
y sin valor. Es importante hacer notar que la opción no se reactiva si
el precio del subyacente cae debajo de $120. Una ves que la opción se
anula, se anula por siempre.

Para las aplicaciones financieras valuaremos una opción con barrera
simulando la distribución conjunta de la trayectoria y el máximo del
proceso mediante un PARU. En las siguientes secciones describiremos los
algoritmos utilizados para llevar a cabo la simulación.

2. Algoritmos de simulación de procesos estables a tiempo fijo

A pesar de haber definido a los procesos estables por la propiedad de
escalamiento es más conveniente describirlos mediante su función carac-
teŕıstica. La siguiente fórmula se obtiene de la representación de Lévy de
la función caracteŕıstica de una distribución infinitamente divisible, dada
por Lévy en 1934 [Ber96].

Definición 4.5. Una variable aleatoria X es α-estable si y solo si su
función caracteŕıstica está dada por

log Ψ(t) =

{
σα2 |t|α{1− iβ signo(t) tan πα

2 }+ iµt, si α 6= 1,
σ2|t|{1 + iβ signo(t) 2

π log |t|}+ iµt, si α = 1,

donde α ∈ (0, 2], β ∈ [−1, 1], σ > 0, µ ∈ R.

Escribiremos X ∼ Sα(σ, β, µ) para indicar que X tiene una dis-
tribución estable con ı́ndice α, parámetro de escalamiento σ, coeficiente
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opciones con barrera

de asimietŕıa β y parámetro de desplazamiento µ. Sin embargo, esta rep-
resentación tiene un inconveniente y es que las funciones caracteŕısticas
no son continuas en los parámetros que las determinan. La función car-
acteŕıstica tiene discontinuidades en todos los puntos de la forma α = 1,
β 6= 0. Para solucionar este inconveniente Zolotarev (1986) sugiere la
siguiente transformación.

µ1 =

{
µ+ βσα tan πα

2 α 6= 1,
µ α = 1.

que lleva a la expresión

log Ψ(t) =

{
−σα{|t|α − itβ(|t|α−1 − 1) tan πα

2 }+ iµ1t si α 6= 1,
−σ|t|{1 + iβ signo(t) 2

π log |t|}+ iµt si α = 1.

la cual es una función conjunta continua de α y β.
Otra forma de representar a la función caracteŕıstica de distribuciones

estables es la siguiente.

Proposición 4.1. Una variable aleatoria X es α-estable si y solo si
su función caracteŕıstica está dada por

log Ψ(t) =

{
−σα2 |t|α exp{−iβ2 signo(t)π2K(α)}+ iµt α 6= 1,
−σ2|t|{π2 + iβ2 signo(t) log |t|}+ iµt α = 1.

donde

K(α) = α− 1 + signo(1− α) =

{
α si α < 1,
α− 2 si α > 1.

Los parámetros α2 y β2 se relacionan de la siguiente manera, para
α = 1, β2 es tal que

tan

(
β2
πK(α)

2

)
= β tan

πα

2
,

y el nuevo parámetro de escalamiento

σ2 = σ

(
1 + β2 tan2 πK(α)

2

) 1
2α

.

Para α = 1, β2 = β y σ2 = 2
πσ.

Salvo en el caso Gaussiano, Cauchy y Lévy no se conoce una expresión
expĺıcita para la densidad. Esto dificulta implementar los métodos clásicos
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de simulación (función de cuantiles, Von Neumann), para simular vari-
ables estables. Chambers-Mallows-Stuck [BDP08] proponen el siguiente
método para simular variables aleatorias estables X ∼ Sα(1, β, 0).

Teorema 4.1. Sea γ una variable aleatoria uniforme en (−π2 ,
π
2 ),

W una variable aleatoria exponencial con media 1 independiente de γ, y

γ0 = −π
2
β2
K(α)

α
,

entonces,

• para α 6= 1

X =
sinα(γ − γ0)

(cos γ)1/α

(
cos(γ − α(γ − γ0))

W

)(1−α)/α

,

es Sα(1, β2, 0) y
• para α = 1

X =
(π

2
+ β2γ

)
tan γ − β2 log

(
W cos γ
π
2 + β2γ

)
es S1(1, β2, 0).

definidas como en la proposición 4.1.

Con este teorema es sencillo construir un algoritmo numérico para
generar variables aleatorias Sα(1, β, 0), acorde a la definición 4.5, para
α ∈ (0, 2] y β ∈ [−1, 1].

• generar una variable aleatoria V uniforme en (−π2 ,
π
2 ) y W ex-

ponencial de media 1 independiente.
• para α 6= 1

X = Sα,β ·
sin(α(V −Bα,β))

(cos(V ))1/α
·
(

cos(V − α(V −Bα,β))

W

)(1−α)/α

,

donde

Bα,β =
arctan(β tan πα

2 )

α
,

Sα,β =
(

1 + β2 tan2 πα

2

)1/2α

.
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• para α = 1 calcular

X =
2

π

[(π
2

+ βV
)

tanV − β log

(
W cosV
π
2 + βV

)]
.

Se puede generar una variable aleatoria estable para todo valor ad-
misible de los parámetros α, β, σ y µ usando la siguiente transformación,

Si X ∼ Sα(1, β, 0) entonces

Y =

{
σX + µ, α 6= 1
σX +

(
2
πβσ log σ + µ

)
α = 1,

es Sα(σ, β, µ).
El código de simulación de una variable aleatoria α-estable en lenguaje

MatLab se muestra a continuación.

%Generamos una funcion estable con p a r m e t r o s alpha , beta , mu,sigma.

Simulamos un vector de 1x1000 y aplicamos la transformacion

tomando en cuanta los valores de los p a r m e t r o s .

function [SY] = alpha_stablep(alpha ,beta ,mu,sigma)

m = 1000;

n = 1;

S = (1+ beta ^2*tan(pi*alpha /2) ^2) ^(1/(2* alpha));

B = atan(beta*tan(pi*alpha /2))/alpha;

V = -pi/2 + pi.*rand(m,n);

W = exprnd(1,m,n);

if alpha == 1

X = (2/pi)*((pi/2 + beta.*V).*tan(V) - beta.*

log (((pi/2).*W.*cos(V))./((pi/2)+beta.*V)));

Y = sigma.*X + (2/pi)*beta*sigma*log(sigma)

+ mu;

else

X = S.*sin(alpha .*(V+B))./cos(V).^(1/ alpha).*

(cos(V-alpha*(V+B))./W).^((1 - alpha)/alpha);

Y = sigma.*X + mu;

end

SY = sort(Y);

plot(SY ,(1:m)/m);

.



3. Aplicaciones a la determinación del precio de opciones 51

3. Aplicaciones a la determinación numérica del precio de
opciones con barrera

Empezaremos con el algoritmo para simular un proceso Stick-breaking
para posteriormente utilizarlo como parte de nuestro método de simu-
lación del valor y posición del máximo y mı́nimo de un proceso de Lévy.

A continuación se presenta el código de simulación en lenguaje Mat-
lab. Con este método para simular el proceso de stick-breaking se nece-
sitan generar muy pocos pasos para que el proceso superes el umbral.

%Simulamos variables uniformes hasta que se supera el umbral e=0.001 y

graficamos la suma acumulativa.

l=[rand];

s=sum(l);

e=.001;

while(s<1-e)

l=[l;(1-l(length(l)))*rand];

s=s+l(length(l));

end

l

plot(cumsum(v))

.

Para la simulación del máximo del proceso de Lévy hacemos 100000
aproximaciones al máximo al utilizar un stick-breaking hasta que se su-
pera el umbral 1 − ε, donde ε = 0.0001. Se desarrolló el algoritmo en
el caso Browniano ya que existen expresiones expĺıcitas para la densidad
conjunta del movimiento Browniano y su máximo, la cual se utiliza como
benchmark. Para el caso general de variables α-estables no se conocen
expresiones expĺıcitas.

%Simulaci?n del m?ximo de un movimiento Browniano

tcomp =(1:100000) /100000;

comp=abs(randn (10000 ,1));

comps=sort(comp);

t=linspace(0, 3 ,100000);

benchmark=erf(t/sqrt (2));

%Valor del umbral

e=.0001;

tic;

n=100000;

M=zeros(n,1);
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for i=1:n

l=0;

s=0;

d=0;

x=0;

% Simulaci?n de Stick -braking para generar el m?ximo del proceso

while(s<=1-e)

l=[l;(1-s(length(s)))*rand];

s=[s;s(length(s))+l(length(l))];

d=[d;sqrt(l(length(l)))*randn];

x=[x;x(length(x))+d(length(d))];

if(d(length(d)) >0)

M(i)=M(i)+d(length(d));

end

end

end

toc;

Ms=sort(M);

p1=plot(Ms,tcomp ,t,benchmark);

set(p1 ,’Color’,’black ’,’LineWidth ’ ,0.20)

pause

%Gr?fica de los errores

p2=plot(Ms ,(1:n)/n-erf(Ms ’/sqrt (2)));

set(gca ,’XTick’ ,0:0.5:4)

set(p2 ,’Color’,’black ’,’LineWidth ’ ,0.50)

[h,p,ks2stat ]= kstest2(M,comp)

.

El tiempo total de ejecución del algoritmo de simulación del máximo
mediante un proceso de stick-breaking es de 24.994 segundos. Como se
observa en la figura 3 los errores de simulación son de orden 10−3. Se
utilizó además el coeficiente de Kolmogorov-Smirnov como prueba de
bondad de ajuste con una p= 0.2992, con lo que se acepta la hipótesis de
que ambas muestras provienen de la misma distribución.

Consideremos ahora el problema de valuar una opción call con bar-
rera up-and-out, con tiempo de maduración igual a 1, lo que es equiva-
lente a calcular la siguiente esperanza:

πuo(s) = e−rE
[
(seX −K)+

1s exp(X̄)<b

]
.

Tomaremos s ∈ [0, b] como el precio inicial de subjacente. Fijamos el
precio de ejercicio K = 3, y el nivel de barrera b = 2. Fijamos r = 0.05
para tener un escenario de riesgo neutral en el cual el proceso {exp(Xt−
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Figura 4.1. Distribución del máximo un movimiento
Browniano generado por un proceso Stick-breaking vs la
distribución del benchmark.
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Figura 4.2. Errores entre la simulación del máximo
mediate stick-breaking y el benchmark.

rt)|t ≥ 0} es una martingala. Para la simulación del proceso estable
fijamos β = 1, σ = 1 y α = 1.25, 1.50, 1.75 para obtener un comparativo
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de los cambios en las distribuciones de los precios de las opciones. Se
utilizaron 2000 aproximaciones al máximo al utilizar un stick-breaking.

n=2000;

tcomp =(1:n)/n;

e=.0001;

M=zeros(n,1);

MX=zeros(n,1);

%simulaci\’on de la variable aleatoria alpha -estable

beta =1;

alpha =1.5;

S = (1+ beta ^2*tan(pi*alpha /2) ^2) ^(1/(2* alpha));

B = atan(beta*tan(pi*alpha /2))/alpha;

Z = -pi/2 + pi.*rand(n,1);

W = exprnd(1,n,1);

E = S.*sin(alpha .*(Z+B))./cos(Z).^(1/ alpha).*(cos(Z-alpha*(Z+B))./W)

.^((1- alpha)/alpha);

SE = sort(E);

for i=1:n

l=0;

s=0;

d=0;

x=0;

%%stick - para generar el m\’aximo del proceso

while(s<=1-e)

l=[l;(1-s(length(s)))*rand];

s=[s;s(length(s))+l(length(l))];

d=[d;((l(length(l)))^(1/ alpha))*randn];

x=[x;x(length(x))+d(length(d))];

if(d(length(d)) >0)

M(i)=M(i)+d(length(d));

else

MX(i)=MX(i)+d(length(d));

end

end

end

%%valuaci\’on de la la opci\’on con barrera

%%definimos los par\’ametros

X=M-MX;

b=2;

k=3;

r=0.05;

%s1 =0.00002:0.00002:b;

s1 =0.001:0.001:b;
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for i=1:n

V(i)=exp(-r).*mean(max((s1(i) ’.*exp(X))-k,0).*(M<b));

end

.
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Figura 4.3. Comparativo de las diferentes distribu-
ciones del precio de la opción al modificar el valor de
α. α = 1.25 en azul, α = 1.50 en negro, α = 1.75 en
verde.





Anexo

Funciones Convexas

Las funciones convexas se suelen definir geométriamente de la sigu-
iente forma:

Definición 4.6. Se dice que una función f es convexa en un inter-
valo, si para todo a y b de ese intervalo, el segmento de recta que una a
(a, f(a)) con (b, f(b)) queda por encima de la gráfica de f

a b

f(a)

f(b)

f(λx + (1−λ )y)

λf(x) + (1−λ )f(y)

Figura 4.4. Descripción geométrica de una función convexa

La condición geométrica que se define anteriormente puede expre-
sarse de forma anaĺıtica, lo cual resulta de mayor utilidad en las de-
mostraciones. El segmento de recta que une (a, f(a)) con (b, f(b)) es la
ecuación de la recta g definida por

g(x) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a)

57
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Esta recta queda por encima de la gráfica de f en x si g(x) ≥ f(x),
es decir, si

f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a) ≥ f(x)

o
f(b)− f(a)

b− a
≥ f(x)− f(a)

x− a
Por lo que tenemos la siguiente definición equivalente de convexidad.

Definición 4.7. Una función f es convexa en un intervalo si para
a,x y b del intervalo con a < x < b se tiene

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(a)

b− a
Por lo tanto, si f es convexa para todo [a, b] en el intervalo, y x cumple

que a < x < b, entonces, ya que x− b < 0, se llega a que la desigualdad
anterior adopta la forma

f(b)− f(a)

b− a
≤ f(b)− f(x)

b− x
Proposición 4.2. Si f : [a, b] −→ R es convexa, y x ∈ (a, b) se

cumple:

1) Si x < b, la función t −→ m (x, t) = f(t)−f(x)
t−x es creciente en el

intervalo (x, b].
2) Si a < x, la función t −→ m (x, t) es creciente en el intervalo

[a, x).

Demostración. La propiedad 1) es consecuencia de la desigualdad

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(a)

b− a
Mientras que la propiedad 2) es consecuencia de la desigualdad

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(a)

b− a
teniendo en cuenta que m (x, t) = m (t, x).

Por otra parte, si f es convexa según la segunda definición, y x =
λa+ (1− λ)b, donde λ es un número real positivo del intervalo [0, 1]. De
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acuerdo con la desigualdad anterior tenemos que

0 ≤ f(b)− f(x)

b− x
− f(x)− f(a)

x− a

=
f(b)− f(x)

λ(b− a)
− f(x)− f(a)

(1− λ)(b− a)

=
λf(a) + (1− λ)f(b)− f(x))

λ(1− λ)(b− a))

Por lo tanto

f(x) = f(λf(a) + (1− λ)f(b)) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b)

�

Proposición 4.3. Si f : [a, b] −→ R es convexa, se cumple que

en cada x ∈ (a, b), existen las derivadas laterales, f
′

i (x) ≤ f
′

d(x) y las

funciones f
′

i , f
′

d son crecientes en (a, b).

Demostración. Según la Proposición 1, la función t −→ m (x, t) es
creciente en el intervalo (x, b]. Si tomamos un punto s tal que a < s < x
tenemos que m(s, x) es una cota inferior de {m (x, t) : x < t < b}, por lo
que el siguiente ĺımite existe y es finito

f
′

d(x) = lim
t→x+

m (x, t) = inf {m (x, t) : x < t < b} ≥ m (s, x)

Como la desigualdad m(s, x) ≤ f
′

d(x) es cierta para todo s ∈ (a, x),
y la función s → m(x, s) = m(s, x) es creciente en [a, x), entonces el
siguiente ĺımte existe y es acotado

f
′

i (x) = lim
s→x−

m (x, s) = sup {m (x, s) : a < s < x} ≤ f
′

d(x)

Por otra parte, si a < x < y < b, y gracias a lo que acabamos de ver
tenemos que

f
′

i (x) ≤ f
′

d(x) ≤ m(x, y) = m(y, x) ≤ f
′

i (y) ≤ f
′

d(y)

Por lo tanto, las funciones f
′

i , f
′

d son crecientes en (a, b). �

Corolario 4.1. Toda función convexa f : [a, b] −→ R es continua
en (a, b) ∈ R
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Figura 4.5. Función convexa y sus derivadas crecientes

Demostración. Por la Proposición 2 sabemos que las derivadas
laterales f

′

i , f
′

d existen, por lo que la función es continua por la derecha
y por la izquierda en cada x ∈ (a, b). �

Lema 4.1. Si f es derivable y un intervalo I ∈ R, y f
′

es creciente,
sea a < b donde a, b ∈ I, y f(a) = f(b), entonces f(x) < f(a) = f(b)
para a < x < b.

Teorema 4.2. Sea f : [a, b] −→ R una función derivable, y la

derivada f
′

es creciente en [a, b], entonces f es convexa.

Demostración. Sea a < b. Definimos la función g como

g(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

Es fácil ver que g
′

también es creciente, además, g(a) = g(b) = f(a),
Aplicando el lema anterior a g, tenemos que

g(x) < f(a) si a < x < b

Es decir, si se cumple que a < x < b, entonces

f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a) < f(a)

o
f(x)− f(a)

x− a
<
f(b)− f(a)

b− a
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Por lo tanto, f es convexa. �

Teorema 4.3. Una función dos veces derivable f : [a, b] −→ R y

f
′′
(t) > 0 para cada t ∈ [a, b], entonces f es convexa.

Demostración. Por hipótesis f
′′
(t) > 0 para cada t ∈ [a, b], es

decir,

f
′′
(t) = lim

h→0

f
′
(t+ h)− f ′(t)

h
> 0

Por lo que

f
′
(t+ h)− f

′
(t) > 0.

Si h es un número real positivo, entonces

f
′
(t+ h) > f

′
(t).

Si h es un nḿuero real negativo, entonces,

f
′
(t+ h) < f

′
(t).

Por lo tanto f
′

es creciente. Aplicando el Teorema 1, concluimos que f
es convexa. �

Lema 4.2. Sea {fi}i ∈ I una familia de funciones definidas en R, tal
que son continuas y convexas. Si fi(x) ≤ M para toda x ∈ R, definimos
a f(x) = sup fi(x), entonces f es convexa.

Demostración. Sea z, tal que z = λx + (1− λ) y donde x, y ∈ R.
Entonces

f(z) = sup fi(z)

= sup fi(λx+ (1− λ) y)

≤ sup (λfi(x) + (1− λ) fi(y))

≤ λ sup fi(x) + (1− λ) sup fi(y)

= λf(x) + (1− λ) f(y)

Por lo tanto, f es convexa. �

Proposición 4.4. El minorante convexo de una función lineal por
pedazos es lineal por pedazos.
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Demostración. Sea el intevalo (g, d) donde g, d ∈ [0, 1]. Sea C una
función convexa tal que no es lineal en x = λg + (1− λ)d. Entonces

C(λg + (1− λ)d) < λC(g) + (1− λ)C(d)

Sea f(x) definida como

f(x) =
C(d)− C(g)

d− g
(x− g) + C(g)

Vemos que f(g) = C(g) y f(d) = C(d). Entonces

f(x) =
C(d)− C(g)

d− g
(λg + (1− λ)d− g) + C(g)

= C(d)− C(g) (1− λ) + C(g)

= λC(g) + (1− λ)C(d)

> C(x)

Entonces f es una función convexa tal que C < f para x ∈ (g, d). Por lo
que C no es la máxima función convexa entre (g, d). Por lo tanto, C es
lineal por pedazos. �
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[Ber96] Jean Bertoin, Lévy processes, Cambridge Tracts in Mathematics, vol.

121, Cambridge University Press, Cambridge, 1996. MR 1406564

(98e:60117)
[DE56] D. A. Darling and P. Erdös, A limit theorem for the maximum of nor-

malized sums of independent random variables, Duke Math. J. 23 (1956),

143–155. MR 0074712 (17,635c)
[Don87] R. A. Doney, On Wiener-Hopf factorisation and the distribution of ex-

trema for certain stable processes, Ann. Probab. 15 (1987), no. 4, 1352–

1362. MR 905336 (88k:60136)
[Kal97] Olav Kallenberg, Foundations of modern probability, Probability and its

Applications (New York), Springer-Verlag, New York, 1997. MR 1464694
(99e:60001)

[KKPvS10] A. Kuznetsov, A.E. Kyprianou, J.C. Pardo, and K. van Schaik, A

Wiener-Hopf Monte-Carlo simulation technique for Lévy processes,
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org/abs/1102.0818v1, 02 2011.

[PUB10] Jim Pitman and Gerónimo Uribe Bravo, The convex minorant of a Lévy
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