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Introduccién

En los ultimos anos el mercado de futuros y opciones ha ganado
mucha importancia en el mundo financiero. Vivimos en un momento en
el que se ha vuelto vital para todos los profesionales en finanzas entender
cémo funcionan los mercados, cémo se usan y como se determinan los
precios de los activos.

Sin embargo, en los mercados financieros las decisiones que se toman
poseen incertidumbre acerca de los posibles resultados. Las matematicas,
en especial la probabilidad y los procesos estocasticos son las ramas de la
ciencia que mejor nos ayudan a entender el comportamiento de la teoria
financiera.

Los procesos de Lévy han jugado un papel central en la teoria de
matematicas financieras y estadistica, y més recientemente en la teoria
de riesgos de seguros. La idea bésica en matematicas financieras es que
logaritmo del valor inicial de un activo sigue la misma dindmica que un
proceso de Lévy.

En la Teoria de valuacién, para calcular el precio de opciones, una
cantidad clave de gran interes es la distribucién conjunta de la posicién
actual y del médximo y minimo del proceso de Lévy a un tiempo fijo,
para esto la Teoria de Fluctuaciones nos brinda las bases tedricas para
su desarrollo.

La Teoria de fluctuaciones tiene como objeto de estudio la relacién
entre un proceso de Lévy y su minimo m; y su maximo M; acumulativos.
Uno de los primeros en desarrollar las bases de la teoria de fluctuaciones
para caminatas aleatorias fue el matematico danés Erik Sparre Ander-
sen. A continuacién daremos algunos ejemplos generales de los resultados
descritos en sus articulos, y que son de gran interés para este trabajo.

Sea S una caminata aleatoria, fijamos n y definimos lo siguiente:



2 Introduccion

e la cantidad de sumas parciales positivas

n
An = Z ]lSn>0
=1

e el minimo valor que toma la caminata aleatoria entre 0 y n

my, = min S,
m<n

e el maximo valor que toma la caminata aleatoria entre 0 y n

M,, = max S,,
m<n

e el primer instante entre 0 y n en que la caminata es igual al
minimo
pn =min{m <n:S,, =m,}
e el primer instante entre 0 y n en que la caminata es igual al
maximo
p" =max{m <n:S, =M,}

Andersen también fue uno de los pioneros en el estudio del mino-
rante convexo de las caminatas aleatorias. De nuevo, sea S una caminata
aleatoria de longitud n. Utilizando una interpolacién lineal de las can-
tidades (Sy,,n € N) obtenemos una funcién aleatoria definida en [0, c0).
Abusando de la notacién denotaremos por S; el valor de la interpolacién.
Sabemos que siempre existe una funcién convexa menor o igual a S en
[0,n] y en efecto, c(t) = m,, para t € [0,n] es una de dichas funciones.
Recordemos también que el supremo de una familia de funciones convexas
acotadas superiormente en un punto es una funcién convexa. Entonces
definimos al minorante convexo de S en [0,n] como la funcién convexa
mé&s grande que es menor o igual a S en [0,n], es decir, la funcién Cy
dada por

Cy = sup{c(t) : ces convexa y ¢ < Sen [0,n]}

es convexa, acotada superiormente por S en [0,n] y si ¢ es convexa aco-
tada superiormente por S en [0, n], entonces ¢ < C;. Una forma intuitiva
de imaginar al minorante convexo de una caminata aleatoria es pensar en
que amarramos una cuerda en los extremos inicial y final de la caminata,
dejando que cuelgue por debajo para luego tensarla. El resultado es una
funcién lineal por pedazos.
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Ficura 0.1. Minorante convexo de una caminata
aleatoria en un intervalo de tiempo finito.

Generaremos una cantidad aleatoria F;, de puntos de contacto K1, ...,
K, que dividen al minorante convexo en lo que llamamos caras. Uno
de los resultados de Andersen dice que bajo la hipétesis de continuidad
en la distribucion de saltos, la distribucién de la cantidad de caras F;, no
depende de la distribucién de S;. Ademéds veremos que F;, es de orden
log(n).

Una de las razones por las cuales el estudio de minorantes convexos
es interesante dentro de la teoria de fluctuaciones es que es mas facil
minimizar al minorante convexo que a la caminata aleatoria, ya que su
derivada en no decreciente. Por lo tanto, es suficiente ver en qué punto el
minorante convexo tiene la primera pendiente no negativa para encontrar
el lugar en el que se minimiza la caminata aleatoria, es decir, vemos que

pn =Y [Ki— Kiallsi

i
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si Ky = 0. De manera similar tenemos una representacién para el minimo
de la caminata aleatoria:

my, = Z[CK’i - CKF]}]I%<O.
(]

El objetivo de este trabajo es presentar una transformacién trayec-
torial del proceso de Lévy que permite describir a su minorante convexo.
Dicha transformacién fue descrita por primera vez en [AP10] para ca-
minatas aleatorias y fue analizada para procesos de Lévy y movimiento
browniano en [PUB10]. Tomando [AP10] como referencia, nos basare-
mos en un punto de vista combinatorio, utilizando la transformacion de
Veervat, para estudiar la antes mencionada transformacién trayectorial
y analizaremos algunas consecuencias y aplicaciones numéricas sencillas
pero de gran interes. Como se dice en [PUB10], esta transformacién
trayectorial proporciona un enfoque distinto a la teoria de fluctuaciones
de procesos de Lévy, en particular de caminatas aleatorias, ya que explica
la interaccién e independencia de la caminata aleatoria y su minimo.

En el primer capitulo de este trabajo sentaremos las bases de teoria
combinatoria de caminatas aleatorias, en particular las permutaciones
aleatorias y las particiones generadas por éstas, necesarias para entender
y analizar los resultados que se presentaran posteriormente. Daremos una
descripcién detallada, en términos de permutaciones aleatrorias, de un
proceso conocido como el Proceso del Restaurante Chino, el cual, aunque
es sencillo, aporta resultados de vital importancia para este trabajo.

En el segundo capitulo definiremos y analizaremos la teoria de mi-
norantes convexos para caminatas aleatorias con distribucién de salto
continua y espacio de estados discreto. Daremos una representacion
geométrica y probabilistica del minorante convexo de una caminata aleato-
ria y describiremos un importante resultado basado en una transfor-
macién trayectorial de la caminata aleatoria de n pasos. Esta trans-
formacion da lugar a una nueva representacion de m,, y M,, y el lugar
en el que se alcanzan. Las nuevas representaciones permiten estudiar
tedricamente o mediante simulaciones numéricas, a dichas variables sin
la necesidad de generar toda la trayectoria de la caminata aleatoria.

Como extensién del segundo capitulo, en el tercer capitulo intro-
duciremos el concepto de minorantes convexos de procesos de Lévy, y
daremos la representaciéon andloga continua de los resultados presenta-
dos en el capitulo previo. Nos enfocaremos principalmente en los procesos



a-estables, los cuales poseen propiedades particulares que nos ayudan al
estudio de su minorante convexo.

Por 1ltimo, en el cuarto capitulo desarrollaremos ciertas simulaciones
numéricas para las aplicaciones financieras. Consideraremos el siguiente
ejemplo, sea (X;);>0 un proceso de Lévy y definimos X; = sup,., X,
entonces la valuacién del precio de una opcién con barrera se reduce
calcular esperanzas de la forma E[f(z + X)L, x,55)] para una f(x)
adecuada y un umbral b > 0. Tomando f(x) = (K — e®)" la esperanza
anterior se relaciona con el valor de una put ”up-and-in”. Los algoritmos
de simulacién seran desarrollados utilizando los resultados sobre teoria de
fluctuaciones y minorantes convexos enunciados a lo largo de este trabajo.






CAPITULO 1

Permutaciones aleatorias

En este capitulo analizaremos las propiedades bésicas de permuta-
ciones aleatorias uniformes y las particiones que estas generan. FEl ob-
jetivo principal es estudiar las propiedades combinatorias de caminatas
aleatorias y procesos de Lévy que se expresan en términos de permuta-
ciones aleatorias. Primero, repasaremos los conceptos y propiedades de
permutaciones aleatorias. En particular, la invarianza ante permuta-
ciones fijas y la relacion de esta propiedad con la medida de Haar.

Posteriormente, introduciremos el proceso del Restaurante Chino y
la interpretacion de su construccién en términos de permutaciones aleato-
rias. Daremos una descripcion de un proceso de asignacion residual uni-
forme (PARU) discreto. Finalmente, daremos una representacién del
PARU basada en un muestreo sesgado por los tamanos de los ciclos de
la permutacién aleatoria.

1. Definiciéon y propiedades.

En esta seccién introduciremos los conceptos y propiedades de per-
mutaciones aleatorias importantes para nuestro estudio posterior.

DEFINICION 1.1. Sea P, el conjunto de todas las permutaciones de

[n] := {1,...,n}. Sea Il € P,. Decimos que II es una permutacion
aleatoria uniforme si para cualquier otro elemento 7 € 5, se tiene que
1

DEFINICION 1.2. Una particién de un ntimero entero positivo n es
una sucesion de enteros positivos (A1, Ag, ..., Ap,) tal que

AMZ2X> 22X Yy M+t Ay =0

7
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DEFINICION 1.3. Sea II,, € P,. A los tamaiios de los ciclos de II,, se
les conoce como la particion de n generada por 11,,.

PROPOSICION 1.1. Sea Il € P, una permutacion uniforme. Sea C}:
el ciclo de o que contiene a 1. Entonces

1
P(C =m) =~
(Ch=m) =,
para 1 <m <n.
DEMOSTRACION.
P(Cp=m)= Y P =iy,...,M(im-2)=im-1,M(im_1) =1)

{i1,-im—1}

io=1
QA0 ViFk
(1.1)
Primero calculamos el niimero total de permutaciones de 7 € P,, que
cumplen con la siguiente configuracién:

T(l) = ’il, N ,T(im,Q) = ’L'mfl,T(imfl) =1
Cada una de estas permutaciones se obtiene fijando m valores y permu-
tando libremente los restantes. Por lo tanto existen
(n —m)!

permutaciones con ésta configuracion.

La siguiente parte de la ecuacién 1.1 nos dice de cuantas formas pode-
mos escoger los distintos m—1 elementos de [n], es decir, una ves escogidos
los m elementos, de cuantas maneras distintas se pueden ordenar para
formar el ciclo. Entonces

—m)
P(C = m) = %#{(io, o Vime) tio = 1,0 # ik, Y # K}
—m)!
— L'Tn)‘.(n_l)(n_g)...(n_m+1)
n!
_!
n
Por lo tanto, el tamano del ciclo de o que contiene a 1 tiene probabilidad
1/n de ser de tamafo m, independiente del valor de m. O

PROPOSICION 1.2. Sea Il € P,, una permutacion uniforme. Entonces
para toda T € Py, se tiene que Il o T es una permutacion uniforme.
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DEMOSTRACION. Sea 7 € P, una permutacién arbitraria. Nos in-
teresa saber
P(IloT = 7).
Componiendo a la derecha con 7~! por ambos lados de la igualdad ten-
emos

P(Mor=7)=P(otor ! =For 1)
=P(Ml=7o77")

Como II es una permutacién uniforme, entonces

1
P(Hor:%):la.

Por lo tanto la composicién ante permutaciones fijas es invariante. O

DEFINICION 1.4. Sea p una medida de probabilidad en P,. Decimos
que p es una Medida de Haar derecha si cuando II es una permutacién
aleatoria con distribucion p se tiene que

Mor 211
para toda 7 € P,.

PROPOSICION 1.3. Eziste una tinica medida de Haar derecha y es la
medida uniforme.

DEMOSTRACION. Sea II una permutacién cuya distribucién es de

Haar. Como ITo 7T < II, para toda 7 € P,,, entonces
PII=7)=PMoT=r1)
Componiendo a la derecha ambos lados de la igualdad con 7~ ! tenemos
P(Mor=7)=P(MoTor t=707"1)
=PI =1d)
donde Id es la permutacién identidad. En conclusién
P(II=7) =P =1d)

para toda 7 € P,,. Por lo tanto para toda 7 € P,

1= Y P(II=7)=nP(Il =1d) = n!P(Il = 7).
TeP,
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P(II =1d) = —. O

2. PARU discreto y proceso del restaurante chino.

En esta seccién definiremos un proceso muy particular, conocido
como el proceso del restaurante chino, el cual define una sucesién de per-
mutaciones aleatorias. Detallaremos sus propiedades y su semejanza en
distribucién con un proceso de asignacion residual. Finalmente daremos
un resultado en el cual integraremos la importancia de ambos procesos.

2.1. El proceso del restaurante chino. Un restaurante inicial-
mente vacio cuenta con un nimero ilimitado de mesas redondas numer-
adas 1,2, ..., cada una capaz de sentar a un numero ilimitado de clientes.
Los clientes, numerados 1, 2, .. ., llegan uno a uno y se sientan en las mesas
de acuerdo al siguiente orden aleatorio.

Orden Aleatorio: La persona 1 se sienta en la mesa 1. Para
n > 1 supongamos que han entrado n clientes al restaurante
vy que estan sentados en cierto orden, con al menos un cliente
sentado en cada una de las j mesas, para j en 1 < j < k,
donde k es el nimero de mesas ocupadas por los primeros n
clientes en entrar al restaurante. El cliente n + 1 escoge con
igual probabilidad sentarse en cualquiera de los n + 1 lugares:
a la izquierda del cliente j para algin 1 < j < n, o sélo en la
mesa k + 1.

Definimos la permutacién aleatoria o, : [n] — [n] asociada al Chi-
nese restaurant process como sigue: decimos que 0, (i) = j si el cliente
i estd sentado a la derecha del cliente j. (En caso de que el cliente i se
encuentre sentado sélo, definimos o, (i) = i.) Asi, las distribuciones de
las distintas mesas corresponden a los ciclos de la pemutacién o,,.

DEFINICION 1.5. Sea (7y,),,~; una sucesién de permutaciones aleato-
rias. Se dice que son permutaciones aleatorias consistentes si cumplen
con las siguientes condiciones:

i) m, es una permutacién aleatoria uniforme en [n] para cada n
ii) Para cada n, si m, se escribe como producto de ciclos, entonces
Tn—1 Se obtiene de 7, mediante la eliminacién de n de su ciclo.

EJEMPLO 1.1. Si 75 = (134) (25) entonces w4 = (134) (2)
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PROPOSICION 1.4. La permutacién asociada a la construccion del
proceso del restaurante chino es consistente.

DEMOSTRACION. Sea o, la permutacién asociada al proceso del restau-
rante chino. Para demostrar que es una permutacion uniforme utilizare-
mos induccién. Supongamos que al tiempo n

1

P(o,(1) = i1,00(2) =ida,...,00(n) =ip) = e

Al tiempo n+1 llega un nuevo cliente el cual se puede sentar a la izquierda
de cualquiera de los n clientes previamente sentados o en una nueva mesa,
es decir, puede escoger un lugar de los n + 1 lugares disponibles. Por lo
tanto

P(ont1) = P(ong1(1) = i1,0041(2) = d2,...,0n11(n) = in,
Opy1(n+1) =inq1)

Utilizando la hipétesis de induccién,

1 )
P(ont1) = ol ‘Plons1(n+1) = ing1)

1 1

a.n—i—l
1

(n+ 1)
Es claro que o, cumple el segundo inciso de la definicién de consistencia.
O

PROPOSICION 1.5. Sea o, la permutacién aleatoria asociada al pro-
ceso del restaurante chino. FEl tamano del ciclo de o, que contiene a 1
tiene distribucidn uniforme en {1,...,n}.

DEMOSTRACION. En la seccién anterior se demostré esta proposicién,
sin embargo, daremos una prueba distinta la cual sigue la dindmica del
proceso del restaurante chino. La prueba se hard por el método de in-
ducciéon. En términos de la construcciéon del proceso del restaurante
chino, definimos C7' como el tamaiio de la mesa en la que el cliente 1
esta sentado después de que n clientes han entrado al restaurante, es
decir, CT es el tamano del ciclo de o,, que contiene a 1. Supongamos
que C7 se distribuye uniforme en {1,...,n}. Si un nuevo cliente entra
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al restaurante, entonces O™ = C” + 1 si el cliente n + 1 se sienta en la
9 1 1

mesa del cliente 1, y C?H = (7 en otro caso, es decir,
ot CT+1 con probabilidad ncfl o
! Ct con probabilidad 1 — =&

Entonces
P(CT*! = k) =P(C} = k,C7*H = C7)
+P(C} =k—1,C7M =Cp +1)

Utilizando la hipétesis de induccién y agrupando términos,

1 k 1 (k-1
P n+1: == (1= -
(1 k) n( n+1>+n<n—|—1>
_1! L
n n(n+1)
- . O
n+1

2.2. Proceso de asignacion residual discreto. Sean (C7,...,
C’}Qn) los tamanos de las mesas de o,, donde K, es la cantidad de mesas
ocupadas y C' es la cantidad de personas sentadas en la i-ésima mesa,
para ¢ < K, después de que han entrado n clientes. Por lo visto an-
teriormente, C}* tiene distribucién uniforme en [n]. De forma andloga,
calculemos la distribucién de C3 dado CT' = m; < n. En el caso de que
CT = n, el proceso se termina.

PROPOSICION 1.6. Dado C}" = my < n, C¥ tiene distribucion uni-
forme en [n — my).

DEMOSTRACION. La prueba se hard por el método de induccién. Nos
fijaremos en la evolucién de los tamafnos de las primeras mesas. Dado
CI' =m1 <nyCy =mg, m + ms < n, si entra un nuevo cliente al
restaurante tenemos tres posibles escenarios: si el cliente n+1 se sienta en
la mesa uno, entonces C;!' = C7 + 1y Cy' = CF; si el cliente n+ 1 se
sienta en la mesa dos, entonces C7' = C7 y C3 = CF 4 1; si el cliente
n 4 1 no se sienta en ninguna de las dos mesas, entonces CT'' = C}
y O3t = C». Supongamos que se cumple P(C} = my,Cy = my) =
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1 1
n n—mj

para n, entonces
]P)(quJrl =m, C;hLl = mg)
=P(OT =my, CiTt = my, CF = my, CF = my)
+ PO = my, C8 = my, CF =my — 1,C8 = msy)

+P(CTH = my, C8 = my, CF = my,CF = my — 1)

Utilizando la hipétesis de induccién,

1 1 my — 1
+n.n(m11).(n+1)

1 1 mg — 1
+n.n—m1-(n—|—1>

sumando y agrupando términos tenemos,

B(OFT =, O3 = mo) :%.n}ml ' (nn J:T)
1 1 mp — 1
+n.n—m1—|—1-(n—|—1>
1 1 n
_E.n+1.n—m1+1
1 1

= . . O
n+l (n+1)—m

De forma similar se encuentra la distribucién para el resto de las
mesas. Dado C}' = m; < ny C3 = ma < n—my, C¥ tiene dis-
tribucién uniforme en n — (my + ms), y asi sucesivamente. A esta par-
ticién aleatoria se le conoce como proceso de asignacion residual uniforme
(PARU) discreto. Definiremos al proceso de sumas parciales asociado:
P'=C{+---+C! parai < K,,.

DEFINICION 1.6. Sea (U;) una sucesién de variables aleatorias uni-
formes independientes e identicamente distribuidas en (0, 1). Definimos el
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proceso de asignacion residual uniforme (PARU) discreto (My 1, ..., My k)
como:

L4 n,1 = (U1 Tﬂ
[ ] Parak Z 1, Mn,k+1 = [Uk+1~(n—2f:1 Mn)lﬂ Si Zle Mnﬂ‘ <n

o Parak>1, My jy1 =0si Y5 My, =n

Donde K,, = max{k: M, # 0}

PROPOSICION 1.7. La particién de n generada por un PARU discreto
tiene la misma distribucion que los ciclos de una permutacion uniforme
de n elementos.

Dada la construcciéon del proceso del restaurante chino, la distribucién
de los tamanos de las mesas (C7, ..., C’}L(n)7 o los ciclos de la permutacién
uniforme asociada al proceso, es la misma que la distribucién de un PARU
discreto. Por lo que la prueba de la proposicién es clara.

3. Muestreo sesgado por tamano de los tamanos de los
bloques de la permutacién aleatoria.

En esta seccién definiremos un muestreo sesgado por tamanos y ver-
emos su importancia para la descripcion del comportamiento de los ciclos
del PARU.

PROPOSICION 1.8. Sean (CF, ..., CF ) los ciclos de o, permutacion
aleatoria asociada al proceso del restaurante chino. Sea U una variable
aleatoria uniforme en {1,...,n} y sea C* el ciclo de o, que contiene a

U. Entonces, dado n fija, C* 4 CT.

DEMOSTRACION. Sea Iy € P,, tal que IT, = (1U) dejando el resto
sin permutar. Por la proposicion 1.2, IIy o o, es una permitacién uni-
forme, es decir, la probabilidad de la selecciéon de asientos es invariante
ante permutaciones. Notamos que el ciclo que contiene a U en Il oo, es
el mismo ciclo que contiene a 1 en ¢,,. Entonces, dado U = u, el cliente
u puede ser intercambiado con el cliente 1. Por lo tanto,

c*Lcr, o
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El primer resultado que analizamos sobre la distribucion de las mesas
se basa en el experimento de seleccionar una mesa aleatoriamente y reg-
istrar el niimero de clientes que se sientan en la mesa seleccionada. Un
segundo experimento que nos podemos imaginar es similar, y no debe ser
confundido con el primero, y consiste en seleccionar aleatoriamente un
cliente y registrar el nimero de personas sentadas en la misma mesa que
él. Mientras vamos muestreando a los clientes notamos que las mesas o
ciclos de mayor tamano tienen mayor probabilidad de salir sorteados, es
decir, el nimero de personas sentadas en la misma mesa que un cliente
en particular, C*, es un muestreo sesgado por tamano de C7,...,Cx

puesto que P(C* = k|o,) es la cantidad de veces que aparece k en
Cr,...,Cp por k/n.

DEFINICION 1.7. Sea (my, ..., m) un vector de niimeros reales, tales
que m; > 1y Zle m; = n, es decir, los elementos del vector forman
una particién de n. Sea (Sp)n>1, Si = m1 + -+ + my; la sucesién de
sumas parciales e I; = (S;_1,S;) los segmentos entre ellas. Decimos que
I, ..., Iy es un muestreo sesgado por tamario de (my,...,my) si para
una coleccion Uy, Us, ... de variables aleatorias uniformes independientes
tales que si U; = wp entonces I; es aquel segmento que contiene a u;.
Por lo que I1,..., I} estan en orden aleatorio.

Si (My,..., M) es un vector aleatorio, entonces las variables uni-
formes (U;); serdn independientes entre s’i e independientes de la com-
posicién aleatoria.

A continuacién daremos un resultado importante el cual nos permite
calcular de forma explicita la esperanza de un PARU.

PROPOSICION 1.9. Sea M = (M 1,..., M, k, ) un PARU discreto y
f una funcion valuada en R. Entonces

E Zf(Mn,z) = @

k=1

DEMOSTRACON.
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Utilizando el hecho de que M, ; se distribuye igual que un muestreo
sesgado por tamano de M, ;, tenemos que

Como M,, 1 es uniforme en {0,1,...,n}, entonces
F(Ma1)\ _ = f(R) 1
n E ( Moo = nz Y
; k=1
n
Vi) -
k
k=1

4. Procesos con incrementos intercambiables

En esta seccion definiremos una clase importante de procesos es-
tocasticos y enunciaremos y demostraremos transformaciones combina-
torias en relaciéon con las permutaciones ciclicas de los incrementos de
éstos.

DEFINICION 1.8. Sea {S’n}gzo un proceso estocdstico. Decimos que
tiene incrementos intercambiables si para toda permutacién o : [N] —
[N], vy todo incremento X; = S; — S;_1, se tiene que

[l

X1y XN) 2 (X Xo)-

(. . . N . .

Es fécil ver que una caminata aleatoria {5y}, _, tiene un incremen-

tos intercambiables. Sea o una permutacién definida en {1,...,N} —
N . . .

{1,...,N} ysea {S,},_, una caminata aleatoria con incrementos X,, =
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S, — S,—1. Entonces

P [Xo(l) <@y, 7Xa(n) < zn] = HP [Xo(i) < :177]

I

=
>
IA

1y, Xn < 2]

Las caminatas aleatorias son una subclase propia de la clase de pro-
cesos con incrementos intercambiables. En efecto, un ejemplo bastante
general es el siguiente:

EJEMPLO 1.2. Sean x1,...,zxy € R y ¥ una permutacion aleatoria
uniforme en {1,..., N}, es decir,
1

Definamos X; = x,, y notemos que Yoo 4y para cualquier permutacion
de {1,...,N}. Por lo tanto (Xi,...,Xy) es un vector intercambiable.

Sea x1,...,T, una sucesion de numeros reales. Sea II € P,, defini-
mos X; = xyy(;) y las sumas parciales S, = 1 + ...+ x, con So = 0. A
continuacion introduciremos un lema combinatorio, descrito por Spitzer
[Spi56], en relacién a las permutaciones ciclicas de un proceso con incre-
mentos intercambiables.

LEMA 1.1. Sea x = (x1,...,2,) un vector, para 1 < k < n sea
Tptn = Tk, Y sea x (k) = (Tg, Tht1,. .-, Thin). Entonces existe una dnica
1 < k* < n tal que el vector con incrementos x (k*) = (Tg+, Th*41y - -+, Th*4n)

queda por encima del segmento que une sus puntos inicial y final.

COROLARIO 1.1. Sea z = (z1,...,%y,) un vector de nimeros reales y
tal que x1 + ...+ x, = 0 pero ninguna otra suma parcial de componentes
distintos es igual a 0. Entonces existe un dnico i € {0,...,n—1} tal que

S,L' = minogkgn Sk.
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La prueba del corolario es bastante sencilla, ya que suponiendo que
se alcanza el minimo en dos lugares distintos i1, 72, la suma parcial de la
excursién entre ambos minimos es igual a 0, S;, — S;; = 0, contrario a lo
supuesto inicialmente. Por lo tanto, el minimo es dnico en {0,...,n — 1}.
El lema admite una prueba similar.

DEFINICION 1.9. Transformacion de Vervaat. Sea x = (x1,...,Tp)
un vector que toma valores en R y sea II € P, una permutacion uni-
forme tal que {S,}n>1 la sucesién de sumas parciales tenga incrementos
intercambiables. Si I es el indice de la posicién del minimo y si I # 0,
definimos

W{SiJrI_SI S%O§i<’nj—l
Si,(n,j)—SI sin—I<i<n

Si I = 0 definimos V; como la permutacién identidad, es decir, la
caminata queda invariante.

PROPOSICION 1.10. Sea x = (1, ..., x,) un vector de nimeros reales
tal que x1 + ...+ x, = 0 pero ninguna otra suma parcial de componentes
distintos es igual a 0. Entonces se cumplen las siguientes condiciones

i) La transformacion de Vervaat de {Sy,}n>1 es independiente de
la posicion del minimo.
ii) El indice I se distribuye uniforme en {0,...,n —1}.
iii) La distribucion condicional de S dado que permanece no-negativa
coincide con la distribucion de V.

DEMOSTRACION. i) Sea C; una permutacién ciclica definida como
C;(i) =1i+j (mod n), ala que llamaremos funcién de corrimiento. Sea
A un camino posible para S, es decir, una trayectoria que se toma con
probabilidad positiva. Sean I = min{j : minS,, = S;} e I* = min{j :
min S, o C; = S;}, por lo que I* es el minimo de la caminata recorrida.
Como S tiene incrementos intercambiables, entonces

SLSoC;
por lo tanto
P(V=AT=k =P(VoC;=AToC;=k)
vaque VoC;=VeloC;=k—j (mod n) entonces
P(VoC;=AToC;=k) =P(V=AT=k-—j)
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ii) Por i) sabemos que
PVeAlI=i)=PVeAl=j)
hacemos A = S,,, entonces
PVeQlI=)=PVeQ,I=j)
P(I=4)=PI=j).

Por lo tanto I ~ U {0,...,n —1}.

iii) Sea U una variable aleatoria con distribucién uniforme en {0, . ..

entonces
P(SeAI=0)=P(Cy(V)eAU=0)
zP(VEA)IP’(Uzo)

Por lo que
P(VeAPU=0)
P(S >0)

P(S e AlS>0) =

,n—1},

Ahora, nos fijamos en el evento {S > 0} el cual quiere decir que la cam-
inata original ya es positiva, por lo que si le aplicamos la transformacién
de Vervaat tenemos que V o S = S, es decir, {S > 0} = {I = 0}. Por lo

tanto
P(SeAS>0)=P(VeA).

O






CAPITULO 2

El minorante convexo de caminatas
aleatorias

En este capitulo introduciremos el lenguaje de los minorantes con-
vexos de caminatas aleatorias con distribucion de salto continua y tiempo
discreto. El minorante convexo resulta ser una herramienta tutil para
estudiar al minimo de una caminata aleatoria, nuestro objetivo final.
Primero, revisaremos los conceptos y propiedades de caminatas aleato-
rias. En particular, el hecho de que en la caminata existe ausencia de
empates de promedios bajo la hipdtesis de continuidad en la distribucién
de salto. Posteriormente, introduciremos el concepto de minorante con-
vexo y la interpretacién de su construcciéon geométrica y daremos una
descripcién probabilistica del minorante convexo de una caminata aleato-
ria de n pasos. Finalmente, daremos una representaciéon del minimo de
una caminata aleatoria de n pasos y del instante en que se alcanza en
términos de su minorante convexo.

1. Preliminares

En esta seccién introduciremos los conceptos y propiedades de ca-
minatas aleatorias, importantes para nuestro estudio posterior de mino-
rantes convexos.

DEFINICION 2.1. Decimos que {S,} -, es una caminata aleatoria si
So = 0y sus incrementos denotados como X,, = (.S, — n,l)zozl, confor-
man una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. A la distribuciéon comun de los incrementos le llamamos
distribucién de salto y coincide con la distribucién de Sj.

21
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A lo largo de este trabajo usaremos como hipétesis principal la con-
tinuidad de la distribucién de salto, es decir,

P(Sl = ,T) =0

para toda x € R. Veremos que esta propiedad implica la propiedad de que
los promedios sobre conjuntos distintos de los incrementos son distintos.

Mas formalmente, si x1,...,x, € R, decimos que tienen la propiedad de
no tener empates en promedios si para cada A, B C {1,...,n} distintos,
se tiene que
1 1
IR R T DL
Az 1BliE

donde |A| denota la cantidad de elementos de |A|.

PROPOSICION 2.1. Si S = {S;,i < n} es una caminata aleatoria con

incrementos Xy, ..., X, y con distribucion de saltos continua entonces
casi sequramente, X1, ..., X, no tienen empates de promedios.
DEMOSTRACION. Sean A, B subconjuntos distintos de {1,...,n}. Sin

pérdida de generalidad supogamos que existe j € B\ A. Sea B; = B\{j}

Entonces
1 1
> Xi= =YX,
a2 = 2

si y sélo si
X;=|B L X ! X
j*| | WZ z*ﬁz i
i€A i€ B

Pero como X; es independiente de Xy,...,X;_1,X;41,..., X5, vemos
que X; es independiente de la resta del lado derecho, por lo cual:

1 1
P| X, =|B| WZ)Q—@Z)Q

icA i€B;

1 1
=E|P| X, =|B| mZXZ‘—@ZXZ‘ ‘Xl,...,thXjH,...,Xn
i€A i€B;

=EMh(X1,. .., X1, Xj41, -, X))
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donde

1
WM, ... xj_1,25,...,2,) =P [ X; = |B| WZ@— le

€A ’LEB

Puesto que X; tiene la misma distribucién que X; y ésta es continua,
vemos que h = 0, lo que muestra que

(A|ZX _|B|ZX>

Finalmente, puesto que hay una cantidad finita de pares de subconjuntos
A, B distintos de {1,...,n}, vemos que casi seguramente, X, ..., X, no
tiene empates de promedios. O

2. El minorante convexo

En esta seccion definiremos al minorante convexo y probaremos una
propiedad fundamental del minorante convexo en tiempo discreto.

DEFINICION 2.2. Sea U un subconjunto cerrado de R. Dada una
funcién (fy,,u € U) sea Cy el conjunto de todas las funciones convexas
por debajo de f. El minorante convexo de f es una funcién convexa c
tal que g < c para toda g € Cy.

Notemos que el minorante convexo de una funcién f existe y estd
dado por la féormula ¢ = SUPyec; 9- Por el lema 4.2, la funcién c asi
definida es convexa y claramente g < c para toda g € Cy.

Sea, {Sn}zozo una caminata aleatoria con incrementos X1, X5 .... Sea
S0.n] 2 0, n] — R tal que S]EO’H] = S}, para k < n y extendemos a S0
por interpolacién lineal en cada intervalo [(k — 1)/n, k/n]. El minorante
convexo de S0 es una funcién convexa lineal por pedazos, como se
verifica con la Proposicién 4.4. El minorante convexo toca al proceso ya
sea en puntos aislados o por intervalos; sin embargo, por la Proposicién
2.1 si S tiene distribucién de salto continua, el minorante convexo toca
al proceso en puntos aislados, en los cuales la pendiente del minorante
cambia.

Sea C}, el minorante convexo de S1%™. Definimos el conjunto abierto
0 ={t <n:8S; > C;} cuyas componentes conexas les llamaremos inter-
valos de excursién. En cada intervalo, el minorante convexo consiste de
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segmentos lineales los cuales llamaremos caras, y a la pendiente de cada
segmento le llamaremos pendiente de la excursién. Sea Fj, el nimero de
caras de C}. Definimos

O<Nn,1<Nn,1+Nn,2<~~<Nn,1+~«~+Nn,Fn:n

como los indices sucesivos j para los cuales S; = C;. Decimos que N, ;
es la longitud de la i-ésima cara de C} en el orden en el que aparecen.
Sean

Lyi,....,LnF,

las longitudes de las caras de C; reordenadas en forma no decreciente. En
adelante, nos referiremos a esta sucesiéon como la particion de n generada
por el minorante convexo de S1%™. Por dltimo tenemos el incremento del
minorante convexo en cada excursién definido mediante Sr,, — S,

3. Primeras aplicaciones del estudio de minorantes convexos

En esta seccion se enuncian algunos resultados sobre el minorante
convexo de una caminata aleatoria de n pasos y se ilustra como se utilizan
los resultados para estudiar al minimo (o al mdximo) de la caminata
aleatoria.

Empezaremos con una idea visual de la representacion del minimo de
la caminata aleatoria, y su posicién en términos de las caras, incrementos
y pendientes del minorante convexo. Teniendo las caras del minorante
convexo, es facil encontrar la posicién en la que la caminata alcanza al
minimo sumando las longitudes de las caras con pendientes negativas.
De forma anéloga, si sumamos los incrementos negativos del minorante
convexo obtendremos su valor. Para formalizar la idea anterior, intro-
duzcamos la siguiente notacion:

m":og}cignsk y pn=min{j:S; =my}

Notamos que el par (my, p,) se puede obtener como

(mn7pn) = Z (L’niasLni - SL"ifl) ]]'SLnl 7SL11,7;71 <0-

K3
A continuacién se presenta el primer resultado de la teoria de mino-
rantes convexos, el cual permite dar una representacion probabilistica del
minimo y de su posicién a través de las igualdades anteriores. Para enun-
ciarlo, utilizaremos un proceso auxiliar muy importante conocido como
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Ficura 2.1. Tlustracién del minorante convexo de una
caminata aleatoria en un intervalo de tiempo finito.

el proceso de restaurante chino y la particién aleatoria que genera. Este
proceso se describe a detalle en el Capitulo 1 Seccién 2 .

TEOREMA 2.1. Sea M = (My1,..., My k,) un PARU discreto in-
dependiente de la caminata aleatoria S. Sean g; y d; los indices de los
puntos extremos de los intervalos excursion sobre el minorante convexro
ordenados segun son descubiertos por las variables uniformes. Si la dis-
tribucion de salto de S es continua, entonces se tiene la siguiente igualdad
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St,, —SLn,
S, —Si..
Stp, —SL,,

Ln1 LTLQ LTLg

FI1GURA 2.2. Representacion visual para obtener el valor
del minimo de la caminata aleatoria y su posiciéon medi-
ante la suma de los incrementos negativos y la suma de
las longitudes de las caras con pendientes negativas

en distribucion:
(Mn,1, Spp), - (Mnk,,, Spp = Spp )
g ((dl — g1, Sd1 - Sgl)a sy (an - andeFn - San))'

El teorema anterior es de gran utilidad pues la segunda sucesién se
conoce perfectamente: por un lado se pueden hacer calculos explicitos con
el PARU, pues tiene una construccién probabilistica sencilla, y por otro,
condicionalmente al PARU, las segundas coordenadas son independientes
v se distribuyen como los incrementos de la caminata aleatoria original de
las longitudes correspondientes determinadas por los valores del PARU.
En efecto, se tiene la siguiente distribucién conjunta:
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PMp1 =1l1,..., My = ly, Spp — Spp < 1,...,8pr — Spp | < x]
1 1 1
- F*h(zy) - F* ().
nnfll n7117~~flk_1 (1> (k)
donde i1 +-- -+l =n
Inmediatamente, obtenemos una forma no trivial de construir y sim-
ular al minimo de una caminata aleatoria sin tener que construir (o simu-
lar) toda su trayectoria. Sea un PARU (M, 1,..., M, x,) y condicional-
mente a K,, = k, M1 = l,..., My =l donde Iy + --- + [ = n,
consideramos variables independientes con distribuciones F*1, ... F*k
digamos Ay, ..., Ay y escribimos

M, = ZAiﬂA7‘,<O~

Entonces M,, tendra la misma distribucién que el minimo de la caminata
aleatoria de n pasos. Resulta conveniente cuando n es grande, pues K, es
de tamafio logn por lo que necesitaremos simular sélo logn incrementos
y no n. Por supuesto para que esto sea de utilidad debemos ser capaces
de simular F* sin tener que sumar [ variables independientes con dis-
tribucién F. Ejemplos de esto son: caminatas aleatorias con incrementos
normales, o con incrementos Cauchy, etc...
Entonces obtenemos el siguiente corolario debido a Spitzer.

COROLARIO 2.1. Sea S = {(j,8;) : 0<j <n} una caminata
aleatoria con minimo my,. Sea S, = S; A 0', entonces

E(mn) — Z%SZ) (2.1)

i=1

DEMOSTRACION. Sean A,, ; el incremento de la i-ésima cara del mi-
norante convexo de la caminata aleatoria. Por las implicaciones de la
Propocicién 1.5 tenemos que

K
E(m,) =E (> AS;
=1

1En general la parte negativa S, es siempre positiva.
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donde el nimero de ciclos K,, = k esta dado y L1, ..., Ly corresponde a
los tamanos de los ciclos de la permutacién aleatoria. Tomamos

fi) =E(S))
Entonces,

K, Ky
E (Z ASL‘Z) =E (E (Z ASL) K, =k,Li=11,... L, = zk>
=1 =1

k
=E (Z E(AS;))

por la Proposiciéon 1.5 tenemos que

(o) (if )

()

=

M:

o
Il
=

O

I
=
@

=1

Por tdltimo enunciaremos un teorema relacionado con la construccion
del minorante convexo de una caminata aleatoria y lo demostraremos a
partir del Teorema 2.1.

TEOREMA 2.2. Sea Ny 1,..., Ny F, la composicion de n inducida por
las longitudes ordenadas de las caras del minorante convexo de S1" una
caminata aleatoria con distribucion continua. La disrtibucion conjunta
de Nyp.1,...,Np F, estd dada por

s s s bl
P(Fn:k,NZ:nl,ISZSk):P<1 <... —
ny Up) i n;
para toda ny,...,nE conny +...+nk =n, y donde para 1 < i <k
i d
S’EL) = Ongtetn; T Sn1+---+n1‘,—1 = Sm

En particular, ya que X; son independentes, también lo son 57(1];.)
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DEMOSTRACION. Sea (nq,...,ng) una sucesiéon dada de nimeros
reales, y sea (”7(1), e ,nT(k)) la misma sucesiéon ordenada de forma
no decreciente. Sea T el conjunto de permutaciones 7 € ¥ tal que
(nT(l), - ,nT(k)) = (n1,...,nk). Entonces |T| = H?Zl a; donde a; =
g{i : 1<i<k,n;=j}paral <j <n. Queremos comparar las pendi-
entes de las caras del minorante convexo, por lo tanto, para 1 < i < k
sea
4

g7 (@)

NGy Sm-‘r----‘rnf(i) - S’”l"t‘u-"t‘"r(i)—l S,

Tr (i)

= STL]

Entonces, los eventos {F,, = k} y {N,; =n1 : 1 <i <k} se cumplen si
y solo si pasa lo siguiente

) (Lnas--o Lnge,) = (Rr@ys -+ i)

g7 S r(2) )
i "r(1) "r(2) "7 (k) .
i) o < Ty <...<—paraalginT €T

El evento (i) tiene probabilidad
(ﬁ 1) nt
. |
i=1 " j=1 aj-

y es independiente del evento (ii). Por hipdtesis la caminata aleatoria
tiene incrementos intercambiables, por lo tanto, para algin elemento de
T la probabilidad del evento (ii) es

(1) (2) (k)
]P’(S"1 <”2<...<S"k>

n1 no ng

Por ltimo, recordemos que |T'| = H?Zl a;, por lo tanto,

(1) 2) g\ ko
P(Fp=kN=n,1<i<hk)=P|=t <=2 < <= T]—
n1 Up) ng i:lni

4. Prueba de la primera descripcion probabilistica del
minorante convexo de una caminata aleatoria

En esta seccién se prueba uno de los resultados de mayor importancia
sobre la distribuciéon de los componentes del minorante convexo de una
caminata aleatoria. Para esto introduciremos la propiedad de invarianza
de la caminata aleatoria bajo la transformacién de Vervaat.
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4.1. Transformacion 3214. Para demostrar el Teorema 2.1 es nece-
saria la propiedad de invarianza de la caminata S bajo cierta trans-
formacion , la cual proporciona una construccion de la caminata asi como
de su minorante convexo. La transformacién que necesitamos se conoce
como transformacion ‘3214’ y se describe como sigue; primero se divide
la caminata S[®" en cuatro trayectorias consecutivas y posteriormente
se reordenan los segmentos intercambiando el primero con el tercero, el
segundo con el segundo, y asi sucesivamente.

La transformacién 3214’ de la caminata S se genera por una vari-
able aleatoria U uniforme en {1,...,n}, independiente de Sl Dado
U = u , definimos g y d como los indices de los extremos izquierdo y
derecho de la cara del minorante convexo de S0 que contiene al indice
u. Se definen los cuatro segmentos de la caminata como los intervalos
[0,9], [9,u], [u,d] y [d,n] . Con esta organizacién se define la transfor-
macién ‘3214’ mediante el reordenamiento se los cuatro segmentos de la
trayectoria de S19" para formar una nueva caminata S[[? ") con orden
3—2-1-4. Formalmente, definimos a SJU , para 1 < 7 < n, como sigue

Svuti — Su para0<j<d—-U
U — Sngj,(d,U)-i-Sd—Sg—SU parad—U <j<d-—g
J Sj_(d_g)JrSd*Sg parad—g<j<d

S; parad < j<n

y sea Sg)’n] = {(j,SJU),lgjgn}.

TEOREMA 2.3. Sea S\%™ wuna caminata aleatoria y U una variable
aleatoria uniforme en {1,...,n}. Sea Sg)’n] la transformacion '8214°,
generada por U, de SI%™ | entonces

(v.s07) £ (a =g, s5™)

La pregunta que surge naturalmente, y que es nuestro punto de par-
tida para la prueba de la invarianza de la caminata aleatoria bajo la
transformacién ’3214" es: Cudl es la distribucién de (So,...,S,) dado
que S; > 0,...5, >07

Para demostrar la propiedad de invarianza utilizaremos un lema com-
binatorio, descrito por Spitzer [Spi56], enunciado y demostrado en el
Capitulo 1 Seccién 4, en relaciéon con las permutaciones ciclicas de los
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Ficura 2.3. Ilustraciéon de una caminata aleatoria de
tamano n y su transformacién 3214’

incrementos de caminatas aleatorias. Asi mismo, usaremos el concepto
de traansformacion de Veervat descrito en dicha seccion.

DEMOSTRACION. (Teorema 2.3) La idea de la prueba es que una
cara del minorante convexo seleccionada mediante un muestreo uniforme
debe tener una longitud uniforme y el segmento de caminata encima de
ésta debe ser una transformaciéon de Vervaat de una caminata del mismo
tamano. Basta probar el teorema cuando Xi,..., X, son muestras sin
remplazo de z1,...,T,, suponiendo distribucién de salto continua para
X;. Entonces S0 y 55 " ge pueden entender como permutaciones de
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n, por lo que el mapeo (U, S[O’”]) — (d -g, SI[?’”]) se entiende como un
mapeo de [n] x ¥,, a s{ mismo. Ya que U es uniforme en [n] y el orden
de X1,..., X, es un permutacién aleatoria uniforme de z1,...,z,, basta
probar que el mapeo es una biyeccion. Para hacer esto es suficiente ver
que el mapeo es una funcién suprayectiva, es decir, para k € [n] existe
u € [n]y o€, tal que

<u, {(0,0) , (1,1"(,(1)) (2 To(1) —|—$0—(2 < ng( ) })
— <k,{(0,0),(1,x1) (2,21 + x2), ( sz> })

Sea j el nimero de caras del minorante convexo del resto de la
caminata, es decir, de la caminata de longitud n — k con incrementos
Tk41,---,Tn y sean las longitudes e incrementos de éstas caras, en or-
den de aparicién, (I1,s1),...,(l;,s;). Sea h el tnico h € [k] tal que la
caminata con incrementos

(517h,+1, Z(h+1) mod k+15 L(h+2) mod k+1y+ -+ s L(h+k—2) mod k+15 l’h)
quede por encima de su minorante convexo.
El siguiente paso consiste en ordenar las pendientes del minorante
convexo en forma creciente. Sea s* = Zle xi, y sea m la unica m €
{1,...,7} tal que

Sm S Sm+1
—_ < J—
b "k S o

Por lo tanto, la permutacién (o (1),...,0 (n)) que se busca, esta dada

por
<k+1,k+2,...,k+zh,
=1

h+1,(h+1)modk+1,(h+2)modk+1,... . hk+Y Li+1,....n

i=1
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Ficura 2.4. Tlustracién de una caminata aleatoria en
tiempo finito y su transformacién ‘3214’. Notar que
dado d— g la transformacién se puede invertir facilmente:
el indice en el cual deben empezar los primeros d — g
incrementos después de una permutacién ciclica, es la
posicién del minimo del segmento. Se encuentra bajando
una recta con pendiente igual a la media de los primeros
d — g incrementos.






CAPITULO 3

Minorante convexo de procesos de Lévy

En este capitulo desarollaremos el lenguaje de los minorantes con-
vexos de procesos de Lévy con distribucion de salto continua. Primero,
revisaremos los conceptos y propiedades de procesos de Lévy. En par-
ticular, analizaremos a los procesos a-estables, cuyas propiedades nos
permiten el estudio su minorante convexo. Posteriormente, introducire-
mos el concepto de minorante convexo de un porceso de Lévy y daremos
la interpretaciéon continua de los resultados vistos en el capitulo ante-
rior. En este capitulo no daremos muchas pruebas nuevas sino que nos
enfocaremos en enunciar los resultados por analogia al caso discreto.

1. Definiciones y propiedades

Los procesos de Lévy son los limites continuos de las caminatas
aleatorias aceleradas y normalizadas generadas por incrementos indepen-
dientes e identicamente distribuidos. Por lo tanto, no es de sorprenderse
que analogos continuos de los resultados descritos en el Capitulo 2 se
cumplan para procesos de Lévy. Sin embargo, existen algunas varia-
ciones interesantes que no se presentan en el caso discreto, asi como
detalles técnicos que hay que tener en consideracién a la hora de llevar
los resultados discretos al limite. Restringiremos nuestro analisis al caso
en el que X; tiene distribucién continua para toda ¢t > 0.

DEFINICION 3.1. Sea X = {X;:¢> 0} un proceso definido en un
espacio de probabilidad (€2, .%#,P). Se dice que X es un proceso de Lévy
si cumple con las siguientes propiedades:

i) Las trayectorias de X son casi seguramente continuas por la
derecha con limites por la izquierda.
ii) P(Xo=0)=1.
iii) Para 0 <s <t,X; — X, es igual en distribucién a X;_;.

35
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iv) Para 0 < s <t,X; — X, es independiente de {X,, : u < s}.

Algunos de los procesos de Lévy mas conocidos son el Movimiento
Browniano, proceso de Poisson, proceso de Poisson compuesto y proceso
de Poisson compuesto compensado.

El Movimiento Browniano B = (By,t > 0), es un proceso estocéstico
que toma valores en los reales, cuya trayectorias son continuas casi segura-
mente, su ley a cualquier tiempo fijo ¢ > 0 es una distribuciéon Gaussiana
centrada con varianza t,

2
P (B, € dx) = (27rt)71/2 exp {;} dz.

Sus incrementos son independientes en el sentido que para cualquier s, ¢ >
0, Bt4s — B; es independiente de B, para toda 0 < u < t. El movimiento
Browniano es el tnico proceso de Lévy continuo con media 0 y varianza
1 al tiempo 1. Por otro lado, los multiplos del movimiento Browniano
son los tinicos procesos de Lévy continuos con media 0.

El Proceso de Poisson N = (N, t > 0), es un proceso estocdstico que
toma valores en los naturales, tiene incrementos estacionarios e indepen-
dientes, y su ley es Poisson de parametro At, es decir,

At)k
P(N; = k) = ( k') expf)‘t, t>0.
El proceso Poisson N = (N3, ¢ > 0) tiene saltos de tamano 1 estric-
tamente positivos y sus trayectorias son constantes entre saltos, es decir,
a tiempo t el valor N; est dado por

Ny = Z ]]-(Tk,oo)(t)a t e R+
k=1

donde £ > 1y (Tk)r>1 es la familia creciente de saltos de (N;)icr, tal
que

lim T = +o0.
Tr—r+00
Su esperanza estd dada por E[N;] = ¢, de donde se deduce que E[N; —
At] = 0. El proceso (N; — At,t > 0) se conoce como proceso de Poisson
compensado y también tiene incrementos independientes y estacionarios,
mismos que ademds estan centrados, es decir, tienen media cero.
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El proceso de Poisson es el tnico proceso de Lévy que es de conteo,
por lo cual es muy utilizado como modelo de llegada de reclamaciones en
companias aseguradoras.

Como dltimo ejemplo definiremos el Proceso Poisson Compuesto.
Sean X1,...,X,,... variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas v en R\{0}, vy S, = X; + --- + X,, la caminata aleatoria
correspondiente. Sea N = (N¢,t > 0) un proceso Poisson de pardmetro
¢ > 0, independiente de (X,,)nen. Decimos que Hy es un proceso Poisson
Compuesto si

Ny
Ht:SoNt:ZXi para t > 0.
=1

Los procesos de Lévy estan intimamente relacionados con ciertas dis-
tribuciones con caracteristicas especiales que nos son de gran interés, las
cuales describiremos a continuacién.

DEFINICION 3.2. Sea X una variable aleatoria con distribucién pu y
funcién caracteristica

By(\) = /]R expli\)a}u(dz) A€ R.

Decimos que p es Infinitamente Divisible si para todo entero positivo n,
existe una variable aleatoria X/ con funcién caracteristica ¥ yi/., tal
que
Px(A) = (Tx1/n (X))
Equivalentemente, decimos que p es Infinitamente Divisible si para
todo entero positivo n, existen variables aleatorias independientes e iden-

ticamente distribuidas Xll/n, e ,X,l/" tales que

x &L x/m g xim

Notemos que un proceso de Lévy a tiempo ¢ tiene la propiedad de
ser infinitamente divisible ya que su distribuciéon puede ser represen-
tada como la suma de n distribuciones de variables aleatorias indepen-
dientes, las cuales son exactamente los incrementos del proceso de Lévy
de tamario t/n, los cuales son independientes e identicamente distribui-
dos por hipétesis. De forma inversa, dada una distribucién infinitamente
divisible p existe un proceso de Lévy X tal que X; tiene distribucion pu.
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Se conocen dos caracterizaciones de los procesos de Lévy y de las dis-
tribuciones infinitamente divisibles llamadas férmula de Lévy-Khintichin
y Descomposicion de Lévy-Ito.

TEOREMA 3.1. Formula de Lévy-Khintchin. La distribucion de
una variable aleatoria X es infinitamente divisible si y solo si existe una
tercia (b,c,v), donde b € R, ¢c € Ry, y v es una medida de probabilidad
que satisface v({0}) =0 y [L(1 A |z[*)v(de) < oo; tal que

2

\I/()\) = exp[ib)\ - % + / (ei/\w —1- i)\xll{‘zkl})u(dm)]
R

TEOREMA 3.2. Descomposicion de Lévy-Ito. Sea una tercia
(b,e,v), donde b € R, ¢ € Ry, y v es una medida de probabilidad que
satisface v({0}) = 0 y [o(1 A |z]?)v(dz) < oo. Entonces, existe un
espacio de probabilidad (Q,.%,P) en el cual existen cuatro procesos de
Lévy independientes, LV, L) L3 LW donde LM es una constante
de deriva, L® es un movimiento Browniano, L®) es un proceso Poisson
compuesto, y LY es una martingala, llamada de salto puro, de tamano
menor a 1 casi sequramente. El proceso L = L) + L2 4+ L) 4 L4 ¢g
un proceso de Lévy, entonces existe un espacio de probabilidad tal que la
funcién caracterisitca de un proceso de Lévy X = (X;)i>0 es 'Y, donde

A2

U(N) = ibA - S + /(em =il yey)v(de)  (3.1)
R

estd definido para toda \ € R

A la tercia (b, ¢,v) se le conoce como Tercia de Lévy y a 3.1 como
exponente caracteristico. Mas ain, b € R se le conoce como término de
driva, ¢ € Ry coeficiente Gaussiano, y v medida de Lévy.

La funcién caracteristica de un proceso de Lévy, para cualquier nimero
racional ¢ > 0, estd dada por

E(exp{i(\, X1)}) = exp{—t¥(\)}  donde A € R. (3.2)

Este caracteriza la distribucién del proceso en el sentido de que si dos pro-
cesos de Lévy tienen el mismo exponente caracteristico, entonces tienen
la misma distribucién.

El exponente caracteristico ¥ del movimiento Browniano estd dado
por

1
T = S ]AP
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por lo que su funcién carcteristica es

E(exp{i\, Xo)}) = exp(— 5 ]AP)

La funcién caracteristica de un proceso Poisson compuesto esta dada
por
E(exp{i(\, S o Ny)}) = exp{—tey(\)} con AeR
donde

WO\ = C/R(l — )y (d)

Ademés del movimiento Browniano, el proceso Poisson y el Proceso
Poisson compuesto, los procesos estables, que definiremos a continuacién,
forman una familia importante de procesos de Lévy, ya que son los unicos
procesos obtenidos como limites de una sola caminata aleatoria acelerada
y normalizada.

DEFINICION 3.3. Sea X = (X;,t > 0) un proceso estocdstico tal que
toma valores en R. Decimos que X tiene la Propiedad de Escalamiento
si para cada k > 0, el proceso reescalado (k~1Y,t > 0) tiene la misma
distribucién que X.

Un proceso de Lévy X tiene la propiedad de escalamiento si y solo si
para cada t > 0, las variables X; y t'/®X, tienen la misma distribucién.
En este caso se dice que X es un proceso estrictamente estable con indice
.

DEFINICION 3.4. Para toda a € (0,2], un proceso de Lévy con
funcion caracteristica ¥ se le llama Proceso Estable con indice o si

U (kX)) = k2T (N)
para cada k > 0y A € R%

2. El minorante convexo de procesos de Lévy

El minorante convexo de una funcién f continua en el intervalo
[0,¢] es la mayor funcién convexa C tal que C < f. Sabemos que el
supremo de una familia de funciones convexas que estan acotadas su-
periormente en un punto es una funcién convexa. Se van a consid-
erar funciones f que sean cadldg, es decir, funciones continuas por la
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Ficura 3.1. Ilustracién de un movimiento Browniano
y un proceso estable.

derecha, limy, o, f(t + h) = f(t), y tales que el limite por la izquierda
limy,o_ f(t — h) existe. A este limite lo denotaremos como f_.

Andalogamente al caso de caminatas aleatorias, nos fijamos en los
intervalos en los que el proceso de Lévy es estrictamente mayor a su mi-
norante convexo en [0, 1] y los pensamos como una particién del intervalo
unitario. La siguiente proposicién formaliza la idea anterior.

PROPOSICION 3.1. Sea {X;},~, un proceso de Lévy con distribucion
de salto continua y sea C el minorante convexo de X en [0,1]. Entonces
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Ficura 3.2. Tlustraciéon del minorante convexo de un
movimiento Browniano en un intervalo de tiempo finito

1) El conjunto abierto @ = {s € (0,1) : Cs < Xy N Xs_} tiene me-
dida de Lebesgue 1.

2) Para cada intervalo (g,d) elemento de O, los saltos que X pueda
tener en g y d, tienen el mismo signo.

3) Si(g1,d1) y (g2,d2) son dos elementos distintos de €, entonces
sus pendientes difieren.

C(di) —C(g1) , C(d2) — C(g2)
di — g1 dy — g2

Sea # el conjunto de los elementos conectados de &. Para cada
intervalo (g, d) elemento de @, se tienen los vértices g y d, la longitud
d — g, el incremento C(d) — C(g), y la pendiente

C(d) - C(g)
d—g
A continuacién se dard una descripcién del minorante convexo pare-
cida a la descripcién discreta que se did en el capitulo anterior. Antes
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de entrar en detalle sobre el minorante convexo empezaremos con la con-
struccién del Proceso de Asignacién residual.
Se construye el Proceso de Asignacion Residual, PARU, en [0,1]

Ri1, Ry, ... como sigue: sea R; uniforme en [0,1]. Condicionalmente al
evento Ry = my < 1, Ry es uniforme en [0,1 —my]. Si Ry + Ry = 1
entonces R3 = R4 = --- = 0. En otro caso, condicionalmente a R, = mq,

Ry = mgy donde my + ma < 1, R3 es uniforme en [0,1 — my — mg]. Asi
continuamos recursivamente. Dado que una variable uniforme en [0, z]
tiene la misma distribucién que Xy donde U es uniforme en [0, 1], la
anterior descripcion se puede formalizar como sigue.

DEFINICION 3.5. Sea (V;) una sucesién de variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribuidas uniformes en (0,1). Decimos
Li,Lo,... esun PARU Continuo si

L1 = tV1 Y para ) 2 1 Li+1 = m+1(t - SZ),

donde
So=0 yparai>1 S;=Li+---+L;.

Decimos que las variables L1, Lo, . . ., reordenadas en forma no decre-
ciente, forman una particién de [0,1] generada por el proceso de stick-
breaking continuo. Existe un resultado analogo al caso discreto el cual
enunciaremos a continuacion.

TEOREMA 3.3. Sea X un proceso de Lévy con distribucion continua
y sea {(gi,di)};~, la sucesion de los distintos intervalos de excursiones
de C seleccionados por el proceso uniforme U independiente del proceso
de Lévy. Sea Ly, Lo, ... una sucesion generada por un proceso de stick-
breaking continuo, y (S;);>1 como se definid anteriormente. Entonces se
tiene la siguiente igualdad en distribucion

((di — 9, Cq, — Cy,) i > 1) £ ((Li, X5, — Xs,_,) i > 1)

El Teorema 3.3 da una construccién del minorante convexo por medio
de un muestreo aleatorio del proceso de Lévy hecho a partir de un pro-
ceso de stick-breaking uniforme, independiente del proceso de Lévy. La
prueba del teorema da una visién detallada de las excursiones de X so-
bre su minorante convexo basada en la siguiente transformacién de las
trayectorias. Sea u un elemento del conjunto de excursiones &'y sea (g, d)
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el intervalo de excursién que contiene a u. Definimos un nuevo proceso
estocastico X* = (X{*),~, como sigue:

Xyttt — X para0<t<d-—u
YU _ Co—CyXgiv (d—w) — Xu parad—U <t<d-—g
t Cqa—Cy+ Xi_(a—g) parad—g <t <d
X parad <t <1

La idea de la transformacién es que la grafica del minorante convexo
de X" en [d — g, 1] se obtiene de la grafica de C' mediante la eliminacién
del intervalo (g,d) y cerrando el espacio ajustando el proceso por con-
tinuidad, asi en [0,d —g], X* va de 0 a Cq — C,. El Teorema 3.3 se
sigue de una propiedad de invarianza anédloga a la del Teorema 2.3. Si se
aplica la transformacién recursivamente, se obtiene un muestreo sesgado
por tamano de los intervalos de excursion. En particular, el intervalo
de excursién que contiene una variable uniforme independiente tiene una
longitud uniforme, lo cual da una idea de porque aparece un proceso de
stick-breaking en el Teorema 3.3.

TEOREMA 3.4. Si U es una variable uniforme en (0,1) e independi-
ente de X un proceso de Lévy con distribucion continua, entonces

(U, X) £ (d— g, XY)

La prueba del Teorema 3.4 se basa en el resultado analogo de ca-
minatas aleatorias enunciado en el Teorema 2.3. El resultado en tiempo
discreto es la exacta propiedad de invarianza de una transformacién sim-
ilar aplicada a la aproximacion poligonal de X™ de X dada por X" =
Xint)/n (Int]/n — 1)+ X1pe/n ([nt] /n). La demostracién de la convergen-
cia en el limite es muy técnica, sin embargo se simplifica bajo la hipotesis
de continuidad de las trayectorias del proceso. El resultado en tiempo
discreto se basa en hechos combinatorios relacionados con permutaciones
de los incrementos.

El Teorema 3.4 da un resultado mas fuerte que el Teorema 3.3, ya
que da acceso al comportamiento de X entre los vértices del minorante
convexo. Para tener una idea mas clara consideraremos lo siguiente:

DEFINICION 3.6. Para cada t > 0 y cada funcién cddldg f, sea p; =
p¢(f) la posicién del dltimo minimo f(t) de f en [0,1]. Definimos la
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Transformacion de Vervaat como sigue
Vif(s) = f(pr +s modt) — f(t), para s € [0,1]

Para cada intervalo de excursién (g,d) de €, le asociamos una es-
cursién €99 dada por

e(gvd)(s):Xg‘FSicg‘FS, para s E [07d — g]

donde e9®(0) es positivo si X, > C,.
Se deduce que sobre cada una de las caras del minorante convexo del

proceso de Lévy X se deben aplicar transformaciones de Veervat para
obtener una analogia con la transformacion descrita en el caso discreto.



CAPITULO 4

Aplicaciones a la determinacion numérica
del precio de opciones con barrera

En este capitulo desarrollaremos algunos ejemplos de las aplicaciones
numéricas de la teoria de minorantes convexos descrita a detalle en los
capitulos anteriores. Primero, enunciaremos algunas definiciones basicas
sobre productos financieros derivados. Posteriormente, revisaremos los
resultados necesarios para generar los algoritmos de simulacién de vari-
ables aleatorias a-estables y un PARU. Finalmente desarrollaremos el
algoritmo que nos permite conocer la posicién y el valor del maximo de
la distribucién del precio de una opcién call. El algoritmo sera desarrol-
lado utilizando los resultados sobre el PARU y minorantes convexos y lo
compararemos con los resultados expuestos en [KKPvS10].

1. Productos financieros derivados

Empezaremos enunciando algunos conceptos basicos sobre la teoria
de productos financieros derivados, los cuales son necesarios para com-
prender las aplicaciones sobre minorantes convexos que desarrollaremos
posteriormente.

DEFINICION 4.1. Un producto financiero derivado es un instru-
mento cuyo valor depende de una o més variables o parametros llamados
subyacentes, es decir, depende del valor de otro activo.

DEFINICION 4.2. Se dice que existe arbitraje cuando es posible ase-
gurar una ganancia libre de riesgo al realizar transacciones simultaneas
en dos o mas mercados.

En la teorfa basica de valuacién de instrumentos derivados consider-
amos una economia en la que hay ausencia de arbitraje. Si no hay opor-
tunidades de arbitraje y dos cosas tienen el mismo valor en una fecha
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futura, entonces sus valores el dia de hoy deben ser iguales. La hipotesis
del mercado eficiente es la que sustenta la hipdtesis de que en los merca-
dos no haya arbitraje, ya que si lo hubiera, la gente compraria barato y
venderia caro, haciendo que la demanda subiera y la oferta bajara por lo
que se modificaran los precios, evitando asi el arbitraje.

Definiremos a continuacién algunos instrumentos derivados.

DEFINICION 4.3. Una opcién call es aquella que le da a su poseedor

el derecho de comprar el activo subyacente en una fecha 7', a un precio
K.

DEFINICION 4.4. Una opcién put es aquella que le da a su poseedor
el derecho de vender el activo subyacente en una fecha 7', a un precio K.

Al precio del contrato se le conoce como precio de ejercicio o precio
strike y a la fecha del contrato se le conoce como fecha de maduracion.
Una opcion Furopea puede ser ejercida solamente en la fecha de madu-
racién, mientras que una opcion Americana se puede ejercer en cualquier
tiempo t donde 0 < ¢t < T. Es importante senalar que el poseedor de
una opcién tiene el derecho de comprar (call) o vender(put), pero no es
obligatorio ejercer este derecho.

El payoff de las opciones Europeas es

e Call (ST — K)+
o Put (K — St)4

Un derivado exdtico es aquel que involucra transacciones méas compli-
cadas que las de un derivado normal, generalmente en la determincacién
del precio. A pesar de que el término no tiene un significado preciso,
la definicién depende del lugar y el tiempo. Por ejemplo, las tasas de
interés eran consideradas exéticas cuando recién aparecieron en 1980, sin
embargo, ahora se consideran como herramientas financieras estandares.

Las opciones con barrera son derivados trayectorialmente dependi-
entes de manera similar a las opciones comunes. Las opciones con barrera
se activan o se extinguen si y solo si el subyacente alcanza un determi-
nado valor, la barrera. Las opciones ”In” nacen sin valor y solo se activan
en el caso de que la barrera del precio sea cruzada. Analogamente, las
opciones ”Out” nacen activas y se extinguen en el caso de que la barrera
del precio se cruze.

Existen cuatro tipos principales de opciones con barrera:
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e In-and-out: El precio empieza por debajo del nivel barrera y
tiene que moverse hacia arriba para que la opcién se extinga.

e Down-and-out: El precio empieza por encima del nivel barrera
y tiene que moverse hacia abajo para que la opcion se vuelva
nula y sin efecto.

e Up-and-in: El precio empieza por debajo del nivel barrera y
tiene que moverse hacia arriba para que la opcién sea ejercida.

e Down-and-in: El precio empieza por encima del nivel barrera y
tiene que moverse hacia abajo para que la opcién sea ejercida.

Analicemos el siguiente ejemplo. Sea una opcién call Europea con
precio de subyacente $100 y barrera en $120. Esta opcién se comporta
exactamente igual a una call Europea comtin excepto si el precio se mueve
por encima de $120, en cuyo caso la opcién no es ejercida y se vuelve nula
y sin valor. Es importante hacer notar que la opcién no se reactiva si
el precio del subyacente cae debajo de $120. Una ves que la opcién se
anula, se anula por siempre.

Para las aplicaciones financieras valuaremos una opcién con barrera
simulando la distribucién conjunta de la trayectoria y el méaximo del
proceso mediante un PARU. En las siguientes secciones describiremos los
algoritmos utilizados para llevar a cabo la simulacién.

2. Algoritmos de simulacion de procesos estables a tiempo fijo

A pesar de haber definido a los procesos estables por la propiedad de
escalamiento es mas conveniente describirlos mediante su funcién carac-
teristica. La siguiente formula se obtiene de la representacién de Lévy de
la funcién caracteristica de una distribucién infinitamente divisible, dada
por Lévy en 1934 [Ber96].

DEFINICION 4.5. Una variable aleatoria X es a-estable si y solo si su
funcién caracteristica estd dada por

log w(t) = { o8 [H*{L— ifsigno(t) tam 52} +ipit, sl 1,
g ~ | o2ltl{1 + iBsigno(t)2log [t} +ipt, sia=1,

donde a € (0,2], 8 € [-1,1],0 >0, u € R.

Escribiremos X ~ S, (0,8, 1) para indicar que X tiene una dis-
tribucion estable con indice «, pardmetro de escalamiento o, coeficiente
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de asimietria § y parametro de desplazamiento p. Sin embargo, esta rep-
resentacion tiene un inconveniente y es que las funciones caracteristicas
no son continuas en los parametros que las determinan. La funcién car-
acteristica tiene discontinuidades en todos los puntos de la forma o = 1,
B8 # 0. Para solucionar este inconveniente Zolotarev (1986) sugiere la
siguiente transformacion.

_ p+ Bo“tan TF o # 1,
H 7 a=1

que lleva a la expresion

_ [ ot =Bt — 1) tan TR} it st # 1,
log W(t) = { —o|t){1 + iBsigno(t)2 log [¢|} + iyt o=l

la cual es una funcién conjunta continua de v y .
Otra forma de representar a la funcién caracteristica de distribuciones
estables es la siguiente.

PROPOSICION 4.1. Una variable aleatoria X es a-estable si y solo si
su funcion caracteristica estd dada por

log (#) = —0§ [t|* exp{—ifasigno(t) T K (o)} +iut o # 1,
—0oo|tl{5 + ifa signo(t) log [t|} + iput a=1.
donde

a st < 1,

K(a):a_1+signo(1—a):{ a—2 sio>1.

Los parametros as y (2 se relacionan de la siguiente manera, para
a =1, B es tal que

tan (527&(2(0[)) = ftan %,

y el nuevo pardmetro de escalamiento

1

K b
02:a<1+ﬁ2tan2 7T2@4)> )

Paraazl,ﬂgzﬁyagz%a.

Salvo en el caso Gaussiano, Cauchy y Lévy no se conoce una expresion
explicita para la densidad. Esto dificulta implementar los métodos clésicos
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de simulacién (funcién de cuantiles, Von Neumann), para simular vari-
ables estables. Chambers-Mallows-Stuck [BDPO8] proponen el siguiente
método para simular variables aleatorias estables X ~ S, (1, (,0).

TEOREMA 4.1. Sea 7y una variable aleatoria uniforme en (=%, %),
W una variable aleatoria exponencial con media 1 independiente de v, y

T K(a
o= _"5, ( )’
2 o
entonces,
e para o # 1
. B . _ _ (1-a)/a
_ sina(y — ) (cos(y — aly — 7))
(cosy)l/e w 7

€s Soz(la/@270) )
e para o =1
Wcos*y)

s
X = (5 + /82')/> tan’}/ — /82 log (;’-{—527

€s Sl(laﬁ270)'

definidas como en la proposicion 4.1.

Con este teorema es sencillo construir un algoritmo numérico para
generar variables aleatorias S, (1, 8,0), acorde a la definicién 4.5, para
ac(0,2)y fe[-1,1].

e generar una variable aleatoria V' uniforme en (—%,%) y W ex-
ponencial de media 1 independiente.
e para a # 1

sin(a(V — Bag)) | (cos(V —a(V - Ba7ﬂ)))(1—a)/a
(cos(V))t/« W

X =Sa3"

9

donde
arctan(/3 tan %)
Ba,ﬁ = o )

Sa.g = (1 + B tan

9 Wa)l/QOL
2
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e para « = 1 calcular

2 (/7 W cosV

Se puede generar una variable aleatoria estable para todo valor ad-

misible de los pardmetros «, 5, 0 y p usando la siguiente transformacién,
Si X ~ S,(1,8,0) entonces

v — o X + u, a#1l
T oX + (2Bologo+p) a=1,

es So (o, B, ).
El cédigo de simulacién de una variable aleatoria a-estable en lenguaje
MatLab se muestra a continuacién.

%Generamos una funcion estable con par metros alpha, beta, mu,sigma.
Simulamos un vector de 1x1000 y aplicamos la transformacion
tomando en cuanta los valores de los par metros.

function [SY] = alpha_stablep(alpha,beta,mu,sigma)

m = 1000;

n = 1;

S = (l+beta~2*tan(pi*alpha/2)~2)~(1/(2*alpha));

B = atan(beta*tan(pi*alpha/2))/alpha;

V = -pi/2 + pi.*rand(m,n);

W = exprnd(1,m,n);

if alpha == 1
X = (2/pi)*((pi/2 + beta.*V).*tan(V) - beta.x
log (((pi/2) .*W.*cos(V))./((pi/2)+beta.*V)));
Y = sigma.*X + (2/pi)*beta*sigma*log(sigma)
+ mu;

else
X = S.*sin(alpha.*(V+B))./cos(V)."(1/alpha).*
(cos(V-alpha*(V+B))./W). ((1-alpha)/alpha);
Y = sigma.*X + mu;

end

SY = sort(Y);
plot(SY,(1:m)/m);
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3. Aplicaciones a la determinacién numeérica del precio de
opciones con barrera

Empezaremos con el algoritmo para simular un proceso Stick-breaking
para posteriormente utilizarlo como parte de nuestro método de simu-
lacién del valor y posiciéon del maximo y minimo de un proceso de Lévy.

A continuacion se presenta el cédigo de simulacién en lenguaje Mat-
lab. Con este método para simular el proceso de stick-breaking se nece-
sitan generar muy pocos pasos para que el proceso superes el umbral.

%Simulamos variables uniformes hasta que se supera el umbral e=0.001 y
graficamos la suma acumulativa.

1=[rand];

s=sum (1) ;

e=.001;

while (s<1-e)

1=[1;(1-1(length(1)))*rand];

s=s+1(length(1));

end

1

plot (cumsum(v))

Para la simulacién del maximo del proceso de Lévy hacemos 100000
aproximaciones al maximo al utilizar un stick-breaking hasta que se su-
pera el umbral 1 — ¢, donde ¢ = 0.0001. Se desarroll$ el algoritmo en
el caso Browniano ya que existen expresiones explicitas para la densidad
conjunta del movimiento Browniano y su méximo, la cual se utiliza como
benchmark. Para el caso general de variables a-estables no se conocen
expresiones explicitas.

%Simulaci?n del m?ximo de un movimiento Browniano

tcomp=(1:100000) /100000;
comp=abs (randn (10000,1));
comps=sort (comp) ;

t=linspace (0, 3,100000) ;
benchmark=erf (t/sqrt (2));

%Valor del umbral
e=.0001;

tic;
n=100000;
M=zeros(n,1);
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for

% Simulaci?n de Stick-braking para generar el m?ximo del proceso
while (s<=1-e)
1=[1;(1-s(length(s)))*rand];
s=[s;s(length(s))+1(length(1))];
d=[d;sqrt(1(length(l)))*randn];
x=[x;x(length(x))+d(length(d))];
if (d(length(d))>0)
M(i)=M(i)+d(length(d));
end
end
end
toc;
Ms=sort (M) ;
pl=plot (Ms,tcomp,t,benchmark);
set (pl,’Color’,’black’,’LineWidth’ ,0.20)
pause

%Gr?fica de los errores
p2=plot(Ms,(1l:n)/n-erf(Ms’/sqrt(2)));
set (gca,’XTick’,0:0.5:4)

set (p2,’Color’,’black’,’LineWidth’ ,0.50)

[h,p,ks2stat]=kstest2(M, comp)

El tiempo total de ejecucién del algoritmo de simulaciéon del maximo
mediante un proceso de stick-breaking es de 24.994 segundos. Como se
observa en la figura 3 los errores de simulacién son de orden 1073. Se
utilizé ademads el coeficiente de Kolmogorov-Smirnov como prueba de
bondad de ajuste con una p= 0.2992, con lo que se acepta la hipdtesis de
que ambas muestras provienen de la misma distribucién.

Consideremos ahora el problema de valuar una opcién call con bar-
rera up-and-out, con tiempo de maduracion igual a 1, lo que es equiva-
lente a calcular la siguiente esperanza:

ﬂ-uo(s) =e¢ 'E [(Sex - K)+]ls exp()_()<b] .
Tomaremos s € [0,b] como el precio inicial de subjacente. Fijamos el

precio de ejercicio K = 3, y el nivel de barrera b = 2. Fijamos r = 0.05
para tener un escenario de riesgo neutral en el cual el proceso {exp(X; —
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Ficura 4.1. Distribucién del maximo un movimiento
Browniano generado por un proceso Stick-breaking vs la
distribucién del benchmark.

Ficura 4.2. Errores entre la simulacién del méaximo
mediate stick-breaking y el benchmark.

rt)[t > 0} es una martingala. Para la simulacién del proceso estable
fijamos f =1,0 =1y a = 1.25,1.50,1.75 para obtener un comparativo
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de los cambios en las distribuciones de los precios de las opciones. Se
utilizaron 2000 aproximaciones al maximo al utilizar un stick-breaking.

n=2000;
tcomp=(1:n)/n;
e=.0001;

M=zeros(n,1);
MX=zeros(n,1);

%simulacil\’on de la variable aleatoria alpha-estable

beta=1;

alpha=1.5;

S = (l+beta"2xtan(pi*alpha/2)"2) " (1/(2*alpha));

= atan(beta*tan(pi*alpha/2))/alpha;

= -pi/2 + pi.*rand(n,1);

= exprnd(1,n,1);

= S.xsin(alpha.*(Z+B))./cos(Z) . (1/alpha) .*(cos(Z-alpha*x(Z+B))./W)
."((1-alpha)/alpha);

SE = sort(E);

M= N W

for i=1:n
1=0;

H

0
0;
0

s
d=
x=03
%hstick- para generar el m\’aximo del proceso
while (s<=1-e)
1=[1;(1-s(length(s)))*rand];
s=[s;s(length(s))+1(length(1))];
d=[d; ((1(length(1))) "~ (1/alpha))*randn];
x=[x;x(length(x))+d(length(d))];

if (d(length(d))>0)

M(i)=M(i)+d(length(d));

else

MX(i)=MX(i)+d(length(d));

end
end
end

%%hvaluaci\’on de la la opcil’on con barrera
%%hdefinimos los par\’ametros

X=M-MX;

b=2;

k=3;

r=0.05;

%s1=0.00002:0.00002:b;

s1=0.001:0.001:b;
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for i=1:n
V(i)=exp(-r).*mean(max ((s1(i)’.*xexp(X))-k,0) .*(M<Db));
end

FicurA 4.3. Comparativo de las diferentes distribu-
ciones del precio de la opcién al modificar el valor de
a. a = 1.25 en azul, o = 1.50 en negro, o = 1.75 en
verde.






Anexo

Funciones Convexas

Las funciones convexas se suelen definir geométriamente de la sigu-
iente forma:

DEFINICION 4.6. Se dice que una funcién f es convexa en un inter-
valo, si para todo a y b de ese intervalo, el segmento de recta que una a
(a, f(a)) con (b, f(b)) queda por encima de la gréifica de f

)

M) + (12 )f(—>
<— f(Ax + (1-A)y)

fa) -

F1GURA 4.4. Descripcion geométrica de una funcion convexa

La condiciéon geométrica que se define anteriormente puede expre-
sarse de forma analitica, lo cual resulta de mayor utilidad en las de-
mostraciones. El segmento de recta que une (a, f(a)) con (b, f(b)) es la
ecuacién de la recta g definida por
f(b) = f(a)

b—a

57

g(x) = (z —a) + f(a)
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Esta recta queda por encima de la grafica de f en z si g(x) > f(x),
es decir, si

w(x —a) + f(a) > f(x)
f6) ~ fla) _ f(x) ~ f(a)
b—a — x-a

Por lo que tenemos la siguiente definicién equivalente de convexidad.

DEFINICION 4.7. Una funcién f es convexa en un intervalo si para
a,x y b del intervalo con a < x < b se tiene

f@) = f(a) _ 1)~ f(a)

r—a - b—a

Por lo tanto, si f es convexa para todo [a, b] en el intervalo, y x cumple
que a < x < b, entonces, ya que z — b < 0, se llega a que la desigualdad
anterior adopta la forma

1) = fla) _ f(0) — f(2)

b—a b—x

PROPOSICION 4.2. Si f : [a,b] — R es conveza, y x € (a,b) se
cumple:
1) Siz <b, la funciont — m (z,t) = W es creciente en el
intervalo (x,b].
2) Sia <z, la funcion t — m (z,t) es creciente en el intervalo
[a,x).
DEMOSTRACION. La propiedad 1) es consecuencia de la desigualdad

fz) = fla) _ f(b) = f(a)

T—a - b—a

Mientras que la propiedad 2) es consecuencia de la desigualdad
f@) ~ f(a) _ f)~ f(a)
r—a - b—a

teniendo en cuenta que m (z,t) = m (¢, ).
Por otra parte, si f es convexa segin la segunda definicién, y = =
Aa + (1 — A\)b, donde A es un niimero real positivo del intervalo [0, 1]. De
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acuerdo con la desigualdad anterior tenemos que

f) = flz) _ fz) = f(a)

b—x r—a

_ o) = fl@)  f=) = fla)

0<

A(b—a) (I=X)(b=-a)

_ M)+ (A =N Fb) — f(z))
AL =N (b~ a))

Por lo tanto

f(@) = f(Af(a) + (1 = A)f()) < Af(a) + (1 = A)f(b)
O

PROPOSICION 4.3. Si f : [a,b] — R es convexa, se cumple que
en cada x € (a,b), existen las derivadas laterales, f;(x) < fy(x) y las
funciones f;, f; son crecientes en (a,b).

DEMOSTRACION. Segiin la Proposicién 1, la funcién ¢ — m (z,t) es
creciente en el intervalo (z,b]. Si tomamos un punto s tal que a < s < &
tenemos que m(s,x) es una cota inferior de {m (x,t) : @ < ¢t < b}, por lo
que el siguiente limite existe y es finito

fy(x) = lim m(z,t) =inf {m(z,t) 2 <t <b} >m(s )
t—r+
Como la desigualdad m(s, ) < f,(x) es cierta para todo s € (a, ),

y la funcién s — m(z,s) = m(s,x) es creciente en [a,x), entonces el
siguiente limte existe y es acotado

file)= lim m(z,5)=sup{m(z,s):a<s <z} < fylz)

Por otra parte, si a < z <y < b, y gracias a lo que acabamos de ver
tenemos que

filz) < folx) < mla,y) = mly.x) < fi(y) < fa(y)

Por lo tanto, las funciones f; , f(; son crecientes en (a, b). O

COROLARIO 4.1. Toda funcién convexa f : [a,b] — R es continua
en (a,b) € R
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F1GURA 4.5. Funcién convexa y sus derivadas crecientes

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2 sabemos que las derivadas
laterales f;, f, existen, por lo que la funcién es continua por la derecha
y por la izquierda en cada x € (a,b). O

LEMA 4.1. Si f es derivable y un intervalo I € R, y f' es creciente,
sea a < b donde a,b € I, y f(a) = f(b), entonces f(z) < f(a) = f(b)
para a < x < b.

TEOREMA 4.2. Sea f : [a,b] — R wuna funcidn derivable, y la
derivada f  es creciente en [a,b], entonces [ es conveza.

DEMOSTRACION. Sea a < b. Definimos la funcién g como

o(@) = (@) - OID )

Es facil ver que ¢ también es creciente, ademds, g(a) = g(b) = f(a),
Aplicando el lema anterior a g, tenemos que
gx) < fla)sia<ax<b

Es decir, si se cumple que a < x < b, entonces

py = LU= T (o) < pa)

fl@) = fla) _ f(b) =~ f(a)
r—a b—a
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Por lo tanto, f es convexa. O

TEOREMA 4.3. Una funcién dos veces deriwable f : [a,b] — R y
f (t) > 0 para cada t € [a,b], entonces f es conveza.

DEMOSTRACION. Por hipétesis f (£) > 0 para cada t € [a,b], es
decir,

h—0 h >0

Por lo que
Ft+n)—f ) >o.
Si h es un numero real positivo, entonces
F(t+h)> ().

Si A es un nrhuero real negativo, entonces,

f@+hn)<f().
Por lo tanto f/ es creciente. Aplicando el Teorema 1, concluimos que f

es convexa. O

LEMA 4.2. Sea {f;}, € I una familia de funciones definidas en R, tal
que son continuas y convezas. Si fi(x) < M para toda x € R, definimos
a f(x) =sup fi(x), entonces [ es convexa.

DEMOSTRACION. Sea z, tal que z = Az + (1 — A\)y donde z,y € R.
Entonces

f(z) = supfi(2)
= sup fi(Az + (1= A)y)

< sup (Mfi(@) + (L= A) fi(y)
< Asup fi(z) + (1= A)sup fi(y)
= AM(@)+ (1 =X f(y)
Por lo tanto, f es convexa. O

PROPOSICION 4.4. El minorante convexo de una funcién lineal por
pedazos es lineal por pedazos.
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DEMOSTRACION. Sea el intevalo (g, d) donde g, d € [0,1]. Sea C una
funcién convexa tal que no es lineal en x = Ag + (1 — \)d. Entonces

C(Ag+ (1= XN)d) < XC(g) + (1 = N)C(d)

Sea f(x) definida como

fla) = LO=E0 s g) 1 ()
Vemos que f(g) = C(g) y f(d) = C(d). Entonces
fa) = L9 g1 1= na-g)+clo)
= C(d)—C(g9)(1 =) +C(g)

= AC(g) + (1 - NC(d)

Entonces f es una funcién convexa tal que C < f para x € (g,d). Por lo
que C no es la maxima funcién convexa entre (g,d). Por lo tanto, C es
lineal por pedazos. O
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