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INTRODUCCION

La meta de este trabajo es demostrar que el problema de Neumann para la ecuacion de Helmholtz
en un angulo plano de magnitud 8 < 7, en el espacio de Sobolev H'*¢ con 0 < & < 1/2, admite
una Unica solucion, si los datos de frontera pertenecen a cierto espacio de Sobolev, y dicha solucién
depende continuamente de los datos de frontera. Ademads se obtendrd la férmula exacta para la
solucion.

Sea Q un 4dngulo plano convexo, con vértice en el origen, lados
I :={(x,0): x>0}, I,:={(rcosB,tsenp): 1> 0}

y frontera I' := {0} U I'; U I',. Para A el operador de Laplace, consideramos el siguiente problema

de Neumann en este dngulo:

(A= Du(x,y) =0, (xy)eQ

(PN) Opulr, = g

Onttlr, = &2
En este sistema, la primera ecuacién se llama Ecuacion de Helmholtz, 9, denota las derivadas
normales exteriores a I'; », y la pareja de funciones (g;, g2) forman una funcion sobre la frontera
' que pertenece al espacio de Sobolev H~'/2*¢(T'), el cual se describird mas adelante (véase el
Teorema 1.2.7). La solucién u del sistema (PN) se busca en el espacio de Sobolev H'*¢(Q) cuando
g€ [0,1/2).
El problema (PN) pertenece a la clase de problemas de frontera en regiones que no son suaves
ni acotadas. Por lo tanto este problema no es el cldsico problema de frontera para la ecuacion
eliptica considerada usualmente en regiones suaves y acotadas o en el exterior de este tipo de
regiones. Sin embargo, los conos (dngulos en el caso de planos) y sus complementos, las bolas
y sus exteriores, los semiespacios, cilindros, etc., son regiones canonicas para los problemas de
propagacion de ondas. Este tipo de regiones se llaman canénicas porque en muchos casos se pueden
encontrar las soluciones explicitas de estos problemas e investigar propiedades que supuestamente
se preservan en otras regiones mas complicadas a pesar de tener singularidades en sus frontera
(puntos de dngulo). Sin embargo, a diferencia de otras regiones candnicas el problema de frontera
para la ecuaciéon de Helmholtz en dngulos no se resuelve por el método de separacion de variables
(excepto en angulos rectos) y por lo tanto se requiere métodos mds delicados. Dicho método fue

VIl
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propuesto por primera vez por Sommerfeld [24] para la solucidon del problema de difracion de
una onda plana sobre un semiplano (un angulo de magnitud 27). Mds adelante, este método se
generalizé por muchos autores para dngulos de magnitud menor que 2. En los afios 1950 G. D.
Malyuzhinets [15, 16] desarroll6 el método de Sommerfeld para las regiones exteriores de los
angulos planos menores que m. Esto le permitié resolver problemas estacionarios de diffraccion

para uias del tipo impedance.

Problemas de frontera para la ecuacion de Helmholtz en un dngulo convexo surgen en el estudio
de la teoria lineal de propagacion de ondas de agua atrapadas por una costa, y también en problemas
de propagacién de ondas de sonido en cufias, ya que la ecuacién de Helmholtz: A + w? es también
una ecuacién de onda estacionaria porque las amplitudes A de las soluciones u = e“’A de la
ecuacién de onda Ou = 0, también satisfacen la ecuaciéon de Helmholtz. De esta manera el estudio
de las soluciones de la ecuacion de Helmholtz representa un gran interés para la Fisica Matemaética
y otras areas en las cuales se encuentran problemas dindmicos, e incluso, por ejemplo, en problemas

de la matematica financiera.

Existe una gran cantidad de bibliografia dedicada a problemas de frontera para ecuaciones
elipticas en regiones no suaves, (véase por ejemplo el trabajo de A. Komech [8] y la bibliografia
correspondiente). En general, los problemas elipticos en regiones suaves se consideran en espacios
de Sobolev ya que ellos son espacios de Hilbert y es comodo trabajar en ellos usando técnicas de la
teoria de operadores en estos espacios, para demostrar, por ejemplo: la existencia, o la propiedad de
Fredholm (o de Noter) para estos problemas. Para regiones no suaves estos espacios también son
adecuados, pero a diferencia de los problemas “suaves’la definicién de los operadores trazas sobre
la frontera es mds dificil. Ya que si, por ejemplo la solucién u del problema (PN) es continuamente
diferenciable, entonces las derivadas normales sobre I'; y I'; tienen que tener los mismos valores
en 0: g1(0) = g£-(0). Esta igualdad se llama la condicién de compatibilidad. Por este motivo el
planteamiento del problema sobre la frontera resulta no trivial, ya que requiere la construccion de
espacios de Sobolev especiales para fronteras que no son suaves. Esta teoria se desarrollo por P.
Grisvard en [4] y nuestro trabajo la utiliza en el capitulo 1.

El problema de frontera para la ecuacion de Helmholtz aparece de manera natural en [8] para la
demostracion de que el problema eliptico en una region del tipo lente es de Noter. Para obtener este
resultado fue necesario construir la teoria completa para la ecuacén de Helmholtz en un angulo
convexo y proponer un algoritmo para describir las soluciones exactas. Por tal motivo se creé un
método especial que después fue llamado el Método de las Caracteristicas Complejas [7, 10] el
cual permitié demostrar la propiedad de Noter en el espacio de Sobolev H* con s > 3/2. El caso
1 < 5 < 3/2 no ha sido considerado. Lo que pasa es que existe una gran diferencia entre los casos

s >3/2ys < 3/2:para s > 3/2 no se conoce ningln espacio apropiado de H*(I') que garantice la
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existencia y unicidad de la solucidn, sin embargo para s < 3/2 dicho espacio existe y se describe

en este trabajo.

Durante la década de los 80’s los matematicos de la escuela del Prof. Meister [15, 16] resovieron
el problema de la existencia y uncidad de los problemas de Dirichlet y Neumann para la ecuacion
de Helmholtz en el espacio H'! . Este problema se resolvié solamente para dngulos rectos y sus
complementos. Sin embargo, el método de operadores que ellos utilizaron no permite analizar el
problema para dngulos convexos arbitarios, a pesar de esto surgio la esperanza de que el problema
de frontera admitiera una solucién unica en el clase H' para cualquier dngulo plano. El problema
se quedo abierto y solamente en el afio 2000 se resolvid en [26] para datos de frontera de la clase

H~'2(T") donde T" es la frontera del 4ngulo plano.

Sin embargo el andlisis de condiciones que garanticen que la solucién encontrada en [26] es
regular (pertenece a un espacio H'*%) no se consideré. Dicho andlisis fue propuesto por el Prof. F.
-O. Speck (miembro de la escuela del Prof. Meister), la idea fundamental del problema es que para
garantizar la existencia y unicidad del problema en el espacio H* con s > 1 es natural pedir que los
datos de frontera sean “un poco” mas “suaves’’que en el caso de H'. Resulté que esta condicion se
satisface, ya que si los datos de frontera son poquito mds suaves la propiedad de existencia y uni-
cidad se preserva en este caso. Este es el principal resultado de nuestro trabajo. Especificamente,
nosotros demostramos que si (g, g,) € H™'/?**(I") con & < 1/2 entonces el problema de Neumann
admite una unica solucién en el espacio H'**(Q). El espacio H™'/>*¢(T) es simplemente el pro-
ducto cartesiano de H~'/2*¢(T";) x H~'/2*(’;) (véase la definicién 1.2.6) sin ninguna condicién de
compatibilidad en cero (parae = 0 g, — g» € H(IR")). De esta manera, en un sentido el pro-
blema esta cerrado, ya que para s > 3/2 no hay condiciones (no se conoce el espacio de Sobolev
de los datos de frontera) que garanticen la existencia y unicidad de la solucion del problema de
Neumann. Obviamente, el espacio de Sobolev de los datos de frontera H~'/2*5(I";) x H~'/2*5(T",)
no sirve, ya que no toma en cuenta las condiciones del tipo g;(0) = g,(0)). Para s suficiente-
mente grande, el espacio de Sobolev de los datos sobre la frontera que garantiza la existencia
y unicidad es desconocido, y al parecer este problema esta lejos de su resolucién. Sin embargo,
nuestros resultados muestran cierta informacién acerca de sus condiciones de compatabilidad para
u € H"™®, & € [0,1/2), m € IN". Para generalizar los resultatos obtenidos en [26] también
utilizamos el Método de las Caracteristicas Complejas. Pero a diferencia de los métodos usados en
[26] fue necesario desarrollar una técnica especial para estimar las cotas de las integrales dobles en
espacios especiales de L? con pesos diferentes a los usados en [26] (véase el capitulo 7). Esta es la

parte mds complicada técnicamente. Los resultados de esta tesis estdn publicados en [20].

El plan de desarrollo del trabajo es el siguiente.
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En el capitulo I se introducen los conceptos necesarios tales como espacios de Sobolev y opera-
dor traza. Formulamos y demostramos algunos hechos necesarios de la teoria de distribuciones y de
los espacios de Sobolev. Precisamos el buen planteamiento del problema de Neumann en términos

de los espacios de Sobolev y operadores traza y planteamos el inverso.

En el capitulo II se reduce el problema de Neumann general (con dos datos de Neumann) a un
problema semihomogéneo con un dato distinto de cero, usando la solucion conocida del problema

de Neumann en el semiplano.

En el capitulo III se reduce el problema de Neumann semihomogéneo a una identitad integral
usando una generalizacion de la formula de Green para las funciones generalizadas de los espacios
de Sobolev.

En el capitulo IV se realiza el primer paso del Método de las Caracteristicas complejas: apli-
camos la transformada de Fourier al sistema con respecto a las variables del espacio y reducimos
el problema a una relacion algebraica para las transformadas de Fourier de los datos de Cauchy.

Obtenemos la ecuacon de conexid que contiene dos datos de Cauchy desconocidos.

En el capitulo V se realiza el segundo paso del Método de las Caracteristicas complejas: “levan-
tamos” la identitad algebraica a la superficie de Riemann de los ceros del simbolo de Helmholtz,
usando el método de las funciones automorfas y eliminamos un dato de Cauchy. Obtenemos y re-

solvemos la ecuacén en diferencias para un dato de Cauchy y escribimos la solucién del problema.

En el capitulo VI se demuestran propiedades necesarias de los datos de Dirichlet que permitirdn
mds adelante establecer la pertenencia de la solucién al espacio H'*¢ con & € [0, 1/2). Estimamos
la norma de la solucién en el espacio L? y demostramos que la solucién depende continumente de

los datos de frontera.

En el capitulo VII se demuestra que las derivadas de la solucién pertnecen al espacio H® con
g € [0,1/2) y dependen continuamente de los datos de frontera. Esto concluye la demostracién de

la pertenencia de la solucién al espacio H'*® y la depedencia continua de los datos de frontera.

En los Apéndices se demuestran afirmaciones y hechos auxiliares técnicos usados en el texto

sin demostracion.



Capitulo 1
Espacios de funciones y operadores traza

En este capitulo introducimos los espacios funcionales de Sobolev, demostramos y formulamos
algunas propiedades de los espacios funcionales de distribuciones, los cuales necesitamos para
introducir y describir los operadores traza. También introducimos el espacio de Sobolev de los

datos de frontera y precisamos el planteamiento del problema de Neumann (véase la seccion 1.3)

1.1. Espacios funcionales de Sobolev

Para cualquier conjunto abierto M C IR", denotamos por D(M) al espacio lineal de las funciones
suaves C*(IR") con soporte compacto cuya clausura de sus soportes pertenecen a M, D(M) es el
espacio lineal de las restricciones de funciones de D(IR") a M, ie. DM) := {uly; : u € DARM)}.
Sea INy = IN U {0}. Decimos que la sucesion {¢;} € D(M) converge a ¢ en D(M), si existe
K c M compacto: supp ¢x C K, Vk € Ny D% =3 D%, k - oo ¥V a € INj. Por S(R")
denotamos al espacio de Schwartz de las funciones de clase C*(IR") rdpidamente decrecientes, i.e.

SR := {¢ : R" - C: [|glloy := sup(l + \)¥|D¥p(x)| < 00, ¥ N = 1,2,... « € IN}} con la
xeR

topologia determinada por las normas || - ||, ~. El espacio de Schwartz S(M) se define como de las
funciones de restricciones de las funciones de S(IR") a M. Los simbolos D’(M), S’(IR") denotan los
espacios duales a D(M), S(IR") equipados con su topologia estdndar como espacios funcionales
lineales continuos. La accion de un funcional ¢ € O'(IR")(S’(IR")) sobre v € D(R")(S(R")) se
denotara por (¢, v). El simbolo S'(M) denota el espacio lineal de las distribuciones temperadas

cuyos soportes pertenecen a M.

DEerFINICION 1.1.1. Para ¢ € S(IR") definiremos su transformada de Fourier como

(.11) HO) 1= Frdel = [ &gy, £
Si ¢(¢) puede continuarse analiticamente a alguna regién en C', entonces & puede ser complejo.

OgservACION 1.1.2. ([4]) Ya que ¢ — ¢ es un isomorfismo topoldgico de S(R") — S(IR"), y
1

)
1

(1.1.2) o(x) = @(x)
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entonces, para f € S'(R") su transformada de Fourier f que se define como:

(fop) = (1 @)

induce un isomorfismo topolégico de S'(R") —— S'(IR") (equipando a S’(IR") con la topologia
f—=r
débil). De aqui y de (1.1.2) se sigue que

1

(1.1.3) o8 = G

f>9)-

DEerNicION 1.1.3. Para s € R, H*(IR") denota el espacio de Sobolev sobre IR"” de las funciones
generalizadas u € S’ (R") cuya Transformada de Fourier u(¢) es localmente integrable en el sentido

de Lebesgue y tal que

(1.1.4) lJull? = fﬁ?(f)lz(l + &) d€ < oo,

R
Notemos que esta definicion implica que

SR") c H'(R"), seR
ya que para cada u € S(IR") se satisface: &i(¢) € S(R") (véase [3]).

Lema 1.1.4. La norma (1.1.4) es invariante con respecto a la transformacion: u(x) — u(—x), es

decir,

||u(x)||Hs(R") = ”M(_X)HHS(R")-

Demostracion. Sea u;(x) := u(—x), entonces it;(£) = a(=¢) por (H.0.3). Por lo tanto,

s B gy = f 8 @)P (L + € dé = f (=€) + gD de
R" R"

flﬁ(§)|2(1 + €D dé = Nl -

R"

Necesitaremos también las siguientes afirmaciones.
TeoreMA 1.1.5. (Teorema 4.1, [3]) Para cada s € R, el espacio D(R") es denso en H*(R").

Lema 1.1.6. ([3]) Sea ¢ € H'?(R), entonces

() — )P
el = el + [ E2=E dxay.

RxR
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DEFINICION 1.1.7. Sean s € Ry V € IR" un dominio. Denotamos por H*(V) el espacio de restric-

ciones de las funciones de H*(IR") a ‘V con la norma
2 .
(1.1.5) leellzys oy = f etz e
donde el infimo se toma sobre todas las extenciones lu € H*(IR") de 1a funcién u.

OsservaciON 1.1.8. El operador de restriccion que actia de H*(R") — H*(V) : ¢ — ¢|y es
continuo ya que [|@lyllgs@y < |l@llpswny. Por lo tanto, D(Q) es denso en H(V) por el Teorema
1.1.5.

Denotamos R* := {x € R : +x > 0}.
Lema 1.1.9. Sea u € H*(R"). Entonces u(-x) € H'(IR™), y

(1.1.6) el s vy = (=) s r-)-

Demostracion. De la Definicién 1.1.7 se sigue que

lloallyo gy = i (GOl
Luego, usando el Lema 1.1.4 tenemos que

[ i ()=l w)-

Aqui, la expresion (lu)(—x) se puede interpretar como la extension de la funcion u(—x) hacia “la
derecha” de IR. Ya que esta extension pertenece a H*(IR), entonces la Definicién 1.1.7 implica
(1.1.6). [ |

Lema 1.1.10. ([3]) El espacio dual al espacio H°(R") es algebraicamente isomorfo al espacio
H™*(R") para toda s € R, y la accion del funcional w € H™* en los elementos u € H® se define

como.

(1.1.7) w,u) =

f W(&i(€)dé.

OgservaciON 1.1.11. La igualdad (1.1.7) coincide con (1.1.3) si u € S(R").

DerFNICION 1.1.12. Sea u € O'(R"). Denotaremos por lou la extension por cero de la distribucién
u; es decir, lou € D'(R") y lyu . u. Si lyu existe, diremos que u es extensible por cero a una
distribucién de 9 (IR).
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DerFmnicioN 1.1.13. Para s € IR, el espacio H’(R*) denota el subespacio de distribuciones de
H*(IR™), las cuales son extensibles por cero a un elemento de H*(IR), es decir; FIE(]RJ“) = {p €
H*(R") : A lyp € H*(R)}. Equipamos este espacio con la norma

lellzs ey = Wollnscre)-

Con esta norma inducida por H*(IR), este espacio se convierte en un espacio de Banach, ya que

es un subespacio cerrado de H*(IR) (véase [3]).

OBSsERVACION 1.1.14. En otras palabras el espacio H(R*) es el conjunto de las restricciones de fun-
ciones de H*(IR) a R™ con soportes en IR . De esta manera, el espacio H(RY) puede considerarse

como un subespacio del espacio S’(ﬁ)

De manera similar se define el espacio H* (IR7).

DEerFNICION 1.1.15. Sea f € i—I‘E(]RJ’), s > 0. Definimos la accién:

(1.1.8) @w:fﬂwmm,¢emﬁm
0

Ya que s > 0, entonces f € I;B(IR*) = L*(IR"). De aqui se sigue que la integral (1.1.8) converge y

(f, ¢) define un funcional lineal.

Lema 1.1.16. ([4], [21]) El espacio ﬁz(R+) es el espacio lineal de las funciones u € H'/?(IR")

tales que
1/2
2
u(x
uF
X

R 2
(1.1.9) IMW@W—WMWM+I < o0
R+

Lema 1.1.17. ([3]) Para s € (—1/2,1/2), H(R*) = H*(R*). Ademds, si s = 1/2, entonces H*(IR")
es un subespacio propio denso de H*(R").

Lema 1.1.18. La siguiente afirmacion se cumple en el sentido algebraico

(1.1.10) [H'2(RY)] = HT2(RY).

Demostracién. Sea « : H'/?(R) — H'?(IR") la proyeccién de las restricciones de R a R* (véase
la Definicion 1.1.7). Claramente, 7 es continua y suprayectiva. Consideremos la transformacion
L : [H2(R")] — HT2(R"). Notemos que para G € [H/2(R")]', G o € [H/*(R")]’ y por el
Lema 1.1.10 existe un tnico g € H™'>(R) talque Gonr = gy

(I.LLID) (Gomg)=(g.¢) = Q0" fé’(f)@(f)df, Ve H(R).
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Demostraremos que supp g C IR*. Sea ¢ € D(IR"). Entonces, ¢ € H'*(R) y mg = 0. De aqui,

8:¢) =(Gom ) =(G,mp) =(G,0) = 0.

De esta manera definimos L : [H/2(R")]" —» H-T2(R*) como: LG = g. Obviamente, L es inyecti-
vo. Demostraremos que cada g € H~'/2(IR*) es un funcional sobre H'/?(R"), i.e. g € [H'>(IR")]".

Definimos

(1.1.12) (g ¢)=(g. '), VpeHRH.

Demostraremos que (1.1.12) no depende de la eleccién de n~'¢ (o equivalentemente, de la exten-

sion lp (véase la Definicion 1.1.7)). Supongamos que np; = np, = ¢. Entonces

m@r—@)=0=suppo — CR™ y @ —¢, € HA(R").

Por otro lado, como supp g C IR, entonces (g,) = 0 para cada ¢ € D(R"). Ya que D(R")
es denso en I—FF(]R_) (véase [3] Lema 4.3), entonces (g, ¢; — ¢2) = 0. De aqui, (1.1.12) esta bien
definida.

La linealidad de (1.1.12) es evidente.

Demostraremos que (g, ¢) es continuo sobre H'/?(IR*). Supongamos que ||¢|| mrry < 1. Por la
Definicién 1.1.5 de la norma || - [|gi2g+), existe g € H'*(R™) tal que |[gll;12r+) < 2y 7@ = ¢. Por
lo tanto, (1.1.12) implica

K&, o = K&, @) < 2lIgllgw)-
De aqui, g es acotada sobre la bola unitaria en H'/2(R") y por lo tanto g € [H'/>(R")]". [

Cororario 1.1.19. Sea g € S(ﬁ). Entonces

[Se]

(8- )y ey = f gp(x)dx, ¢ € H'(R")
0

aqui, (I/-i‘\‘_//z(]R+), H'?(R")) denota la accion de dualidad entre estos espacios.

Demostracion. Se sigue de (1.1.10), (1.1.11) y la igualdad de Parseval. [ ]

De manera similar, se demuestra el siguiente Lema.

Lema 1.1.20. ([3], Lema 4.8.) Sea s € R. El espacio dual al espacio H* (R*) es isomorfo al espacio
H*(R™):

[H(R*)] ~ H*(R").
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Ademds, el valor de un funcional f € H*(R") sobre un elemento u € F?(]R+) se determina
mediante la formula:
= [ Fonene

R
la cual, no depende de la extension . Reciprocamente, el espacio dual al espacio H*(R") es

isomorfo al espacio H'(R™), y el valor del funcional u € H(R*) sobre un elemento f e HS(R")

se determina como:

(. fy = f T @(e)de.

R

1.2. Operadores traza

Nuestro propésito es resolver el problema de Neumann (PN) en el espacio de Sobolev H'(Q),
cuyos elementos en general no tienen derivadas sobre la frontera. Para superar este problema, uti-
lizamos la teoria de los operadores traza, la cual permite determinar los valores de las derivadas

normales de funciones no suaves. Iniciamos esta seccion con la definicion de los datos de Dirichlet.

DEerFNiciON 1.2.1. ([4], [15], [21]) Sea © un angulo plano de magnitud 3 € (0, x), vértice en (0,0) y
lados 'y y I',. Para ¢ € Z)(ﬁ), definimos el operador traza
Tor : DQ) — DR x D(R")

e (pi(s), ¢21)), s,t € R"

aqui s y f son los pardmetros naturales sobre I'; y I, respectivamente. Las funciones ¢; y ¢, se

(1.2.1)

Ilaman los datos de Dirichlet de la funcién ¢ sobre I'y y I'; respectivamente.
También definimos el espacio H'/>(I') que consiste de los pares de funciones (fi(s), f>(t)) tales
que fi(s) € H'2I)), £ € H'> L)y fi(s) — fo(t) € HY/2(R"). Este espacio esta equipado con

la norma:

(1.2.2) NCfis PIMpray == ||f1||H1/2(R+) + ||f2||H'/2(R+) +Ifi — f2||lﬁz(R+).

Lema 1.2.2. Sea Ty el operador traza definido por (1.2.1) entonces To,r[Z)(ﬁ)] c H'A().

Demostracion. Sea Tor¢ = (@1, ¢2), con ¢, € Z)(F). Demostraremos que

(1.2.3) 1) ¢ eH2RY, [=1,2
(1.2.4) 2) ¢ — ¢y € H2(R).

1) Supongamos que / = 1. La demostracion para/ = 2 es andloga. Ya que existe p; € D(R) : @, .
¢1, entonces es suficiente demostrar que ¢, € H'/?(IR). Pero esto se sigue del hecho de que D(IR)

es un subespacio lineal de H'/?(IR).
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2) Demostraremos la afirmacion (1.2.4). Sea ¢3 = ¢; — ¢2. Ya que ¢1(0) = ¢,(0), entonces

©3(0) = 0. Luego, desarrollando ¢3(x) en serie de Taylor para x > 0, obtenemos
(1.2.5) 03(x) = 03(0) + @5(0)x + (x) = 5(0)x + a(x), x>0
donde a(x) € C(R"), y

(1.2.6) la(x)| < Cx? para x>0.

Esto implica que |p3(x)| < C para x > 0,y

2
[
X
R+

ya que ¢3(x) € Z)(IR_+). Entonces: ¢3(x)/x = ¢5(0) + [@(x)/x], x> 0, donde a(x)/x € C(F) por
(1.2.6).
De aqui, el Lema 1.1.16 implica que

2

2 2 lp3 (0

~_ = o+ dx < oo
I3, = 1030 f ®

309 ¢ ¢ /(R). De aqui, (1.1.9) implica que ¢ € HV2(R), m

X

ya que
OBSERVACION 1.2.3. De manera similar se puede demostrar que

Tor[S(Q)] ¢ H'*(ID).

Resulta que TOI[Z)(ﬁ)] no solamente estd contenido en H'/?(I'), sino ademds es continuo de
D(Q) a HY*(T) si equipamos a D(Q) con la norma de H'(Q) y a H'/%(') con la norma (1.2.2). Este
resultado se ha demostrado para dominios Lipschitz acotados (véase [4], Teorema 1.5.23) y puede

generalizarse para dominios no acotados. De aqui se deduce el siguiente:

TeoreMA 1.2.4. El operador traza Tyy : D(ﬁ) — H'2(T) puede extenderse a un operador continuo

de H'(Q) a H'/*(T), y tiene inverso continuo T, L

Demostracion. La extension del operador se sigue del hecho que D(ﬁ) es denso en H'(Q) usando

la continuidad de Ty .

DermniciON 1.2.5. Sea f € H'(Q). Los datos de Dirichlet de f sobre I' son la pareja (¢, ;) €
H'2(I') 1a cual es la imagen de f bajo Tor. De manera mds precisa: por la densidad de D(Q) en
H'YA(I) existe {f,} € D(Q) : f, —> f en H'(Q). Esto implica que

(1", ¢5") := Tor(fn) — (¢1,92) € HA(D)

n—oo

los cuales son los datos de Dirichlet.
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Ahora pasamos a los datos de Neumann.

DEFINICION 1.2.6. Para € € [0, 1/2), definimos el espacio

H—l/2+£(r) —
(1.2.7)
{(81,82) € HTV2o(Ty) x HT2*2(Ty) : gy + gy € H2*(R™)}

aqui el espacio H~'/2*%(I")) se identifica con el espacio H~'/>**(IR*) usando la identificacién natural
de g; € H™'/?*(I"}) con una distribucién en IR*, es decir, con la funcién g,(7), 7 € R*; [ = 1,2.

Ademds, para € € (0, 1/2), la norma en H~'/2**(T") se define como

(1.2.3) ||(81,82)||H—1/2+8(r) = ||81||H-'/2+8(R+) + ||82||H-1/2+8(R+)-

El Lema 1.1.17 implica que la dltima condicién en (1.2.7) es redundante para £ € (0, 1) cuando
H12*(R*) = H-1/2**(R"), pero es relevante para & = 0 cuando H-T72(R*) es un subespacio
denso propio de H~'/2(IR*) (con respecto a la norma del tltimo espacio). Por lo tanto, la definicién
de 1a norma (1.2.8) es equivalente a la norma (1.2.7) para € € (0, 1). Obviamente, H~'/>**(T') es un
subespacio lineal de H='/>().

Trorema 1.2.7. ([2], [15], [21]) El espacio H™V/*(T) es el espacio lineal de los pares (g(s), g(1)) €
[ﬁz(Fl)]’ X [Ijl‘ﬁz(l“z)], tales que
21(s) + ga(s) € HTA(R")
y la prima significa el espacio dual. Equipamos el espacio H™'*(T') con la norma
(1.2.9) 181 &)l = gl gy + g2l ey + 181 + 82llrages

aqui la norma en el espacio (H/2(R")) es la norma estandar del espacio dual a un espacio de

Banach.

En el siguiente Lema probamos que el espacio H~'/(I") con la norma introducida en esta definicién,
puede identificarse con el espacio de todos los funcionales lineales continuos sobre H'/(I") con la
norma estandar del espacio dual.

Lema 1.2.8. Sea H™'/*(T) el espacio de Banach introducido en la Definicién 1.2.7, entonces

(i) HV2(T') es el espacio de todos los funcionales lineales continuos sobre H'*(T') con la norma
(1.2.9), la cual es equivalente a la norma estandar del espacio dual al espacio de Banach H'?.
Ademds, si g := (g1, g») € H V2", entonces g define un funcional lineal continuo sobre H'*(T') el

cual actiia mediante la formula

(1.2.10) & NHr={gLfi—-f+&+8.5) f=.f)eH D).
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(ii) Si go € I-F_//Z(]RJ'), entonces (gy,0) € H™Y>("). Ademds, para todo f = (fi, f>) € H'*(T') se

satisface
(1.2.11) ((80,0), fir =<go, fi) = (2ﬂ)_1f§o(Z)ﬁ(Z)dz

donde % es la transformada de Fourier de gy y fi es la transformada de Fourier de cualquier
continuacion de fi a una funcion de H'/*(IR).
(iii) Sea g = (g1,82) = TorG, G € S(ﬁ) (véase la Observacion 1.2.3). Entonces

(12.12) @ for = f () fi(s)ds + f e fds, Vf = (fi fo) € HP(D).

I I
Demostracion. La afirmacion (1) ) es consecuencia de la Proposicion A.1.1 del Apéndice A. En efec-
to, Sean A := H'?(R*) y B := H'/2(R"), entonces
H'>T) ={(ai,ay) € AX A :a, —a, € B).
Por la Proposicion A.1.1 tenemos que
[H'>(D)] = {(b|,b,) € B X B : b, +b,eA)

De aqui, el Lema 1.1.18 implica que A’ = H-T2(R*). Por lo tanto, [H"/2(T")]’ se describe como en
la Definicién 1.2.7. Ademas, la norma (1.2.9) coincide con la norma (A.1.10).

Demostraremos ahora (ii). Notemos que (go,0) € H'*(I'), ya que g € H'2(R"). Ademés, de
(A.1.5) se sigue que ((go,0), (fi,/2)) = (go, fi)r- Finalmente, la segunda identidad se sigue de
(1.1.7). Por otro lado, de (1.2.10) se sigue que para (fi, f>) € H'/*(I')

(80, 0), (f1, 2)r = (g0, J1 — f2) + (&0 f2) = (&0, f1),

ya que go € H2(R"), f; € H/2(R") y suppgo € R*. De aqui (1.2.11) se cumple por la igualdad
de Parseval.

Demostraremos (ii1). La ecuacion (1.2.10) implica que

(1.2.13) & [ir =481, i — f2) + (&1 + &2, f2)-
Ademas, como g, € S(ﬁ) yfi—-f € ITIT/iZ(]R*), entonces (1.1.8) implica que

[

&uLfi— )= fgl(s)(fl(s) — fa(s))ds.

0

Similarmente, como g; + g» € S(R") y f, € H'/2(R"), entonces

(1.2.14) (&1 +82 )= f(gl(s) + 82(5)) f2(s)dss.
0
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Las igualdades (1.2.13)-(1.2.14) implican (1.2.12) por el Corolario 1.1.19. El Lema esta probado.

1.3. Precision del planteamiento del problema de Neumann

A diferencia de los datos de Dirichlet los datos de Neumann no siempre existen para cualquier
u € H'(Q), sin embargo, si u satisface la ecuacién de Helmholtz homogénea en Q estos datos
existen. En esta seccidn precisaremos esta afirmacion. Iniciamos con la definicion de los siguientes

espacios.
DEerNicION 1.3.1. Sea A el operador de Laplace. Entonces
(1.3.1) P=A-1

Dermnicion 1.3.2. ([4], [21]). El espacio H'(Q) consiste de las funciones u € H'(Q) tales que
Pu(x,y) = 0 para (x,y) € Q. La norma en H'(Q) esta dada por

lleall = leel| 22, 2)-
Ademas, definimos

(1.3.2) H™(Q) := H(Q) N H™(Q), &¢€][0,1/2).

Consideremos el operador traza de las derivadas normales exteriores
(1.3.3) Tir: D(Q) — H'*4(D),
que actda por la férmula:
(1.3.4) ¢ = (9n el O, ol
Por la Definicién 1.2.6 del espacio H~'/2*¢(T') es facil ver que
(00, lr» Ouniplr,) € H™'2(D).

De manera similar al caso de los datos de Dirichlet, este operador se extiende continuamente al

operador traza T¢ . con dominio H'*¢, es decir, se cumple el siguiente

Teorema 1.3.3. ([15], [21]) El operador Tip en (1.3.3) puede extenderse a un operador continuo
de H'+(Q) en H'?**(), para € € [0,1/2):

(1.3.5) TPt H'™Y(Q) — HP(D).
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1

¢ : 1+ —
De aqui, para cualquier u € H **(€2) denotamos por Ty u |r, = uy,

Tirulr, = uy, y los lla-

mamos los datos de Neumann sobre los lados del angulo Q.

La meta principal de este trabajo, es demostrar que el operador traza 77 . es invertible para
e € [0,1/2). En otras palabras, queremos demostrar que para cualquier pareja (g,,g;) €
H~'>*4(T') existe una solucién de la ecuacién Pu = 0 en Q tal que u € H'**(Q) y T{ u = (g1, &)
Ademas se dara la forma explicita de la solucién u. En [26] este problema se resolviéo para

e=0.

OBSERVACION 1.3.4. Si u € H'*#(Q), entonces por (1.3.2) u € H'(Q) y por el Teorema 1.3.3 existen
los datos de Neumann (u}, u3) = T} (u), aqui (u;,u;) € H™'*(), ya que
T{r(u) =T} .
Ademas,
T{r(u) = (uj,uy), con  (ur,up) € H'2*(ID),
por el Teorema 1.3.3. De esta manera, podemos denotar los datos de Neumann de u € H'**(Q)

como (u;, u}) sin indice &, ya que estos datos no dependen de & > 0.

Ahora tenemos todo lo necesario para precisar el planteamiento del problema de Neumann
(PN). Vamos a buscar la solucién u de este problema en el espacio H'*(Q), para ¢ € [0,1/2)
(véase la Definicion 1.3.2). Por el Teorema 1.3.3 para funciones de este espacio, existen los datos
de Neumann

T5 () = (Buulr,, Oyl ) = (), 1),
los cuales pertenecen al espacio H~!/>**(T"). De este modo, de aqui en adelante siempre vamos a

suponer que la pareja (g1, g») en el problema (PN) pertenece al espacio H~'/?*¢(I'), es decir,
(1.3.6) (g1,82) € H'*(I), £€[0,1/2)

y la solucién u del problema (PN) se busca en el espacio H'*4(Q), para & € [0, 1/2).

OsservACION 1.3.5. Se puede demostrar que para & > 1/2 el operador inverso a 7. no existe. En

este caso el operador Tf,r es de Fredhlom (véase [8]).






Capitulo 2

Problema de Neumann en un angulo y su reduccion al problema

semihomogéneo

En este capitulo reducimos el problema de Neumann general al problema de Neumann semi-
homogéneo, es decir, cuando un dato de Neumann es cero. Esto es posible gracias a la existencia y

unicidad del problema de Neumann para el semiplano en los espacios de Sobolev.

2.1. Formulacién del problema de Neumann en un angulo

Consideremos el problema de Neumann (PN). Buscamos una representacién de la solucién
que pertenezca al espacio H'*¥(Q), para & € [0, 1/2). La ecuacién de Helmholtz se entiende en el

sentido generalizado, i.e. la igualdad (A — 1)u = O significa que

fu(A — Dedxdy =0 VY ¢(x,y) € D(Q).

Nuestro siguiente objetivo es reducir el problema (PN) a un problema semihomogéneo similar,
es decir con uno de los datos de Neumann igual a cero. Para este fin, necesitaremos la siguiente

afirmacion (véase también [15], para una demostracion completa).

DEerNicION 2.1.1. Para € € [0, 1/2), definimos el subespacio 7‘(r11+‘9(Q) del espacio H'**(Q) que

consiste de las funciones cuyos datos de Neumann sobre el lado I'; es igual a O:

HIQ) = (u e H™Q): Tiru=(g,0)).

Esta definicién implica que la restriccién del operador traza (1.3.5) al espacio H'4(Q) actiia en los

espacios
TSt HE Q) — HE'2(r
ry - He Q) @)
y es continuo si la norma en H, VT
I

2.1.1) 1(8: Ollz-1120ery = llgllg-120e+y> € € [0,1/2)

es la norma inducida por la norma (1.2.7). Ademads del Lema 1.1.17 se sigue que

||g||H—1/2+S(R+) = ||g||H*l/2+£(R+), g€ (0,1).
13
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Por lo tanto, la norma (2.1.1) toma la forma

ll(g, 0)||H-1/2+s(r) = ||g||H-1/2+s(R+), g €[0,1/2).

A continuacién introducimos la nocién de extensién impar de un funcional de [H'/2(IR")]’, para

reducir el problema general al problema semihomogéneo.

2.2. Extension impar de los funcionales

DEFINICION 2.2.1. Sea ¢ € D(IR). Definimos

(2.2.1) e(@)(x) =" (x) —¢ (-x), xeR"
donde
(2.2.2) T (x) = Hx)p(x), ¢ (x) = H(=x)p(x)

con H(x) la funcién de Heaviside.

Lema 2.2.2. Sea ¢ € D(R), y e(p) definido como en (2.2.1). Entonces e(p) € I—?(]RU para s €
(-1/2,1/2], y

(2.2.3) |Ie((P)||iﬁ(R+) < Cllellasw)-

Demostracion. (I) Consideremos el caso s = 1/2. Por el Lema 1.1.16 es suficiente demostrar que

_ " (x) — ¢ (=0)P
16 = 9 e + [ 2= <l
R+

De (1.1.5) se sigue que

(2.2.4) ||90+(x)||H1/2(R+) = I/I}flll‘p+||H]/2(R) < ||()0||H1/2(R)a

ya que ¢*(x) = ¢(x), x € R" por la definicién de ¢*. Por el Lema 1.1.9 y (2.2.2), tenemos que
llo™ (=Ollpr2wsy = e lasw) = ll@llas®-)

Esto implica

(2.2.5) o™ (=0llmmewey <l llanw)

por la Definicién 1.1.7. De aqui,

le™ (x) = o~ (=0l < Cllgllmrr
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y nos falta demostrar que

" (x) — ™ (—x)
f L4 f dx < Cllgllew).

El Lema 1.1.6 implica que es suficiente demostrar que

(22.6) f lp*(x) — ¢~ (=) dx<C lo(x) — ()
X |x — )7|2

dxdy.
RxR
Reescribimos la parte izquierda de (2.2.6) como

P + o (— )2 ~ R + o (— )2
027 fuo =g P f f|«p W =g 0P
) |x] J Ix + yl

Por otro lado, notemos que

) ) 0 0 B 5
f f l(x) — w(zy)l dxdy + f le(x) so(zy)l dy|dx
J lx =yl ) lx =yl

—00

(2.2.8)

X yP dxdy.

RxR

Usando la desigualdad del tridngulo y la desigualdad
x+yl=lx=y, xy=0
obtenemos

lp*(x) — ¢~ (—x)?

Ix +yP

~ + 2 _ _ 2
2Sff| ¢ (x) - wz(y)l dxdy +ff|s0( x) szo(y)l dxdy.
J lx — lx + yl

De aqui, junto con la desigualdad (2.2.8) (después del cambio x — —x en la segunda integral del
lado derecho) y (2.2.7) obtenemos (2.2.6).

dxdy

I

s

(II) Consideremos el caso s € (—1/2, 1/2). En este caso, HS(R") = H*(IR") porel Lema 1.1.17 y

es suficiente demostrar que

IA

||80+(x)||HS(R+) ||90||HS(R)

A

lo™ (=OMlasrsy < ll@llasr)-



16 2. PROBLEMA DE NEUMANN EN UN ANGULO Y SU REDUCCION AL PROBLEMA SEMIHOMOGENEO
Esto se hace de manera similar a (2.2.4) y (2.2.5). El Lema 2.2.2 esta demostrado.

DErFINICION 2.2.3. Sea g € H '/***(R") para £ € [0,1/2). La extensién impar e’(g) := g; del
funcional g se define como

(2.2.9) (€(2), ) =(ginp) = (g.e(9)), Y opeDR)

con ¢*, ¢~ como en la Definicién 2.2.1.

Notemos que por el Lema 1.1.20
H—l/2+£(]R+) ~ [ﬁl/Z—a(]R+)]/’ Ve,

Ya que £ € [0,1/2) entonces 1/2 — & € (0,1/2] y e(p) € H'/>*(IR"), para cada ¢ € D(R), por
el Lema 2.2.2. Por lo tanto, (2.2.9) estd bien definida ya que g es un funcional continuo sobre
H'27¢(IR*) por el Lema 1.1.20.

Lema 2.2.4. Se satisfacen las siguientes afirmaciones:
(i) La formula (2.2.9) define un funcional sobre D(IR) continuo con respecto a la norma ||-||g-12+s(g),
y por lo tanto se extiende de manera tinica a un funcional sobre H='/>**(R™").

(ii) El mapeo e’ es un mapeo continuo del espacio H™'***(R*) a H™'/***(IR).

Demostracion. (i) Ya que e : (Z)(]R), Il - ||H—l/2+s(R)) — H7'7**(R) es continuo por (2.2.3), y g es
un funcional lineal continuo sobre A'/>=*(R") por el Lema 1.1.20, entonces ¢’(g) es un funcional
lineal continuo sobre
(Z)(IR), -1l Hl/z—e(R)). Ya que el dltimo espacio es denso en H'/>7*(IR) por el Teorema 1.1.5, entonces
¢’(g) se extiende de manera tnica a un funcional sobre H'/?~(R).
(ii) De (i) se sigue que ¢’ : H™'/?**(R") — [H'>7#(IR)]". Por el Lema 1.1.20, ¢’ actiia del espacio
H~'2*#(R") al espacio H~'/>**(R) como un operador lineal. Este operador es el operador adjunto
al operador

e : (DR), [ lgp-sqry) = H>7(IRY).
Por lo tanto, por la teoria de operadores en espacios de Banach e’ es continuo en las normas corres-

pondientes. [ ]

2.3. Reduccion al problema de Neumann con dato cero sobre uno de sus lados

Ahora, reducimos el problema (PN) con los datos de frontera (1.3.6) al mismo problema con g, = 0.
Primero continuaremos el funcional g, € H'/***(IR"), & € [0, 1/2) a un funcional ¢’(g,) en R por
medio de la férmula (2.2.9). Notemos que del Lema 2.2.4 (i) se sigue que €’(g,) € H'/?(R). De esta
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manera, consideremos el siguiente problema de Neumann auxiliar en el semiplano Q; := {(x,y) €
R :y < xtang}:

(6=Dpxy) =0,  (5)eQ;

0,v = €'(g,), x e R.
@

(2.3.1)

Por el Corolario B.0.6, este problema admite una solucién tunicav € H 1J“‘?(Qg), dada por la férmula
(B.0.20), la cual depende continuamente de e’(g,) € H~'/>**(R), véase la cota (B.0.18).

Ademis, notemos que v también depende continuamente de g, € H~'/>**(R"):

||V||H1+6(Q[;) < Cligallg-12ver)

ya que €’(g») depende continuamente de g, por el Lema 2.2.4.
Ahora consideremos la diferencia w = u—v|q, la cual por (2.2.9) satisface el problema de Neumann

semihomogéneo:

(& = Dw(xi,x) =0, (x1,x2) € Q
(2.3.2) O w(x1,0) = g1(x1) = 0,,v(x1,0), x>0
5n2W(x1, X2) r, = [gz(xz) - 6'(g2)(x2)] r =0.

Lema 2.3.1. Supongamos que podemos resolver el siguiente problema de Neumann semihomogéneo:

(A-Dw =0, en Q
(2.3.3) O,w =g, en I
Op,w =0, en I}

cong € H V(R y tal que w € H'*4(Q) y depende continuamente de g € H™'/>**(R"). Entonces

podemos resolver cualquier problema de la forma:

034) { (A—Du =0, en Q

Tiru =(g1,82)
conu € H'*(Q),
(glagZ) € H_1/2+8(F)5

y tal que u depende continuamente de (g1, g»).

Antes de iniciar la demostracion del Lema 2.3.1 enunciaremos y demostraremos el siguiente Lema.

Lema 2.3.2. Consideremos la funcion v(x,,x;) dada por (B.0.20). Entonces, 0,,v(x,,0) existe,

pertenece al espacio H™'/**(IR") y depende continuamente de la funcion g, € H™1/***(R™).
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Demostracion. Ya que estamos considerando las derivadas normales exteriores, entonces para (xy, x;) €

Q), tenemos que

3 3
(2.3.5) On, = COs Emﬁ‘xl + sen Eﬂ(?Xz = —0y,.

Ademais, de (B.0.20) se sigue que podemos escribir la funcién v en la forma

V(xlv X2) =

— %T ft_l (ég)e—(icosﬁfﬂ(f) sen B)X| e(—i sen BE+cos Bt(€))xa e’/(g\z)(f)df
R

Luego, por (2.3.5) tenemos que
On,v(x1,0) =
1 . —(icos sen B)X] 7 (e
= o [ @1 sen i+ cos gl O T @
R

De aqui, 9,,v(x, 0) depende continuamente de g, ya que el mapeo de la extension e’(g,) es continua
por el Lema 2.2.4. La pertenencia de la derivada al espacio H~'/?(IR") se sigue de la Proposicién
B.0.5 del Apéndice B. u

Demostracion del Lema 2.3.1. Consideremos el sistema (2.3.4). Sea
(2.3.6) g = g1 — 0y v(x1,0)

donde v € ‘H 1+‘9(ng) esta dada por (B.0.20) y satisface el sistema (2.3.2). De la Definicién 1.3.2
se sigue que v|o € H'*(Q), y por lo tanto el Teorema 1.3.3 implica que Ty v = (9,,v(x1,0), g2) €
H~'2*¢(T"). Luego,

0 v(x1,0) + g2 € H'74(RY),

por la definicién del espacio H~'/>*#(T") (véase la Definicién 1.2.6). De aqui, junto con el hecho que
g1 + g, € H'/?**(IR") obtenemos que

(2.3.7) g € H 7" (R").

Luego, el hecho de que se satisfagan las hipétesis anteriores implica que el problema (2.3.3) es
soluble, con g satisfaciendo (2.3.7). Sea w € H'*¥(Q) solucién del sistema (2.3.3), que depende
continuamente de g. Definimos u := w + v. Obviamente u € H'*¥(Q) y es solucién del sistema
(2.3.4) por (2.3.3), (2.3.1) y (2.3.6). Ademds, u depende continuamente de (g;, g») € H'/>**('), ya
que w € H'*%(Q) depende continuamente de g € H~/>**(IR*) por hipétesis, y v € H'**(Q) definida
por (B.0.20) depende continuamente de g, € H~'/>**(IR*) ya que la extensién e’(g,) € H™'/>(R) es

continua por el Lema 2.2.4. [ ]
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De esta manera, reducimos el problema de Neumann (PN) al problema semihomogéneo (2.3.3)

cambiando w por u. De aqui en adelante, siempre consideraremos el problema

(a-Du =0, en Q
(2.3.8)
Tl’rl/l = (g, O)
donde
(2.3.9) ge H'?"(R"), e¢€]0,1/2).

Como siempre H~'/?**(IR*) = H™'/***(R) para & € (0, 1/2) por el Lema 1.1.18. La solucién u de
este problema se busca en el espacio H'**(Q). Notemos que para & = 0 el problema fue resuelto
en [26]. Nuestra meta es “regularizar” la solucién bajo la hipétesis de que g pertenece a un espacio

“un poco mas suave” que H~'/?(R).






Capitulo 3

Reduccion del problema de Neumann a una identidad integral

En este capitulo reducimos el problema de Neumann semihomogéneo (2.3.8) a una identidad

integral, usando una generalizacion de la formula de Green para los espacios de Sobolev.

3.1. Laidentidad integral

Para resolver el problema de Neumann semihomogéneo (2.3.8)-(2.2.3) vamos usar el Método
de las caracteristicas complejas, el cual esta basado en la transformada de Fourier del problema
(PN) con respecto a las variables (x, y) de la continuacién por O de la solucion u a IR?. Para realizar

este programa es comodo utilizar la férmula de Green; por lo tanto

Teorema 3.1.1. (Férmula de Green, [[21], pag. 190]). Para cualquier funcion u € H'(Q) (véase
(1.3.2) y cualquier funcion ¢ € S(IR?) la férmula de Green

(3.1.1) f(”P‘P — @Pu)dxdy = —(Tru, Tore)r + (T re, Toru)r
Q

es vdlida. Aqui, P estd dado por (1.3.1) y (-, -)r se entiende en el sentido de (1.2.10).

Ahora podemos formular el siguiente resultado.

TeOREMA 3.1.2. Se satisfacen las siguientes afirmaciones:

i) Sea u € H'(Q) una solucion del problema (2.3.8) con la condicién (2.3.9). Entonces, existen fun-
ciones u; € H'*(I'}), 1 = 1,2, tales que para toda funcion ¢ € S(ﬁ) con Tore = (¢1,¢2), Tirp =
(¢, ¢5) la identidad integral:

1
(3.1.2) fuP<pdxdy: —ﬂfg(z)g@l(z)dz+ful(s)<p{(s)ds+fuz(s)(pé(s)ds.

Q Iy I
es vdlida.

ii) Sea u € H'(Q) y supongamos que existe (u?,u3) € S'(T1) x S'(T,) tal que la identidad integral:

1
(3.1.3) f uPpdxdy =~ f 8@p1()dz + U, ¢}) + (U, ¢3)
R

Q
21
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se cumple para toda funcion ¢ € S(Q) con Tore = (¢1.¢2), Tire = (¢1,¢,). Entonces, si u
depende continuamente de g, entonces u resuelve el sistema (2.3.8) y los datos de Neumann y
Dirichlet de la solucion u, son las restricciones de gal'y y de u‘l) al'yparal = 1,2, respectivamente,

es decir, Toru = (“(1)’ Mg), Tyru=(g,0).

Demostracion. i) Sea u € H'(Q) una solucién del sistema (2.3.8)-(2.3.9), y ¢ € S(ﬁ). Entonces,
por el Teorema 3.1.1

(3.1.4) f(ngD —@Pu)dxdy = —(T'ru, Tore)r + {Tire, Toru)r, Yo € S(]Rz)-
Q

Luego, de (2.3.8) se sigue que
f (Pu)pdxdy = 0.
Q

Ademads, como g € PFTZ(]RU, por (1.2.11) tenemos:

1
o fg’(Z)@l(Z)dZ =T ru, Tore)
s

yaque T ru = (g,0) por (2.3.8).
Por otro lado, de (1.2.12) se sigue que

(T rp. Toxit)y = f ()¢ (s)ds + f us(HL(s)ds,
I I
donde
(ur,uz) = Toru.
Estas dos igualdades junto con (3.1.4) implican (3.1.2) y i) esta demostrada.
ii) Sea u € H'(Q) y sea (¥, ul) € S'(T')) x S'(T») tal que (3.1.3) se cumple para toda ¢ € S(Q). Si
¢ € D(Q), entonces Tore¢ = T r¢ = 0y u satisface la ecuacion de Helmholtz en el sentido débil (y
de aqui, también en el sentido fuerte),

(3.1.5) Pu=(A-—1Du=0
Por los Teoremas de trazas 1.2.4 y 1.3.3 existen Toru € H'>(I) y Ty ru € H™V*(I'), y la férmula de

Green (3.1.1) es vélida para u € H'(Q). Por (3.1.5) esta férmula tiene la forma:

(3.1.6) fngadxdy = —(Tyru, Tore) + (Toru, T1r¢), ¢ € S(IR?).
Q
Probaremos ahora que 7', ru = (g,0). Sea T’ ru = (u{, ué). Por el Teorema 1.3.3 y el Lema 1.1.20

—_— ’
tenemos que u} , € (H 1/ 2(]RJF)) . Demostraremos primero que

(i, 03) = OV @, € H2(RY).
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Ya que D(R") es denso en IEIWZ(]RJr) (véase [4] Teorema 1.4.22), es suficiente demostrar que
(uz, p2) = 0 para todo ¢, € D(R"). Sea ¢, una funcién arbitraria de D(IR™). Construimos una
funcién @(x, y) € D(R?) tal que

(3.1.7) Tore = (o1, ¢2) = (0, ¢2);

(3.1.8) Tird = (¢, o)) = 0.

Luego, de (3.1.6) se sigue que

fngdedy = —(T1ru, Torgy = —(uy, ¢2).
Q
Por otro lado, (3.1.3) implica

fngdedy =0
Q
ya que g,(s) = 0 por (3.1.7) y ¢](s) = ¢(s) = 0 por (3.1.8). De aqui, u; = 0. De manera

completamente similar, u) = gy Toru = (4%, u)). El Teorema esta probado. [

OsservaciON 3.1.3. Mds adelante, obtendremos férmulas explicitas para los datos de Dirichlet de
la solucién u, y probaremos que pertenecen al espacio S’(IR). Por el Teorema de traza 1.2.4 di-
chos datos autométicamente pertenecen al espacio H'/2(R") ya que u € H'(Q). Por lo tanto, no

necesitamos preocuparnos por la inclusién: Toru € H'/?().

Formularemos ahora el resultado principal de esta seccion. Para resolver el problema (2.3.8) con
las condiciones (2.3.9), es suficiente resolver el siguiente

Problema A:

1. En el caso & = 0: encontrar u € H'(Q) y u;, € S'(R") tales que (3.1.3) se cumple para
todo ¢ € S(Q).

2. Enel caso cuando € € (0, 1/2), adicionalmente, hay que demostrar que la solucién u obteni-
da en 1) pertenece al espacio H'™*(Q).

En ambos casos es necesario demostrar que la soluciéon u depende continuamente de g.

Los capitulos 4-7 estan dedicados a la solucién de este problema.






Capitulo 4

Transformada de Fourier

En este capitulo reducimos el problema A a un problema equivalente en la clase de funciones
analiticas tomando la transformada de Fourier de la identidad integral (3.1.3), usando en lugar
de la funcién prueba la funcién exponencial modificada (Lema 4.1). De hecho queremos pasar
al espacio complejo, es decir, aplicar la transformada de Fourier compleja o la transformada de
Fourier-Laplace a la funcidn u cuyo soporte pertenece a un dngulo de magnitud menor que . Esto
se hace mediante la aplicaciéon de un Teorema del tipo Paley-Wiener (véase [9] Teorema 1.5.2,
[22] Teorema IX). Obtenemos la ecuacion de conexion clave, y reducimos el problema inicial al

problema equivalente C.

4.1. Transformacion del problema de Neumann

Por conveniencia para la aplicacion del Teorema de Paley-Wiener, transformamos el problema
A en el angulo Q al problema B en el primer cuadrante:

(411) K*:= {.Xl > O, Xy > 0},

mediante el cambio de variables (véase [12]):

(4.1.2) (x1,x2) = L(x,y) = (x — ycotB,y/ sen p),
(0]
(4.1.3) (x,y) = L7'(x1, x2) = (x; + cos Bx», sen Bx,).

Sea A(d,,, d,,) el operador P = (A — 1) en las nuevas coordenadas (x;, x;) € K™ (véase el Apéndice
O):

2

(4.1.4) Ad,,,0y,) = A —2cosf — sen ’B].
sen 28 0x,0x,
Después de algunos calculos (véase el Apéndice D), obtenemos el siguiente problema equivalente
al problema A,
Problema B:

25
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1. En el caso & = 0, encontrar u € H'(K*) y u;, € S’(]R_+) tales que para cada ¢ € S(R?) se
satisfaga:

sen 28 f uApdx; dx, =
K+

d
(4.1.5) = —sen B(g(x1), p(x))) + <u1(xl), cosp g —pi(x1) - so}(xl)> +

d
+ <M2(X2), COSﬁd—xz()Oz(xz) - Soé(x2)> 5

donde ¢; », <p}’2 son los datos de Dirichlet y Neumann (también llamados datos de Cauchy)
de la funcién ¢ sobre los correspondientes lados del cuadrante K.

2. Enel caso cuando € € (0, 1/2), adicionalmente, hay que demostrar que la solucién u obteni-
da en 1) pertenece al espacio H'*4(Q).

En ambos casos hay que demostrar que la solucién u depende continuamente de la funcion g.

Enunciaremos ahora algunos hechos basicos de la transformada de Fourier compleja (de aqui en
adelante la llamaremos simplemente transformada de Fourier). Sean K C IR" un cono convexo con
vértice en el origen y que no contiene lineas rectas; K, := {r € R" : 7-x > 0Vx € K}y
CK. = R" + iK.. Notemos que para K = K" el conjunto K, = K*. Para una funcién prueba
f(x) € D(K) su transformada de Fourier se define como en (1.1.1). Si f(x;,x;) y f(x) son dis-
tribuciones temperadas con soporte en K* y R* respectivamente, entonces por el teorema del tipo
Paley-Wienner (véase [22] Teorema IX) las funciones f (21, 22), f () son densidades locales de fun-
cionales analiticos sobre los conjuntos

CK*:={ze @, Imz,>0lyC :={zeC Imz> 0}
(en lo que sigue, diremos simplemente “funcionales analiticos sobre los conjuntos correspondi-

entes”) dadas por:
(4.1.6) f@) = {f(x), ™), zeCK" o C.
Ademas, f € S'(K*) si y solo si (véase [22])

f@I<CA+RYP7 @),  zeCK'

donde i, v € IR, p(z) es la distancia de z a la frontera de CK*. También se cumple la siguiente

afirmacion.
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TeorEMA 4.1.1. ([22]) Sea f € S'(K*). La transformada de Fourier real f(o), o € R?, es el valor

de frontera de la funcion analitica f(z), z = o +it cuando T — 0+, T € K* en el siguiente sentido:

lim flo+it)=f(o) en S'(R2).

70, 1€

El espacio de las transformadas de Fourier de funciones del espacio S’(K*) lo denotaremos por
FS'(KY).

Ahora, pasamos a la transformada de Fourier de (4.1.5).
Lema 4.1.2. La identidad integral (4.1.5) es equivalente a

(4.1.7) A)iio(2) = fo2),

donde A(z) es el simbolo del operador diferencial A:

(4.1.8) Az) = seTz,B[_Z% - z% + 27122 cos 8 — sen 2,8]
y
o f@) = — /3[ ~  senf&(z)) + (iz; cos  — izt (z)

+ (incosf-iz)in(z)|  (z1,2) € CK*.

Demostracion. Sea ¢(z, x) := €~ para x € K y z € CK*. Dicha funcién existe para cualquier
z € K" por el Lema A.2.3 del Apéndice A. Sustituyendo dicha funcion ¢ en la parte izquierda de
(4.1.5) obtenemos

sen 2,8 f u(X)[A0y)¢(z, x)]dxdx, sen 2,8 f u(X)[A(Dy)e“¥]dx,dx, =
K* K*

sen B f u(x)A(z)e ¥ dx sen *BA(z)iy(z), ze CK*
K+

donde,

) ux), xe K+
(4.1.10) up(x) = { 0. e

es la continuacién por cero de la funcién u € H'(K*) a IR%. Luego, sustituyendo ¢(z, x) en la parte
derecha de (4.1.5) obtenemos

— sen B(g(x1), ¢(z, (x, 0))) = — sen Bg(x)), ™) = — sen B3(z1), Imz; >0



28 4. TRANSFORMADA DE FOURIER

d d
<u1(X1), Cosﬁd_SD(Z’ (X1, 0)) - _SD(Z9 (.XI, 0))> =
X1 dXQ
= <u1(x1), i(cos Bz, — zZeiZ‘x‘)> = i(cos Bz; — 22)it1(z1), Imz; >0
d d
<u2(x2)a Cosﬁd_go(z’ (xz’ O)) - _QD(Z’ (-XZ’ O))> =
X2 dX2

= <u2(x2), i(cosﬁzze’m2 — zZeizm)> = i(cos Bz, — 71)iix(z2), Imz, > 0.

Por lo tanto, la identidad integral (4.1.5) es equivalente a

sen 2BA(z)ig(z) = - senfB8(z;) + (icosBz; —izy)ii(z;)

+ (icosBz —iz))i(z,).

Sustituyendo (4.1.8) en esta expresion, obtenemos

(-2 =+ 2zz2c08 — sen *B)iio(z) = — sen BE(z))+

+(i cos Bz; — iz2)ii(z;) + (i cos Bz — iz1)ii(22).
Por lo tanto,

(—Zf - z% + 2712, cos 8 — sen 2ﬁ)ﬁo(z) = —sen Bg(z,)+

+(i cos Bz; — iz2)ii(z1) + (i cos Bzn — i2))ii(z2).

(4.1.7) se ha demostrado. [ |

Regresemos al Problema B. Supongamos que u € H'(K*) satisface (4.1.5). Sea u, definida por
(4.1.10). Entonces por el Lema 4.1.2 iiy(z) satisface (4.1.7). Luego, la parte izquierda de (4.1.9) se
anula para z tales que:

A() =0, zeCK".

Por lo tanto la parte derecha también se anula, es decir:

4.1.11) ﬁ)(Z) =0 para z € V= ((z1,22) € CK* - A(z) = 0).
En este caso,
R —
4.1.12 = J08 K
(“4-1.12) W)= gz
y
(4.1.13) uo(x) = F2 |2, xeR?

supp uo(x) € K+.
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Obteniendo finalmente
4.1.14) u(x) := up(x) o

La ecuacion (4.1.11) es llamada la ecuacion de conexion por que conecta los datos de Cauchy de
la solucién u(x) por medio de una ecuacion algebraica sobre la superficie de Riemann de los ceros
del simbolo A(z). Obviamente, (4.1.11) es una condicién necesaria para la solubilidad de (4.1.5).

Sin embargo, para nosotros es mas importante la afirmacion inversa.

TeOREMA 4.1.3. Supongamos que existen funciones ii|(z1), il2(z2) pertenecientes al espacio F. S’(ﬁ)

tales que (4.1.11) se cumple para fy definida por (4.1.9). Supongamos también que
uo(x) = F__,[o(2)]
donde iiy(z) esta definida por (4.1.12) y uy(x) € S'(K*). Si u(x) definida por (4.1.10) pertenece al

espacio H'(K"), entonces u(x) resuelve el Problema B.

Demostracién. La igualdad (4.1.12) implica que A(2)iiy(z) = fo(z). Ademds por las propiedades de

la transformada de Fourier esto implica que
AD)ug(x) = fo(x), x€ R
Por lo tanto,
(AD)uo(x), v(x0)) = (fo(x), v(x)), ¥Yv(x) € S(R?)
ya que el operador A(D) dado por (4.1.4) es simétrico:
(AD)ug(x), v(x)) = (up(x), ADIV(x)),  ¥v € S(R?).
De aqui,
(4.1.15) (uo(x), ADW(X)) = (fo(x), v(x)y, Vv e SIR?).

Luego, usando que fy(x) es la transformada de Fourier inversa de fo(z) definida por (4.1.9), obten-

emos que (4.1.15) es equivalente a la identidad integral (4.1.5). El teorema esta demostrado. |

Este teorema nos permite reducir el problema B al siguiente problema equivalente:
Problema C:

1. Para ¢ = 0, encontrar funciones ii;(z21), ii2(z2) € FS'(R") (analiticas en C") tales que la
funcioén u(x) definida por (4.1.14) pertenezca al espacio H'(K™).
2. Enel caso cuando € € (0, 1/2), adicionalmente, hay que demostrar que la solucion u obteni-

da en 1) pertenece al espacio H'*¥(Q) y depende continuamente de g.

En el siguiente capitulo reducimos el problema C a una ecuacion en diferencias sobre la superficie

de Riemann de los ceros de A(z).






Capitulo 5
La ecuacion en diferencias

En este capitulo obtenemos la ecuacion en diferencias (5.1.8) sobre la superficie de Riemann de
los ceros del simbolo del operador de Helmholtz. Resolvemos la ecuacion en diferencias auxiliar
(5.23) e investigamos sus propiedades. Obtenemos en forma explicita la solucién de la ecuacién en
diferencias (5.61).

5.1. Reduccion a la ecuacion en diferencias

En esta seccion reduciremos el problema C a una ecuacién en diferencias usando la ecuaciéon
de conexion (4.1.11). Para esta reduccion utilizaremos una modificacién del Método de las Carac-
teristicas complejas, expuesto en [7], [8], [14], [17]. A continuacién describiremos de manera breve

el algoritmo correspondiente.

Parametrizamos la superficie de Riemann V ¢ € de ceros del simbolo del operador A(z)

mediante el paramétro w € C, por las siguientes férmulas:

(5.1.1) z=2z(w) 1= (z1(w), 22(w)) := ( senhw, senh(w + iB)).

Para a < b, denotamos por I1° la franja horizontal en el plano complejo definida por
I’ ={w:a<Imw < b).

Obviamente, las funciones senhw y senh(w + i8) proveen una cubierta de 2-hojas de C" por ITj y

H’_r[_f respectivamente. Sean \V/l* =115y 172* = H’_r/_f . Consideremos los siguientes automorfismos

en C
/v11(w) =-w+in, weC
y
(5.1.2) ho(w) = —w+in—2iB, weC

Notemos que las cubiertas 117 y H:;ﬂ son invariantes bajo i, y i, respectivamente. Ademds, /1, (w) es
simétrico en ‘V/l* con respecto al punto ix/2, y i, es simétrico en \V/; con respecto al punto irr/2 —if3.

Definimos las funciones g(w) y i, ,(w) mediante las férmulas:

(5.1.3) hw) = iziw),  wevVf
31
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(5.1.4) (W) = (W),  we Vi
gw) = g(zi(w)), we V.

Obviamente, la analiticidad de i1(z;) y de (z;) en C" es equivalente a la analiticidad de it;(w) y
g(w)en V+, con la condicién de automorfia (en lo sucesivo diremos simplemente la simetria de las

funciones):
(W) = ity (—w + in) = it;(w)

(5.1.5) oy . N
gw)) = g(=w +in) = g(w)

we V).

Y, de forma andloga, la analiticidad de ii,(z2) en C* es equivalente a la analiticidad de i,(w) en \v/;

con la condicién de simetria:
(5.1.6) iy (hy(W)) = ity (—w + i = 2iB) = ii,(w), w € V3.

Ahora, reescribimos la ecuacion de conexion (4.1.11) en la variable w usando las férmulas (5.1.1),

(5.1.3) y (5.1.4). Aqui, para el dominio V*, el dominio correspondiente en V (su levantamiento) es
V=N =17 ={weC:0<Im <7 —p}.

Después de algunas manipulaciones trigonométricas, y dividiendo por sen 3, obtenemos

(5.1.7) ity (w)coshw — itip(w) cosh(w + i) = g(w), we V"

Esto prueba la siguiente afirmacion.

Lema 5.1.1. La ecuacion de conexion (4.1.11), en la clase de funciones analiticas en C*, es equiv-

alente al sistema (5.1.5), (5.1.6), (5.1.7) para las funciones t,(w) con | = 1,2, analiticas en los

dominios V', respectivamente.

Ahora reducimos el sistema (5.1.5)-(5.1.7) a una ecuacién en diferencias. Como it; y g son analiticas
en 11, entonces la funcién i, tiene continuacion meromorfa en IIf por la ecuacion (5.1.7), y por
lo tanto, en el dominio IT* 5= IT§ U H’;’B ; de aqui, la ecuacion (5.1.7) se cumple en el dominio I1If.
Ya que, la funcién it;(w) es meromorfa en I1T° 5 Y simétrica con respecto al punto ir/2 — i (véase
(5.1.6)), se puede continuar a una funcién meromorfa y simétrica en el dominio IT* p = g 5 UhIT" 5
mediante la férmula it,(w) = i (hy(w)), w € IT" 25 Por otro lado, evaluando la ecuacién (5.1.7) (con-
siderada sobre IIf), en el automorfismo /;, sumando la ecuacion obtenida con (5.1.7), y usando la

simetria de las funciones #t; y g (véase (5.1.5)), es decir
2 (hy(W)) =t (ohyw) = tia(w — 2iB)
obtenemos la ecuacion en diferencias:

(5.1.8) itr(w) cosh(w + iB) — ita(w — 2i) cosh(w — iB) = =2g(w), w € ‘V/fr
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/s

en la cual it,(w) tiene continuacién meromorfa en H_Zﬁ, y

(5.1.9) la(lo(w)) = l(w),  w €Ty,

La ecuacion (5.1.8) es la ecuacion en diferencias que deseabamos obtener. Asi, el sistema (5.1.5)-

(5.1.7) implica el sistema (5.1.8)-(5.1.9). Investiguemos ahora la afirmacion opuesta.

LeMA 5.1.2. Sea it,(w) analitica en 17, meromorfa en 11" 2p CON posibles polos en los puntos
donde cosh(w + i) = 0, y tal que satisface el sistema (5.1.8), (5.1.9). Entonces la funcion
g(w) + itr(w) cosh(w + i)

(5.1.10) mw) =
coshw

, weVf

es analitica en \V/]* y el par de funciones i, i, satisface el problema (5.1.5), (5.1.6), (5.1.7).

Demostracion. La igualdad (5.1.10) implica que #; y i, satisfacen (5.1.7). La funcion i, satisface

(5.1.6) por (5.1.9). Probaremos ahora que it; satisface (5.1.5). De (5.1.10) tenemos que

(3(—=w + i) — ity(—w + i) cosh(w — iB)), we V;.

i (—w+im) = —
oshw

Esta igualdad, junto con (5.1.6), (5.1.7) y (5.1.8), implican que i, satisface (5.1.5). Finalmente, la
analiticidad de it;(w) en Xv/f se sigue de la analiticidad de g(w) en \V/]* , la analiticidad de i1, en ‘V/l* Y
el hecho de que g(im/2) + i1,(ir/2) cosh(in/2 + i) = 0. La ultima igualdad se sigue de (5.1.8) para
w = in/2 después de usar (5.1.9) (véase el Lema G.0.15 del Apéndice A). El Lema esta probado.

Los sistemas (5.1.5), (5.1.6), (5.1.7) y (5.1.8)-(5.1.9) son equivalentes en la clase de funciones
analiticas en sus dominios correspondientes. Nosotros encontraremos una solucién “natural”’de
(5.1.8)-(5.1.9) en esta clase de funciones, y checaremos que el correspondiente par de funciones
(que més adelante denotaremos como: i;(z1) y ii,(z2) es una solucidn del problema C. Es decir, las

siguientes afirmaciones se cumplen:

TeorEMA 5.1.3. Sea i,(w) € H (H’i;f ), meromorfa en V3, con posibles polos en los puntos donde
cosh(w + i) = 0 y solucion del problema (5.1.8), (5.1.9). Supongamos que i,(z;) para l = 1,2,
definidas por las formulas (5.1.10) y (5.1.3) pertenecen a FS'(IR™), uy(x) € S'(KY), y u(x) definida

por (4.1.14) pertenece a H'**(K*). Entonces u(x) es solucion del problema A.

Demostracion. Por el Lema 5.1.2, it; y i1, son solucién de (5.1.5), (5.1.6), (5.1.7). Por el Lema
5.1.1, el altimo problema es equivalente a la ecuacién de conexion (4.1.11) en la clase de fun-
ciones analiticas. Si, ademas, i(z;) € F S’(ﬁ) conl = 1,2, uy(x) € S'(K*)y u(x) definida por
(4.1.14) pertenece a H'*(K™) para ¢ € [0, 1/2), entonces u es solucién del problema B, el cual es

equivalente al problema A por el Teorema 4.1.3. El Teorema esta probado. [ ]
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5.2. Levantamiento del dato de Neumann a una Superficie de Riemann

En esta seccidn enunciaremos algunas propiedades de la funcién g y construiremos la solucién
de la ecuacion en diferencias (5.1.8) homogénea.

Sea
(5.2.1) g € HV*(R"), £ €0,1/2).

Por la Observacién 1.1.14 H* (R%) c S’(]R_+). Por lo tanto, por el Teorema de Paley-Wiener (véase

[9] Teorema 1.5.2) existe la Transformada de Fourier-Laplace (véase 4.1.6):
(5.2.2) %(z) € H(C")

de la funcion g(x;). Luego, para cualquier f(z) € H(C") denotamos por f (w) el levantamiento de
la funcién f(z) a la cubierta universal V:

(5.2.3) f(w) := f(senhw), w € IT7.

entonces, por (5.2.2) y (5.1.1)

(5.24) g € H(IY)

y es simétrico en este dominio con respecto a i g:

(5.2.5) g(—w +im) = g(w), w € IIj.

De aqui en adelante, el parametro w se representara como:
w=w; +iwy, Wi, wy €1R.

Probaremos la principal propiedad de la funcién g (véase la Proposicion 5.2.3). Iniciamos con un
Lema auxiliar.

Sea /1 + £? unarama de +/z tal que /1 + &> > 0, para ¢ € R.

Lema 5.2.1. Existe C > 0 tal que para cualquier a € [n/2—1,n/2+1], se satisface la cota uniforme
If€cosa +i1+& sen dllizw < Cllflizw, f € LARY).

Demostracion. Notemos que

If(€cosa + i1+ & sen g < fe‘ V1+£2 sen M f(x)ldx.
0
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Por lo tanto, es suficiente aplicar la prueba de Schur (véase el Apéndice G, Lema G.0.17) al oper-

ador generado por el kernel

— sen ax \/1+&2
e “, x>0
K(x,8) = { ¢
0, enotro caso,
y demostrar que D y E se pueden escoger paratoda a € [n/2 — 1,7/2 + 1].
Sean p(x) = ‘/% y q(€é) = % probaremos que

[ee)

1 C
5.2.6 e S VIE gy o =
(5.2.6) 0 Ve s
y
°° 1 c
5.2.7 f eV g <
( ) O Nz N

donde C no depende de @ € [n/2 — 1,7/2 + 1]. Demostremos primero (5.2.6). Hacemos el cambio

de variable:

d 1 1 + &)1
Sena/x\/1+§2:s:dx:—s’ _ §)4\/sena.
sen a4/1 + & Vs

%l

Sustituyendo estas expresiones en (5.2.6), obtenemos

[>9)
(o)

fe— sen ax\/1+§2%dx 1 f <
0 * JI+&+senad Vs V1 +&2+[sena
D

0

IA

2

V1+ &
para |a — /2| < 1.

De manera similar se prueba la desigualdad (5.2.7), con ayuda del cambio de variable x¢ sen a = s.

|
DEFINICION 5.2.2. Para a € R, definimos
(5.2.8) Co=fweC:Imw = a}.

PRroPOSICION 5.2.3. (véase [26], Lema 7.2) La funcion g(w)e®™ es cuadrado integrable sobre cada

linea recta C, C 11§, con |a — nt/2| < 1 paralela al eje real, con la siguiente cota uniforme

(5.2.9) f Bw)Pe*Mdwl < Cligl - eyl =7/21 < 1.
Ca
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Demostracién. Por la hipétesis (5.2.1) g(x;) € H™'/?*(IR"), de aqui, por un Teorema del tipo Paley-
Wiener [3] g(z;) es analitica en C".
Definimos

(5.2.10) g(x1) = F\, [ &) ]

(1 + D)
donde la rama de la funcién exponencial en (5.2.10), es tal que es analitica en C". Obviamente,

(5.2.11) lgsllmow) < Cillgllg-12+er+)-

Por otro lado, aplicando el Lema 5.2.1 a la funcién g,(z;), obtenemos

1gs(&1 cosa + i\ﬂ + é‘? sen @)z < Cillgsllizrs), la—m/2[ <1

i.e.
flg’s(fl cosa +i4/1+ & sen a)’dé < Clllgslliz(m, lo — /2| < 1.

Ya que sen (w; +ia) = senh w; cos @ + icoshw; sen a para w; € IR, entonces si & = senh wy la

ultima desigualdad puede escribirse como:
(5.2.12) f|gy( senh(wy + i@))*| cosh wy|dw; < Clllgslliz(w), la — /2| < 1.

Por (5.2.10), |g,( senh(w; + ia))]> = |g( senh(w; + ia))*( senh(w; + i) + i)**~!. Entonces, susti-

tuyendo esta expresion en (5.2.12) y usando (5.2.11) obtenemos:

f 8(senh(wy + i@)P*( senh(wy + i@) + i)**”'|coshwildwy < Cillglly - en e

para a: |@ — /2| < 1. Como bajo esta condicion se satisface que:

| sen (w; + i) +i|*> = |senhw, cosa + icoshw; sen a + i|*

> (1 + coshw; sen @) > C?coshw,

entonces

| sen(w; + i) + i|**7 ! coshw;| = C,e*™!l w, € R.

Por lo tanto
H—1/2+8(R+) ’

flg’( senh(w; + ia))’e*™ldw, < Cs|lgll; oo —7/2| < 1.

Por (5.2.3) esta expresion es equivalente a (5.2.9). |
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5.3. La funcion T'(w)

Para construir la solucién del problema de Neumann (PN), el papel clave lo juega una funcién 7'(w)

que es solucidn de la ecuacion en diferencias que corresponde a la ecuacion en diferencias (5.1.8)

(53.1) T(w+iB) - T(w - if) = —28(w + in/2), weIl"?

con la condicién de antisimetria
(5.3.2) T(-w) = -T(w), well’,
Mas detalladamente, queremos encontrar una funcién analitica en H’_rfT 2/;[_” 5

(5.3.2). Para evitar complicaciones técnicas en la construccion de la continuacion analitica de T'(w),

que satisfaga (5.3.1) y

de ahora en adelante supondremos que 7/2 < 8 < «. La técnica correspondiente al caso 0 < 8 < /2

se desarroll6 en [26].

Notemos que la Proposicion 5.2.3 prueba, en particular que g(w) es cuadrado integrable sobre la
linea recta Csz, y por lo tanto, sobre esta linea existe su Transformada de Fourier-Plancherel:

(5.3.3) G(@) = f sw + in/2)e™dw € L*(R).
Co
Ademas,
(5.3.4) IGOll2wr) = IEW + in/2)||2r) < Cllgllg-1124er*

por(5.2.9). Notemos también que de (5.2.5) se sigue que g(w + i/2) es par sobre Cy y por lo tanto,
G es par sobre R.

Introducimos el siguiente espacio.

DEFINICION 5.3.1. Para cada § > 0y cualquier linea recta C paralela a la linea real, definimos L>(C)

como el espacio de las funciones cuadrado integrables sobre C con peso o-(w) = (1 + [w|)™'°:

(5.3.5) L*(C) = { f: f LFWP(L + [w) > dw < oo}.
C

Ahora podemos presentar la funcién 7'(w).

DEFINICION 5.3.2. Para G(¢) definida por (5.3.3) y n/2 < B < =, definimos la funcién:

[Se]

(5.3.6) T(w) = zl—ﬂ f sen(wt)

—00

60

1, € R.
senh(Br) v
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Notemos que la estimacion (E.0.8) del Apéndice E y la desigualdad de Cauchy-Schwartz implican
que paraw € R

17(w)|

IA

senh(Br)

o0 12 /1 1/2
cwp) [ | ezﬁ’dt] { |g<t)|2dz] <o
2

(o8]

_LjWiﬂﬂﬂwﬂmmsggﬂﬁj}ﬂM%Mm
T 2n

IA

ya que e P € L*(IR) y G(t) € L*(R) por (5.3.3). Por lo tanto, T(w) estd bien definida. En el
siguiente Teorema y en la siguiente seccion, damos varias propiedades importantes de la funcion
T(w).

TeoREMA 5.3.3. (véase [26], Lema 7.3) La funcion T'(w) posee las siguientes propiedades:

i) T admite continuacion analitica en 11 _l;

1
ii) T(w) € L**(C,,) para cualquier m € [-3, 8] y para cualquier 6 > > ademds

(5.3.7) T WlIr2sc,y < ClIgllg-112+0 ).

iii) Existe el limite de la funcién T(w)|c, cuando m — +B en L*° para § > 1/2.

Demostracion. i) Consideremos la integral (5.3.6) paraw € I1 _’; Notemos que la estimacién (E.0.1)
implica la convergencia absoluta de esta integral paraw € I1 _’Bﬁ Ademads, diferenciando bajo el signo
de la integral (5.3.6) obtenemos la integral

— f t cos(wt) " il(l()ﬂl)

la cual converge absolutamente para |w,| < S, por (E.0.2). Por lo tanto, la integral (5.3.6) admite
continuacion analitica en I1 _ﬁﬁ Abusando de la notacidén denotaremos también esta continuacion

como T'(w). Entonces,

[Se]

(5.3.8) T(w) = é f sen(wt)

—00

g

——dt, el”.
senh(Bt) e

Por lo tanto, 7' (w) € H(I1 ﬁ)
ii) Representemos la funcién 7'(w) en la forma

(5.3.9) T(w) =Ti(w)+ Tr(w)
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donde

(5.3.10) Ti(w) = é f sen(wt)se%?ﬁt)dt, weC
; lfI<1

(5.3.11) To(w) = é f sen(wt)se%t()ﬁt)dt, weTll’,.

lt]>1
1) Demostraremos que T,(w) € L*°(C,,) para d > 1/2y m € [-3,3], con la cota (5.3.7). Ya que,

¢ t
sen(w?) = ¥ cuando 1 — 0, entonces _senwt) € C[-1,1]. Luego, el hecho de
senh(Bf) B senh(Bt)

que G(t) € L*[-1,1] y la desigualdad de Cauchy-Schwartz implican la convergencia absoluta de la

paraw € C

integral (5.3.10). Ademas, diferenciando con respecto de w bajo el signo de la integral, observando

que:
tcos(wt 1
&—) — cuando t—0
senh(Br) p
y usando un argumento andlogo al anterior, obtenemos
dTy(w) i

— ftcos(wt)ﬂdt < oo, weC.
2r

dw senh(Br)

[7<1

Por lo tanto, la funcién T;(w) es analitica en C, en particular en I1 _ﬂ ; y continua hasta la frontera.

Por otro lado, el Lema E.0.8 del Apéndice E (véase la estimacion (E.0.1)) implica que

sen(wt) _ ,
e L [-1,1 <gB,
wonngr € P17 1T para ol <5
y
sen(wr)
5.3.12 T <C||———= et
( ) [Ty (W)l senh(Br) L2[—1,1]||g”H /2+8(R*)

por (5.3.4). Calculando la norma en (5.3.12), y gracias a (E.0.1) del Apéndice E obtenemos
(5.3.13) IT1(W) < CIwlligllg-11240r%), W2l < B.

Esto implica que, para é > 1/2

(5314) Tl € Lz’é(cm)» ||T1||L2-5(Cm) < C||g||H71/2+g(R+), VYme [_ﬂ’ﬁ]
En efecto, por (5.3.5), (E.O0.1), (5.3.13) y el hecho de que 6 > 1/2 implican
||T ||2 1 |T1(W)|2 ||g||i1—1/2+g(R+) |W|2
= a5 ———daw
s, = op (1 + w22~ " ~ 0 (1 + [w])2+2

m m

1
2 2
S Cl||g||H—l/2+g(R+) f (1 n |W_|)26dw < Cl||g||H—1/2+s(R+)
Cn
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yaque 26 > 1.
2) Demostraremos que T>(w) € L**(C,,) para d > 1/2y m € [-,8], con la cota (5.3.7). Ya que
G(t) es par y e = cos(wr) — i sen(wt), entonces podemos escribir (5.3.11) como:

Ty(w) = ——1[()$ié04mm we Lk,

Por lo tanto, 75(w) es la Transformada de Fourier inversa de la funcién

wat

(5.3.15) —Xm;aE@BQW,WﬂSﬁ
es decir,

Por otro lado, de (E.0.6) se sigue que
(53.17) ko emﬁfmﬂ CIGWL =1, Iwil<p.

De aqui, por (5.3.4) la funcién (5.3.15) pertenece a L*(IR). Luego, el Teorema de Plancherel es-

tablece que T, pertenece a L2, y

Iﬁwwmm=”ﬂﬁ§%%5Q®HSngL

De aqui
i IT>(w)I?
L29(Cp) — 207t (1 + |W|)25+2

m

si 6 > —1. Ahora, (5.3.4) implica (5.3.7) para T,. La afirmacion i1) se ha demostrado.

Il < ITallf gy < CIGH2R

iii) Probaremos el caso cuando m — 8 — 0. El caso m — —f + 0 se demuestra de forma similar.
Sea w € Cy, demostraremos primero esta afirmacién para la funcién 77(w) de (5.3.9). De (5.3.10)

se sigue que
Ty\(w+iB) — Ti(w+im)| <

GO

— f | sen(wt + iBt) — sen(wt + zmt)l enh(B0)

Representando la diferencia de senos como un producto, reescribimos la desigualdad anterior como

T\(w+iB) — Ti(w+im)| <

1
< lf senMcos wt+lt(ﬁ_m)
T 2 2

-1

G ()|
| senh(f1)|
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para w € Cy. Usando la estimacion (E.0.3) del Apéndice E con x = #(8 — m)/2 para (8 —

suficientemente pequeiios, y la estimacion (E.0.4) , obtenemos

it(B —m) it(B — m)
sen (T) COS (WZL + T)

De aqui, para (8 — m) suficientemente pequeios

<ClIB-mlt, {1, weC,.

[T\(w+iB) — Ti(w+ im)l <

< c@- )j} m&ﬂgmur<aﬂ we G,

ya que la funcion G e L*[-1,1] por (5.3.4) y la funcién ¢/ senh (5t) € C[-1, 1].

t
senh(Br)
De aqui

T\(w+im)—Ti(w+ i) — 0 uniformente con respecto de w € C,.

Por lo tanto, la cota (5.3.14) y el Teorema de Lebesgue implican que para ¢ > 1/2
T\w+im)-Ti(w+i8) -0 en L**(Cy) cuando m — B.

Ahora, probaremos iii) para T,. Por (5.3.16), tenemos que

BW+@—BW+WV-H4—mg¥yﬂw%.
Notemos que
6O p_ 5
1 _X(t)seT(,Bt)(eB — ¢™) — 0 puntualmente cuando m — .
2. De (5.3.17) con w, = 8 6 m, se sigue que
GO s
—X(t)m(eﬁ —e"[<CGM teR, 0<m<p.

41

m)

Ademais, como G(t) € L*(R), entonces el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

implica que

—)((t)se%tzgt)(eﬁt —¢™ — 0 en L*(R, cuando m — 8 —0.
Por el Teorema de Plancherel, esto implica que
6O o m 2
,_)W —x () n(,Bt)( )J—™ 0 en L°(IR,) cuando m — - 0.

De aqui,

(5.3.18) To(w+im) — Tr(w+iB) en L*(R,) cuando m — B —0.
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Ya que el embedimiento natural L?> < L?9 es continuo para § > —1, entonces (5.3.18) se cumple

en L>° para 6 > 1/2. Esto prueba iii).

5.4. Continuacion analitica de 7(w) y la solucion de la ecuacion en diferencias

Iniciamos esta seccion introduciendo las siguientes notaciones:
(5.4.1) @ :=n/(2B), a=aw, b=aw.

TeOREMA 5.4.1. (véase [26], Lema 7.3) La funcion T'(w) posee las siguientes propiedades:
i) El limite de la funcion T (w)|c, cuando m — %f3 en L* para 6 > 1/2, satisface la ecuacion en

diferencias (5.3.1) para w € Cy,

12+B

/2 que satisface (5.3.1) y la condicion

ii) T(w) puede continuarse a una funcion analitica en 11"
de antisimetria (5.3.2),

iii) 7(w) admite en ﬁ’iﬁ la siguiente representacion

§(W' +in/2)

(5.4.2) T(w) = —é senh 2a f dw, well,

Co

cosh’b + senh 2a

Demostracion. i) Primero demostraremos que

(5.4.3) Tiw+if) - Ti(w - if) = F;, [-26(0(1 —x(1)], pet weCo.

De (5.3.10) se sigue que

1
i [ 60
2n senh(Sr)

-1

Ti(w+im)—T(w—im) = [ sen(w + im)t — sen(w — im)t]dt.

Ya que sen(w + im)t — sen(w — im)t = 2i senh(mt) cos(wt), entonces la igualdad anterior se puede

escribir como

1

T, (w + im) — Ty(w — im) = —7—1r f % cos(wHG(H)dr.

-1
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Como cos(wt) = e™™" + i sen(wt), y usando el hecho de que la funcién SSZ%((’;;)) sen(wt)G(1) es
impar con respecto de ¢ (véase (5.3.3)), obtenemos
1 senh(mt
T im=Tiw=im =~ [ % G — (1)
(5.4.4) o
3 senh(mr) _
= HW[ 26(1) h(Bt)( X))
Por otro lado, notemos que:
) nh(mr)
(5.4.5) l)mlglgo h(ﬁt) ———GO(1 — x(1) = 2G(O)(1 - x(1)), pc.t. 1 € R
2) |2 Senh(m’)gm(l - (t»‘ <CGOL Im<p y <1
senh(Br) X Y
(5.4.6) 3) G@) € LA(R)

por (5.3.3). Por lo tanto, el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue implica que

senh(mt)
enh(Bt)
De (5.4.4) se sigue que

g —x@®) - 261 —x(@®) cuando m— -0 en L*(R).

lim, Tiw o+ im) = 1w = im) = F'[26(0(1 - x(#)| enL2(Cy)
y en consequencia también en L>°(Cy), 6 > 1/2. Por otro lado

lim T\(w+ im) — Ty(w — im) = Ty(w + iB) — T1y(w — i) en L**(Cy)

m—fp—0

para 6 > 1/2, por el Teorema 5.3.3 (iii), entonces los limites coinciden casi siempre y (5.4.3) se ha
demostrado.

Ahora demostraremos que

(5.4.7) To(w +iB) — To(w —if) = F ! [-2G(t)x (D], p.c.t.w € Cy.
De (5.3.16) tenemos que

senh(mr)

Ty(w + im) — To(w — im) = F,., |-2G(1 ) enh(B) < x|
Similarmente a (5.4.5)-(5.4.6), por el Teorema de Lebesgue obtenemos
senh(mt
lim -2G(1 ) ( )X( n=-2GOx() en L*(R).

m—p-0 h(B)
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De aqui, por el Teorema de Plancherel

senh(mr)

>~ — -l o— 2
senh(ﬁt)X(t) = F_,[-260x(0] en  L7(Co)

Jim F, |26
es decir,
Jim  To(w + im) = Tow = im) = F 1, [-26(0x(0]  en  L*(Cy),
y por consecuencia en L>°(Cy), > 1/2. De la afirmacién iii) del Teorema 5.3.3 se sigue que
ml_i)rg}o Ty(w + im) — To(w — im) = To(w + iB) — To(w —iB) en L**(Cp), 6 > 1/2.

Por lo tanto, (5.4.7) se cumple. Finalmente, (5.3.1) para w € C, se sigue de 5.3.9), (5.4.3), (5.4.7)

y (5.3.3). La afirmacion i) se ha demostrado.

/24

ii) Seaw € II y w ¢ C.p. Definimos una continuacion de la funcion 7'(w) mediante las

—n/2-p
formulas
T(w—2iB) - 23w — iB+in/2),  well*”
(5.4.8) T(w) = T(w), well’,
T(w+2iB) + 28w + iB+ir/2), well, .
/248

1) Probaremos que T'(w) es analitica en IT \C.s. En I’ 2 T es analitica por i) del Teorema 5.3.3.

-n/2—f3
Supongamos que w € H;/ B esto implica que w—2if3 € H’j/ﬁz_ﬁ cll _f; yw=2iB+in/2 € I, C IIf.
De aqui, la analiticidad de 7'(w) en I1 _Bﬁ y la analiticidad de g en ITf (v€ase (5.2.4)), implican que T
es analitica en Hg/ 24p
”» -8
analitica en I1” g

2) Ahora demostraremos que T(w) satisface la ecuacién en diferencias (5.3.1) en IT

, por la primera igualdad de (5.4.8). Un argumento andlogo muestra que 7 es

/2
-n/2°

Suponga-
mos que w € 172, esto implica que

aw+if e HZ/ 2B luego, por la primera igualdad de (5.4.8) obtenemos

Tw+iB) = T(w —iB) — 23w + in/2)

byw-iB e Hfg_ﬁ cI’ 4> Por lo tanto
Tw—iB)=Tw —iB).

De aqui, se sigue (5.3.1) paraw € Hg/ ?. La demostracién para el caso cuando w € I 1, s andloga.
= .. )2+
3) Probaremos que T satisface (5.3.2), paraw € 11 /Z_ﬁ\ﬁCiﬁ.

Supongamos que w € H;/ B esto implica que —w € IT_ /2> €0tONCES de la segunda identidad de

(5.4.8) se sigue que

(5.4.9) T(-w) = T(=(w = 2iB)) — 28(—(w — iB) + in/2).
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Ya que w—2i8 € T ;, entonces T(—(w—2iB)) = —T (w—2iB) por (5.3.8). Ademis, para w—if € T,
g(—(w—1iB) +in/2) = g(w — i + in/2), por (5.2.5). Por lo tanto, (5.4.9) implica

T(-w) = =T(w = 2if) + 28w — iB+in/2),  weIl*”.

La ultima expresién es igual a —T(w) por la primera igualdad de (5.4.8). De forma andloga obtene-
B

mos (5.3.2) cuando w € H_ﬂ/z_ﬁ.

4) Demostraremos ahora que T es analitica sobre las lineas Ciys C H’_rfr 2;;@ 5 Notemos que de (5.3.2)
se sigue que es suficiente probar que T es analitica sobre Cs.
a) Sean A, B € R", A < B. Probaremos primero que
(5.4.10) h’rgl T(w + iBxric)=T(w+iB) en L'[A, B], para w € Cy.
e—0+

Por iii) del Teorema 5.3.3 y (5.4.8) se sigue que existe el limite

lim T(w + i F ie) = T(w £ if) en L*[A,B], weCy, &>1)2.
Por otro lado, de la primera igualdad de (5.4.8) tenemos que
5.4.11) T(w + iB+ic)=Tw—iB+ie)—2¢w + ic+in/2).

Como la funcién g(w + in/2) € H(IT"?

i /2) entonces

1. g(w+in/2 +ie) — gw+in/2), cuando € >0+ y welA,B]
2. Existe C > 0 tal que

8w+ in/2 +ig)) <C, welA,B], ee<[-1,1].
Por lo tanto, del Teorema de Lebesgue se sigue que
gw+in/2 +ig) — 3w +in/2), cuando &— 0+, en L'[A,B].
De aqui, por (5.4.8) obtenemos
slir& T(w+iB +ig) = T(w—if) — 28(w + in/2), en L'[A,B]

por (5.4.11). Usando la ecuacion en diferencias (5.3.1) para w € C, obtenemos (5.4.10).

b) Demostraremos que
(5.4.12) IT(w+iB—is) <Cwe?, weC, &>0

y

(5.4.13) IT(w+iB +ie) <Ci(w)e™'?, weCy, &>0.
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Probaremos primero la desigualdad (5.4.12). La formula (5.3.8), la desigualdad (5.3.4) y la de-
sigualdad de Cauchy implican

. . C sen(w + if — ie)t
5.4.14 Tw+iB— < — 1/2ve(R* .
( ) IT(w +iB — ige)| 27T||é,’||H 1/2+e(R™) senh(Br) .
Por otro lado, el Lema E.0.8 del Apéndice E (véase la estimacién (E.0.1)) con w, = 8 — € se sigue
que
sen(w + i3 — ie)t
< Cw, —&ltl} t e Cy.
senh(0) < C(w, B) expf{—eltl} Co
De aqui,
+iB — ie)t|] 1
(5.4.15) senw + if — i€) < C(w,B)-.
senh(fr) 12(Cy) €

Por lo tanto, las desigualdades (5.4.14) y (5.4.15) implican (5.4.12).
Probaremos ahora (5.4.13). De la primera igualdad de (5.4.8) tenemos que

Tw+iB+ig) =Tw— i +ig) — 25(w + i + in/2).

De aqui,

IT(w+iB + i) < C + |T(w—iB + ig)|
yaque g € H(Hﬁ). Luego, de forma anéloga a la demostracion de (5.4.12), obtenemos (5.4.13).
cl)Para0 < e < gy < 1, sean

vi(e)={w+i(B—¢):welA, B]}

Ya(e) ={A+i&:|¢] < €}

ys(e) ={B+i&: |§| < &}
Consideremos el contorno
Ye = v1(&) U [y1(e) + 2ie] U ya(e) U yp(e)

orientado en sentido positivo. Sean w = w; + iwp, con 0 < € < |w;| < &; y V, un dominio que
contenga a y,, no contenga w y tal que T(w) € H(V. \ R) (estamos suponiendo que & es tan

pequeiio, que V, siempre existe).

c:(w) ::f T(Wv)vdw', w € Co.

w -

Sea

Ve
Notemos que las cotas (5.4.12) y (5.4.13) implican que c.(w) esta bien definida.

Demostraremos que

(5.4.16) cw) =0, weC(C,.
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’

Ya que, es analitica en V. \ R con respecto a w’, entonces, por el Teorema de Cauchy c.(w)

/

no depende de € > 0. De aqui, es suficiente demostrar que
(5.4.17) h’n% c:(w) =0.

Las integrales sobre [A + i8 — ig, A + i + ig] y [B+ i8 — ie, B + i3 + ie] tienden a 0, cuando € — 0
por las cotas (5.4.12) y (5.4.13). Ademas

B __ B __
Tw+ip+ie) [ _TO +iB)

— ———————dw’, cuando & — 0,
W +ip+ie)—w W +ip)—w
A

B B

TW +iB—is) TW +if)

- - dw' — ——————dw’, cuando & — 0,
W +ip—ie)—w W +iB)—w

A A

por (5.4.10). Esto prueba (5.4.17).

c2) Definamos la funcién

(5.4.18) F(w) = f j(w') dw', wel,

/

Yeg
donde U,, es el interior del contorno 7y,,. Por las cotas (5.4.12) y (5.4.13) la integral (5.4.18)
converge, y por lo tanto F(w) esta bien definida. Ademads F’(w) existe, ya que es posible diferenciar
(5.4.18) bajo el signo de la integral por las cotas antes mencionadas.

¢3) Demostraremos que
Fw)=Tw), weU,\R.

Seaw € U, \ R, por ejemplo, sea w tal que Imw = S+ &, con 0 < & < g. Consideremos los

siguientes contornos auxiliares:

vi:= [A+iB+ie/2,B+iB+ic/2]U[B+iB+ic/2,B+iB +igp)
U[B+iB+igy, A+ if+icyl U[A+iB+igy,A+iB+ic/2]
v2:= [A+iB—igy, B+iB—igy]lU[B+iB—icy, B+ if+ic/2]

U[B+iB+ig/2,A +iB +ig/2] U[A +iB + ig/2, A + i — igy].

1 TW 1 T(W
Fw) = —— f IO o 2 [ IO
2ir w —w i w —w
71 2

Es evidente que
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T ’
f W) g =,
w —-w

72
Ademas el Teorema de Cauchy implica que
1 T(W)
2r ) w—-w
72

De (5.4.16) se sigue que

dw' = Tw)

ya que T'(w) es analitica en U,, \ R. Esto prueba 4).
iii) Usando la férmula para la Transformada de Fourier de una convolucién y (5.3.8) obtenemos:

1 1
5.4.1 T(w)=—-——32 in/2) « F! | ———]1.
( 9 (w) 2ﬂg(wﬂﬂ/ ) * le senh ﬁt}
Ya que

(o)

_ 1 1 i T
F ;_l,w[ pp— ﬁt] =5 f e ™" senh Btdt = 15 tanh(aw)

—00

entonces, sustituyendo la dltima igualdad en (5.4.19) obtenemos

T(w) = _%3 f tanh(a(w — W)W + in/2)dw’, weIPP 4

—00

De aqui, usando el hecho que G(¥) es par y separando la parte par, tenemos que
(5.4.20) T(w) = —é f [tanh(a(w — w")) — tanh(a(w + W'))|gW" + in/2)dw’.

Por otro lado, notemos que
1

tanh(a(w — w")) - tanh ) = X
anh(a(w —w")) = tanh(a(w +w)) cosh(aw — aw’) cosh(aw + aw’)

[cosh(aw + aw’) senh (aw — aw’) + cosh(aw — aw’) senh (aw + a/w’)].
De aqui, usando el hecho que
cosh(aw — aw’) cosh(aw + aw’) = cosh? aw’ + senh 2aw

y férmula para el angulo doble, obtenemos

senh 2a

tanh(a(w — w")) — tanh(a(w + w")) =
(o ) (ax( % cosh?b + senh 2a

por (5.4.1). Luego, sustituyendo esta igualdad en (5.4.20), obtenemos (5.4.2). El teorema 5.4.1 se
ha demostrado.
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5.5. Solucion de la ecuacion en diferencias

DEFINICION 5.5.1. Definimos la funcion it,(w) como
(5.5.1) y(w)=T(w+ i —irn/2)/ cosh(w +iB), we H’fzﬁ.
B

_ﬁ ’
puntos donde cosh(w + i) = 0, y resuelve el sistema (5.1.8)-(5.1.9).

Lema 5.5.2. La funcion ti,(w) es analitica en I1_;", meromorfa en 11" 25 CON posibles polos en los

Demostracion. La funcion T (w +iB—in/2) es la translacion de la funcién 7'(w) por i(n/2 — ), luego
T(w + i — ir/2) es analitica en

m2+p (T T

Hiﬂ/;ﬁ + 1(5 —ﬁ) =1I1%,,

por ii) del Teorema 5.4.1. Por lo tanto, it,(w) es meromorfa en I1

"
de cosh(w + iB), por (5.5.1). Ya que T(w) es impar por (5.3.2), entonces T(w + i — in/2) = 0

enw = i(n/2 — B) por (5.3.8). De aqui, ii,(w) no tiene una singularidad en este punto. Ya que

con posibles polos en los ceros

cosh(w + i) no tiene otros ceros en H’_r;ﬁ entonces I, (w) € H(H’_;ﬁ ). Obviamente, el argumento
anterior prueba que ii;(w) definida por (5.5.1) es meromorfa en II”,; con posibles polos en los
puntos donde cosh(w + i) = 0.

Probaremos (5.1.8). Sustituyendo (5.5.1) en el lado izquierdo de (5.1.8), obtenemos que (5.1.8) es

equivalente a la ecuacion
Tw+iB—-in/2)-T(w—-if—in/2) = -2g(w), w ellj.

Pero esto se cumple por ii) del Teorema 5.4.1.

Probaremos ahora (5.1.9). Sustituyendo (5.5.1) en el lado izquierdo de (5.1.9), obtenemos
T(—w—-ip+in/2) -Tw+iB—in/2)

cosh(—w — iB + im) - cosh(w + i)

ii2 (ha(w)) =

por (5.1.2) y la condicién de antisimetria con respecto de cero de 7(w) en H’Zr Z/Jf 5 Luego, usando
(5.5.1) obtenemos (5.1.9).

Ahora, vamos a “bajar”ii,(w) a C,. Sea z, € C', ya que el mapeo

2(w) = senh(w +iB), we H’_r;f
es una cubierta de dos hojas de C", entonces existen w’ y w” € H’f;f tales que
(5.5.2) 22 = (W) = 2(W")

y
w' = h(w).
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Definamos la funcion
(5.5.3) ir(z0) := (W), 2z €C

donde w es cualquiera de los puntos w’ o w” tal que se cumple (5.5.2), y ii,(w) es la funcién
definida por (5.5.1). Ya que it,(w) es automorfa con respecto de h,, entonces la funcién (5.5.3) esta
bien definida. Ademas,

CoroLARIO 5.5.3. La funcion iiy(z;), z, € C" es analitica en C'.

Demostracion. Se sigue del Lema 5.5.2 ya que ii,(w) € H (H’_r;f ). [ |

Definimos ahora it;(w) por (5.1.10) usando la funcion it,(w) definida por (5.5.1). Ya que itr(w)
satisface las condiciones del Lema 5.1.2, entonces el par it; y i, es solucion del problema (5.1.5)-
(5.1.7) por el Lema 5.1.2. Ademads, la funcién

(5.5.4) () =mw), z€C

donde w € IIf es tal que z;(w) = zj, esta bien definida por la antisimetria de it;(w), con respecto
de El(w) (véase (5.1.5) y el Lema 5.1.2). Por lo tanto, it;(z;) € H(C") ya que it;(w) € H(IY) por el
Lema 5.1.2. Este argumento prueba el siguiente:

CororARrIO 5.5.4. La funcion it|(z1), z, € C" es analitica en C'.

Para usar el Teorema 5.1.3 y demostrar que u,(x) definida por (4.1.14) es solucion del problema

(PN), nos falta demostrar que
iy(z) € FS’(]R_+), para [=1, 2.

Esto lo haremos en el siguiente capitulo.



Capitulo 6

Sumabilidad Cuadrada de la solucion

En este capitulo establecemos las propiedades de los datos de Dirichlet que se obtienen en la
representacion de la “superficie de Riemann”. Demostramos que la solucion pertenece al espacio

L? y depende continuamente de los datos de frontera.

6.1. Propiedades de las funciones i, (z;) y ii,(z2).

En esta seccion y en lo que sigue recalcamos el hecho de que estamos trabajando bajo la hip6tesis
n/2 < B < n. El caso n/2 < B < m se analiza similarmente.

TeOREMA 6.1.1. Las funciones ii(z;) para | = 1,2, definidas por (5.5.4) y (5.5.3), pertenecen a
FS'(R").

Demostracion. (I) Probaremos primero que ii>(z;) € F S’(E). La Definicion 5.5.1 y la afirmacion

ii) del Teorema 5.3.3 implican que para cada m € [—8, 7 — 8], T > O se satisface:

6.1.1) [ 00 T < Cllly e
Cn
Ahora usaremos el Teorema II de [19] (véase el Lema G.0.16 del Apéndice A). Consideremos la
funcién
(6.1.2) v(w) := ity(w)[cosh(w + iB — in/2)]"*(in + w) ™

aqui, tomamos la rama de la raiz cuadrada de manera que sea analitica en H’i;f . Entonces v(w) es

analitica en H’_r;ﬂ (por que li,(w) lo es), y
f vw)Pdw < C Y me[-B,n-p]
Cun

por (6.1.1). Luego, el Teorema antes mencionado (intercambiando la parte real y la parte imagina-
ria), implica que

(o) [ee)

VW) = i f v(wy + im — if3) dw, _f v(wy —iB) dw,

wi+in—if—w w—iB—-w

— 00 —00

51



52 6. SUMABILIDAD CUADRADA DE LA SOLUCION
De aqui, por la desigualdad de Cauchy obtenemos
vw)| < Cill(wy + im — if - W)_]||L2(Rw,) + Coll(wy — 1B — W)_]||L2(RW,), we H:;ﬁ-
Calculando las normas que aparecen arriba, la expresion anterior es equivalente a
(6.1.3) vw)l < Cp™"2(w, o1

donde p(w, R) es la distancia de w a R (véase el Lema A.2.1 del Apéndice A). Las férmulas (6.1.2)
y (6.1.3) implican que

i (w)| < Ce™™(1 + [wi)’p ™ (w, OTT7 ).
Luego, los Lemas G.0.18 y G.0.19 del Apéndice G, y (5.1.1), implican que

1+ W) <CA +lzal), well”)f

e"wl/zp_l/z(w, (91_[:),[;) < C(Imz) Y%, zecC.
Estas dos desigualdades implican la cota:
lit2(22)] < C(1 + [z2))(Imz;) ™"

Por lo tanto, el Teorema de Paley-Wiener para conos y la dltima estimacién implican que i,(z;) €
FS'(R).

(IT) Probaremos ahora que i;(z;) € F S’(IR_+). Para esto, demostraremos primero que:

flﬁl(w)lzew(l + |W|)_3_wa < C”gllqu—l/Zw(R*f)
Cn

para cadam € [0,7 — 8] y 7 > 0. La Definicién 5.1.10 implica que

f i W)™ (1 + W)= Tdw < I, + I

Clﬂ
donde,
% 2
(6.1.4) I = f B0 F et 4 ",
coshw
Cﬂl
i h(w + iB) |
L= f aw) Coshw + B 1 1 iy,
coshw
Cm
Consideremos primero la integral ;. De (6.1.4) se sigue que
502
Il < M6|W|(1 + |W|)_3_wa.

€2|w|
Clll
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Ya que 7 > 0, entonces —3 — 7 < 0, y por lo tanto (1 + [w|)™~" < 1; de aqui

I < f Zon)Pe™Mdw < f ZONPEdw < Collgllar-vqer
Cn Cnm

por la Proposicion 5.2.3. La cota andloga para la integral I, se sigue de (6.1.1). El resto de la

demostracidén es similar al expuesto arriba para la funcién u,(w). El Teorema esta probado. [ ]

CoroLARIO 6.1.2. Las funciones iy(w) para |l = 1, 2 definidas por (5.5.3) y (5.5.4) pertenecen a los
espacios L,(C_g) y L,(Co).

Demostracion. Para la funcién i1, (w) la afirmacion se sigue de (6.1.1). De aqui (5.1.10) y la Proposi-

cién 5.2.3 implican una cota similar a (6.1.1) para la funcién it; (w), lo cual termina la demostracion.

6.2. Estimacion de la norma de la solucion u(x) en L,.

En las secciones 5.1-5.5 encontramos las funciones it;(z;) y it2(z2) (véanse las férmulas (5.5.3)
y (5.5.4)). Estas funciones fueron encontradas a partir de la ecuacion de conexién (4.1.11). Ahora
sustituimos estas funciones en la expresion de la funcién fy(z) dada por la férmula (4.1.9) y escribi-
mos la solucién u(x) del problema de Neumann (PN) en la forma (4.1.14).
En correspondencia al Problema C nos falta demostrar que u(x) dada por (4.1.14) pertenece al
espacio H'(K™).

Denotemos X = Cy X C_g. En lo que sigue, supondremos que w := (w;, w,) € X, donde w esta
conectado con (z;, z2) por las formulas
(6.2.1) z; = senhwy, 7 = senh(w, +iB3), W€ X.

Consideremos la funcion iiy(z,), para z; = 0, + i1, € (E;2 , definida por it,(w) s € Xv/; = H’_r;f (véase
(5.5.3)). La funcidn ii,(z,) es analitica en C;; y pertenece al espacio F S’(E). Por el Teorema
de Paley-Wiener existe el valor de frontera ii;(0»), 0> € R cuando 7, — 0*. Sea C_g la parte
(inferior) de la frontera I1_g. Por la formula (5.5.3) existe el valor sobre C_z de la funcion it (w)
cuandow — wy € C_5, w € H:;,ﬁ . De esta manera obtenemos que la funcion it;(w,) € S'(C_5) y
(o) = ir(wp), 02 €R, wy €Cy
donde
0, := 03(w,) = senh (w; +16).

De manera similar introducimos la variable w; € C tal que

o1 :=o1(wy) = senh w,



54 6. SUMABILIDAD CUADRADA DE LA SOLUCION

S'(R) 3 iiy(0y) = ty(wy), wy €Co, 01 € R.

La funcién fy(z1,22), (z1,22) € C"xC" definida por (4.1.9) también admite el valor sobre la frontera
de C+ xC":
folor,02) € S'(R?)

la cual, en las variables (w;, w,) € X tiene la forma:

ﬁ)(wl’ WZ) =

B selnzﬁ{ — sen3g(wi) + [i senhwy cos B — i senh(ws + iB)]it1 (w1)

+[i senh(w, + iB)cosB — i senhwl]ﬁz(wz)}.

TrOREMA 6.2.1. Sea g € H™V/?*3(K™"), y sean i1,(z,) y i12(22) definidas por (5.5.3) y (5.5.4) respecti-
vamente. Entonces u(x, x,) definida por (4.1.9), (4.1.12) y (4.1.14) pertenece a L,(K"), y

lullz, < Cligllg-1/20er*)-

Demostracion. Sustituyendo en lugar de #; (w;) su representacion obtenida en la expresion (5.1.10),

tenemos que

Jowi,wy) =

1
(6.2.2) = w[ — senBg(w;) + (i senh(w, + i) cos B — i senhw)itx(w;)

(i senhw cos B — i senh(w, + if3)) (g(WI) + itp(m) coshiw: + &) )] .

cosh w;
Sean
(6.2.3) Ai(w) = i[ senhw; cos 8 — senh(w, + iB)] cosh(w; + i)
y
(6.2.4) Ay(w) = i[ senh(w; + i) cos § — senhw;] coshw.

Entonces, la expresion (6.2.2) puede escribirse como:

Fowi, wa) {igw))l senh(w, + i) — senh(ws + iB)]

~ sen?Bcoshw
(6.2.5) P :

i (W1)AL (W) + T (w2) Ap(W)).
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Ahora, vamos a expresar el simbolo del operador de Helmholtz transformado (4.1.8) en términos

de w. Sustituyendo en lugar de z; y z, sus expresiones (6.2.1), obtenemos

Aw) = [ — senh®*w; — senh®(w, + iB)

sen?
+2 senhw; senh(w, + iB) cos 3 — senz,B].

Factorizando esta expresion, y usando férmulas de trigonometria hiperbdlica, obtenemos la sigu-

iente expresion equivalente

(6.2.6) .?V((W) = [( senhw; — senhw,)( senhw; — senh(w, + 2iﬁ))].

sen’f
Luego, la férmula (4.1.12) implica que la solucién del problema A en la variable w € X se expresa

como:
ig(wy)( senh(wy + i) — senh(w; + if3))
cosh w; A(w)

uww) =
(6.2.7)
iy (W)A (W) + Tlr(Wp)Ar (W)
cosh w A(w)

por (6.2.5). Luego, las férmulas (6.2.1) implican que la inclusion iiy(z;, z2) € L,(IR?) es equivalente
a la inclusion (w) € L,(Z, P(w)), donde

{f (W) : f |F(W)PP(w)ldw| < 00};
z

(6.2.9) P(w) = emikiwb,

(6.2.8) L)%, P)

Ahora necesitamos la siguiente estimacion del denominador en (6.2.7).

LeEmA 6.2.2. Sea A(w) definido por (6.2.6), entonces
(6.2.10) JAW)| = C(e" + )2, weX.

Demostracion. Ya que w, € C_g, entonces tenemos que wp = w), — i3, w, € Cy. De aqui

wi—wy B
2 2

| senhw; — senh(w, + 2iB)| = 2 senh( X

(6.2.11)

wi+w, B
h + =
cos ( > 2)

Como 7/2 < 8 < m, la dltima expresién nunca se anula para (wy, w’z) € Co X Cyp. Asi, de (6.2.11)

tenemos que para (wy, w}) € Co X Co:

(6.2.12) | senhw; — senh(wy + 2iB)| = Cexp{lw; — whl/2 + [wy + wjl/2}.
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Similarmente,

(6.2.13) | senhwy — senhwy| > Cexpflw; — wil/2 + [w; + w)|/2}, weZ.
De (6.2.6), (6.2.12) y (6.2.13) obtenemos que

(6.2.14) \A(W)| = Cexp{lw, — wj| + [wy +wh).

Considerando varias configuraciones posibles del par w; y w}, obtenemos la estimacion (6.2.10) de
(6.2.14) y de la desigualdad

(a* + b*) > C(a + b)*,

para ab > 0y algun C > 0. El Lema esta probado. [ |

Continuamos con la demostracion del Teorema 6.2.1. Sean
ig(wy)( senh(w; + iB) — senh(w; + iB))

(6.2.15) Vi(w) := costwr i)

y

(6.2.16) Vy(w) = (w)A (W) + Lvivz(Wz)Az(W).
cosh wi A(w)

Entonces,

(6.2.17) iw(w) = Vi(w) + Vo(w).

Probaremos primero que V(w) € L,(%, P). El Lema 6.2.2 y la definicién (6.2.15) implican que

3ow)I? et
f|V1(W)|2P(W)|dW| <c |2 L f |ldwa| | ldw .
z

el (el + elw2l)2

Co 8

Usando el Lema F.0.10 con b = 1 y n = 2 en la integral interior, obtenemos

1Zw))I?
f Vi(w)PPw)ldw < C f L < CallglEy ey
T Co

por la Proposicion 5.2.3. Demostraremos ahora, que la funcién V,(w) definida por (6.2.16) pertenece

al espacio L,(X, P). Este término es la suma de dos funciones A; y A,, donde

= (WA (W)
cosh wlfvl(w) ’

Demostraremos primero que A; € L,(Z, P). Por el Lema 6.2.2 y (6.2.3) se satisface la siguiente

(6.2.18) para [=1,2.

cota:
Ai(w) - C
coshw AW)| ~ il 4 ghval”

(6.2.19)
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De aqui, por (6.2.19)

f \A (W)[*P(W)ldw| <

(6.2.20)

2 il e

w1

Ci f i (wi)le T s
Co B

Estimando la integral interior con el Lema F.0.10, para b = 1 y n = 2, obtenemos

f|ﬂ1(W)|2P(W)|dW| <G f|M2(W1)| ldwi| < Csllgll?,- 245(R >

T Co
por (6.1.1). Consideremos ahora (6.2.18) para [ = 2. Probaremos que A, € L,(X, P). La féormula
(6.2.4) y (6.2.8) implican que

f [ Az (W) P(W)ldw] <

(6.2.21)

Iwil
2wl ¢
<C1f|uz(W2)| f(eIW1I+eIWzI)2| dwil|ldwl.

Usando el Lema F.0.10 con b = 1 y n = 2 en la integral interior, obtenemos

f|ﬂ2(w)|2P(w)|dw| < C2f|“2(W2)| ldwal < CallgllF-zee ey
Cp
por (6.1.1). Luego, (6.2.20) y (6.2.21) implican que ii,(w) € L,(Z, P) por (6.2.18). De aqui, por
(6.2.17) la funcidn &t(w) € L,(Z, P) y el Teorema 6.2.1 esta probado.






Capitulo 7

Sumabilidad cuadrada de las derivadas de la solucion.

En este capitulo demostramos que las derivadas de la solucion pertenecen al espacio de Sobolev
H* con s € [0, 1/2) usando las técnica de la Prueba de Schur y los espacios con pesos. La Proposi-
cién 7.7 es central en el trabajo.

7.1. Estimacion de las derivadas de la solucion en el espacio de Sobolev H?,0 < & < 1/2.

Esta seccion estd dedicada a la demostracion del hecho de que las derivadas de la solucién del
Problema C definida por (4.1.13)-(4.1.14) pertenecen a H(K™) cuando 0 < & < 1/2. Este hecho,
en conjunto con el Teorema 6.1.1 prueban que la solucién pertenece al espacio H'**(K™), para
0<e<1/2.

El siguiente Teorema corresponde al Teorema 6.2.1 para € = 0 (véase la demostracién en [26],
Problema C de la seccién 5).

TeoreMA 7.1.1. Existe C > 0 tal que para cualquier g € I—?‘\l//Z(IRJr) la funcion u(x) definida como
en (4.1.14) pertenece al espacio H'(K*), y

ol 1 (g +y < ||g||H7%(R+)-

Nuestro plan de trabajo es el siguiente: demostraremos que u(x;, x,) € H'**(K*) y [zl gree sy <
Cllgll-1/21¢» i g € H™'**¢ 0 < & < 1/2. Para esto es suficiente demostrar que (véase [25], seccién
5)

(7.1.1) ue LK), lullge < Cligllyg-eme
y
(712) 0x]u € HS(K+), ||8x1u||H‘°‘(K+) < C||g||H—l/2+g(R+) l = 1, 2

La afirmacion (7.1.1) se demostré en [26], (véase el Teorema 8.1). De esta manera, s6lo necesitamos
demostrar la afirmacién (7.1.2).
Notemos que

u= FolLJi)] e SRY, 1=1,2

59
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por el Teorema (6.1.1). Introducimos las siguientes distribuciones del espacio S’ (IR?):

Ui(x1, x2) = 0y up(x1, X2) — ua(x2) X 6(xy),

x=(x1,x) € R*
Uas(x1, x2) = Oy, uo(X1, X2) — ui(x1) X 6(x2),

(7.1.3)

aqui u esta definida como en (2.2.7).

Lema 7.1.2. Se satisfacen las siguientes identidades:

Uz(xl,)Q)‘K+ =0,u(x,x), xe€K' 1=12

Demostracion. Notemos que de (4.1.14) se sigue que
O, (X1, x2)|1(+ = 0y u(x;,x2), x€K.

Ademas,
() X 6(0x1)| =0

ya que supp ux(x;) X 6(x;) C IR,,. De aqui, se sigue la afirmacion para U, es. La afirmacion para

U, se prueba de manera similar. [ ]

El Lema 7.1.2 y (7.1.2) implican que, para probar el Teorema 7.1.1 para € € (0, 1/2), es suficiente

probar la siguiente proposicion:
Prorosicion 7.1.3. Para 0 < & < 1/2, se satisfacen las siguientes inclusiones y estimaciones:

(7.1.4) Uy € HAR?), Ul < Cligliiosemey, 1= 1,2.

El resto del capitulo esta dedicada a la demostracion de esta proposicion. Demostraremos (7.1.4)
para [ = 1. El caso [ = 2 se analiza de manera similar. Para realizar este plan, necesitamos una
representacion apropiada de la transformada de Fourier-Laplace de la funcion U,. Esto lo haremos

en la siguiente seccion.

7.2. Reduccion a las variables w

Para demostrar la Proposicion 7.1.3 necesitamos probar que
U e FH(R?), O0<e<1/2, [=1,2.

donde el espacio FH*(IR*) denota el espacio de la transformada de Fourier del espacio H*(IR?), i.e.

FHY(R?) := qg iflé(z)|2(1+lzl)28dz<°° ;
RZ
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con la norma (1.1.4). Para nosotros es conveniente reescribir este espacio en términos de la variable

w := (w;, w,) conectada con (z1, z;) mediante las féormulas (véase (5.1.1))
(7.2.1) 71 := senh wy, 7, := senh (w; +10).

ParaX = CyXxC_p C €, con C, definida en (5.2.8). De ahora en adelante denotaremos a la funcién
f(2), z € IR* como f(w) después del cambio de variable (7.2.1). El simbolo A(z) en estas variables
se escribe como

(7.2.2) A(W) = |(senh w; — senh wy)( senh wy — senh (w, + 2iB))|

sen 283

por (4.1.8). A continuacion describiremos el espacio F H?(IR?) en las variables w = (w1, w,) € X.

DEFINICION 7.2.1. Para € € R definimos el espacio

L,(%.P.) = {f(W) : f FOWPPL(W)ldw] <oo},
z

donde
(723) Pg(W) .= e|W1|e|W2|(eZSIW1I + 62€|W2|)’

con la norma

Iz, z.p,) = f |F(W)PP(w)ldw.
z

Lema 7.2.2. Sea € € R. Entonces

fQ EFH RY) o  f(w) e Ly(Z.P,).

Demostracion. Por (7.2.1) es suficiente probar que existen Cy, > 0 tales que:
(7.2.4) Ci(&M + M) < (1 +[2))° < Co(e*™! + M), weX.
Ya que para algunas C;, > 0 se cumple que:

Ci(" + ") <1+ < Ca(e™ + ™), weX
entonces las estimaciones (7.2.4) se siguen de las desigualdades

Ci(d* +b*®) < (a + b)* < Cy(a®* +b*), a,b>1.

DEeFINICION 7.2.3. Definimos la funcion
(7.2.5) Ui(w) := Ui(zi(w1), 22(w2)), W = (Wi, wy) € X,

con U, y z;, definidas en (7.1.3) y (7.2.1) respectivamente.
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El Lema 7.2.2 implica que la Proposicién 7.1.3 es equivalente a la siguiente:

ProrosiciON 7.2.4. Para € € (0, 1/2), se satisface la siguiente inclusion y estimacion:

(7.2.6) Uiw) € Ly(Z, P,),  [[lUWyz.py < Cliglla-1720sr).-

7.3. Representacion para la funcion U,

Lema 7.3.1. La funcion U, definida por (7.2.5) admite la siguiente representacion:

(7.3.1) Ui(z) = U@+ Uia(z), z=(21,220)€C xC
donde
iz sen BE(z1) + sen *Biy(zr)
(732) Ul,l(Z) = sen 2,85((2)
(733) — [Zlftl(Zl) = szt2(Z2)](Zl cos B —22)
. 122) =

sen 2BA(z)

Demostracion. De (7.1.3) y (4.1.12) se sigue que

~ . h@
Ui(z) = - - .
1(2) = —iz1 AR i2(22)
De aqui, utilizando (4.1.8)-(4.1.9) y reordenando los términos, obtenemos
. 1
Ux) = m[izl sen B3(z1) + (22 cos B — 2,2,)ii1 (1)

+ (5 —zi122c083 + sen Z,B)ﬁg(zz)].
Esta expresion puede escribirse como (7.3.1). [ ]

Ahora representaremos esta funcion en términos de la variable w € X.

LemA 7.3.2. La funcién U, definida por (7.3.1) admite la siguiente representacion en la variable

w:
(7.3.4) Ui(w) := U(z1(w1), 22(w2)) = B1(W) + Bo(W) + B3(W), WEX
donde
__ (isen B senh w + tanh w;B(W))g(w)
(7.3.5) Bi(w) := sen 2BAW)
(7.3.6) By(w) := 120%2)

A(w)’
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lt,(wy) cosh(w; + iB) senh w; — Uy(W,) cosh wy senh (w, + i)

(7.37) By(w) = B(w) sen 2B cosh w| A(W)
con
(7.3.8) B(w) := senh w; cos 8 — senh (w; + 10).

Demostracion. Sustituyendo (7.2.1) en (7.3.2) y (7.3.3) obtenemos

i sen B senh w;&(w;) + sen 2Bl (w,)

(7.3.9) Upi(w) = sen 2BAW)
_senh wd;(wy) — senh (ws + iB)lr(W3)
Uip(w) = sen 28AW) B(w), wezx.

Expresando la funcién i, a través de la funcion it,, mediante (5.1.10) tenemos que

senh w; cosh(w; + iB)l,(w;) — senh (w, + i) cosh W1ﬁ2(W2)B

Uiaw) = sen 2 cosh w A(w) W)
(7.3.10)
tanh w;g(wy)
————B(w).
sen 2BA(W) (W)
Ahora, (7.3.4) se obtiene de (7.3.3) por la suma de (7.3.9) y (7.3.10). |

Este lema, junto con el Lema 7.2.2, implican que, para probar la Proposicién 7.2.4, es suficiente

demostrar el siguiente:

Prorosicion 7.3.3. Se satisfacen las siguientes inclusiones y estimaciones:

(7.3.11) Bie L% P, [Bllnzr < Clighveme, 1= 1,23,

El resto del capitulo estd dedicado a la demostracion de esta afirmacion.

En la siguiente seccion se demostrara (7.3.11) paral =1, 2.

7.4. Estimacion de las funciones B; y B, en el espacio L,(X, P,)

Prorosicion 7.4.1. La funcion By definida por (7.3.5), pertenece al espacio Ly(Z, P,), y

IBillzocz.p.y < ClIgll-1720e ).

Demostracion. De (7.3.8) se sigue que
(7.4.1) IBw)| < C(e™ + &™), wex.

Por lo tanto, por (7.3.5) tenemos

(e + e g(wy)|
A(W)

|Bi(w)] < C , WeZX
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De aqui, de la Definicion 7.2.1 y el Lema 6.2.2 obtenemos la siguiente estimacion

|dW2| dW] .

f eleI(eZSIWH + 828IW2|)

2 % 2 lwil
<
1B1llz, s P, < Ci f|8(wl)| e e2wil 4 2w
Co

-8

Sea w, = x — i3, x € R. Entonces

P X ,2elwi] 2ex
) . ) e*(e + e°Y)
||BI||L2(2,P8) SC2f|8(W1)| e f dx|dw.
Co

€2|W1| + er
0

Usando el Lema F.0.11 del Apéndice F con p = 1y n =2, tenemos que

2 v 2 2 2
||B1||L2(Z,P£) < C3 f|g(W1)| e 8|W1|dwl < C4||g”H—l/2+a(R+)
Co

por la Proposicion 5.2.3. [ ]

Ahora, estimamos ||Bs||.,x.p,)-
Prorosicion 7.4.2. La funcion B, definida por (7.3.6) pertenece al espacio Ly(Z, P,), y

IBallyz.p) < ClIgllp-1720eR).

Demostracion. De (7.3.6), la Definicion 7.2.1 y el Lema 6.2.2 obtenemos

wil( p2elwil 2wy
2 . 2 ol e"l(e +e )
IBallZ, 5.5,y < C f liia(w2)e f W [ldwal
Cp Co

Por el Lema F.0.11 del Apéndice F con p = 1 y n = 4, tenemos que

2 - 2 (26-2 2
IBally, s, p,) < C2f|M2(W2)| e dwy| < ClIgIT - ne e
Cp

por (6.1.1). [ |

Las siguientes secciones estan dedicadas a la demostracion de la estimacion (7.3.11) para [ = 3.
Esta parte es técnicamente mas complicada, ya que esta estimacion no se sigue directamente de la
cota (6.1.1) como en el caso de las funciones B ,. Por lo tanto necesitamos usar una representacion
integral para la funcion it,(w) la cual se sigue de (5.5.1) y (5.4.2). Sin embargo, esta representacion
integral tampoco es suficiente, porque el kernel decrece lentamente hacia la diagonal de £ : w; =
w,. De esta manera, necesitamos descomponer el kernel en la suma de dos kernels uno de los cuales

decrece rapidamente hacia la diagonal. Esto se hace en la siguiente seccion.
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7.5. Descomposicion de la funciéon B;

Iniciamos esta seccion introduciendo las siguientes notaciones. Sean:

(7.5.1) a a(wy —in/2) = a(w —in/2)

alwy —in/2) = a(w, —in/2)

a
donde @ y a(w) estan definidas en (5.4.1). También, para w = (w;,w,) € £y w’ € Cy, definimos la
funcién
tanh w; senh 2a; tanh(w, + i) senh 2a,

7.5.2 R(w,w') =
( ) ( ) cosh’ b — cosh® a; cosh® b — cosh® a,

con b definido como en (5.4.1).

Lema 7.5.1. La funcion B definida en (7.3.7) admite la siguiente representacion:
i B(w)

(7.5.3) Bs(w) = @m fR(W, w’)g’(w' + i7T/2)dW,, wEZ2.
Co

Demostracion. De (7.3.7) se sigue que
B(w)

|Bywi) = BY(wo)|, w=(wi,wy) €2

donde
Bl (wy) = cosh(w; + i) tanhwyit,(wy), B (wy) = senh (W + iB)lUr(W2).
Sustituyendo la expresion (5.5.1) para la funcién i1, en estas desigualdades, obtenemos

Bi(wy) = tanhw\T(w; +iB — in/2), wi € Co
BY(wy) = tanh(w, +iB)T(w, +iB —in/2), w, € C_p.

Ya que w; € Cpy 8 > m/2, entonces wy + i3 — in/2 € Hfﬁ. Por lo tanto, la afirmacion iii) del
Teorema 5.4.1 implica que
i tanh w; senh Qa(w, + 18 —ir/2)) .

Bi(w)) = —— w +in/2)dw’.
3(071) 48 5 cosh? b + senh 2(a(wy +iB — iﬂ/2))g( /2
0

Similarmente, como w, € C_gy 5 > /2, entonces w, + i —in/2 € H€ 5 De aqui, la afirmacion iii)

del Teorema 5.4.1 implica

i tanh(w, + iB) senh Qa(w, +168 —in/2)) | '
gw

BI/ w -
$0%2) 48, cosh®b+ senh 2(a(w: + 6~ ir/2)
0

+im/2)dw’.

Ademads, de (5.4.1) se sigue que

senh Qa(w, + 18 — in/2)) = — senh Qa(w; — ir/2))
senh 2(a(w; + 1B — in/2)) = — cosh?(a(w; — ir/2))
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De esta manera, para w; € Cyp y w, € C_g, tenemos

: tanh h2
Byw) = -—— O 5w + ix/2)dw
4[3C cosh” b — cosh”(a(w; — in/2))
0
; tanh(w, + iB) senh 2
B () : anhGwy + B senh 2a, oy ini2yaw.

_@ s cosh? b — cosh?(a(w, — in/2))
0

Sustituyendo estas dos expresiones en (7.5.4), obtenemos (7.5.3), por (7.5.2).

Necesitamos la siguiente representacion para la funcién R.

Lema 7.5.2. La funcion R definida (7.5.2) admite la siguiente representacion:

(7.5.5) Rw,w') =Ri(w,w) —R(w,w), weZ weC
donde,
(7.5.6) R, (W, w') cosh? b[tanh w; senh 2a, — tanh(w, + iB) senh 2a,]
. S W)=
: (cosh? b — cosh? a;)(cosh? b — cosh® a,)
Ro(w. W) cosh? a, tanh wy senh 2a,
W) =

? (cosh? b — cosh? a;)(cosh? b — cosh? ay)

(7.5.7)

cosh? ¢, tanh(w, + i8) senh 2a,
(cosh? b — cosh? a;)(cosh? b — cosh? az)’

con ay, definidas por (7.5.1) y b definida por (5.4.1).

Demostracion. De (7.5.2) se sigue que

(cosh2 b — cosh? a,) tanh wy senh 2a,

(cosh? b — cosh? a;)(cosh? b — cosh? ay)

R(w,w")

(cosh? b — cosh? a;) tanh(w, + i) senh 2a,
(cosh? b — cosh? a;)(cosh? b — cosh? ay) '
De aqui, se satisfacen (7.5.5)-(7.5.7). Sean
i B(w)

(7.5.8) By (w)yi=———— fﬂl(w, wHgW +in/2)dw’, [=1,2.
i 4 2
B sen 2BLA(W) J

Entonces, el lema anterior implica
B3 = B3 — B3).
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Por lo tanto, para probar que Bs € L,(Z, P,), es suficiente probar que
(759) Bg’[ < Lz(z,Pg), [=1,2.

Demostraremos primero (7.5.9) para k = 1. Resulta que para probar esto, es mds conveniente
representar la funcién B;; como un operador integral de L,(Cy) — L,(X) y después usar la Prueba
de Schur (véase el Teorema 6.2 de [5], la seccién 9 de [26] y el Lema G.0.17 del Apéndice G).

Terminamos esta seccion dando esta representacion.

DEFINICION 7.5.3. Paraw € X y w’ € Cy, definimos la funcién K; como
i By(w)

7.5.10 Kiww)=—— R (W,w

(7.5.10) W) = e R

donde R; esta definido en (7.5.6), y

(7.5.11) By(w) := B(w)e™™'P2(w), wex

con B definida en (7.3.8) y P, definido en (7.2.3).

Corovrario 7.5.4. Se satisface la siguiente representacion:

B3 (W)PL*(w) = le(w, wHCW)dw', weX
Co
aqui
L) = 3w +in/2)e™!,  w e C,.

Lema 7.5.5. Supongamos que el operador integral K, con kernel Ki(w,w") es acotado como un

operador del espacio L,(Cy) en el espacio Ly(X). Entonces, existe C > 0 tal que

(7.5.12) 1B3.1llz,2.p,) < ClIgllg-11242 v %)

Demostracion. Obviamente,

2 1/2 2
||B3,1(W)||L2(2,P5) = ||B3,1(W)Pg/ (W)”LZ(Z)

por la definicién 7.2.1. Por hipétesis y el corolario 7.5.4, tenemos

2 2 2
||B3,1||L2(2,p8) < ”(](1||L2(Co)—>L2(2)”§”L2(Co)'

Ya que
1217 o) = f B+ in/2)P e ldw’ < Cligl-12ege,
Co
por (5.2.9) con @ = &/2. De aqui se sigue la estimacion (7.5.12). [ ]

En la siguiente seccién probaremos que el operador K : L*(Cy) — L*(Cy) es acotado.
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7.6. Estimacion de la funcion B;; en el espacio L,(Z, P,)
El Lema 7.5.5 implica que, para probar que la funcién B;; € L,(Z, P.) con la cota (7.5.12), es

suficiente verificar la acotacién del operador K : L,(Cy) — Ly(X). Para este fin, usaremos la
prueba de Schur (véase el Lema G.0.17 del Apéndice G). Es decir, probaremos que

(7.6.1) flKl(w, w)lldw| < C w' € Cy
D

y

(7.6.2) flKl(w, w)ldw <C wez.
Co

7.6.1. Estimacion de la integral sobre X.

ProposiCION 7.6.1. Se satisface la estimacion (7.6.1).

Demostracion. Por la definicién (7.5.10) tenemos

Bi(w)

(7.6.3) IKi(w,w)| < C AW

R W)
De (7.5.11), (7.4.1) y (7.2.3) se sigue que
|B4(W)| < Cle—SIW’I(eIWH + eIWzI)(eSIMI + eSIWzI)eIWH/ZeIWzI/Z.

De aqui, tomando en cuenta la estimacién 6.2.10, obtenemos

Bi(w)
Aw | = Cae 22wl 4 g2l

Por otro lado, (7.5.6) y el Lema F.0.13 del Apéndice F implican

—slw’l(eglml + eflmaly(@3l/2+wal/2  plwil/243Iw2l/2)

(7.6.4)

(62<1\w1| + el(llwzl)

(eZOzIw’I + eZarlel)(eZOzlw’l + eZaflwzl)'
Sustituyendo (7.6.4) y (7.6.5) en (7.6.3), obtenemos

(eSIW1| + eSIWzI)elmI/ZeIWzI/Z(elm| + eIWzI)

(e2ml 4 g2w2l) (20| 4 g2alwal)

(7.6.5) R (W, w')| < Ce*=oI

K1 (W, w)] < Cermol

e2alwn + 62&|W2|

(eZLZIw/I + eZ(t\wll)(eZLrlw/l + eZaIwzl)'

Ademids, tomando en cuenta las siguientes desigualdades:

Ci(@a"+b")<(a+b)y <Cya +b"), ab>1, x>0
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para algunas C;, > 0, la estimacion anterior puede escribirse como:

Wil/2 plwal /2T H(e+2a=1)wi] (&+2a—1)|wo|
L +e ]
| < Qa—e)w|
(766) |K1(W,W )l <Ce (eZCL/|W’| + e2“|wll)(e20|w'| n e2(l|W2|)
De aqui
[ 1w Wl < i) + 100)
)
con
o] (E+20=1/Dlwi] ghwzl /2
N — a—&)lw
(7.6.7) L(w)=e f(62a|w'| + e2abvily(2alw'| 4 erZIWzI)dW
b3
Qa—-e)w'| eM1172 p(e+2a=1/2)lwa]
7Yy — a—¢g)lw
(768) L(w') =e f(eZ(llwl + 62(1|w,|)(620|w/| " QZ(IIWQI)dW'
b3

Primero consideraremos la integral /;. Ya que X = Cy X C_g, tenemos

, e|w2|/2 e(s+2a/—l/2)|w1|
Li(w) = e(za_s)lwlf f dw; | dw.

eZaIw’I + eZ(zlwzl eZaIW'I + eZalel
Cp Co

Sean x = Re wy, y = Re w,. Entonces,

o o2 P e+ 20-1/2)x
L(w') < Cel2oM f f dx|dy.

eZaIw’I + eZay eZaIw’I + eZozx
0 0

Por el Lema F.0.12 del Apéndice F con b = ¢ + 2a — 1/2 y n = 2a, obtenemos

e?

——d
e2(t|w’| + eZay Y

II(W/) < Ce(Za—l/Z)lw’lf

0
ya que € < 1/2. Por la misma razon, el Lema F.0.12 del Apéndice Fcon b = 1/2 y n = 2a implica

C,

’ Qa-1/2w|____ L2
(7.6.9) L(w) <Cie e(—1/2+2a) | =

Cs, w e C().

Ahora consideremos la integral ;. Ya que la integral I, puede escribirse como la integral /; después
del cambio de variable [w;| < |w,| (véase (7.6.7) y (7.6.8)), entonces (7.6.9) implica

(7.6.10) Iz(W/) <C, w e Co.

Por lo tanto, (7.6.9) y (7.6.10) implican (7.6.1). La proposicion 7.6.1 se ha demostrado. |
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7.6.2. Estimacion de la integral sobre C,.

ProposICION 7.6.2. Se satisface la estimacion (7.6.2).

Demostracion. De (7.6.6) se sigue que

el2a—e)w'|

[Ki(w, w)| < CK3(W) (€201 4 galwily(g2alw| 4 2alwal)’ wex

donde,
K3(W) =
(7.6.11)

(eZCvIWlI + eZQIW2|)(eSIW1I + eslwzl)(e3|W1|/2+|W2|/2 + e|W1|/2+3|W2|/2)

2wl 4 @22

Entonces, paraw € X
Ix, (W) = flKl(Wa w)lldw’|
Co

(7.6.12)

o e(ZQ—s)w’
’
< CK3(W)f (eZ(xw’ + eZ(IlWl\)(elww’ + 62(¥|W2|)dw '
0

Pasando a coordenadas polares:

(7.6.13) el =rcose, " =rsenq, 1<r,0<gp<n/2

y haciendo el cambio de variable ¢>**" = r?*y, obtenemos

Ig, (W) <
(7.6.14) — e f u-el2
CK;(r, a=e du, cs
3(7" 90)7' (l/t'f‘COSza ()0)(1/!+ sen 2“‘,0) u w
1/}’2”
donde
(7.6.15) Ki(r,p) = r*(cos® ¢ + sen 2%p)(cos® ¢ + sen °p)

1/2

cos'’? ¢ sen 2p(cos ¢ + sen @)

por (7.6.11). Para estimar la integral (7.6.14) consideraremos dos casos: cerca y lejos de la diagonal
{p =n/4}.

Sea 0 < 6 < /4.

I) Sea ¢ € [0, /2 — 6]. Notemos que de (7.6.15) se sigue que

(7.6.16) Kx(r, ) < Cr** ¢ e (0,7/2).
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Por otro lado, existe una constante Cs > O tal que
lu+cos®™ | >u+Cs, |u+ sen*¢|>u+Cs, ¢el[6,nr/2-07l.

De aqui, por (7.6.14) y (7.6.16), se sigue que

—8/2(}’
IKl(w)<C’f( C5)2 <Cy, r>0

1/,-2(1
yaque &/2a < 1 por (5.4.1).
II) Sea ¢ € (0,6] U [n/2 -0, m/2). En este caso usaremos otra representacion de la integral (7.6.14).
Supongamos que ¢ € [0, 6]. El caso ¢ € [n/2—-6, /2] se analiza similarmente. De (7.6.12), (7.6.13)

2aw’

y usando el cambio de variable e = u, se sigue que

6 o0 u_g/Z(y J P u—a/Za
7617 I < CKy(r, U+7r22cos2 o | w4+ r2 sen 22
( ) k(W) < 4(r, ) fu + 120 cos2 u fu + r2 gen 22
1
donde
K
(7618) K4(r, (p) = 3(’", ‘)0)

r2(sen 22¢ — cos2® @)’

Consideremos la primera integral del lado derecho en (7.6.17). Sea u = r**(cos>® ¢)t, entonces
P —-&/2a P t—s/Za C
(7.6.19) f — du=rCcosty f dr < =L
U+ r2® cos?® ¢ 1+t ré
1 (rcos p)~2a

yaquer>1,¢ € (0,0]y o6 < m/4. Por otro lado, por la misma razén, existe Cs > 0 tal que
cos’™ g — sen *"¢ > Cs5, ¢ €[0,5].

De aqui, por (7.6.15) y (7.6.18), se sigue que

(7.6.20) K4(r,¢) < Csr® sen 2.

Por lo tanto (7.6.19) implica que

—s/2a
(7.6.21) Ka(r, 9) f —  _du<C, ¢e(0,0]

U+ r’®cos® ¢

Consideremos ahora la segunda integral del lado derecho en (7.6.17). Sea u = r**( sen 2?p)t,

u—s/Za t—£/2a/ sen —8(10
—— du=r%sen? dt<C .
fu+r2“sen2“go ¢ 1+t ré

1 (r sen ¢)~2

entonces
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De aqui, por (7.6.20) se sigue que

—8/2(1/
(7.6.22) Ky(r, cp)f e —————du < Cjsen 1272 < Cs
u+ r-® sen “%¢

ya que € < 1/2. Sustituyendo (7.6.21) y (7.6.22) en (7.6.17) obtenemos
Ig, (W) <Cs5, WEX

para ¢ € (0, 6]. La Proposicion 7.6.2 ha sido probada.

7.7. Estimacion de la funcién B;, en el espacio L(X, P,.)

TeorEMA 7.7.1. La funcion Bs, definida por (7.5.8) pertenece al espacio Ly(Z, Pe), ¥

(7.7.1) 1B32ll,z.p,) < Cligll

H 2+‘C(R+)
Demostracion. Por (7.5.8) con [ = 2 y la definicién 7.2.1 tenemos

JwW) = |Bssll,zp,) <
2

(7.7.2)
f Ro(w,w)gw' + in/2)dw'| P.(W)dw.

B(w)

La desigualdad de Cauchy—Schwarz y (5.2.9) implican que
2

I%WWMW”WMWSM%MMIRMWWﬂMW.
C

De (7.5.7) y los Lemas F.0.13 y F.0.14 del Apéndice F, se sigue que

e4QIW1|e4ttIW2I(e—4\W1I + €—4|W2|) + (64QIW1| + e4crIWz|)

N 2
<
IRZ(W’ w )| <C (e4w|w’| + e4(x|w1|)(e4wlw’| + e4a|wz|)

Por lo tanto
2

f&mW%wwmmww<cmmﬂwﬂwwwm
Co

—2glw’|
e
~4jw1] ~4lw| ) dalwi| 4 pdaiwsl ]
(€ te ) + (e te ) f (e4a\w’| + e4a|w1|)(e4a/|w’| + e4a/|w2|)dw

Ya que

—2¢lw’| C
- - dw' £ ——
(e4w|w| + e4(x|w1|)(e4alwl + e4<Y|W2|) e4(l|w1|e4a|wz|
Co
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entonces
2

fRz(W, wHEW' + in/2)dw’ SCIIglIH_
Co

Aalwil Aalws|
bl il (€7 H €M)
Ly . |€ +e +
27¥(R"Y) ealwi| ghalws|

Ademas, de la desigualdad:

etawil o pAalwal

eelwi| gdaiws| < 6_4“|W1| + e_4a|W2|’ wi €Co, Wy € C—,B
obtenemos
2
A% ’ . ’ =2|wi] —2|wo|
(7.7.3) fﬁz(w,w )EW +in/2)dw'| < CIIgIIH,%+£(R+)(e + e w2 )
Co
Por otro lado, (7.4.1) y el Lema 6.2.2 implican
B(w) |? C
(7.7.4) Aw) < Sl 3 g2l
Sustituyendo (7.7.4), (7.7.3) y (7.2.3) en (7.7.2), obtenemos
elWlIeIWzI(e2SIW1I + 62€IW2|)(6—ZIW1I + e—2|W2|)
JOW) < Cllgll e f T e dw.

b3
Asi,
(1.7.5) JW) < Clgll g g [D1 (W) + To(w)]
con

e i Ielwzl(eZSIWll + 628|W2|)
(7.7.6) Ji(w) = f 22wil 4 g2iwal dw, weX

b

elWlle—IWzl(EZSIWH + e28IWz|)

(7.7.7) Jo(w) = f 2wil + 2wl dw, WwEeZX.
b

Primero consideraremos la integral J;. Por la definicion de %, la integral se escribe como

wal (28wl | p2elws]
Jl(w):fe‘“”' fe (e ¢ )a’wz dwy.

il 4 g2l

Co 8

Sean x = Re w; y y = Re w,. Entonces

[e9) (o)

V( ,2EX 2¢ey
JI(W)SCfe_" fwdy dx.

e + e
0 0

73
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Por el Lema F.0.11 del Apéndice F con p = 1y n = 2, obtenemos

(o)

1
e E)X
0
ya que € < 1/2. Ahora consideremos la funcion J,. Ya que la integral J, puede escribirse como la
integral J; después del cambio de variable |w| & |wy| (véanse (7.7.6) y (7.7.7)), entonces (7.7.8)

implica
(7.7.9) H(w)y<C, wekZ
De esta manera, (7.7.8) y (7.7.9) en (7.7.5) inmplican (7.7.1). El Teorema 7.7.1 se ha demostrado.



Capitulo 8

Conclusiones

En este trabajo se llena un “hueco” en la teoria del problema de Neumann en dngulos planos
convexos arbitrarios en los espacios de Sobolev. Especificamente, demostramos que el problema
es correcto en el sentido de Hadamar, es decir, existe una tnica solucién que depende continua-
mente de los datos de frontera en el espacio H® con s € [0, 1/2). Anteriormente, el problema se
resolvid solamente para s = 0. Este trabajo, es una regularizacion de la solucion, que permite for-
mular algunas condiciones de compatibilidad para los datos de Neumann en el caso del espacio
de Sobolev con s > 3/2. De los problemas abiertos que se quedan alrededor de este tema es el
problema de Dirichlet para el cual no aplican los métodos del problema de Neumann (no resulta

claro la manera de reducir el problema diferencial al problema algrebraico).
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Apéndice A
Resultados auxiliares de la teoria de los espacios de Banach

A.1. Un embedimiento continuo

ProposiciON A.1.1. Sea i : B — A un embedimiento continuo e inyectivo del espacio de Banach B
en Ay sea C el subespacio lineal del producto cartesiano A X A consistente de los pares (a,,a,) €

A X A tales que a; — a, € B equipados con la norma

(A.1.1) l(ar, ax)llc = llailla + llazlla + lla; — axlls.

. . . . ’ /
Entonces, cualquier funcional lineal continuo ¢ € C puede representarse en la forma:

(A.1.2) ¢ =),by), con bi,eB y bi+b,eA,
tal que
(A.1.3) (¢, c) = (b}, ay — a) + (b}, + by, az), Y c=(a,a)eC.

La norma candnica en C' es equivalente a:

(A.1.4) <’ = b lls + 11851 + 116 + byllar.
OBSERVACION A.1.2. De (A.1.3) se sigue que

(A.1.5) (c' ¢y =(by,a, —ay) + (b} + by, ay).
Ya que,

(by,ar —ay)y + (b} + b, ar) = (b}, a, —ay) — (b} + by, an — ay) + (b} + b}, az)

= (b}, a1 — ax) + (b} + b, a»).

Demostracion de la Proposicion A.1. 1. Definimos el espacio
By :={(b},b) e B X B :b} +D, € A’}

I. Demostraremos que cada elemento de este espacio pertenece a C’, si definimos la accion de
los elementos de B} en C como en (A.1.3). Probaremos primero la linealidad. Sean ¢ := ad + e,

77



78 A. RESULTADOS AUXILIARES DE LA TEORIA DE LOS ESPACIOS DE BANACH
d=(d,dy)ye=(e,e)cond,, e;, €A. Demostraremos que
(A.1.6) (c,ad + ey =a(c’,d) +(c’,e), (' =(b},b)).
De (A.1.2) y (A.1.3) se sigue que
(¢'sad+e) = ((D},D)),(ad, + ey, ad; + e3))

(b, (ad; +e; — ad, — e2)) +{(b] + D)), (ad, + e;))

(A.1.7) (b, dy) + (b}, er) —alb|,dr) — (b}, ex)+

(b, do) + a(by, dy) + (b)), e2) + (D, €2)

= (b, dr) + (b}, e1) + (b}, dy) + (b}, €2)
Por otro lado, la parte derecha de (A.1.6) se escribe como

alc’,d)y +(c’,e) = al(by, D)), (dr,dr)) + (b, D)), (e1, €2))
= a(b),d| — dy) + a{(D}, b)), dr)+

(b, (e1 = e2)) +{(b] + b)), e2)
(A.1.8)
= a(b},d) — (b}, dr) + a(b, d>) + (b, dr)+

(b}, e1) — (b, e2) + (D}, €2) + (b)), €2)

= abl,dy) + (D), dr) + (b}, e1) + (b}, e2)
Luego, (A.1.7) y (A.1.8) implican (A.1.6).
Ahora demostraremos que el funcional ¢’ dado por (A.1.3) es continuo en la norma (A.1.1). Sea
¢ =(aj,ay) € Ctal que ¢ = ||(a;, ay)|lc < 1. Entonces, por (A.1.1) tenemos que

lalla < 1, laalla <1, 'y llai —aallg < 1.
Esto implica que
K¢, ) = Kb, ar — ax) + (b} + by, a0)| < 1Byl + 1D} + Dllar,

yaque by € By b} + b, € A’ por (A.1.3). Por lo tanto, ¢’ es acotado sobre la bola unitaria, y en

consecuencia es continuo sobre C. De esta manera demostramos que el espacio B/ pertenece a C’

(en el sentido algebraico).
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II. Probaremos que C’ pertenece a B}. Primero demostraremos que C es isomorfo a B X A. Sea
I: BX A — C definido como:
I(b,a) =(a+b,a) € C.

Obviamiente, / es inyectivo, suprayectivo e
(A.1.9) (a1, @) = (a1 — az, an).
Ademads, I es continuo en la topologia producto B X A. En efecto, de (A.1.1) se sigue que

l@a+b,allc = lla+blla+llalla + 116l < 2llalla + 11blla + 116l

< 2llalla + Clibllg,

yaque i : B — A es continuo. Esto implica que / es continuo. Sea ¢’ € C’, entonces ¢’ o I es un
funcional lineal continuo sobre B X A. Por lo tanto, existen y son tnicos b’ € B’, a’ € A’ tales que

¢’ ol =(b',a’). Ahora definamos la transformacion j : C’ — B/ como:
J(c") = (a}, ay),
donde
ay=b, ay=d-".
Es claro que j(c") € B}, j es lineal e inyectiva .

Demostraremos ahora (A.1.3). Para ¢ = (a;,a») € C, (A.1.9) implica que

(c'yey = (co,LI''(c)) =({coi, (a1 —ayar)y ={(b,d), (a1 — ar, @2))

= (V' (a1 —a)) +(d',ax) = (a}, a1 — ax) +(a, + a}, az),
por (A.1.1). De esta manera cada funcional de C’ se representa en la forma (A.1.2)-(A.1.3). De
aqui, C’ C B].
III. Demostraremos la equivalencia de la norma candnica en C’ y la norma (A.1.4). Sea 8 =
{(a1,a2) € C : ||(a1, ar)llc < 1}. Notemos que

Ic'lle: = supKby, a1 — az) + (b + D), ax)| < sup (b, D)l
8 Iblls<1
(A.1.10) +  sup [(b] + bY, a)| < ||b)llpr + 116} + Bhla

llalla<1

IA

Ibls + D515 + 1I(bY, DY)l

Por otro lado,

(A.1.11) bl < Csup Kb}, ar — az) + (b} + b}, az)l,
B
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donde C es tal que

llaills + llailla < Cllaills

(dicha C existe, puesto que el embedimiento i es continuo).

En efecto, sea a, = 0y a; € B, entonces

supb, a1 — ap) + by + by, a)l = sup Kb, ay)l
8 llarllg+llarlla<1
, L,
> sup |<baal>|:E|lb1”B’-

[laillp=1/C

Similarmente, usando (A.1.5), obtenemos que
165l < Csup b}, a1 — az) + (b} + b}, an)l.
B
Estimemos ahora [|b] + b)||4-. Sea a; = a, € A. Entonces,

sup (b}, a1 —az) + (b} + by, ax)l > sup (D) + D, ar)l
3 lalla<1/2

(A.1.12)
= 1/2|Ib} + b3lla.
Luego, (A.1.11)-(A.1.12) implican que existe C; > O tal que:

(A.1.13) sup Kby, a1 — ax) + (b} + by, a) > Cl(llb'lllgf +11b3llp + b} + b'zllAf)-
B

De aqui, (A.1.10) y (A.1.13) prueban la equivalencia de las normas.

A.2. El operador de la continuacién impar

Lema A.2.1. Sea ¢ € D(R) y e(p) definido como en (2.2.1). Entonces e(p) € f—IvS(]RJ’)para s<1/2.

Demostracion. (I) Primero consideraremos el caso s = 1/2. Notemos que:

1. ¢* € H'2(IRY), ya que ¢*(x) = ¢(x) L YPE D(R) c H'2(R).

2. ¢=(x) € H'*(R"), ya que ¢~ (=x) = p(=x) o Y90 € DMR) € H'(R).
3. Por el Lema 1.1.16 nos falta demostrar que

(>

fwwmww<m

|x]
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Notemos que e(¢) € C(R) N Cy (ﬁ) por (2.2.1). Esto implica de manera similar a (1.2.5) que
e(p)(x)
X

=0(1), cuando x — O+,

ya que supp @ es compacto.

(IT) Supongamos ahora que s < 1/2. Encontraremos la derivada ¢’(x) en el sentido de D(IR). Por
las reglas de derivacion generalizada (véase p. e. [6]), obtenemos que

¥'(x) = (' (0} + [Y(0+) — Y (0-)]6(x),

donde
v (x), x>0

{¢(x)}:{ N

y 0(x) es la funcién de Dirac. De (2.2.1) se sigue que
Y(0+) = ¥ (0-) = 9" (0+) — ¢~ (0-) = (0) — ¢(0) = 0.
Por lo tanto,

Y'(x) = (' (0} € L'(R).

Esto implica que
(A.2.1) W(x) + ' (x) € L'(R)

ya que ¥(x) € L'(R) por (2.2.1). Luego, tomando la transformada de Fourier en (A.2.1) y usando
las propiedades (H.0.1) y (H.0.2) del Apéndice H, obtenemos que existe C > 0 tal que:

() + —iEPEI<C, é€R.

Esto implica que

. C C
= ca -1
(&) < -#&  Jire < C( + €D

Por lo tanto,
fll/?(-f)lz(l + |£)> dé < Cf(l + |E) P dE < oo,
ya que —2 + 25 < —1 por hipdtesis.

CoROLARIO A.2.2. Sea ¢ € D(R) y e(p) definido como en (2.2.1). Entonces e(¢) € H'>"*(R") para
ee(0,1).
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LeMa A.2.3. Sea H(x) € C®(R), tal que

1, x>0
0, XS_I.

H(x) = {

Entonces ¢(x) := H(x))H(x)e"“" € S(R?) para z € CK*, y

o(z,x) = €Y, xe K-,

Demostracion. Sea ¢(x) = € con x € K+, entonces por la definicién de H tenemos que
H (x;)e € S(R,,) paraz € C',K =1,2.Esto implica que ¢ € S(R?).



Apéndice B

Problema de Neumann en el semiplano

Sea IT” := {(x,y) € R? : y < 0}. Consideremos el siguiente problema de Neumann en el

semiplano IT7:

(a-Du(x,y) =0, (xy€ell”
(B.0.) ﬁyu_' W " g(x), xeR.
Aqui,
(B.0.2) g(x) e H'***(R), £€][0,1/2).

Primero encontraremos la solucién formal de problema (B.0.1) y después demostraremos que esta
solucién pertenece al espacio H!'**(I17), si g satisface la condicién (B.0.2).
Aplicando la Transformada de Fourier (1.1.1) al problema anterior, con respecto de x obtenemos el

problema:

(B.0.3) { (iU (&) +u (&) —u(€y) =0,  y<O0,

wy(E0) =2@), EeR.
Sea ve(y) = L;:(f, y). Entonces el problema anterior se escribe como:

Ve —ve(1+8) =0, y<0
P:0) =28, £€R,

donde v; y v;' son las derivadas de v¢(y) con respecto de y. Dicho problema tiene una solucion

(B.0.4)

general de la forma
ve(y) = Cie Y | e VIHEY,
Eligiendo v(y) acotada para y < 0 obtenemos C, = 0. De esta manera, obtenemos una solucion
formal del problema (B.0.4) en la forma:
ve(y) = C(Ee VI,
De aqui,
Vi(0) = C(ENE) = 8(6) = C&) = (&) '8(¢)
donde

(B.0.5) 1(&) = V1 + &

83
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Por lo tanto, la solucién del problema (B.0.1) se escribe como

(B.0.6) ve(y) = u(£,y) = 1(&) 1€V g(£).

Tomando transformada de Fourier inversa, obtenemos la solucién formal del problema (B.0.1)

(B.0.7) u(x.y) = %T f 1) TEH O p B\ dE (x,y) € T
R
con #(¢) definida como en (B.0.5).

Lema B.04. Sea g € H V***(IR") para & € [0,1/2). La funcién u~ dada por (B.0.7) esta bien
definida y satisface el sistema (B.0.3) en el cual 0yu(x, y)|y:O = g(x) se entiende en el sentido de
distribuciones en H™'***(R):

(B.0.8) 1im (?yu_(x,y)‘ =g(x) en H'**(R).
§—0+ y=—6

Demostracion. 1) Demostraremos primero que u~ esta bien definida. De (B.0.7) y la desigualdad
de Cauchy se sigue que
ey

_ 8()
lu™(x, )| < H @]+

C 97
(1))
con t(¢) dada por (B.0.5). Luego, (B.0.2) implica que

G
[1(&)]1/2~# LR Y [t(£)]'—2

L2(R¢) L2(Rg)

dé < o

Ademais, y < 0 implica que

G V148
S < oo, aque < 0.
[1(&)]1/2+e LQ(Rg) [l-(é:)]l+2$ d¢ yaq y

Por lo tanto, u~(x, y) dada por (B.0.7) esta bien definida.
2) Demostrameros que u~ satisface la primera ecuacion del sistema (B.0.1). De (B.0.7) se sigue que

(B.0.9) aixu_(x, y) = —% f52[(5)—1e[—i§x+t(§)y]§(§)d§
R
1
(B.0.10) 3§yu_(x y) = ft(g)e lf“t(s)y]g(f)df
R

La desigualdad de Cauchy implica que

g()

” [1(£)]1/2¢ £2el€r

n 2w _—
020l < C BT

L2(Rg) L2(Rg)
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8&)
[1()]V>*

yaque g € H'/2**(IR) y y < 0. Por lo tanto, (B.0.9) y (B.0.10) estan bien definidas. Luego,

2 —
. (x5, )] < CH

L2(Ry) ||[t(f)]3/2+get(§)y”LZ(R»,E) <0

uvnwmw:%f{ﬁ%ﬂﬂwaﬁ@ﬂﬁwm%®%:0
R
3) Checaremos ahora la segunda ecuacion del sistema (B.0.1). Es decir, demostraremos la afirma-
cién (B.0.8). De (B.0.7) se sigue que

1 : o
%wmeEJQM“WM&ﬁ y<0.
R

Luego,
O (£,3) = P = 2O -0 (&) = gON - .

De aqui, la Definicién 1.1.3 implica que

I (RO -JEVP RO - P
||g(§) - 6yu (fa y)” —1/2+5(R) - (1 + |§:|)1—28 - (1 + |§:|)1—28
R R

Notemos que

| @l - e Ve

— 0 cuando y — 0— puntualmente cuando ¢ € IR,

UH@?:
2O - VP H&l
2. (1 + |é<:|)1_zg < C(l N |§:|)]—25 < C| < oo, y < 0.

ya que g € H™'/2**(R). De aqui, el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue implica
Jim 1180) = Gy e )l = 0.
]

ProrosiciON B.0.5. Sea € € [0,1/2). La funcion u (x,y) dada por (B.0.7) pertenece al espacio
H1+8(H—)’ y

(B.0.11) e ey < Cligllg-12+2(r).-

Demostracién. Para demostrar que u~ € H'(IT7) es suficiente demostrar que (véase [25], Seccién
5)

(B.0.12) (1) u e L*(ID),

(B.0.13) (2) O e HS(IT), k=ux).
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Probaremos primero (B.0.12). De (1.1.1) se sigue que
Fen= [er ( e y)dx] dy= [ emieny
R R R

Usando (B.0.6) obtenemos:

0

0
[ emluere@zolay = e ae [ éay

w(mn) =
(B.0.14) -
(&)™ 8(6)
1) +in

Por el Teorema de Plancherel-Parseval (véase [6], Teorema 2.10) es suficiente demostrar que

1€)"'8()

2(MR?2
@ vin 0O
Notemos que
—~ 2 _ 8P
|u=(&, 1)l T eI B it
De aqui,
~n &P e
AT f(1 + )1+ & +inP o

RZ

IA

1 HElk 2
C déldn<C 124
R R

por (B.0.2) (véase la Definicion 1.1.3). Luego, (B.0.12) estd demostrada.
Probaremos ahora (B.0.13) para k = x. Ya que,

—i£3(&)
VI+E(1+& +in)

Oy~ (x,y) = —iu-(&,n) =
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por (B.0.14). Entonces,

e = [(EROPA ]+ D>
¥ llge(R?) J (1 +§2)|\/T§:2+i77|2

dédn

_ [EREPA + 1€+ Inh*
(B.0.15) - A+ +E+1)

R2

dédn

1@’ f (1 + |€] + In))**dn i
(1+&%) 1+ & +7?
R R

Sean =1+/1 + £, entonces

2¢e
(B.0.16) A+l +lmh*dn . C

L+&+n2  — (L+lEh2

R

Usando esta cota en (B.0.15), obtenemos

a - 2|5 2 —14+2¢
10,0712 c f E1ZEOPA + €D
R

d¢

L[2(R?) 1+ 5;2

IA

C f 8P + |€)*dé < Cliglly-12vew)
R

por (B.0.2).

Demostraremos ahora (B.0.13) para k = y, es decir, probaremos que
(B.0.17) oyu (x,y) € H(IT"), &¢€][0,1/2).
Denotemos por [-]o la extension por cero de d,u~ a IR%. Ya que
Byttg (x,y) = [Byu™(x, )| +] = u (x,050)]

entonces

|07 (x, )], = By (x, ) + (%, 0)6().
Tomando la transformada de Fourier obtenemos

|07 ()] = ~iniig(€.m) + ™ (€, O,

Luego, (B.0.6) y (B.0.14) implican

—int(€)"'&() L8O 8©)

[5y”_(x’y)]o T O+ in W& W& +in
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De aqui, obtenemos
_ 1BOP + €] + Inh*
S S N &

[EX N dédn

8P + €] + D>
1+&+1

dédn.
R2

Usando (B.0.16), obtenemos

f BEPA +IE)T4dE < ClIGIE 1oy
R2

por (B.0.2) (véase la definicion 1.1.3). Esto demuestra (B.0.17). Por lo tanto, (B.0.11) esta probada.
|
Cororario B.0.6. Sea Q[; ={(x1,x) € R? : x, < x; tan B}. Entonces, la solucion del problema de

Neumann semihomogéneo (2.3.1) en Q; existe, se escribe como en (B.0.20), pertenece al espacio
H 1+£(Q[;) y admite la cota:

(B.0.18) ||V||HI+E(Q;) < Clllgallg-172+2(r)-

Demostracion. Sean u~ definida por (B.0.7), y

X = xjcosf+x;senf _ _
(B.0.19) con (x,y)elIl’, (x1,x) € Q.
y —Xx1 sen 8+ cos 8

Definimos
v(x1, x2) = u (x(x1, x2), y(x1, x2)).

Entonces, la solucion (B.0.1) en Q[; esta dada por:

v(xp, xp) =

(B020) 1 - —i&(x) cos B+xp sen —X1 sen B+xs cosB)] 77
_ Eft 1(£)el-iEC cosexs sen BHE-x1 sen o cosl 702 ()¢,
R

con t(¢) := /1 +&2. Ademds, v (x], x») € H”E(Q[;) ya que u (x,y) € H'**(IT") y (B.0.19) es
lineal. De manera andloga, obtenemos (B.0.18) de la cota (B.0.11).



Apéndice C
Transformacion del problema de Neumann en angulo al primer cuadrante

En este apéndice reduciremos el problema de Neumann (PN) en el dngulo €2, al problema en el
primer cuadrante K*.

Sea (x1, x,) € K*, entonces

(xl’ xz) = (X] (x,y), Xz(x’ y)) = ()C - yCOtﬁ’ élﬁ) '

Consideremos la primera ecuacién de (PN). De la igualdad (4.1.2) y la regla de la cadena se sigue

que
8 _9ox, 9o o
Ox Ox; O0x Ox, Ox  Ox;
por (4.1.2). De aqui,
PP, #on_
Oxr 9x} dx  Oxixp Ox  9x3

Andlogamente,
1
(COI) g = i%-ki%:_cotﬁi.F i
dy 0x; 0y  0xy Oy 0x;  senBox;
Por lo tanto,
i 0? 0? 1 &
a3 _COtzﬂ—z—zcoszﬁ + aAaa
ay Ox; sen°Bdx;xy;  sen’Box;
Luego,
2 32
A-1) =—+—-1
( ) PR
Co2 & + cof? i 5 €08 i L] i
€©02) Cox ox? sen’Bdx;x;  sen’f Ox2
1 i 0? i
=——|—+—-2 - 28].
sen?p (8x% " 0x% COS'Bc')xlxz sen ﬁ)

De la dltima igualdad de la expresion anterior se sigue la primera ecuacion de (PN). Transformemos
ahora las derivadas normales del problema de Neumann (PN). Ya que estamos considerando las

89
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derivadas normales exteriores, entonces, para (xi, x,) definido por (4.1.2) tenemos que

i —Cos3—ﬂ£+ sen3—ﬂ£ ——2 =
dit, - 2 Ox 2 dy B ay B
0 1 o0
= —|— thH—— ) =
( «© ﬁaxl i senﬁ@xz)
B senf ox, 0Oxy

por (C.0.1). Andlogamente,

ﬁz [cos(B + 7T/2)]% + [ sen(B + 71/2)](;9—))

0 0
- senﬁa + COS'BE)_y

1
(C.0.3) - sen,[%aix1 + cosﬁ(_ cotﬁi + 0 )

ox; senf (9_x2

2
0 e +cos/3 +c0sﬁi
senf3 senf 0x,

1 —i+cos,3i
senB \ 0x; 0x>

por (C.0.1). Luego, de (C.0.2)-(C.0.3) se sigue que el problema de Neumann (PN) después de la

transformacion (4.1.2), pasa al siguiente problema en el cuadrante K™:

A (iaxl ’ iaxz) M(Xl, X2) = 0’ (-xl’ XZ) € K"

1
senf

(COSﬂax] _axz)u(xl’ 0) = g(xl)’ X > 0

(=0, +cosBa,,) u(0,x,) =0. x, > 0.



Apéndice D

Equivalencia del problema de Neumann en el angulo Q y el primer

cuadrante K+

Lema D.0.7. Supongamos que se satisface la identidad integral (3.1.2), bajo las hipdtesis del Teo-

rema 3.1.2, entonces la identidad (4.1.5) se cumple.

Demostracion. Haciendo el cambio de variable (4.1.2) y utilizando que dxdy = sen Sdx;dx, por
(4.1.3), la parte izquierda de (3.1.2) se escribe como

(D.0.1) f u(x, y)Po(x, y)dxdy = sen 8 f u(xy, X2)Ap(X1, X2)dx dxo,
Q K+

donde A esta definido por (4.1.4). Consideremos el primer término de la parte derecha de la iden-
tidad integral (3.1.2). Nuevamente el cambio de variable (4.1.3) y (1.2.1) implican que

(D.0.2) (8(x), p1(x)) = (g(x), p(x, 0)) = (g(x1), @(x1,0)) = (g(x1), @1(x1)).

Consideremos ahora la primera integral del lado derecho de (3.1.2). De (1.3.4) se sigue que

0
f i () (s)ds = f ()= =, 00,
ni

I I

donde n; es la normal exterior a I';. Luego, el cambio de variable (4.1.2) implica

0x sen,Ba_xZ

AR O R S R

on, - _(9_y - 0x, Oy * 0xy Oy
91



92 D. EQUIVALENCIA DEL PROBLEMA DE NEUMANN EN EL ANGULO Q Y EL PRIMER CUADRANTE K*

Por lo tanto, usando la definicion de los operadores traza (1.2.1) y (1.3.4), obtenemos

f ()¢ (s)ds =

I

0 1 0
f”](xl)[COtﬁa_leO(xl’O)_ sen,Ba_xg"D(xl’O)] dx;

LTy
(D.0.3)
_ 1 0 ol
~ senf f”l(xl) COS'Ba_xl‘pl(xl)_%(xl) x|
LTy)
! 9
= senp <u1(x1), COS'B(')_xl‘pl(xl) - 90%(x1)>.

Consideremos ahora la integral sobre I'; en el lado derecho de (3.1.2). Por (1.3.4) tenemos que
1 0
(D.0.4) ur () (s)ds = | uz(0,y) 590(0, y)|dy
I I ?
donde n, = (- sen 3, cos 8) es la normal exterior a I, entonces

0

(9]’12

— sen ,6’i + cos,B2
ox ay

0 0%, 0 ou)
0x; 0x 0%, OX

+ Il

Q |
2 »
= g
‘ =

|

; |

0 0 1 o
— _ — th— _
senﬁ(aXl)+cos,8( co 'Baxl + sen 3 9%,

N + cotﬁi
B sen 3 dx; 0x,

por el cambio de variable (4.1.3). Luego, usando que s = x,, ds = dx; y sustituyendo la expresion

anterior en (D.0.4), obtenemos
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f w(5)py(s)ds =

I

1 0 0
f 1302) | ——— -2 (0, x2) + cot -2 (0, x2) | dxs
sen B 0x, 0x,
L(T>)

1 [0 0
(D.0.5) Y fuz(xz) >_6_x1¢(0’x2)+COS’86_x2¢(0’x2)]dx2

L)

1 [ 0
= Sen 5 f uz(x2) »—90§(Xz)+008,3(9—)62902(xz)]d&

L(T)

1 0
= sen <M2(X2), COSﬁa—XZ<P2(X2) - 90£(X2)> .

Luego, sustituyendo (D.0.2), (D.0.3) y (D.0.5) en la parte derecha de (3.1.2) y utilizando (D.0.1)

obtenemos:

Senﬁfu(xlaXZ)ﬂSO(Xl,XZ)dX]dXZ =
K+

f u(x, y)Po(x, y)dxdy

Q

—~(g(x), 1)) + [wi()e}()ds + [ ur(s)p(s)dss
I I

0
—(g(x1), p1(x1)) + <u1(x1), C05,36—%]‘,01(%1) - 90}(x1)>

sen 8

+

0
sen <M2(X2), COSﬁa—xzsoz(xz) - 90;(X2)> .
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Por lo tanto,

sen zﬁfU(Xl,Xz)ﬂSO(Xl,Xz)XmdXz = — sen B(g(x1), p1(x))+
b

0 0
+ <M1(X1), COSﬁa—xl%(xl) - 90}(X1)> + <u2(x2), COSﬁa—xZQDZ(xz) - 90;(X2)> .



Apéndice E

Estimaciones auxiliares

Esta seccion esta dedicada a la demostracion de algunas estimaciones importantes para la con-

struccién de la funcién 7' (w) (véase la seccion 5.3).

Lema E.0.8. Sean x(t) := char(|t| > 1), w =: wy + iw, con [w,| < B, w; € R y a definida como en
(5.4.1). Entonces, existe C(8) > O tal que

(E.0.1) I S;r:l(hvgt) < CE(l1 = x0) + "My ), 1eR
1 cos(wr) (wal-B)l
(E.0.2) W || < €O . 1eR

(E.0.3) III) |sen(ix)| <2lx[, |x[<1
(E.0.4) IV) |cos(wt +iat)| < C(a), t| <1, welR.

Demostracion. I) Probaremos primero la desigualdad (E.O.1).
Ia) Consideremos el caso |f| < 1. Ya que 1 — x(¢) = char(|t| < 1), definimos

senwt
SeT(ﬁl‘)’ t¢0,t€[—1,1]
(E.0.5) Silw) = w
—, t=0.
B

Lacota (E.0.1) parat = O es obvia. Seat # 0, t € [-1, 1]. En este caso la funcién f,(w) es entera en

G,y f:(0) = 0, por lo tanto, usamos la representacion integral:

w

d
Fw) = f Ehexe

0

De aqui,

d
d—fﬁ(f)‘ e o, w]}.
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Por otro lado, de (E.0.5) se sigue que

d t
d_fft(g) senh(Br)

Por lo tanto, nos falta demostrar que

|cosét] < Clcosét], telR.

cosétl < C(B), &elll, <l
Esto se sigue de la representacion
cos &t = cos(&) + i&)t = cos &t cosh &t — i senét senhé,t.

La cota (E.0.1), esta probada para [f] < 1.

Ib) Consideremos ahora el caso [t > 1. Ya que la funcién | sen(wt)/ senh(Bt)| es par, es suficiente

sen(wt el ,
demostrar (E.O.1) para ¢ > 1. Ademads, como (hﬁt) < | bl entonces, es suficiente de-
sen sen
mostrar que existe C > 0 tal que
ewlt
(E.0.6) senhgr < CeMPr > 1wyl < B.

Esta desigualdad es equivalente a
e senh(Bt) > Cy, t > 1.

Ya que

1 1 1
e senhi@ = Lt - oy = Y1 o) — |

—00 2
entonces, existe #;,, > 1:
1
e senh(Bt) > Z, >t
Por otro lado, como e senh(f) > 0 y continua sobre [1, 1, 2], entonces existe Cy > 0:

e senh(Bt) > Cy 2 0, t € [1,15].

Luego, para C = min{Cy, 1/4}, obtenemos (E.O.1).
II) La prueba de (E.0.2) es andloga a la demostracion Ib) de (E.O.1).
IIT) Demostraremos ahora la desigualdad (E.0.3). Ya que | sen ix| = | senh x|, entonces es suficiente
demostrar que
senhx < 2x, xe€]0,1].
Consideremos la funcién

f(x) := senhx —2x, x € [0, 1].

Notemos que

1. f(0)=0
2. f(x)=coshx—2<0,xe[0,1].
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Entonces, (1) y (2) implican que
f(x) <0, parax € [0, 1]

lo cual demuestra la afirmacion.

IV) Ahora demostraremos la desigualdad (E.0.4). Sea ¢ € [-1, 1], entonces

E0.7) |cos(wt + iat)] = |cos(wt)coshiat — i sen(wr) senhat|
o < coshat +|senhat| < C(a), |t <1
ya que la funcién cos at + | senhat| es continua. [ ]

Cororario E.0.9. Existe C(w,) > 0, tal que

(E.0.8) ' sen(wt)

senhft

Demostracion. Se sigue de (E.0.1), cuando w, = 0. [ |

<Cw,B)e™ w,teR.






Apéndice F

Estimaciones integrales

Lema F.0.10. Seann > 1, 0 < b < n. Entonces, existe C > 0 tal que

(o9

ebx C
0
r dx C5
(F0.2) f o S a D=0 9>0
0

Demostracion. Haciendo el cambio de variable
éa = e,

obtenemos que la integral del lado izquierdo de (F.0.1) se estima como

o 1 00

| dé | | |
(F0.3) | mery < || wee [ e

1/a l/a 1

De aqui, obtenemos (F.0.1) yaque b >0y b < n.
Para b = 0, obtenemos (F.0.2) integrando (4.1.9).

Lema F.0.11. Sea p €[0,3/2],n > 2y 0 < & < 1/2. La siguiente estimacion es vdlida:

r PX(d(P)EY 4 p4(p)Ex C
I(y’g,p,n) ::fe (6 € )d < (S,P,n)

(F.0.4) e + e'x = em—a(p)e-ply’
0
donde
2, p=1
q(p) ‘{ I p=1/2,3/2

Demostracion. Haciendo el cambio de variable e* = e’u tenemos que

(o)

1 uP~ (1 + udPe)
I(y, 8’ q(p)9 n) - e(ﬂ—q(p)a—p)y f 1 + I/[n

eV

De aqui se sigue (F.0.4).
99
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Lema F.0.12. Para 1 < n, 0 < b < n la siguiente estimacion es vdlida:

P ebs
(F.0.5) f ds < a>1.
0

ens + g - an—b ’

Demostracion. Haciendo el cambio de variable £éa = e*, obtenemos que la integral del lado derecho

en (F.0.5) puede estimarse como

00 1 00
1 dé 1 1 1
< — —dé+ | ——d€|.
at féfl—b(é:n + 1) - g? féfl—b é: f{:nﬂ—b f
1/a l/a 1
De aqui, obtenemos (F.0.5) yaque 0 < b < n. [ ]

Lema F.0.13. Sean b y «a definidas como en (5.4.1). Para p = 1,2 las siguientes estimaciones son
vdlidas:
w', wy € Co

(F.0.6) |cosh® b — cosh® a(w, — in/2)| > C(*™! + 271,
Wy € C_ﬁ.

Demostracion. Probaremos (F.0.6) para p = 1; la estimacién para p = 2 se obtiene de manera
similar. La féormula
cosh? x — cosh® y = senh (x —y) senh (x + )
implica que
cosh’(aw’) — cosh*(a(w; — in/2)) = senh (a(W' — w; +in/2)x
) w',wy € Cyp.
senh (a(W + w; —in/2))

Por otro lado,
| senh ((W Fw; £in/2))|>C>0 VYw, w €Cy, B>n/2,
entonces
| cosh?(aw’) — cosh®(a(wy — irt/2))| > Ce@M i+l +wih,

De aqui, para la demostracion de la estimacion (F.0.6), debido a la simetria w’ < w; es suficiente

considerar los siguientes tres casos: 1) 0 < w; <w', 2)w; <w <0,y3)w; <0 < w, con

w1l = w].

Lema F.0.14. La siguiente estimacion es vdlida:

| tanhw, senh 2a, cosh® a, — tanh(w, + iB) senh 2a, cosh? a,|

< C[eMImIeZaIWzI(e—QIm| + e—ZIW2|) + (eZQIWH + eZQIWzI)]

con ay definidas en (7.3.1).

(F.0.7)
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Demostracion. Para w; € Cy y w, € C_g, tenemos que

tanhw, = 1+ ¢,(w,), lp,(w,)| < Ce™2r!
senh 2a, = 1/2¢2C0 7D 4y (wy),  rp(wy)l < Cen2et!
cosh’a, = 41X 4 g (), 6, (w,)| < C

De aqui, obtenemos (F.0.7).
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Apéndice G
Lemas auxiliares

Lema G.0.15. Sea QQ C C un dominio simétrico con respecto de a € Q. Si f € H(Q) y es anti-

simétrica con respecto a a € €, entonces

(G.0.1) f@)=0

Demostracion. Ya que
f(=w+2a)=—-f(w) VYweQ,
por ser f antisimétrica con respecto de a. Entonces, en particular
f(ca+2a)=-fla) o [fl-a)=-fla) = 2f(a)=0,
lo cual prueba (G.0.1). u

Lema G.0.16. ([19], Teorema II). Sea F(s) una funcion de variable compleja s = o + it.

Supongamos que F(s) es analitica sobre —1 < o < u, y tal que
f |F(o +infPdt < C

sobre la region —A < o < u. Luego, si s estd en el interior de esta region, entonces

(o) (o)

1 Fu+i 1 F(=1+i
F(S):_fMdy__fMds_
2r ) u+iy—s 2r ) —A+iy—s

—00 —00

Lema G.0.17. (Lema de Schur, [5] Teorema 6.2) Sea T un operador integral con kernel de
Schwartz no negativo K(x,z), paraxe€ X yz € Z:

Tf) = f K(x. 2)f () dx.
Y

Si existen funciones p(x) > 0y q(z) > 0, y niimeros D > 0, y E > 0 tales que

fK(x, 2)q(z)dz < Dp(x), p.ct. xe€X
Y

fp(x)K(x, 2)dx < Eq(z), pct z€Z
X
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entonces, T es continuo de L*(Y) a L*(X), con norma acotada por

ITlz252 < VDE.

Lema G.0.18. Existe C > 0 tal que para cada w € H’;ﬁ se cumple la siguiente desigualdad

(G.0.2) (1+wh? < C(1 + | senh(w + i), w e II".

Demostracion. Haciendo el cambio de variables w + i3 «— w reducimos (G.0.2) a la desigualdad
(1 +|w—iB))* < C(1 +|senhw|), w eII}.
Es evidente que existe C; > 0 tal que
A+w—iB)* <Ci(1+w)*>, weC.
Por lo tanto, es suficiente demostrar que
(1 +wl)* < C(1 +|senhw|), w eTI,

para algin C > 0.

Notemos que para w := w; + iw,
_ 2 2 2
| senhw| = cosh” w; — cos“w, > cosh“w; — 1,

de aqui
1 + | senhw| > cosh®>w;, w e C'.

Por lo tanto, es suficiente demostrar que existe C > 0 tal que
(1+|w])* < Ccosh*w;, w eIl
Ya que, para w € 11 se cumple que
1+w =1+ w; +iwy| <1+ |wyq| +m,
entonces es suficiente demostrar que existe C > 0 tal que
(1+ |wi| +7)* < Ccosh®wy, w; €R.

Este hecho se sigue de las siguentes afirmaciones:

coshw

T CH+w|
2. Para cada N > 0 existe Cy tal que

— o0, cuando w — oo;

1+w+m<Cycoshw, |w|<N;
yaque coshw > 1, paraw € R.

Luego, el Lema esta probado. [ ]



G. LEMAS AUXILIARES 105

Lema G.0.19. Sea z, : H’_rf —> C' la transformacion definida como:
22(w) = senh(w + if3).

Entonces, existe C > 0 tal que
(G.0.3) mzy(w)| < (1 + e"p(w, I1F),  weT™?.
Demostracion. Con el cambio de variable w «— w + if3, la cota (G.0.3) se reduce a la siguiente
expresion:
(G.0.4) [imz (w)| < Cep(w, 1),

donde,

Z1(w) = senhw.

Ya que, para w = wy + iw, € IIfj se cumple que
[Imz(w)| = coshw| senw,| < Ce"" min(w,, 1 — wy) = CeW‘p(W, HH{;).

Como el < e para w € IT7, entonces la cota (G.0.4) esta demostrada.






Apéndice H
Propiedades de la Transformada de Fourier

Para la demostracion de las siguientes afirmaciones véase [9].

AFIRMACION H.0.20.
(1) Siy, ¥ € L'(IR), entonces

(H.0.1) W' (&) = (EW(E).
(2) Si ¥ € L'(R), entonces ¢ € L*(R), es decir, existe C > 0 tal que
(H.0.2) W& <C, £eR.

(3) F : ¢ — @ es un isomorfismo topoldgico de S(R) — S(IR).
(4) Sea ¥ € S’(R"). Entonces

(H.0.3) Y(=x)(&) = J(=¢).
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