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Prélogo

El trabajo que tienes en tus manos surgié de una doble intencién: por un
lado, quisimos desarrollar a partir de algunos ejemplos de teoria ergédica, lo
que quiere decir un principio de correspondencia; por otro lado, quisimos desa-
rrollar toda la teoria necesaria para entender con claridad el articulo Deducing
the Density Hales Jewett from an infinitary removal lemma y exponerlo de
manera que fuese comprensible para un estudiante de licenciatura que ha-
ya llevado algtin curso de teoria de la medida. Ambos propdsitos convergen
alli donde el articulo utiliza un principio de correspondencia para replantear el
problema en los términos adecuados para su resolucién. Sin embargo, pudiera
parecer al lector que se pierde el hilo conductor, especialmente en el capitulo
3, ya que la resolucion del Teorema de Densidad de Hales Jewett mediante las
técnicas propuestas requiere de una explicacién bastante mas extensa de la
que sugieren las 23 péaginas del articulo original, y mas alld del planteamiento
del problema, y en la reduccién al caso fuertemente estacionario (en particu-
lar, la equivalencia entre estacionariedad fuerte y estacionariedad finitaria), no
parece utilizarse el principio de correspondencia como recurso de construccién
teodrica. Estos dos recursos son, sin embargo, criticos para la demostracion.

La cantidad de espacio necesario para explicar y justificar el contenido del
articulo nos sorprendié incluso a nosotros, pero consideramos que, como primer
acercamiento, bien vale la pena sacarle jugo a un ejemplo particularmente
interesante, antes que desarrollar de manera més precisa una caracterizacién
de lo que quiere decir principio de correspondencia. Admitimos, pues, que el
rumbo de nuestro trabajo se vié alterado un tanto, pero no demasiado.

Por otro lado, el primer capitulo tiene el objetivo de introducir algunas
nociones y resultado bésicos de teoria ergddica, algunos de los cuales se utilizan
en el capitulo 2. Decidimos incluir una demostraciéon de la Ley Fuerte de los
Grandes Numeros a partir del Teorema Ergédico de Birkhoff, que ademaés
cumple el propésito de poner en accién las nociones y resultados discutidos
al principio del capitulo. Si bien la segunda parte del capitulo esta desligada
del hilo conductor del resto de la tesis, consideramos importante incluirla
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porque, esperamos, puede servir de referencia en cursos de probabilidad y
teorfa de la medida, ya que plantea una demostracién poco conocida (al menos
poco difundida) de un teorema ampliamente utilizado que, adem4s, en varios
textos como [JPO03], es demostrado solamente para casos particulares. La
demostracion de la LFGN y del Teorema Ergddico de Birkhoff pueden tomarse
como un complemento y leerse de forma separada.

En lo que respecta a la interpretacion del articulo sobre el Teorema de
Densidad de Hales-Jewett en el capitulo 3, hemos incluido algunos ejemplos
en la seccién de estacionariedad fuerte que ayudan a visualizar mejor la pro-
piedad. A partir de estos ejemplos nos surgieron un par de preguntas que
no hemos resuelto y que dejamos abiertas en esa seccion. Cabe decir que la
seccién de estacionariedad fuerte fue la mas dificil de comprender, y al fi-
nal terminamos modificando ligeramente el argumento del articlo original, o
quizéas simplemente llenando los huecos. En el proceso de comprender cémo
Tim Austin utiliza la estacionariedad fuerte realizamos algunos desarrollos
equivocados, que sin embargo nos generaron preguntas sobre la relacién entre
estacionariedad fuerte y una versién mas débil de esa propiedad, que llamamos
cuasi-estacionariedad finitaria. Pensamos que la relacién entre estacionarie-
dad fuerte y cuasi-estacionariedad finitaria puede ser un tema interesante de
investigacion y planteamos la pregunta en su respectiva seccién.

Por dltimo, queremos advertir al lector que utilizamos un cambio de
notacion en el capitulo 3: en algin punto pasamos de (X[k]w,E[k]w,]P’w) a
(X«, X% P), no sin advertirlo también en el cuerpo del texto. Aunque nos
parecié un tanto incémodo este cambio, pensamos que facilita la lectura la
segunda notacién y que, por otro lado, era conveniente mantener la primera
notacién para la primera parte del capitulo, donde se discuten los subespacios
de [k]¥ y los espacios de probabilidad indexados por éstos. También, hemos
procurado homologar hasta cierto punto la notacién a lo largo de nuestros
capitulos y secciones, pero preservando razgos que permitan al lector consul-
tar las fuentes primarias sin tener que hacer demasiada labor de traduccién.
Por eso, por ejemplo, usamos {2 para designar espacio de probabilidad en los
primeros capitulos y X en el tercero. Esperamos que la conveniencia de faciliar
al lector la consulta sobrepase la extraneza que pudiera generar.

Esperamos que la exposicion sea clara y el contenido motivador.



Introduccién

El Teorema de Densidad de Hales Jewett ha sido demostrado de diferentes
maneras. La demostracién mas sencilla es también una de las mas recientes,
y surgié a partir de un esfuerzo colaborativo en linea denominado Polymath
en el ano 2009. Antes de eso en 1991 Furstenberg y Katznelson aportaron una
demostracion con técnicas de teoria ergddica para este teorema combinatorio.
La demostracién forma parte de un cuerpo de resultados que vinculan resul-
tados combinatorios, o incluso de teoria de graficas, con resultados de teoria
ergédica. En el anio 2011 Tim Austin aporté una nueva demostracion del teo-
rema de Densidad de Hales Jewett que, haciendo un planteamiento similar al
de Furstenberg y Katznelson, ponia el peso de la demostracion en la estructura
de una clase de distribuciones llamadas saciadas sobre un espacio estandar de
Borel producto, indexado por objetos combinatorios. Dedicamos el capitulo
tercero de este trabajo a estudiar esa demostracion.

Un razgo comtn a este cuerpo de resultados es el uso de principios de co-
rrespondencia. Un principio de correspondencia es un recurso de investigacion
que, partiendo de un enunciados sobre algin sistema finitario (una estructra
matemadtica con una coleccién finita de objetos), desarrolla un enunciado equi-
valente sobre un sistema infinitario (una estructura andloga con una coleccién
infinita de objetos); la equivalencia se establece por medio de un argumento de
extension, en el que se observa que el enunciado el valido para sistemas finita-
rios crecientes que, en algin sentido preciso segun la estructura matematica de
que se esté hablando, convergen al sistema infinitario en cuestion. Dichos siste-
mas pueden ser conjuntos de los naturales, espacios combinatorios, espacios de
probabilidad indexados sobre espacios combinatorios, graficas, o algiin otro.
En esta tesis estudiaremos algunos ejemplos de principios de correspondencia;
en particular, estudiamos aquellos que nos permiten plantear la demostracion
de Tim Austin del Teorema de Densidad de Hales Jewett.

Los teoremas de Van der Wéarden, Szemerédi, Hales Jewett, y su gene-
ralizacién de densidad son parte de un esfuerzo por estudiar la existencia de
sucesiones aritméticas arbitrariamente largas en subconjuntos infinitos de los
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naturales. En particular, esta agenda de estudio estd ligada a la cuestion so-
bre la existencia de sucesiones aritméticas arbitrariamente largas de ntimeros
primos, hasta ahora sin resolver. El teorema de Szemerédi, que es la gene-
ralizacién de densidad del de Van der Wérden, fue conjeturado por Erdos y
Turan en 1936 antes de que Szemerédi lo demostrara en 1975. Fue un teorema
que generé mucho interés, entre otras cosas, porque parecia dar un paso a la
resolucién de esta pregunta. El uso de técnicas de teoria ergddica y principios
de correspondencia es un campo de desarrollo que pudiera dar mas pistas en
la resolucién de problemas pendientes.

En vista de lo anterior, el articulo que decidimos estudiar de Tim Austin
resulta interesante, no porque aporte nuevos resultados, sino porque sugiere
nuevos métodos prometedores de desarrollo.



Capitulo 1

Antecedentes de Teoria Ergodica

1. La Ley fuerte de los grandes numeros

La ley fuerte de los grandes niimeros es uno de los resultados fundamenta-
les de la probabilidad que formaliza la nocién frecuentista de la probabilidad.
El calificativo fuerte viene de que el teorema involucra convergencia casi se-
gura en un espacio de probabilidad. Existe también una llamada ley débil que
involucra solamente convergencia en probabilidad. Como sabemos, la conver-
gencia casi segura implica la convergencia en probabilidad, asi que la ley fuerte
implica la débil. En este trabajo nos concentraremos en la prueba de la ley
fuerte mediante argumentos de teoria ergédica.

A grandes rasgos, la ley fuerte de los grande nimeros nos dice que al
realizar repetidamente una medicién en un expermiento aleatorio, el promedio
de las mediciones se acerca a la esperanza matematica. El enunciado formal
es el siguiente:

TEOREMA 1 (Ley fuerte de los grandes nimeros). Sean X1, X, ... varia-
bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas integrables y con
esperanza comun . Entonces

X+ + X,

casi sequramente conforme n — co.

La prueba usual de la ley fuerte de los grandes nimeros se puede encontrar
en diversos textos de probabilidad (por ejemplo [JP03, Ch. 20]). Hay dos
caminos clasicos: el que utiliza el lema de Borel-Cantelli y el que utiliza la
teoria de martingalas. Nuestro interés es exponer una demostracion ergédica
de la ley fuerte de los grandes ntimeros.

11
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2. Definiciones basicas de teoria ergdédica

A lo largo de esta tesis trabajaremos con transformaciones que preservan
la medida. A continuacién se enuncian las definiciones bésicas importantes.
Trabajaremos en un espacio de probabilidad (£2,.%,P) fijo.

DEFINICION. Decimos que T : © — Q es una transformacién que
preserva a la medida P si

para toda A € .Z.

DEFINICION. Decimos que un conjunto I C § es invariante bajo la
transformacién T si
T =1
La o-algebra invariante bajo T es
S ={I € .F : I es invariante bajo T }.

La clase de conjuntos .# es una o-dlgebra. En efecto, claramente contiene
al)ysi A€ . entonces
Tfl(Ac) — A°
por lo que A° € .. Por otra parte, si A1, Ao, ... € ., la igualdad

T (U An> =Jr 4. =JAn

nos muestra que .# es estable bajo uniones numerables, lo cual muestra que
J es o-dlgebra. Ademaés, notemos que & C .Z.

DEFINICION. Una variable aleatoria Z: 2 — R es T-invariante o inva-

riante con respecto a T cuando
ZoT =17.

PROPOSICION 1. Sea # la sigma dlgebra invariante bajo T. Una variable
aleatoria & -medible Z : Q) — R es & - medible si y solo si es T-invariante.

DEMOSTRACION. Si Z es T-invariante,

Z N (—oo,z) =T Y (Z ! (~00,2)) VreR
por lo que
I, =7 Y(—oc0,2) € .7 Vo € R.

Luego, si
o ={l,: zeR}



2. DEFINICIONES BASICAS DE TEORIfA ERGODICA 13

entonces

o) C A,
Pero

€ :={(-o0,z): xz€R}

genera a Ar; es decir que

0'(%) = %R-
Entonces

ZY(B)co(o)C S  VBE Bg.

Con esto concluimos que Z es .#-medible.

Para el regreso, suponemos que Z es .#-medible. Un resultado conocido
de teoria de la medida nos garantiza que existe una sucesiéon de funciones
#-simples

Zn:2—>R n>1
que convergen puntualmente a Z. Cada de esas simples es combinacién lineal
de funciones
k-14, keR Ae.7,
y claramente
k-lAOTZk-lT—1(A) =k-14.
Luego,
ZpoT =2, Vn > 1.
Entonces
ZoT=1lim Z,oT = lim Z, = Z.

n— oo n—oo

O

DEFINICION. Decimos que T : Q — € es una transformacién ergédica
si T preserva la medida P y su o-dlgebra invariante es trivial en el sentido de
que todos sus conjuntos tienen probablidad cero o uno.

Hay una liga util entre transformaciones que preservan medida y un con-
cepto importante dentro de la teoria de la probabilidad: la estacionariedad.
Para enunciarla, requerimos definir lo que significa una sucesion aleatoria y
cudl es su distribucion.

Sean (1, )n>1 variables aleatorias definidas en 2. Notemos que para cada
w € Q, la sucesién (1, (w),n > 1) pertenece al espacio (comunmente denomi-
nado espacio canénico de sucesiones reales)

Q =R+,
En Q definimos a las proyecciones

Xi(l'l,xg, .. ) =Z;
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y mediante estas funciones, generamos a la o-dlgebra
F =0(X1,Xa,...).
Definamos 7 : Q — Q por
n(w) = (mi(w),i=1)

y notemos que es medible. Sea P la medida imagen de P bajon. A P le llamamos
la distribucién de la sucesion aleatoria 7. Afortunadamente hay un criterio
sencillo para decidir cuando dos sucesiones tienen la misma distribucion.

PROPOSICION 2. Dos sucesiones aleatorias n't = (n%, Ny, ) yn? =
(7)%, n3,.. ) tienen la misma distribucion si y solo si para cada n > 1 se tiene
la igualdad en distribucion siguiente entre vectores aleatorios:

1 1y 4 (. 2 2
(7717"'77717,) = (7717'”57771) .

DEMOSTRACION. (<) Consideramos dos espacios de probabilidad, po-
siblemente idénticos, (Q1,.%1,P1) v (Qa,.%2,P3). Sean P y Py las medidas

imagen de P; y Py bajo n' v n2, respectivamente. Notamos que P; y Py estan

definidas sobre (Q, F ) Para establecer el resultado, basta exhibir una clase
¢ C .F cerrada bajo intersecciones finitas tal que (%) = F y
Pi(A) =Py(A) VAE€E.

Demostrando lo anterior, uno de los corolarios mas usados del teorema de las
clases mondtonas nos garantiza que P; = Ps.
Consideramos pues

C={A1 xAag X ... x Ay xRxRx...: Aj,Ag,... A, € Br,n € N}.

donde % es la o-dlgebra de Borel sobre los reales. Por nuestra hipétesis, P,
y Py coinciden en €. En efecto, dada A € ¥ podemos escribir

A=A x Ay x ... x A, xRx ... Aj € By
de donde
~ !
Bi(4) = Pi(n) " (4)
= Pi({we:ni(w) €Ay, .. ,n(w) € A}
= Py({w e :ni(w) € Ar,....n2(w) € A,})

~—
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Por otra parte, es claro que % es cerrada bajo intersecciones finitas. Nos
resta demostrar que

S,

o(%) =
Una contencion es directa: ~
o(¥) C &,
ya que % esta contenido en Z , que es o-algebra.
Por otro lado, vemos que

F =\ o(X1,.... X,)
j=1
donde
\Voo(X1,...,X,) = J<U a(Xl,...,Xn)> .
n=1 n=1

Asi, para verificar la contencién inversa, basta demostrar que
o(X1,...,Xn) Co(¥)

para toda n > 1.
Sea

%, ={Bi1N...NB,: By€o(Xy),....,B,€0(X,)}.
Notamos que
o(6p) =0(X1,...,X,).
Pues bien, si B € €, entonces es de la forma
B=B;x...xB,xRx... B; € %r.
Es decir, B € €. Luego, 6,, C €, de donde concluimos

O'(Xl,...7Xn) Cc?

F Co(€).
(=) Para obtener la otra implicacién suponemos que P, =P, y observa-
mos que para n fijay B = B; X ... X B, Xx Rx ... medible en o(X1,...,X,),

]P’l({w € 7’]%(0)) € By, ... 777711(“’) S Bn}) = @1(B) .
Simétricamente,
Py({w € Qo : n?(w) € Bi,...,n2(w) € B,}) =Pa(B).

Considerando que

A

O'(Xl,...,Xn) C
tenemos el resultado deseado. O

)
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DEFINICION. Sean 71,172, ... variables aleatorias en 2. Decimos que la
sucesion (1,,n > 1) es una sucesion estacionaria si (1;,7 > 1) tiene la misma
distribucién que (7144,7 > 1).

TEOREMA 2. Sin es una sucesion estacionaria entonces n = (n1,mz,-..)
es de la forma (foT"(n);n>1), donde f : Q@ — R es funcién medible y
T:Q0—0Q preserva a P.

Por otro lado, si T : Q — Q preserva a P, la sucesion (f o T™(w);n > 1)
es estacionaria.

DEMOSTRACION. Observamos que

X1(Mns Mt 15 -+ +) = M
y definimos el operador shift T : Q — Q:

T(77177727 . ) = (n2a 7737 . ) .
Por la estacionariedad de n, Tn < 1 y por induccién T"n < 7. Asi,
n=(XioT"(n);n=>1).

Notamos que, por construccién de Q, X1 es medible, y tenemos el primer
resultado.

Para la segunda afirmacion, suponemos que T : Q — € preserva a P.
Vemos que

(foTi(w)i=1,...,n) L (foT'T(w)i=1,...,n)
= (foT"™(w)i=1,...,n)

para todon > 1. Aplicando la Proposicién 2 concluimos que (f o T"(w);n > 1)
es estacionaria. O

El teorema anterior es util en tanto que nos permite construir sucesiones
estacionarias a partir de colecciones de variables aleatorias y utilizar la trans-
formacioén shift para establecer ciertas propiedades. Una manera de construir
sucesiones estacionarias a partir de variables aleatorias es hacerlas a todas
independientes: justo eso haremos para demostrar la ley fuerte de los grandes
nimeros.

3. El Teorema Ergddico de Birkhoff

El teorema ergédico de Birkhoff nos resulta de interés, primeramente,
porque nos permite proveer una demostracion ergodica de la ley fuerte de
los grandes nimeros, ademas de ser un resultado fundamental de la teoria
ergodica.
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TEOREMA 3 (Teorema ergddico de Birkhoff). Sea (2,.%#,P) un espacio

de probabilidad y T : Q — Q una transformacion medible que preserva a P.
Entonces para cualquier variable aleatoria integrable X la sucesion

1 & ,
E;XOT]

converge casi sequramente conforme n — oo hacia E(X |.7), donde & es la
o-dlgebra invariante bajo T .

n>1

Antes de demostrar el teorema, veamos cémo implica a la ley fuerte de
los grandes ntimeros.

3.1. Una prueba ergdédica de la ley fuerte de los grandes nume-
ros. Sean (&,),>1 variables aleatorias independientes e identicamente distri-
buidas (i.i.d.) e integrables definidas en el mismo espacio de probabilidad €.
Sea ) = RZ+. En ) definimos a las funciones Xi(z1,z9,...) = x; y mediante
ellas, generamos a la o-algebra

ng.:O'(Xl,XQ,...).

Definamos v : © — Q por v(w) = (&(w),i > 1) y notemos que es medible
con respecto a la o-dlgebra de €. Sea P la medida imagen de P bajo v. . Asi,
bajo I, las variables aleatorias X1, Xo,... son independientes y con la misma
distribucién que &;. Definimos a T : 2 — €2 con
T(J?hxg, .. ) = (J}Q, T3, .. ) .
Notemos que
XioT = X1

y por lo tanto,
n

lZX—!EX o T"
n 2_711,:0 ! '

i=1
Notemos ademés que T preserva a P sobre ). Puesto que X es integrable, el
teorema ergodigo de Birkhoff implica que

1 n
> X, > E(Xy |.2)
i
casi seguramente, donde & es la sub-o-algebra de Z invariante bajo T

g ={AeF:. T A=A}
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Notemos que la g-algebra invariante estd contendida dentro de la o-algebra
de eventos remotos

T =(o(Xn, Xps1,-..).-

puesto que, para cadan € N, si A € .#, tenemos que
A=T""(A) € o(Xpn, Xns1,---)-

La célebre ley 0-1 de Kolmogorov afirma que .7 es trivial en el sentido de que
todos sus eventos tienen probabilidad cero o uno. Por lo tanto

E(X: |f) =E(X1),

La validez de la LFGN en € implica la validez en cualquier otro espacio de
probabilidad. En efecto, para cada A € .Z se tiene la igualdad

P(v=1(4)) = P(A)

y la aplicamos con

A_{mf&+“4)%_E@D}

n—00 n

3.2. Demostracion del teorema ergodico de Birkhoff. .

Con la motivacién anterior sirviéndonos de pretexto, exponemos una de-
mostracién del teorema de Birkhoff desarrollada en [KW82]. Consideraremos
(Q,.Z,P) un espacio de probabilidad y T una transformacién sobre 2 medible
y que preserva la medida P. No suponemos que T sea invertible.

Demostraremos el teorema de Birkhoff para funciones integrables no ne-
gativas, ya que se extiende facilmente al caso general, observando que si X es
funcién integrable,

X=X"-X"

con XT =mix{0,X} y X~ = mix{0, — X}, siendo X* y X~ integrables no
negativas.

DEMOSTRACION. Sea X integrable no negativa sobre . Supondremos,
por ahora, que |X| < M para alguna M, y definimos

n—1 n—1

_ 1 ) 1 .
mm:£&%§}nwm :ﬁm:gggzlwwm
3=0 nree =0

Queremos mostrar que

(1) /Y@g/x&g/gw



3. EL TEOREMA ERGODICO DE BIRKHOFF 19

va que ello nos garantiza la igualdad X = X casi seguramente, y por lo tanto
tendremos que X*(w) = limy, 00 + Z" ' X (Tiw) existe casi seguramente, y
que [ X*dP = [ X dP. Esta tltima equivalencia serd importante para estable-
cer que X" es la esperanza condicional que requerimos. Ademaés, obervamos
que tanto X como X son T-invariantes, ya que

n—1 n
1 1
2N Xx(T9 - = J
nz (T9Tw) nZX(T w)
7=0 Jj=1
1 & X (w)
= =N x(17
p 2 XT) ==
7=0
~ (n+1 1 zn:X Tig | — (w)
B n n+1 iz n
de donde
1 n—1
X = lim = j+1
X(Tw) = Tim — ZX(T w)
— (n+1 " X(w)
— J _
= (M) [ o) -5
7=0
(>
n—oo \ n+1 —
7=0
= X(w).
De la misma manera tenemos que X (Tw) = X(w), e inductivamente

X(Tw) = X(w), X(T'w) = X(w) para j € N. Luego, y ya que X = X
casi seguramente, tendremos también que X™* es T-invariante casi seguramen-
te.

Nos abocamos pues a establecer (1), empezando por la primera desigual-
dad. Sean € > 0 y w € Q. Definimos

m—1
1 .
= { ¢ — J —
n(w) = min{m € N : — jE:O X(Tw) > X — €}
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En probabilidad es usual utilizar tiempos de paro; nuestra funcién n(w) no es
un tiempo de paro pues depende de X.
Como X es T-invariante, tenemos que

n(w)—1 n(w)—1
(2) Z X(Tw) = n(w)X (w) < Z X(T'w) + € n(w).
=0 =0

Como n(w) es finito para toda w € 2, entonces AN € N tal que el conjunto
A ={w:n(w) > N} tenga medida menor a ;.
Definimos
nw) = n(w)lse(w)+1a(w)
X = Xla+Mly
a partir de las cuales establecemos una versién de (2) con la cantidad de
sumandos acotada por N:

1 1

fi(w)— fi(w)—
(3) Y X(Mw) < > X(TVw) + e ii(w).
j=0 j=0
~ Observamos que cuando w € A la desigualdad (3) se reduce a la afirmacién
X(w) < M + ¢, que resulta trivial puesto que X estd acotada por M. El caso
complementario en que w € A° se reduce a la desigualdad (2) al utilizar la

cota superior X < X.
Notando entonces que

establecemos la desigualdad
(4) /XWS/XWS/XW+a

recordemos que la construccién de X depende de la eleccién de e.
Definimos ahora inductivamente

no(@) =0y Mg (@) = ng(w) + (T (@)

y observamos que Yj(w) = ng(w) — ng—1(w) = A(T™-1w) es un tiempo alea-
torio acotado por N,y que
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(5) i X(Tw) < 3 X(T'w) + Yi(w) - € VkeN

J=nk-1 J=nk—1

por la desigualdad (3).
Entonces bien, si L > NM /e, se puede descomponer

K(w) ng(w)—1

L—-1
(6) YNoX(Tw) = > > X(Tw) + ZXTJ

j=0 k=1 np_q(w) nk(w)

donde K (w) = max{k : ny(w) < L —1}.
Sustituyendo la desigualdad (5) en (6) obtenemos

(7)
L-1 K(w) [ng(w)-1 L—1
X(Tw)y < Y| Y X(Mw)+ Yiw) e + Y X(TVw)
=0 =1 \ () i (@)
Notamos que
K(w)
ZYk(w): ()<L—1<L
k=1
y que
L-1
> X(Tw) < N - M,
nx (w)
pues

(L —1) = ng@)(w) < gy (W) —nrw(w) <N vy [X] <M.
Considerando lo anterior, tenemos

— n

x

(w

Z X(Tiw) < X(T'w) + L-¢e + N-M
=0 j

I
=)

y usando la no-negatividad de X, y por lo tanto la de X podemos anadir
sumandos al lado derecho de (7) para obtener:

|
h
L

L—-1
(8) Y X(Tw) < X(T"w) + L-¢e + N-M

I
=
.

I
<
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Integrando ambos lados de la desigualdad sobre €2 obtenemos
L-1 ‘ L-1 . ‘

(9) Z/YoTﬂdP < Z/XOTJd]P + L-e 4+ N-M
§=0 j=0

A continuacién utilizamos la invarianza de medida de T sobre (2, .%#,P) para
obtener

/XoTde:/XdP Vj € N.

Luego, sustituyendo éstas equivalencias en la desigualdad (9), utilizando la
T-invarianza de X, y dividiendo ambos lados de la desigualdad entre L, ob-

tenemos Y
/XdIP’ < /XdIP + e + T

Utilizando la desigualdad (4) y la eleccién de L obtenemos finalmente

/YdIP’ < /XdIP’ +  3e

donde € es arbitraria. Se concluye

/Yd[? < /XdIP

que es la primera desigualdad que querfamos establecer en (1).
Para la segunda desigualdad en (1), seguimos un prodecimiento anélogo.
Elegimos nuevamente € > 0 y definimos n'(w) y A’

n'(w) = min{m>1: % Z X(T'w) < X(w) + €}

A = {weQ: n(w)>N}

con N suficientemente grande para que [,, X(w)dP(w) < € redefinimos N
para ello si es necesario, tal que cumpla tanto con lo anterior como con la
desigualdad requerida para la primera parte - esto es, P(A4) < 7.

Ahora definimos

n = n/lA/c + 1y

X = X].A/c
para establecer la desigualdad

A(w)—1 n(w)—1

(10) Z X(Tw) < Y X(Tw)+nw)-e
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que es la version con sumandos acotados de

n'(w)—1 n'(w)—1

(11) Yo X(Tw) < > X(Tw)+n'(w)-e

Jj=0 Jj=0

Como anteriormente, establecemos (10) a partir de considerar tres casos.
En el primero, si {w, Tw, T?w, ..., T™“)~1y} C A’ la desigualdad (10) se
reduca al caso (11). En el segundo caso, si w € A’, la desigualdad se reduce a
la afirmacién 0 < X (w) +¢, que es trivialmente cierta ya que X es no negativa.
En el tercer caso, w € A pero {w, Tw, T?w, ..., T"@~1} ¢ A’ donde una
combinacién de las desigualdades en los dos casos anteriores establece (10).
Ahora bien, tenemos

(12) /XdIP’: XdP+ | XdP < XdP + ¢
A/c A/ A/(‘.

por construccién de A’.
Definimos ahora inductivamente, como antes

o) =0y (@) = nf(w) + (T (W)
y le llamamos Z; al tiempo aleatorio acotado por N dado por por
Zi(w) = () — nly_; ).

Luego, usando una descomposicién de sumandos similar a la de (6) y
aplicando la desigualdad (10), tenemos que

n/K’(w)—l ‘ K(w) nj(w)—1 ‘
> X(Tw) = X(TVw)
7=0 k=1 n;_l(w)
K(w) [n}(w)—1 .
> X(T?w) — Z(w) - €
k=1 n;_l(w)
n;(,(w) 1 ) .
= > X(Tw) - ny(w)-e
7=0

donde K'(w) = méx{m : n, (w) < L —1}, con L como antes.
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Integrando ambos lados de la desigualdad y dividiendo entre n’K,(w) ob-
tenemos:

(13) /gdp > /XdIP— €

Ahora, substituyendo (12) en (13) obtenemos

(14) /ld]P’ > /XdIP’— 2

donde € es aribitraria. Haciendo que € — 0 obtenemos la segunda desigualdad
de (1).

Hemos establecido pues (1) para funciones integrables no negativas aco-
tadas:

/YdPg/Xd]P’g/KdP.

Para extender la demostracién a funciones no acotadas, definimos X ; =
min{M, X}y X,; = min{X, M} para obtener las desigualdes respectivas en
términos de X 57 y X ;. Haciendo que M — oo se obtiene el resultado general.

Resta ahora demostrar que el limite X* = lim,, o Z;:Ol X(T'w), que ya
demostramos que existe casi seguramente, es en efecto la esperanza condicional
que requerimos.

Hemos demostrado ya que X* es T-invariante casi seguramente, ya que X
y X son T-invariantes en todas partes y X = X c.s. Sabemos, entonces, que
X* estd en el subespacio de Hilbert £1(Q, ., P) C £Y(Q,.Z,P), donde .¥ es
la sub-o-dlgebra de .% invariante bajo T. Basta pues verificar que E (X*Z) =
E(XZ) para Z € £1(Q, #,P) acotada (que Z sea acotada nos garantiza que
las esperanzas existan):
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E(X2) = -> E(X2

n—1

-2 E((XoT?) (Z017))

Jj=0

lz X oT7) (ZoTY)
n 7=0

nl

E ZXOTJ

ya que, por la Proposicion 1, Z es #-medible si y sélo si es T-invariante.
Consideramos ahora la sucesién

que es constante. Haciendo que n — oo obtenemos

n—1
1 .
E — E XoT' | Z| —» E(X*2)
n ° (

Jj=0

con lo que concluimos que X™* es, en efecto, la esperanza condicional deseada.
O

4. El teorema de retorno de Poincaré

Terminamos el capitulo estableciendo un resultado de recurrencia para sis-
temas de transformaciones que preservan medida, que nos sera de utilidad més
adelante. En efecto, en el capiftulo 2 demostraremos el teorema de Szmeredi
a partir de una versién multidimensional del presente.

4.1. Teorema de retorno de Poincaré en sistemas con transfor-
maciones de medida invariante. [Fur81], p. 8

TEOREMA 4 (Teorema de Retorno de Poncaré). Sea T una transformacion
de medida invariante sobre el espacio de medida (2, .F, ), con u(2) < oo.
Si B € % es cualquier conjunto de medida positiva, entonces hay un punto
x € B y un natural n > 1 tales que T"(x) € B
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DEMOSTRACION. Consideramos las imdgenes inversas de B bajo poten-
clasde T: T7'B, T72B, T3B, T"*B, ..., tenemos una secuencia infinita de
conjuntos con la misma medida. Como p(2) < oo, no pueden ser todos dis-
juntos, asi que existen naturales i < j tales que T"*BNT /B # (). Fijamos
entonces © = T" € B y tenemos que T7 iz € B. O



Capitulo 2

Principios de Correspondencia en Teoria
Ergdédica

El principio de correspondencia es un recurso que nos permite convertir
enunciados sobre sistemas dindmicos finitarios (esto es, sistemas dindmicos
definidos sobre espacios finitos) en enunciados acerca de sistemas dindmicos
infinitarios (definidos sobre espacios infinitos). Es, por asf decirlo, una estra-
tegia para hacer demostraciones deduciendo comportamientos cuantitativos
locales a partir de afirmaciones cualitativas generales en sistemas dindmicos
infinitos; la mejor manera de explicarlo es por medio de los ejemplos que ve-
remos en este capitulo.

1. Demostracion del Teorema de Van der Wirden mediante un
principio de correspondencia

1.1. Formulaciones finitaria e infinitaria. El teorema de Van der
Wirden tiene varias formulaciones equivalentes. En particular, nos interesan
sus formulaciones finitaria e infinitaria, para establecer su equivalencia.

TEOREMA 5 (Teorema de Van der Waerden, formulacién finitaria [Fur81]).
Para q,1 € N fijos, existe N(q,l) tal que, si los nimeros {1,2,...,N(q,1)} se
particionan en q conjuntos, alguno de €stos tendrd progresiones aritméticas
de longitud 1.

La versién infinitaria del teorema versa asi:

TEOREMA 6 (Teorema de Van der Waerden, formulacién infinitaria [Fur81]).
Si Z se particiona en q conjuntos, para todo | existe un conjunto B; en la par-
ticion que contenga una sucesion aritmética monocromdtica de longitud [.

Demostramos la equivalencia entre ambas formulaciones por medio de un
principio de correspondencia. Para este fin, necesitamos el siguiente resultado:

PROPOSICION 3. La version infinitaria del teorema de Van der Wirden
enunciada sobre Z es equivalente a la misma enunciada sobre N.

27
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DEMOSTRACION. Contener sucesiones aritméticas de longitud [ es una
propiedad local - depende sélo de un subconjunto finito de Z (resp. N) y no
de todo Z (resp. N). Pensaremos en cada g-particién como una g-coloracién -
es decir, una funcién

C:F —|q
donde
F=7Z,N
segun sea el caso, y
q =1{1,2,...,q}.
Diremos que una sucesién aritmética es monocromatica, si sus elementos estan
contenidos en el mismo conjunto de la particion o, equivalentemente, si

C(j) = constante

para cada j en la sucesién.

(<) Si una g-coloracién de N presenta alguna sucesién aritmética mono-
cromética de longitud [, cualquier extensién arbitaria de la coloracién sobre Z
también la presenta.

(=) Ahora suponemos que cualquier g-particién de Z contiene una suce-
sién aritmética monocromaética de longitud [. Supongamos, para obtener una
contradiccién, que la restriccién de esa particién sobre N no contiene ninguna
sucesion aritmética monocromatica de longitud /. Por consiguiente, tampoco
contendrd ninguna sucesion aritmética monocromatica de longitud [ + m para

cualquier m > 1. Asi, —N = {...,—1,0} tendrd sucesiones aritméticas mo-
nocromaticas de longitud arbitraria, y N tendra sélo sucesiones aritméricas
monocromaticas de longitud s = 1,2,..., M para algin M < [. Pero enton-

ces, si copiamos la ¢-particién de N sobre —N obtendremos una g-particiéon
de Z que a lo mas tendra sucesiones aritmaticas monocromaéticas de longitud
s=1,2,...,2M, contradiciendo nuestra hipdtesis. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar la equivalencia:

PROPOSICION 4. Las versiones finitaria e infinitaria del teorema de Van
der Wirden son equivalentes.

DEMOSTRACION. (=) La versi6n finitaria implica a la infinitaria de ma-
nera casi directa. En efecto, si particionamos a Z en ¢ conjuntos
Z=DBU...UDB,

y elegimos un numero [ fijo, la versién finitaria del teorema nos garantiza
que existe un natural N suficientemente grande tal que B; N {1,2,...,N}
contenga una sucesion aritmética de longitud [, para algin 5 =1,...,q. Pero
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l es arbitrario, y dejando que [ — oo obtenemos la versién infinitaria del
teorema.

(<) Por contrapositiva.

Suponemos la negacion de la versién finitaria: dado ¢ fijo, existe una suce-
sién creciente de naturales (N,;n > 1), N,, > ¢, con sus respectivas particiones
en g conuntos:

(Pp;n > 1) Pn:{B{L,...,Bg}
donde
{1,...,N,} =B U...U B},
tales que ningin B contenga una sucesion aritmética de longitud I.

Por construccién cada particion tiene exactamente ¢ conjuntos y podemos

pensar en cada una de ellas como una g-coloracién:

C": [N,] — [q] i =C"(j),
donde
[N, =41,...,N,}.
Asi, la sucesion de particiones
(Pp;n>1)
corresponde a una sucesion de coloraciones
(C*n>1).

Nos fijamos en el color del nimero 1 segun la coloraciénes C™; es decir,
nos fijamos en los colores C{*. Dado que hay una cantidad finita de colores,
existe un kp tal que

cr(1) =cy
para una infinidad de n. Entonces bien, podemos extraer una subsucesién
(C*neA)C(Cn>1)
con A; C N tal que
Ch(1)=Ci  VYne A.
De la misma manera existe ko > ki tal que
ko € Al
y
C"(2) = Cy?
para una infinidad de n en A;. Siendo asi, existe una segunda refinacién del

conjunto de indices

Ay C A;
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que satisface
C"(2) =Ch  VYne A.
Es decir, el 2 tiene el color constante en la segunda subsucesion de coloraciones.
Procediendo recursivamente, construimos una cadena de refinamientos de
conjuntos de indices

DAL C L. C Ay C A

con sus respectivos refinamientos de sucesiones de particiones
.C(ChmeAy)C...Cc(CneA)C(Cne A
de tal manera que, para cada m > 1 se tiene que
- Em c
C"(j) =¢; VneA, j=1,---,m.
Las constancias en las coloraciones de los niimeros 1, -- ,m se preservan tras
la m-ésima refinacién y todas las refinaciones subsecuentes.
Ahora, consideramos la subsucesién diagonal
D= (Ckm;m > 1)
v planteamos la coloracion limite sobre los naturales
C*
donde a cada natural j le corresponde el color ij . Le llamamos particién

limite, puesto que si extendemos las coloraciones de manera arbitraira sobre
los naturales, a modo que

Ckm* . N — [q] Chm*|y, =CFm m>1,
entonces para cada natural n la sucesion
(Ck’" (n))m

converge a Ck». Es decir,
Cchm* — C*

puntualmente.

Alternativamente, podemos definir una métrica sobre el espacio de ¢-
coloraciones de N, verificando que efectivamente

C* = lim Chn~
m—0o0

bajo esa métrica. Reservamos ese desarrollo para la demostracion del Teorema
8, més adelante. Los detalles se pueden consultar en [Fur81], pgs. 6, 11.

Para terminar la demostracién falta sélo evidenciar que C* es una ¢-
coloracion de los naturales que no contiene sucesiones aritméticas monocromati-
cas de longitud [. Por construccién, ninguna coloracién C*= en D las contiene.
Supongamos que C* presentara alguna sucesion aritmética monocromatica de
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longitud I; ella estarfa dentro de [Ny, ] para m suficientemente grande. Pe-
ro C* restringido a [Ny ]| es simplemente C*=, que no presenta sucesiones
aritméticas monocromaticas de longitud [, de manera que la suposicién es
insostenible.

Retomando la Proposicién 3 nuestro resultado es extensible a coloraciones
sobre Z. ([

1.2. El teorema de Van der Wirden como recurrencia multiple,
version topolégica. Hay dos maneras de demostrar el teorema de Van der
Warden a partir de un teorema de recurrecia multiple. La primera es construir
un espacio métrico sobre el espacio de g-particiones de Z y asi demostrar una
formulaciéon topolégica del teorema de Van der Warden a partir del teorema de
recurrencia multiple de Birkhoff, que trata con espacios métricos compactos.
Este enfoque se desarrolla en [Fur81], pgs. 9-10.

Para enunciar el teorema de recurrencia miltiple que nos interesa necesi-
tamos primero el siguiente concepto:

DEFINICION. Si para un espacio métrico tenemos I transformaciones
Ty,...., 71 : X - X
diremos que un punto
xg € X
es conjuntamente recurrente si existe una sucesiion
(ng), CN ng — 00

tal que

Tfk(mo) — Ty ,Tlnk (.230) — T

conforme k — oo.

TEOREMA 7 (Teorema de recurrencia miltiple de Birkhoff [Fur81], p. 9).
Si X es un espacio métrico compacto y las transformaciones

T,....T;: X - X
conmutan, entonces X tiene un punto conjuntamente recurrente.

No demostraremos aqui el teorema de recurrencia multiple de Birkhoff,
pero la demostracién esta disponible en el capitulo 2 de [Fur81]. Pero tampoco
queremos pasar por alto la relacién entre tan importante teorema topolégico
y el teorema de Van der Warden. Empezamos exponiendo una versién més
del teorema de Van der Warden:
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TEOREMA 8 (Van der Wérden, versién tolopdgica). Si X es un espacio
métrico compacto, T un homeomorfismo de X, xog € X, entonces para todo
enterol > 1 y € > 0, hay un punto en la orbita de xo, y = T™(xy), tal que
para algin n > 1, los puntos

y, T"(y), T**(y) ... T (y)

estan a una distancia menor a € entre si.
Veamos cémo esta version es equivalente a las que ya conocemos:

DEMOSTRACION. (=) Usamos la versién infinitaria para establecer el re-
sultado anterior.

Ya que X es compacto, damos una cubierta de bolas abiertas de radio
5 y elegimos una subcubierta finita. Numeramos a las bolas abiertas de la
subcubierta finita

X =B1U...UBy,
y establecemos una coloracion de los naturales segin la funcién

C:N—=[q]

definida por

C(n) =max{j : T"(z0) € B;}.
Por la versién infinitaria del teorema, esta coloracién tiene una sucesién aritméti-
ca monocromatica de longitud [ + 1, lo que nos dice que, para algunos m,n,

T"(z0), T (20), ..., T""™(x0) € B;  j€[ql,

y por lo tanto distan menos de € entre si.
(<) Para ver la implicacién inversa consideramos un sistema dindmico
sobre el espacio de sucesiones dobles compuestas de ¢ simbolos

AL A=]q).
Es decir, cada punto del espacio es una sucesién doble (z(n);n € Z) donde
x:Z— A

es suprayectiva. Observamos que a cada punto del espacio corresponde una
g-particién

con
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Definimos la siguiente métrica sobre el espacio:
1
d(x,y) = inf {k‘—i—l cx(i) =y(@) Vi < k} )

Verifiquemos que d es, en efecto, una métrica:

a) La no negatividad es evidente al observar que d toma sus valores (una
cantidad numerable de ellos) en el intervalo [0, 1]

b) Computando directamente se observa que

d(z,x) = 0;
por otro lado, si
TFY
entonces existe
kE=max{|n|: ne€Z, z(i)=y() V|i|<|n|}
finito, por lo que
d(xz,y) > 0.
c) Para establecer la desigualdad del tridngulo definimos
kpy=max{k>1: z(i)=y(i), [i|<k}.
Para puntos z, y y z arbitrarios y distintos consideramos dos casos: si k; , <
ks . entonces
d(x,z) < d(x,y) < d(z,y) +d(y, 2) .
Por otro lado si k;,, > k. entonces ky . < kg .y
d(z,2) < d(y,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Con esto hemos demostrado que d es, en efecto, métrica. Notamos, ademas,
que el espacio es compacto bajo la topologia inducida por esa métrica. En
efecto, sabemos que un espacio métrico es compacto si y sélo si toda sucesién
acotada de puntos admite una subsucesion convergente bajo su métrica. Pues
bien, sea

(zj55 > 1)
una sucesién acotada de puntos en
AZ.
Es decir, existe una bola abierta
B, ={x:d(x,z) <€}
alrededor de algiin punto z, tal que

(zj55 > 1) C B;.
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Si e > 1, entonces B; es todo el espacio, asi que debemos demostrar que toda
sucesion arbitraria en el espacio admite una subsucesién convergente.

Para ello basta con reproducir el argumento que desarrollamos para de-
mostrar que una sucesion arbitraria de coloraciones sobre N admite una subsu-
cesion convergente, pero esta vez, a cada paso del refinamiento inductivo, nos
aseguramos que la subsucesién de coloraciones obtenida sea constante sobre

{-n,...,0...,n}

en lugar de sélo sobre [n].

Ya que estamos concientes de tener un espacio métrico compacto, defini-
mos sobre este espacio el grupo de transformaciones compuesto por iteraciones
del operador shift:

T(x(n) = o(n +1)

con sus respectivos inversos. Para aplicar la versién topoldgica del teorema de
Van der Warden, resta convencernos de que las transformaciones del grupo
son homeomorfismos. Es claro que cada una de ellas tiene inverso (por algo
constituyen un grupo - y por algo construimos un espacio de sucesiones dobles
y no sencillas, es decir, sobre Z y no sobre N).

Para ver que cada transformacion tiene inversa continua o, lo que es lo
mismo, que cada transformacién del grupo es continua, elegimos

B.(2)
una bola abierta arbitraria de radio e alrededor de algiin punto z, y
T uEZ
una transformacién del grupo. Ahora, por construciéon de la métrica,
B(z) =B = (2)
para algun K > 0. Es decir, para cada punto = de la bola, los simbolos
{e(-K+1),...,2(0),...,2(K — 1)}
son constantes. Observamos entonces que
T7"(Be(z))

consiste en todos los puntos y que conservan estos simbolos, pero trasladados
—u posiciones. Asi pues,

T (Bir—1+1u|(¥)) C Be(z),

con lo que afirmamos la continuidad de T.
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Ya sin el menor atisbo de duda, podemos aplicar la versién topoldgica del
teorema sobre nuestro sistema dindmico, para concluir que para cualquiera
2o € AZ,1>1,€e> 0, existe y = T™(z0) tal que

y, T"(y), T*(y) , ..., T (y)

estén a e de distancia entre si, para algin n > 1. En particular, si € < 1, esto
quiere decir que

y(0) =y(n) =... =y(in).
En otras palabras, hemos exhibido una sucesién aritmética monocromatica de
longitud arbitraria, para una una coloracién arbitraria de Z. (I

Esta equivalencia nos permite demostrar el siguiente resultado.

PROPOSICION 5. El teorema de recurrencia miltiple de Birkhoff implica
el teorema de Van der Wirden.

DEMOSTRACION. [Fur81], p. 10. Demostramos la versién topolégica del
teorema de Van der Wérden.

Sean X un espacio métrico compacto, g € X , y Y la cerradura en X de
la érbita de xg:

Y ={T™(x0): m € Z};
notemos que Y es invariante bajo T, y es compacto por ser cerrado dentro de
un compacto. Definimos

Ty=TT,=T2 ... T,="T

y observamos que conmutan entre si.
Por el teorema de Birkhoff de recurrencia multiple, existen ¢y € Y y
(nk)k CN Nk — 00

tales que

) =y I ) =y
conforme k — oo. Entonces, para N € (ng), suficientemente grande, los
puntos

VoI Y)W TV )
estdn a € de distancia entre si. Para y suficientemente cercano a g’, el mismo
resultado serd vélido para

y, TN (), T3 (y) , .., TV (),

por continuidad de las T;, y por tratarse de un nimero finito de puntos. Pero

Yy €{T™(x0)} ez
asi que obtenemos el resultado deseado para algtin y en la 6rbita de zg. [
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1.3. Versién ergédica. El teorema de recurrencia miltiple de Birkhoff
es para espacios métricos lo que es el teorema de recurrencia multiple de
Poincaré para espacios de medida:

TEOREMA 9 (Teorema de recurrencia multiple de Poincaré [Fur81], pgs.
14, 77). Si (X, %, u) es un espacio de medida y Ty,...,T; son transforma-
ciones sobre X que preservan a p y que conmutan entre si, entonces para
cualquier conjunto A € F tal que pu(A) > 0 existe un entero n > 1 que
satisface
p(ANTI™(A)N...N T (A)) > 0.

No demostraremos aqui tampoco el teorema de recurrencia multiple de
Poincaré, que nos desviaria de nuestros propésitos, pero el lector decepcionado
por esta omisién puede referirse a [Fur81], capitulo 7.

Lo que nos interesa desarrollar es lo siguiente: la segunda manera de de-
mostrar el teorema de Van der Wérden a partir de un teorema de recurrencia
miltiple es observando que el teorema de recurrencia multiple de Poincaré im-
plica el teorema de Szemerédi, que a su vez implica el teorema de Van der
Wiérden. Estamos pues ante una demostracion ergddica del teorema de Van
der Warden.

Atln m4és interesante para nosotros, veremos rumbo al final del presente
capitulo cémo el teorema de Szemerédi se puede replantear a partir de un
principio de correspondencia.

2. El Teorema de Szemerédi

El teorema de Szemerédi, en una de sus formulaciones, es la extensién de
densidad del teorema de Van der Warden. Quedard mas claro qué queremos
decir con esto después de enunciarlo:

TEOREMA 10 (Teorema de Szemerédi, versién finitaria [Pol12], p. 1).
Para cada entero k y para todo § > 0 existe N € N tal que todo conjunto

A C [N]
que satisface

|A|

-— >

N 0

contiene una sucesion aritmética de longitud k.

Decimos que |A|/N es la densidad de A en [N]. No es dificil ver que el
teorema de Van der Warden es un corolario del teorema de Szemerédi. Para

k y r fijos, elegimos
1
o€ (0, >
r
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y obtenemos N tal que todo subconjunto A de [N] de densidad al menos §
contiene una sucesién aritmética de longitud k. El resultado se sigue de obser-
var que toda r-coloracién de [N] tiene al menos un conjunto monocromético
de densidad al menos N/r en [N].

Como en el caso del teorema de Van der Wérden, el teorema de Szemerédi
se puede enunciar sobre N o sobre Z, y la equivalencia se establece por un
procedimiento analogo.

2.1. Versiones finitaria e infinitaria. Aqui también tenemos una
formulacion finitaria y una infinitaria, equivalentes. Veremos, de hecho, que la
demostraciéon de su equivalencia es muy parecida al caso del teorema de Van
der Warden.

TEOREMA 11 (Teorema de Szemerédi, version infinitaria [Fur81], p. 13).

Si B C N es tal que, para alguna sucesion de intervalos ([0, a,];n > 1) tales
que a, — 0o se cumple

|B N [an]|

Qn

—d >0, n — 090,

entonces B contiene progresiones aritméticas arbitrariamente largas.

En este caso B tiene densidad superior positiva en N, en el sentido de la
siguiente definicién:

DEFINICION. La densidad superior de un subconjunto de los naturales
se define como

BN[N
D*(B) = limsup &
N —o0 N
PROPOSICION 6. Las versiones finitaria e infinitaria del teorema de Sze-
merédi son equivalentes.

DEMOSTRACION. (=) Sean k fijoy A C N con
D*(A) = 6.
Sea N (g, k) el natural que por la versién finitaria del teorema garantiza que

todo subconjunto de densidad al menos § de [N (2, k)] contiene una sucesién
aritmética de longitud /. Para algin n > N (g, k:) tenemos

1 )
—|ANn]| > <.
n 2
Luego, la versién finitaria nos garantiza la existencia de una sucesion aritméti-

ca de longitud [/ en
AN |n].



38 2. PRINCIPIOS DE CORRESPONDENCIA EN TEORfA ERGODICA

(<) Procedemos por contrapositiva. Suponemos la negacién de la versién
finitaria y elegimos una sucesién (n;;j > 1) C N tal que, para cada j, [n;]
tiene un subconjunto A; de densidad al menos ¢ y que no contiene ninguna
sucesion aritmética de longitud /. Ahora, cada particién

[nj] = A; U ([nj] ~ 4;)
establece una 2-coloracién, y la sucesién
(435 > 1)
admite una subsucesion (Akj; j> 1) para la cual la sucesiéon de funciones
(Ck'j;j > 1), definida por
Cchi = LY/
converge puntualmente a

C*(l) := lim C*(1).
Jj—oo
En efecto, basta utilizar el procedimiento diagonal que usamos para demostrar
el Teorema 4. La subsucesion preserva la propiedad de densidad,

|Akj| >

Nk

3,

y la propiedad de que ningtin Ay, contenga una sucesién aritmética de longitud

l.
El subconjunto de N definido por C*,

{neN: C*(n)=1} =] A,

no contiene sucesiones aritméticas de longitud [, pues en ese caso lo haria
también el conjunto definido por C*i, con j suficientemente grande. Para
concluir, basta observar que
lAkj ‘
kj

>0 v

implica

D (JAr,) =0

Hemos exhibido un conjunto en los naturales de densidad superior positiva
sin sucesiones aritméticas de longitud [, contradiciendo la versién infinitaria
del teorema. O
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2.2. Prueba del teorema de Szemerédi mediante un principio
de correspondencia y el teorema de recurrencia multiple. Si bien a la
fecha se han desarrollado ya varias demostraciones del teorema de Szemerédi,
echando mano de diversas ramas de las matematicas - andlisis de Fourier,
combinatoria, hipergréaficas, entre otras -, nos ocuparemos en este trabajo
solo en la demostracion ergddica. Para una breve pero ilustrativa discusion de
las distintas rutas seguidas para demostrar el teorema de Szemerédi, referimos
al lector a [Tao06], donde, ademés, se desarrolla una demostracién a partir
de la teoria ergddica distinta a la que trataremos a continuacién.

Antes de entrar en materia, requeriremos de un resultado cuya prueba es
desarrollada en [Fur81], capitulo 3, y que no desarrollaremos aqui.

DEFINICION. A un conjunto finito de simbolos
A={a,...,an}
le llamamos un alfabeto. Lo denotamos usualmente con la letra A.

DEFINICION. Si S es un subconjunto de Z (resp. N), la densidad supe-
rior de Banach del conjunto S es

SniI
BD*(S) = limsup | |
oo ||

donde I varfa sobre intervalos de Z (resp. N). Es decir, hay alguna secuencia
de intervalos (Ij) con

|Ik| — 0
para los cuales
— BD*(S);
y para cualquier otra secuencia (I,) con

|I,| = oo
se verifica la desigualdad

SNI,
lim sup |17| < BD*(S).

TEOREMA 12. Consideramos el espacio Q = A%, construido a partir de
un alfabeto A, y una sucesion de simbolos & € Q); sea

X ={T"(¢):ne}

la orbita de & con respecto al operador shift, definido como anteriormente; es
decir,
T(wn)) =wn+1) well
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Sean a € A y

Aa) = {w: w(0) =a}.
El simbolo a ocurre en & con densidad superior de Banach positiva si y solo
si existe una medida invariante p sobre X tal que p(A(a)) > 0.

Mencionamos, por interés general, que la demostracién del teorema de-
pende de un resultado general sobre espacios compactos y convexos, conocido
como el teorema de Krein-Milman, aplicado en este caso a un espacio de me-
didas T-invariantes sobre X.

Para demostrar el teorema de Szemerédi, se necesita poco mas que ligar
el resultado anterior con el teorema de recurrencia multiple de Poincaré:

DEMOSTRACION ERGODICA DEL TEOREMA DE SZEMEREDI. Supongamos
que S C Z tiene densidad superior de Banach positiva, y definimos

A={0,1}  Q={0,1}".
El punto 15 € Q estd definido por la funcién caracteristica de S sobre Z. Sea
X C Q la cerradura de la 6rbita de 1g bajo el shift, y sea

A=A(1) ={w:w(0)=1}.
Por el Teorema 12, hay una medida u sobre X invariante bajo el shift y tal
que

H(A(L)) > 0.

Entonces bien, se verifican las hipétesis del teorema de recurrencia multiple
de Poincaré (Teorema 9) con

=T, T,=T2 ... T,=T"'
donde T es el operador shift. Asi, tenemos que para algun n > 1
p(ANT (A NT?"(A)N...nT~"(A)) >0,
lo que implica que hay algin punto w € AN X tal que
T™w)e ANX  i=12,...,L
Entonces, por definicién de A = A(1),
w(0) =w(n)=w?@2n)=...=w(n) =1.

Ademids, como w € X es un limite de traslaciones de &, esta arbitrariamente
cerca de una traslacién de £ o, lo que es lo mismo, equivale a una traslacién
de £ en un intervalo de Z arbitrariamente grande alrededor del 0. Asi, para
algin h,

1g(h) =1g(h+n)=1g(h+2n)=...=1g(h+In) = 1.
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Por definicién de 1g, esto signnifica que

h,h+n,h+2n,...,h+In €8.

3. El teorema de densidad de Hales-Jewett

3.1. Una demostracion alternativa del teorema de Szemerédi.
El lector que sienta que nos hemos saltado demasiados pasos para llegar a
la demostracion ergddica del teorema de Szemerédi -no sin razén - serda com-
pensado en el capitulo siguiente, con otra demostracién ergddica, que si es-
tudiaremos de manera completa, y que pasa por el teorema de densidad de
Hales-Jewett, y cuyo tdltimo paso exponemos aqui: es decir, la demostracién
de que éste implica el teorema de Szemerédi.

El teorema de densidad de Hales-Jewett generaliza el teorema de Hales-
Jewett de la misma manera que el teorema de Szemerédi generaliza el teorema
de Van der Wérden. En lo que sigue, denotaremos por

[K]"
al conjunto de secuencias de simbolos de longitud n que toman sus valores en
[k] :={1,2,...,k}.
A cada elemento de [k]™ le llamaremos palabra.

DEFINICION. Una linea combinatoria de [k]™ es un conjunto
AC k"
de la forma

U([K)) = {1(@) =i € [K]}

L[k = [k

donde

se define sustituyendo en
wy € ([K]U=)" ~ [k]"”

la letra respectiva por cada ocurrencia de *. Requerimos, pues, que w; contenga
de hecho al menos un .

DEFINICION. Para una linea combinatoria en [k]™ que corresponde a w; €
([k] U %)™\ [k]™, el conjunto de posiciones donde aparece * se llama el con-
junto comodin. Es decir, es el conjunto

{m € [n] : wy(m) = x}.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el primer teorema.
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TEOREMA 13 (Teorema de Hales-Jewett). Para todo par de enteros k > 2
yr > 2 existe N > 0 tal que para todo n > N se cumple que toda r-coloracion
de [k]™ contiene una linea combinatoria monocromdtica.

Su generalizacién de densidad es la siguiente:

TEOREMA 14. [Teorema de densidad de Hales-Jewett, version finitaria/
Para cada entero positivo k y cada real § > 0 , existe N > 0 tal que para todo
n > N , todo subconjunto de [k]™ con densidad al menos & contiene una linea
combinatoria.

La demostracién de que la versién de densidad de Hales-Jewett implica el
primer teorema es exactamente analoga a la que ya hicimos para establecer
que el teorema de Szemerédi implica el de Van der Wérden.

Por otro lado nos resulta necasario establecer el siguiente resultado:

PROPOSICION 7. El teorema de densidad de Hales-Jewett implica el teo-
rema de Szemerédi.

DEMOSTRACION. Fijamos k, entero positivo, y § > 0. Por el teorema de
densidad de Hales-Jewett, existe un entero N > 0 tal que para todo n > N,
todo subconjunto

AC k™
de densidad al menos ¢ contiene una linea combinatoria. En particular, con-
sideramos

tal que

y observamos que contiene una linea combinatoria: le llamaremos
L={l(i):i€[k]}.
Ahora bien, definimos la funcién
¢ [k — [k"]
que manda a cada palabra en [k‘]N al nimero que representa escrita en base
k, interpretando a [k] como
[k] :={0,1,...,k—1}
y a [kV] como
kN ={0,1,..., kY —1}.
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Es decir,
¢((a1;a25"-aaN)): Zaj.kj a’jé[k]'

Claramente, ¢ es biyectiva.
Notamos que ¢(L) es una sucesién algebraica en [kV] contenida en ¢(A).
En efecto, si S es el conjunto comodin de L, entonces

$((0) — ¢l —1) =Y K  i=2.. .k
JjeSs

Noétese que en general hay muchas mas sucesiones aritméticas que las que se
pueden expresar de esta manera, por lo que es mas dificil encontrar lineas
combinatorias de lo que es encontrar sucesiones aritméticas.

Siendo biyectiva, la funcién ¢ preserva densidades. Asi, cualquier conjunto
A" en [k™] de densidad al menos & tiene una sucesién aritmética de longitud
k, que corresponde a una linea combinatoria en

¢ 1 (A).
Por dltimo, hacemos la observacién de que, para cualquier n > N se puede
repetir el procedimiento anterior, eligiendo un conjunto de densidad al menos

d en [k™] para exhibir una sucesién aritmética de longitud k contenida en
él. O

Con el mismo procedimiento se puede verificar:

PROPOSICION 8. El teorema de Hales-Jewett implica el teorema de Van
der Warden.

Omitimos la demostraciéon pues resultaria repetitiva.

3.2. Versiones finitaria e infinitara. También para el teorema de
densidad de Hales-Jewett hay una versién finitaria y una infinitaria. Ya hemos
enunciado la formulacién finitaria.

Para armonizar nuestra notacién con la de [Aus11], a quien habremos de
referirnos més adelante, denotamos por w a un conjunto de la cardinalidad de
los naturales.

DEFINICION. El espacio combinatorio infinito-dimensional sobre [k]
es
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TEOREMA 15 (Teorema de densidad de Hales-Jewett, formulacién infini-
taria). Si
A C [k]”,

i sup A0

n— 00 kn

entonces A contiene una linea combinatoria.

Como bien sospechara el lector a estas alturas, las versiones finitaria e
infinitaria del teorema son equivalentes, y la demostracién sigue el mismo
principio que hemos usado para los teoremas de Szemerédi y Van der Warden:

DEMOSTRACION. (=) Suponemos la versién finitaria del teorema, y ele-
gimos un conjunto
AcC[k]”
tal que

A n
h’msupwze €e>0>0.

kn
n— 00
Por la version finitaria, existe un entero positivo NV tal que para toda n > N,
cualquier conjunto
|B|
B C [k]" tal que T 0
contiene una linea combinatoria.
Pero por definicién de limite superior podemos encontrar M arbitraria-

mente grande tal que

AN kM

AnM
LM

por lo que, eligiendo M mayor a N,
AnkM c A

contiene una linea combinatoria.

(<) Procedemos por contrapositiva. Suponemos la negacién de la ver-
sién finitaria del teorema y elegimos una sucesién (n; : j > 1) junto con una
sucesion de conjuntos

(4;:5=1) A C k)

tal que
|45
i

y ningin A; contenga lineas combinatorias.
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Consideramos el conjunto
A =J4 clr~
jz1
Por construccién, A* no contiene lineas combinatorias, y ademé&s
} |A* O [K]"]
limsup —————
n—oo kn

>6>0,

contradiciendo la versién infinitaria del teorema. O

Habra notado el lector un toque de familiaridad entre esta demostraciéon
v las que desarrollamos para establecer las equivalencias entre las distintas
formulaciones de los teoremas de Szemerédi y Van der Wérden, con la sin-
gularidad de que esta vez no requerimos de ningun truco de diagonalizacién.
Esto se debe a que, a diferencia de los casos anteriores, no requerimos que

exista algtn tipo de proyeccién de las A; sobre [k]’~! que sea equivalente a
Aj—1~

3.3. Otra formulacién del teorema de densidad de Hales-Jewett.
Para el teorema de densidad de Hales-Jewett, existe otra formulacién finita-
ria, con su respectiva equivalencia infinitaria, que es mas cercana a la que
demostraremos en el siguiente capitulo.

TEOREMA 16. [Densidad de Hales-Jewett, versidn ergddica finitaria] Para
todo § > 0 existe N > 1 tal que, sin > N y

f k" =2
es una funcion hacia la o-dlgebra de algin espacio de probabilidad (X, A,P),
con
flw)y=DB, €%,
y tal que
P(By) > 6 Yw € [k]";
entonces hay una linea combinatoria

L([K]) < [K]"

tal que
k
Pl () By | >0
j=1

PROPOSICION 9. Las formulaciones 1/ y 16 del teorema de densidad de
Hales-Jewett son equivalentes.
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DEMOSTRACION. (14 = 16): Suponemos el teorema de densidad de Hales-
Jewett enunciado como en 14. Sea § > 0 y consideramos una coleccién de
funciones

fu K" — B
que envian palabras de longitud n en conjuntos medibles del espacio de pro-
babilidad, cada uno con probabilidad mayor o igual a §. Escribimos

fa(w) = By,

para cualquier n.
Queremos evidenciar que, para toda n > 1, existe un conjunto de palabras
de longitud n
A, C [k]"

tal que

w20y P () B | >0

wEA,
Estableciendo esto, ya habremos terminado, puesto que el Teorema 14 nos
garantiza que existe N > 0 tal que para todo n > N, A,, contiene una linea
combinatoria
I.([k]) C A,.
En ese caso

k
ﬂ B, C ﬂBz,ﬂ(i),
=1

wEA,

k
P(n Bln(i)> > 0.
=1

Llamaremos conjuntos de tipo delta a aquellos medibles B, en X que
satisfacen

de donde

P(B,) > 0.
Si particionaramos el espacio X en conjuntos de tipo delta, cabrian a lo mas
1
M=|=
i

de ellos. Para una coleccién de s- M medibles tipo delta, existe al menos una
interseccién positiva
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donde coinciden s medibles de la coleccién: en particular cuando respetamos
una particién inicial de X en M medibles tipo delta, y con mayor razon si no
lo hacemos.

Para n fija, tenemos una coleccion de k™ medibles tipo delta; a saber,

{By :welk"}= .
Luego, existe una interseccién de probabilidad positiva

S= () Ba &cCo

BL€EE
donde coinciden i o
T > 5 . kn
Mo 5]
medibles de 7. Llamémosle A,, a la coleccién maximal de medibles en o7 tales
que
(] Bn=5.
wEA,
Claramente
@ >0
kr =

(14 < 16) Observamos primero que 16 es cierto para § > 1— 1. En efecto,
podemos elegir N =1y n > N; si tomamos

AC k"
de densidad al menos &, podemos particionar A en los subconjuntos
Aj={we A:w(l) =j}.
Consideramos las proyecciones de las A; sobre las tltimas n — 1 letras:
! n—1
A; C[K]

y observamos que
k
U4 =la>6-k" >k (k-1).
j=1

Dado que cada A;- tiene a lo més k"~ ! elementos, que hay k conjuntos A;-, y
que la desigualdad anterior es estricta, concluimos que

k
A4, #0.
j=1

Dicha interseccién corresponde a una linea combinatoria en A.
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Sea ¢y el infimo de las § para las cuales 14 es vélido. Basta demostrar
€p = 0: suponemos, para obtener una contradiccién, que ¢y > 0. Tomamos
m > N¢,, donde N, es el natural que garantiza se cumpla 16 para conjuntos

de densidad mayor a €.
Sean
1
€1 = € 1 — W
€0 1

€2 = €1 + 5
notamos que
€2 > € > €].

Sea, por otra parte, V., el natural que garantiza la conclusién de 14 para
conjuntos de palabras de densidad al menos ez, y sea M > N,,. Demostramos
a continuacién que la conclusién de 14 es valida para conjuntos de densidad
al menos €; y naturales mayores que M + m, lo cual contradice la definicon
de €p. Concluimos asi que ¢y = 0.

Elegimos n > M +m y consideramos la medida de probabilidad uniforme
sobre [k]™ dada por
_ 1Bl

kn

Consideramos las distribuciones uniformes sobre [k]™ y [k]"~™ de la misma
manera.

Sea A C [k]™ de medida mayor a €; y definimos la funcion

g: K] — 2(k]"™),
donde Z([k]™™) es el conjunto potencia de [k]"~™:
g(’IU) = Ay
Ay ={ue k] ™ wue A}.

P(B) B C [k]".

Si se cumple que
€
P(A,) > 5" Yuw € [k]™,
entonces el Teorema 16 nos garantiza que existe una linea combinatoria l,,, ([k]) €
[k]™ tal que

k
P m Al(j) > 0.
j=1
Si u es elemento de dicha interseccién, entonces

In([K)u = {lm(Duy ..., Uy (k)u}
es linea combinatoria en A.
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Por otro lado, si algtin A, tiene medida menor a ¢, demostramos que
algin otro A,,, debe tener medlda mayor a €g; entonces, dado que €2 > €, el
conjunto

WAy, = {wiz 2 € Ay, }

tiene una linea combinatoria que, por definicién de A,,,, estd en A.
En efecto, la medida de A es igual al promedio de las medidas de los A,,:

@ B Zwe[k]m ‘Aw| 1

kn kn m n m’
we[k]™

Luego, dado que

tenemos

Ahora bien, si para algin w; € [k]"™ se cumple

|ij| < €0

fen—m 2’

| Aw| € " 1 1
Z kn7m>61'k7n_5—60 kn 1_W _5 .

(k] ~{w;}

entonces

Tomando el promedio de las medidas sobre g([k]™ ~ {w;}), obtenemos

1 | Al 1 1 1
. (1 = ) =
=1 D g O m 1 ( < km+2) 2)
2K 2 —
0 ( 2k2( km —1) )

0( 2k2km— )

> €a,

\%

m

de donde concluimos que al menos para un w; € [k]™, g(w;) tiene medida
mayor a € en [k]" ™.

O
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3.4. Versiones finitaria e infinitaria, formulacién ergddica de
Hales-Jewett. Como antes, tenemos una versén infinitara, equivaente a la
finitaria, de la formulacién ergédica del teorema de densidad de Hales-Jewett.

TEOREMA 17. Si a cada w € [k]¥ le asignamos un conjunto medible en
un espacio dado de probabilidad, (X, %,P) bajo una funcién

[k — 2,
de tal manera que
f(w)=B,, P(B,)>d§>0 Ywe k]
entonces hay una linea combinatoria
U([K]) € K]

tal que
k
P ﬂ Bl(j) > 0.
j=1

La demostracién de la equivalencia sigue el mismo principio que hemos
venido usando hasta ahora para equiparar las formulciones finitarias e infini-
tarias de los teoremas.

PROPOSICION 10. Los Teoremas 16 y 17 son equivalentes.

DEMOSTRACION. (16 = 17) Sea (X, %, P) un espacio de probabilidad fijo.
Suponemos la formulacion finitaria y elegimos § > 0. Por hipdtesis, hay Ns
tal que para todo n > Ns y toda funcién

g:[k]" — B
g(w) = By
que satisface
P(By) > ¢
hay una linea combinatoria
ly([k]) € [K]"
tal que
k
P () B,y | >0
j=1

Pero 14([k]) € [k]“.
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(16 <= 17) Procedemos por contrapositiva. Suponemos la negacién del
Teorema 16; elegimos § > 0 y una sucesién de naturales (n;;¢ > 1) con su
respectiva sucesion de funciones

tal que, para todo n; en la sucesién, toda linea combinatoria I, ([k]) en [k]™
satisface

k
P ﬂBlni(j) =0.
j=1

El teorema se sigue de la siguiente observacion: Si n; es parte de la sucesién
anterior y m < n; entonces hay una funcién

gm : [k — B
tal que para toda linea combinatoria
Im([K]) € [K]™

se verifica
k
P| () B, | =0
j=1

En efecto, considerando lo anterior, podemos construir

g : [K]Y — B
a partir de las

gn  MEN;
basta establecer

w € [k]" N[K]* = go(w) = gn(w).
Por construccién g, cumple que, para toda linea combinatoria I([k]) C

[k]“, se tiene

k
P ﬂBl(j) =0,
j=1

otorgandonos la contradiccién del Teorema 17.

Basta, pues, demostrar la observacién anterior. Notamos que si m < n; y
l;n([k]) es una linea combinatoria en [k]™, entonces I, ([k]) es la proyeccién de
una linea combinatoria I,,, en [k]™ sobre las primeras m letras. Elegimos un
elemento arbitrario u en [k]" ™™ y definimos

gm : K] — B
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por
9Im (w) = 9n; (wu) .
Asi,
k k
P ﬂ B | =P ﬂ Bi, Gy | =0,
j=1 j=1
ya que

N
{lm (j)u} j=1
es linea combinatoria en [k]™.



Capitulo 3

Una demostracion ergédica del teorema de
densidad de Hales-Jewett

Ya que hemos formulado la version ergddica del teorema de densidad de
Hales-Jewett (de ahora en adelante DHJ), dedicamos este capitulo a su demos-
tracién. Seguiremos a grandes razgos el argumento de [Ausl1] con algunas
modificaciones.

Antes de entrar en materia, adelantamos un poco de la ruta a seguir.
Demostraremos una formulaciéon més especifica, que a primera vista pudiera
parecer mas débil, de la version ergédica de DHJ. No es dificil, si bien un poco
técnico, ver que dicha formulacién es equivalente a todas las demés que hemos
hecho de DHJ; tiene, ademads, la ventaja de permitirnos trabajar en espacios
estandar de Borel, y usar el potente teorema de consistencia de Kolmogorov.
Asi, en lugar de asociarle a cada palabra un medible, sin més, desarrollaremos
nuestro problema en términos de

(X[mz[k]”) :

el espacio de medida producto de un espacio estdndar de Borel (X, X) indexado
sobre [k]™. La notacién se extiende de manera natural a espacios producto
indexados sobre [k]“: recordemos que por w nos referimos a la cardinalidad de
los naturales y con [k]* denotamos al espacio de todas las palabras compuestas
por k letras.

La idea general que esta detras de todo lo que desarrollaremos de aqui en
adelante es la siguiente: refinar suficiente y adecuadamente a [k]“ para ob-
tener subespacios combinatorios infinito-dimensionales, tales que los espacios
producto con medida de probabilidad indexados por ellos verifiquen las con-
diciones de DHJ; verificar que, entonces, se tiene que haber satisfecho DHJ en
el espacio original indexado por [k]“. Después, tomar una sucesién de exten-
siones de (X, XY) hasta llegar a un espacio suficientemente y adecuadamente
extendido para el cual se cumpla DHJ, y verificar que entonces se debe cumplir
DHJ en el espacio original.

53



54 3. DEMOSTRACION ERGODICA DE DHJ

Los refinamientos adecuados y suficientes seran aquellos tendientes a la
estacionariedad fuerte y las extensiones adecuadas y suficientes aquellas ten-
dientes a la saciedad. Ambas propiedades sentardn la bases para deducir DHJ
a partir de la estructura de las distribuciones saciadas. Recordemos que ha
sido la equivalencia entre las formulaciones finitaria e infinitaria de DHJ, a
partir de un principio de correspondencia, que nos ha permitido aproximarnos
al problema desde esta perspectiva.

Necesitaremos entonces definir con precisién qué es un subespacio de [k]*,
cuales son las medidas de probabilidad definidas sobre los subespacios de
(X [’“]n,Z[k]n) que nos interesan, y qué relaciéon tienen con la medida sobre
el espacio original. Tal serd el objeto de las siguientes secciones.

1. Subespacios
1.1. Subespacios de [k]“.

DEFINICION. Sean ly,ls,--- ,l, lineas combinatorias y sea N(n) la su-
ma de las extensiones de las l;, ¢ = 1,--- ,n. El n-subespacio, o espa-
cio combinatorio n-dimensional definido por estas lineas es la funcién
¢ : [k]™ — [k]V() dada por

(b(w) :ll(xl)ZQ(fEQ)"‘ln(.’I;n) Si w=2x1Tp.

DEFINICION. Sea
(Un)n>1
una sucesion de lineas combinatorias. El subespacio combinatorio (infinito-
dimensional) definido por estas lineas es la funcién 1) : [k]* — [k]* dada por

Y(w) =l(z1) lp(zn) si w=a1-- 3, neN.

Cuando el contexto no se preste a confusion, le llamaremos también n-
subespacio a la imagen de un n-subespacio, y subespacio a la imagen de un
subespacio.

1.2. Espacios polacos y espacios estandar de Borel.

DEFINICION. La o-dlgebra de Borel sobre un espacio topoldgico es la o-
algebra generada por todos los abiertos de la topologia - o, equivalentemente,
por todos los cerrados.

DEFINICION. Un espacio de Borel es un espacio topolégico junto con
su o-algebra de Borel.

DEFINICION. Decimos que un espacio métrico es separable cuando con-
tiene un subconjunto denso y numerable.
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DEFINICION. Un espacio polaco es un espacio métrico separable y com-
pleto.

DEFINICION. Si (X,Xx) y (Y, Xy) son espacios medibles y existe
A Yx = Yy

biyeccion de conjuntos que preserva operaciones de o-algebra; es decir si

AM A ] = () AMAR)  (4n), C Ex,

n>1 n>1

M U4 ] = U MAn) (4n), cEx
n>1 n>1
y
AMA®) = AN(A)° A€ Xy,
entonces decimos que X x y Xy son o-algebras isomorfas. Decimos en este
caso que X y Y son o-isomorfos o, en simbolos,

X 3v.

DEFINICION. Decimos que un espacio de Borel (X, Y x) es numerable-
mente generado si existe una familia numerable 2 de subconjuntos de X
tal que

UCZ):sz.

DEFINICION. Si (X, Y x) es espacio de Borel numerablemente generado y
X es o-isomorfo a un espacio polaco Y con su respectiva o-algebra de Borel
Yy, decimos que (X, X x) es espacio estdndar de Borel.

A un espacio estandar de Borel bien podemos asociarle una medida de pro-
babilidad. En tal caso, y en términos intuitivos, tiene una estructura analoga
a la de un espacio de probabilidad sobre un Boreliano en R™. No pretendemos
sintetizar aqui un estudio sobre espacios estandar de Borel; tomamos de los
capitulos 1 y 5 de [Par05] algunos resultados y conceptos que exponemos a
continuacion.

1.3. Espacios producto y subespacios indexados.
DEFINICION. Si X; son espacios polacos para ¢ = 1,2,..., el espacio

producto
11X
ieN
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es el espacio de sucesiones
(1’1,172,...) ZT; GXi.

Escribimos también X~ para denotar tal espacio. También son espacios pro-
ducto los de sucesiones

(Jﬁj )jEJ J CN,
con J finito o infinito. Los denotamos por X.
DEFINICION. Las proyecciones de un espacio producto sobre sus coor-
denadas son las funciones
mt X N X j
definidas por
wi(x1, @2, ,25,...) = 5.
También hay proyecciones sobre conjuntos de coordenadas J C N; son las
funciones
o XN = X7
definidas por
mi(z1,T0,...) = (asj)jej .
Para I C J subconjuntos de indices, la proyeccién
TJI : XJ — XI
se define por

w1 ((2)e0) = @ies

DEFINICION. Si X; es un espacio estdndar de Borel y ; su o-algebra para

i=1,2,..., entonces el espacio medible producto
(xM, 2N = H (X4, %)
ieN
es el espacio producto
XN =1
ieN

junto con la o-dlgebra generada por los cilindros del tipo

7T;1<A) con Aeyx;.

Esto es,
SMN=o({r;'(4): jeN, Aex,;}).
Si ademaés le asignamos una medida de probabilidad a (X N ¥N ), entonces
tenemos un espacio de probabilidad producto.
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De manera andloga definimos para cada J C N el espacio medible pro-
ducto

(x7,27) =] (xi. %)
icJ
En particular, (X}, 0{m}) = (X,,,5,,).
PROPOSICION 11. Si X es polaco, (X,Xx) es espacio medible, y Tx la

topologia sobre X que induce su métrica, entonces existe una familia numerable
Dx de conjuntos en Yx que generan a Ix bajo operaciones de o-dlgebra.

DEMOSTRACION. X es numerablemente generado, por lo que existe una
familia numerable 2 C X x tal que

0'(@) = Zx.
Pero
o(Ix) =Ex;
entonces Jx se obtiene a partir de & bajo operaciones de o-algebra. Zx = 9
satisface los requerimientos del teorema.
En particular, el conjunto de bolas de radio racional centradas en ele-

mentos de un conjunto numerable denso en X satisface los requerimientos.
Ademas esté contenido en Jx. O

DEFINICION. Si
(XTU %)n21

son espacios polacos, la topologia producto .7 sobre X" es aquella gene-
rada por los cilindros

T (A) A€, n>1;
es la topologia més pequena que hace continuas a las proyecciones
Tt XN = X,,.
La o-4lgebra de Borel sobre XV es entonces
0(9 N) .
TEOREMA 18. YN es la o-dlgebra de Borel sobre XN
DEMOSTRACION. Denotamos por
B = Bxn,

a la o-algebra de Borel sobre X". Como cada (X;,X;) es estandar de Borel,
podemos asumir sin pérdida de generalidad que X; es polaco.
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Para cada j > 1, denotamos por .7; a la topologia que le corresponde a
X;. Por definicién,

J(ﬂ N) = A,
asi que queremos demostrar que
o(7 N ) =N
Empezamos con la contencién mas directa,
N 2.
YN es generada por cilindros del tipo

T (4) Ajex;i=0(7).

Como los X; son polacos, para cada j hay una familia numerable Z; en .7
tal que

Luego,
W=0o U W;l(.@j)
jEN
Notamos que

7' (2;) c T VjeN

y tenemos la contencién deseada.
Para establecer la inclusién inversa,

A c ¥,
basta con demostrar que
TNy
Por la Proposicion 11, la familia
-1
U T (Z;)
JEN
genera a 7" bajo operaciones de o-dlgebra. Como

71 (2;) c =V VjeN,

concluimos la segunda contencion. ([
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DEFINICION. Si Py es medida de probabilidad sobre X~ y J C N, decimos
que la medida de probabilidad

_ -1
PJ—PNOTFJ

sobre X7 es la probabilidad proyectada de Py sobre X7. Si I C J, la
probabilidad proyectada de P; sobre X' es

IP[ = PJ o 7'(';11
Naturalmente,
P; =Pyo 7TI_1.

DEFINICION. Sea P; una medida de probabilidad sobre (XJ, EJ) para
toda J C N. Decimos que la familia (P;) es consistente si P; = P; o7}
siempre que I C J.

Consideramos el siguiente problema: tenemos una sucesion de conjuntos
de indices en N

JiCcJyCcJ3C...
tal que

o0
N=J
i=1
suponemos que la sucesién de medidas
]P)JUIPsz]P)ng ..
es consistente sobre sus respectivos espacios
Ji yJ Jy yJ. Js .
(X7, 59) | (X2, 507 | (X0, 57) .
Queremos saber si existe una distribucién Py sobre (X N/ ZN) tal que
-1
Py, =Pnom;  Vn

es decir, que Py sea consistente con todas las medidas de la sucesion.
Motivamos la resolucion de este problema: Sean

By, = {7‘(';"1(14) : Aex/hy.
Notamos que
ggl Ce@g C%g cC...,

y que cada %, C XN es o-algebra. Notamos ademés que

N = a<n©1 93”) :
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Definimos, para cada n, una medida sobre %,,:
Vn (’/T;nl (A) =P, (4) VAe
dada la consistencia de las P;_, tenemos que
vn(A) =vn(A) VA€ »n
siempre que m > n. De esta manera,
v(A) =v,(A), Aex/

es una funcién bien definida sobre
o0
U7
n=1

Por otra parte, V(XN) =1 (XN) = 1y de igual manera v(()) = 0. Ademds,
v es finitamente aditiva puesto que cada P, lo es. Si logramos establecer que
v es o-aditiva, entonces serd medida sobre XN, y por el Teorema de Extensién
de Carathéodory sera unica, puesto que esta definida sobre una familia que
genera a la o-dlgebra. La dificultad principal estd entonces en demostrar la
o-aditividad de v. Ya que en [Par05] se le dedica buena parte del quinto
capitulo a ello, nos limitamos a referir al lector.

Mencionamos que dicho estudio culmina con un teorema importante, que
generaliza el resultado anterior:

TEOREMA 19 (Teorema de consistencia de Kolmogorov). Sea I un conjun-
to de indices cualquiera, posiblemente no numerable. Sean (X,3) un espacio
estandar de Borel y

(X120 =] Xa,Za)
acl
el espacio producto sobre I con la o-dlgebra generada por los cilindros

o A) A€,
Si
{pr : F CI, F finito}
es una familia consistente de medidas sobre los espacios
I Xa.%a), F finito,
ack
entonces existe una tnica medida py sobre X tal que
pr(A) = ,LL[(WI_I%(A)) VA e xF
para todo F C I finito.
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No requerimos de tanta potencia para nuestros objetivos, ya que sélo
trabajaremos con espacios-producto numerables.
En virtud del teorema de consistencia de Kolmogorov, una familia consis-
tente de medidas
o ={P;: JCN (finito}
induce su extension
o ={P;: JCN}.
En efecto, Py existe y es tnico, y para conjuntos infinitos de indices J C N
las medidas
Py :=Pyon;!
estan bien definidas. Ademds, para J C I C N no necesariamente finitos
tenemos
Ty =T[jOT],
de modo que
P; :}P’No(ﬂ'uom)_l :IP’Nowl_lowI_Jl =]P’1071'I_J1
y la familia &7’ también es consistente.

1.4. Reformulacién del problema. Si ahora consideramos el espacio
producto de espacios estdndar de Borel indexados sobre [k]“, y a cada espacio
producto

I Xu.%w)

weF
con F' finito le asignamos una distribucién de manera que sean consistentes,
habréd una tnica distribucién P,, sobre

I Xu,%w)
we[k]¥
tal que
Pr=P,onn" paratodo F C [k]“.
A continuacién hacemos algunas observaciones acerca de la estructura de
probabilidad sobre X¥1” que requeriremos mas adelante.

DEFINICION. Sean (X,Yx) y (Y, Xy) espacios estdndar de Borel con me-
didas de probabilidad Px y Py, respectivamente. Supongamos que existe bi-
yeccién bimedible

A X =Y

tal que
Py =Py oAt



62 3. DEMOSTRACION ERGODICA DE DHJ

Entonces también
PX = Py o\
y decimos que (X, Xx,Px) vy (Y, Zy,Py) son P-isomorfos.

Es inmediato que si dos espacios de probabilidad son P-isomorfos entonces
son o-isomorfos.

De este punto en adelante haremos un cambio de notacién para distinguir
entre dos espacios P-isomorfos pero distintos.

DEFINICION. Dados P, e I C [k]“, escribimos Py, para denotar a la
probabilidad proyectada sobre (X st ) Es decir,

IP)#I = IPUJ o ’7'(';1.
Por otro lado, cuando I sea de cardinalidad infinita y
o[k]Y =1

sea biyeccion, designaremos con Py a la medida de probabilidad sobre (X (k)" E[k]w)
determinada por sus distribuciones finito-dimensionales

]P](le € A,... ,Xwn € An) = Pw(Xd)(wl) € A,... 7X11;(wn) S An) .
Notamos que
(Xlazlv]P)#I) =2 (X[k]wvz[k]wapl> .

Nos interesa en especial el caso en el que I = 9([k]¥) es subespacio de
(K]~

Establecemos una distincion similar para subespacios finito-dimensionales.

DEFINICION. Si ¢ C [k]“ es n-subespacio, escribimos Py, para denotar
a la probabilidad proyectada sobre X¢ y P, para denotar a la probabilidad
sobre X" determinada por

Py(Xuw, € A1+, Xu, € An) =P (Xgwr) € A1, X)) € An)

para wi, - ,wy € [k]™.
Para ¢ = [k]" abreviamos

Pn = ]P[k]n

DEFINICION. El proceso estocdstico correspondiente a I es el gene-
rado por las proyecciones a coordenadas, es decir

(mi(%));e; €X'
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1.5. Limites inversos. Una nocién intimamente ligada al teorema de
consistencia de Kolmogorov es la de limite inverso o limite proyectivo. An-
tes de entrar en materia necesitamos algunas observaciones adicionales sobre
nuestros espacios estandar de Borel.

DEFINICION. Un atomo de un espacio medible (X, %) es un conjunto
AePBtalquesi BC Ay B e A, entonces B=A 6 B =0).

DEFINICION. Decimos que un espacio estandar de Borel (X, %x) es se-
parable si
{z} e Bx VzelX.

Es decir, todos los singuletes son medibles.

No se confunda el lector con la nocién de separabilidad sobre espacios
polacos, que es un concepto netamente topolégico. Si bien la separabilidad de
un espacio polaco y la separabilidad de un espacio estdndar de Borel definido
sobre el polaco estdn relacionadas, no son lo mismo.

PROPOSICION 12. Todo espacio estindar de Borel es o-isomorfo a un
espacio estandar de Borel separable.

Antes de demostrar la Proposicién exhibimos un espacio estandar de Borel
separable que es particularmente 1til e invocamos un resultado al respecto.
Le llamamos a M al espacio de funciones

x:N—{0,1}
con la topologia generada por los abiertos béasicos
My = {a: a(j) =1}
M es un espacio métrico compacto, por ejemplo bajo la métrica

d(z,y) = inf {k-lu (i) = y(i) Vi< k} .
Para verificar compacidad, basta observar que para cualquier sucesién (x,),,
de puntos en M existe una subsucesion convergente. Para un natural N ar-
bitrariamente grande, siempre habrd una subsucesién (x,,,),, tal que todos
sus elementos coincidan en los los primeros N lugares, ya que 2V es finito. A
esa subsucesion se le pueda refinar de manera que todos sus elementos coinci-
dan en los primeros 2N lugares, y asi sucesivamente. Ahora construimos una
sucesion con el truco de diagonalizacion que ya empleamos en el Capitulo
2: elegimos el primer elemento de la primer refinacién, el segundo elemento
de la segunda refinacién, y asi sucesivamente. Esta subsucesién diagonal es
convergente.
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Escribimos (M, %)) para designar al espacio estdandar de Borel generado
por M con su topologia. Para ver que es separable, observamos que todo
singulete {z} € M es una interseccién numerable de M;’s y complementos de
M;’s, segun si z(j) = 0 6 1, respectivamente.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 12. Sea (X, %x) espacio estdndar
de Borel, y sea

(An>n>1
una familia numerable de medibles que genera a %x. Definimos a
T X—>M
por
T(x) = (La,(2) , 1a,(2),...).
Notamos que 7 es medible ya que
N (M;)=A4; VjeN.
Por otro lado,
{Tﬁl(A) : Ae e@1\/[} = HBx.
En efecto, el lado izquierdo de la ecuacion es una o-algebra por ser imagen
inversa bajo una funcién medible de una o-algebra; ademds todo A; pertenece
a esa g-algebra. Como la familia (Aj)]. genera a Bx se tiene la igualdad.
Consideramos ahora los conjuntos
ee =7 Y(1(z)) z€X.

Afirmamos que cada e, es un dtomo. Notamos primero que e, € Zx puesto
que %) es separable y 7(z) es un punto en M. Ahora, supongamos que

BCe, Be%ABx.

Entonces
B=7""A)conAec B, AcCT(z).
Luego, A = 7(z) 6 0. Esto es, B = e, 6 (). Tenemos pues que e; es dtomo.
Consideramos el espacio

X ={e,: v € X}

y definimos la funcién
0:X — X°
con el mapeo natural
T — ey.

A XY le asignamos la o-algebra

B ={0(A): Ae Bx}.
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Claramente 6 es bimedible y

XS X0
Ademsas X© es separable ya que para todo e € X° se tiene que 6~ !(e) es
un dtomo y, en particular, estd en Bx. A (X 0,%0) le llamamos el espacio
sepdrable candnico de (X, Bx). O

Ahora que sabemos que todo espacio estandar de Borel tiene un separable
candnico que preseva su estructura de medida intacta, podemos enunciar con
precision qué es un limite proyectivo.

DEFINICION. Sea

(X’fﬁ Zn)nZl
una sucesion de espacios estandar de Borel separables y para cada n,
wn—i-l : Xn+1 — Xn
una funcién medible suprayectiva. El limite inverso o limite proyectivo
correspondiente a esas funciones es el espacio medible (X , f]) que satisface:

i) X es el espacio de todas las sucesiones (1, xs,...) con x; € X;, tales
que /ll)n(ﬁrn+1) = x, para todan > 1.

ii) Y oes la o-dlgebra mas pequena de subespacios de X para la cual las

proyecciones 7, (21, T2, ...) — T, son medibles para todo n > 1.

En términos intuitivos, el limite proyectivo es el espacio medible que con-
tiene a todos los (X,,,%,). Un ejemplo que indirectamente ya discutimos en
la subseccién sobre espacios producto es en el que

(X, Sn) H

' Yn(x1, T,y Tpg1) = (21, ,2n) YR 2> 1
En este caso (X N EN) es el limite proyectivo - o, mejor dicho, el limite pro-
yectivo (X , 5]) satisface
X & XN
Invitamos al lector a que confirme esta afirmacion usando la biyeccién natural
O(x1,xa,...) = ((x1), (x1,22),...).

Hay otro limite proyectivo que nos resultara de importancia en nuestra
exposicién: se trata de (X [k]w,E[k]w) como limite proyectivo de

(X[k]" E[kl">
’ n>1
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bajo ciertas proyecciones

n41 1%

Y s X 5 xR

n+1

donde ¢ es n-subespacio en [k]"T1. Abordamos esta discusién en la seccién de

estacionariedad fuerte.
Introducimos un término de uso comuin que nos facilitara la exposicion.

DEFINICION. Sean (Y,Xy) v (X, Xx) espacios estdndar de Borel con
v:Y - X
funcién medible suprayectiva. Entonces

v (Ex)
es subo-algebra de Yy y decimos que Y es extension de X o, equivalente-
mente, que X es factor de Y.
Cuando X y Y son espacios de probabilidad, es decir que Py es probabi-
lidad sobre (Y, Xy) y Px sobre (X,Xx), decimos que Y es extensién de X
(o que X es factor de Y') solamente si

Px =Py o 1/}71.
En ese caso decimos también que Py es extensiéon de Px.
A una sucesién de extensiones
(Xo,zo) «— (Xl,Zl) «— (XQ,ZQ) — ...

le llamamos también torre de extensiones.

El limite proyectivo de una sucesién de extensiones es el espacio medible
maés pequeno que las contiene a todas ellas como factores. Por ahora, y hasta
la seccion de saciedad, consideramos solamente extensiones que son productos
cartesianos; no todo limite proyectivo es de este tipo. Gracias al teorema de
consistencia de Kolmogorov sabemos que existe una tinica distribucion sobre
un limite proyectivo que sea consistente con las medidas de sus factores.

Las caracteristicas de un espacio estandar de Borel se preservan bajo
limites proyectivos:

TEOREMA 20 ([Par05], p. 136). Sea
(X"U En)nzl

una torre de extensiones donde cada X, espacio estandar de Borel separable.

FEntonces su limite inverso (X, fl) es espacio estdndar de Borel separable.

No demostramos aqui este resultado.
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TEOREMA 21 (de Tikhonov). Si
(Xo“ ‘%)aed

es una sucesion de espacios topologicos compactos, entonces el espacio pro-

ducto
I x.

acs
con la topologia producto también es compacto.

Como corolario inmediato, si

(Xru Zn)n21

es sucesion de espacios estandar de Borel compactos, entonces el espacio me-
dible producto

(X, 2%)
es estandar de Borel compacto.

2. Otra versién ergédica de DHJ

Estamos ahora en condiciones de reformular el teorema de densidad de
Hales-Jewett:

TEOREMA 22. Sean § > 0, (X, X) un espacio estdndar de Borel compacto,
(X[k]w, 31 LI ]P’w) un espacio de probabilidad indexado por [k]¥, y A € X tal que

P, o, (A) > § para todo w € [k]*; entonces para algin m > 1 hay una
linea combinatoria I([k]) C [k]™ tal que

k
-1
P, <ﬂ Lo (A)) > 0.
i=1
Como antes, el teorema tiene una contraparte finitaria:

TEOREMA 23. Para todo 6 > 0 existe N > 0 suficientemente grande tal
que sin > N,

(X[k]" Bk Pn)

es espacio producto de un estdndar de Borel compacto indexado por [k]"™ y
A€ X es tal que
P,om, (A) >3 Yw e [k

entonces hay una linea combinatoria l([k]) C [k]™ tal que

k
P, (ﬂ Wl_(il) (A)) > 0.
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La equivalencia entre estas dos formulaciones se demuestra mediante un
principio de correspondencia, andlogo al que utilizamos para demostrar que los
Teoremas 17 y 16 son equivalentes. La similitud es tal que resultaria repetitivo
escribir la demostracién.

Ya que de aqui en adelante nos enfocaremos en demostrar el Teorema 22,
cabe explicitar la equivalencia entre éste y su formulacién anterior, el Teorema
17.

PROPOSICION 13. Los teoremas 22 y 17 son equivalentes.

DEMOSTRACION. (22 <= 17) (X[k]w,E[k]w,IP’w) es un espacio de medida
donde se cumplen las hipotesis del Teorema 17 con
flw) =m,'(A).
(22 = 17) Sabemos que los Teoremas 22 y 23 son equivalentes, as{ como
los Teoremas 16 y 17; por otro lado ya demostramos en el Capitulo 2 que los
Teoremas 16 y 14 son equivalentes. Basta entonces con demostrar 23 = 14.

Pero ésta demostracién es idéntica a la que expusimos para establecer 16 =
14. En efecto, consideramos

(X[k]"’7z[k]"’7]p>n)
donde
X ={0,1}

vy 2 es el conjunto potencia de X, que es la o-algebra de Borel sobre la topo-
logfa discreta. Definimos a P, de la siguiente manera: si B € X"

B
P.(B)= 17,

donde #B es la cantidad de indices w € [k]™ tales que
1emy(B).

El espacio X es trivialmente separable y numerablemente generado: es estdandar
de Borel. Ademas es compacto. Claramente

(X" <" Py ) (8", 2(K]")  Pani)

con Py, s la distribucién uniforme definida sobre el conjunto potencia de [k]™,
al cual denotamos con Z([k]™). Luego, si A C [k]™ es de densidad al menos

6 > 0 entonces
Pn< N w;l(n) >§>0

weA
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y por el Teorema 23 existe IV suficientemente grande tal que si n > N, existe
linea combinatoria [([k]) C [k]™ con

k
P, <ﬂ wl—(il)a)) > 0.

Con estas observaciones la demostracién de 16 = 14 explicada en el
Capitulo 2 aplica tal cual. O

Habiendo establecido nuestro problema, necesitaremos un poco mas de
maquinaria tedérica para enfocarlo a una resolucién con teoria ergddica y pro-
babilidad de DHJ.

3. La métrica de Prohorov

El propésito de esta seccidén es establecer la completud de el espacio de
medidas de probabilidad sobre (X (k)" E[k]n) y sobre (X L E[k]w) bajo cierta
métrica, que llamamos de Prohorov. Utilizaremos esta propiedad més adelante
para reducir DHJ al caso de estacionariedad fuerte.

Si X es un espacio abstracto de Borel, denotamos por M (X) al conjunto
de medidas de probabilidad definidas sobre X. Una topologia sobre M (X) es
la generada por los siguientes basicos: si P es medida de probabilidad sobre X,
una vecindad de P es el conjunto de medidas de probabilidad Q que satisfacen

o

para todo conjunto finito de funciones

fi i=1,---,5 seN

‘<e

continuas y acotadas. A esta topologia se le llama la topologia débil sobre
M(X).

Cuando X es polaco y consideramos el espacio de medidas de probabili-
dad sobre (X, #x) donde Zx es la o-algebra de Borel, la topologia débil es
metrizable.

Para A C X, escribimos A€ para denotar

{reX:dz A <e}
donde d es métrica en X y

d(xz,A) = inf {d(z,y) : y € A}.
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DEFINICION. La métrica de Prohorov
dp: M(X)x M(X)—=R
manda a cada par de medidas {P,Q} al infimo de las € > 0 que satisfacen
P(A) < QA) +¢ Q(A) < P(A) + e
para todo A medible.

TEOREMA 24 ([Bil99], p. 72-73.). La métrica de Prohorov estd bien defi-
nida sobre cualquier espacio de Borel. Si X es polaco, la topologia débil coin-
cide con la topologia inducida por la métrica de Prohorov sobre M(X). En ese
caso, M(X) es un espacio polaco bajo la métrica de Prohorov.

No reproducimos aqui la demostracién. Necesitamos otros resultados para
poder utilizar la métrica de Prohorov.

DEFINICION. Sea X espacio de Borel. Una familia de medidas
F ={Py: acd}
en M(X) es relativamente compacta si toda sucesién
(Pn)n21 cZ

contiene una subsucesion
(Pm)izl
que converge bajo la topologia débil a algin P € M (X), no necesariamente

en #.

Si X es polaco o estdndar de Borel, la convergencia también se da bajo la
métrica de Prohorov.

DEFINICION. Sea X un espacio de Borel y .7 su topologia. Decimos que
una famila de medidas .# en M(X) es tensa si para todo € > 0 existe un
compacto K. € 7 tal que

P(K)>1—¢ VP € #.
Decimos también que % tiene tensién.

TEOREMA 25 ([Bil99], p. 58-63.). Si una familia de medidas .F en M(X)
es tensa, entonces es relativamente compacta.

No reproducimos tampoco la demostracion de este resultado.

PROPOSICION 14. Si X es polaco, una familia F en M(X) es relativa-
mente compacta si y solo si su cerradura bajo dp es dp-compacta.

DEMOSTRACION. Es consecuencia del Teorema 24. O
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PROPOSICION 15. Si X es espacio estdndar de Borel compacto, entonces
el espacio M(XN) de distribuciones sobre (XN, EN) es dp-compacto.

DEMOSTRACION. Por el teorema de Tikhonov, XV es compacto bajo la
topologia producto .7 y, por el Teorema 18,
»N = 0(9 N) .
Luego, M (X N ) es trivialmente tenso puesto que
P(X")>1-¢ Ve>0 VPeM(X")
y XN es compacto. Por el Teorema 25, M (X N) es relativamente compacto vy,
por la Proposicion 14, resta sélo ver que es cerrado. Por el Teorema 24 sabemos
que M (X N) es completo; por otra parte, no puede haber sucesiones que se
escapen del espacio. En efecto, la compacidad relativa ya nos asegura para

toda sucesion la existencia de una subsucesién que converge a algin elemento

de M (X N). O
4. Estacionariedad fuerte

Ahora tenemos las herramientas tedricas para acotar el problema, al con-
siderar una clase de distribuciones que llamamos fuertemente estacionarias.
Veremos que es suficiente con demostrar el teorema de Densidad de Hales-
Jewett para esta clase.

Por comodidad de ahora en adelante abreviamos

(x¥,5%) = (XB 2,
(x¥,2%) = (X’/’([k}w), Zw([k]w)) ,  ¥([k]*) subespacio
y, cuando el contexto no se preste a confusién, escribimos 1 en lugar de 1 ([k]*).

DEFINICION. Si % y v son subespacios, decimos que « es una refinacién
de 1 siempre que
v C .

Por ejemplo, para un subespacio generado por la sucesién de lineas com-
binatorias

una refinacién posible es
{Li(k)la(1) .. . Lp(x) : meN}.

Es decir, fijamos
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562:1.

En general toda refinacién se obtiene fijando un nimero finito o numerable
de variables en [k] para las lineas combinatorias que definen al subespacio, de
manera que se reducen las lineas combinatorias libres.

DEFINICION. Si
¢ = {li(z1)la(w2) -+ - ln(wn) : @i € [K]}

es n-subespacio, le llamamos subespacio acumulado a
¢* = J (@) 1i(ay) @i € K]}
j=1

En particular, el espacio acumulado candnico de [k]" es

Dado w € K,, con

definimos
¢*(w) =l (21) -+ Li(m)-

En este sentido, si
J
Nj=) [l 1<j<n,
i=1

entonces

¢* K — | J IR
j=1

es funcién.

Como anteriormente, usamos la notaciéon Py« para denotar a la distribu-
cién sobre (X Kn wK ") determinada por sus distribuciones finito-dimensionales

IPd’* (le (S Al,-~- ,ij S AJ) :P(Xd)*(wl) (S Al,-~- ,Xd)*(w].) S AJ)

donde
w, EK, i=1,---,j

(Ai)lgigj



4. ESTACIONARIEDAD FUERTE 73

son medibles arbitrarios. Por otro lado, denotamos por P44+ a la probabilidad
proyectada de P sobre (X ¢ Z‘i’*). Naturalmente,

(XHn 5K Py ) & (X¢*, D P#(,,*) .

DEFINICION. Decimos que P es fuertemente estacionaria si, para todo
subespacio, la medida Py en (X“,¥“) determinada por sus distribuciones
finito-dimensionales

Py (X, € A1,..., Xu, € Ap) =P(Xywy) € A1, -+, X)) € An)

coincide con P.
Recordemos que

(XY, 5% Pyy) & (X9, 59, Py).
La condicién es equivalente a la siguiente formulacién finitaria:

DEFINICION. Decimos que PP es finitamente estacionaria si para todo
n > 1 y para cualquier par de subespacios acumulados n-dimensionales ¥ y
v, se tiene
]P)d,* == IP)'Y* .

Es decir,

para

y

medibles arbitrarios en X.
Verificamos la equivalencia de ambas definiciones:

TEOREMA 26. Sea P una distribucién sobre (X%,3%). P es fuertemente
estacionaria si y solo si es finitamente estacionaria.

DEMOSTRACION. (Fuertemente estacionaria = Finitamente estacionaria)
Sea P medida de probabilidad fuertemente estacionaria sobre

(X%, 3%)
y sean ¢1 y ¢2 dos subespacios n-dimensionales. Ambos ¢ y ¢2 pueden ex-

tenderse a dos subespacios infinito-dimensionales, digamos v y vs.
En efecto, sean

(li)1<i<n
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las lineas combinatorias que generan a ¢q y

(Si)1gign

las que generan a ¢s. Definimos dos sucesiones de lineas combinatorias

(ui)i>1
y
(Vi) i>1
con
w=10 1<i<n
w,=1d i>n
Yy

v, =58 1<i1<n
v, =1d i>n.

Les llamamos vy y 1o a los subespacios generados por (u;); y (v;)
vamente.
Por hipdtesis,

;» respecti-
P=P, =P,
Tomando proyecciones sobre X% conclufmos que
P#Kn = ]P)tﬁf = ]P)(b;

(Fuertemente estacionaria < Finitamente estacionaria)
Sea P distribucién sobre (X*, ¥¢) finitamente estacionaria. Consideramos
una cadena de extensiones

( X , Etﬂ)
donde cada ¢,, es n-subespacio y

i C O Ty T

n>1

La sucesién

Ui
n?
n
y cada subespacio determina una sucesion bajo proyecciones sobre las K.

A cada X%~ le asignamos la medida de probabilidad P44, de manera que
nuestra cadena de extensiones a cada paso es P-isomorfa a

(X7, 55 Py )

determina al subespacio
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Ya que P es finitamente estacionaria, la sucesién de medidas (P%)n no de-
pende de la eleccién de n-subespacios.
Las funciones
.y Em Ky
Tmn : X — X m2>n
que determinan a las extensiones son las proyecciones naturales.
El limite proyectivo correspondiente a las m,,, es el de las sucesiones

(Zays Tags---)  Ta, € [k,
donde
7T(n+1)n(fan+1) =2Z,, Vn>1
Es decir, que la proyeccién de Z,, ,, sobre K, es justamente Z,, . Entonces, el
limite proyectivo jno es mas que X! O, para ser precisos, el limite proyectivo
X satisface
x & xv
Por el teorema de consistencia de Kolmogorov existe una tnica distribuciéon
P, tal que
P#Kn = Pw @) 71';1

donde 7, es la proyeccién de X« sobre X %n .

Acabamos de demostrar que el subespacio

v=Jon
n
satisface
x5 xe,
Por la unicidad de P, en el parrafo anterior, el resultado es extensible a

cualquier subespacio infinito-dimensional de [k]* y la cadena de n-subespacios
acumulados que lo generan. O

En la demostracion anterior, para la segunda implicacién nos apoyamos de
la construccion de X“ como limite proyectivo de manera un tanto innecesaria.
La siguiente demostracién es mas directa. Conservamos las dos versiones pues
nos parecen ilustrativas.

FINITAMENTE ESTACIONARIA < FUERTEMENTE ESTACIONARIA. Sea P dis-
tribucién sobre (X%, ¥¢) finitamente estacionaria. Sea 1 subespacio de [k]*.
Para cada coleccién

Wi, Wy € [K]Y
existe N suficientemente grande tal que

Wi, W € Kn.
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Por hipétesis,
P#KN(le S Al,' .. ,me S Am) = ]P)'l,b#KN(X'LUl S Al, v ,me S Am)

para Aq,---, A,, medibles arbitrarios. Pero el lado izquierdo de la ecuacién
es simplemente

]P(le € Ala e 7me S Am)
v el derecho
PU)(XUH S A17 e ;me S A'rn) .

Recordamos que la distribucién P, estd determinada por las medidas de
sus cilindros finito-dimensionales

Pw(le S Al,‘” ,me c Am) :P(Xw(wl) c A1,~~~ ,Xw(wm) c Am)

con
(Ai)1<i§m

medibles arbitrarios. O

Planteamos una pregunta abierta: si en la definicién de estacionariedad fi-
nitaria, sustituyéramos subespacios acumulados n-dimensionales simplemente
por n-subespacios, tendriamos una propiedad mas débil. Si a esta propie-
dad la bautizamos como cuasi-estacionariedad finitaria, cabe la pregun-
ta: ;Qué relacion guardan las propiedades de estacionariedad fuerte y cuasi-
estacionariedad finitaria? No intentamos aqui responder esta pregunta, pero
nos parece que no son equivalentes.

4.1. Ejemplos de procesos fuertemente estacionarios. Para en-
tender mejor qué es un proceso fuertemente estacionario, conviene brindar
algunos ejemplos. Comenzamos con dos ejemplos triviales.

Ejemplo 1 Consideramos el proceso X« donde las X, son independientes
e idénticamente distribuidas. En este caso, cualquier subconjunto infinito J
de [k]* induce un proceso X’ con la misma distribucién que X*I”.

Ejemplo 2 Otro proceso fuertemente estacionario es aquél donde X, = X
para toda w € [k]“. Es decir, todas son la misma variable aleatoria.

Los anteriores ejemplos no nos dicen gran cosa acerca de la estructura
de un proceso fuertemente estacionario; las hipotesis son demasiado exigentes
como para dejarnos ver la estructra que queremos comprender. Antes de dar
un ejemplo mas sustancioso, definimos un objeto que nos ha de ser til.

DEFINICION. Entendemos por drbol una grifica conexa sin ciclos simples,
y por arbol dirigido una grafica dirigida que seria un arbol si ignordsemos
las direcciones de sus aristas, a la que ademas le pedimos que haya un vértice
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distinguido llamado ancestro, o vértice 0, tal que todas las aristas se dirigen
en la direccién opuesta al ancestro.

DEFINICION. Dado un vértice A en un drbol, denotamos por (0, A) al tra-
yecto tinico entre el ancestro y A. Al niimero de aristas en 7(0, A) le llamamos
el nivel de X y le abreviamos con |A|.

DEFINICION. El padre de ) es el tinico vértice de nivel |A| — 1 que com-
parte arista con \. Los hijos de A son aquellos vértices de nivel |\| + 1 que
comparten arista con A. Los hijos del mismo padre son hermanos. Escribimos

«—
A
para denotar al padre de A.

Los hijos de los hermanos del padre de un vértice son sus primos. Dos
primos cuya ultima palabra sea la misma son primos afines. Al conjunto de
vértices con la misma cantidad de letras le llamamos generacién.

DEFINICION. Un k-arbol es un drbol donde todos los vértices tienen exac-
tamente k hijos.

Llamaremos rama a una subgrafica conexa de un k-arbol. Llamaremos
ruta a una sucesion de vértices

()\n)nZO
donde A, 41 es hijo de A\, para toda n.

A un k-4rbol lo podemos asociar con [k]“ de la siguiente manera. Al ances-
tro lo asociamos con la palabra “vacfa”, que en estricto sentido no estd en [k]“.
Cada hijo del ancestro corresponde a alguna de las k palabras consistentes en
una séla letra. La segunda generacién consiste en las k2 palabras formadas por
dos letras, de manera que cada una de ellas sea “nieta”’del ancestro e hija de
de la palabra de una letra que coincide con ella en la primera posicién. Recur-
sivamente, el n-ésimo nivel del arbol consiste en las k™ palabras compuestas
de n letras, y cada una de ellas es hija de la palabra correspondiente de n — 1
letras que coincide con ella en las primeras n — 1 posiciones.

Tlustramos el caso k = 2 en la figura 1. Ejemplificamos, ademaés, la genera-
cién de un k-drbol que representa a un subespacio: en este caso, el subespacio
en [2]“ generado por

(l’n)n21

con
Ii(j) =30 Vj € [K]
ln=1d, Vm>2.
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Notamos que el resultado no es, en estricto sentido, un subarbol del k-
arbol inicial, ya que tuvimos que agregar nuevas arista para conectar al vértice
X con los vértice Xog y X10, respectivamente. Esto ocurrird toda vez que
nuestro subespacio sea propio, y para cada ocasién en que una de las lineas
combinatorias que generan el subespacio impongan requisitos o cortes. Nétese
también que los k-arboles construidos de esta manera tienen cortes simétricos:
siempre que cortamos una rama a partir de un vértice, hay que cortar las ramas
correspondientes a sus primos afines.

DEFINICION. Si a un k-4rbol le realizamos cortes respetando las obser-
vaciones anteriores y anadiendo las aristas necesarias, obtenemos un k-drbol
cuyos vértices son los elementos de un subespacio de [k]*. Decimos que éste
nuevo k-arbol estd bien podado.

No todo k-arbol obtenido con cortes de un k-arbol original esta bien po-
dado. La figura 2 ilustra un ejemplo de un k-arbol que no representa a un
subespacio de [k]“. Nétese que no se respeta que todas las palabras en el mis-
mo nivel tengan la misma extensién, cosa que si debe cumplir todo k-arbol
bien podado.

Si consideramos un k-arbol donde los vértices son variables aleatorias, y
por la distribucién de un k-arbol entendemos la distribucién conjunta de sus
variables aleatorias, podemos enunciar una formulacién grafica de estaciona-
riedad fuerte:

DEFINICION. Un proceso indexado en [k]* es fuertemente estacionario
si para el k-arbol que lo representa, todo k-arbol bien podado tiene la misma,
distribucién.

La definicién no nos dice nada nuevo sobre estacionariedad fuerte, pero
nos ayuda a visualizar mejor los ejemplos.

DEFINICION. Diremos que una distribucién P sobre (XN, EN) es espar-
cible siempre que

P;=P
para cualquier subconjunto infinito

JCN.
Equivalentemente, diremos que el proceso estocéstico

(Mn(2)ysy € X"

es esparcible.
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FIGURA 2. 2-4rbol mal podado
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PROPOSICION 16. Sea & un k-drbol fuertemente estacionario, y sean
Xy A€ ver(d)

los espacios de probabilidad asociados a cada vértice. Sea n una ruta de <.
La probabilidad P,, sobre el espacio

(X", %7)
es esparcible.

DEMOSTRACION. La demostracién se comprende mejor gréficamente e
invitamos al lector a que desarrolle en papel los siguientes pasos:

1) Elegir un subconjunto J C 7 tal que n \ J sea infinito.

2) Construir un k-drbol bien podado cortando cada uno de los vértices
en J, més los respectivos vértices necesarios a cada nivel para conservar la
simetria del k-arbol.

3) Verificar que . J es una rama del k-arbol bien podado, y que el proceso

definido por los espacios de probabilidad correspondientes a sus vértices tiene
la misma distribucién que el proceso correspondiete a 7 en <. (Il

DEFINICION. Diremos que el proceso
(T (%)) >4 xe X"
es intercambiable siempre que
P(X1 € Ay,... Xn € Ap) =P(X,0) € A1,..., Xpn) € An)

para cualquier permutacion finita

y

medibles arbitrarios.

DEFINICION. Ademés, diremos que los espacios de probabilidad

(X")n21
son condicionalmente independientes e idénticamente distribuidos si

para alguna subo-édlgebra
@ c N
se cumple
P(X,, € A,...,X,, €Al9)=P(X,, € A|9)"
para cualesquiera
Pls--ypn €N
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AeX.

El siguiente teorema nos permite dar una condicién necesaria para proce-
sos fuertemente estacionarios.

TEOREMA 27 (de Finetti, [Kal02], p. 212). Para un proceso estocdstico
(xM, =N P)

definido sobre un espacio de Borel las siguientes condiciones son equivalentes:
i) (mn(x)), x € XN es esparcible
i) (mn(z)), x € XY es intercambiable
iii) Los espacios de probabilidad (X,,), son condicionalmente independien-
tes e idénticamente distribuidas.

La Proposicién 16 y el Teorema de de Finetti implican que cada ruta de
un k-arbol que represente a un proceso fuertemente estacionario induce un
proceso intercambiable, esparcible y condicionalmente i. i. d.

Una pregunta interesante cuya respuesta no abarcaremos en este trabajo,
es si el inverso es cierto. Es decir, un k-arbol tal que todas sus rutas indu-
cen procesos esparcibles jserd siempre fuertemente estacionario? Nos parece
posible.

Pasemos a otros ejemplos. Por facilidad de la exposicién en lo que resta
de los ejemplos adoptamos la notacién

(Xw)we[k]w
para designar al proceso estocastico que hasta ahora hemos designado con
(Trw(x))we[k]‘” T e X[k] )

y ya no al espacio de probabilidad.
Ejemplo 3.
Fijamos k£ = 2. Sean
UOa

U,
0 1
[]27l]éa
00 01 10 11
U;”,U5°,U3°,Us",

000 001 010 011 100 101 110 111
U4 ’U4 =U4 7U4 7U4 7U4 7U4 y Va4
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variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, uniformes en
el intervalo [0, 1]. Es decir que para toda n > 1 consideramos la lista

Un)wergn-1 -
Definimos
X@ = Uo
y de manera analoga

X4 —1er[ )U1+1er[1 1) (2Uo—1)

Pensando en el k-drbol que representa al proceso X¥1”, Uy se hereda con su
respectiva expansion a alguno de los hijos de X en la primera generacion, X
o X1, segin en la mitad del intervalo en donde haya caido. El hermano que
no haya heredado a Uy inicia una nueva uniforme independiente.

El proceso se sigue recursivamente; asi, por ejemplo,

Xoo = Ly,ep0,1)2Xo0 + 1X0€[%71]U§

y
Xor = Lyye0,1yU8 + Lxperz,) (2Xo — 1) .
Aqui, UY designa a la uniforme independiente del segundo nivel del k-drbol
que determinard a alguno de los dos hijos del vértice indexado por 0. En
general, U designa a la uniforme independiente del n-ésimo nivel del k-arbol
que determinard a alguno de los dos hijos del vértice indexado por w, con
w e 2]
De manera recursiva, para

we (2, Jw=n-1

definimos

Xuo =1x,cp0.1)2Xw + Ly, e U

1
2

Xl—lxe U +1y, 6[11](2X 1).

Dejamos al lector verificar que cualquier 2-arbol bien podado obtenido a
partir del 2-drbol que corresponde al proceso X2 tiene la misma distribucién
conjunta que el 2-arbol original. En efecto, esto es consecuencia de que las U,
sean independientes e idénticamente distribuidas.

Hacemos una observacion: sean

0= (M) p>1
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0 := (0n),>1
dos rutas de un k-arbol y sea
m=méx{n:n, =0,}.
Escribimos en este caso
nA6g

para designar al vértice de maximo nivel que tienen en comin 7 y 6, a saber
Nm = em-

Como consecuencia de la independencia de las U}, los procesos

(Xn7n+‘” ) n>1

(X,

son independientes e idénticamente distribuidos.

En efecto, uno esperaria que la obsevacién anterior fuese cierta, ya que de
otra manera no podrian ser esparcibles las rutas del 2-arbol.

Ejemplo 4.

Repetimos la construccién anterior pero fraccionando el intervalo [0,1] en
k partes iguales y definiendo las uniformes i. i .d. necesarias para los vértices
de un k-arbol, de manera que la definicién recursiva de nuestras variables
aleatorias para

m+")n21

w e k], |lw=n-1
se vuelve

ij = k]‘Xu,E[%,ﬁ) <Xw — ‘]Z:) +1X1U€[%7&)U:LU, j=1,--- k.

k k

De manera que k£ — 1 de los k hijos de cada vértice inician nuevas uniformes
iid.

Ejemplo 5 [MSWO05].

Consideramos el proceso de secuencias de Pélya definidas sobre las rutas
de un k-arbol de la siguiente manera:

Siw € [k]™ y m < n denotamos por w#m a la restriccién canénica de w
a [k]™; es decir

WHM = wiws - - - Wy,

si

W= WLW2 *** Wy ** " Wy«
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Sea X4 una Bernoulli de pardmetro
a
a+b
Al ancestro le asociamos el espacio {0, 1} con la distribucién de X4o. A cada
hijo del ancestro,

Xy w=1,---,k
le asociamos el espacio {0,1} con la distribucién Bernoulli de pardmetro

a+ X#()

a+b+1
Le llamamos X,, la variable aleatoria asociada a w. Recursivamente, a los
hijos de w € [k]™ les asociamos a cada uno la Bernoulli

X'wj J:1371€

de parametro
a+ 3000 Xugi
a+b+n+1
donde adoptamos la convencion

X#() = Xw#O Yw.

De esta manera, cada camada de hermanos tienen Bernoullis independientes
e idénticamente distribuidas, condicionadas a la Bernoulli del padre.

Se comprende mejor el proceso con la siguiente imagen mental: cada vérti-
ce del arbol tiene colgada una urna de a bolas rojas y b bolas verdes. Como
regla general, para cada urna, cada una de sus bolas tiene la misma probabili-
dad de ser extraida. Comenzamos extrayendo una bola de la urna que cuelga
del ancestro y anadimos, a cada una de las urnas que cuelgan de sus hijos,
una bola de ese color. Para cada hijo, extraemos una bola de su urna alea-
toriamente, y anadimos, a las urnas de los hijos de éste, las bolas necesarias
(dos) para que la composicién inicial de sus urnas sea igual a la de su padre.
Es decir, a cada paso retiramos al azar una bola de la urna del padre, y las
urnas de los hijos seran iguales a la del padre antes de la extraccién, mas una
bola del color de la que fue retirada.

De esta manera,
a+> ) Xugi

a+b+n+1
representa la proporcién de bolas rojas en las urnas de los hijos de w € [k]™,
antes de la extraccién. Notamos que, para una palabra infinita w* el proceso

w =

(P“’*#")TLZl
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es una martingala acotada. Lo que es decir que, para una ruta en el arbol
1 = (1n),,, €l proceso

(P )nz1

es martingala acotada. Entonces converge casi seguramente y en L., a una
variable aleatoria P, que se puede interpretar como la proporcién limite de
bolas rojas en la urna.

El proceso

(X )n>0
es una secuencia de Pélya. Un resultado conocido de urnas de Pdlya nos dice
que las

Xpos Xn s X

Mos»“3M1y“3n2y - -
son independientes e idénticamente distribuidas, condicionadas a F;,__ . Por de
Finetti, el proceso que definen es esparcible. Ademés, P,__ tiene distribucién
Beta con pardametros (a, b).
Notamos por tltimo que si dos rutas coinciden en los primeros N vértices;
es decir

InAO] =N,
entonces los procesos

(X

NN+17

DGR
(Xonirs Xoniar---)

son independientes e idénticamente distribuidos, condicionados a
(Xma T 7X7]N) - (X917' e 7X9N) .

Considerando lo anterior podemos ver que si 7 es el drbol original y #
un arbol bien podado del mismo,

(Xa: Aed} S {Xy: Ae ).

4.2. Basta demostrar DHJ para procesos fuertemente estacio-
narios. El siguiente teorema nos permite hacer la reduccién deseada del pro-
blema:

TEOREMA 28. Para toda distribucién P, sobre X eziste una suce-
sion de subespacios (Vm),, tal que las probabilidadas proyectadas sobre ellos,
(Py,,),,, convergen en la topologia débil de medidas, a una distribucion fuer-
temente estacionaria.
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Es importante observar que la distribucién limite no necesariamente co-
rresponde a un subespacio limite de la sucesién de refinaciones. De hecho,
podemos construir una infinidad de sucesiones (¢, ([k]*)),,~, donde

lim_ din([4]°)

es un subespacio degenerado que consiste en una séla palabra. Por ejemplo,
consideramos la sucesién

¢1([2]w) = {11‘21‘3 . X € [2]}
¢2([2]w) = {11:631'4 - T € [2]}
Yo (2]1°) = {11.. . 1zpi1Zpyo ... :x; € [2]}

donde, claramente,

Tim g (19) = () dm((K]*) = {110111.. )

juna sola palabral
Antes de proceder a demostrar el teorema, exponemos dos resultados pre-
liminares de los que habremos de hechar mano.

TEOREMA 29. Sea (X,3,P) un espacio de probabilidad y (%)
tracion en Y. Definimos

n una fil-
Foo = 0(F1, Foy...).

Sea f una funcion X-medible en Ly. Entonces, conforme k — oo,
E (f|#k) = E(f|F)

P-casi seqguramente y en L.

TEOREMA 30 ([McC99], p. 61.). Sean € N y ) un subespacio. Para toda
coloracion finita de los n-subespacios en 1, existe un subespacio v C 1, tal
que todos los n-subespacios en ~y tienen el mismo color.

A cada n-subespacio ¢ le corresponde un y sélo un subespacio acumulado
©¢*, ya que esta completamente determinado por la sucesién de n lineas combi-
natorias que lo generan. De esta observacion se desprende que cada coloracién
de n-subespacios en un subespacio infinito-dimensional ) induce una colora-
cién analoga de n-subespacios acumulados en 1. De ahi el siguiente resultado:
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TEOREMA 31 (Corolario). Sean € N y 1) un subespacio. Para toda colora-
cion finita de los n-subespacios acumulados en ), existe un subespacio v C 1,
tal que todos los n-subespacios acumulados en v tienen el mismo color.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 28. Comenzamos con el espacio de pro-
babilidad
(X“, v P).
Elegimos una sucesién de natrurales donde cada natural se repite una
infinidad de veces: por ejemplo,

("m)mzo =(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,...).

El argumento de la demstracién es el siguiente: a cada paso m de la sucesion,
construimos un subespacio refinado 1, tal que todo n,,-subespacio acumulado
perteneciente a la refinacién tenga una distribuciéon cada vez mas parecida.
La sucesién de subespacios obtenida de esta manera induce una sucesiéon de
distribuciones que converge bajo la métrica de Prohorov a una distribucién
fuertemente estacionaria.

Construimos la sucesién de manera inductiva, comenzando con Yy =
Id([k]*). En el paso m > 0 particionamos a M(XK"m), el espacio métrico
de medidas de probabilidad sobre

(X 5K,

en bolas de radio 27™. Como M (X7 ) es compacto, elegimos una cubierta
abierta finita de bolas de radio 27, y le llamamos
(Bi)?:r&
a esa colecciéon de bolas. Establecemos una coloracion del espacio asignando
un color a cada uno de los conjuntos disjuntos
j—1
By, Bj~ U B, j=1,-,rm.
i=1
Ahora bien, notamos que el conjunto

P, = {P%m D @F C Yyt es ny,-subespacio acumulado}

nm,

esta contenido en M (X Knm ), de manera que tenemos una coloracion finita de
P,

Mas aun, la misma corresponde a una coloracién analoga de

Cm = {¢Zm D PF  C Y1 es ny-subespacio acumulado} .

N
En efecto, a cada n,,-subespacio acumulado ¢* contenido en ¥,,_1 le asocia-
mos el color de la probabilidad Pg-. Que dos subespacios acumulados sean del
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mismo color indica que sus distribuciones distan a lo mas 2™ bajo la métrica
de Prohorov.

Por el Teorema 31, existe un subespacio infinito-dimensional 1),,, contenido
en ¥,_1 tal que todos los n,,-subespacios acumulados contenidos en €l sean
del mismo color.

Ya que cualquier natural n ocurre una infinidad de veces en la sucesion
(Pm),,, las medidas de probabilidad correspondientes a n-subespacios acumu-
lados eventualmente caen dentro de una bola de radio 2™, para toda m € N.
En particular,

(Pwm#Kn)mzl
es de Cauchy bajo la métrica de Prohorov sobre M(XK"), para toda n > 1.
Ya que por el Teorema 24 M (X K”) es polaco, la sucesién converge para n
arbitrario.

Por otro lado X* es limite proyectivo de espacios polacos medibles, y por
el Teorema 20 también es polaco medible. Luego, aplicando una vez mas el
Teorema 24, M (X“) es espacio polaco. Queremos demostrar que

(]P)'(/Mn )mzl

converge bajo la métrica de Prohorov sobre M (X%); basta, entonces, demos-
trar que es de Cauchy.

Dado que X“ es polaco, la topologia que induce la métrica de Prohorov
sobre M (X“) coincide con la topologia débil. Queremos demostrar entonces
que para cualquier € > 0 existe N > 1 suficientemente grande tal que para

n,q > N se satisface
(15) ‘/fid]P’wn —/fidIP’wq

para todo conjunto finito

<€

{f,’ T 1€ ﬂ}
de funciones continuas y acotadas. Abreviamos la ecuacién anterior con
HEPW (fi) — Ep,, (fi)
Consideramos la sucesion de subo-algebras

By =, (BF) c 2,

‘<e.

donde 7, es la proyeccion
T 2 D¢ — KR
y notamos que
Ew:%1 \/%2\/
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La sucesion
(3‘})”21 T =N -V By,
es filtracién y
Froo = 2°.
Por el Teorema 29, para f continua y acotada
Ep,, (fI%n) = Ep, (f), n—o0

con k > 0 arbitrario. Recordamos que Py, = P.
Ahora bien, dado N > 1 tenemos

IN

|Ez... (£) - B, (£)

HEPW (fi) — ]EIP)’/"n (fl|%N)H
+ HEIF’U,,,L (fil#n) — Ep,, (fi|=@N)H

[, (F1%8) - Bn, ()]

El primer y ultimo término del lado derecho de la desigualdad anterior se
pueden hacer arbitrariamente pequenos si elegimos N sufiicientemente grande,
en virtud del Teorema 29. El segundo término es equivalente a

Epy ey (F) = Bpy iy, (1)

para
i XKy SR
continua y acotada que satisface
fi=flomp.
Pero la sucesiéon
(P i )1

converge, y dado que n > N, el segundo término del lado derecho de la de-
sigualdad se puede hacer arbitrariamente pequeno eligiendo N suficientemente
grande. Con esto concluimos que (Py,, ), es de Cauchy y converge a

P* = lim ]P)wm.

m—r o0

Por construccion P* es finitamente estacionaria y, por el Teorema 26, es
fuertemente estacionaria. O

La importancia del teorema anterior radica en la siguiente implicacion:

PROPOSICION 17. Si el Teorema 22 es vdlido para distribuciones fuerte-
mente estacionarias, entonces es vdlido en general.



4. ESTACIONARIEDAD FUERTE 91

Para establecer este resultado clave, usamos una de las equivalencias del
bien conocido Teorema de Portmanteau:

TEOREMA 32 (Teorema de Portmanteau, [Bil99], p. 16). Sea (X,X) un
espacio polaco, donde X es la o-dlgebra generada por la topologia Ty, inducida
por la métrica d sobre X. Sea (Py,),, una sucesion de medidas de probabilidad
sobre (X,X). Entonces P,, converge débilmente a P si y sdlo si

h’m>i{1f P,(A) > P(A)

para todo A € Ty.
No revisaremos aqui la demostracion del Teorema de Portmanteau.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 17. Sean § > 0y A € ¥ tal que

P, o m, (A) > & para todo w € [k]“. Es decir, A satisface las hipétesis del

Teorema 22. Ahora bien, el espacio X con la o-algebra trivial inducida por A,
D:={0,A A° X},

es isomorfo al espacio

{0,1}

con la o-dlgebra discreta. Consideramos pues al espacio de probabilidad
vk . {0, 1}[’6}“

con la medida de probabilidad inducida por P,,; es decir,

Pa(Yo, =1, Yy, =1):=P,(Xy, €4, -, Xy, €A

Wi, -, Wy € [K]”.

Tenemos asi al espacio de probabilidad
(y[klep[k]“”’]pA) ,

donde DI es la o-4lgebra producto generada por los cilindros

T (1)
Notamos que Y*I“ es un espacio estdndar de Borel sobre la topologia que

generan los mismos cilindros.
Por el Teorema 28, existe una sucesién de subespacios (¢,,),,~, con su res-

pectiva sucesién de medidas de probabilidad inducidas (P, ) sobre (X LIRS 51 s Pw),
tal que
Pd,n — P*

débilmente, con P* fuertemente estacionaria.
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A cada subespacio 1, corresponde también una medida de probabilidad
P4y, sobre el proceso Y%~ donde
PA,wTL(le =1,-.Y, = 1) =Py, (le €A, Xy, € A)
Wi, Wy € [K]%.
De la misma manera,
Paw, =P

débilmente, donde P* es fuertemente estacionaria. Por unicidad de la conver-
) A
gencia, sabemos que

* Tk -1
PA = ]P) o ]'A .
Por hipdtesis, el Teorema 22 es vélido para procesos fuertemente estacio-
narios. Entonces, para algin m > 1 existe linea combinatoria

I([K]) < [K]™
tal que

Luego también,

k
P (ﬂ wl(})(l)> >0
i=1

para la misma linea combinatoria.
Mas aun, el conjunto

ﬂ %)

pertenece a la topologia sobre Y[k] generada por los cilindros
{m,'(1): welk]}.

Aplicando el Teorema de Portmanteau, tenemos

hmmf]P’Aw <ﬂ7rl() >>IF’A<ﬂﬂ'l() )

asi que para una infinidad de n’s se cumple

Pa, (ﬂ T (1 )
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Elegimos alguna n arbitraria que satisfaga la desigualdad anterior, y notamos
que

vy (U([K)))
es linea combinatoria en [k]“. Para concluir el resultado, resta sélo observar
que
k k
-1 _ —1
Paa (Q Fwnl(l(i))(1)> =Py, (Q wl(i)(1)> ,
y que

k k
—1 o —1
Py, (Q ”wnluu))(A)) =Pamu (ﬂ “wnlaun(l}) > 0.
i= =1

5. Saciedad

La propiedad de saciedad nos permitird demostrar DHJ con técnicas de
teorfa ergddica. As{ como toda distribucién P sobre (X¢,¥*) admite una su-
cesion de subespacios 1), cuyas probabilidades inducidas Py, tienden hacia la
estacionariedad fuerte, X“ admite una torre de extensiones que tienden hacia
la saciedad. Antes de definir el concepto comenzamos con algunos prelimina-
res.

5.1. o-algerbas invariantes.

DEFINICION. Dado un subconjunto no vacio del abecedario e C [k] y P
una distribucién fuertemente estacionaria sobre (X¢«,¥%), la o-algebra e-
insensible es la subo-dlgebra en ¥ definida por

P, = {A €X: laomy =1aom P-casiseguramente Vi,j € e}
para cualquier linea combinatoria [([k]).

Notamos que por ser P fuertemente estacionaria, la distribucién P; es
indiferente a la eleccién de linea combinatoria, y por ello la o-algebra esta bien
definida. Veamos:

Adoptamos la notacién

Ty = Ty(x) € XY
®, ES, EN EFECTO, 0-ALGEBRA. Si A € ®,, [([k]) es linea combinatoria
v 4,J € e entonces
Lac (i) = 1= 1a(wip) = 1= 1a(wg)) = Lac(ng)  Pees,
de donde A° € @,
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Si
{An}n21 C o,
Yy
k
A ={J A, A=A

n>1 n=1

tenemos
Las (w03)) = sup {Lar (z1s)) } = sup {Lax (215)) }
k>1 k>1

de donde

14+ (xl(i)) =14+ (xl(j)) P-cs. Vi,j€e
y por lo tanto A* € ®..
Se desprende de lo anterior que ®. es cerrado bajo intersecciones arbitra-
rias.

Por 1ltimo notamos que @, es siempre no vacia pues contiene al menos a
la subo-dlgebra trivial {X,0}. O

Observamos que si e C €/ entonces . C P,.

DEFINICION. Decimos que una distribucién P fuertemente estacionaria

es e-insensible si
P, =13
Es decir,
1AO7Tl(i):]-AO7Tl(j) i,j€e P-cs, A€l

Como vimos en la seccién de espacios estandar de Borel, todo espacio X
estandar de Borel tiene un candnico separable que le es o-isomorfo, y al cual
se le puede asignar la medida de probabilidad que mantenga el isomorfismo.
Es decir, si X &Y con

A EX — EY
biyeccién que preserva operaciones de o-algebra, entonces la distribucion
Py(A) =Pxo )\71(14) AeXy

reproduce la estructura de probabilidad de X sobre Y.
Luego, suponemos sin pérdida de generalidad que X es separable y vemos
que la condicién de e-insensibilidad es equivalente a
Jtl(i) = xl(j) P-c.s.

ya que
{tp} €Y Vi, €X.
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DEFINICION. Una familia ascendente .# es es una coleccién de subcon-
juntos de [k] tal que todos sus elementos constan de al menos dos letras en [k]

y
ueS, uCv=wve.Ll.

Para una familia ascendente .#, la o-dlgebra invariante asociada a .%

\ @

e€ S
La familia ascendente asociada a e C [k] es

(e) :={uC[k]:|u] >2,eCu}.

es

Para i € [k], abreviamos ({i}) con (7).
Nétese que e € (e) siy sélo si |e| > 2.

5.2. Independencia condicional o relativa. La propiedad de sacie-
dad se define con base en la independencia condicional de ciertas subo-algebras
de un espacio producto.

DEFINICION. Si (X,3,P) es un espacio de probabilidad y 74, 5%, ¢4
subo-dlgebras de X, decimos que 4] y 7% son condicionalmente indepen-
dientes con repecto a ¢ si para cualesquiera variables aleatorias acotadas
H, y Hs tales que H; es J7;-medible se tiene

E(H,H|9) = E(H:1|¥) - E(H2|9) .
En simbolos,
IO Loy 5.
De ahora en adelante usamos la notacién comtin
E(f|9,72) :=E(f|o(¥, 7).
Podemos demostrar més directamente el resultado principal de esta sec-

cién utilizando el Lema de Clases Mondtonoas de Dynkin.

DEFINICION. Una familia de conjuntos ¢ C £(X) se llama w-sistema
si es cerrada bajo intersecciones finitas.

DEFINICION. Una familia de conjuntos £ C Z(X) se llama A-sistema
si:

) Xel

ii) £ es cerrada bajo diferencias:

E,FelL y FCE = F~NFEeL
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ili) £ es cerrada bajo uniones numerables crecientes:

(Bn)ps1 €L, EnCEnpr ¥n>1 = |JE,eL
n>1

TEOREMA 33 (Lema de Clases Monétonas de Dynkin). Sean € C 22(X)
un w-sistema y Lo un A-sistema tales que € C Ly; entonces o(€) C Ly.

La demostracién se imparte en cursos de teoria de la medida y la omitimos
aqui. Nos interesa en particular una consecuencia de éste teorema:

PROPOSICION 18 (Corolario). Si ¢ C P (X) es w-sistema, entonces
o(€) = ﬂ {L: L es Asistema,y € C L= \F);
es decir que o(%) es el A-sistema mds pequerio que contiene a 6 .

La siguiente proposicién nos permite trabajar mejor con independencia
condicional.

PROPOSICION 19. Las subo-dlgebras 564 y 5 son condicionalmente in-
dependientes relativas a & si y solo si para toda variable aleatoria Hy que sea
F1-medible y acotada se tiene

E(H | /,9)=E(H |9).
DEMOSTRACION. (=) Supongamos que
IO Ly .

$:={A62: /AHlsz/AIE(Hl |9) dP}.

Demostraremos que £ es A-sistema con
9,5 C £,

Sea

y que
o ={ANB: Ae€¥Y, Beitr}
estd contenido en .Z y es w-sistema. Entonces, por el lema de clases mondtonas
de Dynkin,
o()=NA) CANZL) =Y,
de donde
o(¥,7) C L.

Concluimos de ello que

E(H, | #,9) =E(H, |9) P-cs.
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Demostremos entonces lo necesario:

i) .Z es A-sistema.
Claramente X € Z.Si F, F € £y F C E tenemos

/ HidP = /Hld]P’—/HldP
ENF E F
= /E(Hl|€4) d]P—/ E(H, |¥) dP
E F

:/ E(H, |¥) dP
ENF

de modo que E\ F € .Z.

Sea
sucesién creciente. Definimos
Ei = E1
n—1
E, = E.~|JE n>2
j=1

y notamos que
H :=méx {H,,0}

también es J#-medible y acotada. Tenemos

Tn::/ HfdP = Z/ H dP
s i=1 i
= > [ w(at |9) e
=17 F

:/ E(H; |%) dP=: 5,

=1

Las sucesiones (T},),, ¥ (Sn),, son monétonas crecientes y acotadas con T;, = S,
para toda n; por lo tanto convergen ambas a

n—oo

T:= lim T, :/ Hf' dP.
U, En

Lo mismo se demuestra para

H{ :=méix{—H;,0}
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y a partir de la descomposicién

H, = Hfr —H
obtenemos
U E, 4.
n>1
i) 9,6 CZ.

Claramente ¥ C Z. Sea D € J%; luego

/HldP:/ Hy - 1pdP /E(H11D |4 dP
D X X

/ E(H, |9)-E(1p |¥) dP
X

= /1DE(H1 |9) dIP:/ E(H; |¥) dP
X D

ili) &7 es m-sistema contenido en .Z.
Claramente o/ es m-sistema. Sean A € ¥ y B € J%; luego

HldIP:/Hl-lgd]P’ = /E(H11B |9) dP
ANB A A

/E(Hl |9)-E(15 |¥) dP
A

/E(H1 |9) - 15 dP
A

:/ E(H, |&) dP
ANB

donde la igualdad de la segunda linea se cumple por ser 1p #%-medible y por
la hipotesis de independencia condicional. Por lo tanto AN B € £y

o C ZL.
(<) Supongamos que
E(H |¢,75) =E(H, |¥)
para Hy acotada y #71-medible. Elegimos Hs acotada y J#-medible. Notamos
que
E(H,-Hy |9) = E(E(H H2|9Y, ) |9)
E( Hy-E(H, |9, ) |9)
E( Hy E(H: |9) |9)
(Hy |9)-E(Hy |9).

|
=
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La primera igualdad es una aplicacién directa de la propiedad de la torre de
la esperanza condicional observando que

Y Co¥, ),

la segunda se debe a que Hy es J%-medible y a la %-homogeneidad de la
esperanza condicional, la tercera se debe a la hipdtesis y la cuarta es una
aplicacién de ¢-homogeneidad, dado que E(H; |¥) es 4-medible. O

5.3. Los espacios Lo (P,) y L2(P,). Cuando tengamos una distribu-
cién P sobre (X, ¥%), escribimos P,, para referirnos a la medida de probabi-
lidad

P, =Pom,’
sobre X, y distinguirlo de la medida sobre X“. Si el contexto no se presta
a confusién también escribimos P para una medida de probabilidad sobre un
espacio X no indexado.

Sea w € [k]*. Denotamos por L (P,,) al espacio de funciones

f:Xy—R

Yw-medibles y tales que para algin K > 0 se tiene

Py({z € Xo : |f(z)| = K}) = 0.
A este espacio le asignamos la norma

[flloe = inf {k : Pu([f] = k) = 0}
Lo (Py) es completo bajo esta norma. En estricto sentido, cada elemento de
Lo (Py) no es una funcién sino una clase de equivalencia de funciones que son
iguales IP,,-casi seguramente. Asi, al escribir f € Lo, (P,,) en realidad queremos
decir

{g:9=f Py-cs.} € Lyo(Py).
El abuso de notacién que esto representa es practica comin y no causara mayor
confusion.

El espacio Lo(P,) consiste en las clases de equivalencia formadas por

funciones X,,-medibles equivalentes P,,-casi seguramente que satisfacen

E]}»w (|f|2) < oQ.

Ly (P,,) es espacio normado completo bajo la norma

Ifll2 = B, (If1%)2 .

Aqui también, no debe generar confusién que escribamos f € Lo (P,,) en lugar
de [f] € L2(P,); es decir, denotamos con un representante de la clase de
equivalencia a la clase en si.
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Los espacios Lo (Py) vy La(P,,) son normados y completos - ver [Bar95],
capitulo 6.
Notamos que todo conjunto acotado en Lo, (P, ) estd acotado en Ly (P,,):

DEMOSTRACION. Sea A C Loo(Py,) acotado. Luego, A estd contenido
en una bola de radio suficientemente grande, digamos R > 0, alrededor de
la funcién constante cero. Denotamos por Bgr(0) a dicha bola. Para f € A
tenemos

Ee, (/1) < R?,
de donde f € La(Py,). O

El siguiente resultado es necesario para reducir DHJ al caso de distribu-
ciones saciadas.

PROPOSICION 20. Sea (X,X,P) es estdndar de Borel separable. La bola
unitaria en Lo (P),

B1(0) = {f : [flloc <1} C Lo(P)

contiene un denso numerable (fy),~, bajo la métrica || - ||2.

DEMOSTRACION. Consideramos la clase S de todas las funciones simples
dentro de la bola B;(0) con coeficientes racionales; es decir funciones de la
forma

er.lAW AjEEw, rjEQﬁ[O,l).
j=1

Sabemos que S es denso en Bj(0), puesto que cualquier funcién medible es
aproximable por simples y cualquier simple es aproximable por funciones en
S. Basta entonces con demostrar que S contiene un denso numerable.

Sea 2 familia numerable en X, tal que

0(2)=%,

y 9’ el dlgebra generada por &. Afirmamos que la familia
C = ZTj].A]. : Tj GQH[O,l), ’I’LE].\I7 (AJ)?:]_ C@/
j=0

es densa en S.
En efecto, sea C' € %, de la forma

c=JA4, (4),5,c?.
j=1
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Definimos
All = A1

A=A, N A1 n>2,
E,:=|]4; €2,
j=1

de manera que C' es unién disjunta de las A y

P(CNE,) =P |J 4] < > P4))—o0

j=n-+1 j=n+1
conforme n — oo, ya que
o0
> P(4)) =P(C) <1
j=1
Tenemos
1
I1c —1g,ll, = Ep(llc—1g,]*)2
= P(CAE,)*
= P(CNE,)?
— 0.

Ya que 1, € € para n > 1, hemos demostrado que cada indicadora en S es
aproximable por funciones en % bajo la norma || - ||2. Pero toda funcién en
S es suma finita de indicadoras y entonces es aproximable por sumas finitas
de funciones en %. Para concluir basta notar que % es cerrado bajo sumas

finitas.
O

5.4. DHJ en saciedad. En esta subseccién demostramos que DHJ es
reducible al caso saciado. Recordemos que cuando un espacio de probabili-
dad (Y, Xy, Py) es extensién de (X, X x,Px) decimos simplemente que Py es
extension de Px.

Consideramos solamente extensiones de la siguiente forma: sea P distri-
bucién sobre (X*, %) y P una extensién con

P=Por!
ﬂ'(f(“’) = XY,
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entonces P induce la extensién {ndice por indice
P, = ]f”w omr !
’/T(Xw) = Xu
indiferente a la eleccién de w € [k]“. En efecto, la siguiente proposicién nos

garantiza que toda distribucion fuertemente estacionaria es de esta forma.

PROPOSICION 21. Si P es fuertemente estacionaria sobre (X“,%%), la
distribucidn Py, sobre (X,X) es indiferente a la eleccion de P,,.

DEMOSTRACION. Si dos palabras w y v tienen alguna letra en comtn 7,
existen dos lineas combinatorias [, y [, tales que

Lo(§) =w 1,(j) =v;
de donde
P, =P, om; 1:Plvo7r =P,.

En caso contrario, de todos modos existe una palabra que tenga letras en
comun con ambas w y v, y repetimos el argumento anterior dos veces. (I

Dadas una extensién P de P y una familia ascendente .#, denotamos con
Y a la o-dlgebra asociada a X y con @, a la subo-dlgebra invariante de 3
asociada a .&.

DEFINICION. Dadas una familia ascendente .# y una distribucién fuerte-
mente estacionaria P sobre (X*“,3%) con o-dlgebras parcialmente insensibles

((I)e)ee[k] ’

decimos que la distribucién P es .#-saciada si para toda extension E” de P
que conserve estacionariedad fuerte, las subo-algebras 7=1(X) y ® » son
condicionalmente independientes dada 7= 1(® ).

Intuitivamente, el resultado anterior nos dice que ninguna extensién de P
nos puede inducir ninguna mayor informacién sobre la o-dlgebra .#-invariante.
Esto se ve méas claro con la siguiente proposicién.

PROPOSICION 22. P es .7 -saciada si y sélo si para toda extension fuerte-
mente estacionaria P y toda funcion

f:X >R

acotada y m—1(X)-medible se tiene

(16) E(f ‘&)f, fl(@ﬂ)) —E(f |7 (@)
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DEMOSTRACION. El resultado es corolario inmediato de la Proposicién
19. (]

En vista de la Proposicién 20, es suficiente que se cumpla la igualdad (16)
para toda f € La(P,) que sea 7~ 1(2)-medible.
Notamos, por otra parte, que el lado izquierdo de la ecuacién (16) es
redundante puesto que
71'71((1’ ) C L) 7.

Asi, podemos reescribir la ecuacién (16) como
(17) E(f|%s) =E(fIr (@)

DEMOSTRACION. En efecto, sie € .Z, {i,j} Cey A € ®, tenemos

P({@)uepe t Lria) (Bi) = Lo (317) })

P({(zw)we[k}w tLa(z) = 1A(xz<j))}) =1,

de donde
7 1(A) € ..
Recordemos que
(i)ﬂ = \/ (i)e§
ec s
ahora es inmediato el resultado. U

Establecemos atin otra equivalencia que nos resultara necesaria:
PROPOSICION 23. Si P es extension de Py
ff:X—>R
es Y-medible, entonces
E(f on |7} (@) = E(f | ®s) o

DEMOSTRACION. Para todo A € ®

/f’dIP’:/ f" o dP.
A T=1(A)

/Af’dP - /AE(f’I%) dP

/ E(f'|®s)omdP
T=1(A)

Por otro lado,
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/ f'owd[@:/ E(f om|n (®s)) dP.
=1 A) T A)
Juntando las equivalencias anteriores obtenemos el resultado. O

PROPOSICION 24. P es . -saciada si y sélo si para toda extension fuerte-
mente estacionaria P y para toda funcion

X —=R
acotada y X-medible se tiene
(18) E(f om|ds) =E(f|®s)om.

DEMOSTRACION. Toda funcién

f:X >R

acotada y 7~ !(X)-medible puede escribirse como
f=fom con f:X—=R
acotada y X-medible. Por la Proposicién 22, P es .#-saciada si y sélo si
(19) E(f’ow|<i>y):E(f’o7r|ﬂ'_1(¢’y))
para toda f’. Pero, por la Proposicién 23,
E(f on|n () =E(f'|®s) o O

A continuacién demostramos dos resultados generales sobre independencia
condicional que nos permitirdn entender cémo es posible llegar a una distri-
bucién saciada a través de una cadena de extensiones.

PROPOSICION 25. Si (X, X, P) es espacio de probabilidad, 4,9 C % son
subo-dlgebras tales que

YCcy
y [ X = R es X-medible e integrable, entonces
(20) IECf [9)]I5 < IE(f [ 2)ll5 -

DEMOSTRACION. Por la propiedad de la torre de la esperanza condicional
tenemos

E(f19)=E(E(f|2) |¥).
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Aplicando la bien conocida desigualdad de Jensen,
E(f19) =E(E(/|2)|9) < E(E(f|2)19),
e integrando: IEJ( E(f|9)> ) < E( IE( E(f|2)° |9 ) )
E(E(f12)) D
TEOREMA 34. Sea (X,%,P) espacio de probabilidad. Dados f en Lo(P) y
GgC2 subo-dlgebras de X,

N

las identidades

IECf 19)]5 = IECf |2)]3

E(f|9) =E(f|2) P-cs.
son equivalentes.
DEMOSTRACION. Definimos
Y = E(f | 2)

y escribimos

Y=EY |9+ (Y -E(Y |9),
que es una descomposicion ortogonal de Y. No hace falta entrar en detalles
de lo que esto significa, basta notar que, dado A € ¢4

E(la- (Y -E(Y |9)) = E(1a-Y)-EQ1a -E(Y [¥))
= 0.
Por linealidad de la integral, para toda funcién ¢-simple S también
E(S- (Y —-E(Y |9))) =0.
Dada una funcién Z en Lo (P) que sea ¥-medible tenemos también
E(Z - (Y -EY|¥9))) =0.
En efecto, existe una sucesién de funciones ¢-simples
(Zn)p>y talesque Z, = Z cs. y |Za|<|Z]
Para cada n > 1 tenemos
E(Z,Y)=E(Z,E(Y |¥9)).
Notemos que
ZY1<12Y], |ZJE(Y |9)| < |ZE(Y |9)];
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de donde
E(|Z.|[Y]) < E(|Z||Y]) < o0

y andlogamente
E(1Z.|[E(Y [9)]) < E(|Z][E(Y [9)]) < oo,
de modo que
zY, Z,E(Y |¥9) € Li(P).
Ya que
ZY = ZY c¢s. y Z,B(Y |9) = ZE(Y |¥9) cs.

por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue tenemos

nh_)rr;o E(Z,Y)=E(ZY)

nlirgoE(ZnE(Y |9)) =E(ZE(Y |¥9)).

Entonces

E(ZY)=E(ZE(Y |¥9))
y con esto queda demostrada la afirmacién.

Regresando a nuestra descomposicién de Y tenemos

Y2=E(Y |9)*+ (Y —E(Y |9)°+2-E(Y |9) (Y —E(Y |9)),
e integrando ambos lados de la igualdad y distribuyendo sumas,
E(Y?) = E(E(Y|9))+E( (¥ -E(Y |9)7)
+ 2-E(E(Y |9 -(Y-E(Y |9)).
Pero E(Y |¥) por definicién es ¥-medible y ademéds estd en Lo(P); entonces
E(E(Y |9)-(Y —E(Y |9))) = 0;
de ahi que
(21) E(v?) =E(E(Y |9)° ) +E( (Y —~E(Y |9))* ).
Recordando quién es Y, la igualdad en la ecuacién (20) es exactamente
E(V2) = E( E(Y |9)? ) :
y se cumple si y sélo si
E((Y-E(Y %)) =0,
lo cual es cierto si y sdlo si
Y=EY|¥9) P-cs.
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Es decir,
E(f12)=E(E(f [2)|9) =E(f [9). 0
En particular,
9 :=0(Y,5) con S subo-dlgebra

satisface las hipdtesis de la Proposicién 25 y el Teorema 34.
Ambos resultados tienen traduccién en términos de saciedad. Veamos:

DEFINICION (Notacién). Trabajamos con dos espacios Lo distintos. Uno
comprende las funciones

f'+ X -5 R que satisfacen /|f’|2le’ < oo
y el otro las funciones

f:X =R que satisfacen /|f|2 dP < oo;

los denotamos con La(P) y Lo(P), respectivamente. A sus normas las denota-
mos con

Fllep v s
PROPOSICION 26. Sean P extension de Py
X =R en Ly(P);

entonces
- 2
(22) [E(rom1ds)|. . 2 IEG 12015

DEMOSTRACION. Primero notamos que

2 2
IE(f @) 0 mllyp = 1B [ @)l

Luego, por la Proposicién 23,

IE(F o771 (@.0))|l 5 = IE(F | 8) 50
Entonces queremos demostrar
(23) HE(f’o7r|<i>y)
pero esto consecuencia directa de la Proposiciéon 25, dado que

W_l(@y)C‘i)y. O

2
|, = [EGF omla @)l
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PRrOPOSICION 27 (Corolario). Si g y h son dos funciones Y-medibles de
X en R, toda sucesion de extensiones

(X):21),Py) + (X222, Pryy) -+ (X(n), Bn)s Pry) = -+
que abreviamos con

induce sucesiones crecientes

(s [2rm)lre,,) .o (EG[2rw)ls,,)

n>0 n>0"

donde
P.7.(n)

es la subo-dlgebra invariante de ¥,y asociada a ..
Si g y h son acotadas en Lo (P), las sucesiones convergen.

DEMOSTRACION. La primera parte es una aplicacién recursiva de la Pro-
posicién 26. La segunda viene de observar que, si ||g||,, < K, entonces

IE(g |®s00)l5p,, <K V1.

Luego, por ser mondétona creciente y acotada, la sucesién converge. Lo mismo
se puede decir de h. O

PROPOSICION 28. P es .#-saciada si y sélo si para toda extensén fuerte-
mente estacionaria P y para toda funcion

fl: X =R

acotada y X-medible se tiene

4 [e(s o |2)], 5 = 1 12008
I )2 SINl2p

DEMOSTRACION. Por el Teorema 34, dado f,, € La(P) la igualdad en (23),
que es equivalente a (24), se cumple si y sélo si

E(fncmr ‘éy) =E(fpom ‘77*1(@‘%)) P-c.s.

Por la Proposicién 20, dada f’ acotada en L. (P) y 3-medible, existe una
sucesion (f,),, de funciones en Lo () que convergen a f’ bajo la norma [|-[|y p;
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de manera que si P es saciada

E(f’OTr‘(i)y> = nh;H;O]E(anW‘@y) en Lg(l@)
= T}irrgoE(anW’ﬁ_l(q)y)) en L2<I§’)

= E(f’ oT |7771(<I)y))
En vista de lo anterior el resultado es consecuencia de la Proposicion 34. El
regreso sigue los mismos pasos. O

El siguiente teorema es el resultado decisivo que nos permite reducir DHJ
al caso saciado; si bien es méas complicada, la demostraciéon sigue el mismo
espiritu de la del Teorema 28, que nos permitié reducir DHJ al caso fuerte-
mente estacionario.

TEOREMA 35. Sea .# familia ascendente. Toda distribucion fuertemente
estacionaria sobre (X, X%) tiene una extension & -saciada.

DEMOSTRACION. Sean P distribucién fuertemente estacionaria sobre (X« 3¢)

(fr)rs1

una sucesién de funciones densa en la bola unitaria

B1,0o(0) = {f € Loo(P) : [ flloc <1},

bajo la norma || - ||2,p. Tal sucesién existe por la Proposicién 20. Sean (ry),,
y (my),, sucesiones de naturales donde cada natural aparece una infinidad de
veces y donde, ademas, todo par ordenado de naturales (r,m) € N x N ocurre
una infinidad de veces en

(T'r“m mn)n21 .

Por ejemplo, dada (r,), consideramos las subsucesiones

(r”f)izl Thg =8 Vi>1l, s>1
y fijamos

(m”f)i>1 =(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,...) Vs>1.
Asi )
N = U (nf)iz1
s>1

y cada par ordenado (s,m) € {s} x N ocurre una infinidad de veces en
(rns,mns) -, para cada s € N.
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A continuacién construimos una cadena de extensiones fuertemente esta-
cionarias
w w
((X(")’ Xy P"))nzo

(Xff))r ?Jo)v%) = (X¥, 2%, P)

y de manera que el limite proyectivo tenga una distribucién .#-saciada. La
construccién es recursiva de la siguiente manera:

Dados

fijando

(X@A)v anflwpnfl)
y la funcién Y-medible y suprayectiva que determina la extension,
1/%-1 : X(n—l) - X
-1
P, 10 w(nil) =P,

consideramos al natural m,, y la funcién f,,, que le corresponde al r,-ésimo
lugar en la sucesién (f.),. Para determinar

¢nX(n) — X

consideramos dos casos:
En el primer caso, existe una extension fuertemente estacionaria

T X — X(nfl)

Por =P,

tal que
~ 2
HE(frn ] d)n—l oT | q)ﬂ) HZ]?’ > ||]E(frn o wn—l |(I)]7(n_1))||;]?n71 + 9~ Mn

Si &,-1 es el conjunto de las extensiones fuertemente estacionarias P que
satisfacen la desigualdad anterior, y

D, (IF") = HE(frn o107 | éﬂ)”j)ﬂ.} - HE(frn 0 thp_1 ‘¢f7(n—1))’|;,P )

n—1
elegimos P € &,_1 que satisfaga

N1
D, (IP) > Ssup{D,(P): P € 6,1}
y fijamos B
Porn =P,
wn = wn—l om
(X)) Sny, Pr) = (X,E,IP’) .
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En el segunda caso, el conjunto &,,_1 es vacio. Es decir, para toda extensién
fuertemente estacionaria P de IP,,_; se tiene

HE(fr" otYp_10m | (i)y) < HE(an 0 WYp_1 |(I)J7(”*1))H;[Pn71 49 Mn,

En este caso fijamos

2
H2,113>

P,:=P, ;o0 Id)}(ln_l) =P,_;

Y(n) = Pn-1)
(X(n): By P) = (X(n-1), Bn-1), P—1) -
Es necesario que hagamos algunas observaciones para explicitar por qué nues-
tra construccion genera un limite proyectivo .#-saciado:
Denotamos con . al conjunto de todas las extensiones fuertemente es-
tacionarias de P y con %, al conjunto de todas las extensiones fuertemente
estacionarias de P,,. Observamos, primeramente, que

~ 2 ~ [ ~
sup [[E(fuon|®)|| < Il B(X)
Peot 2P
< 1
ya que f, € Bi o(0). Definimos
. 2
M, = sup HIE(fno7r|<I>y)H L 0< M, <1.
Peot 2,P

Consideramos una funcién f; € (fr,),>; ¥ al subconjunto
(n7)i>1 CN, rps =sVi>1
Queremos demostrar que

[B(f oy 125 ) H2

= Mg, i— oo.
2,p

)

Por construccién, la sucesion

(o v ieri)lis)

es acotada y mondtona creciente, por lo tanto converge. Consideramos dos
casos: En el primero, &,: # () para una cantidad finita de indices 7 > 1. Esto
significa que a partir de cierta extension P; se tiene

~ 2
[E(feom1 )|, = [EG 0 v | 00) 2, VB €

vy no hay nada que hacer.
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En el segundo caso, ‘g)”, # () para una cantidad infinita de indices ¢ > 1.
Sea

dy = M, — |[E(fs | ©)|l55 .

Por construccién,

|E(fs © ins)

IE(fs | ®)ll55 + > Dns (Pns)

=1

(I)y,(ng)) H;Pn;

u
ds
> B | 20)l5e + D 55
i=1
de modo que
9 u
My = |[E(fs 0 Yz [ @r,ni)ly5,, = ds = D_ Dz (Puy)
i=1
< dy— ds.
< 2
i=1
oo
1
’ i=u+1 21
—- 0

conforme u — 0.

Pero s > 1 es arbitrario, asi que para cualquier funcién en (f.), la espe-
ranza condicional de f,. dada la subo-algebra invariante asciada a . converge
bajo la torre de extensiones al supremo M,..

Ahora, si f € B1.oo(0) ~ (fy), € La(P), € > 0 y P es extensién de P en la
torre de extensiones que construimos, tenemos que para algin f, € (fr),

[fom—fro 7"”2’]13 <€

Luego,

llz(rex @), 2o |25)]

2P
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< Je(ror o) -2(ser i),

= (/’E(fow’éy)E(frOW‘(i)y)’2dﬁD>2
= (/‘E(foﬂ—fTOW‘éy)‘Qdﬁb)é

= (/fOﬂ'fro7r|2dlf1’>é

< €

de modo que hay una subsucesion

(fri)is1 C© (fr)ps1
tal que

[B(snom |2 = [B(som|)]50 ioe

Por continuidad de
2

y—=yo yeR,
tenemos
- 2 - 2
[e(fon|®s)] . = |[E(for|as)] .. i-ee
2,P 2,P
Siendo asi, definimos
My = sup HE(fow ‘(i)y)HQ
2,p

Peot
con miras a establecer que
E(f o by | Do) 55, = My 1= 0.

Sea (fs,); C (fr), una subsucesién que converge a f en Lo(P). Por la desigual-
dad del triangulo,
(25)

My = [E(f oty |®r.m)la e,
< My — M
+ My = E(fs 0 6y [ 65.00) e,

+ B0 60 [0, e, = IE(S 0 %) | @ir,00) 15,
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y cada uno de estos términos tiende a cero conforme
n—oo y fs, = f en Ly(P), i— 0.

En efecto, ya demostramos que los dos tltimos términos son menores, digamos,
a €¢/3 para n suficientemente grande y f, suficientemente cercano a f. Resta
ver qué pasa con el primer término. Veamos:

Por definicién de M y por la Proposicion 27, existe una extensién fuer-
temente estacionaria P de P tal que

My [B(rom [s) <G - [eson |2, <

Ol m

También podemos elegir f; de la sucesién (f,,), de manera que

€

lls(rox ), - [e(eom | 2)], < 5

luego

|Ms — My|

IN

My = (s em |,

s - le(er )
(1

2,p
2
m| @),

:E'g.

v |[e

€
< 3 =

9

Regresando a la ecuacién 25

My = [|E(f 0 Yy | @) p, <€

)

para e arbitraria.

Hemos demostrado que toda funcién en Bj o (0) induce segundos momen-
tos de la esperanza condicionada a la subo-algebra invariante asociada a %
que convergen bajo la torre de extensiones a un supremo. Por linealidad de la
esperanza condicional, el resultado es extensible a toda bola centrada

BR,OO(O) =R Bl,oo(o) - LOO(P)

y, por lo tanto, a toda funcién acotada y 3-medible de X en R.
Para concluir falta sélo echar un vistazo a la estructura del limite proyec-
tivo. Tenemos una torre de extensiones

X(—X(1)<—X(2)(—-~(—X(n)<—...
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con
Un(X(m) = X;
denotamos por
Ut X(n) — X(m) m<n
a las funciones suprayectivas que definen las extensiones entre sus respectivos
espacios. El limite proyectivo es el espacio de probabilidad

(X(00)> B(o0): P
donde

Xio) = { (w1, 22,...) € HX(]») o =Yy 1 (Tpg1) VR >0
j=0

con
X(O) = X
Si denotamos por
Pn - X(oo) — X(n) n>1
pPo X(oo) - X
P(oo) = Po
a las proyecciones naturales
pn(xlax% Ty .- ) = Tp
entonces
Sy = 0 (pn (Bm)) 51 2 0) 5
de modo que ¥, contiene una copia de cada ¥(,), que ademés conserva la
masa de probabilidad en el sentido de que

Es decir,

]P’ooopfll:]P’n Vn > 0.
Por el teorema de consistencia de Kolmogorov, P, es tnica y esta bien defi-
nida.

Pues bien, retomando la Proposicién 25, si f es Y-medible y acotada
tenemos

B 0 btoe) [®.00) 5., 2 [E(S 0%y |25 )y, Y220,

lo cual, como ya demostramos, implica

HE(fow(oo) |(p‘ﬂ’(°°))H§,]Pm = Mf.
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Sea P extensién de Po. Por la Proposiciéon 25 otra vez, y por definicién de
My,

E(f 0 ¥oo) | @ (00)) 5. < H]E<f” ‘&)")HQ

es decir,

< My;
0p = 1

[E(7 o b |2 oo)e = [E(7 07| 2],

Recordando la Proposicién 28, hemos demostrado que P, es .#-saciada.
O

DEFINICION. Si una distribucién P es .#-saciada para toda familia ascen-
dente .#, decimos que P es netamente saciada. Si el contexto no se presta
a confusién, diremos indistintamente que dicha distribucién es saciada.

TEOREMA 36. Toda distribucion P fuertemente estacionaria sobre (X, %%)
admite una extension netamente saciada.

Hay dos argumentos paralelos para establecer este teorema a partir del
anterior. En ambos indexamos a las familias ascendentes de conjuntos en [k]:

jla T jT~
PRIMERA DEMOSTRACION. Consideramos una sucesién

(Tna My, tn)n

de elementos en N x N x [T] donde cada trio posible ocurre una infinidad de
veces. Dejamos al lector verificar que esto es posible. Repetimos la construccién
de la torre de extensiones que hicimos para demostrar el Teorema 35, salvo
que a cada paso consideramos las diferencias especificas a %,

D, (ﬁp) = ’HE(frn o107 | éﬂ*“)”i,i@ - HE(frn 0 thp_1 |¢ftn,(n*1))”§yn_1

v la extensién correspondiente.
De esta forma,

2

ECS [ @00l p, = My = sup HIE(f “f’ﬂt)Hm, n— o0
Pext ,

para toda t € [T] y para toda f acotada y ¥-medible, y el limite proyectivo
es netamente saciado. ]
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SEGUNDA DEMOSTRACION. A partir del Teorema 35 obtenemos un limite
proyectivo #1-saciado de P, al que denotamos por
(X(o0)» Boo)s Poc) =2 (Y, 7, Py)
y el cual es, a su vez, una extension de P que admite una torre de extensiones
Py < Py 1) < Py,2) < ...

tales que el limite proyectivo sea .#>-saciado. Repetimos el argumento T" veces
para obtener un limite proyectivo .#;-saciado para todat =1,--- ,T. (|

Gracias a este resultado podemos reducir DHJ al caso netamente saciado:

PROPOSICION 29. Si DHJ (Teorema 22) es cierto para toda distribucion
netamente saciada entonces es cierto en general.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 17 serd suficiente considerar distri-
buciones fuertemente estacionarias. Sea pues

(X« 29 P)

fuertemente estacionario y A € ¥ tal que
Py(A)>¢d Ywelk]” con §>0.

Sea P extensién netamente saciada de P con

VX = X,

P=Po L
Tenemos asi que
P(y~'(A4) > Vwe k]
y por hipotesis

k
ff”(ﬂ i) (w1<A>)> >0
i=1
0, lo que es lo mismo,
By(1(4) x 6 (A) x - x 47 (4)) > 0

para cualquier linea combinatoria [.
Pero

Py(pH(A) x pHA) x - x PTHA)) = P(AX A X - x A).
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5.5. La estructura de una distribucién saciada. Los siguientes re-
sultados nos describen algunas simplificaciones no triviales que induce la sa-
ciedad de una distribucién.

DEFINICION. Sea e C [k] y sea i letra en [k], posiblemente contenida en
e. Denotamos por

re [k = (([K] N e) U{i})”

a la funcién que impone la letra i a cada lugar ocupado por letras en e \ {i}.
Cuando e = {j} escribimos simplemente

g = T{g}i

DEFINICION. Si (X, 3, P) es espacio de probabilidad y ¢4 C ¥, decimos
que una funcién f Y-medible es ortogonal a ¢ siempre que

E(f|¥9)=0 P-cs.
Para una funcién g Y-medible cualquiera, a la descomposicion
9=E(g|9)+(9—E(g]9))

le llamamos descomposicién ortogonal, notando que (g —E(g |¥)) es or-
togonal a ¢. Si J# C X es o-dlgebra y toda funcién #-medible es ortogonal
a ¢ decimos que las o-dlgebras 5 y ¢ son ortogonales.

DEFINICION. Decimos que una funcién
f: X =R
es e-insensible si es ®.-medible.
La siguiente caracterizacién sera util.

PROPOSICION 30. Sea P una distribucion fuertemente estacionaria sobre
(X«,2%) y sea Py la distribucion inducida por cualquier linea combinatoria.
Una funcion

f: X =R
es e-insensible si y solo si las funciones

formy: XF R

f Oﬂre,i(w) : Xk — R

son equivalentes P;-casi sequramente, para cada i € e.
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DEMOSTRACION. (=) Si f es e-insensible, entonces es limite de alguna
sucesion (S,,),, de funciones ®.-simples, y para cada S,, tenemos
Spomy =80y, (w) Pi-cs., i€e.

Tomando limites de ambos lados de la equivalencia obtenemos la primera
implicacion.
(<) Suponemos que para cada i en e
fomw=Ffom, (v Prcs.

Sea A boreliano en R. Los conjuntos

(fomu) ™ (A) =m," (F71(4))

-1

(f ot sw))

coinciden salvo por conjuntos P;-nulos. Entonces

fHA) € @.. O

(A)=n1t )(f_l(A)) i€e

re,i(w

El siguiente resultado nos da la primera simplificacién no trivial que per-
mite una distribucién saciada.

TEOREMA 37. Si P es netamente saciada, f € Loo(Py) es e-insensible y
i € e C [k], entonces

Elf| V @upn|=Elf] V @um

jE[k]~e J€E[k]~e

Antes de demostrar el teorema desarrollamos con [Aus11] un ejemplo que
ilustra el espiritu de la demostracion.

Ejemplo

Consideramos el caso en el que k = 3,7 =2y e = {1,2}. Si P es saciada
sobre X" y f € Lo (Py) es {1, 2}-insensible, queremos demostrar que

(26) E(f|®p23) =E(f|®uz2a) -
Como
E(f \ q’{1,2,3})

es siempre @, 33-medible, basta con demostrar que siempre que f sea orto-
gonal a @y 5 3y, también serd ortogonal a ®(5 31. En efecto, consideramos por
un momento las proyecciones ortogonales

h:=f—E(f|®u23)
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g:=1f- E(f “I){2,3}) ;
notamos que

F=E(f|®p23) +h

F=E(f |®pa) +g.
Luego, si las proyecciones ortogonales coinciden, es decir si ¢ = h, entonces
necesariamente

E(f [®02a) =E(f [®ps)-
Asi pues, suponemos que el lado derecho de la ecuacién (26) es cero para

demostrar que el lado izquierdo también lo es.
Suponemos entonces, para obtener una contradiccién, que

h:= ]E(f | @{273}) 7é 0.

Por definicién de esperanza condicional,

/ Z-hdIP’w:/ Z - fdPy
b's b's
para toda Z € Lo (IPy) que sea @y, 31-medible. En particular,

/hzdpw:/f-hdpw,
X w

/f-hdIP’w:n;éO.

Por estacionariedad fuerte, la distribucién P, sobre X es indiferente a la
eleccién de w € [k]“. Tenemos asi que

0¢/Xf-hdzp>w = /w(foww).(howw)dlp

de modo que

= (f o 7Tr1,2(w)) : (h © 7TT1,2(w)) dp

w

(fO’]Tw) . (hO7TT1Y2(w)) d]P

w

(fo 7Tw) ’ (h o 7TT3,2(T1,2(U’))) dP

w

(fomy) - (homag. o) dP

w

Il
———
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donde la tercera igualdad se da por ser f {1,2}-insensible, la cuarta por ser h
{2, 3}-insensible, y la quinta se debe simplemente a que para toda palabra w,

ragorig(w) =22---2, |rszoria(w)| = [uwl].
La ultima igualdad nos sugiere la siguiente extension: definimos

To(w) =22---2 donde [22---2| = |w|
y consideramos el espacio

(57) = (0¥ 0 55
con la distribucién P tal que su proyeccién sobre cada indice w estd dada por
los cilindros

Py(A,B)=P( X, €A, X;,,y€B) ABEeY,

es decir que

Py = I[D{um'z(w)} Vw € [k]*;

y tal que si

p: X=X
es la proyeccion sobre el primer término indice por indice,

p((x’LWyIU)w) = (xw)w

entonces

Pop !t =P
Para determinar completamente a P definimos su masa sobre los cilindros
fp)( (xw17yw1) € Al X Bla e 7(an7ywn) € An X Bn ) -

P( w1 € Al, Tl(’wl) S Bl,~ s, Wy € An, Tz(wn) S Bn )

para cualesquiera

Wi, ,Wn € [k]w y (AZ)1§2§TL7 (Bl)lgzgn c .

Pues bien, si p; : X o X v p2 X — X son las proyecciones unidimen-
sionales a la primera y segunda coordenadas,

pi(z,y) = pa(z,y) =y,
tenemos que ~ .
fopr: X—>R y hopy: X—>R
son acotadas y S-medibles. Mds atin,

fop es pit (@{172}) -medible
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y en particular es p; *(X)-medible;
hops es pgl (q){g’g}) -medible
y en particular es p, ! (¥)-medible. De modo que

| o) top) dBu= [ (Fom)- (homna) ap

w

con A y B medibles arbitrarios en ¥ , asi que

Ez, ((fop) - (hop2) |9 )=E((formw) (homrw))|¥)
para toda ¢ C ¥ ® ¥ subo-dlgebra.
Notamos, por otro lado, que h o py(z)
letras, pues

ho pg((xw,xTZ(w))) =ho pg((xv,xTz(v))) Yw,v € [k]" Vn> 1.

Retomando la Proposicién 30,

» ©s invariante bajo cambios de

hops es é{l’gyg}—medible.

Por ser P saciada, de ser P extensién fuertemente estacionaria tendriamos
que
pri(E) L, D103}
1 P17 (P1,2,3y) (1,23}

Luego entonces,
27) Bz ((Fop)-(hope) o' (Quasy)) =
Es, ((fop) o1 (®23)) Es((hope) [pr (Prisy)) =

E(f[®1,235) - E(h|®1,235) =0
ya que por hipdtesis
E(f|®(1,2,35) =0.
Pero entonces la expresién (27) es cero, mientras que

/WE((fom) (homrw) | Pp2z)) dP =
[ om) - (hommq) dp=
/ fhdPy, =k #0,
X
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claramente una contradiccién.
Concluirfamos asf que f debe ser ortogonal a ® 5, 3+
Entonces s6lo debemos justificar por qué y en qué sentido podemos su-
poner que P sea fuertemente estacionaria siendo que, en general, P no es
fuertemente estacionaria ya que las distribuciones
Py =Plumw)y, Po=Plomnw)y wvelk]”

no siempre coinciden. Sin embargo, por el Teorema 28 sabemos que existe una

sucesién de subespacios refinados de [k]*,

(wm)m21 )

(I@wm)m21

converge bajo la métrica de Prohorov a una distribucién fuertemente estacio-
naria, a la que llamaremos P*, sobre

(x.5).
Si sustitufmos P por P* en la ecuacién (27) tenemos que
EJP’:;,( (fop1)-(hopa) |P1_1(‘I’{1,2,3}) ) =0.

Veremos que aunque f no sea continua, por convergencia débil podemos elegir
N > 0 tal que si m > N entonces

/~ (fopr)-(hop) dﬁ"wm(w) €

X

tal que la sucesién

{‘/~ (foﬂw)~(h07ﬂ-2(w)) dP, + 7 : —6<7"<€},

de donde, para & C X subo-édlgebra,

[Bz,. ) ((Fopn) - (hopa) |9) ~ Bz ((Fop)-(hop) |9)||  <e
Fijando
G = p; ' (Pr12.3))

tenemos que

( (f o pl) . (h o p2) |p1_1((p{1)273}) ) — O7 m — 00 I@*—C.S.

P ()
Por otro lado, para cualquier m y cualquier palabra w,

/5( Es, o ((Fop) (hop) | (Rp2sy) ) dPy, ) =

w
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/w E((f O’]Tw) . (hoﬂ-‘rg(w)) | @{17273}) dIP =

/Xf~hd]P’:/<;7é0

Hemos arribado a la misma contradiccién, pero en términos de limites.
La demostracion del Teorema 37 es una generalizaciéon de este procedi-
miento. Para formalizar echamos mano de dos resultados preliminares.

PROPOSICION 31.

\/ Doupjy =P
j€E[k]~e

para alguna familia ascendente & .
DEMOSTRACION. Recordemos que

Deugiy = Peugsy JE Kl Ne
Luego,

V @eopn =V Pwiy €kl ~e
J J

DEFINICION. Le llamamos soporte de una funcién
f: X—>R
a la cerradura del conjunto
{reX: f(z)#0}.

TEOREMA 38 ([Rud87], p. 69). Sea (X,X) espacio estdndar de Borel
compacto y P medida de probabilidad sobre él. Sean 1 < p < o0 y Cx(R) la
familia de funciones continuas de X en R con soporte compacto. La familia
Cx(R) es densa en L,(P).

No reproducimos la demostracién; es un resultado muy cercano al Teo-
rema de Lusin. Hemos anadido hipétesis para adaptar el teorema a nuestra
situacién. A saber, usamos que un espacio polaco es Hausdorff localmente
compacto.

PROPOSICION 32. Si (X, X, P) es estdndar de Borel compacto y
f: X—>R
es Y-medible y acotada, entonces existe una sucesion de funciones continuas

(gn)n21
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/gndP%/deP’, n — oo.

DEMOSTRACION. Consideramos el Teorema 38 para p = 1; toda funcién
Y-medible acotada estd en L (P). O

de X en R tal que

PROPOSICION 33. Si (X,X) es espacio estdndar de Borel y (P,), una

n
sucesion de medidas que convergen bajo la métrica de Prohorov a P, y si

f: X—=>R

es X-medible y acotada, entonces

/deP’n%/fd]P’, n — 0o.
DEMOSTRACION. Sea (gy),, sucesién de funciones continuas que conver-
gen a f en L (P). Tenemos
‘/deP’—/gnd]P” + ‘/gndP—/gndPn

’/fd]P’ /fd]P
‘/gndPn/dePn

El primer término del lado derecho de la desigualdad tiende a cero por la
Proposicion 32 y por eleccién de las g,; el segundo término tiende a cero por
convergencia débil de las P,,. Acotamos al tercer término usndo la desigualdad

del tridngulo:
‘/gndPn—/fd]P’n ‘/gndIP’n—/gndIP”—k‘/gndP—/fdP’
‘/falIP’—/falIP’n

El tercer término tiende a cero por convergencia débil de las P,,; a los otros
dos términos ya los conocemos. ([l

PRrOPOSICION 34. Sea
t

G = \/ WA
i=1
donde cada F€ es o-dlgebra. Entonces para toda funcion ¢ -medible y acotada
f existe una sucesion

(Gn)n21
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de funciones de la forma
Gn:al‘gn,1+"'+am’gn,r r>1 a]—ER
con
t . .
Gn,j = H R hl  A;-medibles

i=1
tal que

G, —f en Li(9).

DEMOSTRACION. Dada f ¢-medible, sabemos que existe una sucesién

(Sn )1
de ¥-simples tal que
Sn = f
en Lo(¥). Afirmamos que para cada S, existe una sucesién
de funciones de la forma descrita en el teorema - es decir, combinaciones
lineales de productos de funciones .#;-medibles con i = 1,--- , ¢, tal que
G — S,

en L2(¥). Una vez demostrando esto podemos ver, con un argumento de
diagonalizacién similar al que usamos en varias ocasiones en el Capitulo 2,
que
(G =1
converge a f en Lo(¥).
Sea
S:= > kda, A €9 keR
1<s<m
funcién ¥-simple. Denominamos con ¢ a la familia de todos los conjuntos A
en ¥ tales que

klgy keR
puede expresarse como combinacién lineal de productos de funciones .74;-
medibles para ¢ = 1,--- ,t. Suponemos que las J7;-medibles son acotadas, sin

perder generalidad puesto que su producto lo es. Veamos que € es m-sistema:
sean

t t
1A:Hh%+"'+Hh? h!  Ai-medibles
i=1 i=1
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t t
1p = Hm-l +eee g H’"f ] s-medibles;
i=1 1=1

entonces

t t i t
klanp =k - (Hh}+---+Hh§‘) (Hr}+---+Hr;’>,
i=1 i=1 i=1 i=1

que también es combinacién lineal.
Por el Lema de Clases Mono6tonas de Dynkin, si demostramos que % es
A-sistema, sabremos que

G =o0(A, - ,5,) Co(€)=\NE)=%F.

Claramente X € ¥. Sean A y B conjuntos en % como antes, con el requeri-
miento adicional de que

AN B #
tenemos
t t
1ge =1-— <Hr}++Hrf)
i=1 i=1
Yy

t t t t
s ({L oo fD) (- ({1 114)).
=1 =1 A 3

de donde
ANBe%.
Si
(An)n21 An C At

es sucesion creciente de elementos en € con

t

t
1a, = [[ 00+ + T n™
i=1

i=1
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tenemos

1UAn = lim 1A
n—oo

t
_ 1,(n) u,(n)
= nlgrgo<| Ih + - +‘|7|1hi )
(n) - (n)
_ ; 1,(n . ; u,(n
=l I [ s tim TT0

t
= Hnlgréoh () +--+ Hnlgrgo h?’(n)
=1

=1

hg ") os ;-medible, ya que la sucesion

).,

es acotada y monétona creciente. Concluimos que

O ee
n=1

Hemos demostrado que para cada s = 1,--- ,m la funcién

y cada lim,,_,

kslAS

es aproximable por combinaciones lineales de productos de 7%;-medibles. No
es dificil ver que S lo es también; omitimos los detalles por motivos de espacio.
O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 37. Elegimos i € e. Claramente
Doy C Py Vi [k Ne
de donde

V P C \/ <1>{m}
6

JE[k]~e J

Entonces

Elf| \/ @wyy]| e/ @pj-medible.

jE[k]~e jE[k]~e
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Queremos demostrar que si f es acotada, -medible y e-insensible, enton-
ces

/deP:/E LV Gwy | vee \/ opy,
G G

JE[k]~e JElk]~e

que es equivalente a demostrar que

/f~hd]P’:/E f1\V @y | hdP

JjEk]~e
para todo
h\/ @ ymedible en Ly(P);
jelk]~e

es decir que

F=Elf] V @y

jE[k]~e
es ortogonal a toda tal h.
Equivalentemente, suponemos que
f es ortogonal a \/ D05y
jE[k]~e
para demostrar que f debe también ser ortogonal a
Vo e
j€[k]~e

Para obtener una contradiccién, suponemos que pudieramos encontrar funcio-
nes acotadas h; , j € [k] \ e con

hj @y jy-medible
tales que
/ fo I hidPu=r#o0.
jE[k]~e

Por la Proposicién 34 basta considerar este caso.
Transfiriendo la integral al espacio producto X*,

/u<f°7rw>' [ (hjom)dP=r#0,

jE[k]~e
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vy haciendo valer la estacionariedad fuerte de P y la e-insensibilidad de f
tenemos

K= /w(f”re,xw))' II (om.w)dP

jE[k]~e

/w (fOTrw)- H (h] OWTe,i(w)) dP

jE[k]~e

/w(fom)- IT (hom ) dP

jE[k]~e

echando mano de la {1, j}-insensibilidad de cada h; para la tltima igualdad.
Notamos que las palabras

{rej(w): jelkl~e welk*}

se escriben con el alfabeto reducido [k] \ e.
Buscamos ahora construir una extension de X que a partir de esta infor-
macién nos exhiba una contradiccién. Consideramos el espacio

(Xi) = (X x Xk~e 51 z[kl\e) (A (kalelﬂ’ Ekf\em)

v le otorgamos la distribucion P tal que si

An €Y m=1,---,n

con
Am = A(m,O) X H A(m,j)
jE[k]~e
entonces
Py, € AL, ,&w, € Ap) =
]P’(xwm € Am,0ys  Troj(wm) € Amyj) VI E [k]~e m=1,--- ,n) .

En particular, si para (Z,),, € X* escribimos

(i‘w)w = (mwvjw)w
con
Ty = (Teaj(w))je[k]\e?
y ~
p:r XY — X¥
es la proyeccion sobre la primera coordenada término a término,

p((‘rwufw)w) = (x)11)’
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tenemos
P=Pop!
de modo que P es extensién de P.

Por otro lado, si definimos las proyecciones término a término sobre las
coordenadas j € [k] \ e,

9

05 (Tws Tw)y,) = (xre,j(w))w

podemos ver que p; es indiferente a cambios de letras en eU{j}. Si escribimos

p(j,w) : Xw — X

Te,j(w)
para denotar a la proyeccién unidimensional del indice w sobre la coordenada
7, vemos que
P(_j}w) (A) € eugjy para A€ X, (w);

es decir que  p(j . €s i)eu{j}-medible para toda j € [k]l~e vy w € [k]".
Entonces, si escribimos

Tw: XY — X,
para denotar las proyecciones por indice en X“ y po - X., — X, para denotar
a la proyeccién unidimensional

pO(mwy jw) = Tw

tenemos

/x (f o po) - H (hj 0 pjw)) AP =

/~ (f © Po Ofrw)'H (hj © P(j,w) © 77'111) d@ =

J

/ (fomy)- H (hj °© 7rT‘e,j(w)) dP =k
J
Claramente (f o pg) es py ' ()-medible; veamos que cada (hj 0 p(j.)) es

. (j1-medible: si B € #r tenemos

—1 _ _ _ ~
(hjopgw) (B)= p(j,lw) (hj 1(3)) = p(j,lw)(A) € Peugjy A€ Py
POT S€r p(; w) ieu{j}-medible y hj @y j3-medible.

Aunque P, es extensién de P, para cada w € [k]“; no es indiferente a la
elecciéon de w, ya que en general

P{w,(n,j(w))j} + ]P’{v,(re’j(v))J} para w,v € [k]" n > 1.
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Por lo mismo P no puede ser fuertemente estacionario. Sin embargo, por el
Teorema 28 existe una sucesién de subespacios refinados de [k]“,

(Tpm)le )

(Pwm ) .

converge bajo la métrica de Prohorov a una distribucién fuertemente estacio-
naria, a la que llamaremos P*. Elegimos w € [k]* arbitraria y denotamos por
E(g|¥) a la esperanza condicional de una funcién

tal que la sucesién

g (£.58) >R
Y-medible, con respecto a una subo-dlgebra & C X, y escribimos
fE(g) = /~ gd]lsjjj.
X

Como consecuencia de la saciedad de P y de la estacionariedad fuerte de P*
tenemos

El (fopo)-[](hionGmw) |po! (Peugy) | =

J

E((fopo) oo (®eugsy)) E| TT (o pgan) [0 (Revisy) | 5
J
pero
E((Fopo) |pg" (Peusy)) =E(F | ®euisy)
que es igual a cero por hipétesis.
Entonces si denotamos por

Enm(g|9) g:X“ >R, ¢ CX¥ subo-dlgebra
a la esperanza condicional de g correspondiente al espacio
(X5, By,, )

la Proposicién 33 nos dice que

EfE,, (fopooﬁ'w) . thop(]ﬂﬂ) 0 Ty (Pooﬁ'w)_l(@eu{j}) —0
J
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*

en L1 conforme m — oco. Notemos que esto es equivalente a:

(fomym) - | [T 0 Tresormiw) | [Tty (@eviiy) | | =0
J
en L1 P* o

P ero por otro lado, tenemos que

/~ En| (fopooimu)- | [Thiorguw ofw | | (poom) ™ (Revgsy) | dPy,
Xw ;
J

= / (f O Tahn (w) H h O Ty, ,jO%m (w) dP =k
X J
para todo m > 1, usando para la dltima igualdad la estacionariedad fuer-
te de P. Siendo asi, por convergencia de las Py, en la topologia débil y la
Proposicion 33 tenemos

i —1 TH*
/~ E( (Fopo) I (hiopguw) |po" (Pevisy) | dB” = &,
X h
J
claramente una contradiccién, puesto que en el parrafo anterior concluimos
que el integrando es cero P*-casi seguramente.
Retomando la Proposicién 34, hemos demostrado que
f es ortogonal a \/ Dei iy (Il
JE[k]~e
Necesitamos aun més resultados sobre la estructura de una distribucién

saciada.

TEOREMA 39. Si e C [k] es no vacio, P es netamente saciada sobre
(X, %%), 1 := l([K]) es linea combinatoria y fi € Loo(Pyw) para i € e, en-
tonces

/ Hfz O 74 dPl / HE f’L \/ (I){i,t} o m; dPy.

i€e i€e tee~{i}
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DEMOSTRACION. Suponemos la negacién de lo que afirma el teorema pa-
ra obtener una contradiccién. Supongamos, pues, que para alguna coleccién
(fi);c. falla la desigualdad, y a partir de eso construimos una extensiéon de
X¥ que evidencie la no saciedad de P. Abreviamos

Ei= \/ Qi = \/ ity
tee~{i} tee~{i}
notando que
H; = q)fm
donde .%; es la familia ascendente generada por
{6t e iy -

Escribimos la diferencia
(28 / inﬂ-idPl_/ Efz Ei OT(idPl

) » 1;[ - 1;[ (fi|E:)
como serie telescépica

S LI o )tom =Bz om)| IT BhIZ00m | i,

j€e 1€e,i1<j 1€e,i>]
y notamos que si la desigualdad es distinta de cero entonces para algin j € e
la integral

/ H fiomi | - (fjom —E(f;1Z;)o0m;)- H E(fi|Z)om | dPy
X% \iee,i<y ice,i>j
es distinta a cero. Ahora, elegimos cualquier palabra w que contenga alguna

j v consideramos la linea combinatoria

lj = (rjs(w))i, -

Por estacioneriedad fuerte de PP,
P =P

J

/xw IT fiomuw |- (fiomw —E(f;1E5) 0 mu)

i€e,i<]

H E(fi|Zi) o T, (w) | dPy

i€e,i>j
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es también distinta a cero.
Empleamos una vez mas la técnica que usamos para demostrar el Teorema
37 y fijamos

(Xi) — (X x Xt s EG\U}) 2 (x*, 5k
con la probabilidad P sobre (X' “, i“) tal que si

An €Y m=1,-.,n
con
Am = Aim,o) X H Alm,i)
i€[k]~{7}
entonces
Py, € AL, ,iw, € Ap) =
P(mwm S A(m70), xrj,i(wm) S A(m,i) Vi € [k‘] AN {j} m = 1, o ,n) .

Sip: X“Y — XY es, como antes, la proyeccién indice por indice sobre la
primera coordenada, tenemos

P:I@’op_l

y P es extensién de P. Transfiriendo la integral anterior al espacio X, con w
arbitraria que contenga al menos una letra j, tenemos

/~ IT fioriw |(Fiopo—E(f51ED)op0)- | J] E(filE) o0 piw | dPuw

X \iee,i<i ice,i>j
distinto a cero, donde, como ya es costumbre,
Plisw) - X — Xy 1€ KNG}
son las proyecciones sobre la i-ésima coordenada de cada X, y
po : )N(w — Xu

es la proyeccién unidimensional sobre la primera coordenada. Notamos que
las proyecciones

P(iw)y son  {i,j}-insensibles Vi€ [k] N\ {j},
y por lo tanto son éj—medibles; las funciones compuestas

fiopgw son también =,-medibles Vi € [k] ~ {5}.
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Abreviando

hw={ [ ficraw || TI EWiIZ)epew

i€e,i<j i€e,i>]

tenemos
/~ ho - (fj o po —E(fj|Ej) 0 po) Puy =K #0
X
con 3
hw Ej-medible.
Ahora bien, si w contiene letras j y tomamos una sucesién de subespacios

en refinacion

(djm)mzl

tendremos que ¥, (w) contiene letras j, para toda m > 1. Por el Teorema 28,
podemos elegir los subespacios en refinacién de tal manera que la sucesiéon

(I@wT”)mzl

converge bajo la métrica de Prohorov a una distribucién fuertemente estacio-
naria, a la que llamaremos P*. Tenemos asi que

/X he - (f5 0 po —B(f; ;) © po) Py, () =

/X Ry - (000 —E(f;|E) 0 po) Py = & ¥Vm>1;
por convergencia en la topologia débil y por la Proposicion 33,
[ a0 =B 15) 0 ) B =
Por otro lado, al ser P saciada y P* fuertemente estacionaria tenemos
po (%) Loz, E;

¥, ya que
(fiopo—E(fj|Z5)0p) es py'(X)-medible,
esto implica que

(29)  E(hw-(fiopo—E(f;1Z5)0p0) | pg(E5)) =

E(hw | po *(Z5)) “E((f; 0 p0 —E(f; | Z5) 0 po) | po*(E)))
pero

(30)  E((fjopo—E(fj|Z5)0p0) | po'(E))) =
E((fiop0 | o (E5)) —E(ES1Z5) 0 p0) | p5 ' (E5))
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E(E(f1Z)000) | p0'(E) = E(ESIE)) |E))
E(f;1Z5)
= E((fiop0| s (E))))

de donde las igualdades (30) y (29) son cero.
Pero entonces

0= / B(h - (£ © po — B(f; |55) 0 po) | o (E5)) dB,
X

= [ b (0~ E(f51Z5) 0 ) Bl =
X

expresamente una contradiccién. Concluimos que la expresién (28) debe ser
cero.

O

DEFINICION. Sean P fuertemente estacionaria sobre X, [ cualquier linea
combinatoria y i € e C [k]. Considerando las proyecciones unidimensionales
T XM= X, jek]

decimos que la completacion de 7r;1 (®.) bajo la medida IP; es la copia oblicua
de ®. y la denotamos por ®}.

De manera mas general, dada una familia ascendente .# decimos que la
copia oblicua de su o-dlgebra invariante asociada es

o7, = \/ @
<4

Veamos que este objeto estd bien definido: dado e C [k] y

i (Re), (D) djEe

queremos ver que ambas o-algebras difieren solamente por conjuntos P;-nulos.
Es decir, dado A € 7; *(®,) queremos exhibir B € 7rj71(<I>e) tal que

AAB C C paraalgin C e X* tal que P;(C)=0.

Digamos que
A=771A) Aco,

y recordamos:
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(A Aﬂ'j_l(A/) = {(ms)le 2 1a(m) = 1A/(xj)}c

k) (&
P({(w)is: La(e) =1ale)} ) =0.
Siendo asi, la copia oblicua de ®. no cambia segun el indice en e que se eliga,
y estd bien definida.
En términos intuitivos, la copia oblicua de ®. reduce £* a la informacién
necesaria para considerar a los elementos de e como bloque homogéneo.

DEFINICION. Denotamos por &>4([k]) a la familia de todos los subcon-
juntos de [k] que contienen al menos dos elementos.

Si S C P>2([k]) es familia ascendente, decimos que e € P>o([k]) N & es
maximal ajeno a & si

eU{jles Vjelk]\e.
Dado a € .# decimos que a es elemento minimal de .# si
a~{j} ¢ 7 Vjea.

El sustento de elementos minimales o sustento minimal de .# es

una coleccién de elementos minimales
{0,1,(12,' o aaq}

tales que la familia ascendente mas pequena que los contiene es precisamente
#. En otras palabras,

f:U{{ai}}U{{aiUb}: bC [kl ~a}.

i=1
EXISTENCIA Y UNICIDAD. Veamos que el sustento minimal existe y es

Unico: Sea .# familia ascendente y a € .#. Consideramos dos casos: en el
primero, para todo simplejo

{itca
tenemos
a~{j} ¢ .7,
y entonces a es elemento minimal de .#. En el segundo caso,
a~{j}es para algin j € a.

Si el conjunto a . {j} cae en el primer caso, es minimal; de otra manera existe
1 € a tal que
a~{j,i} € 7.
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Procediendo de manera recursiva - considerando todas las letras en a- existe
un conjunto
a' Ca talque o es minimal

y
(') c 7.

A continuacion, suponemos que existe un elemento
be s\ (d);

de no existir tal elemento tendriamos que

S = (d)
y que

{d'}
es sustento minimal de .#. Entonces bien, por el argumento anterior existe
Vb

tal que b’ es elemento minimal de .# y

(') e 7.
La cantidad de subconjuntos de [k] es finita, por lo que procediendo de manera
recursiva encontramos una coleccién exhaustiva de elementos minimales de .7 ;
dicha coleccién es sustento minimal. Nétese que todo elemento de .# contiene
a algiin minimal de la coleccién.

Para demostrar la unicidad, supongamos que
{alv"' 7an} =9

es sustento minimal de .# y que b ¢ & es elemento minimal de .#. Entonces

(b) € 7,
de donde

by C (aj) para algin j € {1,--- ,n}.
Pero esto es imposible, ya que
b 75 aj

y ambos son minimales. O

PROPOSICION 35. Si ¥, S y 5 son subo-dlgebras de X, una condicion
suficiente para
I Ly 75
es que
E(Hy - Hy) = E(H, - E(H: [9))
para cualesquiera H; acotadas y F;-medibles.
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DEMOSTRACION. Por definicién de esperanza condicional
E(14H, - Hy) =E(14E(H,-Hy |¥9)) VAe€9.
Por otro lado, dado A € ¢ C s tenemos que 14H; es i -medible y por
hipdtesis
E(l4-Hy-Hs) = E(14-H,-E(H:2|9))
= EQ1.-E(H |¥) E(H: |9))
ya que 1, -E(Hy |¥) es -medible. Entonces

E(H,-Hy |9)=E(H,|¥)-E(H2 |9) cs. O
PROPOSICION 36. Sean P distribucion saciada sobre
(X%, X%)
yi€eClk]. La distribucion
Pe,:=Po T;ZI
sobre
(X([k]\ew{i}w’ch]\e)u{i}W)
es saciada.

DEMOSTRACION. Afirmamos que la estacionariedad fuerte de P, ; se he-
reda de P, en el sentido de que

rei([k]Y) ¥y 7rei(¥([k]”)) con 1 subespacio

tienen la misma distribucién, y cada subespacio de

{[k] ~ (e~ {ih)}"
es equivalente a
re,i(Y([K]7))
para algin subespacio ¢ de [k]“.

Para comprobar esto conviene pensar el k-arbol correspondiente a X<.
Generamos un arbol bien podado en dos etapas. Primero, cortamos todas las
ramas necesarias para reducir el alfabeto de [k] a [k] ~ (e \ {i}). Después,
cortamos todas las ramas que comiencen en vértices que no estén en 1, junto
con sus primos afines. Anadiendo las aristas necesarias, el resultado es un
arbol bien podado correspondiente al espacio

w
re,i(V([K]7)) .
Por otro lado, si invertimos el procedimiento, y primero cortamos las ramas
correspondientes a los vértices no contenidos en ¥, con sus primos afines, y
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despuies las ramas de los vértices que tengan letras en e \ {i}, el resultado es
el mismo. Como todo subespacio de

{(K] ~ (e~ {ah)}”
estd contenido en un subespacio de [k]¥, se sigue el resultado.
Demostremos pues que P, ; es saciada: Toda extensién fuertemente esta-
cionara P, ; es una extensién coordenada a coordenada

T:X > X
y, por lo tanto, permite una extensién fuertemente estacionaria P sobre
(X“,2v.P)
tal que 3 }
Po r;ll =P,

Entonces, si P, ; no fuese saciada, existirian una familia ascendente .# y una
extensién 7 tales que

O o) v T (P ()
no fuesen condicionalmente independientes dada

().
Pero en ese caso ~

oy y T (Py)

no serian condicionalmente independientes dada

(),
lo cual es imposible ya que P es saciada. (I

TEOREMA 40. Si P es saciada, | es cualquier linea combinatoria, & es
familia ascendente y e C [k] es mazimal ajeno a &, entonces las o-dlgebras
oblicuas ®7 y ®*, son condicionalmente independientes dada <I>’<ke>mj en el
espacio

(xF, 2% ).
DEMOSTRACION. Sean Fy y F» funciones en Lo, (P;) tales que
Fy es ®)-medible y Fy es ®%,-medible.
Por la Proposicién 41 serd suficiente demostrar que
E/(FF) = B (B ( Ry ‘@*jme)) F).
Consideramos el sustento minimal de .#:

{al»a&»"' aaq}
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y notamos que

Elegimos

is € g\ €
de manera arbitraria y consideramos que la o-dlgebra oblicua asociada a a,
es la completacion bajo P; de

;. 1(‘I’a5) .
Si recordamos que
o, = \/ @
1<s<gq
y retomamos la Proposicién 34, podemos suponer que F5 es producto de fun-
ciones ag-invariantes con s = 1,--- | q; es decir que
Fy = H Ns donde cada n; es @Zs—medible.

1<s<gq
En efecto, para cada n; podemos elegir
fs: X =R @, -medible
tal que
Ns = fs 0 T+
Elegimos i € e y f1 € Loo(Py) e-invariante tales que
Fl = f1 o T, ]P)l—C.S.
Entonces
(31) El(Fle)Z/ fromi- I foom, dPu.
Xk
1<s<q

Por otro lado, por la Proposicién 36 la distribucién P, ; es fuertemente esta-
cionaria y saciada sobre

(Xre,ch]“)? Ere,i(m“)) ,

Notamos que
Te,i(L([K]))
es linea combinatoria en

xredlkD — x ([F]~e)ufi}”
y consideramos el subespacio-linea de éste

k—le k—
(X lel+1 3 '6‘“,Pr6,i<z<[k1>>)v
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donde
Pr, (@) = Pe o rei (LK) -
Expresamos la integral (31) en este espacio

El(Fng) = / fiom;- H fsomi, dPTc,i(l)
Xk—lel+1 125<q

y por el Teorema 39

El(FlFQ):/ E{ f1 \/ Dy | omi -

k—|e
Xhlelt telk]~e

ITE(L] V 2ug)om d

1<s<q te[k]~{is}
Pero cada fs es @, -medible para s=1,--- ,qy
o, C (] QunC VP
teas~{is} telk]~{is}
de donde

E fs \/ (I){is,t} = fs Pi-c.s.
te[k]~{is}
Regresando al espacio original tenemos que

El(FlFQ):/ E f1 \/ (I’{i,t} O’iTZ"FQdPl.
Xk telk]~e

Por el Teorema 37 y dado que f; es e-invariante,

Ef fi \/ S | =E( f1 \/ Doy

tek]~e tek]~e

Entonces, para concluir la demostracion basta establecer que

EZ<FI‘¢}Q<5>>:E bil \/ ‘I)eu{t} O 7.

telk]~e

Notamos que
eU{t}e s Vtelk]l\e
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ya que e es maximal ajeno a #. La familia
{eUai,eUas, - ,eUaq}
es sustento minimal de .# N (e), pero
eU{is} CelUas y eU{is} €I Ne) 1<s<gq
entonces necesariamente
eU{is} =eUas 1<s<q.

Por lo tanto,

}ﬂ(e): \/ q):u{is}

1<s<q

de donde

El (Fl ‘ qD}ﬁ(e)) = IEl Fl \/ CI):U{Z'S}

1<s<q

= Ef fiom \/ (I):u{is}

1<s<q

- IE:l fl O Ty \/ (P:U{t}
telk]~e

= E/| fiom \/ Wfl(q’eu{t})
te[k] e

= E| from | ! \/ Peugey
te[k]\e

E fl \/ (I)eU{t} O ;.

te[k]~e

O

A partir del Teorema 40 llegamos a través de un argumento inductivo al
siguiente resultado:
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TEOREMA 41. Si P es netamente saciada y %, %' son familias ascen-
dentes entonces las o-dlgebras oblicuas ®%, y ®*,, son condicionalmente in-
dependientes dada D%, 4 en el espacio

(x*, 2k ).

DEMOSTRACION. Fijamos .# y procedemos por un argumento de induc-
cién fuerte sobre .#’. Digamos que

|7 =C
y que el resultado es cierto para toda familia ascendente .#"” tal que
|7 < C.
Como base inductiva consideramos
I = {[k]}

y notamos que

SO AR} = {[K]}-

Claramente
* *
@ﬂ J_q:.rk] @[k]
Para el paso inductivo queremos demostrar entonces que
* *
(I)f J_Cb}m,w T

Sean F' ®*,,-medible y H &% -medible. Si .#’ C .# entonces
E(FH | Qa0 ) = Bi(FH [Qyn 41)
y el resultado es inmediato. Suponemos pues
I NI A
Por la Proposicion 41 basta con demostrar que
Ey(FH) =E/(H E(F | ®yn4));
por otro lado
E(FH) = E((H E(F | 0%)).
Entonces serd suficiente demostrar que
EZ(F |(I)*]) ZEl(F ‘(I).*ﬂﬁf’) ]ID[-C.S.
Consideramos un elemento minimal

ec I I

de tamano maximo de entre todos los elementos minimales contenidos en esa
diferencia; definimos

I" =9 e}
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y notamos que
=@ VB
entonces por la Proposicién 34 podemos suponer sin pérdida de generalidad
que
F=F - F
con
F CD’{e)—medible y Fy ®7%,-medible.
De este modo tenemos
(32) E(F|®Y) = E(E(F[®y,p0)|2%)
(33) = Ey(Ei(Fy [®yypn) - Fo | ®).

Por el Teorema 40 y dado que e es maximal ajeno a . U .#",

E1<F1 )‘I’}uw’ cD?juJ”)ﬁ(e)) = El(Fl “b?JUJ")ﬂ(@) ’
pero

(szuf”)m(e): \/ ¢, C \/ ®, = U
ac(LUIL")N{e) acIUI"

y entonces

E( |0 Qrvsmnie) = BlFL [ ®500),

de modo que

(34) El(Fl |(I)}U]”) - El(Fl ’(I)E(JU.,“”)FI(@)) .

Por otro lado
(Fug)ne)yc s’
por definicién de #” y ya que &' es familia ascendente. Repitiendo el argu-
mento anterior tenemos

(35) E (R ’@’(*]M,We)) —E(Fy |9%,).
Juntando las ecuaciones (34) y (35) tenemos
E(Fy | @, 0) = Ei(Fy | 90)

y sustituyendo en la ecuacién (32)

(36) E(E(Fy|D%.) - Fo |®%) = E|(E|(F1 - F |9%.,) |P%)
(37) = E(E/(F |®%,) |9%).
Ahora bien, la hipétesis inductiva nos asegura que
@} J_q).}ﬁﬂ” *f//
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y la funcién
H:=FE/(F|®%,) es ®7,-medible,

por lo que
E((H |9, ®ynpn) =Ei(H | Ryn ).
Pero
@}mrﬂu C @},
luego

Ei(H | @) = Ei(H | ®5npm).
Regresando a la ecuacién (36)
Ei(Ey(F [@%0) |®) = E(Bi(F |®yn) | Plyngm)
= E(F[®yn,m)
= E(F [®n,m)

donde usamos la propiedad de la torre de la esperanza condicional para la
segunda igualdad y la identidad

IgNI"' =N

para la tercera.
Sustituyendo una vez més en la ecuacién (32) hemos demostrado que

E(F | @) =Ef(F |®n4),

terminando con esto el argumento inductivo. (I

6. Un argumento recursivo sobre familias ascendentes.

Finalmente estamos en condiciones de dar una demostraciéon ergédica-
probabilistica del Teorema de Densidad de Hales Jewett; el eslabon faltante
es el siguiente resultado.

TEOREMA 42. Sean P una distribucion netamente saciada, P; su proyec-
cion sobre cualquier linea combinatoria y P, su proyeccion sobre cualquier
palabra. Sea

(fm-)w. 1=1,2,--- k j=1,2,-- ¢
coleccion de familias ascendentes tal que
Sij C @) Vi
Si una familia de conjuntos

(Ai,j)(i,j) Aij € s,
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satisface

c1 () Ck
]Pl ﬂAijﬂAij---xﬂAm =0
Jj=1 Jj=1 Jj=1
entonces
k ¢
Pu | ()[4 | =0
i=1j=1

Antes de proceder a demostrar el Teorema 42 veamos cémo, a partir de
él, podemos demostrar DHJ (Teorema 22). Retomando el teorema 29 basta
considerar distribuciones saciadas.

DEMOSTRACION DE DHJ A PARTIR DEL TEOREMA 42. Sea P distribu-
cién saciada sobre
(X*,2%)
y A € X tal que
P(AxAx---xA)=0.
Queremos demostrar que entonces
P,(A)=0

para establecer el resultado por contrapositiva.
Entonces bien, por el Teorema 39

k k
/inl:[lE(lAlq)@))oﬂidPl = /XH1AO7Tid]P’l

*i=1
= P, (4F)
=0

ya que
= U @9
JelkIN{i}
y entonces

‘1)<Z> = \/ (I){i,j} Vie [k‘]
JelkI~A{i}
El conjunto
B, = {E(14 | 2,) >0}
pertenece a ®;y y por la igualdad anterior tenemos

Py(By X By x -+ x By) =0.
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Entonces el Teorema 42 nos dice, considerando
Fiq = (1) ci:=1 Vielk],
que
P,(BiNByN---NB,)=0.
Por otra parte afirmamos que
P,(A\B;) =0 i1 € [k]
pues, en efecto,

Pw(BmA)z/ 1Ad]P’w:/ E(1a |®) dPy, =
B

i i

/ E(lA |<I><i>) dP,, :/ 14dP, =P,(A).
b'e X
Siendo asi,

k
Py (A) < Py(BiNBaN---NBy)+ Y Py(A\ B) =0.
=1

O

El peso de la demostracién descansa ahora sobre el Teorema 42, el cual
procedemos a demostrar a partir de un argumento inductivo.

6.1. Transfiriendo nulidad en el espacio-linea a nulidad en el
espacio unidimensional para familias de o-algebras invariantes. Ha-
remos un argumento inductivo de dos pasos sobre la profunidad de colecciones
de familias ascendentes en [k].

DEFINICION. La profundidad de una familia ascendente .# es la cardi-
nalidad minima de los conjuntos en .#. En simbolos

p(&) :=min{le|: e€ I}.
DEFINICION. Decimos que una coleccién de familias ascendentes
(Fi4)

tiene la propiedad P si satisface la afirmacién del Teorema 42; es decir si

i,J

c1 Ck
]Pl ﬂAl,jx”'XmAkJ =0
j=1 j=1
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implica

k ¢
]P)w ﬂ m Ai,j = 0

i=1j=1
para cualquier distribucion saciada P y siempre que
Ai,'eﬁ,j v(lmj)

De aqui en adelante siempre indexamos nuestras colecciones de tal manera
que
Fii C (3).
Recordemos que una familia ascendente .# es principal simpre que
I = (e)

para algin e C [k].
Las siguientes dos proposiciones nos permitiran hacer el paso inductivo
de la demostracién. La base inductiva la exponemos después.

PROPOSICION 37. Supongamos que todas las familias ascendentes en la
coleccion

¢ = (S )i,j
tienen profundidad mayor o igual a M, que hay L familias con profundidad
M, y que todas esas L familias son principales. Si toda coleccion semejan-
te que tenga solamente L — 1 familias ascendentes de profundidad M, todas

ellas principales, satisface la propiedad P, entonces la coleccion € también la
satisface.

DEMOSTRACION. Sean
‘yihh = <€1>’ M) ‘ZLJL = <eL>

las familias ascendentes de profundidad M en % .
Consideramos dos casos: en el primero,

es = e, paraalgunos r,s€ {1,--- L}.

Sean
Aij€dy, i=1-k j=1,¢

tales que

c1 Ck
(38) P, mAl,jX"'XﬂAkJ' =0.
j=1 j=1
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Reemplazamos a
Aij. €0y

tsyJs

por
/ Pyp—

Ai57js T Aisvjs N Airvjr € (bﬂis,js

vy a
Ai . €%4,
por
/ py—
Air:jr T X

Escribimos

A;J = Aivj V(Z,j) 7é (is,js) .

Consideramos ahora dos subcasos: en el primero,

is = iy
y podemos omitir .%;,_; ya que
N A, = A s
j€lei] J€leis IN{ar}

de modo que se preserva la nulidad en (38) cambiando las A;; por A;)j y

omitiendo A; . En la coleccién
GE AN T

tenemos L — 1 familias ascendentes principales de profundidad minimal M,
y caemos dentro de los supuestos de la hipdtesis inductiva. Para el segundo
subcaso,

is # i,

debemos justificar como

(39) P, ﬂA’ijmx ﬂ Aghjx-.-xﬂA;’j =0.

J€lea] J€lein IN{dr} J€lex]

Recordemos que

%s,js - <ZS> ‘]ir-,jr - <Zr>
v ya que estamos en el caso donde

Fivje = Fivijrs

entonces

jis»js - <Zs> N <Z7> = <{is,i,«}>.
Se desprende que

L. © Pfisind)
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y de ahi que

Py (m; (A, ) A H(As, 5,)) =0,

Py (m; (Ai, j,) Am; H(Ai, 5,)) = 0.

is ir

Siendo asi,
Py (W{_il,iT}(Au,js X Aing) A (A0 Aum)) =0,

y concluimos que las expresiones en (39) y (38) son equivalentes. Una vez mds
caemos dentro de los supuestos de la hipétesis inductiva.
Consideremos ahora el segundo caso, es decir cuando no hay repeticiones:

es 7 ér V(s,r) € [L] x [L] con s#r.

Suponemos, sin pérdida de generalidad y solamente para facilitar la notacion,
que (ir,jr) = (1,1). Para hacer uso de la hipétesis inductiva definimos la
coleccion

¢ = (f/ )

43745

con

e {<eL>\{eL}, s (i) = (1L,D)

i I i en otro caso

Hemos reducido en uno el nimero de familias ascendentes de profundidad
M, con el costo de cambiar una familia principal (.#;,1) por una no principal
(H] 1); esta observacién serd importante para deteminar la necesidad de la
siguiente proposicién que exponemos. La coleccién €’ cae dentro de los su-
puestos de la hipétesis inductiva y queremos demostrar a partir de esto que
la coleccién € satisface la propiedad P.

Ahora bien,

k ¢
0o=P | []) Ais

i=1j=1
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/ . ]-ﬂjAlij“'XﬁjAkyj dI[Dl
X

N /Xk Leryany) dapiogan ) dPPy
= [
1=17=1
k C4
= / B\ JTTTI%eran,) | @leoyaieny | 4P
X i=1 =1
B /Xk Ey 1“f1(A1,1) ’ H 1771 (A1) H H 1 (A ) (I)?eL)\{eL} dPy,

1=27=1

una expresion sugerente para retomar el Teorema 41:

1771‘1(,41 ) es <I>’<k -medible

€L>

H = H Loiiany) H H Loy, o \/ ®’, -medible.

=2 j=1 (i.4)#(1,1)

Pero

\/ *fm' C ((I)’ZEL>\{EL}) v ‘I)?ej? =M

(4,3)#(1,1) j=1

de donde H es también .Z-medible.
Definimos

F* = ({er) ~{er}) U L_J (e5)

para escribir
. =M,
y por el Teorema 41
* * .
Py J“I’}*mem (I)(GL)’

pero

2N <6L> = <6L> AN {6L}
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y entonces

El(lﬂfl(A1,1) - H ‘¢?6L>\{GL})

= El<17r1_1(A1,1) ’ @?5L>\{5L}> 'EZ(H ‘ (I)?‘EL)\{‘EL}) :

Por otro lado, recordando la definicién de esperanza condicional

/X’C El(lwfl(fh,ﬂ ‘q)?eL}\{eL}) ']EZ(H ‘(P?EL)\{EL}) dPy

= /Xk El(lﬁfl(Alyl) ’(b?eL)\{eL}) - HdPy

y por la Proposicién 23 esta ultima integral es igual a

/ Ei(1ay, | @er)fery) om - HdPy
Xk

que, junto con todas las anteriores, se anula en cero.
Fijamos

Al = {E(Lay, | Pler)ery) > 0}

Aﬁ,j =A;; V(i,j) # (1,1).
Dado que
El(lAm ‘¢<6L>\{8L})

es no negativa tenemos

0=/ El(lAl,l |(I)(eL)\{eL})O7T1 - HdP; / lA/1107T1 - HdP,
Xk Xk ’

k  c;
Py HﬂA;ﬂ'

i=1j=1

con

Aj; €S v (i, 5)
y donde la coleccién de las &7 ; satisface las condiciones de la hipétesis induc-
tiva; entonces bien, tenemos por hipétesis que

k ¢
P ()AL | =0

i=1j=1
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Ahora,
k¢ k¢
e (N04] = w4
i=1j=1 i=1j=1

k c;
+ Pyl Ain N AN ﬂAll,j N ﬂmA;]

Jj=2 1=275=1
S 0+]P)w(A171 \A/l,l) y

pero

Pu(An ) = [

1,1

14, ,dP, :/ Ei(La,, | P,y gery) dPy
A

/
1,1

=/ Ei(1a,, [P,y fery) dPy =/ 1ag, dPy=Py(A11),
X X

de donde
]Pw (Al,l N All,l) =0

y con esto hemos concluido el resultado. (Il

Para la demostraciéon de DHJ bastaria con utilizar una versién reducida
del Teorema 42 que considerase solamente familias ascendentes principales.
Sin embargo, demostrar esta version reducida no parece ser més sencillo; en la
demostracién anterior vemos como para extender el resultado sobre colecciones
de familias ascendentes donde sélo haya familias principales de profundidad
minima, nos vemos obligados a considerar familias no principales de profun-
didad mayor - a saber, a la hora de considerar (er) \ {er} -, para caer en la
hipotesis inductiva. Siendo asi, no podriamos completar el argumento inducti-
vo que requerimos considerando solamente familias principales, y la siguiente
Proposicion es imprescindible para nuestro argumento:

PROPOSICION 38. Supongamos que todas las familias en la coleccion € =
(‘ﬂiaj)i,j tienen profundidad al menos M y que de estas hay L > 0 familias
no principales de profundidad eractamente M. Si la propiedad P se cumple
para toda coleccion semejante que tenga solo L — 1 familias no principales de
profundidad exactamente M, entonces también se cumple para €.

Que pueda haber familias principales de profundidad exactamente M por
el momento no nos interesa.

Antes de demostrar la proposicién enunciamos una formulacién del Teo-
rema de Convergencia de Martingalas que nos permitira acceder al argumento
de [Aus10]:
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DEFINICION. Dado un espacio de probabilidad (2, %, P) decimos que una
sucesion de o-algebras

(Fn)n>1

tales que
Ty C Fpy1 CF Yn>1

es una filtracién.

DEFINICION. A un proceso estocédstico
(Yn)n21

definido en (§2,.7,P) le llamamos martingala cuando satisface las siguientes
condiciones:

(i) E(|Y,]) < oo para toda n

(ii) Y, es F,-medible para toda n

(iil) E(Y,, | %m) = Y., para cadam <mn

TEOREMA 43 (de Convergencia de Martingalas). Si (Y5,), es una mar-
tingala tal que
V.| <Y ¢cs. VYn>1

para alguna variable aleatoria Y tal que

E(Y) < oo,
entonces
Y, := lim Y,
n— o0

existe casi sequramente, pertenece a £1(Q), y la convergencia también se da
bajo la norma de £ (Q). Ademds

Y, =E(Ys | #,)  Vn>1.

Omitimos incluir una demostracién del Teorema, pero recomendamos con-
sultar [JP03], pagina 231.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 38. Sean
I i S,

iL,JL
las familias ascendentes no principales de profundidad M en % y, por como-
didad notacional y sin pérdida de generalidad suponemos

Firgr = F1,1-

1,010 i2,020 777

Sean, ademas,
€1,€2, -, €
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todos los conjuntos en .#; ; de tamano M. Demostramos primero el teorema
para un caso base y después argumentamos la generalizacién.

Caso base.

Consideramos una coleccién de conjuntos

(Ai,j)i,j Aij €Dy
tal que podemos encontrar subdalgebras finitas
Bs C P, s=1,2,---,r
de manera que

Al,l61@1\/%2\/"'\/%7’\/¢y1’1m( [k] )

(care)

es la familia compuesta de conjuntos de tamano mayor o igual a M + 1 y con

donde

®aan( )

denotamos a la o-algebra invariante bajo
i~ Afer e, et

Notamos que podemos generar a A; ; bajo operaciones conjuntistas de unién
e interseccién considerando sélo una cantidad finita de conjuntos en las @ .
Es decir, si elegimos K > sup; <, |%,| podemos escribir

KT
Al,l = U (Bm,l N Bm,2 n---N Bm,r N Cm)
m=1
con
Bm7s S e%)s S = 1,2, e, T Cm S (I)jlylm(zz[\jkl).

En efecto, no existen mas de K" colecciones de conjuntos de la forma
{BI7B27"' aBr} Bsegs-

Ahora, sustituyendo esta descomposicién de A; ; en la ecuacién
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podemos ver que cada conjunto

c1 () Ck
A(m) = (Bm,l n Bm,2 n---N Bm,r N Cm)ﬁ ﬂ Al,j X ﬂ AQJX- X m Ak,j

con
m=12---,r
es P;-nulo.

Consideramos la coleccién €’ que obtenemos a partir de % al omitir 47 ;
y en su lugar anadir

{<61>a <€2>, T 7<€7“>}'

La coleccién €’ satisface los supuestos de la hipétesis inductiva ya que contiene
L — 1 familias no principales de profundidad M. Pero los conjuntos P;-nulos
del parrafo anterior estdn asociados a 4”’, puesto que

Bp,s € ®e, 1<m<K" 1<s<r

Cmeq)j ﬁ(( ))E(g

Entonces, por hipétesis, A es P,,-nulo para cada m. Luego,

ﬂﬂA,j <Z]P’ (4) =0,

i=17=1

Con esto queda establecida la propiedad P en el caso base.
Caso general.
No todas las elecciones de conjuntos

(Ai,j)i,j Ai’j € ’ﬂi,j

satisfacen el requerimiento del caso base. Tal eleccién pudiera incluso no exisitr
para €. Afortunadamente, podemos generalizar el procedimiento anterior.

Recordemos que (X, X)) es espacio estdndar de Borel y, en particular, ® .,
es numerablemente generado para cualquier e C [k]. Consideramos sélo aque-
llos subconjuntos e del alfabeto de cardinalidad M y, para cada uno de ellos,
podemos encontrar una sucesiéon de subalgebras finitas de @),

PBe1 C Beo C ...,

de tal manera que

\/ %e n (b(e

n>1
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Con base en estas subdlgebras que se aproximan a @, para cada e C [k] de
cardinalidad M, definimos ahora subo-algebras que se aproximan a ® 4, ; para
cada . j en €

=" =0 v \/ =%
=i, Fi 0 (s 4re1) en:
e€<ﬂi,jm([;&])
Claramente
_ ':(”)
Dy = \/ 2.
n>1

Observamos que para .%; ; € ¢ de profundidad mayor a M la construccién
anterior se reduce a

:(n) _

Zig T %,j vn Z 1.

Ahora bien, consideramos los conjuntos

) ,_ =)
B = {B(1a,, |21)) > 1- 4}

§€(0,1)  fijo

para

y definimos
A B o () B A 5™
Fi= () By x () By %< [V By
j=1 j=1 j=1
Elegimos cualquier .#;« ;» en € y calculamos

Py (F\ 7 (A o)) = P(F)-P (F Nt (A j-))

H 1 (n) O T3

(4,9)

- (lAi*,j*ﬁBf:') O Trix > . H ]'BE’?) o Ty dIPl

O I o W

= / <lB?f).*\Ai* . e} ﬂi*) . H lB‘('n,‘) o T dIPl
Xk %, 07 i,

(&,3)#(@,5%)
El1,x
/Xk < BE*,)j*\Ai*,j*

EEI%*) o s - H 1353) om; | dP;.
(1,9)#(*,5%) '
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La ultima igualdades valida porque

B(n)

i*,5%

= )

es (. -medible.

Por otro lado tenemos

E(]'B(lw.* NA
i* 5 ,

]E<1B?1})A* - 1B?S>.mAi*_j*
i i* ] :

=1

B(M _E<1B(1L>.m,4ﬁ_j*
2 KRV ’

:(n)
S g

=(n)
AR

= 13?:‘).* _E<1B(f)_* “Lag
1,7 KRV

= 1w, ~1lpw - E(1a. .

i*,j

_ =(n)
(-5 [32)
y, recordando la definicién de Bl(" )j*,
(40) E(lBgL)j*\Ai*yﬂ E(”)j> Sy (1= (1=8) =0 150

Juntando lo anterior tenemos

]P)I(F\’]Ti_l(Ai,j)) § 5/ (13(:”)_* o 71'1'*) . H ]'B@.) o Ty
XEA R A I
= §-P(F).

Siendo asi,

k ¢
P, H ﬂ Ai,j + ZP[(F\’ITIl(AL]))

Py(F) <
i=1j=1 (4,7)

k
S 0+ (ZCZ> 5]P)1(F),

i=1

de manera que si elegimos

k
o< Z C;i
i=1
nos vemos obligados a concluir que

Py(F) = 0.

dp,
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La importancia de la construccién anterior radica en la siguiente observa-
cién. Dijimos ya que

Bi(? es Egz)—medible

para cada par (,7); en particular
Bi?l) es Egnl) -medible

y la coleccién de conjuntos
0,J

2,]

satisface los supuestos del caso base. Aplicando el resultado anterior tenemos

k ¢
P.| (N BY ] =0
i=1j=1
Luego,

k ¢ k ¢
Po | () 4 P, BY ]+ P (Ai,j N Bl?j;))

i=1j=1 i=1j=1 i,
} : (n)
= ]Pw (Ai,j AN Bi,j
4,J
y s6lo resta demostrar que

Z]Pw (Bl(z) AN Ai,j) — 0, n— oo
0,J

IN

Con este propésito, consideramos un par abitrario (¢,7) con el proceso

estocéstico
Vst Yoi=E(14,, [207),

que expresamente es medible con respecto a la filtracién

=)
i ) p>1

y ademads satisface, dados m < n,

:(m) _ ':(”) :(m)
(=) = (e(o, [2)]2)
_ =(m)
= E(IAU i,j )
= Ym

Yo, <1 Vn>1.
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De manera que (Y3,),, es una martingala acotada, y por el Teorema de Con-
vergencia de Martingalas

Yo := lim Y, cs.

n— oo

existe, pertenece a £ (X), Y,, converge a Y., bajo la norma de % (X), y
Vo =E(Va [2)) W21

=(0)

Pero Y es tinico salvo por conjuntos Z; ;’-nulos, con

() . ~(n)
ij o T \/ =24,
n>1
Ya que A; ; € @4, ;, concluimos que
Yoo =14, Pw‘@yi,j -c.s.
Entonces
Yo =14, en Li(Py,).

Por otro lado afirmamos que

/1,41”, dP,, — /Yn AP, > P, (A” N B(")) .

Efectivamente,
/YndIP’w - /E( A ”W) dP,,
:(")
> / B("> Ay ~17j> de
= / B(n) 1A dP
- P, (A ﬂB(”))

de donde
[ras e [voae, = Puai) - Pu(au0BY)
. (n)
= ]P)w (Ai,j N Bzg )

Siendo asi,
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Pero el par (i, ) es arbitrario y entonces

Y B, (Ai,j N ng;>) ~0, n— . O
0,J
Ponendo las piezas en su lugar podemos finalmente completar la demos-
tracién.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 42. Hacemos un argumento recursivo uli-
tizando las proposiciones 37 y 38. Para el caso base, consideramos

ci:=1 Sy :={k]}, 1=1,2,---,k,

donde todas las familias ascendentes son la trivial generada por la totalidad
del alfabeto. En este caso sabemos que las imagenes inversas

7T»_1(A) Ae (I){[k]}

3

difieren solamente por conjuntos P;-nulos; de manera que
k
PZ<A1)1 X Ag)]_ X o+ X Ak,l) = Pl ((ALI n A271 n---N Ak’1> )
= Pu(Ai,iNAyiN---NAg)

para
Ai71 € (I){[k]} 1=1,2,--- k.
Asi que, dados
Ap, Agy oo A € Oy

tales que

Pi(A; x Az x -+ x Ap) =0,
tenemos

Pu(A1NAyN---NAg) =0.

Aplicando la Proposicién 38, extendemos la propiedad P a toda coleccién
que tenga una familia ascendente no principal de profundidad k& — 1 y donde
las demds familias tengan profunidad k; recursivamente, a toda coleccién que
tenga familias no principales de profundidad k£ — 1. De manera andloga, apli-
cando la Proposicion 37 extendemos ahora el resultado a toda coleccién que
tenga sdlo una familia ascendente de profundidad k — 1, que ésta sea principal,
y donde todas las demas tengan profundidad mayor; recursivamente, exten-
demos el resultado a toda coleccién donde haya sélo familias principales de
profundidad k£ — 1 y las demds tengan profunidad k. Asi consideramos todas
las colecciones posibles de profunididad minima k& — 1.

Repitiendo el argumento para las profundidades

k—2,--,1
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abarcamos todas las colecciones posibles de familias ascendentes.



Epilogo

Hemos estudiado varios casos del principio de correspondencia sin men-
cionarlo siempre explicitamente. En el capitulo 2 establecimos un princio de
correspondencia entre las versiones finitaria e infinitaria de Van der Wérden,
para traducir esta tltima en una formulacién topoldgica y demostrarla me-
diante el Teorema de Recurrencia Miltiple de Birkhoff; a partir de un prin-
cipio de correspondencia entre las versiones finitaria e infinitaria del Teorema
de Szémeredi planteamos una demostraciéon con base en el Teorema de Re-
currencia Multimple de Poincaré; mediante un principio de correspondencia
planteamos la equivalencia entre las versiones finitaria e infinitaria del Teo-
rema de Densidad de Hales-Jewett, y esto nos permitié afinar su traduccién
en lenguaje probabilistico y nos abrié la posibilidad de realizar una demos-
tracién ergédica de DHJ, misma que desarrollamos a lo largo del Capitulo 3.
En el capitulo 3 utilizamos sin explicitarlo un principio de correspondencia
para establecer la equivalencia entre estacionariedad fuerte y estacionariedad
finitaria, misma que utilizamos para reducir la demostracién al caso de distri-
buciones fuertemente estacionarias sobre (X, 3¢, P).

Hay atn otro principio de correspondencia del que echamos mano, sin
siquiera evidenciarlo hasta ahora. En el capitulo 3 hicimos uso critico del
Teorema 30 para demostrar el Teorema 28 y reducir la formulacién ergédica de
DHJ al caso de distribuciones fuertemente estacionarias. No lo mencionamos,
pero el Teorema 30 es una generalizacion del Teorema de Carslon:

TEOREMA 44 (Teorema de Carlson, versién finitaria; [McC99], p. 58).
Dados

k,r,n,teN t>n

existe M (k,r,n,t) suficientemente grande tal que para toda r-coloracion de los
n-subespacios en [k]M, existe un t-subespacio tal que todos los n-subespacios
contenidos en €l tienen el mismo color.

La demostracién tiene técnicas desarrolladas en [FK89] cuya explicacién
excede los objetivos de este trabajo. Lo que nos interesa subrayar es que,
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mediante un principio de correspondencia, se puede demostrar que el teorema
anterior es equivalente al siguiente:

TEOREMA 45 (Teorema de Carlson, versién infinitaria; [McC99], p. 59).
Sea
o C (K]
subespacio y r € N. Dada una r-coloracion de las lineas combinatorias en 1,
existe un subespacio
yC
tal que todas sus lineas combinatorias tienen el mismo color.

Este ltimo es el caso particular del Teorema 30 que considera solamente
n-subespacios con n = 1. El argumento de generalizacién puede consultarse
en la pagina 61 de [McC99].

;,Qué tienen en comun todas estas equivalencias entre formulaciones fini-
tarias e infinitarias? En todas ellas hay alguna propiedad que se preserva para
alguna secuencia (o subsecuencia) de espacios o sistemas finitos de cardina-
lidad creciente que convergen en algin sentido preciso, segun el objeto, a un
espacio o sistema infinitario que conserva la propiedad. En esa convergencias
usualmente la propiedad adquiere un sabor cualitativo, mientras que en los
sistemas finitarios tenfa que expresarse cuantitativamente - con enes, epsilons
y deltas. Estos son los ingredientes clave para un principio de correspondencia,
y esperamos haber demostrado que esta perspectiva general abre posibilidades
interesantes de desarrollo.

Como nota final, existen formulaciones precisas de lo que es es un principio
de correspondencia utilizando anélisis no estandar y ultrafiltros. No aborda-
mos este estudio, pero para consultar una discusion al respecto recomendamos
como lectura inicial el capitulo 4 del libro Compactness and Contradiction, de
Terrence Tao.
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