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Prefacio

Una variedad topoldgica de dimension n es un espacio de Hausdorff M que
estd modelado localmente por R™ dotado de la topologia usual. Es decir, el espacio
topolégico M tiene una cubierta por subconjuntos abiertos distinguidos &Y C M
junto con una coleccion de homeomorfismos &y, : U — Py (U) C R™ que sirven para
describir a M mediante coordenadas locales inducidas por la aplicacion ®y. A la
pareja (U, Py) descrita anteriormente se le conoce como carta y a la coleccion de
todas las cartas de M se le llama atlas. La equivalencia entre este tipo de espacios
es obvia; dos variedades topologicas son equivalentes si son homeomorfas.

Algunas variedades topologicas admiten un refinamiento adicional de su atlas,
llamada estructura diferenciable, la cual permite extender las nociones del célculo a
la categoria de variedades. La definicion de estructura diferenciable esencialmente
requiere que cada vez que dos cartas coordenadas U/ y V tengan interseccién no
vacia, el correspondiente cambio de coordenadas

Pyo ' By UNY) = dpUNY),

sea una funcién suave. Una variedad topologica es diferenciable, o suave, si su atlas
admite una estructura diferenciable. La equivalencia entre variedades diferenciables
es bastante maés sutil; dos variedades suaves M y N son difeomorfas si existe un
homeomorfismo ¢ : M — N tal que al restringirlo a cualquier carta coordenada
U C M se verifican las siguientes condiciones: primero, ¢(U) estad contenida en
una carta coordenada V C N. En segundo lugar se pide que la representacion
coordenada de ¢ inducida por la aplicacion ®y oo @' : &y (U) — Py)(V) sea un
difeomorfismo entre subconjuntos abiertos del espacio euclidiano. Una equivalencia
que verifica las condiciones antes mencionadas se le llama difemorfismo.

Es facil ver que esta nocién de equivalencia entre variedades suaves implica
que la dimensién es invariante bajo difeomorfismos. Bastante més complicado es
verificar este hecho en la categoria topologica. Es asi que llegamos a la siguiente
conclusion; cualesquiera dos variedades homeomorfas tienen la misma dimension;
por lo tanto, podemos clasificar a las variedades por su dimension. Esta primera
clasificacion es bastante burda ya que usualmente existe una infinidad de varieda-
des no equivalentes de la misma dimension. Por tanto, es natural preguntarse por
otro tipo de invariantes mas poderosos que permitan distinguir entre las distintas
variedades de la misma dimension.

Una de los primeros invariantes fue descubierto por el matematico suizo Georges
de Rham. Este invariante, llamado cohomologia de de Rham, emplea exhaustiva-
mente la estructura diferenciable de una variedad y por tanto solo esta definido en
la categoria suave. La cohomologia de de Rham permite en muchos casos decidir si
dos variedades de la misma dimensién son o no difemorfas. Esquematicamente, la
construcciéon de la cohomologia de de Rham es como sigue.
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VI PREFACIO

Para cada variedad diferenciable M de dimensién n se define un algebra real
graduada

Hjp(M;R) := H)p(M;R) & - -- & Hyp(M;R).

En grado p, el espacio vectorial HY,(M;R) es el cociente dado por el espacio vec-
torial de todas las p-formas w que satisfacen a la ecuacion diferecial parcial lineal
dw = 0 divididas por el subespacio de todos los elementos de la forma w = d#.
En la definicién anterior el operador lineal d : QP~1(M) — QP(M) es la derivada
exterior asociada a M (ver por ejemplo [7]). La definicién de Hj,(M;R) hace uso
de la identidad d> = 0 de la siguiente manera; si w satisface dw = 0, entonces
w’ := w + df también pertenece al nucleo de d sin importar la eleccion de la p — 1
forma 6.

Existe otra construcciéon conceptualmente distinta y mucho mas general que
asocia a cada espacio topologico X un algebra real graduada

H*(X;R) := P H(X;R)

p=0

conocida como cohomologia singular de X. De nueva cuenta, H*(X;R) es la ho-
mologia de un cierto complejo C*(X;R) que en grado p se construye a partir del
R-espacio vectorial dual de todos los mapas continuos del simplejo de dimension
p en X. Es importante resaltar que H*(X;R) solo depende del tipo de homotopia
X. Asi, la cohomologia singular determina un invariante topolédgico en el caso en
que X sea una variedad topolégica. En 1931 de Rham demostré que si X es una
variedad suave, Hj,(X;R) y H*(X;R) son canonicamente isomorfas como algebras
reales graduadas. En particular, el supuesto invariante diferenciable Hj,(X;R) solo
detecta cambios en la estructura homotdpica de la variedad y no en la estructura
suave.

Empleando métodos relativamente indirectos, John Milnor encontré los pri-
meros ejemplos explicitos de variedades homeomorfas con estructuras diferenciales
inequivalentes. Lo que Milnor demostr6 en su famoso articulo de 1956 [29] es que
la esfera de dimension 7 admite estructuras diferenciables exoéticas, es decir, estruc-
turas suaves que no son equivalentes a la estrucutra diferenciable heredada de la
estructura canénica de RS.

Durante aproximadamente 30 anos de investigacion se encontraron otros ejem-
plos de variedades suaves con estructuras exdticas, asi como invariantes que per-
mitieran distinguir distintas estructuras suaves. Se han logrado avances en este
sentido pero hoy en dia sigue siendo un problema abierto el encontrar un procedi-
miento sisteméatico (definido para cualquier variedad suave) que permita responder
las preguntas derivadas del fenémeno de exoticidad.

Este trabajo pretende explicar de manera detallada una construccién parti-
cular que produce, entre otras cosas, un invariante de la estructura suave de una
4-variedad lisa. Este invariante, conocido desde entonces como invariante de Seiberg-
Witten, fue introducido por el fisico estadounidense Edward Witten [43, 44| en 1994
y esta basado en trabajos previos que, curiosamente, surgieron como resultado de
la investigacion sobre teorfas topologicas cuanticas de campo [42] y del estudio de
algunas dualidades que presentan las teorias supersimétricas en cuatro dimensiones
[45, 46]. Es importante sefialar que dicha construccion, que a continuacion descri-
bimos de manera breve, tiene severas limitaciones; quiza la més importante es que
solamente funciona en el caso de variedades de dimension 4 cerradas y orientable.



PREFACIO VII

Las condiciones sobre la frontera y de compacidad impuestas sobre la variedad se
pueden relajar pero no es posible, o por lo menos no es claro para el autor, como
eliminar las restricciones sobre la dimensién y sobre la orientabilidad de la variedad
en cuestion.

La idea fundamental de la construccion del invariante de Seiberg-Witten es
muy similar a la construcciéon de la cohomologia de de Rham. Supongamos que
M es una 4-variedad cerrada y orientable con una métrica riemanniana g de clase
C*. Como antes, lo que se hace es considerar el espacio de soluciones a un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales definidas sobre la variedad riemanniana M
por medio de la métrica g, modulo cierta redundancia debida a la presencia de
una simetria que acttia en el espacio de configuraciéon asociado a las ecuaciones,
conocidas como ecuaciones de Seiberg-Witten.

A diferencia de la cohomologia de de Rham, la teoria de Seiberg-Witten es lige-
ramente no lineal. Esta caracteristica produce un espacio de soluciones generalmen-
te no lineal. De manera un poco mas precisa resulta que, bajo ciertas condiciones
topologicas sobre M no muy restrictivas, uno puede eligir dentro de un conjunto
denso a la métrica riemanniana de manera tal que el espacio de soluciones a las
ecuaciones de Seiberg-Witten modulo redundancias sea una variedad suave, orien-
table, compacta y de dimension finita. La construccién descrita produce al final un
conjunto de espacios de soluciones cuya clase de cobordismo dependen tinicamente
de la estructura diferenciable de M. Es en este sentido decimos que existe una simi-
litud con la teoria de de Rham. En el primer caso uno asocia a M un algebra real
graduada H,(X;R), en el segundo caso, a M se le asocia una clase de cobordismo
de espacios. En ambos casos, el invariante se extrae de un sistema de ecuaciones
diferenciales en M modulo cierta redundancia.

Hemos redactado el presente trabajo de manera que sea accesible a los lecto-
res con conocimientos basicos de geometria y topologia diferencial. Sin embargo, el
autor ha decidido discutir todos los preliminares escenciales para entender las ecua-
ciones de Seiberg-Witten. A lo largo del texto se proporcionan referencias suficientes
para cubrir cualquier tema que el autor haya omitido. También se proporciona una
gran cantidad de ejemplos de los conceptos centrales.

Esta tesis esta estructurada de la siguiente manera. El primer capitulo esta
dedicado a introducir una estructura lineal, conocida como algebra de Clifford, que
permite definir una de las variables presentes en las ecuaciones de Seiberg-Witten;
a saber, los espinores. El primer capitulo concluye al exhibir una relacién que existe
entre el espacio de representacion que define a los espinores en cuatro dimensiones
y el espacio de bivectores auto duales de R*. Cabe mencionar que dicha relacién es
fundamental para entender la definiciéon de las ecuaciones de Seiberg-Witten.

En el segundo capitulo se ofrecen algunas nociones generales de la teoria de
haces vectoriales necesarias para desarrollar la teoria de obstrucciones de haces
vectoriales con estructuras especiales, de entre las cuales, la mas relevante para es-
te trabajo es la de estrucutra espinorial. El segundo capitulo contiene también una
revision somera del concepto de conexién en un haz vectorial y la correspondiente
curvatura. Todas las nociones introducidas en el segundo capitulo son necesarias
para dar la definicion del operador de Dirac que interviene directamente en las ecua-
ciones de Seiberg-Witten. En la seccion 6 del segundo capitulo se prueban algunas
propiedades del operador de Dirac y se demuestra la formula de Weitzenbdock, que
seré relevante para la teoria de Seiberg-Witten.



VIII PREFACIO

Finalmente, en el tercer y ultimo capitulo de esta tesis se discuten las ecuaciones
de Seiberg-Witten, asi como la redundancia mencionada en los parrafos anteriores.
Hacia la mitad del capitulo 3 se introduce el espacio moduli de monopolos (ver
definicion 3.1), es decir, el espacio de clases de soluciones de las ecuaciones de
Seiberg-Witten relacionadas a través de la accion de cierto grupo de Lie que lla-
maremos grupo de norma (ver definicién 2.1). En la seccion 3.2 se demuestra el
teorema fundamental de la teoria de Seiberg-Witten en el caso en que M sea una
4-variedad simplemente conexa. Este teorema afirma que el espacio de monopolos
es, genéricamente, una variedad suave, compacta, orientable y de dimension finita.
Solo hasta el final del tercer capitulo se da una idea panoramica de la construcciéon
del invariante de Seiberg-Witten a partir del espacio de monopolos.

Raul Alvarez Patifio.
Ciudad Universitaria, México D.F. a 20 de Agosto de 2014.
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Capitulo 1

Geometria Espinorial

En la primera parte del presente capitulo se introduce el concepto de espinor,
haciendo énfasis en el papel fundamenta que juegan estos objetos en la descripciéon
cuantica del electréon. Después se estudiaran a detalle las &lgebras de Clifford con el
fin de investigar las propiedades béasicas de los grupos spin asi como algunas de sus
representaciones. A manera de ejemplo, se demostrara que la formulacién espinorial
de la electrodinamica cuéntica tiene una interpretacién geométrica natural. Asu-
mimos que el lector esta familiarizado con el concepto de variedad suave y algunas
nociones basicas de algebra lineal. En [7], [3] se cubre gran parte de este material.

1. Motivaciéon Fisica

Las tres primeras décadas del siglo XX atestiguaron una revolucion en la fisica
estimulada principalmente por novedosos experimentos que confrontaban seriamen-
te las ideas que durante siglos habian fundamentado el entendimiento de la natu-
raleza. Planck cuestionaba el caracter continuo de la energia, los modelos atémicos
de Bohr-de Broglie comenzaban a ganar terreno y la concepcion del espacio y del
tiempo cambiaba radicalmente gracias a las notables contribuciones de Einstein,
Minkowski y Hilbert. Todo el intenso trabajo desarrollado en este periodo encontré
sintesis en los postulados de la mecanica cuantica impulsada entre otros por; Born,
Heisenberg, Pauli, von Neumann y Schrédinger.

De entre los mayores logros de la teoria se destaca la completa determinacion del
espectro energético para el atomo de Hidrégeno asi como la solucion del problema de
espectroscopia para algunos atomos més complicados, sin embargo, atn se estaba
lejos de tener un formalismo consistente que describiera la interaccién entre los
dtomos que constituyen la materia y campos electromagnéticos externos, en este
sentido las observaciones experimentales mas contundentes fueron:

a) El efecto Zeeman andmalo descubierto en octubre de 1896 mostraba que las
lineas de emision y absorcion de d4tomos se veian modificadas por campos
magnéticos externos.

b) Los experimentos de Stern-Gerlach en 1921 y de Phipps-Taylor en 1927,
que consistian en dirigir un haz de atomos (de plata en el primer caso y de
hidrogeno en el segundo) a una region de campo magnético. La observacion
fundamental fue que el haz se parte en dos al salir del campo magnético.

De los resultados antes mencionados se desprenden dos conclusiones: (a) exis-
te una contribuciéon al momento magnético de los atomos, adicional al momento
magnético orbital, que modifica la estructura fina del espectro energético y (b) se
presenta en dos polarizaciones, de manera aparentemente aleatoria para un mismo
tipo de atomo.



2 1. GEOMETRIA ESPINORIAL

La esencia del problema al que se enfrentaban los fisicos de aquel entonces radica
en que no existe una justificacién teérica para este nuevo momento magnético dentro
de la electrodinamica clasica. Fue hasta octubre de 1925 cuando G. E. Uhlenbeck
y S. A. Goudsmit al introducir un nuevo grado de libertad para el electron, al que
llamaron spin, lograran un progreso significativo hacia la soluciéon del problema
[48, 38]. Este nuevo parametro se interpretd en aquel entonces como una especie
de rotacion intrinseca del electrén responsable de producir el momento magnético
extra. Esta hipdtesis genero una problemaética conceptual incluso mayor que la
que pretendia resolver. Pauli en particular mostré que un electrén debia girar a
una velocidad mayor que la velocidad de la luz para poder tener las propiedades
magnéticas prescritas por la teoria de Uhlenbeck-Goudsmit.

Se necesitaron tres anos mas y uno de los mas brillantes fisicos de la historia
para esclarecer por completo el misterio entorno al spin. La respuesta requiri6 la
incorporacion de la relatividad especial a los postulados de la mecanica cuantica, me
refiero a la electrodinamica cuéntica, o QED por sus siglas en ingles, desarrollada
en 1928 por Paul Adrien Maurice Dirac [9]. En este articulo se propone que v, la
funcion de onda ! del electrén, es una solucién a la ecuacion

(1.1) (ihy"8, — mc )y =0,

donde h es una constante con unidades de momento angular, llamada constante
de Planck, m es la masa del electron y ¢ representa el valor de la velocidad de la luz
en el vacio. Los coeficientes «v*, conocidos como matrices de Dirac, son constantes
caracterizadas por la relacion

(1.2) YHAY A = —2nt, pv=0,1,2,3.

con n*" las componentes de la métrica de Minkowski diag(—1,1,1,1). Cabe
destacar que la ecuacion (1.1) es de primer orden para preservar la accion isométrica
del grupo ortogonal O(1,3) en espacio de Minkowski R':3, simetria que relaciona
sistemas de referencia inerciales en la teoria de la relatividad especial. Observe que
la ecuacion de Dirac solo tiene sentido si 1 es un elemento del espacio en donde el
conjunto de matrices gamma actta. A los elementos de este espacio se les conoce
como espinores de Dirac. Por otro lado, la identidad (1.2) implica que el operador
= iy"0,, esta relacionado con operador de Laplace tres dimensional A mediante
la ecuacion

(1.3) P =—2+A.

Adelantamos que una forma ligeramente distinta de las relaciones (1.1) , (1.2)
y (1.3) se volveran cruciales para el desarrollo posterior de la geometria espinorial.

La ecuaciéon de Dirac corresponde a un electron libre, esto es, se desprecia la
influencia de cualquier campo distinto a . Para obtener la teoria con interacciones,
es necesario introducir en la ecuacion (1.1) el cuadripotencial electromagnético A,
asociado al campo externo, esto se logra con la sustitucion

(1.4) 0y — 0, +ied,,
donde e denota la carga eléctrica del electron. El lector familiarizado con el for-
malismo de la electrodindmica clésica reconocera de inmediato que el termino e4,,

tiene unidades de momento, lo que es de esperarse en vista del termino J,,, varia-
ble canénicamente conjugada al cuadrimomento p,,. Muy importante para nosotros

L Actualmente 1 se interpreta como un campo cuantico y no como una funcién de onda.
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sera también la llamada regla de acoplamiento minimo (1.4) que estudiaremos en
secciones posteriores ( seciones 1 y 6 ) y que en términos practicos no es otra co-
sa que una correccion a la energia cinética. La sencilla sustitucion (1.4) sienta la
base conceptual para el desarrollo de las teorias de norma que en sus versiones
no abelianas, i.e. no lineales, han demostrado ser ingredientes fundamentales en el
entendimiento de la fisica de altas energias, ya que hasta este momento, resultan
ser el mejor modelo de las interacciones materia-radiaciéon incluso en situaciones
cualitativamente distintas a la electrodinamica cuantica. En esta direccién, el ejem-
plo méas destacado es la teoria de Yang-Mills [47] concebida originalmente para
describir algunos aspectos relacionados a las interacciones nucleares.

Por ultimo, recomendamos al lector interesado en una exposicion mas amplia
de QED consultar [8] para un breve resumen de las propiedades bésicas y [15]
pp. 221-372 para una discusion detallada de la teoria. En [27] puede encontrarse
un resumen en orden cronologico de la teoria del electréon dirigido a lectores de
inclinaciéon matematica.

2. Algebras de Clifford

En la presente seccién, V' denotara un R-espacio vectorial de dimensién n < co
que servird de modelo local para el espacio-tiempo. Para esto, dotaremos a V de
una estructura métrica generalizada definida en términos de una forma bilineal
simétrica y no degenerada. A continuacién daremos un breve resumen de la teoria
de formas bilineales y sus correspondientes espacios cuadraticos.

DEFINICION 2.1. Una forma bilineal real b definida en V es una aplicacion
R-bilineal b : V' x V — R. Decimos ademas que b es:

e Simétrica si para cada pareja (v,w) € V X V se satisface la relacion
b(v,w) = b(w,v).

e No degenerada si las aplicaciones lineales bl := b(w, -) , b2, = b(-,w)
establecen isomorfismos entre V' y su espacio dual V* := Homg (V,R) para
todo elemento w € V distinto de cero.

En adelante, forma bilineal se entendera como: real, simétrica y no degenerada.

OBSERVACION 2.2. El espacio de formas bilineales simétricas suele denotase
por Sym?V*. Mas generalmente Sym™V* se define como el espacio de todas las
aplicaciones m-lineales f : V' x --- x V — R simétricas, es decir, que satisfacen

J01, 00,041, Um) = (U1, Vi1, Vi V), 1 <0<

A tales funcionales se les llama simplemente m-formas simétricas, estas forman
un espacio vectorial real de dimensién determinada por el coeficiente binomial

n+m-—1

(2.1) dim Sym™V™* = <
m

), n=dimV.
En particular dim Sym?V* = n(n+1)/2. Note ademés que a diferencia de APV
Sym®?V = 0 cuando p > n.

OBSERVACION 2.3. Respecto a una base {ei,...,e,} de V la forma bilineal b
tiene asociada una matriz simétrica n X n con coeficientes B;; := b(e;, e;). Asi, b es
no degenerada si y solo si la matriz B = (Bij) tiene rango n.



4 1. GEOMETRIA ESPINORIAL

Dada una forma bilineal b: V' x V' — R podemos construir una forma cuadrdti-
ca asociada, denotada por g, mediante la correspondencia v — b(v,v). Al fijar una
base {e1,...,e,} < V se induce una identificacién V' ~ R™ que realiza la forma
asociada a b como un polinomio homogéneo de segundo grado cuya matriz de coefi-
cientes es por construccioén simétrica. La expresion para g se escribe directamente
en términos de las coordenadas como

ziajjBij =¢'By, v= zle;.
Consideremos ahora un polinomio homogéneo de segundo grado ¢ definido en
V y sea Q = (Qq;) la correspondiente matriz de coeficientes. Si ademas Q = Q°

decimos que ¢ es una forma cuadrdtica en V. En esta situaciéon definimos la forma
bilineal asociada a ¢, denotada por b,, mediante la identidad de polarizacion

(2.2) 2bg(u,v) == q(u +v) — g(u) — q(v).

Un célculo simple muestra que, con las elecciones anteriores, la identidad de
polarizacién se escribe en términos de Q como

20, (u,v) = u'Qu + v'Qu.

La discusién anterior revela que bajos las condiciones apropiadas, la teoria de
formas bilineales es equivalente a la teoria de formas cuadraticas. Mas precisamente,
es facil verificar que b — ¢ , ¢ — b,y son correspondencias inversas. En resumen,
hemos visto que un isomorfismo V ~ R™ identifica Sym?V* con el conjunto de
formas cuadraticas definidas en V. Por tanto, en algunas ocasiones, no haremos
distincién entre los elementos de estos dos conjuntos.

La siguiente proposicién caracteriza una forma bilineal b por el ntumero de
valores propios positivos y negativos. Debido a que este es un resultado ampliamente
conocido, tnicamente lo enunciamos y referimos al lector al texto [34] pp. 269-270
donde puede encontrar una prueba completa de esta afirmacion.

PROPOSICION 2.1 (Ley de inercia de Sylvester). Ewiste una base de V' para la
cual b = —id,- @ ids. Es decir, b estd representada por la matriz

23) (o 1)

donde 1, es la matriz identidad de v X r , 15 es la identidad de s x s y O
representa matrices de ceros de dimensiones adecuadas.

Una consecuencia inmediata de la proposiciéon 2.1 es que dos formas bilineales
by b definidas en V son equivalentes sobre los reales s y solo sf Trb = Trb. Al inva-
riante Trb = s — r se le denomina signatura de b. En otras palabras, la proposicién
anterior asegura que una forma bilineal b est4d completamente determinada por la
pareja de nimeros (rk b, Tr b) = (s+r,s —r) conocida como inercia.

DEFINICION 2.4. Un espacio cuadrdtico es una pareja (V, q), donde ¢ representa
a toda una clase de equivalencia de formas cuadraticas definidas en V' 2. En vista
de la proposicion 2.1 eventualmente usaremos la notacion V"™® para referirnos a un
espacio cuadratico de dimensién r + s cuya forma bilineal asociada b, sea la forma
diagonal de inercia (r 4+ s,s — 7).

2Esto quiere decir que consideraremos como iguales a dos parejas (V,q) y (V,¢’) siempre que
q y ¢’ sean formas equivalentes.
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EJEMPLO 2.1. El ejemplo paradigmdtico de espacio cuadrdtico es sin duda el
espacio euclidiano, definido por la pareja (R”, I ||2)

EJEMPLO 2.2. Otro ejemplo importante, bien conocido en fisica es el antes

mencionado espacio-tiempo de Minkowski RY3 = (R4,7)) cuya forma bilineal by,
estd representada por la matriz diagonal
-1 0 0 O
01 0 0
0 010
0 0 01

El signo negativo en la primer entrada de b, estd relacionado con el valor de la
velocidad de la luz y el hecho que es constante para todos los sistemas de referencia
asociados a observadores inerciales. Otro aspecto importante de la forma bilineal n
es que determina la estructura causal del espacio-tiempo [35], es decir, establece la
diferencia entre presente, pasado y futuro para cada observador inercial.

Sea W un espacio vectorial y (V, q) un espacio cuadratico. Una transformacion
lineal T : W — V induce una forma cuadratica T*q en W definida como T*q = qoT
que dota a W de estructura de espacio cuadratico. Si ademés W tiene definida una
forma cuadréatica ¢, decimos que 7' es una isomeria si § = T*q. De esta definicién
se sigue inmediatamente que el conjunto

(2.4) O(V,q) := {T € AwtV | T%q = q}

forma un grupo bajo la composicién de transformaciones conocido como grupo
de isometrias de (V, q). Cuando ¢ se representa en forma diagonal, el grupo de
isometrias de (V,q) ~ V"™* se denota por O(r,s) y en este caso se llama grupo
ortogonal generalizado de tipo (r,s). Si Q es la matriz de coeficientes de ¢, es facil
ver que g o T = ¢ si y solo si

(2.5) T'QT =Q, o equivalentemente, 7°Q = QT .

Por otra parte, recordemos que T' € AutV si y solamente si detT # 0. En
consecuencia el grupo de automorfismos de V' es un conjunto abierto del espacio
vectorial n2-dimensional EndV obtenido como el complemento de la imagen inversa
de {0} C R bajo la funcién continua det : EndV — R.

Los argumentos del parrafo anterior prueban que AutV es una variedad dife-
renciable de dimensién n2. Este resultado nos sugiere la siguiente

PROPOSICION 2.2. O(V,q) es un grupo de Lie de dimension n(n —1)/2.

DEMOSTRACION. Considere la aplicacion suave @ : AutV — Sym?V* definida
como ®(T) = goT. Claramente O(V,q) = ®~*(q), entonces debemos probar que g
es un valor reglar de ® para todo elemento 7' € O(V, q) [14]. La diferencial de ® en
T tiene la siguiente expresion

(2.6) dr®(X)=T'QX + X'QT , X € TrAutV ~ EndV.

Usando la ecuacion (2.5) vemos que el miembro derecho de (2.6) se re escribe
como QT ' X + X*QT. Sea A € T¢(T)Sym2V* ~ Sym?V* arbitrario. Aplicando
dr® al elemento B :=T Q A obtenemos

dr(B) = Q* A+ A'Q' Q.
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Por la proposiciéon 2.1 podemos suponer a QQ en su representacion diagonal, asi
tenemos que Q° = Q y Q2 = 1. En consecuencia dr®(B) = A+ A! = 2A. Entonces
1/2 B es una solucion a la ecuacion dr(X) = A, que es lo que buscabamos. Es
claro que las operaciones del grupo, al ser funciones racionales no singulares de las
componentes de T, dotan a O(V, ¢) con una estructura de grupo compatible con la
estructura diferenciarle encontrada en parrafos anteriores. Por tltimo, de (2.1) y el
teorema del valor regular concluimos que

1
% = Codim{q} = CodimO(V, q) = n? — dim O(V, q).
Una ligera manipulacién algebraica prueba que la dimensién del grupo de iso-
metrias es exactamente n(n — 1)/2 como se afirmaba. O

COROLARIO 2.1. El dglgebra de Lie del grupo de isometrias de (V,q), denotada
por o(V, q), es isomorfa a

(2.7) Kerdig® = { X € EndV |QX + X' Q=0 }.

DEMOSTRACION. o(V, q) ~ T}qO(V, q) ~ Ker d;jq®. O

Es importante resaltar que la dimension de O(V, g) es independiente de la sig-
natura de g, esta es una de las pocas propiedades que tienen en comin los grupos
de isometrias para distintas elecciones de ¢. Por ejemplo, cuando ¢ es la forma
euclidiana usual || ||, el correspondiente grupo de isometrias es una variedad com-
pacta con dos componentes conexas indicadas por el signo del determinante (Si
T € O(V,|| |I*) entonces (detT)2 = 1). En contraste, los grupos de isometrias
de tipo (n s) son siempre no compactos y con cuatro componentes conexas.

Sin embargo, hay otra propiedad topoléogica especial que comparten todos estos
grupos, a saber, la existencia de un grupo que cubre dos veces a O(V, ¢) mediante
un homomorfismo suave. Veremos més adelante que en la mayoria de los casos,
el recubrimiento se restringe a un homomorfismo entre el grupo ortogonal especial
asociado al espacio cuadratico (V, q)

(2.8) SO(V, q) := {T €O(V,q)| det T =1 }

y un recubrimiento universal que a su vez resulta ser un grupo de Lie, llamado
Spin(V, ¢). Para esto introducimos a continuacion el formalismo de &algebras de
Clifford, que es el contexto natural de la relacion entre SO(V, q) y Spin(V, q).

DEFINICION 2.5. Sea (V, ¢) un espacio cuadratico. Un algebra de Clifford C4(V, q)
es una R-dlgebra asociativa y con unidad generada por V sujeta a la relacion
(2.9) v’ +qw)l=0 , veV.

OBSERVACION 2.6. La identidad de polarizaciéon (2.2) en la péagina 4 implica
que la ecuacion (2.9) es equivalente a la ecuacion
(2.10) uv + vu + 2by(u, v)1 = 0.

Explicitamente tenemos que (u + v)? + q(u + v)1 se desarrolla como

u? + 02 +uw +vu+ q(u+ )1 = uv +vu+ [g(u+ v) — q(u) — q(v)] 1.

Note ademas que la ecuacion (1.2) en la pagina 2 es un caso particular de (2.10)
para ¢ = 1 definida en el ejemplo 2.2. En analogia con [u,v], es comun denotar a la
expresion uv + vu como {u,v} y llamarlo anticonmutador de u y v.
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TEOREMA 2.2. Para cada espacio cuadrdtico (V,q) existe un modelo no trivial
para el dlgebra de Clifford CL(V,q) de dimension 24™ V',

DEMOSTRACION. Sea T (V) el algebra tensorial de V' definida como &,,,~, V™
donde V®™ denota al producto tensorial de m copias de V' y V®° := R. Definimos
Z4(V) como el ideal bilateral generado por elementos de la forma v ® v+ ¢(v)1 para
cada v € V. Es claro que

T(V)
(2.11) /Iq (V)
es un R-algebra asociativa y con unidad en donde se satisface la relacion (2.9)
y en consecuencia es un candidato para C/(V,q). Veamos que V®! := V puede

identificarse con su imagen bajo la proyecciéon canénica my : 7(V) — CL(V, q). Para
esto debemos probar que V interseca trivialmente a Z,(V). Sea 6 € Z,(V) NV, por
un lado € es una suma finita de la forma

in ® v @v; +qu)l] @yi; @ € VO Ly € VO,
i

que estéa agrupada de manera tal que a diferentes valores del indice i correspon-
den elementos x;, y; de distinto grado. También suponemos que en la suma anterior
no hay términos con v; = 0. Por otra parte, § € V implica que los términos de
grado distinto a uno en la suma anterior deben ser todos iguales a cero, es decir

(2.12) Zx¢®vi®vi®yi=0

(2.13) > la(w)]z; @ y; =0.
J
Donde j se ha elegido en (2.13) de manera que degz; + degy; sea igual a cero
o estrictamente mayor que uno. Con estas consideraciones, tenemos que

0= Z [q(vk)zkl]yk, donde degxy =0, degy, = 1.
k]

La ecuacion (2.12) se satisface en el algebra tensorial 7 (V') si y solo si se anula
término a término. En particular z; ® vy ® vy ® yr = 0 para cada posible valor
de k. Como v # 0 deducimos que xp = 0 o bien yr = 0, ambos casos impli-
can que # = 0 como se afirmaba. Por ultimo consideremos una base g-ortonormal
{€1,...,en} = V, esto es, una base que induce un isomorfismo de espacios cuadra-
ticos (V,q) =~ V"™*. Como hemos visto, C(V, q) esta generada como R-algebra por
todos los productos de la forma e;, - - - e;,. Veamos que el producto anterior contiene
a lo mas k factores distintos. En efecto, si hubiese elementos repetidos usamos la
relacion (2.10) para llevar estos elementos, mediante permutaciones sucesivas, uno
al lado del otro. Dado que estos elementos forman una base g-ortonormal, al final
se obtiene un factor +1 por cada permutacion realizada asi como por cada pareja
de vectores basicos repetidos. Por lo tanto asumiremos de ahora y en adelante que
en un monomio e;, - - - ¢;, los indices tiene el orden ¢; < --- < ¢;. De lo anterior se
sigue inmediatamente que

(2.14) dim Cl(V, q) = zn: (Z) —om,

k=0
Esto completa la prueba del teorema. (I
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COROLARIO 2.3. CU(V,q) estd caracterizada universalmente por la relacion
(2.9). Es decir, para cualquier R-dlgebra asociativa con unidad A y cada trans-
formacion lineal ¢ : V — A con la propiedad

(2.15) [p(0)]* + q(v)1a = 0.
Eziste un unico morfismo de R-dlgebras . : C¢(V,q) — A que hace conmutativo
el diagrama

(2.16) Ve——=CUV,q)
|
-
4 A
A.

En particular CL(V, q) es unica salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION. Cualquier aplicacion lineal ¢ : V' — A induce un homomor-
fismo de R-algebras ¢ : T(V) — A que extiende ¢ al algebra tensorial de V' [13].
Este morfismo esta definido en los generadores del algebra tensorial como

1—1
Vi, @+ Qg @(Uh)"'@(vik)'

La ecuacion (2.15) implica que ¢ se anula en el ideal Z,(V') y en consecuencia
¢ se factoriza a través de la proyecciéon canonica m, : 7 (V) — CU(V, q) mediante
un unico morfismo ¢, : C4(V,q) — A que actta en los generadores del algebra de
Clifford como @y (v, -+ v;,) = ¢ (vy,) - - - (v;,.). Es claro que ¢, hace conmutativo

el diagrama (2.16). Supongamos ahora que (CI(V, q),j:V <= CIV, q)) es otro

modelo de algebra de Clifford para (V, ¢). Los monomorfismos lineales
j: V= ClV,q), j:V—=CUV,q)
inducen morfismos j. : C4(V,q) — Cl(V,q), j. : CI(V,q) — Cl(V,q) tales que
jojx=1],joj«=J. Sesigue entonces que jo (j«0jx) =7y jo (jxoj«) =j. Asi
Im (j« 0 jx — 1) C kerj, Im (j. 0jsx — 1) C ker}j.

Esto solo es posibles si j, y jx son morfismos inversos. O

OBSERVACION 2.4. Usando la unicidad asegurada por el corolario anterior, es
sencillo verificar que (p o ¢), = @, o ¢, para cualesquiera dos aplicaciones lineales
@ v ¢ que preserven las correspondientes formas cuadraticas y es atn més facil ver
que idy, = idcg(v,q)- En otras palabras, C{( ) es un funtor covariante [13] de la
categoria de espacios cuadraticos en la categoria de R-algebras.

Consideremos ahora un elemento T' € O(V, q), de acuerdo con la observacion
anterior la accion canodnica O(V,q) x V' — V se extiende naturalmente a una ac-
cion de O(V, q) en CL(V,q). Mas aun, es facil ver que el homomorfismo asociado
O(V,q) — Aut CL(V, q) es inyectivo, esto quiere decir que podemos pensar a O(V, q)
como un subgrupo de AutC¢(V, ¢q). En particular la involucion P : V' — V definida
como P(v) = —v induce la descomposicion

(2.17) CUV,q) = Clo(V,q) ® Clr(V, q)

donde C¢y(V, q) := Ker (P, — id) se denomina parte par del algebra de Clifford y
Cl1(V,q) := Ker (Px + id) es la parte impar. Observe que Cly(V, q) , (resp. C¢1(V, q))
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esta generado por productos con un nimero par (resp. impar) de elementos bésicos
en V', de ahi el nombre de estos subespacios. También se satisface

(2.18) Cli(V,q)-Cl;(V,q) € Cliy;(Vig) ,i+j méd 2.

Un algebra con las propiedades (2.17) (2.18) se llama &lgebra Zs-graduada o
brevemente siperalgebra. Asi CL(V,q) es un ejemplo de stuperalgebra. El siguiente
resultado nos sera de utilidad mas adelante.

PROPOSICION 2.3. Eziste un isomorfismo de R-dlgebras
(2.19) Cl(r,s) ~ Cly(r,s + 1)
donde CLl(r,s) := CL(V™?®).

DEMOSTRACION. Sea {e1,...,esy1} una base g-ortonormal para V"™5*1 se si-
gue entonces de la definicién que
0 _ 0,541 _
V™Y = Spang{es,...,e }, Vst = Spang{e i1, ., €511}

Identificando V™ con Spang{e; |i # r + 1} podemos definir la transformacion
lineal ¢ : V™* — Cly(r, s+ 1) dada en los generadores por ¢(e;) = e,11¢;. Asi para
cada v € V™* se cumple

[<p(v)]2 = Z vl epp e eptt ej = Z viv? eiej = v = —q(v).
,j7#r+1 1,j7#r+1

Donde hemos usado que €2, ; = —1y {e,41,e,} = 0 para todo valor admisible
de k. Asi, la propiedad universal (2.15) implica que ¢ induce un morfismo de R-
algebras ¢, : Cl(r,s) — Cly(r,s + 1). Esta aplicacion es un epimorfismo pues

_ k 2k _ _
€iy " Cigp = (_1) er+1(6i1 T ei%) - :|:(6T+1€i1) T (eTJrleizk) - w*(ieil T eizk)'
La inyectividad de ¢, se verifica de manera similar. O

Estamos ahora en condiciones de definir los grupos mas importantes de este
trabajo, pero antes queremos concluir con esta seccion calculando algunas de las
algebras de Clifford de espacios de dimension baja. Para esto usaremos la convenciéon
introducida en la definicion 2.4 del espacio cuadratico V"°.

EJEMPLO 2.3. El primer ejemplo sale un poco del esquema establecido hasta
ahora ya que si tomamos como forma cuadrdtica en V' a la forma totalmente dege-
nerada g = 0, obtenemos que CL(V,0) es isomorfa al dlgebra exterior de V definida
como

AV = @ AV
0<p<n

Esto sigue inmediatamente de la relacion (2.9) en la pdgina 6. Observe que, en
general, existe un isomorfismo como espacios vectoriales q : AV — CL(V,q) para
todo espacio cuadrdtico (V,q) definido en los generadores como e;; N -+ A e;, —
€i, -+ - €, . Algunos autores llaman a esta aplicacidn isomorfismo de cuantizacion.

EJEMPLO 2.4. Salvo equivalencia existe dos espacios cuadrdticos unidimensio-
nales denotados como RO y RO1. Por otra parte, resulta que el dlgebra tensorial
de R se identifica naturalmente con el dlgebra de polinomios en una variable R[z],
por lo tanto se tiene un isomorfismo obvio C£(0,1) ~ C. El dglgebra correspondiente
a RY0 es la suma directa de dos copias de los reales como dlgebra sobre si mismo.
El isomorfismo C£(1,0) ~ R @ R estd inducido por 1+ (1,1) , e — (1,—1).
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EJEMPLO 2.5. Sea {e1, ea} una base ortonormal de R%2. Las correspondencias
i e, ] ey k — ejey identifican el dlgebra de Clifford C£(0,2) con los
cuaternios H.

EJEMPLO 2.6. C4(0,3) ~ He H. Esto puede verificarse facilmente notando que
el morfismo de R-dlgebras inducido por la biyeccion

(1,0) 1+ erezes (0,1) - 1 —ejezes
’ 2 ’ 2

(i,0) s 2274 (0,4) s 221 C8
’ 2 ’ 2

(j 0) . ese3 — €1 (0 j) s €2e3 + €1
’ 2 ’ 2

ese] — e ese1 + e
k,0)—» ————= 0,k) —» ——
( ) ) 2 ( ) ) 2

satisface las relaciones que definen el dlgebra de Clifford correspondiente. Por
supuesto, aqui {e1,ez,e3} es una base ortonormal de R%3. Observe ademds que
respecto a la descomposicion anterior, C£y(0,3) ~ H se encaja diagonalmente en
He H y la copia de R3 — Cl(0,3) se identifica con el espacio de cuaternios puros
« de la forma (o, —a).

EJEMPLO 2.7. Sea {v* |0 < u < 3} una base ortonormal para el espacio-tiempo
de Minkowski RY. Entonces C{(1,3) =~ Matayo(H) estd inducido por

o (0 1 L (0 i s (0 j s (0 k

Eziste otra representacion que se obtiene al remplazar los elementos 1,1, 7,k
por las matrices de Pauli extendidas

(-1 0 (01 (0 —i (1 0
=00 —1)> v=\1 0)> 2=\ i o) 7 \0o -1

de tal manera que las matrices ¥ para i = 1,2,3 sean antisimétricas por blo-
ques, es decir, que el bloque superior derecho sea igual a menos el bloque inferior
izquierdo

0 0 UO i 0 O'i
(2.20) Y H(Uo o) Yl o

donde o# = n*¥0,. A esta representacion, usual en textos de teoria cudntica,
se le conoce con el nombre de representacion quiral o representacion de Weyl.

EJEMPLO 2.8. Para obtener la representacion matricial del dlgebra de Clifford
en 4 dimensiones euclidianas C£(0,4) en la base quiral o de Weyl simplemente
identificamos los generadores {v" |1 < p < 4} con las matrices

0 et
i
(2.21) ~H = <_(6M)T 0)
donde et denota el andlogo euclidiano de las matrices de Pauli. Explicitamente

L (10 > (0 1 s (0@ 4 (i 0
e_<01)’6_(1 O)’e_io’e_()i'

Note que a diferencia de la matrices de Pauli; (e*)? = —idaxe. De hecho,
{e" |1 < p < 4} es una base para una representacion de los cuaternios H ~ C¢(0,2).
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EJEMPLO 2.9. El dlgebra de Clifford del “tiempo-espacio” de Minkowski R3!,
generado por elementos ortonormales {7o,...,7vs}, es isomorfa a Matyx4(R). La
identificacion se induce por la correspondencia

N 77:0'2 0 N 01 0 N g3 0 ey 0 g3
0 0 iUQ ’ m 0 01 ’ 72 0 g3 ’ 73 g3 0 ’

Matematicamente no es sorprendente observar que C4(1,3) y C¢(3,1) no son
isomorfas como R-&lgebras asociativas. Sin embargo, este resultado advierte un
problema de ambigiiedad desde el punto de vista de la fisica, en donde se usan de
manera indistinta los espacios R y R*! como modelos del espacio-tiempo. Es-
to se soluciona formalmente tras notar que la complezificacion C¢(1,3) ®g C y su
contraparte simétrica C¢(3,1) ®g C resultan isomorfas a Maty4(C) como algebras
asociativas complejas. Este hecho se justifica tedricamente si se interpreta a la com-
plexificaciéon como una forma de asignar carga eléctrica a los campos espinoriales
que describen al electréon.

Concluimos la seccion mencionado que el algebra de Clifford de cualquier espa-
cio cuadratico V™*® puede calcularse usando algunos de los isomorfismos dados en
los parrafos anteriores junto con un par de resultados adicionales que pueden con-
sultarse en el capitulo I, seccion 4 de [16]. De esta clasificacion se sigue que todas las
algebras de Clifford se identifican ya sea con el algebras de matrices Matok yox (IF)
si s+ 1%r méd 4 o bien con Mator yor (F) @ Matgr yor (F) si s+1 =7 mdd 4 para
algin valor adecuado de k, y donde F es una de las tres posibles R-algebras de
division R, C, H.

3. Grupos Spin y Spin®

Comencemos notando que cualquier elemento v € V que no es anulado por
q representa un elemento invertible de C4(V,q). Es claro que el elemento inverso
v~! esta dado por —1/q(v)v. Mas generalmente podemos considerar el grupo de
unidades C£*(V, q) asociado al dlgebra C4(V,q). Este grupo actia por conjugacion
en el algebra de Clifford. Es decir, existe un homomorfismo de grupos
(3.1) Ad: CO*(V,q) — Aut CL(V, q)

& — Adg

llamado representacion adjunta
(3.2) Adegx =€x¢ ™t

La siguiente proposicién muestra que la restriccion de esta representaciéon a
los elementos invertibles de V' < Cl(V, q) preservan este encaje y en consecuencia
puede considerarse como una acciéon en V.

PROPOSICION 3.1. Sean v,w € V tal que q(v) # 0. Entonces —Ad, actia como

una reflexion a través del hiperespacio q-ortogonal a v, esto es
bg(w,

(3.3) —Ade:w—QMv
q(v)

Ademds se satisface la ecuacion Ad; q = q.

DEMOSTRACION. De las identidades; v = —1/q(v)v , {w,v} = —2b,(w,v)
se sigue inmediatamente que

—q(v)Ad, w = vwv = —v*w — 2b,(w,v)v = g(v)w — 2b, (w, v)v.
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Para ver que la acciéon adjunta preserva la forma cuadratica g, recordemos que
g(v) se obtiene de evaluar la forma bilineal asociada b, en la diagonal de V' x V.

by )] T by(w,)
) *q[2 ) }

(A% q) (w) = g —w+2"qg§‘;’)”v = ¢ (~w)

O

De regreso a la discusion general, recordemos que la naturaleza funtorial de las
algebras de Clifford permite identificar a O(V, ¢) con un subgrupo de AutC4(V,q)
que preserva el subespacio V' < Cl(V,q) asi como la estructura de stperalgebra
de CL(V, q) definida anteriormente por 2.17 , 2.18 en la pagina 9. Una consecuencia
inmediata de la proposicion 3.1 es que la imagen de la representacion adjunta esta
contenida en el subgrupo antes mencionado. Observe ademés que Ady, = Ad, para
todo t € R* y todo elemento v € V', este hecho nos conduce de manera natural a
la siguiente

DEFINICION 3.1. Denotamos como Pin(V, ¢) al subgrupo de C£*(V, q) generado
por los elementos v € V tales que ¢(v) = £1, es decir por elementos en la g-esfera
unitaria contenida en V. Es para nosotros de suma importancia el subgrupo

(3.4) Spin(V, q) == Pin(V,q) N Clo(V, q).

En otras palabras, Pin(V, q) es el grupo de todos los productos de elementos en
la g-esfera unitaria mientras que Spin(V, q) esta generado por aquellos monomios
con un numero par de factores unitarios.

OBSERVACION 3.2. Pin(V,q) contiene una base de C4(V,q) como espacio vec-
torial mientras que Spin(V, ¢) contiene una base del subespacio vectorial C¢y(V, q).
En consecuencia

e Dos representaciones (reales o complejas) de C¢y(V, q) cuyas restricciones a
Spin(V, ¢) coinciden son necesariamente representaciones isomorfas.

e Si A un modulo (real o complejo) sobre Cly(V,q) y A’ C A es invariante
bajo la accion de Spin(V, q), entonces A’ es un Cly(V, ¢)-submodulo.

Las afirmaciones analogas para Pin(V, q) y C4(V, ¢q) son igualmente ciertas.

Veamos a continuacion algunos ejemplos explicitos de estos grupos asociados a
las algebras de Clifford que calculamos en la pagina 9.

EJEMPLO 3.1. Dado que C{(0,1) ~ C tenemos que Pin(0,1) es el grupo ciclico
de orden 4 generado por +i mientras que Spin(0,1) es el subgrupo de orden dos
generado por £1. En resumen Pin(0,1) ~ Z4 y Spin(0, 1) ~ Z,.

EJEMPLO 3.2. Bajo el isomorfismo C£(0,2) ~ H el circulo unitario contenido
en plano se identifica con los cuaternios de la forma cos8i + senfj. Es facil ver
que el producto de cualesquiera dos de estos elementos pertenece al circulo unitario
contenido en el plano generado por 1 y k = ji, por lo tanto Spin(0,2) ~ U(1).

EJEMPLO 3.3. Spin(0,3) ~ SU(2). Para ver esto considere la transformacion
lineal real
CE ROA — Matgxg((C)

(’UO ’Ul ’112 ’U3> s ’UO + ’l:US —Ul + iU2
) ) ) ’Ul + Z‘UQ UO _ Z',US .
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Un par de cdlculos elementales prueban que para cada v = (v9,v!,v2 v?) las
siguientes relaciones se satisfacen

det ©(v) = || v |, O(v)'O) = |lv|* 12

donde T denota la conjugacion hermitica en Matay2(C) y 12 denota la identidad
de 2 x 2. Por lo tanto, la esfera unitaria S* — R%* se mapea bajo © en el grupo
unitario especial

(3.5) SU(2) = { U € Matay(C) |UUT = 1, detU = 1 }

Como Spin(0,3) C Cly(0,3) ~ H ~ R%* estd generado por la esfera unitaria,
la afirmacion se sigue.

De acuerdo con la proposiciéon 3.1 la representaciéon adjunta acttia en V' por
isometrias que salvo un signo (miembro izquierdo de (3.3)) son reflexiones, esto
quiere decir que Ad : C£*(V,q) — O(V,q) no se comportan bien con respecto a
la orientacion. Por ejemplo, cuando la dimensién de V' es impar, Ad, preserva la
orientacion para cada v € V. En contraste, una reflexion siempre invierte la orien-
tacion. La manera de remediar esta situacion es introducir un signo adicional en la
representacion adjunta mediante P,. A esta modificacién, plenamente discutida en
[16], se le denomina representacion adjunta torcida. Este problema no es relevante
para nosotros pues tnicamente nos interesa la restriccion de esta representacion al
subgrupo Spin(V, q) que al estar contenido en la parte par de C4(V,q), actiia en V
mediante transformaciones que preserva orientacion.

De ahora y en adelante Ad : Spin(V,q) — SO(V,q) hara referencia a esta
restriccién a menos que explicitamente se indique lo contrario. Para estudiar las
propiedades de este mapeo, conviene introducir a la discusién una version general
del resultado clasico de la geometria euclidiana bidimensional que caracteriza a
cualquier rotacion como una composiciéon de hasta dos reflexiones. La generalizaciéon
de este resultado a otros espacios cuadraticos se conoce como teorema de Cartan-
Dieudonné, que a continuacion enunciamos. El lector encontrara en [1] pp. 129-130
o bien en [50] pp. 10-12 una discusion detallada de este resultado.

TEOREMA 3.1 (Cartan-Dieudonné). Todo elemento del grupo de isometrias
O(V,q) se escribe como una composicion de a lo mas dim V' reflexiones.

Por otra parte, es claro que el niicleo de la representaciéon adjunta esta for-
mado de todos los elementos en Spin(V,¢) que conmutan con cada vector en V.
Las siguientes proposiciones caracterizan al conjunto de elementos en C¢(V, q) que
conmutan con todos los elementos de V, asi como su interseccion con Spin(V, q).

PROPOSICION 3.2. Sea Z [CZ(V,q); V} = {§ € CUV,q) | [f, U] =0 Vv e
V}. Entonces

Z[Cﬁ(V,q);V]:{ R st n=dimV es par

ReR st n=dimV es impar.

En el primer caso, R estd generado por 1; en el seqgundo caso, RO R estd generado
porl yei---en.
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DEMOSTRACION. Es claro que cualquier multiplo escalar de 1 es un elemento
central. Consideremos ahora una base g-ortonormal {ei,...,e,} — V. Dado que
cualquier elemento conmuta con sigo mismo, es facil verificar mediante un céalculo
directo que

(3.6) ej (i - e5) = (=1)* 00D (g - vey) e
donde el signo (—1)%(1:#:7) esta dado por

o (-1)F 1 si j=i, paraalgin 1<ky<k
'alkvj):

3.7 15 -
(3.7) s(i1 (—1) si j#iy paratodo 1<k <k.

Si la dimensiéon de V' es par, vemos que [el e ln, ej] # 0 paracadal < j <n.
Asi que en este caso, es imposible para un elemento en Z [CK(V, q); V] tener una
componente no nula de grado n. Si por el contrario V tiene dimensiéon impar,
ey -+ - e, conmuta con cada generador de V', consecuentemente [el ceep, v] =0
para todo v € V. En este caso, los elementos de Z [Cé(V, q); V} genéricamente

pueden tener componente no cero de grado n. Supongamos ahora que existe £ €
Z[Ce(V,q); V] de la forma
501+£k€1’1'-'€ik +£nel"'en7 §O7£k7£neR;
con " = 0 si n es par y arbitrario en caso contrario. La eleccion de £ implica
que &F [eii e v] = 0 para cada v € V. Observando las ecuaciones (3.6) , (3.7)
notamos que siempre podemos elegir v de manera que [eii e U] =% 0. Por
lo tanto, la tinica manera de no entrar en contradiccién con la eleccién de £ es

que £¥ = 0. Esto prueba que Z [CK(V, q); V] consta tnicamente de los espacios
enunciados al principio de esta proposicion. (I

OBSERVACION 3.2. Como C/(V, q) es un algebra asociativa generada por V no-
tamos que Z [Cf (V,q); V] no es otra cosa que el centro del algebra, que denotaremos
por Z [CU(V, q)].

Se sigue inmediatamente de la proposiciéon 3.2 que la interseccion de Z [CE (v, q)]
con la parte par del algebra de Clifford esta generada por los multiplos escalares de
1. En particular, Z [CE(V, q)] N Spin(V, q) esta contenido en el grupo de elementos
invertibles R*. Especificamente se tiene la siguiente

PROPOSICION 3.3. Spin(V,q) NZ [C(V,q)] = {+1}.

DEMOSTRACION. Sea (-)! la involucion de C£4(V, q) inducida por la aplicacién
V1 R Rk — v ® -+ ®wy. Usando esta aplicaciéon definimos el homomorfismo
norma N : C£*(V,q) — R* como N (&) = & P,(¢"). Un calculo directo muestra que
la imagen de N restringido a Spin(V, ¢) esta contenida en {+1}. Adicionalmente
observe que N : Spin(V,q) N Z [C{(V,q)] — {+1} actia elevando al cuadrado su
argumento. Por lo tanto, cualquier elemento central contenido en Spin(V,q) es un
real no nulo cuyo cuadrado es igual a 1. O

TEOREMA 3.3. Para cada espacio cuadrdtico (V,q) la representacion adjunta
completa la sucesion exacta corta
(3.8) 1 — Zs — Spin(V, q) — SO(V,q) — 1.

Mads ain, si (V,q) tiene dimension al menos dos y es distinto al espacio hiperbolico
V1 Ad presenta a Spin(V,q) como un recubrimiento doble no trivial de SO(V,q).
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DEMOSTRACION. El teorema de Cartan-Dieudonné 3.1 implica que Ad es un
epimorfismo. Las proposiciones 3.2 y 3.3 prueban que Ker Ad ~ Z, estableciendo asi
la primera parte del teorema. En [39] se demuestra, usando teoria de recubrimientos,
la existencia de una unica estructura diferenciable que convierte a Spin(V, ¢) es un
grupo de Lie. Con respecto a esta estructura de grupo de Lie, el recubrimiento
doble Ad : Spin(V, q) — SO(V, ¢) resulta ser una morfismo suave entre grupos de
Lie, esto es, un homomorfismo de grupos de Lie. En particular, la sucesion (3.8)
induce via diferenciacion la siguiente sucesion exacta de espacio vectoriales

0 — spin(V, q) — so(V,q) — 0

que exhibe a la representacion adjunta Ad : Spin(V,q) — SO(V,q) como un
difeomorfismo local y en particular como un recubrimiento. Supongamos ahora que
V' tiene dimension al menos 2 y es distinto al espacio hiperboélico. Para ver que este
recubrimiento doble es no trivial, basta mostrar que podemos conectar 1 con —1
mediante una trayectoria & : [0,1] — Spin(V, ¢). Nuestras hipotesis garantiza que
podemos encontrar dos elementos linealmente independientes e1,eo € V' tales que
g(e1) = g(e2) = 1 o bien g(e;) = g(e2) = —1. En funcion del signo que adquiere
g en e1 y ey, las trayectorias &4 (t) := =+ cos(mt) + sin(nt)e; ez comienzan en %1,
terminan en F1 y se factorizan como

Er(t) = |:COS (gt) e1 +sin (gt) 62} [Sin (gt) €y — COS (gt) el}
E_(t) = [cos (gt) e; — sin (gt) 62} [Sin (gt) es + cos (gt) el} ,
mostrando asi que £4(t) € Spin(V, ¢q) para cada valor de t. O

COROLARIO 3.4. Paran > 3, Spin(0,n) es el recubrimiento universal de SO(0,n).

DEMOSTRACION. El teorema de clasificaciéon de recubrimientos sobre un espa-
cio X “suficientemente conexo” ® (ver [18, 17]|) establece una biyeccion natural,
llamada conezion de Galois, entre los subgrupos de indice k del grupo fundamental
71 (X) y los recubrimientos de k hojas sobre X. Como 7 (SO(0,n)) = Zs cuando
n > 3, el corolario se sigue inmediatamente. O

Un calculo similar al realizado anteriormente muestra que para 1 < i < j <
n, las curvas &;;(0) := cosf + sinfe;e; se encuentran inmersas en Spin(V,q) si
n > 2 y pasan por el elemento identidad cuando # = 0. Por tanto, los n(n —
1)/2 generadores infinitesimales de Spin(V, ¢) determinados por &;(0), son e;e; €
spin(V, q) C cl*(V, q) := CL*(V,q).

Por otro lado, bajo el isomorfismo de espacios vectoriales q : C4(V,q) — AV
inducido por e;, ---e;, — e;; A---Ae;,, el dlgebra de Lie de Spin(V, q) se identifica
con el espacio de bivectores A?V. Este espacio nos da una base para el 4lgebra de
Lie so(V, ¢q) asociada al grupo SO(V, q) via la correspondencia que a cada bivector
v A w le asocia la transformacién que acttia en los elementos € V' de la siguiente
forma

(3.9 v Aw(x) = by(v, x)w — bg(w, z)v.
Esta construccion establece un isomorfismo entre spin(V, q) y so(V, q) solo al

nivel de espacios vectoriales. Para obtener el isomorfismo como &lgebras de Lie,

3Por ejemplo un espacio con el tipo de homotopia de un CW complejo, o en nuestro caso,
una variedad suave, satisfacen las hipotesis de este teorema.
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usamos la diferencial de la representacion adjunta calculada en la identidad y que
denotaremos simplemente por ad.

COROLARIO 3.5. El isomorfismo ad : spin(V, q) — so(V, q) satisface

1
(310) ab(eiej) = 261' A €j, abfl(ei N Gj) = Z [61', ej] .
DEMOSTRACION. Una sencilla aplicaciéon de la regla de la cadena muestra que
[@;1]/ (0) = —&;;(0) = —e;e;. Luego, como ad(e;e;) € s0(V,q) C EndV, evaluamos

la diferencial de la representaciéon adjunta en un elemento w € V para determinar
la forma de ad(e;e;) para i < j <n

ad(ee)(w) = e;ejw — wege;
= ejejw — [—e;w — 2bg(w, e;)] e;
= ejejw + e;we; + 2bg(w, €;)e;
= e;je;w + e; [—ejw — 2bg(w, €;)] + 2bg(w, €;)e;
= 2[bg(w, ei)e; — bg(w, e;)e;]
= 2e; Nej(w).
Finalmente: [e;, ;] = e;e; — eje; = 2e;e; = 4ad " (e; Aej). O

Ahora vamos a usar los resultado establecidos hasta el momento para determi-
nar el grupo més relevante para este trabajo, que es Spin(0, 4).

EJEMPLO 3.4. En el ejemplo 3.3 exhibimos un isomorfismo R-lineal © entre el
espacio euclidiano R%* y las matrices Matoyo(C). Esta identificacion induce dos
acciones isométricas de SU(2): una derecha SU,(2) x R%* — R y una izquierda
R%% x SU_(2) — R%* que ademds preservan orientacion. Asi, podemos definir un
homomorfismo

SU,(2) x SU_(2) — SO(0,4)
Uy, U_) = U0 (UL

que evaluado en un elemento v € R%! es igual a U.,.@(’U)Uj. Es claro que esta
aplicacion es dos a uno con dominio S® x S3, que es una variedad simplemente
conezxa. Asi, este homomorfismo es el recubrimiento universal de SO(0,4) y por lo
tanto, Spin(0,4) ~ SU, (2) x SU_(2).

Por razones que quedaran claras més adelante, necesario discutir la version
compleja de las construcciones que hemos realizado hasta el momento. Es decir, de-
bemos estudiar la complexificacion del algebra de Clifford C4(V, q), definida como
ClC(V,q) = Cl(V,q) ®r C, asi como también los analogos complejos de Pin(V, q) y
Spin(V, ¢), que por consistencia denotaremos como PinC(V, qQy SpinC(V7 q) respec-
tivamente. En adelante, los productos tensoriales se toman sobre el campo real a
menos que explicitamente se indique otra cosa.

PROPOSICION 3.4. La aplicacion J : CLC(V,q) — CLE(V,q) definida en los
generadores € @ z como J(§ ® 2) = £ Riz es una estructura compleja.

DEMOSTRACION. La construccién conocida como extension de escalares garan-
tiza que J es una transformacién R-lineal bien definida [13]. Es claro que J? = —id,
por lo tanto .J es una estructura compleja en C£(V, q). (]
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La extension R-lineal de J convierte a C£€(V, ¢) en un espacio vectorial sobre
C de dimensién compleja 2™ que contiene como subespacio real a la copia algebra
de Clifford dada por C4(V,q) ® 1. Es por esto que de ahora y en adelante usaremos
la notacion reducida z{ para referirnos a £ ® z, asi J(§ ® 1) = €. Debido a la
naturaleza funtorial del producto tensorial, los resultado que hemos obtenido con
anterioridad para las dlgebras de Clifford reales se generalizan al caso de las algebras
complexificadas. En particular, la versién compleja del corolario 2.3 implica que
ClC(V,q) ~ ClV ® C,q ® C) como algebras complejas. Aqui, ¢ ® C es la forma
cuadratica compleja inducida por la extension a V ® C de la forma bilineal real
by. Observe que al escribir la forma cuadratica ¢ en su representacién diagonal
diag(—1,...,-1,1,...,1), ¢ ® C admite una descripcion diagonal equivalente a la
forma cuadratica estandar diag(l,...,1). En otras palabras, sobre el campo de los
nimero complejos existe un tnico espacio cuadratico de dimensiéon compleja n que
puede pensarse como la complexificacion del espacio euclidiano real de dimensién
n. De esta manera, obtenemos como una consecuencia inmediata de la proposicién
2.3 y el parrafo anterior la siguiente

PROPOSICION 3.5. Para cada n, existe un isomorfismo de C-dlgebras
(3.11) ClC(n) ~CLE(n+1).

EJEMPLO 3.5. En el ejemplo 2.4 mostramos que C€(0,1) ~ C, por lo tanto se
tiene que CL(1) ~ C ® C. Mds aiin, se puede probar que la transformacion lineal
inducida por

1
(1,0) —» = (1©1+i®1)

— DN

(0,1) — 5(1@1—2’@2’)
es un isomorfismo complejo entre Ce C y C® C.

EJEMPLO 3.6. Hemos visto en el ejemplo 2.5 que C£(0,2) ~ H. Por otra parte,
a cada cuaternio al + i + vj + 0ij = al + Bi + (y1 + §i)j, le podemos asociar
un nimero hipercomplejo z + wj definiendo z = al + i y w = y1 + di. Con estas
identificaciones en mente podemos pensar al dlgebra de Clifford C£(0,2) como el
conjunto de todas las matrices con entradas complejas de la forma

(3.12) ( wz _IZ) .

Mds atn, es fdacil ver que la construccion anterior define un monomorfismo R-
lineal CL(0,2) — Matax2(C) que tras extender escalares, resulta ser un isomorfismo
complejo. Por lo tanto CL®(2) ~ Matgy2(C).

El siguiente enunciado nos permite determinar, inductivamente y salvo isomor-
fismo, la serie completa de dlgebras de Clifford complexificadas.

TEOREMA 3.6. Para toda n € N existe un isomorfismo de dlgebras complejas
(3.13) ClC(n+2) ~ CLC(n) @c CL2).

DEMOSTRACION. Sea {eq,...e,} una base ortonormal de un subespacio com-
plejo W C V®C de codimension dos y {€1, €2} una base ortonormal del subespacio
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complementario W, Definimos ¢ : V ® C — C£€(n) ®c Cl(2) en los generadores
de acuerdo a la correspondencia

ej’i>iej®€162 1<5<n, - 1@e, 1<k<2.

Como la estructura de dlgebra en C£C(n) ®c C4(2) estd dada por el producto
tensorial de las estructuras en cada uno de los factores, el elemento identidad esté
dado por el producto de las identidades 1 ® 1. Asi tenemos que

[p(e)]? = (ie; @ e162)? = i€ © (e162)? = (=1)* @ —€fe; = —(¢@ C)(e;)1 @ 1.

De manera anéloga se verifica que [p(ex)]? + (¢ @ C)(ex)1 ® 1 = 0. Entonces,
usando la version compleja de la propiedad universal (2.3) y la extension de escala-
res, ¢ induce un tnico morfismo de C-algebras ¢, : C£C(n+2) — CLC(n) ®c CL(2).
Es claro de la definiciéon de ¢ que @, es un epimorfismo mas atn, como el dominio
y el rango tienen dimensién compleja 2712, concluimos que ¢, es un isomorfismo,
estableciendo asi el enunciado del teorema. O

COROLARIO 3.7. Para cada valor de k > 0 se tiene

MatQk %2k ((C) D MatQkXQk ((C) Si n = 2k —+ 1

3.14 Cl%(n) ~
(3.14) (n) { Matgk o (C) st n=2k.

DEMOSTRACION. Las propiedades de bilinealidad de ®¢ implican que
(C @ C) ®c Matgr wox (C) =~ Matgr wox (C) ® Matgr 4 9x (C) Vk
Mathk((C) Rc Matrw((C) ~ Materkr((C) Yk, r

El resultado se sigue de aplicar recursivamente el teorema 3.6 partiendo de los casos
basicos k =0y k = 1 establecidos en los ejemplos 3.5 y 3.6. (I

El lector puede comparar el teorema 3.6 con los resultados de [16] pp. 33 para
convencerse de que la teoria de representaciones de las algebras complexificadas
CLE(r + s) es bastante mas simple que la de su contraparte real C/(r, s), que como
hemos mencionado en la pagina 11, queda determinada por las dlgebras de division:
R, C y H de manera similar a la de la serie de algebras complexificadas. El siguiente
enunciado concreta de manera rigurosa esta afirmacion.

TEOREMA 3.8. Sea T, y T;‘is el numero cardinal de los conjuntos de cla-

ses de isomorfismo de representaciones irreducibles reales de Cl(r,s) y CLC(r + s)
respectivamente. Entonces, ambos nimeros son finitos e iguales a

2 ) +1= 5d 4
(3.15) - { st 8 r  mo
1 en otro caso
(3.16) Ye _ 2 st s+r=0 mod 2
' N | en otro caso.

DEMOSTRACION. Sea [ una de las tres algebras de divisién reales. El teorema
de Wedderburn [13] establece que las algebras de matrices Mat,, xm (F) son, salvo
isomorfismo, las tnicas R-algebras simples. En particular, el espacio vectorial real
F™ es, salvo isomorfismo, el tinico moédulo simple sobre Mat,, xm, (F).

En otras palabras, la representacion tautologica p” : Mat,, xm (F) x F™ — F™

es la tnica representaciéon irreducible. Asi, A := Mat,} ., (F) @ Mat,,,,.(F) es
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un &lgebra real semisimple con dos representaciones irreducibles p* = p” o 7,
donde 7% es la proyeccion de A en cada uno de sus sumandos. Las representaciones
pt v p~ son inequivalentes, puesto que cada isomorfismo de representaciones @
cumple que ® o pt o d~! = p~, ecuacién imposible de satisfacer para el elemento
(1,,—1_) € A. Por lo tanto, p* representa a las tinicas dos clases de isomorfismo
de representaciones irreducibles de A.

Puesto que la serie de algebras de Clifford reales asi como sus complexificaciones
estan determinadas por el dlgebra de matrices Mat,, x.(F) para ciertos valores
particulares de m iguales a 2¥: el teorema se sigue del corolario 3.7 para el caso
complejo, y de la clasificacion de las algebras de Clifford dada en el capitulo I,
seccion 4 de [16] para el caso real. O

Ahora vamos a concentrar nuestra atencion en el analogo complejo de los grupos
Spin(V, q) que hemos estudiado hasta el momento.

DEFINICION 3.3. Considere el grupo de elementos invertibles C£Z (n) contenido
en C£%(n). Definimos al subgrupo Pin(n) C C£X(n) como el grupo generado por
Pin(n) y U(1). Analogamente, Spin®(n) esta generado por Spin(n) y U(1). En otras
palabras tenemos que, como conjuntos

Pin®(n) = {z§ eCli(n)|zeU(1), Ee Pin(n)}
Spin€(n) = {zg eclin)|zeUQ), ce Spin(n)}.

De acuerdo con la definicion de C¢€(n), podemos pensar a Spin(n) x U(1)
como un subgrupo de Autc C£C(n). Con esta aclaracion en mente, vamos a dar
una caracterizacion de Spinc(n) como el espacio de 6rbitas de una acciéon de Z; en

Spin(n) x U(1).
PROPOSICION 3.6. Spin®(n) ~ Spin(n) xz, U(1) para cada n € N.

DEMOSTRACION. Por definiciéon de Spinc(n), existe un epimorfismo natural
Spin(n) x U(1) — Spin®(n) definido como (£,z) + z£. Es claro que el nicleo de
este homomorfismo consiste de las parejas (o, «™!) tales que a € Spin(n) N U(1).
Una ligera modificaciéon del argumento dado en la prueba de la proposicién 3.3
muestra que también en el caso complejo Spin(n) NU(1) = {(£1,£1)} ~ Zs. Por
lo tanto, Zz acttia como un subgrupo normal de Spin(n) x U(1). O

El siguiente parrafo esta basado en los ejemplos 3.1 , 3.2 y 3.3 proporcionados
en la pagina 12, y en el resultado 3.4 en la pagina 16.

EJEMPLO 3.7. Sabemos que Spin(0,1) ~ Zo, asi, de acuerdo con la caracteri-
zacion anterior tenemos que Spin® (1) ~ Zy xz, U(1) ~ U(1).
EJEMPLO 3.8. Como Spin(0,2) ~ U(1), se tiene que Spin®(2) ~ U(1) xz, U(1).
EJeEmpPLO 3.9. Usando que Spin(0,3) ~ SU(2), definimos el homomorfismo
natural
SU(2) x U(1) — U(2)
(U, z) — 2U

de inmediato notamos que zU es un elemento del grupo unitario bidimensional,
mds atin, dado cualquier elemento U’ € U(2) es fdcil ver que la pareja (271U’, 2) con
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z = +v/det U’ va a U’ bajo el homomorfismo en cuestion. Como cualquier elemento
en el micleo de este homomorfismo satisface U = 27115 € U(2) N U(1), obtenemos
que 1 =detU = det 27115 = 272, Por lo tanto z = £1 y U = £1,.

EJEMPLO 3.10. Veamos que Spinc(4) se identifica con el producto de dos copias
de U(2) fibrado por el determinante. Para esto, recordemos la definicion de producto
fibrado. Dados tres grupos G, H, K y homomorfismos a: G — K , f: H — K, se
define el producto fibrado

(3.17) GoxgH = {(g,h) €Gx H|alg) = 6(11)}.

Es facil ver que GoxgH es un subgrupo del producto G x H ; que hace conmutar
el siguiente diagrama respecto de las proyecciones llg(g,h) :==g , lIg(g,h) :=h

GQXQHLH

i y

G K.

(0%

Ademdas, GoxpgH es un pull-back en la categoria de grupos [13]. De regreso
al ejemplo que nos compete, apliquemos la construccion anterior a los grupos G =
H=1U(2), K=U(l) y a =B = det para verificar que la aplicacion

SUL(2) x SU_(2) x U(1) — U4(2) Xget U—_(2)
(U4, U-),2) — (2Uy4, 2U-)

es un epimorfismo con nicleo Zy *. La aplicacion en cuestion es un homo-
morfismo bien definido ya que se satisface la identidad det 2U, = 22 det U, = 2% =
det zU_. Es un epimorfismo pues por el ejemplo 3.9 sabemos que coordenada a coor-
denada es sobre. Si (zUy,2U_) es el elemento identidad, se sigue inmediatamente
que Uy = +15 y z = £1, asi, el nicleo de SU(2) x SU_(2) x U(1) = U4 (2) Xget
U_(2) es isomorfo a Zo. Finalmente, como Spin(0,4) ~ SU(2) x SU_(2), el enun-
citado al inicio de este ejemplo queda probado.

Para concluir esta seccién, veamos como se relaciona SpinC(n) con los grupos
de rotaciones U(1) y SO(n).

TEOREMA 3.9. Las siguientes sucesiones son exactas para cada n € N.

(3.18) 1 — Zy — Spin®(n) % SO(n) x U(1) — 1
(3.19) 1 — U(1) — Spin€(n) 295 s0(n) — 1.

Si ademds n > 2, cada uno de estos recubrimientos® es no trivial.

DEMOSTRACION. El homomorfismo 3.18 estd definido como 9(z€) = (Adg, 22).
Es claro que este es un epimorfismo dos a uno. El homomorfismo z + 22 es un recu-
brimiento doble no trivial, igualmente lo es la representacion adjunta cuando n > 2

4Ahora y en adelante, U (2) X qet U_(2) sera la notacion para U (2)get X det U—(2)
5Formalmente, Spin®(n) es un U(1)-haz principal sobre SO(n), que es no trivial si n > 3, y
no un recubrimiento como afirmamos en el teorema 3.9.
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como vimos en 3.4. Esto demuestra la primera parte del enunciado. El homomor-
fismo Ad® en la sucesion 3.19 es la extension compleja de la representacion adjunta
que acttia en C£C(n) por conjugaciéon. Observe que Ad® es invariante respecto de la
accion de C* dada por la multiplicacion escalar, es decir Adfg = Ad«g = Ad¢ para

todo z € C*, pero a diferencia de su contraparte real, Spinc(n) contiene por defi-
nicion a una copia de U(1) C C*. La observacion anterior junto con la proposicion
3.3 muestran que Ker Ad® ~ Z; xz, U(1) ~ U(1). O

OBSERVACION 3.10. En el caso de Spin©(4) ~ U, (2) X 4et U_(2), el homomorfis-
mo 1 factoriza al homomorfismo determinante det : Spin®(4) — U(1) definido como
det(Uy,U_) = det Uy, es decir, det = 7 0 9, con 7 la proyeccion canénica sobre el
factor unitario de SO(4) x U(1). Para ver esto, basta reescribir un elemento dado
(U, U_) € Spin®(4) como el producto z(Uy,U_), donde z := \/det U, € U(1) y

(U, U-) == (27U4,271U_) € SUL(2) x SU_(2) ~ Spin(4).
4. La Representacion Espinorial de Spin(C

A lo largo de nuestra exposicién ha quedado demostrado que las algebras de
Clifford guardan una estrecha relaciéon con el grupo de isometrias de un espacio
cuadratico V"°. Esto en ultima instancia nos llevo a deducir la existencia de una
version simplificada de los grupos de rotaciones SO(r, s), a saber, Spin(r, s). Es-
tos grupos gozan de la extraordinaria propiedad de contar con al menos tantas
representaciones como SO(r, s). Para hacer explicita esta afirmacién, supongamos
que p: SO(r,s) — AutpWW es una representacion lineal sobre un campo arbitrario
F; entonces la aplicacion Ad o p es una representacion de Spin(r, s) inducida por
una representacion de SO(r,s). En vista de la sucesion exacta 3.19, ciertamente
ocurre un fenémeno analogo en el caso del grupo Spin(c(r + s). Por lo tanto, una
pregunta natural es si el reciproco de estos enunciado son igualmente ciertos, es
decir, jTodas las representaciones de Spin(r,s) y Spin(c(r + s) estaran inducidas
por representaciones de SO(r, s)?

La siguiente proposicién nos da condiciones necesarias y suficientes para que
una representacion de Spin(r, s) descienda a una representacion de SO(r, s).

PROPOSICION 4.1. Sea p : Spin(r, s) — AutgW wuna representacion no trivial.
Entonces, existe una representacion p : SO(r,s) — AutgW que hace conmutativo
el diagrama

p
(4.1) Spin(r, s) — AutgW
7
ad|
SO(r, s).

sty solo si p(—1) = 1.

DEMOSTRACION. Es claro que si p se factoriza a través p, necesariamente ocurre
que —1 € Ker p. Para probar que esta condicién es también suficiente, basta notar
que p([€]) := p(§) es un homomorfismo de grupos bien definido para cada miembro
[€] € Spin(r, s)/Zs =~ SO(r,s). Como [£] consta de los elementos ¢, lo tnico que
hay que verificar es que p(—&) = p(§); pero esta tltima afirmacion es consecuencia
directa de la hipotesis p(—1) = 1. O
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OBSERVACION 4.1. Un segundo de reflexiéon en torno a los argumentos propor-
cionados en la prueba anterior, revela que en realidad la afirmacién contenida en 4.1
es cierta para cualquier campo F # Zs. Es decir, W puede ser un espacio vectorial
sobre un campo arbitrario IF con la obvia excepcion de Zs.

Como hemos mencionado en la pagina 11, cada éalgebra de Clifford C4(r, s) se
identifican ya sea con un algebra de matrices con coeficientes en R, C, H o bien con la
suma directa de dos copias de estas mismas algebras. Asociado a este isomorfismo,
se tiene un espacio de representacion ¥ (r, s) que adquiere una estructura de modulo
izquierdo sobre C{(r, s). A partir de esta construccién se obtiene una representacion
natural

(4.2) A, s : Spin(r, s) = AutgX (r, s)

dada por la restriccion a Spin(r,s) C Cly(r,s) C C€(r,s) del isomorfismo en
cuestion. Claramente, A, ; es una representacion genuina de Spin(r, s) pues manda
a —1 en si mismo. El teorema 3.8 implica que esta representaciéon, conocida con
el nombre de representacion espinorial real, es: irreducible si s +1 = r mdd 4, o
bien una suma directa de dos representaciones irreducibles. Mas atn, esta es una
representacion distinguida, puesto que es la tnica representacion de Spin(r, s) que
automaticamente se extiende a una representacion irreducible del algebra ambiente
C{(r, s). La generalizacion de la proposicion 4.1 para el caso de los grupos Spin(C (r+
s) requiere de algunas precisiones.

DEFINICION 4.1. De acuerdo con el teorema 3.8 y el corolario 3.7, existe una
representacion ASS : Spin(r, s) = AutcXC (r, s), llamada representacion espinorial
compleja, obtenida de restringir el isomorfismo complejo

Cé(c(n) ~ MatQk x 2k ((C) D MatQkXQk ((C) Si n = Qk —+ ].
- Matoyk ok (C) si n =2k,

a la copia de Spin(r, s) dentro de Spin®(r + s) C CLE(r 4+ 5) € CLC(r + s).

Supongamos que W es un espacio vectorial real con una estructura compleja
J vy que G es un grupo. Un homomorfismo p : G — AutgW es una representacion
compleja de G si la accion G x W — W inducida por la representaciéon conmuta
con el automorfismo real J. Anélogamente, si existen aplicaciones I, J, K € Autg W
tales que I? = J2 = K? = —idw, se dice que W tiene una estructura quaternio-
nica. Una representacién que conmuta con las transformaciones I, .J, K se llama
representaciéon quaternionica.

OBSERVACION 4.2. La representacion espinorial compleja AES es una represen-
tacion compleja de Spin(r, s).

PROPOSICION 4.2. Sea p : Spin(r,s) — AutcW wuna representacion compleja
tal que p(—1) = —1. Entonces p se extiende naturalmente a una representacion
compleja p© - Spinc(r + ) — AutcW.

DEMOSTRACION. Como p es una representacion compleja, por definicion con-
muta con la accion U(1) x W — W inducida por la multiplicacién escalar. Esto
muestra que §C(&,2) := zp(£) es una representacion compleja de Spin(r, s) x U(1).
Finalmente, nuestra hipotesis garantiza que (—1, —1) € Ker p€; asi, por la propo-
sicion 3.6, € desciende a una representacion p© como se buscaba. (]
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La proposiciéon anterior implica que la representacion espinorial compleja AS R
se extiende automéaticamente a una representacion compleja de Spin(c(r + ), que
de nueva cuenta no se factoriza a través de SO(n) via la extension compleja de la
representacion adjunta Ad®.

El resto de la seccion esta dedicado a entender con lujo de detalle la escision del
algebra de Clifford que da origen a la representacion espinorial compleja en el caso
particular del espacio euclidiano n-dimensional. Para esto, dotamos a C£©(n) de una
estructura adicional, en términos de una descomposiciéon ortogonal en subespacios
propios del siguiente operador

DEFINICION 4.3. Considere {eq,...e,} < V una base ortonormal orientada, y

sea [-] : Q — Z la funcion parte entera. Definimos el operador de quiralidad
(4.3) regtt = i ey - vep,

que acttia por multiplicacion a la izquierda en el algebra de Clifford C£€(n).

OBSERVACION 4.4. Bajo un cambio de base €; = Tfek 1 <7,k < n determina-
do por un elemento T = (Tf) € GL(n), los correspondientes elementos de volumen
orientados estan relacionados de acuerdo con € --- €, = (detT)ey - - - e,, en parti-
cular, T es invariante bajo la accion inducida de SO(n) en C£€(V). Esto prueba
que el operador de quiralidad es un objeto bien definido una vez que se ha elegido
una orientaciéon de V.

Un calculo elemental muestra que el elemento de volumen orientado e ---e,
satisface la relacion (e - - - e,)? = (—1)%), donde s(n) es igual a la suma de los pri-
meros n— 1 nameros naturales. En consecuencia, el operador de quiralidad satisface
la relacion (FEH)2 = (=1)¥(™, donde

§(n) = [n—;l} +n(n2—|—1).

Es facil ver que s'(n) es un ntmero par sin importar el valor de n y por lo

tanto, (1"8“)2 = 1. Asociado a los valores propios del operador de quiralidad, se
tiene la siguiente descomposicion del dlgebra de Clifford complexificada

(4.4) CLC(n) =cLm)*t @ceCn)-

donde C£C(n)* es el subélgebra correspondiente al valor propio 1. El subes-
pacio C£C(n)* comtnmente se llama parte de quiralidad derecha del algebra de
Clifford complexificada mientras que C£€(n)~ es la parte de quiralidad izquierda.

OBSERVACION 4.5. De acuerdo con la ecuacion 3.7 en la pagina 14, el operador
de quiralidad pertenece al centro del algebra de Clifford complexificada si n es
impar. Si n es par, Fg“ esta en el centro de C£F(n) y anticonmuta con cualquier
elemento en C/L(n).

La observacion anterior sugiere que debemos estudiar por separado la descom-
posicion 4.4, conocida como descomposicion quiral o descomposicion de Weyl, en
funcién de la paridad de n.

PROPOSICION 4.3. Supongamos que n es impar. Entonces CLC(n)* son subdl-
gebras mutuamente ortogonales respecto al producto en el dlgebra e isomorfas a

ClE(n).
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DEMOSTRACION. Como la accién de T en C£€(n) intercambia los subes-
pacios C£$(n) y CLF(n) tenemos que CLS (n) N CLE(n)* = 0. En consecuencia, la
restriccion

(4.5) CLE(n) < CLC(n) - CLC(n)*

define un isomorfismo de &lgebras reales. Por otra parte, si ¢+ € CLC(n)*
entonces

€67 = (PEHeh)(-Tete) = —~(gt)%ere = —¢7¢-
O
COROLARIO 4.2. La descomposicion quiral de CL®(2k + 1) coincide con la des-

composicion en suma directa de dlgebras de matrices dada por el corolario 3.7 en
la pagina 18.

DEMOSTRACION.

ClC(2k + 1) ~ClC2k + 1) @ CeC(2k + 1)
CUE(2k+ 1) @ CLE(2k +1)
CeC(2k) @ CL(2k)
~ Matok yor (C) @ Mator o (C).

12

12

O

PROPOSICION 4.4. Supongamos que n es par. Entonces CLS (n) se descompone
en una suma directa de sub-dlgebras C£S (n)* mutuamente ortogonales respecto al
producto en el dlgebra e isomorfas a CLC(n — 2).

DEMOSTRACION. Definimos C4$(n)* := C4E (n) NKer(T¢ T £1). La demostra-
cién de la primera parte de esta proposicion es andloga a la prueba anterior. Para
establecer la segunda parte del enunciado, observe que

(4.6) ClEm)T ~CCn—1)*r ~Cf(n—1) ~CLCn—2).

Las identificaciones de los extremos estan inducidas por el isomorfismo 2.19 en
la pagina 9, el segundo isomorfismo es consecuencia de la proposicion anterior. [

OBSERVACION 4.3. Para m un ntmero par, existe una escision C/L(n)* de
ClE(n) analoga a la descomposicion descrita en la proposicion anterior.

Los siguientes resultados condensan en un par de enunciados toda la informa-
cion que hasta ahora hemos obtenido.

TEOREMA 4.4. Sea AS, : C£C(2k) — EndcXC(2k) la representacion subyacente
a la representacion espinorial compleja de Spin(2k) (ver 4.1). Entonces, la accion
de F?CkH induce una descomposicion ortogonal respecto del producto de Clifford

(4.7) ¥C(2k) = S5 (2k) @ BC (2k)

invariante bajo la accion izquierda de Cé(()C(Qk). Ademds, la multiplicacion por
elementos de CL{(2k) intercambia X5 (2k) y £ (2k). Finalmente, la multiplicacion
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de Clifford induce isomorfismos

(4.8) EndcX€ (2k) ~ CL5 (2k)+
(4.9) EndcXC (2k) ~ CLE(2k)~
(4.10) Homg (X5 (2k), 55 (2k)) ~ CeL(2k) "
(4.11) Homg (X5 (2k), € (2k)) ~ Cl{(2k)~

DEMOSTRACION. Por definicién de X€(2k), AS, es un isomorfismo de lgebras.

En particular se tiene que (I%]“‘H)2 € Ker AS, = 1. En otras palabras, X5 (2k) son
espacios propios del operador de quiralidad asociados a los valores propios +1. Estos
subespacios son invariantes bajo la accion de la parte par del algebra de Clifford
ya que I'2¥*! pertenece al centro de C/§(2k). La descomposicion (4.7) es ortogonal
por la proposicién anterior. Finalmente, como F%kﬂ anticonmuta con los elementos
de CLL(2k), es facil ver que las partes par e impar del algebra de Clifford acttian

como afirma el teorema. O

COROLARIO 4.5. La representacion A(Qck se descompone como la suma de dos
representaciones irreducibles inequivalentes AS : Spin(2k) — AutcX$(2k) cada
una de dimension 281 mientras que Agkﬂ es una representacion irreducible de
dimension compleja 2% para Spin(2k + 1).

DEMOSTRACION. Debido a que la parte par del algebra de Clifford se identifica
con el algebra de Clifford correspondiente a un subespacio de codimensién uno, las
representaciones del dlgebra de Clifford relevantes para construir AS, y A%, 41 son
(respectivamente)

C[C(2k — 1) ~ Matgk—l xk—1 ((C) @ Ma.tQk—l x2k—1 (C)
CfC(Qk) ~ Matzk x 2k ((C)

Por lo tanto, el corolario se sigue de la observacion 3.2 en la pagina 12. O

COROLARIO 4.6. Para cualquier valor de n, el enunciado del corolario anterior
también es valido para la representacion compleja AS : Spin®(n) — AuteXC(n)
definida como la extension candnica de la representacion espinorial compleja AC.

DEMOSTRACION. En vista de la proposicién 4.2, solo hay que verificar que
AS(—1) = —1, condicién que se satisface trivialmente por la definicién de la repre-
sentacion espinorial compleja. Finalmente, como A% y AS acttian sobre el mismo
espacio vectorial ¥¢(n), la afirmacién se sigue. O

Para finalizar la seccién, vamos a describir brevemente un par de propiedades
geométricas adicionales que enriquecen las representaciones espinoriales que hemos
estado estudiando.

PROPOSICION 4.5. Para toda representacion real p : C4(n) — EndgW existe un
producto interno (, ) que induce una accion ortogonal de S?"~1 — R"™ < Cl(n) en
W. Mds ain, si p es compleja o quaternionica, (, ) puede elegirse de manera que
tanto las estructuras compleja J o quaternionica I, J, K sean isometrias.

DEMOSTRACION. Sea (, )o un producto interno, invariante bajo J si p es com-
pleja o invariante bajo I,J, K si p es quaternionica y consideremos G el grupo
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generado por una base ortonormal {ej,...,e,} < Cl(n). Como G es un grupo
finito, podemos definir

(4.12) (v,w) :=> (p(g)v, plg)w)o

geG

para todo (v,w) € W x W. Es facil ver que la forma bilineal definida ante-
riormente es un producto interno invariante bajo las mismas estructuras que (, )g.
Dado un generador e, € GG, notamos que el miembro derecho de

(plex)v, pler)w) = > {plger)v, plger)w)o

geG

tiene exactamente los mismos sumandos que el miembro derecho de (4.12) pero
reagrupados de acuerdo a la biyeccion g — geg, es decir, (p(ex)v, p(ex)w) = (v, w).
Mas atin, {p(eg)v, w) = (p(e3)v, p(ex)w) = —(w, p(ex)w), por tanto, los generadores
{ex|1 < k < n} actiian por transformaciones anti-simétricas respecto de (, ).
Finalmente, dado un elemento arbitrario & = £¥ej;, € S™~! tenemos que

(p(&)v, p(&)w) = > (p(g&)v, plg€)w)o

geG
= PRI
9€C k,l=1
- Z(fk)Q@kk(g) + Zﬁkfl@kl(g)
g€eG | k=1 k#l
= (fk)2<v,w>
=1
= (v, w)

donde O (g) := (p(ger)v, p(ger)w)o. En el argumento anterior hemos usado la
antisimetria de ©y; para cancelar el segundo término en el miembro derecho de la

tercera ecuacion y la hipotesis > ,_, (€¥)? = 1 en la cuarta linea.
([l

COROLARIO 4.7. Para cada generador £ de Cl(n), p(§) es antisimétrica.

DEMOSTRACION. Para £ = 0 el resultado es trivialmente cierto. Si £ # 0,

tenemos que g = Hgi‘l €es de norma uno, en consecuencia
_ . 1
(p(&)v,w) = (p(E€)v, p(§w) = ||§H2<p(€2)v,p(£)w> = —(v, p(&)w).

O

COROLARIO 4.8. Las representaciones espinoriales complejas AS y sus exten-
siones canonicas A% a Spinc(n) son representaciones unitarias.

DEMOSTRACION. Por definicion, el grupo Spin(n) esta generado por productos
de un ntimero par de elementos en la esfera unitaria de R™ < C£C(n). Asi, AC es
unitaria para cada n € N por el resultado anterior. Finalmente, como X¢(n) es de la
forma CF, es claro que el producto interno (, ) discutido anteriormente se construye
a partir del producto hermitiano usual (¢, x)o = xt. Esto nos permite extender
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la definicion de (, ) de manera que la representacion AC : Spin®(n) — AuteXC(n)
sea también unitaria, puesto que se satisface la identidad

(AS (201, AS(26)x) = 22(A5(E), AS(€)x) = (1, X)

para cada elemento z¢ € Spin®(n) ~ Spin(n) xz, U(1). O

Para fijar ideas, vamos a materializar la construccion descrita previamente en
algunos ejemplos concretos.

EJEMPLO 4.1. Como vimos en el ejemplo 3.6 en la pdgina 17, CL®(2) se iden-
tifica con Matayo(C) via el isomorfismo complejo AS inducido por

al + i ’y+5i>

C£(2)2H9a1+,3i+7j+5ij'_>( Y+ al—Bi

Es fdcil ver que bajo AS, eies tiene autovalores +i, y que conmuta con el
operador de quiralidad F% = iejes. Esto nos permite ver que eies actia en § =
C4+ por Fi. Por lo tanto, la descomposicion quiral de la representacion espinorial
compleja de Spin(2) es

5= (5 0). 2=y )

debido a que Spin(2) ~ U(1) estd generado por los elementos 1, eqes.

EJEMPLO 4.2. De acuerdo con los resultados generales obtenidos hasta ahora,
Spin(3) tiene una dnica representacion espinorial compleja de dimension 2. Por otra
parte, sabemos que Spin(3) ~ SU(2) admite una representacion en C2. Por tanto,
la representacion fundamental de SU(2) es la representacion espinorial compleja de

Spin(3).

EJEMPLO 4.3. Por dltimo, la descomposicion de Weyl de la representacion
espinorial compleja de Spin(4) ~ SU(2) x SU_(2) se obtiene de la representacion
fundamental de cada uno de los factores unitarios.

Existe una manera alternativa de construir directamente la representacion del
algebra de Clifford complexificada en dimensiones pares que da origen a la re-
presentacion espinorial compleja. Esta representacion se construye a partir del
isomorfismo de cuantizacién entre C£€(2n) y el &lgebra exterior complexificada
AcR?" := (AR?") ®@g C ~ A(R?" ®@g C) ~ AC". Para dotar al dlgebra exterior de
un producto de Clifford, se define la contraccion L: A'C™ x APC"™ — AP~1C" entre
vectores v y generadores w = wy A --- Aw, de la componente p-homogénea como

P

vw = Z(—l)k“(v, wi)ow®
k=1

donde w®) = wi A+ Awp_1 Awgt1 A+ Awy ¥ (, Yo es el producto hermitiano
usual en C™. Es claro que vL se extiende a un operador C-lineal en el algebra exterior
tal que, tras un par de calculos, satisface la relacién vLvL= 0 para todo v € AIC™.
De esta manera obtenemos una aplicacion C-lineal ¢ : C* — EndcAC” definida
como ¢¢(v) = v A —vL. Usando que v A vA = 0, se deduce que
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(apc(v)>2 w=—{v, vA}lw

=—[oL(v Aw) +v A (vLw)]

=- |:<v7 v)ow + zp:(—l)kH(U»wk)o vAw® +oA <zp:(—1)k+l<v7wk)o w(k)ﬂ
k=2

k=1

=—llv[’w.

Es decir, (<,0(C(11))2 = —||v|*id, en particular Ker o€ = 0. Por lo tanto, €
induce un isomorfismo complejo ¢ : C£€(2n) — EndcAC™. La dimensién com-
pleja de la representacion inducida por ¢€ es 2" y como este valor coincide con
la dimension compleja de la representacion espinorial compleja concluimos que
% 1 C¢%(2n) — EndcAC™ es un isomorfismo como &lgebras de Clifford. Desta-
camos que al remplazar el producto hermitico (, )o en la formula que define la
contraccién v por un producto interno euclidiano obtenemos una representacion
real ¢ sin importar la dimensién del espacio euclidiano R". Este resultado nos su-
giere una conexion entre el algebra de Clifford y el algebra exterior. A continuacion
presentamos la relaciéon que existe entre el producto de Clifford y el operador es-
trella de Hodge x : APR™ — A""PR"™ que definiremos a continuacién. Adelantamos
que el operador de Hodge juega un papel fundamental en la teoria de 4-variedades
gracias a la propiedad tnica de mapear el espacio de 2-formas en si mismo a través
de un isomorfismo.

Como vimos al inicio de este capitulo, asociado a una forma cuadratica ¢ defini-
da en un espacio vectorial real V' de dimension n, existe una tGnica forma bilineal b,
que satisface ¢(v) = by(v, v). Con esta notacion en mente, consideremos la siguiente

DEFINICION 4.6. Sea (V,¢) un espacio cuadratico. Para cada 1 < p < n, se
define la extension de la forma cuadratica ¢ en los generadores del espacio de p-
vectores APV mediante la siguiente férmula
(4.13) bg(vi A---Avp, wi A=+~ Awp) :=det bg(vs, w;), 1<14,5<p, v;,w;eV.

Es claro que la construccién anterior determina una estructura de espacio cua-
dratico para APV, mas aun, si g es un producto interno positivo definido, su exten-
sion a p-vectores lo es también. Geométricamente, la extension de ¢ a APV mide el
volumen del paralelogramo generado por los vectores {vy, ... ,vp}6.

Si{e1,...,€,} es una base orientada de V, entonces @ := q(e1 A---Ae€p,) es el ¢-
volumen absoluto del paralelogramo generado por los elementos bésicos €. Con esta
eleccion de base obtenemos un generador canénico para la n-ésima potencia exterior
A"V dado por el elemento invariante de volumen p:= /| Q€1 A -+ A€y, que es
independiente de coordenadas y que ademas representa la orientacion positiva de V.
En particular, para cualquier espacio vectorial real W y cualquier transformacion
lineal T' € Homg (W, A™V) existe una tinica funcional ¢ € W* que determina a T'
mediante la ecuacién

T(w) = ¢r(w)p.

Para un n — p-vector fijo =y, la construccion anterior aplicada a la pareja W =

APV | T = e A+ 7, garantiza la existencia de una p-forma ¢~ € (APV)" tal que

6Hablamos del volumen relativo a la forma g en el subespacio generado por {v1,...,vp}

7oA 7 es la transformacion lineal o — a Ay
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a ANy = ¢,(a)u. Como ademas, V tiene una forma cuadratica g, ¢-(a) se puede
escribir como by (e, 8) para un tnico § € APV. Esta tltima afirmacién se sigue
del Teorema de representacion de Riesz [34]|. En resumen, hemos construido un
isomorfismo lineal entre APV y APV, inducido por el isomorfismo de Riesz, dado
por la correspondencia vy — (. Este hecho motiva la siguiente definicién.

DEFINICION 4.7 (Dual de Hodge). Dados vy 3 p-vectores exteriores, definimos
el dual de Hodge de 8 como el tnico elemento x8 € A" PV que, via el isomorfismo
descrita en el parrafo anterior, satisface la ecuacién

(4.14) aAxB = by(a, B)u.

Es claro que el isomorfismo APV ~ A""PV aludido previamente es precisamente
el operador estrella de Hodge x : APV — A" PV . Note que la definicién que hemos
dado de este operador es independiente de coordenadas. Ademas, esta definicién
no impone restricciones adicionales sobre la signatura de la forma bilineal by, sin
embargo, en el resto de este trabajo asumiremos que la forma cuadratica ¢ es
positivo definida, a menos que explicitamente se indique lo contrario.

La siguiente proposicién nos da una expresion concreta del dual de Hodge en
términos de una base ortonormal {e;, A---Ae;, [i1 < -+ <ip} < APV inducida
por una base ortonormal orientada positivamente {eq, ..., e, } — V. Para tal efecto,
recordamos que el tensor totalmente antisimetrico de Levi-Civita en n dimensiones
esté definido como

+1 si(é1,...,4,) es una permutacion par de {1,...,n}
(4.15) €= —1 si (i1,...,i,) es una permutacion impar de {1,...,n}

0 en cualquier otro caso.

Una propiedad bien conocida de este tensor es que permite calcular el determi-
nante de una matriz T = (T};) 1 < ¢,j < n mediante la formula

detT = Eilmi"Tul oo T,”n

PROPOSICION 4.6. Sea {e;; A---Ne;, i1 <--- <ip} una base ortonormal de

1

APV como en el pdrrafo anterior, y sea w = = W' e, A--- Ae; un p vector
p! P

fijo. Entonces

(416) * W = m w’ilu-ipen tpsJp+1 jnejp+1 A A ejn

donde g;; := by(e;,e;) se ha usado para bajar los indices de las componentes
de w. Ezplicitamente wi,...;, = Qiyky = Qipk, Wkt ke Ademds, se ha adoptado el
convenio de FEinstein donde indices repetidos, uno arriba y uno abajo, se suman
sobre todos los valores posibles.

DEMOSTRACION. Esta proposicién es muy sencilla de demostrar una vez que
se cuenta con las observaciones adecuadas. Comencemos notando que

(417) q(@l‘l VARERIAN el—p, €4, VARERIAN €jp) = 5i1---ipj1---j

I's
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Donde el simbolo de Kronecker generalizado 0;,...;, j, ... j, esta definido como

+1 siiq,...,%, son todos distintos y (j1,...,Jp) €s una
permutacion par de (i1,. .., ip)
Oiyoviyjujy = § —1 siiy,..., i, son todos distintos y (ji,...,Jp) €s una
permutacion impar de (i1, ..., ip)
0 en cualquier otro caso.

Este es el sentido preciso en el cual la base {e;; A---Ae, i1 < -+ < ip}
es ortonormal. Observe que el simbolo de Kronecker generalizado es totalmente
antisimetrico en los indices i1,...,i, y por separado en ji,...,j,. En particular,
ARG gy g, = Ajy g, Para todo elemento totalmente antisimetrico A*
Finalmente, tenemos que ghin = 6;1_'_‘_' :;” y en consecuencia

611'““€‘7k+1“'j" ARRERA ejn = (n - k‘)‘ 67‘1“-Zkbk*’l.“‘]n]e[‘jkdrl ARERRA ejn]

Cjrt1

donde los indices j41---jn encerrados por el simbolo [---] deben sumarse
dnicamente sobre los posibles 6rdenes lexicograficos jip+1 < --- < jn. Para probar
la formula 4.16, elegimos un p-vector a = %akl'”kp ek, N -+ A e, y tomamos
w € APV como indican las hipétesis de esta proposicion. Debemos entonces mostrar
que, usando la expresion (4.16) para el dual de Hodge de w, se satisface la relacion
a A *w = by(a,w) p. Por un lado

T n o
by(a,w) p = Ha VTR T S ke iy iy I
1
— ki k
Ha ! Wiy oo kepy 1
= a[kl'”k”] Wiky - k] €1 VAN N eén
Por otra parte
_ 1 kp--kp i1 ip Jpt1tt dn
a/\*wfwa Wiy -y € e N ANew, Nej o N Nej,
=atbrkel gy il dnd g AN e T Aey A ey
[i1-+ip) [k1 kp] ip+1 Jn]
[k1 'kp]

Wiky - kp) €1 N Nen.

Para pasar del penualtimo al ultimo renglén del célculo anterior, hemos usado
el siguiente argumento combinatorio. Los indices en el grupo de las j’s deben ser
todos distintos a los indices del grupo de las k’s, ya que ambos grupos aparecen
en un producto exterior con n términos. Como los indices en el grupo de las ¢’s
aparecen en el simbolo de Levi-Civita junto a los indices j’s, estos deben diferir
por completo y por tanto, la tinica posibilidad es que los indices ¢ asuman, salvo
permutaciones, los mismos valores que el grupo de las k’s. (Il

Usando la formula del operador de Hodge que acabamos de dar, se de demuestra
con la misma logica combinatoria, que

(4.18) *2 = (=P 7P id : APV — APV
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Asi, cuando p es par, el operador de Hodge es una involucion de APV para todo
V' y es una estructura compleja en p-vectores cuando p es impar y la dimensién de
V' es par. De esta observacién se desprende la siguiente

PROPOSICION 4.7. Eriste una escision por subespacios tridimensionales AL R*

de los bivectores en cuatro dimensiones inducida por los autovalores del operador
de Hodge  : A’R* — A2R?.

DEMOSTRACION. Supongamos que {ej,...,eq4} es una base ortonormal de R%.
Entonces el espacio de bivectores esta generado por

{61/\62761/\63,61/\64,62/\63762/\64,63/\64}.

A manera de ejemplo, calculemos explicitamente el dual de Hodge de es A eg
usando la formula 4.16.

1 g
*(ea Neg) = €53 7€ Nej

2!
1 14 41
=5 (623 e1 Neg+ €x37 €4 N el)
1
=3 (623 Mo Neg + (—legs ™) (—1eg A 64))

14
= €93 €1 /N\ey

=e1 N\ey.

De manera analoga se deducen los otros duales. El resultado de este calculo es

*(61 A 62) = +e3z Ney *(62 A 63) = +e; Ney
*(e1 Nes) = —ea Aey *x(ea Neg) = —eg Neg
*(e1 Neg) =+es Aeg *x(e3 Neg) = +ey Aes.

De los calculos anteriores se ve que, en efecto, x> = id. En particular, vemos
que los tinicos autovalores posibles para el dual de Hodge son +1. Definiendo A3 R*
como los espacios propios asociados a los valores propios + obtenemos en resultado.
Se deja al lector verificar que

(4.19) {e1 Nes+esNeg, e Nes—eaNeg, eg ANeg+es Aes}
es una base para AiR‘1 y que

(4.20) {e1Nea —ezNeg,e1 Nes+eaNeg,e1 Neg—ea Aes}
genera AZR*. O
DEFINICION 4.8. Decimos que un bivector « es autodual si o € AiR‘l. Un

bivector 3 es antiautodual si 3 = —3. La descomposicién A’R* = A2 R* ¢ A2 R?
se llama descomposicion de dualidad.

El siguiente corolario nos dice que, en cuatro dimensiones, podemos pensar a los
espinores de quiralidad positiva como bivectores autoduales y viceversa. Esto sera
de suma importancia cuando escribamos las ecuaciones de Seiberg-Witten. Para
esto, denotamos por p al elemento invariante de volumen e; A ea A ez A e4 inducido
por una base ortonormal {e,...,es} de V.
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COROLARIO 4.9. Supongamos que V es el espacio euclidiano real de dimension
cuatro. Bajo el isomorfismo de cuantizacion complexificado q ® id : AV @ C —
CLE(V) definido en los generadores como e;, A -+ A e;, +— e;, -+~ e;, , el subespacio
que corresponde a CLS(4)T es (1 —p)CH A2V @C &,

DEMOSTRACION. Primero vamos a encontrar una base adecuada para C£$(4)7,
para esto, recordamos que Cly(4) = Wy & Wy @ Wy, donde

Wy = Spang{1}, Wy = Spang{e;,e;, |1 <i; <is <4}, Wy = Spang{ejeseses}.

Es claro que la acciéon del operador de quiralidad I'2. = —ejeseses deja fijo a
Ws e intercambia W; con W,. Un célculo muy sencillo muestra que el siguiente
diagrama conmuta
5
F(C
WoC——=W,C

q®idi lq@id

AV @C— A’V ®C.
*®id

Es decir, la parte de quiralidad positiva de W5, denotada como W; , esta dada
por ¢ 'A3V. Por dltimo, es facil ver que 1 — ejezezes € Wy & W,y genera un
subespacio W, de quiralidad positiva. Por lo tanto, C{5(4)T = W,f @ Cao W, @ C
més aun, bajo el isomorfismo de cuantizacién complexificado, W1+ ® C corresponde
con (1 —p)C y W5 @ C corresponde con A2V @ C como se buscaba. O

La relacién descrita anteriormente, tnica del universo cuadridimensional, se
puede llevar atn mas lejos, ya que, como se vio en corolario 3.5 en la pagina 16,
el algebra de Lie de SO(n) se identifica naturalmente con el espacio de bivectores
A%R™ sin importar el valor de n. Por otra parte, sabemos que en el caso particular
de n = 4 se tiene una descomposicién dual de los bivectores. De este par de hechos,
se deduce que la descomposiciéon

(4.21) spin(4) ~ so(4) ~ A’R* ~ AZR* @ A2 R?

corresponde con la descomposicion del algebra de Lie s0(4) ~ su, (2) @ su_(2)
inducida por el isomorfismo Spin(4) ~ SU, (2) x SU_(2). Recordamos que su(2) es
el espacio de endomorfismos de C? anti-unitarios (UT = —U) de traza cero. Esto nos
permite interpretar a los espinores de quiralidad positiva (negativa) como ciertas
rotaciones infinitesimales. Esto se puede verificar de manera explicita si se calcula el
operador de quiralidad I'2. = —ejesesey en la base de Weyl propuesta en el ejemplo
2.8 en la pagina 10.

8(1 — w)C denota al subespacio complejo generado por el elemento 1 — p € AV



Capitulo 2

Estructuras Spin y el Operador de Dirac

Hasta ahora hemos trabajado en un espacio cuadratico (V, ¢) de dimensién real
n. El objetivo de este capitulo es extender las construcciones geométricas que he-
mos descrito en secciones anteriores a la categoria de wvariedades diferenciables de
dimension n que, de ahora y en adelante, supondremos: reales, cerradas (i.e. com-
pactas y sin frontera), conezas, orientables y dotadas de una métrica Riemanniana
g. La manera de hacer esto es pensar en las construcciones que hemos realizado
como construcciones infinitesimales; més precisamente, podemos suponer que el es-
pacio cuadréatico esta dado por la pareja (V, q), donde V es el espacio tangente a la
variedad, digamos M™, en un punto arbitrario p € M™ y g es la métrica rieman-
niana g evaluada en el punto en cuestion; en simbolos (V, ¢q) = (T, M", gp). Esto no
es suficiente, ya que como sabemos, la aproximacion de M™ dada por su espacio
tangente en p es solo infinitesimal. Para pasar de una construccion lineal infinite-
simal a una de caracter local, existe la nocién de trivializaciéon local. Por tdltimo,
para pasar de lo local a lo global, requerimos que las funciones de transiciéon que
definen la trivializacién cumplan la llamada condicién de cociclo, esta construcciéon
bésicamente define el haz tangente de M™, denotado como T'M™. Este es el orden
de ideas que vamos a seguir en el futuro inmediato. A continuacién describiremos
algunos de los detalles fundacionales de la teoria general de haces vectoriales. El
lector interesado encontrara en las referencias [7], [19], [5] una descripcion deta-
llada de esta teoria. Al final del capitulo introducimos el operador de Dirac que es
uno de los ingredientes en las ecuaciones de Seiberg-Witten.

1. Haces Vectoriales

DEFINICION 1.1. Un haz vectorial real de rango k sobre un espacio topolégico
conexo X es una tripleta (E, X, 7) donde E es un espacio topologicoy 7 : E — X
es una aplicacion continua sujeta a las siguientes restricciones:

1) 7=1(x) := E, tiene estructura de espacio vectorial real de dimension k para
todo punto z € X.

2) Existe una cubierta abierta U := {Uy}aea de X y una coleccion de ho-
meomorfismos ® := {®, : U, x RF — 771 (U,)}aeu tales que el siguiente
diagrama es conmutativo para cada elecciéon de a € A

Pq
(1.1) U, x RF 1 (U,)
PYOX %
Uy.
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Donde 7, denota la restriccion de = a U, y proy, es la proyeccion
obvia de U, x R* sobre U,,.

3) Para todo abierto U, y todo punto =z € U,, la funcion @, , : RF - E,
definida como @, ,(v) = ®,(x,v) es una transformacién R-lineal. En otras
palabras, ®, es lineal en la segunda coordenada cada vez que se fija la
primera coordenada.

OBSERVACION 1.2. La pareja (U, ®) requerida por la propiedad 2) se llama
trivializacion local del haz 7w : E — X, E, = 7~ 1(x) es la fibra sobre 2 y R¥ se llama
la fibra tipica del haz. Las condiciones en la definicién de arriba implican que la fibra
tipica y la fibra sobre cada punto x en la base se identifican linealmente a través de
P, »; que es un isomorfismo lineal con inversa inducida por el homeomorfismo ®_ 1.
Un haz vectorial complejo de rango k se define de manera anéloga, sustituyendo
la fibra tipica por C* y requiriendo ademas que ®,,, sea C-lineal. En adelante, F
denotara ya sea al campo de los nimero reales o al de los complejos, dependiendo
del contexto. Finalmente, decimos que E es el espacio total, X es la base del haz
vectorial (F, X, m) y 7 su proyeccion. A veces nos referiremos a una haz vectorial
indicando tinicamente su espacio total.

OBSERVACION 1.3. Si requerimos que los objetos y morfismos involucrados en
la definicion anterior “pertenezcan” a la categoria diferenciable, diremos que el haz
es suave. Explicitamente, un haz vectorial (real o complejo) de rango k es un haz
vectorial suave si: los espacios base y total son variedades diferenciables, ademés
se pide que tanto las trivializaciones como la proyeccion del haz sean aplicaciones
suaves. Por supuesto, este es el concepto de interés en este trabajo, por lo que
de ahora y en adelante todos los haces vectoriales que se discutan seran asumidos
suaves a menos que se indique lo contrario.

Supongamos que 7 : E — M"™ es un haz vectorial suave (real o complejo)
de rango k sobre una variedad M™. De las propiedades 2 y 3 en la definiciéon de
haz vectorial se sigue que para todo abierto U,g := U, NUg no vacio, el valor de la
funcion ®,5 := ¢, 0Py en una pareja (z,v) de U,z X F es de la forma (2, Ko5(z)v)
para alguna funcion diferenciable

(12) Kaﬂ Suag — GL(]C,F),

llamada funcion de transicion. De hecho, K,z es la funcién definida por la
relacion Kqg(p)(v) := ®ap(p,v). En el parrafo anterior, GL(k;F) es el grupo de
matrices invertibles k& x k con coeficientes en F = R si el haz es real o F = C
sim: E — M"™ es un haz complejo. Es facil ver que para todo abierto Unpgy :=
U, NUg NU,, no vacio se tiene el siguiente diagrama conmutativo

o, o
Unpy x R o Unpy x R Gl Unpy x R¥ .
o,

. " . ., -1 .

Se tiene ademas la obvia relacion ® af = ® g, sobre cualquier Uy # (. Estas
ecuaciones se traducen en términos de las funciones de transicion en la condicion
de cociclo

(1.3) KogKgy Ko =1 paratodo Uy, # 0.
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Esta condiciéon es tan poderosa que de hecho determina la estructura del haz
vectorial. Explicitamente, si se cuenta con una familia {(Vas, Kup)}(a,p)ca2 donde
Vb se obtiene de intersecar dos a dos los miembros V, de una cubierta abierta de
M™ y Kup : Vao — GL(k;F) es una familia de funciones suaves que satisfacen la
condicion de cociclo, entonces existe un haz vectorial E — M™ con fibra tipica
F* trivializado por la cubierta {V,}sea y que tiene como funciones de transicion
precisamente a las funciones K. Dicho haz vectorial se obtiene identificando V, x[F¥
con Vy, x F* mediante K, siempre que V,; # 0.

Si G es un subgrupo de Lie de GL(k;TF), decimos que w : E — M™ es un G-haz
vectorial si podemos encontrar una trivializacion local tal que las correspondientes
funciones de transicién tomen todas valores en GG. En esta situacion, llamamos a
la familia {(Uog, Kap)}(a,8)ea2 un G-cociclo estructural de E si Kop : Uap — G
satisface (1.3). Este procedimiento se conoce como reduccion del grupo estructural
de GL(k;F) a G. Una pregunta natural que nos siguiere esta definicion es; ;Cuando
podemos reducir el grupo de estructural de un haz vectorial de rango k de GL(k; )
a un subgrupo dado G?7 Antes de abordar esta pregunta (en una formulacion un
poco mas general), veamos algunos ejemplos de haces vectoriales que utilizaremos
mas adelante.

EsempLo 1.1. Si M™ es una variedad diferenciable, existe por definicion una
cubierta abierta de M™ cuyos elementos son precisamente las cartas de la estructura
diferenciable. Para cualesquiera dos cartas (Z/I, (ul, ... ,u”)) (V, (vl ... ,v”)) con
interseccion no vacia, se tiene que

p)

determina un elemento bien definido en GL(n;R) para todo punto p € UNV. La
regla de la cadena garantiza que Ky satisface la condicion de cociclo. El haz que
determina el sistema antes mencionado es ni mds ni menos que el haz tangente de
M™, denotado por TM™. La diferenciabilidad de las funciones Ky es consecuencia
de la correspondiente suavidad de las coordenadas locales u', ..., v"™; esto muestra
que el haz tangente es un haz suave. Una seccion suave del haz tangente se llama
un campo vectorial sobre M™.

ou’
ovi

Kuv(p) == (

EJEMPLO 1.2. Si {Kap : Uap — G}(a,pycaz son los cociclos estructurales de
un G-haz vectorial E — M", es fdcil ver que las funciones K75 := (K;é)t =K,
también satisfacen la condicion de cociclo y por tanto determinan un G-haz vecto-
rial llamado el haz dual de F, denotado como E* — M™. Un ejemplo particular
muy tmportante de esta construccion es el haz cotangente a M™, denotado como
T*M™, que por definicion es el haz dual del haz tangente de M™. Los elementos de

[ (T*M™) se llaman 1-formas diferenciales.

EJEMPLO 1.3. En general, es posible extender “fibra a fibra” las construcciones
functoriales de la categoria de F-espacios vectoriales Vecty a la categoria de F-haces
vectoriales (que definiremos enseguida). Supongamos que E — M™ y & — M™ son
dos haces vectoriales (ambos reales o ambos complejos) con funciones de transicion
Kfﬁ Yy Kiﬁ respectivamente. Considere F : Vectr X Vecty — Vecty uno de los
siguientes bifunctores: (* )@ (*), (*)®(*), (x) A(*), Sym(*, *) , Hom(*, *),
entonces se define el haz vectorial F(E,E) — M™ como el haz vectorial determinado
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por las funciones de transicion KgB(E’g) = F(Kfﬁ, Ksﬁ). Se deja al lector la tarea
de verificar la condicion de cociclo para estas funciones.

Supongamos que 7 : F — M"™ es un haz vectorial. Una funcién s : M" — FE
se llama una seccién global de E si mos = id : M™ — M™. En otras palabras,
la seccion s asigna a cada punto p € M™ un elemento s(p) € E,. El conjunto de
todas las secciones del haz F se denota como I'(E), al subconjunto de las secciones
continuas (suaves), se le denota como I'’(E) ( I'*°(E) ) respectivamente. Dado
U abierto en M™, decimos que s es una seccidon local de M™ si s es una seccidn
global de U. Denotamos por I'j,.(E) al conjunto de todas las secciones locales, y
como I') (E) , T'° (E) alos conjuntos andlogos correspondientes. Ademés, observe
que toda seccion, global o no, es un mapeo uno a uno; y que todo elemento de
I'*°(E) una inmersion inyectiva. Estas dos condiciones implican, dada la supuesta
compacidad de la variedad M™, que cada seccion s € I'*°(FE) es de hecho un encaje
suave [14]; esto quiere decir que s establece un difeomorfismo entre M™ su imagen
dentro del espacio total FE.

Como F, es un espacio vectorial para cada punto p € M™, se tiene que todo haz
vectorial tiene al menos una seccién, llamada seccidn cero, definida como 0(p) = 0,,
donde 0, denota al neutro aditivo de la fibra sobre p. Esto permite dotar a I'(E') con
la estructura de un modulo izquierdo sobre el anillo de funciones en M™ con valores
en F, usualmente denotado como Maps(M™; ). Las operaciones de suma y producto
estan definidas fibra a fibra, es decir, si p € M", 5,8’ € T'(E) y f € Maps(M™;F)
se define

(s +5)(p) = s(p) +5'(p)
(fs)(p) = f(p)s(p).

Mas aiin, si elegimos s,s’ y f continuas o diferenciables, entonces los corres-
pondientes elementos s + s’ y fs resultan ser también aplicaciones continuas o
diferenciables, segtin sea el caso. Esto quiere decir que T'°(E) y I'*°(E) son médulos
sobre CO(M™;F) y C>°(M™;TF) respectivamente. Note ademas que la construccién
anterior en particular define una estructura de F-espacio vectorial para T'(E) de
dimensién infinita.

Resulta ser que la estructura algebraica de médulo descrita anteriormente es-
t4 intimamente relacionada con la estructura topolégica del haz E en el sentido
de la existencia de una correspondencia biyectiva entre generadores linealmente
independientes I'), (FE) y trivializaciones locales de F; que ademés puede restrin-
girse a I'0 (E) si E es diferenciable. Para ser mas explicitos, supongamos que
m: E — M™ es un haz vectorial suave de rango k. Si s1,...,s, € I'fS. (E) es un
conjunto linealmente independientes respecto a la estructura de modulo, entonces
cualquier v, € E, se escribe de manera tnica como combinacién lineal de la for-
ma a'(p)si1(p) + -+ + a¥(p)si(p) para cada punto p en el dominio de definicion
U de dicho conjunto de secciones locales. De esta manera obtenemos una aplica-
cion 771 (U) — U x F* dada por v, — (p,a'(p),...,a"(p)) que resulta ser una
trivializacion local diferenciable de E. Inversamente, si ® : U x FF¥ — 771 (U) es
una trivializacion local de F y e, es elemento de alguna base para F¥, entonces la
correspondencia sy (p) := ®(p, e;) claramente define un conjunto de k secciones lo-
cales de F que son linealmente independientes respecto de la estructura de modulo.
El lector puede consultar [36] para una descripcion méas detallada del modulo de
secciones de un haz vectorial sobre una variedad.
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DEFINICION 1.4. Sean 7 : E — M"™ y 7 : & — M™ haces vectoriales. Un
morfismo de haces entre £ y E es una pareja de aplicaciones f : M™ — M" |
7 : & — FE que preserva las fibras, es decir, que hace conmutativo el siguiente
cuadrado

(1.4) e—T - F

T m
M™ ——= M™,

con la propiedad de que 7, := 7|&, es una transformacion lineal de £, en Ey ().
Nos referimos al morfismo de haces (7, f) diciendo que 7 cubre a f.

Es claro que la definicién anterior satisface todos los axiomas que hacen de la
clase de todos los haces vectoriales una categoria cuyos objetos son por supuesto
haces vectoriales (sobre variedades suaves) y cuyos morfismos estan definidos por
1.4.

En el caso particular en que M™ = M™ (y por tanto m = n) y f = id,
decimos que 7 es un morfismo de haces sobre M™; adicionalmente si £ = &, 7
se llama un endomorfismo de E. Bajo estas mismas hipotesis, decimos que 7 es
un automorfismo de E si existe 77! : £ — E endomorfismo de haces vectoriales
que invierta la aplicacién 7. Es facil ver que un morfismo de haces sobre la misma
base es un automorfismo si y solo si su restriccion a fibras es un isomorfismo lineal.
Note que existe una version ligeramente mas general de equivalencia de haces dada
por aplicaciones que cubre a un difeomorfismo de la base. El siguiente concepto
esclarece la distincién entre automorfismos de haces que cubren la identidad y
automorfismos que cubren un difeomorfismo arbitrario de la base; veremos ademas
que este concepto no se limita a esta situacion.

DEFINICION 1.5. Supongamos que 7 : E — M™ es un haz vectorial y f : M™ —
M™ es una aplicacion suave. Definimos el haz inducido por f como el haz vectorial
sobre M™ con espacio total el subespacio de M™ x E dado por

(15) FE = {(pv) € ™ x B | f(5) = n(v) }.

La proyeccion f*7 : f*E — M™ esté definida como la restriccion a f*E de la
proyeccion M™ x E — M™.

OBSERVACION 1.6. Supongamos que E es un G-haz vectorial trivializado por
la cubierta {Uy }aca, y con funciones de transicion K,g : Uyp :— G. La definicion
anterior implica que f*F es un G-haz vectorial trivializado por abiertos de la forma
/7 'U,. Las correspondientes funciones de transicion f*K,s estan dadas por la
composicion Koo f: f71 (Uap) = G.

OBSERVACION 1.7. La clase de isomorfismo de f*FE solo depende de la clase de
homotopia de f [19].

El haz inducido f*F esta dotado de un morfismo canénico de haces vectoriales
Il; : f*E — E definido como II;(p,v) = v que cubre a f, es decir; satisface que
molly = fo f*m. El diagrama que esquematiza la propiedad antes mencionada
tiene la importante caracteristica universal de ser un cuadrado cartesiano, esto es;
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para todo espacio X y cualesquiera funciones ¢ : X — M™, ¢ : X — E tales que
foq=mo(, existe una unica funcion (¢,¢) : X — f*FE tal que hace conmutativos
todos los triangulos y cuadrados del siguiente diagrama

(1.6) X ¢

EN Hf
FE—L >F

frm ™

MTYL M™

Mas afin, si ¢ y ¢ son ambas continuas o diferenciables, entonces (g, ¢) es a su vez
continua o diferenciable. Usando esta propiedad universal facilmente se demuestra
la naturalidad de esta construcciéon respecto a la composicion de aplicaciones entre
las bases, esto es; dado un haz E — M™ y funciones f : M™ — N” y h: N™ — M™,
existe un isomorfismo canénico entre el haz inducido por ho f y el haz h*(f*E).
Asi mismo, se cumple que (id)* = id. Esta importante propiedad de naturalidad es
la clave para entender la diferencia entre automorfismos de haces de la forma (7, f)
con f un difeomorfismo en la base y aquellos de la forma (7,id). Ya que por una
parte se tienen por la propiedad universal, isomorfismos: £ ~ f*E, E ~ (f~1)*&.
Por otro lado, la naturalidad implica que

Ex(f)ex(f) (fE)y=(flof) E=E.

Note que el automorfismo que se obtiene de la cadena de isomorfismos en el
parrafo anterior cubre a la identidad. Es por esto que en esta seccion usaremos la
nocién de equivalencia de haces que cubren a la identidad.

Veamos ahora como es la descripciéon local de un automorfismo de G-haces
vectoriales en términos de las funciones de transicion. Para esto, definimos la familia
de difeomorfismos {®7 5 := @' o 70 By : Uap X RF — Uap X R¥} (4 g)ea>; donde
{(Ua; Po) faca €s una trivializacion local del haz vectorial 7 : E — M™ y 7 es un
automorfismo de F que cubre a la identidad de la base M™. Un calculo elemental
muestra que ®7 := ®7  es un difeomorfismo de U, x F¥ con inversa (®7)~! dada
por &1 o771 0 ®,. De hecho, las definiciones de haz vectorial y de automorfismo
garantizan que ®7, es lineal una vez que se fija un punto p € U, en la primera
coordenada. En particular, ®], induce funciones suaves bien definidas 7, : Uy, — G
dadas por la regla de correspondencia 74(p)v := @7, (p,v). Por lo tanto, la familia
®7 := {®] },ca determina una nueva trivializaciéon local (U, ®7) de 7 : E — M™.
Asociadas a esta trivializacion se tienen funciones de transicion K5 : Uapg — G.

PROPOSICION 1.1. Sea G un subgrupo de Lie de GL(k :F) ym: E — M™ un G-
haz vectorial con funciones de transicion K.g. Si T : EE = E es un automorfismo de
haces vectoriales que cubre la identidad, entonces las funciones de transicion K 4
satisfacen la condicion de cofrontera

(1.7) Kig= T  Kap s, sobre todo Ung # 0.

En particular, {(Maﬁ,Kgg)}(a,ﬁ)eﬂ es un G-cociclo estructural de E. Y mds
ain, una familia de funciones {1, : Uy, — G}aca que satisfacen una ecuacion de
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la forma (1.7) determinan de manera inica un automorfismo de E que cubre a la
identidad de la base.

DEMOSTRACION. Consideremos un abierto s no vacio. Por definicién, 73 re-
laciona las trivializaciones ® y ®7 para todo elemento (p,v) € <I>51 (Upnp) mediante
la igualdad ®7(p,v) = ®4(p, 75(v)v). Usando la definicion de los cociclos estruc-
turales K,3 vemos que @E(p,v) = &, (p, Kop(p)13(p)v). Razonando de la misma
manea se obtiene que ®7 (p, K7 ;5(p)v) = Po(p, Ta(p)K.4(p)v). Finalmente, como
P75 (p,v) = ®L(p, K7 5(p)v), deducimos que K75 = 7, Kap 75 como se buscaba. Es
claro que esta relacion implica que K 5 satisface la condicion de cociclo (1.3) en la
pagina 34.

Supongamos ahora que K, g son G-cociclos estructurales asociados a otra trivia-
lizacion local {(Us, Po) }aca de E con la propiedad Kos = 75 Kap 75. Para ver que
To : Uy — G induce un tnico automorfismo de E, definimos T, : U, x F* — U, xF*
como Ty (p,v) = (p, 7a(p)v). El automorfismo buscado 7 : E — F estara determi-
nado por la condicion 7|r(Uy) = Py 0T, 0 @gl siempre y cuando probemos que
esta definiciéon no depende de U, ; esto ocurre precisamente cuando ®,, o Ty, o @;1
y ®golpgo igl coincidan en U, para todos los abiertos U, y Us con interseccion

no vacia. Considere (p,v) € Uyp v € := ég(p, v), por un lado tenemos que
(<I>ﬂ oTgo (i)gl) (e) = Pg (p, T,@(p)v)
= @0 (p. Kas () 75(0)0)
= P, (p, Ta(p) Kag (p)v)

= ((I)a o Ta) (p, Kaﬁ(p)v).

Finalmente, usando que & (p, Kaﬁ (p)v) = <i>g (p,v), junto con la definicion de
e, concluimos que (®go0Tg0 Ci)gl)(e) = (®q0T, 0®;1)(e). Esto muestra que 7 esté
bien definida, lo que da por terminada esta prueba. O

De la discusion anterior se desprende la siguiente conclusion; un G-haz vectorial
m: E — M™ esta determinado por sus GG-cociclos estructurales salvo una eleccién
de funciones de transicion relacionados a través de la ecuacion (1.7). Obviamente,
la condicién de cofrontera establece una relaciéon de equivalencia en el conjunto de
trivializaciones de E. Esto en pocas palabras implica que la clase de isomorfismo de
E esta totalmente determinada por la clase de sus G-cociclos mddulo la relacion de
cofrontera. A continuaciéon vamos a presentar un modelo natural que precisamente
describe al conjunto de clases de isomorfismo de haces vectoriales de rango k sobre
una variedad suave M" fija. Para motivar esta definicién, supongamos por un mo-
mento que G es un grupo abeliano. En notacién aditiva, el neutro aditivo de G se
escribe como 0 y el inverso de un elemento g € G como —g. Con estas convenciones,
consideremos un G haz vectorial 7 : E — M™ descrito localmente por un G-cociclo
estructural {(Uag, Kop)}(a,8)ca2- En esta notacion, la relacion de cociclo (1.3) en
la pagina 34 se lee

(1.8) Kgy — Koy +Kop =0

donde se ha hecho uso explicito de la relaciéon K., = —K, junto con la
hipétesis de que G es abeliano. Anélogamente, si {(Uag, K7, 5)}(a,p)caz €s otra
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familia de G-cociclos, la relacion de cofrontera (1.7) en la pagina 38 toma la forma
(1.9) ;ﬁ—KagZTg—Ta.

La manera en la que se han escrito las relaciones anteriores nos sugiere la
existencia de una teoria de cohomologia asociada a la cubierta U = {Uy}oca. Las
siguientes definiciones hacen precisa esta afirmacion.

2. Teoria de Obstrucciones y Cohomologia de Cech

DEFINICION 2.1. Sean U = {U, }aec4 una cubierta abierta de M™ y G un grupo
de Lie abeliano. Dado un entero no negativo p, definimos el espacio de cocadenas
de Cech de grado p, denotado por C? (U; G), como

(2.1) I[I ¢ Uaoan: @)

(ag,...,ap)EAPTL

Arriba C*° (Z/{aoy___y% ; G) denota al grupo abeliano de todas las funciones sua-
ves del abierto Uy,,....a, = Uay N+ N Uy, con valores en Gy APT1 denota al
producto cartesiano de p + 1 copias de A.

OBSERVACION 2.2. Recordemos que desde el inicio asumimos que M™ es una
variedad compacta; esto nos permite suponer sin perder generalidad que la cubierta
U contiene un ntimero finito de elementos. Asi, C? (U; G) es un grupo abeliano
finitamente generado por elementos ¢ de la forma (cao’,,,,ap, .. .,cl,aw,}l,p)7 donde
cada una de las entradas c,,, .., es un elemento de C'*° (MLO7,,,,LP ; G). Finalmente,
definimos C* (f); G) como el grupo trivial cuyo tnico elemento es 0 € G. De esta
manera asignamos el grupo trivial a una familia id,,, . ..,U,, de abiertos ajenos entre
si.

OBSERVACION 2.3. Si G es un grupo discreto como por ejemplo Z o Zj, entonces
para todo entero no negativo p, el conjunto de p-cocadenas de Cech C? (U; G)
consta de funciones localmente constante.

Dados abierto U,,......, , U,

111> denotamos por g, ..., al encaje Uy, . ., s
U,,......,- Esta aplicacion induce para cada p > 0 un homomorfismo de grupos

i 2 C% (Ungy 3 G) = C (Us,. G),

—

olp+1

definido en componentes como Cigrirty 7 Cuoyeoosty © Oy yipyr - LoSTE morfismo se

llama homomorfismo de restriccion inducido en grado p por 9,,, ...,

_ DEFINICION 2.4, Si p > 0, definimos la codiferencial de Cech en grado p
§:CP(U; G) — CPYL(U; G) como el homomorfismo de grupos inducido por la
correspondencia que a cada generador ¢ = (..., Cogyistpr .) de las p cocadenas de

Cech le asigna la p+ 1-cocadena 0 cuyas componentes estan dadas por la ecuacion

p+1
(2'2) (56)’/0a-“7LP+1 = Z (7]‘)HCL01-"7L;A7"'7L11+1 O 0Ou,..ostpi1
pn=0

donde ¢, denota la supresion del indice ¢,,. Sip < —1, definimos CPU; G) =0,
y en consecuencia, 0” = 0.
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FIGURA 1. Generador tipico € = (Cay.....ag;- -+ Coo....55) de C° (U; G).

De esta manera obtenemos una sucesion de grupos grupos y homomorfismos
graduados® por p € Z

. 5 . 5
(23) - —CP'U;G)—=CPU; G) —=CPT (U; G) —--- ,
denotada como (C’,S).

TEOREMA 2.1. La sucesion (C’,g) es un complejo de cocadenas, es decir, la
composicion sucesiva 600 : CP Uu; G)— crt? (U; G) es nula para toda p € Z. En
stmbolos, 6% = 0.

DEMOSTRACION. La prueba de este teorema no es méas que el calculo usual
que se hace en homologia singular. Sea ¢ = (..., ¢, .. .) un generador de las

lpy e

p-cocadenas de Cech. Directamente de las definiciones se obtiene que

p+2 p+1
(526)L0),_,7LP+2 = Z (71)1/ Z (71)MCLU7~--,LL7»--LAH,-..,Lp+2 o QL[)7...,LP+1 o QL(),...,LZ,+2
v=0 pn=0
p+2 p+1
= Z (_1)V Z (_1)HCLU,~~~,LL,...L;,“.,Lp+2 o QLU,...,LP
v=0 pn=0
p+2 p+1
= Q{)(),...7Lp+2 Z (_1)V Z (_l)ucbo7...,L;L,...LL,...,LP+2
v=0 =0

®

IEstamos usando el término graduado para referirnos a la asignacion p — C? (U; G) y no en
el sentido de grupo Z-graduado.
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Afirmamos que el argumento de of . denotado por comodidad como ® en
la ecuacion anterior se anula idénticamente. Para ver esto, realizamos el desarrollo
de la suma sobre el indice v. El resultado se lee

p+1
_ 0
® = (_1) Z Coiyta,eesliusenntpya
n=0
p+1
1
+ (_1) Z Cro,ta,eetiuseelpta
n=0

ptl
p+1 E .
+ (71) CLU7"'7I‘M1“'7LP1LZJ+2

pn=0

p+1
p+2 .
+ (_1) Z Cooyeeislipsennstpylpt | -
n=0

Haciendo el desarrollo explicito de la suma sobre p obtenemos
@ = (_1)0 [(_1)OCL2,...,LP+2 +---+ (_1)p+1cL1,...,LP+1:|
+ (_1)1 [(_1)ch2;<-~7Lp+2 +o (_1)p+lcto7---7bp+1]

+ (*1)p+1 [(*1)()0“7---7%-%—2 oot (71)p+10L07'”7LP}
+ (_1)p+2 [<_1)OCL17~~,Lp+1 +o 4+ (_1)p+1cbo,...7bp} .

De este tltimo desarrollo vemos que cada término en la suma aparece dos veces
con signos contrarios, esto verifica que ® = 0 como se afirmaba. (]

DEFINICION 2.5. La imagen del homomorfismo § : CP~1 (U; G) — CP (U; G) se
llama el grupo de p-cofronteras de Cech y se denota como B? (U; G). Similarmente,
el ntacleo de § : CP U; G)— CP*1(U; G) se llama el grupo de p-cocilos de Cech v se
denota por ZP (U ; G). El teorema anterior implica que BP (U ; G) es un subgrupo de
ZP (U; G) para todo p € Z. Finalmente, definimos el p-ésimo grupo de cohomologia
de Cech con coeficientes en G asociado a la cubierta U como el cociente

(2.4) HP (U; G) := M.
B (U; G)

OBSERVACION 2.6. Es claro de las definiciones que: H? (; G) = 0 para toda
p < —1yque H (U; G) = Kerd® puesto que 6~ = 0. Considerando que un
elemento ¢ € C° (U; G) es una coleccion de funciones suaves de la forma cq, : U, —
G, vemos que 6¢ = 0 si y solo si para todo «, 8 € A se cumple que Ca®0aB = C300aB,
es decir, ¢, coincide con cg en U, NUg. Esto implica la existencia una tnica funcién
diferenciable ¢ : M™ — G tal que c restringida a U,, es precisamente la componente
«a de ¢ denotada como c,. Por lo tanto, existe un isomorfismo canoénico entre la
cohomologia de Cech en grado cero y el grupo de funciones suaves de M"™ con
valores en G

H(U; G) =~ C® (M™; G).
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Independientemente de la elecciéon de cubierta abierta para M™. En particu-
lar, si G es un grupo discreto se sigue de la observacion 2.3 que H° (M™; G) es
precisamente el espacio de funciones continuas localmente constantes. Es decir,
HO (M"; G) ~ G™ donde m es el ntimero de componentes conexas de M".

La interpretacion de los grupos de cohomologia de Cech para p > 1 de ninguna
manera es obvia; de hecho en muchas ocasiones esta depende del contexto concreto y
de la eleccién de G. Sin embargo, el caso p = 1 deberia resultar absolutamente claro
para nosotros, ya que como hemos visto, la ecuacion (1.8) implica que los G-cociclos
estructurales (U, K,3) asociados a un G- haz vectorial E — M™ son en realidad 1-
cociclos de Cech; y mas atn, la proposicion 1.1 junto con la ecuacion (1.9) aseguran
que la clase de cohomologia de Cech que representan dichos cociclos determinan
la clase de isomorfismo del haz F — M™. En pocas palabras, el primer grupo de
cohomologia de Cech con coeficientes en G asociado a U representa al conjunto de
clases de isomorfismo de G-haces vectoriales que admiten una trivializacion sobre
la cubierta U de M™. Este ultimo punto es una deficiencia de la construccién, ya
que de las definiciones dadas hasta este momento no podemos garantizar que todos
los posibles G-haces vectoriales sobre M™ puedan ser trivializados por la cubierta
U, la cual hemos fijado desde el inicio. Para resolver este problema, introducimos
el siguiente concepto.

DEFINICION 2.7. Sean U = {Up}aca y V = {Vs}sen dos cubiertas abiertas de
M™. Un refinamiento de U por V es una funcion r : B — A tal que Vg C U,.(3) para
todo 8 € B. Decimos que V es mas fina que U si existe un refinamiento r de U por
V, y lo indicamos con la notacién ¥V < U.

Supongamos que V < U a través de un refinamiento r, entonces para cada
ndmero entero p existe un morfismo 7 : CP (U,G) — CP? (V,G) definido en un
elemento ¢ € C? (U, G) como

(T92) 80,8y = Cr(Bo)yrnrr(Bp) V... -

PROPOSICION 2.1. Sean V y U dos cubiertas abiertas de la variedad M™ y r
un refinamiento de U por V. Entonces:
a) Los cuadrados en el diagrama

Cr=(U; G) C?(U; G) Crti(U; G)
| | |
p—1 7P Fp+1
-y o o
cr=1(v; G) c?(V; G) Crti(v; G)
6 6

son conmutativos para todo p € 7.
b) Si s : B — A es otro refinamiento de U por V, existe una coleccion de
homomorfismos de grupos H? : CP (V;G) — CP~1 (U; G) tal que

(2.5) JPLHP 4 HPYISP = 2 — 5P
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para todo entero p. Esta propiedad suele esquematizarse por el diagrama

" U G) ——CPU; Q) ———=CPH (U ) —— - -
| 7 7
Fp—1 _gp—1  [p 7P — gpP Hp+1 gp+l _ gptl
R R o
=PI (V;G) ——=CP(V; G) ———=CPTH(V; G) ——— -+
) )

DEMOSTRACION. Sea ¢ € CP~'(U; G). Directamente de las definiciones se
obtiene que

('f’p(sc Bo,... VﬁOw--yﬁp

(B0 oot (Bt (By) © BoseesBp

i

En el razonamiento anterior se ha usado que Vg, .. g, esté contenido en U,.(g,),... (8,

para cada posible valor de p. Por otra parte, se tiene que
P
< 1
(orPte Z ") gy, 8,

p
N Z Cr(B0),ererr(Bu) e (By) © €BosesBp

Esto prueba el inciso a) de esta proposicion. Para demostrar el inciso restante,
definimos para cada p > 0 un homomorfismo H? : C? (U; G) — CP~1 (V; G) tal
que a cada cocadena ¢ € CP (U; G) le asigna la cocadena HP¢ formada por las
componentes

p

(HP®) 5,5, = D (1) Co(B0),rrs(BuIr(B) e r(8p) Vs

v=0

Para cada p < 0, definimos HP = (. Veamos que con esta eleccion de H? se
satisface la ecuacion (2.5). Comencemos con el primer caso no trivial, esto es cuando
p = 0. Como H? = 0, solo hay que verificar la relaciéon Hlée = (fo — éo) C para
todo generador & € C° (U ; G), pero de acuerdo con la definicion, el valor de H$ en

2 15= (RS ..
tal elemento estd dado por (H 56) fo = (50)8 (Bo)r(5y) AUE claramente coincide con
(70 = 3%) € = ¢,y —Cs(8,)- Consideremos ahora el caso p = 1, sea ¢ un generador de
las 1-cocadenas de Cech asociado a la cubierta . Directamente de las definiciones

tenemos que

(BH'C) 5,5, = [(H'€) 5, = (H'0) 5 ] © 030,

= [Ca(Br)r(B1) = Cs(Bo)r(Bo)) |V Bobn -
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Por otra parte, tenemos que

252 o I (%=
(H 6C)ﬁ0[51 = |:(6C)s(ﬁ0)r(ﬁo)r(,81) (50)5(50)3(51)r(51)] Vaos:
= [Cr(ﬂo>r(ﬁ1) — Cs(Bo)r(B1) T Cs(Bo)r(Bo) T

= Cs(B1)r(B1) + Cs(Bo)r(B1) — cS(ﬁo)T(ﬁl)] |V5051'

Comparando las tultimas ecuaciones vemos que en efecto (SOH L+ H 251) c =

[CT(Bo)r(,Bl) - 03(50)8(51)] Vs, = (7‘1 — él) ¢. Los casos restantes se establece de
manera analoga desarrollando las expresiones de H” junto con la expresion para la
codiferencial de Cech. O

En general, si (C,0) y (D, d) son complejos de grupos, decimos que una familia
de morfismos de grupos pP : CP — DP indicada por p € Z es una aplicacion de
cocadenas si p conmuta con las correspondientes codiferenciales, es decir;

APt o pP = pPTL o 6P, para toda p.

De manera similar, dos aplicaciones de cocadenas p1,p2 : (C,0) — (D, d) son
homotdpicas si existe una familia de homomorfismos H? : CP — DP~!, que satisfa-
cen la condicion de homotopia

SPTLHP + HPTNAP = pP — pb. para toda p.

A tal conjunto de morfismos se le llama una homotopia entre los complejos (C, )
y (D,d). La importancia de estos conceptos radica en las siguientes propiedades
inmediatas de las definiciones: toda aplicacion de cadenas p : (C,d) — (D, d) induce
un morfismo de modulos a nivel cohomologico p? : H?(C,d) — HP(D,d), definido
como [c] — [pP(c)] para cada valor de p, y ademas, cualesquiera dos morfismos de
cocadenas homotépicos inducen exactamente el mismo morfismo entre los médulos
de cohomologia de grado correspondiente. Con estas consideraciones en mente, la
proposicién anterior implica que el morfismo

(2.6) RY:HY (U; G) — H? (V; G)

esta determinado de manera tnica por la relacién V < U sin importar la eleccion
de refinamiento. Es claro que la relacion < es simétrica y transitiva. Esto en otras
palabras quiere decir que el conjunto de cubiertas abiertas de M"™ denotado como
Cub(M™) es un conjunto dirigido; que como tal determina para cada p un sistema
de grupos y homomorfismos (H P(U;G), RZ{}{) definidos para toda cubierta V mas
fina que U. Este sistema de grupos y homomorfismos satisface las condiciones:
P .
(%) idy = 1d6p(u;c)
(xx) Para cualesquiera tres cubiertas U , V y W relacionadas por la cadena
YV <U < W, el siguiente diagrama es conmutativo para cada p € Z

Ry RY
CPW; G) ——=CP(U; G) —=CP (V; G).
\W/

Ry
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Que definen el concepto de sistema dirigido de grupos. Asociado a este sistema
dirigido se tienen los correspondientes limites directos definidos para todo p € Z
como el siguiente cociente

im HP (U: Q) = Bueccuvor 1° U; G)
(2.7) %H U: Q) = -

donde G(~) denota al grupo abeliano generado por la relacion; (U, c) ~ (V, <)
si RZV(Z/I, c) = R‘V;V(V, ') para alguna cubierta W € Cub (M™) refinada tanto por U
como por V. Por supuesto en la definicion anterior ¢ y ¢ son elementos de H? V; G)
y HP (U; G) respectivamente. Intuitivamente, los elementos del limite directo son
clases de cohomologia de Cech de grado p representadas por cociclos z € Z? U, Q)
yy € ZP (V, G) que eventualmente se vuelven iguales, en el sentido de que existe
una cubierta abierta suficientemente fina para la cual = y y coinciden en cada una
de las posibles intersecciones de los miembros en la cubierta. En el caso particular
en que p = 1, lo que se obtiene con este limite es un avatar para el conjunto de clases
de isomorfismo de todos los G-haces vectoriales sobre M™. De hecho esta afirmacion
se puede establecer con todo rigor observando que dos G-haces vectoriales E y £
de rango k sobre M", trivializados sobre cubiertas i/ y V no necesariamente iguales
son isomorfos si y solo si las correspondientes clases representadas por los cociclos
estructurales (U, K¥)y (V, K€) coinciden en el limite. Este hecho se verifica usando
el refinamiento comin de U y V, denotado como VNU, que esta dado por todas las
posibles intersecciones de elementos en estas cubiertas. Todo lo anterior nos motiva
a hacer la siguiente definicion.

DEFINICION 2.8. Sea M™ una variedad diferenciable compacta. Para cada nu-
mero entero p, definimos el p-ésimo grupo de cohomologia de Cech de M™ con
coeficientes en G como

(2.8) HP (M™; G) := hgm u; Q).
u

OBSERVACION 2.9. Para cada grupovG7 cada cubierta abierta U de M™ y cada
entero p, existe un morfismo canénico H? (; G) — HP (M™; G) definido por el
diagrama

(2.9) H? (U; G) > Bpccupuny H? U; G) —= H? (M"; G) .

OBSERVACION 2.10. Una mirada detenida a la construccién que hemos dado
de la cohomologia de Cech de M™ revela que esta teorfa es completamente fun-
ctorial. Esto es, para cada variedad diferenciable hemos asociado una coleccién de
grupos abelianos H* (e ; G) parametrizada por los enteros de manera tal que ca-
da aplicacion suave f : N™ — M™ induce una familia de morfismos de grupos
f*:H*(M"; G) = H* (N™; G) que preserva composiciones y manda identidades
en identidades. En grado 1, el morfismo f! es basicamente la construccién del G-haz
vectorial inducido por f.

Para fijar las ideas que hemos discutido en esta seccién, veamos que la coho-
mologfa de Cech de M™ en grado uno con coeficientes en GL(1;C) clasifica salvo
isomorfismo a todos los posibles GL(1; C)-haces vectorial complejos sobre M™. Lla-
mamos a este tipo de haces vectoriales simplemente como haces de lineas complejos.
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Recordemos que GL(1;C) se identifica canonicamente con el grupo multiplicativo
de los complejos no nulos C*.

Comencemos notando que el conjunto de clases de isomorfismo de haces de
lineas complejos diferenciables sobre M™, denotado usualmente como Pic™ (M™),
tiene una estructura de grupo abeliano definida de la siguiente manera: Si [L1], [Lo]
son elementos de Pic™ (M™), definimos [L;] - [L2] como la clase de isomorfismo del
haz L; ®c Ls. El inverso [L] ™! se define como la clase de isomorfismo representada
por el haz asociado al cociclo estructural (U, K;g), donde K,g : Upg — C* son
las funciones de transiciéon de L. Finalmente, el neutro es la clase de isomorfismo
del haz trivial C x M™ que corresponde al cociclo (M™,1: M™ — C*) donde 1 es
la funcién constante con valor 1.

Para ver que el producto en Pic™ (M™) esté4 bien definido, basta ver que el pro-
ducto L1 ®c¢ Lo esta determinado salvo cofronteras por la eleccién de C*-cociclos es-

tructurales (U, Kgé) y (V, Kff) asociados a L1 y a Ly. Supongamos que (L{, IA(OLCé)
, (V, K aLbz) es otra pareja de cociclos que representan a [L1] y a [Lsg] respectiva-
mente. Entonces L1 ®c Lo esta representado tanto por el cociclo (u ny, K 5 5 K aLbz)

como por el cociclo <U ny, K 5 éf{ (f,f). Por otra parte, nuestras hipdtesis garanti-
zan la existencia de colecciones de funciones suaves 7, : U, - C* y T, : V, — C*
tales que

Ly —1g-L

K /13 =171, K ;73

Lo —1 Lo

Kp =T, KT,

De la ecuacion anterior vemos que

(Unv, KLRE) = (UnV, (L) KEKE (Tirs))

Por supuesto, todas las funciones involucradas en la relaciéon anterior deben
restringirse a la interseccion U, NV, para toda (a,a) € A x B. Esto prueba que
distintas elecciones de representantes para [Li] y [L2] inducen representantes de
[L1 ®c La] que difieren por una cofrontera, como se afirmaba. Es claro que [L]™*
solo depende del representante L, y ademads es un inverso multiplicativo de [L]. Esto
muestra que en efecto, (Pic™(M™), ®c, [C x M™]) es un grupo abelinao.

Como hemos descrito en la pagina 35, para cada trivializacion &, : U, x C —
71 (U,) de un haz de lineas complejo L — M™ existe una correspondiente seccién
local s4 : U, — L que genera la fibra sobre cada punto p € U,,. Esto implica que
Sq 1O se anula sobre su dominio; y en particular

S *
caﬁzzizualg—HC

es una funcién suave que trivialmente satisface la condicién de cociclo sobre
cada U, g no vacio. Por lo tanto, c,g representa una clase bien definida en el primer
grupo de cohomologia de Cech de con coeficientes en C* asociado a la cubierta

U:= {Ma}a6A~

DEFINICION 2.11 (Primera Clase de Chern). Supongamos que L — M™ un
haz de lineas complejo trivializado por la cubierta U como en el parrafo anterior.
La imagen de (U, [cap]) € H' (U; C*) bajo el morfismo canénico H! (U; C*) —
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H' (M"™; C*) se llama primera clase de Chern de L, y se denota simplemente como
C1 (L)

TEOREMA 2.2 (Clasificacion de Haces de Lineas Complejos). Supongamos que
M™ es una variedad lisa. La aplicacion ¢y : Pic™(M™) — H! (M ; C*) definida
como [L] — ¢1(L) es un isomorfismo de grupos abelianos.

DEMOSTRACION. Consideremos un haz de lineas complejo L — M™ triviali-
zado sobre la cubierta U = {U,}. Veamos primero que c¢;(L) es independiente de
la eleccién de secciones locales s, : U, — C*. Si §, es cualquier otra seccién local
sobre U, entonces por ser s, un generador local de la fibra sobre cada punto en
Uy, existe una funcion f, : U, — C* tal que 54 = fosq. La funcion éup := 54/53
claramente satisface ¢os = (fo/fs) cap- En otras palabras

Fapeah = 22 = (5)as
fs

donde f € C° (U ; C*) esta definida por la coleccién de las f,. Esto muestra que
€aB ¥ Cap son cohomologicamente equivalentes. Ahora veamos que ¢;(L) tampoco
depende de la eleccion de cubierta. Dada cualquier otra cubierta V = {V, }, sabemos
que YNV es un refinamiento comin de U y V. Esto nos permite suponer sin perdida
de generalidad que V es més fina que U. Sea r : B — A un tal refinamiento,
entonces para cualquier abierto V, existe un abierto U,.,) tal que V, C U,(q). Asf,
la primera clase de Chern de L representada por ¢ € H* (U; C*) con componentes
Cap = (...,84/83,...) satisface (lc)qp = ( c oy 5r(a)/Srw)|Vab s - - - ) Luego, por la
primera parte de esta proposicién, tenemos que Cqp = ( sT(a)/sT(b)Wab, .. ) €
H' (V; C*) también representa la primera clase de Chern de L. En otras palabras
Rl{,{(V, ¢) = RZ(Z/{, ¢), de manera que ¢ y ¢ coinciden en el limite. Esto prueba que
la primera clase de Chern de L es independiente de la trivializacion.

Para ver que ¢1(L1®cL2) = ¢1(L1)c1(L2) para cualesquiera dos clases [L1], [La] €
Pic®(M™) tomamos representantes ¢l = s./sp vy ci5 = s2/s5 de las clases de
Chern de Ly y Lo respectivamente. Supongamos ademas que L1 y Lo estan triviali-
zadas sobre la misma cubierta. Recordemos que la correspondencia entre secciones
locales s y trivializaciones ® esta determinada por la formulada s(p) = ®(p, v) para
todo p € Unp. Aqui, v es un generador como espacio vectorial de la fibra tipica.
En particular, se tiene que sg(p) = @siﬁ(p, 1) para toda v € A e i =1,2. Por de-
finicion de las funciones de transicion se tiene que KOLté (p)(1) = @55 (p,1). De esta
manera vemos que toda secciéon local 8§1®L2 de L1 ®c Lo sobre Uyp es de la forma
ski. sL2 para algiin par de secciones locales st € T'(Uag, L1) , 552 € T(Uap, L2)%
En particular, obtenemos que ¢1(L; ®¢ L2) se puede representar por el elemento

1.2 |21 2 |-
S5 Sp Sp

Que precisamente representa al producto de c¢1(Lq) - ¢1(Ls), tal y como se
buscaba. Como el haz trivial M™ x C tiene una seccion global p — (p, 1) no cero,
se tiene trivialmente que ¢;(M™ x C) es el neutro multiplicativo de H' (M"; C*).
Y maés atn, si la clase de isomorfismo de un haz de lineas L cumple que ¢ (L)
es trivial, entonces podemos tomar un representante de la primera clase de Chern

2Usamos la notacién I'(Uap, L;) para enfatizar que el soporte de séi es precisamente Ung.
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de L con componentes c,g = So/Sp tal que la condicion de cofrontera co,p =
(6 f)ap se satisface sobre U, para alguna 0-cocadena de Cech f con componentes
fa : Uy — C*. Observe que la condicién de cofrontera es equivalente a que las
secciones S, 1= 8o/ fo coincidas dos a dos en las intersecciones U,g no vacias. Por
tanto S, define una seccion global no nula de L que es ademas diferenciable. Esto
muestra que L esta en la clase de isomorfismo del haz trivial; en particular, c;
es un monomorfismo. La correspondencia entre secciones locales y trivializaciones
muestra que ¢; es también un epimorfismo. Esto concluye la prueba del teorema de
clasificacion. O

Relacionado con el hecho de que todo haz de lineas complejo admite una es-
tructura unitaria, tenemos el siguiente

COROLARIO 2.3. El isomorfismo dado por la primera clase de Chern se facto-
riza a través del morfismo H' (M” ; Sl) — H! (M™; C*) inducido por la inclusion
de S* — C*. En otras palabras, ci(L) toma valores en en grupo unitario S* para
todo haz de lineas L.

DEMOSTRACION. Sea [L] una clase de isomorfismo de haz de lineas complejo.
Sabemos de la prueba anterior que el representante co3 = s /s de la primera clase
de Chern de [L] es invariante bajo dilataciones s, — zs, para z € C*. Més aln,
vimos que ¢1(L) no depende de las secciones s, , sg usadas para construir c¢,3. Por
tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que s, y sg son secciones locales
unitarias respecto de alguna métrica hermitiana en L. Un argumento de particiones
de la unidad [7] muestra que tales métricas siempre existen para cualquier haz
vectorial complejo sobre M™. O

El resultado anterior siguiere la necesidad de extender la cohomologia de Cech
para incluir el caso de coeficientes en subgrupos de Lie G C GL(k ; F) no necesaria-
mente abelianos. Desafortunadamente esto no es posible, al menos en los términos
de antes. Aun cuando en general C? (U ; G) es un grupo finitamente generado para
cada valor de p, el problema para definir los grupos H? (U; G) radica en que no
existe una definicion consistente que convierta a la codiferencial 4 en un morfismo
de grupos. Esto por supuesto esta relacionado con el hecho de que en un grupo
no necesariamente abeliano existe mas de un orden posible para los factores de un
producto de la forma ab~'cd™!, mismos que entran en la definicién de la codife-
rencial de Cech en grados positivos. Sin embargo, es posible utilizar las relaciones
de cociclo y cofrontera para construir una funcion 6! : C* (U; G) — C2 (U; G) que
actiie multiplicando 1-cocadenas de Cech exactamente en el orden de la ecuacién
(1.3) en la pagina 34. De manera similar se construye un conjunto H* (U; G) para
grupos no abelianos cuyos elementos sirvan como pardmetros de las distintas clases
de isomorfismos de G-haces vectoriales. Explicitamente definimos

ZYU;a) = {Kaﬂ € C' (U Q) | KapKpyKyo = 1}
0 U; G) = M

Donde identificamos elementos distintos de Z' (U; G) si satisfacen la condi-
cion de cofrontera para haces vectoriales (1.7) en la pagina 38. Asi, definimos
H' (M"; G) para un grupo de Lie arbitrario sustituyendo en la definicion 2.7 la
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suma directa sobre la familia de cubiertas U de la variedad M™ por la unién disjunta
11, H' (U; G) y dividimos por la misma relacion de equivalencia. En otras pala-
bras, olvidamos toda la estructura algebraica de complejo de cocadenas y tomamos
el limite en la categoria de conjuntos. De esta manera se obtiene una estructu-
ra remanente de conjunto para H! (M™; G) que tiene ademés un punto marcado
correspondiente al G-haz trivial. Ver de este modo al conjunto de clases de iso-
morfismo de G-haces vectoriales de rango k sobre M™ tiene algunas ventajas, por
ejemplo; veremos a continuacién que podemos aprovechar la versiéon en la categoria
de conjuntos marcados del teorema fundamental del 4lgebra homologica [40], que
enunciamos a continuacién en su versién cohomolégica.

TEOREMA 2.4. Sean (G,0¢) , (H,0m) y (K,dk) complejos de cocadenas en la
categoria de grupos, con graduacion entera. Supongamos ademds que

(2.10) 0 (H,(5H>40>(K,(5K)4>0

(G7 5G)

es una sucesion exacta de complejos de cocadenas. Entonces la sucesion exacta
corta inducida en cohomologia por la sucesion de complejos (2.10) se conecta por
una coleccion de morfismos 0 : HP (K,8k) — HPT (G, 0¢) de tal manera que la
sucesion

n? or

HP (H,(SH) —> HP (K76K) ﬁ/
5}

Pl p+1
L% Hpr+1 (G,dq) — Hpr+1 (H,0y) — HP+1 (K,0r) — -

(2.11) ---— H?(G,é¢)

es exacta en todos sus nodos.

OBSERVACION 2.5. Si los grupos subyacentes a los complejos (G, d¢) , (H, )Y
(K, dk) son abelianos recuperamos por completo la estructura algebraica obtenien-
do asi una sucesién exacta larga de grupos en todos los grados de la cohomologia.
En este caso, el morfismo de conexion d : HP(K,dx) — HPTY(G,dg) esta dado
de la siguiente manera. Se toma un representante k de una clase de cohomolo-
gia [k] € HP(K,0k). Como 0 es un epimorfismo, k es de la forma 6(h). Luego
0 = dx(k) = dx 0 0(h) = 6 o du(h), es decir, 6y (h) € Kerf® = Imn. Entonces,
51 (h) =n(g) para algtin g € GP™!. Finalmente, 0 = 6% (h) = d on(g) = nodc(9);
asf, dg(g) € Kern = 0. Esto prueba que g € GP'! representa una clase en
HPY(G,6c) que de hecho es la imagen de [k] bajo el morfismo de conexiéon 0.
Se deja al lector verificar que en efecto d[k] := [g] no depende de las elecciones
realizadas en el procedimiento descrito anteriormente.

La observacion anterior nos permite dar una version alternativa de la primera
clase de Chern como un elemento de H? (M™ ; Z) usando la sucesion exponencial

exp

(2.12) 0 C*(U; 277) C* (U; R)

Cc* (U;Sl)HO.
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Como H? (M™; R) = 0 para toda p € Z [6], se tiene que 0 : H' (M™; C*) =
H? (M™; 277).% Este isomorfismo, que de hecho es canénico, se realiza de la si-
guiente manera; fijamos un haz de lineas complejo L trivializado sobre una cubier-
ta {Uy}aea cuyos miembros sean todos simplemente conezos (tal eleccion siem-
pre es posible) y consideramos un representante de primera clase de Chern da-
do por cap : Uap — S*. Luego, levantamos este cociclo mediante la exponencial
exp : R — S! a una cocadena de Cech Oup : Uap — R. Es decir, escribimos c,5 en
la forma exp(i.3). Asi

1= (56)a67 — 08y g=10arn i0as — i(0py—bary+0ap)

Por lo tanto, la cocadena ©,5+ = 1/27(03, — 0 + 0a3) toma valores enteros.
Maés atin, por la observacion 2.3 en la pagina 40 se tiene que ©,3, es constante en
componentes conexas de M™. De hecho, ©,4, es un 2-cociclo de Cech que determina
una clase en H? (M™ ; 7) que por construccion representa a dc; (L). Si M™ es conexa
es facil ver que siempre es posible elegir una rama para el logaritmo complejo de
manera que

(2.13) Ounpy i= % [log(csy) — 10g(Cany) + 10g(Cas)]

donde cada uno de los cociclos c,g estéd definido sobre dominios U,g simple-
mente conexos (esto es necesario para definir a la funcion log).

Observe ademas que las identidades logaritmicas usuales no aplican en la de-
finicién de ©43y ya que en general los logaritmos en cada uno de los sumandos
tienen dominios distintos y por lo tanto pueden tener ambigiiedades en cuanto a la
eleccion de sus respectivas ramas.

Ahora tenemos todas las definiciones necesarias para atacar la pregunta plan-
teado en la pagina 35 replanteada en los siguientes términos; dados subgrupos de
Lie G € GL(k;F) y H C GL(r;F) y un homomorfismo 6 : G — H, ;Que relaciones
existen entre la categoria de G-haces vectoriales y la categoria de H-haces?, am-
bas sobre una misma variedad base M"™. Es claro que esta situaciéon incluye como
casos particular a las preguntas; ; Cuando podemos reducir el grupo estructural de
GL(k;F) a G C GL(k;F) para un G dado? y {Cuando podemos levantar H-cociclos
estructurales a G-cociclos a lo largo de un recubrimiento G — H? Comencemos
estudiando un ejemplo bien conocido en geometria riemanniana de una reduccion
estructural.

Dada una métrica riemanniana g € I' (Sysz* M ”) (que siempre existe por un
argumento de particiones de la unidad [7]), podemos reducir el grupo estructural
del haz tangente TM™ del grupo general lineal GL(n;R) al grupo ortogonal O(n;R)
simplemente ortonormalizando mediante el procedimiento de Gram-Schmidt seccio-
nes locales generadoras asociadas a las distintas trivializaciones locales. Sin embar-
go, sabemos que existen obstrucciones topologicas relacionadas con el concepto de
orientabilidad que no necesariamente permiten llevar esta construccion al nivel del
grupo especial ortogonal SO(n;R). A manera de ejemplo veamos que tipo de obs-
trucciones ocurren para los O(k;R)-haces vectoriales. Para esto usamos la sucesion
exacta asociada a la funciéon determinante

(2.14) 1 —SO(k;R) — O(k;R) — Zg — 1.
3Para pasar de la sucesiéon exacta larga asociada a una cubierta U/ derivada del teorema 2.4

a una sucesion larga asociada a M™ se toma el limite sobre todas las cubiertas. Como el limite es
un funtor exacto [13], la sucesiéon obtenida de esta manera es exacta en todos sus nodos.
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EJjemMPLO 2.1 (Orientacion de Haces). Supongamos que un elemento [U, E] del
espacio de cohomologia de Cech con coeficientes en el grupo ortogonal

H" (M™; O(k;R))

representa a la clase de isomorfismo de un O(k;R)-haz vectorial con funcio-

nes de transicion K,g. Entonces detl[L{, E) estd representado por cociclos wélg =

det Kop : Uns — Za que determinan en el limite una clase wy(E) € H' (M™; Zy)
llamada primera clase de Stiefel-Whitney. Asi, el problema de la orientabilidad del
haz E se traduce en términos de la primera clase de Stiefel- Whitney en la condicion
w1(E) = 1. En particular, vemos que una variedad M™ es orientable si y solo si
w (TM™) = 1.

3. Obstrucciones para la Existencia de Estructuras Spin

En esta seccion definimos una sub-clase de variedades, llamadas variedades spin,
que seran fundamentales para los desarrollos por venir. Supongamos que (M™, g)
es una variedad riemanianna de dimension n > 2 con wy(TM"™) =1 (es decir, M™
es una variedad orientable). Usando la métrica riemanianna podemos trivializar al
haz tangente por abiertos U, geodésicamente convezos. Esto en particular garan-
tiza que U,p es simplemente conexo. 4 De esta manera vemos que el problema de
levantamiento [18|

(3.1) Spin(4)

7
-

P Ad
7
7

Unp SO(4).

Kap
asociado al recubrimiento doble no trivial (ver 3.8 en la pagina 14)
1 — Zy — Spin(n) Ad SO(m;R) — 1

tiene solucién K'ag : Uop — Spin(n). Esto de ninguna manera garantiza que

los datos (Unp, Kop) determinen un Spin(n)-haz vectorial pues en general la funcion
ng = KoK kaw no es idénticamente 1 sobre toda la variedad. Observe que
el diagrama conmutativo (3.1) implica que w'?)

afy
(Uap, w((j@’)v) es es un 2-cociclo de Cech. Primero, como todo elemento de Zs es su

w

€ KerAd = Z,. Veamos que

4La métrica riemanianna no es esencial para trivializar a TM™ por abiertos simplemente
conexos. La misma definiciéon de variedad es suficiente para hacer esto es posible.
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propio inverso, tenemos que

502 L@@ @) (@
<5w )aﬁ’yé = W6 Warys Waps Vapy

= [f(ﬁ’v f{'y& Kﬁﬂ} [KM f(’vé f{éa] [f(aﬁ f(ﬁé f{éa} [Kaﬂ Ky Kya
L . 12 . .
— [R5 Kop| [£Ras Ksa| " [#Kar Koo

~ ~ 3
= Kpg (Kaa)
= KgpKaa
= (£1)%

Hemos usado la relacion Ad (K/w KVG) = K, K,c = K, para deducir que

f(,w K,, = :I:f(,w (la fibra sobre K,,(p) es j:f(,,c,(p)). La clase wo(TM™) €

H? (M™; Zs) inducida en el limite por el 2-cociclo (Ua/g,wfﬁ)v
da clase de Stiefel-Whitney de M™. Decimos que M™ es una variedad Spin(n) si
su segunda clase de Stiefel-Whitney es trivial. Esta definicion simplemente significa
que la variedad M™ admite un Spin(n)-haz vectorial bien definido cuyas funcio-
nes de transicién son levantamientos a lo largo del recubrimiento doble Ad de las
funciones de transiciéon del haz tangente orto-normalizado. A una tal eleccién de
levantamientos Ko, s se le llama simplemente una estructura Spin(n) para M™.

Por supuesto, la definicion de la segunda clase de Stiefel-Whitney se extiende
para incluir SO(k)-haces vectoriales mas generales que el haz tangente. Sin embargo,
el ejemplo principal que tendremos en mente sera el del haz tangente a una variedad
orientable.

Desafortunadamente, no todas las variedades de dimension cuatro son Spin(4).
Por ejemplo, un célebre teorema debido a Rokhlin establece que las 4-variedades
Spin(4) tienen signatura divisible por dieciséis [31]. Este resultado implica que CP?,
y mas generalmente la suma conexa de k copias del plano proyectivo complejo no es
Spin(4) si k < 16. Esto nos obliga a introducir una nueva estructura para los haces
vectoriales orientables conocida como estructura Spin(c(n)7 que en cierto sentido
es el andlogo complexificado de una estructura Spin(n). Este es el concepto mas
importante de esta seccion, ya que este tipo de estructura siempre esté presente en
el haz tangente de una 4-variedad lisa.

Para motivar la definicién recordemos que para todo entero n > 0, el grupo
Spin®(n) completa la sucesion exacta

) se llama sequn-

(3.2) 1 — Zy —» Spin®(n) N SO(n) x S* — 1

donde 9(z€) := (Adg, 2%). Observe que ¥ determina una pareja de homomorfis-
mos p; : Spin®(n) — SO(n) y ps : Spin®(n) — S* definidos como py = Proygo(n) 9
, P2 1= proyg: o ¢. Supongamos que tenemos un Spinc(n)—haz vectorial & — M*
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con cociclos estructurales (Usp, K& z). Entonces los homomorfismos anteriores com-
pletan el diagrama conmutativo

(3.3) SO(n)

(1)
KaB
P1

Kgﬁ : Ung — Spin®(n)
P2
K®

op St

Es facil ver que las funciones K((Xlﬂ) y Kfﬁ) satisfacen la relacion de cociclo.

DEFINICION 3.1. Una estructura Spin®(n) para un SO(n)-haz vectorial E —
MP con cociclos estructurales (Uys, K, ~’3) es un levantamiento K(fﬁ : Unp — Spin©(n)
tal que p; oKiﬁ = Kfﬁ Y Uas, Kgﬁ) satisface las relaciones de cociclo. El Spin©(n)-
haz & — M* determinado por (Uys, K, s B) tiene asociado un haz de lineas complejo
det &€ — M* definido por el cociclo (Unp,p2 0 K, gﬁ) que se llama haz determinante
de la estructura Spin(c(n). En particular, decimos que M es una variedad Spinc(k)
si su haz tangente TM* admite una estructura Spinc(k).

Como hemos visto, asociado a cualquier Spinc(n)—haz vectorial £ se tiene una
pareja de haces vectoriales (£1,&2) con grupos estructurales SO(n) y S respecti-
vamente. Esta sencilla observacion implica que el morfismo inducido por 9 en el
primer conjunto de cohomologia de Cech

(34) 0" A (MEs SpinS(n)) - A (M5 8O(m) x H' (M"; 5")

lleva la clase de isomorfismo de [£] en la pareja ([€1],[€2]). Y més atn, por
exactitud de la sucesion larga asociada a (3.2) vemos que 9! [€] = ([€1],[&2]) siy
solo si la clase 9 ([€1], [€2]) es trivial en H? (M*; Z5). En otras palabras, el nicleo®
de la aplicacién de conexion

9: H* (Mk; SO(n)) x H! (Mk; S’l) — H? (Mk; Z2>

es la obstruccion a la existencia de Spin®(n)-haces vectoriales sobre M*. Ana-
licemos la estructura del espacio de obstruccién Kerd. Para esto, consideramos
primero la clase de isomorfismo de un SO(n)-haz vectorial E — M* con cociclos es-
tructurales (Ung, K, fﬁ) con U,p simplemente conexo para cualquier posible eleccion
de indices , 8. Si [E] es la primera componente de ¥' [£] para algin Spin®(n) haz
vectorial £ con funciones de transicion K i 3, entonces al factorizar la parte Spin(n)
de Kiﬂ tendriamos una nueva funcion K fﬁ tal que Ad o K 5/3 =K EB‘ Es decir, la
parte Spin(n) del cociclo K& 5 levanta a Spin(n) el cociclo estructural K, fﬁ. Como
hemos visto antes, este tipo de levantamientos no necesariamente determinan haces
Spin(n) bien definidos debido a una posible falla en la eleccion de signos provenien-
te del nicleo Zy ~ Ker Ad. La segunda clase de Stiefel-Whitney wq(E) representa

5El niicleo de una aplicacién marcada f : (X, z0) — (Y, o) es la preimagen de yo bajo f.
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precisamente esta obstrucciéon. De hecho, la ambigiiedad en el signo del levanta-
miento f(fﬁ se debe en este caso a que un elemento en Spin®(n) ~ Spin(n) xz, S*
se representa indistintamente por £z o bien como —¢ — z para £ € Spin(n) y z € S*.

Un fenémeno analogo ocurre cuando consideramos la clase de isomorfismo de
un haz de lineas L — MF en vez de la clase de E — MF. El recubrimiento doble en
este caso es z — 22 y la pregunta relevante es la siguiente: ;Bajo que condiciones
existe un haz de lineas VL — M¥ tal que VL Qc V'L ~ L? Como antes, analicemos
esta pregunta en términos de la sucesién exacta
(35) - — HX(M*;2) 25 |2 (MY z) 2S5 ER (MY Z,) — -

inducida por la sucesion exacta corta de coeficientes 0 — Z — Z — Zg — 0.
La existencia del haz de lineas vL — M* implica que 2¢;(vV'L) = ¢1(L) y por
tanto ¢1(L) = 0 mdd 2. De nuevo, la exactitud de la sucesion (3.5) implica que
c1(L) =0 méd 2 es también condiciéon suficiente para la existencia de una raiz /L
de L.

Juntando estas dos piezas de informacién, deducimos que el morfismo de co-
nexion 9 : H' (M*; SO(n)) x H? (M*; S*) — H' (M*; Zs) esta definido como
I ([E],[L]) = wa(E) + ¢ (L), donde wa(E) es la segunda clase de Stiefel-Whitney
de E y ¢1(L) es la reduccion modulo 2 de la primera clase de Chern de L. Note
que la ecuacion wq(E) + ¢ (L) = 0 implica que la segunda clase de Stiefel-Whitney
de FE y la reduccion modulo 2 de la primera clase de Chern de L son cohomologas
en H? (M*; Z5). Esto quiere decir que al representar las clases wa(E) y ¢ (L) por

. 2 SE R T - .
cociclos w((w),Y = K(;EBK[%K% Y Wagy = K&/EK/}?K;/E con K(;EB : Uap — Spin(n)

. 2
y KO‘(/E :Uap — St tales que; Ad(Kfﬂ) = Kfﬂ y (Ko\g) = Kéﬁ; se tendria que

w((fﬁ),y Y Wapy difieren a lo méas por la cofrontera de una 1-cocadena eng : Uag — Zo

que permite cancelar los signos —1 en donde sea necesario. Para ver esto explici-
tamente se define K 5 = EaﬁKO\é/‘; y facilmente se verifica que K(fﬁ = K('wf(fﬁ
satisfacen las relaciones de cociclo y por tanto determinan un Spin‘c(n)—haz vectorial
£ — MP*. En resumen, hemos probado el siguiente.

TEOREMA 3.1. Un SO(n)-haz vectorial E — M* admite una estructura Spin®(n)
si y solo si existe un haz de lineas complejo L — MP tal que wi(E) = ¢1(L) méd 2.

OBSERVACION 3.2. De el teorema anterior se sigue que todo Spin(n)-haz vec-
torial es un Spin®(n)-haz vectorial. De hecho, al fijar una estructura Spin(n) se
obtiene una estructura Spin(c(n) inducida por el morfismo

Spin(n) < Spin(n) x U(1) 5 Spin®(n).
El haz determinante de esta estructura Spinc(n) canodnica es trivial ya que la

imagen de Spin(n) bajo el morfismo antes mencionado es precisamente 7 (Spin(n) x 1).

El Teorema 3.4, resultado principal de esta seccion, es consecuencia directa de
algunos isomorfismos bien conocidos en topologia algebraica (ver por ejemplo [6] ,
[18]). De estos, el mas importante para nosotros es el siguiente.

TEOREMA 3.3. Si G es un grupo discreto, entonces para todo entero p > 0 se
tiene que HP (M™; G) es candnicamente isomorfa a la cohomologia singular de M™
con coeficientes en G, denotada usualmente como HP(M™; G).
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TEOREMA 3.4. [Hirzebruch-Hopf| Toda 4-variedad lisa y orientable admite una
estructura Spin®(4).

DEMOSTRACION. Por el teorema 3.1 es suficiente encontrar un levantamiento
entero de la segunda clase de Stiefel-Whitney wo(TM?) € H? (M 4, Zg) a lo largo
del morfismo inducido por el recubrimiento Z —» Zs. Esto ocurre precisamente
cuando wy (T M*) pertenece al niicleo del morfismo de conexion

B:H*(M*; Zy) — H* (M*; Z)

conocido con el nombre de homomorfismo de Bockstein. Por simplicidad, nos
restringiremos al caso simplemente conexo, aun que apuntamos que el resultado
es valido en total generalidad [12]. Del Teorema 3.3 se sigue que H3 (M 4. Z) ~
H?(M*; 7). Finalmente, la dualidad de Poincaré y el teorema de Hurewicz implican
que H3(M*;Z) ~ H{(M*;7Z) = 0 si M* es simplemente conexa. Lo anterior
prueba que Ker 8 = H? (M*; Z5), en particular fws(TM*) = 0 como se buscaba.
O

Para finalizar la presente seccion estudiamos con mayor detalle al conjunto de
clases de isomorfismo de estructuras Spinc(él) para una 4-variedad M* denotado
simplemente como Spin(c(M 4). Del teorema 3.1 vemos que existe una aplicacion

bien definida
(3.6) S @ Spin®(M*) — H? (M*; Z)
[€] = c1(det &)

que presenta a Spin®(M*) como un “espacio afin” modelado sobre H? (M*; Z);
esto quiere decir que, dada una estructura [£] € Spin®(M*) y un elemento z €
H? (M 4. Z) podemos formar una nueva clase z = ¢1(det £)+2x con la propiedad de
que z = ¢1(det £) mdd 2. En particular, z corresponder con un haz de lineas L, que
determina un elemento en la fibra $~1(z) € Spin®(M*). La siguiente proposicion
dice que cualesquiera dos puntos en una fibra de & “difieren” por un elemento en
H? (M*; Z). La imagen de la aplicacién ¥ es precisamente el conjunto de todas
las clases © € H? (M*; Z) que satisfacen la relacién z ~ wo(M) méd 2. A tales
elementos se les llama caracteristicos.

El siguiente argumento se basa en la no existencia de clases de 2-torsién en
H? (M 4. Z); esta condicién se satisface, por ejemplo, cuando M* es simplemente
conexa (ver [18, p. 196]).

PROPOSICION 3.1. Supongamos que H? (M4; Z) no tiene clases de 2-torsion.
Entonces existe una accion libre y transitiva de H? (M4; Z) en SpinC(M4) Yy en
H? (M4; Z) que hace equivariante a la aplicacion 3.

DEMOSTRACION. Identificando H? (M4 ; Z) con el grupo abeliano de clases de
isomorfismo de haces vectoriales suaves Pic™ (M*) mediante el isomorfismo inducido
por la primera clase de Chern podemos definir acciones

Pic™ (M*) x Spin®(M*) — Spin®(M*)
(L), [€]) = [€ ®c L]

Pic>(M*) x H? (M*; Z) — H* (M ; Z)
([L),z) = z + 2¢1(L).
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Usando cociclos estructurales se verifica facilmente que
(3.7) det(€ @c L) = det £ ®c L?.

De hecho, la ecuacién anterior implica que diagrama
Ny S g2
Spin*(M*) —— H? (M*; Z)

®CLl ‘/—FQCl (L)

~(CM4 HQ M4 7).
Spin™( )T) (M*; Z)

Conmuta para todo elemento [L] € Pic™(M*). Esto prueba que la aplicacién
R SpinC(M 4~ H? (M 4. Z) es equivariante respecto a las acciones previamente
definidas. Veamos que las acciones son libres y transitivas. Para esto, observe que
la accion de Pic™(M*) en H? (M*; Z) es la accién de Pic™(M?) en Spin®(M*)
bajo la identificacion Pic™(M*) ~ H? (M*; Z) y por tato una accién es libre y
transitiva si y solo si la otra lo es.

Para la transitividad, trabajamos con los cociclos estructurales (L{ag,Kélﬁ?)

(Uag,K(z)) correspondientes a elementos [£;],[E2] € Spin®(M*). Si (Ua57K§éM4)

af
denota el cociclo estructural de TM*, tenemos que p; o Kc(ylﬁ) = Kg:éw =pio Kc(fﬁ)

-1
para cada («, 3). En otras palabras KSB) (K((fﬁ)) pertenecen al nucleo de p;. Es

facil ver que Kerp; ~ S xz, Zy ~ S, esto quiere decir que K,z := KSB) (K{%) -
es una 1-cocadena de Cech con valores en S'. Note que los factores Spin(4) de las
funciones Kc(yl) , K(fé? difieren a lo més por un signo bien definido globalmente, esto
nos permite suponer que los levantamientos a Spin(4) asociados a estas funciones
son idénticos. Asi, al factorizar ng (¢ = 1,2) como un producto I?gé\/[ 4H§g, con
-~ 4 4 .

KELM levantamiento a Spin(4) del cociclo Kgé‘/[ y H;, 5 los cociclos estructurales

-1
del los haces determinantes det&;, vemos que Kog = Sﬁ) (Hgﬁ)) cumple con

relaciones de cociclo. Por tanto, el cociclo (Ung, Kop) determinan un haz de lineas
L — M* que por construccién satisface & = & ®c¢ L.

Finalmente, si [L] € Pic™(M?) es tal que £ ®c L ~ & para algin elemento
€] € SpinC(M 4), entonces las funciones de transicién de € y de L denotadas como
Kiﬂ y KC%B satisfacen para cada (a, 3) la ecuacion Kiﬂ Kéﬂ = Kgﬂ. Esta relaciéon
claramente implica que K (fﬁ = 1 para cada («, 3). Esto muestra que L es un haz
de lineas trivial. O

OBSERVACION 3.5. Supongamos que f : M* — M* es un difeomorfismo tal que
detdf : A*TM* — R siempre tiene signo positivo, es decir, f es un difeomorfismo
que preserva orientacién y consideremos £ — M* una estructura SpinC(4). Enton-
ces, las propiedades de functorialidad asociadas al haz inducido por f implican que
f*€ — M* es de nuevo una estructura Spin®(4). Esto quiere decir que el grupo de
difeomorfismos de M* que preservan orientacion Diff " (M*) actia en Spin®(M*)
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de la siguiente manera
(3.8) Difft(M*) x Spin®(M*) — Spin®(M*)
(f.[€]) = f7€.

Esta accion sera sumamente importante hacia el final de este trabajo.

4. Preliminares de Geometria Diferencial

En esta seccion estudiaremos los operadores geométricos necesarios para defi-
nir las ecuaciones de Seiberg-Witten. Asumiremos que el lector esta familiarizado
con las nociones bésicas de geometria diferencial. En particular, con los conceptos
centrales de algebra exterior y formas diferenciales. La breve exposicién que a con-
tinuacion presentamos de estos temas esta basada esencialmente en [7]. Para una
introduccién rapida a estas ideas el lector puede consultar [49]. A lo largo de la
presente secciéon trabajaremos por completo en la categoria de objetos diferencia-
bles. Por lo tanto, I'(E') denotara al modulo de secciones suaves de un haz vectorial
E definido sobre una variedad diferenciable M™. Asi mismo, F denotara tanto al
campo de los niimeros reales como al de los niimeros complejos, a menos de que se
indique una eleccion especifica. Finalmente definimos para cada entero no negativo
p el espacio de p-formas diferenciales con valores en E, denotado por QP (M"; E),
como el médulo de secciones suaves I' (APT*M ®r E). Note que Q°(M; E) ~ T'(E)
y que QP(M; E) coincide con el espacio de p-formas diferenciales QP (M) si F es el
haz trivial M™ x R.

4.1. Conexiones en Haces Vectoriales. Una conexion en un GL(k; F)-haz
vectorial E — M™ es una aplicacién

V:Q'(M™ E) - QY (M™; E)
que satisface las siguientes condiciones:

1. (Aditividad) Para cualesquiera dos secciones s1, so € T'(F),
V(s1 + s2) = Vs1 + Vsa.

2. (Regla de Leibniz) Para toda s € I'(E) y toda funcién suave f € C*°(M"™;F)
(F =R, C en funcion de si F es real o complejo),

V(fs)=df ® s+ fVs.

La definicién anterior implica que V(rs) = rVs para cualquier funcién constan-
te r : M™ — F. De la misma manera se verifica inmediatamente que la aditividad
implica que VO = 0. En otras palabras, cualquier conexion V en E es F-lineal
respecto a la estructura de F-espacio vectorial de T'(E). Esta sencilla observacion
implica que el valor de una conexiéon en cada punto p € M™ esta determinado por
la matriz asociada a la representacién en coordenadas de la transformacion lineal
Vp: Ep = TyM"™ ® Ej. De hecho, esta propiedad se extiende a una trivializacion
local de F gracias a que la definicién 7?7 implica que toda conexién es un operador
local®. Por tanto, basta determinar la forma de una conexién sobre alguna triviali-
zacion local de E. Supongamos que {s; |1 < i < k} es un conjunto de generadores

6Un operador 9 : I'(E) — ['(£) es local si para cualesquiera dos secciones s1, s2 € I'(E) tales
que s1ly = s2|y para algun abierto U C M™ se tiene que (Os1)|y = (Ds2)|u-
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locales de E trivializado sobre algtin abierto V y (U, z*) es un sistema de coor-
denadas locales de M™ totalmente contenido en V), entonces sobre U/ tenemos la
relaciéon

(4.1) Vs; =T}, da" @ s,

donde dz* son los generadores del haz cotangente trivializado sobre U inducidos
por el sistema de coordenadas locales y 1"1?# es una funcién suave definida en U con
valores en F para cada eleccion fija de los indices (i, u,j). Resulta conveniente
organizar al conjunto de funciones I‘{ W llamados simbolos de la conezxion V, en una
funcién matricial de 1-formas

wg = I‘g " dz#

llamada simplemente matriz de conerion asociada a V. Con esta definicion
tenemos que Vs; = w] ® s;. El valor de la conexién V en cualquier otra seccién
local s = f's; definida sobre U se escribe en términos de la matriz de conexién
como V(f's;) = (df7 +wi f*)®s;. Usando la definicién ?? se deduce la relacién que
satisface la matriz de conexiéon asociada a V cuando cambiamos de trivializacion
local. Para esto, consideremos dos trivializaciones locales de FE, digamos U y u
con interseccion no vacia. Asociadas a estas trivializaciones tenemos conjuntos de
generadores locales para I'(E) denotados como {s; |0 < j <k} y {50 <i <k}
respectivamente. Estas elecciones implican la existencia de una aplicaciéon matricial
A con valores en GL(k;F) determinada por k% funciones suaves Aé tales que la

relacién §; = Aé»si se satisface en U NU. Asi
Vs, = V(Aész)
= dA;- ® s; + Azw{ ® S,
= [dA; + A;wf] ® sy
= [dA] + Alwi] @ (A71)05,
= [dAJ(A7)L + Alwl (A™NE] @ 3.

) asociadas a las

Por tanto, las matrices de conexion @ = (©;) y w = (w]

trivializaciones U y a U satisfacen
(4.2) O=dA- A '+ A w-A"Y en UNU.

La formula (4.2) es fundamental en la teoria de conexiones; por ejemplo, cual-
quier familia de funciones suaves con valores matriciales definidas en los abiertos
de una trivializacion de E con valores en GL(k;F) que satisfagan la relacion an-
terior determinan una tnica conexiéon en E. Usando este resultado junto con un
argumento de particiones de la unidad se puede demostrar que el espacio de cone-
xiones de E, denotado por Congrk;r) (E), es no vacio para cualquier haz E. De
hecho, la matriz de conexién nos permite entender el significado preciso de una co-
nexion. Este se puede leer directamente del isomorfismo entre espacios vectoriales
V*@W ~ Homp(V, W) definido de manera que a cada generador v* ® w le asocia la
transformacion lineal dada por V' 3 v — v*(v)w, considerando por supuesto que en
el caso de una conexion v* corresponde con la 1-forma wg para cada eleccion fija de
indices (7, ). Esto quiere decir que la matriz de conexioén w nos permite comparar,
al menos localmente, las fibras de F a lo lardo de alguna direcciéon especifica de
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M™ determinada por un campo vectorial X € T'(TM™). Explicitamente se define
la derivada covariante de una seccion s € I'(E) a lo largo de un campo vectorial
X eT(T'M™) como
Vxs=w(X)s.

Sustituyendo en la ecuacién anterior la expresiéon en coordenadas locales de
s = f's; y evaluando la derivada covariante a lo largo del campo tangente X = 9,
inducido por la p-esima coordenada obtenemos la bien conocida formula para la
derivada covariante en coordenadas locales

VHS = aufj Sj + Ffufz Sj-

Las operaciones lineales usuales entre haces vectoriales son compatibles con las
conexiones. Por ejemplo, si V¥ es una conexion en E'y V€ es una conexion en &,
se tienen conexiones inducidas en los haces: E® £ , E® £ , definidas como sigue

(4.3) VEE (s @) = VEs @ VEs
(4.4) VP (s®5) = VFPs®s + 52 V.

Es facil ver que si w” y w? son las matrices de conexion asociadas a V¥ y V&
respectivamente, entonces las matrices de conexiéon asociadas a VF® y a VE®E
estan dadas por w¥ @ w® y por w¥ ® idr(gy +idrg) ® w® respectivamente. Simi-
larmente, una conexiéon V en un haz vectorial E determina de manera inductiva
una tnica conexiéon en A¥E denotada como V/* que satisface para todo e € T'(E)
y todo f € T(A*~1FE) la regla de Leibniz

(4.5) V(eNf)=Ve A f+e A VFELE

Esta ultima definicién resulta ser un caso particular de la conexion inducida
en el producto tensorial de k copias de F, ®k E, si consideramos a A*E como un
subhaz del producto tensorial dado por la imagen la aplicacién alternante Alt® :
®k E— ®k E. La accién de la aplicacion alternante en un generador e; ® - -+ ® ey,
se lee )

Al (e @ - @en) = 15 D sigmer) @+ @ enr)
TESE

donde S, es el grupo simétrico de orden k! definido por todas las permutaciones
del conjunto con k elementos {1,...,k} y sig : Sy — {—1,1} define la paridad de
cualquier permutaciéon w € Sg.

Resulta natural pensar en el tipo de condiciones que es necesario imponer a una
conexién para que preserve las estructuras geométricas adicionales inducidas en un
haz vectorial dotado de un grupo estructural G C GL(k;F). Para motivar la defi-
niciéon por venir supongamos que (M™, g) es una variedad riemanniana orientable.
Una conexion V en TM™ es ortogonal si la relacion

(4.6) dg(X,Y)=¢g(VX,Y) + g(X,VY)

se satisface como 1-formas diferenciales en el siguiente sentido; primero, g(X,Y)
es una funcion suave con valores en los reales positivos y por tanto el término
dg(X,Y) hace sentido como una 1-forma. Si Z € I'(T'M™) es un campo vectorial,
se define g(VX,Y)(Z) simplemente como ¢g(VzX,Y). Para deducir version local
de la condicion (4.6) consideramos valores particulares de X = X,, Y = X,,
Z = 0, donde X, y X, son secciones locales ortonormales respecto de g y 0, es un
generador candnico del haz tangente asociado a un sistema de coordenadas locales.
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La eleccién de los campos X y Y implica que las funciones componentes de la
métrica g,, = g(X,,Y,) son localmente constantes con valores d,,,. En particular
dg, = 0. Sustituyendo estos valores de vuelta en la ecuacion (4.6) y notando que

Vo X, = (I, da* @ X;)(0,)
=17, da*(95)X;
=T7,08X;
=T} X;
deducimos que
0= g(VgX“, X,) + Q(X/u VX))

=T5,9(Xa, X)) + T, 9(X,, X5)

=T, 0 +T0,6,8

=TV, + TV,

Multiplicando la ecuacion anterior por la 1-forma dz? obtenemos finalmente que
la matriz de conexion w = (w’) asociada a V satisface wy, +wl = 0. Es decir, en
notacién matricial w = —w?. Esto demuestra que las conexiones ortogonales tienen
asociadas matrices con valores en el algebra de Lie so(n). Observe que una conexion
V en el haz tangente de una variedad riemanniana (M",g) es ortogonal si y solo
si la métrica g es paralela respecto de la conexion V®? en el haz Sym*(T*M™)
inducida por la conexién V (definicion (4.3)); esto es, V2 satisface V®2g = 0.
Escribiendo la métrica g = g, dz" ® dz” como una seccién de Sym?(T*M™) es
facil ver que la ecuacién V®?g = 0 es equivalente a

dgm/ = wl(fgau + ngb’u

donde w = (w§) es la matriz de conexiéon de V. Para un G-haz vectorial arbi-
trario tenemos la siguiente

DEFINICION 4.1. Decimos que una conexion V : Q°(M™; E) — QY(M™; E) en
un G-haz vectorial E — M™ es una G-conexion si la matriz asociada a la conexiéon
toma valores en el dlgebra de Lie g asociada al grupo estructural G. El espacio de
G-conexiones del haz E se denota por Cong(FE).

OBSERVACION 4.2. A veces es conveniente pensar la definiciéon anterior en tér-
minos més generales de una representacion arbitraria p : G — GL(k;F) del grupo
de Lie G. La definiciéon de una G conexién V en este contexto simplemente requiere
que la matriz de conexién asociada a V tome valores en la imagen de la diferencial
dp : g — gl(k;F). Recuerde que todo grupo de Lie admite al menos una representa-
cién suave, llamada representacion adjunta’, inducida por la accion por conjugacion
de G en si mismo TG [7].

Razonando exactamente como en el parrafo anterior se puede demostrar que
la matriz de conexion w asociada a un haz E — M™ con grupo estructural U(n)
o SU(n) satisface w + w! = 0. Como antes, ()7 denota al conjugado hermitico
de una matriz, definido como la composiciéon de la transposiciéon usual seguida de

"La representaciéon adjunta que hemos definido para los grupos Spin(n) y Spinc(n) coincide
con la representacion adjunta como grupos de Lie, pero en este caso la imagen es el grupo ortogonal.
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la conjugaciéon compleja actuando en cada una de las entradas. A este tipo de
conexiones se les conoce con el nombre de conexiones unitarias.

EJEMPLO 4.1. Supongamos que L — M™ es un haz de lineas complejo dotado
de una métrica hermitiana h. De la misma manera que en el caso riemanniano,
la métrica reduce a U(1) el grupo estructural de L. Por tanto, si A es la matriz
asociada a una U(1)-conexion entonces la ecuacion A = — A significa en este caso
que A es una 1-forma en M™ con valores puramente imaginarios. Esto concuerda
perfectamente con el hecho de que u(1) ~ iR.

Un ejemplo menos trivial de G-conexiones que ademés involucra una represen-
tacién no trivial es el siguiente.

EJEMPLO 4.2. Sea E un Spin(n)-haz sobre una variedad riemanniana (M*, g).
En vista de que se tiene un recubrimiento doble Ad : Spin(n) — SO(n) deduci-
mos que cada conexion ortogonal V € Congo(n)(E) determina una tnica Spin(n)-

conexion V de manera tal que las correspondientes matrices de conexion estin
relacionadas a través del isomorfismo ad : spin(n) — so(n). Si @ = We e, y
w = whe, Ne, son las matrices de conexion asociadas a V y a V respectivamente,
sabemos por el corolario 3.5 en la pdgina 16 que

(4.7) ad(w) = w0 ad(eye,) =20 e, Ne,.

Por lo tanto, la relacion entre las matrices de conexion es O = %w,

Una conexién geométrica muy importante es la conexiéon de Levi-Civita V9
asociada a la variedad riemanniana (M™, g) que se distingue de cualquier otra co-
nexion ortogonal en tanto que es la tinica SO(n)-conexion que es libre de torsion.
Esto significa que el tensor de torsion Ty (v, w) := VIw — VI v — [v,w] se anula
idénticamente para cualesquiera dos campos tangentes v, w. Esta condicion se redu-
ce a una simetria en los indices de los simbolos de la conexion dada por I'j}, =I'7,,.
El teorema fundamental de la geometria riemanniana establece que los simbolos de
la conexién 6 simbolos de Christoffel estan determinados por los componentes g,.,,

la métrica riemanniana [7]. De hecho, 'y, = gagFﬁ estan dados por la expresion

nv

1
5 (8aguu + 8ugua - 61/9041,) .

Para finalizar esta breve discusion de la teoria de conexiones vamos a estable-
cer un sencillo resultado que describe la estructura del espacio de G-conexiones de
un G-haz vectorial arbitrario. Este resultado entrara més adelante en la discusiéon
cuando estudiemos las ecuaciones de Seiberg-Witten. Primero, una pequefia defini-
cion. Supongamos que G es un grupo de Lie de dimension k. Para cada g € G fijo
se tiene un difeomorfismo Cj, : G — G definido como la conjugacién por el elemento
g, esto es, Cy(x) := g-x-g~'. Como cualquier otro difeomorfismo de G en si mismo
que fija a la identidad e € G, Cy determina un automorfismo Ad(g) del algebra de
Lie g definido por la diferencial d.Cy en el elemento neutro e € G. La regla de la
cadena implica que Ad(g) o Ad(h) = Ad(gh), obviamente Ad(e) = idg4. Por lo tanto
la asignacion g — Ad(g) define una representacion real Ad : G — GL(g) conocida
como representacion adjunta. No es dificil demostrar que Ad(g)(X)=g-X -9~y
que ad := d.Ad : g — gl(k) esta dada por el corchete [, ]: g ®r g — g del algebra
de Lie; explicitamente ad(X) - Y = —[X,Y].
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Ahora, si E es un G-haz vectorial sobre la variedad M™ con funciones de tran-
sicion Kap : Uap — G, definimos el haz adjunto de E, denotado por Ad(E) — M™
como el G-haz vectorial asociado a los cociclos estructurales {Uy 5, Ado Kop}® y con
fibras isomorfas a g. De hecho el corchete de Lie definido fibra a fibra admite una
extension que dota al haz adjunto Ad(FE) de estructura de haz de algebras de Lie.
Observe que la relacién que satisface la matriz de conexiéon w bajo un cambio de
coordenadas representado por funcién g : Y € M™ — G se mantiene valida en caso
de que w esté asociada a una G-conexién. Mas atn, con las definiciones anteriores,
la relacion entre la descripciéon de w en las coordenadas asociadas a la trivializacion
U y la matriz w asociada a cualquier otra trivializacion U tal que UNU # ) se
reescribe como

(4.8) O =dg-g '+ Ad(g)w.

El término dg - g~! es la forma invariante de Maurer-Cartan, es una 1-forma

diferencial con valores en el algebra de Lie g; es la tnica 1-forma que es invariante
bajo la traslacion por la derecha R,(z) = ¢ -« y esta formada por las 1-formas
duales a los campos fundamentales de G invariantes por la derecha que generan el
algebra de Lie g [7]. La manera de interpretar la expresion dg - g~! es como sigue:
el término dg es una matriz cuya (i, j)-ésima entrada estd dada por dgf , donde gf
es una funcién coordenada asociada al elemento g € G inducida por la aplicacion
Ad : G — GL(g) que presenta a G como un grupo de matrices. Por supuesto, con
base en est4 aclaracion la multiplicacién dg - g~' estd dada por el producto usual
de matrices en GL(g).

Existe toda una teoria alternativa para describir G-haces vectoriales dotados de
una G-conexion que involucra G-haces principales y ciertas representaciones equi-
variantes que permite entender con todo detalle el significado geométrico preciso de
cada uno de los términos de la ecuacion (4.8). Esta nueva formulacion es equivalente
a la teoria que hemos presentado en este trabajo. A grandes rasgos, la equivalencia
estd dada en términos de un funtor covariante que a cada G-haz vectorial E le
asocia su haz de marcos Fr(E); la fibra sobre un punto x € M™ del haz de mar-
cos esta formada por todas las bases de E, y la accion de G que dota a Fr(E)
de una estructura de G-haz principal consiste en transformar cada vector en una
base especifica de F, por los elementos de G. Una conexién en un G-haz principal
m: P — M™ se obtiene a partir de cierta 1-forma G-equivariante w : TP — g
que, salvo isomorfismo, escinde el haz tangente de P como g & 7*T'M. Dado un
G-haz principal P y una representacion lineal p : G — GL(V) se construye el haz
asociado P x, V que tiene como espacio total al espacio de 6rbitas de la accion
GxPxV = PxV dadapor g-(p,v) = (pg~*, p(g)v). P x,V tiene estructura de
G-haz vectorial y su haz de marcos isomorfo a P. Una conexioén en el haz principal
P determina una G-conexion en el haz asociado P x, V' y vice versa esencialmente
jalando las formas de conexién bajo ciertas secciones adecuadas. El lector puede
encontrar todos los detalles de esta equivalencia en [37] y en [16].

PROPOSICION 4.1. Fl espacio de G-conexiones de un haz vectorial E — M™ es
un espacio afin modelado sobre Q' (M™; Ad(E)).

8E] hecho de que Ad sea una representacién garantiza que Ad o K,z satisface la condiciéon
de cociclo.
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DEMOSTRACION. Vamos a probar que existe una acciéon libre y transitiva de
QY(M™;ad(E)) como grupo abeliano sobre el espacio de G-conexiones Cong(E).
Para este fin consideramos la aplicacion

QY (M™; Ad(E)) x Cong(E) — Cong(E)
(4.9) (A, V) = V + A.

Para ver que esta aplicacion esta bien definida recordemos que cualquier 1-
forma A actiia en una seccién s de E como A ® s. De esta observacion es claro
que V + A satisface la propiedad de aditividad. Por construccién, todo elemento
A€ QY (M™; Ad(E)) satisface Ad(g)A = g- A - g~ ! para toda g : U — G definida
en un abierto Y C M™. En particular, V + A satisface la ley de transformacion
(4.8). Para ver que se satisface la regla de Leibniz elegimos una funciéon suave
feC>®(M™F) y una seccion s € I'(E). Luego

(V+A)(fs) =V(fs)+ A (fs)
=df ®s+ fVs+ f(AR® s)
=df ®s+ f(Vs+A®5s)
=df @ s+ f(V+ A)s.

Esto prueba que V + A € Cong(FE). Es claro que la aplicacion (4.9) determina
una accién de la parte aditiva de Q' (M™; Ad(E)) sobre el espacio de G-conexiones.
Esta accién es libre puesto que dada A € QY(M™;Ad(E)) tal que V+ A = V
para alguna G-conexion V, entonces Vs + A® s = Vs y asi A ® s = 0 para toda
posible eleccion de s € T'(E), lo cual implica que A = 0. Finalmente para demostrar
la transitividad, consideremos dos conexiones Vo,V; € Cong(F). La diferencia
Vo — V1 actiia en una secciéon fs como

(Vo = V1)(fs) = Vo(fs) — Vi(fs)
=df ®s+ fVos—df ® s — fVys
= f(Vo—V1)s

que por definicién es la forma en la que un elemento de A € QY(M™; Ad(E))
actia en la seccion fs. Asi, A := Vo—V; € Q1(M";ad(E)) satisface Vo = V; + A.
Esto concluye la prueba de la proposicion. ([

4.2. La Curvatura de una Conexion. Es importante resaltar que, atn
cuando el resultado anterior implica que el espacio de G-conexiones de E hereda
una estructura lineal una vez fija una conexion base, las G-conexiones en general no
se transforman como secciones de ningtn haz vectorial. Esto se debe a que la forma
de Maurer-Cartan que aparece en la ecuacion (4.8) vuelve inhomogenea a la ley de
transformacién que satisface la matriz asociada a una G-conexién. Para construir
una seccion local de un G-haz vectorial a partir de una conexion V € Cong(E)
definimos inductivamente para cada entero p > 1 la derivada exterior covariante
respecto de V

(4.10) dy : QP(M™; E) — QP (M™; E)
por medio de la regla de Leibniz

(4.11) dy(@®e)=di @e+ (—1)P§ A Ve.
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Por ejemplo, si 6 es la 1-forma que se obtiene al fijar la i-ésima columna de
la matriz de conexion w = (w]) asociada a V y {s;} C I'(E) es una base local,

tenemos que '
dy oV(s;) = dv(w{ ® ;)
:dwg®sj —wf/\Vsj
= (dwf —wy /\wi) ® s;
=F/ @s,

define un operador Fy = dy o V : Q°(M"; E) — Q?(M™; E) representado por
la matriz con entradas sz € Q2 (M").

La accion de una 2-forma ordinaria § A k € Q2 (M™) en una pareja de campos
tangentes v, w € I'(T'M™) esta dada por la formula

0N k(v,w) == 0(v)s(w) — O(w)k(v).
Recuerde también que la matriz de 1-formas w = (wf ) asociada a cualquier
conexion V se evalia en un vector tangente 9, inducido por un sistema de coorde-
nadas locales {#*} para producir una matriz (para cada valor de o) con coeficientes
en C*°(M™,R) dados por la expresion
w](05) = (T;,)dz"(0,) = Tj,06 =T7,.

% ipn o

Con estas consideraciones en mente deducimos que el término wAw = (W Aw?)
actiia en la pareja de vectores (9,,0,) como sigue

Wi Awl(,,0,) =T¢TI —T¢T17

iy av weap”

De manera analoga se verifica que

dw{ (al“ al’) = dl_\l]l/(a#) - d]'—‘.g,u

() = 0,1}, — a1}

Tt

Por lo tanto, para cada eleccion de indices (7, ), las componentes de 2-forma

FJ L= FI respecto de la base local {dax* Adx¥ |1 < p,v < n} se leen
i JH v

(4.12) F,, =0, —0,T, +T¢ IV _r1ari

v weap i av:

Dicho de otra manera, la expresion local independiente de coordenadas para la
matriz F} es precisamente 1/2 F},  dx* A dxV.

OBSERVACION 4.3. El Operador de Curvatura se define como el conmutador
de derivadas covariantes, es decir:
(413) [v/“ Vu]sz = (V;Lvl/ - vl/v/t)s’i = Fi]py Sj-

Por tanto, el valor de la 2-forma Fy en la pareja de campos tangentes (9, 0,)
define un endomorfismos de E denotado como (Fy),,”. Recuerde que para haces
vectoriales de rango finito, digamos £ — M™ y &€ — M™, se tiene un isomorfismo
Hom(E, &) ~ £ ® E*. En particular, End(F) = E® E* y asi

(Fv)wj = FZJ#V Sj ® Si.

9En general, cada pareja de campos vectoriales suaves (X,Y) € TM™ x TM™ define un
endomorfismo Fy (X,Y) : E — E dado por la expresion Fy(X,Y) = [Vx,Vy| = Vix y]-
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Donde {s;} y {s*} son marcos locales duales de E y E*. Por lo tanto
(414) (FV)uV = [V/u vl/} = ‘Fviwsj ® s'

es una seccion suave del haz de endomorfismos End(E) — M™. En conclu-
sion, (Fv ), dz* A dz? es la expresion local invariante que presenta a Fy como un
elemento de Q%(M"; End(E)).

De hecho, Fy se transforma bajo la representacion adjunto asociada a cambios
de coordenadas inducidos por aplicaciones de la variedad con valores en G. Para
ver esto, consideremos V € Cong(FE). Observemos primero que los términos dw
y w A w que definen a Fy son ambas 2-formas en M que punto a punto toman
valores en g. Para ver que Fy tiene las propiedades de transformacion adecuadas
bajo cambios de coordenadas, consideremos @ y w las matrices de V asociadas a
dos trivializaciones no ajenas U y U de E. Para cualquier cambio de coordenadas
g : UNU — G la ecuacion (4.8) establece que la descripcion de la matriz de conexion
en las coordenadas asociadas a U se relaciona con su contraparte U precisamente
mediante la ecuacion @ - g = ¢ - w + dg. Aplicando la deriva exterior a esta ultima
relacion y usando las relaciones d(g-60) =dgA0—g-df ,d(0-g) =df - g+ 0 Adg,
validas para cualquier 1-forma 6, obtenemos

do-g—wAdg=dgNw—g - dw.

Sustituyendo el término dg = &-g—g-w, derivado de nueva cuenta de la relacion
(4.8), y cancelando el factor comin @ A g -w =& - g A w deducimos finalmente que

(do—0NAD) - g=g- (dw—wAw).

En otras palabras, la descripcién de la 2-forma Fy respecto a las coordenadas
U y la correspondiente representacion Fy asociada a U estan relacionadas por la
representacion adjunta

(415) FV :g~Fv-g_1.

DEFINICION 4.4. La forma de curvatura (o simplemente curvatura) de la co-
nexion V € Cong(E) es la 2-forma Fy € Q?(M™; Ad(E)) definida por la matriz de
conexion w por medio de la relacion dw — w A w.

DEFINICION 4.5. Decimos que una conexion V € Cong(F) es plana si su cur-
vatura Fy se anula idénticamente.

La curvatura de una conexién es un objeto privilegiado que juega un papel
fundamental en geometria diferencial. Por ejemplo, el teorema fundamental de la
geometria riemanniana establece que la conexién de Levi-Civita V9 esta totalmente
determinada por la métrica, de manera que resulta natural definir la curvatura
de una variedad riemanniana (M™,g) como la curvatura de su conexiéon de Levi-
Civita. En el caso particular de la conexion VY, la forma de curvatura Rys se
conoce cominmente como tensor de Riemann, las componentes R’  del tensor
de Riemann se encuentran sustituyendo los simbolos de Christoffel en la ecuaciéon
(4.12). Es bien sabido que Rys es un importante invariante que caracteriza a la
geometria intrinseca de M™.
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PROPOSICION 4.2 (Identidades de curvatura). El tensor de Riemann Rg,, aso-
ciado a cualquier variedad riemanniana satisface

(4.16) R + ng:l =0
(4.17) RS +R3, =0
(4.18) R + Rig + Rigp, =0
(4.19) Sk — Rig = 0.

DEMOSTRACION. El grupo estructural del haz tangente de cualquier n-variedad
riemanniana se puede reducir al grupo ortogonal O(n). Por lo tanto, el tensor de
Riemann R;kl es antisimetrico en los indices (i,5) y por separado en los indices
(k,1) simplemente por que es una 2-forma con valores en el algebra de matrices
antisimétricas o(n). Sea wj = I'§ dz” la matriz asociada a la conexién de Levi-
Civita. Como los simbolos de Christoffel I'},, son simétricos en los indices (5, v),

vemos que dz” A wg =0. Aplicando la derivada exterior a esta ecuacién tenemos
dz® A dw§ = daP A (F§ +w Awh) = da? NF§ =0

Sustituyendo la expresion Fg' = %ngldl‘k A dz! en la ecuaciéon anterior obte-
nemos la tercera identidad de la proposiciéon. Finalmente, para demostrar la cuarta
identidad de curvatura, usamos la tercera identidad en la forma

ngl + Rglﬁ + R%k - 0
B8 B 8 _
Rakl + Rkla + Rlak =0.

Sustrayendo estas dos ecuaciones y usando la antisimetria del tensor de Rie-
mann en los indices («, 8) obtenemos

(A) 2R3 + Rip + Ri + Rijy, + R}, =0.

Similarmente se tiene la identidad
(B) QRfaﬂ + RZ,@I + Rﬁ%za + fokﬁ + R,leak =0.

Comparando las ecuaciones (A) y (B) vemos que las propiedades de antisimetria
implican que Rfy, = lea 5 O

El tensor de Riemann es también un concepto central en la teoria de la relati-
vidad general; las ecuaciones de campo de Einstein escritas en coordenadas locales
y sin constante cosmologica

1
(420) R/,Ll/ - §R Guv = 8rG T;Lu

describen la dindmica del campo gravitacional modelado por la métrica g =
guvdz* ® dx¥ del espacio-tiempo que en este caso es una 4-variedad Lorentziana.
Los términos de las ecuaciones de de Einstein son de distinta naturaleza y son
un ejemplo mas de la perfecta simbiosis fisica-matematicas. Primero, el miembro
derecho de (4.20) es el tensor de energia-momento T}, que estd asociado a la distri-
bucion de materia y que sirve como fuente de la interaccion gravitacional. G es la
constante introducida por Isaac Newton en su famosa ley de gravitacién universal.
En contraste, el miembro izquierdo de las ecuaciones de Einstein (4.20) es pura-
mente geométrico; R, representan las componentes del llamado tensor de Ricci
o curvatura de Ricci. Este tensor resulta que resulta ser simétrico se construye a
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partir de la forma de curvatura simplemente tomando la traza de las componentes
del tensor de Riemann

(4.21) R, =R’

v
La manera invariante de definir el tensor de Ricci es la siguiente.
DEFINICION 4.6. Sea (M™,g) una variedad riemanniana; Rys = R;de“ A

dx" el tensor de Riemann asociado a la conexiéon de Levi-Civita VY9 y {eM 1< pu<
n} una base ortonormal. El tensor de Ricci de la variedad riemanniana (M™, g) es
la forma bilineal definida para toda pareja (X,Y) € TM™ x TM™ por medio de la
expresion

(4.22) Rice(X,Y) Zg Ry (er, X)ex, Y).

PROPOSICION 4.3. El tensor de Ricci no depende de la eleccion de marco or-
tonormal y es simétrico.

DEMOSTRACION. Si {é,} es cualquier otro marco ortonormal de TM", existe
una matriz ortogonal A’ tal que &, = Aje;. Asi

> g(Ryo(én, X)ér, Y)=> Ay Alg(Ryo(e;, X)e;, Y).
k=1

Usando que A} y Ai son matrices ortogonales, deducimos que ), A};Ai =Y,
Esto prueba que la definicion (4.22) es independiente del marco ortonormal. Ahora
calculamos las componentes R,,,, = Ricc(e,,e,) del tensor de Ricci.

R Z g RVQ ek, eu)ek ) e,u Z 5#JRkku ,uku
k=1

Note que en el célculo anterior hemos usado que la base {e,} es ortonormal
junto con la propiedad de antisimetria del tensor de Riemann en los indices (u, k).
La simetria R} , = RS, implica que R,, = R,,. Por tanto, el tensor de Ricci es
simétrico como se afirmaba. O

De manera similar, la curvatura escalar o escalar de Ricci R se obtiene tomando
la traza del tensor de Ricci; esto es, R := Rl = RJ}1. Adelantamos que la curvatura
escalar aparecera més adelante en estd misma seccién. Recientemente, LeBrun y
otros [26, 25, 24] han encontrado una sorprendente relaciéon entre la teoria de
Einstein y la teoria de Seiberg-Witten; los invariantes de Seiberg-Witten detectan
cuando ciertas 4-variedades admiten métricas de Einstein que por definicién son
aquellas métricas que satisfacen las ecuaciones de Einstein en el vacio, es decir con
T, =0.

Usando ciertas funciones analiticas G-invariantes que dependen de la forma de
curvatura de una conexion V € Cong(FE) se pueden construir formas globales en
M™. La identidad de Bianchi implica, entre otras cosas, que todas estas formas
construidas a partir de funciones analiticas de la curvatura son cerradas. Un pro-
cedimiento denominado transgresion establece que estas funciones de la curvatura
son independientes de V (salvo formas exactas) y por tanto representan invariantes
topologicos de la clase de isomorfismo del G-haz vectorial E — M™. Estos inva-
riantes se conocen como clases caracteristicas, la teoria de Chern-Weil describe la
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manera precisa en la que la curvatura Fy da lugar a estas clases de grado par en
la cohomologia de de Rham de H32% (M™;F) [49].

EJEMPLO 4.3. Sea L — M™ un haz de lineas complejo dotado de una conezion
unitaria V con matriz de conexion A € QY(M"™;Ad(L)) cuya tinica entrada estd
dada por la 1-forma local A,dx*. Como el grupo estructural de L es abeliano, la
representacion adjunta de U(1) en u(l) ~ iR es trivial. Por tanto, la curvatura de
V es una 2-forma global en M™ con valores puramente imaginarios que localmente
estd dada por la simple expresion Fu = dA. Estd ultima relacion se deduce de la
formula (4.12) observando que AN A(0,,0,) = A, A, — AyA, = 0. Mds aun, Fa
es cerrada ya que localmente estd representada por la forma exacta dA. Esto quiere
decir que i/2m Fa representa una clase'® en H2p(M™;R) que solo depende de la
clase de isomorfismo de L — M™. En [31] se demuestra que bajo el morfismo de
grupos H? (M™;Z) — H2p (M™;R) inducido por el morfismo de coeficientes Z —
R, la primera clase de Chern de L, ¢1(L), corresponde con el elemento [i/2m Fa] €
H2,(M™R). Es decir, [i/2r F4] es una clase entera.

4.3. El Operador de Hodge y la Topologia de las 4-Variedades. Con-
sideremos un sistema local de coordenadas {x!,... 2"} definido en un abierto de
la variedad M™. La métrica riemanniana g induce un producto interno en el haz co-
tangente, denotado como g* que esté definido en los generadores {dz" |1 < p < n}
como g*(dz*,dx") = g"¥, donde g"” son las componentes de la matriz inversa de
la representacion en coordenadas locales de g , g, dx* ® dx¥. En particular, cada
una de las potencias exteriores APT*M™ recibe una forma cuadratica simétrica y
positivo definida, denotada también por g*, que actia localmente en los generadores
como

ngVl e g/l‘ll’p

(4.23)  g"(dx"* A~ Adatr dx" Ao AdatP) = det : . .
gI—LpVI . gﬂp"p
La métrica riemanniana también nos permite definir sobre la variedad M™ una

forma de volumen global d"z € Q"™ (M™) dada en coordenadas locales por la bien
conocida expresion

(4.24) d"z = +/|detg|dzt A--- A da"™.

Asi obtenemos un isomorfismo de haces x : APT*M"™ — A" PT*M™ definido
en cada punto m € M™ por el operador de Hodge asociado al espacio cuadrético
(APTx M™, gk). Note que este isomorfismo depende de la eleccion de métrica rie-
manniana g € Sym?T*M™. Equivalentemente, pensaremos a la estrella de Hodge
como un morfismo de modulos * : QP (M"™) — Q" P (M"™) caracterizado por la
relacion

(4.25) BAXO =g (8,0)d"x paratoda f,0 € QP (M").
Supongamos que § € QP (M™) se expresa localmente como
1
— Oy, dztt A N dxtr

p! M.

103 forma de curvatura F'5 es localmente exacta, esto no quiere decir que la clase de coho-
mologia que representa i/2m F4 sea trivial. Si lo fuera, la matriz de conexion A seria una 1-forma
definida globalmente y este no es el caso; A, se transforma bajo cambios de coordenadas de
acuerdo con la ecuacion (4.8).



70 2. ESTRUCTURAS SPIN Y EL OPERADOR DE DIRAC

Entonces x0 se escribe en coordenadas como

1
*) = ——0 LocBp o dpVetl Ao A dat

e
donde e',f;;ﬁm” depende de la paridad de la permutacion (1, ...,v,) € Sy, de
la siguiente manera

H1---Mp _

Vp4l.o-fbn

sig(p1,...,v,) sitodas las entradas de  (pq,...,1,) son distintas
0 en cualquier otro caso.

Hemos visto que el operador de Hodge satisface % = (—I)P(”‘p) idppr=psm. En
particular, el haz de 2-formas en una 4-variedad M* se descompone como la suma
directa de dos subhaces reales de rango 3 Af T*M* asociados a los auto-valores 41
del operador de Hodge. Esto a su vez implica una descomposicién en suma directa
del espacio de 2-formas de M*

(4.26) 0? (M*) =03 (M, g) 2 Q7 (M*,9g).

Por supuesto Q% (M*, g), al ser el nicleo del operador de proyeccion P* :=
1/2 (isz( M) £ *), depende de la eleccion de métrica riemanniana g. Como antes,
llamamos a los elementos de Q% (M*,g) formas autoduales y a los elementos de
Q% (M*, g) los llamamos formas anti-autoduales.

La descomposicién de dualidad (4.26), caracteristica de las 4-variedades !, no
solo nos da informacién muy valiosa de la estructura de M*. Los siguientes resulta-

dos nos dicen que la importancia de la descomposiciéon de dualidad del espacio de
2-formas en una 4-variedad es de caracter topologico.

TEOREMA 4.1. Para toda 4-variedad cerrada M*, la descomposicion
02 (M*Y) = Q2 (M*,9) @ Q2 (M4, g),
induce una escision H3p (M4; R) = Hi (M4,g) @ H? (M4,g).

DEMOSTRACION. Primero, para toda n-variedad suave M"™ y cualquier entero
no negativo p definimos la forma bilineal (que por abuso de lenguaje llamamos
producto interno L?)

(g s QF (M™) @ QP (M™) — R

(4.27) (o, B) 2 :/ aAxf «a,B€ QP (M").

Se puede probar que (-, -)r2 es no degenerado en todos los casos. Note que el
producto L? es simétrico si p es par y antisimetrico si p es impar. Como es usual, se
define la “norma” L? de una p-forma a por medio de la expresion || o ||ig = (o, Q) e.
Las ecuaciones (4.23) y (4.25) garantizan que ||« ||, > 0. Mas atn, ||a|/. = 0
si y solo si @ = 0. Esto justifica parcialmente nuestro uso abusivo de los términos
producto interno y norma.

Veamos que en el caso n = 4y p = 2, la descomposicion de dualidad (4.26)
es ortogonal respecto al producto L? recién definido. Para tal efecto, consideramos
una 2-forma arbitraria . Sean 6% = 1/2 (1 + %) 0 € Q4 (M*, g) las proyecciones de
0 a la parte dual y antiautodual respectivamente. Dado que el producto exterior
entre formas de grado par es conmutativo, es facil ver que @ A x8 = xa A § para

Hnas generalmente de dimensién 4k para k € N.
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cuales quiera o, 8 € Q2 (M 4); en otras palabras, el operado de Hodge actuando en
las 2-formas de una 4-variedad es auto-adjunto respecto del producto L2. De esto
se sigue que

(0+707)L2 = (*0+,97)L2 = (9+,*97)L2 = 7(9+,97)L2.

Asi (01,07 ) 2 = 0 como se afirmaba. En particular, si 6 es una 2-forma cerrada
entonces dfT 4+ df~ = 0. Tomando el producto interno de esti expresion consigo
misma obtenemos que

0=|dot+do ||, = do" | ..+]do ||, + 2/ dot A do~.
M4

Es claro que d0T A df~ = d(6F A df~). Como la variedad M* es cerrada, el
teorema de Stokes implica que la integral del término df* A df~ es idénticamente
cero, asi ||d07 |2 + ||d6~ ||;= = 0. Como el producto L? es positivo definido,
concluimos que df* = 0. Esto quiere decir que cualquier clase de cohomologia
[0] € H3, (M*;R) se escribe como una suma de la forma [0%] + [#~], donde 6+
representa la partes auto dual ( anti-auto dual ) de 6.

Estos resultados nos motivan a definir los subespacios Hy (M 4 g) como las
imagenes de Q3 (M4) N Kerd bajé la proyecciéon canénica Kerd — H§R (M™;R).
Solo resta probar que H (M4,g) interseca trivialmente a H_ (M47g).

Supongamos que x € Hy (M4,g) NH_ (M4,g). Por definicion, z admite dos
representaciones distintas dadas por formas cerradas; o € Qi (M4) y e Qi (M4).
Estas elecciones implican que o — 3 es una 2-forma exacta, digamos d\. Afirmamos
que bajo estas condiciones, « = g = 0.

Comencemos notando que dA A d\ y d\ A xd)\ son formas exactas. Claramente
dA A dX\ = d(A A dX). Por otra parte

AAA*dX) = dA A *dX — A A dxdX = dX A *dA.

La ultima igualdad se sigue del hecho de que d x d\ = d x (o — ) es cerrada.
Nuevamente, el teorema de Stokes implica que dA A dX y dA A xd\ tienen integral
nula. Sustituyendo las relaciones dA = a — 3 , xd\ = a + ( en el enunciado del
teorema de Stokes y usando que o A § = 0 obtenemos relaciones

lellpz =181z
/ alNa= BAB.
]\/TL Mn
Como « es autodual, [,,, Ao = |[a|. es no negativo. Por otro lado, § €

02 (M™) implica que

/Mﬂwz_/MnﬂA*/?:—IIBIILzgo

de esta manera vemos que 0 < ||« |2 = || B2 < 0. Por lo tanto o = 5 = 0.
Esto concluye la demostracion. O

Ahora vamos a discutir las implicaciones que tiene el resultado que acabamos
de probar dentro de la teoria de 4-variedades. Para esto, consideremos primero
un par de elementos a, 3 € O? (M4). La 4-forma a A 8 es cerrada simplemente
por que es una forma de dimensién 4, por lo tanto o A B representa una clase
en Hij (M4;IR) que se evaliia en la clase fundamental [M*] € H, (M4;R) para
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producir un invariante topolégico de M4 denotado por I = I(a, 3) € R. Recuerde
que la evaluacion de un elemento [p] € Hjp (M*;R) con [M?] es

(4.28) (Ll (M) = / .

M4
El invariante I solo depende de la clase de cohomologia de a y de 8. Como el
producto cufia entre formas de dimensién par es conmutativo, basta probar que I
solo depende de la clase de cohomologia de or. Entonces, si 8 es una 2-forma cerrada
y a=a+d\, tenemos que a AB=aAB+dAANB=aAB+dANB). AsiaABy
a A B son formas cohomologicamente equivalentes. De esta manera obtenemos una
forma bilineal simétrica bien definida

Qs Hip (M4 R) ®@r Hip (M%:R) — R

(4.29) Qurs([o], [B) = ([ A B, [M*])

llamada forma de interseccion de M*. La dualidad de Poincaré implica que
la forma de intersecciéon es unimodular, es decir, det @« = +1. Es bien sabido
que para toda n-variedad M™ y para cualquier valor de p € N, HY, (M"™;R) es un
espacio vectorial real de dimension finita. Los enteros b, (M™) := dimg HY, (M™; R)
se llaman ndmeros de Betti de la variedad. Como cualquier otra forma cuadratica en
un espacio vectorial real de dimension finita, Q574 esta completamente caracterizada
por los subespacios maximales Hy (Qps4) en donde la forma de interseccion @4
es positiva (+) o negativa (-) definida.

COROLARIO 4.2. Para toda 4-variedad cerrada y orientable M* se tiene que
H: (M*,g) = Hy (Qus) -

En particular, H3 (M47g) es independiente de la métrica usada para definir el
operador de Hodge que da lugar a la descomposicion (4.26).

En vista del corolario anterior denotaremos de ahora y en adelante a los sub-
espacio H3 (M*, g) simplemente como HZ (M*?).

DEMOSTRACION. En la prueba del teorema 4.1 vimos que Qp([a], [a]) =
||l > 0 para todo elemento [o] € H? (M*,g). De manera similar, si [3] €

H? (M*,g) entonces Qp([8],[8]) = — |82 < 0. Por tanto H: (M* g) C
Hy (Qpr4). La contencion reciproca es consecuencia de la definicion de los subes-
pacios Hy (Qpr4)- O

DEFINICION 4.7. Sea M* una 4-variedad cerrada y orientable. Definimos by (M*)
como la dimension real de los subespacios H: (M*) C H2, (M*;R). Claramente
bo(M*) = b3 (M*) + by (M*). Similarmente, definimos la signatura de M*, o(M*),
como la signatura de su forma de interseccion, esto es

(4.30) o(M*) == b (M*) — by (M*).

La informacién cohomologicamente interesante de una 4-variedad cerrada, co-
nexa y orientable esta concentrada en las dimensiones; 1, 2 y 3. La dualidad de Poin-
caré implica que b3(M*) = by (M*). Asi, cuando M* es una variedad simplemente
conexa, HéR (M4;R) = 0. En particular, b3(M?) = 0. Es decir, la informacion
cohomologica de una 4-variedad simplemente conexa esta totalmente determinada
por el segundo grupo de cohomologia. La forma de intersecciéon que hemos defini-
do en los parrafos anteriores es tan solo una parte de esta informacion. Usando el
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producto copa — : HP (M4; Z) ®z H1 (M4;Z) — HPT4 (M4; Z) se puede construir
una forma de interseccién en la cohomologia de coeficientes enteros H? (M 4. Z)

Sat H? (MY 2) @ H? (M*Z) — Z

(4.31) Qhpa(a,y) = (z —y, [M1]).

Usando resultados de J. H. C. Whitehead [41], John Milnor [30] establecio
que los invariantes de la forma cuadratica Q%M determinan por completo el tipo
de homotopia (orientado) de la 4-variedad M* en el caso simplemente conexo'2.
Este resultado clasico de finales de los anos 50’s fue mejorado enormemente por M.
Freedman en 1983. El célebre teorema de Freedman establece que cualquier forma
bilineal simétrica y unimodular sobre los enteros es la forma de interseccion de al-
guna 4-variedad topologica con grupo fundamental trivial. Mas ain, los invariantes
algebraicos de la forma de interseccion Q%/H determinan por completo el tipo de ho-
meomorfismo de M*. En resumen, la forma de interseccion con coeficientes enteros
es el invariante que clasifica por completo a las 4-variedades simplemente conexas.

Sorprendentemente, en el mismo ano de la publicaciéon del trabajo de Freedman,
S. Donaldson [11] demostro, entre otras cosas, que esta clasificacion no se puede
especializar para incluir variedades diferenciables.

TEOREMA 4.3 (S. Donaldson, 1983). Sea M* una 4-variedad suave, simplemen-
te conexa y orientable con forma de interseccion Q%/ﬂ positivo definida. Entonces
Q%/H es equivalente, sobre los enteros, a la forma cuadrdtica estindar x3 + -+ +

2
Ty, (MY

La prueba del teorema de Donaldson se destaca por su originalidad ya que
introdujo una serie de técnicas, muy novedosas en aquel entonces y que hoy en
dia siguen vigentes. De hecho, estas ideas son el precedente inmediato de la teoria

de Seiberg- Witten. Basicamente, Donaldson encontr6 que el espacio de soluciones
autoduales de las ecuaciones de Yang-Mills

daFa=0
dA*FA:O

con numero de instanton 1 permite construir un cobordismo entre la variedad
M* donde esta definido el sistema (Y-M) y una unién ajena de be(M?) copias de
planos proyectivos complejos con orientaciones posiblemente distintas. El teorema
4.3 se sigue inmediatamente, pues la signatura es un invariante de la clase de co-
bordismo de una 4-variedad suave. Las ecuaciones de Yang-Mills estan escritas en
términos de una conexién unitaria A en un SU(2)-haz vectorial suave E — M* | la
extension canonica d4 de la derivada covariante a las formas con valores en Ad(E)
inducida por A y la correspondiente curvatura F4. El operador de Hodge implicito
en las ecuaciones de Yang-Mills esta dado por la extension natural a las formas
suaves con coeficientes en Ad(E)

* =% @ idpaace)) : (M AA(E)) — Q" P(M™; Ad(E)).

Es claro que esta nueva versiéon del operador de Hodge es un automorfismo con
espectro discreto {£1}. Obviamente, la extension del operador de Hodge que hemos

(Y-M)

12Cabe mencionar que el trabajo de Milnor fue presentado en el Symposium Internacional
de Topologia Algebraica, organizado en 1958 por S. Lefschetz en nuestra Universidad Nacional
Auténoma de México.
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definido en el parrafo anterior para el caso particular de QP (M*; Ad(E)) tiene sen-
tido para el modulo de formas con valores en cualquier otro (G-haz vectorial sobre
una variedad suave, sin importar la dimensiéon de esta. En adelante, tacitamente
asumiremos estas extensiones y no haremos maés referencia de su definicion. En par-
ticular, cuando la dimension de la variedad M™ es 4, tenemos una descomposicion
de dualidad analoga a (4.26) de las 2-formas con valores en E. Asi, la curvatura
Fy de cualquier conexién en E se parte como la suma de una parte dual Fé y
una parte antiautodual Fg . Por supuesto, las soluciones autoduales son aquellas
con I’y = 0. Este tipo de soluciones se conocen cominmente con el nombre de
instantones. Esta terminologia fue introducida por los fisicos que, durante décadas,
han estudiado las ecuaciones de Yang-Mills por motivos de interés fisico totalmente
ajenos a la teoria de 4-variedades. Con esto damos por terminada esta pequena
excursion al fascinante mundo de las 4-variedades y regresamos al tema que nos
compete en esta seccion, que es el operador de Dirac.

5. El Haz de Espinores y la Conexi6én Spin

Cuando una variedad riemanianna (M™, g) es Spin(n) es posible construir ha-
ces vectoriales ¥, (M™, g) y £& (M™, g), llamados haces de espinores, asociados a la
representacion espinorial real A,, en el primer caso y a la representacion espinorial
compleja AT en el segundo caso. Esto se logra componiendo por la izquierda a la
representacion en cuestion con las funciones de transicion que levantan a Spin(n)
los SO(n)-cociclos estructurales del haz tangente TM™. Si la variedad (M™,g) es
Spin®(n) se construyen haces vectoriales 3, (M™, g) y £€ (M", g) procediendo como
en el caso Spin(n) pero sustituyendo las representaciones A,, , AL por las corres-
pondientes extensiones A,,, AC : Spin®(n) — AutcXC(n). Atn cuando las fibras de
los haces XC (M",g) , £C(M™,g) coinciden como espacios vectoriales complejos,
estos haces se distinguen como haces vectoriales con grupos estructurales Spin(n)
y Spinc(c) respectivamente.

La diferencia radica en que el haz de espinores X¢ (M™, g) tiene una accion
trivial de U(1) inducida por la estructura compleja de las fibras mientras que el haz
de espinores cargados™ ig (M™, g) porta fibra a fibra una representacion no trivial
de U(1) asociada al haz determinante de la estructura Spin®(n) de M™.

En cualquiera de los dos casos, la proposicién 4.5 en la pagina 25 y un sencillo
argumento de particiones de la unidad garantizan que los haces de espinores pueden
ser equipados con una métrica hermitiana h invariante bajo la accién del grupo es-
tructural. Cuando n = 4, la métrica unitaria h coincide con la métrica unitaria usual
en C? dada por h(¢), x) = xt. Asumiremos implicitamente de ahora y en adelante
que los haces de espinores estan dotados de tal métrica unitaria. Por supuesto, la
fibra de los haces de espinores depende tanto de la eleccion de representacion (real
o compleja) asi como también del del valor particular de n. Los corolarios 4.5 y
4.6 en la pagina 25 establecen que las representaciones espinoriales Ao, y Azn se
escinden como la suma directa de dos representaciones irreducibles e inequivalentes
cada una de dimensién compleja 2" 1. Cabe recordar que esta descomposicion esta
inducida por la accién del operador de quiralidad F(QC"H en el algebra de Clifford
Cl%(2n). Esta descomposicion se preserva puntualmente a través de cada fibra en el

13Esta terminologia viene de conceptos de fisica que no discutiremos. En adelante, no haremos
distincion entre los haces € (M™, g) y £C (M™, g)
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haz de espinores. Para obtener una descomposiciéon del haz de espinores como suma
directa de subhaces cuyas fibras correspondan con la escisiéon quiral se construye
para cada valor de n un haz de algebras de Clifford C¢(TM"™, g) — M™ de manera
que la fibra sobre cada punto p € M™ coincida exactamente con el dlgebra de Clif-
ford C4(T,M™, g,). Como haces vectoriales reales, el haz de algebras de Clifford se
define como ATM™, es decir

(5.1) cuTM™,g):= P NTM™

0<j<n

La contraccion c: AYT, M™ x ART, M™ — A¥=YT, M™ se extiende a ATM™ de la
siguiente manera. Si {v,vy,..., v} , son secciones locales de TM™ = A'TM™ sobre
un abierto de U C M™, consideramos el k-vector w := vy A --- Avy € D(AFTM™).
Con estas elecciones definimos para cada punto p € U

k
vew(p) ==Y (=1)"* g, (v(p), vi(p)) w (p)

i=1

donde w® (p) se obtiene suprimiendo el i-ésimo vector v;(p) € T, M™ en el pro-
ducto exterior vi(p) A -+ Avg(p) ¥ gp (v(p),vi(p)) es la evaluacion de la métrica
g en los vectores tangentes v, v; basados en el punto p. Es claro que la contrac-
cion definida anteriormente depende de manera suave del punto p. De esta manera
obtenemos un operador C* (M™,R)-lineal ¢ : I'(TM") — ' (EndgATM") defi-
nido como ¢(v) = v A —vL que satisface (p(v))> = — | v||*id (ver p. 28). Por
lo tanto, ¢ determina una estructura multiplicativa suave definida en los genera-
dores v de ATM™ como v - w := p(v)(w) para todo w € T'(ATM™) que fibra a
fibra se reduce al producto de Clifford estudiado extensivamente en las secciones
anteriores. Esta multiplicacion promueve a ATM™ a un haz suave de algebras de
Clifford con las caracteristicas requeridas al inicio de esta pequena discusion. Para
determinar la forma de los cambios de coordenadas en C{(T'M™, g) basta observar
que la accion natural del grupo ortogonal SO(n) en el haz tangente de M™ induce
una accién de SO(n) sobre C4(T'M™, g). Si K, es un SO(n)-cociclo estructural de
TM™ definimos Kqg * (v1 -+ - vg) := Kap(v1) - - - Kop(vg) para todo generador local
vy--vp € D(CUTM™, g)).

Para promover la descomposicion quiral del algebra de Clifford C¢C(2n)* @
C¢%(n)~ auna descomposiciéon por subhaces del haz de algebras de Clifford debemos
recordar que C¢£(2n)* son subespacios asociados a los autovalores 1 del operador
de quiralidad, que en ciertas dimensiones involucra la multiplicaciéon por la unidad
compleja i en C£€(2n) ~ C¢(2n) ®r C. Comenzamos definiendo para cada entero
no negativo n el haz tangente complexificado TeM™ de una variedad suave M™
simplemente como el producto tensorial TM"™ ® C; donde C denota al haz de lineas
trivial M™ x C. El producto tensorial que define al haz tangente complexificado se
toma respecto de C*° (M™; R). Observe que Te M™ es un haz complejo de rango n. La
accion de z € C fibra a fibra es de la forma z- (v®() = v®2z(. Con esta construccion
en mente, definimos C/C(TM",g) = C{(TcM™, g%); en la definicién anterior, g©
denota a la obvia extension compleja de la métrica riemanniana g. De esta manera
obtenemos una acciéon bien definida del operador de quiralidad en C/C(TM™, g)
para cada n y por tanto la descomposicion quiral C£C(TM™, g), & CLC(TM™, g)_
para n par.
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En el caso particular en el que la dimension de la variedad es 2n, podemos des-
cribir explicitamente el haz tangente complexificado de manera intrinseca identifi-
cando R?" con C" de la manera usual (21, Y1, .-, Tn, Yn) = (X1 4+5Y1, - - T +iYn).
Este isomorfismo R-lineal induce, via las diferenciales de las cartas, una estructura
casi compleja J : TM?" — TM?" que acttia en los generadores {0/}, , 9/0y; |1 <
k < n} asociados a un sistema de coordenadas locales de tal manera que

0 0
J(m)‘*ayk

0 0
J(ay> = o

El automorfismo real J identifica las fibras del haz tangente con C™ (como
espacios vectoriales complejos) y por tanto dota de estructura casi-compleja a cual-
quier potencia exterior A*TM?". Estas consideraciones implican que el operador
¢ se extiende a una representacion compleja € : C£C(TM?", g) — ATcM?" que
fibra a fibra da lugar a la representacion espinorial compleja. Como antes, el ope-
rador de quiralidad I&"*" : I (C¢C(TM?", g)) — I (CLC(TM?",g)) definido como

F?C"'H — 257 €1 -+ - ea, para una eleccion de secciones ortonormales {eq, ..., €2, }
(respecto de g) nos permite escindir el haz de espinores como una suma
(5-2) £5, (M, g) = 5 (M*",g) & BE (M*", g)

donde Eict (M . g) son subhaces del haz de espinores asociados a las funciones
de transicion A% o K,p (Kog son levantamientos a Spin(2n) de los cociclos estruc-
turales de TM?"). Esto se debe a que el operador de quiralidad, al ser invariante
bajo la accion de SO(2n), es independiente de la eleccion de secciones ortonormales
usadas para definirlo. Observemos que la construccion que hemos dado del haz de
algebras de Clifford garantiza que todos los demés resultados obtenidos en las prime-
ras cuatro secciones del presente trabajo se “globalizan” a la categoria de haces. En
particular, se tiene una accion por conjugacion del grupo Spin(2n) en las fibras de
CUTM?™, g) y de CLE(TM?", g). Esta accién conmuta puntualmente con la accion
CLY(TM?™, g) x 5, (MQ",g) - xS (Mzn,g) dada por el producto de Clifford.
Por ejemplo, dados £ € T’ (C(C(TM%,Q)) , o € SpinC(Zn) yy el (Egn (M2”7g))
se cumple que
(ata™) - (av) = a(& - ¥).

Por tanto convierten a los haces de espinores en haces de médulos sobre el haz
de algebras de Clifford. A este tipo de modulos se le llama simplemente mddulos
de Clifford. De nueva cuenta recalcamos que el teorema 4.4 se generaliza al caso
de haces. En particular, tenemos que la parte par del haz de algebras de Clifford
Cééc(TM ™ g) preserva la descomposiciéon quiral de los haces de espinores mientras
que la accion por producto de Clifford de la parte impar C/C(TM™, g) intercambia
la quiralidad de los espinores.

En el caso de una variedad SpincC (n) sabemos que localmente el haz de espinores
cargados 2% (TM™, g) se ve como el el haz de espinores usuales “torcido” por el haz
determinante de la estructura Spinc(n). El grupo Spinc(n) actia en el haz de
espinores cargados de tal manera que el factor U(1) transforma las coordenadas
en el haz determinante y Spin(n) actia en el resto del haz de espinores como lo
hace en el haz de espinores usuales. De estas observaciones deducimos que el haz
de espinores hereda la descomposicion quiral del haz de espinores. Asi mismo, la
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accion de Spin(c(n) en el haz de espinores cargados conmuta con la accién por
multiplicacion de Clifford de C£C(TM™, g) y por tanto 3¢ (M™, g) tiene estructura
la estructura de un haz de modulos de Clifford.

DEFINICION 5.1. Sea X.¢ (M™,g) — M™ el haz de espinores asociado a una
estructura Spin(n) de la variedad M™. Definimos la conexion spin V9 como la
tnica Spin(n)-conexion que corresponde con la conexion de Levi-Civita V™ bajo la
asociaciéon descrita en el ejemplo 4.2 en la pagina 62.

Hemos probado en las primeras secciones de este trabajo que que la represen-
tacién espinorial compleja A,, es una representacion unitaria respecto a la métrica
hermitiana construida en la proposiciéon 4.5. Por lo tanto la conexién spin es una
conexién unitaria para el haz de espinores X (M™, g).

PROPOSICION 5.1. Supongamos que (M™, g) es una variedad riemanniana do-
tada de la conexion de Levi-Civita VY. Entonces:
a) Eziste una tunica conexion V¢ en CLC(TM™, g) inducida por la conexidn

de Levi-Clivita que es una derivacion respecto del producto de Clifford, es
decir, V¢! satisface

(5.3) V- w) = (V) -w + v - (VIw)

para cualquier pareja de campos tangentes v,w € T'(TM™). En parti-
cular obtenemos que VC(&; - &) = (chfl) &+ & - (chfz) para 1,82 €
I'(CLTM™, g)) arbitrarios.
b) Para todo campo espinorial ¢ € T (ESM”,g) y toda seccion suave & del
haz de dlgebras de Clifford se tiene

(5.4) VI(E ) = (V) -+ € (V7).

DEMOSTRACION. Como haces vectoriales el haz de algebras de Clifford esta
definido como @@, A*T'M™. Como la cualquier conexién en un haz vectorial induce
una Gnica conexion en las potencias exteriores de dicho haz, se tiene en particular

que
VC@ — @ (vg)/\k
0<k<n

es una conexion en CL(TM™, g). En la definicion anterior se sobre entiende que
(V910 es la derivada exterior actuando en AYTM™ := C>® (M™;R), (VI)M = V9
y (V9)"F satisface la regla de Leibniz (4.5). La unicidad de V¢ esta garantizada
por la definiciéon siempre y cuando se cumpla la relacion (5.3). Para cualesquiera
dos campos tangentes v y w se tiene por definiciéon de producto de Clifford que
v-w=vAw— g(v,w). Considerando que V7 es ortogonal tenemos que

V% -w) = (V)2 (v Aw) — dg(v, w)
= (VIv) Aw +v A (Viw) — g(VIv,w) — g(v, Viw)
= (VIv) Aw — g(VIv,w) + v A (VIw) — g(v, VIw)
=V -w+v-Viw.
Un argumento inductivo muestra que V(& - &) = (V&) - & + &1 - (VE4EL),

pues toda seccion del haz de algebras de Clifford se escribe como el producto de
vectores tangentes.
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Finalmente, recordemos que la representacion espinorial compleja esta inducida
por una representacion del algebra de Clifford. Asi, dado que el haz de espinores es
un modulo de Clifford respecto al producto de secciones de C¢(T' MY, g), se tiene que
un campo espinorial arbitrario ¢ € T(XS (M", g) es de la forma pi2ke; - e;)
donde {e;,,..., €, } es una coleccion de campos vectoriales de M™ ortonormales
dos a dos respecto de la métrica riemanniana g. Asi, dado & € T'(C4(TM™, g)) se
tiene que los valores de V91 y de V~9(§ - 1)) estan totalmente determinados por los
valores de V¢ en productos de la forma v - e;, - - e;,,, donde v € T(TM") es un
factor en la descomposicion como producto de Clifford para £. Por tanto la primera
parte de esta proposicion implica el inciso b). O

La proposicién anterior implica que en el caso de una variedad de dimension
par, el operador de quiralidad T2 : T(C(TM™, g)) — T(CL(TM™, g)) es paralelo
respecto de la conexion V. Esto es una consecuencia inmediata del sigue del
célculo

ce
V& - ean = (VIer)eg - ean + - +e1-ean—1(Viea,)
(55) :w;l ®€i1€2"'€2n+"'+w%:;1" ®6162"'ei2n

P s i2 -...A4...A-... .
- E (*1) wil ®623 Ciy Cis Cigp -

La suma en la ultima linea del célculo anterior toma valores en el conjunto Pa,,
de las 2n(2n — 1) permutaciones ciclicas (i1, ...,42,) del conjunto {1,2,...,2n}
que tienen como primeras dos entradas a las componentes fuera de la diagonal
de la matriz de conexién. La expresion e;, - --&;, - -+ é;, - - - €;,, denota al producto
(ordenado de manera que i1 < -+ < ig,) de 2(n — 1) vectores basicos obtenido a
partir del elemento de volumen e; - - - s, suprimiendo dos factores distintos e;,, e;, .
El signo de cada uno de los sumandos en la féormula anterior estd determinado por
cierta funcion s : P2, — {0,1} que satisface s(i1,iz,...,02,) = S(i2,i1,...,02,).
Esta ultima propiedad junto con la anti-simetria de w garantizan que el sumando
indicado por a la permutacién (41,42, ...,42,) cancela al término correspondiente a
la permutacion (ig, 41, . .. ,42,) en la ecuacion (5.5). En particular, Ve, - 9y =0
como se buscaba. A partir de este sencillo resultado deducimos que la conexién spin
preserva la descomposicién quiral

S (M2, g) = 25 (M?",g) & 2T (M*", g)

en el sentido de que V¥ se parte como la suma directa V9 = V19 ¢ V9 de
conexiones

(5.6) VE QUM RS (M”, g)) — QN (MBS (M™, g))

definidas en los sub-haces de quiralidad derecha a izquierda respectivamente.
Esto se debe a que la ecuacién V“F(QC”H = 0 implica que la conexion spin V¢
conmuta con los proyectores 1/2 (id + F?C”H) asociados a la descomposiciéon qui-
ral del haz de espinores. La parte de quiralidad derecha Vte y la de quiralidad
izquierda V¢ de la conexion spin son conexiones unitarias pues la escisién quiral
de la representacion espinorial de Spin(2n), AS, = AS_ @ A®, esta inducida por
representaciones unitarias de Spin(2n — 1).
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6. El Operador de Dirac

DEFINICION 6.1. Supongamos que M™ es una variedad Spin(n) dotada de una
métrica riemanniana g. Sea X (M™, g) el haz de espinores M™ y V¥ la conexion
Spin(n) asociada a g. El operador de Dirac I) : T (3¢ (M™,g)) — I' (€ (M™,g))
esta definido por la composicion

(6.1) QUMY SE (M™, g)) L5 QLMY RS (M, )~ QO(M* 5E (M™, g))

donde ¢ es la contraccién inducida por el producto de Clifford con los elementos
de una base ortonormal local de 1-formas {e#|1 < u < n}. En otras palabras, la
expresion local del operador de Dirac se lee

(6.2) D =et Vi
para cualquier campo espinorial ¢ € T’ (EC (M™, g))

La definicion del operador de Dirac admite diversas generalizaciones. Por ejem-
plo, podemos hablar del operador de Dirac para cualquier Spin(n)-haz S — M"
y su correspondiente modulo de Clifford. Otra extension posible, que de hecho es
relevante para nosotros, es el de una variedad Spinc(n). La definicién requiere la
siguiente precision. Como hemos visto, un SO(n)-haz vectorial E — M™ admite
una estructura Spin®(n) si y solo si existe un haz de lineas complejo L — M",
llamado haz determinante de la estructura Spin®(n), que satisface wy(E) = ¢;(L)
méd 2. También hemos probado que toda 4-variedad orientable es Spin(c(4) y que
el haz de espinores asociado tiene la forma X§(M?, g) ® VL, donde VL — M" y
Y5 (M4, g) solo estan definidos localmente. Estos espacios son ejemplos de G-haces
vectoriales virtuales, en el sentido de que estan definidos por los mismos datos que
un haz vectorial pero sus funciones de transicién (con valores en el grupo G) no
necesariamente satisfacen las condiciones de cociclo. Como cualquier conexién en
un G-haz vectorial es un operador local, podemos extender la nocién de G-conexién
para incluir a los G-haces vectoriales virtuales y asi poder hablar de G-conexiones
en haces vectoriales virtuales.

Consideremos es el haz dual al haz tangente complexificado TFM"™ que defi-
nimos en la pagina 75 y denotemos por QF(M™; XS (M™, g) ® VL) al conjunto de
secciones suaves del haz de formas diferenciales complejas con coeficientes en el haz
de espinores, esto es

QL(M™; 25 (M™, g) @ VL) =T (APTEM" @c¢ S5 (M™, g)) .

Note que el conjunto de 1-formas complejas actiia por multiplicacion de Clifford
en el haz de spinores. Dada una 1-forma con coeficientes complejos A = A,e* y un
campo espinorial ¢ € T'(XE (M™)) se tiene que

(6.3) A= (Ayet) - .

Similarmente, se tiene una acciéon por multiplicacion de Clifford de Q2(M™";iR)
sobre las secciones del haz de espinores. Dada una 2-forma w = 1/2 wet Ne¥'y
un espinor 1 definimos

1 1
(6.4) w- = SWhr a (et Ne) = W ete” - 1.
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El factor adicional de 1/2 viene del isomorfismo ad : spin(n) — so(n) presentado
en el corolario 3.5 en la pagina 16. Con estas aclaraciones en mente hacemos la
siguiente

DEFINICION 6.2. Supongamos que (M*,g) es una variedad orientable con al-
guna estructura Spin®(4). Consideremos una conexién unitaria A en el haz virtual
determinante v — M* asociado a la estructura Spin®(4) de M*. Definimos el
operador de Dirac torcido por la conexion A

(6.5) Da: QOME5ES (M g) @ VI) — QM4 55 (M, g) © VL),

Como el operador de Dirac asociado a la conexion VA = V9@ A. Es decir, p A
estd definido como antes por la composicién ¢ o VI ® A.

Mas adelante daremos algunos ejemplos del operadores de Dirac; pero antes
vamos a establecer un resultado que nos dice que el operador de Dirac torcido por
cualquier conexién es un concepto bien definido. Para esto hacemos la siguiente

OBSERVACION 6.3. El haz de espinores X (M4,g) es un haz complejo, por
tanto podemos identificar una seccion ¢ ® z del haz ©§ (M47 g) ®+/L con la seccion
2. Bajo esta identificacion, la matriz de conexion asociada a V4 toma la forma
w+ Aidp(se(ar,g)) 14" donde w y A son las matrices correspondiente a las conexion
spin y a la conexién unitaria en el haz determinante de la estructura Spinc(4). Por
lo tanto, las expresiones que determinan la accion de los operadores de Dirac se
leen

(6.6) Dzp=dz-+2D9
(6.7) Dap=Dyp+A-y
(6.8) Dazp=dz-p+ 2140

PROPOSICION 6.1. Los operadores ) y ID 4 estdn bien definidos.

DEMOSTRACION. Basicamente debemos probar que los operadores de Dirac
definidos arriba no dependen de la eleccion de base {e* |1 < pu < n} usada para
determinar su expresion local. Cada forma é” en cualquier otra base ortonormal
esta relacionado con los generadores originales mediante la relaciéon € = T%e®,
donde T' = (T%) es una funcion matricial con valores en el grupo especial ortogonal
SO(n) que esta definida en la trivializacion local asociada al comarco {e*|1 <
p < n}. Denotemos por un momento como P al operador de Dirac calculado en
las coordenadas asociadas a ¢é¢”. Usando las propiedades de linealidad que tiene
cualquier conexién V junto con la bilinealidad del producto de Clifford vemos que

gy general, si w y @ son matrices asociadas a conexiones V y V en haces vectoriales E y £
respectivamente, entonces la matriz de conexiéon de V®V es precisamente w ®idr(g) +idr(g) ® .
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Ahora, es claro que T;T§ es la componente (a,3) del producto T'T. Como
T € 50(n), se tiene que T;T§ = dap. Por tanto
9 _ B .79
(T(‘;Tg) e Vg =¢"- Vg
Es decir, el operador de Dirac en las coordenadas con gorro coincide con el
operador de Dirac en las coordenadas originales. Esto muestra que el operador de

Dirac esté bien definido. El calculo para demostrar que el operador de Dirac torcido
esta bien definido es exactamente el mismo que acabamos de realizar. ([

Recordemos que la representaciéon espinorial compleja AE se escinde como la
suma directa de dos representaciones cuando k es par. Dichas representaciones defi-
nen a los espinores de quiralidad izquierda y derecha. Mas atin, esta descomposiciéon
induce una escisién por subhaces

San (M7, g) = 5 (M, ) & 22 (M*", g)
que fibra a fibra corresponden con la descomposiciéon quiral de la representacion
espinorial compleja. También hemos visto en la ecuacion (5.6) en la pagina 78 que
la conexion Spin(n) se parte en la suma directa de dos conexiones que preservan la
descomposicién quiral del haz de espinores. Denotemos por @‘i a las conexiones en

Zg (M2",g). Con todo esto, podemos definir las componentes quirales lDi y le
de los operadores de Dirac

lDi i=¢o @i
:t A
Dy =¢oVi®A
Usando que al multiplicar un espinor por cualquier elemento de la parte impar
del algebra de Clifford intercambiamos la quiralidad del espinor junto con el hecho

de que las conexiones V¥ preservan la quiralidad, es facil ver que los operadores de
Dirac toma la forma

_ (o0 p _ (0 Dy

EJEMPLO 6.1. Supongamos que M* = R* con coordenadas locales (2°, ..., x3)
estd dotado de la métrica euclidiana usual

g =0y dz" @ da”.
Como R* es contrdctil, todos los grupos de cohomologia en dimensiones mayores
a cero se anulan. En particular H*(R*) = 0 y asi R* es trivialmente una variedad
SpinC(4), De hecho, el haz tangente de R* es trivial. Esto implica que el haz de
espinores ©§ (R4,g) es isomorfo al haz trivial R* x C*. De esta manera, tenemos

que los generadores {7, ..., v3} del dlgebra de Clifford C£(4) son constantes que se
pueden identificar con las matrices

0 ot
H —
=0 7)
donde o* son las matrices de Pauli
1 0 0 1 0 —i 1 0
0 _ 1_ 2 _ 3 _
=0 1) 7= o) = () =6 )

Como las componentes de la métrica euclidiana son constantes con valores 6,,,,
los simbolos de Christoffel asociados a la conezion métrica de R* son todos nulos. En
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particular, la conezion spin V9 queda determinada por la derivada exterior usual.
Por lo tanto, el operador de Dirac ) = Y0, asociado a la estructura candnica
Spin(4) sobre R* tiene la forma

0 o*0y
(6.10) (U,@u X ) ,

donde .
U#au _ Oy + .83 O — 0o
014102 0Oy — 03
determina las componentes izquierdas y derechas del operador de Dirac. La
relacion {y*,~v"} = —25* implica que

2 " v
D" = (y"9,) (7" 9y)
=7"7"0u0,
= (V)0 + D 1" 0ud,
nAV
= (v")?0;.
Es decir, el cuadrado del operador de Dirac es igual al operador matricial
—A

—A

donde A es el operador Laplaciano 8% + - - -+ 03 que actiia en funciones suaves
con valores reales.

EJEMPLO 6.2. Las matrices o', 0? definidas en el ejemplo anterior generan
una copia de CL(2). Por lo tanto, el operador de Dirac §) correspondiente al espacio
euclidiano (R?, g) generado por los vectores e1,ea estd determinado por el operador
de Cauchy-Riemann 0 = (81 +i0,) y su operador conjugado complejo d = 4 (01 —
102). Explicitamente,

(6.11) D=2 (g g) :

Recuerde que una funcion [ : C — C es holomorfa si y solo si Of = 0; es decir,
f estda en el nicleo del operador de Cauchy-Riemann. Como el haz de espinores
sobre R? es el haz trivial R? x C2, tenemos que una seccion 1 € T'(XS (R2,g)) estd
determinada por una pareja de funciones suaves x1, X2 : R? = C. Ast, la ecuacion
de Dirac $1p = 0 para un campo espinorial libre es equivalente al sistema

8)(1 =0

8X2 =0.
En otras palabras, x1 es una funcion anti-holomorfa y x2 es holomorfa. De esta
manera vemos que la geometria espinorial en R? generaliza el calculo diferencial
de una variable compleja. Si consideramos una conexion unitaria A = %ia sobre

cualquier haz de lineas L — R? obtenemos que el operador de Dirac con coeficientes
en L es

(6.12) ‘7’A=2(32A 8_0A>
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El siguiente ejemplo, que enunciamos a manera de proposicién por que nos sera
atil mas adelante, es de hecho un poco més general que los ejemplos que hemos
discutido hasta el momento. Para entenderlo requerimos extender la definicién que
dimos del operador de Dirac torcido. Consideremos una 4-variedad riemanniana
(M*,g). Sean E — M* un G-haz vectorial con una G-conexiéon V arbitraria. Defi-
nimos el operador de Dirac con coeficientes en E (o torcido por V) como el operador
de Dirac asociado a la conexion VI @ V.

PROPOSICION 6.2. Sea (M*, g) una 4-variedad riemanniana cerrada y orienta-
da. Consideremos la conexion VI @ (VI)* inducida por la conexion espinorial usual
V9 en el haz de endomorfismos del haz de espinores

Endc (3 (M%,g)) = 5 (M*, g) ®c 25 (M*, )"

Entonces el operador de Dirac torcido por la conexion VI® (Vq)* se identifica
naturalmente con el operador d + 6 : AT*M* — AT* M*.

DEMOSTRACION. Recordemos que el teorema 4.4 nos dice que la representacion
espinorial compleja induce un isomorfismo entre C¢(4) y el algebra de endomorfis-
mos Endc (£€(4)). Como Endc (£°(4)) se identifica naturalmente con el producto
de ©§ y su espacio dual, vemos que las posibles obstrucciones a la existencia del
haz de espinores se cancelan al considerar el producto

S§ (M*, g) ®c £f (M*,9)" ~ Endc (5 (M*,9)) ~CeS(TM*, g).

Por lo tanto, C£©(TM*, g) — M* es un haz bien definido para toda 4-variedad
orientada. Ya que C£C(TM*, g) = ATM* como haces vectoriales reales, debemos
identificar el haz tangente con el haz cotangente usando la métrica riemanniana.
Esto se logra de la siguiente manera; si v € TM* definimos la 1-forma 6, := g(v, o)
que se evaltia en un vector tangente w para producir una funcion suave con valores
reales 0,(w) = g(v,w). En coordenadas, este isomorfismo se reduce a bajar los
indices de las componentes de v = v”e, por medio de las entradas g,, del tensor
métrico, es decir, 6, tiene coordenadas v, = g,,v” respecto a la base dual e# =
g(ew,0).

Veamos que la derivada exterior d : QP(M*) — QPF1(M*) se puede escribir
como 0" AV, donde V es la conexion inducida por la conexion de Levi-Civita
de (M*,g) en la p-ésima potencia exterior del haz cotangente APT*M* y 6 es
una base ortonormal dual (respecto del isomorfismo inducido por la métrica) al
marco local e, € T'(TM*). Es facil ver que esta eleccién de marcos garantiza que
el operador 6" A 'V, es invariante bajo la accion de SO(4), el grupo estructural del
haz cotangente. En particular, 0* AV, es un operador global bien definido.

Ahora, para una O-forma suave f : M4 — R, se tiene por definicion que V, f =
df (e,) = e, f. Pasando al marco inducido por coordenadas z* tales que dz* es un
marco ortonormal, obtenemos que dz¥ AV, (f) = df (0,)dz” = 9, fdx” = df. Ahora
notamos que V es libre de torsién para cada p; en el caso particular de p = 1 esto
significa que todos los simbolos de la conexion I'7, son simétricos respecto a los
indices (u,v). De manera que dz” AV, (dz®) = T}, dz” Adxz* = 0y por tanto para
cualquier 1-forma w = wydx® tenemos

da¥’ AV, (w) = da” A (Oywp + wal'Sg)da’ = dywgda” A da’ = dwg A da’ = dw.

Para probar que el operador 8” A V,, coincide con la derivada exterior en las
formas de grado mayor a 1, factorizamos cualquier p-forma, con p > 2, como el
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producto de una 1-forma w y una p — 1-forma ¢ y después aplicamos el método de
induccién sobre la dimensién de la forma. Este argumento inductivo nos dice que
es suficiente mostrar que 0” A V,, satisface la regla de Leibniz

d(w AY) = dw + (1) w A do.
Esta afirmacion se verifica inmediatamente
0" AV, (wAD)=0" AN[(Vow) A +w A (V,09)]
= (0" AV, w) A9+ (—1)38 A (0 AV,0)

El operador § : QP (M*) — QP~1(M*) es por definicion el adjunto de la derivada
exterior respecto al producto L? en p-formas definido por la ecuacion (4.27) en la
pagina 70. Consideremos o € QP(M*) y 8 € QPTY(M*). Por la primera parte de
este ejemplo, tenemos que

(a,dB) = = /M4 90,8 AV, B).

Usando las definiciones se puede demostrar que para toda g-forma «, los ope-
radores de contraccién ar: QP(M?*) — QP~9(M?) y de multiplicacién exterior
an : QP(M*) — QPF(M*) son adjuntos respecto de la métrica inducida en Q* (M*)
por la métrica riemanniana g; esto es, g(aLw, 8) = g(w, @ A B) para cualquier otra
forma (B de dimension tal que degw = ¢ + degfB. De esto se sigue que V, es una
derivacion con respecto de la contraccion con «. En efecto, como V es compatible
con la métrica, tenemos por una parte que

(6.13) dvg(w, A B) = dyg(arw, B) = g(Vy[aww], ) + g(aww, V, 8).
La definicion de V garantiza que V,(a A ) = (Voa) A B+ a A (V,0). Asi
tenemos por otra parte que
(6.14) Og(w,a N p)=g(Viw,a A B)+ g(w, [Vioa] A B) + g(w,a A [V,5])
= g(aVow, B) + g([Vva]w, B) + g(arw, V. 8).
La afirmacion se sigue de comparar la ecuacion (6.13) con la ecuacion (6.14).

Usando estos resultados podemos reescribir el producto (a,df)rz de la siguiente
manera

/M4 9(a, 0" ANV, B) = /M4 9(0”La, V., 8)

= aug(eyLaaB) 7g(vy[9V\_O[Lﬂ)
M4

= [ 006" 0. 3)(0.) = (198710, 8) = 9(6"[V,0]. ).

Definiendo para cada 1 < v < 4 la funcion real w, = g(6La, ) vemos
que la 1-forma w = w,dz” determina la 4-forma exacta d x w que coincide con
3,9(0" a, B)dz! A -+ A dx*. Por tanto, la integral del primer término es idéntica-
mente cero. La integral de ¢(V,0"L«, ) también se anula ya que en cada punto
p € M"™ existe un sistema de coordenadas tal que V,60"(p) = 0. De esta manera
vemos que (o,df)r2 = (—0".V,«,)r2. La unicidad de los operadores adjuntos
implica que 6 = —6"LV,,.
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Finalmente, bajo el isomorfismo C/(TM*, g) ~ Endc (3§ (M*, g)) la conexién

V9 @ (V9)* se corresponde con la conexion de Clifford V¢! definida en la pagina
77. Por lo tanto, el operador de Dirac con coeficientes en C/(TM?*, g) se lee

(6.15) e’ -VIQVI s 07 -V = (Y N—0" )V, =d +6
([

Los ejemplos anteriores destacan algunas de las propiedades mas importantes
del operador de Dirac. Primero, ) es un operador diferencial de primer orden
definido en cualquier variedad riemanniana (M™, g) que en coordenadas geodésicas
normales toma la forma 6.10. Segundo, el operador de Dirac es la raiz de un cierto
operador diferencial de segundo orden. En el caso del espacio plano, este operador
esta determinado por el Laplaciano escalar. Finalmente, el operador de Dirac torcido
por el haz de espinores coincide con el operador d 4 §, que como veremos en breve,
codifica cierta informacion cohomologica de la variedad donde esta definido. Estos
ejemplos particulares sugieren la posibilidad de generalizar estas propiedades.

PROPOSICION 6.3. Supongamos que (M™,g) es una variedad riemanniana ce-
rrada y orientable con una estructura Spin(n) o Spin®(n). Entonces los operadores
de Dirac ID y D 4 son formalmente auto-adjuntos

(6.16) (X D)2 = (D x, %)L
(6.17) (X Dat)p> = (Dax, )

respecto al producto L? inducido en el haz de espinores por el producto interno
definido fibra a fibra como en la proposicion 4.5 en la pdgina 25.

DEMOSTRACION. Alrededor de cualquier punto p € M™ existe un sistema de
coordenadas locales tal que los simbolos de cualquier conexién se anulan en p.
En particular, los simbolos de Christoffel V9e* = 0 en p. Denotemos por (, ) el
producto interno en las fibras del haz de espinores para el cual las representaciones
espinoriales A, y AS actuan por isometrias. Con esta eleccion de coordenadas
tenemos que en el punto p

0D = (x et - Vi)

= 7<€H X5 @z >

= <@ﬂ(€u : X)ﬂ/’> - aﬂ<ey "X vg ¢>

= ((Vie") X 0) + (e - Vi X ¥) = dule” - x, VEv)

= (DX, %) = Qule” - X, VI ).

Note que hemos usado la identidad (5.4) de la proposicion 5.1 en la pagina 77.

Integrando ambos lados de la igualdad anterior y cancelando la integral del término
de frontera —d,,(e” - x, V¥ 1) se obtiene el resultado. La afirmacion correspondiente

para ID 4 se deduce notando que A, al ser una conexién unitaria, esta representada
por una 1-forma con coeficientes A, puramente imaginarios, por lo tanto

(x: Apet - ) = Au(x, e - )
= _Au<_e# X))
= <A#e” : x,¢>-
Ast, (), Pa ¥) = (06D ) +(x: A ) = (D x, ) +(A-x,0) = (Da x.¥). O
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COROLARIO 6.1. Si M™ es de dimension par y admite una estructura Spin(n)

. + + .
o una estructura Splnc(n), entonces los operadores D~ y ID; asociados a la des-
composicion quiral del haz de espinores son mutuamente adjuntos, es decir;

(6.18) BH =p"
(6.19) (Pt =1y,

DEMOSTRACION. Sean O :' V — V' y Q : W — W una pareja de operadores
lineales. Consideremos la transformacion lineal £: V @ W — V & W dada por

(& 9)

Es facil ver que el adjunto de £, denotado por LT, es igual a

0o ot
ot o)

En particular, si £ es auto-adjunto, vemos que @f = O. En dimensiones pares,
los operadores de Dirac ) y D4 tiene la forma del operador £ (ver (6.9)). El
resultado se sigue de la proposicién anterior. ([l

La siguiente formula relaciona la curvatura de la conexion V4 = V9 ® A con el
cuadrado del operador de Dirac EZ = EL D 4. Esta identidad de tipo Bochner nos
sera de gran ayuda para estudiar la naturaleza de las soluciones a las ecuaciones de
Seiberg-Witten.

PROPOSICION 6.4 (Formula de Weitzenbock). Sea (M™, g) como en la proposi-
cion anterior. Denotemos por R a la curvatura escalar de la conexion de Levi-Civita
en TM* y por Fa a la curvatura de una conexion unitaria A asociada al haz de-
terminante de la estructura Spinc(n). Entonces para todo campo de espinores 1, el
operador de Dirac ID 5 satisface la identidad

(6:20) Phy=(V)IVAy+ LRy + S Fa-y

donde (V)1 es el adjunto L? de la conexion VA y Fa -1 es la accion por
multiplicacion de Clifford de la 2-forma de curvatura sobre 1. En particular, si la
variedad M™ solo tiene estructura Spin(n) la formula de Weitzenbock se reduce a
la identidad de Lichnerowicz

(6.21) D= (V) V99 + %Rz/;.

DEMOSTRACION. Fijemos un punto p € M™ y un sistema de coordenadas nor-
males definidas en una vecindad U de p. Consideremos {e;} y {e’} marcos ortonor-
males duales definidos en &/. Entonces para todo punto en la vecindad normal de p
se tiene que

DY = Vit (Vi)
= o [(V,e") Vi + VT
= Ze#e“vf}v;‘zz; + Z et'e” [Vﬁ, VA
n

pu<v
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Por la observacion 4.3 en la pagina 65 sabemos que el conmutador [V;‘, VA esta
determinado por las componentes F' ;W de la curvatura Fya asociada a la conexiéon
V4 mediante la expresion

7 1 7 1
Fj,8i©8 = Fj,s' ®s

donde {s; ® s’} es una base local para el haz de endomorfismos del haz de espi-
nores. De hecho, Fga es una 2-forma con valores en el dlgebra de Lie de Spinc(4),
que es isomorfa a Cly(4) @ iR. En particular, los elementos s° ® s? son de la forma
e'e’. Como V4 se obtiene acoplando la conexion spin V9 con la conexion unitaria
A, se tiene que la matriz de conexion asociada a V4 toma la forma & + A, con
@ la matriz de la conexién spin; por lo tanto, Fjj;,, es la suma del tensor de cur-
vatura ]:Zijl“, de la conexién spin y la curvatura de la conexién unitaria en el haz
determinante &;;(F 'A) uv- Como la curvatura de la conexién spin toma valores en
el algebra de Lie de Spin(n), deducimos que RWV es anti-simétrico en los indices
(,7). Usando que Z,KV(FA)WG#QV )= %FA - 1), obtenemos que

2 P, v, t,J 1
¢A¢=—;vaﬁ¢+z Rijuy e'e”e'e! 4+ S Fa - 1.

pu<v

Usando que ]:Zijw, esta relacionado con el tensor de Riemann R;j,, de la co-
nexion de Levi-Civita por medio de la identidad ZEijW = Rjj, junto con las
propiedades de antisimetria en los indices (4,5) v (u,v) asi como la simetria del
tensor de Riemann R;j,, = R,uij, podemos reescribir el segundo término en la
ecuacion anterior como

~ o 1 .
E Rij'uy etelele! = 7§ E Rjiluye'ueyezej

p<v 5,05V,
__} R eleet + R. KoV ol
=3 e e e iuuvetee
J o iFpAv i=p
n#v
+ E ijl,e“e”e”)ej.
1=v
wAv

Es facil ver que la identidad Ry, + Rjvui + Rjui = 0 implica que

Z Rijyue“e”ei =0
IFpFEY
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Ahora usamos de nueva cuenta la simetria R;,,, = R, para simplificar los
términos restantes. Para esto vamos a suponer que p y v toman valores distintos.

E (ijl,e“e”e“ + le,m,e“e”e”)e] = E (—ijl,e”e“e” + ijl,e“e”e”)ej
JrHsv JolbsV
Lo .
= g Rjue’e + Rjy,uete’
Joksv

=2 Z ijl,e”ej

Jrusv

2 Z R, e"€e”

2214

= —2R.

Por lo tanto, >, _, Rijuete’elel = LR, En [32] se identificar el termino
-2 VfVﬁ con el operador (V4)IV4. Finalmente, la formula de Lichnerowicz

(6.21) se obtiene observando que el operador de Dirac I) desacoplado de la conexion
A tiene curvatura F'4 idénticamente nula. O

Otra propiedad analitica que comparten los operadores de Dirac I y D 4 es que
ambos son ejemplos de operadores elipticos de primer orden. Recordemos que la
definicion un operador diferencial de orden k, digamos D : T'(E) — I'(£), requiere
que la iteracion de k conmutadores [...[D, fi],..., fr] € Hom(FE, &) es un morfismo
no trivial de haces vectoriales para toda k-tupla de funciones suaves con valores
reales (f1,..., fx). El conmutador que aparece en arriba se define inductivamente
como sigue. Para cada funcion suave f y cada seccion s € T'(E),

[D, f]s :=D(fs) — [Ds.

Por ejemplo, consideremos E = APT*M™, € = APTIT*M™ y D la derivada
exterior d. Si f € C*°(M™,R) y w es cualquier p-forma, entonces [d, flw = df A w.
Por lo tanto, [d, f] es el morfismo de haces df Ao, que es no trivial en cada dimensioén.
Esto muestra que la derivada exterior es un operador diferencial de primer orden.
De manera anéloga se verifica que cualquier conexione V es un ejemplo de operador
diferencial de primer orden, puesto que [V, f]s = df ® s. El simbolo de un operador
diferencial esta dado por

(6.22) ox(D)(f1,---5 fx) = % [...[D, f1]s- -, fx]-

Si E y & son haces vectoriales complejos, el simbolo de un operador diferencial
D:T(E) > T(€) es

(6.23) of (D) = i* or (D).

En [33] se demuestra que un operador diferencial cumple con las siguientes pro-
piedades; a) es totalmente simétrico; es decir, es invariante bajo permutaciones de
los argumentos (fi,..., fr) y b) solo depende de las 1-formas &; = df;. Note que (a)
y (b) implican que el simbolo de cualquier operador diferencial esta completamente
determinado por su valor en el producto simétrico de k copias de & = df, es decir
en la seccion &8 = € ® - .- ® €. Finalmente, decimos que un operador diferencial D
es eliptico si su simbolo es un isomorfismo para toda & # 0.

Los simbolos de los operadores de Dirac ) y ID 4, estan dados por el producto
de Clifford. Sea (M™,g) una variedad riemanniana con una estructura Spin(n) o
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Spinc(n), & una 1-forma en M™ con coeficientes complejos y 1 un campo suave
de espinores. Entonces o> (ID)(€) ¢ = oL (1D 4)(€) 1 = i€ - 1p. Note que hemos usado
la linealidad sobre las funciones de la 1-forma A para cancelar el término [A, f] .
Como £ - €& = —g(&,€) es distinto de cero si & # 0, los simbolos asociados a los
operadores de Dirac son inveritibles, mostrando asi que I y )4 son operadores
elipticos de primer orden como se habia afirmado.

Los operadores elipticos asociados a haces vectoriales sobre variedades compac-
tas son especialmente importantes, pues son ejemplos importantes de una familia
de operadores llamados de Fredholm'®. Supongamos que M™ es compacta y orien-
table. Sea D : T'(F) — I'(€) un operador eliptico F-lineal, donde F denota por igual
al campo de los nameros reales o complejos. El indice de D, denotado por Indg D,
se define como la diferencia entre las dimensiones (respecto a F) del nicleo y del
contcleo de D.

Indr D = dimp Ker D — dimg CokerD.

Recuerde que el contucleo se define como el cociente Coker := I'(£)/ImD. Si
D* es el adjunto de D, existe un isomorfismo canoénico entre el ntcleo de D* y el
contucleo de D. En particular

(6.24) Indr D = dimp Ker D — dimp Ker D*.

El célebre teorema de indice de Atiyah-Singer [2] relaciona el indice de cual-
quier operador eliptico D con informacion topologica de M™. Mas precisamente,
el enunciado del teorema establece que Ind¢D se puede calcular evaluando en la
clase fundamental [M™] el término de dimension n que resulta de multiplicar, en el
anillo de cohomologia racional H*(M™; Q), la clase de Todd T(M™) y el cdracter de
Chern Ch(D) asociado a D. Por ejemplo, el operador de Dirac asociado al haz de
algebras de Clifford de una 4-variedad cerrada y orientada M* siempre es eliptico
y por tanto tiene un indice bien definido. De hecho, haciendo uso de la proposicién
6.2 en la pagina 83 vamos a demostrar que

PROPOSICION 6.5. El indice de la parte derecha de operador de Dirac, denotada
por (d+ &)t : QF(M*) — Q= (M*) coincide con la caracteristica de Euler de la
variedad x(M*). Es decir

(6.25) Indg(d + 6)* = (=1)F be(M*).
k=0

DEMOSTRACION. El isomorfismo C£C(TM*,g) ~ AT*M* como haces vecto-
riales reales se promueve a un isomorfismo de algebras tal que

Ql(M4) . Qpar C Qimpar(M4)
Ql(M4) . Qimpar C Qpar(le).

Es decir, la parte par (impar) del haz de algebras de Clifford corresponde exac-
tamente con el subespacio QP (M%) (QimPar()f4)) respectivamente. Definiendo

QF (M) = QO(M*Y) @ 2 (MY @ (MY, Q- (MY =M @ Q3(M?).

15Un operador lineal entre espacios de Banach O : B — B es de Fredholm si la imagen de O
es un subespacio cerrado y tanto el ntcleo como el contcleo son de dimensioén finita.
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Vemos que el operador d + § preserva la graduacion QF(M*) @ Q= (M*?) del
espacio de formas diferenciales. Asi, tenemos que d + 0 se escinde como la suma
directa de los operadores

(d+0)T: QF(M*) — Q= (M?), (d+0) : Q~(M*) — QF(M?).
Es facil ver que (d + )7 es el adjunto de (d + §)~. Més atn, las equivalencias
(d+0w=0+=dw=0, dw=0<+<= (d+5)*w=0.

Implican que el nicleo de (d + §)* se identifica con el espacio de formas ar-
monicas de dimension par HP* (M*). De la misma manera se tiene un isomorfismo
Ker(d+§)~ ~ HmPar(M*). El teorema de Hodge establece que cada clase de coho-
mologia admite un tinico representante arménico, es decir, en el niicleo de (d + 6)2.
En particular, H?P(M*) ~ HY,(M?) para cada p. Usando la expresién (6.24) junto
con la discusion anterior concluimos que

Indg(d + 6)" = dimg Ker(d + 6)" — dimg Ker(d + 6)~
= dimg HP*(M*) — dimg H™P*"(M?)
= dimg (HO(M*) & H*(M*) & H'(M?)) — dimg (H'(M*) & HP(M*Y))
= bo(M™*) + ba(M*) + by(M*) — by (M*) — bg(M?)
= x(M*).
O

Para una 4-variedad orientable M* con una estructura SpinC(4) asociada al haz
determinante L — M* podemos considerar el operador de Dirac con coeficientes
en el haz virtual VI — M*

By T (55 (M g) @ VI) 5T (S (M ) © V).

En [31] se demuestra que el indice del operador lﬁX estd dado por la signatura
de la variedad, o(M?), y la primera clase de Chern del haz determinante c1(L).

TEOREMA 6.2.

1 1
(6.26) Inde P} = ——o(M*) + f/ c1(L)?
8 2 Jaga

En el ejemplo 6.2 vimos que la parte derecha del operador de Dirac en el plano
es precisamente el operador de Cauchy-Riemann § = (91 + i), que tiene como
nicleo al conjunto de funciones holomorfas. Una propiedad bien conocida de las
funciones holomorfas es que satisfacen el teorema de identidad, que establece que
una funcién holomorfa definida en un dominio conexo D C R? que se anula en un
abierto propiamente contenido en D debe anularse idénticamente. Este resultado
se extiende al conjunto de todos los operadores de Dirac acoplados a una conexién
arbitraria de cualquier haz vectorial, cualquiera que esta sea. El lector interesado
puede encontrar en [4] una secciéon completa dedicada a probar este resultado,
conocido como propiedad de continuacion unica. Mas adelante usaremos el siguiente
caso particular.

TEOREMA 6.3. Cualquier solucion U € F(ig (M*,9) ® VL) de la ecuacion de

Dirac D, ¥ = 0 que se anulé en un subconjunto abierto V.C M* debe anularse
idénticamente sobre la componente conexa que contiene a V.



Capitulo 3

Teoria de Seiberg-Witten

En los capitulos anteriores hemos desarrollado la base teérica que finalmente nos
permite introducir el tema central de este trabajo; las ecuaciones de Seiberg-Witten.
Irénicamente, resulta particularmente dificil motivar el sistema de ecuaciones que
estamos a punto de estudiar, principalmente por que este sistema tiene sus origenes
en trabajos de fisica tedrica realizados en 1994 por Nathan Seiberg en colaboracién
con Edward Witten que, a primera vista, parecian estar totalmente desconecta-
dos de los avances matematicos de la época. En cierto sentido, las ecuaciones de
Seiberg-Witten describen una version dual de la teoria de instantones derivada de
las ecuaciones de Yang-Mills. En lo que resta de este trabajo abordaremos las ecua-
ciones de Seiberg-Witten desde un punto de vista geométrico y dejaremos de lado
cualquier interpretacion fisica posible. El lector puede encontrar en [22] y en [28]
una explicacion informal de como es que la teoria de Seiberg-Witten y la teoria de
instantones, pensadas con el enfoque de la fisica teodrica, se relacionan con la topolo-
gia suave de las 4-variedades. Las aplicaciones de las ecuaciones de Seiberg-Witten
a la teorfa de 4-variedades aparecieron originalmente en [43].

1. Las Ecuaciones de Seiberg-Witten

De ahora y en adelante, (M%,g) denota una 4-variedad riemanniana suave,
cerrada, orientada, conexa y simplemente conexa, es decir, con (M%) = 0. Esta
condicién sobre el grupo fundamental la satisface cualquier variedad riemanniana
con curvatura de Ricci no negativa [16]. Por el teorema de Hirzebruch-Hopf, existe
una estructura Spin®(4) con haz determinante L — M* asociada M*. Sea A una
conexiéon unitaria en L y consideremos un campo de espinores de quiralidad derecha
1), es decir, una secciéon del haz ﬁ)g (M4, g) @V L — M*. Recuerde que f]g (M47 g) ®

/L admite una métrica suave invariante bajo la accion de Spin®(4) definida en las
fibras que se restringe a una métrica hermitiana (, ) del haz de espinores derechos.
Las ecuaciones de Seiberg-Witten determinan a la pareja (A,), que por ahora
elegimos al menos de clase C', mediante la relacion

Diy=0

1 v
FA = 71<6,uel/¢a¢>eu New,

donde FZ denota la parte auto-dual de la curvatura F4, = dA asociada a la
conexion A y {e,}, {e*} son marcos locales ortonormales mutuamente duales. Es
facil ver que el miembro derecho de la ecuacion de curvatura es independiente de la
eleccion de marcos ortonormales y por tanto representa un elemento de Q2(M*?).

(S-W)

PROPOSICION 1.1. La 2-forma n(y) := f%<e“eu¢,@/})e“ A €Y tiene coeficientes
puramente imaginarios y es auto-dual.

91
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DEMOSTRACION. Basta probar que (e, e,1,1) = —(e e,1), 1)) cuando los indi-
ces pu y v toman valores distintos. Si p # v entonces

<€ueuw,¢> = —<€zﬂ/%€;ﬂﬁ> = <¢>€u€;ﬂﬂ> = —<¢>€M€u¢> = —<€M€u¢’¢>~

Para ver que 7(1) es invariante bajo el operador estrella de Hodge, hay que recordar
que la accion del operador de Hodge en A2T'M* induce un automorfismo de Q2 (M*)
que bajo el isomorfismo de cuantizacién e, A e, — e, e,, corresponde con la accién
por producto de Clifford del operador de quiralidad T%: = —e;...eq en CLC(4)
(corolario 4.9 en la pagina 32). Asi, vemos directamente de la expresion

() = — (T ety ) x (e A )

que todos los posibles signos negativos que se obtiene del operador estrella se can-
celan con los signos correspondientes al operador de quiralidad. Esto prueba que
n(y) es aut-dual. O

La proposicion anterior garantiza que las ecuaciones de Seiberg-Witten estan
bien definidas globalmente. Méas adelante vamos a hacer uso del siguiente resultado.

PROPOSICION 1.2. Para todo ¥ € T (XA](E (M4,g) ® ﬁ) se tienen las identi-
dades

(11) ) =3 1wl
(12) nw) =3 lv .

DEMOSTRACION. Como 7() es autodual, tenemos que
() An(®) = [n(w) [*e! Ae® ne® net.
Un simple céalculo demuestra que
1
n() An(v) = B (212934 — Q13024 + Q14Q23) e A Ae® Aet,

donde Q;; = (e;e;1, 1) denota a la componente (4, j) de n(y). Asi

1
() > = 3 (212934 — Q13004 + Q14Q03).

Recordemos que en la base Weyl (véase el ejemplo 2.8 en la pagina 10 y 4.21
en la pagina 32), la parte derecha del algebra de Clifford C£/©(4) esta generada por
las matrices

/10 (0 -1 (0 (i 0
€1 = 0o 1)’ €2 = 1 0/’ €3 = i 0/’ €4 = 0 —i/’

note que {eq,es, eq} forman una base para la representacion real usual del
algebra de Lie su(2). En particular, se tiene las relaciones: esey = e3 , ezeq = —es
, egegz = —ey. Por tanto

() = 5 (Geat 612 + {esths 7 + (eath, )
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Escribiendo a 1 como un vector de dos componentes (¥, 12) se tiene que
(eat), ¥) = p'y? — iy
(s, v) =i (w192 +9T0?)
e, ) =i (| [P = v ).

Asi, Zi:2<€u¢,¢>2 — —|¢|". Esto demuestra la identidad (1.1). Para de-
mostrar la identidad (1.2) notamos que 7(¢) corresponde con el endomorfismo
—i Z#<V Quete”. Usando de nueva cuenta las relaciones: {293 = —Q14 , Q24 = Q43
, Q34 = —Q45 junto con los calculos hechos previamente se obtiene que

1 1
1 Z Qete” = 3 [91262 + Qqze® + Q1464] )
pu<v

es decir, la accion de la 2-forma 7(1)) en las secciones del haz de espinores esta dada
por el endomorfismo

2 2 —
1.3 1 W]l| _{¢2| 29142
( . ) 2 1.2 9 (2 112 ]
201 |27 = [0
De esto se sigue inmediatamente que n(¢) - 1 = 1 |1 |2 1) como se afirmaba. O

OBSERVACION 1.1. El endomorfismo (1.3) se puede escribir como la parte libre
de traza del operador 1 ® v que actiia en cualquier campo espinorial Y como
Y@1p(x) = (X, ). Explicitamente, la matriz (1.3) es la representacion coordenada
del endomorfismo

(14) aw) =y @T -2 wlid

Para fines de la teoria que estamos a punto de desarrollar es conveniente intro-
ducir un pardmetro adicional 7 € Q?(M*;4R) que jugara el papel de una perturba-
cion del sistema (S-W).

DEFINICION 1.1. Sea L — M™ el haz determinante de una estructura Spin®(4)
para M*. Denotemos por Cony(1)(L) al espacio de conexiones unitarios en L y por
Qi (M*;4R) al espacio de 2-formas auto duales con valores puramente imaginarios.
Definimos la aplicacion de Seiberg-Witten
SW : Cony1y(L) xT' (25 (M*,9) ® VL) — D(XE (M*,g) ® VL) x Q2 (M*;iR),

mediante la regla de correspondencia

(1.5) SW. (A, ) = (DA, Ff —n() — 7).

Por comodidad introducimos la siguiente notacion. El espacio de configuracio-
nes para la estructura Spin(c(él) asociada al haz determinante L — M* se define
como

C(L) = COTLU(l)(L) X F(ig_ (M4,g) & \/Z)
Similarmente, el rango del mapeo de Seiberg-Witten asociado a L es
R(L) =T (€ (M*,g) ® VL) x Q3 (M*iR).
Hasta el momento no hay razén alguna para creer que las ecuaciones de Seiberg-
Witten tienen solucién para una 4-variedad arbitraria. De hecho, el resultado méas
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importante en la teoria consiste en demostrar que el espacio de soluciones a las ecua-
ciones de Seiberg-Witten, modulo cierta simetria que presentamos en la siguiente
seccion, es una variedad suave, compacta y orientable de dimension finita. Esto quie-
re decir que para cualquier 4-variedad lisa, las ecuaciones de Seiberg-Witten siempre
admiten familias enteras de soluciones relacionadas entre si por medio de la accion
de un cierto de grupo. De manera muy general, adelantamos que las técnicas que
permiten demostrar la existencia de soluciones a las ecuaciones (S-W) involucran
el estudio del mapeo de Seiberg-Witten en una completaciéon adecuada del espacio
de configuraciones; este analisis impone ciertas condiciones de regularidad sobre las
variables de SW .

Por ahora presentamos algunos resultados preliminares que nos permiten en-
tender el espacio de soluciones a las ecuaciones de Seiberg-Witten en una clase
particular de variedades riemannianas. Para esto inicamente se requieren configu-
raciones (A,v) € C(L) de clase C*.

DEFINICION 1.2. Consideremos como antes una 2-forma autodual con coefi-
cientes puramente imaginarios 7 € Q3 (M*;iR). La energia de una configuracion
(A, ) se define como

(1.6) E-(A,9) =/M4 \Mw\2+|FX—n(w)—T|Q~

Como M* es compacta, la energia de cualquier configuracion (4, ) es finita. De
esta manera tenemos definido un funcional E; : C(L) — R que a cada configuracion
(A, ) le asocia su energia E,(A,1). De ahora y en adelante nos referiremos a E,
como el funcional de energia. Obviamente, las configuraciones que satisfacen las
ecuaciones de Seiberg-Witten

(1.7) SW.(4,1) = 0
minimizan absolutamente el funcional de energia E.

PROPOSICION 1.3. Para la perturbacion 7 = 0 el funcional de energia Ey sa-
tisface la identidad

R 1
18 B = [ IV P |FE P el g0l

donde R representa la curvatura escalar de (M*, g).

DEMOSTRACION. Por la formula de Weitzenbock (ecuacion (6.20) en la pagi-
na 86), se tiene para todo campo espinorial ¢ que

2
(1.9) |[pio| =19 + 10l + 5w, )

Recodemos que F4 se parte como suma directa de su componente dual FX
y su componente anti-dual F;. Ademaés, los valores de F', corresponden fibra a
fibra con espinores de quiralidad izquierda. Usando que en dimensiones pares los
espinores de quiralidad derecha son ortogonales (respecto del producto de Clifford)
a los epinores de quiralidad izquierda (teorema 4.4 en la pagina 24) obtenemos que
Fa-¢p= FX -1p. Por otra parte

| Ft =) [P = |5+ [n() * =29 (FF, n(v)) .
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Ahora, —2g (F1, n(¢)) = —X{e e, ¥)g (F1, e* Ae”). Observe que el tér-
mino g(F} , e#Ae) representa a las componentes (F1),,, de F'{ respecto del marco
e Ne¥. Asi,

29 (Ff n() =~ SUEDwenents, ) = 5 (FL -, 6),

"R%
cancela al término %(FX -1p, 9). Sumando la norma al cuadrado de IDX ¥ con la

norma al cuadrado de F'j — (1), usando que |n(1)) > = 1y * e integrando se
obtiene la expresion (1.8). O

LEMA 1.1. Sea (A, ) una solucion de las ecuaciones de Seiberg- Witten SW(A, ) =
0. Supongamos que || alcanza su mdximo en un punto p € M*; entonces 1) = 0,
o0 bien si ¥(p) # 0 se tiene la desigualdad

(1.10) R(p)+|v[* (p) <0

donde R denota, como antes, a la curvatura escalar de (M*,g).

DEMOSTRACION. Sea (A, 1)) es una solucion a las ecuaciones de Seiberg-Witten
(S-W) como en las hipotesis del lema. Usando la formula de Weitzenbéck y tomando
producto interno con 1 obtenemos la relacion

(w, (VY949 + L0+ 30, () 9) =0.

Note que (i, n(¥) - ) = 3 |1p| (identidad (1.2)) implica que el término
(Y, (VATVAY) es real. Asi, (1, (VA)IVAY) = (VA)TVAY, ). Como VA pre-
serva el producto interno en el haz de espinores, se tiene que

2
*Zﬁwzfzww YY) — (W, VAVAY) —2(Viy, Viy)
I

m

= ((V)IVa, ¥) + (W, (V)IViY) - 22 VA
=2(VHIViy, ¢) -2 | Vi |’
i

Por lo tanto, ((V4)IVay, ¢) = Ay 1?42 M | Vity |2 sobre toda la variedad.
En la ecuacion anterior, A denota al laplaciano de Hodge —*d*d que en coordenadas
locales esta representado por el operador — > u W En particular, si p € M*
es un méaximo de |4 | entonces A || (p) > 0. Estas consideraciones implican que
R(p) | 2 LY
—— [l +71¢l () <
4 4
Como p es un méaximo de |9 | y ¢ Z 0 podemos dividir la desigualdad anterior
por el factor | |* (p) para obtener la desigualdad (1.10). O

COROLARIO 1.2. Si (M*,g) es de curvatura escalar no negativa todas las solu-
ciones a las ecuaciones de Seiberg- Witten tienen b = 0. Si ademds, b;‘ (M*) >0,
para una eleccion genérica de métrica riemanniana g, las soluciones a las ecuacio-
nes de Seiberg-Witten en (M*, g) son conexiones planas y espinores 1) = 0.
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DEMOSTRACION. Supongamos que (A, 1) es una configuracion que satisface las
ecuaciones de Seiberg-Witten SW(A, ) = 0. Si la curvatura escalar de (M*, g) es
no negativa, se sigue inmediatamente del lema anterior que v = 0. Ahora, la teoria
de Chern-Weil [49, 31| establece que la curvatura de cualquier conexién unitaria A
representa a la primera clase de Chern ¢i(L) € H*(M*;Z) C H3,(M*;R) del haz
determinante L — M* (ver ejemplo 4.3 en la pagina 69). El factor de normalizacion
1/2mi hace que ¢1(L) = [1/2miF 4] sea una clase entera. Hemos visto que bajo las
hipotesis del presente corolario cualquier solucién suave a las ecuaciones de Seiberg-
Witten es de la forma (A,0); en este caso, la ecuacion de curvatura se reduce a
FX = 0. En particular;

(1.11) [1/27iF4) € H? (M*) N H?(M*;Z)/Torsion.

La interseccion H2 (M%) N H?(M*;Z)/Torsién es un conjunto de puntos aisla-
dos. Esto se debe a que H?(M*;Z)/Torsiéon es una reticula' que como espacio es
una subvariedad de dimensién cero. En particular, H2 (M%) N H2(M*;Z)/Torsién
es inestable bajo cambios en la métrica riemanniana de (M?, g). En contraste, la
condiciéon R > 0 es estable bajo pequenas perturbaciones genéricas de la métrica.
Dado que por hipétesis H? (M*) es un subespacio de codimension b (M*) > 0,
podemos elegir de manera genérica una métrica para M* de curvatura escalar no
negativa para mover H2 (M*) dentro de H3, (M*;R) tal manera que

H?(M*)n H*(M*; Z) /Torsiéon = 0.

Esta condicion implica que [F;] = 0 y asi [1/2miF4] = 0. En otras palabras, Fa
es una 2-forma exacta, i.e., F4 = dB. Asi, A — B es una conexién unitaria de
curvatura Fy_p = d(A — B) = 0 que resuelve las ecuaciones de Seiberg-Witten
SW(A — B,0) =0. O

OBSERVACION 1.3. El corolario 4.2 en la pagina 72 demuestra que H3%(M?)
es independiente (como conjunto) de la elecciéon de métrica riemanniana para M?*;
sin embargo, al cambiar la métrica en M?* se modifican puntualmente todos los
elementos de H? (M*). Por ejemplo, cambiando la métrica por un factor de escala
A: M* — (0,00) C R cambiamos la longitud de las 2-formas y esto puede afectar
severamente las clase de cohomologia en H3 (M?).

Para una perturbacion 7 distinta de cero, se tiene el siguiente
PROPOSICION 1.4. Para toda configuracion (A,) € C(L) se tiene la identidad

(L12) B A+ 1015 =Bl A )+ [ P ar+la) - TP,
M4

DEMOSTRACION. De nuevo, usando la formula de Weitzenbock y el hecho de
que 7 es auto-dual, se tiene tras un calculo elemental que

2 2 R
Baw) = [ [+ |FE P+ F P+ P ar+lnw) -

2 2
= Eo(A )~ 613+ [ FYar+inw) -l
M
para toda configuracion (A, ). a
1Sea V un espacio vectorial real y R C V. Decimos que R es una reticula generada por los

elementos vy, vz,... si todo elemento de R es una combinacién lineal de los vectores vy, v, ...
con coeficientes enteros.
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La formula (1.12) nos dice que una configuracion de la forma (A4, 0), con A una
conexion de curvatura anti-auto dual (instanton abeliano), no puede ser solucion de
las ecuaciones de Seiberg-Witten SW.(A,0) = 0 si 7 es distinta de cero. De hecho,
podemos asegurar que

COROLARIO 1.4. Supongamos que M* tiene b;(M‘l) > 0. Entonces para toda
eleccion de 7 # 0, las ecuaciones (1.7) perturbadas por T no admiten soluciones

con P = 0.

DEMOSTRACION. Para llegar a una contradiccién supongamos que existe una
soluciéon de las ecuaciones SW,(A,0) = 0 de la forma (A,0), con 7 no cero. En
estas condiciones la ecuacion de curvatura derivada de las ecuaciones de Seiberg-
Witten dice que F{ = 7. Si ademas, bj (M*) > 0, concluimos que T representa
una clase no trivial en la misma clase de cohomologia que FX; que es una clase
entera. Por tanto, podemos elegir 7 de manera que [7] no forme parte de la reticula
H? (M4;Z) C H{%R (M4;R), lo que es absurdo. O

2. El Grupo de Norma y su Accién en el Espacio de Configuraciones

Toda teoria en fisica esta definida por un conjunto de ecuaciones escritas en
un lenguaje independiente de coordenadas; sin embargo, en muchas ocasiones uno
debe elegir un sistema de referencia particular para describir una situacién dentro
de la teoria. Mas atin, distintas elecciones de sistemas coordenadas usualmente estan
relacionados por transformaciones que conforman el llamado grupo de simetria de
la teoria. La teorfa de Seiberg-Witten, al igual que la teoria de Yang-Mills, son
ejemplos de una sub-familia de teorias, llamadas de norma, asociadas a un cierto
G-haz principal. La accién del grupo en el haz principal induce una accién en el
espacio de configuraciones de la teoria. Requerir que la teoria sea independiente
de coordenadas es equivalente a pedir que las ecuaciones sean invariantes bajo la
accion en el espacio de configuraciones inducida por el grupo de norma.

DEFINICION 2.1 (Grupo de Norma). Sea ¢ : L — M* el haz determinante
asociado a una estructura Spin®(4). El grupo de norma de L, denotado por G(L),
es el grupo automorfismos del haz L.

De acuerdo con la definicion anterior, un elemento A € Diff (L) es una trans-
formacion de norma® si X\ : L — L preserva las fibras de ¢ : L — L. Es decir, si el
diagrama de abajo es conmutativo

L L

M*4,

Ademés se requiere que A € G(L) acttie por automorfismos lineales en cada
fibra de g : L — M*.

OBSERVACION 2.2. El grupo de norma de L — M* es abeliano. M4s atin, si
L tiene una meétrica hermitiana (, ), G(L) contiene un subgrupo normal G(L, (, ))

2Del ingles Gauge transformation. Otros autores emplean como un sinénimo el término trans-
formacion de calibracion.
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que consiste de todos los automorfismos de L que preservan (, ). Los elementos de
G(L,(, )) se representan por funciones locales con valores en U(1).

El grupo de norma que nos serd tutil para desarrollar la teoria de Seiberg-
Witten es precisamente el grupo normal G(L, <, >), que de ahora y en adelante
denotaremos simplemente como G(L). Este grupo actia naturalmente en el espacio
de configuraciones C(L) asi como en el contradominio R(L) del mapeo de Seiberg-
Witten.

DEFINICION 2.3 (Acciones del Grupo de Norma). Dado A € G(L), (A,+) € C(L)
y (x,w) € R(L) denotamos por A- (A1) y A (x,w) a las aplicaciones
Gg(L) xC(L), — C(L), G(L) x R(L) — R(L)
(A (A, 9)) = (A= XA, M), (A (W) = (Ax,w).

Note que las correspondencias definidas arriba determinan acciones izquierdas
del grupo grupo de norma G(L) en el espacio de configuraciones C(L) asi como en
el codominio del mapeo de Seiberg-Witten R(L).

(2.1)

Sea X un espacio y G un grupo topoldgico. Supongamos que existe una accion
continua G ~ X. El estabilizador de un punto x € X bajo la accion G ~ X,
denotada como G, es el conjunto de todos los elementos en G que tienen a x como
punto fijo. Es facil ver que G, es un subgrupo de G para toda x € X. La orbita de
x es el conjunto de todos los elementos de la forma g -z con g € G.

Es bien conocido que los estabilizadores de una acciéon G ~ X determinan en
buena medida la topologia del espacio de érbitas X/G. Por ejemplo, la accion de
Zso en la 3-bola unitaria D3 C R? generada por la relflexion (z,y,2) — (z,y, —2)
es suave; ademads, el estabilizador de cualquier punto de la forma (z,y,0) es todo
Zs. Sin embargo, el espacio de 6rbitas D3/Zs no es una variedad diferenciable por
que tiene esquinas en la clase de puntos representados por (z,y,0). En contraste,
la accién antipodal de Zs en la 2-esfera S? C R? es suave y sin puntos fijos. El
espacio de orbitas es una variedad suave difeomorfa al plano proyectivo real RP2.
Decimos que una accién G ~ X es libre si tiene estabilizadores triviales en todos
los puntos de X. Una accion G ~ X es propiamente discontinua si la proyeccion
canonica X — X/G es un recubrimiento. Es facil ver que toda accién propiamente
discontinua es libre. En [10] se demuestra que

TEOREMA 2.1. Si X es una variedad suave, G es un grupo de Lie y G ~ X
es suave y propiamente discontinua, el espacio de drbitas X/G es una variedad
diferenciable.

La discusiéon anterior nos conduce naturalmente a estudiar los estabilizadores
de la accion G(L) ~ C(L).

PROPOSICION 2.1. Supongamos que M* es conexa. Sea L — M* el haz deter-
minante de alguna estructura Spin®(4). Entonces los estabilizadores de la accion
del grupo de norma G(L) en el espacio de configuraciones C(L) satisfacen
U(1) st =0

0 si P #0.

DEMOSTRACION. Consideremos un elemento A : M* — U(1) en el estabilizador
de una configuracion (A, ). Por definicion, tenemos que A — A~'d\ = A. Esta

(2.2) G(L) () =~ {
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condiciéon implica que dA = 0; es decir, A es localmente constante y por tanto
constante por la hipétesis de conexidad impuesta sobre M*. La segunda coordenada
de X-(A, 1) nos dice que Ay = 1p. Entonces, si ¢ no se anula idénticamente, existe un
punto x € M™ tal que la ecuacion A(z)y(x) = 1(x) tiene por por solucion A(z) = 1.
Esto prueba que A es constante con valor 1. Si ¢ se anula en todos los puntos
de M?*, solo podemos concluir que A\ es constante. En este caso, el isomorfismo
G(L)(a,0) — U(1) estd inducido por la evaluacion en un punto x € M* cualquiera,
es decir, por A — A(x). O

DEFINICION 2.4. Una configuracion (A, ) € C(L) es irreducible si ¢ # 0. En
otro caso, (4,1) es una configuraciéon reducible.

El teorema 2.1 nos dice que las configuraciones deseables son las irreducibles.
Estas configuraciones forman un conjunto abierto dentro del espacio de configura-
ciones C(L) . El corolario 1.4 nos dice que bajo la hipétesis b3 (M*) > 0, el espacio
de soluciones a las ecuaciones de Seiberg-Witten perturbadas por una 2-forma no
nula esté totalmente contenido en el subespacio de configuraciones irreducibles.

PROPOSICION 2.2. El mapeo de Seiberg-Witten SW, es equivariante bajo las
acciones del grupo de norma G(L) definidas arriba. En otras palabras, el diagrama

(2.3) en) N R(L)

A.l LA.

C(L) —5—R(L)

es conmutativo para toda A € G(L).

DEMOSTRACION. Para demostrar la proposiciéon basta hacer un calculo muy
simple. Por un lado,

A-SW.(A,0) = A+ (DA, Ff —n() —7) = (ADf, Ff —n(¥) - 7).

por otra parte,

SWy oA (4,00) = SW, (A=A"1dA, ) = (Phoa s (), Fi s oy —n(M)—7 ).
La curvatura de una conexion unitaria B en L esta dada por dB, en particular
Fa_x-1gy = dA —d\"'d\) = Fg + A" 2dA\ A d)\ = Fy.

Por tanto la parte autodual de la curvatura asociada a la conexién A — A~1d\
coincide con FX. La 2-forma 7 es claramente invariante bajo accién del grupo de
norma. Finalmente usamos las identidades (6.6) en la pagina 80 para deducir que

Dasr-1ax(M) = DOW)+(A-AT1N)- (M) = NP+ A¢)+dAp—dAyp = XD 4 3.

Como ]ﬁ; se obtiene del operador de dirac I) 4, aplicando una proyeccion lineal,
concluimos que D:L soigy (M) = /\lDz 1. Esto concluye la prueba. O

De la proposiciéon anterior se sigue que, en caso de existir, las soluciones a
las ecuaciones de Seiberg-Witten forman un conjunto invariante bajo la accion del
grupo de norma en el espacio de configuracién. Una consecuencia inmediata del
corolario 1.4 es que
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COROLARIO 2.2. La accion del grupo de norma en el espacio de soluciones a
las ecuaciones SW,(A,1) = 0 es libre si T # 0 y bl (M*) > 0.

3. El Espacio Moduli de Monopolos

Esta seccion esta dedicada a probar que, bajo ciertas condiciones sobre el in-
variante topologico l)2+ (M*), el espacio de soluciones a las ecuaciones de Seiberg-
Witten perturbadas es una variedad suave orientable y compacta de dimension
finita.

3.1. Compacidad del Espacio Moduli de Monopolos.

DEFINICION 3.1. Sea L — M* el haz determinante asociado a una estructura
Spinc(4) yTE Qi (M4; iR) una 2-forma auto-dual. Definimos el espacio moduli de
Monopolos M,(L) como

(3.1) M, (L) = SW;1(0)/G(L).

OBSERVACION 3.2. El espacio moduli de monopolos es un subconjunto del es-
pacio ambiente C(L)/G(L). La topologia que elegimos para el espacio moduli de
monopolos es la topologia de subespacio heredada de la topologia de identificacion
inducida por las normas de Sobolev en el espacio de configuracion.

La compacidad del espacio del moduli de monopolos también se basa en cier-
tas propiedades de los espacios de Sobolev asociados a las normas de Sobolev.
Para introducir estos conceptos es necesario recordar que la conexiéon V4 defi-
nida en el haz de espinores derechos XA]E (M 4 g) ® VL define una secciéon suave

VAY el (T*M4 @ 2C (M*,g) ® \/E) Por otra parte, la conexién de Levi-Civita

V9 asociada a la métrica g induce una conexion (V9)* en el haz cotangente de M.
Con estas consideraciones en mente podemos definir una nueva conexién en el haz

T*M* @ %C (M*,g) ® VL dada por (V9)* @ VA. De esta manera, definimos
(3.2) (V42 := ((V9)' @ V) o VA,
De manera inductiva se define para cada entero k£ > 0 el operador
(VAHE (2 (M, g) © VL) - T(*T*M* @ ¢ (M*, g) ® VL).
DEFINICION 3.3 (Normas de Sobolev). Sean p y k enteros positivos, y ¥ un

campo espinorial derecho. La norma de Sobolev || ||, - ﬁ]g (M*,g9) ® VL — R se
define como

1/
63 Molyei= ([ P19 v )

La aplicacion || ||, , satisface los axiomas que la convierten en una norma. La
completacion del moédulo de secciones del haz de espinores derechos XAIE (M 4 g) ®
VL en la norma de Sobolev se llama espacio de Sobolev y se denota

(3.4) I} (55 (M*,9) @ V).

Para todo valor admisible de la pareja (p, k), el espacio de Sobolev asociado
al modulo de secciones del haz de espinores derechos es un espacio de Banach de

dimension infinita. De hecho, Fi (EA]E (M 4 g) ® \E) es un espacio de Hilbert para
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toda k. De ahora y en adelante, la topologia en cualquier espacio de Sobolev sera
la topologia inducida por la correspondiente norma de Sobolev.

La importancia de los espacios de Sobolev se debe a los siguientes teoremas
que a continuacién enunciamos y que usaremos més adelante. El lector interesado
encontrard en [16] una seccién completa dedicada a presentar detalladamente la
teoria de espacios de Sobolev para haces vectoriales hermitianos dotados de una
conexién unitaria; asi como las pruebas de los siguientes resultados.

TEOREMA 3.1 (De encaje de Sobolev). Sea (M*,g) una variedad riemanniana
compacta y orientable. Supongamos que E — M* es un haz vectorial suave. Sean
IP(E) el espacio de Sobolev correspondiente y C1(E) el espacio de secciones de E
de clase C'1. Entonces existe un encaje continuo

(3.5) I(E) — CI(E),
para toda pareja (p, k) tal que k —4/p > q.

TrEOREMA 3.2 (De Rellich). Sean (M*,g) y E como en el teorema de encaje
de Sobolev. Entonces, la inclusion I'y | (E) < T} (E) es compacta para todo (p, k).

OBSERVACION 3.3. La compacidad de la inclusion '} | (F) < T, (E) significa
lo siguiente; dada una sucesion {i,} tal que ||, Hp7k+1 < C para toda n, existe
una subsucesién {¢,} C {¢»n} que es de Cauchy en la norma || ||, , y por tanto
converge en I'V(E). En pocas palabras, basta acotar uniformemente una sucesion
en I}, (E) para extraer una subsucesion convergente en I'} (E).

La proposicién 4.1 en la pagina 63 nos dice que el espacio de conexiones unitarias
del haz determinante L — M* es un espacio afin modelado sobre el espacio vectorial
QY (M* Ad(L)) = QY (M*;iR). Esto quiere decir que si elegimos de una vez por
todas una conexion base A € Conny1)(L) podemos obtener cualquier otra conexion
sumando a A una 1-forma adecuada a € Q!(M*;iR). Esta eleccién de conexion base
nos permite trasladar la estructura de espacio vectorial al conjunto de conexiones
unitarias en L. Asumiremos esta identificacion hasta terminar esta seccion.

Las consideraciones anteriores nos permiten definir una norma de Sobolev para
el espacio de conexiones || |, : Q'(M*;iR) — R. Asi, tenemos para cada pareja
de enteros positivos (p, k) un espacio de Banach definido por la completacion en
la norma de Sobolev del espacio de conexiones unitarias en L, denotado como
Conny)} (L). Esto nos permite definir

(3.6) Cp(L) =14 (55 (M*,9) & VL) x Connyn2(L).

De manera similar se tiene el espacio de Banach de todas las transformaciones
de norma Gy (L). El siguiente resultado de analisis nos dice que el grupo de norma
Gr (L) actta en el espacio de configuraciones Cj.(L).

TEOREMA 3.4. Sean (M*,g) como en el Teorema 3.1, E — M* y F — M*
haces vectoriales suaves. Entonces para k —4/p > 0 existe una multiplicacion con-
tinua

(3.7) MP(E)QIV(F) - THE®F).
Note que si E es isomorfo al haz trivial C x M* — M* y F es un haz complejo,

entonces £ ® F' ~ F. En particular, I'} (F) es un algebra de Banach compleja si
k —4/p > 0. Como un caso particular del teorema anterior tenemos el siguiente.
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COROLARIO 3.5. La accion del grupo de norma GY (L) definida como en (2.1)
dota al espacio de Sobolev T} (f)g (M4,g) ® \/Z) de estructura de dlgebra de Ba-
nach compleja para todo (p, k) tal que k —4/p > 0.

Finalmente, vamos a hacer uso del siguiente resultado, conocido como desigual-
dad eliptica fundamental.

TEOREMA 3.6. Considere E — M™ y F — M™ dos haces vectoriales sobre una
variedad riemanniana, compacta y orientable M™. Sea D : T'(E) — I'(F) un ope-
rador eliptico. Entonces para toda s € T'(E) existe una constante C independiente
de s tal que

(3:8) 15 pess < C {8l + 1 Ds

Si ademds D tiene niicleo trivial, entonces el termino || Ds |, , puede omitirse en
la desigualdad (3.8).

OBSERVACION 3.7. Los teoremas de encaje de Sobolev junto con la desigual-
dad eliptica fundamental permiten controlar la regularidad de las soluciones a la
ecuacion Ds = o. Por ejemplo; si ¢ es una seccién suave de F — M™ y podemos
acotar || s || ko Dara alguna pareja (p, ko) entonces la desigualdad (3.8) implica que
la norma L} de s esta acotada para toda (p, k) con k > ko. En particular, si (p, ko)
estan en un rango en el que se satisfacen las hipotesis del teorema de encaje de
Sobolev, entonces s € CX para alguna K = K (p, ko). A este fenomeno se le conoce
como reqularidad eliptica.

Ahora estamos listos para demostrar la primera parte del teorema fundamental
de la teorfa de Seiberg-Witten.

TEOREMA 3.8 (De compacidad). Sea M* una 4-variedad suave, cerrada y
orientada. Adicionalmente, supongamos que M* es simplemente coneza, es de-
cir, que T (M) = 0. Si 7 € Qﬁ_ (M4;1']R) es no nula, entonces toda sucesion
{(An,¥n) tnen de soluciones a las ecuaciones de Seiberg-Witten (1.7) perturbadas
por T admite una subsucesion que converge a una solucion suave.

La demostraciéon del teorema anterior se basa en el siguiente.

LEMA 3.1. Con las hipotesis del teorema de compacidad se tiene que toda co-
nexion unitaria en Conny1)(L) es equivalente bajo la accion del grupo de norma
a una conexion de la forma A+ a, con A suave y a € Q' (M4;i]R) cocerrada, es
decir, tal que da = 0.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE COMPACIDAD. Las ecuaciones de Seiberg-
Witten perturbadas por una 2-forma suave 7 # 0 en la norma donde la conexién
A + a tiene da = 0 (Norma de Coulomb) se leen

Div=a-v
(S-W-C) (da)t =n() —Ff +7
da = 0.

Supongamos que {(%y,,a,)}nen €s una sucesion de soluciones a las ecuaciones
(S-W-C). El lema 1.1 implica que v, esta acotado en la norma LP para todan € N



3. EL ESPACIO MODULI DE MONOPOLOS 103

sin importar el valor de p. Observe que las ultimas dos ecuaciones de Seiberg-Witten
relacionan las variables (¢, a,,) por medio del operador de Dirac

(d+0)" : QY (M*iR) — Q°(M*;iR) @ Q% (M*; iR)
estudiado en la proposicion 6.5. La desigualdad eliptica fundamental implica
que a,, esta acotado en la norma L} para toda p y toda n. En efecto,

lanllps <€ [lanll, + 1@+ ) *anll,] = € [lanll, + [|ntwn) - F + 71|,

como el termino 7(,,) — F'{ +7 es por lo menos continuo tenemos que || ay, 1
esta acotado. Recuerde que a, es de clase C°, esto significa en particular que
ap - Py, €Th (f]g (M*,9) ® \/E) por el corolario 3.5. Esto nos permite usar la de-

sigualdad eliptica fundamental aplicada a la primera ecuacion del sistema (S-W-C)
para acotar la norma |||, ; para todo valor de p. De nuevo, C7(L) es un ilgebra
de Banach con respecto de la multiplicaciéon inducida por la accién del grupo de
norma si p > 4; asi tenemos que a, - 1, esta acotado en LY. Como 71(t,,) es por lo
menos de clase C!, vemos que || a,, |2 estd acotado para toda p. Esto implica de
nueva cuenta que 1), esta acotado en LE.

Solo hasta este punto podemos valernos de la regularidad del termino 7(,,) —
Fj{ + 7 para acotar las normas sucesivas de las variables (¢, a,). Para continuar
con el procedimiento de regularizacion usamos que el operador (d + §)* tiene ni-
cleo trivial por hipétesis (b1 (M*) = 0.) Esto nos permite omitir en la desigualdad
fundamental la contribucién adicional asociada con las normas de () — Fi + 7.
De esta manera vemos que (¢, ay,) estd acotado en L¥ para todo k, todo n y todo
p > 4. Por el teorema de Rellich, podemos extraer de {(¢n, a,)}nen una subsuce-

sion que, por los teoremas de encaje de Sobolev, converge a una soluciéon suave de
(S-W-C). O

DEMOSTRACION DEL LEMA 3.1. Sea A una conexion unitaria cualquiera de-
finida en el haz determinante L — M#*. Como M* es simplemente conexa, toda
transformacion de norma A : M* — S' queda determinada por un levantamiento
u: M* — R mediante la relacion A = exp(2miu). Usando tal levantamiento la accién
del grupo de norma en el espacio de conexiones unitarias se simplifica, tomando la
forma A € Conny(y)(L) — A — 2midu. Por tanto, para probar la existencia de una
transformacion de norma A tal que A - A tenga una matriz de conexion cocerrada
basta encontrar una aplicacién suave u : M* — R tal que §(A + du) = 0. En otras
palabras, debemos resolver la ecuacion de Poisson

Ay = —§A.

La condicién necesaria y suficiente para resolver la ecuaciéon escalar Af = g en
una variedad riemanniana arbitraria es que g € Q°(M*) sea ortogonal al espacio
de funciones armoénicas H°(M*?) con respecto al producto L? [39]. Recuerde que
HO(M*) esta generado por la funcién constante ¢; : M* — R con valor 1. El valor
del producto interno (1,0A)rz2 es igual a

/ ci N*0A = — dx A,

M4 M4

que es idénticamente cero por el teorema de Stokes. Esto significa que la ecuaciéon
de Poisson Au = —§A admite al menos una solucién. Ahora pasamos a demostrar

la unicidad de las soluciones. Supongamos que A + ag y A + a1 son dos conexiones
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unitarias equivalentes bajo la accién del grupo de norma tales que dag = da; = 0.
Esta ultima ecuacion es equivalente a la condicion d(ag — a1) = 0. Ahora, como
M* es simplemente conexa, se tiene que by (M*) = 0; asi, ag — a; = df para alguna
funcion suave f con valores reales. Pero

|| ap — ay Hi2 = (dﬂ ag — a1)L2 = (f,5[a0 - a1])L2 = 0.

Por lo tanto, ayg = a;. Esto demuestra la unicidad y concluye la prueba del
lema 3.1. O

OBSERVACION 3.9. La compacidad de M es independiente de cualquier con-
dicion adicional sobre el grupo fundamental 71 (M*). Hemos elegido discutir el caso
simplemente conexo por que los argumentos que demuestran la compacidad del
espacio moduli de monopolos se simplifican enormemente. El argumento para una
4-variedad con grupo fundamental arbitrario puede consultarse en [32].

3.2. El Espacio Moduli de Monopolos es una Variedad Suave. A lo
largo de esta seccion implicitamente asumimos que el espacio de configuraciones
Cy(L), el contradominio de la aplicacion de Seiberg-Witten RY (L) y el grupo de
norma Gy (L), para p > 2, son variedades suaves modeladas sobre un espacio de
Banach de dimension infinita y que las acciones del grupo de norma G, (L) definidas
en estos espacios son suaves. En lo subsecuente omitimos los indices (p, k) en los
espacios C(L), G(L), R(L) y en cualquier otro en el que tenga sentido la notacion
de indices (p, k) teniendo en cuenta que siempre se tratan con las completaciones
asociadas a la normas de Sobolev. En [20] se demuestra que G(L) ~ C(L) es una
accion suave . Una excelente referencia que presenta la teoria clasica de variedades
suaves sin asumir que estan modeladas en espacios de Banach de dimension finita
es [23].

Para probar que el espacio moduli de monopolos M. es una variedad suave,
vamos a demostrar que 0 € R(L) es un valor regular de la aplicacion de Seiberg-
Witten SW, : C(L) — R(L). Este hecho, junto con el teorema de Sard-Smale
implican que M. es una variedad suave para una eleccion genérica de perturbacio-
nes 7 € QY (M*;4R). En el enunciado anterior, un elemento es genérico si pertenece
a un conjunto residual, que es por definicién una interseccién numerable de abiertos
densos. Este programa requiere una extension del teorema del valor regular para
incluir mapeos entre variedades de dimension infinita. La manera de hacer esto
es introduciendo la nocion de aplicacion de Fredholm, que juegan el papel de las
sumersiones.

DEFINICION 3.4. Supongamos que M y N son variedades de Banach y que
F : M — N es un mapeo suave. Decimos que F es de Fredholm en un punto p € M
si la diferencial de F' en p, d,F : T,M — Tp,) N, es una aplicacion de Fredholm.

OBSERVACION 3.5. Una aplicacion lineal real O : V' — W es Fredholm si:

i) El ntcleo Ker O es de dimension finita.
ii) La imagen Im O es cerrada.
iii) La codimension de ImO en W es finita.

El indice de O se define como dimg Ker O — dimg Coker O.

El teorema del valor regular para variedades de dimensién infinita establece
que si F': M — N es de Fredholm y ¢ € N es un valor regular, entonces F~1(q)
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es una subvariedad de M de dimension finita dada por el indice de Fredholm de la
aplicacion d, F, donde p € F~1(q).

La discusién anterior implica que debemos estudiar el espacio tangente de las
variedades C(L), G(L) y R(L). Comencemos esta investigacion notando que el es-
pacio tangente al espacio de configuraciones en un punto arbitrario (¢, A) se parte
como la suma directa

TyL(S5 (M*,g) )T (GAT* M?),
donde T'(iA'T*M*) denota a las 1-formas en M* con valores puramente imagi-
narios. Como ambos factores son espacios vectoriales complejos, podemos identificar
estos espacios tangentes con sus espacios vectoriales subyacentes mediante traslacio-
nes. Es decir, todo vector tangente en el punto (A4, ) es de la forma (v +tx, A+tB)

con (x,B) € C(L). De manera similar se tiene una identificaciéon del espacio tan-
gente al espacio vectorial R(L) con la variedad base.

PRrROPOSICION 3.1. La diferencial de la aplicacion de Seiberg-Witten en una
configuracion arbitraria (1, A),

d(¢7A) SWT : T(A)w)C(L) — TSWT(A,w)R(L)v

estd dada por la aplicacion lineal

(39)  (v400A+B) o (Pax+B o, Fj — L Im({euent, x)et Ae).

DEMOSTRACION. La diferencial d(y, 4y SW; evaluada en un vector tangente de

la forma (1) +tx, A+tB) es simplemente % SW.(¢Y+tx, A+1tB)|i—o. Desarrollando
esta ultima expresiéon se obtiene el resultado. ([

Dado que estamos interesados en soluciones a las ecuaciones de Seiberg-Witten
salvo una transformacion de norma, es necesario encontrar la expresion precisa de la
linealizacion de acciéon del grupo de norma en el espacio de configuraciones. De nueva
cuenta, como el grupo de norma es un grupo de Lie de dimension infinita, basta
determinar el espacio tangente en la identidad para conocer el espacio tangente
T\G(L) para cualquier otra transformaciéon de norma no trivial A. Pero el grupo
de norma G(L) admite un recubrimiento Maps(M*; R) — Maps(M*; S') inducido
por el recubrimiento universal R — S'. Como Maps(M*;R) ~ Q°(M*;iR) es un
espacio vectorial de dimension infinita, vemos que el espacio tangente a la identidad
del grupo de norma se identifica con el espacio vectorial de la funciones con valores
puramente imaginarios definidas en M*. Con respecto a esta identificacion, la accion
infinitesimal del grupo de norma en el espacio tangente al espacio de configuracion
estd dada por la aplicacién

L:QY(M*R) — T(ES (M*,g)) ® Q(M*;iR)
[ (fo,—=df).

Ahora estamos listos para dar un modelo local del espacio tangente del espacio
moduli en un monopolo [, A] € M. (L).

PROPOSICION 3.2. Supongamos que (¢, A) satisface la ecuacion SW, (1, A) =
0. Denotemos por S a la diferencial de la aplicacion de Seiberg- Witten evaluada
en la configuracion (¥, A). Entonces, la siguiente sucesion de espacios vectoriales
y transformaciones lineales

(3.10) 0— QO(M*iR) S er) S R(L) -0
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es un complejo de cadenas.

DEMOSTRACION. Es claro que Lo 0 = 0y que 0 o S = 0. Veamos ahora que
S oL = 0 para toda solucion (¢, A) de las ecuaciones de Seiberg-Witten. Esto se
sigue del calculo

So L(f,—df) = (DA(fw) —df -y, Ffy — %Im(<eueuw, F))er A e”)
= (FBare, —5 Im(—Flepests e ne).

En el argumento anterior hemos usado que F_g = —d?>f = 0. Ahora, como
(enevt, 1) es puramente imaginario, el término Im(— f(e e, 1, 1)) es idénticamente
cero ya que f asume valores puramente imaginarios. Por lo tanto, si (¢, A) satisface
las ecuaciones de Seiberg-Witten entonces ) 4 1) = 0 y se tiene que So L =0. O

DEFINICION 3.6. El complejo de cadenas (3.10) se llama complejo de defor-
macion y se denota por Ciyw (¢, A). La homologia del complejo de deformacion se
denota como Hy (1, A) v esta dada por

Hiw (¥, A) =Ker L, Hw(¢,A) =KerS/ImL, Hay(1,A) = CokerS.
Note que Hy (¢, A) = 0 implica que M, es una variedad suave.

OBSERVACION 3.10. La interpretacién geométrica del complejo de deformacion
es muy sencilla. Como hemos visto, la aplicacion L es precisamente la linealizacion
de la accién del grupo de norma en el espacio de configuraciones. Asi, la condicién
S o L = 0 determina (a primer orden) las érbitas de la accion del grupo de norma
que pasan por soluciones de las ecuaciones de Seiberg-Witten. Este tipo de érbi-
tas corresponden con lo puntos del espacio moduli de monopolos y las direcciones
tangentes a estas orbitas son las direcciones en el espacio tangente de M.

De la proposicion anterior solo podemos garantizar que ImL C Ker S. La ho-
mologia del complejo de deformacion en grado 1, Hay (1, A), no dice exactamente
cuales direcciones corresponden a orbitas de la accion G(L) ~ C(L) que no pasan
por soluciones de las ecuaciones de Seiberg-Witten y cuales otras direcciones si lo
hacen. En este sentido, podriamos afirmar que el espacio tangente a M, en un
monopolo arbitrario es precisamente Haw (1, A). Esto no es del todo cierto; los
términos de Hgw (¢, A) en grado 0 y 2 representan obstrucciones a este hecho. Esta
obstruccion se distingue incluso al nivel de las dimensiones, para ver esto basta
calcular la caracteristica de Euler del complejo de deformacion Cdy, (1, A):

(3.11) —x(Céw (v, A)) = dimg Hgy (1, A) — (dimg Hey (3, A)+dimg Hiy (3, A))
que en general es distinta de dimg Hy (¢, 4) = dimg M.

TEOREMA 3.11 (De Transversalidad). Hy (1, A) = 0. Ademds, si by (M*) >
0 el espacio de obstruccion Hszw(w,A) es trivial para una eleccion genérica de
perturbacion T € Q2 (M*;iR) distinta de la perturbacion cero.

DEMOSTRACION. Una funcién f € Q°(M*) pertenece al nticleo de L si y solo
sidf =0y fi =0 para todo ¢ € F(EA]E (M4,g)). Esto quiere decir que f es
constante. Dado un punto cualquiera € M* siempre es posible construir un campo
de espinores 1 tal que ¥(x) # 0. En vista de la ecuacion f(z)y(z) = 0, la Gnica
posibilidad es que f(z) =0y asi f = 0. Esto prueba que Hd, (¢, A) = Ker L =0
para toda configuracion (¢, A) € C(L).
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Consideremos ahora una 2 forma auto-dual 7 # 0. Por el corolario 1.4, sabemos
que la condicién topologica b;(M 4) > 0 garantiza que todas las soluciones de
SW. (¢, A) = 0 tiene ¢ # 0. Afirmamos que bajo estas condiciones la diferencial de
la aplicacion

F:C(L) x Q2 (M*iR) — (S (M*,9)) x Q% (M*;iR)
F(WA,T) = (SWTW’A)J')

en una solucion (¢, A) de las ecuaciones de Seiberg-Witten es un epimorfismo.
Denotemos por f a la diferencial de F' calculada en el punto (¢, A, 7) tal que (¢, A)
es una solucién de las ecuaciones de Seiberg-Witten perturbadas por la 2-forma
7. Para cualquier vector tangente (x,B,w) € T(y,a,-)C(L) x Q% (M*;iR) se tiene
que f(x, B,w) = (S(x, B),w). Note que la imagen de f esta foliada por copias del
subespacio {0} x Q3 (M*;iR) obtenidas mediante traslaciones afines del pardmetro
w. Por lo tanto, para probar que Coker f = 0 podemos suponer que w = 0. Sea
(¥,0) € T(2C (M*,g)) x Q2 (M*;iR) ortogonal a la imagen de f restringida al
subespacio C(L) x {0} con respecto del producto L? dado por

/M4<lex+B-¢, ).

Usando las propiedades de los operadores ﬁz y B- con respecto al producto
interno definido arriba, vemos que

/M4<IDXX+B% U) = (x+1, (D4+B)¥)Le.

Como (x + ¥, (D4 +B-)¥)2 = 0 para toda eleccion de y y de B, podemos
tomar x =0y B = 0. Asi, D;¥ = 0 en todos los puntos de M*. Como 9 no se
anula idénticamente, vemos que U := M*\ Supp® es un abierto no vacio de M*

sobre el cual se cumple la relaciéon ¥ = 0. Esto se debe a que E): 1 = 0 en todo
M* y asi

0=, D V)= D v, V)2 = T=0 en U.

El teorema de identidad 6.3 implica que ¥ = 0. Esto prueba que la (0,0) €
[(3E (M*,g)) x Q3 (M*;iR) es el tnico vector ortogonal a la imagen de f restrin-
gida a C(L) x {0}; por lo tanto la imagen de f cubre todo su contradominio. O

COROLARIO 3.12. Para una eleccion genérica de T € Qi(M‘l;iR), el espacio
moduli de monopolos M es una variedad suave. El espacio tangente a M, en un
monopolo [, A] es isomorfo a Hiyw (¢, A). Ademds

c1(L)*[M*] = 2x(M*) — 30(M*)

(3.12) dimp M, = 0 .

DEMOSTRACION. Lo tnico que hace falta demostrar es que la dimensién del
espacio moduli de monopolos estd dada por la ecuaciéon (3.12). Supongamos que
(1, A) es una solucion de las ecuaciones de Seiberg-Witten. El complejo de defor-
macion Cgyy (1, A) esta formado por operadores elipticos. Mas atn, Cdy, (¢, A) es
un ejemplo de complejo eliptico. Esto quiere decir que la sucesion de simbolos indu-
cida por las diferenciales del complejo de deformacion es exacta lejos de la seccidon
cero de todos sus términos. Una extension del teorema de indice de Atiyah-Singer
permite calcular la caracteristica de euler x(Cdyy (¢, A)) en términos del indice de
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los operadores que conforman el complejo Cdy (1, A). Note que podemos descartar
los términos de orden cero en las diferenciales S y L de Cdy, (¢, A) para obtener
nuevos complejos

Cr 0 QO(M*IR) S QN (MAR) S 02 (M4 R) — 0
Cy: 0-0—T(Z% (MYg)) 2 I(S€ (M*,g)) =0
tales que Cf @ C3 es homotopico a Cgy (¢, A). En particular,
X(Csw (¥, A)) = x(CT & C3) = x(C7) + x(C3).

Es claro que x(C3) = —Indg lDX = —2Indc ﬁz Usando el teorema de indice para
el operador de Dirac lDZ 6.2 deducimos que

o (M) — ey (LMY

X(C5) = :

La homologia del complejo C7 es
Hy(CY) =Kerd
Hy(CY) =Kerd"/Imd
Hy(CF) = Q% (M*iR)/Imd™.

Por lo tanto se tiene que Ho(C}) = H(M*;R) y que Hy(Cj3) se identifica natural-
mente con H2 (M*;R). Resulta que Hy(C}) ~ H'(M*;R). Asi

X(CT) = 00 (M) + 0% (M*) — b (M)

= % [x(M*) + o (MY)] .

En el calculo anterior hemos usado la dualidad de Poincaré para identificar los
nimeros de Betti complementarios. Por lo tanto
M*) — ¢ (L)?[M* 1
dimR MT _ U( ) Zl( ) [ ] _ 5 [X(M4) —I—O’(M4)]
c1(L)?[M*] — 2x(M*) — 30(M*)
1 .

O

3.3. Comentarios Finales Sobre los Invariantes de Seiberg-Witten.
Hemos visto que a cada 4-variedad riemanniana, cerrada y orientable (M?, g) corres-
ponde una familia de espacios M, parametrizados por Q2?(M*;4R) dotados de una
estructura de variedad suave de dimension finita que ademés son compactos para
una eleccion genérica de perturbacion 7 € Q2(M*;4R). Una investigacion detallada
revela que M, admite una orientaciéon independiente de la elecciéon del parametro
de perturbacion [31] , [32].

Supondremos de ahora y en adelante que la 2-forma 7 se elige de tal manera
que M. tenga todas las caracteristicas descritas anteriormente. Las propiedades de
orientabilidad y compacidad simplifican enormemente el estudio de algunos inva-
riantes topologicos clasicos del espacio moduli de monopolos como son: H, (M),
H*(M;) y la clase de cobordismo orientado | M. | que, apropiadamente tratados,
producen invariantes de la estructura diferenciable de M*. Una objecién a esta tl-
tima afirmacién es que la asociacion M* ~~ M, depende implicitamente de varias
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estructuras adicionales impuestas sobre M* y elegidas de manera aparentemente
arbitraria; por ejemplo, uno puede preguntarse sobre la dependencia de M. con
respecto de la elecciéon de: métrica riemanniana, orientacion, y de manera mas fun-
damental, de la eleccion de estructura Spin(c(4). La respuesta a estas preguntas
depende esencialmente del valor de b2 (M*). El caso mas sencillo ocurre cuando
bi (M*) > 2; en estas condiciones el espacio moduli de monopolos M, varia por
cobordismos cuando se perturba la métrica a lo largo de una trayectoria genérica
en el espacio de métricas riemannianas de M?. Este hecho implica en particular
que la clase de cobordismo de M, permanece constante como funcién de la mé-
trica riemanniana definida en M*; por tanto, un primer invariante de la tripleta
(M*,0(M*),s), donde O(M*) denota una orientaciéon de M* y s es una estructu-
ra Spin®(4) en M*, es precisamente la clase de cobordismo orientado | M, |. Atn
cuando esta asociacién define un invariante, resulta un tanto iniutil en la préctica.
Una manera mas inteligente de aprovechar las caracteristicas fundamentales del
espacio moduli de monopolos consiste en construir ciertas formas diferenciales que
representen clases no triviales Oy, ...,0, € H*(M,;R). De esta construccion se
obtiene invariantes numéricos de la forma

<Oi1U'~-UOi7,;[MT]>:/ (’)il/\~-~/\(9i,,,
M

que cambian de signo al cambiar la orientaciéon de M?* y que por lo demés solo
dependen de la estructura Spinc(4). Para una estructura Spin(4) fija, se tiene un
nimero finito de espacios moduli no vacios y por tanto un ntmero finito de inva-
riantes, que de hecho detectan cambios en la estructura diferenciable de M*. Este
es el enfoque original propuesto por Witten en [43] y es un caso particular de un
programa mucho mas ambicioso para construir invariantes topologicos de una n-
variedad N a partir de una teoria de norma definida en N. Este tipo de teorias se
conocen como teorias topoldgicas cudnticas de campo y fueron propuestas por Wit-
ten en su articulo de 1988 [42]. En [21] se discute detalladamente la construccion
de invariantes topolodgicos a partir de teorias topologicas cuanticas de campo.
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