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Introduccién

Una de las cualidades mas significativas y tutiles de la Matematica es la capa-
cidad de transformar un problema complicado en uno més simple o en varios
mas simples y asi poder darle soluciéon a problemas que, de otra forma, hu-
biera sido mucho mas complicado resolver. Ejemplo de esto son las preguntas
que la Teoria de Galois responde aun cuando los problemas presentados no
parecen tener relacién alguna entre si; preguntas en diversos temas, desde
la solubilidad por radicales a ecuaciones de grado superior a cuatro hasta la
posibilidad de construir ciertas figuras geométricas con sélo regla y compas,
son resueltas gracias al desarrollo de esta teoria. La transformaciéon de estos
problemas es posible al estudiarlos en relacién a su estructura algebraica en
vez de asociarlos directamente a su area de estudio.

En este trabajo partimos de la definicion de grupo y llegamos a la demos-
tracion del teorema del elemento primitivo de la Teoria de Galois; dando
las definiciones, lemas y teoremas con sus respectivas demostraciones para
ver claramente como se desarrolla esta teoria, particularmente la estructu-
ra algebraica. Empezando con un conjunto y una operacién binaria, dadas
ciertas propiedades, se obtiene un grupo. Partiendo de la teoria de grupos y
anadiendo otra operacion con propiedades adicionales se obtiene un anillo, y
a partir de los anillos obtenemos los anillos de polinomios y las extensiones
de campos, culminando con la materia de estudio de la Teoria de Galois.

En un panorama mas general, cabe mencionar que, aunque en este traba-
jo vayamos construyendo la Teoria de Galois paso a paso, en los hechos
histéricos la construccion no sucedié de esa manera. La Teoria de Galois lo-
gra combinar dos ramas de la Matematica que en un principio parecen no
tener mucho en comun, entrelaza el Algebra lineal con la Teoria de grupos,
esto lo vemos claramente cuando, por un lado, las extensiones de campos
se ven como espacios vectoriales sobre un campo y, por el otro, cuando al
conjunto de automorfismos se les dota de una operacion para formar grupos.

Como se ha mencionado, el alcance de este trabajo estd enfocado en la cons-
truccién de la teoria y como, con la estructura algebraica, podemos dar so-
lucién a ciertos problemas incluso olvidando el caso particular estudiado.



1. Grupos: definiciones y propiedades elemen-
tales

1.1. Orden, potencia de un elemento, grupo ciclico y
ley de cancelacién

Definicion 1. Un grupo (G, -) es una pareja que consta de un conjunto G # ()
y de una operacién binaria - que cumple con las siguientes propiedades:

i) Cerradura: Y a,b€ G,a-be @G
i) Asociatividad: ¥ a,b,c € G, se cumple: a-(b-c) = (a-b)-c

ii1) BExistencia del neutro: 3 e € G tal que V g € G, se cumple:
c-g=g-e=g

w) Eristencia de inversos: Y g € G, 3 gt € G tal que g-g' =
‘1
g -g=¢€

Conmutatividad: si ademéas, V f,g € G, f-g =g - f, diremos que se
trata de un grupo conmutativo o un grupo abeliano.

Semigrupo: Si (G,-) cumple dnicamente con i) y i) se le denomina
Semigrupo.

Monoide: Si (G,-) cumple con i), i) y iii) le llamaremos monoide.

Ejemplo 1. Sea N* = {1,2,...}, entonces, (N*, +) es un semigrupo con +
la operacion usual.

-VYa,beN* a+beN* porlo que + es cerrada en N*.
- Va,b,c e N a+(b+c) = (a+b)+c, por lo que + es asociativa en N*,

- Va,be N a<a+b, esto es, no existe un elemento neutro.

Ejemplo 2. (N* -) es un monoide con - la operacién usual.

-VYa,beN* a-beN* porlo que - es cerrada en N*,
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-Va,b,ce N a-(b-c)=(a-b)-c, porlo que - es asociativa en N*.
-1-n=n-1=nVneN* existe un elemento neutro.

-Sia € N*con 1 < a, entonces, 1 < a-bV b e N por lo tanto, V
a > 1,a no tiene elemento inverso. El 1 es autoinverso, ya que 1 - 1 =
1.

Ejemplo 3. Sea Z = {...,-3,—2,—1,0,1,2,3,...}, entonces, (Z,+) es un
grupo abeliano con + la operacién usual.

-Va,y€Z,x+y € Zpor lo que + es cerrada en Z.

Va,y,z€Z,x+ (y+2) = (x+y)+ 2z por lo que + es asociativa en Z.

Existe el elemento neutro,Vz € Z,2+0=04 z = 2.

Existen los inversos, V z € Z, z + (—z) = 0.

-Vao,y€eZ,x+y=y+x, por lo tanto, + es conmutativa en Z.

Nota: En adelante se omitira la operacion del grupo al escribir la operaciéon
de sus elementos con el fin de facilitar la notacién, asi, en lugar de escribir
a - b escribiremos ab.

Lema 1. Sea (G, -) un grupo, entonces, se cumplen las siguientes propieda-
des:

i) El elemento neutro es tnico.

i) El inverso de cada elemento es tinico.
w)VgeG (g t=g.

w) Y g,h € G, (gh)™ =h7tg7".

Demostracion. Como (G, -) esun grupo, 3e € GtalqueVg € G,eg = ge = g
yVgeG3Ig!edtal que gg! = e, entonces:



i) Supongamos que 3 f € G talqueV g € G, fg = gf = g. En particular,
ef = e, por otro lado, ef = f y asi, f = e. Por lo tanto, el neutro es
unico.

ii) Sea a € G, supongamos que existe otro inverso b tal que ab = ba = e.
Sabemos que ¢! = ea™! = baa~! = be = b, asi, a™' = b por lo que el
inverso es 1nico.

i1) Como g~ € G, entonces, (¢71)~! € G. Sabemos que g~ (g7) 7! = e,
por lo que gg'(g7") ' =geye(lg) T =g Asi, (g7") =gV geG.
w) (gh)(h'g™") = g(hh™")g™" = geg™" = gg~' = e. Por lo que
h=lg=l =(gh)"*Vg,hed.

]

Definicién 2. El orden de un grupo (G, +) es la cardinalidad de G y se de-
nota como o(G) o como |G|. Si G es infinito, decimos que tiene orden infinito.

Definicién 3. Sean (G, ) un grupo y x € G, definimos la potencia n-ésima
del elemento x como sigue:

i) 2° =e.
i) x' =z
i) x" =g -x-...-x,neN.
n veces
w)r =@ =g -t 2 neN.

n'g
n veces

Nota: ™ indica que el elemento x serd operado (con la operacién del grupo)
n veces y no necesariamente multiplicarlo n veces como estamos acostumbra-
dos al hablar de potencia.

La potencia en la operacién + esta dada por nx, lo que indica que el ele-
mento x sera operado n veces con la operacién +. Asi, en (Z, +) tenemos el
siguiente ejemplo:

32)=3:2=2+2+2=6#8=2-2-2 =23 con la potencia usual.
—

3 veces



Propiedades de la potencia de x:

w2 =™ . 2" en donde + es la operacién usual.

n (™))" = 2™™, en donde - es la operacién multiplicacién usual.

Asi,en (G, +),siz e G,ne =g+ x4+ ---+ 2 Vn €N, de la misma manera,

-~
n veces

—nx = (—x)+ (—x)+ -+ (—z) Vn € N, asi, (—1)z = —z, lo cual coincide

S

N~
n veces

con el inverso aditivo del elemento x.

Definicién 4. El orden de un elemento de un grupo lo definimos de la
siguiente manera: si G es un grupo y r € G, entonces:

» el orden de z es n € N si se cumple:
i) " =e.
ii) Si " = e, entonces, r > ny r > 0.
= el orden de x es infinito siVn € N, n#0, 2" # e.

Sea x € (G, el orden de x lo denotamos como o(x).

Observacién 1. Sio(z) =n y z" = e, entonces, n|r.

Demostracién. Supongamos que n 1 r, entonces, r = nk—+m para algin k € N
y 0 <m <n. Asi, 2" = "™ = phgm = (g")kg™ = eFg™ = ex™ = 2™, por
lo que ™ = e, lo cual contradice la hipétesis de que o(z) = n, por lo tanto,
n|r.

m

Definicién 5. Sean G un grupo y = € G, definimos (z) = {2* | z € Z} y lo
llamamos subgrupo ciclico generado por x.

Si G = (x), decimos que G es un grupo ciclico.

Observaciéon 2. Si GG es un grupo ciclico, entonces, G es abeliano.



Demostracion. Sean G un grupo ciclico, z € G tal que G = (x) y y,z € G.
Asi, y = 2™ y z = x™ para algunos m,n € Z. De esta manera, yz = 22" =
Mt = gt = g™ = 2y, por lo que yz = zy V y,2 € G y por lo tanto G
es abeliano.

O

Teorema 1. Sean G un grupo y = € G, o(x) = n si y sblo si |(z)| = n.
Demostracion. Sin = 1, entonces, . = ey |(e)| = 1.

Sea n > 1. Supongamos que o(x) = n y sea R = {e,z, 2%, ..., 2"} por lo
que |R| = n. Sea ™ € G con n < m, asi, m = ng+r para algunos q,r € Z*y
0 < r < n. De tal manera, 2 = z"*" = g"g" = (2")92" = ela” = ex” = 1"

y asi ™ = 2" € R. Por lo tanto, (z) = Ry |(z)| = |R| = n.

Ahora, supongamos que [{(x)| =n.con 1 <i<mn.Sio(zx)=1iconl<i<n,
de la implicacién previamente demostrada tenemos que |(z)| =i < n, lo cual
contradice nuestra hipdtesis. Por lo tanto, o(x) = n.

]
Ejemplo 4. (Z,+) es un grupo ciclico.
- (Z,+) es un grupo con + la operacién usual.

- Como se vio en la definicién 3 la potencia n-ésima con la operacion +
estd dadaporne Vo € Z.Seax =1€Z, (1) ={z1 |2 € Z}yV z € Z,
z = z1, por lo tanto, (1) =Z y (Z,+) es ciclico.

- Como V n € N, nl =n # 0, entonces, o(1) es infinito.

- o(Z) = o(1) que es infinito.

Nota: En adelante, al hablar de un grupo lo haremos mencionando tnica-
mente al conjunto para simplificar la notacion. Asi, al referirnos al grupo
(G, ) lo haremos mencionando tinicamente a G.

Proposicién 1. Sea G un grupo, si xy = xz entonces y = z. De igual
manera, si yr = zx, entonces, y = 2.

10



Demostracién. Supongamos que ry = xz, entonces, ' (zy) = v~ (x2), asi,
(z7lz)y = (z7'2)z, ey = ez y y = 2.

Ahora supongamos que yx = zx, entonces, (yz)r~' = (zz)z~!, de mane-
ra que y(zz™') = z(xz™!), ye=ze y y = 2.
[

Esta propiedad es conocida como ley de cancelacion (por la izquierda y por
la derecha respectivamente).

Proposicién 2. Sean G un grupo y =,y € G. Las ecuaciones za = y y
bx = y tienen soluciones unicas para a y b en G.

Demostracién. Sea xa = y. Como z(z'y) = (zz~1)y = ey = y, entonces,
a = 7'y es una solucién para ra = y. Supongamos que existe otra solucién
a’ a la ecuacién, entonces, za' = y. De tal manera que za = xd’ y por la ley
de cancelacién, a = @’ y la solucién es unica.

Ahora, sea bz = y. Como (yz~ ')z = y(z7'x) = ye = y, entonces, b = yz~!
es una solucién para bxr = y. Supongamos que existe otra solucién V' a la
escuacién, entonces, b’z = y. De tal manera que bxr = b'x y por la ley de
cancelacion, b = b’ y la solucién es unica.

]

1.2. Subgrupos, clases laterales, grupo cociente y gru-
po normal

Definicién 6. Sean (G,-) un grupoy 0 # H C G; (H, ) es la restriccién de
la operacién - del grupo G en el subconjunto H. Decimos que H es subgrupo
de G si (H,-) es un grupo y lo denotamos como H < G.

Teorema 2. Sean G un grupo y ) # H C G, entonces, H < G si y sélo si
Vaoyc Hay ' cH.

11



Demostracion. Sean H < G y x,y € H. Como H es un grupoy y € H,
entonces, y '€ Hyay '€ HV 2,y € H.

Observacion: El elemento y~! es el inverso del elemento y respecto al grupo

H el cual coincide con el inverso de y con respecto al grupo G ya que H C G.

Ahora supongamos que H C G yV x,y € H,zy~' € H.
i) H # () por lo que 3 x € H, entonces, vz~ € H y asi ¢ € H.
i) e,z € H, entonces, ex™ ' € Hyasfa ' e HVz € H.

i) Sean x,y € H. Por ), y=' € H por lo que z(y~ )~ € H y asf,
rye HVxz,ye H.

iv) H es asociativo por ser H C G.

Por i), i), ii) y i), H < G.

Definicién 7. Dado n € N, definimos el conjunto nZ como sigue:
nZ ={nz |z € Z}

Este es el conjunto de los multiplos de n.

Proposicién 3. Sea (Z,+) con + la operacién usual, veamos que nZ < Z
VneN.

Demostracion. Sean x,y € nZ, entonces, © = nz; y y = Nzy CON 21, 25 € Z.
De manera que, = + (—y) = nz; + (—nz) = nzy + n(—22) = n(z1 — 22) = nz
con z; — 2, = z para algun z € Z. Por lo tanto, nZ es grupo y nZ < Z
VnelN.

O

Teorema 3. Sean G un grupoy F' = {H, | @ € I} una familia no vacia de

subgrupos de G, entonces, [ H, < G.
acl

12



Demostracion. Sean a,b € () H,, entonces, a,b € H, ¥V o € I y como

acl
H, < GY «a €I, entonces, ab™* € H, V a € I, por lo que ab™* € (\H, y
a€cl
asi, (| H, < G.
a€el

]

Definicién 8. Sean M < G y N < G, definimos el producto de M y N por
MN={mn|meMynecN}.

Teorema 4. Sean G un grupo, x € Gy H = (x), entonces, H < G.

Demostracion. Por la definicion 5, H = {z* | z € Z}. Sean hy,hy € H,
entonces, hy = x*' y hy = x** para algunos zy, 25 € Z. De tal manera que
hihyt = 2% (2%2) 7t = 27107 = 2177 = g% con z = 2, — 2 € Z. Por lo que
hihy' € Hyast H<G.

O

Definicién 9. Sean G un grupo y H < G. Si a,b € GG, definimos la relacién
=y como: a = b (mod H) siysoélosiab™ € H y decimos que a es congruente
con b modulo H.

Observacion 3. La relacién =g es una relacion de equivalencia.
Demostracion. Veamos que =g es:

i) reflexiva. Sea a € H,aa™' = e € H puesto que H < G. Asi,V a € H,
a=a (mod H) y =p es reflexiva.

i) simétrica. Supongamos que a =
como H <G, (ab™")™" = (b7')"ta
a (mod H) y =p es simétrica.

b (mod H), entonces, ab™ € H,
1 = ba~! € H por lo que b =

iii) transitiva. Supongamos que a = b (mod H) y b = ¢ (mod H), esto
es,ab™' bc! € H. Como H < G, (ab™')(bc™') = a(b™'b)c™' =ac™t € H

y a = ¢ (mod H), por lo que =y es transitiva.

Por i), i) y iii), =g es una relacién de equivalencia.

13



Nota: Recordemos que una relacién de equivalencia induce una particion en
clases de equivalencia, los conjuntos de esta particion son disjuntos dos a dos
y su union es igual al conjunto entero.

]

Definicién 10. Sean G un grupo, H < G y = € (. Definimos el conjunto
xH ={zh | h € H} y lo llamamos clase lateral izquierda de H en G.

De igual manera, Hx = {hx | h € H} y lo llamamos clase lateral dere-

cha de H en G.

Ejemplo 5. Tomemos 37Z < Z y las clases laterales de 0,1,2 € Z.

» 0+3Z={...,0+(-3),0+0,0+3,0+6,...} ={...,-3,0,3,6,...} =
3.

» 14+3Z2={...,14+(-3),14+0,1+3,1+6,...} ={...,—2,1,4,7,...}.

n 243Z={....24(=3),2+0,2+3,246,..} ={...,—1,2,5,8,...}.

Teorema 5. Sean G un grupoy H < G, entonces, V a € G, |aH| = |H|.

Demostracion. Definimos una funcién f : aH — H dada por: f(ah) = h
V h € H. Veamos que f es biyectiva:

i) Supongamos que f(ahy) = f(ahs), entonces, hy = hy y ah; = aha,
por lo que f es inyectiva.

ii) Sean h € H y a € G. Sabemos que f(ah) = h, por lo que f es
suprayectiva.

Por i) y ii), f es biyectiva y asi, |aH| = |H|.
[

Lema 2. Sean G un grupo y H < G, entonces, V a € G,aH = {x € G |
r=a (mod H)}.

Demostracion. Sean a € G y los conjuntos A = aH = {ah | h € H} y
B={g€eG|g=a(mod H)}.

14



i) sea v € A, entonces, x = ah con h € H, de manera que a 'z =

atah=h € H,porloquez=a (mod H) y x € B. Asi A C B.

i) ahora sea x € B, entonces, ¥ = a (mod H), esto es, a~'x € H por lo
que a 'z = h para algtin h € H. Asi, aa 'z = ah y x = ah, con h € H
de manera que = € A. Por lo tanto B C A.

Por i) y ii) A= B, por lo tanto aH = {x € G | x = a (mod H)}.
[

Definicién 11. Si G es un grupo y N < G, decimos que N es subgrupo
normal de G siV g € Gy Vn € N se cumple que gng~! € N (gng! es la
conjugacién de n por g). Lo denotamos como N <1 G.

Lema 3. Si G es un grupo abeliano, todo subgrupo de GG es normal.

Demostracion. Sea G un grupo abeliano, H < G, g € Gy h € H. Entonces,
ghg ' =gg'h=eh=hc H,porloqueVge GyVhe Hghg!cHy
por lo tanto, H < G.

O

Ejemplo 6. Tomemos (Z,+). Veamos que nZ es un subgrupo normal de Z.
-V 21,29 € Z, 21 + 29 = 23 + 21, por lo que (Z,+) es un grupo abeliano.
- nZ < 7.

Por el lema 3, nZ < Z.

Teorema 6. Sean G un grupo y H < G, entonces, son equivalentes:
)zHs ' CHVY2eG,
2) vHr'=HV x € G.
3)zH=HzVzedG.

Demostracion. Sea H < G y x € (G, entonces:

15



1) = 2). Supongamos que vHr ' C HVY x € G y sea h € H. Como
r € G, 7' € G, entonces, z7'h(z71)™t = x7'hx € H por lo que
2~ ha = h; para algin h; € H, de donde h = xhiz~! € 2Hx™! y asi,
H Cc xHx™ ', por lo tanto, tHz ' = HV 2 € G.

2) = 3). Supongamos que tHz™' = H V x € G. Operamos con x por

la derecha en ambos lados de la igualdad, xHz 'z = Hx por lo que
xH=HzVzxed.

3) = 1). Supongamos que tH = Hz V x € G. Operamos con z~! por
la derecha en ambos lados de la igualdad, zHx~! = Hxz~! por lo que
rxHz~ ' = H y en particular, tHx ' C HV z € G.

[]

Observacion: Dadas estas equivalencias, podemos decir que si N < G, enton-
ces, N<1G siy sélo si toda clase lateral derecha de NV es clase lateral izquierda.

Definicién 12. Sean G un grupo, H C G y z,y € G, definimos el conjunto
xHyH = {xhyyhy | hi,hs € H} C G.

Teorema 7. Sea H < G, H<1GsiysélosiVaex,yeGeHyH = xyH.

Demostracion. Supongamos que H <G y sean x,y € G, entonces, yH = Hy,
asi, tHyH = xyHH = zyH, por lo tanto, V z,y € G,cHyH = xzyH.

Ahora, supongamos que V x,y € G,xHyH = xyH. Como H < G,e € H.
Sean * € G y h € H, entonces, thx™! = zhax~le € aHx 'H = 2o 'H =
eH =H,asi,Voe € GyVhe& H,xhx™' € H. Por lo tanto H < G.

O

Definicién 13. Sean G un grupo y N < G, definimos G/N = {Ng | g €
G} ={9N | g G}.

Proposicién 4. Sean G un grupo y N < G, entonces, (G/N,-) es un grupo

con la operacién - dada por tNyN = xyN.

Demostracion. Veamos que se cumple la cerradura en G/N y las 3 propie-
dades de grupo, sean z,y, z € G-
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i) Cerradura: Sean xN,yN € G/N, entonces, ztNyN = zyN y como
xy € G, entonces, xyN € G/N.

ii) Asociatividad: Sean xN,yN,zN € G/N, entonces, tN(yNzN) =
xN(yzN) = z(yz)N = (zy)zN = xyNzN = (xNyN)zN.

iii) Eziste el neutro: Sea N = eN, entonces, V x € G, NN = eNzN =
exN = xN.

) Existen los inversos: tNz 'N = 27! N = eN = N, de manera que,

VredG, (zN)t=2"!N.
Por i), i), #i) y iv), G/N es un grupo.

A G/N se le conoce como grupo cociente de G médulo N.
]

Ejemplo 7. Como nZ < 7Z, entonces, en particular podemos tomar n = 2 y
formar Z/2Z = {2 +27Z | z € Z }.

Veamos algunas clases laterales de 2Z. Tomemos 0, 1,2, 3 € Z:
-0+2Z=4...,—-4,-2,0,2,4,...} = 27Z.
-1+2Z2=4...,-3,-1,1,3,5,...}.

- 2422 =4...,—-4,-2,0,2,4,...} =0+ 2Z = 2Z.
-3+22=4...,-3,-1,1,3,5,...} = 1+ 2Z.

Observemos que sélo hay dos clases laterales y que Z /27 = {27Z,1+ 2Z}. De
modo més general, Z/nZ = {nZ,1 +nZ,...,(n — 1) + nZ}.

Definicién 14. Suma y producto maddulo n.

Por el algoritmo de la division, si z € Z, entonces, Vn € N3l x € Zy
r € N,r < n, tales que z = nx + r.

Sean a,b € 7Z, por lo anterior, a + b = nx1 +r1 vy a-b = nxy + ry Asi,
podemos definir:
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i) a+b (mod n) =r.
ii) a-b (mod n) = ry.

Observemos que como r € Ny r < n, entonces, r € {0,1,...,n— 1}.

Definicién 15. Dado n € N, definimos el conjunto Z,, como sigue:
L =707 =0+ nZ =nZ,1+nZ,...,(n—1)+nZ}
Observacion: Sea 0 < ¢ < n, entonces:

i+nZ = {...,i—2n,i—n,i,i+n,i+2n,...}
= {2€Z|z=i+nzx,x €L}
= {z€Z|z=1i(modn)}

= 1.
En donde i es la clase de equivalencia de i, entonces, podemos decir que:
Zyn=17/n7 =1{0,1,...,n—1}

A este conjunto se le conoce como el conjunto de residuos maodulo n.

Teorema 8. (Teorema de Lagrange). Sean G un grupo finito, o(G) = n,
conn € Ny H < @G, entonces, o(H) divide a o(G) y lo denotamos como
o(H)|o(G).

Demostracion. o(G) =n. Sean G = {¢g1,...,9,} y o(H) = m < n. Suponga-
mos que e = g1 y que las distintas clases laterales de H son: eH, goH, ..., gL H,
con k < n. Como las clases laterales forman una particion, entonces:

i) g HNg;H=0,i#j
k k k k

i) JgiH = G, entonces, |G| = [JgiH| = > |g:H| =Y |H| = k|H|
3 =1 =1

=1 =1

Por lo que n = km y asi, o(H)|o(G).
Corolario 1. Si G es un grupo finito y « € G, entonces, o(z)|o(G).

18



Demostracion. Sea H = (x) y m = o(H). Por el teorema 4, sabemos que
H < Gy como o(x) = m = o(H), entonces, por el teorema 8, 0( )|o(G) por
lo que o(x)|o(G).

[l

Corolario 2. Si G es un grupo finito de orden n y x € GG, entonces, " = e.

Demostracion. Por el corolario 1, sabemos que o(x)|o(G) = n, entonces, n =
o(x) -k, con k € Z. Asi, " = 2°@)*F = (2°())F = ¢k = ¢, De tal manera que
" =e.

O
Corolario 3. Todo grupo finito de orden p, con p primo, es ciclico.

Demostracion. Sea G un grupo tal que |G| = py x € G, x # e. Sabemos que
o(x)|o(G) = p por lo que o(x) = p por ser p primo. De manera que, |(z)| = p
y (z) = G, por lo que G es ciclico.

]

Observacion: Un grupo G de orden primo tinicamente tiene los subgrupos GG
y {e}, los cuales son normales. De manera que podemos hacer los cocientes

G/Gy G/{e}.

Definicién 16. Diremos que un grupo G es simple si tiene exactamente dos
subgrupos normales (G y {e}).

Definicién 17. Si H < (G, al numero de clases laterales de H en G lo
llamamos indice de H en G y lo denotamos como [G : H].

Observacion: Si G es un grupo finito y H < G, entonces, por el teorema 8
(de Lagrange), se tiene que |G| =[G : H| - |H| por lo que [G : H] = |G|/|H]|.

2. Relaciones entre grupos

2.1. Homomorfismos e isomorfismos
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Definicién 18. Sean (G,-) y (G',-') dos grupos, llamamos homomorfismo
(de grupos) a una funcién ¢ que cumple la siguiente propiedad:

Vf9eG, of-g)=¢(f) elg)

y escribimos ¢ : G — G.

Proposicién 5. La composicion de homomorfismos de grupos es un homo-
morfismo de grupos.

Demostracion. Sean ¢ : G — G' vy w : G — G” dos homomorfismos de
grupos. Por composicién de funciones sabemos que wo ¢ : G — G”, y que

vV f,g€G:

(wop)(f-g9) = wlelf-9)
= w(e(f) ' ¢l9))
w(p(f)) " w(e(g))
= (wop)(f) " (wop)(g)
)

Por lo tanto, (wo ¢)(f-g) = (wop)(f) " (wop)(g) y asi, woyp es un
homomorfismo de grupos de G en G”.

O
Lema 4. Si ¢ : G — G’ es un homomorfismo, entonces:
i) p(e) = €.
W)V geq, olg™)=elg) "
Demostracion. Sea ¢ un homomorfismo, entonces:

i)V g € G, ple)p(g) = pleg) = v(g) = €'p(g) por lo que p(e)p(g) =
e'o(g) y ast, p(e) =¢.
i)V geG, olg)elg™) =wvlgg™) = ¢le) =€ =v(g)e(g)"" porlo que
0(9)e(g™") = @(g)elg) " v ast, p(g) = p(g)~".

0

Definicién 19. Sea ¢ : G — G’ un homomorfismo, entonces:
Llamamos nicleo de ¢ al conjunto de todos los elementos g € G tales que

©(g) = € (elemento neutro en el grupo G’). Al nicleo también se le conoce
como kernel y se denota como kery.
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kerp ={geG|p(g)=¢€}

Observacion: La palabra kernel no existe en el idioma espanol, es una pala-
bra en inglés que se utiliza para nombrar al ntcleo.

Llamamos imagen de ¢ al conjunto de todos los elementos ¢(g) tales que
g € G y se denota como Imgy.

Imgp = { ¢(g) [ g€ G}
= Si p es suprayectiva decimos que es epimorfismo.
= Si p es inyectiva decimos que es monomorfismo.

= Si ¢ es biyectiva decimos que es isomorfismo y lo denotamos como
G=dG.

= Si ¢ es un isomorfismo de G en G, decimos que es un automorfismo.

» Sip(g) =€V geG,estoes, Imgy = {e'} o kerp = G, diremos que se
trata de un homomorfismo de grupos trivial.

Proposicién 6. Sea ¢ un homomorfismo, entonces, ¢ es monomorfismo si
y solo si kerg = {e}.

Demostracion. Supongamos que ¢ es monomorfismo, esto es, es inyectiva.
Sea g € keryp, entonces, p(g) = € = ¢(e) por lo que p(g) = p(e), lo que
implica que g = e y asi, kerp = {e}.

Ahora supongamos que kerp = {e}. Sean f, g € G tales que p(f) = ¢(g). Asi,

o(Ne(9)™" = v(g9)p(g)~" = €, de manera que p(f)e(g)™" = o(felg™") =

¢(fg~") = ¢ lo que implica que fg~' € kerp = {e}. Entonces, fg~' = e,

fgtg=-egy f = g. Por lo tanto, ¢ es inyectiva, es decir, ¢ es monomorfis-
mo.

]

Proposicién 7. Si ¢ es un isomorfismo de grupos, entonces, ¢! es un

isomorfismo de grupos.
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Demostracion. Supongamos que ¢ : G — G’ es un isomorfismo, entonces, ¢
es biyectiva, por lo tanto, o=! : G’ — G es también biyectiva.

Sean ¢, ' € G’, como ¢ es biyectiva, entonces, 3! g, h € G tales que ¢(g) = ¢’
v @(h) = K. Asi, o7 (0(g9)) = ¢ () ¥y ¢ (@(h)) = ¢ '(I'), por lo que
g="g)y h=¢ (), entonces:
90_1(9, N h/) =
= ¢ (e
= ¥
= 9
= v g) e (W)
Por lo tanto, ¢~ es homomorfismo y como ¢! es biyectiva, entonces, ¢!
es un isomorfismo.

]

Proposicién 8. Sean ¢ : G — G, w : G’ — G” dos homomorfismos de
grupos y ® = w o ¢, entonces:

i) si @ es monomorfismo, ¢ es monomorfismo.
ii) si ® es epimorfismo, w es epimorfismo.

Demostracion. Sean ¢ y w homomorfismos y ® = w o ¢:

i) Supongamos que @(f) = p(g), entonces, w((f)) = w(@(9)), esto cs,
O(f) = ®(g) y como ® es monomorfismo, f = g. Por lo tanto, ¢ es

monomorfismo.

ii) ® es epimorfismo, entonces: V h € G" 3 f € G tal que ®(f) = h.
O(f) =w(p(f) =h. Asi,Vh e G" 3 ge G, asaber, g = ¢(f) tal que
w(g) = w(e(f)) = h y por lo tanto, w es epimorfismo.

]

Definicién 20. Sean ¢ : G — G’ un homomorfismo, ¢ € G' y H' C G'.
Definimos la preimagen de ¢’ como ¢ *(¢') = {g € G | p(g9) = ¢'} v la
preimagen de H' como o '(H') ={h € G | ¢(h) € H'}.

Teorema 9. Sea ¢ : G — G’ un homomorfismo de grupos, se cumplen:
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i) Si H < G, entonces, p(H) < G'.
i) Si H < G', entonces, ¢ ' (H') < G.
Demostracion. Supongamos que ¢ es un homomorfismo de grupos:

i) Sea H = p(H) = {p(h) | h € H} y sean f', ¢’ € H', entonces, existen
f,g € H tales que ¢(f) = f'y ¢(g) = ¢'. De manera que f'(¢')~" =
p(£ele)™ = e(flelg™) = (fg) v asi, f'(g')~ = »(fg™"). Como
H < G, entonces, fg~' € Hy ¢o(fg~') € H', por lo que f'(¢)"* € H'.

De manera que H' < G'.

i) Sea H= o '(H')={h € G| ¢
entonces, o(f),¢(g9) € H'. o(fg™*
puesto que H' < G'. Asi, ¢(fg~!
H<G.

) € H'}. Supongamos que f,g € H,

— o(Nela) = p(felg) L € H'
€ H', por lo tanto, fgo' € Hy

h
)
)

]

Corolario 4. Sea ¢ : G — G’ un homomorfismo, entonces, Imgy < G’y
kerp < G.

Demostracion. Imgp = {¢(g9) | g € G} = {p(G)} y como G < G, entonces,
Imgp < G’ por i) del teorema 9.

kerp = {g € G | ¢(g) = €'} = ¢ 1(¢/) y como {€¢'} < G’, entonces, por
ii) del teorema 9, kerp < G. Ahora, sean g € kerp y z € G, entonces,
plage ) = p(x)p(g)p(e) = p(x)e'p(z!) = w(@)p(a)" = ¢, por lo que
rgr~t € kerp V 2 € G y por lo tanto, kerp <1 G.

O

Teorema 10. Sean (z) un grupo ciclico generado por z y 1 : () — H un
homomorfismo, entonces, Imgn es un subgrupo ciclico de H.

Demostracién. Sea |{x)| = n, entonces, (z) = {z,z?% ..., 2" = e}.

Como 7 es homomorfismo, entonces, n(z™) = (n(x))™ Vm € {1,2,...,n}y
n(z)" = n(z") =n(e) = €', de manera que Imgn = {n(y) | y € ()} = {n(=")
| m € {1,2,...,n}} = {n(x'),n(z?),...,n(z")}. De esta manera, Imgn =
{n(x)t, n(x)?, ..., n(x)™ = €'}. Por lo tanto, Imgn = (n(x)) y asi, Imgn es
ciclico.

[
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2.2. Teoremas de isomorfismos

Definicién 21. Sea H < GG, definimos la funcién = : G — G/H dada por
m(z) =aH ¥ z € G. A 7 se le llama proyeccion candnica.

Proposicién 9. 7 es un epimorfismo y kerr = H.

Demostracion. Sabemos que en el grupo G/H,eH = H es el elemento neutro
(eHxH = exH = xH Y 2H € G/H) y que x 'H es el elemento inverso de
tHY zH € G/H (xHx 'H =zx 'H =eH = H).

i) Sean z,y € G,w(vy) = xyH = xHyH = w(x)n(y) por lo que 7 es
homomorfismo.

ii) Sea xH € G/H, n(z) = xH ¥ x € G, por lo tanto, 7 es suprayectiva.

Por i) y ii), ™ es un epimorfismo

Ahora, kermr = {r € G |n(x) =eH =H}={r € G |zH=H}={r € G |
x € H} = H. De esta manera, kerm = H.
[

Corolario 5. Si H <1 G, entonces, H = kery con ¢ un homomorfismo de G
en G'.

Demostracion. Como H < G, podemos tomar G' = G/H y ¢ = w. Por la
proposiciéon 9, H = kere.
O

Proposicién 10. Sean H < G, H' <G yn:G— G/H, 7" : G — G'/H'
las proyecciones candnicas. Si ¢ : G — G’ es un homomorfismo tal que
©(H) C H', entonces:

i) p*:G/H — G'/H', con p*(zH) = ¢(x)H" estd bien definido y es un

homomorfismo (inducido por ¢).

ii) ™ o p = ¢* om, es decir, el siguiente cuadro conmuta:
G =«
\l/ﬂ' \1/7'('
G/H *» G'/H
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i) kerp* = m(p!

(H')) e Imgy* = 7'(Imgyp).

Demostracion. Sea ¢ : G — G’ un homomorfismo tal que p(H) C H’,

entonces:

i) Sean a,b € G/H tales que a = b. Como a,b € G/H, entonces, a = x1H
y b= x9H para algunos x1,zs € G. De esta manera:

.TlH = LEQH =

@ﬁiﬁﬁil
58888

vi(a) € H

z1(x) 1) 6 H';  (por hipétesis, p(H) C H')
(o) H = HY

z1)p(xe) 'H = H'

H" = () H’

(
(z
(
(z
(21 H) = ¢*(xoH)

Por lo tanto, ¢* estd bien definido.

Ahora, sean a,b € G/H, entonces, a = 21H y b = xoH con z1,29 € G y

asi:

©*(ab) = ¢*(v1HryH)
= gp* xla:QH)

De tal manera, tenemos que ¢*(ab) = ¢*(a)p*(b) por lo que ¢* es ho-

momorfismo.

ii) Sean 71’ o ¢ la composicién de las funciones y x € G, entonces:

(r"op)(z) =

I
€ 6 6 =

Por lo que 7’ o ¢ = ¢* o 7 y el cuadro conmuta.
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i) Ahora, veamos que kerg* = 7(p ' (H')) e Imgp* = 7' (Imgp):

kerp* = {y e G/H | ¢*(y) = H'}
{zH |2z € Gy ¢*(xH)=H'}
{ztH |2z € Gy ¢(x)H = H'}
= {zH |z c o '(H")}

= m(p ' (H')).

Imgy* = {p*(y) |y € G/H}
{¢*(zH) |z € G}

{o(@)H" |z € G}

= 7'(Imgyp).

[]

Teorema 11. (Primer teorema de isomorfismos). Sea ¢ : G — G’ un homo-
morfismo, entonces, G /kere = Imgep.

Demostracion. Por el corolario 4 del teorema 9, Imgp < G’ y kerp <1 G, por
lo tanto, ¢ : G — Imgy es un epimorfismo y G /kerp esta bien definido.

Por la proposicién 10, tenemos que ¢* : G/kerp — Imgy es un homomor-
fismo y es tnico puesto que ¢*(xH) = p(x)H’, esto es, p* estd determinado
tnicamente por . Sin pérdida de generalidad, tomamos H' = {0’} por lo
que *(xH) = p(x)H' = p(z)0' = p(z) y tenemos:

i) kerp* = w(p Y (H')) = m(o 1 ({0'})) = w(kerp) = 0¢/kerp POT lo que
©* es monomorfismo.

i) Imgp* = 7' (Imgp) = Imgp y como Imgy = Imgp/{0'}, entonces, p*
es epimorfismo.

Por i) y ii), ¢* es un isomorfismo.

Por lo tanto, G//kerp = Imggp y el siguiente diagrama conmuta:

G e
\Lﬂ g/‘@*
G/keryp
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O

Teorema 12. (Segundo teorema de isomorfismos). Sea H < Gy N <G,
entonces, (HN)/N = H/(H N N).

Demostracion. Veamos que H/(H N N) esta bien definido:
i) HONN C H y por el teorema 3, HNN < H.
ii) Sean h € H y x € HN N, entonces:

» Comox € HNN,z€ Hy hzh™' € H.
» Comox € HNN,z € N. N <G, asi, hxh™ € N.

Asi, Vhe HyVaxz e HNN, hth ™ € HN N, por lo que HNN <1 H.
Por i) y ii), H/(H N N) esta bien definido.

Recordemos que HN = {hn |h€e Hyn € N} ysean: HN — H/(HN N)
dada por n(hn) = h(H N N), veamos que 7 estd bien definida y es un homo-
morfismo:

i) Sea hiny = hn, entonces, h~th; = nnl_l, de manera que h™th,; € Hy
h™'hy € N, por lo que h™*hy € HNN. Asf, en H/(HNN),h(HNN) =
hi(H N N) y n(hn) = n(hiny), por lo que n estd bien definida.

ii) Como N <G, entonces, hN = Nh ¥ h € H, de manera que nihy = hon
para algiin n € N. Sean hini, hony € HN, entonces:

n((hini)(hang)) = n(hi(nihg)ns)
n(hi(han)nz)
n((hihs)(nng))
hiho(H N N)

ho(H O N)ho(H O N)
= n(hini)n(hang).

Por lo tanto, n es un homomorfismo.

Veamos que kern = {hn € HN | h € HNN} ={hn | h € N} = Ny
como n(he) = h(H N N)V h € H, por el teorema 11 (primer teorema de
isomorfismos), HN/N = H/(H N N).

[
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Teorema 13. (Tercer teorema de isomorfismos). Sean H < G,N < G y
N < H, entonces, G/H = (G/N)/(H/N).

Demostracion. Sea n : G — (G/N)/(H/N) dada por n(g) = (¢N)(H/N).
Sean g1, 9> € G, entonces, 1(g192) = (919:N)(H/N) = ((91N)(92N))(H/N) =
[(g1N)(H/N)][(92N)(H/N)] = n(g1)n(g2), por lo que n es homomorfismo.

kern = {9 € G | n(g) = H/N} = H. Por el teorema 11 (primer teorema
de isomorfismos), G/H = (G/N)/(H/N).
[l

3. Anillos: definiciones y propiedades elemen-
tales

3.1. Divisores de cero, dominio entero, anillo con divi-
siéon, campo y anillo euclidiano

Definicién 22. Un anillo (A, +,-) es una terna que consta de un conjunto
A # ) y de dos operaciones binarias, + y - las cuales cumplen las siguientes
propiedades:

i) (A,4) es un grupo abeliano.
ii) (A,-) es un semigrupo.

iii) - es distributivo respecto a +, esto es, V a,b, ¢ € A se cumple:
(a+b)-c=(a-c)+(b-c) y a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

A esta propiedad se le conoce como la ley distributiva del producto sobre
la suma.

Si ademds (A, -) es un semigrupo conmutativo, diremos que (A, +,-) es
un anillo conmutativo.
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Ejemplo 8. (Z,+, ) es un anillo con + y - las operaciones usuales de suma
y producto.

- (Z,+) es un un grupo abeliano (ver ejemplo 3).
- (Z,-) es un semigrupo. ¥ x,y,z € Z,x - (y-2) = (x - y) - 2.
- - distribuye a + en Z.
Por lo tanto se cumplen las 3 propiedades necesarias para tener un anillo.

- (Z,-) es ademés abeliano por lo que (Z, +, ) es un anillo conmutativo.

Definicién 23. Si (A,-) es un monoide, diremos que (A, +,-) es un anillo
con uno.

Nota: En algunos textos a un anillo con uno se le denomina también anillo
con unidad. Nosotros si haremos una diferencia entre 1 y unidad para no
confundirnos con definiciones y términos que posteriormente se daran.

Ejemplo 9. Anillo con uno. Tomamos nuevamente el anillo (Z, +, ).

- (Z,-) es un monoide y por lo tanto tiene elemento neutro. En (Z, ) el
elemento neutro es 1, ya que se cumple queVz € Z,z-1=1-z = z.

Por convencién, al elemento neutro de (A, +) le llamaremos 0 (cero) y al
elemento neutro de (4, -) le llamaremos 1 (uno).

Ejemplo 10. Anillo sin uno. Tomemos el anillo (27, +, -) con las operaciones
usuales.

- (2Z,+) es un grupo y ademds 27 < Z (ver proposicién 3), por lo tanto
hereda las propiedades de (Z, +).

- 1 ¢ 2Z, por lo tanto (27Z, ) no es monoide.

Asi, (2Z,+,-) es un anillo sin uno.
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Proposicién 11. Sea A un anillo con uno. Si |A| > 1, entonces, 0 # 1.

Demostracion. Suponemos que 1 = 0y lo denotaremos como e. Como ademas,
|A| > 1, entonces, 3 a € A tal que a # e. Por otro lado, sabemos que a+e = a
yva-e=aVac€ A

Observacién: [(e+e) =¢]y [(e-e) = e], asi:

a =

™

(e e)
-(e+e)
a-e)+ (a-e)
= a-+a.

I
2 2 9
/N TN

I
—

De tal forma que a = a + a. Aplicando el inverso aditivo de a tenemos que:

a—a = (a+a)—a
e = a+(a—a)
= a-+te
= a

Por lo tanto, e = a lo cual es una contradiccién con nuestra hipétesis. Asi,

01
L]

Definicién 24. Sea a € A, a # 0. Diremos que a es divisor propio de cero si
dbe A,b#0tal que a-b=0.

A partir de este momento, cuando hablemos de un anillo con uno, estare-
mos suponiendo que |A| > 1, esto es, 0 # 1.

Ejemplo 11. Divisores propios de cero. Tomemos el anillo (Zg, +, -), en este
caso, + y - son la suma y el producto modulo n.

- El neutro aditivo es 0.

- 2-3=0, por lo tanto 2 y 3 son divisores propios de cero.
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Definicién 25. Si A es un anillo conmutativo con uno y no tiene divisores
propios de 0, diremos que es un dominio entero.

Ejemplo 12. Dominio entero. Tomemos el anillo (Zs, +, -).

- El neutro aditivo es 0 y al ser el médulo 5 primo, no se tienen
divisores propios de cero.

- El uno es 1, por lo tanto tenemos un anillo con uno.

Definicién 26. Sea A un anillo con uno, llamamos inverso izquierdo de
a € A, a un elemento x € A tal que xa = 1. Si dicho elemento existe, deci-
mos que a es invertible por la izquierda.

De manera andloga, llamamos inverso derecho de a € A, a un elemento
y € A tal que ay = 1 y si dicho elemento existe, decimos que a es invertible
por la derecha.

Lema 5. Sea A un anillo con uno, si a € A es tal que es invertible por la
izquierda y por la derecha, entonces, los inversos coinciden.

Demostracion. Sea a € A un elemento invertible por la izquierda y derecha,
estoes, dx,y e Atal que xza=1y ay = 1.

As1, zay = ly, por lo que z(ay) = y. Como ay = 1, entonces, 1 = y y
finalmente x = y.
O]

Definicién 27. Sea A un anillo con uno. Decimos que un elemento a € A
es una unidad si 3 b € A tal que a-b=b-a = 1. Al conjunto de unidades de
A se denota U(A).

Teorema 14. El conjunto U(A) es un grupo bajo la multiplicacién.
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Demostracion. Sean a,b € U(A), esto es, 3 z,y € A tal que ra =ar =1y
yb=0by = 1.

Observacion: Supongamos que 3 =’ € A tal que 2'a = ax’ = 1 por lo que
xa = r’a. Operamos x en ambos lados de la igualdad y tenemos xaxr = z’az,
como axr = 1, entonces, © = z’.

Por esta observacién podemos decir que # = a=!' y y = b~!, de manera
que ab™! = ay € A. Sea z = bx € A, entonces:

i) zab™' = bray = b(xa)y = b(1)y = by = 1. Por lo que z es inverso
izquierdo de ab™!.

i) ab™'z = aybr = a(yb)xr = a(1)z = ax = 1. Por lo que z es inverso
derecho de ab™?.

Por 1) y i),V a,b € U(A),ab™! € U(A), por lo tanto, U(A) es un grupo bajo
la multiplicacion.
O

Observacion 4. El cero no tiene inverso multiplicativo y por lo tanto no es
unidad.
un anillo. V a € A se tiene:

Demostracion. Sea (A, +, )
a-0 = a-(0+0)
a

0 = (a-0)+(a-0)
(@a-0)—=(a-0) = (a-0)+(a-0)—(a-0)
0 = (a-0)

Asi, Aa € A tal que a-0 = 1, esto es, 0 no tiene inverso multiplicativo y

por lo tanto, 0 no es unidad.
O

Definicién 28. Sea A un anillo con uno, si existe un inverso multiplicativo
para todo elemento distinto de 0, diremos que A es un anillo con division.

Observacion: Un anillo con divisién no necesariamente es un dominio en-
tero ya que puede no ser conmutativo.
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Ejemplo 13. Anillo con divisién no conmutativo. Tomemos el anillo de los
cuaternios (H, +, -).

-H={a+bi+cj+dk|abec,deRei’?=j*=k=ijk=—1}.

- Sean a,b € H,a = a1 + ast + azj + ask y b = by + bai + b3j + bsk, la
suma y el producto estan definidos como:

e at+b=(ay+b)+ (ag+ be)i+ (az + b3)j + (ag + by)k.

o ab = (a1b1 — a2b2 — (lgbg — a4b4) + (Glbg + a2b1 + a3b4 — a4b3)i +
(a1b3 — agby + aszby + agbs)j + (a1by + asbs — aszbs + asby)k.

El producto no es conmutativo.

Este es un ejemplo de un anillo con divisiéon que no es dominio entero.
Definicién 29. Definimos como campo a un anillo conmutativo con divisién.

Ejemplo 14. Anillo con divisién y campo. Tomemos el anillo (R, +,-) con
las operaciones usuales.

- El neutro aditivo es 0 y el neutro multiplicativo es 1.
-EnR,ab=0siysolosia=00b=0.
-VaeR\{0},3a!tal que aa™! = 1.

R es un anillo con uno, sin divisores propios de cero y con inverso multipli-
cativo para todo elemento distinto de cero, R es un anillo con division.

- R es un anillo conmutativo.

R es un anillo conmutativo con divisiéon, R es un campo.

Proposicién 12. Sea A un anillo, entonces:
i)0r=0=20V 2z e A

i) Vx € A;x # 0 vale la ley de cancelacién si y sélo si A no tiene
divisores de 0.
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iii) —(xy) = (—x)y =x(—y) Vx € A.
w) (—z)(~y) =2y Vr,y € A
Demostracion. Sea A un anillo:

i) 0 = 0+ 0, entonces, 0z = (0 4+ 0)x = 0x + 0z, por lo tanto, 0 = Ox
V z € A, andlogamente, 20 = (0 + 0) = 20 + 20, asi, 0 = 20 V 2 € A,
de manera que 0z =0=20V z € A.

ii) Suponemos que V x € A,z # 0 vale la ley de cancelacién y que A
tiene divisores de cero, esto es, dx,y € A, con x,y # 0 tales que zy = 0.
Por i) sabemos que x0 = 0, por lo tanto, zy = x0, cancelamos z y ob-
tenemos y = 0 lo cual contradice el hecho de que y # 0. De tal manera
que A no tiene divisores de 0.

Ahora suponemos que A no tiene divisores de 0. Sean x,y,a # 0 ta-
les que za = ya. Sabemos que (z —y)a = za —ya =0, asi, (r —y)a=0
y como a # 0, entonces, x — y = 0 por lo que z = y. De tal manera que
Vaxe A x#0 vale la ley de cancelacion.

iWi) 0 =0y = (z+ (—x))y = zy + (—x)y, asi, 0 = zy + (—x)y por lo que
—(zy) = (=2)y.

Por otro lado, 0 = 20 = z(y + (—y)) = 2y + z(—y), asi, 0 = zy + z(—y)
por lo que —(xy) = z(—y). Entonces, (—z)y = z(—y) = —(zy).

i) Por iii) (—z)(—y) = —(z(-y)) = —(—zy), entonces, (—z)(—y) +
(—zy) =0y asi, (—z)(—y) = 2.
0

Definicién 30. Sea A un anillo conmutativo y a,b € A, a # 0, decimos que
a divide a b si 3 ¢ € A tal que b = ac y lo denotamos como a|b.

Proposicién 13. Sea A un anillo conmutativo y sean a,b € A tales que alb,
se cumplen:

i) Si b|c, entonces, alc.
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i) Si alc, entonces, al(b £ ¢).
iii) albz ¥V z € A.

Demostracion. Sean a,b € A tales que alb. Como caso particular, tomemos
b = 0, entonces, por la proposicién 12, b = a0 V a € A de manera que

al0VaeAa#0.

i) Sean b, c € A tales que b|c, entonces, ¢ = by para algin y € A y como
alb,b = ax para algin x € A. De esta manera, ¢ = by = (azx)y = a(zy)
con zy € Ay ale.

ii) Como a|c,c = ay para algin y € A, de manera que b+c¢ = ax+ay =
a(rty)conztye Ay asi, a|(b+c).

ii1) bz = (ax)z = a(xz) con xz € A, por lo tanto, albz V z € A.
[

Definicién 31. Sea A un anillo conmutativo y sean a,b € A. Decimos que
d € A es maximo comun divisor de a y b si se cumplen:

i) d|a y d|b.
ii) ¥ ¢ € A tal que cla y c|b, entonces, c|d.

Si d es mdximo comun divisor de a y b lo denotamos como d = (a, b).

Proposicién 14. Sean A un dominio entero y a,b € A con a,b # 0 tales
que alb y bla, entonces, a = ub en donde u es una unidad de A.

Demostracion. Como alb y bla, entonces, b = za y a = yb para algunos
x,y € A por lo que b = xa = zyb. Cancelamos b y tenemos que xy = 1 de
manera que x y y son unidades en A.

[]

Definicién 32. Sea A un anillo conmutativo con uno y sean a,b € A. Deci-
mos que a y b son dos elementos asociados en A si b = ua, con u una unidad

en A.

Nota: La relacién de ser elementos asociados es una relacién de equivalencia.
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Lema 6. Sea A un dominio entero finito, entonces, A es un campo.

Demostracion. Como A es finito, entonces, A = {ay,as, ...,a,} para algin
n € N. Seaz € A, v # 0 y tomemos los elementos zay, xas, ..., xa,.
Veamos que xa; # xa; para ¢ # j. Supongamos que xa; = xa;, enton-

ces, za; — xa; = 0y z(a; —a;) = 0. Como A es dominio entero, entonces,
a; —a; = 0 con lo que a; = a; lo no puede ocurrir puesto que i # j. Asi,
sea y € A, y = xa, para un unico k € {1,2,...,n}. Como A es un dominio
entero, tiene uno y, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a; es
el uno de A.

Demostremos ahora que A tiene inversos multiplicativos. Puesto que a; es el
neutro multiplicatvo de A decimos que 1 = a; € A, asi, 1 = za;, para un uni-
coke€{1,2,...,n} y ap = z~'. Como x se tomé arbitrariamente, entonces,
VoeeAx#0,3 ap € Atal que za, = 1, por lo que todo elemento distinto
de cero tiene inverso multiplicativo.

Puesto que A es un dominio entero y para todo elemento distinto de ce-
ro existe un inverso multiplicativo, entonces, A es un anillo con divisién; por
hipétesis, A es conmutativo, asi, A es un campo. Por lo tanto, si A un domi-
nio entero finito, entonces, A es un campo.

]

Definicién 33. Sea A un anillo, decimos que A es un anillo euclidiano si
cumple con las siguientes condiciones:

1. A es un dominio entero.

2. Va € Aa # 0 estd definida una funcién d : A\ {0} — Z* tal que
Va,be A a,b+# 0 se cumplen:

i) d(a) < d(ab).
ii) 3 q,r € A tales que a = ¢b+r, en donde r =0 o d(r) < d(b).

Observacion: Un anillo euclidiano tiene uno al ser un dominio entero.
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Definicién 34. Sea A un anillo euclidiano y sea p € A, un elemento no nulo
que no es unidad. Decimos que p es un elemento irreducible de A si siempre
que p = ab, con a,b € A se tiene que a o b es unidad en A.

Podemos decir que un elemento irreducible de un anillo es aquel elemen-
to que unicamente puede ser factorizado en forma trivial. A un elemento
irreducible se le conoce también como elemento primo.

Definicién 35. Sea A un anillo euclidiano y sean a,b € A. Decimos que a y
b son primos relativos si (a,b) = u, con v una unidad en A.

3.2. Subanillos, ideales y factorizacion tnica

Definicién 36. Sean (A,+,) y ) # B C A; (B, +,) es la restriccién de las
operaciones + y - del anillo A en el subconjunto B. Decimos que B es un
subanillo de A si (B, +,-) es a su vez un anillo y lo denotaremos como B < A.

Si el anillo A es ademas un dominio entero y el subanillo B es a su vez
un dominio entero, diremos que B es un subdominio de A.

De igual manera, si el anillo A es un campo y el subanillo B es un cam-
po, diremos que B es un subcampo de A.

Ejemplo 15. Tomemos los anillos (Z, 4+, ), (Q,+,-), (R,+,-) y (C,+,-) con
+ y - las operaciones usuales.

- Z C Q, asi, Z es subanillo de Q,Z < Q.

-QCcR Q<R QyR son dominios enteros, asi, Q es un subdominio
de R.

-RcC,R<C.RyC son campos, asi, R es un subcampo de C.

37



Proposicién 15. Un subconjunto B del anillo (A, +, -) es un subanillo de A
si y sélo si (B, +,-) es cerrado bajo las dos operaciones y ¥V z € B, —z € B,
estoes,sixr—ye Byaxye BYz,y € B.

Demostracion. Sea B un subanillo del anillo (A, 4+, -). Por definicién, (B, +, -)
es un anillo, entonces:

i) (B,+) es un grupo, por lo tanto:

= + es cerradaen B, estoes, Vax,ye B,xr+y € B
» VzeB,3—zreBtalquexz+ (—x)=0

De tal forma, obtenemos que V z,y € B, x —y € B.
ii) (B, ) es un semigrupo, por lo tanto:
= - es cerradaen B, estoes, Va,ye B,z -y € B.

De 1) y 1) tenemos que (B, +, ) es cerrado bajo las operaciones + y -.

Ahora supongamos que B es un subconjunto del anillo (A4, +,-) y se cumple
quer—y € Byxye BY x,ye€ B. Asi:

i) Existe el neutro aditivo en B. 0 € B ya que, en particular,0 = x — z € B.

i) Existen inversos aditivos en B. 0 € B, entonces, V2 € B, 0 —z € B,
asi, —r € BV x € B.

iii) + es cerrada en B. x — (—y) € BY z,y € B, estoes, x +y € B
Vz,ye B.

Nota: Las operaciones son asociativas y distributivas en B al ser B C A.

De i), i) y i) se tiene que (B,+) es grupo y por hipétesis, (B, ) es ce-
rrada en B, asi, (B, +, ) es un subanillo de A.
[

Definicién 37. Sean A y B subconjuntos de un anillo (R, +, -), definimos el
producto entre Ay B como: AB={a-b|lac Aybe B}

Proposicién 16. El subconjunto {0} de un anillo es un subanillo.
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Demostracion. Utilizando la proposiciéon 15, basta ver que 0 — 0 = 0 € {0}
y que 0-0 =0 € {0}. Por lo tanto {0} es un subanillo.
[

Definicién 38. Llamamos ideal izquierdo a un subanillo B de un anillo A
siVae AyVbe B se cumple que ab € B, esto es, AB C B.

Analogamente definimos el ideal derecho siV.a € Ay V b € B se cum-
ple que ba € B, esto es, BA C B.

B es subanillo ideal de A si es ideal izquierdo e ideal derecho.

Observacion: Sea A un anillo e I un ideal de A. Por definicién (A, +) tiene

estructura de grupo abeliano y, por lo tanto, (I, +) es un subgrupo normal
de (A, +).

Ejemplo 16. Es ficil notar que en un anillo A, los subanillos A y {0} son
ideales ya que:

- AA=AcCA
- {0}A = A{0} = {0} C {0}

Estos dos subconjuntos son llamados ideales triviales. Los ideales distintos
de estos son llamados ideales propios o no triviales.

Proposiciéon 17. Sea A un anillo con uno e I un subanillo ideal también
con uno, entonces, I = A.

Demostracion. Como [ es ideal de A, entonces, AI C I y por nuestra hipote-
sis, 1 € I. De manera que YV a € A,a = al € al C Al C I, de manera que
AcC Iyasi I =A.

O]

Proposicién 18. Sea A un anillo con division, entonces, A inicamente tiene
ideales triviales.
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Demostracion. Sea F un ideal no trivial de A, entonces, {0} # F # A.

Asi, 3 f € F tal que f # 0. Como A es anillo con divisién, 3 f~! € A tal
que f~'f =1 de tal manera que 1 € F. Sabemos que A = 1A C FAC F,
entonces, F' = A lo cual contradice nuestra hipétesis original. Por lo tanto,
A tiene sélo ideales triviales.

O
Ejemplo 17. (2Z,+, ) es subanillo ideal de (Z, +, -).
Demostracion. Sabemos que 27 es subgrupo de Z, entonces:

i) 27 es subanillo de Z. (2Z,4) es un grupo y (2Z,-) es un semigrupo,
ast (2Z7 +, ) < <Z7 =+, )

ii) 27 es ideal izquierdo de Z. Sea x € Z,y € 2Z,x = z1 y y = 229 con
21, 20 € Z. Entonces, xy = 21229 = 22129 = 22z, con z = z129 € 7, de tal
manera que xy € 27 y 227 C 27.

ii1) 27 es ideal derecho de Z. Sea x € Z,y € 2Z,x = z; y y = 22 con
21, 29 € Z. Entonces, yr = 22927 = 22, con z = 2921 € Z, de tal manera
que yx € 27,y 247 C 2.

Por i), i) y iii), (2Z,+,-) es subanillo ideal de (Z, +, -).
[

Definicién 39. Sean A un anillo e [ un ideal de A tal que I # A. Decimos
que I es un ideal maxrimo de A si para todo B ideal de Atalque I C BC A
se tiene que B=A o0 B = 1.

Proposicién 19. Sea A un anillo conmutativo con uno con exactamente dos
ideales (A y {0}), entonces, A es campo.

Demostracion. Tenemos que demostrar que A es un anillo con divisién, esto
es, Vx € A x # 0, x tiene inverso multiplicativo, por lo que basta mostrar
que A\ {0} forma un grupo bajo la multiplicacién.

Sea x € A,z # 0y tomemos el conjunto zA = {za | a € A}. Veamos
que zA es ideal de A. Sean y,z € xA, entonces, y = xa; y z = xap para

algunos ay,as € A, asi:
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i) y+2z = ra; +xas = x(ay +az) con a; +as € A por lo que y+z € zA.
Asimismo, —y = —xa; = z(—ay) con —a; € A por lo que —y € zA vy,
entonces, V y,z € A,y — z € zA.

i) yz = rayrag = x(ajxay) con ayzas € Ay asi, yz € rA.

iii) Sea a € A, entonces, ya = raja = x(aa) con aja € A, de manera
que Vy e xAyac Ase tiene que ya € TA.

Por i) y ii), xA es un subanillo de A y por i), ©A es ideal de A.

Por hipétesis, xA = {0} 0 xA = A. Como 0 # = = z1 € zA, entonces,
xA = A. Por lo tanto, Vo € A, 3b € A tal que b = 1, esto es, b = 1.
De manera que todo elemento de A distinto de 0 tiene inverso multiplicativo,
por lo tanto, A\ {0} es un grupo bajo la multiplicacién.

Asi, A es un anillo conmutativo con divisién y por lo tanto A es campo.
]

Definicién 40. Sea A un anillo e I un ideal de A, decimos que I es un ideal
principal de Asi 3i € Atal que I = {ia | a € A}.

El subanillo ideal I = {ia | a € A} representa al ideal de los mailtiplos
de iy lo denotamos por (7). De manera que (i) = {ia | a € A}.

Teorema 15. Sea A un anillo euclidiano e I un ideal de A, entonces, 3 i € I
tal que I = {ipa | a € A}.

Demostracion. Supongamos que I = {0}, entonces, iy = 0. De esta manera,
I ={0} ={ipaVaec A} = {ipa | a € A}.

Ahora supongamos que I # {0}, por lo que al menos existe una i € [
tal que 7 # 0. Como A es un anillo euclidiano, entonces, utilizando la funcién
d como en la definicién 33 (anillo euclidiano) y por el PBO (principio del
buen orden), podemos escoger iy € I tal que d(iy) sea minimo.

Seai € I, 3 q,r € A tales que i = qig + r, en donde r = 0 o d(r) < d(ip).

Como [ es ideal de A, entonces, qig € I e i — qig € I. Supongamos que 7 # 0,
entonces, d(r) < d(iy) lo cual contradice el hecho de que d(iy) es minimo, por
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loque r =0. Asi, 0 = r =i — qip, y tenemos que Vi € I, 3 ¢ € A tal que
i = qip = ipq, por lo que I = {ipa | a € A}.
]

Definicién 41. Sea D un dominio entero, se dice que D es un anillo de

ideales principales si todo ideal I de D es de la forma I = (i) para algin
1€ D.

Por el teorema 15, un anillo euclidiano es un anillo de ideales principales.

Lema 7. Sea A un anillo euclidiano, entonces, V a,b € A, 3 d € A tal que
d=(a,b) yd=Xa+ pbcon \, € A.

Demostracion. Sea D = {ra + sb | r,s € A}. Veamos que D es un ideal de

A.

Supongamos que x,y € D, entonces, x = ria + $1b y y = roa + Sob. Asi,
x—y = (ra+ s$1b) — (raa + s9b) = (11 — r2)a + (s1 — s2)b, por lo que
x—y € Dyuxy=(ria+sb)(rea+ s2b) = (r1ary + riseb)a+ (s1r2a + s1bs2)b,
por lo que xy € D y por lo tanto D < A. Ahora, sea u € A, entonces,
ur = u(ria + s1b) = (ury)a + (us;)b, de manera que uz € DV u € Ay D es
un subanillo ideal de A.

Por el teorema 15, 3 d € D tal que V z € D, z = dt para algin t € A, como
d € D, entonces, d = \a + ub para algunos A\, u € A. Como A es un anillo
euclidiano, tiene elemento unitario, asi, a = la+0b € Dy b=0a+ 1b € D,
por lo tanto d|a y d|b.

Supongamos que 3 ¢ € A tal que cla y c¢|b, entonces, c|Aa y ¢|ub por lo
que c|(Aa + pb) = d y por lo tanto, d = (a, b).
]

Proposicién 20. Sea A un anillo euclidiano y sean a,b € A tal que b no es
unidad de A, entonces, d(a) < d(ab).

Demostracion. Consideremos el ideal I = (a) = {ax | x € A}. Como A es
un anillo euclidiano, entonces, d(a) < d(ax), con x # 0, por lo que d(a) es
minimo en I.
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Supongamos que d(a) = d(ab), entonces, d(ab) es también minimo y por
el Teorema 15, todo elemento de I es un miltiplo de ab. En particular, a €
por lo que a = abx para algin r € A de manera que bx = 1 y asi b es
una unidad, lo cual contradice nuestra hipdtesis. Asi, si b no es unidad de A,
d(a) < d(ab).

O

Lema 8. Sea A un anillo euclidiano, entonces, todo elemento en A o es una
unidad o puede escribirse como el producto de un niimero finito de elementos
primos en A.

Demostracion. La prueba la haremos por induccién sobre d(a).

Si d(a) = d(1), entonces, a es una unidad (por la proposicién 20) y se cum-
ple la afirmacién. Suponemos que esto es cierto para d(x) < d(a) lo cual es
nuestra hipotesis de induccién. Ahora sélo nos falta demostrarlo para a.

Si a es un elemento primo la afirmaciéon queda demostrada. Supongamos
entonces que a no es un elemento primo, por lo que a = bc en donde b, c
no son unidades, entonces, por la proposicién 20, d(b) < d(bc) = d(a) y
d(c) < d(bc) = d(a). Por nuestra hipétesis de induccién, b y ¢ se pueden
escibir como el producto de un nimero finito de elementos primos de A, esto
essb=pip2- P Y C=q1q2 - qn CON P1, P2y -+ Pms 1, G2, - - - , ¢n €lementos
primos de A. De manera que a = p1p2- - Pmqiq2 - - - ¢n Vv a se puede escribir
como el producto de un nimero finito de elementos primos de A.

m

Proposicién 21. Sea A un anillo euclidiano y sean a, b, c € A tales que a|bc
y (a,b) = 1, entonces, alc.

Demostracion. Por el lema 7, sabemos que Aa+pub = 1 para algunos A\, 4 € A.
Multiplicando por ¢ tenemos que Aac + pbc = ¢. Sabemos que a|lac y por
hipétesis, albe. Por lo tanto, a|ube. Asi, a|(Aac 4+ pbe) = ¢ por lo que alc.

O

Lema 9. Sea A un anillo euclidiano y sean a,b,p € A con p un elemento
primo. Si p|ab, entonces, pla o plb.

Demostracién. Supongamos que p t a, entonces, (p,a) = 1 y por la proposi-
cién 21, p|b.
L]
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Corolario 6. Sea A un anillo euclidiano y sean p,aq,as,...,a, € A con p
un elemento primo. Si plajas. .. a,, entonces, pla; al menos para una i con
1< <n.

Demostracion. Veamos que ajas . . . a, 1o podemos escribir como ay(as . . . a,).
Si play el corolario queda demostrado.

Supongamos que p t aj, entonces, por el lema 9, play...a, y continuamos
con el mismo razonamiento. Al ser n un nimero finito, al cabo de n — 1 pasos
como méaximo y con la ayuda del lema 9, si plajas...a,, entonces, pla; al

menos para una ¢ con 1 <1 <n.
O

Teorema 16. (Teorema de la factorizacién tnica). Sea A un anillo euclidiano
ya € A a# 0y con ano una unidad. Supongamos que a = pipy -+ pm =
q1q2 - Qn, CON P1, P2 Pm>q1,G2 - - ., (n €lementos primos en A, entonces,
n =my g; es asociado de algin p;,1 <1i,5 < n.

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que m < n.

Sabemos que p1|p1p2 - Pm = q1G2 - - - ¢n, entonces, por el corolario 6 del le-
ma 9, p1|g; para algin j € {1,...,n}. Supongamos nuevamente sin pérdi-
da de generalidad que p;|q;. Puesto que ¢; es un elemeto primo y por la
definicién 34, entonces, ¢; = piup, con u; una unidad en A. De esta ma-
nera, pips---Pm = Pi1Uige---(qp; cancelando p; tenemos que ps---p, =
U1qs - - - qp. Siguiendo este procedimiento, al cabo de m pasos tendremos que

1:u1u2...umqm+1...qn'

Por el teorema 14, 1 = uq11 - ¢n CON U = UgUs - * - Uy, w Una unidad en A,
de manera que @11 - @, es también una unidad en A lo cual contradice el
hecho de que todos los g; son elementos primos y asi, m £ n.

Comom £ nyn £ m, entonces, n. = myViée{l....n}, ¢ = py
con u; una unidad en A y asi g; es asociado de p;.

[]

Observacion: Podemos decir, con los resultados del lema 8 y del teorema
16, que en un anillo euclidiano A, todo elemento distinto de cero es o una
unidad o puede ser escrito de forma tinica (salvo asociados) como el producto
de elementos primos de A.
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Proposicién 22. Sean A un anillo euclidiano e I = (ig) un ideal de A,
entonces, I es ideal maximo de A si y sélo si iy es un elemento primo de A.

Demostracion. Supongamos que ig no es un elemento primo en A, por lo que
ip =bc con b,c € A, by ¢ no unidades. Sea B = (b), asi, i € Be I C B.

i) Supongamos que B = A. De esta manera, 1 € B por lo que 1 = xb para
algin z € Ay, entonces, b es una unidad, lo cual es una contradiccién y
por lo tanto B # A.

ii) Supongamos que B = [. De esta manera, b € I por lo que b = yij
para algun y € A. Tenemos que ig = bc = yciy por lo que yc = 1,
entonces, ¢ es una unidad, lo cual es una contradiccion y por lo tanto

B#1.

Por i) y i), si igp no es un elemento primo, entonces, 3 B un ideal de A tal
que I C B C Ay por lo tanto, I no es ideal maximo, es decir, si I es un
ideal maximo, entonces, ig es un elemento primo.

Por otra parte, supongamos que iy es un elemento primo de A y que M
es un ideal de A tal que I C M C A. Por el teorema 15, M = (myg), mg € M.
Como iy € I C M = (my), entonces, ig = zmyg para algiun z € A; por lo que
z es unidad en A o mg es unidad en A.

i) Si z es una unidad en A, 3 27! € A tal que zz~! = 1. Como 2mg = 1,
entonces, mg = 2z~ Yig € I, por lo que M C I y, entonces, M = I.

ii) Si mg es una unidad en A, entonces, M = A.

Por 1) y ii), si ip es un elemento primo, entonces, I es un ideal maximo.

]

Proposicién 23. Sea I' = {B, | A € A} una familia de subanillos de A,
entonces, [ By < A.

AEA
Demostracion. Sabemos que (By,+) < (A,4) ¥ A € A. Por el teorema 3,

) (Bx,+) < (A, 4).
AEA
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Sean a,b € [)(B,,-), entonces, a,b € (By,:) V A € A. Como (B,,-) es
AEA

un semigrupo V A € A, entonces, ab € (By,-) VA€ Ay asi, ab e () (By,).
AEA

Por lo tanto, () By < A.
AEA 0

Definicién 42. Sea S C A, a la interseccion de todos los subanillos de A
que contienen a S se le llama subanillo de A generado por S.

Definicién 43. Sea A un anillo, definimos la caracteristica de A como el
menor entero positivo n que cumpla que na = 0V a € A y la denotamos
como car(A) = n.

Si no existe tal entero positivo, entonces, decimos que el anillo A es de ca-
racteristica 0 y la denotamos como car(A) = 0.

Ejemplo 18. El anillo Z es de caracteristica 0.
- Sean € Z \ {0}, entonces, nz # 0V z # 0.

Asi, Z tiene caracteristica 0, esto es, car(Z) = 0.

Ejemplo 19. El anillo Z,, es de caracteristica n.
- Tenemos que ni =0V i € Z,.
- Sea 0 < k < n, entonces, k1 = k # 0.

Asi, n es el menor entero positivo tal que ni = 0 V i € Z,. Por lo tanto,
car(Zy,) = n.

4. Relaciones entre anillos

4.1. Homomorfismos e isomorfismos de anillos
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Definicién 44. Sean (A,+,-) y (A, +',-") dos anillos. Llamamos homomor-
fismo de anillos a una funcién ¢ que es un homomorfismo (de grupos) de
(A,+) en (A, +) y es un homomorfismo del semigrupo (A, ) en (A’,), esto
es, V x,y € A se cumplen las siguientes dos propiedades:

i) o(x +y) = o(@) + ¢(y)

/

i) p(z - y) = p(z) ' o(y)

y escribimos ¢ : A — A’

Proposicién 24. La composicion de homomorfismos de anillos es un homo-
morfismo de anillos.

Demostracion. Sean ¢ : A — A’y w : A — A” dos homomorfismos de
anillos. Por composicién de funciones sabemos que wo ¢ : A — A” y que

Va,ye A

i) wo ¢ es un homomorfismo de (A4, +) en (A’,4+') como se demostré en
la proposicién 5.

ii) w o ¢ que es un homomorfismo de (A,-) en (A’,-):

(wop)(r-y) = wlp(x-y))

[l
£ €

Por 1) y ii), w o ¢ es un homomorfismo de anillos de A en A”.

Lema 10. Si ¢ es homomorfismo, entonces, ¢(0) = 0'.

Demostracion. Sean ¢ : A — A’y x € A, entonces, p(0) = p(z — x) =
o(z) — (x) = 0/, por lo tanto, ©(0) = /.

Definicion 45. Sea ¢ : A — A’ un homomorfismo.
El nicleo de ¢ es el conjunto de los elementos z € A tales que p(z) = 0/

(neutro aditivo en el anillo A’). Al nticleo también se le conoce como kernel
y se denota como kery.
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kerop ={x € A|p(x)=0}

Llamamos imagen de ¢ al conjunto de todos los elementos ¢(x) tales que
x € Ay se denota como Imgp.

Imgp = { ¢(z) |z €A}

= Si ¢ es un homomorfismo y es inyectiva, diremos que ¢ es un mono-
morfismo.

= Si ¢ es un homomorfismo y es suprayectiva, diremos que ¢ es un epi-
morfismo.

= Si ¢ es monoformismo y epimorfismo, entonces, ¢ es biyectiva y diremos
que @ es un isomorfismo.

= Sip:A— A diremos que ¢ es un endomorfismo.
= Sip:A— Ay es biyectiva, diremos que ¢ es un automorfismo.

» Sip(z) =0V z € A, esto es, Imgp = {0’} o kerp = A, diremos que se
trata de un homomorfismo trivial.

Proposicién 25. Sea ¢ : A — A’ un homomorfismo, entonces, kerp = {0}
si y solo si ¢ es inyectiva.

Demostracion. Supongamos que kerp = {0} y sean z,y € A tales que
o(x) = ¢(y), entonces, p(x) — p(y) = 0" y como ¢ es homomorfismo, te-
nemos que p(x —y) = p(r) — ¢(y) = 0" por lo que x — y € kergp = {0}, asi,
xr—y =0y z=y. Por lo tanto, ¢ es inyectiva.

Ahora, supongamos que ¢ es inyectiva. Sea x € kerp, asi, p(z) = 0 = ¢(0)
por lo que p(z) = ¢(0) y, entonces x = 0. Por lo tanto, kerp = {0}.
[

Proposicién 26. Si ¢ es isomorfismo, entonces, ¢! es isomorfismo.

Demostracion. Supongamos que ¢ : A — A’ es un isomorfismo, entonces, ¢
es biyectiva, por lo tanto, o=! : A’ — A es también biyectiva.

Sean z’,y" € A’, como cp es blyectlva entonces, 3! z,y € A tales que p(z) = 2’
“Hely

v o(y) = ¥ Asi, ¢ (o(2) = (@) ¥ ) = ¢~ (y), por lo que
=9 2) yy=¢(y), entonces:
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i) ¢! es un homomorfismo de (A’,+') en (A, +) como se demostré en
la proposicién 7.

i) ¢~ es un homomorfismo de (A4’,-) en (A4, -):

(@ Y)

|
€ 8€ €6

Por 1) y ii), o~ es homomorfismo y como ¢! es biyectiva, entonces, ¢! es
un isomorfismo.

]

Definicién 46. Llamamos funcion identidad a una funcién ¢ : A — Ay
esta dada por:

plr)=xVzeA

A la funcién identidad la denotamos por 14.

Proposicién 27. Sea (A, +,-) un anillo, la funcién 14 es un isomorfismo.
Demostracion. Sea ¢ = 14.

i) ¢ es homomorfismo.

" plrty) =r+y=p(@)+e(y)

" pz-y) = -y =px) ey)
i) ¢ es inyectiva.

» Sea p(z) = ¢(y), como p(z) =z y ¢(y) =y, entonces, r = y.
iii) ¢ es suprayectiva.

» Seax € A,z = p(x).

Por i), 1) y i), ¢ es un isomorfismo.
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Definicién 47. Sean A y B conjuntos, A C B, a la funcién ¢ : A — B en
donde t(a) = a ¥V a € A, se le llama funcién inclusion de A en B.

Proposiciéon 28. Sean ¢ : A — A", w : A’ — A” dos homomorfismos y
® = w o ¢, entonces:

i) si ® es monomorfismo, ¢ es monomorfismo.
ii) si ® es epimorfismo, w es epimorfismo.
Demostracion. Sean ¢ y w homomorfismos y ® = w o ¢:

i) Supongamos que () = p(y), entonces, w(p(x)) = w(p(y)), esto es,
®(z) = ®(y) y como ® es monomorfismo, x = y. Por lo tanto, ¢ es
monomorfismo.

ii) ® es epimorfismo, entonces: V z € A” 3z € A tal que ¢(x) = z.
O(r) =w(p(r)) =2 Asi,Vze A" Fy € A, asaber, y = p(x) tal que
w(y) = w(p(z)) = z y por lo tanto, w es epimorfismo.

O
Teorema 17. Sea ¢ : A — A’ un homomorfismo de anillos, se cumplen:
i) Si I es ideal de A, entonces, ¢(I) es subanillo de A’.
i) Si I' es ideal de A’, entonces, o~ !(I’) es ideal de A.
Demostracion. Supongamos que ¢ es un homomorfismo de anillos, entonces:

i) Por el inciso i) del teorema 9, sabemos que (¢(I),+) es subgrupo de
(A’ +). Sean o', 0’ € p(I), entonces, 3 a,b € I tales que p(a) = d' y
o(b) = V. Como I es subanillo de A, tenemos que ab € I y como ¢
es homomorfismo, ¢(ab) = ¢(a)p(b) = a’'b’ € ¢(I) por lo que ¢(I) es
cerrado bajo - y asi, ¢(I) es subanillo de A’.

i) Sea ¢~ 1(I') = I. Por el inciso i) del teorema 9, sabemos que (I, +)
es subgrupo de (A, +). Sean z,y € I, entonces, p(x) = 2’y p(y) = ¢/
para algunos 2,3’ € I'. Como I’ es subanillo de A’, entonces, z'y’ € I’
y asi, 'y’ = p(x)e(y) = p(zy) € I’ por lo que zy € I. Asi, I cerrado
bajo - e I es subanillo de A.
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Por dltimo, sean 2’ € I' yy € A. Asi, 3z € [ yy € A tales que
e(x) =2"y p(y) =3y. Como I’ es ideal de A’, entonces, z'y’ € I' y asi,
2y = p(x)p(y) = p(zy) € I'. Por lo tanto, zy e IVz € [ yV y € A,
de esta manera, I es ideal de A.

]

Corolario 7. Sea ¢ : A — A’ un homomorfismo de anillos, entonces, Imgy
es subanillo de A" y keryp es ideal de A.

Demostracion. Imgp = {p(a) | a € A} = ¢(A) y como A es ideal de A,
entonces, por el inciso i) del teorema 17, Imgy es subanillo de A’.

kerop = {a € A | ¢(a) = 0'} = ¢ 1({0'}) y como {0’} es ideal de A’, en-
tonces, por el inciso i) del teorema 17, kerp es ideal de A.
O

4.2. Teoremas de isomorfismos de anillos

Definicién 48. Sean A un anillo e I un ideal de A, definimos al conjunto
A/l ={I +a|ac A}. Este es el conjunto de clases laterales de I en A.

Observacion: Como (A, +) es un grupo abeliano, entonces, a + I = I + a.

Proposicién 29. Sean A un anillo e I un ideal de A, entonces, (A/I,+,)
es un anillo con la operacién - dada por (I +a)(I +b) =1+ abV a,b € A.

Demostracion. Como (A, +) es un grupo abeliano e I C A, entonces, [ es
normal en Ay (A/I,+) es un grupo abeliano como se vio en la seccién 1.2.

Primero veamos que la operacion - estd bien definida. Sean a, d’, b, b’ € A tales
que I+a=1+a el+b= I+, deestamanera,a =u;+a yb=uy+0 con
uy,us € I, porlo que ab = (u1+a')(ug+b") = ujug+ui b’ +a’us+a’t’. Como I
es un ideal de A, entonces, u;b’' € I y a'uy € I, por lo tanto, ab = u+a’t’ con
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u=ugus+ub' +auy € I,asi, [+ab=I+u+db =1+db yaque I+u=1
y de esta manera, I +ab = I +a'b’ por lo que la operacién - esta bien definida.

Veamos ahora que (A4, -) es un semigrupo. Sean z,y,z € A/, entonces:

i) Cerradura: Sean * = [ +ay y = I + b con a,b € A, entonces,
xy=(I+a)(l+b)=14aby como ab € A, entonces, xy € A/I.

i) Asociatividad: Sean v = I +a,y =1+by z=1+ccon a,b,c € A,

entonces:

x(yz) = (I +a)[(I +b)(I+c)]
= (I—i—a)([ be)
= I+ [a(bc)]
= I+ [(ab)]]
= [ + (ab)|(I + ¢)
= [ +a)I+b)]I +c)
= (zy)z.

Por i) y ii), (A/I,-) es un semigrupo.

Por ultimo, veamos que - distribuye a +. Sean ¢ = [ +a,y =[+by z=I+c
con a,b,c € A, entonces:

i) - distribuye a + por la izquierda:

y+z) = (+a)]I+b)+(I+c)
= (I+a)[l+ (b+0)]
= I+a(b+c)
= I+ (ab+ ac)
= (I+ab)+ (I +ac)
= [(I4+a)(I+Db)]+[(I+a)+c)]
= xy+xZ.

ii) - distribuye a + por la derecha:

(y+2)z = [(I+0)+ [ +)( +a)
= [+ 0B+ +a)
I+ [(b+ c)d]
I+ (ba + ca)
(I +ba)+ (I+ ca)
= [(IT+b)(I+a)]+[IT+ )+ a)
= Yyxr + zx.
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Por i) y ii), - distribuye a +.

Asi, tenemos que (A/I,+) es un grupo abeliano, (A/I,-) es un semigrupo y
- distribuye a +, por lo tanto, (A/I,+,-) es un anillo.
L]

Proposiciéon 30. Sean A un anillo e I un ideal de A, entonces, existe un
epimorfismo 7 : A — A/I y kerm = I.

Demostracion. Sea m: A — A/l dada por w(a) =1 +aVa€ A:

i) Sean a,b € A, entonces, m(a +b) =TI+ (a+b) =T +a)+ (I +b) =
7(a) + m(b), por lo tanto, m es un homomorfismo del grupo (A,+) en

(A/I,+).

i) Sean a,b € A, entonces, m(ab) =1+ ab= (I +a)({ +b) = 7m(a)m(b),
por lo tanto, 7 es un homomorfismo del semigrupo (A,-) en (A/I,-).

iii) Sea x € A/, entonces, x = I + a para algin a € A, por lo tanto,
m(a) =1+ a=xy asi, 7 es suprayectiva.

Por i), i) y i), ™ es un epimorfismo de A sobre A/I.

Por 1ltimo, veamos que:

kerm = {a€ A|n(a) =0}
=1}

= {a€ A|n(a)

= {ac€A|Il+a=1}
= {a€A|acl}

= {a€cl}

= 1.

Asi, m: A — A/I es un epimorfismo y kerm = 1.
O

Al igual que en la seccién 2.2 (isomorfismos de grupos), a la funcién = la
conocemos como la proyeccion candnica de A sobre A/I.

Teorema 18. (Teorema de correspondencia). Sea [ ideal de A. La proyeccién
canénica 7 : A — A/I define una correspondencia biyectiva entre el conjunto
de ideales de A que contienen a I y el conjunto de ideales de A/I.
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Demostracién. Supongamos que J' es ideal de A/I. Por el teorema 17, 7= 1(.J)
es un ideal de A. Sea 77(J') = J, de esta manera, J' = {[ +j | j € J}, en
particular, I + 7(0) =1+ 0 =1 € J ya que 0 € J por ser J ideal, esto es,
7(I) C J', por lo tanto, 7= (w(I)) C 7= 1(J') y asi, I C J.

Por otro lado, supongamos que I C J y J es ideal de A. Por el teorema 17,
m(J) = J' es subanillo de A/I, a saber, J' ={[ +j|j € J}. Seax € A/I,
asi, r = [ +a para algin a € A por ser 7 epimorfismo. Como J es ideal de A,
entonces, aj € JV a € A, de manera que, xJ' = (I +a)(I+j)=I14+aj € J,
por lo que, AJ' C J'y J' es ideal de A/I.

Por lo tanto, existe una biyeccion entre los ideales de A que contienen a
I con los ideales de A/I.
]

En otras palabras, si I C J y J es ideal de A, entonces, 7m(J) es ideal de A/
y si J' es ideal de A/I, entonces, 77!(J') es ideal de A e I C 7= (J).

Proposicion 31. Sean [ e I’ ideales de A y A’ respectivamente y las pro-
yecciones candnicas m: A - A/l yn' : A — A/l Sip: A — A esun
homomorfismo tal que ¢(I) C I', entonces:

i) o+ AJI — A'JI', con o*(I +a) = I' + p(a) estd bien definido y es
un homomorfismo (inducido por ).

ii) T o p = * o, es decir, el siguiente cuadro conmuta:

A 5 oA
1 7
AT £ AT

i) kerp* = w(p 1 (I")) e Imgp* = 7'(Imgyp).

Demostracion. Sea ¢ : A — A’ un homomorfismo tal que ¢(I) C I’, enton-
ces:

i) Sean x,y € A/I tales que x = y. Como z,y € A/, entonces, z = [ +a
y y = I + b para algunos a,b € A. De esta manera:
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a—bel

p(a—0b) €I’y (por hipdtesis, ¢(I) C I')
I't+ola—b)=1T

I'+p(a) —¢(b) =TI’

I'+ pla) = I' + 9(b)

' (I +a)=¢"(I+0b)

I+a=1+0b

teoTL

Por lo tanto, ¢* estd bien definido.

Ahora, sean z,y € A/I, entonces, z = [ +ay y = [ + b para algu-
nos a,b € A, de manera que:

' (x+y) = ¢((I+a)+(I+D))
"I+ (a+0))

I'+ p(a+0b)

I'+ (p(a) + ¢(b))

= (I'+(a))+ "+ ¢(b))
= »"(x) +¢"(y).

Por dltimo, veamos que:

e (zy) = ¢ ((I+a){ +D))
©*(I + ab)

I' +ab
(I'+a)(I'+0b)
= p"()¢"(y).

De tal manera, ¢*(z +y) = ¢*(2) + *(y) y ¢*(zy) = ¢*(2)¢"(y) por lo
que ¢* es homomorfismo (inducido por ¢).

i) Sean 71’ o ¢ la composicién de funciones y a € A, entonces:

(m"op)(a) = 7'(p(a))
I'+ o(a)
¢*(I +a)
¢*(m(a))
= (¢*om)(a).

Por lo que 7’ o ¢ = ¢* o 7 y el cuadro conmuta.
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i) Veamos que kerp* = m(p 1 (I")) y que Imgyp* = 7/ (Imgyp):

kerp* = {xe€ A/l | p*(x)=1"}
{I+ala€Ay*(I+a)=1}
{It+alaeAel +pla)=1}%
{I+alaeAypla)el}

= {I+alacyp ' (I')}

= (e '(I).

Imgp* = {¢*(z) | v € A/I}

{o*(I +a)|ac A}
{I'+¢(a) | a € A}

'+ ¢(a) | pla) € Imgp}
= 7'(Imgyp).

]

Teorema 19. (Primer teorema de isomorfismos de anillos). Sea ¢ : A — A’
un homomorfismo, entonces, A/kery = Imgep.

Demostracion. Por el corolario 7 del teorema 17, Imgp es un subanillo de
A’y kery es ideal de A, por lo tanto, ¢ : A — Imgy es un epimorfismo y
A/kery estd bien definido.

Por la proposicién 31, tenemos que ¢* es un homomorfismo, y es tnico
puesto que ©*(I + a) = I' + ¢(a), esto es, ¢* estd determinado unica-
mente por ¢. Sin pérdida de generalidad, tomamos I’ = {0’} por lo que
o' (I+a)=1+¢p(a) =0+ ¢(a) = p(a) y tenemos:

i) kerp* = (0~ (I') = 7(¢~ ' ({0'})) = m(kerp) = 04/ker, POT lo que ©*
es monomorfismo.

ii) Imgp* = 7' (Imgp) = Imgp y como Imgy = Imgep/{0'}, entonces, ¢*
es epimorfismo.

Por i) y ii), ¢* es un isomorfismo.

Por lo tanto, A/kerg = Imgyp y el siguiente diagrama conmuta:

A 5 Imgp
\Lﬂ g/‘ ©*
Alkerp
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Teorema 20. (Segundo teorema de isomorfismos de anillos). Sean I y J
ideales de A, entonces, (I +J)/J = 1/(INJ).

Demostracion. Veamos que I/(1 N J) estd bien definido:
i) (INJ)C Iy por el teorema 23, (INJ) < 1.
i) Seana € lyxze (INJ):

» Como x € (INJ), entonces, z € I y como [ es ideal de A, tenemos
que ar € [ y xa € I.

» Como x € (INJ), entonces, x € J y como J es ideal de A, tenemos
que ar € Jy xa € J.

Asi, Vae I yVaze (INJ)tenemos que axr € (INJ)y xa € (INJ),
por lo que I N J es ideal de I.

Por i) y ii), I/(I N J) esta bien definido.

Por otro lado, (I +J)={i+jli€elyjeJ}ysean: (I+J)—=1/(INJ)
dada por n(i + j) = (I N J) + i, veamos que 7 estd bien definida y es un
homomorfismo:

i) Sea i’ + 7' =i+ 7, entonces, —i+1i' = j—j', de manera que —i+i' € [
y —i+id € J, por lo que —i+i' € (INJ). Asi, en I/(INJ) tenemos que
(INnJ)+i=UNJ)+i ynli+j)=n("+j), porlo que n estd bien
definida.

ii) Sean z1,x9 € (I + J), entonces, x1 = i1 + j1 y o = iz + jo con
11,12 € 1 y j1,J2 € J, de manera que:

n(xy +x2) =

[(i1 + j1) + (i2 + Ja)]
i1 + 1 + i + Jol

[(i1 +42) + (J1 + Jo)]
(21 4 i2) + J]
([ ) (21 -+ 22)
= [(INJ)+u]+[(INJ)+ i
= n(iy + j1) +nliz + j2)
n(1) +n(ws).

Ui
Ui
n
Ui
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Con j = j1 + j2 € J. Por otro lado, tenemos que:

[(i1 + J1) (i2 + J2)]

[i1(72 4 j2) + 71 (12 + j2)]
4192 + 11J2 + Jrie + j1Jo]
[i1ia + j]

(I N J)+iqis

(TN T) +al[(INJ) + o]
Ell + ju)n(iz + ja)

) (s)-

Con j = i1js + J1i2 + J1J2 € J. Por lo tanto, n es un homomorfismo.

n(zire) = 1
=7
=7

U

Por 1ltimo, veamos que:

kern = {xel+J|nlx)e(InJ)}
= {i+jliel, jeJynli+j)=(INJ)}
= {i+jliel,jeJy(In))+i=(INJ)}
= {i+jliel, jeJeic(INJ)}
= {i+jliel, jeJeiclJ}
= {i+jliedJyjeJ}
= J
Seax € I/(INJ), entonces, x = (I N.J)+1i para algin ¢ € /. De manera que
Viel, n(i+j)= (INJ)+i, porlo tanto, n es epimorfismo y asi, por el teo-
rema 19 (primer teorema de isomorfismos de anillos), (I + J)/J = I/(INJ).
[

Teorema 21. (Tercer teorema de isomorfismos de anillos). Sean I, J ideales

de A tales que J C I, entonces, A/I = (A/J)/(1/J).

Demostracion. Sean n: A — (A/J)/(I/J) dada por n(a) = (J +a) + (I/J)
y ai,as € A, entonces:

n(ar +ag) = [J+ (a1 +az)] + (I/J)
= [(J+a)+(J+a)]+ (I/J)
= [(J+a)+ /D] +[(J +a2) +(I/])]
= n(a1) +n(az).
n(aag) = [J+ (amaz)] + (1/J)

= [(J+a)(J+a)]+ (I/J)
= [(J+a) + /D] +a2) + (I/])]
= nla1)n(az).
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De manera que 7 es homomorfismo. Por ultimo:

kern = {a€ A|na)=1/J}
— facA|(J+a)+(I/T) = (1)}
= {acA|(J+a)+ (J+1i)=(J+7) para algunos i,i" € I}
= {acA|[(J+ (a+1i)]=(J+7) para algunos 7,i' € I}
= {a€ A|a+i=7 paraalgunos i,i" € I}
= {acA|acl}
= 1.

Por lo tanto, por el teorema 19 (primer teorema de isomorfismos de anillos),
AT = (A))/(L]J).
O

Teorema 22. Sean A un anillo conmutativo con uno e I un ideal de A,
entonces, I es ideal méaximo si y sélo si, A/I es campo.

Demostracion. Supongamos que [ es ideal maximo de A, por lo que los tinicos
ideales que lo contienen son A y él mismo. Por el teorema 18, A/I tiene tinica-
mente los ideales {0} y él mismo. Como A es conmutativo con uno, entonces,
A/I también es conmutativo con uno y, por la proposicién 19, A/I es campo.

Ahora, supongamos que A/I es campo, entonces, A/I es un anillo con divi-
sién. Por la proposicién 18, A/I tinicamente tiene ideales triviales, a saber,
{0} y él mismo. Por el teorema 18, A tiene tinicamente dos ideales que con-
tienen a I, estos son, los ideales A e I mismo, por lo tanto, I es ideal maximo.

]

5. Anillo de polinomios sobre un campo en
una indeterminada

5.1. Definiciones y operaciones con polinomios

Definicién 49. Sean F' un campo y x una indeterminada. Un polinomio en
x con coeficientes en F' es un objeto de la forma:
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aor’ + arxt + -+ apa™ + ap 4

en donde a; € FVi e Nya, =0V m > n para algin n € N. A un
polinomio en la indeterminada z generalmente lo denotamos por:

f(z) = iaixi.
1=0

oo
Observacion: Si el polinomio f(z) = > a;x’, entonces, para algin n € N,
i=0

o0
a;x' + > a;x', en donde a; =0V i > n.
0 1=n—+1

fz) =

n
1=

Al conjunto de todos los polinomios con coeficientes en el campo F' sobre
la indeterminada x lo denotamos por F[z] y lo escribimos como:

Flz] ={f(z) =Y aix' |a; € FYieNya, =0V m>n para algin
i=0
n € N}.

Definicién 50. Sean F|x] como en la definicién 49 y f(z), g(x) € Flz] con

f(x) = Y aix" y g(x) = Y b;a?; definimos la igualdad de f(z) y g(x) como
i=0 Jj=0
sigue:

f(x) =g(x) siysdlosia; =0b;VieN.

Definicién 51. Sean F[z] como en la definicién 49 y f(z),g(x) € F[z]| con

f(z) = Yax’ y g(x) = Y bja?; definimos la suma de f(z) y g(x) como
i=0 i=0
sigue: f(z)+g(x) = h(z) = cgz’ +c12' +- -+, en donde ¢, = a5, +b, Vk € N,
esto es:

@)+ glz) = hiz) = i’i (a + br)*.

Definicién 52. Sean F[z] como en la definicién 49 y f(x),g(z) € Flz]

con f(xz) = Y ax’ y g(x) = Y b;a?; definimos el producto de f(z) y g(x)
i=0 Jj=0

como sigue: f(z)g(z) = h(z) = cox® + cix' + -+, en donde V k € N,
cr = apby + ap_1b1 + - - - + agby, esto es:
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F(@)gle) = h(x) = 3(3° anby_n )

k=0 h=0

Corolario 8. Si f(z) = 2’ y g(x) = 27, entonces, f(x)g(z) = 2.

(o]
Demostracion. Como f(x) = 2', entonces, f(z) = Y apz® con a; = 1y
k=0
oo
ap = 0V k # i; de igual manera, como g(x) = 27, entonces, g(z) = >_ bpa*
k=0

conbj=1yb, =0V Ek#j.

oo k
Por la definicién 52, f(x)g(z) = h(z) = > (> anbr_p)z*. Observemos que
k=0 h=0
apbp_p #0siysoélosih =1y k—h=j, estoes, siysolosik=1i+j, por
k

lo que, Y apbp_p # 0 siy sélo si k =i+ j, por lo tanto, h(z) = (a;b;)at7;
h=0
como a; = 1y b; =1, entonces, h(z) = [(1)(1)]z"™ = 12" = 2",

POI' 10 tanto’ Si f(ﬂj‘) = x‘i y g(:(j) — xj, entonces’ f(x>g<x> — .’,EZ+‘7
]

Proposicién 32. (Fz],+,-) es un anillo conmutativo con las operaciones
+ vy - de las definiciones 51 y 52.

Demostracion. 1.- Veamos que (F[z],+) es un grupo abeliano. Por la de-

finicion 51, V f(z),g(x) € Fla] con f(x) = Y ax’ y glx) = Y bad,
k=0 k=0
flx)+g(x) = > (ar +bg)x", entonces, como ay, by € F'V k € N, se cumplen:
k=0
i) ar, + b, € F'V k € N. Por la observacién en la definicién 49, a; = 0
Vi > m para algin m € Ny b; = 0V j > n para algin n € N, asi,
ar + b, =0V k > max{m,n} y por lo tanto, f(z) + g(z) € (Flx],+) v
asi, (F[x], +) es cerrado.

i) Sean f(z) = Y a;x’, g(x) = D bjal y h(x) = > cpz”, entonces:
i=0 i=0 h=0
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= Saxt + [ D bjat + 3 cpal]
=0 =0 h=0

= Yaat+ > (b +cp)x”
1=0 k=0

o0

= St b+l
_ 2[(ai+bi)+ci]xi
_ i}[mﬁbi)chm]
= i}(ai-i-bi)xi—i-i)cimi

= [g%aimi + jibjxj] + g:ochxh
= [f(z) +g(x)] + h(z).

De esta manera, (F[z],+) es asociativo.

i) ¥V f(x),g(x) € Flx] tenemos que f(z) + g(z) = ]i(ak + by)ak =

ST (b + ag)x® = g(x) + f(z), por lo tanto, (F[z],+) es conmutativo.
k=0

o0 —_—
) Sea 0 € F, tomamos Y. 0z* € F[z] y lo denotamos por 0, entonces,
k=0

V f(z) € F[z] tenemos que:

f(z)+0

oo o0
= Sapr® + > 0zF
ko—o() k=0

= k;(ak + 0)z*

oo
= Y apa®
k=0

— f().

Por lo tanto, 0 es el neutro aditivo de (F[x],+).

v) Sea f(x) = Y apz*. Comoa, € FVk €N, 3 b, € F tal que by = —ay,
k=0

V k € N. Sea g(z) = Y. bpa", entonces, f(x) + g(z) = > (ap + by)z* =
k=0

k=0
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ST (ag + (—ag))z® = >202* = 0, por lo que g(z) = —f(x) y asi, todo
k=0 k=0
elemento de F[z| tiene inverso aditivo.

Por i), i), i), i)y v), (F[z],+) es un grupo abeliano.

2.- Ahora, veamos que (F'[z],-) es un semigrupo conmutativo. La definicién

52 indica que V f(z),g(x) € Fl[z], con f(z) = iaixi vy g(z) = ibjxj,
k=0 k=0

00 k
f(@)g(z) = > (> anbr_p)z*, entonces, como ay, by € F'V k € N, se cumplen:
k=0 h=0

i) a;b; € FVi,je€N Comoa; =0Vi>mparaalginm e Ny b; =0
k
V j > n para algiun n € N, entonces, Y apbp_p, =0V k > m + n, por lo
h=0
tanto, f(z)g(x) € (Flz],-) y asi, (F[z],-) es cerrado.

i) Sean f(z) =Y a;x" y g(x) = > bja?, entonces:
i=0 7=0

f(@)g(z) = <§az-xi><§fobjxj>

= > iahbk—h)l‘k

k=0 h=0

0o k
= Y (X bppan)z®
k=0 h=0

k
= > (X brag—p)z*
k:og h=0 o
= (Xoba?)(Doax’)
=0 i=0

= g(@)f(2).

De esta manera, (F[z],-) es conmutativo.

i1) Sean f(z) = Y a;x’, g(x) = S bja? y h(x) = Y cxx®, entonces:
i=0 i=0 k=0
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(@) g(@)h(z)] = iZaixi[ibjxjicm

- S [;(2% )
= i[iargb Cip s]

oo i i—T

= Z[Zzarb Ci—r— 8]

= i[Z:Za bi—y—sCy )’
= S[EeT b

= ch [i(;oahbjh)g;a]
~ [j;](éahbj_h)xj]gcixi
= [f(z)g(z)]h().

De esta manera, (F[z],-) es asociativo.

Por i), i) y i), (F|x],-) es un semigrupo conmutativo.
3.- Por tltimo, vamos a demostrar que + distribuye a -. Sean f(z) = > a;27,

9@) = Zbﬂj y h(m) = chxk, entonces:
k=0

J=0
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f(@)g(x) + h(z)] =

De manera que + distribuye a -.

Sax' Y bt + S epa?]
i=0 =0 k=0
;)aﬂi[z (bj + ;)27

J=0

Z[Zah(bi—h + Ci_h)]xi
=0 h;o

S (anbih + anciop)l2’
=0 h='0

SIS (anbsnt® + anci_na)]

i=0 h= 0

Z[Zahbz hﬂ? + Zahcl h:E]

= Oh 0 h= O
Z[Zahbz h$]+2[zahcz n']
= Oh Z 0 h= 0

Zal Zb :L‘J—i-Zal chx
f()()+f()()

Asi, por 1,2y 3, (F[x],+,-) es un anillo conmutativo.

]

Nota: A partir de este momento y para simplificar la notacién al igual que
lo hicimos en los capitulos de grupos y anillos, al anillo de polinomios en
una indeterminada x con coeficientes en F' lo denotaremos tnicamente por
F[z], tomando en cuenta que las operaciones que utilizamos son las de las

definiciones 51 y 52.

Proposicién 33. F[z] es un anillo con uno.

Demostracidn. Sean 0,1 € F, tomamos Y b;x* € Flx] con by =1y b, = 0

=0

V k> 1y lo denotamos por 1, esto es:
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=
I

12° + 0zt + 022 + - - -

= 120+ > 0z*F
k=1

= (14+0)2°+ > 02*
k=1

= 1294 02° + > 0zF
k=1

= 204 S 0%
E=0
= 2940

= v

Sea f(x) € F[z] con f(x) = Y a;x", entonces, por el corolario 8 tenemos que:
i=0

f@T = Sai(a?)
i=0
= Zai(xixo)
Zo:OO
_ ;)ai(x”o)
= iaixi
i=0

= fl=z).

Por la proposicién 32, F[z] es conmutativo, asi, f(z)1 = 1f(x) = f(z) y por
lo tanto, F[z] es un anillo con uno.
]

Nota: Cuando nos refiramos a los elementos 0,1 € F[z]| de ahora en adelante
lo haremos como 0 y 1 respectivamente y uinicamente cuando el contexto no
permita confusién con el 0 y 1 del campo F.

5.2. Funcion grado, algoritmo de la division y polino-
mios irreducibles
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Definicién 53. Sea 0 # f(z) = > a;z'. Por la observacién en la definicién
=0

49, 3 n € N tal que f(x) = Zalx—i- Zax cona; =0Yi>nya, #0,
1=0 i=n+1
entonces, decimos que el polinomio f(x) es de grado n y lo denotamos como

gradf(z) =

Decimos que un polinomio es constante si se trata del polinomio 0 o si el
grado del polinomio es 0.

Observacion: A partir de este momento para simplificar la notacion, al re-
(o]

ferirnos al polinomio f(z) = > a;z*, lo podremos hacer unicamente como
=0

flz) = Zalx teniendo en cuenta que a; = 0 V ¢ > n con a, no necesaria-
=0
mente 0 esto es, gradf(xz) < n.

Definicién 54. Sea f(z) = Y a;z’ tal que gradf(z) = n, decimos que f(x)
i=0
es monico si a, = 1.

Lema 11. Sean f(x),g(x) € Flx] tales que f(z) # 0, g(x) # 0y f(x) +
g(x) # 0, entonces, grad(f(z) + g(x)) < max {gradf(z), gradg(z)}.

Demostracion. Sean f(x) = Y a;x’ y g(x) = Y bz’ para algunos m,n € N
i=0 j=0

tales que a,, # 0y b, # 0, entonces, grad f(x) = m y gradg(x) = n. Sin pérdi-
da de generalidad, suponemos que m > n, por la definicién 51, sabemos que

f@)+g(z) =h(z) =Y ca* a;=0Vi>myb; =0V j>n. De esta ma-
k=0

nera, ax+ b, = 0V k > m y asi tenemos que h(x) = chx + Z cra® para
k=l+1
algin [ < m, de manera que, gradh(z) =1 < m. Por 10 tanto, grad(f(x) +

g(x)) < mdx {gradf(z), gradg(z)}. .

Lema 12. Sean f(z),g(z) € F|x] tales que f(x) # 0y g(z) # 0, entonces,
grad(f(z)g(x)) = gradf(z) + gradg(z).
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Demostracion. Sean f(z) = Y a;x" y g(x) = > bja? con gradf(xz) = my
i=0 =0

gradg(z) = n, entonces, a,, # 0y b, # 0, p(;r lo que a,,b, # 0. Por la
o) k

definicién 52, f(z)g(z) = r(z) = > (X anbr_n)r*; a; =0V i>myb; =0
=0

k k
YV j > n, entonces, > apbp_p =0V k>m+ny > apbp_p = anb, # 0 para
h=0 h=0
k=m+n.

Por lo tanto, grad(f(z)g(z)) = k = m+n = grad f(z) +gradg(z), de manera

que grad(f(z)g(x)) = gradf(z) + gradg(x).
0

Corolario 9. Sean f(z), g(z) € F|x] tales que f(z) # 0y g(x) # 0, entonces,
gradf(z) < grad(f(z)g(z)).

Demostracion. Como f(z) # 0y g(z) # 0, entonces, gradf(z) = m > 0
y gradg(x) = n > 0 para algunos m,n € N. De esta manera tenemos que
m < m+n = gradf(z) + gradg(z). Por otro lado, por el lema 12, sabemos

que grad(f(z)g(x)) = grad f(z) + gradg(z).

Por lo tanto, m = gradf(z) < m+n = grad f(x)+gradg(x) = grad(f(x)g(z))

y asi, grad f(x) < grad(f(z)g(x)).
0

Lema 13. F[z] es un dominio entero.

Demostmcz’én Sean f(z),g(x ) € F[z] tales que f(x) # 0y g(z) # 0, enton-
ces, f(z) = Zazx y g(z) = Zb .27 para algunos m,n € N con a,, # 0y
b, # 0, asf, amb # 0, porloquef()() h(x) # 0.

Por lo tanto, si f(x) # 0y g(z) # 0, entonces, f(x)g(z) # 0y Flz] es

un dominio entero.
O

Teorema 23. (Algoritmo de la divisién). Sean f(z),g(x) € F[z] tal que
g(z) # 0, entonces, existen ¢(z), r(z) € F[z] tales que f(x) = q(x)g(x)+7r(z)
y r(x) = 0 o gradr(z) < gradg(x).
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Demostracion. Sean f(z) = Y a;x" y g(x) = > bja? con gradf(xz) = my
i=0 =0

gradg(z) = n. Si m < n, entonces, tomamos ¢(z) = 0y r(z) = f(z) de

manera que f(z) = 0g(z) + f(z) y el teorema se cumple.

Supongamos que m > n y sea r1(x) = f(z) — (an/by)x™ "g(x). Asi, te-
nemos que gradr;(z) < m, de manera que:

i) Si gradri(z) < n, tomamos ¢(x) = (am/by)x™ ™, r(z) = ri(z) y el
teorema se cumple.

ky ,

i) Si gradry(z) £ n, entonces, r1(z) = Y 7,2 con ki < m y repetimos
i=0

el procedimiento hasta que gradr,(z) < n o rp(x) = 0, y obtenemos los

siguientes polinomos:
k2 4

ro(z) = ri(x) — (rp, /bn) 2™ g(2); ro(x) = S o2t con ky < ky.
i=0
k3 .

r3(z) = ro(x) — (rpy/bn)x™ "g(); r3(x) = > 13,2t con ks < ke.
i=0

ra(z) = rp_1(x) = (15, _, /bn)xFr=17""g(x); rp(z) = 'l:rkixi con kp, < kp_1.
Por lo tanto, tenemos que: -
f@) = @)+ (am/bn)z""g(x) = r1(x) + q(z)g(z),
ri(@) = ra(@) 4 (e /ba)a Tg(x) = ra(r) + ga(@)g(2),
ra(z) = r3(@) + (1 /ba)ag(x) = rs(x) + as(@)g(2),

(@) = (@) + (e B)sR (@) = (@) + an(@)g(a).
y de esta manera:

fx) = rm(z)+ qlr)g()
ra(%) + ¢2(2)g(2) + 1 (x)g(x)
= 13(2) + g3(2)g(2) + ¢2(2)g(x) + @ ()g(x)

; () + qn(x)g(x) + g1 (z)g(z) + - - + q1(x)g(x)
= (@) + [gn(z) + gh-1(z) + - - + 1 (2)]g(2).
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Sea q(x) = q1(x) + g2(x) + - - - + qn(z), entonces, f(x) = q(z)g(x) +r1(x)
con gradry,(x) < gradg(z) o rp(x) = 0.

[l
Teorema 24. F[x] es un anillo euclidiano.

Demostracion. Por el lema 13, F[z]| es un dominio entero.

Definimos V f(z) € Flz], f(z) # 0 la funcién d(f(z)) = gradf(z). Por la
definicién 53, gradf(z) : Flz] \ {0} — Z*; por el corolario 9 del lema 12,
gradf(x) < grad(f(z)g(z)) y por el teorema 23, V f(z),g(z) # 0 existen
q(z),r(x) tales que f(z) = q(x)g(x)+r(x) y gradr(z) < gradg(z) o r(x) = 0.

Por lo tanto, F[z] es un anillo euclidiano.
[l

Proposicién 34. Sea u(z) € Flz|, u(x) # 0, entonces, u(z) es unidad si y
sélo si u(x) es una constante.

Demostracion. Supongamos que u(z) es unidad, esto es, 3 u/(z) € F|x] tal
que u(x)u'(x) = 1 por lo que grad|u(x)u'(z)] = grad(l) = 0. Por el lema
12, gradu(z) + gradu/(z) = 0 y como gradf(x) > 0V f(x) € F|x], entonces,
gradu(z) = gradu/(x) = 0. Asi, u(x) es una constante.

Ahora, supongamos que u(z) # 0 es una constante, esto es, gradu(z) = 0
por lo que u(z) = a para algin a € F. Como F' es un campo, 3 o’ € F tal
que o’ = 1. Sea u/(x) = o, entonces, u(x)u'(z) = aa’ = 1, por lo tanto,
u(z) es unidad.

O

Definicién 55. Decimos que p(z) € Flz], p(x) # 0, es un polinomio irredu-
cible sobre el campo F' si siempre que p(x) = a(x)b(x), (a(z),b(z) # 0 por
ser F'[z] un dominio entero), entonces, grada(x) = 0 o gradb(x) = 0, es decir,
a(x) o b(x) es una unidad.

Observacion: Los polinomios irreducibles son los elementos primos en F'[x]
de acuerdo a la definiciéon 27 y a la proposicién 34.
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5.3. Extensién de campos, raices de polinomios, teore-
ma del residuo y multiplicidad de raices

Definicién 56. Sea F' un campo, decimos que el campo K es una extension
de F'si F' C K, es decir, si F' es subcampo de K.

Observacion: Si K es una extensién de F, entonces, K es un espacio vec-
torial sobre F' con las operaciones de K ya que, por hipdtesis, K es un
campo, por lo que (K,4) es un grupo abeliano y como F' C K, entonces,
VfeFyVkeK, fke Kyasi, K es un espacio vectorial sobre el campo F'.

Definicién 57. El grado de K sobre F' es la dimensién de K como espacio
vectorial sobre F' y lo denotamos como [K : F/.

Nota: Si K es de dimensién finita, entonces, decimos que K es una extension
finita de F.

Teorema 25. Si L es una extension finita de K y K es una extension finita
de F, entonces, L es una extensién finita de F'y [L: F| = [L : K][K : F].

Demostracion. Como F' C K y K C L, entonces, F' C L y L es una exten-
sién de F'.

Como las extensiones de L sobre K y de K sobre F' son finitas, entonces,
L : K] =my [K:F|=n para algunos m,n € N. Sean {vy,...,v,} una
base de L sobre K y {wy,...,w,} una base de K sobre F. Formamos el con-
junto I' = {vw; | i € {1,...,m};j € {1,...,n}} de manera que |I'| = mn.

Sea | € L, entonces, | = ajvi + -+ + @y, con aq,...,q,, € K; ademas,
Vie{l,...,m}, a; = Bpwi+- -+ Binwy, con Bi, ..., Bin € F. Sustituyendo
las a; en [ tenemos que | = (Brywy + -+ - + Srawy)vr + -+ + (Bawy + -+ +
BrnnWn ) U, Y, entonces, [ = fryvywy + -+ + Brpviwy, + -+ - + B Vpwy + -+ - +
BmnUmwy, por lo que V [ € L, | es combinacion lineal de los elementos de I’
con coeficientes en F.
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Por 1ltimo, tenemos que demostrar que I' es linealmente independiente. Su-
pongamos que 6llvlwl +- 5lnvlwn +-+ 5m1vmwl +-- +ﬁmnvmwn = 07
entonces, (Buwi + -+ + frpwp)vr + -+ (Bawr + -+ + BunWn) vy = 0,

esto es, ajvy + + -+ + QpUy, = 0y como {vy,...,v,} es una base de L sobre
K, entonces, a; = -+ = «,, = 0. Por lo tanto, S;;wy + -+ + Bipw, = 0
Vie{l,...,m}y como {wi,...,w,} es una base de K sobre F', entonces,

Bij=0Vie{l,...om}yVje{l,...,n}.

De esta manera, I' es base de L y como |[['| = mn, entonces, L es una
extension finita de F'y [L: F] =mn = [L: K|[K : F].
O

Corolario 10. Sea L una extension finita de F' y sea K un subcampo de L
tal que F' C K, entonces, [K : F]|[L : F].

Demostracion. Como K es un subcampo de L y F C K, tenemos que K es
una extensién de F''y como [L : F| es finita, entonces, [K : F] es finita. Por
otro lado, L es de dimensién finita sobre F'y F C K, entonces, [L : K] es
finito. De esta manera tenemos que [L: F| =1, [L: K]=my [K: F]=n
para algunos [,m,n € N. Asi, por el teorema 25, [ = mn, por lo tanto,
[L:F]=[L:K]K:F]porloque K :F||[L:F].

m

Definicién 58. Sean f(z) = Y a;z' € F|z], K una extensién de F' y a € K;
i=0

definimos la funcién ¢, : Flz] — K como ¢, : Y. a;z" — Y a’ y la
i=0 i=0

denotamos como o, (f(x)) = > aa’ = f(a).
i=0
Lema 14. ¢, es un homomorfismo de anillos.
Demostracidn. Sean a € K y f(z),g(z) € Flz] tales que f(z) = Y asx’ y
i=0

g(z) = > B;x7, entonces:
i=0
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cal F(2) +g(x)) = %@aimiﬂjﬂ)

= wa(> (i + Bi)z")

1=0
00

= > (ai+B)a’
i=0
= Y aa' + ) fal
i=0 j=0
= @al(f(2)) + @alg(2)).
De la misma manera, tenemos que:

ol F(x)g(z) = %<<§%xi><§ﬁjxj>>
= oD (S

(iahbk n)a
aza)(i:oﬁja”
f(@))palg()).

Por lo tanto, ¢, es un homomorfismo de anillos. A ¢, le llamamos el homo-
morfismo evaluacion en a.

I
M8”M8

= (]

_— spa

.
O

—~

]

Definicién 59. Sean K una extensién de F', ¢, el homomorfismo evaluacion
enay f(x) € Flz]. Si p.(f(x)) =0, decimos que a es raiz de f(x).

Definicién 60. Sean K una extension de F'y a € K, decimos que a es
algebraico sobre F' si existen elementos ag, aq,...,qa, € F, con al menos una
a; # 0 parai € {0,1,...,n} tales que apa® + ajal + -+ + a,a™ = 0.

Esto es, decimos que a € K es algebraico sobre F' si existe f(z) € Flz],

f(z) # 0 tal que f(a) = 0, es decir, existe f(z) € F[z], f(x) # 0 para el que

a es raiz.
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Definicién 61. Sea K una extension de F', decimos que K es una extension
algebraica de F' siV a € K, a es algebraico sobre F'.

Proposicién 35. Si K es una extension finita de F', entonces, K es una
extension algebraica de F'.

Demostracion. Como K es extension finita de F', [K : F] = m para algin
m € N, esto es, K es un espacio vectorial sobre F' de dimensiéon m, entonces,
un conjunto de n vectores con m < n es linealmente dependiente, por lo
n
que V a € K, existen ay,...,qa, € F tales que > «a;a’ = 0 con al menos un
i=0
a; # 0. Por lo tanto, V a € K 3 f(z) € Flz], f(z) # 0 tal que f(a) =0y
asi, K es algebraico sobre F.
O

Definicién 62. Sean K una extension de F'y a € K, F(a) es el minimo
subcampo de K tal que F' C F(a) y a € F(a). A este campo le llamamos el
subcampo obtenido por la adjuncion de a a F'.

Observacién 5. F(a) = {f(a)/g(a) | f(x),9(x) € Flz]y g(a) # 0}.

Demostracion. Sea M = {f(a)/g(a) | f(z),g(x) € Flz] y g(a) # 0}, es ficil
ver que M es un campo. Sea g(x) = 1, entonces, V f(x) = a con a € F
tenemos que f(a)/g(a) = /1 = a de manera que F' C M; ahora, tomamos
a f(x) = x, entonces, f(a)/g(a) = a/1 = a y asi, a € M, de manera que
F(a) C M.

Por otro lado, sea f(x) € F[z], esto es, f(z) =Y. az' y f(a) = > aa’. Co-
i=0 i=0

mo F'(a) es campo y o, a* € F(a) Vi € {0,...,n}, tenemos que f(a) € F(a)
V f(x) € Flz]. Sea g(z) € F[z] tal que g(a) # 0, sabemos que g(a) € F(a)
y como F(a) es campo, entonces, g(a)™' € F(a) asi, f(a)/g(a) € F(a) y
M C F(a).

De esta manera, F'(a) C M C F(a), por lo tanto:

F(a) = {f(a)/g(a) | f(z),9(x) € Flz] y g(a) # 0}.
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Definicién 63. Sea K una extension de F, decimos que K es una extension
simple de F' si existe o € K tal que K = F().

Teorema 26. Sean K una extensién de F'y a € K, entonces, a es algebraico
sobre F' siy sélo si F'(a) es una extension finita de F.

Demostracion. Supongamos que F'(a) es una extensién finita de F', entonces,
[F(a) : F] = m para algin m € N. Sea = {a’ = 1,qa,...,a™} € F(a) de
manera que || = m+1, entonces, existen ag, aq, . . ., &, € F no todos 0 tales
que agl + aya + -+ + a,,a™ = 0, de esta manera, a satisface al polinomio
f(x) =ag+ayz+ -+ apz™, por lo tanto, a es algebraico sobre F.

Ahora, supongamos que a € K es algebraico sobre F', entonces, 3 f(z) € F|[z]
de grado minimo tal que f(x) # 0y f(a) = 0. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que gradf(z) =n conn € N, asi, f(z) = apz’ + - -+ + @, 2™ con
ag, ...,y € F, no todos cero y o, # 0 tales que apa® + - - - + a,a™ = 0. Sea
g(.T) = (QO/an)xO +ot (an/an)mn = 5010 +oo+ ﬁnxn con 61 = O51'/0%
Vi€ {0,...,n}; de esta manera, 8, = 1y g(x) = Bz’ + --- + 2", esto es,
g(z) es ménico. Sustituimos z por a y tenemos que g(a) = Boa’+---+a™ = 0.

Asi, a® = —fBpa’ — -+ — B,_1a™ !, multiplicamos por a y tenemos que
@l = —Bya — - — By 10" = —Bya — -+ — Pu_1(—Poa® — -+ — Bp_1a"L).
Siguiendo este mismo procedimiento vemos que a"**, con k > 0 se pue-
de escribir como combinacién lineal de los elementos 1,a,...,a" ! sobre el
campo F. Sea I' = {1,a,...,a" '} € F(a), por lo anterior, sabemos que T
genera a F'(a). Por dltimo, supongamos que existen g, ..., 7,1 tales que
Yoa® + -+ + Y,_1a" ! = 0, entonces, v; = 0V i € {0,...,n — 1}, de no ser
asi, f(x) no es de grado minimo lo cual contradice nuestra hipétesis. Por lo
tanto, I' es linealmente independiente.

I genera a F'(a) sobre F'y es linealmente independiente, entonces, I' es base
de F(a) y como |I'| = n, entonces, F(a) es de dimensién finita sobre F, a
saber, [F(a) : F] =ny asi, F(a) es una extensién finita de F.

O

Definicién 64. Sean K una extension de F'y a € K, decimos que a es
algebraico de grado n sobre F si a es raiz de algin polinomio f(x) € F[z],
f(z) #0, gradf(z) = n y a no es raiz de ningin otro polinomio g(z) € F|x]
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tal que gradg(z) < gradf(x), entonces, como corolario del teorema anterior,
tenemos:

Corolario 11. Sean K una extensién de F'y a € K tal que a es algebraico
de grado n sobre F', entonces, [F(a) : F| = n.

Demostracion. Sea a € K algebraico de grado n sobre F, entonces, por la
definicién 64, 3 f(z) € F[z] tal que f(z) # 0, gradf(z) =n, f(a) =0y a no
es rafz de ningun otro polinomio g(x) € Fx] con gradg(x) < gradf(z), esto
es, f(x) es de grado minimo tal que f(a) = 0. Asi, se cumplen las hipdtesis
del teorema anterior de lo que se sigue que [F'(a) : F| = n.

]

Teorema 27. Sean K una extension de F'y a,b € K tales que a y b son
algebraicos sobre F', entonces, a = b,ab y a/b (si b # 0) son algebraicos sobre
F

Demostracion. Sean a,b € K algebraicos sobre F', entonces, por el teorema
26, F'(a) y F(b) son extensiones finitas sobre F' por lo que podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que [F(a) : F] = m y [F(b) : F] = n para algunos
m,n € N.

Sean F(a) = T y W = T(b) el minimo subcampo de K tal que " C W
y b € W como en la definiciéon 62. Como b es algebraico de grado n sobre
F,FCTcWybe W, entonces, b es algebraico de, cuando més, grado n
sobre T, esto es, [W : T] < n. Por el teorema 25, [W : T|[T : F] = [W : F],
entonces, [W : F] <nm y W es una extension finita de F.

Como a,b € W, entonces, a + b,ab,a/b € W y como [W : F| es finito,
por el teorema 26, a + b, ab y a/b son algebraicos sobre F'.
]

Observacion: Por la construccién de W, los elementos que son algebraicos
sobre F' forman un subcampo de la extensién K.

Corolario 12. Si a,b € K son algebraicos sobre F' de grados m y n respec-
tivamente, entonces, a + b,ab y a/b (si b # 0) son algebraicos sobre F de,
cuando mas, grado mn.
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Demostracién. Por el teorema 27, a + b,ab,a/b € W y [W : F|] < mn,
entonces, a = b,ab y a/b son raices de un polinomio a lo més de grado mn.
m

Teorema 28. Sean L una extension algebraica de K y K una extensién
algebraica de F', entonces, L es una extension algebraica de F'.

Demostracion. Sean | € L y L una extension algebraica de K, entonces,
[ satisface a algiin polinomio yz° + - -+ + v,2" € K|[z| para algtin n € N
Y Y0,---,% € K no todos cero. Como K es algebraico sobre F', forma-
mos las extensiones finitas como en el teorema 27 y tenemos: My = F/(v),
M, = My(v1), ..., M, = M, _1(7,) de manera que [ es algebraico sobre M,,.
Por ultimo, formamos la extensién finita M, (l) de M,,.

Por el teorema 25, [M, (1) : M,|[M, : F| = [M,(l) : F] por lo que M,(I)
es una extension finita de F' y asi, [ es algebraico sobre F'. Como [ es arbi-
trario, entonces, L es una extension algebraica de F'.

O

Teorema 29. (Teorema del residuo). Sean f(z) € Flz] y K una extensién
de F, entonces, V a € K, f(z) = (x —a)g(x) + f(a) con g(x) € K[z] y si
gradf(x) > 1, entonces, gradg(z) = gradf(z) —

Demostracién. Como F C K, entonces, F[x] C K[z y asi, f(z) € K[z]. Por
otro lado, a,r € K|z], a saber, a = ax’ y x = 1z por lo que z —a € K[z] y
grad(z —a) = 1.

Por el algoritmo de la division (teorema 23), existen g(z),r(x) € K[z] tinicos
tales que f(z) = (z—a)g(z)+r(z) conr(z) = 0o gradr(z) < grad(z — a) = 1,
esto es, gradr(xz) = 0, por lo tanto, r(z) =r € Ky f(z) = (z — a)g(z) + .
Evaluamos f(x) en a y tenemos: f(a) = (a — a)g(a ) r=(0)g(a) +r=r;
por lo que r = f(a), de esta manera, f(z) = (z — a)g(z) + f(a) con

fla)=r=r(z) € Klx].

Por tltimo, supongamos que gradf(xz) > 1, por los lemas 11 y 12 (grados de
un polinomio), tenemos que:

i) Si f(a) = 0, entonces, f(z) = (x — a)g(x) y tenemos:

77



gradf(z)

Asi, gradg(z) = grad f(x) — 1.

grad[(z — a)g(z)]
grad(z — a) + gradg(x)
1 + gradg(z).

ii) Si f(a) # 0y gradf(a) = 0, entonces:

» f(x) = (z —a)g(xz)+ f(a) y tenemos:

grad f(z)

A

. f2) = fla) = (z —a

~

grad[f(z) — f(a)]

1 + gradg(z)

Asi, gradf(x) < gradg(z) + 1 < gradf(z) y gradg(xz) = grad f(x) — 1.

grad[(z — a)g(z) + f(a)
méax{grad[(x — a)g(z)
max{grad[(x — a)g(
grad|(z — a)g(x)
grad(z — a) + gradg(x)
1 + gradg(z).

O /AN | R [ B I

]
], gradf(a)}
1,0

z)

g(x) y tenemos:

grad[(z — a)g()]

grad(x — a) + gradg(z)

1 4 gradg(z)

grad[f(z) — f(a)]
méx{gradf(z), gradf(a)}
max{gradf(z),0}
gradf(x).

Por i) y ii), gradg(z) = grad f(z) — 1.

Por lo tanto, f(x) =
g(x) € Klz].

Corolario 13. Sean f(x) € F[z] y K una extensién de F. Si a € K es raiz
de f(x), entonces, (z — a)|f(x) en K|z].

Demostracion. Por el teorema 29, f(x) = (z—a)g(xz)+ f(a) y como a es raiz
de f(x), entonces, f(a) = 0. Por lo tanto, f(z) = (z—a)g(x)4+0 = (z—a)g(x)

y asi, (x —a)|f(x).
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Definicién 65. Sean f(x) € F[z], K una extensién de F'y a € K una
raiz de f(x). Decimos que la raiz a es de multiplicidad m si (v — a)™|f(z) y

(= a)™ ' { f(x).

Lema 15. Sean f(x) € F[z] un polinomio de grado n > 1y K una extensién
de F, entonces, f(x) tiene, a lo mas, n raices en K.

Demostracion. La haremos por induccién sobre gradf(z) = n. Supongamos
que gradf(z) = 1, de esta manera, f(z) = ax+f, con a, f € F 'y a # 0. Sea
a € K raiz de f(x), entonces, f(a) = aa+ f =0, por lo que a = —f3/a. Asi,
f(z) tiene tinicamente una raiz en K por lo que el lema se cumple paran = 1.

Suponemos la hipétesis verdadera para los polinomios de grado menor a
n. Sea gradf(z) = n. Si f(z) no tiene raices en la extensién K, el lema se
cumple; por otro lado, supongamos que si las tiene. Sea a € K raiz de f(x)
de multiplicidad m > 1, esto es, (z — a)™|f(x) y (x — a)™" { f(x). Por el
corolario 13 del teorema 29 (teorema del residuo), f(z) = (z — a)™g(z), con
g(z) € K[z] y gradg(x) = n — grad(z — a)™.

Observacion: (r —a)™ = (x —a)--- (x — a), por lo tanto:

i

N~
m veces

grad(z —a)™ = grad[\(m —a) o (x — a)l]

m veces

= grad(z —a) + -+ grad(z — a)

'
m veces

= 1441
—_——
= m.

De manera que gradg(z) = n—m < ny como 0 < gradg(z) = n — m,
entonces, m < n. Ahora, como (x —a)™™ { f(z), entonces, (z —a)™(x —a) {
(x —a)™g(z), esto es, (x —a) 1 g(x) y, por el corolario 13, a no es raiz de

g(z).

Por dltimo, si f(z) no tiene mds raices, entonces, su tnica raiz es de mul-
tiplicidad m y el lema se cumple; por otro lado, supongamos que si las tie-
ne. Sea b € K, b # a, una raiz de f(z). De esta manera, tenemos que
f(b)=(b—a)"g(b) =0y como b—a # 0, entonces, g(b) = 0; por lo tanto, b
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es raiz de g(x). Como gradg(z) = n—m < n, para g(x) es valida la hipdtesis
de induccidn, por lo que g(z) tiene, a lo mas, n — m raices. De esta manera,
f(z) tiene, a lo mas, m + (n —m) = n raices en K lo que completa la demos-
tracién por induccién.

Por lo tanto, un polinomio f(z) de grado n tiene, a lo més, n raices en
una extension K.

]

Teorema 30. Sea p(z) € F|z] irreducible de gradp(z) = n > 1, entonces,
existe una extension finita £ de F' en donde p(x) tiene unaraizy [E : F| = n.

Demostracion. Sea P = (p(z)). Por la proposicién 22, como p(z) es irredu-
cible, P es ideal maximo de F[z], por lo que, por el teorema 22, F[x]/P es
campo.

Sean E = F[z]/P, ¢ : Flx] — E dada por ¢(f(z)) = P+ f(x) la proyeccién
canénicay K = {P+a | a € F} = ¢o(F) C E. Veamos que ¢|p : Flz] - E
es un isomorfismo:

i) Sean «, € F tales que p(a) = ¢(B), esto es, P+a = P+/3, por lo que
P+(a—p) = P, de manera que, a—f € P. Como P = (p(x)), entonces,
a — B = p(z)q(x) para algin ¢(x) € F[z]. Como gradp(x) = n > 1,
forzosamente ¢(x) = 0y a — f = 0, asi, « = (. Por lo tanto, ¢|r es
inyectiva sobre K.

ii) Sea o € K, entonces, o = P+ « para algin « € F, de esta manera,
o(a) =y p|r es suprayectiva sobre K.

Por i) y ii), el campo F es isomorfo a K C E, esto es, identificamos a
F con K y podemos ver a F como una extension de F'.

Ahora, aplicamos ¢ al polinomio f(z) = x, asi, ¢(x) = P+x y lo denotamos
por a, esto es, p(x) = P+ z = a. Afirmamos que ' = {a°,a,...,a" '} =
{P+1,P+z,(P+a))=P+2? ..., (P+x)" ' =P+ 2"} es una base
de E sobre F. Por el teorema 23 (algoritmo de la divisién), V f(x) € F[z],
f(z) = p(x)q(z) + r(x) con q(x),r(x) € Flx] y r(x) = 0 o gradr(z) < n por
lo que tenemos:
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E = Flx]/P
= {P+f(x) | f(zx) € Flz]}
= {P+p@)q(z) +r(z) | ¢(z),r(z) € Flz]
y r(z) =0 o gradr(z) < n}
= {P+r(z)|r(x) € Flz]y r(x) =0 o gradr(z) < n}.

Sea o € F, entonces, &« = P + s(z) con s(x) € Flx] y grads(x) < n, esto es,
a=P+oay+ox+ -+ ap_12" ! para algunos ag, ..., q,_1 € F y asi:

a = PH+ag+ox+-+a, 12"t
= (P+ap)+ (PH+az)+-+ (P+apqz™ )
= (agP + ag) + (P + ayx) + -+ + (1 P + a2 1)
a(P+1)+a1(P+z)+ - +a, (P+a™t)
= oa’+aa+ -+ oy_1a”

Por lo tanto, I' genera a E.

n—1
Sea 3 € E, como (I') = E, entonces, 8 = Y a;a'. Supongamos 3 = O = P,
i=0
n—1 n—1

n—1
como a = P+ z, tenemos que P = > o;a' = S (P +2)' = P+ > a;a,
i=0 i=0 i=0
n—1
por lo que Y ayx' = g(z) € P. Como g(x) € P, entonces, 3 q(r) € F[z] tal
i=0
que g(z) = p(x)g(x). Como gradp(z) = n y gradg(z) < n —1 0 g(z) = 0,
n—1
entonces, ¢(x) = 0y g(x) = 0. Por lo tanto, g(z) = > a;a’ = 0, por lo que
i=0
a; =0V i1€{0,...,n—1} y I es linealmente independiente.

Por tltimo, sea f(z) € F|x], entonces, f(z) = ap + ayx + -+ - + apz® con
ag,...,ar € FykeN. Comoa= P+ x, tenemos que V f(x) € F[z] se
cumple:

fla) = f(P+x)
ag+ai(P+x)+ -+ ap(P+x)F
ap+ a1 P +aix+ -+ o, P+ oga®
ap+ P+apx+ -+ P+ aga®
P+ayg+a1x+ -+ apa®

= P+ f(x)

= (f(x)).
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En particular, ¢(p(z)) = p(a); por otro lado, ¢(p(x)) = P+ p(x) = P = 0g
ya que p(z) € P, asi, p(a) = Og, por lo tanto, p(z) = P+x =a € E es raiz
de p(x).

]

Corolario 14. Sea f(z) € F|x], entonces, existe una extensién finita £ de
F en donde f(x) tiene una raiz y [E : F| < gradf(z).

Demostracion. Sea p(x) € F[x] un factor irreducible de f(x), de esta manera,
gradp(z) < gradf(z) y cualquier raiz de p(z) es raiz de f(z). Por el teorema
30, existe F extensién de F' en donde p(x) tiene una raiz y por lo tanto, f(x)
tiene una raiz, ademés, [E : F] = gradp(z) < gradf(z).

O]

Teorema 31. (Teorema de Kronecker). Sea f(x) € F[z] tal que gradf(x) =
n > 1, entonces, existe una extensién finita £ de F' en donde f(z) tiene n
raices y [E : F] <nl.

Demostracién. La haremos por induccién sobre gradf(z) = n. Supongamos
que grad f(z) = 1; por el corolario 14, existe una extension finita F; de F' en
donde f(x) tiene una raiz y [E; : F| < 1= 1l; por el lema 15, f(z) tiene a lo
mas 1 raiz. De esta manera, se cumple la hipdtesis para n = 1.

Suponemos la hipdtesis verdadera para los polinomios de grado menor a
n. Sea f(x) € F[z] tal que gradf(z) = n, entonces, por el corolario 14, existe
una extension finita Fy de F' en donde f(x) tiene unaraiz y [F; : F] < n. Sea
a laraiz de f(x) en Fy, entonces, f(x) = (x — a)g(x) con f(z),g(x) € Ey y
gradg(z) = n — 1, por lo que para g(z) se cumple la hipétesis de induccidn,
esto es, existe una extension F de F; en donde g(x) tiene n — 1 raices y
[E: Ej] < (n—1).

Como F y FE; son extensiones finitas de E; y F' respectivamente, enton-
ces, [E : F] = [E : EA][Ey : F] < (n—1)ln = n! y E es una extensién
finita de F' en donde f(x) tiene (n — 1) + 1 = n raices lo que completa la
demostracion por induccion.

Por lo tanto, si gradf(z) = n, entonces, existe una extensién finita en donde

f(z) tiene n raices y [E : F] < nl.
[l
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Nota: Cuando un polinomio f(x) de grado n tiene n raices en una extension,
decimos que tiene un juego completo de raices.

Definicién 66. Sean K una extension de F'y a € K, decimos que a es
separable sobre F si a es raiz de algiun f(z) € F[z] y no es raiz multiple.

Definicién 67. Sean f(x) € F[z] y su factorizacién f(z) = api(z) - pp(x)
en polinomios irreducibles ménicos y o € F', decimos que f(x) es separable
si para cada p; toda raiz no es multiple.

Definicién 68. Sea K una extension de F, decimos que K es una extension
separable sobre F siV a € K, a es separable sobre F'.

5.4. Campo de descomposiciéon

Definicién 69. Sean f(z) € F[z|, gradf(z) = n y E una extensién finita de
F; decimos que E es un campo de descomposicion de f(x) sobre I si E es
una extensién minima en donde f(x) tiene n raices.

Esto es, E es un campo de descomposicion de f(x) sobre F' si E es una
extension minima en donde f(x) puede ser descompuesto en factores lineales.

Lema 16. Sean F'y F’ dos campos y 7 : ' — F’ un isomorfismo; denota-
mos a 7(a) como o' € F’ para cualquier a € F. Consideremos F[z] y F'[t],
entonces, o : Flx| — F'[t] definido por o(f(z)) = o(ap+ayz+- -+ a,z™) =
T(ag) + ()t + -+ 7(a)t" = ag + ajt + - - + )t es un isomorfismo tal
que o|p = T, esto es, o extiende a T.

Demostracion. Sean f(x),g(x) € Flz]; f(x) = ap + oz + -+ + apa™ y
g(x) = Bo + frx + -+ + Bpax™, sin pérdida de generalidad, suponemos que
m < n, entonces, g(x) = B+ S1x + -+ + L™ + Bpr2™ T + - -+ 8,2 con
Bma1 =+ = Bn =0y tenemos:
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o(f(x) + g(x)) = Ué(aﬁﬁi)xi)

(
o((co + Bo) + (a1 + L)z + -+ + (v + Br)x™)
(o + Bo) + 7(aq + L)t + -+ - + T(ay, + Bn)t™
T(Ofo) + 7'(50) + [7’(011) + 7'(51)]t —+ .-

+[7 () + 7(8n)]t"

(o) + 7(Bo) + T(ar)t +7(Br)t + - - -

+7 ()t + (5 )"

(afp +aft + -+ ant™) + (B + it + - - - + Bt™)
o(f()) + o(g(x)).

De la misma manera, tenemos que:

|
\]

m-+n

o) = o3 <éahﬁk_h>xk>

= %T[}g(ahﬁk_h)]t’“

kZ:O [hZ::OT(ahﬁk—h)]tk

> [ (en)T(Be-n)]t"

oy £ ot 4 )[4 Byt 4ot Bt
o(f(z))o(g(x))

De manera que o es un homomorfismo.

Sean f(x),g(x) € F|x] tales que o(f(z)) = o(g(z)), como ¢ es homomorfis-
mo, entonces:

o0

o) = g) =0 & o(Slas— A)a) =0
s T(ag— Bo) +7(ay — Bt + - -
(= Bt 4= O

= T(@Z—ﬁz)ZOIVZE{l,}
= Oél:ﬁzVZE{l,}
& flz) =g(@).

Por lo tanto, o es monomorfismo.

Sea f'(t) € F'[t], entonces, f'(t) = o+ ajt + -+ a4t* con of,...,a} € F'.
Como 7 es un isomorfismo de F' en F’, para cada o} € F' existe a; € F
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tal que 7(a;) = af. Sea f(z) = ag + a1z + --- + auz* € Flz], entonces,
o(f(z)) = f'(t) y o es epimorfismo.

Por dltimo, F' C Flz]; sea a € F, o(a) = 7(a) = ¢, por lo tanto, o|p = 7.
[

Nota: Para simplificar la notacién, a o(f(x)) con f(x) € F|z] lo denotaremos
por f'(t) € F[t], esto es, o(f(z)) = f'(t).

Corolario 15. f(x) € Flz| es irreducible si y s6lo si f/(t) € F'[t] es irredu-
cible.

Demostracion. Sea f'(t) € F'[t], f'(t) # 0y f'(t) = ¢ (t)¢'(t) para algunas
q'(t),g'(t) € F'[t]. Como F' = F, entonces, ¢'(t) = o(q(z)) vy ¢'(t) = o(g(x))
para algunas q(z), g(x) € F[z]. Sea f(z) = q(z)g(x). Supongamos que f(x)
es irreducible, sin pérdida de generalidad, suponemos que g(z) es unidad, por
lo que g(z) = a para alguna a € F', a # 0, de esta manera, tenemos:

¢ t) = f(t)
= o(f(x))

= o(q(x)

= o(q(@))o(a)

= )

Asi, ¢'(t) = o para algin o € F’ por lo que ¢'(t) es una unidad en F'[t],
por lo tanto, f'(t) es irreducible.

Andlogamente, si f'(t) es irreducible, entonces, f(z) es irreducible.
O

Lema 17. Sean F & F', f(z) € Flx], f'(t) € F'[t] y los ideales (f(x))
y (f'(t)) de F[z] y F'[t] respectivamente, entonces, existe un isomorfismo

p: Fla]/(f(x)) — F'[t}/(f'(1)) tal que plr = 7.

Demostracion. Sean (f(z)) = Py (f'(t)) = P’, de esta manera podemos
tomar E = Flx]|/Py E' = F'[t]/P'.

Sea o : Flz] — F'[t] como se definié en el lema 16; como o es isomor-
fismo, veamos que o(P) = P
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Sea p : B — FE’ dado por p(P + g(z)) = P' 4+ o(g(x)) V g(x) € Flx]
(recordemos que o(g(x)) = ¢'(t) ¥ g(x) € Flzx]), por la proposicién 31, p
estd bien definido y es un homomorfismo, asimismo, kerp = w(c (P')) e
Imgp = 7’ (Imgo), esto es:
i) kerp = w(c7}(P')) = w(P) = P/P = P = 0g y, por lo tanto, p es
monomorfismo.

i) Imgp = ' (Imgo) = @' (F'[t]) = F'[t]/P' = P'+ ¢'(t) V ¢'(t) € F'[t],
por lo tanto, Imgp = £’ y p es epimorfismo.

Por i) y ii), p es isomorfismo.

Como en el teorema 30, identificamos a F' = F[z|/P ={P+a | a € F}y
a F' = F'[t]/P' = {P' +d | & € F'}, de manera que p(a) = p(P + a) =
P +ola)=P +d =d'VacekF.

Por lo tanto, existe un isomorfismo p : Flz]/(f(x)) — F'[t]/{f'(t)) tal

que plp = 7.
[

Teorema 32. Sean F = F', p(x) € F|x] irreducible con gradp(z) =n > 1y
v, w raices de p(x) y p/(t) respectivamente, entonces, existe un isomorfismo
unico ¥ : F(v) — F'(w) tal que ¥ (v) =w y ¢|p = 7.

Demostracion. Tomemos E = Fz]/(p(z)) como en el teorema 30, E es una
extensién finita en donde p(x) tiene una raiz y [E : F| = n; sea v € E raiz

de p(x).

Por otro lado, como gradp(x) = n y p(x) es irreducible, por el teorema
26, [F(v) : F] = n. Asi, podemos definir un isomorfismo ¢ : E — F(v)
dado por ¢(P + f(z)) = f(v). Andlogamente, con E' = F'[t|/(p'(t)) y w una
raiz de p/(t) definimos ¢’ : £ — F'(w) dado por ¢'(P' + f'(t)) = f'(w).

Como ¢ es isomorfismo, entonces, ¢! también es isomorfismo. Sea p co-
mo en el lema 17, definimos el isomorfismo ¢ : F(v) — F'(w) dado por

U(f(w)) = (popod H)(f(v)) = f(w) y tenemos:
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i) sean v = P+ x laraiz de p(x) en E'y w = P’ +t laraiz de p/(t) en
E’ como en el teorema 30, entonces, para v € F(v), tenemos:

o¢ N)(v)

op)(¢~'(v))

o p)(v)
op)(P+ )

(p (P+9€))

/(P/+t)

"(w

W.

Y(v) op

(¢/
(¢/
(¢/
(¢
¢
¢

ii) sea v € F' C F(v) tal que a # v, tenemos:

Op0¢ ()
o p)(¢~"(ar))
°p)(a)
op)(P+ «)

(p(P + a))

/(P/+Oé>
¢' (o)

/

¥(a)

(¢/
(¢/
(¢/
(¢/
¢’
¢

Con o/ € F' C F'(w). De manera que ¢¥(a) =o'V a € F.

Asi, 1) : F(v) — F'(w) es un isomorfismo tal que ¥(v) =w y ¥|p = 7.

Por 1ltimo, supongamos que existe un isomorfismo ¢’ : F(rv) — F(w) tal

que ' (v) =wy Y'|p =7.Sea a € F(v), entonces existen f(x), ( ) € Flz]

tales que a = f(1)/g(v) con g(v) # 0; f(x) = Yoowa' y g(x) = Zﬁﬂfj con
i=0

a;,f; € FYi1e€{0,....,n} y¥je€{0,...,m}. De esta manera, VaEF( ):
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V() =

- <ii0alwz>><ioﬁgwf>>-1

- <i:§:0w<azw‘ ><J§Ow<w>>—l
- @z)((i:znzoaiui)(ﬁ:oﬁ]w)l)
= B(f)g) )

— Y(a).

Por lo tanto, el isomorfismo 1 es tnico.
O

Corolario 16. Sean p(z) € F[z] irreducible y a y b dos raices de p(x),
entonces, 1 : F(a) — F(b) es un isomorfismo tal que ¥(a) = by (o) = «
VaeF, a#a.

Demostracion. Sea gradp(r) = n. Sabemos que [F(a) : F] = n y que
[F(b) : F] = n. Por el teorema 30, sabemos que existen extensiones finitas E'y
E’ de F en las cuales a y b son raices respectivamente y [E : F] = [E' : F] = n.

Se cumplen las hipétesis del teorema 32, por lo tanto, F'(a) = F(b), ¥(a) = b
y ¢ tiene la propiedad de que (o) = &' V a € F, a # a, como F = F’,
entonces, (o) =aVa € F, a#a.

]

Teorema 33. Sean F = F' , E campo de descomposicién de f(z) € Flz] y
E’ campo de descomposicién de f'(t) € F'[t], entonces:

i) existe un isomorfismo ¢ : E — FE’ tal que 9|p = 7.

ii) si f(x) es separable, existen exactamente [E : F/| isomorfismos de E
en F' que extienden a 7.

Demostracion. La demostracion la haremos por inducciéon sobre la dimension
de E sobre F, esto es, sobre n con [E : F| = n.
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i) Sea [E : F] = 1, entonces, la base de E sobre F' es Iy = {1} y
E ={al | « € F'} = F; andlogamente, ' = F’ y asi, tomamos ¢ = 7
y ¢ hace valido el resultado del teorema para n = 1.

Suponemos que el resultado es valido para los campos de descomposi-
cion tales que [F : F] < k, k € N. Sean E un campo de descomposicién
de f(z) tal que [E': F] =k > 1y p(x) un factor irreducible de f(z) tal
que gradp(z) = m > 1. Como E es campo de descomposicion de f(x)
y toda raiz de p(x) es raiz de f(x), entonces, en E existen m raices de
p(x). Sea v € E raiz de p(x), esto es, p(v) = 0; como v es raiz de p(z),
sabemos que [F(v) : F] =m.

Por otro lado, sabemos que [E : F| = [E : F@)|[F(v) : F], asi,
[E: F(v)]=[E: F]/[F(v): F] = n/m < n. Por el teorema 32, existe
un isomorfismo tnico 9" : F(v) — F'(w) tal que ¢¥'(v) =w y Y'|p =T,
entonces, como E es un campo de descomposicién de f(x) € F(v)[z] y
E’ es un campo de descomposicién de f'(t) € F'(w)[t], por la hipotesis
de induccién, existe un isomorfismo ¢ : E — E’ tal que ¢|p = 7 lo
cual concluye la demostracién por induccion.

ii) Sea [E : F] = 1, entonces, £ = F' y iinicamente existe un isomorfismo
Y tal que ¥|p = 7, a saber, ¢ = 7 y el resultado del teorema es vélido
paran = 1.

Suponemos que el resultado es valido para los campos de descomposicion
tales que [E: F] <k, k€ N.Sean [E: F] =k > 1y f(x) = p(z)g(x)
con p(z) irreducible y 1 < gradp(xz) = r < k. Sea v una raiz de p(z) en
E y ¢ un isomorfismo como en el inciso i) tal que ¢(r) = v/ con v, una
raiz de p/(t) en E’, como p'(t) es irreducible en E’, entonces, p/(t) tienen
exactamente r raices en E’. Por el teorema 32, existen r isomorfismos
distintos ¢; : F'(v) — F'(v}) que extienden a 7.

Ahora, E'y E' son campos de descomposicién de f(x) sobre F(v) y de
f'(t) sobre F'(v]) respectivamente; [E : F| = [E : F(v)|[F(v) : F] = [E :
F(v)]r por lo que [E : F(v)] = k/r < k. Por la hipétesis de induccidn,
existen k/r isomorfismos de FE en E’ para cada uno de los isomorfismos
Vi F(v) — F'(v]), esto es, existen (k/r)r = k isomorfismos de E en
E' pues cada isomorfismo de E en E’'que extienede a 7, al restringirlo a
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F(v) coincide con alguin ;.
[l

Corolario 17. Sean E; y E, campos de descomposiciéon de f(z) € Flz],
entonces, Iy = Ej.

Demostracion. Como F = F| entonces, sea F|x] = F'[t], aplicamos el teore-
ma 33 y obtenemos el isomorfismo ¢ : 1 — FE5 tal que ¢|p = 7. O

Observaciion: Como cualesquiera dos campos de descomposiciéon son iso-
morfos (corolario 17), podemos hablar de el campo de descomposicién de

f(x) € Fla].

Lema 18. Sean F una extensiéon de F, f(z) € Flz] y ¢ : E — E un
automorfismo que fija a F; si a € E es una raiz de f(x), entonces, 1(a) es

raiz de f(x).

n
Demostracion. Sea f(x) =) oz, tenemos:
i=0

fa)) = ;Z%aiw(ay
= Zﬁ%w(az’ai)
= iaiai)

(7,:0
¥(f(a))
= ¥(0)
0.
Por lo tanto, ¢(a) es raiz de f(z).
[

Lema 19. Sea K extension finita de F', entonces, existe un campo de des-
composicién E de algin polinomio f(x) € F[z] tal que K C E.

Demostracion. Como K es una extension finita, por la proposicion 35, K es
algebraica por lo que existen ay, ..., a, € K tales que K = F(ay,...,a,) con
a; raiz de un polinomio irreducible p;(z) € Flz] Vi € {1,...,n}.
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Sea f(x) = [[pi(z) € Flx], por el teorema 31, existe un campo de des-
=1

composicién E de f(z) € Flz] tal que K C E.
[

6. Teoria de Galois

6.1. Automorfismos, campo fijo, grupo de Galois

Definicién 70. Sea K un campo, un automorfismo de K es un isomorfismo
c: K — K.

Dos automorfismos o1 y 02 de K son iguales si o1(a) = o9(a) V o € K.

Al conjunto de todos los automorfismos del campo K lo denotamos por:
Aut(K) = {0 | o es automorfismo de K}

Proposicién 36. Sea K un campo y o la composicién de funciones, entonces,

(Aut(K), o) forma un grupo.

Demostracion. Sea Ik la funcién identidad sobre K; Iy € Aut(K) de manera
que Aut(K) # 0. Sean 01, 09,03 € Aut(K), entonces:

i)V a € K tenemos que:

o3(oe001)(x) = o3(09001(x))
= o3(02(01(2)))
= o3(02(01(2)))
)

(03 0 03)(01 (7))

= (03009)01(x

Por lo tanto, (Aut(K), o) es asociativa. Es bien sabido que la composicién
de funciones es asociativa.
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ii) como o1 : K — K y 09 : K — K son isomorfismos, entonces,
o001 : K — K es isomorfismo y Aut(K) es cerrado bajo o.

iii) sea oy = Ik, entonces, V o € K tenemos que:

(c100/)(a) = o

I
Q Q
~
R)
2

Por lo tanto, oy es elemento neutro de (Aut(K), o).

i) como o, es isomorfismo, entonces, existe o, * isomorfismo y o000, =
or, por lo tanto, ¥V o € Aut(K) existe un elemento inverso.

Por i), ii), i11) y w), (Aut(K), o) forma un grupo.

O

Definicién 71. Sea G un conjunto de automorfismos de K (G C Aut(K)),
llamamos campo fijo de G al conjunto de elementos o € K tales que o(a) = «

Voed.

Al campo fijo de G C Aut(K) lo denotamos por:

K¢={aeK|ola)=aVoeG}

Proposicién 37. Sea K un campo y G C Aut(K), entonces, K¢ es un
subcampo de K.

Demostracion. Sean o, 3 € KY estoes, o(a) =ayo(8) =V o € G; como
o es un isomorfismo, entonces, o(a — ) = o(a) — o(fB) = a — B, por lo que
a— B € KY de la misma manera, o(af3) = o(a)o(8) = afB y asi, af € K,
por lo tanto, K¢ es un subanillo de K.

Supongamos que 3 # 0, como K es campo, 3 7! € K inverso multipli-
cativo de 8 y tenemos que o(571) = o(8)"! = 87! por lo que 71 € K¢y
as{, K¢ es un subcampo de K.

O
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Definicién 72. Sea F' un subcampo del campo K, llamamos grupo de auto-
morfismos relativos a F al conjunto de todos los automorfismos de K tales
que o(a) =a ¥V a € F (o fijaa F) y lo denotamos por:

Gal(xpy = {0 € Aut(K) | o(o) =a V a € F}

Proposiciéon 38. Sean K un campo y F' un subcampo de K, entonces,
(Gal(k,r),0) < Aut(K') con o la composiciéon de funciones.

Demostracion. Sean o1,09 € Galk r), entonces, oo 00y : K — Ky V
a € F, (0y0071)(a) = 09(01(ar)) = 02(ar) = o, por lo tanto, oy 007 € Gal(k p)
y Gal(g r) es cerrado bajo o; sabemos que la composiciéon de funciones es
asociativa.

Sea I : K — K la funcién identidad sobre K, estoes, Vo € K, Ix(a) = «,
por lo tanto, Ix € Galikx ). Sea o € Galk r), tenemos que V a € K,
(I 0 0)(a) = Ix(o(a) = o(a) = olx(a) = (o o Ix)(a), por lo tanto,
I es el elemento neutro de Gal (g r) bajo o. Por tltimo, como o es isomorfis-
mo, es invertible y como o(a) = a V a € F, entonces, 07} (a) =aVa € F,
de manera que o~ € Gal( r). Por lo tanto, (Gal(k r, o) < Aut(K).

]

A Galg ) se le conoce como el grupo de Galois de la extension K de F.

Lema 20. Sean FE extensién de K y K extension de F' tal que es el campo
de descomposicién de f(x) € F|z]; si 0 € Gal(g py, entonces, g € Galik p).

Demostracion. Como K es campo de descomposicién de f(z) € F, todas
las raices de f(x) : a1,...,ap, € Ky K = F(ay,...,a;). Por el lema 18,
o(a;) € K esraiz de f(z) Vi€ {1,...,h}, de esta manera tenemos:

o(K) = o(F(ay,...,ap))
= Flo(ar),...,o(ap))
= K.
Asi, o|g € Aut(K) y fija a F' C K, por lo tanto, o|x € Galk ).
]

Teorema 34. Sean E el campo de descomposicion de f(z) € Flx] y f(x)
separable, entonces, o(Galg py) = [E : F].
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Demostracion. Por el inciso i) del teorema 33, sean F' = F'y F = E’',
entonces, existen [E : F| isomorfismos que dejan fijo al campo F, esto es,
o(Gal(g,r)) = [E: F].

m

Teorema 35. Sean K extensién de F'y E extensiéon de K tales que K es el
campo de descomposicién de f(z) € Flz] y E es el campo de descomposicién
de g(x) € F'[z], entonces, Gal(g k) < Galg py y Gal(g,r)/Gal(g k) = Galik, p).

Demostracion. Sea v : Galg,py — Gal(k ) dada por ¢ (o) = o|k. Por el
lema 20, 9 estd bien definida. Sean 0,0, € Gal(gr) y o € K, tenemos:

Y(o1o0a)(a) = (01009)|K(a)
(01 009)()
o1(oa(a))

01|k (oa|k ()
(01]x 0 09|k ) ()

= (Y(o1) 0o P(02)) ().

Por lo tanto, ¥ es un homomorfismo.

Sean o € Gal(g ) tal que (o) = Ix y a € K, entonces, o(a) = 0| (o) = «
y asi, 0 € Galg k) y keryp C Galg k). Por otro lado, sean o € Galg k) y
a € K. Como F C K, 0 € Galigp) y asi, o(a) = o|g(a) = a por lo que
Y(o) = Ix y Galg k) C keryp. Por lo tanto, Gal(g k) = kert y, por el coro-
lario 4, Gal(E,K) < Gal(E’F)

Por 1ltimo, sea p' € Galg py, como E y K son campos de descomposicién
de f(x),g(z) € F[z] respectivamente, entonces, por el teorema 33, existe un
automorfismo p € E que extiende a p', esto es, ¥(p) = p/, por lo tanto, ¥ es
epimorfismo y asi, Imgy) = Gal(x ). Por el teorema 11 (primer teorema de
isomorfismos), Gal(g r)/Gal(g k) = Gal(k F).

O

Lema 21. Sean K un campo, aq,...,a, € Ky o1,...,0, € Aut(K) tales
que o1 # -+ # 0, St agoi(a) + -+ + ayon(a) = 0V a € K, entonces,
ap=--=a, =0.

Demostracion. Supongamos que existen aq, ..., a, € K, no todos cero, tales
que ayoq(a) + -+ + ayon(a) =0V a € K. Asi, podemos renombrar las a;’s
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y obtenemos ayoq(a) + -+ + apop(a) =0V a € K con ag #0,...,0,, #0
y m < n con m un nimero minimo de términos.

Supongamos que m = 1, tenemos que ay01(a) = 0V a € K por lo que o = 0,
lo cual contradice la hipétesis, entonces, 1 < m < n. Como oy # 0, 3b € K
tal que o1(b) # 0,,(b). Por un lado, sabemos que ay01(ab)+- - -+ o, (ab) =
ajor(a)oy(b)+- - +amom(a)o,(b) = 0, por otro lado, multiplicamos la expre-
sién original por oy (b) y obtenemos: ayoq(a)oy(b) + -+ - + amom(a)or (b) = 0.

Restamos las dos igualdades de manera que ajoy(a)(oq(b) — o1(b)) + -+ +
QO (a)(om(b) — o1(b)) = 0. Sea ; = a;(0;(b) — o1(b)) Vi € {1,...,m},
entonces, /1 = 0y B, # 0 puesto que a,, # 0y 0,,(b) — 01(b) # 0; de esta
manera tenemos que fy02(a) + -+ + Bnom(a) = 0V a € K lo cual contra-
dice el hecho de que m es un nimero minimo de términos y asi, no existen
aq, ..., a, € K, no todos cero, tales que ajoy(a)+---+ayo,(a) =0V a € K.

Por lo tanto, sean o7y, ...,0, automorfismos distintos, si ajoi(a) + --+ +
ano,(a) =0V a € K, entonces, a3 = -+ - = a, = 0.
O

Teorema 36. Sea K una extensién finita de F', entonces, Galg ) es un
grupo finito y o(Galx py) < [K : F).

Demostracion. Como K es una extension finita de F', entonces, [K : F] =n
para algin n € N. Sea I' = {7,...,7,} una base de K sobre F. Sean

ai,...,a,11 € K y supongamos que existen n + 1 automorfismos distintos
de K en Gal(k py. Sea ay01(v;) + -+ p10n41(7) =0Vi € {1,...,n} con
at,...,0,11 € K. Tenemos un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales

en n + 1 incognitas, por lo tanto, tiene soluciéon no trivial y las ay’s no son
todas cero para k € {1,...,n+ 1}.

Sea a € K, entonces, a = 171 + -+ - + Bnys para algunos gy, ..., 5, € F. De
esta manera, tenemos que V a € K se cumple:
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czlal(a) + -+ C¥n+10'n+1(a)
= oo (B + o+ BaYe) + o+ 1O (B
+ﬁn7n)
= ai[o1(Bin) + -+ o1 (Ban)] + -+ o [Oni (Bin) + - -
+0n+1(5n7n)]
= aifo1(Bi)or(n) + -+ o1 (Bu)or(w)] + -
+ i1 [0n 1 (B1)ong1 (1) + -+ Tng1(Br) Ong1 ()]
= ai[fio1(n) + -+ Buoi ()] + - F anp[Brongi(n) + -
+Bnan+1(7n>]
= afio1(n) + -+ arfuoi(n) + o+ a1 i () + -
+ 011 500m41(Tn)
= Bilawor(m) + -+ anprona ()] + -+ Bularoi () + -
+0 110041 (Vn)]
= 510+...+5n0
= 0.

Lo cual es una contradiccién con el resultado del lema 21, por lo tanto, en
Gal(x,r) no existen n+1 automorfismos distintos y asi, o(Gal(x ) < [K : F].
O

Lema 22. Sean K un campo y G = {oy,...,0,} C Aut(K), entonces,
[K : K¢ > n.

Demostracion. Supongamos que existe m < n tal que [K, K% = m y sea
I' = {7,...,7%m} C K una base de K sobre K“. Sean las ecuaciones
aro1 () + -+ anon(y) =0Vie{l,...,m} con ay,...,a, € K. Tenemos
un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales en n incégnitas, por lo tanto,
tiene solucién no trivial y las «y’s no son todas cero para k € {1,...,n}.

Sea a € K, entonces, a = 171 + - - + Bmm para algunos fi, ..., Bm € K;
multiplicamos la ecuacion ¢ del sistema de ecuaciones por b; y obtenemos las
m ecuaciones S;a101(v;) + -+ + Bicnon(vi) = 0, como 3; € KY, entonces,
a101(Biyi)++ -+ anon(Biy) =0Vi € {1,...,m}; sumamos las m ecuaciones
y tenemos que ayoy(a) + -+ a,o,(a) =0V a € K y las of.s no todas cero,
lo cual es una contradiccién al lema 21, por lo tanto, [K : K¢ > n.

]

Teorema 37. Sean K un campo y G = {oy,...,0,} < Aut(K), entonces,
[K : K% =n=0o(G).
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Demostracion. Supongamos que [K : K% < n, por el lema 22, [K : K% > n
y asi, [K : K¢ =n.

Supongamos que [K : K% > n de manera que existe I' = {71, ..., V41} C K
linealmente independiente sobre K¢. Sean las ecuaciones ajo;(y;) + -+ - +
Ani10i(Tns1) = 0V i € {1,...,n}. Tenemos un sistema homogéneo de n
ecuaciones con n + 1 incognitas, por lo tanto, tiene solucién no trivial y las
ay’s no son todas cero para k € {1,...,n+1}.

Sea a = (ai,...,amn,0,...,0) solucién al sistema de ecuaciones tal que m
es el menor nimero de elementos distintos de cero y a,, = 1. Reordena-
mos el indice de los vectores, eliminamos aquellos que son cero y obtenemos
las ecuaciénes: a10;(71) + -+ + amoi(ym) = 0 Vi € {1,...,n}. Afirmamos
que existe a; ¢ K¢ Supongamos que a; € K% Vi € {1,...,m}, entonces,
YV o € G tenemos:

olay + -+ amym) = olamn) + -+ 0(am¥m)

= o(a)o(n) + -+ o(am)o(Ym)

= ao(m) + -+ amo(Ym)

= 0.
Como o es isomorfismo, entonces, a1y + - - - + @ ¥m = 0 lo cual es una con-
tradiccion ya que I' es un conjunto linealmente independiente; por lo tanto,
existe a; ¢ K ¢, Sin pérdida de generalidad supongamos que a; ¢ K¢, esto
es, 3 oy, € G tal que oi(ay) # a;.

Como G < Aut(K), entonces, o, 0o 0; = 0y para algin h € {1,...,n};
sea j # k, como a,, = 1, tenemos:

0 = aoj(n)+ -+ 0;(ym)
= orlaro;(n) + -+ 0i(ym))
= ox(aoi(n)) + -+ on(oj(Ym))
= ox(ar)or(oj(n)) + -+ + orloj(Ym))
= ox(ar)(orooj) () + -+ (o 005)(Ym)
= ox(ar)on(n) + -+ on(Ym)-

Restamos esta ecuacion a la ecuacion h del sistema de ecuaciones y tenemos:
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0 = Uk(al)o'h((yl) '+<7h(’Ym)—(ath(71)+"'+‘7h(’Ym))

= on(n)(ok(ar) —ar) =+ = on(Ym-1)(Ok(Am-1) — Am-1)
—(on(Ym) — on(¥m))
= on(n)(ox(ar) —a1) =+ = on(Ym-1)(Ok(Am-1) — @m-1).

Como ox(a;) —a; # 0, entonces, existe una solucién no trivial con menos
de m elementos distintos de cero lo cual es una contradiccion ya que m es
minimo. Por lo tanto, [K : K] =n = o(G).

O

Corolario 18. Sean K un campo y G, H < Aut(K) subgrupos finitos tales
que K¢ = K" entonces, G = H.

Demostracion. Sean G, H < Aut(K) finitos tales que K¢ = K y |G| = n.
Supongamos que G # H, entonces, sin pérdida de generalidad, existe 0 € H
tal que o ¢ G. Como o € H, entonces, o fija a K = K% por lo que o fija
a K% de esta manera, K¢ queda fijo bajo G U {c} por lo que K¢ c K@i}
y asi, [K : K¢ > [K : KGUo}.

Como |G U {c}| = n+ 1, por el lema 22, [K : K¢} > n + 1. Por
otro lado, por el teorema 37, [K : K¢] = n, de esta manera tenemos que
n=[K:KC%2>[K: K™ >n+1lo cual es una contradiccién, por lo
tanto, G = H.

m

6.2. Extensién de Galois, Teorema Fundamental de la
Teoria de Galois, teorema del elemento primitivo

Definicién 73. Sea K una extension finita de F, si K¢ x.r = F decimos
que K es una extension normal de F' o una extension de Galois de F .

Observacién 6. Si K es una extensién de Galois de F', entonces, [K : F| =
(K : K¢wn] = |Gal g p) .
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Demostracion. Como K es una extension de Galois de F', entonces, es una
extensién finita y K9*<rn = F; como Galk ry < Aut(K), por el teorema
37, [K : KGal(K’F)] = \Gal(K,p)|

Por lo tanto, [K : F] = [K : K@ x| = |Gal g
]

Teorema 38. Sean E una extension finita de I’y Galg ), entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

i) EC¥mn = F.

ii) si p(x) € F[z] es irreducible y con una raiz en F, entonces, p(x) es
separable y se descompone en E.

iii) E es campo de descomposicion para algin f(z) € F[x] separable.

Demostracion. Como FE es finita, entonces, [F : F| = n para algin n € N y,
por el teorema 37, |Gal(g )| = n.

i) = i) Supongamos que E“=rn = F y p(r) € Flx] es irreducible

con una raiz o € F; sea Gal(g ) = {01,...,0,}. Definimos el conjunto
n

{ay =01(a),...,a, =0,(a)} yag(z) € E[z] como g(z) = il;[l(:v—ai) =

S a;zt con ay,...,a, € F.

i=1

Sea 0 € Gal(g ), como « es raiz de p(x), entonces, a; es raiz de p(z)
Vie{l,...,n}yo(e;) =a; paraalgin j € {1,...,n}; de esta manera,
o(g(x)) = g(x), por lo que ay,...,a, € E%®=n = Fy g(x) no tiene
raices miltiples. Como p(x) es irreducible y « es raiz de p(z) y de g(x),
entonces, p(x)|g(z) y por lo tanto, p(x) no tiene raices miultiples en F|x]
y se descompone en FE.

ii) = i) Sea a; € E'y ag ¢ F. Como E es extensién finita, por la
proposicion 35, E es algebraica por lo que existe p;(z) € F[xz] irreducible
con raiz oy € E, de manera que p;(z) es separable y se descompone en
E. Sea Kj el campo de descomposicién de py(z), K3 C F; si K; = F
la implicacién queda demostrada. Supongamos que K; # E, repetimos
el procedimiento con oy € E'y ag ¢ K. Sea pa(x) € F[x] su polinomio
irreducible, entonces, po(z) es separable y se descompone en E. Sea
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K, C E el campo de descomposicién de py(z)ps(z) que es separable. Si
Ky = FE la implicacion queda demostrada, de no ser asi, repetimos el
proceso y como F es finita, entonces, para algin m € N, K,,, = E, asi,
E es campo de descomposicién para algin f(z) € F|x] separable.

i) = i) Por el teorema 34, [E : F| = |Galg )| y por el teorema 37,
[E : ESen] = |Galp,r|, por lo que [E: F] = [E: E®®n] y como
F c E%E.r entonces, F = B @,

]

Proposiciéon 39. Sean E una extension de Galois de F'y K un campo tal
que F' C K C E (campo intermedio), entonces, F es una extensién de Galois

de K.

Demostracion. Como E una extensién de Galois de F', entonces, FE es un
campo de descomposicién para algin f(z) € Flz] C Klz] C E[z], por lo
tanto, £ es un campo de descomposicién para algin f(x) € K[x] C E[z],
por el teorema 38, E¢¥=x) = K y E es una extensién de Galois de K.

]

Definicién 74. Sean E extension finita de F' y los campos intermedios K y
L; si existe un isomorfismo ¢ : K — L tal que v fija a F', decimos que L es
campo conjugado de K .

Teorema 39. Sean E una extension de Galois de F'y K un campo inter-
medio, entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) K es extension de Galois de F.
ii) si L es campo conjugado de K, entonces, L = K.

i) si o € Gal(g, ), entonces, o|x € Galk p).

Demostracion. Como E es extension de Galois de F', entonces, F es extension
finita de F'y E%l®Er = F' vy como K es campo intermedio, F C K C E.

i) = ii) Como K es extensiéon de Galois de F', entonces, K es extension
finita de F' 'y Kl = F. Por el teorema 38, K es campo de descom-

posicién para algun f(z) € F|x| separable, esto es, K = F(ay,...,a,),
donde aq, ..., a, son todas las raices de f(z) en K. Por el lema 18, si v
es un automorfismo que fija a F, entonces, Vi € {1,...,n}, ¥(o) = o,
para algin j € {1,...,n} y tenemos:
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w(K> = w<F(C¥17"'7&n))

|
i
8
°
2

De esta manera, todo campo conjugado de K es K.

) = 44) Supongamos que existe o € Galg r) tal que o|x ¢ Galik r).
Como ok fija a F'y o|x ¢ Gal ), entonces, existe a € K tal que
o|k(a) ¢ K por lo que o(a) ¢ K. Como o es automorfismo, entonces,
ol + K — Img(o|x) es un isomorfismo, asi, K = Img(o|x) # K, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, ) = ii).

ii) = 1) Como FE es extensién finita de F'y K es campo intermedio,
entonces, K es extension finita de F. Por otro lado, F € K%« por
hipétesis, E#n = F y {o|x | 0 € Galgr} C Galk,r), entonces,
F c KSu«r c F, por lo tanto, K% = F y K es extensién de
Galois de F.

]

Definicién 75. Sea G un grupo, definimos al conjunto de subgrupos de G
COmo:

Sub(G) ={H | H < G}.
Definicién 76. Sea E una extension de F', definimos al conjunto de campos
intermedios de E sobre F' como:
Lat(gry = {K | K es campoy F C K C E}.

Definicién 77. Sea A un conjunto finito, definimos #A como la cardinali-
dad del conjunto A, es decir, el nimero de elementos del conjunto A.

Teorema 40. (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois). Sean E una
extension de Galois de F'| entonces:

i) £ : Sub(Gal(g r)) — Latg, ry dado por {(H) — E™ es un biyeccién
que revierte el orden y cuyo inverso es ¢ : Lat(g ry — Galg r) dado
por <(K) — Gal(EK)
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i) K es una extension de Galois de F' si y sélo si Galg k) < Gal(g,p).

Demostracién. Sea H € Sub(Gal(g r)), por la proposicién 37, E¥ = K para
algin K subcampo de E. Sea 0 € H, entonces, 0 € Galgr) y o fija a I
de manera que ' C E¥ = K C E, por lo tanto, H = Gal(g k) para algin
campo intermedio K y Galg k) € Sub(Gal(g r)).

Sea K campo intermedio de la extension E de F', por la proposicion 39,
E es una extension de Galois de K y EC¥e.x) = [

i) Sean I, J € Sub(Gal(g,p)) tales que {(I) = £(J), esto es, B! = E7 y,
por el corolario 18, I = J, por lo tanto, £ es inyectiva. Consideremos la
composicién de funciones £ o ¢, entonces, V K € Lat g r) tenemos:

(o Q)(K) = &(C(K))
{(Gal(p )
= EGalex)

= K.

Por lo tanto, § o ¢ = Irat, ,, ¥ € es una biyeccién cuyo inverso es .

Sean I,J € Sub(Gal(g r)) tales que I C J, entonces, E/ C E', esto
es, £(J) C &(1) y asi, € revierte el orden.

i1) Sea K extensién de Galois de F', por el teorema 35, Gal g ) <Gal g F).

Ahora, supongamos que Galg x) < Galgr), como K es campo inter-
medio, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que E%Ex) = K.
Sean 0 € Gal(gr), 7 € Galgk) y a € K, como Galg k) es normal,
tenemos que (07! oTo00) € Galp k) y asi:

(7 oroo)a)=a & (roo)(a) = ola)
& 1(o(a) =0o(a)
& ola) e K
= o(K)CK
= o(K)=K

Por lo tanto, todo campo conjugado de K es K y, por el teorema 39, K
es extension de Galois de F'.
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Corolario 19. Sea E una extensién de Galois de [, entonces, #Lat g )y es
finita.

Demostracion. Como E es una extension de Galois de F', entonces, F es fini-
ta, asi, por el teorema 36, o(Gal(g r)) es finito de manera que #Sub(Gal g r))
es finita y, por el teorema 40, #Lat g r) es finita.

]

Teorema 41. Sea F una extension finita de F', entonces, F es una extension
simple si y s6lo si #Lat g r) es finita.

Demostracion. Supongamos que F una extension simple de F', por lo tanto,
Ja € E tal que £ = F(a). Como FE es una extension finita, entonces, F es
algebraica. Luego, 3 p(x) € F[z] ménico irreducible tal que p(«) = 0.

Sean K un campo intermedio y g(z) = Zﬁ,:ﬂ € Klz] ménico irreduci-

ble con By,...,0n € K tal que g(a) = 0 Con81deremos el campo inter-
medio K = F(fo, ..., Pm), entonces, g(z) es irreducible en K'[z]. De esta
manera tenemos que F = F(a) C K'(a) C K(a) C E y por lo tanto,
E=K(a)=K(a),asi, [E: K|]=[K(a): K|y [E: K'| = [K'(«a) : K'].

Como g(z) es irreducible en K[z] y en K'[z], entonces, [K(a) : K] = m =
[K'(a) : K'] 'y asi, [E : K] = [E : K], por lo tanto, K = K’ y para ca-
da f(x)|p(z) el campo intermedio estd determinado de manera tinica. Como
p(z) es irreducible, entonces, tiene un nimero finito de divisores moénicos y
asi, #Lat g r) es finita.

Ahora, supongamos que #Lat(g ) es finita. Como E es una extensién fi-
nita, es algebraica y por lo tanto existen ay,...,q, € FE tales que £F =
F(ay,...,a,). La demostracién la haremos por induccién sobre n. Sin =1,
entonces, £ = F(ay) y E es una extension simple, suponemos el resultado
valido para n = k.

Sean = k+1, asi, F = F(oq,...,qp41) y tenemos la siguiente cadena
de extensiones: F' C F(aq,...,ax) C F(aq,...,axs1) = E. Por hipdtesis de
induccién, F(aq,...,ax) es extension simple de F, esto es, 3 f € F tal que

F(ay,...,ar) = F(B) por lo que E = F(5, agi1).
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Supongamos que F' es infinito, entonces, los elementos J; son infinitos. Sea
B = B+ tlausr) Yt € F, ast, F(f;) C F(B,ax41). Como #Latg r) es
finita, los campos intermedios de la forma F(f;) son finitos, por lo tan-
to, existen t,t' € F tales que t # t' y F(B;) = F(fy), de manera que
(t —thagyr = B — By € F(B) = F(By). Ya que t # t', entonces, ag; €
FBy) y B = B — tlags1) € F(By). Asi, F(5,ar41) C F(B:) por lo tanto,
F(B,ars1) = F(B) y E = F(p;), esto es, E es extensién simple de F' lo cual
concluye la demostraciéon por induccién.

Observacion: Para el caso en que F' es finito, por hipdtesis E es una ex-
tension finita de F', entonces E es un campo finito y F'y E tienen la misma
caracteristica por lo que E es una extensiéon simple de F'.

O

Corolario 20. Sean E una extensiéon simple de F'y K un campo intermedio,
entonces, K es extension simple de F'.

Demostracién. Sabemos que Lat g ry C Lat(g ry; por el teorema 41, #Lat g r)
es finita por lo que #Lat g r) es finita y asi, K es extension simple de F'.
O

Teorema 42. (Teorema del elemento primitivo). Sea K una extensién finita
separable de F', entonces, K es extension simple de F'.

Demostracion. Como K es una extension finita de F', por el lema 19, exis-
te un campo de descomposicién E sobre F' para algun f(x) € F[z] tal que
FCKCE.

Como K es una extensién separable de F', entonces, V f(z) € Flz], f(x)
es separable en K C E por lo que f(x) es también separable en E. Como FE
es un campo de descomposicién de f(z), entonces, E es una extensién finita
de F y por el teorema 38, E% = = F, por lo tanto, E es extensién de
Galois de F'.

Por el corolario 19, #Latg r) es finita; sabemos que Latx r) C Latg r),
por lo tanto, #Lat(k ) es finita y asi, por el teorema 41, K es extension
simple de F.

m
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7. Conclusiones

Hemos visto paso a paso una forma de construir la Teoria de Galois partiendo
de la definicion de grupo. Una parte muy importante en el desarrollo de
este trabajo es ver como al ir dotando de mas elementos y propiedades a
una estructura algebraica esta se empieza a comportar de maneras distintas,
conservando algunas propiedades y perdiendo otras pero sobre todo nos deja
ver (en los ultimos teoremas) como distintos problemas que en un principio
parecen no tener relacion alguna entre si pueden ser solucionados de manera
similar al estudiar su estructura algebraica.
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