UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE
MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

SISTEMAS INTERACTIVOS DE
PARTICULAS:

PROCESO DE CONTACTO

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
A C T U A R I A
P R E S E N T A:

ILCE ANAHI MEDINA MENDOZA

DIRECTOR DE TESIS:
Dra. Ana Meda Guardiola

2014



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Hoja de Datos del Jurado

1. Datos del alumno

Medina

Mendoza

Ilce Anahi

58517563

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Actuaria

306098433

2. Datos del tutor

Dra.

Ana
Meda
Guardiola

3. Datos del sinodal 1

Dr.
Fernando
Baltazar
Larios

4. Datos del sinodal 2

M.en C.
Juan Martin
Barrios
Vargas

5. Datos del sinodal 3

Dr.

Sergio Ivan
Lopez
Ortega

6. Datos del sinodal 4

Dr.

Daniel
Hernandez
Hernandez

7. Datos del trabajo escrito

Sistemas Interactivos de Particulas: Proceso de Contacto
98 pags.
2014






A mis padres







AGRADECIMIENTOS

A mi madre por ser la luz de mis dias, por ensefiarme que hay amores inconmensura-
bles, a mi padre por mostrarme que la fortaleza te hace inquebrantable y el esfuerzo es la
clave de cualquier logro. A Jonds porque hace que aun en los dids mas obscuros sonria. A
mi asesora, la Dr. Ana Meda Guardiola por su comprensién y ayuda, por su dedicacién y
enseflanzas. A mi pulgas que cada noche de esta tesis se desvelo conmigo.






INDICE GENERAL

Agradecimientos

Notacion

Introduccion

1. Semigrupos, generadores, nicleos y dualidad.

3.

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
L.5.

Proceso de Markov y su semigrupo . . . . . . .
Semigrupos y medidas invariantes . . . . . . .
Semigrupos y sus generadores . . . . ... ..
Nicleos . . . ... ... ... .. .......
Dualidad. . . . ... ... ...........

Sistemas interactivos de particulas y sistemas spin

2.1.

2.2.
2.3.
24.

Sistemas interactivos de particulas . . . . . . .
2.1.1. Modelodel votante . . . . .. ... ..
2.1.2. Proceso de exclusiéon . . . . ... ...
2.1.3. Procesodecontacto. . . . ... .. ..
Generadores . . . . . . ... ...,
Valores importantes . . . . . . .. ... ....
Sistemas spin . . . ... ..o
2.4.1. Ergodicidad de sistemas spin . . . . . .
2.4.2. Acoplamiento de sistemas spin . . . . .
2.4.3. Reescribiendo valores importantes. . .

Proceso de contacto

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

Construccion del proceso de contacto . . . . .
Descripcién del proceso. . . . . . .. ... ..
Herramientas para la representacion grafica . .
Aditividad . . . . ...



v INDICE GENERAL

34.1. Dualidad . ... ... ... ... 56

4. Propiedades: proceso de contacto 59
4.1. Valores importantes en el proceso de contacto. . . . . . . . ... ... .. 59
4.2. Propiedades del procesode contacto . . . . . ... ... ... .. 61
4.3. Supervivenciayextincion. . . . . . .. ..o 63

A. Analisis Matematico 69
A.l. AndlisisReal . . . ... ... ... 69
A.2. Andlisis en Espacios de Funciones . . . . . ... ... ... ....... 70

B. Probabilidad 75
C. Medida e Integracion 77
D. Topologia 79
E. Teoria de Graficas 81

Bibliografia 83



NOTACION

e

Q

N%R5

e

=3

=~

Yoo
2

E

espacio de estados del proceso,

elementos en S,

gréfica con S el conjunto de vertices y E el conjunto de aristas,
espacio de funciones continuas de X en R,

coleccién de subconjuntos finitos de S,

conjunto de las medidas de probabilidad en X,

conjunto de las medidas invariantes en &

elementos en X,

proceso de Markov particularmente un sistema interactivo de particulas,
masa puntual, distribucién degenerada o delta de Dirac de n =0,
masa puntual, de n =1,

generador o pregenerador del proceso,

dominio de Q y

rango de Q.






INTRODUCCION

Las epidemias son eventos ligados intimamente a la humanidad. Epidemias y pande-
mias han afectado el curso histérico de poblaciones y civilizaciones completas.

Gracias a los avances en investigacion médica hoy en dia es posible tratar enferme-
dades que en el pasado asolaron a la humanidad, pero dia a dia la aparicién de nuevas
enfermedades y mutaciones en virus y bacterias conocidas, ponen en riesgo la salud de
miles de individuos, a la par que la globalizacién hace que el riesgo de contagio masivo
sea cada vez mayor.

Debido a esto, nos parecié importante estudiar un modelo matemadtico que nos permi-
tiera entender a gran escala cdmo se comporta una epidemia sin dejar de lado los supues-
tos principales que permiten que un modelo sea realista y ademds permita llevar a cabo
algunas predicciones.

Buscando modelos para infecciones, nos topamos con modelos aleatorios y modelos
deterministas. Entre los modelos probabilistas que revisamos estdn algunos de los desa-
rrollados por Linda J. S. Allen en el capitulo 3 de [BvdDWOS], los cuales a pesar de
contemplar en alguna medida los eventos de contacto infecciosos entre los individuos
como aleatorios, son modelos simples y sus resultados poco apegados a la realidad. A
la par revisamos modelos epidemiolégicos deterministas, primordialmente bdsicos, como
los modelos (SIR) y (SIS), con las hipdtesis usuales, por lo cual se trabaja con una po-
blacién constante y no se contempla la transmisién vertical de la enfermedad o muertes.
A pesar de las hipétesis en estos tltimos modelos, las conclusiones obtenidas en los mo-
delos simples no son tan realistas como quisiéramos. Por lo anterior decidimos buscar un
modelo mds complejo.

Finalmente logramos dar con un modelo mds realista respecto al tipo de contacto ne-
cesario para transmitir una enfermedad y bastante mas complejo que los anteriores que
encontramos, y decidimos trabajar con él. Este modelo es un proceso de contacto, que es
un caso particular de un sistema interactivo de particulas (IPS por sus siglas en ingles). En
este modelo el contagio se da de manera local por cercania, y no homogéneo entre todos
los habitantes (o puntos).

En probabilidad un sistema interactivo de particulas (IPS) es un proceso estocdstico

VIl



VIII INTRODUCCION

n; cont € [0,00) en X = {0, 1} donde S es el conjunto de vértices de una gréfica.

Los Sistemas Interactivos de Particulas son una rama de la teoria de probabilidad que
tiene numerosas conexiones con multiples dreas de la ciencia, primordialmente fisica y
dreas como biologia y las ciencias sociales.

Los procesos estocasticos de esta clase son muy ttiles para modelar fenémenos com-
plejos que involucran un gran nimero de componentes interrelacionadas. Han sido uti-
lizados para modelar la propagacién de epidemias o incendios, el flujo del trafico en
carreteras, mercados financieros, sistemas econdmicos, dindmica de opinidn, quimiota-
xia, crecimiento de tumores, migracion colectiva y magnetismo, por mencionar algunos
ejemplos.

Matemadticamente los componentes se modelan como particulas confinadas en una
grafica. Los movimientos e interaccion entre estos se rigen por normas locales, es decir,
dependen del entorno mds allegado a cada particula, se quiere estudiar el fenémeno com-
pleto y por esto se eligié modelarlos como un proceso estocdstico.

Debido a la gran variedad de temas que se abarcan desde el comienzo de la tesis y a la
dificultad de los mismos se decidié abocar la tesis a una adecuada construccion del pro-
ceso de tal manera que esta misma construccion sirviera tambien para cualquier modelo
general de IPS’s. Nos basamos en el texto de Thomas M. Liggett [Lig85] el cudl exige
para su comprension una gran cantidad de temas de andlisis, topologia y probabilidad.
Por esto se dejo solo para la parte final un poco del tratamiento a los temas que fueron
el incentivo para trabajar este modelo es decir, las epidemias. En el dltimo capitulo se
pueden encontrar cotas interesantes que permiten matemadticamente dar los factores nece-
sarios para que se presente una pandemia.

Finalmente podemos concluir que esta tesis es una introduccién a los sistemas inter-
activos de particulas. Consta de la construccién de los mismos, y aun mds se estudia un
de los modelos mds importantes y basicos en estos temas dando un tratamiento formal a
estos temas.

El primer capitulo se encuentra dedicado a construir teoria que serd necesaria en los
siguientes capitulos, dando la base para la construccién de los sistemas spin, en este se
tratan los temas de semigrupos, generadores, niiclos y dualidad. Es en el segundo capitulo
donde se da la construccion de los sistemas interactivos de particulas y los sistemas spin
a través de semigrupos y generadores de Markov. En el tercer capitulo construimos un
caso particular de los sistemas spin, el proceso de contacto que es el modelo que incité a
esta tesis. Finalmente el dltimo capitulo se encuentra dedicado a observar caracteristicas
particulares del proceso de contacto, como modelo para una enfermedad.
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SEMIGRUPOS, GENERADORES, NUCLEOS Y
DUALIDAD.

Para abordar rigurosamente el tema de Sistemas de Particulas es necesario conocer
y trabajar con diferentes ramas de la matemadtica, sobre todo andlisis. Conceptos como
semigrupo, proceso de Feller, medidas invariantes y generadores de Markov nos serdn in-
dispensables, por esto para construir el proceso de contacto CP; dedicamos este capitulo
a trabajar con este material.

Este primer capitulo se basa principalmente en la primera parte del primer capitulo del
libro [Lig85] de Thomas M. Liggett. Se tomo¢ este libro como referencia principal porque
en la mayoria de los libros y documentos que encontramos posteriores al afio 1985 res-
pecto a sistemas interactivos de particulas y procesos de contacto, se hace referencia a
la construccién dada por Liggett en este libro, y este autor es particularmente citado al
hablar del tema. También se usaron el [FG96], [Wei80], [Kre78], entre algunos mds para
la construccién pues facilitaba en algunos casos la teoria o la ampliaban, aunque en la
parte de dualidad y en la ultima parte de medidas invariantes se usé principalmente el
libro de Thomas M. Liggett [Lig10] pues aborda de forma mas certera algunos temas y
proposiciones que nos interesan.

Cabe mencionar que la mayorfa de los textos consultados sobre el tema dan por sen-
tado que el lector maneja adecuadamente los temas abordados en el primer y segundo
capitulo de esta tesis, pues en algunas ocasiones simplemente se abstienen de mencionar
la construccién saltando propiamente a la teoria de su interés o solo mencionan los resul-
tados mas relevantes, por lo cual esta tesis ayudara a comprender la construccién formal
de los sistemas interactivos a un lector inexperto.

Para comenzar necesitamos definir algunos elementos. Sea X un espacio métrico com-
pacto. X se tomard con estructura medible dada por la ¢ —élgebra de los conjuntos de
Borel, es decir los abiertos.
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También, definimos D[0,e0) como el conjunto de todas las funciones cadlag, es decir
7. : [0,00) — X continuas por la derecha y con limite por la izquierda. Este espacio asf
definido es el espacio canénico para las trayectorias de un proceso de Markov con espacio
de estados X.

Finalmente, para s € [0,00),definimos el mapeo 7, : D[0,00) — X como 75(n.) = 1
y ¥ serd la mds pequefia c—algebra en D[0,0) que hace que todos los mapeos 7; sean
medibles. Sea .%; la mas pequefia o —élgebra tal que 7y es medible para toda s < t.

1.1. Proceso de Markov y su semigrupo
Habiendo definido los elementos anteriores comenzaremos dando la definicién de pro-
ceso de Markov que usaremos durante este trabajo.

Definicion 1.1. Definimos un proceso de Markov en X como una coleccion de medidas
de probabilidad {P", n € X} en el conjunto D[0,) indexada por X, que cumplen las
siguientes propiedades:

1. Elmapeo 1 — P"(A) de X — [0,1] es medible para toda A € .7,

2. PNME. € D|0,] : & =n] =1, para toda 1 € X, es decir P" normaliza todas las
trayectorias con condicion inicial &y = 1,

3. P[nsy. €A| F] =P (A) c.s. para todan € X, toda A € F ys > 0.

Notemos que la dltima propiedad dada en la definicién anterior es precisamente la

propiedad de Markov.

También definimos la esperanza E™ correspondiente a P":

Definicion 1.2. Sea Y una funcion medible en D[0,0) integrable respecto a la medida de
probabilidad P". Entonces

EY = / Ydp".
D[0,c0)

También definimos el conjunto C(X,R) := {f| f: X— R, f continua}, con la norma
uniforme

|| f1lee = sup|f(n)].
nex

Usualmente escribiremos C(X) en lugar de C(X,R).
Notemos que por la proposicién (A.14) tenemos que el conjunto C(X) es subespacio
de las funciones acotadas de X (A.12) en R, es decir
C(X,R) C Ca(X,R), (1.1)

y usando la proposicién (A.18) obtenemos que C(X,R) es de Banach, con la norma
uniforme.
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Definiciéon 1.3. Para toda f € C(X), N € X definimos el operador S(t), cont > 0 como

S@)f(n) :==E"f(n,).
Notemos que por definicién de S(¢) el operador es lineal.
En general, si f € C(X) no implica S(¢)f € C(X) para ¢t > 0, por lo cual tenemos la
siguiente definicién.

Definicion 1.4. Decimos que un proceso de Markov {P",n € X} es un proceso de Feller
si paratoda f € C(X) yt > 0, tenemos

S(t)f € C(X).

Notemos que si tenemos un proceso de Feller, entonces S(z) : C(X) — C(X) para toda
t > 0y el operador lineal S(¢) muestra el valor esperado de la funcién f sobre el conjunto
X al tiempo ¢ para el proceso de Markov 7.

Para facilitarnos la escritura en algunas demostraciones y para concordar con la nota-
ci6n usual, definiremos la funcién 1 € C(X) como 1(n) = 1 para toda € X y andloga-
mente la funcién identidad I € C(X) como I(1) = n paratodan € X.

Proposicion 1.5. Sea {P", n € X} un proceso de Feller en X, entonces la familia de
operadores lineales {S(t),t > 0} en C(X) definidos por (1.3) tiene las siguientes propie-
dades:

1. S(0)f = f para toda f € C(X), es decir S(0) = I.
2. S(t+s)f =S()S(s)f para toda s,t > 0y toda f € C(X),

3. el mapeot — S(t)f que va de [0,00) — C(X) es continuo por la derecha para toda

fecX),
4. §(r)1 =1 para todat > 0,
5. 8(t)f > 0 para toda funcion f € C(X) no negativa.
Demostracion. 1. Sea f € C(X)yn € X. Por la definicién (1.3)
S()f(n) =E"f(n,)

tomando ¢ = 0, tenemos

$(0)f(n) =E"f(no),

dado que estamos trabajando con un proceso de Feller, este es a su vez un proceso
de Markov, por lo cual usando la propiedad de Markov, tenemos

$(0)f(m) =Ef(n) =)
como esto se cumple para cualquier n € X, S(0) f = f es decir

S(0)=1.
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2. SeaneX,s,t >0y feC(X).

S(s+1)f(n) =E"f(Ms41) por la definicién (1.3)
= EME[f(N(s40)) | F5]] por propiedades de esperanza

dado que {P", n € X} es un proceso de Feller y por consiguiente un proceso de
Markov

= ETE™[f(m)]]
= E"[S(¢)f(ns)] usando nuevamente la definicién (1.3)
=E"[S(r) f](ny) como una funcién de 7;.

Ya que S(1) f € C(X) pues {Py,n € X} es de Feller, y usando nuevamente la defi-
nicién (1.3), tenemos

= S(s)S(0)f(n),
por lo tanto
S(s+1)f=S(s)St)f.

3. Seaa €[0,0), N € Xy f € C(X). Por la definicién del operador lineal S(¢), tene-
mos

1;$S(t)f (m= ltfg;E" [f ()]

dado que f es una funcién acotada recordando la ecuacién (1.1), existe K € R tal
que

[f(n)] <K, ¥n € X yentonces |f(1n,)| <K, ¥Vt € [0,00).

Por otra parte dado que 7. es continua por la derecha, pues 1. € D[0,), y f es
continua, tenemos el limite puntual

f(e) = f(Ma)

por lo cual
P(ltilzlf(nz) =fMu))=1vy f(n)— f(Na)cs.

andlogamente, como la sucesién constante

K—Kecs.,y limE"[K]:K,
tla
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por el teorema de convergencia dominada (B.1)

ltiE}E” [F(n)] = E[f(na)] = S(a) f(n),

por lo tanto

ltfng(t)f(n) =S(a)f(n),

dado que esto se cumple para toda ) € X, tenemos

limS(1)f = S(a)f.

por lo tanto el mapeo t — S(z) f es continuo por la derecha para toda f € C(X).

4. Tomamos la funcién 1 e C(X), n€Xyt>0.

S(t)1(n)=E"[1(n,)] por la definicién (1.3)
S
=1.

Dado que igualdad anterior se cumple para toda 17 € X, tenemos
S(t)1 = 1.
5. Sea f € C(X), f no negativa, n € X y ¢ > 0. Usando la definicién (1.3)
S@)f(m) =E"f(n)

y por hipétesis f(1,) > 0 por lo tanto E™ f(1,) > 0, es decir

S(t)f(n) =0
dado que esta desigualdad se cumple para cualquier n € X,

S(t)f > 0.
O

Definiciéon 1.6. Llamaremos a una coleccion de operadores lineales {S(t), t > 0} en
C(X) un semigrupo de Markov si cumple todas las condiciones de la proposicion (1.5).

Las definiciones anteriores y las caracteristicas que definen cada proceso nos seran de

gran ayuda mas adelante en este capitulo al igual que en el siguiente.

Dada la bibliografia o el material que se use la siguiente proposicién puede o no ser
de relevancia.
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Proposicion 1.7. El semigrupo {S(t), t > 0} es fuertemente continuo.

Demostracion.
h’n(l)S(t)f(n) = lir(r)lS(t)f(T]) dado que ¢ > 0 por definicién de S(.)
t— 12
= hlr(r)lE77 [£(n)] usando la definicién (1.3).
12

Usando la demostracion del tercer inciso de la proposicion (1.5) tenemos

£ (o),
f(m)] dado que S(z) es de Markov
)

(n

Il
o

por lo tanto

imS(#) f(n) = f(n),

t—0

por lo cual el semigrupo {S(#), ¢ > 0} es fuertemente continuo.

O

La siguiente proposicién es interesante pues nos muestra una mds de las propiedades
del semigrupo de Markov con el cual estamos trabajando.

Proposicion 1.8. El operador lineal S(t) es Lipschitz continuo, para toda t > 0.

Demostracion. Demostraremos que S(¢) es acotado por lo que tendremos que es continuo
usando el teorema A.28.

Sea feC(X),yt>0.
|[S(#) f]ee = sup[S(2) £ ()]
nex

= sup [E"[f(n,)]|
nex

<sup E[|f(n:)]]
nex

< sup [f(n)]
nex

= [1fleo

Por lo tanto S(z) es un operador acotado y usando la proposicién (A.28) S(¢) es un opera-
dor Lipschitz continuo.
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Una observacién muy simple de la proposicién anterior es que el operador lineal S(.)
es continuo.

El siguiente es un teorema de existencia, que sélo enunciaremos pues nos es de mayor
interés conocer la construccién y propiedades del proceso. Si se desea mayor referencia
se puede encontrar en [Lig85].

Teorema 1.9. Sea {S(¢),t > 0} un semigrupo de Markov en C(X), existe un vinico proceso
de Markov {P", n € X} tal que para toda f € C(X), n € Xyt > 0 se cumple

S@)f(m) =E"f(n,).

La importancia de los semigrupos de Markov se hace presente cuando nos percata-
mos de que a cada semigrupo le corresponde un proceso de Markov (por el teorema de
extensién de Kolmogorov), por lo que dentro de los procesos de Feller el problema de
construirlo se puede simplificar a s6lo construir su correspondiente semigrupo.

1.2. Semigrupos y medidas invariantes

En esta seccion trataremos la relacion que existe entre los semigrupos de Markov y
algunas medidas invariantes. Este tema tomard real importancia dentro de esta tesis cuan-
do busquemos algunas cotas para conocer el comportamiento del proceso de contacto.
Comenzaremos con algunas definiciones y observaciones.

Definicion 1.10. Llamaremos &2 al conjunto de todas las medidas de probabilidad en X
con la topologia de la convergencia débil. Es decir,

MUy — U en P

si'y sdlo si para toda f € C(X)
/ fdpn, — / fdu.
X X

Observemos que las medidas en el conjunto &2 son de Borel pues la estructura medi-
ble dada en X es la de los conjuntos de Borel; asi lo asumimos al principio de este capitulo.
También observemos que con esta topologia, & es un conjunto compacto cuando X es
compacto.

Una observacién importante es que para una medida u € &y {P", 11 € X} un proceso

de Markov, el correspondiente proceso de Markov con distribucién inicial i es un proceso
que denotaremos por 1), cuya distribucién se encuentra dada por

P’“‘:/XP”u(dn).
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Por lo cual

Efn) = [ Eoutdn) = [ S@rm)u@n) viecx. ()
Ahora nos hace falta una definicién para la distribucién al tiempo ¢ del proceso 7;.

Definicion 1.11. Sea {S(t), t > 0} un semigrupo de Markov en C(X) y U € & una me-
dida de probabilidad. La medida de probabilidad 1S(t) € & se define en términos de la
igualdad

/fd[,uS(l)] = /S(t)fdupara toda f € C(X).

Interpretaremos la medida de probabilidad puS(¢) € & como la distribucién del proce-
so al tiempo t con distribucidn inicial y; en palabras: si 4 es una medida de probabilidad
en X, la distribucién del proceso al tiempo ¢, cuando u es la distribucidon inicial, serd

uS(z).

Finalmente observemos que E* f(1;) = / fd[us()].

La siguientes definiciones seran de gran importancia en el dltimo y peniltimo capitulo
cuando investiguemos el comportamiento del proceso de contacto.

Definicion 1.12. Diremos que una medida |, L € 2P, es invariante o estacionaria para
el proceso con semigrupo de Markov {S(t), t > 0} si

uS(t) = u paratodat > 0.
En el siguiente capitulo nos serd de vital importancia la siguiente definicion.

Definicion 1.13. El conjunto de todas las medidas invariantes |, i € & se denota por
En la siguiente proposicién veremos algunas de las caracteristicas del conjunto ¢ .

Proposicion 1.14. Sea {S(t), t > 0} el semigrupo de un proceso de Feller en X. Entonces,

1. pe g siysolo si

/S(t)fd,u = / fdu, paratoda f € C(X)yt > 0.
X X

2. el conjunto de todas las medidas invariantes ¢ es un subconjunto compacto de

2
3. siv= lll’m/.tS(t) existe para algiin [l € &, entonces v € 7.
—y00

Demostracion. 1. Seape ¢#,feC(X)yt>0.Porladefinicién (1.11) tenemos que

[swyau= [ ratusi).
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ydadoque up € 7,

p=pusS(t) = /fdu.

Sea /S(t)fd,u = /fd,u paratoda f € C(X)yt > 0. Yaque u € &,y usando la

definicion (1.11), obtenemos

[ faluso) = [ st fdu
por lo tanto

[ falus) = [ ste)fdu = [ fau
es decir

[ faluso) = [ fau

porlotanto uS(r) =pype 7.

2. Dado que & es un conjunto compacto, y _# C &7, usaremos la proposicién (A.25)
para demostrar que _# es compacto.

Para usar la proposicién (A.25) es necesario que _Z sea cerrado, en vista de esto
usaremos la proposicion(A.8). Sea {1, },ery una sucesion en _Z, tal que p, — LU,
demostraremos que p € _¢# para demostrar que _Z es cerrado.

Ya que S(¢)f € C(X) para toda f € C(X) (pues {S(¢), t > 0} es el semigrupo de
transicion de un proceso de Feller) y usando la definicién (1.10), tenemos

= = [S(0)fdn > [S(00ap (13)
para toda f € C(X).
Yaque u, € ¢ y U4, — I, usando la expresién (1.3), tenemos
[~ [ sdu. (14)

Dado que la expresién (1.3) se cumple para toda f € C(X) y ¢ € R podemos decir

[ran [ ran. (15)
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Por lo tanto, por las expresiones (1.4) y (1.5), tenemos

[sypdu= [ rau.

Usando el primer inciso de la proposicién (1.14), concluimos que i € ¢ por lo
tanto, / es cerrado y compacto.

(1.6)

. Seav:tlimuS(t) para p € #, s >0y f € C(X).

Dado que pt € &, tenemos US(t) € & para toda t > 0y como & es compacto,
(por el segundo inciso) v € Z.

Ademds, ya que S(7)f € C(X) para toda f € C(X), pues {S(t), > 0} es el semi-
grupo de transicién de un proceso de Feller, y dado que &7 tiene la topologia de la
convergencia débil, tenemos

[ S)fav = tim [ (s)sdlus(e)

= lll’m S(s)S(t)fdu usando la definicién (1.11)
—voo

=1im [ S(s+1)fdu por propiedades de semigrupo
t—yo0

dado que s es fija y el proceso es de Markov
= llgg S@t)fdu
= th’m /fd[[,LS(t)] por la definicién (1.11)
—yo0
usando la topologia de la convergencia débil

:/fdv

por lo tanto

/S(s)fdv - /fdv.

Y usando el primer inciso de la proposicién (1.14) concluimos v € _#.
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Una observacién de utilidad es que la igualdad del primer inciso de la proposicién
(1.14) se puede escribir como u(S(r)f) = u(f) paratoda f € C(X).

Definicion 1.15. Diremos que un proceso de Markov con semigrupo {S(t),t > 0} es
ergodico si:

1. ¢ ={v} esdecir, el conjunto ¢ es un unitario, y
2. er uS(t) =v paratoda u € 2.
—So0

Notemos que la primera condicién de la definicién anterior nos dice que la medida
estacionaria entonces es tnica y la segunda condicion nos da la convergencia al equilibrio.

Teorema 1.16. Sea {S(¢),t > 0} un semigrupo de Markov para el proceso de Feller. Si
X es compacto, entonces [ # 0.

Demostracion. Sea € .

Definimos
l n
Vp = f/ uS(rydr.
nJjo

Sea f € C(X). Usando la definicién (1.11)

[ s = [ swrsav,
= [istosa ([ usoar)
_ %/0" (/XS(t)S(r)fdu) dr

usando el inciso dos de la proposicién (1.5)

_ %/0 (/XS(tJrr)fdu) dr

1 n—+t
= ;/[ (/}(S(r)fdu) dr. (L.7)
Ademas

[ favi— [ swgav = [ gav~ [ atnsi).

Usando la igualdad (1.7)

_ / fd (}1 /0 ! usmm) f% /, " ( /X S(r)du) dr
o [ (foswrraw)ar [ [ sty ar
:% Vo (/};S(r)fdu) a’r—/th (/XS(r)dy> dr] .
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Notemos que los términos de ambas integrales son los mismos, y solamente difieren en
los limites de integracidn, por lo tanto para n tal que n > ¢

/ Fdv,— / S(t) fdvy = % [ /0 t < / S(r) fdu) dr— / " < /X S(r)d/,t) dr].

La dltima igualdad tiende a cero cuando #n tiende a infinito, pues el primer sumando va
a cero al ser acotado y estar multiplicado por % y el segundo converge a cero porque el
operador S(r) es acotado, la medida u es medida de probabilidad y por lo tanto es también
acotado donde la cota no depende de n. Por lo tanto

iim [ fdv,— / S(t)fdvy = 0. (1.8)
X X

n—oo

Queremos usar el teorema de Prohorov (A.42), por lo que es necesario ver si se cumplen
las hipétesis necesarias. Definimos el siguiente conjunto

H::{v,,

Por hipétesis X es compacto, por lo tanto, por el teorema (A.23) X es completo, y usando
la proposicion (A.39), tenemos que X es separable. Ahora demostraremos que I1 es tenso.
Usaremos propiedades de semigrupo y del conjunto de medidas invariantes.

1 n
V, = f/ uS(r)dr, parap € 93} (1.9)
nJo

Sea € > 0y v, € II. Notemos que
Va(X) = / d(v,)
X
por la proposicion (1.5) inciso 4, tenemos
= / S(t)1dvy
X
usando el desarrollo en la igualdad (1.7)
1 [n+t
- 7/ (/ S(r)ldu)dr
nJ: X
usando nuevamente la proposicién (1.5) inciso 4

- %/tn+t(/)(1du)dr

1 n-+t
= f/ 1dr
nJ:
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dado que lo anterior se cumple para cualquier ¢, tomamos ¢ = 0
1 n
=— / dr
nJo
=1 (1.10)
es decir
Vu(X) =1 (1.11)
por lo tanto
Vu(X) > 1 —¢ paratodon € N.

Por otra parte dado que X es compacto y X C X, podemos observar que cumplimos las
hipétesis del teorema de Prohorov (A.42), por lo tanto, el conjunto IT es tenso. Dado que
IT es tenso, existe una subsucesién v, y v € &, tal que

Vi, =V
donde ny, va para infinito; por la topologia de la convergencia débil,
Vi, — v<:>/fdv,,k — / fdv,
X Jx

por lo tanto, ya que S(f)f, f € C(X) y por (1.8)

Jim /X fdvy, — /X S(t) fdV,, = /X fdv — /X S(t)fdv
=0

con lo cual, tenemos

/ fdv = / S(t)fdv

Jx X

y usando el primer inciso de la proposicién (1.14),
v=vS(t),

es decir v es invariante, por lo tanto v € _7.
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1.3. Semigrupos y sus generadores

Los generadores de Markov son de gran utilidad dentro de los procesos estocasticos
pues permiten caracterizarlos. Comenzaremos definiendo un pregenerador de Markov.

Definiciéon 1.17. Diremos que un operador lineal Q en C(X), con dominio 9(Q2) es un
pregenerador de Markov si satisface las siguientes propiedades:

1. 1€2(Q)yQl=0,
2. 9(Q) es denso en C(X),
3.5ifePD(Q), A >0y f—AQf =g, entonces

min f(§) > Iéne'gg(é)-

EeXx

La siguiente proposicion nos ayudara mds adelante en esta subseccidn, facilitindonos
las cuentas.

Proposicion 1.18. Sea Q un operador lineal en C(X). Si Q satisface que

sifez2(Q)yf(n) zlgli}l}f(é) entonces Qf(n) >0, (1.12)
€
entonces € satisface la ultima propiedad de la definicion (1.17), esto es Iénl’n f&) >
€x
rénel)r}g(é)-

Demostracion. Sean f € 2(Q), A >0, f—Af(n) =g. Ademés

si f(n) = minf (&), entonces Qf(n) > 0.
EeX

Notemos que existe un punto 1 € X donde f alcanza su minimo pues X es un conjunto
compacto no vacio y f es continua. Sea 1 tal que r[:m’n f(&E)=r(n).
€x

Dado lo anterior y (1.12) tenemos que Qf (1) > 0. Ya que A > 0, se cumple que

fm)=fn)—2Qf(n)=gn)

y es claro que

g(n) > rénef)gg(é)-

Por lo tanto, mi > mi )
or lo tanto réneljr;f(é) _rgrlel)r}g(é)
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Proposicion 1.19. Si Q es un pregenerador de Markov, f € 2(Q), A >0y f—AQf =g,
entonces

A< llgll-

Demostracion. Sean f € 2(Q), L >0y f—AQf = g. Ya que Q es un operador lineal,
2(Q) es un espacio vectorial, por lo tanto —f € Z(Q).

Ademads ya que Q2 es un pregenerador de Markov por la dltima propiedad de la definicién
(1.17) min f(&) > ming(&) por lo tanto
Eex EeX

méx (—f)(§) < médx (—g) (). (1.13)

EeX EeX

Anélogamente para — f que como ya mostramos se encuentra en Z(£2), tomamos g como
g=—f—2AQ(—f) y dado que Q es un operador lineal

g=—f+AQf. (1.14)
Por la dltima propiedad de la definicién (1.17) Enin —f(&) > En’n g(&) por lo tanto
ex ex
mé <méix — g 1.15
méx f(6) < méx —2(6) (1.15)

usando la expresion (1.14) y la hipétesis g = f — AQf, tenemos
—f=AQ(=f)+8=—g—AQ(f)
esto sucede si y solo si
—8=g+AQf+AQ(-f), =g +AQ(f - f) = ¢,
por lo tanto
g=-4

Usando la igualdad anterior y las expresiones (1.15) y (1.13), llegamos a que

Iénef)rgf(é)Zgle’}r}g(é) y rglggf(i)ﬁlgleél;g(é)-

Por lo tanto para toda & € X tenemos |f(§)| < |g(&)] es decir

1l < [[8] |-

Para la siguiente proposicién usaremos la defincién de cerradura (A.31).
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Proposicion 1.20. Si Q es un pregenerador de Markov, entonces Q tiene una cerradura
Q que es a su vez un pregenerador de Markov.

Demostracion. Comenzaremos demostrando que Q f;, — 0, y usando la proposicion (A.33)
tendremos que Q es cerrable, es decir, la cerradura de la gréfica de Q es la grafica del ope-
rador lineal Q y ademads Q es tinico.

Sea { f,, }nen una sucesion de funciones en 2(Q) tal que, f,, — 0y Qf, — h. También
tomamos g € Z(Q).

Notemos que dado que 2(Q2) es un espacio vectorial y g, f, € Z(Q), entonces f, +
Ag € 2(Q). Usando lo anterior y la proposicién (1.19) tenemos

(T =AQ) (fu + A = |fu+ Agll para A >0
ya que Q es un operador lineal, y D(Q) es un espacio vectorial
1fu+ 28 = AQ(fa) = A2Qs|| > || fu+ A4l
haciendo tender » a infinito, tenemos
A8 —Ah—27Qg|| > [|28]]
dividiendo entre 4
llg—h—2Qg|| = lgll
haciendo tender A a 0, obtenemos

g — Al = lgll-

Ya que la funcién g € 2(Q) es arbitraria y A es fija, se debe cumplir

sup|g(&) —h| > sup[g(&)
Eex Eex

para cualquier g € 2(Q), por lo tanto podemos concluir que # = 0, de donde concluimos
que Qf, —0,.

Ahora hace falta demostrar que Q es un pregenerador de Markov.

Ya que Q es pregenerador de Markov 1 € Z(Q) pero 2(Q) C 2(Q) por lo tanto
1€ 2(Q)y Ql =Q1 =0.Dado que 2(Q) C 2(Q) C C(X) yel Z(Q) es denso en C(X)
esto implica que Z(Q) es denso en C(X), cumpliendo asi el primer y segundo inciso de
la definicion de pregenerador de Markov (1.17).
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Ahora, sean f € 2(Q), A >0y f—AQf = g. Yaque Q es un operador lineal cerrado

G(Q) ={(f.9f): f€ 2(Q)}
es cerrado en C(X) x C(X), por lo cual existe una sucesion (fu, fn)nen € G(Q) tal
que (fu,Qfn) = (f,h) € G(Q) para toda (f,g) € G(Q). Entonces, por el teorema (A.32)
Qf = h, por lo tanto (f;,,Qf,) — (f,Qf). Definimos g, = f, — AQf, por el inciso 3 de
la definicion (1.17)

minf,(§) > ming,(&)

EeX EeXx

pero f, — [y g» — g en C(X), por lo tanto

Enef;}f(i) > Enef}l}g(i)

con lo cual podemos concluir que Q es un pregenerador de Markov. O
A partir de este momento denotaremos por Z(Q) al rango del operador Q.

Proposicion 1.21. Sea Q un pregenerador de Markov cerrado. Entonces para A > 0 el
rango de I — AQ es un subconjunto cerrado de C(X).

Demostracion. Sea g, € Z(I — AQ) tal que g, — g. Demostraremos que g € Z(I — AQ),
con lo cual tendriamos que el conjunto Z(I — AQ) es cerrado.

Definimos f, como f, — AQf, = gy, es decir f, = (I — AQ) g, y esto es posible
debido a que g, € Z(I — AQ). Notemos que f, € C(X).

Entonces

8n —8m = (fn _len) - (fm —AQfn)
=fo—Jm— (len _A'Qfm)
= (fn *fm) *)LQ(fn *fm)

y usando la proposicién (1.19)

1fn = full < |lgn — &ml| (1.16)

ya que g, es de Cauchy pues g, — g y dada la expresién (1.16), obtenemos que f, tam-
bién es de Cauchy, y dado que C(X) es de Banach, existe el limite para esta sucesion,
llamemosle f:

f=limf,.

n—oo

Por lo tanto

limQf, = A~ lim (f,—gn) =A7'(F —g).

n—oo
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Puesto que Q es cerrado, usando el teorema (A.32)

limQf, —of 1 &
n—soo A

lim f, —AQf, == (f—g) =& =f—AQf

conlocual g€ Z(I—AQ) y Z(I — AQ) es cerrado.

O

Definicion 1.22. Diremos que S un operador lineal es un generador de Markov si es un
pregenerador de Markov cerrado, que ademds satisface

Z(I—AQ) =C(X)
para toda A > 0 suficientemente pequeria.

Proposicion 1.23. 1. Si Q es un pregenerador de Markov acotado, entonces £ es un
generador de Markov.

2. Sea Q un generador de Markov, entonces cumple
Z(I—-1Q) =C(X)
para toda A > 0.
Demostracion. 1. Por hipétesis Q es un operador lineal acotado, por la proposicion

(A.28), Q es continuo.

Sea {f, }nen una sucesién en Z(Q) tal que f, — fy &f, — y entonces y = Qf,
pues Q es un operador lineal continuo. Observemos ademds que f € Z(Q) pues

lim Qf, =Q (h’m f,,) pues Q es continuo
n—roo n—oo
=Qf

con lo cual obtenemos f € 2(Q). Por lo tanto usando el teorema (A.32) Q es un
operador lineal cerrado.

Abhora, para ver que el rango del operador I — AQ satisface que Z(I — AQ) = C(X)
para toda A > 0 suficientemente pequeiia, basta resolver que para todo g € C(X)
existe f € Z(Q), tal que:

F-rQf=¢
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es decir, encontrar f € Z(Q) tal que f —AQf =g.

Sea g € C(X), definimos
f=Y A%,
n=0
y tenemos
f=AQf =Y A"Q"g—2Q) A"Q"¢g
n=0 n=0
dado que Q es un operador lineal

/an.ng . iln+lﬂn+1g
0 n=0

o
n=

notando que las sumas parciales son sumas telescopicas
=8
es decir
f-2Q=g¢

con lo cual tenemos la igualdad de conjuntos, Z(I — AQ) = C(X).

2. Notemos que por hipétesis  es un generador de Markov, por lo tanto existe una
A > 0 suficientemente pequeiia tal que Z(I — AQ) = C(X).

Por lo tanto para probar este inciso demostraremos que si para ¢, 0 < A < 0 se
cumple Z(I — AQ) = C(X) entonces Z(I — oQ) = C(X).

Sea g € C(X), buscamos f € 2(Q), tal que
f-oQf=g
Sea k € C(X), definimos T : C(X) — 2(Q) como:

A (I-AQ) g+ %(I—?LQ)*Ik,

Tk=—
c
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que estd bien definida para Z(I — AQ) = C(X). Ahora, sean j,k € C(X)

=Tl =120 - 22 e+ T - 20)
R I B R
1% a9 - )
=T -2 - ) pucs A < 0

o—21
<2 Zlk—i
<— [[k— jl|

la dltima desigualdad es resultado de la proposicion (1.19), ya que € es un genera-
dor de Markov, y T € 2(Q).

o c—A
Ya que 0 < A < o por hipétesis, tenemos € (0,1) por lo tanto T es una

contraccién y como C(X) es no vacio y completo, por ser de Banach, podemos
usar el teorema (A.21), entonces tenemos que 7 tiene un unico punto fijo el cual
llamaremos h, es decir Th = h, por lo tanto h € 2(Q).

Entonces,

o—2A

h=—(-AQ) g+ T(I—AQ)’lh.

>|Q

Entonces, ya que h € 2(Q)

(I—AQ)h = (I—AQ) (i([—lﬂ)lg—i- ?(1-19)%)
usando que (I — A Q) es un operador lineal, tenemos:
A o—-24

=Zg+=""h
O'g+ o

por lo tanto 7 — AQh = &g—&—h—&h
c c

o
finalmente multiplicando por —, obtenemos & — cQh = g. Con lo cual tenemos

2
R(I-AQ) =C(X) = Z(I—0Q) =C(X),
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por lo tanto el generador de Markov Q satisface Z(I — Q) = C(X) para toda
c>0.

O

El siguiente teorema tiene gran importancia dentro de la teorfa de IPS y de procesos
de Markov en general.

Teorema 1.24. (Hille-Yosida) Existe una correspondencia uno a uno entre los generado-
res de Markov en C(X) y los semigrupos de Markov en C(X). Esta correspondencia estd
dada por las siguientes propiedades,

1. podemos dar el dominio del generador de Markov Q en termino del semigrupo de
Markov S(t) de la siguiente forma

2(Q) = { fecx): 1%1% existe}

Y, el generador en términos del semigrupo como

iSO
of ==

para toda f € 9(Q),

2. podemos dar la correspondencia entre el semigrupo de Markov y el generador de
t —n
Markov tomando S(t) f = lim (I— fQ) fparafeC(X)yt >0,
n—yoo n

d
3. si f € D(Q), entonces S(t)f € 2(Q) y ES(t)f =QS(t)f = S(1)Qf.
Entonces, dada esta correspondencia, Q es llamado generador de S(7), y S(¢) es el
semigrupo generado por Q.

1.4. Nucleos

Comenzaremos a definir el nticleo de un generador de Markov. Los niicleos de los ge-
neradores de Markov son importantes porque como veremos determinan el generador de
Markov, y esto es de vital importancia cuando no se puede expresar de manera explicita
el dominio de estos.

Definicion 1.25. Sea Q un generador de Markov en C(X). D un subespacio lineal de
2(Q) es llamado el niicleo de Q si Q es la cerradura del operador restriccion de Q en
D es decir, el operador

Qlp: D — C(X)
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tal que
Qp(w) =Q(w) Ywe D C 2(Q)
cumple que
=0

Enunciaremos el siguiente teorema y no llevamos acabo su demostracién pues es po-
sible encontrarla en un libro de andlisis.

Teorema 1.26. (Trotter-Kurtz) Sean Q, y Q los correspondientes generadores de los
semigrupos de Markov S,(t) y S(t). Si hay un niicleo D para Q tal que D C 2(Q,) para
todany Q,f — Qf paratoda f € D, entonces Vf € C(X)

Su(t)f = S(0)f
converge uniformemente parat en un conjunto compacto.

Proposicion 1.27. Sea D un niicleo para el generador Q con semigrupo de Markov
S(t),t > 0. Entonces

F = {ue@:/ﬂfd,u:()paratodafeD}
X

donde recordamos g es el conjunto de las medidas invariantes.

Demostracion. Seap € 7y f € 2(Q). Entonces,

/Qfd/.L = /lgfgwdu por el teorema (1.24)

Por el teorema de convergencia dominada (B.1), ya que S(¢) f, y f son funciones acotadas
pues pertenecen a C(X)

i [SOF =

Sl T

i 4SO fdr — [ fdp
t}0 t

usando que it € ¢ y el primer inciso de la proposicion (1.14) tenemos,

i SR~ S S
t}0 t
=0.

Ahora, sea U tal que /Qfd[.l, =0, paratoda f € D.
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Observemos que D es un niicleo de Q, Q = Q|p y G(Q|p) = G(Q), por lo tanto
si (f,Qf) € G(Q), por definicién de cerrado existe una sucesion (f,, Qf,) € G(Qp), tal
que (fy, Qf,) — (f,Qf) cuando n tiende a infinito, por lo tanto para toda f € 2(Q) existe
una sucesién { f,} C D tal que si f,, — f, entonces Qf, — Qf.

Notemos que para toda f € D,
lim. Qfydu =0— /Qfdu.
dada la observacién anterior. Si f € Z(Q) y f —AQf = g, entonces,
[sdu= [ -297au
=/fdu—l/9fdu

por lo tanto

[ sdu= [ rau.

Ahora
f-AQf=(1-AQ)f =¢
Con lo cual tenemos:
f=1-29) g (1.17)

Por lo tanto para todo g € C(X) y A >0

/(I—AQ)*’gdu:/fdu:/gdu. (1.18)

Ahora, nombremos g; = (I — AQ)~'g. Notemos que por la forma en la que estd defi-
nida g1, esta se encuentra en C(X), y usando que Z(I — AQ) = C(X) podemos aplicar
andlogamente el procedimiendo anterior a g1, con lo cual obtenemos:

/(1—19)718161#1 = /8161#-

Desarrollando un poco lo anterior, observamos

J-20)2gdu= [1-29) g1dn = [er.dn= [(1-210)" g
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finalmente, usando la igualdad (1.18), tenemos

Ju-20)2gdu= [(1-20)"gan = [san
por lo cudl, iterando de esta forma obtenemos

/ (1-2.9Q) "gdy = /gdu-

Digamos que A = L entonces
n

P t —n _ 1z
lim (I—;Q) gduf}grolo/gdu

n—soo
:/gdu.

Usando el segundo inciso del teorema (1.24) y la igualdad (1.19)

S(t)g = 1im (I— Q)¢

n—yoo n

por lo cual
y usando el primer inciso de la proposicién (1.14) u € _#.

1.5. Dualidad

(1.19)

Una de las técnicas mds importantes y utiles en los sistemas interactivos de particu-
las es la dualidad, pues nos permite realizar calculos de un proceso en términos de otro

proceso (el dual).

Definicion 1.28. Sean §; y 1, procesos de Feller en X1 y X, respectivamente. Dada una
funcion H continua y acotada en el espacio X1 x X3, los procesos se llaman duales con

respecto a H si
E"H(n,,§) = ECH(TL &)

paratodat >0,neX;yf eXs.
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Teorema 1.29. Sean 1, y {; procesos de Feller con sus respectivos generadores 1y £
y H una funcion acotada y continua en X1 X Xp. Si

QHM:, 6) () y QaH (1, 6)(E)

estdn bien definidos y son iguales para todan € X1 y § € X,, entonces M, y § son duales
respecto a H.

Es posible encontrar una idea de la prueba en [Lig10], pagina 115.






CAPITULO 2

SISTEMAS INTERACTIVOS DE PARTICULAS Y
SISTEMAS SPIN

En este cdpitulo ahondaremos en la teoria de sistemas interactivos de particulas y ha-
cia el final del mismo seremos mds especificos, tratando un caso particular de estos: los
procesos spin.

Gran parte de este capitulo se basa al igual que el capitulo anterior en el libro de Tho-
mas M. Liggett [Lig85] especificamente en la segunda parte de su primer capitulo. Como
en algunos casos tiende a ser confuso buscamos literatura que nos permitiera hacer una
presentaciéon mas clara del material y sirviera para hacer mdas explicita la teoria dada en
[Lig85]. De esta forma llegamos a una tesis de doctorado, [Kla08], que nos fue de ayuda
para entender a fondo la teoria que da Liggett en su libro, asi mismo esta tesis fue de gran
ayuda en una demostracidn de este capitulo. Finalmente, para la parte de sistemas spin
se consulto el libro [Lig10] pues la teorfa expuesta en este libro se concentra en sistemas
spin, lo cudl nos es de mayor utilidad porque el proceso de contacto es un sistema spin.

2.1. Sistemas interactivos de particulas

El modelo que vamos a desarrollar es un sistema interactivo de particulas (IPS por sus
siglas en ingles) el cual es un proceso de Markov en tiempo continuo 17}, con espacio de
estados X = {0,1}" donde S es un conjunto contable de "sitios". Usualmente S serd Z<,
cond > 0, o un drbol. X serd el espacio de estados del proceso y tal como se ha manejado
en capitulos anteriores X es compacto en la topologia producto.

Dado que las caracteristicas anteriores son propias de un IPS, una configuracion de
n € X tiene diferentes interpretaciones dependiendo del tipo de modelo a tratar; a con-
tinuacién veremos los tres ejemplos principales de IPS, estos procesos son de los mas
estudiados en el campo, y tiene la virtud de una relativa simplicidad en su descripcion,

27
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lo que permite abordar cuestiones fundamentales sobre su comportamiento sin tratar con
complicaciones adicionales como las de otros modelos de aplicaciones especificas.
Las dindmicas de estos tres procesos se encuentran dadas por tasas de transicion.

CA(nadé)

2.1.1. Modelo del votante

La interpretacion de este proceso es que existe un individuo (es decir un votante) en
cada x € § que en cualquier momento puede tener una de dos opiniones, 1lamadas 0 y
1. Alternativamente, cada sitio es ocupado por un individuo de uno de los dos tipos, eti-
quetados con 0 o 1. De forma que el votante x adopta la opinién de uno de sus vecinos a
través de la tasa de transicion.

2.1.2. Proceso de exclusion

En cualquier momento, un sitio x se encuentra ocupado por una particula si 1 (x) = 1
o se encuentra vacante si 1(x) = 0.

2.1.3. Proceso de contacto

Un individuo (planta o célula) en S se considera como un sitio en S ( es decir un ele-
mento en S). Asumiremos que x € S estd infectado si (x) = 1 y es saludable si n(x) =0,
por lo cual podemos escribirlo como un mapeo 1 : § — {0, 1}.

Por lo tanto el proceso de contacto es un proceso usado para modelar la dispersion
de una infeccién. Para este proceso la tasa de transicidn estd expresada por el salto en x
de 0 a 1 o ala inversa, es decir de 1 a 0 y como mencionamos esta tasa de transicion se
encuentra dada por la funcién

c¢(n,d&)

con lo cual diremos que la tasa de transicién corresponde al movimiento de la infec-
cién o de la ausencia de la infeccién en un sitio dado.

Dentro de esta construccion los sitios infectados vuelven a ser sanos de forma espon-
taneamente después de una unidad de tiempo exponencial, y a su vez los individuos se
pueden enfermar con una tasa proporcional al nimero de vecinos infectados, y una cons-
tante de proporcionalidad la cual llamaremos A. Una forma facil de observar la dindmica
del proceso es observar como ocurren las transiciones es

P(Nin(x) =0l =n) = 1xh+o(h) sin(x)=1y
P(Men(x)=1m=n)=A{y€S:yx, yn(y) = 1}| sin(x)=0

pero es necesario especificar el proceso de Markov descrito por estas tasas sobre todo
cuando X es infinito, es decir cuando la grifica G = (S, E) es infinita.
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2.2. Generadores

En esta seccion construiremos el generador de Markov para una gran cantidad de Sis-
temas Interactivos de Particulas. Para construirlo W tomara el rol de espacio fase para
cada sitio en S. El espacio de estados sera X = WS con la topologia producto. El espacio
X debera ser, por lo tanto, completo y metrizable.

Los elementos en S los denotaremos por las letras usuales x,y, z... mientras que para
los elementos de X por 1, & ...

Definicion 2.1. Definimos el conjunto o/ == {A: A C Sy |A| < oo}.

Las dindmicas locales que se buscan modelar con los IPS son descritas por coleccio-
nes de medidas de transicion ¢4 (1,d&).

Paran e X yA € o7, sea

ca(n,dé&) (2.1)

una medida positiva y finita en W4 y asumimos que c4 es una funcién continua como
una funcién de 1, es decir, el mapeo

n —c(n,d§)

de X al espacio de las medidas finitas en W# con la topologia de la convergencia débil
es continuo. Y la familia de medidas como funciones de 1] es uniformemente acotada.

Interpretaremos 1) como la configuracién actual del sistema y ca (1, W4) como la tasa
a la cual una transicidén ocurrird envolviendo a las coordenadas en A, finalmente pensare-
ca(1,4¢)

Mos en -y Como la restriccién en A de la nueva configuracién dado que la transicidn
AT

tuvo lugar.

Para ilustrar los elementos que acabamos de definir tomemos como ejemplo el proceso

de contacto. Sea X = {0, I}Zd7 yA CS. Si|A| > 2 (i.e. si el conjunto A tiene mds de un
elemento) ca(n,d&) = 0, en cambio si JA| =1y A = {x} entonces c4(n,d&) acumula
masa 1 en el elemento {0} C W si n(x) =1y ca(n,d&) acumula masa

Ay a0
yiy—xi=1

en el elemento {1} C W si n(x) =0.

Definicion 2.2. Sea f € C(X) y x € S definimos el valor Af(x) € R U0 como

Ay(x) =sup{|f(n) = f(S): n, 6 € Xyn(y) =&(y) para today # x}.
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Esta definicién nos da una medida del grado en el que f depende de la coordenada

n(x) pues As depende del conjunto de los elementos en X que difieren en la x—ésima
coordenada.

Definicién 2.3. Definiremos al conjunto 2(X) como

2(X) = {f eC[Illi= LA < w} . @2

xes

Comenzamos por ver algunas propiedades de interés del conjunto Z(X).

Proposicion 2.4. El conjunto 9(X) es denso en C(X).

Demostracion. Para demostrar esta proposicion usaremos el teorema de Stone-Weierstrass
(A.35), por lo tanto debemos demostrar que Z(X) es una sub-dlgebra unitaria que que se-
para puntos de X.

1. Sean a,b € Ry g,h € Z(X); por demostrar que ag + bh € Z(X), es decir, por
demostrar que

ZAag+b]1 (.x) < oo,

xes

Ya que

Aug+bh(x)
= sup{|(ag +hb)(n) — (ag +bh)(§)|: n,§ € Xyn(y) =E(y) Vy # x}
= sup{lag(n) +bh(n) —ag(§) —bh(§)|: n,& € Xyn(y) =&(y) Vy #x}
= sup{la(g(n) —g(&)) +b(h(n) —h(E))|: n,& € Xyn(y) =& (y) Yy #x})

ya que g y & son acotadas y continuas

(y) ¥y # x})
(y) ¥y # x})

= lalsup{|(g(n) —&(S))]: n,6 € Xyn(y) =
+[bsup{|(~(n) = h(E))|: n,§ € Xyn(y) =
= |alAg(x) + [b]An(x).

Dado el desarrollo anterior, tenemos

Y Aagron(x) = lal Y Ag(x) +[b] Y- A(x).

xes xeS xes

Usando que Y c5Ag(x) < ooy ¥ csAp(x) < oo, la férmula anterior es finita y por lo
tanto ZAag+bh(x) € 72(X).

xes
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2. Hay que demostrar que la funcién 1 € 2(X), es decir, que

ZA](X) < oo

x€es

Notemos que

Al(x)

sup{[(1)(n) = (1)(S)]: n,§ € Xyn(y) =& (y) Vy # x}
pero como 1(n) =1 paratodan € X

= sup{|0]: m,¢ € Xyn(y) =&(y) Vy #x} =0.

Por lo tanto, 0 = ZAl (x) < oo, porlo cual 1 € 2(X).

xes

3. Sean f,g € 2(X); por demostrar que fg € Z(X), es decir, que

ZAfg(x)<°°
x€S
Ya que
Age(x) =sup{[(fg)(n) — (f&)(&)]: n,E € Xyn(y) =E&() Vy #x}
=sup{|f(m)g(n)— f(&)g(&): n,§ € Xyn(y) =& (y) Vy #x}
= sup{|f(n)g(n) — fF(1)g(&) + f(1)g(&) — f(&)s(S)]:
1,6 € Xyn(y) =&(y) vy # x}
<sup{|f(n)g(n) — f(M)g(&)+f(n)g(S) — f(S)g(&)l:
1,6 € Xyn(y)=8(y) vy #x}
= sup{|f()|[(g(n) —g(&))| +[(f(n) = f(E))IIg(&)]:
1,6 € Xyn(y) =&(y) vy # x}
=sup{|f(n)|[(g(n) —&(&))|: n.§ € Xyn(y)=E(y) Vy #x}
+sup{[(f(n) = F(ENIIg(E)]: n.& € Xyn(y)=8E(y) Yy #x}

entonces, como f y g son acotadas, existen constantes ¢; y ¢, € R tales que || f]]e <
c1y ||gll < €2, y entonces

<crsup{|(g(n)—g(&))|: n,§E € Xyn(y) =&)Yy #x}
+easup{[(f(n) = f(&))|: n,E € Xyn(y)=&E(y) Vy #x}
= C1Af(x) +c2Ag(x).

Usando las igualdades anteriores obtenemos

Y Ap(x) <1 Y Ap(x)+ 2 ) Ag(x) < oo

xes xeS xeS

por lo tanto fg € Z(X).
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4. Sean1,& € X, con N # &, (es decir, existe un elemento s € S, tal que 11 (s) # &E(s)).
Por demostrar que Z(X) separa puntos, es decir existe una funcién f € Z(X) tal
que f(n) # f(&) . Tomemos f, ¢ : X — R, como

o dw(ﬂs(C),ﬂs(n))
fn.e(8) = 1 +dw(ms(8), me(n))’

con 7, : X — W una proyeccion.

Ahora, por definicién de f, f £(n) =0y

B dw(é(s),n(s))
InelS) = T € o))

Como 0 < fy ¢(&) < 1, claramente f (1) # fy.£(&) lo que necesitibamos y
como claramente f es continua, hemos exhibido la funcién que buscdbamos.

Dadas las demostraciones anteriores y el teorema de Stone-Weiesrtrass (A.35) pode-
mos concluir que Z(X) es denso en C(X). O

Definicion 2.5. Definiremos la funcion n‘g WS x WA = WS, de la siguiente manera. Sea
n e wS=Xyé& c WA Entonces,

nx) si xeS\A,
E(x) si xeA.
Definicion 2.6. Definimos el valor c4 como

ca = supq{ca(n, WA)}.
nex

Notemos que la tasa c4 es siempre mayor o igual a cero.

Definicion 2.7. Definiremos al conjunto </ (B) como
o/ (B):={Aec o/ BNA#0}.

Proposicion 2.8. El mapeo

n— | (fm%)—fMm))eca(n,d&)

WA
es continuo.

Demostracion. Sea € > 0.

Dado que c4(1,d&) es una medida finita por hipdtesis, existe un K € N, tal que
[ eatn.ag) <x.
wA
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Usando que f es una funcién continua, existe 0 > 0 tal que

1
si dx(n.0') < 8 = |7(m) —F()] < 3¢

y como por hipétesis el mapeo 11 — c4(1,d&) es continuo,existe &, tal que

si dx(1,1') < & = |ca(n,d&) —ca(n'),d&)| < 7

Veamos la siguiente desigualdad,

| GmE = rmyesm.ag) = [ (1)~ sm)eatn’ ) =
| @) = r)ea(n.d) = (1) = F(m)ea(n’. &)+ (F(n¥)
—f(M)ea(n,d&) = (F(n*)=(m)ea(n,dg)) =
@) =) +£ ) = lea(n.ag)
—(f") = F()lea(n’,d§) — ea(n, )] <

(), 5eatna)+ Seatn dé)) 3=
2 € €

3K ) ca(n,d&) + 3

2¢€

< ==

3K

Si 6 = min{d;, 0,2}, se ve que el mapeo

n— [ (f®) = fM))eca(n,d&)

WA
es continuo. O

Entendemos A > x como los conjuntos que contienen a x.
Proposicion 2.9. Si ¢y = sup,cx{ca(n,Q")}

suchA < oo, 2.3)

X€S Asx
entonces:
1. si f € D(X), la serie
arm =Y | 1rn®)= fmlea(n.ag)

Aca W
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converge uniformemente, Q € C(X) y

19£1] < (sup Y ea)llIAAll-

XES xcA
2. Q es un pregenerador de Markov.
Demostracion. 1. Sean f € C(X) y A € & un conjunto fijo. Definiremos para cada
nex,
Qrf(n)i= [ (FnF = Fm)er(n.dé).

Es importante notar que para f € Z(X) el operador Q puede ser reescrito como:

Qf(m)= Y Qur(n).

Aed

Observemos que para A € ¢/ fijo, existe un maximo finito en el nimero de elemen-
tos en los que es posible que difieran 7 y n‘g. Numeraremos estos elementos como
X1,X2,X3,...,X|4|. Ahora definiremos 7); como un elemento en X

Notemos que 7}; puede diferir de 1) en a lo mds i elementos.

Usando la desigualdad del tridngulo en R, tenemos

F(m®) =) =If(n) - F(n®)|
=|f(m)— 1)+ f0) — f(M2) + £(M2) + ...
— M=) +f(Ma-1) +f(n%)|
<1F) = FADI+ 1F () = F )]+ e+ 1 a-1) = f(0)
SAp() HAp(2) + o A (g 1) +Ar(x14))

=) Ar(x)

X€EA
Entonces podemos concluir que

FM%) = f(m)] < Y Ar(x). 2.4)

XEA

Usando (2.4) concluimos que,

loafll = [ ) = Fmleatndg) <ca YA @5)

XEA

tras tomar supremos concluimos que Qf converge uniformemente.

Para cada A € <7, por la proposicién (2.8) el mapeo 1 — ca(n,d&) es continuo,
lo cual implica que Q4 f es continuo, por lo cual el mapeo Qf = Y 4cs Qaf es
continuo, es decir Qf € C(X).
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Tenemos,

Iefll =11} Qafll

Aed

por definicién de Q4 f

= ) llQafll

Aed

=Y ) Ax)

Aco xed

=Y ) (v

xeSAed/

= Y ) s

Aedf (x) XES

<sup Z ZCAAf X

XES Acof (x) XES

= sup Z cAZAf(x)

YeS Aco/(x)  xES

(sup )y m)lllfl
XES Acd (x)

por lo tanto

sl < (SUP ) CA)|||f| vfeCX)
)

xeS Acos (x

Dado que (2.3) y que f € 2(X), es decir ||| f|]| < o, podemos concluir

Q]| < o
2. Primero notemos que por el inciso anterior Q es un operador en C(X).

Por demostrar que Q es lineal, es decir, que que para g, f € 2(X) y a € R,
Q(f+8) =Qf+Qg vy Qa)f.
Notemos que
Qf +8) = zﬂ/ (F+)(n%) = (f+8)(M)ea(n.dE)

= ¥ [ ) s ) —glm)ea(m.d)
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como tenemos que f,g € Z(X), tenemos |||f||| y |||g||| son finitas, por lo tanto

= ¥ [ ) - smean.ag) + ¥ [ o) gmeatn.ag)

Acd/
=Qf +Qg.

Ahora

Qaf=Y / (af(nf) = af(n))ea(n,dé)

Aced

Por lo cual podemos concluir que Q es un operador lineal.

Por demostrar que Q es un pregenerador de Markov, es decir, cumple la definicion
(1.17).
Dado lo anterior.

1) Por demostrar 1 € Z(X) y Q1 =0.
Comenzaremos por demostrar que la funcién 1 € 2(X), es decir, por demos-

trar
Z Ay (x) <
x€eS

Notemos que

Al(x) = sup{|(1)(m) = (1)) n,§ € Xyn(y) =G(y) Vy#x}
sup{[0[: 1,& € Xy n(y) =&(y) Vy # x}
0.

Porlo que 0 = ZAl ) < o, por lo cual 1 € 2(X).

xes

Ahora por demostrar que Q1 = 0. Notemos que por definicion, para toda n €
X

Y [ imé)=1mlean.ag)
Acd
=A€Zd | Joeatn.az)

=0.



2.3. VALORES IMPORTANTES 37

11) Por demostrar Z(X) es denso en C(X), es decir Q es un operador densamente
definido. Por la proposicién (2.4) el conjunto Z(X) es denso en C(X).

1) Sea f € 2(X), A >0y f—AQf = g, por demostrar,

rgnel’}r}f(é) > réneigg(é)- (2.6)

Usaremos la proposicion (1.18). Sea f € Z(X) y f(n) = mingcy f(), por
demostrar Qf(n) > 0.

Ya que f(1) = mingcx f(&), esto implica que f(§) > f(n) paratoda § € X,
y por lo tanto f(n¢) — f(1) > 0.

Ya que c4(1,d&) es una medida positiva y A € & es un conjunto fijo, tenemos

/WA(f(né) —f(m))ea(n,d§) >0

por lo tanto
afm =Y [ (Fn)= fm)ea(n.d) 0.
Ac TV

Por lo cual con la proposicion (1.18) se cumple (2.6) y por lo tanto Q es un
pregenerador de Markov.

O

2.3. Valores importantes

En esta seccién definiremos y usaremos algunos elementos que nos serdn de gran
utilidad tanto para llegar a la construccion formal del generador. Esto nos permitird ver
algunas propiedades del proceso de contacto.

Definicion 2.10. Sea x,uc SyA € o7,

ca(u):= sup {llca(m,dE) —ca(m,dE)lla: m(y) =m2(y)}, (2.7)
YES; y#u

Yascca(u) si x#u,
Y(x,u) := (2.8)
0 si  X=u,

vi=ifinf{ Y, ca(m,{&: &) =m)})+ea(m A& &) =m)}):

UES AT (x)
Mi(v) =m(v) Vv uy mi(u) # m(u) con ni,m € X} (2.9)
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Lanorma ||.||4 hace referencia a la variaci6n total de una medida en W. Vale la pena
resaltar que los elementos en X que se toman para calcular c4 solo difieren en una entrada.
Otra observacién es que la condicion A > x es equivalente a A € .27 (x)

Proposicion 2.11. Supongamos que se cumple la desigualdad (2.3),

1. feP2(X)yf—AQf =gparaalgiin A > 0 Entonces para cualquier u € S,

Ar(u)[14+A7] <Ag(w)+A Y Y(xu)Ap(x). (2.10)

x#u, XES

2. yqueY s ca < oo, deforma que Q serd un generador acotado en C(X). Entonces
el inciso (1) se cumple para cualquier f € C(X).

Demostracion. 1. Sea u € S fijo. Por hipétesis f es una funcién continua y acotada
(pues X es compacto) y por lo tanto alcanza su minimo y maximo, existen 1, 1> €
X que cumplen que para toda x€ S x # u, n1(x) = 1M2(x) y M1 (u) # M2(u) tales que

Ag(u) = f(m) — f(m2).

Tenemos f(11) > f(12), pues As(u) se define como supremo de las diferencias en
valor absoluto de elementos en X tales que son iguales en todas sus entradas excep-
to en la u—ésima entrada.

Sea A ¢ o/ {u}. Como As(u) = f(n1) — f(n2) y por la forma en que elegimos 7 y
M2, si & € WA, tenemos

por lo tanto

A

i) = reatm.ag) < [ (1)~ m)eatm. ).

de modo que

@b = st dg) - [ (1) = rna)yes(me,a)

wA
< [ G = fn)ea(m.d§) = [ (7(n) = F(ma))ea(nz,d)
= | 5 = F(m)) ea(m.d&) —ea(m.dE)). @.11)

WA
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Por la desigualdad (2.4), sabemos |f(n§) —f(m)| < ZAf(x), y por lo tanto f(nzé) -

f(m2) <Y As(x), por la definicion de ca (u) tenemoxse,A
X€A
[ ) = £ eamdg) - ea(md®) <l LA @12

XEA

Ahora tomaremos un A € <7 ({u}), y &,€ W4, observemos que & (x) es un elemento
de WA. Denotaremos por né(u) al elemento

nx) si x#u

y ah, como h = f(nf) ff(nl;(u)). Notemos que i : X — R y por la forma que
tomamos 1, y 12, nf(") = r’g(”), pues

E(w) si x=u
fwmz{
nx) si x#u

Ahora observaremos que

sup [h(E)| < ), Ar(x).

EewA XEA;xFu

Para mostrarlo comenzaremos usando un razonamiento andlogo al que se hizo para
obtener la desigualdad (2.4). Ya que enumeraremos los elementos en A, sea u = x,
por lo tanto

F(M%) = Fm* )| = |f(n) = F(n°)]
= fM* ") = F@) + £ = FM2) + f(Ta) + ..
= f(Maj=1) +f(Mazr) + (¥
<|FMm) = @D+ £ ) = F(T)] + -
M) — £

ahora, notemos que el elemento | f(n5™) — f£(77,)| es igual a 0, por definicién de
my né(”) por lo tanto

=1f(M) = f@)+ -+ f(Ma-1) —f(n®
< Af(xz) +... JrAf(X|A|,1) +Af(x‘A‘)

= Z Af(x).

XEA; x#£u
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Por lo tanto, llegamos a

M —fm* < Y Apw). (2.13)

XEA; xF£u

Notemos que como f € C(X), f es acotada, y para la desigualdad anterior tomamos
un & € WA arbitrario, por lo que podemos concluir

sup [F(n°) —fm*) < Y Ar)

EewA XEA; xF£u
sup [h(E)[ <), Apx)
éGWA XEA; xF£u

Ahora,
) =fentmidg) = [ (rnf) = fm)eatm.dg)
4 w
= [ GmH) =)+, = £ f )ea(mi. )
= |, ) = £ )+ 5 ) = £ nEea(m.a)
= [ @b = r@fea(mag) = [ (s = rmE)eatm.ag)
[ emf ) = rmeatm.ag) = [ (rn5Y)= (ma)eatm.aé)
= [ @eatm &)= [ nE)ea(na.de)
w w
[ i) = faeam.ad) - [ (rmE) - fm))ea(ms.dé)
w w
:/WAha:-)(cA(nhdé)—cA<nz,d»:>>
+ [ i) = rmem.ag) = [ (#nf®) = rn)es(na.dé).
Usando la desigualdad (2.13) y la definicién de c4(u), obtenemos

< CA Z Af
X€EA; x;éu

+ [ @i = smoetmdg) = [ (705" = f(ma))ea(n.dé)

< CA Z Af
XEA; xF£u

=) = fm)llea(ni A€ = &(u) = m(u)}) +ca(m, {& : &(u) = m(u)})].

Observemos que por hipétesis f(12) < f(n1), ademds 7, difiere de 1; solo en la
u—ésima coordenada y nf“‘) puede diferir a lo mds en la u—ésima coordenada de
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estas dos.
Por lo tanto, si f(nf(”)) > f(m),
= f(FY) ~ f(m2) > F(m) — f(m2),

lo cual contradice las hipétesis, analogamente, si f (nf(”)) < f(1m2), obtenemos
= f(m) = f7") > F(m) — F(m).
Por lo tanto podemos concluir,
Fm) < F(17 ) < ).

También notemos que, por hipétesis

Af(u) = f(m) — f(m2)
F() = AQf(m) — f(m2) + AQf(m2) + AQf (M) — AQf (n2)
éAg(u)M;m(u) Y Ap(w)—ATAs(u)

XFu; x€EA

por lo tanto
(1+A7)Afp(u) SAg(u)—i—lZY(x,u)Sf(x). (2.14)

2. Para demostrar el inciso (2), notemos que D(X) es denso en el conjunto C(X) por
lo cual por el inciso (1), el inciso (2) se cumple inmediatamente.

O

Definicion 2.12. Definiremos £ (S) como el espacio de todas las funciones B : S — R
tales que

1Bl (s) == Y IB(x)] < eo.

X€eS

Notemos que .Z; es un espacio de Banach. Ademds cuando f € Z(X), entonces Ay
puede pensarse como un elemento de %} (S), con

AN =11ArlLz5)-

Proposicion 2.13. Supongamos que se cumple la desigualdad (2.3). Denotaremos por €
a

€ = supz ZCT(U) :supZT(x, u) < oo, (2.15)

XES ASxuztx XeS ues

1. entoncesT'B(u) =Y ics B(x)Y(x,u) define un operador acotado en el espacio £, (S)
con la norma € .
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2. sif—AQf =gpara f,g€ 2(X)y A € RTUO tal que

R4 -
1+t

entonces se cumple
A <[(1+A0)I AL 'A,

punto a punto.

Demostracion. Para la parte a), tomemos 8 € £ y calcula

YITB) < Y Y IBE)Y(x,u) <MY |B(x)]

tal que ||T']| < M.
Para probar que lanormade I"es M, fijaunav € Sy sea
1 six=v,
ﬁ(x)_{ 0 sixAv. 2.16)

Entonces ||[T'B|[# s =1y
ITBlL(5) = L TB () = Y X (v )

, que podemos hacerla tan cercana a M como deseemos con la adecuada eleccion de v.

Para probar la parte de esta proposicién suponemos las hipétesis de la proposicion
(2.11) y reescribimos la primera parte de esta, es decir

Ar)[1+2A7] <Ag(u)+4 ) Y(xu)As(x).

XF#U, XES

es equivalente a escribir

1 A
Ar < A TAr.
I=1Fx7 g+1—|—/l1: !

dado que I' es un operador positivo y As, A, € Z(S), esta relacion puede iterarse hasta
obtener

n—1 k " )bn
Ar < — T*A,+ ——+—T"A,.
f_k;)(1+lr)k+' g+(1+lr)” I
dado que % < 1, el ultimo termino converbe a cero cuando 7 va a infinito, de donde
=) )Uk
Ap < A

¢ (14 Ag)kHl 78
1+ A7) —AT] A,

k
[

—~
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Enunciaremos el siguiente teorema que nos serd de ayuda mds adelante, la demostra-
cién detallada puede encontrarse en [Lig85].

Teorema 2.14. Si las desigualdades (2.3) y (2.15) se cumplen,

1. la cerradura Q del operador Q es un generador de Markov para un semigrupo de
Markov S(t).

2. 2(X) es el micleo de Q.
3. ysea f € 9(X), entonces

Ay < e ™ exp(tI)Ay.

4. ysea f € D(X), entonces S(t)f € D (X) paratodat >0y
IS@) AN < expl(E = 2)e][I|A1I]-
Corolario 2.15. Sean CXL) (n,d&) y ca(n,d&) tasas de transicion, que satisfacen las de-
sigualdades (2.3) y (2.15) y tomemos sus correspondientes pregeneradores de Markov
Q" y Q definidos en 2(X), como los tomamos en en el inciso uno de la proposicion
(2.9) y andlogamente sean S,(t) y S(t) los semigrupos de Markov generados por o y
Q.

Sea

Qf =lim Q" f, Ve 2(X).

n—yoo

Entonces
S()f = lim Su()f, ¥/ €C(X),

uniformemente parat en un conjunto compacto.

Demostracion. Para llevar acabo la prueba del corolario se usan los teoremas 1.26 y 2.14,
del cual sale directo. O

2.4. Sistemas spin

La mayoria de los sistemas interactivos de particulas son sistemas spin, es decir, sis-
temas que solo pueden tomar dos estados. Un ejemplo de sistema spin es el proceso de
contacto, el cual puede tomar el estado 0 6 el estado 1, por lo cual ahondaremos en este
tipo particular de sistema interactivo de particulas.

2.4.1. Ergodicidad de sistemas spin

Uno de los temas mds importantes a tratar cuando hablamos de sistemas spin es la
ergodicidad, de ahi la importancia de esta seccion.

La métrica que metriza la topologia producto en un sistema spin, estd dada por

d(n.£) =Y a@)[n(x) - &)

x€S
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Donde « es una funcién estrictamente positiva y sumable, particularmente en el caso
de sistemas spin se tiene la relacion:

a(x) == sup [ £ (1) = f(n)],
nex

donde 1, es la configuracién obtenida de 7, por el cambio de valor de la coordenada 1 (x)
a 1 —n(x) mientras las otras coordenadas no cambian.

Dada la definicién (1.15) un sistema spin 1] con semigrupo se dice ergddico si para
cualquier medida v € &, vS(t) converge a i cuando ¢ converge a infinito, y tiene una
medida estacionaria dnica.

Por el teorema (1.16) tenemos que cualquier proceso de Feller en el espacio {0,1}5,
tiene una distribucion estacionaria, en particular un sistema spin, es decir ¢ # 0, donde
recordamos que _Z es el conjunto de las medidas invariantes en &.

El siguiente teorema nos serd de gran utilidad.

Teorema 2.16. Si € < T, con Ty € definidas como en (2.9) y (2.15) respectivamente,
entonces el proceso 1; es ergddico.

Demostracion. Seann,& € X, con n(x) # E(x) yn(y) =&(y) paratoday € S, y # x.

Observemos que para 17,& € X es posible llegar de 7 a & cambiando una coordenada
a la vez, por lo cual tomemos una secuencia 1);" € X, de forma que x; € S'y x; es diferente

dex;sii# j. Talesquen=mnoyn;

n(x) si xeS\ij,
j=1

n = '
E(x) si xe|Jx;
j=1

Por lo tanto lim;_ nf" . Sea f € C(X), entonces

()= F(€)] = [ Him (£ (n0) = £ (1))
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por lo tanto

sup|f(n) — f(E) < ) Af(x)

n.§ xeS

= [[A1]]- (2.17)

Usando la desigualdad (2.17) y que S(¢)f € C(X) (pues estamos trabajando con un pro-
ceso de Feller), tenemos

(2.18)
sup [S() (1) =S F(E)] <Y Ager(x)
§7nEX xes
=l[S@) 11l
Por el inciso cuatro del teorema (2.14)
S (ivals (2.19)

Seanpe FyvePyfePX) con ¢, Py comoen (1.13), (1.10), (2.3)

respectivamente. Utilizando el primer inciso de la proposicién (1.14)

[ rau~ [ satvson| = [ swsau~ [ st sav

= | [strmautn - [ sos@ave)

donde en la primera identidad usamos la proposicion (1.14). Como v,u € &y & es el
espacio de medidas de probabilidad en X

Javer=1y [ aum -

y entonces

[ rau~ | rawso)

= | [sormataxv) - [s0£Edwxv)

= | [0 = s(0)E) dtu x v)

< sup IS()f |]/duxv
n,§ex

= sup [S(t)f(n)—S()f(E)

n.Eex

= | [stry | favie)|auin - [swr@) | [auen)]avie)
-1/ ([ strrmavee) ) anen) - / (/s0r@autm)avee)
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y por la desigualdad (2.19), esto queda acotado por

<A

Por hipétesis € < Ty f € Z(X); por lo tanto ||| f||| < eo. Si hacemos tender 7 a infinito o
entonces

o (E—T)t _
lim =11 = 0

y esto pasa si y solo si

h’m/fd(vS(t)) :/fdu.

=00

Notemos que vS(r),u € . Por la topologia débil

Ifm /fd(vS(t)):/fdu.

t—yoo

siy solo si

lim vS(r) = u.

t—roo

Por lo tanto Vv € &

limvS(r) =pu

=00

y £ #0yuc ¢, porlotanto ¢ esun unitario. Por lo tanto el proceso 1; es ergédico.

O

Notemos que en el proceso de contacto tenemos que T =1 y M = 2dA, por lo cual
aplicando el teorema (2.16) el proceso de contacto es ergédico para A < ﬁ y entonces ﬁ
es una cota inferior para el valor critico A,.

2.4.2. Acoplamiento de sistemas spin

Otro tema importante a tratar de los sistemas spin es el acomplamiento de dos de estos
procesos. El acoplamiento consiste en la construccién de dos procesos en un espacio de
probabilidad comtn y para que la evolucién conjunta de ambos procesos sea de utilidad
esta debe ser elegida adecuadamente. Usaremos acoplamiento para probar atractividad.

Diremos que 1 < & paran,& € X si n(x) < &(x) paratodax € S.
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Teorema 2.17. Sean n, y & sistemas spin con tasas de salto c¢i(x,1) y ¢2(x, &) respecti-
vamente. Sin <&,y

c1(xm) < ex(x,8) paran(x) =0y &(x) =0,y
ci(xn) = e(x,6) paran(x)=1y&(x) =1
entonces, existe un acoplamiento (N, &) para la configuracion inicial N < & tal que
P8 (n, <& paratodat>0)=1.

Demostracion. El acoplamiento se encuentra definido en términos de las tasas de transi-
cién, las cuales dictaminan el cambio en las coordenadas (1(x),&(x)) en cada sitio x si

n<é&.

Si partimos del estado (0,0), entonces solo nos es posible llegar a los estados (0,1) y
(1,1) pues por hipétesis n < &, por lo tanto

(1,1)  contasa c;(x,n) pues basta que 17(x) = 1 para obligar a que,

(0,0) — st =1
’ (0,1) contasacy(x,&) —ci(x,n) >0 pues £ en la coordenada x debe

cambiar, pero en 1) debe permanecer siendo 0.

andlogamente, sucede con el estado (0, 1)

(0,0) con tasa c;(x, &),
(1,1) con tasa ¢ (x,n).

(O,l)%{

y finalmente para el estado (1,1)

(1) > (0,0) con tasa c;(x, &)
(0,1) con tasa cy(x,n) —c2(x, &).
Notemos que por hipétesis todas estds tasas de transicién son mayores o iguales a 0 y dado

que las tasas marginales del proceso son respectivamente ¢ (x,1) y ¢2(x,1) los procesos
7, & evolucionan adecuadamente.

Formalmente, el acoplamiento (7, &) es un proceso de Feller con espacio de estados
{(0,0),(0,1),(1,1)} con un generador analogo al generador usado en el teorema (2.14)
solo que con mds estados de transicién, pues hay mds tipos de transicidn, y la costruccién
del proceso es esencialmente la misma. O

Definicion 2.18. Un sistema spin es atractivo si ambos procesos M, &, tienen la misma
tasa de transicion

) paran(x) =0y &(x) =0,y
) paran(x)=1y&(x)=1.

cuandon <&
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Corolario 2.19. Para un sistema spin atractivo, existe un acoplamiento (1;,&;) de dos
copias del proceso para una configuracion inicial que satisfaga 1 < & con la propiedad

P(”75)(nt <& paratodat >0)=1.

Demostracion. Notemos que este corolario se demuestra al ver que es solo un caso parti-
cular del teorema (2.17) que ya demostramos. O

Definici6n 2.20.
Sea f € C({0,1}5). Diremos que f es creciente si f(n) < f(&) cuando n < &.
Denotaremos por M al conjunto de todas las funciones crecientes en C({0,1}5)

Definicion 2.21. Diremos que dos medidas estdn estocasticamente ordenadas si

/fd,ug/fdv VfeM.
Denotaremos estd propiedad como L < v.

Definicion 2.22. Las medidas o masas puntuales para 1 =0y 1 = 1 las llamaremos
respectivamente &y y 6

El siguiente teorema es importante dentro de la teoria de IPS, pero dado que solo nos
interesa usar uno de los incisos de este, solo damos la siguiente referencia para el lector
interesado en su demostracion [Lig85].

Teorema 2.23. Sea S(t),t > 0 el semigrupo de un sistema spin atractivo. Entonces
1. S(s) < 8S(t) y 61S(s) > 8,S(¢) para s <t,

2. los limites v := limy_,e 80S(t) ¥ V := limy_,e 815(¢) existen y son medidas estacio-
narias y

3. 6S(t) < uS(t) < 6,8(t) para cualquier pL € 2.

Las medidas v y V son llamadas respectivamente distribucion estacionaria inferior y
superior.

Corolario 2.24. Un sistema spin atractivo es ergodico si'y solo siv =V.

Demostracion. Observemos que si tenemos un proceso ergddico el conjunto _# es un
unitario (por la definicién (1.15)), es decir hay una tnica medida estacionaria que deno-
taremos or V. Recordado el inciso 2 del teorema (2.23), tenemos que V y V existen y son
estacionarias, por lo tantov=Vy v =yVvesdecirV=yV.

Para el regreso notemos que por el inciso 3 del teorema (2.23) tenemos que para
cualquier medida pt € £ lim,_,.. 4S(t) = v =V y ya que V es estacionaria (al igual que
V) tenemos que el conjunto _Z es un unitario, por lo tanto el proceso es ergddico. O

Existen algunas otras condiciones interesantes para ver si un sistema es ergédico, una
de ella es demostrar que es mondétono y usar el corolario que acabamos de demostrar, si
se desea investigar mas al respecto puede buscarse mas informacidn en la seccién dos del
capitulo tres de [Lig85].
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2.4.3. Reescribiendo valores importantes.

En esta subseccién reescribiremos algunas valores que usamos en la seccién de sis-
temas interactivos de particulas para el caso especifico de sistemas spin, hacemos esto
porque la notacion serd mas sencilla y el espacio de estados de los sistemas spin permite
observar de manera mds sencilla algunas propiedades.

Tomaremos X = {0,1}% y dada n € X denotemos a 7, como el elemento en X ob-
tenido del salto del estado x € S, es decir tendremos 1,(x) = 1 — 1(x). Con lo anterior,
podemos reescribir Ar(x) dada en la definicién (2.2) de la siguiente manera.

Dada feC(X)yx€eS

Ap(x) :=sup{|f(n) = f(&)]: m, & € Xyn(y) =&(y) para today 7 x}

dado que nos encontramos en un sistema interactivo de particulas, y dado que los elemen-
tos en S solo pueden tomar el estado 0 6 el estado 1, entonces necesariamente

=sup{[f(n) = f(n)|: M, nx € X}
=[f(m) — ().

Con lo cual concluimos que

Ar(x) = If(m) — f(no)l. (2.20)

Y usando lo anterior en la definicion (2.3) tenemos

P(X) = {f eCcOO|IIflll= L ar) < oo}

xes

= {fGC({O,l}S)’\HfIII =) 1f () = f(x)] < oo}

x€eS

por lo cual

2(X) = {f €. 1®)|IAl:= X Irm —fm)l <=} @2D)

xeSs

Ahora bien, debido a que en un sistema spin, cada elemento en S solo puede tomar dos
estados, también puede usarse notacion mas sencilla para denotar a las tasas de transicion,
en este caso usaremos la siguiente notacioén en el caso de una transicién en un conjunto
de tamafio uno ¢(n,d&) = c(x,n). Por otra parte como mostramos al principio de este
capitulo para el proceso de contacto dada (2.1) tenemos que ca(1,d&) = ca(x, M) tenemos
que esta tasa es mayor que cero solo si la cardinalidad del conjunto A es uno y por lo tanto
en caso contrario es igual a 0, de manera andloga puede mostrarse que sucede lo mismo
para todos los sistemas spin, por lo cual dadox € S, A € &7,y |A| = 1 en (2.7)
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ca(u):= sup {llca(n1,dE) —ca(m2,dE)lla: m(y) =m(y)}
YES; y#u

= Sup |C(x7 nu) *C(Xﬂm-
nex

Con lo anterior concluimos que en el caso de sistemas spin

ca(u) = sup [e(x, M) — c(x,m)]. (222
nex

Reescribiendo valores importantes de los sistemas spin, tenemos que para x # u ambos
en § para (2.8) tenemos

Y(x,u) := Z ca(u)
A>x

dado que solo nos interesan los conjuntos con cardinalidad 1, y el tnico conjunto de
cardinalidad 1 que contiene al elemento x es el unitario de x, tenemos

= sup |c(x, Ny —c(x,M))].

nex
De donde concluimos que
Y (x,u) = sup |c(x, N, —c(x,n))|. (2.23)
nex

Analogamente a la forma en que logramos reescribir el valor de T, llegamos a que
(2.9) también debe ser igual a

T= 1;nnf[c(u, n) —c(u,n,)]. (2.24)



CAPITULO 3

PROCESO DE CONTACTO

En este capitulo describimos y mostramos algunas propiedades para el proceso de con-
tacto ademds que se da un acercamiento a la construccién grafica del proceso de contacto,
cabe mencionar que la teoria desarrollada en este capitulo solo es aplicable al proceso
de contacto. Para el estudio de este capitulo se usaron principalmente los libros de Tho-
mas M. Liggett [Lig99], [Lig85], [Ligl0] y [Lig] ademads de [Frel1], [Gro09], [VEdH] y
[Gril0]. Toda esta literatura fue de gran ayuda para demostrar algunos puntos cruciales
intuitiva y formalmente en el proceso de contacto.

Como mencionamos en la seccidn (2.1.3) el proceso de contacto es comiinmente usa-
do para modelar la propagacién de una enfermedad, pero a pesar de esto el proceso de
contacto puede ser utilizado en contextos diferentes como el de alta energia en fisica.

Segtin [Lig85] la primera vez que se presentd y estudi6 el proceso de contacto fue
en 1974 por Harris, en el articulo [Har74]. En este articulo se trabajé en el proceso de
contacto con un enfoque basicamente analitico, que trabajaba con el proceso de contacto
como un proceso de Feller particular, estudiando el semigrupo asociado y su generador
asociado.

Es en 1978 cuando Harris también presenta en su articulo [Har78] un enfoque cons-
tructivo para el estudio del proceso de contacto y otros procesos de Markov que cuentan
con caracteristicas similares, esta nuevo enfoque permite la construccién del proceso de
contacto para todas las configuraciones iniciales simultineamente como funcién de una
cantidad numerable de procesos de Poisson independientes. Esta construccion es denomi-
nada representacion grafica.

El proceso de contacto es un modelo utilizado frecuentemente como un caso prueba
en nuevas técnicas para obtener resultados que puedan aplicarse en general. Ha sido obje-
to de una intensa investigacion rigurosa dentro de la comunidad matemaética, y numérica
en la literatura fisica. Durante este trabajo interpretaremos los resultados obtenidos y la
construccién del proceso de contacto en términos de la propagacién de una infeccién.

51
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3.1. Construccion del proceso de contacto

Sea G = (S,E), una grifica infinita, conexa y de grado acotado; de no contar con un
grafo conexo las caracteristicas del proceso de contacto pueden ser estudiadas en cada
componente conexa. Dados dos elementos x,y en S diremos que son vecinos, en terminos
de teoria de graficas, con x ~ y.

Cabe recordar que en una gréfica el grado de un vértice x es el nimero de vértices que
estan conectados a x por una arista. Un arbol homogéneo 7; es un arbol en el que cada
vértice tiene el mismo grado por lo cual tenemos que el drbol tendrd gradod + 1, y en la
red entera Z¢ todos los vértices tienen grado

2d. (3.1

En este trabajo siempre supondremos que los grados de los vértices estdn acotados.
Finalmente para poder observar el movimiento en la grafica S es importante recordar que
una trayectoria a través de S es una secuencia de aristas consecutivas en la gréfica, la
longitud de la trayectoria es igual al nimero de vértices usados y la distancia entre dos
vértices x,y € S es la longitud de la trayectoria minima entre x y y (se denota por |y — x|).

3.2. Descripcion del proceso.

Denotaremos a X = {0, 1}% como el espacio de estados del proceso de contacto. Re-
cordando, vimos en el capitulo 2 seccién 2.1.3, que una configuracion de la enfermedad
se encuentra dada en terminos de i € X: un individuo en la gréfica, es decir un elemen-
to x € S, se encuentra saludable si 11(x) = 0 y por otra parte se encuentra infectado si
N (x) = 1. El conjunto de los individuos se toma como el conjunto de vértices en la gra-
fica no dirigida G. Por lo cual el proceso de contacto corresponde a vectores de la forma

n=Mmx):xeSs).

El proceso de contacto cuenta con un pardmetro A que se entiende como la tasa de
contagio del individuo x al individuo y cuando x es un individuo infectado y y es un vecino
sano de este. Supondremos que cada vecino se recupera a tasa constante igual a 1 de forma
independiente del resto de los vertices. Si denotamos a 1; € X como el estado del proceso
al tiempo ¢ entonces tenemos que intuitivamente las transiciones se llevan acabo de la
siguiente manera:

1. si my(x) = 1, el sitio x se encuentra infectado al momento ¢, y por lo tanto pasara a
ser un estado saludable de manera independiente a los demds estados en un tiempo
exponencial de tasa 1, es decir:

PNy (x) =0|n,(x) = 1) =h+o(h),
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2. por otra parte si 1, = 0, el sitio x se encuentra saludable al tiempo ¢ y por lo tanto x
serd contagiado con tasa A y de manera independiente por cada uno de sus vecinos
infectados, es decir:

P(Nein(x) = 1[ni(x) = 0) = Ax [{y:y ~x, y Mi(y) = 1} xh+o(h).

donde |A| es la cardinalidad del conjunto A y y ~ y denota la relacién de equivalencia
"x es vecino de y".

Es muy importante notar que el proceso de contacto es entonces un sistema inter-
activo de particulas, de forma especifica es un sistema spin, por lo cual las propiedades
demostradas en los dos capitulos anteriores para IPS’s y sistemas spin se cumplen para el
proceso de contacto.

Por la construcién anterior y usando la notacién analitica de los IPS tiene sentido dar
las tasas de transicion del proceso de contacto de la siguiente manera.

Definicion 3.1. El proceso de contacto en X se caracteriza por la tasa de salto

1 sio nx)=1,

W= 3y e s oaw=o.

yily—xl=1

En palabras lo que estariamos diciendo es que un individuo infectado se recupera de
una infeccion después de un tiempo exponencial con media o tasa igual a 1 sin importar
el estado de salud de sus vecinos, a su vez los individuos saludables se infectan con una
tasa proporcional al nimero de vecinos infectados.

Una caracteristica clave de estas tasas es que la infeccién no puede aparecer esponti-
neamente, es decir si la infeccon no existe en un momento ¢ en s, s > ¢, la infeccién no
existird; por lo cual el O es una estado absorbente para el proceso.

Es importante notar que formalmente la conexion entre la tasa c y el proceso 7; esta
dada por el generador de Markov Q de 7;.

3.3. Herramientas para la representacion grafica

Para la contruccién formal de la representacion grafica usaremos dos colecciones de
procesos Poisson. Para la primera coleccidn, a cada vértice x en el conjunto S le asigna-
mos un proceso Poisson de tasa 1 que denotaremos por Ny, este es el proceso de cura. Para
la segunda, a cada par ordenado de vértices vecinos x,y en el conjunto S le asignamos un
proceso Poisson N, de tasa A, este es el proceso de contagio. Supondremos que todos
los procesos son independientes. Ahora nos interesa definir cuales son las trayectorias de
contagio del proceso por lo cual necesitamos las siguientes definiciones.
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Definicion 3.2. Una trayectoria dirigida en el espacio tiempo S X [0,00) de (x,s) a (y,t)
con s <t es una secuencia

(x,0) = (x0,0), (x1,11), (x2,22) - - -, (Xn, 10) = (3,2)

dondety <t <tz <...<ty Xj €SY Xy, Xrt1 Son vecinos para toda k € 0,1,... ,n.

Notemos que en la definicién anterior necesariamente O = #y por lo cual #;, € [0,00).
Definicion 3.3. Diremos ademds, que es una trayectoria activa si

1. tx € Ny x,,, paratodak € {1,2,3,...,n}, es decir ty. es un tiempo de contagio entre
los vecinos x; y 11, ¥

2. (xk,8) & Ny, sity—1 < s <ty es decir el tiempo de contagio no se encuentra entre
los tiempos de cura de los vecinos xi y Xx4 en ese tiempo.

Para ilustrar las definiciones anteriores observemos el siguiente ejemplo. Sea t €
[0,00), si ¢ es un tiempo en N, entonces el punto (x,7) € S indica cura o recuperacion
del individuo x al tiempo ¢ y dentro de la grafica lo denotaremos por el simbolo *, en
cambio si ¢ es un tiempo en N, ) lo denotaremos por — a la cual llamamos una flecha
de infeccién de (x,¢) a (y,) e indica un posible contagio del individuo x al individuo y al
tiempo ¢. Un posible escenario de esta construccion en S = Z, dado que los individuos 0
y 3 son los tnicos infectados al tiempo r = 0, es el de la Figura 3.1.

— *
¢ bk
— bk
t
sk
—
>
bk
3 ik
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 .. S

Figura 3.1: Ejemplo
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Entonces, en la Figura 3.1 las flechas de infeccién que pueden provocan una nueva
infeccién son aquellas que provienen de un individuo infectado y esto lo representamos
con lineas verticales mas obscuras a través del tiempo. Entonces dada la definicién (3.3)
una trayectoria de x a y se encuentra activa en S x [0, ) si existe una trayectoria dirigida
sobre las flechas de infeccién — (siguiendo el sentido de estas) que conecta a x con y
a través del tiempo ¢, sin dar saltos hacia atrds en 7, y que no cruza ningdn simbolo de
recuperacion #, en la figura anterior una trayectoria activa es la que encontramos de (3,0)
a (0,1), es decir la trayectoria que va del individuo 3 al tiempo O al individuo O al tiempo ¢.

Ahora bien nos encontramos interesados en identificar dentro de una configuracién
N € X alos elementos x € S infectados, es decir aquellos tales que 11(x) = 1, por lo cual
definimos el conjunto A como

A:={xeSnx) =1}, (3.2)

con lo cual los elementos en S\A son los elementos saludables. Ahora bien, con lo
anterior notemos que tenemos una nueva forma de entender las tasas de transicién pues

A— A\ {x} parax€Acontasal,y
A—AU{x} parax¢ Acontasadx(|[{y€A:|y—x|=1}|).

Denotaremos el estado inicial del proceso por el superindice A, de manera que el
conjunto de sitios infectados al tiempo ¢ para el sistema con estado inicial A se denota
por A4, el proceso de contacto mediante su construccién gréfica se encuentra definido en
términos de este. Podemos entonces definir al proceso A% antes descrito como

A% = {y € S| existe una trayectoria activa de (x,0) a (y,7) paraalgun x € S}.  (3.3)
Como ejemplo, en la Figura 3.1 A,{O'l’z} =0 yA,{3} ={0}.

Una ventaja de la construccién grafica es que provee un acoplamiento conjunto del
proceso con estados iniciales arbitrarios. Dado que nos encontramos interesados en com-
parar los procesos A2 y A, si construimos cada uno usando colecciones de procesos
Poisson independientes, habrd poco que decir acerca de la relacién entre ambos, por lo

cual usaremos la misma coleccién de procesos Poisson con diferente condicién inicial.

Corolario 3.4.
ACB = A} c AB.

Demostracion. Como mencionamos arriba ambos procesos provienen de la misma co-
leccién solo que con condiciones iniciales diferentes por lo cual es inmediato, a partir de
la construccién grifica, que si A C B entonces A2 C AB para t pues si para x € A existe
un camino activo de (x,0) a (y,¢) entonces el mismo camino nos dice que y € A3 pues
x €B. O

Observemos que la condicién anterior nos da un cierto tipo de monotonia.
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3.4. Aditividad

Andlogamente, la construccién es aditiva en el sentido

Corolario 3.5.
AMB = AL UAE.

Demostracién. Supongamos que y € A4YB entonces existe una trayectoria activa de (x,0)
a (y,r) conx € AUB, dado esto entonces sin perdida de generalidad supongamos que x € A
entonces tenemos que y € A%, de esta manera obtenemos A2YB C A% UAB. Por otra parte,
sin perdida de generalidad sea y € A?, entonces existe una trayectoria activa de (x,0) a
(y,¢) conx € A C AUB de donde tenemos que y € AAVE es decir A4 C AAYE. De lo anterior
concluimos AAVE = A4 U AB. O

La repesentacién grafica puede extenderse de varias formas y aplicarse a parejas de
procesos con diferentes reglas de evolucidn siempre y cuando se encuentren dentro del
mismo espacio de probabilidad. Por ejemplo supongamos que buscamos el acoplamiento
de los procesos de contacto A, y B, con pardmetros A4 y Ag respectivamente con A4 < Ag,
en este caso tomamos de esta forma usando el mismo procesos N, para A; y By, es decir
N4 = NB = N.. Pero definiremos el proceso de infeccién del proceso B, como

B A
Nxa}‘ = NX«,y + Mx,y,
donde (M, : x,y € Sy y ~ x) denota a la familia de procesos Poisson de pardmetro
A — A4 que supondremos independiente entre si e independientes de N)ﬁy.

Proposicion 3.6. El proceso de contacto es atractivo

Demostracion. Sin > &, es decir n(x) > & (x) paratoda x, y 1(x) = 1 = £(x) eso implica
que ¢(x,n) =1 =c(x,&), por otra parte, si 1(x) = 0= &(x) tenemos c¢(x,n) = A|{y x:
n(y) = 1}| pero dado que 1 < & (lo cual implica que el elemento £ tiene més individuos
infectados que el elemento 1), tenemos c(x,n) < c(x, &) y el proceso es atractivo dada la
definicion (2.18). U

Notemos que debido a su construccién los conjuntos A# son crecientes en el sentido
que

{Al #0} C {A] #£0}. (3.4)

3.4.1. Dualidad

En la seccién (1.5) del capitulo 1 la dualidad es una de las caracteristicas primordiales
dentro de los IPS, en este caso trataremos con la propiedad de dualidad, o auto-dualidad
del proceso, que es como se denomina a la igualdad (3.5) desde un enfoque grafico.

Proposicion 3.7. Dada una grdfica G = (S,E) de grado acotado y con un proceso de
contacto en ella, para A,B C S tenemos

PA(A,NB#0) = PP(A,NA +#0) (3.5)

para todat > 0.
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Demostracion. Seat > 0,y el suceso A4 N B # 0, por lo tanto por definicién (3.3) existe
una trayectoria activa del conjunto A al conjunto B, es decir, existe un elemento y € B tal
que existe x € A tal que existe una trayectoria activa del elemento (x,0) a (y,#), es decir el
conjunto

{y: y € B, 3x € A tal que existe una trayectoria activa de (x,0) a (y,)}.

Notemos que es posible ver de una manera equivalente estos sucesos, si revertimos el
sentido del tiempo, y la direccién de las flechas de infeccién en A% tenemos una nueva
version del proceso de contacto para s € [0,7] que denotaremos por A.

Con nuestra nueva forma de ver el proceso, una trayectoria activa en A% que va del
conjunto A x {0} a B x {t} se transforma en una trayectoria activa del conjunto B x O al
conjunto A x f, donde § denota el tiempo del proceso revertido, es decir:

~

S=t—s

donde

O=ryi=0.

Dado lo anterior tenemos, que el evento {A2 UB # 0} es el mismo que {A5}.

Es importante notar que el proceso de recuperacién y el proceso de infeccién cumplen
las siguientes propiedades tanto para A, como para A,. Sea s € [0,], entonces

o 5 ~
Ni(s) = Ni(t) — Ni(t — 5) = Ny (s),
es importante hacer notar que, la dltima igualdad se cumple por la definicién del proceso
Poisson (B.3) y andlogamente, podemos obtener
. 5 ~
Ny(s) = Ny (1) = Ny (£ = 5) = Ny (s)-
Por lo tanto, observando lo anterior, es posible construir un proceso que tenga la mis-

ma distribucién que obtenemos con A y la misma representacion grafica que A;. A este
proceso lo nombraremos Ay, por lo tanto:

Ny =N, y

Nx.,y = Nxvy

con lo cual, tenemos que las distribuciones que nos permiten observar Ay y Ag son la
misma.

Dado que sabemos que el evento {A% UB # 0} es el mismo que {A?}, tenemos las si-
guientes igualdades:

P(AYNB #0) = P(ANA +#0)
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dado que A, cumple con la misma distribucién que A
= P(ABNA #0)
y ya que A, tiene la misma representacién grifica que A, tenemos:
=P(ABNA£A#0)
por lo tanto
P(A*NB+#0)=PAPNA£A+#0).

O

Dado que Ny, y Ny« tienen las mismas tasas que el dual de este proceso es nuevamente
un proceso de contacto. Ademads es importante que el conjunto inicial de sitios infectados
tenga cardinalidad finita, es decir si tenemos el proceso A entonces A debe ser finito para
que A? sea una cadena de Markov no explosiva en el conjunto de subconjutos finitos de S
aunque esto ya no lo mostraremos.



CAPITULO 4

PROPIEDADES: PROCESO DE CONTACTO

Este capitulo es quizd el mds interesante en términos del andlisis que se obtiene de
los resultados. En este se interpretan resultados obtenidos en capitulos anteriores que
nos permiten entender propiedades del proceso de contacto que derivan en su extincién
asi como también es en este capitulo donde se muestra que tan grande debe ser la tasa
de infeccién en un arbol homogéneo para que el proceso tenga probabilidad positiva de
sobrevivir. Este capitulo esta basado en los resultados obtenidos en capitulos anteriores
asi como en los libros [Lig99], [Lig85], [Ligl0] y en la tesis [Frel1], esta ultima fue de
gran utilidad en el dltimo teorema del capitulo.

4.1. Valores importantes en el proceso de contacto.

Como mencionamos en el capitulo anterior la tasa de contagio A del proceso de con-
tacto se encuentra intimamente ligada con la tasa de salto dada en la definicién (3.1). A
la par de esto estan las variables 7, Y y %, definidas en el capitulo 2 en la seccién 2.3
para IPS y en el seccion 2.4.3 para sistemas spin como el proceso de contacto, por lo cual
usaremos las formas sencillas de las variables 7, Y y € dadas en 2.4.3, esto con el fin de
tener los valores exactos de estas en el caso de un proceso de contacto.

Comencemos, en el caso de la v.a. T por la igualdad (2.24) del capitulo 2 tenemos

= inf |c(x,n)+c(x,My)]
xeS;neX

por definicién, 1 y 7, difieren solo en un elemento, que es precisamente en x.

Caso1.m(x) =1

e= inf (142){y~x: n() =1}
xeS; nex

59
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Caso2.1m(x) =0

t= i (WHy~x:n0)=1}+1

de donde

t= i (4D~ n0) =1,

por lo tanto notemos que el infimo se alcanza cuando x no tiene vecinos y infectados, por
lo tanto

T=1. “.1)

Por otra parte dado (2.23) tenemos que

Y()Cﬂ/t) = sup |C(x7 Tlu) _C(xﬂn”v
nex

en este caso, si u # x 1(x) = 1M,(x) y tenemos los siguientes casos: si n(x) = 1, por

definicién de n,,, ¢(x,n) = 1 = ¢(x, M), por lo cual Y(x,u) = 0, por otra parte, si 17(x) =0
y u no es vecino de x, entonces

cle,n)=A{y~x:n(y) =1}
=AMy ~x:m(y) =1}
= c(x,Mu).

Finalmente, si n(x) = 0y x es vecino de y tenemos que n*(x) = 1, por lo tanto

clx,n)=Al{yx: m(y) =1} +1|
=A{{yx:m(y) =1}+2

por lo tanto
c(x,n) =A+c(x,m),
y dado que por definicién A > 0
A= le(x,m) = c(x )l
de donde concluimos

Y(x,u) =A.
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Por definicién de Y si x = u entonces Y = 0, por lo cual dada la defincién (2.15) y como
Y (x,u) depende de u ~ x y de u # x, tenemos que

@ =sup Z Y (x,u)

XES yixtu

y si denotamos por max,csdeg(x) al grado maximo de los elementos x en la grifica S,
tenemos

= A médxdeg(x).
X€S

es decir, concluimos:
C=A még(deg(x). 4.2)
X€E

Usando la definicién (1.15) y el teorema (2.16) tenemos que el proceso de contacto es
ergddico si

1
A —m8M 4.3
< max,cgsdeg(x) “43)

es decir si A cumple la anterior propiedad, entonces ¢ es un unitario, y aun mds:

S ={d}, “4.4)

donde recordamos que & se encuentra dada en la definicién (2.22).

Por la ecuacién (4.3) es posible observar que el proceso estd bien definido cuando S
tiene grado acotado, por lo cual siempre se supondrd que S tiene grado acotado y es co-
nexa. Aunque la condicién de conexidad que se le pide a la gréfica se puede dejar de lado
y la teoria se puede llevar a cabo en cada una de las componentes conexas.

Algunas de las ventajas de la construccién grafica es que permite la construccién del
proceso de contacto para todas las configuraciones, dado que estas se realizan de manera
simultdnea, como funciones de un proceso independiente Poisson, que a su vez muestran
propiedades importantes de aditividad y dualidad del proceso de contacto.

4.2. Propiedades del proceso de contacto

Dadas los resultados que hemos obtenido en otros capitulos obtendremos algunos re-
sultados importantes para el proceso de contacto.

Una propiedad que podemos observar usando propiedades demostradas en el capi-
tulo 1y 3 es la siguiente. Si tomamos f € C(X) como f(n) = 1y,=0 en 4} usando el
semigrupo de Markov definido en (1.3) en el capitulo 1 obtenemos

S(t)f(n)=E"f(n)
=E"M{n,=0ena}
=PT(n,=0enA)
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por lo tanto, por la propiedad de dualidad o autodualidad del proceso de contacto (3.5)
del capitulo 3

=P'(n=0enA)

es decir

S(t)f(n) =P (n=0en4,). 4.5)

Ahora, tenemos que

sup [S(1)f(x) = S()f(n)] = sup [P (e =0en A;) —P* (n =0enA,)|

nex nex
=sup [P (1(y) =0V¥y #xy n(x)=len4,)
nex
—P'(n=0enA,)|

notemos que los conjuntos a los cuales queremos calcularles la probabilidad son casi
iguales, de hecho solo difieren en el elemento x, ya que en el primer conjunto queremos
que exista una trayectoria activa de algiin elemento y € A a x al tiempo t, es decir que el
elemento x este infectado al momento #, por lo cual pensando a los individuos de forma
individual

=supPY(x € A)
nex

=P (xcA).

De donde
sup [S(t) f (1) = S() f(1)] = P*(x € A)). (4.6)

nex

Con lo anterior tenemos

IISOfl] =Y Ar(x)

xeS

=Y sup [S(t)f (1) = S(0) f(n)]

xeSnex

= ZPA(x €A;)
xes
= ZEAl{xeA,}

xes

dado que nos encontramos sumando sobre cada elemento x € S, tenemos

= EYAd]
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por lo tanto
[1S@) A1 = E* A @7

Si en el resultado anterior usamos el tltimo inciso del teorema (2.14) y las igualdades
(4.1), (4.2) obtendremos que

B4 = [lIS@) /1
< expl(% — )l
= expl(A méxdeg(x) — 1] |[1p=oen alll

es decir obtenemos la siguiente desigualdad

E*J4,| < exp{(Améxdeg(x) = Dl n=oen all @“$)

4.3. Supervivencia y extincion.

Nos interesa saber cuales son las condiciones necesarias para que el proceso se extin-
ga o sobreviva, pues de esta manera sabremos cuando la enfermedad prevalecerd y cuando
esta se extinguird, por lo cual en este seccion daremos estas condiciones.

Comencemos haciendo algunas observaciones. Notemos que si aplicamos la relacién

de dualidad (3.5) del capitulo 3 obtenemos la siguiente igualdad
PS(A,NA #0) =P (A, #0). (4.9)
Daremos una definicién que nos ayudara a comprender mejor el proceso de extincion.

Definicion 4.1. Sea A C S, con A de cardinalidad finita. Definimos la la probabilidad de
supervivencia ¢ (A) de la siguiente manera:

¢(A):=v{n:n(x) =1 para algiin x € A}. (4.10)

Ahora bien observemos que ¢(A) : &7 — RT U{0}, donde recordamos que habiamos
denotado como .27 al conjunto de los subconjuntos finitos de S. Por la definicion de ¢
notemos que esta es creciente en A.

Ahora bien observemos que con la definicién anterior

¢(A)=v{n:n(x) =1 para algin x € A}
= P5(A; NA # 0 para toda 1 > 0)
= P*(A, # 0 paratoda ¢ > 0)
es decir
¢(A) = PA(A, # 0 paratoda 7 > 0). (4.11)

Como S es una gréfica conexa, ¢(A) es positiva para un A # 0 si solo si es positiva
para toda A # (. Si esto pasa diremos que el proceso sobrevive y si no diremos que se
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extingue. Debe ser claro que el proceso se extingue siy solosi _# = {p}.

Por la construccidn del proceso, su ergodicidad, y representacion gréfica, si el proceso
de contacto sobrevive para un valor A entonces el proceso sobrevive para cualquier valor
mayor a este.

Como una consecuencia de la representacion grafica y formalmente del teorema de
acoplamiento (2.17) del capitulo 2 tenemos que si para un valor A de infeccién el proce-
S0 sobrevive, entonces para valores mds grandes también lo hard, lo anterior fomenta la
siguiente definicion.

Definicion 4.2. Definimos el valor critico A, € [0,], como el valor tal que el proceso
sobrevive para toda A > A, y muere para A < A, es decir:

Ac:=inf{A >0: P(A! #0paratodot >0>0)}
a este comportamiento se llama transicion de fase.

Proposicion 4.3. En el proceso de contacto, el valor critico cumple

1

— > 0. 4.12
méx, deg(x) (4.12)

Demostracion. Dada la definicién de valor critico y que un proceso se extingue si y solo
si ¥ ={&} es decir siy solo si es ergddico tenemos que

Ac > sup{A > 0 el proceso es ergédico}

por lo tanto usando la desigualdad (4.3), tenemos

1
Ae>——+——>0.
< max, deg(x)

O

Una observacion muy interesante es que para el proceso de contacto sobre cualquier
grifica que cumpla con las hipdtesis que supusimos al principio, tenemos que el proce-
so es érgodico es decir se extingue si la tasa de infeccion entre los individuos cumple

1

Ahora bien, demostrar que A. < oo requiere mas trabajo, y dependiendo de quien sea
S cambia la tecnica a implementar para demostrar esto. Segtin Thomas M. Liggett la pri-
mera prueba para el caso S = Z fue dada por Harris en el articulo [Har74] en 1974 en base
a ideas de percolacion.

También cabe destacar que dar una cota superior para el valor critico no es un trabajo
trivial y en el caso de Z¢ requiere resultados no triviales.

A continuacién abordaremos el problema anterior en el caso de un proceso de contacto
en que G es un arbol homogéneo y como sabemos entonces todos los vértices de la grafica
tienen el mismo grado que es d + 1.
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Teorema 4.4. El valor critico en un drbol homogéneo satisface

1 1
— <A< —
d+17 " ~d-1
Demostracion. Notemos que por la proposicion 4.12, dad que estamos trabajando en un

arbol homogéneo tenemos,

1
— <A
d+1~-"°

Para la segunda parte, definimos la funcién f,, : & — oo definida de la siguiente ma-
nera fp(A) = p‘AI para alguna constante 0 < p < 1. También denotaremos por /* a la
funcién tal que #*(t) : [0,00] — R definida como 14 (1) := E* £, (A;) = E*[p*] notemos
que en este caso que las definiciones concuerden depende de tomar un A tal que la proba-
bilidad de que el proceso de contacto sobreviva es nula.

Observemos que si ¢ converge a 0 por la derecha obtenemos:
P(fp(Ar) = p"11) = 1]A| +0(1)
P(fp(A) = p"H) = Ar[{(xy) sx €A, y £ A, yy ~ 2} +0(0)

y por lo tanto

P(fp(A) =pl) = 1—1|A| = At|{(x,y) :x €A, y £ A, yy ~x}| +olt)

pues por construccion la funcién f, depende de las tasas de transicién (3.1) dadas en
el capitulo 3 pues el proceso A, depende de estas. De donde obtenemos

(1) = E3 [fp(Ar)]
= pAITTP(fy (A)) = pHI1) + pHFIP(fy (A)) = p1H) + pIP(£5 (A) = p!)

para facilitar la notacién, denotamos por C4 = [{(x,y) :x €A,y ¢ A, yy ~ x}|, por lo
tanto

= pMI=1 A+ p I AeCy + p 1 (1 — |AJt — AeNA) + 0(t)
= pllp=1r]A| + pHpArCs + p I (1 — Al — AtNA) +0(2)
= fp(A)p " 1|A| + fp (A)pALCa + fp (A) (1 — |A]t — AtNa) +o(1)

es decir
(1) = fo(A)p't|A| + fo (A)pALtCa+ £ (A) (1 — |Alt — AtN4) +o(t) (4.13)
Por otra parte notemos que el grado de un arbol homogéneo es d + 1 por lo cual

Y 1=|A[d+1) (4.14)

XEA, y~x



66 4. PROPIEDADES: PROCESO DE CONTACTO

y dado que nos encontramos en drbol homogéneo este es un grafo aciclico

Y 1<2gal-. (4.15)

X,yEA, y~x

finalmente

{(,y):xeA, ygA yy~xp={x€A y~x}\{x,y €A, y~x}

por lo cual
Ca=A{(xy):x€A, y¢A yy~x}
=HxeA y~x}\{xy€cA, y~xj
> |Al(d+ 1) —2(]A[ - 1)
=|A|(d—1)+2.
es decir:
Cy > |A|(d—1)+2. (4.16)
Retomando (4.13)
d _
S| = Fo (AT A+ o (ADPACA + o (A) (4| = ANy)

— ;"fp(A)JrlCApfp(A)|Afp(A)fp(A)ACA

(B 2cp—wispta -1cs)
= fp(A) ( —ACs — |A|f5(A) +/ICAp)
(“-2ca)a-p)

notemos que por (4.16) tenemos

—ACx < —AJA|(d—1)—2A

de donde
d A
0] < hw (Bl -auia-n-22)a-p
— o)1 -p) (1= prialia—1)) - 24)
siAp(d—1) > 1 entonces
%hﬁ(r) 5 —2A(1—p)f»(A) <O. (4.17)
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Abhora bien, por (4.17)

d d

d aaq
() = S EA(fp(al) = B (540

) <0, (4.18)
t=0

con lo anterior obtenemos que h‘i (u) es una funcién decreciente en u.

Sea A = {0} y sea hio}. Como demostramos que la funcién hio} es decreciente y

por construccién es positiva y ademas hio} (0) = p, por lo tanto como supusimos que
Ap(d—1) > 1 tenemos que por el teorema de convergencia dominada el limite existe

lim g(r) < g(0) = p. (4.19)

t—o0

Como recordamos, desde el comienzo de la demostracién supusimos que A fuera tal

que la probabilidad de que el proceso sobreviva sea nula, es decir A;{O} = ( para valores
grandes de ¢ por lo cual por el teorema de convergencia dominada

1im i\ (1) = 1. (4.20)

=300

De donde, si existe p € (0,1) tal que Ap(d — 1) > 1 el proceso sobrevivird con pro-
babilidad positiva.

Finalmente si tenemos A(d — 1) > 1 entonces podemos elegir un p € (0, 1) tal que

1
/'L(d—l)*p<l’ 4.21)
de donde 1
< . .
x*d—l (4.22)
O

Este teorema es muy importante porque nos da cotas en el caso de un drbol homogéneo
para el valor critico A, es decir, sabemos entre que valores se encuentra la tasa a la cual el
proceso de contacto no se extigue, es decir la enfermedad prevalece. En el caso de d = 1
notemos que nos encontramos con S = 7y en este caso tendremos que

<A <1

| —

es decir si A < % el proceso es ergddico y el proceso se extingue en la grafica Z c.s. y si
ademas el valor critico es decir el valor sobre el cual el proceso tiene probabilidad positiva
de sobrevivir es mayor a % pero menor a 1 esto nos dice que no necesitamos una tasa de
contagio muy grande para que el proceso tenga probabilidad positiva de no extincion.






APENDICE A

ANALISIS MATEMATICO

Para comenzar es necesario recordar algunos conceptos preliminares de anélisis por
lo cual este apéndice estd dedicado a tratar estos conceptos. S6lo se demostraran algunos
resultados, y algunos més sélo serdn enunciados, adjuntandose al final de este capitulo
hay una seccién de notas donde se dan referencias para encontrar las demostraciones que
no se llevaron acabo y para consultar los temas expuestos en estos preliminares.

A.1. Analisis Real

Al hablar de X un espacio métrico, denotamos al conjunto X con su métrica dx, es
decir X = (X, d,).

Comencemos recordando que, si V es un espacio vectorial sobre R y X es un con-
junto, el conjunto de los mapeos de X — V es un espacio vectorial, con las siguientes
operaciones. Sean las funciones f y g en el conjunto de los mapeosde V — X,y A € R

(f+g)(x):=f(x)+g(x) y (Af)(x) :==A(f(x)) paratodax € X.

Definicion A.1. Sea X un conjunto. Una métrica (o distancia) en X es una funcion d :
X x X — R que tiene las siguientes tres propiedades. Sean x,y,z € X

1. d(x,y) =0siysdlosix=y,
2. d(x,y) =d(y,x),y
3. d(x,2) <d(x,y)+d(y,2).
Definicion A.2. Un espacio métrico es un conjunto X con una métrica dada d.

Definicion A.3. Un espacio métrico X lo llamamos completo, si toda sucesion de Cauchy
en X converge en X.

69



70 A. ANALISIS MATEMATICO

Definicion A.4. Sea V un espacio vectorial sobre R. Una norma es V es una funcion
[|.|| : V — R que tiene las siguientes propiedades:

1. ||v]| =0siy solosiv=0,
2. ||Av]| = |A|||v]| para todos v €V, L € Ry
3. |[v+ ol <||v||+||o|| para todos v,® € V.

Definicion A.5. Un espacio normado es un espacio vectorial V con una norma dada ||.||.
Lo denotaremos por (V,||.||), o como usualmente se denota en los textos como V.

Definicién A.6. Decimos que X es un espacio de Banach, si X es un espacio normado y
completo con la métrica inducida por su norma.

Proposicion A.7. Todo espacio normado en R es un espacio vectorial sobre R.

Proposicion A.8. Sea X un espacio métrico y A C X. El conjunto A es cerrado si para
toda sucesion {ay }nen en A, si a, — a entonces a € A.

Definicion A.9. Decimos que una funcion es continua por la derecha en el punto a si

lim = f(a).

x—at

Definicion A.10. Una funcion tiene limite por la izquierda en a si existe

lim f(x) e R.

xX—a~

A.2. Analisis en Espacios de Funciones

Definicion A.11. Sean X y Y espacios métricos. Definimos el espacio C(X,Y) como:
CX,Y):={f: f:X =Y, fescontinua}.
Ademés definiremos el conjunto C,(X,Y).
Definicion A.12. Sean X y Y espacios métricos. Definimos el espacio
C.(X,Y):={f: f:X =Y, fescontinuay acotada}.

Notemos que en C,(X,Y) es métrico. En algunas circunstancias puede llegarse a ob-
viar el conjunto Y y simplemente escribir C(X) en lugar de C(X,Y). |

Proposicion A.13. Sean V un espacio normado y X un espacio métrico, el conjunto
BX,V):={f: f:X =V, facotada}
es un espacio normado.

Proposicion A.14. Sea X un espacio métrico compacto no vacio y f una funcién con-
tinua, f : X — R. Entonces f alcanza su minimo y su mdximo en X y por lo tanto f es
acotada.
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Proposicion A.15. Sea X un espacio métrico compacto, Y un espacio de Banach'y f :
X — Y una funcion continua. Entonces f es una funcion acotada.

La proposicion anterior nos dice que
C(X,Y) CCa(X,Y) (A1)

Es decir, C(X,Y) es subconjunto del espacio de funciones acotadas con la métrica unifor-
me.

Proposicion A.16. Sea Y un espacio métrico completo y X un espacio métrico compacto,
entonces C(X,Y) es un espacio métrico completo.

Proposicion A.17. Sean X, Y espacios métricos con la norma infinito. Entonces Cyp(X,Y
(el espacio de las funciones acotadas y continuas) es un subespacio cerrado de C,(X,Y
con la norma infinito.

Proposicion A.18. Si V es un espacio de Banach y X es un espacio métrico entonces

Cp(X,V) es un espacio de Banach.

Definicion A.19. Una funcion f : X — X es llamada una contraccion si existe B € (0,1),
tal que

d(f(x).f(y)) < Bd(x,y), Vx,y € X.
Definicion A.20. Un punto X es llamado punto fijo de la funcion f : X — X si f(X) =X.

Teorema A.21. Banach Sea X un espacio métrico, completo y no vacio; sea f : X — X
una contraccion. Entonces se cumple que f tiene un vinico punto fijo.

Definicion A.22. Sea (X,d,) un espacio métrico. D C X es totalmente acotado si para
cada € > 0 existe un niimero finito de puntos dy,dy, ...,d, € D tal que

D C Bx(d1,£) UBx(dz,&‘) U... UBx(dn,S).
Donde Bx(d;, €) denota a la bola abierta con centro en d; y radio € con la métrica dx.

Teorema A.23. Sea (X,d,) un espacio métrico, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. X es compacto.
2. X es completo y totalmente acotado

Definicion A.24. Sea A un conjunto cualquiera y X un espacio métrico. Una sucesion
de funciones { fi}, fi : A — X se dice que converge uniformemente en A a una funcion
f1A— X sidada € > 0, existe un kg € N, que depende de €, tal que

dx(fi(y),f(y)) < ¢, paratoda k > ko y y € X.

Proposicion A.25. Sea X es un espacio métrico y A C X compacto. Si B es cerrado y
B C A entonces B es compacto.

En los espacios vectoriales y en particular en los espacios normados, un mapeo es
Ilamado un operador.



72 A. ANALISIS MATEMATICO

Definicion A.26. Un operador lineal T es un operador tal que:

1. El dominio 2(T) es un espacio vectorial en 'y el rango % (T) se encuentra en un
espacio vectorial, sobre el mismo campo.

2. Paratoda f,g € (T)y o en el campo,

T(f+g)=T(f)+T(g) y
T(af)=aT(f).

Definicion A.27. Sean B y B, espacios normados y T : 2(T) — %(T) un operador
lineal, donde 9(T) C B1y Z(T) C By. El operador T se dice acotado si existe un niimero
¢ € R tal que para toda f € 2(T),

IT£II < cllf]l-

Proposicion A.28. Sea T : (T ) — By un operador lineal, (T) C By, By y B, espacios
de Banach, las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. T es acotado,

2. T es continuo,

3. T es continuo en el 0,

4. T es Lipschitzs continuo.

Sea T un operador en By, la grafica de T es el conjunto
G(T):={(f.Tf) €Bi1xBy: fe 2(T)}.

Las dos operaciones basicas de un espacio vectorial en By x B; se definen como

(fi.81) +(f2,82) = (fi + f2,81 +82)

a(f.g) = (af,ag).

Proposicion A.29. Un subconjunto G € By X B; es la grdfica de un operador T de By en
By si, y sélo si G es un subconjunto lineal que posee la siguiente propiedad: si (0, f) € G
entonces f = 0. En este caso el operador T es tinico.

Definicion A.30. Un operador T : By — By, B| y By espacios normados, es cerrado si su
grdfica G es un subconjunto cerrado del espacio normado By X By, ademds diremos que
T es cerrable si G(T) es una grdfica.

Notemos que si T es cerrable, entonces por la proposicion (A.29) existe un tnico
operador lineal al que denotaremos por 7 tal que

G(T)=G(T)

es claro que 7T es un operador lineal cerradoy T C T.
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Definicion A.31. El operador T es llamado la cerradura de T. Observemos que T es
cerrado siy sélosiT =T.

Teorema A.32. Operador Lineal Cerrado. Sea T : 2(T) — B, un operador lineal, donde
92(T) C By, B y By espacios normados. El operador T es cerrado si 'y sélo si se cumple
la siguiente propiedad; si f, — f, donde f, € 2(T), y Tf, — y entonces f € D(T) y
ademdsy =T f.

Proposicion A.33. T es cerrable si, y sdlo si sucede lo siguiente: si (f,) es una secuencia
en 9(T) C B tal que f, — 0y la secuencia T (f,) en By es convergente, entonces el limite

KmT(f,)=0.
n—soo

Notemos que la anterior proposicidn es una reformulacién de la definicién de operador
cerrable.

Definicion A.34. Sea X un espacio métrico compacto y métrico. Tomemos el dlgebra de
Banach
C(X):={f|f: X—=R,f continua.} .

con la norma supremo, es decir
|[£1] = sup|f(x)].
xeX

Entonces

1. o es una sub-dlgebra unitaria si 1 € o/ ysi f,g € &/, a,b € R entonces af +bg €
gy fged.

2. of separa puntos de X si para cualquier x,y € X con x # y, existe f € of tal que

F) # 1)

Donde el producto fg en C(X) lo definimos como (fg)(x) = f(x)g(x), pues al defi-
nir este producto le damos al espacio vectorial C(X) la estructura de una &lgebra en R.
También hacemos notar que la funcién 1 € C(X), la definimos como 1(x) = 1 para todo
xe X

Teorema A.35. Stone-Weierstrass. Sea X un espacio métrico compactoy o/ C C(X) una
sub-dlgebra unitaria que separa puntos de X. Entonces </ es denso en C(X).

Definicion A.36. Una familia de operadores {T(t)}, t > 0 en un espacio de Banach By,
tal que T(0) =1y T(s+1) =T(s)T(¢t) se dice fuertemente continua si

UmT (¢t)f = f, para toda f € By.
t—0

Teorema A.37. Sean (X,Q.u)y (Y,Y,Vv) dos espacios de medida 6 —finita. La funcion
v:QxY =R, con

w(F) = [ViFdu= [u(R)av.

Es una medida c—finita y es lam tinica medida en Q X Y que cumple que para todo
AXBeQXxY, y(AxB)=u(A)Vv(B), a esta medida se le llama medida producto.
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Definicion A.38. Un conjunto X se dice separable si contiene un subconjunto a lo mds
numerable que es denso en X.

Proposicion A.39. Sea X un espacio métrico compacto, entonces X es separable.
Definicion A.40. Sea X un espacio métrico.

1. Siyuy u, son medidas de los conjuntos de Borel en X, entonces |, converge débi-

lemente a | si
tim [ faw, = [ fau

y se denota como U, — U.

2. Si X1,X,... es una sucesion de variables aleatorias en X, entonces X, converge
débilemente a X si
lim Ef(X,) = Ef(X)

n—oo

para toda f : X — R acotada.
A este ultimo tipo de convergencia, también se le lama convergencia en distribucion.

Definicion A.41. 1. Una familia de medidas de probabilidad A se dice relativamen-
te compacta si cualquier sucesion en A contiene una subsucesion que converge
débilmente.

2. Una familia de medidas de probabilidad A se nombra tensa si para todo € > 0
existe un compacto A C X tal que U(A) > 1 —¢€ para toda |1 € A.

Teorema A.42. (Prohorov) Sea X un espacio métrico completo y separable, entonces A
es tensa si 'y solo si es relativamente compacta.

Se puede consultar la demostracién en ([Ligl10]) pag. 254

Definicién A.43. Para X ={0,1}5, f es una funcion cilindro si existe B C S, B finito, tal
que f(n*) = f(n) para toda x ¢ B, con € X. En palabras f dependerd de un conjunto
finito de coordenadas.



APENDICE B

PROBABILIDAD

Teorema B.1. Convergencia Dominada. Supongamos que

| Xu| < Y| paran=1,2,.... X, = Xc.s., ¥, > Y cs.y imE[Y,| = E[Y].

n—yoo
Entonces
lim E[X,] = E[X].

n—roo

Teorema B.2. Convergencia Dominada. Sea {X,, n > 1,Y,Z} C L'(Q,%,P) y X una
variable aleatoria en (Q,X). Si B C X es una c—algebra, Y < X, <Zc.s.y X, = Xc.s.,
entonces

lir{rlE%(Xn) =EP(X) yenL'c.s.

Una medida de probabilidad u en X se dice que tiene correlacion positiva si

[ fedu> [ sau [ an.

Definicion B.3. proceso Poisson
1. Ny =0,
2. si s <t entonces Ny < Nj,

3. paran>0y0=ty<t; <tp <...<tylasvariables N, ,Ny, — Ny ,Ni; — Ny, ..., Ny, —
N;, _, son independientes,

4. paratoda h >0yt € RT, N, tiene la misma distribucion de N,
5. P{N(h)=1}=Ah+o(h)y

6. P{N(h) =2} =o(h)

Recordemos que o(h) se encuentra definido por el limite

lim @ =0.
h—0 h
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APENDICE C

MEDIDA E INTEGRACION

El objetivo de este apéndice es enunciar algunos resultados y definiciones que se usa-
ron durante el transcurso de este trabajo.
Diremos que X es un conjunto no vacio y fijoy P(X) ={A: A C X}.

Definicion C.1. Una clase (no vacia) . C P(X) se llama una 6 —dlgebra de subconjun-
tos de X si,

1. ABe ¥ =A—-Be.Y,

2. Si (A,) es una sucesion de elementos de . | entonces

Uaes

n=1
y
3 XeZ.

Teorema C.2. Sea A C P(X) arbitrario, existe una tinica 6—dlgebra . (A) C P(X) tal
que:

1. AC Z(A),

2. si . es una oc—dlgebra contenida en P(X), de forma que A C .7, entonces .7 (A)
se llama la c—dlgebra generada por A.

Definicion C.3. Decimos que (X,.7) es un espacio medible si X es un conjutno no vacié
y & es una c—dlgebra de conjuntos de X.

Definicion C.4. Sean (X1,.71) y (Xz,%) dos espacios medibles. Una funcion f : X; —
X, es llamada medible (respecto a las 6—dlgebras A1y .%3) si f~1 () C A, mds
explicitamente si B € .7 entonces f~'(B) € /1. En este caso escribimos f € /1]
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Definicion C.5. Sea (X,.) un espacio medible. Una medida | en el espacio medible
(X,.7) es una funcion -
u: —=R,

que cumple lo siguiente:
1. u(0)=0,
2. u(A) >0 paratodo A € .7,

3. U es c—aditiva. Es decir si A, es una sucesion de elementos disjuntos entre si de
., entonces

Una medida P tal que P(X) = 1 es llamada medida de probabilidad y el correspon-
diente espacio (X,.7 ,IP) es llamado espacio de probabilidad.



APENDICE D

TOPOLOGIA

Definicion D.1. Sea X = (X,dx) un espacio métrico, xo € X y € > 0. Definimos la bola
abierta Bx (xo, €) como:

Bx(xo,€) :={x: x€X y dx(x,x0) < €}.

Definicion D.2. Sea X = (X,dx) un espacio métrico. Una topologia T es generada por
la métrica dx el conjunto de bolas abiertas Bx (x,€) para toda x € X y € > 0 es una base
paraT.

Definicion D.3. Sea (X,T) un espacio topologico. Si T es una topologia en X puede ser
generado por alguna métrica en X , decimos que el espacio (X,T) es metrizable.

Proposicion D.4. (Teorema de Tychonoff) producto niimerable de compactos es compacto
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APENDICE E

TEORIA DE GRAFICAS

Definicion E.1. Dado un conjunto de vértices V' 'y uno de aristas E C'V XV definimos la
grdfica como el conjunto G = (V,E).

Definicion E.2. Decimos que una grdfica es una grdfica no dirigida si (x,y) € E si y solo
si (y,x) € E para todo x,y € V.

Definicion E.3. Definimos el grado de un vértice como el niimero de vecinos que tiene.
Definicion E.4. Decimos que dos vértices son vecinos si la distancia entre ellos es 1.

Definicion E.5. Decimos que una grdfica es conexa si es regular y todos los vértices
estdn unidos a la grdfica por al menos un vértice.
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