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Introducción

En este trabajo se presentarán 3 objetos categóricos en dos categorías
de interés, la de grupos y la de R-módulos. Esto se hará por medio de tres
capítulos, el primero donde se introducen las categorías y se explican lo que
son y cómo funcionan de manera general los objetos que queremos mostrar:
productos, coproductos y objetos libres.

Una vez que se dan las nociones de estos tres objetos, se presentan en dos
capítulos más la obtención y manejo de los objetos descritos en la categoría
GRP de los grupos y en la categoría RMOD de los R-módulos.

En el capítulo 2, destinado a los grupos se omiten las nociones básicas y el
trabajo se concentra en la construcción de los objetos libres y su coproducto.

El capítulo 3 relativo a R-módulos presenta conceptos básicos así como
la construcción de productos y coproductos entre dos R-módulos para poder
generalizarlos a familias arbitrarias. Se presentan los módulos libres como
una generalización de los grupos libres pero con una estructura mayor (se le
dota de una operación más).

En los tres capítulos se dan ejemplos trabajados de manera minuciosa
para que el lector se familiarice con estos conceptos.



x Introducción



Capítulo 1

Categorías

En este capítulo trataremos de dar una breve introducción a la teoría
de categorías o al menos, lo que se usará en el resto del documento. Es
decir, daremos de�niciones, el principio de dualización, la noción de objeto,
producto y coproducto en categorías y algunos resultados relacionados con
estos últimos en la categoría de los grupos (GRP) y la categoría de los
módulos (MOD).

1.1. Conceptos básicos

Las categorías nos proveen de un lenguaje y un contexto general que
relaciona o que comparten numerosos problemas de distintas áreas de las
matemáticas. La idea intuitiva que subyace a la de�nición de categoría es
que la mayoría de los objetos matemáticos que ya conocemos como conjun-
tos, grupos, anillos (junto con un conjunto de �echas que serán funciones
entre conjuntos, homomor�smos de grupos, homomor�smos de anillos, res-
pectivamente) tienen numerosas propiedades comunes.

De�nición 1.1.1. Una categoría es una cuarteta C = (OB, hom, id, ◦) que
consiste de:

1. Una clase de objetos, cuyos miembros son llamados C-objetos y son
denotados por OBC .

2. Para cada par (A,B) de C-objetos, un conjunto Hom(A,B), cuyos ele-
mentos son llamados C-mor�smos de A en B que son también conocidos
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como el conjunto de �echas de A en B. (Notación: Cada C-mor�smo

de A en B se denotará por f : A −→ B ó A
f−→ B )

3. Para cada C-objeto A , un mor�smo A
idA−→ A , llamado A-identidad en

C.

4. Una composición denotada por ◦ que asocia a cada par de C-mor�smos

A
f−→ B, B

g−→ C un C-mor�smo A
g◦f−→ C, llamado la composición

de f y g, que cumple con:

a) La ◦ es asociativa es decir, dados los mor�smos A
f−→ B, B

g−→ C

y C
h−→ D se cumple h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f ,

b) C-identidad actúa como identidad con respecto a la composición;

es decir, para C-mor�smos A
f−→ B, se tiene que idB ◦ f = f y

f ◦ idA = f ,

c) Los conjuntos Hom(A,B) son ajenos dos a dos.

Es conveniente, antes de seguir, mostrar ejemplos de categorías debido a
su importancia y uso.

Ejemplo 1.1.2.

1. La categoría de conjuntos denotada por SET se compone de:

a. La clase de objetos OBSET son los conjuntos.

b. Si A,B ∈ OBSET es decir si A y B son conjuntos, entonces
Hom(A,B) = {f : A→ B|f es función}.

c. Si A ∈ OBSET entonces la función identidad es el mor�smo A-
identidad en SET

d. La composición de SET-mor�smos es la composición de funciones.

2. La categoría de espacios vectoriales sobre un campo F denotada por
VEC se compone de:

a. La clase de objetos OBVEC son los F -espacios vectoriales.

b. Si V,W ∈ OBVEC es decir si V yW son F -espacios vectoriales, en-
tonces Hom(V,W ) = {T : V → W |T es transformación lineal}.
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c. Si V ∈ OBVEC entonces la transformación lineal identidad es el
mor�smo V -identidad en VEC

d. La composición de VEC-mor�smos es la composición de transfor-
maciones lineales.

3. La categoría de grupos denotada por GRP se compone de:

a. La clase de objetos OBGRP son los grupos.

b. SiG,H ∈ OBGRP es decir siG yH son grupos, entoncesHom(G,H) =
{f : G→ H|f es homomor�smo de grupos}.

c. Si G ∈ OBGRP entonces el homomor�smo identidad es el mor�s-
mo G-identidad en GRP

d. La composición de GRP-mor�smos es la composición de homo-
mor�smos de grupos.

4. La categoría de los conjuntos parcialmente ordenados POS se compone
de:

a. La clase de objetos OBPOS son los conjuntos parcialmente orde-
nados.

b. Si A,B ∈ OBPOS es decir si A y B son conjuntos parcialmente or-
denados, entoncesHom(A,B) = {f : A→ B|f es función monótona}.

c. Si A ∈ OBPOS entonces la función identidad es el mor�smo A-
identidad en POS

d. La composición de POS-mor�smos es la composición de funciones
monótonas.

Así como generalizamos muchas de las nociones que tenemos de ciertas
estructuras y ciertas propiedades matemáticas, es importante dar una inter-
pretación adecuada del concepto isomor�smo en el lenguaje categórico.

De�nición 1.1.3. Un mor�smo f : A −→ B en una categoría C es una
equivalencia (o isomorfismo) si existe un mor�smo g : B −→ A en C tal
que

g ◦ f = idA y f ◦ g = idB.

Este mor�smo g es llamado inverso de f .
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Sobre esta de�nición es fácil dar como ejemplo los mor�smos identidad en
cualquier categoría C. De los ejemplos 1.1.2, en la categoría SET las equiva-
lencias resultan ser las funciones biyectivas que son precisamente las únicas
con inverso (el concepto de inverso se usa como inverso bilateral, de otra ma-
nera se detallará si es inverso izquierdo o inverso derecho); en el caso de que
la categoría de la que se habla sea VEC entonces las equivalencias resultan
ser las transformaciones lineales biyectivas que también son conocidas como
isomor�smos lineales ; si la categoría que estamos viendo es GRP entonces
las equivalencias resultan ser los isomor�smos de grupos y por último en el
caso en el que la categoría estudiada sea POS entonces las equivalencias
resultan ser las funciones biyectivas monótonas.

De�nición 1.1.4. Dada una categoría C, podemos construir una nueva cate-
goría llamada la categoría opuesta COP (con � OP� por opuesta) que tiene
los mismos objetos que C pero tal que:

HomCOP(B,A) = HomC(A,B),

y cuya ley de composición se deriva naturalmente de la C. Se dice frecuente-
mente que COP se ha obtenido a partir de C �poniendo las �echas al revés �;
en efecto:

B
f−→ A en COP si y sólo si B

f←− A en C.

1.2. El principio de dualidad

La importancia de la noción de la categoría dual u opuesta, es la posibili-
dad de "duplicar", en cierto sentido, cada concepto y cada teorema acerca de
las categorías. Sin mucha di�cultad podemos observar que para cada catego-
ría C se tiene que (COP)OP = C. Entonces cada construcción que se tenga en
C puede considerarse como una construcción en DOP, donde D = COP. Esto
cambia la dirección de las �echas o la dirección de los mor�smos sin cambiar
las matemáticas.

Desde el principio de nuestros estudios, en las matemáticas es común ser
testigos de de�niciones que parecen complementarias en algún sentido. Para
ello es necesario dar una noción sobre lo opuesto.
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i. Para un concepto P , relativo a una categoría general C, el concepto
dual se obtiene al aplicar este concepto en la categoría dual COP.

ii. Para cada teorema válido en categorías el teorema dual, que se obtiene
al cambiar todos los conceptos en el teorema original por sus duales, es
también válido.

Aunque el Principio de Dualidad es un tanto informal y vago, sus aplica-
ciones son claras y muy amplias. Algunos conceptos duales de la matemática:

1. En conjuntos el cuanti�cador universal ∀ su concepto dual es el cuan-
ti�cador ∃.

2. En TOP (la categoría de los espacios topológicos), el concepto dual de
un abierto es el de cerrado.

Demos un método para dualizar una propiedad relativa a objetos en una
categoría arbitraria.

Ejemplo 1.2.1. Sea P una propiedad de objetos en C, donde C es una
categoría arbitraria.

1. Sea X ∈ OBC, defínase la siguiente propiedad PC(X) como:

PC(X) ≡ ∀A ∈ OBC ∃!f ∈ Hom(A,X)

Es decir existe un único mor�smo A
f−→ X

i. Como primer paso hay que sustituirOBC porOBCOP yHomC(A,B)
por HomC(A,B)OP , con lo que obtenemos:

POP
C (X) ≡ ∀A ∈ OBCOP ∃!f ∈ (Hom(A,X))OP

ii. Sabemos que:
OBCOP ≡ OBCOP ≡ OBC

Y que:

HomC(A,B)OP ≡ HomCOP(A,B) ≡ HomC(B,A).

De esta manera hay que dar el enunciado lógicamente equivalente:

PCOP(X) ≡ ∀A ∈ OBC ∃!f ∈ Hom(X,A)
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En caso de que existan los objetos que cumplan las propiedades ante-
riores, éstos son conocidos en teoría de categorías como objeto inicial
(el objeto X que cumple PC(X)) y objeto terminal (el objeto X que
cumple POP

C(X)) respectivamente.

Si pensamos en una categoría especí�ca como SET la propiedad an-
terior y su dual pueden ser muy ilustrativas, así pues consideremos
X ∈ OBSET es decir, sea X un conjunto.

PSET(X) ≡ ∀A ∈ OBSET ∃! f ∈ Hom(A,X).

Esto signi�ca que dado un conjunto X existe una única función f de
él a cualquier conjunto A.

Si este conjunto X existiera, y tuviese al menos un elemento entonces
la función a cualquier conjunto, con al menos un elemento más que él,
no sería única. Así que si tal conjunto X existe debe ser vacío, es decir
X = ∅.
La interpretación del concepto dual en SET:

PSETOP (X) ≡ ∀A ∈ OBSET ∃! f ∈ Hom(X,A).

Es decir, dado un conjunto X existe una única función f de cualquier
conjunto A a él.

Ahora bien, si este conjunto X existiese, por la de�nición de función
y debido a que el conjunto A puede ser no vacío entonces X debe ser
necesariamente distinto del conjunto vacío. Si el conjunto X tuviera
más de un elemento, podrían de�nirse más de una función (si tiene al
menos dos elementos pueden de�nirse al menos dos funciones constantes
distintas). Por esta razón el conjunto X está forzado a ser unitario
X = {a}.

Entonces hemos encontrado que en la categoría SET existe objeto ini-
cial y objeto �nal, a saber ∅ y {a} respectivamente. Hay que notar que
el objeto inicial parece ser único y se verá adelante mientras que el �nal
parece que no. Más adelante veremos con detalle estas de�niciones.

Veamos ahora un par de ejemplos de dualización de una propiedad de
�echas de una categoría.

2. Sean C una categoría arbitraria, A,B ∈ OBC y f ∈ HomC(A,B), de�-
namos la siguiente propiedad de f :
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PC(f) ≡ ∃g ∈ HomC(B,A) tal que g ◦ f = idA.

Sigamos el método para dualizar usado en el inciso anterior:

i. PC(f)OP ≡ ∃g ∈ HomC(B,A)OP tal que g ◦OP f = idOPA .

ii. Demos el enunciado lógicamente equivalente usando las propieda-
des descritas en la De�nición 1.1.4

PCOP(f) ≡ ∃g ∈ HomC(A,B) tal que f ◦ g = idB.

Analicemos su signi�cado en la categoría de los conjuntos SET:

? Consideremos pues A,B ∈ SET y sea f : A→ B una función,
entonces

PSET(f) ≡ ∃g ∈ Hom(B,A) tal que g ◦ f = idA.

Es decir esta propiedad es la de�nición de la función inversa
izquierda de f .

? Y claramente el signi�cado de la propiedad opuesta en la ca-
tegoría de los conjuntos es la de�nición de función inversa
derecha de f .

3. Sea C una categoría, un C-mor�smo f : A −→ B es una retracción si
existe un mor�smo g : B −→ A tal que

f ◦ g = IdB.

Es decir la propiedad queda como sigue:

PC(f) ≡ ∃g ∈ HomC(B,A) tal que f ◦ g = idB.

Sigamos el método usado en los incisos anteriores para dualizar:

i. PC(f)OP ≡ ∃g ∈ HomC(B,A)OP tal que f ◦OP g = idOPB .
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ii. Demos el enunciado lógicamente equivalente usando las propieda-
des descritas en la De�nición 1.1.4

PCOP(f) ≡ ∃g ∈ HomC(A,B) tal que g ◦ f = idA.

Este concepto es conocido como corretracción.

Así como en los incisos anteriores, presentaremos una de�nición explícita
para una mejor comprensión del concepto antes dado.

Tanto la retracción como la corretracción son conceptos "abstractos": se
de�nen únicamente por medio de propiedades algebraicas de la composición.
Ahora estamos interesados en su signi�cado concreto, es decir, necesitamos
saber cuáles mor�smos son retracciones y corretracciones cuando hablamos
de una categoría especí�ca.

a. Consideremos la categoría C = SET, tal como lo muestra el punto 2
de este ejemplo, las retracciones son precisamente las funciones supra-
yectivas y las corretracciones son las funciones inyectivas.

b. En la categoría de los espacios topológicos TOP donde los objetos son
parejas (X,α) con X un conjunto y α su topología, los mor�smos de
un espacio (X,α) en el espacio (Y, β) (ambos OBTOP) son todas las
funciones continuas, es decir, las funciones f : X → Y tales que la
preimagen de un conjunto abierto es un conjunto abierto

M ∈ β implica que f−1(M) ∈ α.

La composición es la composición de funciones continuas.

El término retracción proviene de la topolgía general. Un subespacio
(Y, β) de un espacio topológico (X,α) es llamado retracción de (X,α) si
existe una función continua f : (X,α)→ (Y, β) con f(x) = x para toda
y ∈ Y . Aquí f es retracción, y el mor�smo inclusión i : (Y, β)→ (X,α)
es corretracción.

1.3. Diagramas

Uno de los aspectos más agradables de pensar y trabajar con categorías es
que esto nos permite hacer analogías que antes no podíamos o no sabíamos
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reconocer. Además, pensar categóricamente nos da la oportunidad de ver
a los objetos como puntos y a los mor�smos entre ellos como �echas. De
esta manera, debemos dar la formalización del concepto de multigrá�ca y
diagrama.

De�nición 1.3.1. Unamultigrá�ca dirigida G consiste de un conjunto V
llamado el conjunto de vértices y, para cada pareja ordenada (u, v) ∈ V × V
un conjunto (posiblemente vacío) A llamado conjunto de �echas de u a v.

De�nición 1.3.2. Un diagrama en una categoría C es una multigrá�ca
dirigida cuyos vértices son C-objetos y cuyas �echas son C-mor�smos.

Por ejemplo,

AB
g

C

k

D

h

A

DB

C

π

h

k

Figura 1.1: Ejemplos de diagramas

Si pensamos en una �echa como en una calle con una sola dirección,
entonces un camino en un diagrama es una "caminata" de un vértice a otro
cuidándose de no equivocarse de sentido. Un camino en un diagrama se ve
como la composición de mor�smos.

De�nición 1.3.3. Un diagrama conmuta si, para cada par de vértices A
y B cualesquiera dos caminos de A a B son iguales; esto signi�ca que las
composiciones deben ser el mismo mor�smo.

Tenemos el diagrama de la Figura 1.2 de la retracción de�nida en el
Ejemplo 1.2.1 inciso 3, donde se tiene que f ◦ g = IdB.

En el diagrama de la derecha de la misma Figura 1.2 tenemos el producto
�brado de dos C-mor�smos f : B → A y g : C → A (este concepto se verá
posteriormente con detalle).
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B

A

B

g

IdB

f
CD α

B

β

A

g

f

X

θ
α′

β′

Figura 1.2: Ejemplos de diagramas conmutativos

1.4. Producto y coproducto

Al igual que en los primeros estudios de cualquier entidad nueva en las
matemáticas, es conveniente de�nir operaciones entre los objetos introduci-
dos, de esta manera podemos dar lo siguiente:

De�nición 1.4.1. Sean I un conjunto de índices, C una categoría arbitraria
y {Ai|i ∈ I} una familia de C-objetos indexada por el conjunto I. El pro-
ducto de la familia {Ai|i ∈ I} es un C-objeto P junto con una familia de
C-mor�smos llamados proyecciones, {πi : P → Ai|i ∈ I} tal que para cada
C-objeto B y cualquier familia de C-mor�smos {ϕi : B → Ai|i ∈ I} existe un
único C-mor�smo ϕ : B → P tal que πi ◦ ϕ = ϕi para toda i ∈ I.

El producto P de la familia {Ai|i ∈ I}, normalmente se denota como∏
i∈I Ai.

Usemos lo que hemos aprendido de diagramas conmutativos para describir
la de�nición de forma esquemática. En el caso particular donde el conjunto
de índices I = {1, 2}, el producto de {A1, A2} es el C-objeto P junto con una
familia de C-mor�smos {πi : P → Ai|i ∈ {1, 2}} = {π1, π2}. Si ponemos esta
frase con �echas, obtenemos:

El producto de {A1, A2} es el C-objeto P junto con los C-mor�smos

PA1 A2,
π1 π2

tales que para cualquier otro diagrama de la forma
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BA1 A2,
ϕ1 ϕ2

existe un único mor�smo ϕ : B → P tal que el siguiente diagrama con-
muta:

PA1 A2

B

π1 π2

ϕ1 ϕ2
ϕ

Figura 1.3: Diagrama del producto de dos C-objetos

Si ponemos un conjunto de índices arbitrario obtenemos que el siguiente
diagrama conmuta para cada i:

∏
i∈I AiAi

B

πi

ϕi ϕ

Figura 1.4: Diagrama del producto de una familia de C-objetos

En ocasiones no existe el producto de una familia, pero hay muchas ca-
tegorías en las que siempre existe. En la categoría SET el producto sí existe
y de hecho es el producto cartesiano de conjuntos.

Observación 1.4.2. Si {Ai|i ∈ I} es una familia de conjuntos, entonces su
producto cartesiano

∏
i∈I Ai es el producto en la categoría SET.

Demostración. El enunciado de la observación obvia los C-mor�smos que
se requieren para que se pueda dar la condición de producto. Para cada j ∈ I
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de�namos πj :
∏

i∈I Ai → Aj como πj(ai)i∈I = aj, con aj ∈ Aj. Sea B un
conjunto y, para cada i ∈ I consideremos a la familia de funciones {ϕi|ϕi :
B → Ai es función}. De�namos ϕ : B →

∏
i∈I Ai como ϕ(x) = (ϕi(x))i∈I

para toda x ∈ B. Veri�quemos dos cosas, la primera es que efectivamente el
diagrama conmuta y la segunda es que ϕ es única.

1. Sea x ∈ B entonces (πi ◦ ϕ)(x) = πi(ϕ(x)) = πi

(
(ϕj(x))j

)
= ϕi(x),

por tanto πi ◦ ϕ = ϕi para toda i ∈ I. En términos de diagrama eso
signi�ca que el diagrama conmuta.

2. Finalmente demostremos que ϕ es única. Supongamos que

ψ : B →
∏
i∈I

Ai

es una función que hace que el diagrama también conmute, esto signi�ca
que (πi ◦ψ)(x) = ϕi(x) para toda i ∈ I. Es decir para cada i, la i-ésima
coordenada de ψ(x) es ϕi(x) que es también la i-ésima coordenada de
ϕ(x). Por lo tanto ψ(x) = ϕ(x) para toda x ∈ B, y de esta manera
obtenemos que ψ = ϕ.

�

Tal como ya se ha expuesto, cada enunciado que se tiene en una categoría
viene acompañado por su dual. Demos el dual de la De�nición 1.4.1.

De�nición 1.4.3. El coproducto, también conocido como suma, de una
familia {Ai|i ∈ I} de C-objetos, es un C-objeto S, junto con una familia de C-
mor�smos {ιi : Ai → S|i ∈ I} llamados inyecciones tales que para cualquier
C-objeto B y cualquier familia de C-mor�smos {ψi : Ai → B|i ∈ I} existe un
único C-mor�smo ψ : S → B tal que ψ ◦ ιi = ψi para toda i ∈ I.

La notación para coproducto S =
∐

i∈I Ai. Al igual que el producto, el
coproducto puede o no existir dependiendo de la categoría.

Pongamos la de�nición anterior con un diagrama, primero para el copro-
ducto de {A1, A2} y después para una familia {Ai|i ∈ I} de C-objetos, con I
un conjunto de índices:

Demos la observación dual de la Observación 1.4.2 pero antes hagamos
una construcción que nos dará pauta para dar la observación dual:
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SA1 A2

B

ι1 ι2

ψ1 ψ2
ψ

Figura 1.5: Diagrama del coproducto de dos C-objetos

∐
i∈I AiAi

B

ιi

ψi
ψ

Figura 1.6: Diagrama del coproducto de una familia de C-objetos

Consideremos a A1 y a A2 dos subconjuntos de un conjunto cualquiera
X, entonces sabemos la forma de de�nir su intersección como

A1 ∩ A2 = {s ∈ X|s ∈ A1 y s ∈ A2}.

Podemos de�nir la unión ajena de dos subconjuntos A1 y A2 que no son
ajenos, realizando un proceso de ajenización. Consideremos el producto car-
tesiano (A1 ∪ A2) × {1, 2}, y consideremos los subconjuntos A′1 = A1 × {1}
y A′2 = A2 × {2}. Es claro que A′1 ∩ A′2 = ∅. Se suele llamar a A′1 ∪ A′2 la
unión ajena de A1 y A2. Pongamos atención a las siguientes dos funciones
ι1 : A1 → A′1 y ι2 : A2 → A′2 dadas por ι1(s) = (s, 1) y ι2(s) = (s, 2).
Denotamos la unión ajena A′1∪A′2 por A1

∐
A2. Es fácil generalizar la ajeni-

zación a una familia {Ai|i ∈ I} de conjuntos. De esta manera podemos dar
la dualización de la Observación 1.4.2.

Observación 1.4.4. Si {Ai|i ∈ I} es una familia de conjuntos, entonces su
unión ajena de�nida en el párrafo anterior

∐
i∈I Ai =

⋃
i∈I A

′
i es el coproducto

en la categoría SET.

Demostración. Sean B un conjunto arbitrario y ψi : Ai → B una familia de
funciones dadas, entonces existe una función ψ :

∐
i∈I Ai → B que extiende
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a cada ψi. Sea c ∈
∐

i∈I Ai, entonces c = (ai, i) ∈ A′i para alguna i ∈ I.
De�namos ψ((ai, i)) = ψi(ai), entonces (ψ ◦ ιi)(ai) = ψ((ai, i)) = ψi(ai) para
toda ai ∈ Ai. Por lo tanto ψ ◦ ιi = ψi, es decir el Diagrama 1.6 conmuta en
la categoría SET. Falta veri�car la unicidad de la función encontrada:

Supongamos que θ :
∐

i∈I Ai → B es una función que satisface θ ◦ ιi = ψi
para toda i ∈ I, entonces

θ((ai, i)) = θ(ιi(ai)) = (θ ◦ ιi)(ai) = ψi(ai, i) = ψ((ai, i)).

Por tanto, θ coincide con ψ en
∐

i∈I Ai =
⋃
i∈I A

′
i de ahí que θ = ψ y en

conclusión la función ψ es única. �

Es necesario aclarar que si tenemos dos C-objetos que son productos o co-
productos de una familia en la categoría, entonces dichos objetos tienen que
ser equivalentes. Es decir hay unicidad en el producto y el coproducto. Sola-
mente se demostrará una equivalencia debido a que la otra es análoga y se
puede encontrar en la bibliografía [7] p. 448. Además es sencillo generalizar
el resultado para una familia arbitraria pero para �nes de claridad se da el
resultado para el coproducto de dos C-objetos.

Teorema 1.4.5. Sea C una categoría y sea {Ai|i ∈ {1, 2}} C-objetos, en-
tonces cualesquiera dos productos (coproductos) de la familia {Ai|i ∈ I}, en
caso de existir, son equivalentes.

Demostración. Supongamos que P y P ′ son los productos de los C-objetos
A1 y A2. Es decir, el producto de A1 y A2 cumple:

P

A1 A2

B

π1 π2

ϕ1 ϕ2

ϕ

P ′

A1 A2

B

π′1 π′2

ϕ1 ϕ2

ϕ′

Figura 1.7: Diagrama donde P y P ′ son los productos de los C-objetos A1 y
A2.
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PA1 A2

P ′

π1 π2

π′1 π′2
ϕ

P ′A1 A2

P

π′1 π′2

π1 π2
ϕ′

Figura 1.8: Diagrama considerando a B como P ′ y a B como P del Diagrama
1.7

Considerando a B como P ′ y también considerando a B como P en el
Diagrama 1.7 obtenemos el Diagrama 1.8

Consideremos ahora el diagrama que resulta de fusionar la información
de los Diagramas 1.8.

P

A1 A2P ′

P

π1 π2

π1 π2

ϕ′

ϕ

ϕ′ ◦ ϕ

Figura 1.9: Diagrama que resulta de fusionar la información de los diagramas
1.8

El Diagrama 1.9 conmuta debido a que:

π1 ◦ (ϕ ◦ ϕ′) = (π1 ◦ ϕ) ◦ ϕ′ = π′1 ◦ ϕ′ = π1,

y también
π2 ◦ (ϕ ◦ ϕ′) = (π2 ◦ ϕ) ◦ ϕ′ = π′2 ◦ ϕ′ = π2.

Pero claramente, el mor�smo identidad IdP : P → P también hace que el
diagrama conmute. Pero por la unicidad de la �echa punteada en el diagrama
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de la de�nición de producto (De�nición 1.4.1), ϕ′ ◦ ϕ = IdP . El mismo
argumento se aplica para demostrar que ϕ ◦ ϕ′ = IdP ′ . Por tanto ϕ es una
equivalencia. �

1.5. Funtores

En teoría de categorías los mor�smos, más que los objetos, son los que
tienen un papel fundamental. De hecho, es posible de�nir "categoría" sin
hacer uso de la noción de objeto. Es posible dar también una visión más
general y considerar a las categorías mismas como objetos estructurados. Los
"mor�smos" entre ellas que preservan su estructura son llamados funtores.

De�nición 1.5.1. Sean C y D categorías, entonces un funtor F de C a D
es una función que asigna a cada C-objeto A un D-objeto F(A), y a cada

C-mor�smo A
f−→ A′ un D-mor�smo F(A)

F(f)−→ F(A′), tal que

1. F preserva la composición; es decir,

F(f ◦ g) = F(f) ◦ F(g)

siempre que f ◦ g esté de�nida, y

2. F preserva mor�smos identidad; es decir,

F(IdA) = idF(A)

para cada C-objeto A.

Normalmente los funtores F de C a D se denotan por F : C → D ó también

pueden denotarse como C F−→ D. Suele escribirse una notación simpli�cada
FC y Ff en lugar de F(C) y F(f). De hecho es común denotar la acción del
funtor F al mismo tiempo en objetos y mor�smos como:

F
(
A

f−→ B
)

= FA
Ff−→ FB.

Hay que hacer notar que un funtor F : C → D es técnicamente una
familia de funciones; de OB(C) en OB(D), y para cada pareja (A,B) de
C-objetos, una familia de hom(A,B) en hom(FA,FB). Debido a que los fun-
tores preservan los mor�smos identidad y debido también a que existe una
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correspondencia biyectiva entre la clase de objetos y la clase de los mor�smos
identidad en una categoría, la parte del objeto de un funtor está determina-
da por mor�smos. De hecho un funtor entre categorías puede simpli�carse
como una función entre las clases de mor�smos que preservan identidades y
composición. Antes de continuar demos ejemplos para entender mejor lo que
es un funtor:

Ejemplo 1.5.2. Sean C y D categorías:

1. El funtor identidad, denotado por idC : C → C de�nido por

idC

(
A

f−→ B
)

=
(
A

f−→ B
)
.

2. Dado cualquier D-objeto A′ se de�ne el funtor constante CA′ : C → D
con valor A′, de�nido como

CA′
(
A

f−→ B
)

= A′
idA′−→ A′.

3. Para cualquiera de los ejemplos 1.1.2, hay un funtor olvidadizo (también
conocido como funtor subyacente) U : C → SET, donde en cada caso
U(c) es el conjunto subyacente de c ∈ C, y U(f) = f es la función
subyacente del mor�smo f .

4. Para cualquier C-objeto C, existe el funtor hom covariante denotado
por hom(C,_) : C → SET de�nido por

hom(C,_)
(
A

f−→ B
)

=
(
hom(C,A)

hom(C,f)−→ hom(C,B)
)

donde hom(C, f)(g) = f ◦ g.

5. Para cualquier C-objeto C, existe el funtor hom contravariante denota-
do por hom(_, C) : COP → SET de�nido en cualquier COP -mor�smo

A
f−→ B como:

hom(_, C)
(
A

f−→ B
)

=
(
homC(A,C)

hom(f,C)−→ homC(B,C)
)

donde hom(f, C)(g) = g ◦ f , donde la composición es la misma que en
C.
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6. El funtor covariante conjunto potencia denotado como P : SET →
SET se de�ne por

P
(
A

f−→ B
)

= PA Pf−→ PB

donde PA es el conjunto potencia de A, es decir, el conjunto de todos
los subconjuntos de A; y para cada C ⊆ A, Pf(C) es la imagen f [C]
de C bajo f .

7. El funtor contravariante conjunto potencia denotado comoQ : SETOP →
SET se de�ne por

Q
(
A

f−→ B
)

= QA Qf−→ QB

donde QA es el conjunto potencia de A y para cada C ⊆ A, Qf(C) es
la imagen inversa f−1 [C] de C bajo la función f : B → A.

8. Para cualquier entero positivo n, el funtor n-ésima potencia Sn : SET→
SET está dado por

Sn
(
A

f−→ B
)

= An
fn−→ Bn

donde fn(x1, . . . , xn) = (f(x1), . . . , f(xn)).

9. El funtor dual para espacios vectoriales sobre los reales denotado por
(∧) : VECOP → VEC el cual asocia a cualquier espacio vectorial
V su espacio dual V̂ (es decir, el espacio vectorial hom(V,R) con las
operaciones de�nidas puntualmente) y con cualquier VECOP -mor�smo

V
f−→ W , es decir cualquier función lineal W

f−→ V , el mor�smo
f̂ : V̂ → Ŵ , de�nido por f̂(g) = g ◦ f .

En muchas categorías como las mencionadas en el Ejemplo 1.1.2, todo
objeto en la categoría es de hecho un conjunto y todo mor�smo f : A → B
en la categoría es una función en los conjuntos subyacentes (que además
suelen tener otras propiedades). Formalicemos esta noción:

De�nición 1.5.3. Sea X una categoría. Una categoría concreta sobre
X es una pareja (C, U) donde C es una categoría y U : C → X es el funtor
olvidadizo. Algunas veces U es llamado el funtor olvidadizo (o también puede
ser llamado subyacente) de la categoría concreta y X es llamada la categoría
base de (C, U).

Una categoría concreta sobre SET es llamada construcción.
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Ejemplo 1.5.4. Tal como ya habíamos mencionado tenemos que:

1. Toda categoría C puede ser vista como una categoría concreta por medio
del funtor identidad (C, idC) sobre sí misma.

2. La categoría de grupos GRP es una construcción.

3. (C, U) es una construcción, por un abuso de notación se denota sólo
con C. Por ejemplo, la categoría abstracta de los espacios vectoriales y
la construcción de los espacios vectoriales ambas se denotan por VEC.
Siempre será claro en el contexto a cuál se está haciendo referencia.

1.6. Objeto libre

Las construcciones son muy usadas ya que se pueden trabajar no sólo sus
propiedades categóricas, sino que también se tienen propiedades de conjuntos,
subconjuntos, etc.

De�nición 1.6.1. Sean F un objeto en una construcción C, X un conjunto
no vacío e i : X → F una función (de conjuntos). F es libre en el conjunto
X siempre que para cualquier C-objeto A y cualquier función (de conjuntos)
f : X → A existe un único mor�smo en C, f̄ : F → A tal que f̄ ◦ i = f (como
función de conjuntos X → A).

X

F

A

i

f

f̄

Figura 1.10: Diagrama donde F es libre en el conjunto X

Si observamos cuidadosamente la de�nición anterior podremos darnos
cuenta que ya hemos visto esto en estructuras conocidas, como los espacios
vectoriales.
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Ejemplo 1.6.2. Esta de�nición categórica tiene una gran variedad de teo-
remas en ramas de las matemáticas, nos restringiremos a construcciones:

En VEC tenemos el teorema que nos dice la manera de construir trans-
formaciones lineales entre espacios vectoriales sobre el mismo campo.
El teorema nos dice que si v1, . . . , vn es una base del espacio vecto-
rial V sobre un campo F , W es también un F -espacio vectorial y
{w1, . . . , wn} ⊆ W entonces existe una única transformación lineal
T : V → W con T (vi) = wi. Esto nos dice que las bases son obje-
tos libres en VEC.

En GRP veamos que Z (el grupo de los números enteros) es objeto
libre: Consideremos a G un grupo arbitrario y a f : Z→ G una función
de conjuntos. Fijémonos en el valor de f en 1, supongamos que f(1) = g
para alguna g ∈ G. De�namos f̄ : Z→ G como f̄(n) = gn. Claramente
f̄ es un mor�smo único, ya que por un lado 〈1〉 = Z y bajo f̄ se
tiene que 1 7→ g entonces si hubiese otra función k : Z → G tal que
k(1) = g = f̄(1) entonces k(n) = gn por lo cual f̄ = k. De esta manera
consideremos X = {1} e i : X → Z la función inclusión, entonces(

f̄ ◦ i
)

(1) = f̄(i(1)) = f̄(1) = g = f(1).

Por tanto Z cumple ser un objeto libre en GRP.

Veamos que en GRP, el grupo aditivo Q no cumple ser un objeto libre:
Consideremos S3 = {(1), (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2)} ∈ OBGRP

y notemos que en GRP no existe un homomor�smo no trivial de grupos

f : Q→ S3

ya que de haberlo tendríamos:

1. Nucf � Q.
2. Si Nucf = {0} entonces por el primer teorema de isomor�smo de

grupos

Q/Nucf = Q/{0} ∼= Q ∼= Imf, con Imf ≤ S3.

Claramente por razones de cardinalidad esto es imposible y por
tanto el núcleo es un subgrupo propio no trivial de Q.



1.6 Objeto libre 21

3. Por el primer teorema de isomor�smo de grupos sabemos que

Q/Nucf ∼= Imf, con Imf ≤ S3.

Y con los incisos anteriores tenemos que

{0} 6= Imf � S3.

4. Sabemos que los únicos subgrupos propios no triviales de S3 son
〈(1 2)〉 ∼= 〈(1 3)〉 ∼= 〈(2 3)〉 ∼= Z2 y 〈(1 2 3)〉 ∼= Z3. Por tanto

Imf ∼= Z2 o Imf ∼= Z3.

5. Por teoría de grupos sabemos que si G es un grupo y H E G
con [G : H] = p entonces para cualquier g ∈ G se tiene que gp ∈
H. (Hay que notar la importancia de la hipótesis de normalidad
porque de otra manera el resultado citado sería falso). Por los
incisos anteriores tenemos que [Q : Nucf ] = 2 o [Q : Nucf ] = 3.

Si [Q : Nucf ] = 2 entonces consideremos t ∈ Q − Nucf , es claro
que t

2
∈ Q. Aplicando el resultado inicial de este inciso tenemos

que 2 · t
2
∈ Nucf . Esto implica que t ∈ Nucf lo cual es una

contradicción. Por tanto [Q : Nucf ] 6= 2

De manera análoga se demuestra que [Q : Nucf ] 6= 3. Y con ello
se concluye que no puede haber un homomor�smo no trivial

f : Q→ S3.

Entonces para cualquier conjunto X, cualquier función i : X → Q y
cualquier función f : X → S3 con f(x) 6= (1) para alguna x ∈ X no
existe un homomor�smo f̄ : Q→ S3 tal que f̄ ◦ i = f . Con esto hemos
demostrado que Q no es un objeto libre en GRP.

Es importante saber la relación que pueden llegar a tener los objetos libres
en nuestras construcciones, demos entonces el resultado de unicidad. De aquí
en adelante y a menos que se especi�que lo contrario, consideraremos a la
categoría C como una construcción y la llamaremos simplemente categoría.

Teorema 1.6.3. Si C es una categoría (construcción), F, F ′ ∈ OBC tales
que F es libre en el conjunto X, F ′ es libre en el conjunto X ′ y |X| = |X ′|,
entonces F es equivalente a F ′.
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Demostración. Para demostrar que F es equivalente a F ′, debemos dar la
equivalencia entre estos dos C-objetos. Como |X| = |X ′| tenemos entonces la
biyección dada por la igualdad de la cardinalidad, nombremos h : X → X ′ a
tal biyección. Como F y F ′ son libres en X y X ′ respectivamente tenemos:

X

F

A X ′

F ′

A

i

f

f̄
j

g

ḡ

Figura 1.11: Diagramas donde F es libre en X y F ′ es libre en X ′.

Es decir, que dadas las funciones de conjuntos i : X → F y j : X ′ → F ′

para cualquier A ∈ OBC y cualesquiera funciones de conjuntos f : X → A
y g : X ′ → A existen únicos mor�smos en C, f̄ : F → A y ḡ : F ′ → A tales
que f̄ ◦ i = f y ḡ ◦ j = g (como funciones de conjuntos X → A y X ′ → A.)

Fusionemos ambos Diagramas de 1.11 considerando en el de la izquierda
a A como F ′, la biyección h : X → X ′, la función j : X ′ → F ′, el único
mor�smo que existe por ser F ′ libre en X ′ ḡ : F ′ → A y la función j ◦ h :
X → F ′ .

X

F

X ′

F ′

i j

h

ḡ

Figura 1.12: Diagrama 1.11 considerando en el de la izquierda a A como F ′,
la biyección h : X → X ′, la función j : X ′ → F ′, el único mor�smo que
existe por ser F ′ libre en X ′ ḡ : F ′ → A y la función j ◦ h : X → F ′.

Análogamente, como h es una función biyectiva, entonces h tiene inversa
h−1 : X ′ → X, usando el otro Diagrama de 1.11 con A = F , la biyección
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h−1 : X ′ → X, la función i : X → F , el único mor�smo que existe por ser F
libre en X f̄ : F → A y la función i ◦ h−1 : X ′ → F .

X ′

F ′

X

F

j i

h−1

f̄

Figura 1.13: Diagrama 1.11 considerando en el de la derecha a A como F , la
biyección h−1 : X ′ → X, la función i : X → F , el único mor�smo que existe
por ser F libre en X ′ f̄ : F → A y la función i ◦ h−1 : X ′ → F .

Conjuntemos estos dos diagramas obteniendo que,

(
f̄ ◦ ḡ

)
◦ i = f̄ ◦ (ḡ ◦ i)

= f̄ ◦ (j ◦ h) =
(
f̄ ◦ j

)
◦ h

=
(
i ◦ h−1

)
◦ h

= i.

También tenemos que IdF ◦ i = i y sabemos que F es libre en X lo
que signi�ca que para cualquier C-objeto F y cualquier función digamos
i : X → F existe un único mor�smo en C, ψ : F → F tal que ψ ◦ i = i. Pero
en este caso tenemos tanto a f̄ ◦ ḡ como a IdF que lo hacen, por la unicidad
del mor�smo del objeto libre tenemos que ψ = f̄ ◦ ḡ = IdF .

De manera análoga es claro que ḡ◦f̄ = IdF ′ y por lo tanto F es equivalente
a F ′.

�

Ya hemos observado que tanto en la demostración del Teorema 1.4.5 como
en la del Teorema 1.6.3 se ha seguido un procedimiento que es importante
mencionar. Un objeto S en una categoría C es llamado solución o �echa
universal si está de�nido por un diagrama donde, no importa si variamos
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X

F

X ′

F ′

X

F

i j i

h h−1

IdX

ḡ f̄

f̄ ◦ ḡ

Figura 1.14: Conjuntando los diagramas 1.12 y 1.13.

el objeto X junto con mor�smos del diagrama, existe un único mor�smo
que hace que el diagrama conmute. El "metateorema" son las soluciones, si
existen, son únicas con una equivalencia única. En esta tesis únicamente se
dará una noción esquemática e informal ya que su formalización requiere de
abundante material que sale del objetivo de este trabajo, si se requiere la
noción formal y exacta así como todo el material aledaño necesario puede
consultarse [5] y [1].

En la demostración del "metateorema" hay dos pasos. El primero, si tene-
mos dos soluciones C-objetos (en el caso del objeto libre, dos objetos libres)
junto con dos C-mor�smos ψ y φ y tenemos que hay un C-objeto en el diagra-
ma que es arbitrario digamos X, entonces lo que hacemos es sustituir a este
C-objeto arbitrario X por la solución de la que no se habla en el diagrama. Es
decir si se tienen dos soluciones S1 y S2 con sus respectivos C-mor�smos y un
C-objeto arbitrario X en cada diagrama entonces sustituimos en el diagrama
de S1 a X por S2 y en el diagrama de S2 a X por S1.

El segundo paso es juntar los dos diagramas que se tienen en uno de
manera adecuada. Es decir, se considera un solo diagrama con la solución
X = S1 en el diagrama de S1 pero haciendo uso de las �echas ψ ◦ φ y con
IdS1 .

S1 S2 S1

ψ φ

IdS1
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Ambos resultan ser C-mor�smos que hacen que el diagrama para S1 con-
mute pero resulta que el C-mor�smo que acompaña a S1 debe ser único y
con ello se concluye que ψ ◦ φ = IdS1 . Análogamente se procede para que
φ ◦ ψ = IdS2 y demostrar así que ψ es una equivalencia con lo cual resulta
que las soluciones S1 y S2 son esencialmente la misma.

1.7. Objeto inicial, terminal y cero

En esta sección veremos otra perspectiva las De�niciones 1.4.1, 1.4.3 y
1.6.1 ya que en este punto estamos en condiciones de decir que están de�ni-
dos por medio de �echas universales. Veremos que esto proviene de un solo
concepto que se mencionó en el Ejemplo 1.2.1.

De�nición 1.7.1. Sean C una categoría e I ∈ OBC. Decimos que I es un
objeto inicial (o universal) si para todo C-objeto C existe exactamente
uno y sólo un C-mor�smo I → C. De manera dual, un C-objeto T se dice que
es objeto terminal (o couniversal) si para cada C-objeto C existe uno y
sólo un mor�smo C → T .

Veamos algunos ejemplos para darnos cuenta que ya hemos estado en
contacto con los objetos universales y sus duales.

Ejemplo 1.7.2.

1. Como lo vimos en el Ejemplo 1.2.1 el conjunto vacío ∅ es el único objeto
inicial para la categoría SET, de la misma manera el conjunto vacío
parcialmente ordenado es el único objeto inicial en POS.

2. Así como en el Ejemplo 1.2.1 obtuvimos que el conjunto vacío es el
único objeto inicial en la categoría SET, procedamos para encontrar
el o los objetos iniciales en la categoría GRP.

Sea I ∈ OBGRP, para que I sea objeto inicial es necesario que cumpla la
De�nición 1.7.1 esto signi�ca que para todo grupoG existe exactamente
uno y sólo un homomor�smo de grupos f : I → G. Como I es un grupo
entonces sabemos que al menos debe tener un elemento (el neutro eI).
Veamos que pasaría si I tuviera más de un elemento: Supongamos que
|I| > 1 entonces es claro que si consideramos a G = I entonces se
pueden de�nir f1 : I → I como g 7→ eI para cualquier g ∈ I y por otro
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lado se puede de�nir f2 : I → I como f2 = IdI . Entonces si |I| > 1, I
no puede ser objeto inicial. Por tanto I = {e} y es la única posibilidad,
esto signi�ca que GRP tiene un único objeto inicial que es el grupo
trivial.

3. Analicemos ahora si VEC tiene o no objeto inicial: Al igual que en el
inciso anterior sea I ∈ OBVEC, para que I sea objeto inicial es necesario
que cumpla la De�nición 1.7.1 esto signi�ca que para todo F -espacio
vectorial V existe exactamente una y sólo una transformación lineal
T : I → V . Al igual que en el inciso anterior sabemos que como I es un
F -espacio vectorial entonces debe tener al menos un elemento, el cero
0I . Veamos que pasaría si I tuviera más de un elemento: Supongamos
que |I| > 1 entonces es claro que si consideramos a V = I entonces se
pueden de�nir T1 : I → I como T1 = T0 la transformación lineal cero
y por otro lado se puede de�nir T2 : I → I como T2 = IdI . Entonces si
|I| > 1, I no puede ser objeto inicial. Por tanto I = {0} y es la única
posibilidad, esto signi�ca que VEC tiene un único objeto inicial que es
el F -espacio vectorial trivial.

Veamos ejemplos de objetos terminales:

4. En el Ejemplo 1.2.1 encontramos que los conjuntos unitarios son los
objetos terminales para la categoría SET, de la misma manera el los
unitarios resultan ser los objetos terminales en POS.

5. Hagamos el mismo análisis que en los incisos anteriores pero ahora
para el objeto terminal en la categoría GRP. Sea T ∈ OBGRP por la
De�nición 1.7.1 para todo grupo G existe un único homomor�smo de
grupos f : G → T . Si dicho grupo existiera, debe tener al menos el
elemento neutro. Si este grupo tuviese más de un elemento entonces
estaríamos en la misma situación que en el caso de objeto inicial, por
tanto el objeto terminal existe en la categoría GRP y es el grupo trivial.

6. De la misma manera el objeto terminal en la categoría VEC es el F
espacio vectorial trivial V0 = {0}.

Teorema 1.7.3. Sea C una categoría. Cualesquiera dos C-objetos iniciales
[terminales] son esencialmente únicos, es decir:
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Si A y B son objetos iniciales [terminales], entonces A y B son equi-
valentes.

Si A es un objeto inicial [terminal], entonces cualquier otro objeto equi-
valente a A también lo es.

Demostración. Por de�nición de objeto inicial tenemos que si A y B son
objetos iniciales entonces para cualquier C-objeto C existe exactamente uno

y sólo un C-mor�smo A
k−→ C y B

h−→ C, utilizando a A y B en lugar de C
obtenemos

A
k−→ B y B

h−→ A.

Pero de hecho tenemos que h ◦ k = IdA y k ◦ h = IdB ya que IdA y IdB son
los únicos mor�smos de A en A y B en B respectivamente. Con lo cual k es
un isomor�smo.

Supongamos ahora que A es un objeto inicial y que k : A′ → A es un
isomor�smo. Debido a que A es un objeto inicial tenemos que para cada
objeto B, existe un único mor�smo f : A→ B, entonces f ◦k : A′ → B es un
mor�smo de A′ en B. Para ver que A′ es un objeto inicial basta veri�car que
f ◦k es único, para ello observemos que si existiera otro mor�smo g : A′ → B
entonces g ◦ k−1 : A → B pero A es un objeto inicial y sabemos que para
cada objeto B, existe un único mor�smo f : A −→ B y por tanto g◦k−1 = f ,
es decir g = f ◦ k.

�

Con estas dos de�niciones de los objetos terminales e iniciales podemos
de�nir aquellos objetos en las categorías que tienen la propiedad de ser tanto
terminales como �nales. Hay que notar que debido a que los objetos termina-
les son los duales de los objetos iniciales, la noción que se dará a continuación
es sobre un objeto que es su propio dual, es decir, A tendrá la propiedad si-
guiente en C si y sólo si la tiene en COP .

De�nición 1.7.4. Sea C una categoría y sea A ∈ OBC. Decimos que A es
un objeto cero si A es tanto objeto inicial como objeto terminal.

Ejemplo 1.7.5. De los ejemplos que hemos trabajado es claro que:
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1. La categoría SET y la categoría POS no tienen objetos cero.

2. En la categoría GRP el grupo trivial es el objeto cero.

3. En la categoría VEC el F espacio vectorial trivial es el objeto cero.

4. Construyamos un objeto inicial en una categoría arbitraria que nos dará
una visión general de lo que hemos estado trabajando: Consideremos
C una construcción y F ∈ OBC un objeto libre en el conjunto X con
X

i−→ F (tal como se de�nió en 1.6.1). De�namos una nueva categoría
D como sigue:

Los objetos de D son todas las funciones de conjuntos f : X → A,
donde A es el conjunto subyacente del objeto A de C.
Los mor�smos en D de f : X → A a g : X → B los de�niremos como
los mor�smos h : A → B de C tales que h ◦ f = g es decir, que el
siguiente diagrama conmuta:

X

A

B

f

g

h

Veamos que Id CA : A → A es el mor�smo identidad de f a f en D, es
decir, que funciona como IdDf : Consideremos a h ∈ HomD(f, g), es decir
consideremos h ∈ HomC(A,B), f, g ∈ OBD. Por la de�nición de HomD
tenemos que f ∈ HomC(X,A) y g ∈ HomC(X,B) con A,B ∈ OBC.
Hagamos la composición deseada:

Idg ◦D h = IdB ◦C h = h.

De manera análoga obtenemos que

h ◦D Idf = h ◦C IdA = h.

Las composiciones anteriores son claras debido a que C es una cons-
trucción y a que IdA es la identidad para cada A ∈ OBC. Por tanto
Id CA : A→ A es el mor�smo identidad f a f en D denotado por IdDf .
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Si h es una equivalencia en D entonces es claro que también lo es
en C. Mostremos que el recíproco también se cumple: Consideremos a
h ∈ HomD(f, g) que a la vez es equivalencia en C, entonces por ser
equivalencia existe un mor�smo k en C tal que

h ◦C k = IdB y k ◦C h = IdA.

Hay que veri�car que k es también el mor�smo inverso de h en D. Basta
demostrar que k ∈ HomD(g, f). Como k es el mor�smo inverso de h en
C entonces k ∈ HomC(B,A), también como h ∈ HomD(f, g) tenemos
a f : X → A, g : X → B y g = h ◦ f . Consideremos las funciones
anteriores f y g y hagamos la composición con k:

k ◦C g = k ◦C (h ◦C f) = (k ◦C h) ◦C f = IdA ◦C f = f.

Pero esto signi�ca que

k ∈ HomD(g, f).

Por tanto hemos demostrado que h es una equivalencia en D si y sólo
si h es equivalencia en C.
Ahora como F es libre en el conjunto X entonces para cada función
f : X → A existe un único mor�smo f̄ : F → A tal que f̄ ◦ i = f .
Pero esto signi�ca entonces que i : X → F es un objeto inicial en la
categoría D.

5. Hagamos otra construcción categórica. Consideremos a la familia de
objetos {Ai|i ∈ I} en la categoría C. Construyamos la categoría E
donde:

Los E-objetos son las parejas
(
B, {fi|i ∈ I}

)
, con B un C-objeto y para

cada i, fi : B → Ai es un C-mor�smo.

Los E-mor�smos del E-objeto
(
B, {fi|i ∈ I}

)
al
(
D, {gi|i ∈ I}

)
los

de�nimos como C-mor�smo B
h−→ D en C tales que gi ◦C h = fi para

toda i ∈ I.
Veri�quemos que los IbB son el mor�smo identidad de

(
B, {fi|i ∈ I}

)
en E : Es claro que h ◦C IB = h, además fi ◦C IB = fi y por tanto IB es
el mor�smo identidad de

(
B, {fi|i ∈ I}

)
en E .
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Al igual que en el ejemplo anterior veamos que h es equivalencia en C
si y sólo si es equivalencia en E :

Consideremos h ∈ HomC
((
B, {fi|i ∈ I}

)
,
(
D, {gi|i ∈ I}

))
tal que h es

equivalencia en C, es decir h ∈ HomC(B,D) y existe k ∈ HomC(D,B)
tal que h ◦C k = IdD y k ◦C h = IdB. Para cada i ∈ I tenemos que

fi ◦C k = (gi ◦C h) ◦C k = gi ◦C (h ◦C k) = gi ◦C IdD = gi,

por lo tanto

k ∈ HomC
((
B, {fi|i ∈ I}

)
,
(
D, {gi|i ∈ I}

))
.

Con ello hemos demostrado que h es equivalencia en E si lo es en C.
Ahora para el recíproco consideremos

h ∈ HomC
((
B, {fi|i ∈ I}

)
,
(
D, {gi|i ∈ I}

))
equivalencia en E ,

entonces por ser equivalencia sabemos que existe

k ∈ HomC
((
B, {fi|i ∈ I}

)
,
(
D, {gi|i ∈ I}

))
y cumple h ◦E k = IdD y k ◦E h = IdB. Por como esta de�nido Hom(E)
y la composición concluimos que h es equivalencia en C.
Si el producto (tal como se de�nó en 1.4.1) de la familia {Ai|i ∈ I}
existe en C con las proyecciones πk :

∏
Ai → Ak para cada k ∈ I

entonces para toda pareja (B, {fi}i∈I) en E se tiene que por de�nición
del producto existe un único mor�smo ϕ : B →

∏
Ai tal que πi◦ϕ = fi

para toda i ∈ I. Pero con la De�nición 1.7.1 sabemos entonces que
(
∏
Ai, {π|i ∈ I}) es objeto terminal en la categoría E , con esto usando

el Teorema 1.7.3 concluimos que el producto
∏
Ai de la familia {Ai|i ∈

I} es único.



Capítulo 2

Grupos libres

Esta parte del trabajo se concentrará en mostrar que los objetos libres
(llamados grupos libres) existen en la categoría concreta de los grupos (cons-
trucción). A través de este procedimiento se describirán grupos en términos
de generadores y relaciones. Además se dará la construcción de coproducto
(producto libre) en la categoría de grupos.

2.1. Construcción de grupos libres

En esta sección se construirá un objeto en la categoría de grupos, se le
brindará una operación binaria con la que se le dotará de estructura de grupo.
Este grupo se construirá con el �n de que cumpla la propiedad categórica de
objeto libre (De�nición 1.6.1).

Consideremos un conjunto dado X y construyamos un grupo F que es
libre en el conjunto X en el sentido de la De�nición 1.6.1. Analicemos los dos
posibles casos para el conjunto X:

1. Si X = ∅ entonces de�nimos a F como el grupo trivial 〈e〉.

2. Si X 6= ∅ entonces denotemos por X−1 otro conjunto tal que |X−1| =
|X| (debido a que X es no vacío entonces X−1 es no vacío).

Como |X−1| = |X| escojamos una biyección f : X → X−1 (observemos
que al menos existe una biyección dada por la igualdad de la cardinali-
dad de conjunto), sea x ∈ X y denotemos su imagen bajo la biyección
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f como x−1. Por último escojámos un conjunto ajeno a X ∪X−1 y que
tenga un elemento, denotemos a este conjunto como 1.

Consideremos la unión de estos conjuntos como nuestro conjunto de
trabajo, es decir, consideremos X ∪X−1∪{1}. De�nimos una palabra
en X como la sucesión (a1, a2, . . . ) con ai ∈ X ∪X−1 ∪ {1},para toda
i ∈ N que cumple:

a. Para alguna n ∈ N ak = 1 para toda k ≥ n.

b. La sucesión constante (1, 1, . . . ) la llamamos palabra vacía y se
denota como 1.

3. Una palabra (a1, a2, . . . ) en X se dice que es reducida siempre que:

i. Para cualquier x ∈ X, x y x−1 son no adyacentes. Esto signi�ca
que si ai = x entonces ai+1 6= x−1 y si ai = x−1 entonces ai+1 6= x
para toda i ∈ N y x ∈ X.

ii. Si ak = 1 entonces ai = 1 para toda i ≥ k.

Con estas de�niciones obtenemos que la palabra vacía es reducida debido
a que ai = 1 para toda i ∈ N y con ello cumple por vacuidad el inciso i de la
de�nición anterior.

Analicemos la forma de una palabra reducida, por el inciso i se tiene
la sucesión (xλ11 , x

λ2
2 , . . . , x

λn
n , . . . ) donde n ∈ N, xi ∈ X y λi = ±1. Por

convención tenemos que x1 denota a x para toda x ∈ X. Para ser palabra se
requiere que, a partir de algún término se estacione la sucesión en 1 y con
la condición del inciso ii los 1 están acomodados al �nal de la sucesión, es
decir se tiene que: (xλ11 , x

λ2
2 , . . . , x

λn
n , 1, 1, . . . ). Para simpli�car la notación y

sabiendo que cada palabra está determinada por los términos anteriores al
primer 1 denotaremos a la palabra (xλ11 , x

λ2
2 , . . . , x

λn
n , 1, 1, . . . ) por

xλ11 x
λ2
2 · · ·xλnn .

Observación 2.1.1. Sean xλ11 x
λ2
2 · · ·xλmm y yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn palabras reducidas.

Entonces xλ11 x
λ2
2 · · · xλmm es igual a yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn si y sólo si ambas son 1 o

m = n y xi = yi, λi = δi para i ∈ {1, . . . , n}.

Demostración.
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=⇒) Supongamos que xλ11 x
λ2
2 · · ·xλmm y yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn son la misma palabra

reducida.

Si xλ11 x
λ2
2 · · ·xλmm es 1 entonces como yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn es igual a ella también

debe ser 1.

Supongamos entonces que xλ11 x
λ2
2 · · ·xλmm y yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn son la misma

palabra reducida y son distintas de 1. Esto signi�ca que las sucesiones
subyacentes

(xλ11 , x
λ2
2 , . . . , x

λm
m , 1, 1, . . . ) y (yδ11 , y

δ2
2 , . . . , y

δn
n , 1, 1, . . . ),

son iguales; es decir, las sucesiones término a término son iguales, xλii =

y
δj
j para i ∈ { 1, . . . ,m } y j ∈ { 1, . . . , n }.

Si m 6= n entonces xλim 6= 1 y y
δj
n = 1 lo cual es una contradicción

debido a la igualdad de las sucesiones. Se tiene la misma contradicción
si xλim = 1 y yδjn 6= 1 por lo cual la hipótesis de que m 6= n es incorrecta,
por tanto m = n.

Por la igualdad de las sucesiones obtenemos también que i = j y que
xλii = yδii ; como λi = ±1 = δi podemos analizar dos casos que son
esencialmente el mismo:

Supongamos que λi = 1 entonces xi = yδii . Si δi = −1 entonces xi =
y−1
i , lo cual es una contradicción ya que el conjunto X y el conjunto
X−1 son ajenos.

De manera análoga se obtiene una contradicción similar cuando λi =
−1 y δi = 1, por lo tanto λi=δi para toda i ∈ {1, . . . , n}.
Con todo lo anterior obtenemos xk = yk para toda k ∈ {1, . . . n}.

⇐=) Supongamos que xλ11 x
λ2
2 · · ·xλmm y yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn palabras reducidas tales

que ambas son 1 o m = n y xi = yi, λi = δi para i ∈ {1, . . . , n}.
En el primer caso si ambas son 1 entonces ambas tienen como sucesión
subyacente a

(1, 1, . . . )

eso quiere decir que son la misma sucesión y por tanto son la misma
palabra reducida.

En el segundo caso, si m = n y xi = yi, λi = δi para i ∈ {1, . . . , n}
entonces las sucesiones subyacentes son las mismas y por tanto son la
misma palabra reducida.
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�

Es claro a partir de esta observación que se puede dar una relación entre
el conjunto X y el conjunto F (X) de todas las palabras reducidas en X
obteniendo el siguiente resultado.

Proposición 2.1.2. Sean X un conjunto no vacío y F (X) el conjunto de
todas las palabras reducidas en X. Entonces la función

X
φ−→ F (X)

dada por

x
φ7−→ x1

es una función inyectiva.

Demostración. Es claro usando la Observación 2.1.1 que la función está
bien de�nida. Por otro lado, si φ(x) = φ(y) con x, y ∈ X entonces x1 = y1 es
decir ambas palabras son iguales y por la Observación 2.1.1 obtenemos que
sus sucesiones subyacentes son iguales y por tanto x = y. De aquí que φ es
una función inyectiva.

�

Identi�quemos a X con su imagen bajo φ y de esta manera consideremos
a X como un subconjunto de F (X). De�namos una operación binaria

∗ : F (X)× F (X)→ F (X)

en el conjunto F (X) de todas la palabras reducidas en X(para reducir nota-
ción y mientras no existan confusiones denotemos a F (X) por F ).

La palabra vacía 1 será el elemento identidad, es decir, para cualquier
palabra reducida x ∈ F se cumple que x ∗ 1 = 1 ∗ x = x.

De manera intuitiva lo que buscamos es dar una operación sencilla, una
posibilidad es simplemente considerar la yuxtaposición (es decir, poniendo
una palabra y pegarle la segunda), veamos si esto es posible. Consideremos
xλ11 x

λ2
2 · · ·xλmm y yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn palabras reducidas, consideremos la yuxtaposi-

ción:

xλ11 x
λ2
2 · · ·xλmm yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn .
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El problema principal de esto es que podría darse el caso en el que
xλmm yδ11 = 1, es decir que

(
xλmm

)−1
= yδ11 y esto signi�ca que la palabra

xλ11 x
λ2
2 · · · xλmm yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn

no es reducida. Por tanto, no obtenemos una operación simplemente con la
yuxtaposición de palabras reducidas. Para quitar este inconveniente pode-
mos simplemente cancelar estos términos, es decir si tenemos las palabras
x−1

1 x1
2x

1
3x
−1
4 x1

8 y x−1
8 x1

4x
−1
3 x1

1x
−1
5 x1

6 entonces(
x−1

1 x1
2x

1
3x
−1
4 x1

8

)
∗
(
x−1

8 x1
4x
−1
3 x1

1x
−1
5 x1

6

)
= x−1

1 x1
2x

1
1x
−1
5 x1

6,

de manera general de�namos:
Sean xλ11 x

λ2
2 · · ·xλmm y yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn palabras reducidas no vacías en X:

Si m ≤ n entonces consideremos k el entero mayor (0 ≤ k ≤ m) tal

que xλm−jm−j =
(
y
δj+1

j+1

)−1

= y
−δj+1

j+1 para j ∈ {1, . . . , k − 1}. Entonces
de�nimos:

(
xλ11 x

λ2
2 · · ·xλmm

)
∗
(
yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn

)
=


xλ11 · · · x

λm−k
m−k y

δk+1

k+1 · · · yδnn si k < m

y
δk+1

k+1 · · · yδnn si k = m < n
1 si k = m = n

Si m ≥ n entonces consideremos k el entero mayor (0 ≤ k ≤ n) tal

que xλm−jm−j =
(
y
δj+1

j+1

)−1

= y
−δj+1

j+1 para j ∈ {1, . . . , k − 1}. Entonces
de�nimos:

(
xλ11 x

λ2
2 · · ·xλmm

)
∗
(
yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn

)
=


xλ11 · · ·x

λm−k
m−k y

δk+1

k+1 · · · yδnn si k < n

xλ11 · · ·x
λk−1

k−1 si k = n < m
1 si k = m = n

Esta de�nición garantiza la cerradura del producto de palabras reducidas.
Una vez que se tiene la operación en el conjunto, es posible preguntarnos si
el conjunto F junto con la operación ∗ tiene estructura de grupo.
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Teorema 2.1.3. Si X es un conjunto no vacío y F = F (X) es el conjunto de
todas las palabras reducidas en X, entonces F es un grupo bajo la operación
∗ de�nida antes y F = 〈X〉.

Demostración. Para veri�car que F = F (X) y la operación ∗ forman un
grupo, hay que veri�car tres cosas:

i. La asociatividad de ∗, es decir que para cada x, y, z ∈ F se tiene que

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z;

ii. Existe un elemento e ∈ F , llamado identidad, tal que e∗x = x = x∗e
para cada x ∈ F ;

iii. Todo x ∈ G tiene inverso, es decir existe x′ ∈ F con x∗x′ = e = x′ ∗x.

Es claro que dada la de�nición de la operación ∗, la palabra vacía 1 es
nuestro neutro, es decir 1 = e.

También es claro que si tenemos la palabra reducida xλ11 x
λ2
2 · · ·xλmm , enton-

ces su inverso será x−λmm · · ·x−λ22 x−λ11 . Por ello lo único que hay que demostrar
es el inciso i.

Esto es posible demostrarlo de dos maneras, una es por inducción sobre
la longitud de la primera palabra reducida y examinando casos y la segunda
es dando una biyección de F y considerar a SF el grupo de todas biyecciones
de F . Demos ambas:

a. Consideremos x, y, z ∈ F , entoces x = xλ11 x
λ2
2 · · ·xλmm , y = yγ11 y

γ2
2 · · · yγnn ,

y z = zδ11 z
δ2
2 · · · z

δp
p , con λi, γj, δk = ±1 con 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n y

1 ≤ k ≤ p . Procedamos por inducción sobre m:

• Base: m = 1 entonces x = xλ11 , tenemos dos casos:

Caso 1: n ≤ p
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x ∗ (y ∗ z) = xλ11 ∗
(
yγ11 · · · yγnn ∗ z

δ1
1 · · · zδpp

)
=


xλ11 ∗ y

γ1
1 · · · y

γn−k
n−k z

δk+1

k+1 · · · z
δp
p si k < n

xλ11 ∗ z
δk+1

k+1 · · · z
δp
p si k = n < p

xλ11 ∗ 1 si k = n = p

=



xλ11 y
γ1
1 · · · y

γn−k
n−k z

δk+1

k+1 · · · z
δp
p si k < n y xλ11 6= y−γ11

yγ22 · · · y
γn−k
n−k z

δk+1

k+1 · · · z
δp
p si k < n y xλ11 = y−γ11 y n− k 6= 1

z
δk+1

k+1 · · · z
δp
p si k < n y xλ11 = y−γ11 y n− k = 1

xλ11 z
δk+1

k+1 · · · z
δp
p si k = n < p y xλ11 6= z

−δk+1

k+1

z
δk+2

k+2 · · · z
δp
p si k = n < p y xλ11 = z

−δk+1

k+1 y k + 1 < p

1 si k = n < p y xλ11 = z
−δk+1

k+1 y k + 1 = p

xλ11 si k = n = p

Por otro lado

(x ∗ y) ∗ z =
(
xλ11 ∗ y

γ1
1 · · · yγnn

)
∗ zδ11 · · · zδpp

=


xλ11 y

γ1
1 · · · yγnn ∗ z

δ1
1 · · · z

δp
p si xλ11 6= y−γ11

yγ22 · · · yγnn ∗ z
δ1
1 · · · z

δp
p si xλ11 = y−γ11 y n > 1

1 ∗ zδ11 · · · z
δp
p si xλ11 = y−γ11 y n = 1

=



xλ11 y
γ1
1 · · · y

γn−k
n−k z

δk+1

k+1 · · · z
δp
p si xλ11 6= y−γ11 y k < n

xλ11 z
δk+1

k+1 · · · z
δp
p si xλ11 6= y−γ11 y k = n < p

xλ11 si xλ11 6= y−γ11 y k = n = p

yγ22 · · · yγnn z
δ1
1 · · · z

δp
p si xλ11 = y−γ11 y n > 1 y k < p

z
δk+1

k+1 · · · z
δp
p si xλ11 = y−γ11 y n > 1 y k = n < p

1 si xλ11 = y−γ11 y n > 1 y k = n = p

zδ11 · · · z
δp
p si xλ11 = y−γ11 y n = 1,

por lo tanto tendremos que x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z.
Caso 2: n ≥ p. Este caso se resuelve de la misma forma que el caso

anterior.
Es claro que

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z

para el caso base.
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• Hipótesis Inductiva: Supongamos que x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z para
x de longitud a lo más m, y = yγ11 y

γ2
2 · · · yγnn , y z = zδ11 z

δ2
2 · · · z

δp
p ,

con λi, γj, δk = ±1 con 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n y 1 ≤ k ≤ p.

• Paso Inductivo: Consideremos x = xλ11 x
λ2
2 · · ·x

λm+1

m+1 , y = yγ11 y
γ2
2 · · · yγnn ,

y z = zδ11 z
δ2
2 · · · z

δp
p , con λi, γj, δk = ±1 con 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

y 1 ≤ k ≤ p.
Calculemos x ∗ (y ∗ z) y por otro lado (x ∗ y) ∗ z, consideremos
x = xλ11 x

λ2
2 · · ·x

λm+1

m+1 = x′ ∗ x′′ = xλ11 ∗ xλ22 · · ·x
λm+1

m+1 , claramente
x′′ es una palabra reducida de longitud m y como x también es
reducida y x = x′ ∗ x′′ entonces xλ11 6= x−λ22 . Observemos que x′

y x′′ son palabras reducidas de longitud a lo más m, por tanto
podremos aplicar hipótesis inductiva a ambas:

x ∗ (y ∗ z) = (x′ ∗ x′′) ∗ (y ∗ z)

= x′ ∗ (x′′ ∗ (y ∗ z)) por hipótesis inductiva aplicada a x′

= x′ ∗ ((x′′ ∗ y) ∗ z) por hipótesis inductiva aplicada a x′′

= (x′ ∗ (x′′ ∗ y)) ∗ z por hipótesis inductiva aplicada a x′

= ((x′ ∗ x′′) ∗ y) ∗ z por hipótesis inductiva aplicada a x′′

= (x ∗ y) ∗ z

Por lo tanto para cualesquiera palabras reducidas x, y, z en X
se cumple que x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z. De esta manera hemos
demostrado la asociatividad por inducción sobre la longitud de la
primera palabra.

b. Consideremos x ∈ X y δ = ±1. De�namos la función φxδ : F → F
dada por:

φxδ
(
xδ11 · · ·xδnn

)
=


xδxδ11 · · ·xδnn si xδ 6= x−δ11

xδ22 · · ·xδnn si xδ = x−δ11 y n > 1

1 si xδ = x−δ11 y n = 1

y
φxδ(1) = xδ.

Es claro que φ−1
xδ

: F → F está dada por:

φ−1
xδ

(
xδ11 · · ·xδnn

)
=


x−δnn · · · x−δ11 x−δ si xδ 6= x−δ11

x−δnn · · ·x−δ22 si xδ = x−δ11 y n > 1

1 si xδ = x−δ11 y n = 1
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y
φ−1
xδ

(1) = x−δ.

De esta manera
φxδφ

−1
xδ

= φ−1
xδ
φxδ = IdF .

Esto signi�ca que toda φxδ es una biyección de F .

Consideremos SF el grupo de todas las biyecciones de F y sea

F0 = 〈{φx|x ∈ X}〉 ≤ SF .

La función ϕ : F → F0 dada por

ϕ
(
xδ11 · · · xδnn

)
=

{
φ
x
δ1
1
◦ · · · ◦ φxδnn
Id si xδ11 · · ·xδnn = 1

Es claramente suprayectiva ya que si α ∈ F0 con α = φx1 ◦ φx2 . . . φxm
con x1, x2, . . . xm ∈ X entonces

ϕ (x1 · · ·xm) = ϕ
(
x1

1 · · ·x1
m

)
= φx11 ◦ φx12 . . . φx1m = φx1 ◦ φx2 . . . φxm .

Es claro también que para cualesquiera w1, w2 ∈ F con w1 = xλ11 · · ·xλmm
y w2 = yδ11 · · · yδmn se tiene

ϕ(w1 ∗ w2) = ϕ
(
xλ11 · · ·xλmm ∗ y

δ1
1 · · · yδmn

)
=


ϕ
(
xλ11 · · · x

λm−k
m−k y

δk+1

k+1 · · · yδnn
)

si k < m y m ≤ n

ϕ
(
y
δk+1

k+1 · · · yδnn
)

si k = m < n y m ≤ n

ϕ(1) si k = m = n

=


φ
x
λ1
1
◦ · · · ◦ φ

x
λm−k
m−k

◦ φ
y
δk+1
k+1

◦ · · · ◦ φyδnn si k < m y m ≤ n

φ
y
δk+1
k+1

◦ · · · ◦ φyδnn si k = m < n y m ≤ n

Id si k = m = n

Como k es el entero mayor (0 ≤ k ≤ m) tal que

x
λm−j
m−j =

(
y
δj+1

j+1

)−1

= y
−δj+1

j+1
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para j ∈ {1, . . . , k − 1}, entonces φ
x
λm−j
m−j

= φ
y
−δj+1
j+1

y así:

=


φ
x
λ1
1
◦ · · · ◦ φ

x
λm−k
m−k

◦ Id ◦ φ
y
δk+1
k+1

◦ · · · ◦ φyδnn si k < m y m ≤ n

Id ◦ φ
y
δk+1
k+1

◦ · · · ◦ φyδnn si k = m < n y m ≤ n

Id ◦ Id si k = m = n

=


φ
x
λ1
1
◦ · · · ◦ φ

x
λm−k
m−k

◦
(
φ
x
λm−(k−1)
m−(k−1)

◦ · · · ◦ φxλmm ◦ φyδ11 ◦ · · · ◦ φyδkk

)
◦ φ

y
δk+1
k+1

◦ · · · ◦ φyδnn(
φ
x
λ1
1
◦ · · · ◦ φxλmm ◦ φyδ11 ◦ · · · ◦ φyδkk

)
◦ φ

y
δk+1
k+1

◦ · · · ◦ φyδnn(
φ
x
λ1
1
◦ · · · ◦ φxλmm

)
◦
(
φ
y
δ1
1
◦ · · · ◦ φyδnn

)

=


(
φ
x
λ1
1
◦ · · · ◦ φxλmm

)
◦
(
φ
y
δ1
1
◦ · · · ◦ φyδnn

)
si k < m y m ≤ n(

φ
x
λ1
1
◦ · · · ◦ φxλmm

)
◦
(
φ
y
δ1
1
◦ · · · ◦ φyδnn

)
si k = m < n y m ≤ n(

φ
x
λ1
1
◦ · · · ◦ φxλmm

)
◦
(
φ
y
δ1
1
◦ · · · ◦ φyδnn

)
si k = m = n

=
(
φ
x
λ1
1
◦ · · · ◦ φxλmm

)
◦
(
φ
y
δ1
1
◦ · · · ◦ φyδnn

)
= ϕ

(
xλ11 . . . xλmm

)
◦ ϕ
(
yδ11 . . . yδnn

)
= ϕ(w1) ◦ ϕ(w2)

Lo anterior nos dice que ϕ es un homomor�smo, para ver que es inyecti-
vo es su�ciente con mostrar que Nucϕ = {1F}. Sea x ∈ Nucϕ entonces
ϕ(x) = IdF0 . Como x ∈ F entonces tiene la forma x = xδ11 · · ·xδnn ,
sustituyendo obtenemos

ϕ(x) = ϕ
(
xδ11 · · ·xδnn

)
= IdF0 .

Y por de�nición de ϕ tenemos que

ϕ
(
xδ11 · · ·xδnn

)
= IdF0 si x

δ1
1 · · · xδnn = 1,

por lo tanto
Nucϕ = {1F}.
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De aquí que ϕ sea isomor�smo de grupos, por lo cual

F ∼= F0.

Como F es isomorfo a un grupo, entonces su operación es asociativa y
debido a que

F0 = 〈{φx|x ∈ X}〉 ,

entonces es claro que
F = 〈X〉 .

�

De la De�nición de grupo libre dada en 2.1.3 podemos dar varios resul-
tados claros:

Observación 2.1.4. Si |X| ≥ 2, entonces el grupo libre en X denotado por
F es no conmutativo (no abeliano).

Demostración. Como |X| ≥ 2 entonces existen x, y ∈ X con x 6= y y tam-
bién por la contrucción de F es claro que x−1 6= y y y−1 6= x. Consideremos
el producto

x−1 ∗ y−1 ∗ x ∗ y,

claramente la palabra obtenida es una palabra reducida debido a las razones
expuestas al principio de la demostración y además x−1 ∗ y−1 ∗ x ∗ y 6= 1 si
multiplicamos por x del lado izquierdo por ambos lados de la expresión y
después por y por la izquierda obtenemos que

x ∗ y 6= y ∗ x.

Es decir, el producto * es no conmutativo. �

Observación 2.1.5. Sea F un grupo libre en X, con |X| ≥ 2, entonces para
cualquier x ∈ F − {1} se tiene que |x| > n para toda n ∈ N, es decir todo
elemento distinto de la identidad tiene orden in�nito.
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Demostración. Sea x ∈ F − {1} entonces x tiene la forma x = xδ11 · · ·xδmm
con xi ∈ X y δi = ±1. Supongamos que xn = 1 para alguna n ∈ N, eso
signi�ca que

xn =
(
xδ11 · · ·xδmm

)n
=
(
xδ11 · · ·xδmm

)
∗ · · · ∗

(
xδ11 · · ·xδmm

)︸ ︷︷ ︸
n veces

= 1.

Esto quiere decir que:

Si m es par entonces xδkk = x
−δk+1

k+1 con 1 ≤ k ≤ m − 1, lo cual es una
contradicción al hecho de que x es una palabra reducida.

Si m es impar y n es par entonces xδkk = x−δkk con 1 ≤ k ≤ m. Lo cual
es una contradicción al hecho de que X y X−1 son ajenos.

Si m es impar y n es impar entonces xδkk = 1 con 1 ≤ k ≤ m, lo cual es
una contradicción al hecho de que x es una palabra reducida.

La contradicción viene de suponer que existe n ∈ N tal que xn = 1, de
aquí que para toda n ∈ N y para cualquier x ∈ F − {1} se tiene que xn 6= 1.
Por tanto

|x| > n para toda n ∈ N.

�

2.2. Objetos libres en la categoría GRP

Hay que veri�car que el conjunto, junto con las operaciones que acabamos
de construir cumple con la De�nición 1.6.1, que además por el Teorema 1.6.3
es único en la categoría GRP.

Teorema 2.2.1. Sean F un grupo libre sobre el conjunto X e ι : X → F la
función inclusión. Si G es un grupo cualquiera y f : X → G es una función
de conjuntos entonces existe un único homomor�smo de grupos f̂ : F → G
tal que f̂ ◦ ι = f . Es decir F es objeto libre en el conjunto X en la categoría
GRP.
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Demostración. Construyamos f̂ :

f̂(1) = eG y,

Si xδ11 · · ·xδnn es una palabra reducida no vacía enX, de�nimos f̂(xδ11 · · ·xδnn ) =
f(x1)δ1 · · · f(xn)δn .

Como G es grupo, f es función y δi = ±1 entonces si xδ11 · · · xδnn =
yδ11 · · · yδnn son palabras reducidas obtenemos f(x1)δ1 · · · f(xn)δn = f(y1)δ1 · · · f(yn)δn

por lo tanto f̂
(
xδ11 · · ·xδnn

)
= f̂

(
yδ11 · · · yδnn

)
.

De aquí que f̂ está bien de�nida.
Ahora veamos que f̂ es homomor�smo de grupos: Consideremos xλ11 . . . xλmm

y yδ11 . . . yδnn palabras reducidas en X supongamos sin pérdida de generalidad
que m ≤ n entonces:

f̂
(
xλ11 · · · xλmm ∗ y

δ1
1 . . . yδnn

)
=


f̂
(
xλ11 . . . x

λm−k
m−k y

δk+1

k+1 . . . y
δn
n

)
si k < m

f̂
(
y
δk+1

k+1 . . . y
δn
n

)
si k = m < n

f̂(1) si k = m = n

=


f
(
xλ11

)
· · · f

(
x
λm−k
m−k

)
f
(
y
δk+1

k+1

)
· · · f

(
yδnn
)

si k < m

f
(
y
δk+1

k+1

)
· · · f

(
yδnn
)

si k = m < n

eG si k = m = n

=


f
(
xλ11

)
· · · f

(
x
λm−k
m−k

)
· eG · f

(
y
δk+1

k+1

)
· · · f

(
yδnn
)

si k < m

eG · f
(
y
δk+1

k+1

)
· · · f

(
yδnn
)

si k = m < n

eG si k = m = n

Sabemos que k es el entero mayor (0 ≤ k ≤ m) tal que

x
λm−j
m−j =

(
y
δj+1

j+1

)−1

= y
−δj+1

j+1 ,

para j ∈ {1, . . . , k − 1} entonces

xλmm yδ11 = 1, x
λm−1

m−1 1yδ22 = 1, . . . , x
λm−k+1

m−k+1 1yδkk = 1,

por lo cual
x
λm−k+1

m−k+1 . . . x
λm
m yδ11 . . . yδkk = 1.
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De aquí que:

f
(
xλ11

)
· · · f

(
x
λm−k
m−k

)
· eG · f

(
y
δk+1

k+1

)
· · · f

(
yδnn
)

= f
(
xλ11

)
· · · f

(
x
λm−k
m−k

)
· f̂(1) · f

(
y
δk+1

k+1

)
· · · f

(
yδnn
)

= f
(
xλ11

)
· · · f

(
x
λm−k
m−k

)
· f̂
(
x
λm−k+1

m−k+1 . . . x
λm
m yδ11 . . . yδkk

)
· f
(
y
δk+1

k+1

)
· · · f

(
yδnn
)

Por de�nición de f̂ obtenemos:

f
(
xλ11

)
· · · f

(
x
λm−k
m−k

)
· f̂
(
x
λm−k+1

m−k+1 . . . x
λm
m yδ11 . . . yδkk

)
· f
(
y
δk+1

k+1

)
· · · f

(
yδnn
)

= f
(
xλ11

)
· · · f

(
x
λm−k
m−k

)
· f
(
x
λm−k+1

m−k+1

)
· · · f

(
xλmm

)
f
(
yδ11

)
· · · f

(
yδkk

)
· f
(
y
δk+1

k+1

)
· · · f

(
yδnn
)

= f
(
xλ11

)
· · · f

(
xλmm

)
f
(
yδ11

)
· · · f

(
yδnn
)

= f̂
(
xλ11 . . . xλmm

)
· f̂
(
yδ11 . . . yδnn

)
De la misma manera obtenemos que

xλ11 . . . xλmm yδ11 . . . yδkk = 1.

eG · f
(
y
δk+1

k+1

)
· · · f

(
yδnn
)

= f̂
(
xλ11 . . . xλmm yδ11 . . . yδkk

)
· f
(
y
δk+1

k+1

)
· · · f

(
yδnn
)

= f
(
xλ11

)
· · · f

(
xλmm

)
· f
(
yδ11

)
· · · f

(
yδkk

)
· f
(
y
δk+1

k+1

)
· · · f

(
yδnn
)

= f
(
xλ11

)
· · · f

(
xλmm

)
· f
(
yδ11

)
· · · f

(
yδnn
)

= f̂
(
xλ11 . . . xλmm

)
· f̂
(
yδ11 . . . yδnn

)
.

Análogamente si tenemos que

xλ11 . . . xλmm yδ11 . . . yδnn = 1.

eG = f̂
(
xλ11 . . . xλmm yδ11 . . . yδnn

)
= f

(
xλ11

)
· · · f

(
xλmm

)
· f
(
yδ11

)
· · · f

(
yδmm
)

= f̂
(
xλ11 . . . xλmm

)
· f̂
(
yδ11 . . . yδnn

)
.
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De aquí que para cualesquiera xλ11 . . . xλmm y yδ11 . . . yδnn palabras reducidas
en X

f̂
(
xλ11 · · ·xλmm ∗ y

δ1
1 . . . yδnn

)
= f̂

(
xλ11 . . . xλmm

)
· f̂
(
yδ11 . . . yδnn

)
.

Por lo tanto f̂ es un homomor�smo de grupos.
Para ver que es único, consideremos a g : F → G homomor�smo de

grupos tal que g ◦ ι = f y xλ11 . . . xλmm una palabra reducida en X entonces:

g
(
xλ11 . . . xλmm

)
= g

(
xλ11

)
. . . g

(
xλmm

)
= g(x1)λ1 . . . g (xm)λm

= g ◦ ι(x1)λ1 . . . g ◦ ι (xm)λm

= f(x1)λ1 . . . f (xm)λm

= f̂
(
xλ11 . . . xλmm

)
.

Por lo tanto f̂ es única. �

Con este resultado es fácil observar que si tenemos un grupo G y cons-
truyendo de manera adecuada al grupo libre F :

Corolario 2.2.2. Para todo grupo G existe f̂ : F → G mor�smo suprayectivo
tal que F es libre. Es decir, todo grupo G es la imagen bajo un homomor�smo
de un grupo libre F .

Demostración. Consideremos a X un conjunto de generadores del grupo
G y sea F el grupo libre sobre el conjunto X. Por el Teorema 2.2.1 la función
inclusión de X en G induce un homomor�smo f̂ : F → G tal que f̂(s) = s
para todo elemento s ∈ G. Como G = 〈X〉 entonces

Im(f̂) = f̂ [F ] = f̂ [〈X〉] = 〈X〉 = G.

�

2.3. Generadores, relaciones y presentaciones

Con el resultado anterior podemos deducir fácilmente usando el Primer
Teorema de Isomor�smo la siguiente:
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Observación 2.3.1. Si G es un grupo entonces

G ∼= F/N.

Donde G = 〈X〉, F es el grupo libre en X y N es el núcleo del mor�smo
suprayectivo f̄ : F → G del Corolario 2.2.2.

La demostración de esta observación se omitirá ya que es clara.
En este orden de ideas, para poder describir a un grupo G (salvo iso-

mor�smos), necesitaríamos determinar el conjunto X, construir al grupo F
y determinar a N .

Supongamos que w = xδ11 . . . xδnn ∈ F es un generador de N , entonces
usando el mor�smo suprayectivo natural

w 7→ xδ11 · · ·xδnn = eG.

La ecuación
xδ11 · · ·xδnn = e

en G es llamada relación de los generadores xi. Dadas estas observaciones
es claro que un grupo se puede describir completamente dando únicamente
el conjunto X de generadores de G y un conjunto adecuado R de relaciones
de estos generadores. Claramente esta manera de describir al grupo G no es
única ya que hay muchas posibilidades para elegir tanto a X como a R para
un grupo G.

Ejemplo 2.3.2. Para ilustrar esto último basta considerar al grupo cíclico
de orden 6 Z6 por un lado y por otro a Z2 × Z3 que es isomorfo al grupo G
de�nido por X = {a, b} y R = {a2 = b3 = a−1b−1ab = e} bajo el isomor�smo
ϕ : G→ Z2 × Z3 dado por

ϕ(g) =

{
(1, 0) si g = a
(0, 1) si g = b

Es claro que:

(1, 0) + (1, 0) = (0, 0)

(0, 1) + (0, 1) + (0, 1) = (0, 0)

(1, 0) + (0, 2) + (1, 0) + (0, 1) = (0, 0)
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Es decir que en Z2×Z3 se cumplen las relaciones de los generadores (1, 0)
y (0, 1).

Y es claro que como (2, 3) = 1 entonces Z2 × Z3
∼= Z6.

Pero Z6 es isomorfo al grupo generado por X = {c} con R = {c6 = e}. De
esta manera tenemos dos maneras de representar al grupo cíclico de orden 6
por medio de un conjunto de generadores y un conjunto de relaciones.

Por otro lado, supongamos que tenemos los conjuntos X y Y de palabras
reducidas de elementos de X. La pregunta natural que surge es ¾Existe un
grupo G tal que G es generado por X y todas las relaciones w = e (w ∈ Y )
que son válidas (si w = xδ11 . . . xδnn entonces w = e representará xδ11 · · ·xδnn = e
el producto en G)? Es claro que esto es cierto, de hecho esto nos permite tener
en G elementos de X que son iguales. Este hecho se da ya que si a, b ∈ X y
a1b−1 es una palabra reducida en Y , entonces cualquier grupo que contiene
a, b y satisface la relación a1b−1 = eG multiplicando por ambos lados del lado
derecho a b obtenemos a = b.

Es decir un grupo de�nido a través de un conjunto de generadores y un
conjunto de relaciones siempre existe.

De esta manera, dado un conjunto de generadores X y un conjunto Y de
palabras reducidas con elementos de X, podemos construir un grupo de la
siguiente manera:

F Consideremos F el grupo libre en X y N el subgrupo normal de F
generado por Y (el subgrupo normal generado por un conjunto S ⊆ F
es la intersección de todos los subgrupos normales de F que contienen
a S.)

F Sea G = F/N e identi�quemos a X con su imágen en F/N bajo la
función

X ⊆ F → F/N.

Como ya se señaló en párrafos anteriores, esto requerirá identi�car ele-
mentos de X con otros elementos de X.

F G es el grupo generado por X y construyendo las relaciones w = e
que se satisfacen para w ∈ Y . (Si w = xδ11 . . . xδnn es un elemento de
Y entonces como N es el grupo normal de F generado por Y tenemos
que xδ11 . . . xδnn ∈ N como w = e tenemos que wN = N sustituyendo el
valor de w y usando las propiedades de clases laterales obtenemos que
xδ11 N . . . xδnn N = N es decir xδ11 . . . xδnn = e en G = F/N .)
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De�nición 2.3.3. Sean X un conjunto y Y un conjunto de palabras re-
ducidas en X. Un grupo G se dice que es un grupo de�nido por los
generadores x ∈ X y las relaciones w = e para w ∈ Y siempre que

G ∼= F/N.

Considerando a F el grupo libre en X y N el subgrupo normal de F
generado por Y . Decimos que (X|Y ) es una presentación de G.

Ejemplo 2.3.4. 1. Ya se observó en 2.3.2 que Z6 puede expresarse usando
un conjunto de generadores y un conjunto de relaciones:

X = {a, b} y R = {a2 = b3 = a−1b−1ab = e}.
X = {c} y R = {c6 = e}.

2. Para n ∈ N el grupo Zn es isomorfo a un grupo que se de�ne con un
conjunto de generadores X = {a} y un conjunto de relaciones R =
{an = e}.

Aunque ya vimos que siempre es posible obtener un grupo a través de un
conjunto de generadores X y un conjunto de relaciones R podemos mejorar
esta descripción demostrando que el grupo obtenido con estos conjuntos es
el mayor en cierto sentido, veamos en qué sentido.

Teorema 2.3.5. (Van Dyck) Sean X un conjunto, Y un conjunto de pa-
labras reducidas en X y G el grupo de�nido por los generadores x ∈ X y las
relaciones w = e con w ∈ Y . Si H es un grupo tal que H = 〈X〉 y H satis-
face todas las relaciones w = e para w ∈ Y , entonces existe un epimor�smo
G→ H.

Demostración. Sea F el grupo libre en X, entonces la función inclusión
ι : X → H induce un isomor�smo ϕ por el Corolario 2.2.2. Como H satisface
las relaciones w = e con w ∈ Y entonces w ∈ Nuc(ϕ) por tanto Y ⊆ Nuc(ϕ).

Con esto el subgrupo normal N generado por Y en F cumple que

N ⊆ Nuc(ϕ).

En Teoría de Grupos se ve que si f : G → H es un homomor�smo de
grupos, N E G, M E H y f [N ] ≤ M entonces f induce un isomor�smo
f̄ : G/N → H/M , dado por

f̄(aN) = f(a)M.
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De hecho, f̄ es isomor�smo si y sólo si 〈Im(f) ∪M〉 = H y f−1(M) ⊆ N . En
particular si f es un epimor�smo tal que f [N ] = M y Nuc(f) ⊆ N entonces
f̄ es un isomor�smo.

Aplicando el resultado mencionado se obtiene que ϕ induce un epimor-
�smo de F/N → H/{0}. Por 2.3.1 tenemos que G ∼= F/N y es claro que
H/{0} ∼= H con lo cual:

G
τ∼= F/N

ϕ̄−→ H/{0}
σ∼= H.

Con lo anterior es claro que σ ◦ ϕ̄ ◦ τ : G→ H es el epimor�smo buscado.
�

Los ejemplos que se presentan a continuación ilustran la manera única en
la cual se dan las presentaciones.

Ejemplo 2.3.6. Sea G el grupo de�nido por los generadores a, b y las relacio-
nes a4 = e, a2b−2 = e y abab−1 = e. Sabemos que Q8 el grupo de cuaterniones
de Hamilton es un grupo de orden 8 es generado por los elementos i, j sa-
tisfacen las relaciones:

i4 = 1, i2j−2 = (−1)(−j)2 = (−1)(−1), iji(−j) = k(−ij) = k(−k) = −k2 = e.

Por el Teorema 2.3.5 sabemos que existe un epimor�smo ϕ : G → Q8.
Por el teorema de cardinalidad de conjuntos de Cantor-Bernstein-Schroeder
tenemos que |G| ≥ |Q8| = 8.

Consideremos a F el grupo libre en X = {a, b} y al grupo normal N =
〈{a4, a2b−2, abab−1}〉 (N es un grupo normal, ya que aN = 〈{a}〉), es claro
que los elementos del grupo cociente son de la forma aibjN con i ∈ {0, . . . , 3}
y j ∈ {0, 1}. Por tanto estamos con ello diciendo que hay a lo más 8 clases
laterales. De esta manera como por el Teorema 2.3.5 tenemos que G ∼= F/N
entonces

|G| = |F/N | ≤ 8.

Con ambas desigualdades obtenemos que |G| = 8, por lo cual el epimor�smo
encontrado arriba ϕ es en realidad un isomor�smo. Por tanto el grupo de�nido
con X = {a, b}, R = {a4 = a2b−2 = abab−1 = e} es isomorfo a Q8.

Ejemplo 2.3.7. Todo grupo libre F en el conjunto X es el grupo de�nido
por los generadores x ∈ X y las relaciones dadas por el conjunto ∅ (basta
recordar que 〈∅〉 = 〈e〉).
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El término libre proviene de esta libertad de relaciones con la cual se
puede expresar este grupo, es decir, libre de relaciones.

Ejemplo 2.3.8. Es claro que todo grupo G no abeliano de orden 6 cumple
que

G ∼= S3.

Esto se cumple ya que sabemos que G contiene elementos a, b de órdenes 3
y 2 respectivamente. También es claro que 〈a〉�G ya que [G : 〈a〉] = 2 y por
tanto el elemento bab−1 = a o bab−1 = a−1.

Si bab−1 = a entonces G es abeliano lo cual no ocurre por hipótesis, por
lo tanto bab−1 = a−1 que es la presentación de D6 y como D6

∼= S3 usando
a Van Dyck obtenemos un epimor�smo ϕ : D6 → G. Como ambos grupos
tienen el mismo orden entonces ϕ es un isomor�smo.

2.4. Coproductos o productos libres

Concluiremos este capítulo con la construcción del producto libre que es
análoga a la construcción de los grupos libres.

De�nición 2.4.1. Sea {Gi}i∈I una familia de grupos, supongamos sin pér-
dida de generalidad que son ajenos dos a dos (sabemos que dada una familia
de conjuntos, siempre es posible ajenizarla tal como se mostró en la explica-
ción previa de la Observación 1.4.4.) Consideremos X =

⋃
i∈I Gi y sea {1}

un conjunto unitario ajeno a X. De�niremos una palabra en X como una
sucesión (a1, a2, . . . ) tal que ai ∈ X ∪ {1} y para alguna n ∈ N se cumple
que

ai = 1 para toda i ≥ n.

Una palabra (a1, a2, . . . ) es reducida siempre que:

i. Ninguna ai ∈ X es el elemento identidad en su respectivo grupo Gj.

ii. Para cualesquiera i, j ≥ 1 se tiene que ai y ai+1 no están en el mismo
grupo Gj.

iii. Si ak = 1 entonces ai = 1 para toda i ≥ k.

En particular 1 = (1, 1, . . . ) es reducida. Toda palabra reducida distinta de 1
puede escribirse de manera única como a1a2 · · · an = (a1, a2, . . . , an, 1, 1, . . . )
donde ai ∈ X.



2.4 Coproductos o productos libres 51

Consideremos el conjunto de todas las palabras reducidas en X y deno-
témoslo por

∗∏
i∈I

Gi.

En caso de que el conjunto de índices sea �nito, este producto de denota
como G1 ∗G2 ∗ · · · ∗Gn.

De�nición 2.4.2. Al igual que en la construcción de los grupos libres, de-
�niremos el producto libre o coproducto de la familia {Gi}i∈I como: Si
xλ11 x

λ2
2 · · · xλmm y yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn son palabras reducidas en X =

⋃
i∈I Gi con

xi, yi ∈ Gi y λi, δj = ±1 para toda i, j ∈ I:

Si m ≤ n entonces consideremos k el entero mayor (0 ≤ k ≤ m) tal

que xλm−jm−j =
(
y
δj+1

j+1

)−1

= y
−δj+1

j+1 para j ∈ {1, . . . , k−1} y consideremos

también a l el entero mayor (0 ≤ l ≤ m− k) tal que xλm−sm−s , y
λs+1

s+1 ∈ Gt

para s ∈ {1, . . . , k − 1} y t ∈ I. Entonces de�nimos:

(
xλ11 x

λ2
2 · · ·xλmm

)
∗
(
yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn

)
=


xλ11 · · · x

λm−l
m−l cly

δl+1

l+1 · · · yδnn si k < m

y
δk+1

k+1 · · · yδnn si l = k = m < n
1 si l = k = m = n

Considerando a cl = x
λm−l+1

m−l+1 . . . y
δl
l . De la misma manera:

Si m ≥ n es el caso análogo a la De�nición 2.1.3 y al caso anterior.

Es claro que cualquier grupo libre puede ser incluido de manera natural
en algún producto libre de grupos donde él se encuentre, es decir:

Observación 2.4.3. Si {Gi}i∈I una familia de grupos, el homomor�smo

ιk : Gk →
∗∏
i∈I

Gi dado por eGk 7→ 1 y a 7→ a = (a, 1, 1, . . . )

es un monomor�smo.
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Demostración. Es claro que si k ∈ I y Gk ∈ {Gi}i∈I entonces

Nuc (ιk) = {a ∈ Gk| ιk(a) = 1} .

Consideremos a ∈ Nuc (ιk) entonces aplicando la de�nición de ι tenemos que

ιk(a) = (a, 1, 1, . . . ).

Por otro lado, como a ∈ Nuc (ιk) tenemos que

ιk(a) = 1,

también sabemos que la sucesión (1, 1, . . . ) corresponde a la palabra vacía
denotada por 1. Juntando esta información obtenemos que:

(a, 1, 1, . . . ) = 1 = (1, 1, 1, . . . ).

Sabemos que estas dos sucesiones son iguales si y sólo si a = 1, con lo cual
concluimos que

Nuc (ιk) = {1Gk} .

Y esto es equivalente a que ιk sea monomor�smo.
�

Teorema 2.4.4. Sea {Gi}i∈I una familia de grupos y
∏∗

i∈I Gi su producto
libre. Si {ψi : Gi → H| i ∈ I} es una familia de homomor�smos, entonces
existe un único homomor�smo ψ :

∏∗
i∈I Gi → H tal que ψ ◦ ιi = ψi para

cualquier i ∈ I y esta propiedad determina de manera única a
∏∗

i∈I Gi salvo
isomor�smos. Esto signi�ca que

∏∗
i∈I Gi es el coproducto en la categoría

GRP tal como se de�nió en 1.4.3.

Demostración. Consideremos {Gi}i∈I una familia de grupos,
∏∗

i∈I Gi su
producto libre, {ψi : Gi → H| i ∈ I} una familia de homomor�smos. Si a1a2 . . . an
es una palabra reducida en

∏∗
i∈I Gi con ak ∈ Gik , de�namos

ψ (a1a2 . . . an) = ψi1 (a1)ψi2 (a2) . . . ψin (an) .

Veamos que de�nida así, ψ cumple ser un homomor�smo tal que ψ◦ιi = ψi
para toda i ∈ I y es único con esta propiedad.
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a. Consideremos x1x2 . . . xm y y1y2 . . . yn palabras reducidas en
∏∗

i∈I Gi

entonces al calcular

ψ ((x1x2 . . . xm) ∗ (y1y2 . . . yn)) ,

debemos �jarnos en los casos de la De�nición 2.4.2 y retomando esa
misma notación, denotemos xi = xλii y a yj = y

δj
j con λi, δj ∈ ±1 para

cualesquiera 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m.

• Si m ≤ n consideremos k el entero mayor (0 ≤ k ≤ m) tal que

a
λm−j
m−j =

(
b
δj+1

j+1

)−1

= b
−δj+1

j+1 para j ∈ {1, . . . , k−1} y consideremos

también a l el entero mayor (0 ≤ l ≤ m−k) tal que aλm−sm−s , b
λs+1

s+1 ∈
Gt para s ∈ {1, . . . , k− 1} y t ∈ I. Entonces si cl = x

λm−l+1

m−l+1 . . . y
δl
l ,

calculemos:

i. ψ
((
xλ11 x

λ2
2 · · ·xλmm

)
∗
(
yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn

))
= ψ

(
xλ11 · · ·x

λm−l
m−l cly

δl+1

l+1 · · · yδnn
)

si l < k < m

ii. ψ
((
xλ11 x

λ2
2 · · ·xλmm

)
∗
(
yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn

))
= ψ

(
y
δk+1

k+1 · · · yδnn
)
si l =

k = m < n

iii. ψ
((
xλ11 x

λ2
2 · · ·xλmm

)
∗
(
yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn

))
= ψ(1) si l = k = m =

n

Aplicando la de�nición que dimos de ψ obtenemos:

i. ψ
(
xλ11 · · · x

λm−l
m−l cly

δl+1

l+1 · · · yδnn
)

=

ψi1
(
xλ11

)
. . . ψim−l

(
x
λm−l
m−l

)
ψil (cl)ψil+1

(
y
δl+1

l+1

)
. . . ψin

(
yδnn
)
si l <

k < m.
ii. ψ

(
y
δk+1

k+1 · · · yδnn
)

= ψik+1

(
y
δk+1

k+1

)
. . . ψin

(
yδnn
)
si l = k = m <

n.
iii. ψ(1) = ψi(1) = 1 para toda i ∈ I y considerando a l = k =

m = n.

Por otro lado, calculemos ψ
(
xλ11 x

λ2
2 · · ·xλmm

)
∗ψ
(
yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn

)
que

por la manera en la que de�nimos a ψ obtenemos:

(
ψi1
(
xλ11

)
ψi2
(
xλ22

)
· · ·ψim

(
xλmm

))
∗
(
ψj1
(
yδ11

)
ψj2
(
yδ22

)
· · ·ψjn

(
yδnn
))

Sabemos que ψi : Gi → H son homomor�smos para cualquier
i ∈ I, entonces si:
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i. l < k < m, considerando k el entero mayor (0 ≤ k ≤ m) tal

que ψm−j
(
a
λm−j
m−j

)
= ψj+1

((
b
δj+1

j+1

)−1
)

=

(
ψj+1

(
b
δj+1

j+1

)−1
)

para j ∈ {1, . . . , k−1} y l el entero mayor (0 ≤ l ≤ m−k) tal
que aλm−sm−s , b

λs+1

s+1 ∈ Gt para s ∈ {1, . . . , k−1} y t ∈ I. Entonces
como ψi : Gi → H son homomor�smos para cualquier i ∈ I
obtenemos que ψm−l+1 = · · · = ψl ya que xm−l+1, . . . , yl ∈ Gl

para alguna l ∈ I y de esta manera:

ψm−l+1

(
x
λm−l+1

m−l+1

)
. . . ψl

(
yδll

)
= ψl

(
x
λm−l+1

m−l+1 . . . y
δl
l

)
= ψl (cl) .

Entonces si calculamos:

ψ
(
xλ11 x

λ2
2 · · ·xλmm

)
∗ ψ
(
yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn

)
,

obtenemos, usando la de�nición de ψ y los argumentos ante-
riores:

ψi1
(
xλ11

)
. . . ψim−l

(
x
λm−l
m−l

)
ψil (cl)ψil+1

(
y
δl+1

l+1

)
. . . ψin

(
yδnn
)
.

Que es justamente

ψ
((
xλ11 x

λ2
2 · · · xλmm

)
∗
(
yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn

))
.

Con esto concluimos que ψ es un homomor�smo.
ii. l = k = m < n hacemos las consideraciones análogas al caso

anterior y obtenemos que:

ψm−j

(
x
λm−j
m−j

)
= ψj+1

(
y
δj+1

j+1

)−1

para toda 1 ≤ j ≤ k = m. Con esto y aplicando la de�nición
que dimos de ψ obtenemos que

ψ
(
xλ11 x

λ2
2 · · ·xλmm

)
∗ ψ
(
yδ11 y

δ2
2 · · · yδnn

)
=

(
ψ1

(
xλ11

)
ψ2

(
xλ22

)
· · ·ψm

(
xλmm

))
∗
(
ψ1

(
yδ11

)
ψ2

(
yδ22

)
· · ·ψn

(
yδnn
))

=

ψik+1

(
y
δk+1

k+1

)
. . . ψin

(
yδnn
)
.

Con lo cual concluimos que ψ es homomor�smo.
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iii. De manera análoga al inciso anterior obtenemos que si l =
k = m = n entonces ψ es homomor�smo.

• De manera análoga se obtiene el caso m ≥ n

b. Veamos que ψ cumple la propiedad

ψ ◦ ιi = ψi.

Consideremos xi ∈ Gi y calculemos usando el hecho de que ιi es homo-
mor�smo de grupos para cualquier i ∈ I según la Observación 2.4.3:

(ψ ◦ ιi) (xi) = ψ (ιi (xi))

= ψ ((xi, 1, 1, . . . ))

= ψ (xi)

= ψi (xi) .

c. La demostración de que ψ es único con esta propiedad es la misma que
la realizada en el Teorema 1.4.5.

�
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Capítulo 3

Módulos

Los módulos sobre un anillo son la generalización de los grupos abelianos
(que son módulos sobre Z). En este capítulo se verán los conceptos básicos
sobre módulos y se dará la generalización del concepto de grupo libre pero
en módulo.

3.1. Módulos y homomor�smos

De�nición 3.1.1. Sea R un anillo. Un R -módulo izquierdo (derecho)
es un grupo abeliano aditivo M equipado con una función multiplicación
por escalares R×M →M (M ×R→M) denotada por

(r, a) 7→ ra ((a, r) 7→ ar)

tal que cumple las siguientes propiedades para cualesquiera r, s ∈ R y a, b ∈
M :

(i) r(a+ b) = ra+ rb ( (a+ b)r = ar + br).

(ii) (r + s)a = ra+ sa (a(r + s) = ar + as).

(iii) r(sa) = (rs)a ((as)r = a(sr)).

Si R tiene elemento unitario 1R y

(iv) 1Ra = a para cualquier a ∈M ,

entonces se dice que M es un R -módulo unitario izquierdo (dere-
cho). En caso de que R sea un anillo con división, entonces el R-módulo
unitario izquierdo es llamado espacio vectorial izquierdo.
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Ejemplo 3.1.2. 1. Todo espacio vectorial sobre un campo F es un F -
módulo izquierdo y derecho.

2. Todo grupo abeliano G es un Z-módulo usando las leyes de los expo-
nentes.

3. Todo anillo R es un R-módulo izquierdo o derecho sobre sí mismo
de�niendo la multiplicación por escalares como la multiplicación usual
en R. De hecho, todo ideal izquierdo o derecho I de R es un R-módulo
izquierdo o derecho respectivamente.

4. Si S es un subanillo de un anillo R, entonces R es un S-módulo con la
multiplicación usual.

5. Si G es un grupo abeliano y End(G) su anillo de endomor�smos, en-
tonces G es End(G)-módulo de�niendo la multiplicación por escalares
· : End(G)×G→ G por

f · a = f(a) para cualesquiera a ∈ G y f ∈ End(G).

NOTACIÓN : Es conveniente, con el ánimo de hacer más �uida la lectura, hacer uso
de la notación habitual para los R-módulos.

• Si M es un R-módulo izquierdo se denotará como

RM.

• Si M es un R-módulo derecho se denotará como

MR.

• Si M es un R-módulo derecho e izquierdo se denotará como

RMR.

Construyamos un módulo a partir de espacios vectoriales y esto nos per-
mitirá dominar la De�nición 3.1.1:

Observación 3.1.3. Si V es un F -espacio vectorial de dimensión �nita y T :
V → V una transformación lineal, entonces V es un F [x]-módulo izquierdo
y es denotado por V T .
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Demostración. De�namos la multiplicación por escalares como la función

· : F [x]× V → V

de�nida por: Si f(x) ∈ F [x] está dado por f(x) =
∑m

i=0 αix
i y v ∈ V entonces

f(x) · v =

(
m∑
i=0

αix
i

)
· v =

m∑
i=0

αiT
i(v).

Aquí hay que considerar que T 0 = IdV y que recursivamente se de�ne T i

para i ≥ 1 como T i = T ◦ T i−1. Es claro que:

Si v, w ∈ V y f(x) =
∑m

i=0 αix
i ∈ F [x] entonces como T es lineal

obtenemos que:

f(x) · (v + w) =
m∑
i=0

αiT
i(v + w)

=
m∑
i=0

αi
(
T i(v) + T i(w)

)
=

m∑
i=0

(
αiT

i(v) + αiT
i(w)

)
=

m∑
i=0

αiT
i(v) +

m∑
i=0

αiT
i(w)

= f(x) · v + f(x) · w.

Si v ∈ V y f(x), g(x) ∈ F [x] con f(x) =
∑m

i=0 αix
i y g(x) =

∑n
i=0 βix

i

(supondremos sin pérdida de generalidad que m ≤ n y para m < k ≤ n
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consideraremos αk = 0) entonces como T es lineal obtenemos que:

(f(x) + g(x)) · v =

(
m∑
i=0

αix
i +

n∑
i=0

βix
i

)
· v

=

(
n∑
i=0

(αi + βi)x
i

)
· v

=
n∑
i=0

(αi + βi)T
i(v)

=
n∑
i=0

(
αiT

i(v) + βiT
i(v)
)

=
n∑
i=0

αiT
i(v) +

n∑
i=0

βiT
i(v)

=
m∑
i=0

αiT
i(v) +

n∑
i=0

βiT
i(v)

= f(x) · v + g(x) · v.

Si v ∈ V y f(x), g(x) ∈ F [x] con f(x) =
∑m

i=0 αix
i y g(x) =

∑n
i=0 βix

i

entonces como T es lineal:
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f(x) · (g(x) · v) =

(
m∑
i=0

αix
i

)
·

((
n∑
j=0

βjx
j

)
· v

)

=

(
m∑
i=0

αix
i

)
·

(
n∑
j=0

βjT
j(v)

)

=
m∑
i=0

αiT
i

(
n∑
j=0

βjT
j(v)

)

=
n∑
j=0

βj

(
m∑
i=0

αiT
i+j(v)

)

=

(
n∑
j=0

βj

(
m∑
i=0

αix
i+j

))
· v

=

((
m∑
i=0

αix
i

)(
n∑
j=0

βjx
j

))
· v

= (f(x)g(x)) · v.

Como F [x] tiene elemento unitario 1 =
∑0

i=0 1xi la función constante
entonces si consideramos v ∈ V obtenemos:

1 · v =

(
0∑
i=0

1xi

)
· v

=
0∑
i=0

1T i(v)

= 1T 0(v)

= IdV (v)

= v.

Por lo tanto V es un F [x]-módulo izquierdo. �

Antes de seguir con las de�niciones básicas de módulos es importante
resaltar el siguiente resultado.
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Observación 3.1.4. Sea R un anillo, entonces cualquier grupo G es un
R-módulo izquierdo (derecho).

Demostración. De�namos la multiplicación por escalares · : R × G → G
(· : G×R→ G) como:

r · g = 0 para cualesquiera r ∈ R y g ∈ G.

(Análogamente se de�ne g · r = 0 para cualesquiera r ∈ R y g ∈ G). Con
esto es claro que para cualquier grupo G y cualquier anillo R,

G es un R-módulo.

�

Es importante de�nir la noción de homomor�smo en estas estructuras:

De�nición 3.1.5. Si R es un anillo y RM , RN son R-módulos izquierdos, en-
tonces una función f :R M →R N es un R-homomor�smo de R-módulos
si para cualesquiera m1,m2 ∈M y toda r ∈ R se cumple que

f (m1 +m2) = f (m1) + f (m2) y f (rm1) = rf (m1) .

Si R es un anillo con división, entonces un R-homomor�smo de R-módulos
es llamado transformación lineal.

Cuando el contexto es claro, los R-homomor�smos de R-módulos se lla-
marán simplemente homomor�smos.

Observación 3.1.6. Si RM y RN son R-módulos y f :R M →R N es
un homomor�smo entonces f es un homomor�smo de los grupos abelianos
aditivos M y N .

Debido a esto, se usa la misma terminología usada en grupos:

De�nición 3.1.7. Si RM y RN son R-módulos y f :R M →R N es un
homomor�smo entonces:

i. Si f es inyectiva, f se conoce como R-monomor�smo.

ii. Si f es suprayectiva, f se conoce como R-epimor�smo.
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iii. Si f es biyectiva, f se conoce como R-isomor�smo y cuando entre dos
R-módulos M y N hay un isomor�smo f se dice que son isomorfos y
se denota como

M
f∼= N.

También en analogía a los resultados de homomor�smos de grupos se
obtiene:

De�nición 3.1.8. Si RM y RN son R-módulos y f :R M →R N es un
homomor�smo entonces se de�ne el núcleo de f como:

Nuc(f) = {m ∈M |f(m) = 0N}.

También se de�ne la imagen de f como:

Im(f) = {n ∈ N |n = f(m) para m ∈M}.

Teorema 3.1.9. Si RM y RN son R-módulos y f :R M →R N es un homo-
mor�smo entonces son equivalentes:

a. f es R-monomor�smo.

b. Nuc(f) = {0M}.

Demostración. Si f esR-monomor�smo ym ∈ Nuc(f) entonces por de�ni-
ción de núcleo y debido a que cualquierR-homomor�smo cumple f (0M) = 0N
entonces

f(m) = 0N = f (0M) .

Como f es monomor�smo concluimos que m = 0M y por lo tanto

Nuc(f) = {0M} .

Recíprocamente, si Nuc(f) = {0M} y f (m1) = f (m2) para m1,m2 ∈ M
entonces 0M = f (m1) − f (m2). Por ser f R homomor�smo tenemos que
0M = f (m1 −m2). Usando la hipótesis obtenemos que

m1 −m2 = 0M .

Por lo tanto f es inyectiva y de esta manera f es monomor�smo. �
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Teorema 3.1.10. Si RM y RN son R-módulos y f :R M →R N es un
homomor�smo entonces son equivalentes:

a. f es R-isomor�smo.

b. Existe un R-homomor�smo de R-módulos g :R N →R M tal que g◦f =
IdM y f ◦ g = IdN .

Demostración. Por ser f isomor�smo de grupos existe su inversa (izquierda
y derecha) que es un homomor�smo de grupos que hereda su propiedad de
R-homomor�smo con la propiedad deseada. �

Ejemplo 3.1.11. 1. Como ya vimos los Z-módulos son los grupos abe-
lianos y claramente los Z-homomor�smos son los homomor�smos de
grupos.

2. Si M es un R-módulo izquierdo y r ∈ R entonces la función multipli-
car por r (también llamada homotecia por r)

µr : M →M dada por µr(m) = rm,

es un R-homomor�smo.

3. Para cualesquiera RM y RN R-módulos la función

0 : M → N dada por 0(m) = 0N para toda m ∈M

es un R-homomor�smo.

Además se puede dar una estructura más amplia a la familia de todos los
homomor�smos entre dos R-módulos izquierdos RM y RN :

De�nición 3.1.12. Sean RM y RN R-módulos izquierdos, entonces

HomR(M,N) = {f : M → N |f es R-homomor�smo}.

Si f, g ∈ HomR(M,N) entonces se de�nen:

i. Una suma

+ : HomR(M,N)×HomR(M,N)→ HomR(M,N) dada por:

(f + g)(m) = f(m) + g(m) para cualquier m ∈M.
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ii. Una multiplicación por escalares

· : R×HomR(M,N)→ HomR(M,N) dada por:

(r · f)(m) = f(rm) para cualquier m ∈M.

Dadas estas operaciones, podemos demostrar:

Teorema 3.1.13. Si R es anillo conmutativo con unitario, RM , RN R-
módulos izquierdos entonces

HomR(M,N) es R-módulo izquierdo.

Demostración. Consideremos r, s ∈ R, f, g ∈ HomR(M,N) y m ∈ M ,
entonces:

i.

(r · (f + g)) (m) = (f + g)(rm)

= f(rm) + g(rm)

= (r · f)(m) + (r · g)(m)

= (r · f + r · g)(m).

Por lo tanto
r · (f + g) = r · f + r · g.

ii. Por ser f homomor�smo se tiene que:

((r + s) · f) (m) = f((r + s)m)

= f(rm+ sm)

= f(rm) + f(sm)

= r · f(m) + s · f(m)

= (r · f + s · f)(m).

Por lo tanto
(r + s) · f = r · f + s · f.
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iii. Por ser R anillo conmutativo se tiene que:

((rs) · f) (m) = f((rs)m)

= f((sr)m)

= f(s(rm))

= s · f(rm)

= r · (s · f(m))

Por lo tanto
(rs) · f = r · (s · f).

iv. Sea 1R el elemento unitario de R, entonces

(1R · f) (m) = f(1Rm)

= f(m).

Por lo tanto
1R · f = f.

�

Ejemplo 3.1.14. Quizá éste es uno de los ejemplos más conocidos desde
los inicios formativos de todos los matemáticos y con el que tenemos una
familiaridad mayor debido a su uso: Si V es un F -espacio vectorial entonces

HomF (V, F ) = V ∗.

El conjunto V ∗ es conocido como espacio dual. De hecho, si consideramos
a V de dimensión �nita con base β = {v1, . . . , vn} y si para cada x ∈ V
obtenemos su representación con respecto a la base β

x =
n∑
i=1

αivi,

construimos a β∗ = {f1, . . . , fn} donde fi ∈ V ∗ está dada por fi (x) = αi,
esto es, fi(vj) = δij para cualquier vj ∈ β, 1 ≤ j ≤ n. Entonces

β∗
base
↪→ V ∗.
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De hecho, para cualquier f ∈ V ∗ se tiene que

f =
n∑
i=1

f(xi)fi.

Veamos las subestructuras análogas a los subgrupos pero en módulos:

De�nición 3.1.15. Si RM es un R-módulo izquierdo, entonces un submó-
dulo izquierdo RN de RM denotado por N ≤ M es un subgrupo N de M
cerrado bajo la multiplicación escalar, es decir:

Para cualquier n ∈ N y r ∈ R se tiene que rn ∈ N.

La de�nición de submódulo derecho se hace con la multiplicación escalar del
lado derecho.

Ejemplo 3.1.16. i. Si M es un R-módulo izquierdo, entonces {0M} de-
notado simplemente por 0 es submódulo de M . Complementariamente
se cumple que M es submódulo de M .

Ambos son conocidos como submódulos triviales. Un submódulo N
de M tal que 0 6= N 6= M es llamado submódulo propio no trivial.

ii. Si consideramos a R como un R módulo sobre sí mismo, entonces cada
ideal izquierdo RI de R es submódulo izquierdo, de la misma manera,
si IR es ideal derecho de R entonces IR es submódulo derecho de R.

iii. En los Z-módulos (los grupos abelianos) los submódulos son los sub-
grupos.

iv. En la Observación 3.1.3 los submódulos de V T son precisamente los
subespacios W que son T -invariantes (es decir, T [W ] ⊆ W .)

v. Para R un anillo y f : M → N un R-homomor�smo de módulos
izquierdos, entonces Nuc(f) es submódulo deM y Im(f) es submódulo
de N . De hecho,

si P ≤ N entonces f−1[P ] ≤M,

donde f−1[P ] = {m ∈M |f(m) ∈ P} es la imagen inversa bajo f de P .
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vi. Si I es un ideal izquierdo de un anillo R, RM un R módulo y S un
subconjunto no vacío de M entonces

IS =

{
n∑
i=1

rimi

∣∣∣∣∣ ri ∈ I, mi ∈ S, n ∈ N− {0}

}
≤M.

Teorema 3.1.17. Sea {Bi}i∈I una familia de submódulos de un R-módulo
izquierdo M , entonces ⋂

i∈I

Bi ≤M.

Demostración. Consideremos a ∈
⋂
i∈I Bi y r ∈ R. Sabemos que la inter-

sección de una familia de subgrupos de un grupo dado es un subgrupo, por
lo cual solo hay que demostrar que

⋂
i∈I Bi es cerrada bajo la multiplicación

escalar.
Como a ∈

⋂
i∈I Bi entonces a ∈ Bi para toda i ∈ I, como Bi ≤ M para

toda i ∈ I entonces
ra ∈ Bi para toda i ∈ I.

Por lo tanto ⋂
i∈I

Bi ≤M.

�

Con este sencillo resultado podemos dar lo siguiente:

De�nición 3.1.18. Si R es un anillo, M un R-módulo izquierdo y X ⊆ M
entonces la intersección de todos los submódulos de M que contienen a X es
llamado el submódulo generado por X. Se denota este submódulo por

〈X〉 =
⋂
i∈I

{Ni ≤M |X ⊆ Ni} ,

donde I es un conjunto de índices.

Es importante hacer las siguientes aclaraciones:

Observación 3.1.19.

i. Si X es un subconjunto �nito y 〈X〉 = B entonces decimos que B es un
submódulo �nitamente generado.
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ii. Si X = ∅ entonces B = 0 el submódulo cero.

iii. Si X = {a} entonces 〈X〉 es llamado submódulo cíclico generado por
a.

iv. Si {Bi}i∈I es una familia de submódulos de un R-módulo izquierdo M ,
entonces el submódulo generado por X =

⋃
i∈I Bi es llamado suma de

los módulos Bi. Si el conjunto de índices I es �nito, entonces la suma
de {B1, . . . , Bn} es denotada por B1 + · · ·+Bn.

Teorema 3.1.20. Sea R un anillo, M un R-módulo izquierdo, X ⊆ M ,
{Bi}i∈I una familia de submódulos M , m ∈M y Rm = {rm|r ∈ R}. Enton-
ces:

i. Rm ≤M y Ψ : R→ Rm dada por Ψ(r) = rm es un epimor�smo.

ii. 〈{m}〉 = Rm

iii. 〈X〉 = {
∑s

i=1 riai| s ∈ N− {0}; ai ∈ X, ri ∈ R}.

iv.
∑

i∈I Bi =
{∑n

j=1 bij

∣∣∣ bik ∈ Bik

}
.

Demostración. i. Veamos que Rm = {rm|r ∈ R} es un R-submódulo
de M :

a. Primero veri�quemos que Rm es un subgrupo aditivo de M .

◦ Como 0 ∈ R yM es R-módulo izquierdo entonces 0Rm = 0M ,
por lo cual

0M ∈ Rm.

◦ Supongamos que a, b ∈ Rm entonces a = r1m y b = r2m con
r1, r2 ∈ R. Si sumamos y aplicamos que m ∈ M obtenemos:
a + b = r1m + r2m = (r1 + r2)m = rm con r ∈ R. Por lo
tanto:

Si a, b ∈ Rm entonces a+ b ∈ Rm.

◦ Consideremos a ∈ Rm entonces a = rm para alguna r ∈ R,
entonces −a = (−r)m ya que R es un anillo y 0M = 0R ·m =
(r + (−r))m = rm+ (−r)m por lo cual:

Para cualquier a ∈ Rm se cumple que − a ∈ Rm.
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Con esto demostramos que Rm es subgrupo aditivo de M .

b. Veamos que Rm es cerrado bajo la multiplicación por escalares
de R. Consideremos a ∈ Rm y s ∈ R entonces sa = s(rm) para
alguna r ∈ R, además como m ∈ M y M es módulo izquierdo
entonces s(rm) = (sr)m con sr = t ∈ R por lo cual

sa ∈ Rm.

Con esto hemos demostrado que

Rm ≤M.

Para terminar con este inciso veri�quemos que efectivamente Ψ : R→
Rm dada por Ψ(r) = rm es un epimor�smo. Claramente Ψ es una
función además:

a. Si consideramos r, s ∈ R entonces como M es un R-módulo iz-
quierdo obtenemos:

Ψ(r + s) = (r + s)m = rm+ sm = Ψ(r) + Ψ(s).

b. Si consideramos r, s ∈ R entonces como M es un R-módulo iz-
quierdo obtenemos:

Ψ(rs) = (rs)m = r(sm) = rΨ(s).

Con esto demostramos que

Ψ es un R homomor�smo.

Para veri�car que efectivamente es suprayectivo, observemos que

Ψ[R] = {Ψ(r)|r ∈ R} = {rm|r ∈ R} = Rm.

ii. a ∈ 〈{m}〉 si y sólo si a ∈ N ≤ M para todo N ≤ M que cumple
{m} ⊆ N . Esto signi�ca que como Rm ≤ M y {m} ⊆ Rm entonces
a ∈ Rm. Es decir, hemos visto que

〈{m}〉 ⊆ Rm.
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Para la otra contención, consideremos a ∈ Rm entonces a = rm para
alguna r ∈ R. Si N ≤M tal que m ∈ N entonces rm ∈ N por lo tanto
a ∈

⋂
i∈I {Ni ≤M | {m} ⊆ Ni}. Esto signi�ca que a ∈ 〈{m}〉 y con ello

hemos demostrado que
Rm ⊆ 〈{m}〉 .

iii. Sea m ∈ 〈X〉, entonces m ∈
⋂
i∈I {Ni ≤M |X ⊆ Ni}. Esto signi�ca

que como {
s∑
i=1

riai

∣∣∣∣∣ s ∈ N− {0}; ai ∈ X, ri ∈ R
}
≤M

y

X ⊆

{
s∑
i=1

riai

∣∣∣∣∣ s ∈ N− {0}; ai ∈ X, ri ∈ R
}
,

entonces m ∈ {
∑s

i=1 riai| s ∈ N− {0}; ai ∈ X, ri ∈ R} . Por lo tanto

〈X〉 ⊆

{
s∑
i=1

riai

∣∣∣∣∣ s ∈ N− {0}; ai ∈ X, ri ∈ R
}
.

Recíprocamente, consideremosm ∈ {
∑s

i=1 riai| s ∈ N− {0}; ai ∈ X, ri ∈ R}
entonces

m =
s∑
i=1

riai con ai ∈ X, ri ∈ R.

Consideremos la familia A = {N ≤ M |X ⊆ N} entonces riai ∈ N
para cualquier N ∈ A , esto signi�ca que

∑s
i=1 riai ∈ N para cualquier

N ∈ A y por lo tanto
∑s

i=1 riai ∈
⋂
i∈I {Ni ≤M |X ⊆ Ni} = 〈X〉

para algún conjunto de índices I. Con lo que demostramos que{
s∑
i=1

riai

∣∣∣∣∣ s ∈ N− {0}; ai ∈ X, ri ∈ R
}
⊆ 〈X〉 .

iv. Este inciso se sigue de la de�nición dada en la Observación 3.1.19 en el
inciso iv. y usando el inciso anterior de esta demostración.

�

Es importante antes de seguir, recordar una de�nición de teoría de grupos:
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De�nición 3.1.21. Si X es un conjunto y G es un grupo, entonces G actúa
en X si existe una función de G×X → X (usualmente denotada por (g, x) 7→
gx) tal que para cualesquiera x ∈ X y g1, g2 ∈ G se cumple:

i. ex = x con e el neutro en G.

ii. (g1g2)x = g1(g2x).

La función dada también se conoce como acción del grupo G en el conjunto
X. También suele decirse que X es un G-conjunto.

Teorema 3.1.22. Sea N un submódulo de un R-módulo M . Entonces el
grupo cociente M/N es un R-módulo con la acción de R en M/N dada por:

r(m+N) = rm+N para cualesquiera r ∈ R y m ∈M.

De hecho, la función π : M → M/N dada por π(m) = m + N es un R-
epimor�smo con Nuc(π) = N .

El homomor�smo π es llamado epimor�smo canónico ó proyección.

Demostración. ComoM es un subgrupo abeliano aditivo yN�M entonces
M/N es un grupo abeliano bien de�nido. Ahora falta ver que con la operación
de�nida esto constituye un R-módulo izquierdo.

Sean m+N,m′ +N ∈M/N y r, s ∈ R entonces:

r ((m+N) + (m′ +N)) = r ((m+m′) +N)

= r(m+m′) +N

= (rm+ rm′) +N

= (rm+N) + (rm′ +N).

(r + s)(m+N) = (r + s)m+N

= (rm+ sm) +N

= (rm+N) + (sm+N).
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(rs)(m+N) = (rs)m+N

= (r(sm)) +N

= r(sm+N)

= r(s(m+N))

(1R)(m+N) = (1R)m+N

= (m) +N

= m+N.

Resta ver que π es homomor�smo suprayectivo:

Consideremos m,m′ ∈M y r ∈ R, entonces

π(m+m′) = (m+m′) +N

= (m+N) + (m′ +N)

= π(m) + π(m′).

Además

π(rm) = (rm) +N

= r(m+N)

= rπ(m).

Por lo tanto
π es unR homomor�smo.

Es claro que

π[M ] = {π(m)|m ∈M}
= {m+N |m ∈M}
= M/N.

�
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3.2. Teoremas de isomor�smo de módulos

Con los resultados presentados y las de�niciones del cociente de módu-
los podemos presentar las versiones de los tres teoremas de isomor�smo de
grupos:

Teorema 3.2.1. Primer Teorema de Isomor�smo. Si f : M → N es un
R-homomor�smo de módulos entonces existe un R isomor�smo

Ψ : M/Nuc(f)→ Im(f)

dado por
Ψ(m+Nuc(f)) = f(m).

Demostración. Consideremos RM y RN como grupos abelianos y es claro
que el isomor�smo que existe entre ellos por el primer teorema de isomor�smo
para grupos Ψ : M/Nuc(f) → Im(f) es también un R-homomor�smo ya
que para n + M ∈ M/N y r ∈ R se tiene que como f es R-homomor�smo
entonces:

Ψ(r(m+N)) = Ψ(rm+N)

= f(rm)

= rf(m)

= rΨ(m+N).

�

Teorema 3.2.2. Segundo Teorema de Isomor�smo Si S, T ≤ M con
M R-módulo izquierdo, entonces

S/(S ∩ T ) ∼= (S + T )/T.

Demostración. Sea π : M → M/T el epimor�smo canónico de�nido en el
Teorema 3.1.22, entonces Nuc(π) = T . De�namos h = π|S la restricción de π
al conjunto S, entonces h : S →M/T y es claramente un R-homomor�smo..

Observemos que Nuc(h) = S ∩ T y Im(h) = (S + T )/T , y por el
primer teorema de isomor�smo 3.2.1 tenemos que existe un R-isomor�smo
Ψ : S/Nuc(h) → Im(h) es decir existe un R-isomor�smo Ψ : S/(S ∩ T ) →
(S + T )/T , por lo cual

S/(S ∩ T ) ∼= (S + T )/T.

�
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Teorema 3.2.3. Tercer Teorema de Isomor�smo Si T ⊆ S ⊆M es una
cadena de submódulos de un R-módulo izquierdo M , entonces

(M/T )/(S/T ) ∼= M/S.

Demostración. De�namos g : M/T → M/S como el agrandamiento de
clases, es decir

g(m+ T ) = m+ S.

Veamos que g está bien de�nida:
Consideremos m + T = m′ + T ∈ M/T , entonces m − m′ ∈ T y por

hipótesis T ⊆ S, por lo tanto m+ S = m′ + S.
Además g es un R-homomor�smo con:

Nug(g) =
{
m+ T ∈M/T

∣∣g(m+ T ) = 0M/S

}
= {m+ T ∈M/T |g(m+ T ) = S }
= {m+ T ∈M/T |m+ S = S }
= {m+ T |m ∈ S }
= S/T.

También tenemos que

Im(g) = {g(m+ T ) |m+ T ∈M/T }
= {m+ S |m ∈M }
= M/S,

Usando el primer teorema de isomor�smo obtenemos que existe un iso-
mor�smo

Ψ : (M/T )/Nuc(g)→ Im(g), es decir Ψ : (M/T )/(S/T )→M/S.

Por lo tanto
(M/T )/(S/T ) ∼= M/S.

�

Observación 3.2.4. Sean M y N R-módulos izquierdos, S ≤ N y f : M →
N un R-homomor�smo, entonces

f−1[S] ≤M, con Nuc(f) ⊆ S.
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Demostración. Consideremos t ∈ f−1[S] y r ∈ R, entonces t ∈ M que
además cumple f(t) ∈ S, entonces si hacemos las cuentas:

rt ∈ M ya que M es R−módulo izquierdo

f(rt) = rf(t) ya que f es R− homomor�smo

rf(t) ∈ S ya que S es R− submódulo izquierdo.

Por lo tanto,
f−1[S] ≤M.

Veamos ahora que Nuc(f) ⊆ S:
Consideremos m ∈ Nuc(f), entonces f(m) = 0N como S ≤ N entonces

0N ∈ S por lo tanto f(m) ∈ S. De aquí que

Nuc(g) ⊆ S.

�

Teorema 3.2.5. Teorema de la Correspondencia Biyectiva. Si T ≤M
entonces hay una biyección

φ : {submódulos intermedios T ≤ S ≤M} → { submódulos de M/T}

dada por
S 7→ S/T.

De hecho, S ≤ S ′ ≤M si y sólo si S/T ≤ S ′/T ≤M/T .

Demostración. Como todo R-módulo izquierdo es un grupo abeliano adi-
tivo, entonces todo submódulo es un subgrupo, y por ello podemos usar el
teorema de la correspondencia biyectiva para grupos. En él, se demuestra
que si se de�ne la función

φ : {subgrupos intermedios T ≤ S ≤M} → { subgrupos de M/T}

dada por
φ(S) = S/T

entonces φ es una función biyectiva que preserva inclusiones, es decir S ⊆
S ′ ⊆M si y sólo si S/T ⊆ S ′/T ⊆M/T . La demostración es completamente
análoga a la de grupos.

�

Con todas estas herramientas, es posible dar los productos y coproductos
en la categoría RMOD.
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M

M/T
S ′

S ′/T
S

S/T
T

{0}

Figura 3.1: Diagrama del Teorema de la Correspondencia Biyectiva
3.2.5

3.3. Producto y coproducto de módulos

La noción de suma directa se discute en grupos abelianos, y se extiende
a módulos. Un grupo abeliano G es una suma directa de subgrupos S y T si
S + T = G y S ∩ T = {0}, mientras una suma directa externa es un grupo
abeliano cuyo conjunto subyacente es el producto cartesiano S × T , y cuya
operación binaria está dada por la suma coordenada a coordenada, ambas
versiones dadas son grupos abelianos isomorfos. La suma interna y externa
se conserva en módulos y se verá con más detalle adelante.

De�nición 3.3.1. Si S y T son R−módulos, donde R es un anillo, su suma
directa, denotada por StT , es el producto cartesiano S×T con operaciones
coordenada a coordenada

(s, t) + (s′, t′) = (s+ s′, t+ t′);

r(s, t) = (rs, rt),

donde s, s′ ∈ S, t, t′ ∈ T y r ∈ R.
Hay R−homomor�smos λS : S −→ S t T y λT : T −→ S t T , dados,
respectivamente, por λS : s 7−→ (s, 0) y λT : t 7−→ (0, t).
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Proposición 3.3.2. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes para R−módulos
M ,S y T .

(i) S t T ∼= M .

(ii) Existen R−homomor�smos inyectivos i : S −→M y j : T −→M tales
que

M = im (i) + im (j) y también im (i) ∩ im (j) = {0}.

(iii) Existen R−homomor�smos i : S −→ M y j : T −→ M tales que, para
cualquier m ∈M , existen s ∈ S y t ∈ T únicos que cumplen:

m = i(s) + j(t).

(iv) Existen R−homomor�smos i : S −→ M , j : T −→ M , p : M −→ S, y
q : M −→ T tales que

p◦i = IdS, q◦j = IdT , p◦j = 0, q◦i = 0, y también i◦p+j◦q = IdM .

Demostración.

(i)⇒ (ii) Sea ϕ : S t T −→M el isomor�smo de la hipótesis, y de�namos

i = ϕ ◦ λS,

con λS : S → S t T dada por λS(s) = (s, 0) y

j = ϕ ◦ λT

con λT : T → S t T dada por λT (t) = (0, t).

Veamos que de�nidas de esta manera, estas funciones resultan ser R-
homomor�smos inyectivos que cumplen que M = im (i) + im (j) y
también im (i) ∩ im (j) = {0}:

• Tanto i como j son R-homomor�smos inyectivos ya que son com-
posición de R-homomor�smos inyectivos.
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• Consideremos m ∈ M , entonces por hipótesis existe una única
pareja ordenada (s, t) ∈ StT tal quem = ϕ((s, t)). Por la manera
en la que de�nimos i y j obtenemos:

m = ϕ((s, t))

= ϕ((s, 0) + (0, t))

= (ϕ ◦ λS) (s) + (ϕ ◦ λT ) (t)

= ι(s) + j(t).

Además es claro que i(s) + j(t) ∈ im (i) + im (j) por lo cual

m ∈ im (i) + im (j) , es decir M ⊆ im(i) + im(j).

También es claro que como i : S → M y j : T → M entonces
im(i) ⊆M y im(j) ⊆M por lo cual

im(i) + im(j) ⊆M.

Con estas dos contenciones obtenemos que

M = im(i) + im(j).

Ahora consideremos x ∈ im (i) ∩ im (j), esto signi�ca que x ∈
im(i) y x ∈ im(j). Por la De�nición 3.1.8 obtenemos que existen
s ∈ S y t ∈ T tales que

x = i(s) y x = j(t).

Por la manera en la que se de�nieron tanto i como j obtenemos:

(ϕ ◦ λS) (s) = (ϕ ◦ λT ) (t).

Como ϕ es isomor�smo entonces

λS(s) = λT (t)

y por la de�nición de λS y λT obtenemos (s, 0) = (0, t) en S t T .
Por lo tanto, s = 0 = t y con ello x = 0StT . En conclusión
im (ι) ∩ im (j) = {0StT}.
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(ii) =⇒ (iii) Sea m ∈ M , por hipótesis tenemos que m = i(s) + j(t) para s ∈ S y
t ∈ T . Falta demostrar que tanto s como t son únicos.

Para ello, supongamos que m = i(s) + j(t) y m = i(s′) + j(t′) con
s, s′ ∈ S y t, t′ ∈ T . Entonces

0 = (i(s) + j(t))− (i(s′) + j(t′))

= i(s− s′)− j(t′ − t)
y por lo tanto i(s− s′) = j(t′ − t).

Como im(i) ∩ im(j) = {0} y j(t − t′) = i(s′ − s) ∈ im(i) ∩ im(j)
entonces i(s − s′) = 0 y j(t − t′) = 0. Como i, j son homomor�smos
inyectivos entonces s− s′ = 0 y t− t′ = 0. Por lo tanto

s = s′ y t = t′.

Es decir, dada m ∈M existen únicos s ∈ S y t ∈ T tales que

m = i(s) + j(t).

(iii) =⇒ (iv) Sabemos por hipótesis que para cada m ∈M existen únicos s ∈ S, t ∈
T tales que m = i(s) + j(t). De�namos para cada m ∈M

p : M → S y q : M → T dadas por:p(m) = s y q(m) = t.

Claramente p y q son funciones bien de�nidas. Veamos que son R-
homomor�smos que cumplen las ecuaciones dadas.

• Veamos que p y q son R-homomor�smos. Consideremos m,m′ ∈
M y r ∈ R. Sabemos por hipótesis que existen únicos s, s′ ∈ S y
t, t′ ∈ T tales que m = i(s) + j(t) y m′ = i(s′) + j(t′), entonces
como i y j son R-homomor�smos tenemos que m + m′ = i(s +
s′) + j(t+ t′). Luego

p(m+m′) = s+ s′

= p(m) + p(m′).

Y también:



3.3 Producto y coproducto de módulos 81

q(m+m′) = t+ t′

= q(m) + q(m′).

Análogamente, si r ∈ R, entonces rm = r(i(s) + j(t)) como i y j
son R-homomor�smos entonces

rm = i(rs) + j(rt).

Entonces

p(rm) = rs

= rp(m),

y

q(rm) = rt

= rq(m).

Por lo tanto p y q son R-homomor�smos.

• Veamos que p ◦ i = IdS. Consideremos s ∈ S entonces:

(p ◦ i)(s) = p(i(s))

= p(i(s) + 0)

= p(i(s) + j(0))

= p(m) con m = i(s) + j(0)

= s

= IdS(s).

Por lo tanto
p ◦ i = IdS.
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• Veamos que q ◦ j = IdT . Consideremos t ∈ T entonces:

(q ◦ j)(t) = q(j(t))

= q(0 + j(t))

= q(i(0) + j(t))

= q(m) con m = i(0) + j(t)

= t

= IdT (t).

Por lo tanto
q ◦ j = IdT .

• Veamos que p ◦ j = 0S. Consideremos t ∈ T entonces:

(p ◦ j)(t) = p(j(t))

= p(0 + j(t))

= p(i(0) + j(t))

= p(m) con m = i(0) + j(t)

= 0.

Por lo tanto
p ◦ j = 0.

• Veamos que q ◦ i = 0. Consideremos s ∈ S entonces:

(q ◦ i)(s) = q(i(s))

= q(i(s) + 0)

= q(i(s) + j(0))

= q(m) con m = i(s) + j(0)

= 0.

Por lo tanto
q ◦ i = 0.
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• Por último, veamos que i ◦ p + j ◦ q = IdM . Consideremos m ∈
M , entonces por hipótesis existen únicos s ∈ S y t ∈ T tales
que m = i(s) + j(t). Por la manera en la que se de�nieron los
homomor�smos p y q tenemos que m = i(p(m)) + j(q(m)). Es
decir, para cualquier m ∈M :

Id(m) = m = (i ◦ p)(m) + (j ◦ q)(m) = (i ◦ p+ j ◦ q)(m).

Con ello concluimos que

IdM = i ◦ p+ j ◦ q.

(iv) =⇒ (i) De�namos ϕ : S t T −→M , como ϕ((s, t)) = i(s) + j(t).

• Es claro que ϕ es un R−homomor�smo debido a que i y j lo son
y la suma de R-homomor�smos es un R-homomor�smo.

Veamos que ϕ es inyectiva y suprayectiva:

• Sea (s, t) ∈ Nuc(ϕ) entonces

0 = ϕ((s, t))

= i(s) + j(t)

Además

s = p(i(s) + j(0))

= p(i(s))

= p(−j(t))
= −p(j(t))
= −(p ◦ j)(t)
= −0(t)

= 0.
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Análogamente

t = q(i(0) + j(t))

= q(j(t))

= q(−i(s))
= −q(i(s))
= −(q ◦ i)(s)
= −0(s)

= 0.

Por lo tanto s = 0S y t = 0T y así

Nuc(ϕ) = {0StT} .

Por el Teorema 3.1.9

ϕ es monomor�smo.

• Para ver que ϕ es suprayectiva, recordemos que por hipótesis,
1M = i ◦ p+ j ◦ q, entonces si m ∈M

m = (i ◦ p+ j ◦ q)(m)

= (i ◦ p)(m) + (j ◦ q)(m)

= i(p(m)) + j(q(m))

= i(s) + j(t) con s = p(m) y t = q(m)

= ϕ((s, t)) con s ∈ S y t ∈ T.

Por lo tanto ϕ es epimor�smo.

Con ello
S t T

ϕ∼= M.

�

De�nición 3.3.3. Los homomor�smos i y j del Teorema 3.3.2 son llamados
inclusiones, y los homomor�smos p y q son llamados proyecciones. Las
ecuaciones p◦ i = IdS y q ◦ j = IdT demuestran que los homomor�smos i y j
deben ser inyectivos (así que im(i) ∼= S y im(j) ∼= T ) y los homomor�smos
p y q deben ser suprayectivos.
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De�nición 3.3.4. Si S y T son submódulos de un R-módulo izquierdo M ,
entonces M es su suma directa interna de S y T si M ∼= S t T con
i : S → M y j : T → M las inclusiones. Denotaremos la suma directa
interna por

M = S ⊕ T.

Sólo en esta parte, usaremos la notación S t T para denotar la suma directa
externa (con conjunto subyacente el producto cartesiano de S y T ) y la
notaciónM = S⊕T para denotar la suma directa interna (S y T submódulos
de M).

Corolario 3.3.5. Son equivalentes para M un R-módulo izquierdo con sub-
módulos S y T :

(i) M = S ⊕ T .

(ii) S + T = M y S ∩ T = {0M}.

(iii) Cada m ∈M tiene una expresión única de la forma

m = s+ t con s ∈ S y t ∈ T.

Demostración. Usemos el Teorema 3.3.2:

(i)⇒ (ii) Consideremos M = S ⊕ T , por la De�nición 3.3.4 M ∼= S t T y por la
observación de la De�nición 3.3.3 tenemos que im(i) ∼= S e im(j) ∼= T .
En este caso debido a que S, T ≤ M tenemos que im(i) = S y que
im(j) = T . Por el Teorema 3.3.2 se tiene que M = im(i) + im(j) y
también im(i) ∩ im(j) = {0M}. Entonces

M = S + T y S ∩ T = {0M} .

(ii)⇒ (iii) Consideremos S, T ≤ RM tales que M = S + T y S ∩ T = {0M}.
Consideremos también las inmersiones naturales i : S → M y j : T →
M dadas por i(s) = s y j(t) = t para cualesquiera s ∈ S y t ∈ T . Es
claro que estamos bajo las hipótesis del inciso (ii) del Teorema 3.3.2,
entonces para cada m ∈ M se tiene que existen únicas s ∈ S y t ∈ T
tales que:

m = i(s) + j(t) = s+ t.
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(iii) Finalmente por hipótesis se tiene que para cualquier m ∈M , m = s+ t
con s ∈ S y t ∈ T únicos. Es claro que si m ∈ S ∩ T entonces m =
s = s + 0 y m = t = 0 + t pero como la expresión es única entonces
s = t = 0 Por lo tanto

M = S ⊕ T.

�

Teorema 3.3.6. Si M y N son R-módulos izquierdos, entonces su copro-
ducto existe y es su suma directa C = M tN .

Demostración. Sea C = M tN . Siguiendo la De�nición 1.4.3, es necesario
dar momor�smos inyectivos α y β de M a C y de N a C respectivamente.
El conjunto subyacente de C = M t N es el producto cartesiano M × N y
de esta manera de�nimos

α : M → C dado por α(m) = (m, 0)

y
β : N → C dado por β(n) = (0, n).

Ahora, si X es un R-módulo izquierdo, f : M → X y g : N → X R-
homomor�smos, entonces de�nimos

θ : C → X dado por θ ((m,n)) = f(m) + g(n).

Es claro que si m ∈M entonces

(θ ◦ α)(m) = θ ((m, 0)) = f(m).

De manera análoga, si n ∈ N entonces

(θ ◦ β)(n) = θ ((0, n)) = g(m).

Es claro que θ es única ya que si Ψ : C → X es un R-homomor�smo
tal que Ψ ◦ α = f y Ψ ◦ β = g entonces Ψ ((m, 0)) = f(m) y Ψ ((0, n)) =
g(n) para toda m ∈M y n ∈ N. Como Ψ es un R-homomor�smo entonces

Ψ ((m,n)) = Ψ ((m, 0) + (0, n))

= Ψ ((m, 0)) + Ψ ((0, n))

= f(m) + g(n).

Por lo tanto Ψ = θ.
�



3.3 Producto y coproducto de módulos 87

Los Teoremas 3.3.2, 3.3.6 y el Corolario 3.3.5, nos dan la forma que tiene
el coproducto de dos objetos en la categoría RMOD. La pregunta que nos
falta responder es ¾Qué es el producto de dos módulos? Para responder esta
pregunta demos la siguiente:

Proposición 3.3.7. Si R es un anillo asociativo con unitario y A, B son R-
módulos izquierdos, entonces el producto de la De�nición 1.4.1 A uB existe
y de hecho,

A uB ∼= A tB.

Demostración. Por el Teorema 3.3.2 sabemos que si M ∈ OB
RMOD es tal

queM ∼= AtB entonces existen las inmersiones y las proyecciones i : A→M ,
j : B →M , p : M → A y q : M → B tales que

p ◦ i = IdA, q ◦ j = IdB, p ◦ j = 0, q ◦ i = 0, y también i ◦ p+ j ◦ q = IdM .

Si X ∈ OB
RMOD , f ∈ Hom(X,A) y g ∈ Hom(X,B) de�nimos

θ ∈ Hom(X,A tB) como θ(x) = (i ◦ f)(x) + (j ◦ g)(x),

ya que

(p ◦ θ)(x) = p(θ(x))

= p((i ◦ f)(x) + (j ◦ g)(x))

= (p ◦ i ◦ f)(x) + (p ◦ j ◦ g)(x)

= (IdA ◦ f) (x) + (0 ◦ g)(x)

= f(x) + 0

= f(x),

y también:

(q ◦ θ)(x) = q(θ(x))

= q((i ◦ f)(x) + (j ◦ g)(x))

= (q ◦ i ◦ f)(x) + (q ◦ j ◦ g)(x)

= (0 ◦ f) (x) + (IdB ◦ g)(x)

= 0 + g(x)

= g(x),
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B

A tB X

A

q g

p f

θ

Figura 3.2: Diagrama del producto de A y B.

entonces
p ◦ θ = f y q ◦ θ = g.

Esto signi�ca que el Diagrama 3.2 conmuta.
Debido a que

IdAtB = i ◦ p+ j ◦ q,

si existiera ψ : X → A tB tal que p ◦ ψ = f y q ◦ ψ = g obtendríamos

ψ = IdAtB ◦ ψ
= (i ◦ p+ j ◦ q) ◦ ψ
= (i ◦ p) ◦ ψ + (j ◦ q) ◦ ψ
= i ◦ (p ◦ ψ) + j ◦ (q ◦ ψ)

= i ◦ f + j ◦ g
= θ.

Es decir, θ es única. �

Extendamos la noción de suma directa de dos módulos a la suma directa
de una familia de módulos:

De�nición 3.3.8. Si R es un anillo asociativo con unitario, y {Ai}i∈I con I
un conjunto de índices y Ai R-módulo izquierdo para toda i ∈ I, entonces el
producto directo denotado por

∏
i∈I Ai es el producto cartesiano (es decir,

el conjunto de las I-ádas (ai) cuya i-ésima coordenada ai ∈ Ai para toda
i ∈ I) con una suma y producto por escalares entrada a entrada. Es decir,
para ai, bi ∈ Ai y r ∈ R se tiene que
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(ai) + (bi) = (ai + bi)

r(ai) = (rai).

La suma directa, denotada por
∑

i∈I Ai
(
también denotada por

⊕
i∈I Ai

)
,

es el un subconjunto de
∏

i∈I Ai cuyos elementos son todas las i-ádas (ai) cu-
yos elementos no cero forman un conjunto �nito.

Teorema 3.3.9. Sea R un anillo y {Ai}i∈I una familia no vacía de R-
módulos izquierdos, entonces:

(i)
∏

i∈I Ai es un R-módulo izquierdo con las operaciones descritas en la
De�nición 3.3.8.

(ii)
∑

i∈I Ai es submódulo de
∏

i∈I Ai.

(iii) Para cada k ∈ I la proyección πk :
∏

i∈I Ai → Ak dada por πk((ai)) =
ak es un R-epimor�smo.

(iv) Para cada k ∈ I la inclusión ιk : Ak →
∑

i∈I Ai dada por ιk(a) = (ai),
donde ai = 0 para i 6= k y ak = a es un R-monomor�smo.

Demostración. (i) Consideremos r, s ∈ R y {ai}, {bi} ∈
∏

i∈I Ai enton-
ces:

•

r({ai}+ {bi}) = r{ai + bi}
= {rai + rbi}
= {rai}+ {rbi}
= r{ai}+ r{bi}.

•

(r + s){ai} = {(r + s)ai}
= {rai + sai}
= {rai}+ {sai}
= r{ai}+ s{ai}.
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•

r(s{ai}) = r{sai}
= {r(sai)}
= {(rs)ai}
= (rs){ai}.

•

1R{ai} = {1Rai}
= {ai}.

Por lo tanto
∏

i∈I Ai es un R-módulo izquierdo unitario.

(ii) Es claro que si r ∈ R y {ai} ∈
∑

i∈I Ai entonces r{ai} = {rai} con
ai = 0 para casi toda i ∈ I, entonces rai = 0 para casi toda i ∈ I, por
lo cual {rai} ∈

∑
i∈I Ai.

Por lo tanto ∑
i∈I

Ai ≤
∏
i∈I

Ai.

(iii) Es claro por la de�nición que πk es un R-epimor�smo.

(iv) Es claro por la de�nición que ιk es un R-monomor�smo.
�

Teorema 3.3.10. Sea {Ai}i∈I una familia no vacía de R-módulos izquierdos
entonces ∑

i∈I

Ai es el coproducto en RMOD.

Demostración. Es claro por la De�nición 1.4.3 que además de dar la fa-
milia {Ai}i∈I de R-módulos izquierdos, es necesario dar la familia de los R-
homomor�smos (inyectivos)

{
αi : Ai →

∑
i∈I Ai

}
. De�namos entonces αi :

Ai →
∑

i∈I Ai dada por αi(ai) = {αi(a)} ∈
∑

i∈I Ai donde si ai ∈ Ai en-
tonces {αi(a)} es la I-áda cuya i-ésima coordenada es ai y cualquier otra es
cero.

Consideremos X un R-módulo izquierdo y para cada i ∈ I sean fi :
Ai → X R-homomor�smos. De�namos θ :

∑
i∈I Ai → X dado por θ({ai}) =∑

i∈I fi(ai).
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Hay que hacer notar que
∑

i∈I fi(ai) tiene sentido únicamente si ai 6= 0
para un número �nito de i's.

Veamos que θ ◦ αi = fi y que θ es único.

Consideremos ai ∈ Ai, entonces

(θ ◦ αi)(ai) = θ(αi(ai))

= θ({αi(a)})
=
∑
i∈I

fi(ai)

= fi(ai).

Por lo tanto
θ ◦ αi = fi.

Supongamos que ψ :
∑

i∈I Ai → X es tal que ψ ◦ αi = fi para toda
i ∈ I, entonces:

ψ({ai}) = ψ

(∑
i∈I

{αi(ai)}

)
=
∑
i∈I

ψ({αi(ai)})

=
∑
i∈I

fi(ai)

= θ({ai}).

Por lo tanto θ = ψ. Es decir, θ es el único R-homomor�smo con esa
propiedad.

�

Teorema 3.3.11. Sea {Ai}i∈I una familia no vacía de R-módulos izquierdos
entonces ∏

i∈I

Ai es el producto en RMOD.
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Demostración. Al igual que en la demostración del Teorema 3.3.10 hay
que dar la familia de proyecciones

{
pj :

∏
i∈I Ai → Aj

}
.

Para cada j ∈ I de�namos

pj :
∏
i∈I

Ai → Aj como pj ({ai}) = aj.

Consideremos X un R-módulo izquierdo y para cada i ∈ I sean fi : X →
Ai R-homomor�smos. De�namos

θ : X →
∏
i∈I

Ai como θ(x) = {fi(x)} .

Demostremos que para cada i ∈ I, pi◦θ = fi y que θ es unR-homomor�smo
único con esta propiedad:

Consideremos x ∈ X entonces

(pi ◦ θ)(x) = pi(θ(x))

= pi({fi(x)})
= fi(x).

Por lo tanto pi ◦ θ = fi.

Supongamos que ψ : X →
∏

i∈I Ai es tal que pi◦ψ = fi para toda i ∈ I.
Entonces para cada i ∈ I la i-ésima coordenada de ψ(x) es fi(x) que
coincide con la i-ésima coordenada de θ(x). Por lo tanto ψ(x) = θ(x)
para toda x ∈ X, de aquí que ψ = θ.

Es decir, θ es el único R-homomor�smo con esa propiedad.

�

Finalmente, presentaremos el concepto de módulo libre, con lo cual la
comparación entre grupos libres y módulos libres puede concluirse.

3.4. Módulos libres

Los módulos más sencillos son los módulos libres y también tenemos la
propiedad de que todo módulo es cociente de un módulo libre.
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De�nición 3.4.1. Un R-módulo izquierdo F es llamado R-módulo libre
(F es objeto libre en la categoría RMOD) si F es isomorfo a una suma
directa de copias de R. Es decir, existe un conjunto I tal que

F =
∑
i∈I

Ri,

donde Ri = 〈{bi}〉 ∼= R para toda i ∈ I.
Suele llamarse a B = {bi| i ∈ I} una base de F .

Observación 3.4.2. Los Z-módulos libres son los grupos abelianos libres.

Demostración. Es claro que, debido a que los grupos libres cumplen la pro-
piedad categórica de objeto libre, entonces cuando se extiende su estructura
sigue cumpliendo la propiedad. �

Observación 3.4.3. Si R es un anillo conmutativo entonces R es un R-
módulo libre (considerando a R como un R-módulo sobre sí mismo).

Demostración. R = 〈{1}〉 y con ello cumple la de�nición. �

Generalizando la propiedad de objeto libre:

Teorema 3.4.4. Sea F un R-módulo libre, y sea B = {bi|i ∈ I} una base
para F . SiM es un R-módulo y si γ : B →M es una función, entonces existe
un R-homomor�smo g : F → M único tal que g(bi) = γ(bi) para cualquier
i ∈ I.

B M

F

γ

g

Figura 3.3: Diagrama del módulo libre F

Este resultado puede resumirse diciendo que existe un únicoR-homomor�smo
γ que hace que el Diagrama 3.3 conmute.
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Demostración. Debido a que F tiene una base B, entonces para cada v ∈ F
existen únicos ri ∈ R tales que

v =
∑
i∈I

ribi

donde ri 6= 0 para un número �nito de elementos. De�namos g : F →M por

g(v) =
∑
i∈I

riγ (bi) .

Con esta de�nición es claro que g está bien de�nida ya que para cada
v ∈ F su representación con respecto a la base B es única.

Consideremos v, u ∈ F y r ∈ R, con únicas r′i, ri ∈ R tales que v =∑
i∈I r

′
ibi y u =

∑
i∈I ribi, entonces

g(v + u) =
∑
i∈I

(r′i + ri) γ (bi)

=
∑
i∈I

(r′iγ (bi) + riγ (bi))

=
∑
i∈I

r′iγ (bi) +
∑
i∈I

riγ (bi)

= g(v) + g(u).

También

g(ru) =
∑
i∈I

(rri) γ (bi)

= r
∑
i∈I

riγ (bi)

= rg(u).

Si ĝ : F → M es un R-homomor�smo tal que ĝ(bi) = γ(bi) para toda
i ∈ I, entonces
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g(v) =
∑
i∈I

r′iγ(bi)

=
∑
i∈I

r′iĝ(bi)

= ĝ

(∑
i∈I

r′ibi

)
= ĝ(v).

Otra manera de demostrar este resultado es considerar a F como el copro-
ducto de {〈{bi}〉| i ∈ I} con los R-monomor�smos

αi : 〈{bi}〉 → F

dados por
αi (ribi) = {ribi} ,

donde {ribi} es la I-áda cuyo i-ésimo elemento es ribi y cualquier otro es
cero. Por el Teorema 3.3.10 existe un único R-homomor�smo θ : F →M tal
que θ (bi) = γ (bi). �

Con esto terminamos de presentar los resultados de objeto libre, producto
y coproducto en la categoría RMOD.
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Capítulo 4

Conclusiones

Durante este trabajo se presentaron tres objetos importantes en categorías
concretas:

a) Sean I un conjunto de índices, C una categoría arbitraria y {Ai|i ∈ I}
una familia de C-objetos con subíndices en el conjunto I. El producto
de la familia {Ai|i ∈ I} es un C-objeto P junto con una familia de
C-mor�smos llamados proyecciones, {πi : P → Ai|i ∈ I} tal que para
cualquier C-objeto B y cualquier familia de C-mor�smos {ϕi : B →
Ai|i ∈ I} existe un único C-mor�smo ϕ : B → P tal que πi ◦ ϕ = ϕi
para toda i ∈ I.
El producto P de la familia {Ai|i ∈ I}, normalmente se denota como∏

i∈I Ai.

b) El coproducto también conocido como suma de una familia {Ai|i ∈
I} de C-objetos, es un C-objeto S, junto con una familia de C-mor�smos
{ιi : Ai → S|i ∈ I} llamados inyecciones tales que para cualquier C-
objeto B y cualquier familia de C-mor�smos {ψi : Ai → B|i ∈ I} existe
un único C-mor�smo ψ : S → B tal que ψ ◦ ιi = ψi para toda i ∈ I.

c) Sean F un objeto en una construcción C, X un conjunto no vacío e
i : X → F una función (de conjuntos). F es libre en el conjunto X
siempre que para cualquier C-objeto A y cualquier función (de conjun-
tos) f : X → A exista un único mor�smo en C, f̄ : F → A tal que
f̄ ◦ i = f (como función de conjuntos X → A).

Una vez que se dieron ejemplos en categorías como SET y VEC, centra-
mos nuestra atención en hacer la construcción en GRP y RMOD.
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La construcción de las tres estructuras en GRP requirieron una atención
especial debido a que en los cursos formativos poco se da al respecto. Además
en esta parte se explicaron ejemplos de manera extensa y precisa para dejar
claro su uso.

El paso de transición de GRP a RMOD fue mucho menos complicado
ya que con la estructura mayor de los módulos se hace mucho más fácil el
manejo tanto de los productos y coproductos como de los objetos libres.

Aún puede ofrecerse un espectro más profundo en GRP donde se pre-
senten los grupos abelianos libres y dar una mejor caracterización. Para los
propósitos de este trabajo es su�ciente con el material presentado para crear
en los lectores la inquietud de estudiar objetos que se muestran en el capítulo
1 de categorías.

Los grupos y los módulos tienen muchos resultados asociados a las es-
tructuras presentadas pero estas tienen el propósito de caracterizar por un
lado a los grupos y por otro a los anillos.

Es claro por los resultados presentados que la estructura en GRP se
amplia de manera natural a RMOD y por ello los resultados son casi los
mismos.
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