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RESUMEN de la tesis d¢ RAFAEL GIBRAN AMPARAN DURAN, presentada como
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California, noviembre de 2013.

DISENO DE COMPUERTAS LOGICAS CUANTICAS DE UN QUBIT EN
NANOESTRUCTURAS CERO-DIMENSIONALES DE GRAFENO MEDIANTE
ALGORITMOS GENETICOS

Resumen aprobado por:

Dr. Fernando Rojas Ifiiguez
Director de Tesis
El disefio de compuertas logicas cuanticas ha sido implementado en diferentes sistemas
fisicos, donde el qubit es representado como estados de carga en iones atrapados usando
estados ligados, en resonancia magnética nuclear usando el espin magnético de los iones, con
polarizacion la luz y con estados de espin en nanoestructuras. En nanolistones de grafeno se
ha propuesto también utilizar spin-qubits.

En esta tesis se propone el disefio y control de compuertas logicas de un qubit de
carga oy, 0, y g, sobre un punto cuantico circular de grafeno usando estados ligados. La
nanoestructura estudiada consiste en grafeno crecido sobre un semiconductor, lo cual
introduce un término de masa constante que permite provocar un confinamiento al aplicar un
potencial electroestatico circular de radio constante (R). Ademas se aplica un campo
magnético homogéneo (B) con el proposito de romper la degeneracidn que existe
naturalmente entre los puntos de Dirac K y K’. Por lo tanto, se consideran uno de los dos
espacios de Hilbert independientes donde la base |1pj) con forma de pseudo-espinor es
descrita por medio de las funciones de Kummer. Cada eigenfuncion se identifica por el
namero semientero j, el cual es eigenvalor del operador de momento angular total.

El control para la implementacion de las tres compuertas l6gicas cuanticas se hace
introduciendo interacciones dependientes del tiempo. En este caso fue un control de luz
coherente que induce un campo eléctrico oscilante y una modulacién de pulsos de voltaje.
Estas interacciones provocan transiciones entre estados y e introduccion de fase relativa
respectivamente. La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo es resuelta para
describir los coeficientes de expansion dependientes del tiempo, i.e. C;(t). Dos estados
ligados son seleccionados para formar la base computacional |0) = |1/;1/2) and |1) = |¢_1/2)
con j=1/2 and j=-1/2 que forman parte del subespacio del qubit. Se presenta el problema de
forma general de n estados incluyendo todas las interacciones. El objetivo es optimizar las
interacciones dependientes del tiempo como pardmetros de control con el propdsito de

minimizar las fugas de probabilidad fuera del subespacio de qubit y lograr la compuerta
deseada de forma satisfactoria.

La optimizacion de los pardmetros de control se resuelve como un problema de
maximizacion usando el algoritmo genético el cual encuentra de forma eficiente los valores



Optimos para la implementacion de las compuertas donde los genes son: magnitud (&) y
direccion (p) del campo eléctrico, magnitud de pulso de voltaje (V,,) y ancho de pulso (z,,).
El fitness es un nimero real de 0 a 1 y es definido como como la fidelidad de compuerta a un
tiempo de medicién, el mejor fitness indica que se ha obtenido la mejor combinacion de
pardmetros de control. Finalmente se muestra la evolucién de la densidad y corriente de
probabilidad ante el efecto de las compuertas disefiadas.



ABSTRACT of the thesis presented by RAFAEL GIBRAN AMPARAN DURAN, as a
requirements of the MASTER IN SCIENCES degree. Ensenada, Baja California, November
2013.

DESIGN OF ONE QUBIT QUANTUM GATES IN GRAPHENE ZERO-
DIMENSIONAL NANOSTRUCTURES USING GENETIC ALGORITHMS

The design of quantum logic gates has been implemented in several physical systems, where
the qubit is represented as charge states using bound states in trapped ions, nuclear magnetic
resonance using the magnetic spin of ions, with light polarization or spin in solid state
nanostructures. Spin-qubits in graphene nano-ribbons have been also proposed.

In this thesis is proposed the control and design of one charge qubit quantum logic
gates oy, 0, and g, using bound states in circular graphene quantum dots. The nanostructure
studied consists of graphene grown over a semiconductor material which introduces a
constant mass term which allows a confinement due to a circular electric potential with
constant radio (R) where a homogeneous magnetic field (B) is applied in order to break the
degeneracy between Dirac's points K and K’. Two independent Hilbert spaces are considered
where the orthonormal states |1pj) have spinor form and are described by the Kummer
functions identified by the half-odd integer j, which is an eigenvalue of the total angular
momentum operator.

The control for the three-quantum gate implementation is made with pulse width
modulation and a coherent light control, which induce an oscillating electric field; these
interactions introduce a relative phase and transitions between states respectively. The time
dependent Schrodinger equation is solved to describe the time dependency of the expansion
coefficients, i.e. C;(t). Two bound states are chosen to be the computational basis |0) =
|1/)1/2) and |1) = |1/)_1/2) with j=1/2 and j=-1/2 respectively, which form the qubit subspace.
Here the general n-state problem is studied with all dipolar and onsite interactions included so
that, the objective is to optimize the control parameters of the time dependent physical
interaction in order to minimize the probability leaking out of the qubit subspace and achieve
the desired one qubit gates successfully.

The control parameter optimization is solved as a maximization problem using a
genetic algorithm, which finds efficiently the optimal values for the gate implementation
where the genes are: magnitude (g,) and direction (p) of electric field, magnitude of gate
voltage (Vo) and pulse width (z,). The fitness is a real number from 0 to 1 and is defined as
the gate fidelity at the measurement time to obtain the best fitness, which means the best
control parameters were found to produce the desired quantum logic gate and obtaining the
best combination of parameters. Finally, we show the effect of gate design on the evolution
of the density and probability current in the quantum.
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INTRODUCCION

La computacién cuantica ha ido tomando un papel importante como tema de investigacion
moderno debido al deseo de poder aprovechar la naturaleza de los sistemas cuanticos para
tareas como almacenamiento, transmision y procesamiento de informacion. Algunos
algoritmos que explotan las peculiaridades de la mecénica cuéantica como el paralelismo,
entrelazamiento o la no clonacion ayudan a aumentar la eficiencia y seguridad de algoritmos
de computacion clasica. (Nakahara, M., & Ohmi, T, 2008)

La forma de abordar el problema de computacion cuantica consiste en tomar dos
estados cuénticos propios de un sistema fisico e implementarlos para definir la base
computacional |0)y |1). Posteriormente se disefian compuertas cuanticas (andlogas a las
compuertas logicas clasicas) que nos permiten aplicar transformaciones de manera
independiente y controlada sobre los estados de un sistema cuéntico al interactuar con la
fisica particular del sistema (como orientacion de espin, polarizacion de luz o estados
discretos en un atomo).

Cualquier algoritmo cuantico (ej. algoritmo de bdsqueda de Grover o algoritmo de
factorizacion de Shor) puede ser implementado por medio de compuertas universales como lo
es la compuerta de rotacion arbitraria en la esfera de Bloch (R, (6, ¢)) y la compuerta de dos
qubits de negacién controlada (CNOT) la cual es una rotacion de un qubit como efecto de
interaccion con otro. De tal forma que cualquier transformacion de un estado puede ser
compuesta combinando compuertas universales. (Ladd, T. D, et al. 2010)

Controlar el angulo 6 y ¢ de una rotacion arbitraria permite el disefio de las
compuertas légicas cuanticas de un qubit (o, gy, 0,, Hadamard entre otras), para lo cual se
tiene que lograr producir transiciones entre estados e introducir fases relativas. Por lo tanto,
se vuelve importante conocer los sistemas fisicos donde se implementaran las compuertas asi
como los efectos de las interacciones dependientes del tiempo sobre el sistema cuantico con
el propdsito de entender las posibles transformaciones que inducen y poder controlarlas de
forma éptima.

Ha sido posible implementar experimentalmente compuertas y algoritmos de
computacion cuantica en una diversidad de sistemas fisicos cada uno con cierto grado de
complicacion y éxito, como lo es la resonancia magnética nuclear (NMR Quantum
Computer), iones atrapados, atomos neutrales, uniones superconductoras de Josephson
(Josephson junction qubits) y puntos cuanticos en semiconductores. Sin embargo, dentro de
todas estas implementaciones siempre han sido un obstaculo los tiempos extremadamente
cortos de coherencia cuéntica de los sistemas debido a las interacciones con el medio
ambiente.

En la seccion 1.9, se menciona de forma mas detallada la diversidad de
investigaciones referentes a la formacion de puntos cuanticos de grafeno para el
procesamiento de informacién cuantica. La formacion de estos puntos cuanticos debe su
existencia la capacidad de inhibir el comportamiento relativista de los electrones sobre este
material, ya sea modificando la geometria de la nanoestructura formando bordes tipo
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armchair o zigzag (Nakada, K, et. Al, 1996), o creciendo grafeno sobre un material
semiconductor, lo que trae como consecuencia interacciones con el sustrato y por lo tanto, la
apertura de un gap de energia en los puntos de Dirac (Giovannetti, G, et. Al, 2007).

Los trabajos que sobresalen de nanoestructuras de punto cuéntico de grafeno se
centran en torno a la formacion de nanolistones, como es el caso del trabajo de B. Trauzettel
y colaboradores que en el 2007 publicaron un estudio de implementacién de nanolistones
para crear registros de informacion cuantica utilizando como base computacional el espin de
electrones confinados y controlados por potenciales electroestaticos.

Otro trabajo es el de Guo-Ping Guo et. Al, que en el 2009 publican un estudio teérico
de una estructura de nanolistones que confina electrones alternando bordes armchair con
zigzag y controlando las transformaciones por medio de pulsos de luz, también utilizando
como base computacional los estados de espin, y finalmente el estudio de tedrico P. Reacher
y asociados que también en el 2009 publican un estudio tedrico de puntos cuanticos circulares
de grafeno expuestos a un campo magnético homogéneo con el proposito de romper la
degeneracion entre los puntos de Dirac K y K’. Esta implementacion es la que se estudia en el
presente trabajo, con la diferencia de que aqui se implementa sobre estados de carga.

Cabe sefialar también la importancia de investigaciones relacionadas con el control
cuantico, pues es parte importante del disefio de compuertas ldgicas. Uno de los trabajos que
sirven como importante antecedente para esta tesis, es el de Kevin L.Shuford, Jefrey L.
Krause que en el 2000 publican un estudio tedrico donde demuestran que los algoritmos
genéticos son de gran utilidad para converger rapidamente en los parametros optimos de un
mecanismo de control para manipular los estados de un sistema de doble pozo cuantico
asimétrico, mediante pulsos de luz coherente con el cual, encontrando la magnitud,
frecuencia y ancho de pulso éptimos, era posible controlar la distribucion de la funcién de
onda de los estados de carga, asi como en que pozo se ubicaria esta distribucion a cierto
tiempo dado.

Debido a que los principales trabajos de implementacién de puntos cuanticos de
grafeno para el procesamiento de informacion cuantica se basan en encontrar las propiedades
electrénicas de las nanoestructuras sin entrar en detalle en el control, vemos la necesidad de
elaborar una tesis que se enfoque en el control cuantico de la nanoestructura implementando
algoritmos genéticos para el desarrollo de compuertas l6gicas de un qubit. Por lo tanto, esta
tesis se centra en un planteamiento tedrico para el control cuantico que permita disefiar
compuertas lo6gicas cuanticas de un qubit de carga en un punto cuantico de grafeno con el
propésito de procesar informacion cuantica. Se propone un sistema de control con un
conjunto de parametros que tienen un efecto directo en la evolucion de un estado inicial a un
estado final. Conocer el efecto de los parametros en la evolucién permitira seleccionar
transformaciones especificas. Una vez disefiadas las compuertas cuanticas, es de interés en
los procesos fisicos en estos sistemas de carbono observar el efecto que tienen estas
transformaciones sobre la densidad de probabilidad y la corriente de probabilidad para
conocer a detalle los efectos de las compuertas l6gicas en la dinamica de la funcién de onda.
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Objetivo

El objetivo principal de esta tesis es utilizar un punto cuéantico de grafeno para el
procesamiento de informacion cuéntica mediante la aplicacion de compuertas de un qubit,
por lo tanto, es necesario realizar las siguientes tareas:

e Determinar el espectro energético y las eigenfunciones propias de la
nanoestructura y definir la base computacional sobre la cual se construira el qubit.

e Introducir interacciones dependientes del tiempo con el proposito de controlar la
rotacién arbitraria del vector de estado y producir las compuertas.

e Encontrar los pardmetros de control que garanticen robustez en las
transformaciones.

e Observar el efecto de las transformaciones disefiadas sobre la dindmica de la
funcién de onda y corrientes de pseudospin caracteristicas del sistema de grafeno.

Hipotesis

Es posible utilizar un sistema de punto cuantico de grafeno como elemento de procesamiento
de informacion cuantica definiendo dos de sus eigenestados como base computacional, sobre
los cuales se disefiaran compuertas l6gicas cuanticas de un qubit: oy, g, ¥ o, controlando las
interacciones con el sistema por medio de un campo eléctrico oscilante y la aplicacion de un
voltaje de compuerta. Adicionalmente, es posible encontrar los parametros Optimos de
control utilizando algoritmos genéticos.

Descripcion general del sistema

A continuacion se describen los elementos mas importantes que participan en el esquema de
control que se aborda en este trabajo:

Punto cuantico: Consiste en una monocapa de grafeno crecida sobre un sustrato
semiconductor, lo que abre un gap de energia en los puntos de Dirac (K y K”) donde
normalmente la banda de valencia y la banda de conduccion hacen contacto al visualizar
la estructura electrénica en la primera zona de Brillouin (Zhou, S. Y et al, 2007). Se
aplica un potencial eléctrico circular sobre el material, provocando la formacion de
estados ligados, finalmente la degeneracion de los puntos K y K’ se rompe al aplicar un
campo magnético homogéneo perpendicular al plano del grafeno, obteniendo dos
espacios de Hilbert independientes con diferente espectro energético (Recher, P, et al.
2009).

Qubit: Se selecciona dos estados del punto cudntico como subespacio que sera la base
computacional y se identifican como |0)y |1). Para lograr transiciones entre estos dos
estados y minimizar las transiciones fuera de este subespacio, se determina la diferencia
de energia entre ellos y se configura el sistema de control para entrar en resonancia entre
ambos estados.

Voltaje de compuerta: El voltaje de compuerta es aplicado con el propésito de modificar
el potencial de confinamiento por una fraccion de tiempo modificando asi las energias de
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sitio de los estados ligados sin provocar transiciones. Experimentalmente puede ser
aplicado por un electrodo posicionado dentro del area de punto cuéntico de grafeno.

e Control de luz coherente: Tiene el proposito de inducir un campo eléctrico en el punto
cuéntico, lo que trae consigo una polarizacion y efectos de transicién entre estados. La
orientacion y magnitud del campo eléctrico permite controlar las transformaciones. El
efecto causado por la polarizacion del material se le llama momento dipolar eléctrico. El
problema de control consiste en identificar los dominios de los siguientes parametros y
encontrar los valores dptimos para generar las compuertas de un qubit: magnitud de
voltaje eléctrico de compuerta, ancho de pulso de voltaje de compuerta, magnitud de
campo eléctrico oscilante, tiempo de medicion. El problema de optimizacion se realiza
mediante algoritmos genéticos buscando la mejor fidelidad de compuerta posible.

Estructura de la tesis

En el primer capitulo se explica de manera general la plataforma tedrica que sirve como
base para el trabajo investigacion. Se presenta lo diferentes conceptos para desarrollar un
modelo matematico que describe un dispositivo de procesamiento de informacion cuantica.
Se explica inicialmente qué es la computacion cuantica, los analogos a la computacion clésica
y sus diversas implementaciones experimentales. Posteriormente se hace una introduccion al
grafeno y sus propiedades de interés, el capitulo finaliza con conceptos que se utilizan en la
tesis para disefiar las compuertas l0gicas cuanticas, como son las interacciones dependientes
del tiempo y los algoritmos genéticos especialmente implementados en esta tesis para
construir el esquema de control.

En el segundo capitulo se plantea el modelo de la nanoestructura del punto cuantico (PC)
circular de grafeno, la solucidn a la ecuacion de Dirac, espectro de energias y eigenfunciones,
posteriormente se define la base computacional y la notacion referente a la base, que se usara
durante toda la tesis.

En el tercer capitulo desarrollamos el efecto de las interacciones dependientes del tiempo
sobre la nanoestructura descrita para las N-dimensiones del PC, donde se introducen los
parametros de control y se expresan los coeficientes de expansion dependientes del tiempo en
términos de los cambios de dichos parametros. Se resuelve ademas el problema de dos
estados con el propdsito de obtener expresiones analiticas que nos permitan entender la
relacion entre las interacciones dependientes del tiempo y las transformaciones de un qubit en
una situacion ideal donde no existen fugas de probabilidad a estados superiores. La solucion
al problema de dos estados ademas nos permite acotar el espacio de blsqueda sobre el cual se
aplicara el algoritmo genético para resolver el problema de n-estados.

En el cuarto capitulo se integra el algoritmo genético en el esquema de control para el
disefio de las compuertas légicas oy, 0, Y o, sobre un sistema donde participan N-estados y
solo dos son lo requeridos para la definicion del qubit. Se incluyen todas las interacciones
dependientes del tiempo, y se muestran los parametros de control obtenidos aplicando este
algoritmo de bdsqueda, asi como las evoluciones de los coeficientes con esos parametros y la
fidelidad de compuerta obtenida.
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En el quinto capitulo se grafica la evolucion de la densidad de probabilidad y la corriente
de probabilidad ante la aplicacion de las compuertas logicas disefiadas. Con esta estructura, la
tesis se divide en capitulos que explican el proceso de investigacion de la nanoestructura de
grafeno, el disefio del control cuantico y el efecto de las transformaciones disefiadas sobre las
eigenfunciones, dejando en claro el proceso de disefio de compuertas légicas y sus efectos
sobre las funciones de onda para finalmente exponer las conclusiones.
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CAPITULO 1

CONCEPTOS BASICOS

En este capitulo se introducen los conceptos mas importantes que sirven como base de
esta tesis y que son fundamentales para llevar a cabo los objetivos de este trabajo. Se
explica primeramente qué es la computacion cuéntica y porqué es importante como
area de estudio cientifico para de esta forma justificar el nicho de la investigacion, se
comparan los elementos analogos entre computacion cuantica y computacion clasica.

Posteriormente se procede dar una introduccion general sobre las caracteristicas mas
importantes del grafeno, su estructura electronica y la aproximacion a primer orden
sobre los puntos de Dirac y ademas se justifica por qué podria ser un buen material
para su implementacion en el procesamiento de informacion cuantica.

Se discute cual es el efecto que tienen las interacciones dependientes del tiempo
sobre un material semiconductor y su utilidad para el disefio de compuertas logicas,
finalmente se describe las técnicas numéricas para la solucion del sistema dinamico
que seran muy Utiles para encontrar cual es la respuesta del sistema a dichas
interacciones y cuales son las mejores combinaciones de parametros de control para
lograr las transformaciones deseadas.
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Conceptos Basicos [eTe1dl] [o5]

1.1 Computacién Cuantica

La computacion cuantica utiliza las bases fisico-matematicas de la mecénica cuantica
para resolver problemas codificando y procesando informacién sobre dos de los estados
cuénticos propios de un sistema fisico que forman parte de la base computacional.

La computacion cuantica se puede definir como una coleccion de tres elementos:

e Un conjunto de registros para almacenar y modificar informacion.

e Una matriz unitaria U(t, t,), que es la compuerta manipulada para ejecutar un
algoritmo u operacion dada.

e Mediciones para extraer informacion que se necesita de las funciones de onda.

La correspondencia entre fisica y matematicas generalmente se pueden resumir como:

e Sistema Cuantico <-> Espacio de Hilbert

e Estado Cuéntico <-> Vector en el espacio de Hilbert.

e Evolucién del estado cuéntico debido a interacciones dependientes del tiempo <->
Operadores lineales en el espacio de Liouville

e Predicciones €<-> Declaraciones probabilisticas.

Operar sobre la informacidn cuantica requiere de la manipulacion de la funcion de onda,
lo cual es posible al introducir interacciones dependientes del tiempo con pardmetros
controlables. Los efectos de dichas interacciones se representan matematicamente por medio
de operadores de evolucion temporal que dan solucién a la ecuacion de Schrodinger
dependiente del tiempo:

ih%U(t, ty) = HU(t, ty) (1.1)

Tomando como base la estructura de la computacion clasica, se plantean los
elementos analogos que conforman la computacion cuéntica (vease tabla 1.1). Clasicamente,
la informacion se codifica sobre cadenas de bits con un valor discreto x e {0,1}*. La
computacion cuéntica codifica la informacion sobre una superposicion de ondas con la forma
Y =Y, Cy|x), esto es, un vector normalizado donde C, son valores continuos en el plano
complejo y su valor absoluto |C,|? representa la probabilidad de encontrarse en el estado
|x) al momento de hacer una medicién proyectiva.

Las compuertas légicas clasicas operan sobre un bit normalmente representado por
valores discretos de niveles de voltaje, aplicando operaciones booleanas de un bit (NOT) o de
dos bits (OR, AND, XOR). Normalmente se disefian circuitos en base a transistores que en
conjunto responden a un nivel de voltaje de entrada con un nivel de voltaje de salida discreto
que corresponde a la operacion booleana realizada. Las compuertas logicas cuanticas
responden al efecto de interacciones dependientes del tiempo controladas que provocan una
transformacion particular sobre una funcion de onda en un tiempo de medicidn determinado.
Como ya se menciond, estas transformaciones se representan como operadores de evolucién
temporal que son matrices unitarias dependientes del tiempo y operan sobre los coeficientes
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de expansion de la funcion de onda. La naturaleza de la transformacion responde a las
compuertas ldgicas de un qubit (oy, o), 0,, Hadamard entre otras) o de dos qubit (CNOT
analogo al XOR clasico).

Propiedad Clasico Cuantico

Representacién del estado Cadena de bits con xe{0,1}" Cadena de qubits
superposicion de ondas; [Y) =
2x Cx|x)

Primitivas de Computacion Operaciones de 1y 2 bits Transformaciones
unitarias de 1y 2 qubits

Incremento  de  velocidad Factorizacién: Incremento

de computacion cuantica exponencial.

Busqueda: Incremento
cuadratico.

Paridad: no hay incremento.
Simulacién en sistemas
cuanticos:

Incremento mayor al
exponencial.

Comunicacién Transmision de bit clasico. Transmision de bit clasico,
qubit y comparticién de un bit
EPR (Einstein-Podolsky-Rosen).

Técnicas de codificacion sin | Compresidn de datos clasica. Compresién de datos cudntica;
ruido. concentracion de
entrelazamiento.

Técnicas de correccion de | Codigos de correccion de | Cédigos cudnticos de
errores. errores. correccion de errores y

destilacion de entrelazamiento.

Tabla 1.1 Comparacion entre elementos de computacién cuantica y su homélogo cuéntico (C. H.
Bennett, D. P. DiVincenzo, 2000).

Una de las ventajas mas importantes que da la computacion cuantica sobre la clasica
es el aumento de velocidad y seguridad en algunas aplicaciones. Muchos de los algoritmos
para el procesamiento de informacién con entradas y salidas clasicas son posibles de hacer
utilizando anélogos cuanticos aumentando el rendimiento de los algoritmos. Por ejemplo, el
algoritmo de Shor que es esencialmente un algoritmo cuéntico que busca el orden r de un
numero X modulo N, factoriza nimeros en una cantidad de tiempo que es polinomial con
respecto al tiempo que se tarda un algoritmo clasico. Este incremento de velocidad se debe a
que es posible paralelizar operaciones, usando interferencias destructivas entre caminos de
computacion paralelos, lo cual incrementa exponencialmente con el nimero de qubits
involucrados. Es decir, debido a que la informacion se acarrea en una superposicion de
estados, es posible manejar procedimientos de computacién paralela sobre la misma funcion
de onda.
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También se obtiene incremento exponencial en la velocidad de procesamiento al
aplicarse en simulaciones de sistemas cuanticos de muchas particulas y un incremento
cuadratico en la solucion de problemas de busqueda, maximizacién y minimizacion de
funciones. Sin embargo, en la evaluacion de funciones aplicando recursividad, i.e. para una
funcion F, se aplica F™ = F(F(F(...))) , y en el calculo de paridad de niimeros aleatorios,
no hay un incremento de velocidad en la realizacion de estas tareas.

Dentro del mundo de la mecénica cuéntica, se les da aplicacion a las propiedades
ondulatoria; sin embargo, es necesario tener un control muy fino de la energia del sistema. En
el caso particular de una computadora cuéntica, las energias en el sistema deben ser
influenciadas Unicamente por el programador y no por agentes externos fuera de nuestro
control. Existen algoritmos de correccion de errores (Quantum Error Corrections) aplicado al
procesamiento de informacion en sistemas clasicos que pueden reducir la probabilidad de una
malinterpretacion de la informacion en el sistema debido la decoherencia causada por el
entorno.

No todo sistema fisico cumple con los requerimientos para funcionar como un elemento
de procesamiento de informacion, de hecho, existen siete criterios muy especificos para
evaluar si el sistema cumple con el propdsito. Estos criterios son conocidos como “DiVicenzo
Criteria” (Nakahara, M., & Ohmi, T. Ohmi, 2008) y un sistema debe satisfacer lo siguiente:

e Sistema fisico escalable con qubits bien definidos.

e La capacidad de inicializar los estados de los qubits a un simple estado basico.

e Largos tiempos de coherencia, mucho mas largos que los tiempos de operacion de
una compuerta cuantica.

e Un conjunto universal de compuertas cuanticas.

e Capacidad de medir un qubit especifico.

e Capacidad de medir un qubit estacionario a un “flying qubit” y viceversa.

e Capacidad de transmitir confiablemente ‘‘flying qubits” entre dos lugares especificos.

Generalmente hablando, cumplir con los criterios de DiVicenzo dota al sistema de
caracteristicas muy deseables para lograr una robusta implementacién tecnoldgica:

« Escalable: El sistema debe tener la facilidad de replicar eficientemente los qubit con el
propdsito de aumentar exponencialmente sus capacidades sin aumentar exponencialmente su
costo, ademas de contar con mecanismos de direccionamiento para seleccionar entre qubits.
Esto es posible al tener un sistema de qubits bien definidos con estados caracteristicos que
sirvan como valores discretos. Ademas, en si la infraestructura necesaria para hacer funcionar
el sistema también debe ser escalable, lo que requiere una seleccion a conciencia de la
realizacion fisica que se pretenda.

« Ldgica Universal: EIl sistema debe de poder recrear compuertas l6gicas universales con
las cuales en conjunto se pueda construir otra compuerta légica, esto por medio de
parametros de control que implementen la compuerta deseada. Tales parametros de control
no son facilmente determinables, dependen de la implementacidn tecnoldgica sobre la cual se
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ha construido el qubit y la operacidn l6gica que se quiera realizar, como en el caso de una
compuerta CNOT en la que se tienen que dar las condiciones fisicas necesarias para
entrelazar los estados.

« Corregibilidad: El sistema debe de tener la capacidad de inicializar los estados cuanticos
a los estados base, es decir, inducir en el sistema un bajo nivel de entropia. También debe de
tener la capacidad de establecer estados arbitrarios con el propdsito de realizar una medicion
no destructiva, es decir, una medicion que no altere el estado, esto a través de medicion y
restablecimiento inmediato del estado medido.

Tedrica y experimentalmente se han hecho investigaciones con respecto al
procesamiento de informacion cuantica en una diversidad de sistemas, en donde se utilizan
los estados discretos propios del sistema para representar los qubits.

1.2 Implementaciones fisicas

A continuacién se menciona de manera breve las mas importantes implementaciones
tecnoldgicas hechas experimentalmente como modelos de computadoras cuénticas sobre una
diversidad de sistemas fisicos (Ladd, T. D, et Al. 2010):

e Fotones: La polarizacion de fotones o superposiciones de estas puede ser utilizada para
representar el qubit. Algo importante en la posible implementacion de fotones como
portadores de informacion cuantica es que la luz por naturaleza interactua poco con el
entorno, por lo que sufre de muy poca decoherencia, lo que es una gran ventaja pues la
informacion contenida en la funcion de onda es consistente por un mayor tiempo. Las
rotaciones de la polarizacion se traducen en compuertas de un qubit y son facilmente
aplicables por medio de materiales birrefringentes; sin embargo, uno de los mayores
problemas dentro de esta implementacion es el disefio de las compuertas l6gicas de dos
qubits, ya que su funcidn es lograr una interaccion entre dos fotones para tener un
resultado acorde a la funcion de la compuerta. Pero, la misma naturaleza de los fotones
hace dificil la interaccion entre estos, para lo cual se necesitaria interacciones opticas no
lineales méas fuertes que las convencionales. El esquema Kbnill-Laflamme-Milbun (Knill
E., et. Al. 2001) muestra que una computadora cuantica escalable bajo esta
implementacion es posible con fuentes y detectores de un solo fotdn sobre circuitos
Opticos para inducir interacciones no deterministicas.

e lones Atrapados: Consiste en un arreglo de atomos ionizados suspendidos y separados
por un campo eléctrico a una distancia del orden de micras. Cada ion representa un qubit,
donde los estados internos del atomo representan la base computacional de estados [1) y
|0). Es posible expandir la capacidad al agregar una mayor cantidad de iones aunque esto
incrementa la inestabilidad del sistema. La mayor cantidad de iones que se han podido
implementar en realizaciones fisicas como esta son 8, lo cual para el afio 2005, era la
mayor cantidad de qubits implementada sobre todas las realizaciones fisicas existentes.
Dentro de este sistema es posible inicializar los qubits a estados arbitrarios con el
propdsito de reiniciar y comenzar un nuevo célculo, esto se hace a través de un laser que
posiciona los estados de energia a cierto valor especifico. El disefio permite controlar
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individualmente cada ion-qubit direccionando el laser con precision nanométrica, de tal
forma que es posible provocar un cambio de estado a alguno de los qubits de forma
arbitraria. Entre iones, la comunicacion se da a través de vibraciones armonicas en la red
ionica, de esta forma se pueden inducir entrelazamiento de estados cuanticos y por
consiguiente construir una compuerta logica como CNOT. La lectura se hace mediante
una técnica llamada “Electron Shelving” que consiste en dirigir un laser con energia
suficiente para pasar de un estado |0) a un estado P, superior al estado |1). Posteriormente
el electron regresa al estado |0) irradiando un fotén, debido a que las transiciones de |1)
al estado P estan prohibidas. Los atomos en ese estado no irradiaran fotones, de tal forma
que el estado se determina si el sistema irradié o no irradi6 un foton. El reiniciado del
sistema se hace irradiando con laser con energia suficiente para establecer todos los
atomos en el estado |1) (optic pumping). Los tiempos de decoherencia para qubits idnicos
estan en el orden de 100-1 (Ca) y 102-3 s (Be). Estos tiempos se encuentran limitados por
transiciones indeseadas a estados ortogonales en los qubits, asi como ruido en el potencial
utilizado para el confinamiento de los iones causado por fluctuaciones de voltaje.

Resonancia Magnética Nuclear (NMR): El sistema consiste en una solucion que contiene
una gran cantidad de moleculas conformadas de isétopos impares con espin nuclear de %2,
lo que significa que el espin nuclear de un &tomo es mas susceptible a reaccionar a los
campos magnéticos externos aplicados sobre el sistema. Sobre la solucion se aplica un
fuerte campo magnético en direccion Z el cual se fija como referencia, alineando los
espines en la misma direccion. Este estado se asigna a |0) y el alineamiento anti-paralelo
a |1). Cada atomo con espin % que conforma la molécula funciona como qubit, lo que
disminuye la escalabilidad del sistema debido a que un mayor nimero de qubits requiere
el manejo de moléculas mas complejas. Al aplicar un campo magnético sobre estas
moléculas en el plano X — ¥ portando una frecuencia de control que resuena con la
frecuencia de Larmor del nlcleo atdmico que se quiere manipular, permitiendo un efecto
de rotacién arbitraria del vector de estado y por lo tanto, da la capacidad de disefiar
compuertas cuanticas de un qubit controlando la magnitud y tiempo de exposicion del
campo magnético mientras que las compuertas de dos qubits se logran mediante el efecto
de acoplamiento espin-espin que hay entre los nicleos de la molécula. Las mediciones de
la mezcla estadistica se detectan por medio de unas bobinas posicionadas alrededor del
contenedor de la solucidn, en las que se detecta la corriente eléctrica que se genera debido
a la orientacion de los estados de espin de todo el conjunto. Para reiniciar, se necesita
tender todo el conjunto a un estado promedio para cada molécula. La inicializacion del
sistema requiere cierta cantidad de tiempo la cual aumenta en funcién del nimero de
qubits, lo cual no debe sobrepasar el tiempo de coherencia, limitando asi la escalabilidad.
Ha sido posible implementar compuertas l6gicas de uno y dos qubits y se ha comprobado
el algoritmo de factorizacion de Shor (Vandersypen, L. M, et. Al., 2001). Los tiempos de
decoherencia en un sistema de NMR de estado liquido depende de las moléculas que se
estén utilizando. Se ha registrado un tiempo de 10?~10° segundos y mientras que a una
compuerta légica de 2 qubits le toma un tiempo de 102 ~ 10" segundos para operar. Se ha
demostrado que una factorizacion sencilla requiere alrededor de 10° compuertas de las
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cuales 10* son de 2 qubits. De acuerdo a lo anterior, terminar el algoritmo le toma al
sistema 10x10%=10%s, menor al tiempo de coherencia.

Puntos Cuénticos y dopado en sélidos: Los puntos cuénticos se forman al crear un
confinamiento sobre las tres dimensiones, de tal manera que se forman estados ligados de
carga dentro de dicho confinamiento. EI comportamiento de los electrones en este modelo
es similar a lo que sucede en un atomo, de alli que se les llame atomos artificiales. Hay
una gran variedad de técnicas para crear puntos cuanticos, como por ejemplo aquellos
creados por medio de confinamientos electroestaticos, que son experimentalmente
posibles debido a técnicas de nanolitografia que permiten montar terminales metalicas de
escalas nanométricas, con las cuales se puede aplicar potenciales electroestaticos y
restringir la entrada y salida de electrones. Por otro lado se encuentran los puntos
cuénticos autoensamblados que surgen del crecimiento de peliculas delgadas de material
cristalino, donde gradualmente se crece un cristal con una magnitud de parametro de red
diferente al sustrato donde se esta depositando. Los atomos se enlazan en la interfaz, esto
provoca que conforme se crecen capas de material, se vaya acumulando energia en forma
de tension mecénica, la cual finalmente se libera a manera de deformaciones sobre la
superficie. Una vez que se han formado los estados ligados dentro del punto cuantico, se
seleccionan dos de estos estados para formar la base computacional. También es posible
sustituir los puntos cuanticos con una Unica impureza de fosforo introducida en un
material semiconductor de silicio, donde se puede almacenar informacién cuantica en el
electron donado o en el espin nuclear de la impureza. Las mediciones en este sistema
requieren de dispositivos capaces de interpretar espin a carga, esto es gracias al desarrollo
de transistores de un electron los cuales varian su conduccion en presencia de la carga del
electron en el punto cuantico. Aungue estos sistemas son altamente escalables debido al
avance en tecnologia de crecimiento de semiconductores y litografia, los tiempos de
decoherencia estan en el orden de algunos microsegundos.
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1.3 El qubit

La forma representar la computacion cuéntica
consiste en tomar dos estados propios de un sistema
(10) y |1)) y utilizarlos como analogia con la base
computacional clésica. La representacion del qubit
se hace sobre un espacio de tres dimensiones
llamado esfera de Bloch. Las mas importantes
implementaciones fisicas del qubit se han dado
sobre polarizacion de espin %, polarizacion de
fotones vertical o circular, puntos cuanticos, modos

de campo electromagnético en cavidades resonantes Figura 1.1 Esfera de Bloch con
y en atomos donde se utilizan dos niveles eigenestados asociados a los
energéticos. operadores de Pauli. Los vectores ry

—r representan dos estados [¢) y | x)

El qubit se encuentra definido sobre la esfera  .ionormales entre si. (Nakahara M., T.

de Bloch como un vector unitario definido como:
[} = Col0) + C;]1) (1.2)

El cual es un vector normalizado de coeficientes complejos y su médulo al cuadrado
es la probabilidad de encontrar el sistema en el estado correspondiente, de tal forma que
|Col? +1C;]? = 1. Una tercera componente es introducida en el vector al agregar una fase a
alguna de las direcciones. Este planteamiento nos permite representar en una esfera unitaria
todos los posibles estados de la funcién de onda del sistema fisico. Representado de forma
general:

lp) = e~iz (cos (g) |0) + e sin (g) |1)) (1.3)

Donde 6 es el angulo con respecto al eje-z y ¢ es el angulo que hace la proyeccion del
vector sobre el plano x-y con respecto al eje x, lo cual refiere a la introduccion de una fase.

1.4 Operadores y Compuertas Légicas Cuanticas

Cualquier operador en el espacio de Liouville tiene como base los operadores de Pauli y la
identidad, los cuales pueden ser calculados cada uno en términos de la base computacional:

=] o) =00+l o, = (% )= =iCoxal - 110D

1 0

o, = (* _01)=|o><1|—|1><0I. 1=(p 1

. ) = 1111+ o)ol

Los operadores de transformacion pueden ser expresados como una expansion sobre

esta base. EIl objetivo del operador de transformacidn unitaria es reorientar el vector de
estado en una direccion especifica.

21



Conceptos Basicos [eTe1dl] [o5]

.omn
Un operador de rotacion arbitraria es definido como R(6) = e(lT 9), donde 7 es un
vector cualquiera y & es un vector de matrices de Pauli, desarrollando en series, se puede

expresar como:

6 . .0 . .0 .0
cos— —in,sin— —in,sin-— n, sin-
9 e N 0 z x y
R(6) = cos_1 —i(G-)sin- = 2 0 2 0 0 2 0 2 1(1.4)
—inxsin;+ nysinz cos;+inzsin5

Las compuertas cuanticas (andlogas a las compuertas l6gicas clasicas) nos permiten
modificar de manera independiente y controlada los estados de un sistema cuantico al
interactuar con la fisica particular del sistema. Cualquier algoritmo puede ser implementado
por medio de compuertas universales (Ladd, T. D, et al. 2010) como lo es la compuerta de un
qubit de rotacion arbitraria en la esfera de Bloch (figura 1.1) y la compuerta de dos qubits de
negacion controlada (CNOT) la cual es una rotacién de un qubit como efecto de interaccion
con otro. De tal forma que cualquier transformacion de un estado puede ser compuesta
aplicando sucesivamente compuertas universales.

Las representaciones matriciales de las compuertas de rotacién son (Audretsch, J,
2007):

e o _i®
X($) = ( cos 2 lSln%>,Y(¢) _ <cos§ Sm%),z(q)) _ <e 2 (i)£> (15)

—isin® ¢ in® ¢
1 sin = CoS = s = CoSs = 0 e

La compuerta CNOT es analoga a la compuerta clasica XOR, la cual representa la
operacion entre 2 bits por medio de una suma médulo 2, es decir, operar 2 bits iguales tiene
como resultado un 0 y operar 2 bits distintos tiene como resultado un 1. La compuerta de dos
qubits CNOT se encuentra sobre la union de dos espacios de Hilbert HA y HB cada uno
correspondiente a dos diferentes qubits. La union de los dos subsistemas se representa
matematicamente aplicando un producto tensorial entre ambos obteniendo una base
computacional de 4 componentes (]00),|01),|10),|11)). Debido a esto, la compuerta tiene
16 elementos de matriz:

100 0
{0 1 0 0

CNOT=(0 o o 1 (1.6)
0010

Que como ya se menciono, en funcion del primer qubit, niega o no afecta el segundo
qubit. Los circuitos cuanticos son representaciones esquematicas donde se muestra la
aplicacion secuencial de compuertas cuanticas sobre los qubits y la interaccidn entre ellos, de
tal forma que es posible seguir el proceso de un algoritmo u operacion e incluso observar
equivalencias entre un conjunto de operaciones. Es posible generar estados entrelazados al
aplicar esta compuerta sobre estados que se encuentran en superposicion, de hecho, un
circuito cuantico que entrelaza los qubits (parte inferior de figura 1.2) participantes consiste
en una compuerta Hadamard (que genera la superposicién partiendo de |0) 6 |1)) y
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posteriormente CNOT (mostrado en la parte superior de la figura 1.2). Este circuito responde
a las entradas [00),|01),]10), |11) correspondientemente con los estados entrelazados:

|p*) = 1/ﬁ<|oo> +11) |d7) = 1/ﬁ<|oo>— 111))
gty = 1/ﬁ<|01> +110)  [y7) = 1/ﬁ<|01> — [10))

que forman la base de Bell.

control qubit |z}

target qubit |y b |z & y)

q1 HH—*

Fd A
q2 P

Figura 1.2 En la parte superior se muestra un circuito cuantico que representa la compuerta CNOT,
en la parte inferior se muestra un circuito entrelazador de qubits que implementa la compuerta
Hadamard con CNOT.

Ha sido posible implementar experimentalmente compuertas y algoritmos de
computacion cuantica en una diversidad de sistemas fisicos cada uno con cierto grado de
complicacion y éxito, como lo es la resonancia magnética nuclear (NMR Quantum
Computer), iones atrapados, atomos neutrales y puntos cuanticos en semiconductores. Sin
embargo, dentro de todas estas implementaciones siempre han sido un obstaculo los tiempos
extremadamente cortos de coherencia cuantica de los sistemas debido a las interacciones con
el medio ambiente.

Otro operador importante es el operador densidad, una herramienta Gtil para describir
un sistema cuantico ya que contiene informacion probabilistica de las funciones de onda
dentro de una mezcla estadistica de estados cuanticos. El operador se define de forma general

como: p = Ziwi|ai)(ai|, donde w; es una probabilidad macroscopica de elementos del

conjunto y a® es el eigenvalor de un operador cualquiera A. Partiendo de lo anterior, el
operador de densidad para un estado puro es:

p =)yl (1.7)

Aplicando la definicion del vector de estado de un qubit, la forma matricial de este
operador es:
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1C,? G
= 1.8
p (6165 1,12 (18)

Notese que la diagonal representa la probabilidad de encontrar el sistema en alguno de
los eigenestados. De tal forma que la suma de todas estas probabilidades es 1, lo que implica
las siguientes propiedades:

tr(p) =1

o= p (1.9)

La segunda igualdad puede corroborarse facilmente al expresar la matriz de densidad
en términos de la base, y proyectarla sobre si misma, encontrarnos que debido a que la
funcién de onda se encuentra normalizada, resulta de nuevo el mismo operador.

Para determinar la evolucion en el tiempo de la matriz de densidad, se aplica el
operador de evolucion temporal sobre la matriz de densidad.

p(t) = Ut to)p(to) U™ (2, tp)

Derivando con respecto al tiempo y considerando la ecuacion de Schrédinger, se
obtiene:

)
ihop(6) = HU, t)p(t) U (¢, to) = UL, to)p(t) U™ (&, t) H

0
ihoep() = =lp(), 7] = L(p)

Que es la ecuacion de von Neumann y define el operador de Liouville L(p).

1.5 Fidelidad de Compuerta

La medicién de fidelidad de compuerta se define como:

F= Tr[pp (t)pobj] (110)

donde 0 < F <1, p,(t) es la matriz de densidad (ecuacion (1.8)) de la funcion de
onda dependiente del tiempo y p,;,; es la matriz de densidad correspondiente a la funcion de

onda objetivo. Esta definicion arroja una cantidad que representa la similitud entre ambas
matrices de densidad. Se mide la fidelidad de compuerta determinando v,,; = 0,1, donde o;

una compuerta légica cuantica ideal y se aplica el operador de evolucion temporal en la
funcion de onda inicial ¥ (t) = U(t,ty)y,. Durante el proceso de transformacion se
comparan la funcion de onda dependiente del tiempo ¥(t) y la funcion objetivo v,,; hasta

lograr una fidelidad lo mas cercanaa F = 1.

Para un sistema de un qubit, la definicion de fidelidad de compuerta puede ser
simplificada. Insertando (1.8) en (1.10)
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F = Tr[[vp (O)p (O Won;Ybons ] = [(Wons [ O] (1.11)

significa que la fidelidad de compuerta proporciona la probabilidad de que el estado
dependiente del tiempo se encuentre en la funcién objetivo. Cabe sefialar que el resultado de
la medicién de fidelidad de compuerta es de gran utilidad tanto para el caso de estados puros
como de estados mixtos. En el caso de una mezcla estadistica, no seria tan trivial pues no
serian estados puros, si no conjuntos de particulas que se encontrarian en estados mixtos. Tal
es el caso de la computadora cuantica NMR (ver seccién 1.2), en la que el estado total del
sistema se caracteriza en base a la mezcla estadistica de los estados cuanticos que poseen una
gran cantidad de moléculas en una solucion.

1.6 Metodologia General

Es posible establecer una metodologia general para la implementacion de un sistema fisico
como base para la generacion de compuertas cuanticas y plataforma de una computadora
cuantica:

Seleccionar una propiedad del sistema fisico que sirva como base computacional.
Determinacion de funciones de onda y energias propias.

Introduccion al sistema de un mecanismo de control.

Determinacion del operador de evolucion temporal.

Determinacion de los parametros de control que permitan seleccionar el tipo de
transformacion, i.e. disefio de compuertas ldgicas.

akrwbdE

Como ejemplo, se puede tomar la computadora cuéntica de resonancia magnética nuclear
(NMR Quantum Computer descrita de forma general en la seccion 1.2) la cual es uno de los
sistemas mas estudiados debido a que es tan robusto que se encuentra comercialmente
disponible e incluso puede llegar a trabajar hasta con 10 qubits. Sobre este sistema se han
logrado ejecutar algoritmos de computacion cuantica de forma satisfactoria como el
algoritmo de Deutsch-Jozsa para determinar si una funcién es constante o balanceada.

El sistema NMR consiste basicamente en una mezcla de moléculas que se encuentran
normalmente en solucién liquida, donde esta cantidad macroscopica de moléculas se
encuentran en equilibrio térmicos teniendo una mezcla estadistica de estados cuanticos. Las
moléculas en la solucion se requiere que contengan atomos de spin % los cuales son
manipulables a través de campos magnéticos. La cantidad de atomos de spin % en la
molécula es el nimero de qubits del sistema.

A la mezcla estadistica de moléculas se le aplica un campo magnético Bo de 10 teslas para
asegurar estados de espin bien definidos (spin-up y spin-down) en cada nucleo, provocando
un efecto Zeeman hyB, = hw, donde y = e/mec es la razon giromagnética y w, es la

frecuencia de precesion.
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El disefio del sistema NMR se puede desglosar de la siguiente forma:

1. Seleccionar una propiedad del sistema fisico que sirva como base computacional.
a. La base ortonormal de estados en este sistema es consecuencia del fuerte
campo magnetico aplicado en direccion z, de tal forma que se crean estados
de espin bien definidos (spin-up y spin-down) que se toman como la base

computacional:
0= (}). =)

2. Determinacion de funciones de onda y energias propias:
a. En el caso de un sistema de un qubit, el hamiltoniano de un nucleo de espin %2
expuesto a un campo magnético es H, = —hyB, -1 = —hyByl, Yy Sus

eigenvalores son E, = _hw"/z yE, = hw"/z, proporcionales a la frecuencia

de Larmor del nucleo, donde la funcién de onda es una superposicion lineal de
la base computacional.
3. Introduccion al sistema de un mecanismo de control.

a. Si se quiere controlar el qubit de espin %, se aplica un campo magnético
perpendicular al campo Bo, esto es, sobre el plano XY. Se considera un campo
magnético de control de direccion x que tiene como hamiltoniano H,, =
2hw; cos(w,st — @)1, donde 2hw, = hB;. El hamiltoniano total del
sistema es la suma del hamiltoniano de los nucleos interactuando con el campo
Bo mas la interaccion con el campo de control:

H = Hy + H,y = —hwol, + 2hw, cos(w,st — ¢) I,. Finalmente, se aplica
una transformacion a un sistema de referencia en rotacion, resulta: H =
hw, (cos ¢l +sing Iy)
4. Determinacion del operador de evolucion temporal.
a. Se encuentra al resolver la ecuacion de Schrodinger con respecto al tiempo:

ih%U(t,to)zﬂ-[U(t,to), de la cual se obtiene U(tty) =

e—iwlr(cos @lx+sin ¢ly)

5. Determinacién de los parametros de control que permitan seleccionar el tipo de
transformacion, i.e. disefio de compuertas légicas.

a. Como sabemos, el conjunto transformaciones de rotacion y la
compuerta de dos qubits CNOT, es un conjunto universal con el que se
puede disefiar cualquier compuerta légica. Como ejemplo, en NMR se
simboliza la compuerta de rotacion con respecto al eje x como el
operador:

X = e~ i/l — %(_11 _11) Controlando los parametros ¢yt del

operador de evolucion temporal U(t, t,) y asumiendo que el pulso del campo
electromagnético de control es cuadrado, se iguala w,7 = /2 , lo cual nos
dara el efecto deseado, esto significa que el producto de la magnitud del
campo magnético por la duracién del pulso debe satisfacer la igualdad.
(Nakahara, M., & Ohmi, T., 2008)
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En esta tesis, se utilizard un procedimiento similar, implementado sobre un PC circular de
grafeno un control de estados de carga mediante luz coherente y voltaje de compuerta. En
este caso particular, dos de estos estados de carga seran definidos como la base
computacional y la resonancia entre estos sera inducida controlando la longitud de onda del
laser y los desfases entre estados seran controlados por el voltaje de compuerta, estas dos
interacciones sumadas formaran el hamiltoniano dependiente del tiempo que nos permitird
controlar e interactuar con los estados para generar las compuertas.
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1.7 Propiedades del Grafeno

A partir de la primera sintetizacion experimental del grafeno, han surgido muchas
investigaciones con respecto a sus caracteristicas y las posibles aplicaciones que se le puede
dar. Es uno de los materiales mas estudiados de forma teorica incluso antes de su
descubrimiento experimental, debido a las interesantes propiedades que promete la ya
calculada estructura electrénica por P.R. Wallace en 1946.

El Grafeno es una alotropia del carbono formada por una estructura atémica
hexagonal bidimensional de dos subredes triangulares sobrepuestas, lo que forma un cristal
de dos a&tomos por celda unitaria. Es la primera estructura atomica realmente bidimensional
descubierta experimentalmente por A. Geim y asociados en la Universidad de Manchester en
el 2004 al hacer exfoliacion mecanica de grafito pirolitico.

La idea de obtener redes bidimensional hasta hace poco era visto como improbable
debido a que los arreglos atomicos de baja dimensionalidad tienden a ser mas fragiles a
vibraciones de la red por efectos de la temperatura, ocasionando que se segreguen en
pequefas islas 0 se descompongan, ya que dichas vibraciones sobre este tipo de redes son
comparables en magnitud con la longitud de los enlaces interatdbmicos. La primera
sintetizacion experimental de este material ha llevado a complementar la teoria sobre
materiales bidimensionales, en el caso del grafeno, su existencia se debe a los fuertes enlaces
de carbono-carbono y la ligera corrugacion que tiende a minimizar su energia.

Las propiedades de su estructura electronica son muy llamativas y es posible
calcularla con el modelo de enlace fuerte para primeros vecinos, la cual da como resultado
que la dispersion energética para bajas energias es lineal con respecto al momento del
electron, es decir, las particulas se comportan como electrones que han perdido su masa m, 0
como neutrinos con carga eléctrica e. La particula adquiere esta propiedad cuando su vector
de onda se encuentra sobre los puntos de Dirac Ky K’ en el espacio reciproco. (Geim, A. K.,
& Novoselov, K. S, 2007)

En estos puntos la relacién lineal entre el vector de onda y la energia indica que los
electrones en grafeno tienen una velocidad constante independientemente de la energia
implicada tal como sucede con fotones. EI comportamiento de los electrones en grafeno habia
sido predicho y modelando de manera tedrica hace mas de 50 afios y en la actualidad se sigue
investigando tedrica y experimentalmente en propiedades y aplicaciones, ya que estas abren
la posibilidad de experimentar con los principios de la electrodindmica cuantica aunque a
velocidades 300 veces menores a la de la luz. (Katsnelson, M. 1, 2012)

En cuanto a las propiedades eléctricas, se han reportado movilidades de hasta 15,000
cm?/Vs bajo temperatura medio ambiente, esto debido a que en grafeno la movilidad se ve
minimamente afectada por la temperatura, siendo mas significativo el nivel de impurezas y
por lo tanto, podria ser mejorada hasta 100,000 cm?/V's. Existen otros semiconductores que
a temperatura ambiente han reportado 77,000 cm?/Vs (InSb), sin embargo, esto es sélo bajo
condiciones de alta pureza, a diferencia del grafeno que mantiene movilidades altas incluso
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con un dopado de 10*cm™=! portadores, lo que se interpreta como transporte balistico a
temperatura ambiente. (Geim, A. K., & Novoselov, K. S., 2007)

La capacidad del grafeno para soportar fuerzas sin deformarse es destacable. Los
analisis de

Sus propiedades mecénicas también son interesantes pues se ha reportado una dureza
de 200 veces mas resistente a roturas que el acero, esto es 42 N/m y un médulo de Young de
1 TPa (que representa la relacion entre el esfuerzo aplicado y la deformacion sufrida por el
material). Las mediciones se hicieron posicionando una mono capa de grafeno sobre
aperturas circulares en un sustrato de diéxido de silicio, sobre la cual se ejerce con la punta de
un microscopio de fuerza atomica (AFM) una presién controlada y medida para verificar la
elasticidad del material y el esfuerzo necesario para su rotura. Tales experimentos establecen
al grafeno como el material mas resistente jamas medido hasta el momento que estas
mediciones fueron hechas. (Lee, C, et al, 2008)

Como ya se menciono, el comportamiento de los electrones en este material a bajas
energias abre paso a fendmenos como la paradoja de Klein, propio de las particulas
relativistas donde estas pueden llegar a tener un efecto tdnel de transmision del 100%, de tal
forma que no es posible confinar electrones por medio de potenciales electroestaticos ni darle
una implementacion en dispositivos electronicos debido a que no ofrece control en la
corriente eléctrica, es por eso que se ha vuelto importante poder abrir y controlar el ancho de
la brecha energética entre la banda de valencia y la banda de conduccion.

Se han investigado varias técnicas capaces de ampliar la brecha energética del
grafeno, como lo son aplicacién de tensiones mecanicas o arreglos en bicapas o el
crecimiento en sustratos semiconductores. Una de las técnicas mas importantes es el cambio
en las dimensiones y geometria de las fronteras del material preparando nano-listones de
grafeno (Graphene Nanoribbons, abreviados como GNR), en los cuales se modifican la red
atdmica para obtener tiras de grafeno con borde armchair o zigzag. En el caso de GNR con
bordes tipo armchair, se tiene una estructura electronica donde la magnitud de la brecha
energética es inversamente proporcional al ancho del GNR. Los GNR son de gran interées
para el disefio de transistores para electronica digital y radiofrecuencia. (Schwierz, F, 2010)

Otra forma de abrir una brecha energética entre la banda de conduccion y la banda de
valencia es crecer grafeno sobre un sustrato semiconductor sustrato semiconductor, lo que
introduce un término de masa constante debido a las interacciones de los a&tomos de carbono
con los sitios de red que coinciden en la interfaz con el sustrato. Esto afecta la estructura
electronica abriendo una brecha energética que inhibe el comportamiento relativista y lo
permite que el grafeno tenga propiedades semiconductoras (Zhou, S. Y, et al., 2007).

El grafeno en el desarrollo de puntos cuanticos sobre materiales semiconductores es
una de las implementaciones fisicas en estado s6lido mas estudiadas. Anteriormente ya se ha
demostrado que es posible formar puntos cuanticos sobre GaAs en los que se pueda confinar
un electrén y por consiguiente crear un qubit de espin, sin embargo, la problematica de este
tipo de sistemas reside en la decoherencia del espin debido a la interaccién espin-Grbita en la

29



Conceptos Basicos [eTe1dl] [o5]

que el espin se ve afectado con vibraciones de la red e interacciones hiperfinas entre los
espines del sistema. Debido a estos problemas, es deseable construir qubits en puntos
cuénticos sobre un material en el que el acoplamiento espin-orbita y las interacciones
hiperfinas sean considerablemente menores. Estudios anteriores (Braun, M, et al., 2011) han
demostrado propiedades muy llamativas para resolver estos problemas en estructuras de
carbono. El acoplamiento espin orbita en carbono es pequefio debido al relativamente poco
peso atdmico y debido a que el carbono natural consiste primordialmente de is6topo %C, el
cual es zero- espin y por lo tanto no hay interaccion hiperfina lo que es puede ser de gran
utilidad para la computacién cuantica pues puede aumentar el tiempo de coherencia (Min, H,
et. Al, 2006).

El grafeno parece ser un material ideal para su utilizacion en la construccion de puntos
cuénticos debido a que es un material de baja dimensionalidad por lo cual naturalmente tiene
un confinamiento en una dimension y a diferencia de los nanotubos de carbono, el grafeno es
mucho mas facil de sintetizar, ademas, promete mayores tiempos de coherencia debido a su
baja interaccion hiperfina (Neto, A. C, 2009), lo cual es deseable pues acorde a los criterios
de DiVicenzo (mencionados en el subtema 1.1), es necesario un sistema cuantico con tiempo
de coherencia suficientemente largos para alcanzar a operar las compuertas cuanticas que
permitan ejecutar un algoritmo sin perder la coherencia del estado cuantico.
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1.8 Estructura Electrénica del grafeno

El grafeno estad formado de dos

redes triangulares traslapadas, lo kyA bv‘
cual da origen a una estructura PR /N

hexagonal de dos atomos por celda r r / ek

unitaria, como se muestra en la —* -

. \ kX
fig. 1.3. \ K

~ X
Los vectores de red son: b\\
24,

J— a

4y =7 (3‘/5) Figura 1.3 A laizquierda: Red de grafeno en el espacio real,

hecha de dos redes triangulares traslapadas, representada por

_ a , .

ay =3 (3,—V3) (1.12) atomos amarillos y azules. Se muestran los vectores de red a; y ay,
donde a ~ 1.42A es la distancia asi como los vectores de enlace §;. A la derecha: Espacio

reciproco, se muestra la zona de Brillouin y la posicién de los
puntos de Dirac K y K’. (Neto, A. C, 2009)

del enlace C-C. Los vectores en el
espacio reciproco son:

by =22(1,v3), By =2 (1,—V3) (1.13)

Los vectores que representan los enlaces atdbmicos se pueden definir en funcion del pardmetro
de red a:

81 =7(1V3), 8 =3(1,-V3), & = —a(1,0) (1.14)

Es posible determinar la estructura electronica del grafeno aplicando la aproximacion de
enlace fuerte a primeros vecinos. Se propone como solucion una combinacién lineal de
funciones de Bloch:

YO =G e Pas(k) = =T, e B @up(F—Ryp)  (115)

La funcién (k) es una superposicién lineal de funciones de onda correspondientes para la
subred Ay subred B, es decir, un pseudo-espinor. Las funciones de Bloch ¢, (k) corren
para cada enlace ppo que une un atomo de carbono con su vecino, N es el nimero de celdas
en el que corre la sumatoria, i.e. el nimero de vecinos. Las funciones ¢,z son funciones de
onda atémicas, que en el caso del enlace carbono-carbono, corresponden a las de los orbitales
sp?. (Reich S., et. al., 2004)

Partiendo de la ecuacién de Schrédinger, se determina la distribucidn energética en el espacio
reciproco:

H y(k) = E(oyy(k) (L.16)

Aplicando el bra ( ¢4| y ( ¢5| a la ecuacién de eigenvalores (1.16), obtenemos un sistema de
2 ecuaciones, el cual es posible resolver al igualar su determinante a cero :
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CaHpn + CoHpp = E(C4San + CpSap)

CaHpa + CgHpp = E(C4Spa + CpSpp)

(1.17)

Donde #;; = ( ¢;|#| ¢;), ademés se hace la consideracion de que S;; = ( ¢;| ¢;) = 6;; lo
que significa que no hay traslape entre las funciones de Bloch correspondientes a cada atomo
y #;; = Hj;, es decir, pasar de la subred A a la subred B es equivalente a pasar de la subred

B a la subred A, debido a que los &omos y su posicion son iguales. La ecuacion caracteristica
se encuentra al establecer el determinante en cero y resolver la ecuacion para las energias,
teniendo como resultado:

E(k) = +|Ha) (1.18)
Sustituyendo la funcion de onda (1.15) en los elementos de matriz del hamiltoniano:
(PalH| Bp) = ~ T, g €™ FEFD (4|7 p5) = yo TF 715 (1.19)

Donde los vectores &; representan el salto del electron para pasar de la subred A a la subred
B. Por consiguiente es posible representar el operador con sus elementos de matriz:

(0 (AIHIBY _ [ 0 Hup\ _ 0 33 i)
jL“((Bmm) 0 )‘(%BA 0 )—m <2?e—i(k-6_l) 0

(1.20)

La distribucion energética en el espacio reciproco se obtiene al sustituir el vector §; que se
muestran en (1.14) en (1.17) y desarrollar, obteniendo finalmente:

E(K) = +vo 3+ £ (%) w2

f(k) = 2 cos(ak,) + 4 cos (g aokx) cos (? ky)

Donde a, = v/3a. El signo + en la ecuacion de dispersion energética diferencia entre la
banda de conduccion y la banda de valencia. Los puntos de interseccion también llamados
puntos de Dirac es donde ambas bandas se tocan en E(K) = E(K") = 0 como se muestra en
las figuras 1.4y 1,5.
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Tight Binding 1ros Vecinos

Ky
o
T

| |
4 g 2 ] i ]
Kx

g I I

Figura 1.4 Vista sobre el plano K,-Ky, E(k) representado por escala de colores.
Se puede observar que los puntos K y K’ son los de menor energia.

El)

Figura 1.5 Grafica de dispersion energética donde se muestra que la banda de
conduccion y la banda de valencia se tocan en los puntos K y K’ en E=0. Ademdas, se
puede apreciar una dispersion lineal alrededor de dichos puntos.
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Los puntos de Dirac son de vital importancia
para describir las peculiares propiedades de
este material, ya que la dispersion lineal del
grafeno en dichos puntos de baja energia
sugiere que los electrones dentro de este
sistema se comportan bajo condiciones de
medio ambiente como particulas sin masa.

Para comprobar esto, se aproxima a
primer orden alrededor de los puntos de

Dirac, esto como k = K + g, donde |g|<<|K| Figura 1.6: La aproximacion a primer orden
(vea Fig. 1.6). sobre los puntos de Dirac permite describir el
comportamiento de los electrones en el Grafeno
Escogemos como origen el punto de a bajas energias. (A. H. Castro Neto, 2009)
Dirac:
e (0 47r)
=03

Por lo que las coordenadas alrededor de este punto son:

4T

k= (400 +7) (L.22)

Expandiendo a primer orden cada elemento de #,5, se fija a, = 1 para simplificar
notacion, se obtiene la siguiente aproximacion:

Has =10 [(-1 =T a) (1+550) + (1~ 50|

(1.23)
V3.
Hap = Yo, [le + Cly]

Sustituyendo el componente de matriz (1.23) en la ecuacion de energia (1.21), se
obtiene:

E(k) = £2ayo [z + a5 =+ V(] (1.24)

donde Vy = za’%’ ~ 10°m/s, que es la velocidad de Fermi. Finalmente, sustituyendo
los elementos de matriz (1.23) en el hamiltoniano (1.20) se obtiene:

(0 T\ 0 Iqx +qy\ _  _ _
}[‘(:HBA 37)= Vf(—iqx+qy 0 )=viEE s

donde los elementos del vector p es el operador de momento angular y & es un vector
de matrices de Pauli. Este hamiltoniano es el operador de energia para particulas sin masa,
que corresponde la ecuacion de Dirac. Nétese que esta peculiar dispersidn energética aparece
de forma natural a bajas energias, lo que despierta un gran interés en las propiedades del
material pues implica que los electrones en el grafeno se comportan similares a fotones por la
relacion lineal entre el momento y energia, dando posibilidad a probar de manera
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experimental conceptos como la paradoja de Klein y el efecto Hall cuantico; ademas, da paso
a nuevas implementaciones en nanoelectrénica por sus propiedades semiconductoras y por su
estructura bidimensional (véase seccion 1.7).

1.9 Puntos Cuanticos de Grafeno

Como se puede apreciar en la seccion 1.8, el
grafeno a bajas energias es un semiconductor sin
brecha energética, por lo tanto se vuelve
importante provocar la apertura de esta brecha
con el proposito de aplicar el material en la
realizacion de dispositivos electronicos y
disminuir los efectos relativistas como la
paradoja de Klein que no permite el
confinamiento de electrones por medio de
barreras electroestaticas. Esto es relevante para
la formacion de puntos cuanticos. Una de las
formas mas utilizadas parar abrir un gap de
energia, es el crecimiento de listones de grafeno
(Graphene Nanoribbons, abreviados como
GNR) con bordes tipo armchair o zigzag (figura

1.7). En 1996, Kyoko Nakada y asociados bordes tipo armchair (a.2) y zigzag (b.2). La

estudli’;lr(_)n el efe.cto sobre laestructura estructura electronica de GNR tipo armchair
electronica de los diferentes tipos de bordes por  corresponde a un semiconductor, mientras que

medio de aproximacion de enlace fuerte, se el GNR tipo zigzag es metalico. (Nakada K., et. Al,
encontré que la estructura electrénica del 1996)

material se ve modificada. En el caso del GNR

tipo armchair, se abre un gap en la dispersion energética, adoptando la calidad de material
semiconductor, mientras que en el caso de un GNR con bordes tipo zigzag, el estado de
mayor energia de la banda de valencia se encuentra siempre degenerado con el estado de
menor energia de la banda de conduccion para 2”/3 < |k| < m. A estas bandas se les da el
nombre de “bandas planas” (flat bands) y dan al material una propiedad metalica. Cabe
mencionar que, examinando la distribucion de densidad de carga en zigzag-GNR, se

encuentra que en los estados de menor energia, los electrones tienden a localizarse
mayoritariamente en los bordes del GNR (Fujita M., et. Al, 1996).

Figura 1.7 Se muestra la estructura
electrénica (parte superior) y la estructura de
la red (parte inferior) para los GNR con

Otra manera de provocar la apertura de un gap de energia es el crecimiento de grafeno
sobre un sustrato semiconductor que sea compatible con la red de grafeno (estructura
hexagonal y pardmetro de red similar). Esto introduce un termino de masa constante A debido
a que los los sitios atdbmicos de grafeno interaccionan con la red del sustrato (figura 1.8),
rompiendo la simetria de subred y provocando la apertura de la brecha energética (Giovannett
G., et. Al, 2007).
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Bandas

7\

Figura 1.8 En (a) se muestra una monocapa de grafeno crecida sobre un sustrato semiconductor (gj.
nitruro de boro hexagonal) y la superposicion de las posiciones atémicas (b), asi como la apertura de
una brecha energética en los puntos de Dirac (c). (Giovannett G., et. Al, 2007)

Teniendo entonces métodos para abrir una brecha energética en el grafeno, es posible
el disefio de nanoestructuras para el confinamiento de electrones y la formacién de puntos
cuanticos.

La nanoestructura (Figura 1.9)
estudiada por B. Trauzettel y asociados en el
2007 consiste en un GNR de ancho W con
bordes armchair. El confinamiento se logra
aplicando dos barreras de potencial
electroestatico de ancho d, separadas por una
distancia L que dan lugar a un punto
cuantico. Entre las barreras se encuentran
terminales para la aplicacion de voltaje y asi
modificar las energias de los estados ligados.
Esta implementacion utiliza como base
computacional el subespacio de espin de l0s  Figura 1.9 Puntos cuanticos de grafeno sobre
electrones confinados. En esta GNR tipo armchair (en blanco) con
nanoestructura, el tuneleo entre puntos  confinamiento electroestatico (en azul). Cada
cuanticos a través de la barrera provoca una  punto cuantico tiene un ancho Wy un largo L.
interaccién de acoplamiento de espin, el cual ~ Las compuertas rojas permiten modificar las
se puede modular controlando el nivel de energias de cada punto. (Trauzettel B., et. Al, 2007)
voltaje y asi obtener compuertas de dos
qubits. Cabe mencionar que tal acoplamiento se presenta ante una separacion entre los
puntos cuanticos de d=10L, una distancia relativamente larga permitida gracias a las
propiedades relativistas de los electrones en este material.

Otra configuracién de nanoestructura de grafeno estudiada por Guo-Ping Guo y
colaboradores en el 2009 también es hecha sobre GNR’s, creciendo de forma intercalada
segmentos de nano-listones tipo zigzag y tipo armchair a lo cual se le denomina como “forma
de Z” (figura 1.10) obteniendo puntos cuanticos de longitud L y ancho N separados por una
distancia D. Esta formacion explota la diferencia que existe en la estructura electronica de
cada segmento para lograr el confinamiento de electrones. Debido a que la estructura
armchair tiene propiedades semiconductoras, crecer dos segmentos de este tipo a los lados de
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un segmento zigzag tiene el efecto de barreras que confinan el electron como se muestra en,
generando asi spin-qubits fisicos.

Figura 1.10 GNR de grafeno en forma de Z,
donde se intercalan segmentos tipo armchair
con segmentos tipo zigzag, confinando
electrones y obteniendo qubits fisicos. Se
puede observar en la gréafica superior la
densidad de probabilidad por cada sitio y la
tendencia a localizarse en los bordes. Cada
par adyacente de qubits fisicos forma un
e B EE R qubit l6gico L; donde se aplican operaciones

e S = G' con pulsos BB para desacoplar los qubits.

Logical qubits Li

y L s G ......
o= TN N\ (Guo G., et. Al, 2009)

En esta aplicacion, dos pares adyacentes de qubits fisicos forman un qubit logico Li y
operaciones G' inducidas por pulsos BB (bang-bang) que interrumpen la interaccion con el
entorno y desacoplan la interaccion entre qubits l6gicos. Las compuertas logicas cuanticas de
un qubit pueden hacerse como combinacion de rotaciones en la esfera de Bloch sobre el eje X
y Z, logrando X mediante la aplicacion de una corriente AC y Z aplicando un campo
magnético dentro de la region de cada qubit l6gico. En el caso de la compuerta CNOT, los
pulsos BB se cambian de tal manera que permiten la interaccion con qubits vecinos y
permiten el efecto del estado de intercambio entre ellos. Aunque en este trabajo se menciona
de manera genérica las compuertas logicas cuanticas, no se especifica el esquema de control
y el proceso especifico para lograrlo.

Finalmente, otra nanoestructuras de i

grafeno considerada en la literatura es el punto E

cuantico circular (figura 1.11) crecido sobre un c ' e
sustrato semiconductor, que como ya se mencioné, | | |- Us

abre un gap de energia y se introduce un término 25 v

de masa constante A en el hamiltonianio, "

permitiendo confinamiento electroestatico.

Ademas se aplica un campo magnético

homogéneo en direccién perpendicular al plano

para romper la degeneracion entre los puntos de - R 0 R r
Dirac K y K’. P. Reacher y colaboradores estudian Figura 1.11 Punto cuéntico circular de
en el 2009 la dependencia de los espectros de grafeno de radio R con un término de
energias para ambos puntos de Dirac ante el masa constante A 'y potencial
cambio de la magnitud del campo magnético, electroestatico Uy, crea estados ligados
obteniendo asi espectros energéticos controlables en la banda de conduccion (c) y es

repulsivo a huecos en la banda de

Este modelo es el que se usa a lo largo de toda esta !
valencia (V). (Recher P., et. Al, 2009)

tesis y se explica sus propiedades de forma
detallada en el capitulo 2.
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Como se puede apreciar, los trabajos descritos en esta seccidn tratan de forma general
la posibilidad de fabricar puntos cuénticos de espin en nanoestructuras de grafeno. Sin
embargo, en esta tesis se propone realizar el control cuantico de los mecanismos de
interaccion que permita utilizar las funciones de onda de los puntos cuénticos de grafeno para
procesar informacion. No solo se resuelve el espectro energético y los estados ligados, sino
que también se desarrolla y demuestra de forma cuantitativa un sistema de control cuéantico
que permita implementar las compuertas l6gicas de un qubit de carga en este modelo.

1.10 Marco de Interaccion.

Debido a que el control cuantico se hace introduciendo interacciones dependientes del tiempo
sobre un punto cuantico de grafeno, es importante caracterizar los efectos sobre el sistema
debido Unicamente a estas interacciones. De forma genérica, se plantea el problema
introduciendo una perturbacién energética como un nuevo termino en el hamiltoniano:

H,(6) =K +V(¢) (1.26)

donde el término V(t) es el potencial dependiente del tiempo. La evolucion de la
funcion de onda dependiente del tiempo esta dada por:

W, t; t0) = X; e~ HvEt)/hy,) = 3, G (D) |y )et FiEt0l/h - (1.27)

expandido sobre una base de indice j, donde C;(t) = Cje‘iV(t‘to). Esta construccion
indica que la evolucion de los coeficientes de expansion es debida solamente por la
perturbacion V(t), es decir, nos indica que la evolucion del observable es dado por H vy la
evolucion del ket es dado por el potencial dependiente del tiempo V(t) que modifica los
coeficientes de expansion C;(t). La evolucion del estado bajo el marco de interaccion se
define como:

W, t; ), = et /MY ¢ ¢.) (1.28)

gue contiene la informacidn respecto a la manera en que V(t) afecta la dinamica de la
superposicion de estados. Derivando (1.28) con respecto al tiempo y multiplicando por if:

0 : i
i 9,65 tg), = e MY (e MM, ¢,),

A partir de lo anterior, definimos el siguiente operador:
V() = et "Ry (e HERI/R Y, £ ¢),

Por consiguiente, es posible expresar la derivada como:
ih = [W,t t0); = Vi (£) ¥, 8 t); (1.29)

Explicitamente, los elementos de matriz de V,(t) estan definidos como:

38



Conceptos Basicos [eTe1dl] [o5]

/ Vi1 V129i(E1_E2)t/h i(é" E3)t/h \
((E)— V,,et\F275s
Vi(t) = Vyy el (E2=EDt/R ' Va2 23
V3Ze"(E3_E2)t/h V33 sas /

Se procede a aplicar el bra (i;| que también pertenece a la eigenbase y se obtiene:

ad
ihg(leI‘P. tito)r = (WilVi(t) |W, t; to),

posteriormente se expande |W¥,t;t,); aplicando el operador de completez:

., D

ih—— (W, 6 to); = X (W |Vi (O[], 6 t) (1.30)
donde:

WV O 1) = (Wilv ©) e EEDt = et Epun

finalmente:

36O =S HOOAE

Esta es una ecuacion diferencial que da respuesta a la evolucion de los coeficientes de
expansion y por lo tanto responde a la dinamica provocada por los potenciales dependientes
del tiempo. (Sakurai, J, 1994)

1.11 Momento dipolar eléctrico

Con la aplicacién de un campo eléctrico, se £
induce una polarizacion que provoca el
desplazamiento de las cargas. Tomando el
modelo clasico de electromagnetismo, se
modifica el operador de momento al
sumarle un potencial vectorial, el cual surge
como consecuencia de la aplicacién de un
campo electromagnético:

'
>

Figura 1.12 La aplicacién de un potencial
eléctrico provoca una diferencia de energias, lo
gue a su vez induce el desplazamiento de las
cargas a las areas de menor energia.

H=Hy+-(F - A+4-p)+25
- 0 Zmo p p 2m0

El tercer término es muy pequefio y
el segundo término conmuta, entonces es
posible simplificar como:

e
mo
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que es el hamiltoniano de interaccion. Los campos electromagnéticos son ondas
viajeras con la forma:

AT, t) = Agexp(ik -7 — wt) (1.33)

Al expandir la parte radial, es posible considerar que se utilizaran frecuencias en el
orden de micrémetros mucho mayores que el parametro de la red reciproca, por lo que los
términos se puede aproximar como exp(i k - ¥) ~ 1. Esta aproximacion se le conoce como
dipolo eléctrico y nos permite ignorar la dependencia espacial de la ecuacion (1.33). Los
elementos de matriz son:

Hpz = mio(OIﬁ-/Tll) (1-34)

Se puede expresar el operador de momento como una parcial en el tiempo aplicando
., .. . 0 1 _ .
la ecuacion de movimiento de Heisenberg a—: = %[7—[0, 7], obteniendo:

(01p11) = =2 (Eg — E)(0IFI1) = i mowoy (O17]1)  (1.35)

donde wy, es la frecuencia de resonancia entre los estados |0) y |1). Adicionalmente,
las leyes de Maxwell nos permiten afirmar una relacion entre el campo eléctrico y el
potencial vectorial cuando el potencial eléctrico no varia en el espacio, esto es:

dA(t)

e®) = -~

por lo tanto, tomando la ecuacién 1.33 y considerando la aproximacion de dipolo
eléctrico:

Al ==L g(®) (1.36)
Wo1
Sustituyendo (1.35) y (1.36) en (1.34), se obtiene finalmente:
Hior = 507 - 2(0[1) (1.37)
que corresponde al operador de momento dipolar eléctrico. (Fox M., 2001)

1.12 Método Numérico de solucién de Ecuaciones diferenciales Ordinarias (EDO):
Runge Kutta

Al aplicar el marco o esquema de interaccién sobre los operadores de las interacciones
dependientes del tiempo, resulta en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinario que
responde a la dependencia temporal de los coeficientes de expansion y normalmente no tiene
una solucion exacta.

Los métodos Runge Kutta son de utilidad para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias. Basicamente consisten en modificaciones del método de Euler que evalla el
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sistema por pasos y determina un nuevo valor en funcion del valor y de la pendiente actual:
Yis1 = Yi + ¢h.

El método consiste en estimar de forma mas precisa la pendiente ¢. En el caso del
meétodo clasico de cuarto orden que es uno de los mas utilizados, se estima esta pendiente
considerando cuatro diferentes puntos
mostrados en la figura 1.13, los cuales se |

| |

integran al calculo de la pendiente mediante i e ag i
la siguiente expresion: ! S !
[ g k [

1 | ,A kl—;(?j" |

Yier = Vi + 7 (kg + 2Ky + 2k35 + ky)h ' 7 —®

k| ="k — |
AT "=k | I

k1 =f(xi'yi) I -q_-lr_"“---h___ Ik

: | '-—-.__‘H_\_{\ 4

1 1 | ! R
k2=f(xi+5h,yi+5k1h) ! I !
| | |

Xy X2 K1 X

k3 =f(x;+5hyi +2k2 h)

Figura 1.13 Puntos que se utilizan para la
kl=f(x;+hy +k3h) estimacion de la pendiente utilizando el
método Runge Kutta (Chapra, S. C., & Canale, R. P,

Este metodo calcula en forma et Al, 2010)

iterativa 4 diferentes tangentes al principio,

medio y final del paso, lo cual corrige el posible error de la estimacion hecha con un solo
punto, ademas de ser una forma rapida y eficaz de converger a una solucion fiable con un
minimo de error. (Chapra, S. C., & Canale, R. P, 2010)

1.13 Busqueda de Méaximos y Minimos Mediante Algoritmo Genético

El problema de control por medio de interacciones dependientes del tiempo tiene
involucradas una significante cantidad de parametros que se deben tomar en cuenta para el
disefio de las compuertas cuanticas. Debido a que el espacio de Hilbert que describe los
estados ligados del punto cuadntico es N-dimensional y cada pardmetro de control afecta
considerablemente la evolucion de los coeficientes de expansion de cada uno de los N
estados, es necesario determinar numéricamente la combinacién Optima de parametros de
control para obtener como resultado una compuerta l6gica con la méas alta fidelidad de
compuerta, por lo que se puede tratar como un problema de maximizacion.

El algoritmo genético es radicalmente distinto a los métodos de determinacion de
maximos y minimos convencionales debido a que no utiliza gradientes para su busqueda, si
no que su técnica es meramente probabilistica y tiene sus raices en los principios de la
genética. La principal ventaja de no utilizar gradientes es que tiene una mayor eficacia para
espacios extremadamente oscilantes donde hay muchos maximos y minimos locales.

Para implementar el algoritmo genético, es necesario mapear el dominio de puntos a
uno equivalente en cadena de caracteres a los cuales llamaremos cromosomas, que
representaran el material genético de un individuo el cual en este caso es un punto en el
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espacio analizado. Se define un alfabeto con el cual se codifican los valores numéricos
obteniendo asi una cadena de caracteres de longitud L por punto en el espacio.

Es necesario definir una funciéon conocida como fitness, con un rango de 0 al 1, que
indica la peor o la mejor capacidad de adaptacion de un individuo al espacio en el que se
encuentra. Esta funcién se formula para que responda a los requerimientos del problema
particular en el que se aplica el algoritmo de busqueda; en este caso particular se vuelve Util
para este propoésito la medicién de fidelidad de compuerta (ecuacion 1.11). Los cromosomas
que posee el individuo contienen informacion de un determinado punto en el espacio de
basqueda, al cual le corresponde un valor de fitness. La determinacion de dominio del
espacio, alfabeto, longitud de cadena y codificacion se llama “esquema de representacion”.

La implementacion del algoritmo genético consiste basicamente en los siguientes pasos:

1. Se inicializa la generacion k=0, donde k es el niUmero de generacion, y se genera una
poblacion aleatoria de N namero de individuos P(k), donde el i-ésimo individuo
dentro de la generacion k es representado como P(k,i).

2. Se determina el fitness de todos los individuos de P(K).

3. Sise cumple con el criterio de finalizacion del algoritmo (por ejemplo si fitness=1), se
termina el ciclo.

4. Si no, se aplica un criterio de seleccion de individuos del conjunto P(k) para
introducirlos a un conjunto de individuos para cruzamiento M(K).

5. El criterio de seleccion consiste en asignar un peso probabilistico W; proporcional al
fitness a cada uno de los individuos de P(k), dado por la siguiente expresion:

fitness(P(k,i))

o fitness(P(k,j))’

sea introducido en el conjunto de individuos M(K) para cruzarse, lo cual es
directamente proporcional a su capacidad de adaptacion.

6. Se evolucionan los individuos aplicando un proceso de cruzado sélo entre pares de
M(K) y posteriormente introduciendo mutaciones en el material genético de cada
individuo.

a. Cruzado: Se establece una probabilidad de cruzado P. de los individuos,
acorde a esto se seleccionan los individuos de la poblacién M(k) y de forma
aleatoria se determinan puntos de cruzado en las cadena de caracteres de
ambos individuos a cruzar, definiendo las areas donde se hara el intercambio
de material genético entre ambos individuos como se muestra en la figura
1.14.

a. w; = Esta cantidad define la probabilidad de que el individuo

Cromosemas Padre Descendencia

S
T 0 ! H l

Sitios de Cruce

Figura 1.14 Intercambio de material genético entre dos individuos dados dos puntos de
cruce. (E. K. P. Chong, S. H. Zak, 2001)
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b. Mutacion: Se establece una probabilidad de mutacion Pm, que es la
probabilidad de modificar cada uno de los genes en una cadena.
7. Después del proceso de mutacion, se obtiene una nueva generacion de individuos la
cual se define como P(k+1) y se regresa al paso 2.

Una vez completado el nimero de generaciones y obteniendo una poblacion de
individuos considerablemente aptos, se determina quién es el individuo mejor de esta
poblacién, siendo este, la respuesta al problema. (Chong, E. K. P., & Zak, S. H, 2001)

DETENER
Sl T

Crear una poblacion de Determinar el filness Praceso de seleccion ; Criterio de terminacién
cromosomas ®|  de cada individuo de siguiente generacion satisfecho?

Aplicar evolucion:

—_— Cruce
NO Mutacion

— Se obtiene una nueva
generacion

Figura 1.15 Diagrama de flujo del algoritmo genético.

1.14 Corriente de Probabilidad

Cabe recordar que la estructura interna de la funcion de onda en grafeno es un pseudospinor
de dos componentes complejas. Tal estructura interna de cuatro dimensiones (dos reales y dos
complejas) es posible representarla como un vector de nimeros reales al determinar los
valores de esperados de las matrices de Pauli (Thaller, B, 2000). De esta manera seria posible
visualizar la evolucion del pseudo-spin ante la aplicacion de una transformacion. Los valores
esperados de las matrices de Pauli también describen la corriente de probabilidad para
eigenfunciones de la ecuacién de Dirac, lo cual se comprueba en esta seccion.

Se presenta el hamiltoniano de Dirac (1.25) con un campo vectorial sumado al
operador de momento, que surge como producto de la aplicacién de un campo magnético:

Hy=v(p+eld): a (1.38)

Para determinar la corriente de probabilidad, se expresa la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo y su producto conjugado como:

aw(;,:p,t) _ ‘7 [ v(—ikV + ed) - 5] Y(r, @, ) (1.39)
WL = [v(ihV + ) - 51" (r, 0, 8) (1.40)

La derivada de la densidad de la probabilidad con respecto al tiempo es:
2 *
A renl® _ W (r 0, t) Bl,l)(;.tfp.t) . t) oY gtxp,t) (1.41)

at

Sustituyendo (1.39) y (1.40) en Eq. (1.41) se obtiene:

_alw(ra'—f't)lz =—v(p"(r, e,V 5P (r,0,) + P(r, 0, ) V-G YP*(r, 9, 1)) (1.42)
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Finalmente, (1.42) se puede representar como la ecuacién de continuidad:

et

o +V-j(r,o,t) =0 (1.43)

Doénde:
jr,o,t) =vyp*(r,o,t) d(r,o,t) =

(kgﬁ ZZ: 3) = vy (0.0 (o) B0 0.0

(1.44)

Se obtiene entonces un vector de dos numeros reales j en unidades de probabilidad
sobre unidades de area sobre segundo (nms?), lo cual describe la corriente de probabilidad
en coordenadas cartesianas y complementa la informacién de la distribucion y dindmica del
electrén dentro del punto cuéntico. Es de interés en este trabajo observar cual es la evolucion
de la corriente de probabilidad y la densidad de probabilidad ante el efecto de las
transformaciones inducidas por las compuertas I6gicas cuanticas que se pretenden disefiar,
con el proposito de tener elementos que nos permitan comparar el efecto que tiene cada
transformacion sobre la funcion de onda, lo cual se presenta con mas detalle en el capitulo 5,
donde se estudia la dinamica del electron confinado dentro del punto cuantico de grafeno
debido al el efecto de las compuertas ldgicas disefiadas en el capitulo 4.
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CAPITULO 2

ESTADOS LIGADOS EN PUNTO CUANTICO CIRCULAR DE GRAFENO Y
ROMPIMIENTO DE DEGENERACION

Se presenta las propiedades generales del sistema de punto cuéntico que consiste en
una monocapa grafeno crecido sobre un sustrato semiconductor, lo cual permite
aplicar un potencial de confinamiento sobre el material para generar estados ligados
de carga en la nanoestructura. Sobre esta nanoestructura se aplica un campo
magneético perpendicular al plano de grafeno con el proposito de romper la
degeneracion que existe naturalmente en el grafeno entre los puntos de Dirac K y K’.

En este capitulo se resuelve la ecuacion de Dirac que representa el modelo fisico
estudiado en este trabajo (ver apéndice A para detalles de solucion), las
eigenfunciones y espectros energéticos, asi como la dependencia que tiene la
estructura electronica como funcién de los parametros: magnitud de campo magnético
y radio de punto cuantico.

Finalmente se define los estados que se utilizaran como base computacional del qubit
de carga y se grafica la densidad de probabilidad correspondiente a estos estados.



2.1 El punto cuantico y estados ligados.

Se considera el hamiltoniano correspondiente a un punto cuéntico (PC) de grafeno circular
interactuando con un campo magnético B perpendicular al plano. La interaccion del grafeno
con el sustrato semiconductor introduce un término de masa constante A (Zhou, S. Y, et Al,
2007). Esto modifica las energias de sitio por efectos del sustrato sobre el cual crece una
monocapa de grafeno, modificando su estructura electronica. Ademas, se agrega un potencial
electrostatico V con el proposito de confinar la particula:

H, =Hy+ tho, + V(x,y) (2.1)

donde #, = v(p + eA) - & que es la ecuacion de Dirac con un campo vectorial agregado,
que representa el campo magnético perpendicular al plano de grafeno (Recher P., et Al, 2009). En

coordenadas polares:
.1
(U-2) \
. i\ 0 pi0\ |~ tbr 0 .
H.(r,0) = —ivo, <e_i9>g + vay, (e_ie) | 1 | + tAc, + V()
\ (+3)
0 - &7
r

donde b = eB/Z y el eigenvalor del operador de momento angular total J, es j =

+ br

2n—-1
2
T = —1 diferencia los valles K y K’ respectivamente en la 1ra zona de Brillouin. Se aplica el

hamiltoniano sobre un pseudo-espinor con la forma:
Xa(r) )

Yo (r,6) = 'l ()(Zé (r)e®®

Considerando sélo la parte radial, se obtiene una ecuacion diferencia de segundo
orden desacoplada, la cual es una ecuacion hipergeométrica confluente cuya solucién se
encuentra expresada con las funciones de Kummer U(a,b,c) y M(a,b,c) (Abramowitz, M., &
Stegun, I. A, 1972). La solucion completa dela parte radial es:

, n€Z; v es la velocidad de Fermi y g; son las matrices de Pauli. El parametro 7 = +1y

(2.2)

1ng —br? azU(qs 1+ ng br?);r >R
Tr) =2 na{ oMo = T oy DT i 2.3
Xx5(r) resr BoM(qs, 1+ ngy br?);r <R (2.3)
Doénde:
_1(ag i 0 _(+; Subred A
q"_4(b +2(1+n(,)), n”_|] /2|' 0_{—; Subred B

a, = 2b(j + 0/2) - (EZ;ZAZ), e=E—-V()

donde V(r) es el potencial electroestatico circular con radio R aplicado sobre el
material. Los coeficientes a,y B, se definen al hacer un analisis en la frontera del PC y

buscar las condiciones que permitan continuidad en las eigenfunciones. Bajo la condiciones
de frontera:

){5,<(R) = Xg,>(R) (2.4)

Se determina la ecuacion caracteristica que da como resultado el espectro de energia y
los valores de las razones de los coeficientes:
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Capitulo 2

Y por consiguiente los valores de los coeficientes para cada estado (para méas detalles,
véase apendice A). Como se puede apreciar en (2.1), se tienen dos diferentes hamiltonianos
para T = +1 (espacio en K) y T = —1 (espacio en K’). Por lo tanto se obtienen dos espectros
energéticos diferentes con sus correspondientes eigenfunciones, dando como resultado dos
espacios de Hilbert independientes, cada uno describiendo el electrén en dos diferentes
grados de libertad en la 1ra zona de Brillouin.

0.31p

Figura 2.1 Gréfica de la densidad de probabilidad para cada eigenfuncion considerando la parte
radial, mostrando los primeros estados de menor energia (9 del espacio K en azul y 8 del espacio K’

hv

en rojo), en un punto cuantico con un radio de R=25nm y una profundidad de V=4= 10 = bajo un

campo magnético homogéneo de B=3.043 Teslas que rompe la degeneracion entre ambos espacios.

=12

=372
257 j=-312 ==

j=1172

0.24

O.IES 0.50
Fig 2.2.1: Espectro de energias con T = 1 (espacio de K).

. .
=0 = =72

j=-972

0.34

=112

0.24

0.‘28 0.|30
Fig 2.2.2: Espectro de energias con T = —1 (espacio de K’).
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Figura 2.2 Espectro de energias en un punto cuantico con un radio de R=25nm, bajo un campo

magnético homogéneo de 3.043 Teslas que rompe la degeneracion entre los estados de K (en azul)

con los estados de K’ (en rojo).
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A partir de este punto, la notacidn que se utiliza es para sefialar indice j y valle t es:

He|ija) = Eji|¥ya) (2.5)

Donde el subindice [j, 7] indica el eigenvalor de momento angular total j y a que
espacio de Hilbert T corresponde. Para cualquier valor de t, una funcion de onda que es
superposicion de sus eigenfunciones se representa como un vector columna de coeficientes C;
ordenados por el eigenvalor semientero j en orden ascendente:

t
W) = CJ’|II’[1',T]>E(Cﬂ C3_N’ v Capp Coappr Cippy Gz o C$' C%)

(2.6)

donde N es el tamafio del espacio. Para obtener una funcion de onda total del punto
cuantico de grafeno englobando los dos grados de libertad, se unen como la suma de ambos
espacios de Hilbert de la siguiente forma:

(H, 1 + IQH)|P;.41)® |‘/’[j’,—]> = (E[j,+] + E[j’,—]) Y4)® |¢[j’.—]> (2.7)

Cualquier combinacion de estados correspondientes a j y j' y superposicion de eigenestados
satisface la ecuacion de eigenvalores. Definido esto, es posible expresar la expansion de la
funcion arbitraria en la base total con un producto tensorial de ambas expansiones:

) = [W)®W_) = ;% Cijr [y, 41)® |¢U"‘]> (28)

Si los espacios H, y H_ son de dimension N, y N_, el espacio total es de N, N_.

El operador de evolucion temporal en un solo espacio es:

U,(t,ty) = et Hett-to) (2.9)
con h = 1 eVs. Aplicado sobre una superposicion lineal de estados:

U‘L’(t' t0)|1{’.[) = |Lp‘r: t; to) = Zj Cje_i}[r(t_t()) |¢[j,'r]) = Zj Cj |¢[j,‘r])e_i Ejm(t=to) (210)

Para representar la evolucion en el espacio total, se aplica el producto de Kronecker para de
la misma forma que en (2.8):

U(t, to)|¥) = |, t; ty) = e~t FLa®I+HIRI)(t=to) |y \Q|P_)
=%, % ij’e—l (H4 QI+IRH_)(t—to) |¢[j'+])® |¢[j,,_]> (2.11)

_ Z] Z], C]],e—l (E[j_+]+E[jl'_])(t—to) |l/)[],+])® |1/)[]/‘_]>
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Capitulo 2

Para efectos del estudio de control sobre el punto cuéntico circular de grafeno, debido
a los espacios K y de K’ son independientes, es posible estudiar la dinamica solo
considerando uno de estos espacios.

2.2 Base computacional

Una vez que se ha determinado las eigenfunciones y el espectro de energia correspondiente,
se procede a definir las propiedades de modelo a la aplicacion de procesamiento de
informacidn estableciendo la base computacional; esto es, seleccionar dos eigenestados para
que representen los vectores |0) y |1). En la figura 2.3 se muestran sefialados los estados que
se escogieron del espacio K para formar parte de la base computacional y en la figura 2.4 y
2.5 se muestra la gréfica de densidad de probabilidad para |y, ,) y |[—1,2) que corresponden
a los estados |0) y |1) respectivamente.

Para este trabajo por lo tanto, se seleccionan los estados de menor energia del espacio
correspondiente al punto de Dirac K, por lo que se deja de hacer distincion del valor de t
excluyendo el espacio K’ de nuestro problema, para trabajar solo con el espectro de energias
del espacio elegido.

E
0270y

o.2ss et |

0 5 10 15 20 25 !

Figura 2.3: Acercamiento de figura 2.1 donde se muestran Unicamente los cuatro estados de menor
energia correspondientes al espacio del punto de Dirac K. Se encierra en rojo los estados
seleccionados para formar la base computacional, i.e. |1/Jf/2) y |¢{1/2)_ Las eigenenergias son

EP, = .2492eVyEL,,, = 2551eV
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Capitulo 2

_Figura 2.4 Grafica de densidad de wIm:igura 2.5 Grafica de densidad de
probabilidad correspondiente al estado de probabilidad correspondiente al estado de
|11,2) en el espacio de K. |_1,2) en el espacio de K.

Utilizando la notacion mostrada en la ecuacion (2.6), se define los vectores que
representan los estados asignados a la base computacional:

W) =10)=(0, ., 0, 0, 1, 0, ., O)

(2.12)
Yl == ., 0 1 0 0 ., 0)

Se agrega a la notacion el superindice 0 0 1 para sefialar la asignacion a la base
computacional que se estard utilizando en este trabajo para el disefio de las compuertas
l6gicas. Considerando que el problema es dindmico sobre un espacio de Hilbert N-
dimensional, se plantean las condiciones iniciales posicionando la particula dentro del

subespacio de qubit, es decir, que |C_1/2|2 + |C1/2|2 =1, ie.
W, t)= (O, ., 0, C_ypp, Cijp, 0, .., 0)f (2.13)

Para determinar el vector objetivo, se opera una matriz de Pauli (aquella que deseamos
disefiar y es la compuerta cuantica correspondiente) sobre el estado inicial (2.13), obteniendo:

t
[Wonj) = gjusn|Wote) = (O = 0 Oty Cigpp O 0) (2.24)

Donde C1 , .y C-1 . son los valores objetivo de los coeficientes de expansion, g; ,,xy, €S
EOb] 70b1

una matriz cuadrada de N x N con la matriz de Pauli o; colocada en las posiciones
correspondiente al subespacio del qubit. Esta matriz determina la funcién objetivo |‘Pobj) al
operar sobre las condiciones iniciales |W,t,). La definicion del vector objetivo (2.14) nos
permite determinar la fidelidad de compuerta definida en la ecuacion (1.11). De esta manera
es posible comparar cualquier evolucién temporal con el vector objetivo, y de esta manera
evaluar si el operador de evolucion temporal que estamos disefiando hace el mismo efecto
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ue la matriz de transformacion o; ue representa el efecto ideal de una compuerta
i NXN
cuantica.

Debido a la naturaleza N-dimensional del problema, es de principal importancia disefiar
transformaciones que mantengan la densidad de probabilidad dentro del subespacio de qubit
durante toda la evolucion de la funcion de onda. Con esto es posible tener una buena
fidelidad de compuerta de tal manera que la aplicacién en serie de las compuertas cuanticas
no significara una perdida secuencial del electron sobre estados indeseables.

Finalmente, cabe destacar las graficas de densidad de probabilidad de cada uno de los
estados seleccionados para la base computacional, que muestran una clara diferencia en la
distribucion del electrén dentro del punto cuantico, en donde a menor energia, el electron
tiende a concentrarse en el centro (figura 2.4) y al aumentar la energia, se tiende a alejar del
centro y formar una 6rbita (figura 2.5) e incluso se puede apreciar en la figura 2.3 la
tendencia a aumentar el radio de la orbita con respecto al aumento de energia.
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CAPITULO 3

INTERACCIONES DEPENDIENTES DEL TIEMPO

A continuacion se describen los modelos de interacciones dependientes del tiempo,
con el proposito de determinar el efecto que tienen sobre la evolucion del sistema. Las
interacciones que se muestran en este capitulo corresponden a un campo eléctrico
oscilante y una modulacion de pulsos de voltaje dependientes del tiempo.

Primeramente se muestra el procedimiento analitico para determinar los elementos de
matriz correspondientes a los hamiltonianos de las interacciones dependientes del
tiempo para n-dimensiones. Después se aplica el marco de interaccion descrito en la
seccion 1.10, con el propdsito de obtener la evolucién de los coeficientes de
expansion.

Ademas, se presentan los resultados del problema de dos estados, aunque nuestro
sistema es mas grande , lo cual nos permite estudiar la situacion ideal que sirve de
base para comprender de forma analitica el efecto que tiene los parametros de control
en las rotaciones del vector de estado dentro de la esfera de Bloch, y obtener las
compuertas. Esto como un preambulo al problema principal de maximizacion de
fidelidad que resolvemos en el capitulo 4.



Interacciones dependientes del tiempo = eridl] (o))

3.1 Interaccién con Campo Eléctrico Oscilante.

Se utiliza el operador de momento dipolar eléctrico (seccion 1.11), y se agrega al sistema
como un potencial dependiente del tiempo:

Viaser (t) = ee(t) 'r (31)
donde &(t) = &g cos(w,t),
cosp cos @
£0=€0(sinp)'r=r(sin<p) (3.2

y donde el angulo p es el angulo de polarizacién del campo eléctrico, el cual es
constante en el tiempo. Se procede a determinar el marco de interaccion (seccion 1.10).

Los elementos de matriz (; |Viaser (t)|t0;) €n los estados j y | del punto cuantico se
obtienen de las integrales:

Viser (O = [ [ W; (r,0) () - )y (r. @) rdrdp  (33)

donde las funciones de onda corresponden a las descritas en (2.2), identificadas por
los indices semienteros j y . Para apreciar el efecto que tiene la direccidon del campo eléctrico
en las elementos de matriz del momento dipolar, se estudian dos casos por separado: Campo

~

eléctrico orientado en direccion X (polarizacién horizontal) y orientado en direccién y
(polarizacion vertical). Por simplicidad, en todo el trabajo se fija e=1 Coulomb.

Para la orientacion en direccion X (p = 0), el hamiltoniano es:
Vigser (t) = cos(wct) r cos ¢
Sustituyendo en (3.1), se determinan los elementos de matriz:
Viaser 1 (&) = cos(@t) ;" ) (r, @)y (r,0) cosp r?drdp  (3.4)

Debido a que la integral estd definida en el espacio, la dependencia temporal queda
sin cambiar y se procede a separar parte angular y parte radial. La integral de la ecuacion
(3.4) se puede resolver de la siguiente forma:

Viaser i = (J3 " 6] (@)81(@) cos ¢ dop) (f;" 2} M) r2dr)  (3.5)

recordando que la parte angular de la ecuacion (2.2) es:

ei(j_%)(p
eilivz)e
La solucion a la parte angular de la integral de la ecuacion (3.5) es:

17 67 (9)8,(9) cos @ dg = 81, (3.6)
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Interacciones dependientes del tiempo = eridl] (o))

n n 7 - - =z ~ s -
Similarmente, para un campo eléctrico en direccion y (p = ;), la integral para la parte
angular es:

7767 (@)6,(@)sing dg =i 8, (3.7)

Con campo eléctrico en direccion anti-paralela a las descritas, el resultado de la
ecuacion (3.6) y (3.7) es negativo. Considerando las integrales (3.6) y (3.7), podemos afirmar
que las reglas de transicion son establecidas por la parte angular de la funcién de onda y que
el electron bajo un momento dipolar eléctrico solo podrd pasar entre dos estados cuyos
indices cumplan con la igualdad [ = j + 1. Por lo tanto las componentes en diagonal de la
matriz Viaser(t) son 0, lo que significa que esta interaccion no modifica energias de sitio.
Ademas, también se puede afirmar que la orientacion de campo eléctrico sobre el eje y 0
sobre el eje x definen si la componente de matriz es compleja o real respectivamente, lo que
modifica el tipo de transformacion. Por lo que respecta a la parte radial de los elementos de
matriz, esta define la magnitud de la componente, la cual tiene gran importancia en la
frecuencia de oscilacion de los coeficientes de expansion como se verd mas adelante.
Aplicando el marco de interaccion mencionado en la ecuacion (1.31), el sistema de
ecuaciones diferenciales para la probabilidad de estar en el estado j al tiempo t es:

i % C;(t) = cos(w,t) X Vlaser;, C;(t)e" E1=EDt (3.8)

el cual es un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas que da respuesta a la
dependencia temporal de los coeficientes de expansion ante un dipolo eléctrico y sugiere
transiciones entre estados. Este sistema no tiene una solucion exacta para N-dimensiones y se
procede a solucionar por métodos numericos como Runge-Kutta (seccion 1.12).

3.2 Interaccidn con Pulsos de Voltaje

Se utiliza modulacién de pulsos de voltaje, controlando la magnitud y ancho de una sefal
cuadrada, el efecto energético es representado por el siguiente hamiltoniano:

Vgate(t) = Vo8 (—t + 7, + t0)8(t — t0)O(R — 1) (3.9)

E

Ty

Figura 3.1: Pulso cuadrado de magnitud Vg, y ancho z,,.

54
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donde la funcién 8 (x) es la funcion Heaviside:

1, x>0
1

0(x) = E, x=0
0, x<0

El hamiltoniano V gate corresponde a una sefial cuadrada de ancho 7, y magnitud V,
con inicio en t,, la cual Unicamente es aplicada dentro del punto cuantico donde r < R. Se
definen los elementos de matriz Vgate;;, que cuando el pulso se encuentra encendido (t0 <
t < (7, + ty,)), son dados por:

(Wi|vgate|w;) = Vyo (|0 (R — m)|w;) =
Vgate;; = Vg fozn fooo Y, (r, @) (r, )R — 1) rdrde
Vaatey; = Vyo (7" 67 (0)6;(0) do) (I3 xi ()x; () 7 dr)

La parte angular de las eigenfunciones (2.2) es la que confiere la propiedad de
ortogonalidad (simbolizada por una delta de Dirac), por lo tanto los elementos de matriz de
esta interaccion son:

R *
Vgatey = Vyoby; Jy xi (Mx;(r) v dr

R (3.10)
Vgate; = Vg, [, |x,(r)|? r dr = VyoVgate,;

Vgate,; es la integral de la densidad de probabilidad dentro del punto cuantico lo que
define la probabilidad de que el electron se encuentre dentro del mismo. Por lo que la matriz
Vgate(t) es diagonal (se elimina subindice I). Bajo el marco de interaccion, el sistema de
ecuaciones diferenciales para determinar los coeficientes de expansién es dado por:

i2-C(t) = Vgate; 8(—t + 7, + to)O(t —t)Gi(t)  (3.11)

Se puede observar que (3.11) es un sistema de ecuaciones desacoplado, no depende de
otros coeficientes de expansion, por lo tanto no produce transiciones entre estos. La solucion
a la ecuacion diferencial puede determinarse de manera analitica, obteniendo:

G (t0) t <ty
Ci(t) =1 C(t0)e Moo 9eer ) 10 < £ < (7, +8)  (3.12)
Cj (tO)e_iVHOVgateTJ' (to+1yp) ,t > (Tv + to)

Las soluciones a la ecuacion diferencial oscilan con frecuencia VoV gate,.;. Conforme se
sube en el espectro de energias, el electron se encuentra menos confinado, por lo tanto la
oscilacidon de los coeficientes de expansion también son menores ante esta perturbacion. La
diferencia entre las frecuencias de oscilacion de los estados participantes en la superposicion
permite inducir un desfasamiento relativo entre ellos.
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3.3 Planteamiento del Problema General de Control Para n Estados

El objetivo es crear un modelo general donde se involucre la interaccion con el voltaje de
compuerta y campo eléctrico oscilante en un espacio de n estados, de los cuales dos son la
base computacional de interés. Se representa el hamiltoniano de interaccion total al sumar las
interacciones representadas en las ecuaciones (3.1) y (3.9) para n-estados:

H(t) = H, + Vgate(t) + Viaser(t)

Siguiendo el orden de los estados definido en ecuacion (2.6), la representacion matricial del
hamiltoniano dependiente del tiempo para un problema general es:

/ Vgatei-n 0 \
2
0 R

H(t) = Ho + 0(—t + 1, + t0)O(t — t0) Vo | . . ' [ +
0 0 0 VgateN+1 /
/ Vlaserf’%’%ﬂ 0 \
| Vlaser 1-N 0 0 |
o COS('D) COS((UC ) | ’ 0 Vlaser N+1 N+1 | +
0 .'. f,T—l,?
\ 0 0 Vlaserfww_l 0
2 2
/ Vlasery’l’%Jr1 0 0 \
Vlaser 1N 0 0 |
£ sin(p) cos(wct)l 0 Viaser n+1  n+1 |
0 - Y1
\ 0 0 Viaser . n+in+1 0
Yot
(3.13)

Los parametros de control son:

e V,0: Magnitud del escalon de voltaje de compuerta.

e 7, : Ancho de pulso de voltaje de compuerta. (3.14)
e &, : Magnitud de campo eléctrico oscilante.
e p : Direccidn de campo eléctrico oscilante.

El parametro w,. es la frecuencia de campo eléctrico, el cual es ajustado en w, =
—E . ..
—~—1 para entrar en resonancia y promover transiciones entre ambos estados.

Finalmente, mediante la perspectiva de interaccidn, se determina el sistema de ecuaciones
diferenciales que da respuesta a la evolucion de los coeficientes de expansion frente a todas
las interacciones:

C (t) = VyoVgate,; 8(—t + 1, + t0)0(t — t0)C;(t) + &, cos(w,t) X; Viaser;; C,(t)e" Er-EDt
(3.15)
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Este sistema no tiene una solucién analitica, por lo que se vuelve necesario resolver el
problema de forma numérica. En este caso se utiliz6 el método Runge-Kutta de 4to orden
descrito en seccion 1.12.

La introduccion de ambas interacciones en el mismo sistema permite tener el control de la
fase relativa y de transiciones entre estados, lo cual en un espacio de Hilbert de dos estados se
interpreta como la capacidad de controlar rotaciones arbitrarias sobre los 3 ejes de la esfera
de Bloch.

El objetivo entonces es encontrar los parametros de control del hamiltoniano (3.13) que
no solo produzcan las transformaciones oy,0, y o, si no que ademas, se optimicen las
condiciones que permitan mantener la densidad de probabilidad de la particula
completamente dentro del subespacio del qubit evitando lo mas posible toda fuga de
probabilidad fuera de la base computacional durante todo el periodo de tiempo en el que
ocurre la transformacion. Esto hace la modelacion maés realista, pues los otros estados fuera
del espacio de qubit estarian presentes en condiciones experimentales.

3.4 Problema de dos estados

Debido a que el problema general de n-estados no tiene una solucion exacta, se procede a
resolver el problema de dos estados con el propésito de entender la dinamica ideal del
subespacio de qubit y su dependencia con los parametros de control de las interacciones. Para
demostrar los efectos de estas interacciones, se determinan las matrices en la base
computacional definida en (2.12).

3.4.1 Campo eléctrico oscilante y control de transiciones.

La matriz de momento dipolar eléctrico tiene la siguiente forma para los estados
seleccionados como base computacional:

0 Vi
Vigser (t) = €y cos(w(t — to)) Vi 202 (3.16)
272

donde V1-1 es el resultado de (3.5). Con el propdsito de practicidad en la notacion, se

2’2
hara referencia a la base computacional por lo que ahora se simbolizara como V, ;. Para
obtener la dindmica que se ve introducida en el sistema ante el campo eléctrico oscilante, se
expresa el hamiltoniano (3.1) bajo el marco de interaccion:

Vllaser (t) = ei:]{(t—tO)]/laSBT (t)e—L :}{(t_t()) (3'17)

Eo—Ey
h

(3.18)
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de donde obtendremos la representacion matricial:

i wo1(t—to)
0 Vore ) (3.19)

V*le—l'wm(t—to) 0

Viaser t) = €o COS((UC (t— to)) (
0

donde wy, es la frecuencia de resonancia entre los dos estados de la base
computacional. Experimentalmente, w, Se ajusta para coincidir con la frecuencia de
resonancia del sistema, de tal manera que la diferencia A, = wy; — . €s muy pequena.

Para aplicar la aproximaciéon de marco rotante, se compara la frecuencia w, con la
frecuencia de resonancia wy :

e ~twoi(t—to) COS((UC (t — to)) = %(ei(w01+wc)(t—t0) - ei(wm—wc)(t—to))

Esto es la suma de dos ondas, una con una frecuencia (wy; + w,) mucho mayor que
(wg; — w,), por lo que en un periodo considerable de tiempo, la frecuencia preponderante del
sistema es A,,_, mientras que (wo; + w.) promediado en el tiempo tiene un efecto minimo.
Por lo tanto es posible hacer la siguiente simplificacion:

0 VOleich(t_t0)>

Vo*le_iAwC(t_tO) 0 (3.20)

Viiaser () = 82_0<

valida para w. muy cerca de la frecuencia de resonancia. Por consiguiente, el sistema
de ecuaciones diferenciales que da respuesta a la evolucion de los coeficientes de expansion
es:

&

Co(t) = —( 2V eBect=t0) ¢, (¢)

2
) . 3.21
C,(t) = —i€2_0V0*1e_lA“’C(t_t°) Co(t) ( )
con condiciones iniciales:
Co(to)
w )= ( olto ) 3.22
| 0) Cl(to) ( )

El sistema de ecuaciones (3.21) es un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas
que establece una dependencia directa entra las oscilaciones de los coeficientes de expansion.
Estableciendo una situacion ideal donde el campo eléctrico se encuentra en resonancia con
ambos estados, i.e. A, = 0, las soluciones son:

Co(8) = Co(0) cos (2 Vo (e ~ t)) = £ €1(0) 2 sin (2 1Vos € — 1)
_ ot (3.23)
C1(©) = =1 Co(0) T sin (21V11(¢ = £0)) + C,(0) cos (L 1Vou (¢ — £))

Por lo tanto, el operador de evolucién temporal correspondiente al momento dipolar
eléctrico se puede representar como:
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.V .
cos (S;" [Voul (£ — to)) —i W—Oism (82—" [Voul(t — to))
Uiasser (t, to) = o (324)
N TR £ £
—i *==sin (; Voul(t — to)) cos (; Vol (t — to))

Notese que esta transformacion corresponde a los operadores de rotacion arbitraria
mostrados en las matrices (1.4) donde ¢ = &,|V;,|(t — t,), entonces:

Si Vo1 € R, Ujgsser (t; to) = X(¢)

. 3.25
Si V01 € C, Ulasser (t; to) = Y(¢) ( )

Como ya se demostré en la seccion 3.1, la componente de matriz pertenece al
conjunto de los numeros reales (V,; € R) para campos eléctricos con direccion x debido a la
integral (3.6), mientras que en direccion y, la componente de matriz pertenece a el conjunto
de los nameros complejos (V,; € C) debido a la integral (3.7).

Para lograr las transformaciones o, y o, dada una magnitud de campo eléctrico &, se
determina el tiempo de medicion bajo la siguiente relacion:

(tmed - to) = (2n+1) T[; new (326)

€olVo1l

La relacion entre g, vy t,,.q Mostrada en (3.26) se introduce en (3.24) y se obtiene:

_@2n+D)m
Ulasser:?(tmed: to) =e™ /ZO'x
2n+1)m (3-27)
— i /.
Ulasserg?(tmed: to) =e€ 20y

Por lo tanto, es posible provocar rotaciones en X(¢) y Y(¢) y transformaciones o, y
g, ajustando la magnitud del campo eléctrico y orientandolo en direccion X o direccion J
respectivamente (véase Apéndice B donde se encuentran ejemplos ilustrativos del efecto de la
orientacion) Ademas se introduce una fase comun, la cual es irrelevante en términos de
medicion y en la determinacién de la densidad de probabilidad.

3.4.2 Pulso de voltaje e introduccion de fase relativa.

Acorde a la solucién mostrada en (3.12), el operador de evolucion temporal provocado por la
interaccién con el voltaje de compuerta sobre un espacio de dos estados se puede expresar
como:

(3.27)

—i VQOVgaterO (t—to) 0 )

I
UVGate (t' to) - ( 0 e—i VgoVgatery (t—to)

Esta interaccién no causa transiciones entre estados pero si modifica la fase, de tal
manera que la aplicacién de un voltaje de compuerta provoca una rotacién en el plano
complejo con frecuencia VoV gate,,. Para producir una transformacion o, el sistema debe
oscilar el tiempo suficiente para lograr un desfase debido a la diferencia que hay entre las
elementos de matriz expresadas en la ecuacion (3.10). Se consideran las condiciones iniciales
de (3.22) y la funcién objetivo como:
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Interacciones dependientes del tiempo = eridl] (o))

_ (1 0 Co(to)) . ( Co(to) )
o) = 2% = (5 21) (o) = (CEscon (529
La probabilidad de que W(t) evolucione a la funcién objetivo |Wy,;) es:

[(ou, ¥ )] =
|Co (E)|* + 1C1 (E)1* — 21Co (60D 121 C1 (t0) 1% cos(Vgo(Vgater, — Vgatery)(t — to))

Si se requiere que la fidelidad de compuerta sea total, es decir, que en un tiempo de
medicion t,,.4, la probabilidad sea 1, entonces:

[Co(t)I* + 1€t |* — 2|Co (t) [21C1(Eg) 1% cos(Vgo(Vgatey, — Vgatery) (tmeqa — to)) =1

cos(Vgo(Vgate,, — Vgatery) (tmeqa — to)) = —1 (3.29)

s
(tmed a tO) B (27’1 + 1) Vgo(Vgaters—Vgatery) =Ty NE Z (330)

Sustituyendo (3.30) en (3.27):

. Vgate
e_l (2n+1) T Vgaterl—Vzoatero 0
UVGate (tO, tmed) = Vgaterq
(3.31)

0 e_l(2n+1) T Vgater1—-Vgaterg

Vgate
Vgate . —Vgate

Vgate,,

—i(2n+1) —
Vgate ;—Vgate,
rl r0 O-Z

(1 0 ) _ e—i(2n+1)n
0

= U, (t0,tpeq) = € .

logrando la transformacion a, con una fase comdn dependiente de los elementos de
matriz. La pequefia diferencia entre los elementos de matriz eventualmente provoca el
desfase entre los dos estados (véase un ejemplo en Apéndice C).

Cabe mencionar que si el modelo de punto cuantico se hubiera considerado con un
potencial de confinamiento infinito, esta transformacion sélo habria sido posible si se
considerara un electrodo de radio menor al radio del punto cuéntico para provocar que los
elementos de matriz difirieran.
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CAPITULO 4

DISENO Y OPTIMIZACION DE COMPUERTAS LOGICAS
CUANTICAS MEDIANTE ALGORITMO GENETICO

Debido a que el problema de control que se presenta en este trabajo es de naturaleza
multidimensional con varios parametros y con resultados extremadamente oscilantes,
se propone plantear un problema de maximizacion y resolver mediante un algoritmo
genético (seccion 1.13). El problema se reduce fundamentalmente a aplicar un
algoritmo de busqueda que encuentre la mejor combinacion de parametros de control
para lograr la transformacion que se desea disefiar y mantener el electron dentro del
espacio de qubit. Para darle implementacion al algoritmo de busqueda y resolver el
problema de disefio de compuertas logicas cuanticas, se necesita cumplir los
siguientes requerimientos:

e Establecer un dominio de valores para los diferentes pardmetros de
control, es decir, establecer el area de busqueda.

e La determinacion de una funcion fitness, que da como resultado un
namero entre 0 y 1 que indica el grado de adaptacién del individuo, es
decir, el grado de eficiencia de los parametros de control seleccionados
para lograr una transformacion deseada desde to a un tiempo de
medicion tmed.

En este capitulo se realizan las definiciones necesarias para poder aplicar el algoritmo
de busqueda en la solucion al problema de control. Se muestran los resultados de la
busqueda y las evoluciones de los coeficientes de expansion ante los parametros de
control obtenidos, verificando si efectivamente tales evoluciones corresponden a las
compuertas logicas de un qubit oy, 0, y o,.
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4.1 Parametros de Control

Los dominios de valores para los parametros de control se seleccionan con el objetivo de que
el problema general n-dimensional tenga una dindmica lo mas cercana a la ideal que es el
problema de dos estados estudiados en la seccion 3.4.

El planteamiento del problema de dos estados nos permitié encontrar la relacién que
existe entre los parametros de control y el periodo de tiempo de oscilacion de los coeficientes
de expansion en las ecuaciones en (3.26) para las transformaciones oy, o, y (3.30) para la
transformacion o,. Por lo tanto, el dominio de los parametros lo estableceremos considerando
dichas relaciones de tal manera que dado un requerimiento especifico para la magnitud del
potencial eléctrico dependiente del tiempo o para el tiempo de medicion, se podra estimar el
dominio de los pardmetros de control que permitan cumplir con tales requerimientos.

Establecemos como requerimiento un tiempo de medicion maximo. Sobre éste se
determina el minimo de la magnitud del campo eléctrico, utilizando la relacion (3.25):

Vs
Eomin =

tmed|V01|

donde |V, | es la magnitud del elemento de matriz de momento dipolar eléctrico que
interconecta los dos estados seleccionados para formar el espacio de qubit. Al delimitar &,
nos aseguramos que las soluciones que buscara el algoritmo genético completen su
transformacion dentro de la ventana de tiempo predeterminada. Entonces, los rangos de
valores para los parametros de control (3.14) que participan en el hamiltoniano (3.13) se
definen como:

VgO: {0, Vmax}
Ty: {0, tmed} (4.1)
€o: {SOmin: SOmax}
p : {0, 2m}
El valor maximo de Vg, y &, se puede establecer de forma arbitraria debido a que el

algoritmo genético convergera en aquellos que contribuyan a un mayor valor de fitness y
logren la transformacion que estemos disefiando.

4.2 Funcién fitness

Como ya se ha mencionado, el céalculo de fidelidad de compuerta mostrado en (1.10)
nos da informacion sobre que tanto se parece una funcién de onda a una funcién objetivo, lo
cual podemos utilizar para verificar la eficacia de los pardmetros de control para hacer la
operacion deseada desde to al tiempo t,,.q. Ademas, como medida de seguridad adicional,
mediremos la probabilidad de que el vector de estado haya vuelto a la condicion inicial en el
doble de tiempo de medicion (2t,,.q), debido a cualquiera de las matrices de Pauli al ser
aplicadas de manera consecutiva dan como resultado la matriz identidad. Por lo tanto la
medicion de fitness la definimos como:
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fitness = |<lpobj|l'p(tmed)>|2 X |(‘p0|‘p(2tmed))|2 (42)

El primer factor nos dice la fidelidad de compuerta al provocar una transicion desde la
condicion inicial hasta una funcién objetivo en el tiempo tmed y €l segundo factor nos indica la
fidelidad de compuerta que hay para regresar esta misma funcién a la condicion inicial en el
doble de tiempo de medicion 2tmed. Esta medicién da como resultado un namero real entre 0
y 1. El criterio de optimizacion del algoritmo genético serd encontrar la combinacion de
parametros de control que den como resultado un valor de fittness lo mas cercano a 1.

4.3 Planteamiento de problema de control

Para el problema de control, se define un espacio de Hilbert de 6 estados, que son los estados
de menor energia correspondientes al punto cuantico que se muestra en la figura 2.1, en

donde se selecciona como qubits los dos estados de menor energia, |¢§’/2) y |¢31/2) , COMo

qubit como se muestra en la seccion 2.1. Se calculan los elementos de matriz (3.4) y (3.10)
para el espacio de 6 estados y se obtiene:

|‘//75/2> |'//73/2> |l//171/2> |l//01/2> |'//3/2> |‘/’5/2>
.98548 V.si2)
99027 W 52)
199452 v 10)
.99790 %

99477
.99108

Vgate(t)=0(-t+z,+t0)0(t-t0) V,,

|W_5-2> |W_3-2> |‘f/1_1-2> |W01-2> |W3-2) |W5-2>

0 8276072 |lwis )
8276077 0 7.43070€” |weany
. . 1

I ig w 12
Viaser(t) = & cos (@) 7.43070e 0 } 5.95036e | \ 1 )
- 5.95036¢77 0 6.06391¢" v’ )

6.06391e7 0 7.571592" |% 1}

7.57159¢7% 0 v, :>

(4.4)

Las matrices (4.4) y (4.3) se sustituyen en el hamiltoniano (3.13) para obtener el
sistema de control para el espacio de 6 estados.

Cabe mencionar que dentro de un contexto experimental, el esquema de control en
donde se presenta este hamiltoniano consiste en un laser calibrado para entrar en resonancia
con los estados que conforman el qubit y dirigido durante un periodo de tiempo sobre el
punto cuantico. A su vez un electrodo aplica un potencial de confinamiento circular que da
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lugar a estados ligados pero ademas provee de la capacidad de manipular este potencial a
modo de pulsos de voltaje que modifican las energias de sitio. Acorde a la definicion del
subespacio de qubit de la seccion 2.2, la longitud de onda se calcula considerando la
diferencia de eigenenergias correspondientes a cada estado:

2mwch

Alaser = FEO = 21235um (45)

Con lo cual el sistema de control entra en resonancia con el subespacio de qubit para
producir transiciones. Esta longitud de onda se encuentra dentro del espectro FIR (far-
infrared), que se puede lograr con dispositivos de luz coherente en el rango de los terahertz.

Existen varias investigaciones que estudian la implementacion de luz coherente en el
rango de los terahertz para control cuantico, con el propdsito de obtener transiciones mas
controladas entre estados con un gap de energia pequefio. Los investigadores Rangan, C. y
Bucksbaum, P. H publican en el 2001 un articulo en el que se manejan transiciones entre
estados atbmicos con namero cuantico muy elevado mediante FIR, donde los gaps de energia
entre estados son muy pequefios, por otro lado, el equipo de investigacion de R&sénen, E. et.
Al en el 2007 también estudio tedricamente la aplicacion de este tipo de radiacion para
controlar transiciones entre los estados cuanticos de un anillo cudntico semiconductor,
utilizando un laser con polarizacion circular.

Antes de comenzar a implementar el algoritmo genético, es necesario aclarar que
durante toda la simulacién que se maneja en esta tesis, se trabaja con unidades de tiempo

.. h , . . .y . .
definidas como s = > ademas la frecuencia de oscilacion del campo eléctrico se encuentra

fija para resonar con la base computacional elegida (ver figura 2.3), por lo tanto para
determinar esta frecuencia, se considera las eigenenergias de los estados:

1 _ 0
we = 22 = 0058385 (4.6)

Se pone como requerimiento un tiempo de medicién maximo t,,.q; = 7500 con lo cual se
determina el valor minimo de g con la ecuacion (3.26), los demés rangos se definieron de
forma arbitraria. Para este problema especifico los dominios de valores para los parametros
de control definidos en (4.1) se establecieron de la siguiente manera:

Vyo: 0,.15}
7,:{0,7500}
g0:{7.039 x 1075,.003}
p:{0, 2w}

(4.7)

Sobre este espacio de puntos o de individuos, se genera inicialmente una poblacion
aleatoria de 50 individuos los cuales cruzaran su material genético y competiran durante 50
generaciones. Por cada generacion se llevara registro del individuo mas apto. Se configura el
algoritmo genético con una probabilidad de cruce entre individuos del 90% y probabilidad de
mutacion de .9%, finalmente después de 50 iteraciones, se llega a un individuo que posee los
parametros de control 6ptimos para llevar a cabo la transformacion deseada.
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Para las simulaciones que se mostrardn a continuacion, se hicieron las simulaciones
estableciendo como condicion inicial un estado completamente arbitrario:

0
0
136756
o3 | (49
0
0

|¥,) =.36756 |0) +.93i|1) = |

Cabe sefalar que una condicion inicial como esta, al no ser eigenvector de los
operadores oy, 0, Y 0, €s un buen punto de partida para hacer el disefio de las compuertas
debido a que toda informacion relacionada con fase relativa y magnitudes de probabilidad
deberan evolucionar acorde a los requerimientos del disefio, dictados por la ecuacién de
fitness (4.2), y los parametros de control obtenidos de estas simulaciones también seran Utiles
para cualquier otra condicion inicial, lo cual se comprueba en el capitulo 5, al aplicar las
compuertas logicas disefiadas a otras simulaciones.

Por lo tanto, el disefio de las compuertas l0gicas cuanticas se hard aplicando el
algoritmo genético al espacio delimitado por los dominios (4.7), encontrando el fittness de los
individuos segun la ecuacion (4.2). Los resultados se exponen con més detalle a continuacion.
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4.3.1 Disefio de compuerta l6gica cuantica o,

En la figura 4.1 se muestra el valor de fitness por cada individuo generado para encontrar la
mejor combinacion de parametros de control para el disefio de la compuerta cuéntica oy.

Sfitmesser
1001

095+

0.90+

0.85+

Iterations

Figura 4.1 Mejores individuos de 50 generaciones de 50 individuos cada una, generadas para el
disefio de la compuerta ldgica cuantica o,.

El algoritmo genético obtiene el mejor individuo con un fitness(t.q) = .977086,
los parametros de control correspondientes son:

Vg0 = .0003685

T, = 4215957
g = .0000924 (4.9)
p=.9931nrn

La dinamica del vector de estado ante esta transformacion se muestra en las figuras
4.2 a 4.4. En la figura 4.2 se muestra la dinAmica de la probabilidad de cada estado que
compone la funcidn de onda. Notese que se provocan transiciones pero también hay una fuga
de probabilidad importante al estado |l/)_3/2). En la figura 4.3 podemos ver con mas claridad
la dinamica de los coeficientes de expansion: en tmeq l0S valores iniciales de los coeficientes
se intercambian; sin embargo en 2tmeq €l valor de los coeficientes no deja claro cuél es la
orientacion del vector de estado debido a la introduccién de la fase comun, sin embargo en la
figura 4.4 se puede apreciar claramente la dindmica de los dos factores que componente la
medicion de fittness, dandonos certeza de que el conjunto de valores (4.9) provoca una
transformacion o, en tmed Yy ademas es una transformacion unitaria.
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Figura 4.2 Gréfica de probabilidad dependiente del tiempo con estado inicial |¥,), se sefialan los
tiempos de medicion en color naranja.

e

Figura 4.3 Gréfica de la parte real e imaginaria de cada uno de los coeficientes de expansién
dependientes del tiempo con estado inicial |¥,), se sefialan los tiempos de medicion en color naranja.
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tmed 2tmed

Probabilidad[t]
10

0.8}

0.6f
— Flt)

0.4}
—— KirolufD)?

0.2p

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Figura 4.4 Gréfica de fidelidad de compuerta (F;;, en azul) y la grafica de probabilidad de
encontrarse en el estado inicial (negro), se sefialan los tiempos de medicion en color naranja.

Probabilidad 2 z
() CL1 (D)
2 2
to .8649 .1351
tmed .1599 .82034
2tmed .85751 . 14126
Valores de coeficientes de c2(t) Ci(t)
expansion 2 2
to .93i .36756
tmed 0.380739 + 0.1226141 —0.2452 + 0.8718i
2tmed —0.4221 + 0.8242i 0.3256 +0.1876i

Tabla 4.1 Valores de probabilidad y coeficientes de expansion bajo el efecto de la
transformacion ox a diferentes tiempos: to, tmed Y 2tmed.

Los resultados que se muestran en la tabla 4.1 indican que la compuerta esta
introduciendo una fase comun a la funcion de onda, lo cual no modifica la transicion ni la
fidelidad de la compuerta. En la figura 4.4 se muestra la fidelidad de compuerta F, es
|(1/)0bj|1/)(tmed))|2 = .978644, y se comprueba su propiedad unitaria con la probabilidad de
encontrarse en el estado inicial al aplicar nuevamente la compuerta, esto es
(Yo [ (2tmea))? = .998408.
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4.3.2 Disefio de compuerta l6gica cuantica o,

Al igual que en la seccion 4.3.1, en la figura 4.5 se muestra el valor de fitness por cada
individuo generado para encontrar la mejor combinacion de pardmetros para el disefio de la
compuerta cuantica o,

Sfittness oy
1.00

0.95

0.90

0.85

Tterationg]
0 10 20 30 40 50

Figura 4.5 Mejores individuos de 50 generaciones de 50 individuos cada una, generadas para el
disefio de la compuerta logica cuantica g,,.

El algoritmo genético obtiene el mejor individuo con un fitness(t,.q) = .984415, los
parametros de control son:

Vo = .004883
7, = 10.5388
g, = .0000928 (4.10)
p = 4866771

La dinamica del vector de estado ante esta transformacion se muestra en las figuras
4.6 a 4.8 de la misma manera que se abordd con el disefio de la compuerta o,. En la figura
4.6 se muestra la dinamica de la probabilidad de cada estado que compone la funcion de
onda, donde también podemos apreciar fuga de probabilidad al estado |1/;_3/2) durante la
evolucidn. En la figura 4.7 podemos ver con mas claridad la dindmica de los coeficientes de
expansion; sin embargo en la figura 4.8 se grafica la dindmica de los dos factores que
componen la medicion de fitness, dandonos certeza de que el conjunto de valores (4.10)
provoca una transformacion o, en tmes y ademas es una transformacion unitaria.
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Figura 4.6 Grafica de probabilidad dependiente del tiempo con estado inicial |¥,), se sefialan los

tiempos de medicion en color naranja.

Figura 4.7 Grafica de la parte real e imaginaria de cada uno de los coeficientes de expansion
dependientes del tiempo con estado inicial |¥,), se sefialan los tiempos de medicion en color naranja.
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Probabilidad[t]
1:
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Figura 4.8 Grafica de fidelidad de compuerta (Fay en azul) y la grafica de probabilidad de
encontrarse en el estado inicial (negro), se sefialan los tiempos de medicidn en color naranja.

Probabilidad 2 2
() CL1 (D)
2 2
to .8649 .1351
tmed .10778 .87816
2tmed .86933 .12818
Valores de coeficientes de c(t) Ci(t)
expansion 2 2
to .93i .36756
tmed 0.32175+ 0.06523i 0.19147 — 0.91733i
2tmed 0.34425 — 0.8665i —0.3280 — 0.14344i

Tabla 4.2 Valores de probabilidad y coeficientes de expansion bajo el efecto de la
transformacion oy a diferentes tiempos: to, tmed Y 2tmed.

Los resultados mostrados en la tabla 4.2 indican que la compuerta esta introduciendo
una fase comun a la funcion de onda. En la figura 4.8 se muestra la fidelidad de compuerta

F,, es |<l/)0bj|l/)(tmed))|2=.98663, y se comprueba su propiedad unitaria con la

probabilidad de encontrarse en el estado inicial al aplicar nuevamente la compuerta, esto es
(Yol 2tmea))|? = .997523.

4.3.3 Disefio de compuerta légica cuantica o,

El disefio de la compuerta o, es diferente y mas simple que las otras dos compuertas
cuanticas debido a que unicamente modifica las energias de sitio del sistema, por lo que el
hamiltoniano que define su dindmica es una matriz diagonal, y como ya se mostrd en la
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seccion 3.2 y se concluyd sobre la ecuacion (3.11), esta interaccion se caracteriza por un
sistema de ecuaciones diferenciales desacopladas, lo que indica que no es necesario lidiar con
transiciones. Por esto, es conveniente fijar la magnitud del campo eléctrico oscilante ¢, = 0.

Para este ejemplo, se requerira disefiar una compuerta logica cuantica o, con un ancho
de pulso v = 5000. Acorde a la ecuacion (3.30), la magnitud del voltaje de compuerta a

aplicar sera de:

s
= 0.1859

Vgo =
TV (Vgatel - Vgate__l)
2 2

donde Vgate-1 = .9945222 y Vgate:r = .9979021 son los resultados de las integrales
2 2

de traslape de la ecuacién (3.10) y a su vez son el factor que define el peso de la interaccion
en el estado sobre el estado que le corresponde. Considerando esto, los Gnicos parametros de
control necesario para provocar la transformacién o, son:

Vgo = .1859

7, = 5000 411
EO = 0 ( ' )
p=0

Para mostrar los resultados, se hace una simulacion donde se aplican los pardmetros
(4.11) durante un periodo T, posteriormente se hace una pausa (1500 unidades de tiempo)
para apreciar el estado al tiempo t,,.4, Y finalmente se vuelve a aplicar la misma compuerta
para regresar el vector de estado a la condicidn inicial. La respuesta del sistema se muestra
desde la figura 4.9 ala 4.11.

cji? . e

IC4[t]?
0.3}

— [Cs[tP

0.6F
— |Ce[t]P

[e¥(lily
04}

— |C8[t]P

lcortP

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Figura 4.9 Grafica de probabilidad dependiente del tiempo con estado inicial |¥,), se sefialan los
tiempos de medicién en color naranja. Las probabilidades son invariables debido a que la
transformacion no provoca transiciones entre estados.
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Re[C_ 5 1
RelC 5]
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Figura 4.10 Grafica de la parte real e imaginaria de cada uno de los coeficientes de expansién
dependientes del tiempo con estado inicial |¥,), se sefialan los tiempos de medicion en color naranja.
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Figura 4.11 Grafica de fidelidad de compuerta (F;, en azul) y la grafica de probabilidad de
encontrarse en el estado inicial (negro), se sefialan los tiempos de medicion en color naranja.

En la figura 4.9 se muestra que las probabilidades iniciales, las cuales se mantienen durante
todo el proceso ya que la transformacion no provoca transiciones entre estados. En la figura
4.10 se muestra la evolucién de los coeficientes de expansion y 4.11 la fidelidad de
compuerta F, asi como la probabilidad de que el vector de estado se encuentra en la
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condicion inicial. Esta Ultima grafica sefiala que la transformacion tiene el efecto de una
compuerta o, ideal.

Valores de coeficientes C(t) ci(t)
de expansion 2 2
to .93i .36756
tmed 0.6432 + 0.6716i —0.2654 + 0.2542i
2tmeq + 1500 0.5776 + 0.7288i = —.0362 +.838i

Tabla 4.3 Valores de coeficientes de expansion bajo el efecto de la transformacion o
a diferentes tiempos: to, tmed Y (2tmea+1500).

Sin embargo, los resultados mostrados indican que la compuerta esta introduciendo una
fase comun al sistema durante la transformacion, dada por:

Vgateq

elv = ¢~ " Vgate,-vgate; = 7222 — 6917i (4.12)
Multiplicando el resultado de la transformacion por el producto conjugado de la fase comun:

931 )

e_iUUo'Z(tmed; to)|lpo) = e—ivll_p, tmed; tO) - (— 36756

Se puede apreciar claramente que la transformacion introdujo una fase relativa e =™ al estado
inicial obteniendo la funcién objetivo, lo que indica confirma que la compuerta cuantica o, se
ha aplicado satisfactoriamente.

74

Capitulo 4



ptimizacion de compuertas l6gicas cuanticas mediante algoritmo genético

CAPITULO S

DINAMICA DE DENSIDAD Y CORRIENTE DE PROBABILIDAD
ANTE EL EFECTO DE LAS COMPUERTAS CUANTICAS

En este capitulo se presenta la evolucion de la densidad de probabilidad y corriente de
probabilidad dentro del punto cuantico ante la aplicacion de las transformaciones
disefiadas en el capitulo 4.

Se propone comparar las evoluciones dindmicas hechas entre las compuertas cx Y oy,
y entre la compuerta o, y la evolucion estacionaria con el proposito de observar
comportamientos caracteristicos de la densidad de probabilidad dentro del punto
cuantico de grafeno ante la aplicacion de una compuerta especifica.

Adicionalmente, se calcula y grafica la evolucion de la de la corriente de probabilidad
para representar de manera mas completa el efecto fisico de las compuertas y la
dinamica del electrén confinado en la estructura del punto cuéntico de grafeno.
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5.1 Visualizacién de la base computacional.

Se desea mostrar de manera grafica la densidad y corriente de probabilidad para la
base computacional definida en la ecuacion (2.12). Se visualiza la probabilidad como una
grafica de densidad y sobre de ella se muestra la corriente de probabilidad como un campo
vectorial. Cabe sefialar que para proposito de visualizacion en esta seccion, el campo
vectorial que representa la corriente de probabilidad fue graficado utilizando el sistema de
coordenadas cartesianas definido en la ecuacion 1.4. Posteriormente se mostrara en
coordenadas polares para un analisis mas adecuado a la geometria del problema.

Figura 5.1 Grafica de densidad de Figura 5.2 Gréfica de densidad de
probabilidad y corriente de probabilidad, probabilidad y corriente de probabilidad,
correspondiente al estado [0). correspondiente al estado |1).

Considerando los estados de la base computacional, se grafica en la figura 5.1 y 5.2 la
corriente de probabilidad y distribucion de probabilidad dentro del punto cuantico para los
estados de la base computacional |0)y |1) respectivamente.

Notese como la corriente de probabilidad para el estado |0) indica que la nube de
probabilidad gira sobre su propio eje en sentido anti-horario, mientras que en el estado |1) se
pueden apreciar dos flujos de probabilidad contrapuestos dentro y fuera de la 6rbita formada.
Para todas las simulaciones de la dindmica que se mostraran en esta seccidn, se considera el

tiempo inicial to=0 con unidades de tiempo de s = h/eV'

5.2 Comparacién entre transformaciones

Primeramente, en la siguiente seccion estudiaremos los efectos provocados por las
transformaciones o, y o, con el propdsito de identificar si es evidente algun efecto
caracteristico de estas compuertas en la dinamica de la particula en el punto cuantico. Se
analizara la transformacion o, la cual sabemos no produce transiciones, por lo que se
procederd a contrastarla contra una dindmica estacionaria, lo cual se presentara con mas
detalle en la seccion 5.2.2.
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5.2.1 Comparacion de dinamica de densidad y corriente de probabilidad entre
las compuerta g, vy g,

Los resultados obtenidos en el capitulo 4 sefialan que las transformaciones o, y o,
provocan por igual transiciones entre los estados de la base computacional, con la diferencia
de que la transformacion o, introduce una fase relativa lo cual es evidente al calcular la
fidelidad de compuerta y observar la dependencia temporal de los coeficientes de expansién.
Sin embargo, es de interés apreciar de manera visual esa introduccion de fase durante la
dindmica de transicién para registrar como afecta en la densidad, corriente de probabilidad o
en ambas.

Se procede a aplicar las transformaciones para provocar una transicién desde el estado inicial
|, t,) = |0) hasta lograr |W¥, t,,.q) = |1) (cabe recordar que la fase comin introducida por
a, no se refleja en la transicion y por lo tanto no se considera en el analisis). Se recolectaron
gréficas a intervalos de tiempo regulares en ambas transformaciones para hacer una
comparacion.

-20 -10 o 10 20 -20 -10 0 10 20 -20 -10 o 10 20

Figura 5.3 Evolucién de funcién de onda ante el efecto de la compuerta ldgica cuantica o, con
estado inicial |¥,) = |0). Se muestra la distribucién de probabilidad y el campo vectorial que
representa la corriente de probabilidad.
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Figura 5.4 Evolucion de funcion de onda ante el efecto de la compuerta logica cuantica o, con

estado inicial |¥,) = |0), induciendo la transicion al estado |1). Se muestra la distribucion de
probabilidad y el campo vectorial que representa la corriente de probabilidad.

En las figuras 5.3 y 5.4 se muestra una serie de graficas donde se presenta la transicion dentro
de la base computacional inducida por las transformaciones o, y o, respectivamente. Es
interesante observar el proceso de transformacion que sufre la distribucion de la probabilidad
al provocar la transicion con cualquiera de las dos compuertas ldgicas cuanticas, donde se
aprecia como la corriente de probabilidad evoluciona junto con la nube de probabilidad con
una simetria circular, gira inicialmente sobre su propio eje en el estado |0) en sentido anti-
horario, y gradualmente se deforma junto con la nube, la cual continua girando alrededor del
centro del punto cuédntico hasta que se crea una concavidad en su centro, obteniendo una
orbita con dos flujos de corriente en sentido contrario, caracteristico del estado |1) (fig. 5.2).

Comparando las dinamicas de evolucion, las graficas sugieren que la introduccion de una fase
relativa por parte de la transformacion o,, se manifiesta en un desfase en el giro y posicion de
la distribucion de probabilidad alrededor del centro del punto cuantico con respecto a la
dinamica que se presenta para el efecto de la compuerta a,. Por ejemplo, noétese como
aproximadamente a la mitad de la transicion (fig 5.4, t=2840), la densidad de probabilidad
tiene la misma distribucion en ambas transformaciones, sin embargo se encuentran desfasada
(en diferente posicién) con respecto a lo que se aprecia en el mismo instante en la
transformacion o, (fig 5.3, t=2840).
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5.2.2 Comparacion de dinamica de densidad y corriente de probabilidad entre la
compuerta g, Vy la dindmica estacionaria.

Para ser consistentes con el analisis de las compuertas l6gicas cuanticas, se aplicara el
mismo proceso de visualizacion y comparacion con la transformacion o,. Sin embargo,
debido a que esta compuerta no provoca transiciones entre estados, sera Util contrastarla con
la dindmica estacionaria de una superposicion de estados, esto con el prop6sito de tener un
punto de referencia con el cual se pueda apreciar el efecto que tiene esta transformacion. Se
comenzara con dos diferentes condiciones iniciales en dos simulaciones diferentes; sin
embargo, a una de ellas se le aplicara la transformacién o, mientras la otra se dejara en
dindmica estacionaria, se dejaran evolucionar hasta el tiempo de medicion. Por lo tanto:

1. En la primera simulacion se aplicara la compuerta o, a la condicion inicial |¥,) =
%(IO) + |1)) con el propdsito de obtener al tiempo de medicion la funcién de onda

1
|lp’ tmed) = ﬁ (lo) - |1))
2. En la segunda simulacion, se establecera como condicién inicial el estado |¥,) =
% (]0) — [1)) y se graficara su dinamica estacionaria desde to hasta tmed.

La finalidad de que estas dos simulaciones tengan diferentes condiciones iniciales es observar
. Yy e 1 .
como al aplicar o, a la condicion inicial |¥,) = \/_§(|0> + |1)), provocamos que en el tiempo

- g . . - . . . 1
tmed SU dinamica eventualmente converja con la dindmica estacionaria de 5 (10y —|1)).

En la figura 5.5 se muestra la distribucién y corriente de probabilidad del estado inicial
| Wy, to) = %(IO) + |1)), mientras que en la figura 5.6 se muestra el estado |W¥,t,,0q) =

% (]0) — |1)). El objetivo fundamental de esta seccién es comprobar si la compuerta o, logra

transformar la funcion de onda desde la distribucion mostrada en la figura 5.5 hasta la
distribucion mostrada en la figura 5.6 al tiempo de medicién tmed.

Figura 5.5 Grafica de densidad de Frigura715.6 Grafica de densidad de
probabilidad y corriente de probabilidad,  probabilidad y corriente de probabilidad,
correspondiente al estado inicial ¥y, to) =  correspondiente al estado |W, tpeq) =
1
=0} +[1)). 7 (10) = 11)) donde tnea=5000.
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Para poder hacer la comparacion, se elaboraron gréficas correspondientes a las dos
simulaciones. En la figura 5.7 se puede apreciar la dindmica estacionaria de la particula

dentro del punto cuantico con funcion de onda |¥,) = %(IO) — |1)) donde t,,.4=0 (nbtese

que la distribucion es diferente a la figura 5.6 aunque sea la misma superposicion de estados,
debido a que la distribucion mostrada en esa figura se encuentra graficada en t=5000),
graficada a intervalos regulares hasta llegar a tmes=5000.

Figura 5.7 Evolucion estacionaria del estado |¥,) = \/—15 (J0) — 1)). Se muestra la distribucion de

probabilidad y el campo vectorial que representa la corriente de probabilidad.
En la figura 5.8, se muestra el efecto de la transformacion o, sobre el estado inicial |¥,) =

%(IO)+I1)), la cual inicialmente tiene la distribucibn mostrada en la figura 5.5.

Comparando ambas dindmicas (fig 5.7 y 5.8) se aprecia un desplazamiento angular de la
densidad de probabilidad en sentido horario alrededor del punto cuantico, sin embargo, ante
la transformacion o, se aprecia que gradualmente se va introduciendo una fase en el giro

hasta obtener el estado |W,t,,0q) = %(IO) —|1)), lo cual es evidente en las gréaficas al

verificar que la distribucion y posicién de la nube de probabilidad de ambas simulaciones
tiende a converger a medida que se acerca al tiempo de medicion t,,,,;=5000.
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-20 -10 o 10 20 -20 -10 0 10 20 -20 -10 o 10 20

Figura 5.8 Evolucidn de funcién de onda ante el efecto de la compuerta logica cuantica g, con

estado inicial |¥,) = % (]0) + |1)). Notese la convergencia con la figura 5.7 en t=5000.

Estas comparaciones sugieren que la introduccién de una fase relativa entre ambos estados de
la base computacional debido al efecto de la compuerta trae como consecuencia la
modificacion de la trayectoria natural y posicion de la distribucion de probabilidad dentro del
punto cuantico al estar aplicando un pulso cuadrado de voltaje por medio de una compuerta
dentro de los limites del punto cuantico (secciones 4.3.3 y 3.4.2). Al cesar la aplicacion de
este voltaje, la dinamica retoma su movimiento natural debido exclusivamente a las
caracteristicas estacionarias del sistema.
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5.3 Comparaciones de las compuertas mediante la corriente de probabilidad.

Con el proposito de completar el analisis de las comparaciones entre los efectos
caracteristicos de cada compuerta, en esta seccion se enfocara el andlisis a la dindmica de la
corriente de probabilidad. Para ser consistente con el sistema coordenado natural del sistema
y visualizar la dinamica de manera mas intuitiva, se utiliza la representacion polar de la
corriente de probabilidad sobre la cual se analizara la parte radial y angular por separado.

Anteriormente, en la seccion 1.14 se plante6 la manera de calcular la corriente de
probabilidad representando en coordenadas cartesiana, sin embargo, la naturaleza polar de
este sistema exige hacer la transformacion de coordenadas para un manejo mas apropiado e
intuitivo. Primeramente, para obtener la corriente de probabilidad mostrada en la ecuacion
(1.44) en coordenadas polares (Zarenia M., et. Al, 2010), se muestra una manera alternativa
de representar el hamiltoniano del punto cuéantico circular de grafeno mostrado en la ecuacion
(2.2), i.e.:

Hy = —iv (e((p)axaa—r + s(w)ay%%) + s(w)ay% (5.1)
Donde:

=1
@ =(" %) (5.2)

Con esto, se determina la ecuacion de continuidad y por lo tanto la corriente de probabilidad
aplicando el mismo procedimiento hecho en la seccién 1.14, obteniendo en coordenadas
polares:
5((p)0x
e(p)a,

I (r, o, t)

ro ) ) t =
Jre (r, o, t) (p(r' 0, t)

)=vwreon- ((or) ween 63

En unidades de area sobre segundo (nms™). Con esta expresion, se procedera a visualizar la
dinamica de la corriente de probabilidad radial /. (r, ¢, t) y angular J, (r, ¢, t).

El procedimiento de analisis de las componentes de la corriente de probabilidad se hara de la
siguiente manera:

1. Se tomara una de las componentes de la corriente de probabilidad (sea J,(r,¢,t) 0
Jo(r, 9, 1)).

2. Para graficar la dinamica de la componente, se fijara la coordenada “r” y se graficara
Con respecto a “¢” y el tiempo.

3. Luego, se intercambian coordenadas, fijando “¢” para graficar su dinamica con
respecto “r”y el tiempo.

4. Finalmente se fijard un punto arbitrario r=R/2 'y ¢=0 y se graficara la dinamica en
esa coordenada con respecto al tiempo.

5. Los pasos 2, 3 y 4 se repetirdn para las dos componentes de la corriente de
probabilidad y para las 3 diferentes dinamicas provocadas por las compuertas l6gicas
cuénticas, asi como la dindmica estacionaria.

Esto generard una serie de resultados que nos proporcionaran informacion suficiente para
verificar si las compuertas logicas tienen un efecto caracteristico en la corriente de
probabilidad de la particula y verificar como afectan la densidad de probabilidad.
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5.3.1 Comparacion entre las compuertas cuanticas g, Yy g,,.

Primeramente, se comparan las transformaciones provocadas por los efectos de las
compuertas logicas cuanticas o, y g, sobre la componente radial y angular de la corriente de
probabilidad al provocar una transicion entre los dos estados de la base computacional. En la
figura 5.9 se muestra la dindmica de la corriente radial y en la figura 5.10 la dindmica de la
corriente angular, las figuras “a” y “b” se realizaron fijando la coordenada ¢ =0 y las
graficas “c” y “d” fijando la coordenada r=R/2, esto para ambas figuras. Las dindmicas
comienzan desde t=0 hasta t=tmes=5715 unidades de tiempo.

Algunas de las observaciones que se pueden hacer son sobre estas graficas son:

1. En ambas figuras se muestra que al iniciar la evoluciéon y en el tiempo de
medicion, la corriente carece de flujo radial mientras que su componente angular
tiene una contribucion méas importante, esto debido a que las eigenfunciones
correspondientes a los estados del sistema solo tienen corriente angular, lo cual se
puede corroborar al observar los campos vectoriales graficados en las figuras 5.1 y
5.2.

2. Comparando las graficas de 5.9 con 5.10, podemos notar que hay una mayor
contribucion de la componente radial a la mitad de la transformacion,
disminuyendo en esos mismos instantes la contribucion de la corriente angular.

3. Las graficas 5.9a y 5.9b muestran siluetas en forma de picos, representando el
paso de la corriente radial sobre la coordenada fija, lo cual corresponde con las
lineas diagonales que se ven en las figuras 5.9¢ y 5.9d, cada alternancia entre flujo
positivo y negativo representa una vuelta del paquete de probabilidad alrededor
del punto cuéntico.

4. En las graficas 5.10a y 5.10b podemos notar que la corriente de probabilidad pasa
de tener una direccion completamente en el sentido de las manecillas del reloj a
crearse dos corrientes en sentidos contrarios (lo cual es caracteristico del estado
|1) y es visible en la figura 5.2). EI mismo efecto es apreciable en las gréaficas
5.10c y 5.10d, donde la corriente que pasa por un anillo ubicado en r=R/2 cambia
de direccion conforme se provoca la transicion.

5. Comparando las figuras correspondientes a la transformacion o, y oy, tanto en la

figura 5.9 como en 5.10, podemos notar que la compuerta g, provoca mads
oscilaciones en la corriente de la particula, desfasandose con respecto a la
dinamica provocada por g, (también es apreciable al comparar las figuras 5.3 y
5.4); sin embargo, ambas compuertas logran la transicion satisfactoriamente.
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Compuerta
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Figura 5.9 Evolucién de corriente radial con estado inicial |¥,) = |0). Enay c se grafica la

dinamica de la corriente ante la transformacion a,,, mientras que en las gréficas b y d se muestra la
dinamica ante la transformacion a,,.
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Figura 5.10 Evolucidn de corriente angular con estado inicial |¥,) = |0). Enay c se grafica la
dinamica de la corriente ante la transformacion a,,, mientras que en las gréficas b y d se muestra la
dinamica ante la transformacion a,,.
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Es ilustrativo graficar la corriente considerando un solo punto en el espacio (arbitrariamente
se elige r=R/2 y ¢ = 0) con respecto al tiempo en ambas transformaciones como se muestra

en las gréficas 5.11 y 5.12. Se puede observar claramente las diferencias tanto en la fase
como en la magnitud de las corrientes de ambas compuertas .
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Figura 5.11 Evolucidn de corriente radial con estado inicial |¥,) = |0) en transicién al estado
|®:mea) = |1). Se compara la dindmica de la corriente radial que fluye sobre el punto (0,R/2) para

ambas transformaciones.
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Figura 5.12 Evolucioén de corriente angular con estado inicial |¥,) = |0) en transicion al estado
|¥W:mea) = |11). Se compara la dindmica de la corriente angular que fluye sobre el punto (0,R/2) para

ambas transformaciones.

Sabemos que la diferencia entre las compuertas logicas cuanticas oy Yy oy es la introduccion
de una fase relativa por parte de esta Gltima (ademas de una fase comun gque no se considera
en estos casos). Por lo tanto, estos resultados nos permiten afirmar que en este caso particular,
la introduccion de una fase relativa por parte de la compuerta o, modifica la trayectoria y
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velocidad de desplazamiento de la nube de probabilidad y de su corriente durante toda la
dindmica con respecto al efecto provocado por la compuerta o,, aunque ambas finalmente
convergen en una transicion.

5.3.2 Comparacion entre la compuerta logica o, y la dindmica estacionaria

Para la siguiente comparacion, se presenta el escenario descrito en la seccion 5.2.2, el
cual basicamente consiste en comparar las siguientes dindmicas:
e En la primera simulacion se aplicara la compuerta o, a la condicién inicial |¥,) =

%(IO) + |1)) con el propédsito de obtener al tiempo de medicion la funcion de

1
onda |lp’ tmed) = ﬁ (lo) - |1))
e En la segunda simulacién, se establecera como condicién inicial el estado |¥W,) =
% (]0) — |1)) y se graficara su dinamica estacionaria desde to hasta tmed.

Esto se hace con el propdsito de mostrar dos dindmicas que convergeran en t = t,0q, €S
decir, que mostraran la misma distribucion de probabilidad del electron dentro del punto
cuantico debido el efecto de la transformacion o,, comprobando no s6lo que es posible
manipular la fase de la funcion de onda para llevarla a un estado deseado (lo que ya se
visualizd para esta transformacion en la seccion 5.2.2), si no que ademas, se pretende
comparar y visualizar la dinamica de la corriente de probabilidad bajo esta transformacion.
Por lo tanto, en este caso se visualiza la dinamica de la corriente de probabilidad radial en la
gréfica 5.13 y la corriente angular en la grafica 5.14. Las figuras “a” y “b” se realizaron
fijando la coordenada ¢ = 0 y las graficas “c” y “d” fijando la coordenada r=R/2. Las
dindmicas comienzan desde t=0 hasta t=tmeg=5000 unidades de tiempo. Algunas de las
observaciones que se pueden hacer son:

1. Las graficas 5.13a y 5.13b indican que el paquete de probabilidad se encuentra
girando alrededor del punto cuantico desde el principio de la dindmica. Cada
alternancia entre flujo de corriente positivo y negativo representa una vuelta del
paquete de probabilidad alrededor del punto cuantico pasando por una linea fija en
¢ = 0. Lo mismo puede interpretarse de las figuras 5.13c y 5.13d, donde cada linea
diagonal representa un giro de la distribucion de probabilidad y muestra como la
corriente radial oscila de manera uniforme para amabas dindmicas.

2. En las gréficas 5.14a y 5.14b se puede apreciar que la corriente angular se encuentra
siempre orientada en sentido de las manecillas del reloj y oscila entre ausencia y
presencia de corriente en las fronteras del punto cuantico; mientras tanto, cerca del
centro oscila su direccidn, esto es corroborable al observar la evolucion en las figuras
5.7 y 5.8. Por otro lado, las graficas 5.14c y 5.14d muestran resultados muy similares
para los obtenidos en las graficas de corriente radial, pero en este caso, representan
una oscilacion uniforme de la corriente angular por cada giro del paquete de
probabilidad sobre un anillo posicionado en r=R/2.

3. La corriente de probabilidad en to difiere entre la dindmica estacionaria y la
transformacion en ambas componentes; sin embargo, se van igualando gradualmente
durante la dinamica hasta converger en t = t,,.4-

86



Dinamica de densidad y corriente de probabilidad ante el efecto de las compuertas cuanticas .mmm

4. Esto indica que el efecto de la compuerta o, sobre %(|0)+ |1)) modifica el
desplazamiento del paquete de probabilidad hasta converger con la dinamica
estacionaria de %(IO) — 1) ent = tyeq.
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Figura 5.13 Evolucion de corrlente radial, graficasayc muestran la dindmica ante la
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Figura 5.14 Evolucion de corriente angular, graficas a y ¢ muestran la dinamica ante la

- - e 1 .
transformacion o, sobre la superposicion [¥;) = —=(]0) + |1)), el cual evoluciona hasta

7 (
obtener|W, t,.q) = % (]0) —11)) , gréficas b y d muestran la dindmica estacionaria de la

superposicion |¥,) = \%(IO) —[1))..
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Finalmente, se procede a visualizar el efecto al tomar una coordenada especifica dentro del
punto cuantico para graficar la evolucién de la corriente de probabilidad en el tiempo. En la
figura 5.13 y 5.14 la dinamica de las dos componente de la corriente de probabilidad sobre la

coordenada se hace sobre el ¢ = 0 y r=R/2 arbitrariamente elegido.
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Figura 5.13 La dinamica de la corriente radial en el punto el punto ¢ = 0y r=R/2. Debido a la

transformacion o, (en azul) con estado inicial |¥,) = % (]0) + 1)), esta evolucion es comparada con

la dinamica estacionaria (en rojo) del estado |¥,) = % (10) = 11))).
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Figura 5.13 La dindmica de la corriente angular en el punto el punto ¢ = 0y r=R/2. Debido a la

transformacion o, (en azul) con estado inicial |¥,) = \/—15 (]0) + 1)), esta evolucion es comparada con

la dinamica estacionaria (en rojo) del estado |¥,) = \/% (10) — |1))).

En estas graficas, se puede apreciar claramente como la corriente de probabilidad de las
funciones de onda se encuentra inicialmente desfasada y gradualmente se van igualando
debido al efecto de la compuerta o,. Por lo tanto, se puede afirmar que el efecto de la
compuerta o,, caracterizado por la introduccién de una fase relativa, modifica el

desplazamiento de la nube de probabilidad hasta introducir dicha fase.
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Este andlisis permite concluir que el efecto caracteristico de las compuertas logicas al operar
sobre la funcion de onda es provocar transiciones con las compuertas oy y oy, y a Su vez
poder modificar el desplazamiento de la nube de probabilidad en el punto cuéntico con las
compuertas oy, y o, introduciendo una fase relativa en el estado 1) con respecto a |0).
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CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

El grafeno es un material con peculiaridades en su estructura electronica, sus funciones de
onda, estructura cristalina y propiedades fisicas, lo cual hace interesante darle
implementaciones en muchas &reas para buscar nichos donde se pueda aprovechar su
potencial.

En este trabajo estudiamos la implementacion de los estados de carga de un punto
cuéntico de grafeno, como un qubit, para el procesamiento de informacién cuantica al disefiar
compuertas logicas cuanticas de un qubit. Se logra formular un esquema de control capaz de
controlar la introduccion de fase relativa y transicion entre estados cuanticos aplicando
interacciones dependientes del tiempo por medio de luz coherente y la aplicacion de pulsos
de voltaje. Controlando estas interacciones, fue posible lograr recrear el efecto de las
compuertas logicas cuanticas ox, oy y 6z, Acorde con la metodologia para la definicion de un
sistema de computacion cuantica definido en la seccion 1.6, en este trabajo se han estudiad
los siguientes puntos:

1. Seleccionar una propiedad del sistema fisico que sirva como base computacional.

Se planted un sistema de punto cuantico circular de grafeno monocapa sobre un sustrato
semiconductor, el cual induce la apertura de una brecha energética entre la banda de
conduccion y la banda de valencia del grafeno, para de esa manera poder provocar un
confinamiento electroestatico por medio de un potencial eléctrico. Esto provoca la aparicion
de estados ligados que pueden ser utilizados para la codificacion de informacion cuantica al
implementarlos en un qubit de carga.

2. Determinacion de funciones de onda y energias propias.

Se planted el hamiltoniano del sistema en cuestion y se calculo las funciones de onda y el
espectro de energias. El grafeno de forma natural tiene degeneracion en los estados de bajas
energia K y K’, pero en el caso del punto cuantico estudiado en el capitulo 2, es posible
romper esta degeneracién (ver Apéndice A) al aplicar un campo magnético homogéneo
perpendicular al plano de grafeno y por consecuencia obtener dos espectros de energia
independientes. La peculiaridad de este sistema radica en que es posible manipular la
estructura electrénica del punto cuéntico al controlar la magnitud del campo magnético
aplicado y de esta manera adaptarla a los requerimientos experimentales. Al romper la
degeneracion, las direcciones K y K’ son independientes, por lo que fue posible ignorar el
espacio K’ y seleccionar los dos estados de menor energia |z/;1/2) y |1 /2) del espacio de
Hilbert del punto de Dirac K para formar la base computacional del qubit como se explica en
la seccion 2.2.

3. Introduccidn al sistema de un mecanismo de control.

Se incluyeron al sistema dos interacciones dependientes del tiempo. Estos fueron pulsos
cuadrados de voltaje los cuales pueden ser aplicados por medio de un electrodo dentro del
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radio del punto cuéntico y la induccion de un campo eléctrico oscilante el cual puede ser
aplicado por un laser. EI hamiltoniano del sistema se expresa como:

H(t) = Hy + Vgate(t) + Viaser(t)

La forma matricial de este hamiltoniano se describe en la ecuacion (3.13), la cual tiene
parametros de control mostrados en (3.14), los cuales desde un contexto experimental son
ajustables. Se calcularon los elementos de matriz de las interacciones, se estudiaron ambas
interacciones por separado al determinar los elementos de matriz de los hamiltoniano y se
concluyé que:

e La induccion de un campo eléctrico representando por el hamiltoniano Viaser(t)
polariza el punto cuantico, provocando un momento dipolar eléctrico que no afecta las
energias de sitio pero si establece reglas de transicion entre estados como se muestra
en las integrales de traslape (3.6) y (3.7).

e También se concluyo que la interaccion con los pulsos de voltaje, representado por el
hamiltoniano Vgate(t) modifica las energias de sitio; sin embargo, este efecto no es
uniforme en todos los estados por igual. Como se puede apreciar en las integrales de
traslape de la ecuacion (3.10), las elementos de matriz son directamente
proporcionales a la probabilidad de encontrar el electron dentro del punto cuantico,
probabilidad que disminuye con la energia en el espectro energético asciende, esto
debido al tuneleo.

4. Determinacion del operador de evolucion temporal.

Por medio de la aplicacion del marco de interaccion expuesto en la seccion 1.10, se
plantea el sistema de ecuaciones diferenciales que da respuesta a la dependencia temporal
de coeficientes de expansion. Debido a que un problema n-dimensional con dos
interacciones dependientes del tiempo da como resultado un sistema de ecuaciones
diferenciales sin solucién analitica expuesto en la ecuacion (3.8). Se estudio el problema
de dos estados expuesto en la seccion 3.4. Como resultado de la solucion del problema
ideal, se llega a la conclusion de que es necesario que la frecuencia del campo eléctrico
oscilante ®c debe resonar la brecha de energia entre los dos estados de la base
computacional para mantener el electron dentro del espacio de qubit. Ademas, se obtienen
soluciones analiticas que nos permiten apreciar de forma mas clara la participacion de los
parametros de control en disefio de compuertas légicas. Esto se muestra en las ecuaciones
(3.24) y (3.27), asi como las relaciones que hay entre los parametros de control y tiempos
de medicion, mostrados en las ecuaciones (3.26) y (3.30).

5. Determinacién de los parametros de control que permitan seleccionar el tipo de
transformacion.

Una vez que se ha establecido el efecto que tienen los parametros de control en la
evolucién de los coeficientes de expansion, se puede establecer un dominio de bdsqueda
apropiado para implementar el algoritmo genético y converger mas rapido a las mejores
combinaciones de pardmetros de control para recrear las compuertas cuénticas ox Yy oy.
Como se muestra en las secciones 4.3.1y 4.3.2, se logré una fidelidad de compuerta muy
aceptable para ambas transformaciones y resultados contra intuitivos, es decir, con la
implementacion del algoritmo de busqueda se encontré que la aplicacion de pulsos de
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voltaje (interaccién Vgate) en transformaciones que requieren transiciones, ayuda en
cierta medida a obtener una mayor fidelidad. También se encontré que orientar el campo
eléctrico ligeramente fuera de la horizontal y la vertical arroja mejores soluciones que
aplicar una polarizacion puramente horizontal y vertical (como fue en el caso del
problema de 2 estados).

En el caso de la compuerta o, se encontrd que la mejor fidelidad de compuerta se
encuentra al apagar por completo el laser, esto provoca que la ODE (3.15) tenga solucién
exacta, lo que implica determinar de forma analitica el tiempo necesario para introducir la
fase relativa e’ = —1, utilizando la relacion (3.30) y obteniendo finalmente una fidelidad
de compuerta del 100%.

El desarrollo de las compuertas ldgicas cuanticas de un qubit con estados electronicos en
puntos cudanticos circulares de grafeno crecido sobre un sustrato semiconductor es viable.
Ante magnitudes de campo eléctrico razonablemente pequefias, el modelo matematico de
dinamica para dos estados es buena aproximacion al extrapolar el problema para un espacio
de Hilbert de orden n, por lo que es posible disefiar las compuertas l6gicas en base a los
modelos analiticos de los problemas de dos estados que predicen las frecuencias de oscilacion
de los coeficientes de expansion.

Una vez disefiadas las compuertas logicas, se procedio a calcular la dinamica de la
funcion de donda frente al efecto de las transformaciones. Para poder vizualisar un vector
complejo de dos componentes, es necesario determinar los valores esperados de las matrices
de Pauli, por otro lado, se determino la corriente de probabilidadd para la ecuacion de Dirac y
se encontro que se encuentra expresada en términos de los valores esperados de las matrices
de Pauli como se muestra en la ecuacion (1.44). La evolucion de la funcion de onda se
observa en dichos valores esperados.

Al comparar la dindmica de la densidad de probabilidad y corriente de probabilidad del
estado inicial |y,) = |0) bajo los efectos de las transformaciones ox y oy en el capitulo 5, se
pudo apreciar que ambas logran la transicion de estado, pero debido a la introduccion de fase
relativa, la distribucion de probabilidad se desplaza de diferente manera durante toda la
evolucién. Similarmente, al comparar la transformacion o, aplicada sobre la condicién inicial

o) = % (]0) + |1)) con una evolucion estacionaria, se puede notar que la compuerta légica

logra desplazar la distribucién de probabilidad de tal manera que se iguala con la dinamica
de la evolucion estacionaria.

Se tiene como trabajo futuro estudiar fendmenos de entrelazamiento entre dos
nanoestructuras iguales para el disefio de compuertas ldgicas cuanticas de dos qubits. Para
determinar la escalabilidad de este sistema, serd necesario estudiar los efectos de introducir
perturbaciones a la estabilidad de la informacion cuantica como temperatura o efectos espin-
Orbita y extrapolar este modelo para el disefio de registros de informacién cuantica, de tal
manera que pudieramos determinar la capacidad de este sistema para tener tiempos de
coherencia suficientemente largos que permitan implementar un algoritmo cuantico. En
general, requeriria corroborar si el sistema cumple con todos los criterios de DiVicenzo asi
como las posibles soluciones a complicaciones fisicas propias del sistema.
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APENDICE A: ROMPIMIENTO DE DEGENERACION DE PUNTO
CUANTICO CIRCULAR DE GRAFENO.

A.1 Determinacion el Hamiltoniano

Se considera una muestra de grafeno crecida sobre un sustrato de SiC, lo que introduce un
término de masa constante A y se crea el punto cuéantico al situar una barrera de potencial
electroestatico para formar un confinamiento de electrones, ademas se aplica un campo
magnético perpendicular al plano del grafeno. La forma hamiltoniano para el grafeno con las
caracteristicas descritas es:

H, = Hy + tho, + U(x,y) (A1)
Ho=v(Pp+eA) a (A.2)

Donde v es la velocidad de Fermi, e es la carga del electron, T = + diferencia los
puntos K y K’ respectivamente, A es el vector potencial el cual debido a que se quiere un
campo campo magnético perpendicular al plano XY ie. B =V x A, escogemos A =

B
> (=y.x,0).

Se introduce un escalén de potencial circular sobre el plano de grafeno, representado
por el termino U(x,y) = U(r), donde r = \/x2 + y2.

Es conveniente transformar el problema a un sistema de coordenadas polar pues es
acorde a la simetria del potencial. Utilizamos la forma del operador de momento angular

., 0 ., 0 -
Dy = —lha ypy, = —lha, se desarrolla de forma matricial H,:

0 — == .
0 —
H, = o ox  dy _i%(_i . Ly0+x) (A3)
242 y
dx 0y
x=1rcosf; dx =cosOdr —rsinf do
y=rsinf; 0y =sin6 dr +rcos6db
Por regla de la cadena:
[7] a sinf 9 , 0 _cos@i . i
a—COSQ;-T£,£——r 69+Sln96r (A4)

Sustituyendo (A.4) en (A.3):
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d sinf d cosf 0 ) d

0 iSO —+ i — —— — §in 6§ —
7w = B N R TR
0 ) 96+,sin06+c0596+.96 0
S T 90 T Ty a9 T oy
eBr 0 iy—x
+l7(iy+x 0 )

__;(0 —ew)i 1(0 —e—w)i .ﬁ(o )
Ho= l(ei‘9 0 6r+r et® 0 89+12 et® 0
_ . (0 —ef\a 0 —e‘”) 10 | .eB
H, __lv<ei9 0 >6r+v<ei9 0 (r69+l 2) (A5)

Debido a la simetria radial de #,, el operador de momento angular J, conmuta con el
hamiltoniano y por lo tanto las eigenfunciones de J, también son eigenfunciones de #,,, esto
hace posible proponer la siguiente solucion:

. _i(i-Ye ( xa(M
Yi(r,0) =e (-3) ()(f;(r)ei9> (A.6)
- _(iG—1/2) 0 .
2 yr(r,6) _( ) G+ 1/2))q1 (r,6) (A7)

Notese que las funciones de onda tienen una parte angular correspondiente a las
funciones de onda del operador J,, mientras que la parte radial aun no es determinada.

Finalmente:

.1
(]r—2)+br 0

.1
0 @+br

r

_ e\ o o6
H(r,0) = —ivo, (e—w)E +voy, (e‘i‘g) + Ao, + U(r)

(A.8)

2n-1
2

Donde b = eB/z y el eigenvalor del operador J, es j = donde n incluye los

enteros y el cero.

A.2 Funciones de onda para la parte radial

Para resolver la ecuacién de eigenvalores:
H(r,0)¥*(r,0) = E¥"(r,0) (A.9)

Es necesario resolver la parte radial:

He(r)xs(r) = Exs(r) (A.10)
Donde:
i _ (X&)
Xe(r) = ( pr (r)) (A.11)
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Operado el hamiltoniano sobre el espinor (A.11) e igualando la ecuacion a cero, se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

[—ivaa—r —iv (J+1/2 + br)] () +[tA—€elyi(r) =0 (A.12)

[—ivaa—r +iv (# + br)] xar) —[tA+elyf(r) =0 (A.13)

Donde e = E — U(r). El sistema se desacopla expresando x5 (r) en funcién de yg(r),
es decir, sustituir (A.12) en (A.13) y desarrollar, se obtiene una ecuacién diferencial de
segundo orden, expresada de forma general para ambas subredes:

2.,T
r2 220 | 20 — (p2r4 4 12, +n2)xe(r) = 0 (A.14)
Dénde:
‘AZ . +; Subred A
- Zb(] * U/ ) (E )’ Mg = |] - 0/2|’ - {—: Subred B

Aplicando el cambio de variable u = br? y sustituyendo en la ecuacion diferencial, se
obtiene:

2 0%x5(W) dxsg(w) 1( 5  a 2\ 1 —
ut— =t u— 4(u +bu+n(,))((,(u) =0 (A.15)

Para esta ecuacion diferencial, se propone una solucién con la forma:

B =27er (%)_ fw (A.16)

La cual al sustituirla, resulta una nueva ecuacion diferencial con soluciones ya
conocidas:

ua f(u)

+(1+n, —w L - 2(%2 4 2(1 4 1,)) f(w) = 0 (A.17)

Esta es la ecuacion hipergeométrica confluente con la forma:

u 9% f (W)

L0+ c-w L2 - gf@w) =0 (A.18)

Donde q, = ( +2(1+ ng)) ¢ =1+ n,. Las soluciones son las funciones de

Kummer o funcion hipergeométrica confluente (Abramowitz, M., & Stegun, I. A, 1972):

f(u) = aaU(qm 1+ Ng, u) Yy f(u) = :BJM(qm 1+ nmu)

Finalmente, la solucion general a la parte radial es:

1+ng irz {aaU(qm 1+ Ng, b?‘z); r>R (A.19)

T =2 ng
x5 (r) rerr BoM(q,, 1+ ng, br?); r <R
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A.3 Determinacién de las eigenenergias

El potencial electroestatico tiene una forma barrera:

Uy;r >R
ur) ={ A : Zr (A.20)

Las soluciones tienen dependencia a la energia debido al término g, el cual puede
expresarse indistinto de la subred como:

2 2
€z>—A
4bv?

q<>=0G—-1/2)H() +1- (A.21)

Donde H(j) es la funcion Heaviside, e. = E y €5 = E — U,. Mediante condiciones
de frontera se determina la ecuacion caracteristica del sistema. Se fija en la frontera del punto
la variable k = u = bR? y para distinguir entre las funciones en el dominio r<R y r>R, se
utilizara el subindice < y > respectivamente, se igualan los espinores y se expresa el
determinante:

x£<(k)> ()(f» (k))
= A.22
(o) = oo (A22)
ap Bs
a—M(q<, 14+n,k)U(Qs, 1+ ng,u) ——=—M(q.,1+ng,k)U(g>,1+n,,k) =0
A A
(A.23)
Las razones Z—B y ﬁi se determinan a partir de las de las ecuaciones (A.12) y (A.13)
A A

para posteriormente sustituirlas en la ecuacion caracteristica (A.23), se resuelve en la frontera
u = k utilizando las ecuaciones de recurrencia entre funciones de Kummer, se obtienen las
siguientes razones:

Paraj >0

Ba _-ZiJf(j+%)v' ay  (AT+es)

Bp _ _(br-e9)  ap _ iVZbv (A.24)

Sustituyendo las razones (A.24) en la ecuacidn caracteristica (A.23) y desarrollando se
obtiene:

vZb , , €<—At . ,
arroM(a<) + 30U +3/2.0) = 5 M (40 + 5 K)U(g5.) + 5 k) = 0
(A.25)
Similarmente para j < 0
Be _ —20V2(j—3)v M(g<-Lnak) . ap _ _i2V2v_U(q<—1nak) (A.26)

Ba  (e<snr) M(gempirk)’ as  (AT+es) U(qonp+1k)

100



Sustituyendo las razones (A.26) en la ecuacidn caracteristica (A.23) y desarrollando se
obtiene:

(ATTl_UO)M(qQ—H;k)U(%—1,—j+§,k)
j—3

—mM(ck—1,—j+%,k)U(q>,—j+;,k) =0

(A.27)

La solucion numérica de las ecuaciones caracteristicas (A.25) y (A.27) arroja las
eigenenergias del sistema para valores de momentos angulares j positivos y negativos.

B 1/(R
Se expresa k = = R? = —(—
2 2 \lp

observar el efecto del campo magnético en la distribucion energética de los estados del punto
cuantico, fijamos el radio del punto cuantico en R = 25 nm, y se buscan las raices de las
ecuaciones caracteristicas para diferentes valores de k, es decir, a valores ascendentes de
campo magnetico B.

2
) donde [ = \/:% que es la longitud magnética. Para

E/d
11.01{

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figura A.1 Solucién numérica de ecuaciones (A.25) y (A.27) donde el radio R esta fijo. Las curvas se
identifican por los indices [j, t] donde j es el eigenvalor del operador de momento angular J;, y t =
+ para K (azul) y K’ (rojo) respectivamente. Los parametros utilizados fueron los siguientes: R =

25nm, 6 =4 =10 6,U, = 4

En la figura A.1 se muestra el rompimiento de degeneracion de los espectros entre los puntos de Dirac
Ky K’ y la dependencia de este rompimiento al campo magnético homogéneo que se encuentra
aplicado en direccion perpendicular a el plano de grafeno. Esto deja claro que las brechas energéticas
en esta nanoestructura son controlables y por lo tanto son buena opcion en aplicaciones de control
cuantico pues la estructura electrénica del punto cuéntico puede ser ajustada a las condiciones del
experimento.
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APENDICE B: EJEMPLO DE DINAMICA DE COEFICIENTES DE
EXPANSION ANTE UN CAMPO ELECTRICO OSCILANTE Y
EFECTO ANTE CAMBIO DE ORIENTACION

B.1 Campo eléctrico en direccién £

El vector de estado se declara como una superposicion lineal de los siguientes estados base:

PO = GO 2) + GOy = (1) ®.1)

Para este ejemplo, se aplica un campo eléctrico oscilante de magnitud ¢, =.00015
orientado en direccién X. Se calculan los elementos de matriz de V4., (t) con las integrales
(3.3), resultando en un momento dipolar eléctrico de magnitud V,, = 5.9722.

La siguiente simulacion se hace con la condicion inicial en t, = 0:

_ C1(0) . [
Yo = (CZ(O)) - (0.39637156) (8.2

Se construye el sistema de ecuaciones diferenciales (3.8). Las soluciones son los
coeficientes de expansion dependientes del tiempo:

Cy(t) = .93icos (2VizI(t — to)) — 0367560 sin (2 Vi, |(t —t,) )
(B.3)
Co(t) =93 sin (2 Vy,] (¢ — to) ) + 0.36756 cos (Vi |(t — t,) )

Dado ¢, se utiliza la ecuacion (3.26) para determinar el tiempo de medicion t,,.4; con n=0,

—~ = 3519.78 (B.4)

t =
medl ™ vy, |

El sistema de ecuaciones (B.3) es compuesto como la matriz de transformacion (3.24) donde
ademas introducimos el tiempo t,,.4,, Obteniendo:

—iTT
Uax(tmedlito) =e /ZO'x
Se aplica a la condicion inicial:

st =t =0 (335~ ()

Con n=1 se determina el efecto obtenido en t,,,.45:

tmeaz = —— = 10559.3, U, (tmedz; to) = e_i31r/20_x
go|Vi2l x

Esto da como resultado:

¥ tmeaz, to) = Us (tmeaz to)¥o = i((1) (1)) ( 0..396371.56) - (0'3—6.@6 i)
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La dindmica se muestra en la figura B.1, donde se encuentran marcados los dos tiempos de
medicion que calcularon en este ejemplo.

Cnlt]

1.0

05+

2000 4000 6000 8000 ‘,1‘0 000 12000 14000

— RefC1[)
- Im(C1[t])
—0.51 Re(C2[1])
1)

Im(C2[{,

Figura B.1 Evolucidn de coeficientes de expansion ante un campo eléctrico oscilante con orientacion
en direccion x.

El proceso podria repetirse para varios valores sucesivos de n, lo cual solo significa aplicar la
compuerta o, agregando fases relativas.

B.2 Campo eléctrico en direccion y

Para este caso, se aplica un campo eléctrico oscilante de magnitud &, =.00015
orientado en direccion §. Se calculan los elementos de matriz de V4.0 (t) con las integrales
(3.3), resultando en un momento dipolar eléctrico de V;, = 5.9722i.

Al igual que el ejemplo anterior, se utiliza la condicidn inicial (B.2). Se construye el
sistema de ecuaciones diferenciales (3.8). Las soluciones son los coeficientes de expansion
dependientes del tiempo:

C1(£) = .93i cos (2 |Vi,| (¢ — to)) + 0.36756 sin (82—°|V12|(t - to)) -
B.5
C,(6) = — 93 isin (2 |V, 1(t — t5)) + 036756 cos (‘92—0 Vi, |(t — to))

Dado ¢, se utiliza la ecuacion (3.26) para determinar el tiempo de medicién t,,.4; con n=0,

tmeqi = —— = 3519.78 (B.6)

£o|V12|

El sistema de ecuaciones (B.5) es compuesto como la matriz de transformacion (3.24) donde
ademas introducimos el tiempo t,,,.41, Obteniendo:
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T
Uay(tmele tO) =e /Zay

Se aplica a la condicion inicial:

¥ltmearto) = Ua, (bmea, to)'¥o = = (? _oi) ( 0..396371.56) - (_0.'3:56)

Con n=1 se determina el efecto obtenido en t,,.q4>:

_i3
tmedaz = = 10559.3, Ulassera?(tmedZI tO) =e" T[/Zo-y
&olV12|

lp(tmedz'to) = Uay(tmedZJtO)LPO = l(? T)l) ( 0_.396371.56) - (03?973516)

En la grafica B.2 se puede observar como esta transformacién mueve los componentes en el
plano complejo introduciendo transiciones.

Cnlt] tmed1

1.0+

0.5+

2000 "4000 6000 " 8000 10000 12000 14.000-

—  Re(CI[t])
. Im(Cl

—0.5+ (C1[t])
Re(C2[t])

Im(C2[1])

—1.0+

Figura B.2 Evolucion de coeficientes de expansion ante un campo electrico oscilante con
orientacion en direccion y.
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APENDICE C: EJEMPLO DE DINAMICA DE COEFICIENTES DE
EXPANSION ANTE UN PULSO CUADRADO DENTRO DEL SITIO

Para este ejemplo, también se utiliza la condicion inicial (B.2). Sabemos que los elementos de
matriz para esta interaccion dentro de la base computacional para los primeros dos estados son

.9945 0

0 9979) segun los resultados de las integrales (3.10)

Vgate = (
Se aplica un voltaje de compuerta Vgo = .1 (valor arbitrario), para provocar una
transformacion o, acorde a la relacion (3.30), el pulso debe tener una duracion de:

m
"~ Vgo(Vgate, — Vgate,)

= (tmea — to) = 9294.84

Ty

12000 14000

—  Re(CI[f]))

--- Im(CI[t])

Re(C2[1])

Im(C2[t])

Figura B.3 Evolucidn de coeficientes de expansion C1y C2 ante un voltaje de compuerta de
magnitud Vgo = .1
En la figura B.3 se puede observar que los coeficientes de expansién oscilan
rapidamente  hasta  desfasarse, utilizando el operador descrito en (3.31):

. Vgate, [
im__ Vgate, 64327 + .67164i
UyGate (tmear to)Wo = € Voatez~Vgater g, ¥, = (—.2654 + .254231')

Se obtiene un resultado donde se ha aplicado una fase comun, es posible apreciar la
transformacion al multiplicar el resultado por el reciproco de la fase comun. Es posible
verificar de manera directa si la transformacién se logré simplemente multiplicando la
funcion de onda por el conjugado de la fase comun:

. Vgate, . .
e " Vgate,~Vgate; [, .. ... (tmea, to)Wo = 0.7222 + 0.6917i ('_6‘2}2;7} j: 'g;ig;};) =(_ 39637‘5 6)

Lo cual nos indica que durante el periodo de transformacion t,, se logro introducir una
fase relativa (e~'™ = —1) entre ambos coeficientes de expansion.
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