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Capitulo 1

Introduccion

Los modelos matematicos son usados para representar la realidad, aunque ésta es siempre mas com-
pleja que lo que se puede expresar por medio de las matematicas. Un modelo es capaz de representar
a toda una familia de sistemas y, el que lo haga para un elemento en particular de ella, depende de los
valores numéricos que se asignen a sus parametros.

En muchas aplicaciones, en particular de ingenieria, se ha encontrado que un modelo paramétrico li-
neal es util para representar sistemas. Los sistemas en ingenieria, por lo general, pueden ser tratados
como sistemas lineales invariantes en el tiempo. Para poder ajustar el sistema al modelo paramétrico es
necesario el uso de filtros o de derivadores, ya que, esta clase de modelos, representan sistemas algebraicos
y no a sistemas dindmicos.

Para la clase de sistemas descritos, bajo las consideraciones hechas, se ha encontrado que el algorit-
mo de estimacién del gradiente descendente puede estimar los pardmetros adecuados para que un modelo
caracterice satisfactoriamente a un sistema en particular y, la velocidad de convergencia del error de esti-
macion, serd exponencial si el conjunto de senales entrada-salida del sistema cumple con la condicién de
excitacion persistente, en otras palabras, si poseen suficiente informacién para determinar univocamente
a los parametros. En caso contrario, el error permanece acotado pero no convergerd a cero.

El que la velocidad de convergencia que proporciona el algoritmo sea exponencial, a pesar de tener
suficiente informacion para determinar a los parametros, implica que el algoritmo desperdicia informa-
cién y que esto se intensifica mientras més cerca estd de lograr su objetivo, por esto, se desea un método
que sea mas eficiente en ésta direccién.

1.1. Motivacion

En general, en un proceso de identificacion es deseable que el estimado de los pardmetros converja a
los parametros reales en el menor tiempo posible y de forma robusta. Se ha mostrado que es necesario que
el regresor cumpla con la condicién de excitacién persistente para que exista convergencia y, en el caso
del algoritmo del gradiente descendiente, la velocidad de convergencia sera exponencial. El que, tedrica-
mente, el algoritmo nunca converja a los pardmetros reales, a pesar de tener la informacién disponible,
es muestra de que “disipa” informacién y un mejor método es deseable.

Para controles y observadores adaptables, el tiempo de convergencia es crucial, ya que, el reducir es-
te factor, permite disminuir transitorios y, en general, mejorar el desempeno del esquema de control y/u
observacion.

Para el caso de observadores por modos deslizantes de orden superior, se ha mostrado que poseen pro-
piedades importantes, como la convergencia del error de observacion en tiempo finito y en tiempo fijo,
asi como la insensibilidad ante cierta clase de perturbaciones. Estas propiedades son deseables en un
proceso de identificacién ya que permitirfan estimar los pardmetros en menos tiempo y de forma exac-



ta, e incluso estimar parametros variantes con el tiempo bajo ciertas restricciones, esto debido a que la
variacion paramétrica puede ser tratada como una perturbacion.

1.2. Estado del arte

Recientemente se han realizado trabajos que buscan estimar pardmetros en tiempo finito [I], [6] , la
estrategia que se sigue es monitorear el Gramiano de identificabilidad y, una vez que se vuelve invertible,
se pueden estimar los parametros. Esto ocurre en tiempo finito.

Por otra parte, para sistemas inestables en donde se necesita identificar pardmetros, se ha mostrado
que, un esquema de control por modos deslizantes, permite estabilizar al sistema y al mismo tiempo
estimar pardmetros en tiempo finito [19].

Haciendo uso de modos deslizantes y del concepto de control equivalente, en [4] se muestra una for-
ma de realizar estimacién paramétrica, aunque ésta no se lleva a cabo en tiempo finito.

En [I2] hacen uso de términos similares a los usados en el algoritmo super-twisting, el cual se usa
para control, observacion y diferenciacion, y se logra la estimaciéon de pardmetros en tiempo finito para
sistemas lineales de un estado y n pardmetros. En esta direccién, en [5] se muestra la aplicacién de este
algoritmo en control adaptable.

1.3. Resultados y contribuciones de la tesis

En este trabajo, se presenta una familia de algoritmos para estimaciéon de pardmetros que otorgan
velocidades de convergencia del error de estimacién superiores a la que brinda el algoritmo lineal, es
decir, el algoritmo del gradiente descendiente, esto bajo las mismas condiciones que garantizan la con-
vergencia del dltimo, de forma especifica, que el regresor cumpla con la condicién de excitacién persistente.

Ademss, si el regresor satisface lo que en este trabajo se denomina como condicién de excitacién per-
sistente fuerte, entonces, se puede asegurar la convergencia del error de estimacién de los parametros
a cero en tiempo finito para una sub clase de los algoritmos que aqui se tratan. Si se combinan dos
(o més) términos de diferente potencia se puede mostrar que existe una cota para el tiempo de conver-
gencia en el peor caso (error inicial arbitrariamente grande), es decir, se tiene convergencia en tiempo fijo.

Debido a que en toda aplicacion real, los algoritmos de estimacién paramétrica, son implantados en
computadoras digitales, se desarrolla una versién discreta adecuada para implementar cualquier miembro
de la familia de algoritmos presentada. Es importante senalar que los algoritmos discretos funcionan para
cualquier paso de muestreo y cualquier valor inicial de error.



Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Estabilidad en los sistemas variantes con el tiempo

Los sistemas variantes en el tiempo son descritos por ecuaciones diferenciales que dependen explicita-
mente del tiempo, ademés de depender del estado. Se pueden expresar de manera general de la siguiente
forma:

= f(t,z). (2.1)

Por facilidad, pero sin perder generalidad, se considera que t € [0,00). La funcién f(¢,x) puede estar
definida para todo x o solo ser valida en alguna vecindad, x € D C R™, que contenga al origen, = = 0.
Ademsds, se requiere que f(t,z) sea por lo menos continua a tramos en t y localmente Lipschitz en z.

Definicién 2.1. [10] El origen del sistema , x =0, es un punto de equilibrio si:
f(t,0)=0,Vt>0.
Ademds se dird que:
= Fs estable si, para cada € > 0 y cualquier to > 0, existe § = 0(e,tg) tal que:
lzt)ll < = |lz@®)| <€, VE>to. (2.2)
= Uniformemente estable, respecto a t, si para cada € y para cualquier tg > 0, existe § = §(e) (inde-
pendiente de ty) que satisfaga .
= Inestable si no es estable.

» Asintdticamente estable si es estable y ademds hay una constante positiva ¢ = c(tg) tal que z(t) — 0
cuando t — oo para toda ||z(to)] < c.

= Uniforme y asintoticamente estable si es uniformemente estable y, ademds, existe una constante
positiva ¢ independiente de to tal que, para toda ||z(to)| < ¢, z(t) = 0 cuando t — oo de manera
uniforme en tg, esto ultimo se entiende de la siguiente manera:

e Para cada n > 0, existe T =T (n) > 0 tal que:
()] <n, vt =to+T(n), Vlz(to)| <c,

T solo depende de n.



2.1.1. Teoria de Lyapunov para sistemas variantes con el tiempo

Las definiciones de estabilidad ayudan a establecer el concepto mas no aportan un método para de-
terminar si el punto de equilibrio de un sistema cumple, o no, con alguna de las definiciones. En general
serd de interés determinar si un punto de equilibrio es, o no, estable y que tipo de estabilidad posee.

Para facilitar la tarea de determinar las propiedades de estabilidad de un punto de equilibrio de un
sistema variante con el tiempo, se ha extendido la teoria de Lyapunov, desarrollada para sistemas inva-
riantes con el tiempo, a este caso.

Se citan los siguientes dos teoremas que son de utilidad en el estudio de las propiedades de estabili-
dad de los sistemas variantes con el tiempo y que, ademads, se usaran en las secciones posteriores de este
trabajo:

Teorema 2.1. [I{)] Sea x = 0 un punto de equilibrio de y D C R™ que contiene a x = 0. Sea
V :]0,00) x D — R una funcién continuamente diferenciable tal que:

Wi(z) <V (t,z) < Wa(x),
ov. oV
o Ty ) <0, (2:3)

YVt >0 yVx € D, donde Wi(x) y Wa(x) son funciones continuas y positivas definidas sobre D. Entonces,
x =0 es uniformemente estable.

A

Teorema 2.2. [I0)] Hdganse las mismas suposiciones que en el teorema anterior pero ahora, considere

la siguiente desigualdad:
ov. oV
. < —W- 2.4
ot + o f(t,l‘) = 3($)7 ( )

YVt >0 y Vo € D, donde Ws(z) es una funcion continua, definida positiva sobre D. Entonces, x = 0, es
uniforme y asintdticamente estable. Ademds, si D = R™ y Wi (z) es radialmente no acotada, entonces
x =0 es global, uniforme y asintoticamente estable.

A

2.2. Identificacion de sistemas

2.2.1. Sistemas y modelos en tiempo continuo

Un modelo matematico se puede usar para representar a un sistema fisico. En términos generales, un
modelo no representa a un sistema en particular, sino, a una familia. Por ejemplo, el modelo lineal de un
motor de corriente directa es el mismo para cualquier motor de esta clase:

di_ _R._k + L
P A A A

w _k._ B
a J  J
y = w(t),

donde 7 es la corriente eléctrica que circula a través de la bobina del rotor, w es la velocidad angular del
rotor, u(t) representa un voltaje variable aplicado a las terminales del motor y las constantes R, L, J, Sy
k representan respectivamente a la resistencia del embobinado del rotor, la inductancia del embobinado
del rotor, la inercia del rotor, la friccién viscosa en el eje y la constante de conversion entre energia
eléctrica y mecanica.
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Para que el modelo anterior represente a un motor (sistema) en particular es necesario conocer los
pardmetros que lo caracterizan (R, L, J, 8 y k). En este modelo, la variable u(t) representa una sefial
exégena al sistema y se asume que puede ser estipulada por el usuario; por otra parte, la variable y(t)
representa a una senal de interés o una senal que esta disponible a través de la medicién directa, por
medio de un sensor, por ejemplo. En este caso, corresponde a la velocidad angular del eje del motor.

Una forma de clasificar a los sistemas es en sistemas sin memoria y sistemas con memoria [I7, p. 50]. La
primera de estas clases se caracteriza porque el valor de la senial y(t) solo depende del valor de la sefial
u(t) en el mismo instante de tiempo, por esta razén, también se denominan sistemas instantdneos. En
los sistemas con memoria, la senal de salida, y(t), depende no solo de las sefial u(t) en el mismo instante,
sino, de todos los valores de dicha senal en el pasado.

En general, los sistemas sin memoria pueden ser representados por ecuaciones algebraicas que depen-
den de la senal de entrada y de los parametros.

u(t)—=3| [ (u(t),0) > y(t)

Figura 2.1: Diagrama del modelo de un sistema sin memoria

En la imagen se utiliza a @ para representar al conjunto de pardametros que requiere el modelo, ge-
neralmente se escriben en un solo vector. Cabe sefialar que tanto la senal de entrada, u(t), como la de
salida, y(t), no tienen por qué ser variables escalares, por el contrario, comtinmente son vectoriales, i.e.
u(t) e R™ y y(t) € R".

Por otro lado, los sistemas con memoria son tipicamente representados por ecuaciones diferenciales.
La senal de entrada afecta a la derivada de las variables que caracterizan al sistema (variables de estado),
mientras que la senal de salida es una funcién algebraica de éstas, y, posiblemente, de la entrada. Lo
anterior puede ser esquematizado como en la imagen que se presenta a continuacién:

LY

u(t)

A4

T =f(x,u(t), ) >T->
to

Wz, u(t), 6) =y (2)

Figura 2.2: Diagrama del modelo de un sistema con memoria

La variable x puede pertenecer a un espacio vectorial, i.e. z € R", asi como también las senales de
entrada y de salida. Variaciones de esta representacién se dan cuando la funcién h no depende de u o
cuando la medicion es una combinacién lineal de x, en el iltimo caso la senal de salida puede ser repre-
sentada por y(t) = Cx donde C € R™™ donde y(t) € R"

Otra forma de clasificar a los sistemas es por su comportamiento respecto al tiempo, aqui surgen dos
categorias, sistemas invariantes y sistemas variantes con el tiempo [I7], p. 48]. En este contexto se entiende
por sistema variante aquel cuyos pardmetros no son constantes, es decir, el valor de éstos depende del
instante de tiempo en el que se estudien. En contraste, en los sistemas invariantes con el tiempo, los
pardmetros del modelo no cambian. Las dos figuras anteriores, (2.1) y , corresponden, respectiva-
mente, a un sistema sin memoria invariante en el tiempo y a un sistema con memoria invariante en el
tiempo.
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Para escribir de forma explicita que una funcién varia con el tiempo, basta con escribir la dependen-
cia de los parametros respecto de esta variable:

y(t) = £ (u(t),0(1)) -

Algo andlogo puede hacerse para los sistemas con memoria.

Este trabajo se centrara en sistemas sin memoria, tanto variantes como invariantes en el tiempo, siendo
estos ultimos el principal sujeto de estudio.

2.2.2. El problema de identificacion

Como ya se menciond, para que un modelo represente a un sistema en particular, es necesario conocer
el valor de los pardmetros involucrados. En el caso de que se contara con un modelo perfecto, es decir,
que fuese capaz de representar todos los pormenores involucrados en el comportamiento del sistema,
entonces, existe el conjunto de pardmetros que logran que la respuesta predicha por el modelo iguale a
la observada en el sistema. En la practica esto no sucede, ya que, de poder escribirse dicho modelo, seria
demasiado complejo e impractico trabajar con él. Lo mas que se puede esperar es el encontrar un modelo
y un conjunto de parametros que sean optimos en algin sentido. En particular es de interés el conjunto
que minimiza el error entre el comportamiento predicho por el modelo y el observado en el sistema.

Antes de embarcarse en la busqueda del conjunto de pardmetros deseados, es importante analizar la
informacion disponible sobre el sistema, pues, dependiendo de esta, serd o no posible cumplir con la me-
ta. Un modelo para el cual se pueden determinar univocamente los parametros, asumiendo que el modelo
es ideal y que se posee suficiente informacién, se dice que es estructuralmente identificable. Aunque un
modelo sea identificable, si la informacion aportada por las seniales de entrada y salida del sistema no
es adecuada, no sera posible determinar los parametros. Este tema sera tratado a detalle en la siguiente
seccidn.

Discutido lo anterior, el problema de identificacién puede ser formulado de la siguiente manera:

Dado un sistema fisico y un modelo matemdtico que representa las generalidades de su comportamiento,
siendo posible la identificacion de los pardmetros que caracterizan ol ultimo y teniendo sélo disponible
la medicion de las senales de entrada al sistema y las de respuesta del mismo, determinar univocamente
dichos pardmetros.

b

u(t)

f(u(t),0) |y

L

Identificador g(t)

Figura 2.3: Esquema de identificacién

Por facilidad se considerard a un sistema sin memoria. Aqui 6 representa al valor estimado de los
parametros. Se pretende ajustar continuamente a 6 de tal forma que:

lim 6(t) = 6.

t—o0

12



El algoritmo de estimacion de los parametros se da en términos de la forma en que se pretende adaptar
a 0. En sistemas de tiempo continuo, lo anterior equivale a fijar una estructura para su dindmica:

b= (). 5(6),9) .

2.2.3. Identificabilidad de sistemas lineales

Para poder hablar de identificabilidad es necesario fijar un marco de trabajo ideal [18]. Este marco
consta de las siguientes suposiciones:

= El proceso y el modelo tienen estructura idéntica (no hay error de caracterizacion).
= La informacién esta libre de ruido.
= La senal de entrada y los tiempos de medicién pueden ser elegidos a voluntad.

En lo sucesivo, se denotara al modelo como M al modelo evaluado en un conjunto particular de
7 )
pardmetros, como M(p). Para un sistema en particular, p* denotard a los pardmetros verdaderos.

Bajo las suposiciones hechas, siempre es posible ajustar los pardmetros del modelo para que el com-
portamiento entrada-salida del modelo y del proceso sean idénticos, para cualquier tiempo y cualquier
entrada (por ejemplo, si se escoge el estimado de los pardmetros, p, igual a p*). Se hard referencia a este
comportamiento de la siguiente forma: M(p) = M(p*).

De interés son los casos donde M(p) = M(p*) implica que p = p*. Para tratar ésto de manera més
precisa, se realizan las siguientes definiciones:

Definicién 2.2. El pardmetro p; serd estructural y globalmente (univocamente) identificable (e.
g. i.) [18] si, para casi toda p* € IPEL

M(p) = M(p") = pi = p;-

El modelo M serd estructural y globalmente (univocamente) identificable [18] si todos su pardme-
tros también los son.

A

Si no se puede probar que M es globalmente identificable, entonces se puede tratar de determinar si
al menos lo es de forma local.

Definicién 2.3. El pardmetro p; serd estructural y localmente identificable (e. l. i.) [18] si, para
casi toda p* € P, existe una vencidad V(p*) tal que:

pe V() y M(p) = M(p*) = pi = p;-

Identificabilidad local es una condicion necesaria para identificabilidad global. El modelo M serd e. . 1.
[18] si todos sus parametros son e. L. i.

JAN

La definicién faltante, y que se presenta a continuacion, corresponde a la situaciéon en donde los
parametros no son identificables.

Definicién 2.4. El pardmetro p; serd estrucutralmente no identificable (e. n. i.) [18] si, para casi
todo p* € P, no existe una vecindad V(p*) tal que:

pe V() y M(p) = M(p*) = pi = p;-

El modelo M serd e. n. i.[18] si, al menos uno de sus pardmetros es e. n. i.

IEn este caso, P denota a R™, o a un subconjunto de él, donde, n es el niimero de pardmetros.
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La pregunta que queda abierta es como establecer si M es estructural y globalmente identificable o,
por lo menos, estructural y localmente identificable. Para los sistemas lineales invariantes con el tiempo
se puede dar una respuesta por medio de una transformacién de similitud [I§].

Suponga que M (p*) tiene la siguiente estructura:

—a* = A(p*)z* + B(p*)u, x*(0) = zo(p*),
C(p*)z* + D(p*)u.

<
3
I

Sea & = Txz*, donde T es la matriz de una transformaciéon de similaridad y, ademas, es invertible. Las
ecuaciones transformadas son:

%i‘ — DA YT~ + TB(p*)u, #(0) = Tao(p),

ym = C(p*)T'& + D(p*)u.

Este sistema tiene el mismo comportamiento entrada-salida que M (p*). Esto se corresponderd a un
modelo M (p) si y solo si:

A(p) = TA(p" )T,
B(p) =TB(p"),
C(p) = C(p*)T,
D(p)=D(p"),
zo(p) = Tzo(p"),

entonces, la respuesta de ambos sistemas serd idéntica, M(p) = M (p*).

La identificabilidad estructural de M puede ser probada buscando soluciones para (p,7") del conjun-
to de ecuaciones anterior. Si para casi cualquier p*, la tinica solucién es (p, T) = (p*,I), entonces, M es
e. g. i. Si para casi toda p* el conjunto de soluciones es finito o numerable, entonces, M es e. L. i.

2.2.4. Sistemas dinamicos lineales y modelos paramétricos

Se dice que un sistema es lineal si cumple con el principio de superposicién [3] p. 8]. La superposicién
implica que el sistema es homogéneo de grado uno y cumple con la propiedad de aditividad. Para el caso
de sistemas, la propiedad de aditividad implica que, para dos conjuntos de estados iniciales, senales de
entrada y senales de salida, el sumar los estados iniciales y las senales de entrada implica que la senal de
salida serd la suma de las senales de salida del conjunto:

xi(to)} — yi(t), i:{1,2},

21(to) + ma(to)
o) sl } () + ws(t).

La homogeneidad de grado uno supone que al multiplicar el estado inicial y la senal de entrada por un
escalar « arbitrario, la senal de salida también sera escalada por el mismo factor:

ami(to)} — ay;(t), i:{1,2}.

o (t)
La superposicién comprende ambas propiedades de manera simultanea:

alxl(to) + Ozgxg(to)

ayuy (t) + agua(t) } — a1y (t) + a2y (t).
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Una forma tipica de representar un sistema dindmico lineal es la siguiente [3 p. 15], [7, p. 12]:

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t),
y(t) = C(t)a(t) + D(t)ult), (2.5)

dénde z(t) € R™, u(t) € R™, y(t) € R", A(t) € R™*", B(t) € R"™™™, C(t) € R™*™ y D(t) € R™*™.
Ademas, si el sistema es invariante en el tiempo, entonces A(t) = A, B(t) = B, C(t) = C y D(t) =
D vt > ty.

Una representacién més conveniente, en lo que respecta a un proceso de identificacién, es un modelo
de entrada salida. En el caso de sistemas lineales, a este tipo de modelo se le conoce como funcién de
transferencia, para el caso SISO (single-input single-output), y como matriz de transferencia para el caso
MIMO (multiple-input multiple-output). El modelo de entrada salida, para un sistema invariante en el
tiempo, puede ser obtenido haciendo uso de la representacién en variables de estado [7, p. 73], (2.5):

Y(s) = G(s)U(s),
G(s) =C(sl— A~ "B+ D. (2.6)

En la expresién anterior G € S"*™, donde S denota al espacio de funciones racionales de variable com-
pleja. La dependencia de s indica que se ha aplicado la transformada de Laplace a una funcidén, y en este
caso, a la respuesta de estado cero del sistema, i.e. 2:(tg) = 0.

Como se mencioné antes, la identificabilidad estructural es una propiedad del modelo, por lo tanto hay
modelos méas adecuados que otros para la tarea de identificacién. Un modelo paramétrico lineal es aquel
que tiene la siguiente estructura [9, p. 49]:

Y (t)=UT(t)9,

dénde Y (t) € R™ y representa a las sefiales de salida o sefiales medidas, § € R™ es el vector que contiene
los pardmetros a estimar y U(t) € R™*" es la matriz de senales de entrada o regresor, que también se
asume conocido. Para este tipo de modelos hay resultados claros sobre la posibilidad de identificarlos [9]
p. 48].

El analisis de identificabilidad estructural que se realizé en la seccién anterior fue para sistemas lineales.
Un modelo paramétrico puede ser visto como el modelo de un sistema lineal donde A =0, B=0,C =0
y D = 0, de tal manera que Y = U (¢)D. Como la matriz D es independiente de la transformacién de
similitud, entonces, un modelo paramétrico siempre es e. g. i.

Los modelos de entrada-salida (funcién/matriz de transferencia) para sistemas lineales se asemejan a

un modelo paramétrico, sin embargo, las senales de entrada y salida no se encuentran expresadas en fun-

cion del tiempo, he ahi la complicacién. Para analizar el cémo puede ser usada la representacion anterior,

se presenta el modelo en ecuacién diferencial de un sistema SISO:

ar dnfl am dmfl

dTny(t) tongo y(t) + -+ aoy(t) = ﬂmidtm u(t) + ﬂm—lidtm_l u(t) + - + Bou(t)

Si agrupamos todos los parametros «; y 8; en un solo vector, podemos llegar a la siguiente representacion:
T

0= [an—l Op_2 - Qo ﬂm 6m—1 to BO]

)

n—2

n—1 m m—1 T
U = [~&2u) 20 ) Seult) S o u()]

y(t) =UT(t),0

dTL
dt
la cual tiene la estructura del modelo paramétrico [9, p. 49]. Sin embargo, es necesario contar con un
diferenciador de orden n para la senal y(¢) y con un diferenciador de orden m para la senal u(t), asi como

los diferenciadores intermedios correspondientes para poder general el vector de seniales U(t). Una alter-
nativa para esto es emplear un Diferenciador por modos deslizantes de orden superior.
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En la préactica se prefiere el uso de filtros en lugar de diferenciadores. Para ello se emplea un filtro
estable generado de la forma siguiente:

dénde A(s) es un polinomio estable de grado n. Si se aplicara el filtro a la n-ésima derivada de y se
tendria:

L 1o 5"

As) dtfﬂy(t) = @y(s)

z

De forma similar, se puede repetir el proceso para el resto de las senales:
1 d st

T —y(t) = — )
1 d st

Pui = mﬁu(t) = w“(s)-

>

>

Como se puede observar, cada sefial ¢y; 0 ¢y; puede ser generada usando un filtro diferente a las sefiales
que si pueden ser medidas de forma directa. De esta manera, se forma el nuevo vector de senales medidas,
¢, con la salida de cada uno de los filtros:

d) = [(by,nfl ¢y,nf2 te y(t) ¢u,m (bu,mfl co U(t)}

El modelo paramétrico a usar después de los filtros es z = ¢7 0, el cual puede ser generado con el tinico
conocimiento de y(t) y u(t) y la salida de los filtros correspondientes. Para el caso MIMO se puede llegar
a expresiones similares, pero ahora, z seria un vector.

2.2.5. Algoritmo del gradiente descendente

Cuando se cuenta con un modelo paramétrico lineal y se desea identificar pardmetros invariantes en
el tiempo, la aproximacién clasica para resolver el problema es el algoritmo del gradiente descendiente.
Dicho algoritmo es lineal y se ha demostrado que el estimado de los pardmetros converge a los reales
de manera exponencial si, la senal de excitacién o regresor, cumple con una condicién denominada de
excitacion persistente. Esta condicion es necesaria y suficiente para que exista dicha convergencia.

Se retoma la estructura del modelo paramétrico lineal:
y(t) = uT ()0,
dénde y(t) € R™ es el conjunto de seniales medidas, 8 € R™ es el vector que contiene a los pardmetros a
estimar y u(t) € R™™™ es la matriz de senales de entrada/excitacién o regresor.
Una forma de determinar los pardmetros es tomar muestras de las sefiales (u(t),y(t)) en diferentes ins-
tantes de tiempo, con esta informacién se forma la siguiente matriz:
u’(t1)

2 u” (to)

UT&tp)

en dénde u(t;) denota la muestra de u en el instante ¢;, ademds, se hace notar que ® € R™P*". Si se
garantiza que el rango de la matriz ® es n, entonces, la siguiente ecuacién tiene soluciéon:

Y,
[W7(t) y"(t) - yT(t)] . Y R

i
Y

1>
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Dicha solucién es :
6= (373)" oY

A la matriz (<I>T<I>)_1<I>T se le conoce como pseudoinversa de Moore-Penrose por la izquierda y es 6ptima
en el sentido de que minimiza ||Y — ®0|2 [16, Capitulo 6].

Sin embargo, de existir ruido en las mediciones de u(t) y y(t), entonces el resultado de este procedi-
miento no sera preciso, ademds, la inversién de la matriz ®7 ® debe realizarse cada vez que se obtiene una
nueva muestra. Por estas razones se prefieren algoritmos que actualicen de forma dinamica el valor esti-
mado de los parametros y que tengan la posibilidad de determinarlos exactamente con el paso del tiempo.

El algoritmo del gradiente descendente resulta de seguir la direccién contraria al gradiente de una funcién
de costo convexa [I5, p. 101]. Considere a 6 como el valor estimado de 6, entonces, el estimado de la
salida puede ser calculado de la forma siguiente:

9(t) = u" (D0(2).

La diferencia entre el estimado y los pardametros reales puede ser evaluada a partir de la diferencia entre
la salida estimada y la real:

Ahora se pretende minimizar a e, para ello se propone la siguiente funcién de costo:

J0) 2 Sete =2 (000 (1) (0O —u(1).

Esta funcién tiene un minimo en cualquier punto donde e = 0, los cuales no forzosamente corresponden
af= f, aunque ésta es una posibilidad. Se calcula el gradiente de la funcién respecto a 6:

Loa0) =5 (w0 (470~ 0(0) + (00 - y0)) 7))

o6
= u(t) (uT(t)é - y(t)) — u(t)e(t).

La direccién hacia la cual debemos mover el estimado de los pardmetros, é, es en contra del gradiente,
para que, en algin momento, llegue al minimo de la funcién J(#). Para que esto suceda, la forma de
actualizar a 6 es la siguiente:

0(t) = —u(t)e(t) = —u(t)u” (¢) (é(t) - 9) = —u(t)uT (O)a(t). (2.7)
Es importante senalar que el minimo de J(6) no es tnico. Se presenta si u y x son ortogonales o, siempre

que alguno de los vectores corresponde al vector cero. De estas opciones, la de interés es cuando x = 0.

2.2.6. Estabilidad y convergencia del algoritmo gradiente

En esta secciéon se analizard el comportamiento del error de estimaciéon de los pardmetros, x, en
términos del algoritmo presentado en ([2.7]). Se comienza con buscar la dindmica del error de estimacién:

z(t) = 0(t) — 0,
#(t) = 0(t) = —u(t)u” (t)z (D). (2.8)

En este caso, el sistema resulta ser variante con el tiempo. Para mostrar estabilidad uniforme del punto
de equilibrio z = 0, se propone la siguiente funcién de Lyapunov:

1
Viz) = ixTx
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cuya derivada a lo largo de las trayectorias del sistema ([2.8)) es:
V(z,t) =iTe = —zTut)uT (t)x = —||u” (t)z>.

Resulta que la derivada de la funcion de Lyapunov es negativa semi-definida, ya que V(t) = 0 no implica
x = 0. Por lo tanto, se concluye que el origen del sistema es uniformemente estable [I0, p. 151] més
no de forma asintética, es decir, el error inicial puede decrecer en magnitud o permanecer igual pero no
hay certeza de que en algiin momento llegue a cero.

Para asegurar la convergencia de al origen, x = 0, es necesario poner condiciones sobre el regresor
u(t). La condicién natural que surge se denomina de excitacién persistente, abreviada PE por sus siglas
en inglés, y estd relacionada con que la sefial u(¢) brinde la informacién para determinar univocamente a
6. Una definicién conveniente de excitacién persistente es la siguiente [I3]:

Definicién 2.5. Suponga que u(t) es continua a tramos. Se dice que u(t) es de Excitacion Persistente
(PE) si existe Ty > 0 y € > 0 tales que:

1 to+T T
= u (T)deT > e,
T/to |

VT >T1, YweR” tal que ||w]| =1, |Ju(t)] < up.

A
Si u(t) € R™ ™ entonces, su norma se entiende de la siguiente forma:
Definicién 2.6. La norma inducida de una matriz A, tal que A € R™*™  se define como:
[Allg = sup {[|Awlly, w € R™| Jwlly =1}.
A

La condicién de excitacién persistente indica que el producto u” (t)w, para todo w unitario y fijo en
R"™, no permanece en cero si se observa al menos un tiempo 7. Otra interpretaciéon que se puede dar a
dicha condicién es que, el valor de la integral crece cuando menos como una funcién lineal en ¢ después
de un tiempo inicial %g.

La prueba de que la condicién de PE es suficiente para asegurar que el algoritmo gradiente logra que
el error de estimacién de los pardmetros converja a cero se puede encontrar en [I3]. Sin embargo, una

versién méas compacta de la misma prueba, y por ello més conveniente, tomada de [I5] p. 72], se reproduce
a continuacion ya que las ideas bésicas se generalizaran en el proximo capitulo de esta tesis:

Teorema 2.3. Las siguientes condiciones, (a)-(d), son equivalentes y aseguran la estabilidad uniforme
y asintotica del punto de equilibrio x = 0 del sistema

a) Ezisten constantes positivas to, T y €1 tales que, para todo vector unitario w € R™:
t+T
/ wlu(s)u® (s)ds > €1, Vt > ty.
t
b) Existen constantes positivas to, T y ea tales que, para todo vector unitario w € R™:
t+T
/ lu(s)u” (s)w|ds > ez, Vt > to.
t
¢) Existen constantes positivas to, T y €3 tales que, para todo vector unitario w € R™:

1 t+T
T/ a7 (s)wl|ds > e, ¥t > to.
t
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d) Existen constantes positivas to, T y €4 tales que:
t4+T
Ai / u(s)ul (s)ds| > e, i:1,2,...,n, Vt>tg,
t

dénde \;[A] denota el i-ésimo valor propio de la matriz A.

Asimase ademds que u(t) estd acotada en magnitud de forma uniforme por una constante, es decir
[u@)]| < wnm.

Demostracion. i) Sea u,, una constante tal que ||u(t)]] < upm. Si w es cualquier vector unitario, se
tiene lo siguiente:

whu(t)u” (w < [lu)u” (Hw]| < o’ Owllunm,

entonces a) = b) y b) = ¢). Ademds, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que:

T 1 t+T 2
/ wlu(s)u’ (s)wds > — / luT (s)wl||ds | ,
t T\ Ji

por lo tanto ¢) = a).
El valor propio més pequenio de la matriz:

- t+T

Q é/ u(s)ul (s)ds (2.9)

t

es igual a:

- +T
wTQuw = inf / wlu(s)u’ (s)wds,
¢

inf n
[lw][=1 flw]=1

entonces d) < a).

ii) Sea t; > to. Si V(z) = %xTx, su derivada a lo largo de las trayectorias del sistema (2.8) es
V = —||uTz|]?. Integrando a V sobre el intervalo [t1,t; + T] se obtiene lo siguiente:

t14T . t14+T 1 t14+T 2

[ vesds= [t ealPas= 4 ([ I Ga()ds )
t1 t1 T ty

0, equivalentemente:

t14+T 1/2
/ [T (s)a(s)|ds < VT(V(tr) — V(i +T)) . (2.10)

t1

El lado izquierdo de la desigualdad (2.10]) puede también expresarse como:

t1+T t1+T t1+T

[ W @elas> [ T @atenlas— [ T 6)e() —a(s)lds. @210)

1 1 1

De la condicién c) se sigue que:
t+T
[ It Gaellds = fafer) [Tea
t1

El segundo término de la desigualdad (2.11)) se puede acotar de la forma siguiente:

t1+4+T
/ [u® (s)(z(t1) = z(s))|ds S um T sup fa(ts) —a(s)],
t1 SE€[t1,t1+T]

t14+T
S uT}'LT/ Hx||ds

ty
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Esto debido a que la distancia entre dos puntos, x(t1) y z(s) para s € [t1,t1 + T}, es menor que la
longitud de arco de la trayectoria de x entre x(t1) y «(¢t1 +T'). Entonces, evaluando & de la ecuacién

diferencial (2.8)), la desigualdad (2.11)) se convierte en:

t1+T t1+T
L/ nﬂwuwwzwmmw@ﬂ@f/ 7 (s)z(s)|ds,
t1

ty

por lo tanto:

ti4T
T [l (t1)[|T'es
ll o (s)a(e)]ds = LU, (2.12)
De la desigualdad (2.10]) se concluye:
2T€3

Vit +T)< (1-~)V(t), dondey =1 — — =S8
(t1+T) < (1—=7)V(t) 2 (1)

Ya que €3 se puede hacer arbitrariamente pequena, siempre se logra satisfacer u,, > €3, y con ello
~v € (0,1), entonces, el origen de (2.8) es uniforme y asintéticamente estable.
O

Esta forma de determinar la estabilidad uniforme y asintética del origen de un sistema variante en el
tiempo es muy particular y dificilmente serd de utilidad en otros casos.

Un resultado mas general que si es 1til para establecer la estabilidad uniforme y asintética del origen de
sistemas variantes con el tiempo puede encontrarse en [I4, Teorema 5]. Se reproduce a continuacién sin
prueba:

Teorema 2.4. Sea el sistema:
&= f(z,t), f:R" x RT —» R",

dénde f(0,t) = 0. El punto de equilibrio x = 0 de f(xz,t) es uniforme y asintdticamente estable si existe
una funcion V (x,t) definida para toda x yt con V(0,t) =0 tal que, sea positiva definida, no decreciente,
radialmente no acotada y V(x,t), evaluada a lo largo de las trayectorias del sistema, sea por lo menos
negativa semi-definida y cumpla con lo siguiente:

t+T
[ Va9 < s (lal) <o
t
para algin T > 0 y para todo t > to, donde y(-) es una funcidn positiva, mondtonamente creciente y
7(0) = 0.
A

2.2.7. Identificacion de parametros en tiempo discreto

Debido a que, en general, los algoritmos de control, observacion e identificaciéon son implementados,
en la actualidad, en computadoras digitales, y que esto implica que las senales de entrada-salida sélo
pueden ser medidas en instantes de tiempo especificos, casi siempre, igualmente espaciados, es necesario
desarrollar versiones discretas adecuadas.

Para una aplicacién real, donde sea necesario realizar identificacién de pardmetros, el esquema del proceso
seria el siguiente:
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u(t) y(t)

Sistemna >
fisica
\
[ [
Estimador de
parametros en
Uy linea Vk

l Estimado de los
paréametros

Figura 2.4: Esquema de identificaciéon con computadora digital

Donde las siglas “S/H” representan a un dispositivo de “sample and hold”. El subindice k denota que
el valor de la senal corresponde al instante ¢ = kh donde h es el espaciamiento entre muestras, asi, por
ejemplo, u, = u(kh).

Para poder implementar el algoritmo del gradiente es necesario discretizarlo. La ley de adaptacién mos-
trada en (2.7) toma su forma maés general al incluir una ganancia que permita ajustar la velocidad de
convergencia:

0 = —Tu(t) (u" ()0 — ),
dénde I =TT > 0.

La forma préctica y cldsica de realizar la discretizacion es usando el método de Euler de solucién numérica
de ecuaciones diferenciales ordinarias:

A ék—i—l *ék
0~ 1=

h
9k+1 = Gk —hFuk(u£9k _yk)~

= —I'-uy (Uzék — k),

La dindmica que se obtiene para el error zj, £ 6, — 6 es la siguiente:
Th+1 :ék+1 —9:ék—9—h-F-uk(u£ék—yk)
:xk—h'F~uku£zk: (H7h~F~uku£)xk.

Se asumird, ademas, que ux € R™ y, como se vera a continuacion, la matriz I' no es del todo arbitraria.

Para asegurar que el error permanecera acotado, se utilizara la siguiente funcién de Lyapunov:
Vi = a:ka,
cuyo valor, para el instante siguiente de tiempo, puede ser estimado de la siguiente forma:
Vi1 = x{kaH = xz (H — hFukug — hukugf + hQukuffzukug)zk
=V, - 2hx;‘§ (Fukug)xk +h? (uka)Q . ufFQUk
< Vi = 2T g Vi + 32 A () Vi
< (1= 20T el + 2 A (1)) Vi
< (1= 200, + W2ut Amae (7)) Vi,
dénde ||ug|| < upm,. Es obvio que, para que el algoritmo sea estable, es necesario que:

2 Amax (T)°

h
1Tl

< 2.
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Aqui, la norma de una matriz se entiende en el sentido de la Definicién [2.6

Hasta este momento sélo se han dado condiciones para que el error no crezca. Si, ademads, se desea
que efectivamente decrezca exponencialmente en magnitud, es necesario introducir la condicién de exci-
tacién persistente para senales discretas y pedir que el regresor la satisfaga [8) Lema 4.1.1].

El concepto de excitacion persistente, en éste contexto, se entiende de la siguiente forma;

Definicién 2.7. [I1], 3.a] Se dice que el vector u, en R", es de excitacidn persistente sobre el intervalo
{i 141 <i<iy+1—1} si, Yw € R, con ||w|| = 1, existe alguna constante € > 0 tal que la siguiente
expresion es cierta:

i1+l —1

1
m > lufwl > e (2.13)

=1

Una condicion equivalente es que, Yw € R™ con |w| = 1, existe una constante €| y, por lo menos un
instante i € {i 141 <1 <4y +13 — 1}, tales que:

luf w]| > ).
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Capitulo 3

Algoritmo no lineal para la
identificaciéon de parametros

La idea del algoritmo gradiente surge de minimizar una funcién de costo cuadréatica del error de
estimacién de la salida, i. e. la diferencia entre la salida estimada y la medida. A este proceso se le puede
dar una interpretacién geométrica. Para ello, se retoma la expresién que describe la dindmica del error
de estimacion de los parametros:

i(t) = —u(t) (u” (H)z(t)).

Por el momento se asume que tanto u(t) como z(t) son vectores de la misma dimensién, n, entonces, el
producto u”'(¢)z(t) es un escalar que puede ser representado por |u” (t)z(t)|sign(u” (t)z(t)). La dindmica
del error se puede reescribir de la manera siguiente:

i(t) = —|u ()2 (t)|u(t)sign (u” (t)z(t)).

Escrito de e.sta forma se observa que el error x(¢) cambia en la direccién contraria a u(t) escalado por
un factor de magnitud |u” (t)z(t)|. Si el valor de este factor no cambia y fuese unitario, la dindmica del
error estarfa descrita por & = —u(t)sign(u” (¢)z(t)). Imaginese ahora que el sistema cambia en intervalos
discretos de tiempo. Si se observaran dos instantes distintos, en el segundo en ocurrir el vector error x
formarfa un dngulo més cercano a 7/2 con respecto al vector u que en el primero. Esto es ficil de ver en
el plano y se ilustra a continuacién:

Casol

/

it

x(12)

Caso Il |

N—_— x(12)

x(t1)

Figura 3.1: Efecto de restar u(¢) de x(t)

En la imagen, el vector azul representa al error x en el instante ¢; mientras que el vector rojo repre-
senta a u en el mismo instante. En el primer caso el angulo entre x y u es agudo, por lo que el signo del
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producto interno entre ambos vectores es positivo, en z(t2) sucede lo contrario. El vector que resulta de
operar z(t1) — u(ty)sign(u” (t1)z(t1)), x(t1 + At), forma un dngulo mds préximo a 7/2 con respecto a
u(t1) que el original, z(t1).

Generalizando ésta misma idea se propone el siguiente algoritmo para estimacion de pardametros:

6 = —u(t) [u" (1)6(t) — y(1)|"sigm (uT (A1) — (). (3.1)

asumiendo que 6, u(t) € R™ y p > 0. De esta manera la dindmica del error estd definida por la siguiente
ecuacion:
=0

(6(t) — 0)|"sign(uT(t) (A(t) - 0))

T4 _
x t)|psign(uT(t):E(t)). (3.2)

= —u(t)|u’ (t)

fu(t){uT(t)
Aqui la 16gica es la misma: el error se actualizard en la direccién contraria a u pero escalada por un factor
de |uT(t)x(t)|p, lo cual genera un algoritmo no lineal para los casos p # 1, mientras que el algoritmo

clésico lineal se recupera cuando p = 1.

Otra razén para escoger de esta forma al algoritmo de estimacion es porque, la dindmica del error de
estimacién que induce es homogénea respecto al error mismo. Para sistemas homogéneos invariantes en
el tiempo, se ha mostrado que, dependiendo del grado de homogeneidad, la velocidad de convergencia
puede ser en tiempo finito y, en general, son robustos ante perturbaciones. Sin embargo la dindmica de
error es variante en el tiempo, por lo que estas propiedades no se extienden automaticamente.

3.1. Caso escalar

Antes de analizar la forma maés general del algoritmo, se comenzara por establecer algunos resultados
importantes que se observan cuando tanto v como # son escalares, es decir, cuando sélo se necesita estimar
un parametro.

Para el caso escalar reescribiremos la dindmica del error definida en (3.2) adecudndola a la situacién:

z(t) = —u(t)’u(t)m(t)’psign(u(t)x(t)). (3.3)
Esta dinamica es inducida por el siguiente algoritmo:

0(t) = —u(t)u()d(t) — y(1)[Psign (u(t)0(t) — y(1)). (3.4)
Las propiedades que posee este algoritmo son las siguientes:

Teorema 3.1. FEl algoritmo representado en , que induce la dindmica de error , mantiene la
magnitud del error acotada. Ademds, siu(t) cumple con la condicion de excitacidn persistente, Definicion
[2-8, entonces, la magnitud del error convergerd, al menos, de forma uniforme y asintdtica a cero para
toda p > 0, y, se distinguen los siguientes casos:

= Sipe0,1) la convergencia serd en tiempo finito.
= Para p =1 la velocidad de convergencia serd exponencial.

= Para p > 1, la convergencia del error serd asintotica, sin embargo, puede reducir condiciones ini-
ciales infinitas a un valor acotado en tiempo finito.

A
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Es importante senalar que, para p = 1, se tiene el algoritmo del gradiente descendiente y, como ya se
sabe, este converge de manera exponencial y esta afirmacion se recupera del teorema.

La importancia de los demas valores de p radica en que permiten tener velocidades de convergencia
mayores que exponencial, al menos, en ciertas regiones. Por ejemplo, para 0 < p < 1, la velocidad de
convergencia es mayor cerca del origen mientras que, lejos, la velocidad que proporciona el algoritmo
lineal es superior. Esto se invierte para p > 1, es decir, este algoritmo supera, en cuanto a la velocidad
de convergencia, al lineal lejos de cero pero no lo hace en la vecindad de este valor. Para poder tener una
velocidad de convergencia superior en todas partes, es necesario usar un término con 0 < p < 1 y otro
con p > 1y como se verd después, esto siempre es posible.

3.1.1. Prueba del Teorema [3.1]

Primero se mostrard la estabilidad uniforme del origen, para ello se propone una funcién de Lyapunov
cuadratica en x:

V= %ﬁ (3.5)
La derivada de V a lo largo de la trayectoria del sistema es:
V) = ~fue)™ = —Jutt (o]
= =2 fu) [V @
= A u@)[TVE (1), y22%, (3.6)

Esta funcién es negativa semi-definida debido a que toma el valor cero siempre que u(t) = 0 y no
exclusivamente cuando z = 0. La ecuacién diferencial (3.6)) puede resolverse por integracion haciendo una
separacion de variables:

dVv

Ve = *7|U(S)|2ad57
V(t) dV ¢ 2a
/ Ve = —’y/ |u(s)| ds, (3.7)
V(to) to
ol p+1
£

La solucién de la expresiéon anterior para p > 0,p # 1 es la siguiente:

V) = (vl %(to) — 7(1 — @) / Ju(s) )Ml_a).

Para p > 1, implica a > 1, entonces la solucién es védlida para todo t > t¢, sin embargo, para p € [0,1),
la situacién es diferente, en este caso la solucién es vélida siempre que el término V(tg)'=* — (1 —

a) [, tto ‘u(s)’zads sea positivo, ya que la funcién de Lyapunov no puede tomar valores complejos.

La solucién de V, cuando p € [0, 1), se mantiene si:

/|u 2ad < ( )Vl a(to)

el que se invierta el signo de comparacién implica que V toma el valor de cero y permanece en él para
todo tiempo futuro.

En ambos casos, p € [0,1) y p > 1, para asegurar la convergencia asintética al origen, V =0 =2 =0, se
requiere que la integral de u(t) diverja:

t—o00

¢
h’m/ |u(s)‘2ad3= 00, (3.8)
to
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en el caso 0 < p > 1 esto asegura la globalidad.

La condicién de excitacidén persistente asegura que asi suceda y para mostrarlo recordemos que el tinico
“vector” unitario en R es el nimero 1, la definicién en el caso escalar corresponde a:

t+T
—/ (s)|ds > e,

¢
lu(s)|ds > Te.
to

0, en una forma mas conveniente:

Entonces, si se toman k intervalos de tiempo de longitud 7', con k € N, el valor que se puede asegurar
para la integral es kTe, de esta forma se puede ver que la integral no deja de crecer.

Ahora, utilizando la desigualdad de Holder, mostraremos que la condicién de excitacién persistente im-
plica que la integral (3.8)) diverge:

2a—1

t+T t+T V2o fpr 2a
/ |u(s)|ds < / lu(s)|**ds / 17a-Tds ,
t t t
t+T , 1 t+T 2o
| mertass s ([ uolas)

dénde o = p—;l, 20=p+1y 55+ 23;1 p+1 + p+1 = 1, continuando:

t+T
/ lu(s)|ds > Tk,
¢

2c
1 t+T T2a o
T (/ u(e)ds |+ = =

t+T
/ lu(s)[**ds > Te€** = Te,.
¢

Y

Se buscara ahora, para 0 < p < 1, el multiplo de T que se requiere para asegurar que el valor de la
integral alcanza la condicién inicial:

to+kT ) 1 L
w(s)|*“ds > kTe, > ————V""%(tg),
JAC b2 V)
1
B> ——— VI7%4,).
S P ey LU

Se puede concluir que, para todo t > tg+ kT el valor de V' es cero y hay convergencia en tiempo finito. El
valor kT es un estimado del tiempo de convergencia del algoritmo. La convergencia del error en tiempo
finito no ocurre para p > 1; si embargo, se puede observar que la convergencia serd asintotica.

Es interesante ver qué sucede con el tiempo de convergencia cuando la condicién inicial de V' es ar-
bitrariamente grande. Cuando p > 1 la solucién se puede reescribir de la siguiente forma:

1

<va ey + (@ ft |u(s ‘ )Qil'

V(t) =
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A continuacién, se estimard el tiempo que se requiere para que la funcién V' decrezca hasta un valor
V < 0. Se asumird que V es el valor de V en t y que se conoce la condicién inicial:

Va—l _ 1
1 t 2ad ’
VeI(io) +7(a — 1)fto |“(5)| S
t
2a 1 1
-1 ds = = —
o= 1) [ o) s = o - pamrgy

to

t 20, 1 1 _ 1
to [u(s)["ds = y(a—1) <VC“—1 Vc"l(to)) '

El peor caso se presenta cuando la condicién inicial es arbitrariamente grande, para estudiar esto se toma
el siguiente limite:

i 1 1 1 1

im = — = = .
V(to)—oo Y(a— 1) \ Va1l = Verl(t) Y(a—=1)Vo-l
Ya que la integral diverge 3t | tp < t < oo para el cual se satisface:

t
2« 1
u\s dS =
/to [u(s) Ya—1)ve-t

Haciendo t = tg + kT se puede tener un estimado:

1
oyt
1
> = .
T Tepy(a—1)Verl

to+kT -
/ ‘u(s)’ ds > kTe, >
to

k

Por lo tanto, el algoritmo con p > 1 es capaz de atraer condiciones iniciales infinitas a un conjunto acotado
en tiempo finito (escape de infinito en tiempo finito), lo cual no sucede para p € [0,1]. Si0 < p < 1la
expresion correspondiente es la siguiente:

(1 —«a)

El limite del lado derecho de la expresién anterior cuando V' (ty) — oo es oo, por lo tanto, no existe t < oo
que haga que la integral alcance tal valor.

/t Ju(s)*"ds = ——— (V1=(tg) — V170,

Es importante senalar que los resultados mostrados, escape de infinito en tiempo finito (p > 1) y con-
vergencia en tiempo finito para condiciones iniciales finitas (0 < p < 1), son globales. Cuando p =1 la
convergencia a x = 0 es exponencial y no se presenta ninguna de las dos caracteristicas mencionadas,
esto se puede observar de la solucién correspondiente:

V() = e (V) =1 Jf, w?(s)as
=Vi(to)e ’ Jig ()
En conclusién, la estabilidad uniforme y asintética del origen del sistema (3.3]) se puede garantizar para

p > 0 si la sefial u(t) cumple con la condicién de PE.

3.1.2. Combinacion de términos con diferente exponente p

Se demostro en la seccion anterior que el origen del sistema es uniforme y asintéticamente estable
para valores de p mayores o iguales a cero. También se mostraron particularidades sobre el tiempo de
convergencia dependiendo del valor de p. En esta secciéon se analizard qué sucede si se combinan dos
términos con diferente exponente.
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Teorema 3.2. Si se usa el algoritmo con dos o mds términos de diferente exponente p, el algorit-
mo resultante mantiene la magnitud del error acotada y, si ademds, la senal de excitacion cumple con la
definicion [2.5, entonces, la velocidad de convergencia del error serd la combinacion de la velocidad que
proporcionaria cada término de forma individual.

De forma mds especifica, si al menos un término tiene exponente 0 < p; < 1 y al menos otro tiene
exponente ps > 1, entonces, el error converge a cero en tiempo fijo uniforme, es decir, con independencia
del tiempo inicial.

A

El que se puedan mezclar términos con diferente exponente permite que el algoritmo compuesto otor-
gue una velocidad de convergencia del error de estimacién superior a la exponencial en todas partes, para
ello por lo menos debe haber un término con exponente en [0,1) y otro con exponente > 1.

La convergencia del error en tiempo fijo uniforme se refiere a que, para el peor caso, es decir, condi-
ciones iniciales arbitrariamente grandes, el tiempo de convergencia esta acotado por una constante inde-

pendiente del tiempo inicial. Esto si y sélo si el regresor cumple con la condicién de excitacion persistente.

El siguiente algoritmo ejemplifica lo que se enuncia en el Teoremal[3.2 para la combinacién de dos términos:

6(t) = —u(t) (|e(t)|"* + |e(t)]P) sign(e(t)),
e(t) = u(t)0(t) = y(t), pr.p2 € RY.

Esto induce la siguiente dindmica de error de estimacion:

z(t) = —u(t) (|u(t)1’(t)|p1 + |u(t)x(t)|p2) sign(u(t)z(t)). (3.9)

Se puede usar la misma funcién de Lyapunov que en (3.5)), en este caso, su derivada a lo largo de las
trayectorias del sistema (3.9) es la siguiente:

V(t) = —|ul®)a()|" " = ut)a()|
= i u(®) PV (E) — yalu(t) 222V O (8), (3.10)
;= pigl, N = 2% i {1,2).

En general, para una composicién de m términos con diferente exponente, se puede escribir la dindmica
del error de estimacion:

m

& = —u(t)sign(u(t)z(t)) Y |u(t)z(t)

=1

Di

Para esta situacién, la derivada de V = %xg queda de la siguiente forma:

pit+1

V=- Z lu(t)z(t)

==Y ilu)Prvei),
i=1

a(ﬁPiJrl
2 2 Y

v =2% i:{1,2,--- ;m}.

A pesar de que es posible combinar cualquier cantidad de términos con diferente exponente, el resultado
interesante se obtiene cuando, en particular, son sélo dos términos, tales que 0 < p; <1y ps > 1. Aqui,
la derivada de la funciéon de Lyapunov es simultdaneamente menor que la derivada que aparece cuando
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cada término se usa de forma individual:

Vo= =y u(t) V() — yalu(t)*2 VO (t)
< —mlu®) Ve ()
< —yolu(t)[2¥2 V2 (1),

Del lema de comparacién [10, Lema 3.4, pag. 102] sabemos que, la solucién de V' tiene que ser simultédnea-
mente menor a la solucién correspondiente a cada término, por lo tanto, puede escapar de infinito en
tiempo finito y converger en tiempo finito a cero, en otras palabras, el tiempo de convergencia es uniforme
respecto a la condicién inicial y se puede estimar una cota superior para el peor caso, el cual se presenta
si V(tg) — co. Ademds, este comportamiento es uniforme con respecto al tiempo inicial.

3.1.3. Estimacion de un parametro variante con el tiempo

En el caso escalar la inyectividad del sistema solo se pierde en los puntos donde u = 0, esto es
independiente de si el pardmetro varia o no:

Por lo tanto, casi siempre, es posible determinar al pardmetro si v cumple con PE.

Hasta el momento se ha supuesto que el parametro no cambia con el tiempo. Para estimar un parametro
que variase con el tiempo, la versién més adecuada del algoritmo es la discontinua, con p = 0. Para poder
estimar al pardmetro, es necesario suponer que su velocidad de cambio estd acotada, i.e. ’9‘ < L.

Teorema 3.3. Si u(t) cumple con la condicion de excitacidn persistente, Definicidn y, ademds, no
cruza por cero, serd posible estimar, en tiempo finito, a un pardmetro variante en el tiempo, si su derivada
estd acotada, usando el algoritmo con p =0y Ksign(u(t)) en lugar de u(t), con K > L > 0|.

A

Si el pardmetro varia con el tiempo, su derivada aparecera en la dindmica del error como un término
aditivo. El algoritmo con p = 0 puede compensar dicho término si y solo si la magnitud de u es més
grande que €él, en caso contrario el error puede crecer. Para evitar esto, se usa al signo de v multiplicado
por una constante que tenga un valor superior al de la cota de la derivada del parametro, asi, se puede
garantizar que se compensa dicho término siempre que u no tome el valor de cero.

Para demostrar la afirmacién hecha en el Teorema [3.3] es necesario empezar por escribir la dindmica
del error de estimacién cuando hay variacién en el pardmetro 6:

Aqui, la derivada de la funcién de Lyapunov también cambia:

1
V(il?) = §I27

~[u(t)a(t)] - B(t)a(t)
— (lu(t)] + 6 sign(w(t))) lo(t)]

V(t,x)
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El caso més favorable se presenta cuando sign(f) = sign(z), si esto no sucede, es necesario que |u| > |6]
para que la funcién de Lyapunov decrezca. Es obvio que, mientras v = 0, no se puede determinar al
parametro pues hace falta informacion.

Una modificacién del algoritmo que puede ayudar a estimar al pardmetro es el siguiente:

é(t) = —Ksign(u(t))sign(u(t)é(t) —y(t))
=— u(®) sign (u(t)0(t) —
= — Ko gien(w®o) - y(®),

K2L+6,6>0.

Asi, se puede asegurar que sélo se dejara de estimar al pardmetro cuando u = 0:

u(t)

x(t) = _K|u(t)\ sign (u(t)z(t)) — 0.
V(z) = %x27
D G
V(t,z) = —-K @] Ox(t),
_ {— (K + 0.si.gn(9c(t))) z(t)] si u(t) #0.
—0(t)z(t) si w(t) =0.
Esto porque K + 0 sign(z(t)) > 0. Ademés, si u nunca cruza por cero, entonces V = —yV"/2(t) con

v =V2(K+ 0 sign(z(t))) > 0 y la convergencia al valor del pardmetro serd en tiempo finito.

3.1.4. Ejemplos académicos

Se presentaran, en este apartado, una serie de simulaciones para ilustrar el comportamiento del algo-
ritmo.
Estimacion de un parametro constante

Las graficas que se muestran en estos ejemplos corresponden al comportamiento de la funcién de
Lyapunov, vista como funcién del tiempo, para diferentes versiones del algoritmo, en particular cuando
.0 1
p:0,5,1,2.

Los parametros comunes entre simulaciones son los siguientes:

t €[0, 30][s],
u(t) = sin(t),
0(0) = 0.
Para la primera simulacién se considera § = —0.7:

ts]

Figura 3.2: Comportamiento de los algoritmos cerca del origen
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Para la segunda simulacién se considera 6 = 5:

0 04 1 15 2 25 3 35 4 44 5 33
tls]

Figura 3.3: Comportamiento de los algoritmos lejos del origen

Se puede observar que para un error inicial pequeno los algoritmos con p < 1 permiten converger mas
rapidamente, mientras que, si el error inicial es grande, se aprecia un decrecimiento mayor para p = 2.
El algoritmo lineal proporciona la misma velocidad de decrecimiento del error independientemente de la
condicién inicial de éste.

Por dltimo, se mostrard como se comporta el algoritmo compuesto de dos términos con diferente ex-
ponente, en este caso, el primero con p = 0.5 y el segundo con p = 2, y se contrastard con el lineal. El
pardmetro a estimar es 8 = 10:

Vi)

) L L L L
5 3 7 8 9 10
tls]

Figura 3.4: Contraste entre la convergencia exponencial y la convergencia en tiempo fijo (a)

08r

06

VD)

04r

02r

ts]

Figura 3.5: Contraste entre la convergencia exponencial y la convergencia en tiempo fijo (b)

Un término con p > 1 hace decrecer més rapidamente a la funciéon de Lyapunov, cuando se esta lejos
de x = 0, que los términos con p < 1. Los papeles se invierten en la cercania de x = 0, por ello, un
término con 0 < p < 1 hace decrecer a la funcion de Lyapunov de forma mas réapida en la cercanias del
origen. La mayor velocidad de decrecimiento se logra combinando términos con 0 < p < 1y con p > 1.

Estimaciéon de un parametro variante con el tiempo

Ahora se ejemplificara, por medio de una simulacién, cémo funciona el algoritmo discontinuo para la
estimacién de un parametro variante en el tiempo. Los pardmetros de la simulacién son como se muestran
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a continuacién:

t €[0,10][s],
u(t) = sin(t),
6(0) =0,
0(t) = 3sin(4t) — sin(t).

e S R - T I I

o
)
w
N
@
~
@
@
=1

ts]

Figura 3.6: Comparacion entre el pardmetro real y el estimado, el desface es intencional para poder
distinguir ambas graficas

0.015 ; ; ; ;

001 —

— 0005 -

-0.015 | | | | | | | | |
Figura 3.7: Grafica del error de estimacion

3.2. Estimacion de n parametros con una medicion

En esta seccién se retomara al sistema representado por el modelo paramétrico que se ha manejado.
Ahora se considerara que se quiere estimar n parametros condensados en el vector 6, los cuales no varian
con el tiempo. Ademds se asumira que se tiene una tUnica medicién y. El esquema a tratar es el siguiente:

dénde u(t) € R", § € R™ y y(t) € R. Asumiremos que u(t) cumple con la Definicién 2.5 Para este sistema
el algoritmo de estimacion que se propone es el siguiente:

0(t) = —u()[u” ()0(t) - y(1) 7. p > 0. (3.11)

Por facilidad, se introduce la siguiente notacién:

[a]® & ‘a|asign(a)7 a€R.
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Esta operacion se define para obtener la potencia « de a y conservar el signo.

La dinamica del error de estimacion que induce este algoritmo es la siguiente:
z(t) 26—,
a(t) () ()0 - 6) 1
(Ou” (D (t)]7. (3.12)

Primero se establecera que esta ley de estimaciéon no incrementa el error inicial. Para ello mostraremos
que el origen de (3.12)) es uniformemente estable. Con este fin se usard como funcién de Lyapunov una
forma cuadratica en x:

—Uu
—Uu

1
Viz) = isz'

La derivada de V' a lo largo de las trayectorias del sistema (3.12) es:
V(t,z) = —|u” () ()" (3.13)

Noétese que la derivada no es siempre negativa, se puede presentar la situacién en donde u y x sean
ortogonales, en cuyo caso la derivada es cero o, aun mas simple, si u es el vector cero se tiene la misma
situacién, por ello de aqui no se puede concluir estabilidad asintética.

A diferencia del caso escalar, ahora no se puede separar el producto entre u y x. Por lo tanto, no se
puede proceder como en el caso anterior para mostrar la convergencia del error de estimacién a cero.

Antes de presentar los resultados de esta seccién, es necesario introducir la siguiente definicién:

Definicién 3.1. Se dice que una senal u(t), continua a tramos, cumple con la condicidn de excitacion
persistente fuerte si existe T > 0, T1 > 0 y § > 0 tales que, para todo t > ty > 0, existe un intervalo
Q: [t), 5] contenido en [t,t + T| y de longitud t), —t) =T < T, con T >T1 y T > 711, tal que:

2
[ It syulds = ot ~ 1),
t1

para todo w € R™ con ||w|| =1, [|[u(®)|| < um y para todo t1 < ta tal que t1,t2 € Q.

Si u € R™*™, su norma se entiende en el sentido de la Definicién

Lo que se quiere implicar es que, en el intervalo €, la integral del producto entre u y cualquier vec-
tor unitario constante siempre crece mas que una funcién lineal sin importar en que parte del intervalo
se estudie. Ademads, es importante enfatizar que, si se cumple la condicién de excitacion persistente fuer-
te, entonces se cumple la condicién de excitacién persistente, lo contrario no es cierto. Esta definicién
cobrara importancia méas adelante.

Para el algoritmo en (3.11)) se tienen los siguientes resultados:

Teorema 3.4. Que el regresor u(t) cumpla con la condicidn de excitacidn persistente, Definicidn es
suficiente para garantizar que el error de estimacion de los pardmetros converge, por lo menos, de manera
uniforme y asintotica al origen para toda p > 0. Para p =1 la convergencia serd exponencial.

Ademds, si u(t) satisface la condicidn de excitacion persistente fuerte, Deﬁnicio’n se tienen las si-
guientes propiedades adicionales:

= Para p € (0,1) la convergencia serd en tiempo finito uniforme.
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s Para p > 1 la velocidad de convergencia del error serd uniforme y asintdtica. Ademds, para condi-
ciones iniciales infinitamente grandes, el tiempo que tarda el error en llegar a una vecindad acotada
alrededor del origen es finito e independiente del tiempo inicial.

AN

En general, la velocidad de convergencia del error serd superior que la exponencial cerca del origen pa-
ra p € (0,1) e inferior lejos. Lo contrario es cierto para p > 1, es decir, la velocidad de convergencia
serda mayor a la exponencial lejos y menor cerca del origen. Esto si no se puede garantizar la condicién de
excitacion persistente fuerte, mientra que, si se satisface, los resultados son mas claros, pues hay conver-
gencia en tiempo finito y escape de infinito en tiempo finito, en ambos casos, ocurre de manera uniforme
respecto al instante inicial.

La condicién de excitacion persistente fuerte aparece debido a que, toda la familia de algoritmos, parece
que reducen el valor de la funcién de Lyapunov de manera proporcional, generando una serie geométrica.
Lo que cambia es el tiempo que se requiere para ello, y, debido a esto, es necesario poder colapsar o
expandir el tiempo. De manera més especifica, para p € (0,1), el tiempo que se necesita para reducir el
valor de la funcién de Lyapunov en una proporcion fija disminuye al disminuir V', caso contrario para
p > 1, en donde el tiempo aumenta al disminuir V' y es menor para valores mayores. Para p = 1, el tiempo
que requiere para disminuir a V' en una proporcién dada es independiente del valor de V.

En el apartado siguiente, se desarrolla la prueba del Teorema |3.4]

3.2.1. Prueba del Teorema [3.4]
Convergencia uniforme y asintética

A continuacién se desarrolla la prueba del Teorema correspondiente a la afirmacién de conver-
gencia uniforme y asintética del error, para evitar la pérdida de secuencia, las demostraciones de las
proposiciones que se plantean en el desarrollo se remiten al Anexo B.

Para mostrar la convergencia al origen, primero se evaluard la integral de (3.13|) en un intervalo de
tiempo que asumiremos fijo:

t+T . t+T 1
/t —V(s)ds:/t [ (s)(s)|" s = V() — V(E+T).

Proposicién 3.1. La suma |f+g|, donde f,g € RT, elevada a una potencia q, para q > 1, puede acotarse
de la siguiente forma:

|f+q|" <271 (£ + |g]9) .
JAN

Esta proposicién serd de utilidad para descomponer la integral de —V en dos integrales mas favorables.
De la Proposicién [3.] se desprende lo siguiente:

Proposicién 3.2. La integral del término |u® (t)z(t)[PT tiene la siguiente cota inferior:

1

i T p+1
/t [u” (s)a(s)| dszﬁ t

T t+T
[T ()| ds — /t [ () (x(t) — a(s)) [P+ ds.
A

Se comenzara por analizar la primera integral del lado derecho de la desigualdad. Para ello es necesario
tomar en cuenta la condicién de PE y de ella, derivar una expresion adecuada que permita acotar por
debajo a dicha integral.
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Proposicion 3.3. La condicion de excitacion persistente, Definicion [2.5, implica lo siguiente:

o [ ) s = Lyl
A
Al combinar los resultados de las Proposiciones y se obtiene que:
t+T T t+T il
/t —V(s)ds > 2—p€p||ac(t)||p+1 - /t [u(s) (z(t) — x(s))|"" ds. (3.14)

Resta una integral del lado derecho de la desigualdad y, en la forma que se presenta, no permite obtener
ninguna conclusién aun. Para continuar, se establece una cota superior de la integral en cuestion y se
sustituye en la desigualdad.

Proposicién 3.4. La integral de [u” (s)(z(t) — 2(s)) |p+1, con s € [t,t + T, puede acotarse por encima
con la longitud de arco de la trayectoria de x en el mismo intervalo, multiplicada por el intervalo de
integracion:

t+T t+T p+1
/t [u”(s) (a(t) — () | ds < Tk (/ |a'c<s>||ds> .

A
Para poder utilizar este resultado se debe calcular la norma de &(¢):
el = | = u(®)[u” )z ()]
= |u” (t)a()|"||u(t)]-
Es facil ver que:
. 1 . pt1
—V(t) > W|l$(t)|| ",
)5~
T p+1 U ’ 4, T p+1
}U (t)m(t)| > W‘U (t)x(t)‘ )
T 1 T it

Es conveniente poder dejar la desigualdad en (3.14) s6lo en términos de la integral de —V. Como se acaba
de mostrar, la norma de @ esta relacionada con —V/, por ende, se puede vincular la longitud de arco de
la trayectoria de x con la integral de —V, esto se define en la siguiente proposicién:

Proposicién 3.5. La integral de —V acota por arriba a una funcién de la longitud de arco de la trayec-
toria de x:

p+1

T 1 t+T v
/t *V(S)dSZW /t [l (s)]|ds

De donde se puede concluir lo siguiente:

) T s +T
Uy T PHT (/ —V(s)ds) 2/ l£(s)]| ds.
¢ ¢
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La Proposicion permite reescribir a (3.14)) en términos de la integral de —V y de la norma de z al
inicio del intervalo de integracién:

= Te t+T p
[ Vs Tt e ([ s
! t
(3.16)

Por la forma en que esta definida la funcién de Lyapunov, V', en la expresion anterior podemos sustituir
el término de la norma de x por uno en términos de V:

t+T ) - i1 t+T . p
/ —V(s)ds > 277 Te, V' (t) — T*u2PH) / —V(s)ds| . (3.17)
t t

Ahora, estimaremos cuanto decrece la funcién de Lyapunov en el intervalo de tiempo T', para ello defini-

remos al decremento, V(¢t) = V(t+T) = T

: —V(s)ds, como z:

1>

AV - V(E+T),
275" Te,,

A
Qo — Tgu%,(bp-i_l).

>

aq

Asi, podemos reescribir a (3.17)) como una desigualdad en z:

z > aleTH(t) — 2P,

z+ agZ? > aleTH(t).

La funcién h(z) = z 4+ a92zP es mondtonamente creciente para toda p > 0 y cero en z = 0, por lo tanto,
existe la funcién inversa y tiene las mismas propiedades, es decir, h~! es monétonamente creciente y
h=1(0) = 0. Este andlisis es de utilidad pues no se puede escribir de forma explicita la solucién de la
desigualdad para una p arbitraria. Aplicando A~ a la desigualdad se obtiene:

Bl (h(z)) = 2 > h™ (alv%“(t)) :

V() - V({E+T) > h™} (alv%“(t)) , (3.18)

De ([3.18) se puede escribir:
1
VE+T)< V() —h" (alv%(t)) .
Como h~! sélo es cero si V/(t) es cero, siempre habrd un decrecimiento a intervalos de tiempo de longitud
T, aunque éste serd cada vez menor con forme V decrezca. La sucesion de intervalos daran valores cada

vez mas pequenos de V' y, cuando el nimero de intervalos tienda a infinito, entonces, V' tenderd a cero.

Cabe senialar que la funcién inversa puede encontrarse de forma explicita para algunos valores de p,
por ejemplop:%,p:lyp:l

De cualquier manera, de (3.18) se puede ver que se cumple con los requisitos de [I4, Teorema 5] y
se puede concluir la estabilidad uniforme y asintética del origen del sistema (3.12]).
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Estimacion del tiempo de convergencia

Para estimar la velocidad de convergencia del error se asumird primero que u satisface la condicién
de excitacién persistente fuerte siempre, es decir, para todo t > tg y no exclusivamente por intervalos.
Posteriormente, se relajara esta suposicion.

Considerando un intervalo de andlisis entre t; y to, con to > t; > tp, y suponiendo que la siguiente
expresion es cierta para todo t > tg:

/t2 [u” (s)w|ds > 6(ts — t1), (3.19)

t1

para todo w € R", con ||w|| =1,

entonces, se puede llegar a una expresién andloga a (3.17)) siguiendo el mismo procedimiento que en el
apartado anterior. La diferencia radica en que, ahora, la desigualdad tiene una nueva variable, la longitud
del intervalo de integracién, to — t1. La expresién (3.17)) se transforma en:

tQ . tz . p 1—p pt1
—V(s)ds + u2PHD (ty — ;)2 (/ —V(s)ds) > 277 PV (1) (b — 1)),
tl tl

Por facilidad, nuevamente se define a la integral de —V como z, ademds, denominaremos por 7 a la
longitud del intervalo de integracién. Se reescribe la desigualdad anterior en estos términos:

z 4 uPHr2.p > 2kTp§p+1V%(t1)T,

24 ar?? > bV ()7 (3.20)

Lo ideal serfa poder resolver explicitamente la desigualdad anterior para z en términos de V(t1) y 7,
sin embargo, esto no es posible para valores arbitrarios de p. En su lugar, se analizara la igualdad, lo
que equivale a buscar la frontera de la regién en donde se satisface la desigualdad, y se resolvera en
términos de 7 pues, respecto a esta variable, la ecuacion es cuadratica. La solucién tiene como resultado
una funcién bi-valuada:

S (bv%(tl) + /BRVPTL(t;) — 4azp+1) . (3.21)

2azP

A continuacién, se presenta una grafica esquematica de ésta funcién respecto a z:

y

1 - =

0 A z

Figura 3.8: Frontera de la desigualdad (3.20]) respecto a z

La region resaltada de verde es donde la desigualdad se satisface. Al girar los ejes la grafica cobra
significado:
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-
B

Figura 3.9: Frontera de la desigualdad (3.20|) respecto a 7

Sabemos que z puede crecer o permanecer igual, debido a que el argumento de la integral que la define
solamente puede ser positivo o cero, es por esto que, el que la cota decrezca, no aporta informacién y el
valor de (3.21)) con la raiz positiva no tiene significado. Una forma més adecuada del gréfico anterior es

el siguiente:

U] L E
w ™

Figura 3.10: Frontera de la desigualdad ([3.20|) considerando sélo la raiz negativa de ([3.21]).

El valor real de z, en general, puede encontrarse en cualquier punto de la regiéon verde para un 7 dado,
sin embargo, el valor més grande que la cota predice es z*, el cual ocurre en un tiempo t; +7*. De (3.21])

se puede determinar tanto z* como 7*. El primero corresponde al valor de z que hace que el discriminante
de (3.21) sea cero, el segundo se obtiene de remplazar z* en (3.21]). Los valores correspondientes son los
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siguientes:

1
2= (2)T V), o= oV (),

2 1— 1—
F =2 Vt) T =V (h),
m 2 2 u%’L
2 =aV(t) : =V 3 (1),
con 2‘5:2 < 1. Si se escoge tg = t; + 7" entonces V(t2) = V(t1) — 2* = (1 — )V (¢1). Si reiniciamos la cota

X
cada vez que se llega a to = t; + 7* se puede armar la siguiente secuencia:

i t V(t) T

0 to V(to) W (o)

L totm | A-a)V() | v(A-a)V(t) T

2| to+Ti+T | (1—a)?V(to) | v ((11 — 04)21/(150))1T
3| to+ Yo | (1—a)lV(to) | AV 7= (t)(1 - a)*="
bt S | (- @) Vte) | AV (1) (1 - )

Es obvio que:

Ifm (1 — )"V (to) =0,

n—oo

para toda p > 0. El tiempo total para que esto suceda, es decir, para que hayan transcurrido n intervalos,
se puede calcular de la suma de los 7*:

n—1 .
nligvv%(to) Zg ((1 - a)%> :

Si 0 < p < 1 entonces (1 — a)FTp < 1 y la suma converge a:

n—1 .
1-p 1-p\* 1-p 1
lim AV (1) S (1 - )% ) = 3V = (o) ———
Jim 2V 0 3 (11— TR
61—p 1 1-p
= 5 2. - 1,p'VT(f0)~
27U 1= (1= 50r) 7

De aqui se puede concluir la convergencia en tiempo finito para toda p € (0,1). Si p = 1 el término

1—p . . . . s . . .
(1 —«a)™2 es uno, la suma diverge e indica que la funcién de Lyapunov siempre tarda el mismo tiempo
1—p

en decrecer la proporcién «. Para p > 1 se tiene (1 —a) 2z > 1, la suma diverge y se observa que, con
forme V' disminuye, se requiere cada vez mas tiempo para asegurar un decrecimiento de « veces el valor
de V al inicio del periodo.

Ahora se realizard el mismo ejercicio pero en el sentido contrario del tiempo. Se asumird que se co-

noce el valor de V en el instante t; y se tratard de estimar to < ¢ tal que V(o) = oo. Para ello se arma
la secuencia anterior pero en direccién contraria al avance del tiempo:
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i t V(t) T
1-p
0 h V(L) ()
Ly =
1 ti =75 (‘;(_t;)) W(t) = ((1—1(1)2)
2
* * |4 irp
2| to—Ty — Ty % YV (t1) ™2 (1:)12;)>
3
2 * V(t1) or 1
3| Tt | | Ve ()
w |t -t | st ()
0 =0 1% (1—a)™ Y 1 (1_a)l—Tp

Nuevamente, se haréd tender n a infinito. Para ese caso:

Que es lo que se queria. Para calcular la distancia entre t; y tg hay que tomar la suma de los 7*:

n—1 1 @
1-p
W' S ()
i=0 (1 - a) 2
Si0 < p<1el término —L— es mayor a uno y la suma diverge, por lo tanto, los algoritmos cuyo
(1—a) 2
exponente se encuentre en este intervalo, no puede hacer que el error de estimacién escape de infinito en
—1
tiempo finito. Para p > 1 el término —— = (1 — a)pT es menor a uno y la suma converge a un
(1—a)" 2"
valor, en especifico:

n—1 . 1

i $ (-0 - —L
y:
- 1
t1 =tg + ’)/V(tl)lTp -
1-(1-a) =
R 4 1 _
=tot+ 1 2 52 \ 25t 'VlTp(tl)
27U 1 (1= 50r)

Por lo tanto, hay escape de infinito en tiempo finito.

Ahora se supondré que (3.19)) solo se satisface durante un periodo Ty iniciando en ¢; y que esto ocu-
rre de manera periddica, con un periodo minimo de 77. La convergencia en tiempo finito solo ocurrira si:

2
_ 1-p T-p
22, (1- (- ) )

V(tl) < 51—p T

Como ya se determiné que la funcién de Lyapunov decrece de forma asintética para toda p > 0, siempre
existe t; > to tal que se satisface la desigualdad anterior. Como (3.19)) se cumple de manera periddica,
siempre llegard una ventana de tiempo en la cual, la funcién de Lyapunov podra converger a cero.
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Para el escape de infinito lo que se tiene que determinar es a qué valor llega la funcién de Lyapunov.
Para ello se tiene la siguiente expresion:

1-p 1—p
T = 15;? — 1 — VT (1),
P ()
" _2
1-p 2 =1 1-p
277 ug, - (1— (1-52) 7 )
V(tl) = 51-p - T . (322)

El cual representa un valor finito. Asi, se concluye la estimacion del tiempo de convergencia y se sostiene
lo enunciado en el Teorema [3.41

3.2.2. Combinacion de términos con diferente exponente

En este apartado se pretende mostrar que, combinar dos o méas términos con diferente exponente,
también genera un algoritmo de estimacion que permite reducir la diferencia entre el estimado de los
parametros y el valor real a cero.

Teorema 3.5. Si se combinan dos o mds términos con diferente exponente entonces, el error de estima-
cion de los pardmetros permanecerd acotado. Si, ademds, u satisface la condicion de excitacion persistente,
Definicion o la condicién de excitacidn persistente fuerte, Definicion[3.1], el error convergerd a cero
con una velocidad que serd la combinacion de la que otorgaria cada término de forma individual.

Ademds, si u satisface la condicion de excitacion persistente fuerte y el algoritmo posee por lo menos
un término con exponente p1 que se encuentre en el intervalo (0,1) y, al menos otro término con expo-
nente po > 1, entonces, la convergencia se dard en tiempo fijo uniforme respecto al instante inicial.

A

Nuevamente, el combinar de forma aditiva dos o mas algoritmos con diferente potencia, genera un nuevo
algoritmos que otorga las propiedades de convergencia en conjunto que cada término tendria de forma
individual. La situaciéon mas interesante se presenta al combinar dos términos, uno con exponente menor
a 1 y otro con exponente mayor a 1, para este caso, el tiempo de convergencia del error en el peor caso
(condicién inicial arbitrariamente grande) estd acotado, esto se entiende como convergencia en tiempo fijo.

Para demostrar que la afirmacién que se acaba de hacer es cierta, se presenta a continuacién la dindmica
del estimado de los pardmetros para la situacién en que se combinan dos términos con diferente exponente:

6 = —u(t) ([ (1)) — y(®) 7 + [wT BI) — y(1))7)
Este algoritmo induce la siguiente dindmica para el error:
a(t) = —u(t) ([u” (t)z(t) P + [u” (t)z(t)]P2) .
Utilizando la misma funcién de Lyapunov, una forma cuadratica en x, su derivada lo largo de las trayec-
torias del sistema queda expresada como sigue:

1
V(z) = §;vTa:,

V(t,2) = —[u" (0)x@)|" T = [T (0)z)|* T <.

Nuevamente, V es simultdneamente menor a la derivada de cada caso aislado, por lo tanto, la trayectoria
tiene que estar por debajo de las trayectorias correspondientes a la de cada término cuando se presenta
de forma independiente; lo anterior se concluye del principio de comparacién para desigualdades diferen-
ciales. Este analisis puede ser extendido de forma andloga a la combinacién arbitraria de m términos, en
cuyo caso, las conclusiones serdn totalmente analogas.

Las propiedades de convergencia y las condiciones para las cuales se presentan ya fueron estudiadas
en la seccién anterior y la afirmacién del Teorema [3.5] se sostiene del resultado del Teorema [3.4]
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3.2.3. Ejemplos académicos para la estimaciéon de n parametros con una me-
dicién

En esta seccion se ejemplificard el comportamiento del algoritmo por medio de simulaciones numéri-

cas. Se hardn observaciones cualitativas con base en las gréaficas que se presentan para cada ejemplo. En

cada caso se muestra la gréfica de la funcién de Lyapunov como funcién del tiempo. Se prefiere esto pues
es mas significativo que mostrar el error en cada parametro.

Los parametros para esta primera simulacién son:

ul'(t) = [sin(2t) sin(5t) sin(7t)],

67 =1 2 —1],
t € [0,10],
6(0)=1[0 0 0],
p=10.5 1 2].

El comportamiento de las funciones de Lyapunov correspondientes:

p<t
=1
p=1

0 0.5 1 1.5 2 25 3 358 4 4.5 5
ts]

Figura 3.11: Gréfica de la funcién de Lyapunov para algoritmos con diferente exponente, comportamiento
lejos del origen.

Se observa que, para la region mostrada, el algoritmo con p > 1 otorga la mayor velocidad de con-
vergencia mientras que para 0 < p < 1 se obtiene la menor. A continuacién se muestra la misma grafica
pero para un tiempo mayor:

p=1

t[s]

Figura 3.12: Gréfica de la funcién de Lyapunov para algoritmos con diferente exponente, comportamiento
cerca del origen.

Como se habia predicho, aqui los papeles se invierten y el algoritmo que permite la mayor velocidad
de convergencia del error a cero es aquel cuyo exponente es menor a uno; el que proporciona la menor
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velocidad de convergencia es el algoritmo con p > 1.

En esta segunda simulaciéon se compararéd el desempeno del algoritmo lineal contra un algoritmo com-
puesto, donde un término tiene exponente menor a uno y el otro mayor a uno. Los pardmetros para esta
simulacién son los siguientes:
u”(t) = [sin(4t) sin(7t) sin(13t)],
0f =11 -2 —1],

t € [0,10],
6(0)=10 0 07,
p=1[1 05 2.

A continuacion se presenta la grafica de las funciones de Lyapunov correspondientes:

p1<1 y p2>2
p=1 H

t[s]

Figura 3.13: Gréfica de la funcién de Lyapunov para algoritmos con diferente exponente, comportamiento
lejos del origen.

0.03 T T

By <ty py=2
p=1

0.03

0025

I
a 8.5 B BA T 7a g
t[s]

Figura 3.14: Gréafica de la funcién de Lyapunov para algoritmos con diferente exponente, comportamiento
lejos del origen.

Como se observa, el algoritmo compuesto proporciona una velocidad de convergencia del error mayor
siempre, que es el resultado esperado.

3.2.4. Algoritmo discontinuo, p =0

Hasta este punto no se ha tratado el algoritmo resultante con p = 0, principalmente porque la prueba
que se desarroll6 para establecer la estabilidad uniforme y asintética del origen de (3.12) sélo es vélida
para p > 0.
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Como se verd en lo subsecuente, para la versién discontinua del algoritmo, es decir, para p = 0, y
en contraste con el caso de la estimaciéon de un parametro escalar, la condicién de excitacion persistente
no es suficiente para garantizar la convergencia. Para mostrarlo, se desarrollard un contraejemplo, en
el cual, a pesar de que u cumpla con la condicién de excitacién persistente, el error de estimacién no
converge a cero. Este algoritmo consigue que el error, x, permanezca ortogonal a u a pesar de que ésta
varie.

Para n =2y p =0, se obtiene la siguiente dinamica:

1 = —uy (t)sign (uy (t)x1 () + ua(t)x2(t))
g = —ug(t)sign (uy (t)1(t) + ua(t)z2(t)) - (3.23)

Se utiliza la siguiente funcién de Lyapunov:

V(z) = % (1'1 + 172)

cuya derivada respecto al tiempo es la siguiente:
V(t,x) = —|uy ()21 (t) + ua(t)aa(t)].

Si el error no decrece de forma continua implica que la funcién de Lyapunov deja de decrecer a partir de
un instante t; > to y que V(t) = ¢, ¥t > t;, al mismo tiempo, esto quiere decir que V (t) = 0 V¢ > t1, o,
en otras palabras, x permanece ortogonal a u para cualquier instante posterior a t;. La trayectoria que
debe seguir cada componente de x, dadas las condiciones ya enunciadas, se puede obtener del siguiente
conjunto de ecuaciones:

x? + 23 = 2c,

U111 = —U2X3.
La solucién de dicho conjunto es la siguiente:
_ V2¢
n) =+ Zrran 20
— V2c
() = F om0
Vit >t

Para demostrar que estas trayectorias son factibles, se derivard cada una y luego se comparard con la
correspondiente en (3.23)), se asumird que cada u; es diferenciable:

( %(t))3/2 T
V2¢ ua(t (i uy ()02 (t) F ua(t)in (t)) — ign
w7 g(t))S/Q 2(t)sign(0).

En este contexto se entiende que sign(0) € [—1, 1]. Para que las trayectorias anteriores realmente aparez-
can, la funcién sign(0) deben tener el mismo valor en cada una de las expresiones:

. vV 2c ( + Ul(t)iLQ (t) + Uz (t)ul(t))
sign(0) =
0 (ut(0) + (1))
. vV 2c ( + ul(t)ﬂg (t) + ug (t)U1 (t))
sign(0) =
(u3(t) + w3 ()™

Como se observa, en ambos casos el signo de cero tendra el mismo valor, por lo tanto, dicha trayectoria
aparecerd en el sistema sin importar que u(t) cumpla, o no, con la condicién de excitacién persistente.
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Para concluir el contraejemplo se presenta una simulaciéon en donde se puede apreciar que el error no de-
crece en magnitud a pesar de que el regresor, u, satisface la definicién [2.5] Los pardmetros de la simulacién
son los siguiente:
0=[-6 5",
t € [0,30][s],
6(0)=0 0],
u”'(t) = [cos(t) cos(2t)],

| | L
15 20 25 30
ts]

Figura 3.15: Gréfica de V como funcién del tiempo.

Casi al final de la gréfica, V es practicamente constante.

alt)

Figura 3.16: Trayectoria del error en el espacio de estados, las flechas indican la direccién del recorrido
al incrementar t.

En esta ultima imagen se puede observar que las trayectorias quedan atrapadas en una vecindad del
origen y no siguen aproximandose a él.

3.3. Estimacion de n parametros con m mediciones

En la seccién anterior se desarrollé un algoritmo que permite la estimacién de parametros asumiendo
que el sistema es representado por un modelo paramétrico lineal. Para ello se consideré que sélo se con-
taba con una medicién y, por lo tanto, el regresor u era un vector. En general puede que se tenga maés de
una medicién, lo cual ayuda a estimar los parametros debido a que la condicién de excitacién persistente
no debe cumplirla cada columna del regresor, sino, la matriz en conjunto.
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Vamos a considerar al mismo sistema representado por un modelo paramétrico lineal, con la diferen-
cia de que ahora asumiremos que la senal de excitacién u(t) pertenece a R™*":

asi y(t) € R™, mientras que 6 sigue siendo un vector de n componentes.

Haciendo un simil con el algoritmo introducido en la seccién anterior, se propone para esta situacion
la siguiente ley de adaptacién para el estimado de los pardmetros:

§— —u(t)|[u” (1)0(t) — y(t)||7sign (u” (£)0(t) — y (1)), (3.24)

En donde || - H1E| representa a la norma £; de un vector y sign(a), para a € R™, se entiende como el vector
cuyos elementos son el signo del elemento correspondiente de a:

sign(a) = [sign(a;) sign(az) --- sign(an)}T
Es importante senalar que, si y es un escalar, se obtiene exactamente el mismo algoritmo que en .
La dinamica del error de estimacion que induce el algoritmo propuesto se escribe a continuacién:
@ = —u(t)|u’ (t)z| sign(u” (t)z).
Introduciendo la siguiente notacién:
[a]” = |lal{sign(a), a € R™,

el algoritmo se puede escribir de forma compacta:

i = —u(t)[ul (t)z]P. (3.25)

Primero mostraremos que el origen del sistema ([3.25)) es uniformemente estable y, para ello propondremos
una funcién de Lyapunov cuadrética en x:

cuya derivada a lo largo de las trayectorias del sistema es:
Vit,z) = iTe = —|u ()| [signT (uT(ox)} [uT(t)ac}
— —Jlu (B)all7 . (3.26)
Note que x”sign(z) = sign” (z)x = ||z||;. Este resultado es el andlogo al obtenido en la seccién anterior,

falta demostrar que, ademéas de ser uniformemente estable, también converge de forma asintética y uni-
forme a = = 0, para ello se seguird un procedimiento semejante al ya mostrado.

Primero, enunciaremos el resultado principal de esta seccion:

Teorema 3.6. La condicion de excitacion persistente, Definicion [2.5, garantiza la estabilidad uniforme
y asintotica del origen del sistema , es decir, el algoritmo puede estimar los pardmetros y
permite que el error de estimacion converja a cero, de forma asintdtica, para toda p > 0. Sip = 1,
entonces la convergencia serd exponencial.

Ademds, siu satisface la condicion de excitacidn persistente fuerte, definicion[3.1], la convergencia serd en
tiempo finito uniforme para p € (0,1) y uniforme y asintdtica para p > 1, en este ultimo caso, se presenta
el fendmeno de escape de infinito en tiempo finito.

LEn esta seccién, si se omite el subindice de la norma, se debe asumir que se trata de la norma euclidiana,
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El combinar dos o mds términos con diferente exponente genera un algoritmo que presenta una velo-
cidad de convergencia que conjuga las velocidades de convergencia que se presentarian si cada termino
apareciera de forma individual. Ademds, si u satisface la condicion de excitacion persistente fuerte y, hay
por lo menos un término con exponente 0 < p; < 1 y, por lo menos otro con exponente py > 1, entonces,
la convergencia serd en tiempo fijo uniforme.

A

Nuevamente, el que el regresor u satisfaga la condicién de excitacion persistente es necesaria y suficiente
para asegurar la convergencia al origen, al menos de forma asintética. Senalamos que, a diferencia del
caso anterior, donde sélo se tiene una medicion, si p = 1, no se recupera el algoritmo clasico del gradiente.

En general, para p > 1 se tendra que el error de estimacién convergerd a cero con una velocidad mayor
que exponencial en una regién lejana al origen. Caso contrario, si p € (0,1), se tendrd una velocidad de
convergencia mayor que exponencial cerca del origen. Cuando se puede satisfacer la condicién de excita-
cién persistente fuerte, estas afirmaciones son mas claras.

La convergencia en tiempo fijo se entiende en el sentido de que el tiempo de convergencia del error
de estimacién a cero, para el peor caso, es decir, cuando se presentan condiciones iniciales arbitrariamen-
te grandes, esta acotado.

Para este algoritmo, la derivada de la funcién de Lyapunov a lo largo de las trayectorias del sistema
queda definida en términos de la norma £; y no de la norma Euclidiana, como en el algoritmo tradi-
cional. La norma £; mantiene la congruencia con el desarrollo mostrado en la seccién anterior ya que,
en dicha situacion, la derivada de la funcién de Lyapunov respecto al tiempo queda en términos de la
funcién valor absoluto.

3.3.1. Prueba del Teorema [3.6

Para comenzar la prueba es necesario derivar una expresion a partir de la condiciéon de excitacién
persistente que se ajuste al algoritmo. Se parte de la siguiente proposicién:

Proposicion 3.6. Que se satisfaga la condicion de excitacion persistente implica lo siguiente:
1 [T 1 [T
[ W@z es 2 [ Tl ds 2
TJ T J

Demostracion. Se inicia estableciendo una comparacién entre las normas, para ello haremos uso de la
definicién de cada una y de su cuadrado:

lalls =

n

n n
lal =) af <Y lail*+2 Y laillagl = { Y lail |
i=1 i=1

03,1 i=1

por lo tanto:

N

lall3 < llallZ,

lallz < llallx-

Entonces:

+T 1 T
*/ [u” (s)wl[1ds > T/ uT (s)wl|2ds > €.
¢ ¢
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Ahora, con la desigualdad de Hoélder, (6.1.2)), podemos completar la prueba:

t+T Plpt1 t+T et t+T
(/ 1ds> (/ |uT(s)w||If+1ds> > / |lu” (s)wl||1ds > Te,
t t t

“ror +1 T
[ Il s = e,
t

1 t+T

[ ez et 2,
t

O

Para poder determinar una cota inferior para el decrecimiento de la funcién de Lyapunov es necesario
. . 1 L
primero establecer una cota adecuada para el término ||u” (t)z|?*", para ello se presenta la siguiente
proposicién cuya prueba puede ser encontrada en el anexo B:

Proposicién 3.7. La funcién |[u” (t)z(t)|[?*" puede ser acotada de la siguiente manera:

I (D2 (@)IF > ZipHuT(?f)ﬂﬁ(?fl)ll’f+1 = [T () () = 2z@) T, i <t

AN

Ahora se calcula el decrecimiento de la funcién de Lyapunov y se relaciona con la cota que se establece
en la Proposicion

t+T . t+T
V() - V(t+T) = / V(s)ds = / () (s) [+,

t+T

t+T 1
[ el s >
t

t+T
5/, IIUT(S)w(t)H’fHdS—/t 1™ (s) (() — () [T ds.

La primera integral del lado derecho puede acotarse por debajo con el resultado de la Proposicién [3.6
mientras que para acotar a la segunda, se necesita la siguiente proposicién:

Proposicién 3.8. EI Se puede establecer la siguiente cota:

t+T T p+1
/ H“T(S)(ﬂﬁ(t)—x(s))HfHdSSUfn“T</t ||s'c<s>1ds> ,

donde u,, es el valor mdzimo que puede tomar la norma de u y se entiende en el sentido de la definicion

2.4,
A

Con ayuda de ésto se obtiene lo siguiente:

t+T c t+T P+l
/ I (s)a(s) [ ds > 2 o(a) 7T — T ( / ||¢<s>1ds> | (3.27)
t t

De la dindmica del sistema (3.25) podemos calcular la norma de g:

I2]ls = llu® (O)[IF|[u” (O)sign(u” (#)z)[|; < lu” @)alFllu@)]1]lsign(u” (#)2)llo < llu” O] u(®)]:-

2La prueba de esta proposicién se encuentra en el Anexo B
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Para tratar con este término se hard una comparacién con la derivada respecto al tiempo de la funcién
de Lyapunov:

. 1 P4l

~V(t) = [ O[5 > — (" @O ]Flu®)]1) 7
Uni

. 1 ptl

=V(t) > —= 120"
Uni
Integrando:
t+T . 1 t+T pt1
[ sz o [ el s
t umT t

Escribimos la desigualdad de Hélder para la integral de ||#]|1:

1 e b\ PHT t+T
T / l&(s)]),” ds 2/ l[&(s)[l1ds,
t t

de donde podemos concluir lo siguiente:

p+1

t+T . 1 t+T P
[ vesz ([ li)lhas
t Tl/pumT t

v

T . p+1 t+T
T/ @)y, (/ —V(s)ds> 2/ [ (s)[l1ds.
t t

Sustituyendo este resultado en (3.27)):

o T +1 € +1 2(p+1) 2 "
[ s = Ealp T - e ([ Vs
t t

p

P

t+T ) ¢ t+T .
[ Vs = Bl -z ([ Vs
t t

Como ya se habfa demostrado, ||lallz < ||all1 y:
P

t+T . t+T . €
/ ¥ (s)ds + u2#HDT? / Vls)ds | > T a(n)5T.
t t

As{ recuperamos la misma expresiéon que en (3.17) y los argumentos para demostrar la convergencia
uniforme y asintética al origen, la convergencia en tiempo finito uniforme y la propiedad de escape de
infinito en tiempo finito son exactamente iguales a los ya desarrollados en la Seccién [3.2.1

Al mismo tiempo, si se combinan dos términos con diferente exponente, tal que el primero este en el
intervalo (0,1) y el otro sea mayor a 1, entonces también se puede obtener convergencia en tiempo fijo
uniforme. Esto se puede concluir de la derivada de la funcién de Lyapunov pues, para una suma arbitraria
de términos con diferente exponente, esta derivada siempre es menor en magnitud a la correspondiente
para cada término si éste apareciera de forma individual:

k
= (Z ||uT<t>a:|ﬁ”> u(t)sign(u” (t)a).

k
V(t) =ile=— <Z uT (t)z

k
==Yl (0

£) b )] 170

pit1
1 .
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3.3.2. Ejemplos académicos para la estimacién de n parametros con m medi-
ciones

Aqui se presentardn simulaciones donde se compara la velocidad de decrecimiento de la funcién de
Lyapunov para diferentes algoritmos en simulacién numérica. La primera simulacién muestra el compor-
tamiento para algoritmos simples, mientras que la segunda involucra algoritmos compuestos.

Las condiciones para la primera simulacién son las siguientes:
cos(t) cos(2t) cos(t)
cos(2t) cos(4t) cos(4t)|’
07 =2 3 -5,
t €10,16],
6(0)=[0 0 0]T.

u(t)T =

Los algoritmos que se compararan son: para p = 0.5, p = 1, algoritmo clasico y p = 2. Nétese que
ninguna de las columnas de la matriz v cumple con la condicién de excitacion persistente. El resultado
es el siguiente:

p=0.5
p=1

Clasico H
—p=2

=

(= N =]

t[s]

Figura 3.17: Gréfica de la funcién de Lyapunov para algoritmos con diferente exponente, comportamiento
lejos del origen.

025 . .

—p=05
p=1

02k Clésico H
p=2

9 95 10 105 " 15 12
tls]

Figura 3.18: Gréfica de la funcién de Lyapunov para algoritmos con diferente exponente, comportamiento
cerca del origen.

Como era de esperarse, lejos del origen, el algoritmo con p = 2 permite que la funcién de Lyapunov
decrezca de forma més rapida. Una vez que V se acerca al origen, el algoritmo que hace que su funcién de
Lyapunov decrezca més rapidamente es el que tiene exponente igual a 0.5. Algo interesante que sucede
es que, el algoritmo con p = 1 otorga una velocidad de decrecimiento de su funciéon de Lyapunov mayor
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que el algoritmo clésico, esto a pesar de que para ambos se espera que la velocidad de convergencia sea
exponencial.

Para la siguiente simulacién los parametros son los mismos, sin embargo, ahora se comparard a un
algoritmo compuesto por un término con exponente de 0.5 y otro con exponente de 2 contra el algoritmo
clasico y el algoritmo con p = 1. Los resultados se muestran a continuacion:

20 T T T T T L

Compuesto
—p=
Clasico

iy
=

0 1
o 1 2 3 4 5 B 7 g
tle]

Figura 3.19: Gréafica de la funcién de Lyapunov para algoritmos con diferente exponente, comportamiento
lejos del origen.

025 T T

Compuesto
— =t
02k — Clasico

9 95 10 105 " 15 12
tls]

Figura 3.20: Gréfica de la funcién de Lyapunov para algoritmos con diferente exponente, comportamiento
cerca del origen.

Como se espera, el algoritmo compuesto logra que su funcién de Lyapunov decrezca con mayor velo-
cidad siempre.
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Capitulo 4

Discretizacion del algoritmo

Debido a que en la actualidad la manera més facil y versatil de implementar las cosas es haciendo uso
de computadoras digitales es importante estudiar la manera de realizar el algoritmo como un siste-
ma discreto. Cuando se hace uso de sistemas digitales para adquirir senales analdgicas se toman muestras
que, en general, estaran igualmente espaciadas. Durante el intervalo entre muestra y muestra se desco-
noce que sucede con la senal, una forma de llenar ese espacio es suponer que la senal permanecié constante.

Tomando en cuenta la manera general en que operan los sistemas digitales, para analizar el algorit-
mo se asumird que la sefial de excitacién wu(t) es una senal constante a tramos y, ademds, cada tramo
tendrd la misma duracién, esto debido al muestreo. La longitud de cada intervalo serd denominada con h.
Para simplificar el andlisis solamente se considerard el caso donde se desea estimar pardametros constantes.

Se buscard la respuesta del sistema (3.11]) ante sefiales de entrada constantes. Para 0 < p < 1 y pa-
ra p > 1 se presenta la forma adecuada de actualizar al estimado del estado con cada nueva muestra:

= Se define el error de estimacién de la salida para la muestra k-ésima:

A, Th T
€L :uka—yk = U T

= El algoritmo discreto para 0 < p < 1 es:

ék+1:ék si uk:Ooekzo
. . 1
Op+1 =0 — W’uk (ek — sign(eg) (Jex|* ™ — (1 = p)|lurl|*h) 1*1”) sio up#O0yep#0
B < lew|'
A ) ) YIS T
0k+1 = 9k — Wukek S1 Uk 7& 0 y €k 75 0
Y
YhZ G
(4.1)
= Y para p > 1:
ék+1:ék si ukZOOGkZO
__1
Ok1 = O — oz th (% — sign(ex) (W% +(p- 1)Huk”2h) ’ 1) sioup #0yex #0°
(4.2)

Se desestima el caso p = 1 debido a que la respuesta es exponencial y para los otros valores de p se
tendran velocidades de convergencia mayores, al menos por regiones, del error de estimacion.

Debido a que esto se corresponde con la solucién exacta de la dindmica del algoritmo para la situacion

descrita, si u(t) satisface la condicién de excitacién persistente, presentard las propiedades de estabilidad
y convergencia que se mostraron para el algoritmo (3.11)) en el Teorema Es importante mencionar
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que una sefial constante a tramos no puede satisfacer la condicién de excitacién persistente fuerte.

En ambos casos, el algoritmo puede ser dividido en una parte lineal y en otra no lineal. Para 0 < p < 1
la parte no lineal desaparece cuando:

h > B
~ (1= p)l|ugl?

lo cual ocurre de manera permanente para valores de x, muy pequenos. Para p > 1 la parte no lineal
tiende a disminuir para valores de e, muy grandes, o, de manera indirecta, para valores de xj equivalen-
tes en magnitud. En ambos casos, la parte que beneficia paraa disminuir de manera drastica al error de
estimacién es la parte lineal.

Si despreciamos el término no lineal en ambos algoritmos, se obtiene un nuevo algoritmo que es in-
dependiente del exponente p que se haya elegido. El algoritmo correspondiente es el siguiente:

R ékjrlzék si up,=00e,=0 (4.3)
9k+1=9k—Wukek sioup#£0yep#0° :
Este algoritmo induce la siguiente dindmica en el error de estimacion:
Tk = ék — 9,
1
Tpp1 = (I- ) T, (4.4)
( (AR

El comportamiento de este algoritmo se resume en el siguiente teoremas:

Teorema 4.1. Si uy, satisface la condicion de excitacion persistente en el sentido de la Definicion [2.13,
entonces el origen del sistema es uniforme y exponencialmente estable.

Ademds, si se presenta alguna de las siguientes situaciones:

= En cualquier instante, el error de estimacion xy es paralelo a uy,.

» La sucesion {u; us uz - - up} estd conformada por vectores que sean ortogonales entre si.
El error de estimacion, xy, converge en tiempo finito.

A

Como se menciond, una senal constante a tramos no satisface la condicién de excitacién persistente fuerte,
sin embargo, esto no implica que el algoritmo o inclusive el algoritmo no puedan converger en
tiempo finito uniforme. Debido a que las condiciones donde se presenta la convergencia en tiempo finito
son muy restrictivas, el que suceda, es mas bien un caso raro que la generalidad.

En las siguientes secciones se mostrard cémo se obtuvieron los algoritmos (4.1) y (4.2) a partir de la
dindmica que induce el algoritmo (3.11]) en el error asi como la prueba del Teorema

4.1. Discretizacion

En lugar de analizar al algoritmo directamente, se analizard la dindmica de error que induce, esto
debido a que se quiere que el algoritmo discreto tenga el mismo efecto.

Se retoma la dindmica de (3.12), para p # 1, y se sustituye u(¢) por una sefal u constante en el in-
tervalo t € [to, t1]:
T = —u[uTa:Jp.
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Se define la variable auxiliar z de la siguiente forma:
A
z=u
ud = —[|ul?[u’z|" = —|[u|*[2]?.

2.// =
Esta ecuacion diferencial escalar se puede resolver de manera analitica por integracién. Se hace notar que

el signo de z nunca cambia, pues no puede cruzar por cero, ya que al llegar a este valor, su derivada es nula.

Ahora, se separan las variables y se integra:
z(t) dz t

sign(a(t0)) [ 5=l [,
Z(to) |Z‘ to

la solucién de z es la siguiente:
1
1- T .
(1) = (|st)] 7 = (1= p)lulP( 1)) sign(=(to)),
Lo anterior es cierto para z(tg) # 0. Ademés, si p € (0,1), existe un tiempo ¢} para el cual t > t] =

z(t) = 0:

1 1—p
t) = ————|z(to) + to.
L= A )]

En otras palabras, si mantenemos a u constante el tiempo suficiente, x se volvera ortogonal a ella ya que

z=0=ulz =0. Para p > 1, esto no sucede.

Con la solucién de z(t) podemos encontrar la solucién de z(t):

b= —ul=(1)]"
=~ (|ato)] "~ (L= D)l — t0)) " sign(=(to))

= —u (JuTx(to)] "~ (1= Dl (t ~ 10)) " sign(uTx(to)).

La funcién que se obtiene es integrable, procediendo se obtiene la solucién de x(t):
=
" dt,

—usign(u"a(t0)) | ([0 7 — (1= D)l ~ 1)
(uTx(to) sign(uTz(to)) (|uTx(t0)¢1*p — (1 —p)||ull?(t - to)) ' )

a(t) — x(to)
1

z(t) = x(tg) — u
[Jul[?
Sip € (0,1) es necesario definir la dindmica a tramos, esto debido a que el término ’uTx(t )‘1—1) -1

1 T 1-p
st gzl eto) T + o

p)||u||?(t — to) puede hacerse cero o, incluso, tomar valores negativos:
a(to) —urt <uTx(to) — sign(uTz(to)) (|uTz(t0)|1*F — (1= p)|ull?(t - to))tp> st t< gt [T (to)| P+ to

z(t) =
(]I — WuuT> z(to)
Ahora, se calculard el valor de x en el instante ¢;. Si la diferencia entre t; y to es h, entonces, para
0 < p <1 se tiene:
1
o) = 4 7 — U (uTx(t@ — sign(ua(to)) (|uTa(to)|' ™" = (1 = p)ul*h) ) st h < g e 2 ()] 7 ,
(1= ™) 2(to) st h 2 e et
y para p > 1:
1 T : T T 1-p 2 =
#(t2) = alto) = ups  wle(to) —sign(u”z(t0) (") ™ = (1 = p)lul?h) ™7 ).
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Si se analiza el intervalo de tiempo [kh,(k + 1)h], asumiendo u(kh) # 0 (u(kh) = wuy) asi como
u? (hk)z(hk) # 0 (z(hk) = x y x(kh + h) = zk11), la dindmica del error se puede reescribir de la

siguiente forma:

Para 0 <p < 1:

1

. 1— T—p . 1—
o = T — ukm (uzxk — &gn(u{xk)) (|u£$k| L (1 —p)||uk||2h> p) si h< m}ufmﬂ p

(T qargwed ) = sio h> g e 7
(4.5)
y para p > 1:
1 T : T T, |1-P 2 =
k1 = Tk — U5 | Up Tk — k Tk k Tk - -= k . .
x Tp— U Tan uj, wy, — sign(ug o) ( |uf o (1 —p)|lug||“h (4.6)

Los algoritmos discretos que inducen las dindmicas de error (4.5) y (4.6) son (4.1) y (4.2)), respectivamente.

4.2. Prueba del Teorema [4.1]

Si se asume que h siempre es lo suficientemente grande, la dindmica del error (4.5)) estard descrita por
el siguiente sistema discreto, lineal y variante en el tiempo:

1 T
Thy1 = <H — ukuk> Tp.
(w2

Vale la pena aclarar aqui que, cuando ug = 0, xx1+1 = z. La ley de adaptacion que induce la dindmica
de error anterior, bajo la suposiciéon de que los pardmetros son constantes, es (4.3)).

Para comenzar el analisis de estabilidad propondremos una funcién de Lyapunov cuadratica:
V() = [l .

El valor siguiente de V', Vi41, puede ser calculado de la siguiente forma:

1 2
R L T

[k ||?
=7 (H — 71 ukuT> Tk
g [ E—
T,. \2
T (ug k)
4.7

Ya que la matriz T — Wuku{ es simétrica e idempotente pues es un proyector.

Recordando la definicién geométrica del producto punto:

[[ug]?lzx||* cos® (@)
Vi1 = af zp —
[[ue |
= [lz&[|* — [lz&]|* cos?(a) = Vi(1 = cos?(a))

=V sin?(a),
donde « es el angulo entre ug y xx. Esto demuestra la estabilidad del algoritmo més no la convergencia.
Para poder mostrar que el error de estimacién converge a cero es necesario pedir que uy satisfaga la

condicién de excitacién persistente en el sentido de la definicién 2.13]

Asumiendo que uy es de excitacién persistente, se retoma (4.7) y se acomoda para reflejar el decre-
mento de la funcién de Lyapunov, ademas se suman todos los decrementos después de una sucesion de T’
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muestras:

T 2
w_wﬂzﬂﬁgﬂ
[Jwl
k+T k4T
Z (V _ V‘+1) _ Z (u] ;)
3 7 - .
2 Tl

Por convexidad se tiene la siguiente desigualdad:

(u ka)Q = (uzT(xk —x;) + uZT:cz)Q <2 ((uZ (zg — xz))Q + (usz) ) ,
(uzTﬂcl)Q > %(u?wk)z — (u] (@ — xl))Q,
k+T b1 k+T . k+T . ,
Z (ufz;)” > 5 Z(ul )< — Z (u] (zp — )"
i=k i=k i=k

Con ella se puede acotar por debajo a la suma de los decrecimientos de la funcién de Lyapunov en el
intervalo:

(v 2 152 ST (T
+1) 2 5 -
— T T T AT il
1 T 1 AT )
= WZ(%‘T%)Z—T ( T( k—wz))
m o=k ™ =k

k+T k+T

> 5 L0 = 3l il
m o=k

Se busca ahora acotar por arriba a la segunda suma del lado derecho de la desigualdad:

k+T U . k+T
|we — 23] < Z [Zit1 — ]| = 5 Ui — T

wlP
2
T | T,
3 K2
ozl s (Z ]
i=k ¢
De la desigualdad de Cauchy-Schwarz para normas en espacios de dimension finita:

T fe] ) AT ()’
<T ) 5
(Z ||uz||> 2

i=k

k+T k+T )

3 N =il < TQZ e

Regresando a la desigualdad original:

k+T k+T K+ T ’u .
Vi— Vi+1) > (ul'zp)? — T? i
; ( 2“2 Z Z s
1 k—i—T ., k+T
Z 9z > (fwy)? =12y <Vi - Vi+1)>
m o=k i=k
k+T | KT
A+T) Y (Vi=Virr) 2 5 D (uf )
i=k m o=k
k+T k+T
1
(Vz‘ - Vz‘+1> > m Z(Uszk)Q
i=k m i=k
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De la condicién de excitacion persistente y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

2

k+T 1 (=T
Z(WT%)Q 2% Z |uf @]
i=k i=k
1
> TT262||3%||2 = Te?||ax?.
Continuando con el desarrollo:
k+T T 2

> (Vi Vier) 2 g iy Il
i=k m

Finalmente, desarrollando la suma:

Te?
262, (1+ T2)
Te?
< (1= 5o Vi
Vitr+1 < ( 22 (1 1 17) Vi

Como € se puede hacer arbitrariamente pequena, siempre se puede garantizar que u,, > € y el término
7

que acompana a Vj siempre serd menor a uno. Aqui podemos asegurar la convergencia exponencial al

origen en presencia de excitacién persistente.

Vi = Viyr1 2> Vies

Para completar la prueba del teorema, considérese una situacién hipotética donde x = au, en tal si-
tuacion el valor de error siguiente seria:

1
Tho1 = <H — HUkHQUkuz) Tk,
«
= Qug — WUM,
=au—au = 0.

Se puede concluir que, si en cualquier instante la senal u es paralela al error de estimacién de los parame-
tros xj, entonces, en el intervalo siguiente, k + 1, dicho error convergera a cero.

Por otra parte, si el error es perpendicular a u, éste no disminuira:

1 T
Tht1 = (]I— uk|2ukuk) Tk,
0

1

T

=T — ﬁukw = Ty.
[

La segunda situacién en la que el error puede converger en tiempo finito se presenta si, en una sucesién

de n elementos de u, todos ellos son ortogonales entre si. El error después de las n muestras se puede
calcular de la siguiente forma:

k+n 1
Thtn = H <H ||u1|2uzulT> Tk

i=k
Como todas las u; son ortogonales entre si, los productos mixtos se anula y la matriz que resulta es:

k+n 1

I— E 7uiuiT =0
— [Jui]|?
i=k

Entonces, xx4+1 = 0. Con esto se concluye la prueba del Teorema
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4.3. Ejemplos académicos

En esta seccion se pretende comparar al algoritmo discreto clasico mostrado en la Seccion contra
el algoritmo lineal por medio de simulaciéon. La comparacion es complicada pues el algoritmo del
gradiente descendente necesita una ganancia I' que hay que disenar para que sea estable, mientras que,
el algoritmo que se propone en esta tesis no requiere de ella.

Para esta primera simulacién los parametros son los siguientes:

h =0.1[s],
ui = [cos(3kh) cos(Tkh) cos(10kh)),
07 =[-231],

t €10,15],
65 =[000],

I'=1Is.

Se presenta la grafica de la funcién de Lyapunov correspondiente a cada caso como una funcién del
tiempo:

14 T T T T T T T I T
Por proyeccion
121 Clasico H

0 1 I ] ] ] ] ]
0 1 2 3 4 a B 7 3 9 10

t[5]
Figura 4.1: Gréafica de la funcién de Lyapunov para algoritmos discretos.

Y a continuacion, el comportamiento del estimado de los parametros en cada algoritmo:

] —
—

t[s]

Figura 4.2: Gréfica del comportamiento de los pardmetros para el algoritmo por proyeccién (4.3)).

98



—
—

t[s]
Figura 4.3: Grafica del comportamiento de los parametros para el algoritmo clasico.

Para esta simulacion el comportamiento del algoritmo que se propone en es siempre mejor que el
clésico, sin embargo, esta comparacién debe ser tomada con reserva. El desempeno de ambos algoritmos
esta sujeto a las caracteristicas de u y de la ganancia I' que se haya escogido para el algoritmo clésico.
Las verdaderas ventajas del algoritmo radican en que es independiente del periodo de muestreo , h,
vy que no quita de la mesa la convergencia en tiempo finito.
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Capitulo 5

Conclusion

5.1. Resumen General

A lo largo del trabajo se estudié un método que permite determinar los pardmetros de un sistema
representado por un modelo paramétrico lineal, cuya estructura es la siguiente:

y=ul(t)f.

Para este sistema se estudiaron dos situaciones, en ambas se consideré que los pardmetros, condensados
en el vector 6, eran constantes. La primera de ellas asumia que s6lo se contaba con una medicién y por
ello u(t) € R™, mientras que, en la segunda, se supuso que y € R™ y por lo tanto u(t) € R**™. Con
independencia del nimero de mediciones, la dindmica propuesta para el estimado de los parametros, i.e.
el algoritmo de estimacién, fue la siguiente:

0 = —u(t)[u” ()8 —y]?
Se introdujo la notacién [v]? = ||v||{sign(v) para poder expresar el algoritmo en forma compacta.

Si se asume que el regresor u(t) cumple con la condicién de excitacién persistente, Definicién ,
entonces, los resultados obtenidos son los siguientes:

= Si s6lo se desea estimar un pardametro y se tiene una medicion:

e El algoritmo con p € [0,1) puede estimar el pardmetro en tiempo finito uniforme.
e El algoritmo con p = 1 corresponde al algoritmo cldsico y la convergencia es exponencial.

e El algoritmo con p > 1 converge de forma uniforme y asintética pero puede escapar de infinito
en tiempo finito, esto es 1til cuando el error de estimacién inicial puede ser muy grande.

e Si se combinan dos términos, uno con 0 < p < 1 y otro con p > 1, el tiempo de convergencia
del error para el peor caso, estd acotado por una constante independiente del tiempo inicial.

e Ademas, si el parametro varia con el tiempo y su velocidad de cambio estd acotada, el algoritmo
con p =0y sign(u(t)), en lugar de u(t), puede estimarlo siempre que el regresor no cruce por
0 permanezca en cero.

= Si se desea estimar mas de un pardmetro, sin importar si se cuenta con una o mas mediciones:

e El algoritmo converge, por lo menos, de manera uniforme y asintética para p > 0.

e Con p € (0,1) la velocidad de convergencia serd mayor que para p = 1 en una vecindad muy
cercana al origen.

e Con p =1 la convergencia del algoritmo es exponencial. Si, ademads, se tiene una tnica medi-
ciom, el algoritmo se corresponde con el algoritmo del gradiente descendente, en caso contrario
no.
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e Con p > 1 la velocidad de convergencia serd mayor que exponencial si el error se encuentra
lejos del origen y menor, si se encuentra cerca de él.

e Al utilizar dos términos, uno con 0 < p < 1 y otro con p > 1, se puede asegurar una velocidad
de convergencia mayor a exponencial en todas partes.

e Para p = 0 no se puede asegurar la convergencia del algoritmo inclusive si u(t) satisface con
la condicién de excitacién persistente. Sin embargo, para esta situacién, el error de estimacién
permanece acotado.

Si a u(t) se le pide que cumpla con la condicién de excitacién persistente fuerte, Definicién se tienen
estos resultados adicionales:

= Para p € (0,1), la convergencia del algoritmo es en tiempo finito uniforme.

= Para p > 1 la convergencia es uniforme y asintética, sin embargo, presenta la propiedad de escape
de infinito en tiempo finito uniforme.

= Al combinar dos términos, uno con 0 < p < 1 y otro con p > 1, se puede acotar el tiempo de
convergencia para el peor caso, es decir, se tienen convergencia en tiempo fijo y uniforme respecto
al instante inicial de tiempo.

Ademads, en general, es necesario implementar los algoritmos de estimacién en computadoras digitales,
por ello se derivé una version discreta del algoritmo para y € R. El algoritmo discreto, si bien su velocidad
de convergencia es exponencial, no elimina la posibilidad de converger en tiempo finito. Para esto tltimo
se ilustraron dos casos en donde se sabe que puede haber convergencia en tiempo finito. Es importante
aclarar que, para garantizar la convergencia al origen, también es necesario que uj, cumple con la version
discreta de la condicién de excitacién persistente, Definicién [2.13

Otro punto favorable que presenta el algoritmo discreto es que, su formulacién, es independiente del
periodo de muestreo de las senales y por ello no requiere ser ajustado en términos de este factor.

El algoritmo discreto es el siguiente:

. 1 .
Op+1 =0, — Wuk (Ugok - yk) .

5.2. Conclusiones

Se logré generalizar al algoritmo gradiente que se usa para estimacién de parametros. Lo que se obtie-
ne es una familia de algoritmos, con dindmicas no lineales que tienen ventajas sobre el algoritmo clédsico
en lo que respecta a la velocidad de convergencia.

Las variantes no lineales del algoritmo presentan velocidades de convergencia mayores que en el caso
lineal en regiones diferentes del espacio de estado. Para que esta velocidad sea mayor en todas partes, se
encontré que es necesario combinar dos algoritmos, uno con 0 < p < 1 y otro con p > 1.

Para poder garantizar la convergencia en tiempo finito (0 < p < 1), en el caso mds general, es sufi-
ciente pedir que el regresor, u(t), cumpla con lo que se denominé condicién de excitacién persistente
fuerte. Esta condicién también garantiza el escape de infinito en tiempo finito para p > 1 y la convergen-
cia en tiempo fijo si se utilizan dos algoritmos en conjunto, uno con 0 < p < 1y otro con p > 1.

En general, siempre se desea conocer los valores de los parametros lo mas rédpido posible, es por esto
que los resultados obtenidos son significativos.

5.3. Trabajo a futuro

Los resultados de esta tesis no contemplan el hecho de que, en general, hay ruido en las mediciones
y, por lo mismo, no se estudian los efectos que este factor tiene sobre la respuesta. El andlisis de las re-
percusiones que tiene el ruido sobre la dindmica del error de estimacién es importante y queda pendiente
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para trabajos futuros.

Cuando sdélo se requiere estimar un parametro se mostré que el algoritmo con p = 0 también permi-
te que haya convergencia en los pardmetros, y ésta se da en tiempo finito. Ademads, resulté de utilidad
si el pardmetro varia con el tiempo. Para el caso general, donde § € R", se encontré que la condicién
de excitacion persistente no es suficiente para garantizar que el error converja al utilizar el algoritmo
discontinuo, p = 0; al respecto, se tiene la hipdtesis de que es necesario que u(t) sea también disconti-
nua para que la convergencia se dé. Aun asi, si se combinan dos términos, uno con p = 0 y otro con
p > 0, el algoritmo debe de converger bajo la tinica suposicién de que u(t) satisface la condicién de exci-
tacién persistente, hace falta estudiar qué fenémenos se presentan para el caso descrito y si, al tener el
término discontinuo, permite también tener un mejor estimado para pardmetros que varien con el tiempo.

Para poder tener convergencia en tiempo finito, escape de infinito en tiempo finito o convergencia en
tiempo fijo, se tuvo que pedir que u(t) satisficiera una condicién més restrictiva que la de excitacién
persistente. Es necesario entender si, la condicion que se pidi, es necesaria, en caso contrario, determinar
la condicion necesaria y suficiente que garantiza las propiedades ya mencionadas.

Es necesario estudiar y determinar que tipo de senales cumple la condiciéon de excitacién persistente
fuerte que se pidié a u(t) para poder asegurar la convergencia en tiempo finito y en tiempo fijo y si esta
condicién es necesaria para asegurar tal tipo de convergencia de los algoritmos.

Para la versién discreta del algoritmo se demostré la convergencia exponencial del error si u, cumple
con la versién discreta de la condicion de excitacién persistente. También se demostré que el error puede
converger en tiempo finito si alguna de las siguientes condiciones se cumple:

= Si en cualquier instante, el error de estimacion xj es paralelo a uy.
= Sila sucesién {u; wue wus --- u,} estd conformada por vectores que sean ortogonales entre si.

Esto da la posibilidad de que el error converja en tiempo finito, sin embargo, al ser tan restrictivas es-
tas condiciones, parece ser que, el que suceda, es més bien un caso raro; falta hacer un estudio a detalle
que determine si existen condiciones més generales que también aseguren la convergencia en tiempo finito.

Por otra parte, el algoritmo discreto sélo se presenté para y € R y falta derivar la variante adecua-
da que permita estimar parametros cuando y € R™.

En general, los resultados sélo se aplicaron a ejemplos en simulacién numérica, hace falta validar que
este algoritmo es efectivo en problemas reales.
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Capitulo 6

Anexos

6.1. Anexo A: Desigualdades clasicas

A lo largo de este trabajo se ha hecho uso extensivo de desigualdades cldsicas en sus dos presentacio-
nes, para sumas finitas de elementos y para integrales, es por esto que se decide agregar este apartado a
manera de referencia rdpida para consultarlas.

A continuacién se escriben las generalidades de cada desigualdad y se remite a [2] para consultar la
demostracién correspondiente.

6.1.1. Desigualdad de Jensen
Suma finita

Sea f una funcién convexa y sean z;, parai: {1, 2, 3,..., n}, valores en el dominio de definicién de
f, entonces:

r(Ee) < ;ifm)-

Si la funcién es concava, entonces el signo de comparacion se invierte.

Integral

Sea un espacio de medida (2, A, ) tal que p(Q2) = 1, una funcién g de valor real y u — integrable, y
una funcién convexa f sobre la linea real, entonces:

f(/diu)S/Qfogdu-

6.1.2. Desigualdad de Holder
Suma finita

Sean p y g valores reales en el intervalo (1, 00) tal que %+% = 1, y sean los conjuntos {z1, x2, x3,..., Tpn},
Y1, Y25 Y3,---, Yn} donde x; y y; son valores reales o complejos, entonces:

(zw) (zyﬂq) S
=1 =1 =1
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Integral

Sea (Q, A, 1) un espacio de medida y sean p,q € [1,00] tales que 1% + é = 1, en donde 1/00 = 0.
Entonces, para cualesquiera funciones f y g de valor real o complejo que sean medibles en € se cumple:

(/Q'f"”dﬂ);~(/9 Iglqdu>é Z/Qlfg\du.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz

La desigualdad de Cauchy-Schwarz es un caso particular de la desigualdad de Hélder para p = g = 2,
reescribiendo las expresiones anteriores para los exponentes mencionados se obtiene lo siguiente:

n /2 n /2 n
=1 i—1

=1

n n

n 2
i=1

i=1 i=

—

Y, para el caso de espacios de dimension infinita:

/Q 2 /Q l9f2dp > ( /Q Ifgdu>2.

6.1.3. Desigualdad de Minkowski

Sea Q un espacio de medida y p € (1,00), sean f y g elementos de £P, entonces f+ g también pertenece
a LP y se tiene la siguiente desigualdad triangular:

I+ gl < 1£1lp + llgllp-

Para espacios de dimension infinita se entiende lo siguiente:

1l = ( / lfl”du> "

Por otro lado, si el espacio es de dimensién finita:

1Al = (ZIfﬂ) :
i=1

.

6.2. Anexo B: Desarrollos

6.2.1. Demostracion de la proposicion (3.1

Sean f,g,q € R, tal que ¢ > 1, se busca una cota superior para:

[f+9]"
La funcién h(a) = ’a‘q con ¢ > 1 es convexa sobre los reales, por lo tanto, podemos auxiliarnos de la
desigualdad de Jensen para buscar una cota:
frge 1
A OF

|f +a]" <207 (1f17 + 1gl?)
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6.2.2. Demostracién de la proposicién

Se toma el término u”? (s)z(t) y se descompone en u” (s)x(t) —ul (s)x(s) +u”(s)z(s), luego aplicamos

BD):

|u” (s)a(t)[" < 27 (’UT(S)x(t) —uT(s)a(s)[" + ]uT(s)x(s)]”+1) ,

despejamos a |u”'(s)z(s) ‘pH:

1

p+1
’uT(s)x(s)’ > >

[T ()" [ (s)a(t) - uT ()a(s)["",
e integramos de t a t + 7', respecto de s:

t+T t+T t+T
/t |uT(s)x(s)|p+lds > 1 ‘uT(s)x(t)|p+lds - /t [u(s) (z(t) — z(s)) ’p+1ds.

=),

6.2.3. Demostracion de la proposiciéon

El vector z(t) se puede descomponer en ||x(¢)||w(t), donde w(t) es el vector unitario en la direccién
de z(t). De (2.5) sabemos que la integral del producto de u(t) por un vector unitario fijo crece por lo
menos de forma lineal con el tiempo, se usard la desigualdad de Holder para demostrar que la integral de

|u(t)w|p+1,p > 0 también crece por lo menos de forma lineal:

t+T T . P kT O\ 7
/ |u” (s)w|ds < / ’uT(s)w|p ds / 177 ds )
t t t

p+1

t+T +T
T pt+l1 1 / T
ds > — d )
/t [u” (s)wl $2 mp ( t lu (s)wl 3>
t+T
/ |uT(s)w|ds > Te,
t

t+T Pl
(/ ‘UT(S)w|dS) > TP+1€;D+1,
t

1 t+T T p+l
Tp /t |u” (s)w|ds > Tep,

t+T o
/ |uT(s)w‘p ds > T,
¢
+T —
[ @0 s 2 a7,
¢

6.2.4. Demostracion de la proposicion (3.4

El termino ‘uT(s) (z(t) — x(s)) | en el intervalo s € [t,¢+ T se puede acotar por el maximo valor que
tome la norma de la diferencia entre z(t) y x(s) multiplicado por el valor méds grande que puede tomar
la norma de w:

|u” (5) (2(t) —2(5)) | S um  sup | (t) —2(s),
sE[tt+T]

p+1
|uT(s) (2(t) — 2(s)) |""" < ul! ( sup ||l (t) — w(s)ll) :

sE[t,t+T)
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Ahora, dicho valor méximo debe ser menor que la longitud de arco de la trayectoria entre z(t) y z(t +7):
t+T
sup ||z(t) — z(s)|| < / 12 (s)llds,
SE[t,t+T) t
asi:

p+1

t+T
[ (s) (2(t) = a(s)) [" < bt (/t II$(8)IIdS>

Si consideramos el término del lado derecho de la desigualdad anterior constante durante el intervalo de
integracién, podemos obtener la conclusién de la Proposicién (3.4):

t+T +T p+1
/t [ (s) (2(t) — 2(s)) [7ds < Tul (/ |ac<s>||ds) .

6.2.5. Demostracion de la proposiciéon (3.5

Para los conjugados de Holder 2L y p + 1 se plantea la desigualdad correspondiente para la integral

de [}(1): ’

1
p+1

1 t+T ptl p% s
Tm/ (s)|| 7 ds z/ [4:(s)[|ds,
t t
4T - 1 t+T P
[ e Fasz ([ jaolas)
p T» t

t+T . 1 t+T o1
/ _V(s)ds > 7/ i(s)]| 5" ds
t t

- u7(711>+1)/p

De (T9)

se sigue que:

p+1

t+T . 1 t+T P
/t —V(s)dszw/t li(s)|ds ) .

6.2.6. Prueba de la proposicion
Primero se descompone el término u” (t)xz(t1):
[u Oz ()]l = o () (2(t1) = 2(t)) +u” Bz (@)],
ahora se hace uso de la desigualdad de Minkowski:
I @ (t)]| < o’ () (2(t) — 2(@®) | + [l (B)a(@)].
Elevamos ambos lados de la desigualdad anterior a la p + 1:
lu® 2P < (u” () (2(t) = 2(®) | + " (Ba(@)])
En virtud de que la funcién (-)P*! es convexa y de la desigualdad de Jensen:
+1
(Il (@) (2(tr) = a@) || + [l @2O1)" < 27 (JuT (@) (2(tr) =2 O) P+l Oz (0)]77) .

Despejando al término de interés:

p+1

[ @)z ()P = 2*1,,IIUT(t)OC(tl)II”+1 = [lu® () ((t2) — (&) 7.

Esto es valido para cualquier norma L,,.
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6.2.7. Prueba de la proposicién |3.8

El término ||u”'(s)(x(t) — x(s))Hl puede ser acotado por arriba con w,||z(t) — z(s)|1, en donde
lu(t)||1 < upm y su norma se entiende en el sentido de la definicién Entonces:

[u” (1) (2(t) — () [[} < u M o (t) — a(s) 5

La integral sobre el intervalo [t,¢ + T del término de la derecha esta acotada por arriba con:

t+T 41
urt! / l2(t) — a(s) 7+ ds.
t

La norma de la diferencia entre z(t) y (s) para s € [t,t+ T tiene un valor mdximo, y la integral anterior
puede ser acotada haciendo uso de éste valor y el intervalo de integracién:

t+T
1 1
ur / lo(t) — a() [P ds < w2P' T sup a(t) — x(s)2
t s€[t,t+T]

al mismo tiempo, el valor maximo de la diferencia tiene que ser menor que la longitud de arco de la
trayectoria de x entre t y t + T

t+T
sup [lz(t) — z(s)|ls < / J(s)lladls.

s€[t,t+T)

p+1 t+T p+1
( sup ||x<t>—x<s>||1> s( / ||¢<s>||1ds> .
sE[t,t+T] t

T 1 t+T ptl
[ I ©E0 -l ds<u£:1T</t ||¢<s>1ds) |

Por lo tanto:
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