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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación y Estado del Arte

Los sistemas de control han asumido un papel cada vez más importante en el desa-

rrollo tecnológico, se encuentran en gran cantidad en todos los sectores de la industria,

tales como ĺıneas de ensamble automático, tecnoloǵıa espacial, sistemas de armas, sis-

temas de transporte, robótica y muchos otros. Casi cualquier sistema que se pueda

representar mediante un modelo matemático, se puede estudiar a través de la teoŕıa de

control.

La discrepancia entre el sistema real y el modelo matemático utilizado para el

diseño del controlador; implica la aparición de parámetros desconocidos, dinámicas no

modeladas y perturbaciones externas. El diseño de algoritmos de control que logren un

desempeño deseado del sistema, en presencia de incertidumbres, es uno de los mayores

retos que enfrenta la teoŕıa de control actualmente. En particular, el control por Modos

Deslizantes (SM Control por sus siglas en inglés), es una técnica de control robusto muy

eficiente para la compensación de perturbaciones acopladas a la señal de control.

El SM Control convencional es robusto ante incertidumbres e insensible a perturba-

ciones acotadas, su implementación generalmente requiere del diseño de una superficie

de deslizamiento de grado relativo uno respecto al control; la cual una vez alcanzada,

se comportará con la dinámica deseada y el orden del sistema será reducido (n− 1) [1].

La principal desventaja de este esquema de diseño es que para conservar las propieda-

des antes mencionadas se requiere de funciones discontinuas, provocando vibraciones

de alta frecuencia (chattering) en los estados del sistema, además de que la señal de

control puede ser perjudicial para los actuadores.
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1. INTRODUCCIÓN

Uno de los primeros enfoques que se desarrollaron para atenuar el efecto del chat-

tering fue el de los Modos Deslizantes de Segundo Orden (SOSM por sus siglas en

inglés). Actualmente esta idea se generalizó con el control por Modos Deslizantes de

Orden Superior (HOSM), que actúa sobre una superficie de grado relativo arbitrario,

e inclusive sin la necesidad del diseño de ésta si el sistema es mecánico.

La forma de seleccionar una variable de deslizamiento de grado relativo arbitrario,

para aplicar HOSM Control sobre sistemas lineales e invariantes en el tiempo, se ha

presentado en [2] y [3]. La ventaja de estos métodos es que permiten diseñar una

dinámica deseada en el modo deslizante, la cual será de orden menor o igual a (n− 1).

Los helicópteros son de gran utilidad ya que permiten realizar despegues y ate-

rrizajes verticales sin necesidad de pista, por esta razón, se usan a menudo en zonas

congestionadas o aisladas donde los aviones no pueden despegar o aterrizar. Sin em-

bargo resulta complicado diseñar controladores debido a las condiciones de operación,

debido a que el modelo matemático dif́ıcilmente describe de forma exacta su dinámica

y por consiguiente se requiere de algoritmos que garanticen estabilidad en lazo cerrado

a pesar de las incertidumbres.

Sobre el helicóptero de tres grados de libertad de la marca Quanser, se han aplicado

leyes de control de lógica difusa para adaptar el valor de las ganancias del controlador

en [4]. El fabricante en [5], propone control PID para regular a posiciones angulares

deseadas. En cuanto a controladores robustos, H∞ es empleado en [6] para seguimiento

de trayectorias utilizando un modelo lineal de la planta. Esta técnica relativamente

nueva combina elementos de control en el dominio del tiempo y en el dominio de la

frecuencia.

La técnica de SMC se ha utilizado para diferentes propósitos sobre esta planta. En

[7] se utiliza un observador por modos deslizantes para identificar perturbaciones y de

esta manera se generan dos entradas de control, una con control PID y la segunda

basada en la perturbación identificada por el observador, obteniendo un controlador

robusto por salida. En [8] se diseñan controladores HOSM cuasi-continuos, para llevar

al helicóptero a posiciones angulares deseadas, con el inconveniente de que la señal de

control es discontinua en el modo deslizante.
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1.2 Planteamiento del problema

Modos deslizantes con señales de control continuo se utilizan en [9], con un con-

trolador basado en el Algoritmo Super-Twisting (STA por sus siglas en inglés) para el

seguimiento de trayectorias oscilatorias. En [10] se aplica el Algoritmo Super-Twisting

de Ganancias Variables (VGSTA), con el cual las ganancias vaŕıan según la perturba-

ción que afecta al sistema. Nuevamente en [11] se utiliza el algoritmo VGSTA, ahora

para estabilizar al helicóptero y generar señales de control suficientemente grandes para

rechazar perturbaciones. Finalmente en [12] se prueba el Algoritmo Super-Twisting de

Tercer Orden (3-STA), para alcanzar posiciones angulares deseadas en tiempo finito,

sin la necesidad del diseño de una superficie.

1.2. Planteamiento del problema

El problema principal se centra en estabilizar en forma robusta, un helicóptero

de tres grados de libertad en cualquier punto de operación de su espacio de trabajo.

Basándose en el diseño de superficies de deslizamiento para controladores por modos

deslizantes de orden superior, se busca atenuar los efectos del chattering mediante

señales de control continuo, contando sólo con la medición de la posición y estimando

en tiempo real la velocidad.

1.3. Objetivo

El objetivo de esta tesis es implementar de forma experimental los métodos de diseño

de superficies de deslizamiento de grado relativo arbitrario, realizando regulación a

puntos de operación deseados y mostrando cómo se modifica el desempeño del sistema,

cuando se incrementa el orden del controlador.

1.4. Metodoloǵıa

1. Análisis y Modelado del Helicóptero

En primer lugar se obtuvo el modelo matemático de la planta, para ello fue

necesario conocer las limitaciones f́ısicas de helicóptero, la magnitud de las señales

de control y la instrumentación instalada. Luego plantear ecuaciones de equilibrio

y linealizarlas en torno a un punto de operación. Puesto que sólo se cuenta con la

3



1. INTRODUCCIÓN

medición de la posición del sistema, se implementarán diferenciadores de orden

superior por modos deslizantes para estimar las velocidades angulares.

2. Diseño de Superficies de Deslizamiento

En este paso se diseñaron superficies de deslizamiento con los métodos Ubicación

de Polos y LQ Singular Óptimo, de acuerdo al controlador por modos deslizantes

que se va a utilizar y la dinámica deseada en el modo deslizante.

3. Diseño del Controlador

Para el diseño del controlador, se compensa en tiempo real la dinámica conocida

del sistema en el modo deslizante y con el conocimiento de la cota máxima de la

derivada de las perturbaciones, es posible diseñar las ganancias de los controla-

dores. En simulación se muestra el comportamiento de la planta en lazo cerrado

con el control.

4. Implementación F́ısica

Una vez hecho el diseño de las superficies y calculado las ganancias de los con-

troladores, el siguiente paso consiste en validar el esquema de control en tiempo

real y de ser necesario ajustar las ganancias para lograr un desempeño deseado.

Referencia +
-

Control

HOSMC +
+

Helicóptero 3DoF

ẋn(t)=f(x(t),u(t))
σ(t)=h(x(t),u(t))

Perturbaciones

Diferenciador
de Orden 
Superior

(r-1) σ(t), ...,σ (t)x(t)

x (t)d e(t) u(t)

w(t)

Figura 1.1: Esquema de Control.
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1.5 Contribuciones

La Figura 1.1 muestra el diagrama de bloques que ejemplifica lo antes mencionado, en

donde xd es el punto de operación deseado, x̂(t) es la estimación de las velocidades del

helicóptero. El controlador trabaja con la señal de error e(t) y la variable de desliza-

miento σ(t) aśı como sus derivadas temporales σ̇(t), · · · , σ(r−1)(t), en consecuencia u(t)

es un HOSM Control que debe lidiar con perturbaciones acopladas w(t).

1.5. Contribuciones

Las contribuciones principales se enumeran a continuación:

1. Comprobar de forma experimental la validez de los métodos de diseño de super-

ficies de deslizamiento de grado relativo arbitrario.

2. Analizar el desempeño del sistema ante el incremento de orden del controlador.

1.6. Estructura de la tesis

El presente trabajo está dividido en 6 caṕıtulos, en el Caṕıtulo 2 se expone la teoŕıa

de control básica para implementar un HOSM Control. En el Caṕıtulo 3 se realiza el

análisis de la planta con el fin de obtener un modelo matemático aproximado. En el

Caṕıtulo 4 se diseñan superficies de deslizamiento con los métodos Ubicación de Polos

y LQ Singular, se prueba en simulación el esquema de control. En el Caṕıtulo 5 se

encuentran los resultados experimentales y el análisis de los errores, una vez que se

alcanza el modo deslizante. En el Caṕıtulo 6 están las conclusiones generales de este

trabajo. Finalmente en la sección de Apéndice se encuentra lo relacionado al SM Control

convencional, el cálculo de las ganancias de los controladores a partir de funciones de

Lyapunov, la instrumentación con la que cuenta el helicóptero y la etapa de potencia.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico

Este caṕıtulo está dedicado a la teoŕıa de control necesaria para desarrollar el pre-

sente trabajo de tesis. Se hace especial énfasis en los beneficios de los algoritmos por

modos deslizantes y la atenuación del efecto conocido como chattering, mediante el uso

de señales de control continuo.

Se plantean dos métodos de diseño de superficies de deslizamiento de grado rela-

tivo arbitrario, útiles para aplicar Control por Modos Deslizantes de Orden Superior

(HOSMC por sus siglas en inglés) en sistemas lineales e invariantes en el tiempo.

Finalmente se mencionan dos leyes de HOSMC, con las caracteŕısticas que debe

tener la superficie diseñada para su implementación. Además se incluye un diferenciador

robusto, para estimar las derivadas temporales de la superficie de deslizamiento.

2.1. Modos Deslizantes de Orden Superior

El Control por Modos Deslizantes (SMC por sus siglas en inglés) convencional,

proporciona alta precisión y robustez bajo ciertas condiciones de perturbación. Sin em-

bargo se presentan dos restricciones: primero, el grado relativo de la superficie respecto

al control debe ser uno. Segundo, el control al ser de naturaleza discontinua, puede ser

perjudicial para el sistema debido a los efectos del chattering, ver Apéndice A.

Con el fin de minimizar los efectos de la conmutación de alta frecuencia, se desarro-

llaron los HOSMC. Para su implementación, es necesario conocer un número sucesivo

de derivadas temporales de la variable de deslizamiento, es decir, σ, . . . , σ(r−1) [13].
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2. MARCO TEÓRICO

Si se supone el diseño de una superficie de deslizamiento σ, en cuya r-ésima derivada

temporal aparece por primera vez el control u, se dice que el grado relativo de la

superficie es r. En consecuencia para llevar a la variable deslizante a cero, es necesario

que σ = σ̇ = · · · = σ(r−1) = 0 y para lograrlo se necesita emplear Control por Modos

Deslizantes de r-ésimo Orden [1].

2.1.1. Métodos de Diseño de Superficies de Deslizamiento de Grado

Relativo Arbitrario

Dado un sistema lineal invariante en el tiempo

ẋ(t) = Ax(t) +B(u(t) + w(t)) , (2.1)

donde x(t) ε<n es el vector de estados, u(t) ε< es un control escalar y la señal de

perturbación w(t) es acoplada al canal de control. El par (A,B) se asume controlable

y se desea llevar al estado x a cero, en presencia de la perturbación acotada ||w(t)|| ≤
L, utilizando SMC de orden r ≥ 1. Para lograr lo anterior, se muestra el diseño de

superficies de deslizamiento de grado relativo arbitrario y dinámica deseada en el modo

deslizante. Los enfoques a tratar son:

Ubicación de Polos.

LQ Singular Óptimo.

2.1.1.1. Ubicación de Polos

Para el sistema (2.1) es posible seleccionar una variable de deslizamiento, con grado

relativo arbitrario y dinámica deseada en el modo deslizante, utilizando la fórmula

generalizada de Ackermann-Utkin propuesta en [2]. Para el diseño se considerarán los

siguientes pasos:

1. Calcular la matriz de Controlabilidad

P =
[
B AB A2B · · · A(n−1)B

]
. (2.2)

2. Definir el grado relativo r de la superficie y la dinámica del modo deslizante,

mediante un polinomio deseado γ(λ) = λ(n−r) + γn−r−1λ
(n−r−1) + · · ·+ γ1λ+ γ0.

8



2.1 Modos Deslizantes de Orden Superior

3. Encontrar la salida virtual (variable deslizante):

σ(t) = Cx(t) ; σ ε <, (2.3)

tal que σ ≡ 0 implica que x → 0 cuando t → ∞. La forma de calcular la matriz

de ganancias C que ubica los polos de la dinámica de deslizamiento, se presenta

en el siguiente teorema:

Teorema 2.1 Con el polinomio deseado γ(λ) y la matriz de controlabilidad P , se

define la fórmula de Ackermann-Utkin:

C =
[
0 0 · · · 1

]
P−1γ(λ), (2.4)

entonces la superficie (2.3) es de grado relativo r y las ráıces del polinomio γ(λ)

son los valores propios de la dinámica del modo deslizante, en la intersección de

los planos σ = σ̇ = · · · = σ(r−1) = 0 [2].

Después de realizar los pasos anteriores, la función de transferencia

g(s) = C(sI −A)−1B =
s(n−r) + γn−r−1s

(n−r−1) + · · ·+ γ1s+ γ0

sn + a(n−1)sn−1 + · · ·+ a1s+ a0
, (2.5)

es de grado relativo r con respecto al control y su numerador es γ(s), por tanto los

autovalores de la dinámica del modo deslizante son iguales a sus ráıces, es decir:

σ = γ0 x1 + γ1 x2 + · · ·+ γn−r−1 xn−r−1 + xn−r = 0,
⇓

xn−r = −γ0 x1 − γ1 x2 − · · · − γn−r−1 xn−r−1,
⇓

ẋ1

ẋ2

...

...
ẋn−r−1

 =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . . 0
0 0 0 · · · 1
−γ0 −γ1 · · · · · · −γn−r−1





x1

x2

...

...
xn−r−1

 ,

dando lugar a un sistema dinámico de orden reducido y dinámica deseada. Eligiendo

un polinomio γ(λ) Hurwitz, nos aseguramos de que todos los estados convergen a cero

en forma exponencial cuando σ = 0.
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2. MARCO TEÓRICO

2.1.1.2. LQ Singular

Se ha presentado en [14], que un ı́ndice de desempeño singular con respecto al con-

trol se puede utilizar en el diseño de superficies de deslizamiento, y que con un ı́ndice

de desempeño con orden de singularidad mayor a uno, es posible diseñar superficies de

deslizamiento con grado relativo superior [3].

Dada una función de costo o ı́ndice de desempeño para el sistema (2.1)

J(x(t)) =
1

2

∫ ∞
t0

[x(t)TQx(t)] dt, (2.6)

con Q = QT > 0 simétrica y positiva definida. El ı́ndice de desempeño de la ecuación

(2.6), es singular con respecto a la entrada de control escalar u(t) y es llamada función

de “control sin costo” [15], [14], [16], [17]. El diseño de las superficies deslizantes se basa

en la solución del Problema de Estabilización Óptimo Singular (SOSP por sus siglas en

inglés).

Con el sistema (2.1) en su forma canónica de controlador:

ż = Āz + B̄u, (2.7)

la matriz de ponderación Q también debe ser transformada, identificando los elementos

Q̄ = T TQT =

(
Q̄11 Q̄12

Q̄21 Q̄22

)
, (2.8)

con Q̄11 ε <(n−1)×(n−1) y Q̄22 > 0. Sin embargo, el diseño de superficies de orden su-

perior parte del supuesto que al transformar Q como en la ecuación (2.8), el escalar

Q̄22 = 0. De la teoŕıa de control óptimo singular [18], [19], [20], se sabe que cuando la

matriz Q es positiva semi-definida, la dimensión del conjunto estabilizante óptimo es

menor a (n− 1).

Si el escalar Q̄22 = 0 en la ecuación (2.8), debido a las propiedades de simetŕıa y

positividad definida, todos los elementos Q̄12 y Q̄21 son cero. Esto significa que Q̄ sólo

10



2.1 Modos Deslizantes de Orden Superior

puede tener la forma:

Q̄ =


Q̄11 Q̄12 0 · · · 0
Q̄21 Q̄22 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

︸ ︷︷ ︸
n− k

0 0 ︸ ︷︷ ︸
k

0 · · · 0

 , (2.9)

con Q̄11 ε <(n−k−1)×(n−k−1) es una matriz simétrica positiva definida y Q̄22 > 0 ε <.

Se define el Orden de Singularidad como el entero i = k + 1, donde k es el número

de columnas cero de la matriz de ponderación transformada Q̄, como se expresa en la

ecuación (2.9), tales que Q̄22 > 0 ε < [3].

Hecha la partición de la matriz Q̄, es necesario hacer particiones de las matrices del

sistema (2.7) de las mismas dimensiones que en la ecuación (2.9), entonces el vector de

estados se divide en tres subconjuntos:

z̄1 =
[
z1 · · · zn−i

]T
: representa las variables de estado que formarán la dinámi-

ca reducida de modos deslizantes.

z̄2 = zn−i+1: control virtual.

z̄3 =
[
zn−i+2 · · · zn

]T
: el resto de las variables de estado.

Como la matriz Ā tiene forma canónica de controlador, en el subsistema dinámico

˙̄z1 = Ā11z̄1 + Ā12z̄2, (2.10)

las matrices Ā11 y Ā12 conservan dicha particularidad

Ā11 =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . . 1
0 0 0 · · · 0


︸ ︷︷ ︸

n−i columnas

; Ā12 =


0
0
0
...
1




n− i renglones,

cabe notar que la matriz Q̄11 tiene la misma dimensión que Ā11 ε <(n−i)×(n−i).
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2. MARCO TEÓRICO

Una vez obtenidas las particiones del sistema, con Ā11 como matriz del subsistema

y Ā12 como matriz de entradas del control virtual, el ı́ndice de desempeño (2.6) toma

la forma

J̄ =
1

2

∫ ∞
t0

z̄T1 (t)Q̄11z̄1(t) + 2z̄T1 (t)Q̄12z̄2(t) + z̄T2 (t)Q̄22z̄2(t) dt, (2.11)

se observa que (2.11) contiene términos cruzados entre los estados z̄1 y el control virtual

z̄2. Sin embargo, es posible hacer un cambio de variable para eliminar estos términos

v = z̄2 + (Q̄22)−1Q̄T12z̄1, (2.12)

entonces el ı́ndice de desempeño bajo el cambio de variable es

J̄ =
1

2

∫ ∞
t0

z̄T1 (t) (Q̄11 − Q̄12(Q̄22)−1Q̄T12)︸ ︷︷ ︸
Q̂

z̄1(t) + vT (t) Q̄22︸︷︷︸
R̂

v(t) dt (2.13)

con matrices de ponderación Q̂ y R̂ para los estados ẑ1 y el control virtual v, respecti-

vamente. El subsistema dinámico de la ecuación (2.10), es ahora

˙̄z1 = Âz̄1 + B̂v, (2.14)

con matrices

Â = Ā11 + Ā12(Q̄22)−1Q̄T12 ε <(n−i)×(n−i).

B̂ = Ā12 ε <(n−i).

Finalmente después de la transformación (2.8), la partición del sistema según el

orden de singularidad y el cambio de variable (2.12), el ı́ndice de desempeño (2.6)

singular con respecto al control, se convirtió en un problema de Control Óptimo regular

que se soluciona mediante la Ecuación Algebraica de Riccati :

ÂTP + PÂ− PB̂(R̂)−1B̂TP + Q̂ = 0, (2.15)

la ecuación (2.15) requiere del conocimiento de Â, B̂, Q̂, R̂, con P > 0 solución única

positiva definida, si los pares (Â, D̄) son observables con D̄ tal que D̄T D̄ = Q̂ [21].

12



2.1 Modos Deslizantes de Orden Superior

Con la solución de la ecuación (2.15) es posible construir un control virtual estabi-

lizante, óptimo con respecto al ı́ndice de desempeño (2.13):

ẑ2 = −Kẑ1,

= −(R̂)−1(B̂TP + Q̄T12)ẑ1,
= −(Q̄22)−1(ĀT12P + Q̄T12)ẑ1,

(2.16)

la superficie deslizante de grado relativo r ≥ 1 puede ser seleccionada de la siguiente

manera:

σ = ẑ2 +Kz̄1 = ẑ2 + (Q̄22)−1(ĀT12P + Q̄T12)z̄1 ; σ ε <, (2.17)

es importante remarcar que el Orden de Singularidad obtenido de la matriz de ponde-

ración transformada (2.9), es igual al grado relativo de la superficie deslizante diseñada,

esto es r = k + 1.

El control por modos deslizantes restringe las trayectorias del sistema (2.14) a la

superficie (2.17), donde la dinámica está descrita por el modelo de orden reducido:

˙̄z1 = (Ā11 − Ā12 (Q̄22)−1(ĀT12P + Q̄T12)︸ ︷︷ ︸
K

)z̄1,

la matriz de ganancias K ε<1×(n−i) modifica la dinámica en el modo deslizante.

En resumen el método consiste en los siguientes pasos:

1. Transformar al sistema (2.1) en su forma canónica de controlador aśı como a la

matriz de ponderación Q, como (2.8).

2. Definir el Orden de Singularidad de (2.9) buscando el escalar Q̄22 6= 0.

3. Hacer las particiones sobre la matriz de ponderación transformada Q̄ y sobre el

sistema canónico.

4. Diseñar la superficie de deslizamiento mediante un control virtual estabilizante,

con la solución a la Ecuación Algebraica de Riccati (2.15), para un ı́ndice de

desempeño no-singular de orden reducido.
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2. MARCO TEÓRICO

2.1.2. Control Equivalente Nominal

Utilizando cualquiera de los métodos de diseño de superficies antes descritos, se

cumple que la r-ésima derivada temporal de la variable de deslizamiento tiene la forma

σ(r) = β1x1 + β2x2 + · · ·+ βnxn + (u+ w),

se define el Control Equivalente Nominal

ueqn = −(β1x1 + β2x2 + · · ·+ βnxn),

para compensar la dinámica conocida del sistema, entonces la señal de control que debe

aplicarse es

u = ueqn + usm, (2.18)

donde usm es un HOSMC que se lleva a la variable deslizante σ = σ̇ = · · · = σ(r−1) = 0

en tiempo finito, además de compensar la perturbación acoplada w(t).

El orden del controlador usm de la expresión (2.18), crece conforme el grado relativo

deseado r de la superficie diseñada incrementa. A continuación se muestran dos HOSMC

que se aplicarán al helicóptero, para mostrar el comportamiento del sistema ante el

incremento del orden del controlador.

2.1.3. Super-Twisting

El algoritmo Super-Twisting [22] (STA por sus siglas en inglés), es de segundo orden

y tiene la siguiente estructura:

u = −k1|σ|1/2 sign(σ) + v,
v̇ = −k2 sign(σ).

(2.19)

las ganancias k1 y k2 son positivas y se diseñan de modo que el controlador lleva a la

variable deslizante σ, σ̇,→ 0 en tiempo finito. Para el cálculo de las ganancias basándo-

se en funciones de Lyapunov, ver el Apéndice B.

Este algoritmo fue diseñado para ser aplicado principalmente a sistemas con grado

relativo r = 1, o bien con una superficie diseñada de la forma:

σ̇ = h(t, σ) + g(t, σ)u1,
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2.1 Modos Deslizantes de Orden Superior

donde g(t, σ) 6= 0 es la función de entradas y h(t, σ) es una función de perturbación

incierta, de la que se conoce la cota máxima ||dh(t,σ(t))
dt || ≤ ∆.

El STA tiene las siguientes caracteŕısticas:

Es un algoritmo por modos deslizantes de segundo orden ya que lleva a la super-

ficie y su derivada temporal σ, σ̇ → 0, en tiempo finito.

El control (2.19) es continuo, en consecuencia los efectos del chattering se mini-

mizan.

Para su implementación se requiere del conocimiento en ĺınea de σ.

Compensa teóricamente de forma exacta perturbaciones Lipschitz en el tiempo

sobre las trayectorias del sistema.

2.1.4. Super-Twisting de Tercer Orden

El algoritmo Super-Twisting de Tercer Orden [23] (3-STA por sus siglas en inglés)

tiene la siguiente estructura:

u = −k1|φ|1/2 sign(φ) + Γ,

Γ̇ = −k3 sign(φ),
(2.20)

donde

φ = σ̇ + k2|σ|2/3 sign(σ),

las ganancias k1, k2 y k3 son positivas y se diseñan de modo que el controlador lleva

a la variable deslizante σ, σ̇, σ̈ → 0 en tiempo finito. Para el cálculo de las ganancias

basándose en funciones de Lyapunov, ver el Apéndice B.

El 3-STA es un algoritmo por modos deslizantes diseñado para sistemas con grado

relativo r = 2, o bien con superficie de deslizamiento diseñada de la forma:

σ̈ = h(t, σ, σ̇) + g(t, σ, σ̇)u1. (2.21)

donde g(t, σ, σ̇) 6= 0 es la función de entradas y h(t, σ, σ̇) es una función de perturbación

incierta, de la que se conoce la cota máxima ||dh(t,σ(t),σ̇(t))
dt || ≤ ∆.
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2. MARCO TEÓRICO

El 3-STA tiene las siguientes caracteŕısticas:

Es un algoritmo por modos deslizantes de orden tres, ya que lleva a la superficie

y sus dos primeras derivadas temporales σ, σ̇, σ̈ → 0 en tiempo finito.

El control (2.20) es continuo, en consecuencia los efectos del chattering se mini-

mizan.

Para su implementación se requiere del conocimiento en ĺınea de σ y σ̇.

Compensa teóricamente de forma exacta perturbaciones Lipschitz en el tiempo

sobre las trayectorias del sistema.

2.2. Diferenciador de Orden Superior

Como se ha mencionado antes, la implementación de HOSMC requiere de la esti-

mación de las (r−1) derivadas sucesivas de la superficie de deslizamiento, con respecto

al tiempo. El diferenciador que se presenta a continuación es robusto con respecto a

ruidos en la medición y exacto en ausencia de ellos.

2.2.1. Diferenciador Robusto y Exacto de Orden Arbitrario

Dada la función acotada f(t) definida en el intervalo [0,∞), con caracteŕısticas de

ruido de medición desconocidas pero acotadas y señal base f0(t) igualmente descono-

cida, el Diferenciador Robusto y Exacto de Orden Arbitrario [1] se define

ż0 = −λkΛ1/(k+1)|z0 − f(t)|k/(k+1) sign(z0 − f(t)) + z1,

ż1 = −λk−1Λ1/k|z1 − ż0|(k−1)/k sign(z1 − ż0) + z2,
...

żk−1 = −λ1Λ1/2|zk−1 − żk−2|1/2 sign(zk−1 − żk−2) + zk,
żk = −λ0Λ sign(zk − żk−1),

(2.22)

se conoce de su k-ésima derivada temporal, la constante Lipschitz Λ > 0. Una posible

elección de los parámetros para un diferenciador de quinto o menor orden k ≤ 5, es con

λ0 = 1.1, λ1 = 1.5, λ2 = 2, λ3 = 3, λ4 = 5 y λ5 = 8.

Este diferenciador entrega la estimación de las derivadas sucesivas z0 = f(t),

z1 = ḟ(t), · · · , zk = f (k)(t), donde es claro que f(t), ḟ(t), . . . , f (k−1)(t) son funcio-

nes continuas y el término discontinuo aparece únicamente en f (k)(t).
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Caṕıtulo 3

Modelo Matemático del

Helicóptero

3.1. Descripción de la Planta

El sistema a analizar es un helicóptero de tres grados de libertad de la marca Quan-

ser [5], es subactuado debido a que cuenta con sólo dos entradas de control. Consiste

en una base sobre la cual se encuentra montado un brazo. El brazo sostiene, en uno de

sus extremos, el cuerpo del helicóptero y por el otro un contrapeso.

Figura 3.1: Helicóptero 3DoF.

El cuerpo del helicóptero consta de dos propulsores que controlan el vuelo, cada

propulsor está formado por un motor de corriente directa marca Pittman 9234S004 con

voltaje nominal E = 12 [V ] y corriente de pico ip = 14.5 [A], acoplado a una tercia de

hélices de 20/15 cm (8/6”). La dinámica de los motores será despreciada para el diseño

del controlador, por lo que se considerará que la fuerza de sustentación generada por
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3. MODELO MATEMÁTICO DEL HELICÓPTERO

cada propulsor, es proporcional a la tensión aplicada a cada motor. El propósito del

contrapeso es reducir la potencia requerida por los motores para mantener el vuelo,

sin afectar en gran medida la inercia del sistema. Tiene instalado tres encoders en

modo cuadratura, cuyas resoluciones son de 0.0879◦ para las mediciones de elevación

e inclinación, y 0.0493◦ para el desplazamiento.

3.2. Modelo Matemático

El helicóptero realiza tres movimientos angulares:

1. Elevación (ε): es un movimiento vertical producido por la fuerza sustentación que

ejercen las hélices de los dos motores al girar con la misma intensidad y sentido.

2. Inclinación (ρ): es un movimiento que ocurre cuando hay una diferencia entre

las fuerzas de los motores, provocando una inclinación de uno respecto al otro,

tomando como eje de rotación el extremo del brazo que sostiene el cuerpo del

helicóptero.

3. Desplazamiento (θ): es el movimiento alrededor de la base, generado por la com-

ponente horizontal de la fuerza de las hélices, cuando se tiene la condición de

ρ 6= 0.

Figura 3.2: Diagrama de Cuerpo Libre.
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Nota 3.1 El sentido de giro para cualquiera de los ángulos se rige por la regla de la

mano derecha. En consecuencia, un giro en el sentido positivo del ángulo de inclinación

genera un movimiento de desplazamiento en sentido negativo.

El espacio de trabajo del helicóptero y la magnitud de las señales de control se

resumen en la Tabla (3.1).

Variable Valor Unidades Descripción

ε [−25, 25] Grados Ángulo de Elevación

ρ [−90, 90] Grados Ángulo de Inclinación

θ [−∞,∞] Grados Ángulo de Desplazamiento

uf [−15, 15] V Voltaje del Motor Delantero

ub [−15, 15] V Voltaje del Motor Trasero

Tabla 3.1: Espacio de Trabajo y Señales de Control

El modelo matemático del Helicóptero 3DoF está basado en la Segunda Ley de

Newton, considerando como vector de estados las posiciones y velocidades angulares en

torno a los ejes coordenados propuestos

x =



ε
ρ
θ
ε̇
ρ̇

θ̇

 , (3.1)

con el vector de señales de control expresadas en voltaje

ud = uf − ub, (3.2)

us = uf + ub, (3.3)

de esta forma se pueden diseñar leyes de control para dos subsistemas de una sola

entrada. Las señales de control que se aplican f́ısicamente al sistema simplemente se

despejan de las ecuaciones (3.2) y (3.3), resultando

uf =
1

2
(ud + us),

ub =
1

2
(ud − us).
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3.2.1. Dinámica de Inclinación y Desplazamiento

La dinámica de inclinación se produce cuando existe una diferencia entre la fuerza

aportada por cada propulsor, esto es expresado en voltaje en la ecuación (3.2). Los

momentos de fuerza que intervienen en torno al eje de inclinación son:

τρ = Jρρ̈ : Momento de oposición a la inclinación del helicóptero. (3.4)

τf = Ff lh : Momento generado por el motor delantero. (3.5)

τb = Fblh : Momento generado por el motor trasero. (3.6)

τpf = gMf lh : Momento debido a la masa del propulsor delantero. (3.7)

τpb = gMblh : Momento debido a la masa del propulsor trasero. (3.8)

Figura 3.3: Dinámica de Inclinación.

De la Figura (3.3), la ecuación de equilibrio cumple con

τf − τb + τpb = τρ + τpf , (3.9)

sustituyendo las expresiones (3.4), (3.5), (3.6), (3.7) y (3.8) en la ecuación (3.9):

Ff lh − Fblh + gMblh = Jρρ̈+ gMf lh,

la masa de los propulsores es la misma Mf = Mb y la fuerza de los motores es propor-

cional al voltaje 1

Kf lhud = Jρρ̈,

considerando a la señal wd como perturbación acoplada al canal de control, se tiene

ρ̈ =
1

Jρ
(Kf lh(ud + wd)) . (3.10)

1Mediante la constante de proporcionalidad Kf = 0.1188 N
V
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La dinámica de desplazamiento corresponde al grado de libertad subactuado, ya que

depende del ángulo de inclinación. La componente horizontal de la fuerza producida

por los propulsores Fg, cuando el ángulo de inclinación es distinto de cero, empuja al

cuerpo del helicóptero y lo hace girar en torno a su base.

Figura 3.4: Dinámica de Desplazamiento.

Los momentos de fuerza que intervienen de acuerdo con la Figura (3.4) son

τθ = Jθθ̈ : Momento de oposición al desplazamiento. (3.11)

τgρ = Fglasen(ρ) : Momento generado por la inclinación del helicóptero. (3.12)

y la ecuación de equilibrio es

τθ = −τgρ, (3.13)

se considerará que la fuerza Fg es únicamente la requerida para mantener en vuelo al

helicóptero1. Sustituyendo las expresiones (3.11) y (3.12) en la ecuación (3.13):

Jθθ̈ = −Fglasen(ρ),

entonces

θ̈ =
−1

Jθ
(Kplasen(ρ)) . (3.14)

1Es constante e igual a Kp = 0.686 [N ]
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El sistema dinámico de inclinación y desplazamiento (denotado por ẋi,d), de acuerdo

al vector de estados (3.1) y a las ecuaciones (3.10 y (3.14) es:

ẋi,d =


ρ̇

Kf lh
Jρ

(ud + wd)

θ̇
−Kpla
Jθ

sen(ρ)

 . (3.15)

3.2.2. Dinámica de Elevación

La señal de control capaz de modificar la elevación del helicóptero se logra cuando

ambos motores giran con la misma intensidad y sentido, o con la componente vertical

de la suma algebraica (3.3). Los momentos de fuerza que intervienen se describen a

continuación:

τε = Jεε̈ : Momento de oposición a la elevación. (3.16)

τu = Fmla : Momento generado por la fuerza de ambos motores. (3.17)

τw = gMwlw : Momento debido al contrapeso. (3.18)

τh = gMhla : Momento debido al peso del helicóptero. (3.19)

Figura 3.5: Dinámica de Elevación.

De la Figura (3.5), la ecuación de equilibrio en torno al eje de elevación es

τε + τh = τw + τu, (3.20)

sustituyendo las expresiones (3.16), (3.17), (3.18) y (3.19) en la ecuación (3.20), además

teniendo en cuenta que la fuerza de sustentación Fm generada por los motores, es

proporcional al voltaje aplicado1:

Jεε̈+ gMhla = gMwlw +Kf laus,

1Mediante la constante de proporcionalidad Kf = 0.1188 N
V
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3.3 Parámetros de la Planta

considerando a la señal ws como perturbación acoplada al canal de control, se tiene

ε̈ =
1

Jε
(g(Mwlw −Mhla) +Kf la(us + ws)) . (3.21)

El sistema dinámico de elevación (denotado por ẋe), de acuerdo al vector de estados

(3.1) y a la ecuación (3.21) es:

ẋe =

[
ε̇

1
Jε

(g(Mwlw −Mhla) +Kf la(us + ws))

]
. (3.22)

3.3. Parámetros de la Planta

Los parámetros constantes que describen el modelo del helicóptero se muestran en

la Tabla 3.2. La información fue tomada del manual de usuario proporcionado por el

fabricante Quanser [5].

Śımbolo Valor Unidad Descripción

Jp 0.0364 kgm
2 Momento de inercia sobre el eje de inclinación

Je 0.91 kgm
2 Momento de inercia sobre el eje de elevación

Jt 0.91 kgm
2 Momento de inercia sobre el eje de desplazamiento

Kp 0.686 N Fuerza requerida para mantener el helicóptero en vuelo

Kf 0.5 N
V Constante de fuerza-empuje del propulsor

Mh 1.15 kg Masa del helicóptero (considerando ambos propulsores)

Mw 1.87 kg Masa del contrapeso

Mf 0.713 kg Masa del propulsor delantero

Mb 0.713 kg Masa del propulsor trasero

la 0.66 m Distancia entre el eje de desplazamiento y el cuerpo

lh 0.177 m Distancia entre el eje de inclinación y cada propulsor

lw 0.47 m Distancia entre el eje de desplazamiento y el contrapeso

g 9.81 m
s2

Constante gravitacional

Tabla 3.2: Parámetros Constantes del Modelo

23
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3.4. Punto de Operación

Un punto de operación denotado por PO = (X,U), se define como aquel valor

constante:

PO =

 X =
(
Xε, Xρ, Xθ, Xε̇, Xρ̇, Xθ̇

)
U = (Us, Ud) ,

(3.23)

para el cual si

u(t) = U y x(t0) = X,

entonces x(t) = X ; para todo t ≥ t0.

A partir de la igualación con cero de las ecuaciones que forman los sistemas dinámi-

cos (3.15) y (3.22), se obtienen las condiciones de punto de operación:

ε̇ = 0 = Xε̇. (3.24)

ρ̇ = 0 = Xρ̇. (3.25)

θ̇ = 0 = Xθ̇. (3.26)

ε̈ = 1
Jε

(g(Mwlw −Mhla) +Kf laUs) = 0,

Us =
g(Mhla −Mwlw)

Kf la
. (3.27)

ρ̈ = 1
Jρ

(Kf lhUd) = 0,

Ud = 0. (3.28)

θ̈ = 1
Jθ

(Kplasen(Xρ)) = 0,

Xρ = arcsen(0) = 0. (3.29)

Finalmente de las expresiones (3.24), (3.25), (3.26), (3.27), (3.28) y (3.29), el con-

junto de puntos de operación del sistema es

PO =


X = (ε, 0, θ, 0, 0, 0)

U =

(
g(Mhla −Mwlw)

Kf la
, 0

)
.

(3.30)

24



3.5 Linealización del Modelo

Del análisis anterior se concluye que:

Cualquier valor de elevación ε dentro del espacio de trabajo del helicóptero es

un punto de operación, además es distinto para cada valor de la señal de control

us de la ecuación (3.3), siempre que ésta contrarreste los efectos gravitatorios en

torno al eje de elevación.

Cualquier valor de desplazamiento θ es un punto de operación, si la entrada de

control ud de la ecuación (3.2) es igual con cero y en consecuencia el ángulo de

inclinación ρ es nulo.

En un punto de operación, las velocidades angulares ε̇, ρ̇ y θ̇ son cero.

3.5. Linealización del Modelo

El proceso de linealización busca aproximar un sistema no lineal mediante un sis-

tema lineal alrededor a un punto de operación PO = (X,U). El objetivo es obtener

un modelo más sencillo que permita aplicar técnicas de control lineal. Una forma de

linealizar es utilizando la expansión en Serie de Taylor:

f(x, u) = f(X,U) +
∂f(x, u)

∂x1

∣∣∣∣
(X,U)

(x1 −X1) + · · ·+ ∂f(x, u)

∂xn

∣∣∣∣
(X,U)

(xn −Xn)

+
∂f(x, u)

∂u1

∣∣∣∣
(X,U)

(u1 − U1) + · · ·+ ∂f(x, u)

∂um

∣∣∣∣
(X,U)

(um − Um) + T.O.S.

Despreciando los términos de orden superior (T.O.S) se obtiene una aproximación

lineal para una región “pequeña” alrededor de un punto de operación. Si el sistema

está conformado por n ecuaciones diferenciales no lineales, su representación en forma

matricial lineal es:

ẋ =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn

...
...

. . .
...

∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

· · · ∂fn
∂xn


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(X,U)︸ ︷︷ ︸

A

x+


∂f1
∂u1

· · · ∂f1
∂um

∂f2
∂u1

· · · ∂f2
∂um

...
. . .

...
∂fn
∂u1

· · · ∂fn
∂um


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(X,U)︸ ︷︷ ︸

B

u, (3.31)

donde las matrices A y B son aproximaciones lineales.
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3. MODELO MATEMÁTICO DEL HELICÓPTERO

Al linealizar los subsistemas (3.15) y (3.22) con respecto a (3.30), mediante los

Jacobianos (3.31), se tiene que para variaciones pequeñas en el ángulo de inclinación ρ:

Inclinación y Desplazamiento

ẋi,d =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

−laKp
Jθ

0 0 0



ρ
ρ̇
θ

θ̇

+


0

lhKf
Jρ

0
0

 [ud + wd] (3.32)

y despreciando los efectos gravitatorios sobre la barra, el contrapeso y el cuerpo del

helicóptero:

Elevación

ẋe =

[
0 1
0 0

] [
ε
ε̇

]
+

[
0

laKf
Jε

]
[us + ws]. (3.33)

El modelo lineal expresado en forma general es

ẋ =



0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0
−laKp
Jθ

0 0 0 0





ε
ρ
θ
ε̇
ρ̇

θ̇

+



0 0
0 0
0 0

laKf
Jε

0

0
lhKf
Jρ

0 0


[
us + ws
ud + wd

]
. (3.34)

3.6. Dinámica del Error

El objetivo de control es llevar al sistema a posiciones angulares deseadas εd y θd,

es decir a distintos puntos de operación (3.30). Para ello se deben expresar los sistemas

(3.32) y (3.33) en términos del error de regulación o seguimiento, según sea el caso.

3.6.1. Error de Inclinación y Error de Desplazamiento

Como la dinámica subactuada corresponde al desplazamiento, debe controlarse el

ángulo de inclinación ρ de tal forma que lleve al error de desplazamiento eθ → 0

conforme t→∞. Partiendo de la señal de error de desplazamiento

eθ(t) = θ(t)− rθ, (3.35)
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3.6 Dinámica del Error

se calculará en ĺınea una señal referencia que deberá seguir el ángulo de inclinación,

con un algoritmo PID de la forma

rcρ = kpeθ + kdėθ + ki

∫ t

0
eθ dt, (3.36)

en donde los argumentos (t) serán omitidos por simplicidad. La ventaja de utilizar

la referencia (3.36), es que buscará restringir el ángulo de inclinación al intervalo

ρ ε [−25◦, 25◦] y aśı evitar perder elevación, cuando el helicóptero se desplace.

Luego se plantea un sistema en función del error de inclinación eρ(t) = ρ(t)−rcρ(t),
para seguir la referencia antes mencionada. Este sistema tiene por variables de estado:

eρ =

eρ1eρ2
eρ3

 =

∫ t0 (ρ− rcρ)dt
ρ− rcρ
ρ̇− ṙcρ

 , (3.37)

cuya dinámica es

ėρ =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Aρ

eρ +

 0
0

lhKf
Jρ


︸ ︷︷ ︸

Bρ

(ud + wd)−

0
0
1

 r̈cρ.︸ ︷︷ ︸
perturbación

(3.38)

Suponiendo que el error de inclinación eρ → 0 rápidamente, la dinámica de desplaza-

miento toma la forma

θ̈ =
−1

Jθ
Kp la rcρ,

que tiene la función de transferencia

Θ(s)

Θd(s)
=

Kplakp
Jθ

s+
Kplaki
Jθ

s3 +
Kplakd
Jθ

s2 +
Kplakp
Jθ

s+
Kplaki
Jθ

,

si la ganancia integral es pequeña, el comportamiento será el de un sistema de Segundo

Orden. Para un tiempo de pico tp = 7 [s] y factor de amortiguamiento ζ = 0.707:

ki = 0.0976,

wn =
π

tp
√

1− ζ2
= 0.634,

kd =
2ζwnJθ
Kpla

= 1.804,

kp =
Jθw

2
n

Kpla
= 0.809.
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3. MODELO MATEMÁTICO DEL HELICÓPTERO

3.6.2. Error de Elevación

De manera similar, se propone un sistema en función del error de elevación eε(t) =

ε(t)− rε, con el vector de estados:

eε =

eε1eε2
eε3

 =

∫ t0 (ε− rε)dt
ε− rε
ε̇

 , (3.39)

cuya dinámica de regulación es

ėε =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Aε

eε +

 0
0

laKf
Jε


︸ ︷︷ ︸

Bε

(us + ws). (3.40)

Los subsistemas dinámicos (3.38) y (3.40) conforman el modelo matemático del

helicóptero en función del error, a partir de ellos se diseñarán superficies de desliza-

miento y se obtendrán leyes de control para alcanzar puntos de operación deseados. En

consecuencia debe comprobarse la controlabilidad de ambos subsistemas.

3.7. Análisis de Controlabilidad

Se dice que un sistema es controlable en el tiempo t0, si se puede llevar de cualquier

estado inicial x(t0) a cualquier otro estado x(t1), mediante un vector de control sin

restricciones, en un intervalo de tiempo determinado [24].

El rango de la matriz de controlabiblidad (3.41) nos permite saber si el sistema es

de estado completamente controlable.

P =
[
B AB A2B · · · A(n−1)B

]
. (3.41)

Evaluando los subsistemas (3.38) y (3.40) en la expresión (3.41), las matrices de

controlabilidad son respectivamente:

Pρ =

 0 0 0.577
0 0.577 0

0.577 0 0

 , (3.42)

Pε =

 0 0 0.086
0 0.086 0

0.086 0 0

 , (3.43)
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3.8 Estimación de la Velocidad del Helicóptero

el rango de las matrices (3.42) y (3.43) es completo, por tanto los subsistemas de las

ecuaciones (3.38) y (3.40) son de estado completamente controlable.

En el esquema de control por realimentación de estados, se requiere del conocimiento

en tiempo real de las posiciones y velocidades angulares del helicóptero. Además el

modelo matemático contempla la señal de referencia para el ángulo de inclinación,

aśı como su velocidad deseada.

3.8. Estimación de la Velocidad del Helicóptero

En el prototipo experimental sobre el que se realizarán las pruebas únicamente es

posible medir la posición, debido a esto es necesario utilizar algoritmos de diferenciación

para poder tener todo el estado disponible. A continuación se presenta la implemen-

tación del Diferenciador Robusto y Exacto de Tercer Orden, obtenido con la forma

generalizada de la expresión (2.22)

ż0 = −3Λ1/4|z0 − f(t)|3/4 sign(z0 − f(t)) + z1,

ż1 = −2Λ1/3|z1 − ż0|2/3 sign(z1 − ż0) + z2,

ż2 = −1.5Λ1/2|z2 − ż1|1/2 sign(z2 − ż1) + z3,
ż3 = −1.1Λ sign(z3 − ż2),

(3.44)

donde la función f(t) representa las posiciones del helicóptero, es decir, ε(t), ρ(t) y

θ(t), además de la señal de referencia calculada para el ángulo de inclinación rcρ(t);

mientras que en la variable z1 se estiman las velocidades. Las constantes Lipschitz

fueron sintonizadas en forma experimental y se muestran en la Tabla 3.3.

ε̇ ρ̇ θ̇ ṙcρ

Λ 50 150 50 30

Tabla 3.3: Ganancias de los Diferenciadores

Con el algoritmo (3.44) es posible estimar las velocidades del helicóptero en forma

robusta con respecto a ruidos en la medición y produciendo señales continuas. También

se puede tener una idea clara de la derivada temporal de las perturbaciones, es decir,

las cotas ||ẇd||, ||ẇs|| y ||...r cρ||.

29





Caṕıtulo 4

Diseño de Superficies de

Deslizamiento

En este caṕıtulo se ponen en práctica los métodos de diseño de superficies de desli-

zamiento de grado relativo r ≥ 1,

Ubicación de Polos.

LQ Singular.

Mediante simulaciones, se demuestra el desempeño en lazo cerrado de la planta con el

Controlador por Modos Deslizantes de Orden Superior. Se espera convergencia expo-

nencial de los estados al punto de operación, a pesar de las incertidumbres y dinámicas

no consideradas en el modelo del helicóptero en función del error:

Error de Inclinación

ėρ =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Aρ

eρ +

 0
0

0.577


︸ ︷︷ ︸

Bρ

(ud + wd)−

0
0
1

 r̈cρ.︸ ︷︷ ︸
perturbación

(4.1)

Error de Elevación

ėε =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Aε

eε +

 0
0

0.086


︸ ︷︷ ︸

Bε

(us + ws). (4.2)
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4. DISEÑO DE SUPERFICIES DE DESLIZAMIENTO

Las ganancias de los algoritmos se calcularon considerando que las perturbaciones

por software, entran en el canal de voltaje de cada motor

wf = 0.5 + 0.2sen(t) + 0.2cos(2t)
wb = −0.5 + 0.2cos(t) + 0.2sen(2t),

las señales que perturban a los sistemas de las ecuaciones (4.1) y (4.2), cumplen con

que su derivada respecto al tiempo es acotada

wd = wf − wb ⇒ ||ẇd|| = 0.8
ws = wf + wb ⇒ ||ẇs|| = 0.8,

una posible interpretación de las perturbaciones por software es suponer que una cons-

tante del modelo matemático vaŕıa con el tiempo en cierta proporción.

La perturbación que afecta al sistema dinámico en función del error de inclinación

es wd, la cual es acoplada a la señal de control y dada su cota máxima produce

un par en torno al eje de inclinación

||τρper ||máx = Kf lh||ẇd|| = 0.0168 [Nm], (4.3)

con el fin ver más claramente el efecto de la perturbación, se puede interpretar

que dicho par es generado por una masa δm variante con el tiempo, que situada

a la distancia lh del eje de inclinación cumple con la igualdad:

g lh δm = ||τρper ||máx

con variación máxima en gramos de

δm =
0.0168 [Nm]

glh
= 9.7 [g].

Teniendo en cuenta que a la distancia lh del eje de inclinación se encuentran los

propulsores del helicóptero, se puede suponer que debido a la perturbación su

masa vaŕıa con cota máxima

Mf = Mb = 713± 9.7 [g].

La perturbación que afecta al sistema dinámico en función del error de elevación

es ws, es acoplada a la señal de control y dada su cota máxima, produce el par

en torno al eje de elevación:

||τεper ||máx = Kf la||ẇs|| = 0.0627 [Nm], (4.4)
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4.1 Ubicación de Polos

podemos suponer que dicho par es generado por una masa δw variante con el

tiempo, que a la distancia lw del eje de elevación cumple con la igualdad:

g lw δw = ||τεper ||máx,

con variación máxima en gramos de

δw =
0.0627 [Nm]

glw
= 13.6 [g].

Teniendo en cuenta que a la distancia lw del eje de elevación se encuentra el contra-

peso Mw, la perturbación por software representa una variación en el parámetro

con cota máxima

Mw = 1870± 13.6 [g].

Cabe señalar que la interpretación anterior de las perturbaciones, es para dar una idea

clara de la magnitud de éstas.

4.1. Ubicación de Polos

Como se mencionó anteriormente, con este método se pueden diseñar superficies de

deslizamiento de grado relativo arbitrario, utilizando una fórmula que permite ubicar

los polos de lazo cerrado de la dinámica de la superficie, en la intersección de los planos

σ = σ̇ = · · · = σ(r−1) = 0. Si el polinomio deseado es Hurwitz nos aseguramos de que

los estados convergen exponencialmente a cero cuando σ ≡ 0.

Con ayuda de este método se diseñarán superficies de deslizamiento de grado relativo

r = 1 y r = 2, para implementar los controladores STA y 3-STA sobre el helicóptero,

mostrando en simulación el desempeño del sistema cuando se incrementa de orden del

controlador.

4.1.1. Grado Relativo Uno

El controlador Súper-Twisting es de segundo orden y esta diseñado para ser aplicado

en sistemas con grado relativo r = 1, obteniendo como ventaja principal la atenuación

del chattering mediante una señal de control continua. Para implementarlo se necesita

diseñar una superficie en cuya primer derivada temporal aparezca el control:

σ̇ = h(σ, t) + g(σ, t)u. (4.5)
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4. DISEÑO DE SUPERFICIES DE DESLIZAMIENTO

A continuación se diseñarán superficies de deslizamiento de la forma (4.5) para los

subsistemas dinámicos (4.1) y (4.2), que conforman el modelo del helicóptero en función

del error.

Superficie: Error de Inclinación

El sistema lineal en función del error de inclinación (4.1) tiene tres polos en el

origen

det (sI −Aρ) = s3,

para que la salida virtual sea de grado relativo r = 1, el polinomio deseado es γ1(λ) =

(λ+ 3)(λ+ 2). Entonces la función de transferencia toma la forma

Gρ(s) = C1(sI −Aρ)−1Bρ =
s2 + 5s+ 6

s3
,

donde la matriz de ganancias constante C1, se obtiene con la fórmula de Ackermann-

Utkin (2.4):

C1 =
[
0 0 1

]  0 0 0.577
0 0.577 0

0.577 0 0

−1

[ 6I + 5Aρ +A2
ρ ] =

[
10.386 8.655 1.731

]
,

la variable de deslizamiento como combinación lineal de los estados es

σρ = C1eρ,

entonces la dinámica de orden reducido en el modo deslizante

σρ = 10.386eρ1 + 8.655eρ2 + 1.731eρ3 = 0,
⇓

eρ3 = − (6eρ1 + 5eρ2) ,
⇓[

ėρ1
ėρ2

]
=

[
0 1
−6 −5

] [
eρ1
eρ2

]
,

es de Segundo Orden con respuesta sobreamortiguada.

Con la definición de Control Equivalente

σρ = = 10.386eρ1 + 8.655eρ2 + 1.731eρ3 ,

σ̇ρ = = 10.386eρ2 + 8.655eρ3︸ ︷︷ ︸
−ueqn1

+(1.731) (0.577)︸ ︷︷ ︸
Kf lh
Jp

(ud + wd),
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4.1 Ubicación de Polos

se obtiene el Control Equivalente Nominal para compensar la dinámica conocida

ueqn1 = −(10.386eρ2 + 8.655eρ3),

la señal de control queda definida por

ud = ueqn1 + uSTA1 .

el término uSTA1 se diseña con el algoritmo Super-Twisting:

uSTA1 = −k1|σρ|1/2 sign(σρ) + v1,
v̇1 = −k2 sign(σρ),

(4.6)

las ganancias k1 y k2 de la ecuación (4.6) se calculan

k1 = 1.5
√

∆1,

k2 = 1.1∆1,

donde ||ẇd(t)||+ ||
...
r cρ|| ≤ ∆1, de esta forma σρ = σ̇ρ = 0 en tiempo finito.

Superficie: Error de Elevación

El sistema lineal en función del error de elevación (4.2) tiene tres polos en el origen

det (sI −Aε) = s3,

para diseñar una superficie de grado relativo r = 1 el polinomio deseado es γ(λ) =

(λ+ 3)(λ+ 2), dando lugar a la función de transferencia

Gε(s) = C2(sI −Aε)−1Bε =
s2 + 5s+ 6

s3
,

la matriz C2 se obtiene con la fórmula de Ackermann-Utkin (2.4):

C2 =
[
0 0 1

]  0 0 0.086
0 0.086 0

0.086 0 0

−1

[ 6I+5Aρ+A2
ρ ] =

[
69.635 58.029 11.606

]
,

la variable de deslizamiento diseñada es

σε = C2eε,
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4. DISEÑO DE SUPERFICIES DE DESLIZAMIENTO

entonces la dinámica de orden reducido en el modo deslizante

σε = 69.635eε1 + 58.029eε2 + 11.606eε3 = 0,
⇓

eε3 = − (6eε1 + 5eε2) ,
⇓[

ėε1
ėε2

]
=

[
0 1
−6 −5

] [
eε1
eε2

]
,

corresponde con un sistema de Segundo Orden con respuesta sobreamortiguada.

Con la definición de Control Equivalente

σε = = 69.635eε1 + 58.029eε2 + 11.606eε3 ,

σ̇ε = = 69.635eε2 + 58.029eε3︸ ︷︷ ︸
−ueqn2

+(11.606) (0.086)︸ ︷︷ ︸
Kf la

Je

(us + ws),

se obtiene el Control Equivalente Nominal para compensar la dinámica conocida

ueqn2 = −(69.635eε2 + 58.029eε3),

la señal de control queda definida por

us = ueqn2 + uSTA2 ,

el término uSTA1 se diseña con el algoritmo Super-Twisting:

uSTA2 = −k3|σε|1/2 sign(σε) + v2,
v̇2 = −k4 sign(σε),

(4.7)

las ganancias k3 y k4 del algoritmo (4.7) se calculan

k3 = 1.5
√

∆2,

k4 = 1.1∆2,

donde ||ẇs(t)|| ≤ L2 es la cota de la derivada de las perturbaciones acopladas, de este

modo σε = σ̇ε = 0 en tiempo finito.
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4.1 Ubicación de Polos

Simulaciones

El objetivo del controlador es llevar al helicóptero a las posiciones angulares deseadas

εd = 5◦ y θd = 60◦, esta última al tratarse de la dinámica subactuada, mediante una

señal de referencia calculada en ĺınea. Las simulaciones se obtuvieron con un paso de

muestreo de τ = 1 [ms] y las condiciones iniciales:

X0 = (−1◦, 0◦, 5◦, 0, 0, 0),

de acuerdo con el vector de estados de la ecuación (3.1). En t = 5 [s] la elevación deseada

se modifica a εd = 5◦, mientras que en t = 10 [s] el desplazamiento deseado es θd = 60◦.

Las ganancias de los controladores (4.6) y (4.7) se calcularon considerando la cota

máxima de la derivada temporal de las perturbaciones. Para estimar la derivada de las

superficies se utilizaron Diferenciadores Robustos y Exactos de tercer orden (3.44) con

sus respectivas cotas Λρ y Λε, ver Tabla 4.1.

∆1 = 5 ⇒ ∆1 ≥ ||ẇd||+ ||
...
r cρ||,

∆2 = 6 ⇒ ∆2 ≥ ||ẇs||.

La Figura 4.1 muestra la regulación de los estados a las posiciones angulares deseadas,

Tabla 4.1: Ganancias STA Ubicación de Polos

Inclinación Elevación

k1 = 3.354 k3 = 3.674

k2 = 5.5 k4 = 6.6

Λρ = 30 Λε = 30

aśı como el seguimiento de referencia por parte del ángulo de inclinación. Las veloci-

dades angulares son presentadas en la Figura 4.2, las cuales son cero una vez que se

alcanza el punto de operación.

En las Figuras 4.3 y 4.4 se muestra el comportamiento de las variables de desliza-

miento, en ambos casos hay convergencia a una vecindad en torno a cero, además de

que presentan oscilaciones de alta frecuencia y baja amplitud.
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Figura 4.1: Posiciones Angulares.
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Figura 4.2: Velocidades Angulares.
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Figura 4.3: Superficie Inclinación.
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Figura 4.4: Superficie Elevación.
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Figura 4.5: Señales de Control y Pertur-

baciones.
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Figura 4.6: Errores.
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4.1 Ubicación de Polos

Las señales de control expresadas en voltaje se muestran en la Figura 4.5, son fun-

ciones continuas y están definidas en el intervalo [−15, 15] [V ]; en el modo deslizante

oscilan con amplitud de 1 [V ] y frecuencia de 12 [Hz], aproximadamente.

Las señales de error de la Figura 4.6 convergen a cero en forma exponencial, el des-

plazamiento es el que presenta mayor magnitud en el error debido a que su dinámica

es controlada por un algoritmo PID. La variación del ángulo de inclinación modificó la

elevación del sistema, el sobrepaso en los ángulos de elevación y desplazamiento fue

aceptable.

Ahora se diseñarán superficies de deslizamiento de grado relativo r = 2 para mostrar

el desempeño del sistema con el aumento de orden del controlador.

4.1.2. Grado Relativo Dos

El controlador Super-Twisting de Tercer Orden, puede ser aplicado a sistemas con

grado relativo r = 2, obteniendo una señal de control continuo y atenuando el efecto

del chattering. Para implementarlo se necesita diseñar una superficie en cuya segunda

derivada temporal aparezca el control:

σ̈ = h(σ, σ̇, t) + g(σ, σ̇, t)u. (4.8)

A continuación se diseñarán superficies de deslizamiento de la forma (4.8) para los

subsistemas dinámicos (4.1) y (4.2), que conforman el modelo del helicóptero en función

del error.

Superficie: Error de Inclinación

Como sabemos el sistema de la ecuación (4.1) tiene tres polos en el origen, para

que la salida virtual sea de grado relativo r = 2, el polinomio deseado es γ(λ) = λ+ 3.

Entonces la función de transferencia toma la forma

Gρ(s) = C1(sI −Aρ)−1Bρ =
s+ 3

s3
,
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4. DISEÑO DE SUPERFICIES DE DESLIZAMIENTO

donde la matriz de ganancias constante C1, se obtiene con la fórmula de Ackermann-

Utkin (2.4):

C1 =
[
0 0 1

]  0 0 0.577
0 0.577 0

0.577 0 0

−1

[6I +Aρ] =
[
5.193 1.731 0

]
,

la variable de deslizamiento para el sistema dinámico del error de inclinación es

σρ = C1eρ,

cuya dinámica de orden reducido en el modo deslizante

σρ = 5.193eρ1 + 1.731eρ2 + 0eρ3 = 0,
⇓

eρ2 = −3eρ1 ,
⇓

ėρ1 = −3eρ1 ,

da lugar a un sistema de Primer Orden.

Con la definición de Control Equivalente

σρ = 5.193eρ1 + 1.731eρ2 + 0eρ3 ,

σ̇ρ = 5.193eρ2 + 1.731eρ3 ,

σ̈ρ = 5.193eρ3︸ ︷︷ ︸
−ueqn1

+(1.731) (0.577)︸ ︷︷ ︸
Kf lh
Jp

(ud + wd),

se obtiene el Control Equivalente Nominal para compensar la dinámica conocida

ueqn1 = −5.193eρ3 ,

la señal de control queda definida por

ud = ueqn1 + u3STA1 , (4.9)

el término u3STA1 se diseña con el algoritmo Super-Twsiting de Tercer Orden

u3STA1 = −k1|φ|1/2 sign(φ) + Γ1,

Γ̇1 = −k3 sign(φ),
(4.10)

donde

φ = σ̇ρ + k2|σρ|2/3 sign(σρ),

las ganancias k1, k2 y k3 fueron seleccionadas de tal forma que σρ = σ̇ρ = σ̈ρ = 0 en

tiempo finito.
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4.1 Ubicación de Polos

Superficie: Error de Elevación

El sistema (4.2) tiene tres polos en el origen, para que la salida virtual sea de grado

relativo r = 2, el polinomio deseado es γ(λ) = λ+6. Entonces la función de transferencia

es

Gε(s) = C2(sI −Aε)−1Bε =
s+ 6

s3
,

donde la matriz de ganancias constante C2, se obtiene con la fórmula de Ackermann-

Utkin (2.4):

C2 =
[
0 0 1

]  0 0 0.086
0 0.086 0

0.086 0 0

−1

(6I +Aε) =
[
69.635 11.606 0

]
,

la variable de deslizamiento para el sistema dinámico del error de elevación es

σε = C2eε,

cuya dinámica de orden reducido en el modo deslizante

σε = 69.635eε1 + 11.606eε2 + 0eε3 = 0,
⇓

eε2 = −6eε1 ,
⇓

ėε1 = −6eε1 ,

da lugar a un sistema de Primer Orden.

Con la definición de Control Equivalente

σε = 69.635eε0 + 11.606eε1 + 0eε2 ,

σ̇ε = 69.635eε1 + 11.606eε2 ,

σ̈ε = 69.635eε2︸ ︷︷ ︸
−ueqn2

+(11.606) (0.086)︸ ︷︷ ︸
Kf la

Je

(us + ws),

se obtiene el Control Equivalente Nominal para compensar la dinámica conocida

ueqn2 = −69.635eε2 ,

la señal de control queda definida por

us = ueqn2 + u3STA2 ,
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4. DISEÑO DE SUPERFICIES DE DESLIZAMIENTO

el término u3STA2 se diseña con el algoritmo Super-Twsiting de Tercer Orden

u3STA2 = −k4|φ|1/2 sign(φ) + Γ2,

Γ̇2 = −k6 sign(φ),
(4.11)

donde

φ = σ̇ε + k5|σε|2/3 sign(σε),

las ganancias k4, k5 y k6 fueron seleccionadas de tal forma que σε = σ̇ε = σ̈ε = 0 en

tiempo finito.

Simulaciones

Utilizando el mismo escenario de simulación, las ganancias de los controladores

(4.10) y (4.11) se eligieron de tal modo que el sistema presentó un buen desempeño.

Para estimar la derivada de las superficies se utilizaron Diferenciadores Robustos y

Exactos de tercer orden (3.44) con sus respectivas cotas Λρ y Λε, ver Tabla 4.2.

Tabla 4.2: Ganancias 3-STA Ubicación de Polos

Inclinación Elevación

k1 = 1.2 k4 = 2.5

k2 = 1 k5 = 2

k3 = 0.8 k6 = 0.8

Λρ = 30 Λε = 30
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Figura 4.7: Posiciones Angulares.
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Figura 4.8: Velocidades Angulares.
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4.1 Ubicación de Polos

En t = 5 [s] la elevación deseada se modifica a εd = 5◦, mientras que en t = 10 [s] el

desplazamiento deseado es θd = 60◦. La Figura 4.7 muestra la regulación de los estados

a las posiciones angulares deseadas, aśı como el seguimiento de referencia por parte

del ángulo de inclinación. Las velocidades angulares son presentadas en la Figura 4.8,

las cuales presentan oscilaciones de baja amplitud una vez que se alcanza el punto de

operación.
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Figura 4.9: Superficie Inclinación.
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Figura 4.10: Superficie Elevación.
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Figura 4.11: Señales de Control y Per-

turbaciones.
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Figura 4.12: Errores.

En las Figuras 4.9 y 4.10 se muestra el comportamiento de las variables de desliza-

miento, en ambos casos hay convergencia a una vecindad en torno a cero, además de
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4. DISEÑO DE SUPERFICIES DE DESLIZAMIENTO

que presentan oscilaciones de alta frecuencia y baja amplitud en el modo deslizante. Las

señales de error de la Figura 4.12 convergen a cero en forma exponencial, en el modo

deslizante los errores de inclinación y elevación tuvieron oscilaciones de baja amplitud.

Las señales de control expresadas en voltaje corresponden a la Figura 4.11, son

funciones continuas y están definidas en el intervalo [−15, 15] [V ]; en el modo deslizante

oscilan con amplitud de 2 [V ] y frecuencia de 2 [Hz], aproximadamente. La dinámica

de elevación presentó un sobrepaso elevado pero la regulación al punto de operación

fue rápida. La referencia PID fue seguida correctamente por el ángulo de inclinación.

4.1.3. Análisis de Resultados

Después de observar el comportamiento del sistema en lazo cerrado con los contro-

ladores de orden dos y tres, bajo el diseño de superficies de deslizamiento por Ubicación

de Polos, es claro que en ambos casos la regulación fue eficiente. Se presentaron oscila-

ciones de alta frecuencia pero muy baja amplitud, por lo que el chaterring fue atenuado.
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Figura 4.13: Errores.
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Figura 4.14: Precisión en el Modo Deslizante.

Debido a que el ángulo de desplazamiento es controlado por un algoritmo PID, su

desempeño no cambió en gran medida. El ángulo de inclinación presentó más oscila-

ciones con el incremento de orden del controlador, pero el crecimiento del error fue más

acotado.
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4.2 LQ Singular

La Tabla 4.3 muestra la precisión en grados, el 3-STA minimizó el error de se-

guimiento PID y logró que la dinámica de inclinación no perturbara la elevación del

helicóptero, ver Figuras 4.13 y 4.14.

Tabla 4.3: Errores Máximos en el Modo Deslizante [grad]

Error r = 1 r = 2

eθ 0.296 0.340

eρ 0.014 0.006

eε 0.003 0.017

Con el método de Ubicación de Polos se diseñaron superficies de grado relativo

uno y dos para los controladores STA y 3-STA, respectivamente, logrando una buena

regulación de los estados del sistema al punto de operación deseado. En seguida se

pondrá en práctica el segundo método de diseño de superficies, con el que se esperan

resultados similares.

4.2. LQ Singular

Como se ha mencionado antes, la teoŕıa de Control Óptimo Singular, permite diseñar

superficies de deslizamiento con grado relativo arbitrario y dinámica deseada en el modo

deslizante. Mediante un control virtual óptimo con respecto a un criterio de desempeño

regular.

4.2.1. Grado Relativo Uno

Con el conocimiento de antemano de las matrices de ponderación Qρ,ε, se diseñarán

superficies de deslizamiento para los sistemas lineales (4.1) y (4.2) de grado relativo

r = 1

σ̇ = h(σ, t) + g(σ, t)u,

con el fin de utilizar el algoritmo Super-Twisting y aśı atenuar el efecto del chattering,

mediante el uso de señales de control continuo.
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4. DISEÑO DE SUPERFICIES DE DESLIZAMIENTO

Superficie: Error de Inclinación

El sistema dinámico en función del error de inclinación de la ecuación (4.1), está en

su forma canónica de controlador; basta con identificar el escalar Qρ22 6= 0 de la matriz

de ponderación

Qρ =

 6 0 0
0 3 0

0 0 6

 , (4.12)

como no hay columnas iguales a cero, k = 0 y el Orden de Singularidad es i = 1.

Se hacen las particiones de sistema de la misma forma que en la expresión (4.12),

resultando

Qρ11 =

[
6 0
0 3

]
; Aρ11 =

[
0 1
0 0

]
,

Qρ12 =

[
0
0

]
; Aρ12 =

[
0
1

]
,

Qρ22 = 6; Aρ22 = 0.

Se definen los subconjuntos de variables de estado

x̄1 =
[
eρ1 eρ2

]T
: formarán la dinámica de orden reducido.

x̄2 = [eρ3 ] : control virtual.

x̄3 = 0.

y se identifican los términos de la Ecuación de Algebraica Riccati, es decir:

Âρ = Aρ11 +Aρ12(Qρ22)−1QTρ12 =

[
6 0
0 3

]
.

B̂ρ = Aρ12 =
[
0 1

]T
.

Q̂ρ = Qρ11 −Qρ12(Qρ22)−1QTρ12 =

[
0 1
0 0

]
.

R̂ρ = Qρ22 = 6,

al sustituirlos en la ecuación (2.15), resulta

ÂTρ Pρ + PρÂρ − PρB̂ρ(R̂ρ)−1B̂T
ρ Pρ + Q̂ρ = 0 ⇒ Pρ =

[
9.486 6

6 9.486

]
,

con la solución se construye el control virtual estabilizante

x̄2 = −Kρx̄1,

= −(R̂ρ)
−1(B̂T

ρ Pρ +QTρ12)x̄1,

= −
[
1 1.581

]
x̄1.
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4.2 LQ Singular

Se puede seleccionar una superficie de deslizamiento de la forma

σρ = x̄2 +Kρx̄1,

de tal manera que en el modo deslizante

˙̄x1 = (Aρ11 −Aρ12Kρ)x̄1 =

[
0 1
−1 −1.581

]
x̄1,

la dinámica de orden reducido corresponde con una respuesta sobreamortiguada.

Con la definición de control equivalente

σρ = eρ3 + eρ1 + 1.581eρ2 ,

σ̇ρ = eρ2 + 1.581eρ3︸ ︷︷ ︸
−ueqn1

+ (0.577)︸ ︷︷ ︸
Kf lh
Jp

(ud + wd),

se obtiene el Control Equivalente Nominal

ueqn1 = −(eρ2 + 1.581eρ3),

la señal de control queda definida por

ud =
1

0.577
(ueqn1 + uSTA1).

Utilizando el algoritmo Súper-Twsiting sobre la variable de deslizamiento:

uSTA1 = −k1|σρ|1/2 sign(σρ) + v1,
v̇1 = −k2 sign(σρ),

(4.13)

las ganancias k1 y k2 de la ecuación (4.13) se calculan

k1 = 1.5
√

∆1,

k2 = 1.1∆1,

donde ||ẇd(t)||+ ||
...
r cρ|| ≤ ∆1, de esta forma σρ = σ̇ρ = 0 en tiempo finito.
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4. DISEÑO DE SUPERFICIES DE DESLIZAMIENTO

Superficie: Error de Elevación

El sistema dinámico en función del error de Elevación (4.2) está en su forma canóni-

ca de controlador, por lo que basta con identificar el escalar Qρ22 6= 0 de la matriz de

ponderación

Qε =

 12 0 0
0 7 0

0 0 3

 , (4.14)

en este caso el Orden de Singularidad es i = 1 y las particiones de sistema son

Qε11 =

[
12 0
0 7

]
; Aε11 =

[
0 1
0 0

]
,

Qε12 =

[
0
0

]
; Aε12 =

[
0
1

]
,

Qε22 = 3; Aε22 = 0,

se definen los subconjuntos de variables de estado

ȳ1 =
[
eε1 eε2

]T
: formarán la dinámica de orden reducido.

ȳ2 = [eε3 ] : control virtual.

ȳ3 = 0.

Luego se identifican los términos de la Ecuación de Algebraica de Riccati, es decir:

Âε = Aε11 +Aε12(Qε22)−1QTε12 =

[
0 1
0 0

]
.

B̂ε = Aε12 =
[
0 1

]T
.

Q̂ε = Qε11 −Qε12(Qε22)−1QTε12 =

[
12 0
0 7

]
.

R̂ε = Qε22 = 3,

al sustituirlos en la ecuación (2.15) resulta

ÂTε Pε + PεÂε − PεB̂ε(R̂ε)−1B̂T
ε Pε + Q̂ε = 0 ⇒ Pε =

[
15.1 6

6 7.55

]
,

con la solución se construye el control virtual estabilizante

ȳ2 = −Kεȳ1,

= −(R̂ε)
−1(B̂T

ε Pε +QTε12)ȳ1,
= −

[
2 2.516

]
ȳ1.
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4.2 LQ Singular

La superficie diseñada es

σε = ȳ2 +Kεȳ1,

y en el modo deslizante

˙̄y1 = (Aε11 −Aε12Kε)ȳ1 =

[
0 1
−2 −2.516

]
ȳ1,

el sistema es de Segundo Orden con respuesta sobreamortiguada.

Con la definición de control equivalente

σε = eε3 + 2eε1 + 2.516eε2

σ̇ε = 2eε2 + 2.516eε3︸ ︷︷ ︸
−ueqn2

+ (0.086)︸ ︷︷ ︸
Kf la

Je

Jε(us + ws),

se obtiene el Control Equivalente Nominal

ueqn2 = −(2eε2 + 2.516eε3),

y la señal de control queda definida por

us =
1

0.086
(ueqn1 + uSTA2).

Utilizando el algoritmo Súper-Twsiting sobre la superficie diseñada:

uSTA2 = −k3|σε|1/2 sign(σε) + v2,
v̇2 = −k4 sign(σε),

(4.15)

las ganancias k3 y k4 de (4.15) se calculan

k3 = 1.5
√
Delta2

k4 = 1.1Delta2,

donde ||ẇs(t)|| ≤ ∆2 es la cota de la derivada de las perturbaciones acopladas, de este

modo σε = σ̇ε = 0 en tiempo finito.
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4. DISEÑO DE SUPERFICIES DE DESLIZAMIENTO

Simulaciones

Utilizando el mismo escenario de simulación, las ganancias de los controladores

(4.13) y (4.15) se calcularon considerando la cota máxima de la derivada temporal de

las perturbaciones. Para estimar la derivada de las superficies se utilizaron Diferencia-

dores Robustos y Exactos de tercer orden (3.44) con sus respectivas cotas Λρ y Λε, ver

Tabla 4.4.

∆1 = 4 ⇒ ∆1 ≥ ||ẇd||+ ||
...
r cρ||,

∆2 = 0.8 ⇒ ∆2 ≥ ||ẇs||.

Tabla 4.4: Ganancias STA LQ Singular

Inclinación Elevación

k1 = 3 k3 = 1.341

k2 = 4.4 k4 = 0.88

Λρ = 30 Λε = 30

En t = 5 [s] la elevación deseada se modifica a εd = 5◦, mientras que en t = 10 [s]

el desplazamiento deseado es θd = 60◦. La Figura 4.15 muestra la regulación de los

estados a las posiciones angulares deseadas, aśı como el seguimiento de referencia por

parte del ángulo de inclinación. Las velocidades angulares son presentadas en la Figura

4.16, las cuales son cero una vez que se alcanza el punto de operación.
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Figura 4.15: Posiciones Angulares.
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Figura 4.16: Velocidades Angulares.
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El seguimiento de la referencia PID por parte del ángulo de inclinación fue bueno y

en consecuencia el desplazamiento se reguló correctamente. La elevación del helicóptero

presentó un sobrepaso aceptable.

En las Figuras 4.17 y 4.18 se muestra el comportamiento de las variables de desli-

zamiento, en ambos casos hay convergencia a una vecindad en torno a cero, además de

que presentan oscilaciones de alta frecuencia y baja amplitud.

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−4

−2

0

2

4

Superficie Inclinación

Tiempo [s]

σ

 

 

σρ

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−10

−5

0

5

10

Tiempo [s]

σ̇

 

 

σ̇ρ

39.8 39.9
−0.02

0
0.02

 

 

39.8 39.9
−0.1

0
0.1

 

 

Figura 4.17: Superficie Inclinación.
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Figura 4.18: Superficie Elevación.
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Figura 4.19: Señales de Control y Per-

turbaciones.

0 10 20 30 40
−80

−40

0

40

80

Tiempo [s]

Error

D
e
s
p
la

z
a
m

ie
n
to

[g
ra

d
]

 

 
eθ

35 36 37 38 39 40
0

0.1

0.2

0.3

0.4

Error en el SM

Tiempo [s]

[g
ra

d
]

 

 
eθ

0 10 20 30 40
−20

−10

0

10

20

In
c
lin

a
c
ió

n
[g

ra
d
]

Tiempo [s]

 

 
eρ

0 10 20 30 40
−3

−1.5

0

1.5

3

E
le

v
a
c
ió

n
[g

ra
d
]

Tiempo [s]

 

 
eε

35 36 37 38 39 40
−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

Tiempo [s]

[g
ra

d
]

 

 

eε

35 36 37 38 39 40
−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

Tiempo [s]

[g
ra

d
]

 

 

eρ

Figura 4.20: Errores.

Las señales de error de la Figura 4.20 convergen a cero en forma exponencial, en el

modo deslizante se logró buena precisión.
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Las señales de control expresadas en voltaje se muestran en la Figura 4.19, son fun-

ciones continuas y están definidas en el intervalo [−15, 15] [V ]; en el modo deslizante

oscilan con amplitud de 1 [V ] y frecuencia de 10 [Hz], aproximadamente.

Ahora se diseñarán superficies de deslizamiento de grado relativo r = 2 para mostrar

el desempeño del sistema con el aumento de orden del controlador.

4.2.2. Grado Relativo Dos

Nuevamente partiendo de las matrices de ponderación Qρ,ε, se diseñarán superficies

de deslizamiento para los sistemas lineales (4.1) y (4.2) de grado relativo r = 2

σ̈ = h(σ, σ̇, t) + g(σ, σ̇, t)u.

con el fin de utilizar el algoritmo Super-Twisting de Tercer Orden y aśı atenuar el efecto

del chattering, mediante el uso de señales de control continuo.

Superficie: Error de Inclinación

De la matriz de ponderación

Qρ =

 36 0 0

0 1 0
0 0 0

 , (4.16)

se identifica el escalar Qρ22 6= 0, como k = 1 el Orden de Singularidad es i = 2. Se hacen

las particiones de sistema de la misma forma que en la expresión (4.16), resultando

Qρ11 = 36; Aρ11 = 0,
Qρ12 = 0; Aρ12 = 1,
Qρ22 = 1; Aρ22 = 0.

Se definen los subconjuntos de variables de estado

x̄1 = eρ1 : formarán la dinámica de orden reducido.

x̄2 = eρ2 : control virtual.

x̄3 = eρ2 : el resto de variables de estado.

52



4.2 LQ Singular

y se calculan los términos de la Ecuación de Algebraica Riccati, es decir:

Âρ = Aρ11 +Aρ12(Qρ22)−1QTρ12 = 0.

B̂ρ = Aρ12 = 1.

Q̂ρ = Qρ11 −Qρ12(Qρ22)−1QTρ12 = 36.

R̂ρ = Qρ22 = 1,

al sustituirlos en ecuación (2.15) resulta

ÂTρ Pρ + PρÂρ − PρB̂ρ(R̂ρ)−1B̂T
ρ Pρ + Q̂ρ = 0 ⇒ Pρ = 6,

con la solución se construye el control virtual estabilizante

x̄2 = −Kρx̄1,

= −(R̂ρ)
−1(B̂T

ρ Pρ +QTρ12)x̄1,

= −6x̄1.

Se puede seleccionar una superficie de deslizamiento de la forma

σρ = x̄2 +Kx̄1,

de tal manera que en el modo deslizante

˙̄x1 = (Aρ11 − 6Aρ12)x̄1 = −6x̄1,

el sistema tiene dinámica de Primer Orden.

Con la definición de Control Equivalente

σρ = eρ2 + 6eρ1 ,

σ̇ρ = 6eρ2 + eρ3 ,

σ̈ρ = 6eρ3︸︷︷︸
−ueqn1

+ (0.577)︸ ︷︷ ︸
Kf lh
Jp

(ud + wd),

se obtiene el Control Equivalente Nominal

ueqn1 = −6eρ3 ,
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4. DISEÑO DE SUPERFICIES DE DESLIZAMIENTO

la señal de control queda definida por

ud =
1

0.577
(ueqn1 + u3STA1).

Utilizando un Súper Twsiting de Tercer Orden sobre la variable de deslizamiento

diseñada
u3STA1 = −k1|φ|1/2 sign(φ) + Γ1,

Γ̇1 = −k3 sign(φ),
(4.17)

donde

φ = σ̇ρ + k2|σρ|2/3 sign(σρ),

las ganancias k1, k2 y k3 fueron seleccionadas de tal forma que σρ = σ̇ρ = σ̈ρ = 0 en

tiempo finito.

Superficie: Error de Elevación

Al identificar el escalar Qρ22 6= 0 de la matriz de ponderación

Qε =

 0.64 0 0

0 1 0
0 0 0

 , (4.18)

el Orden de Singularidad es i = 2. Se hacen las particiones de sistema de la misma

forma que en la expresión (4.18), resultando

Qε11 = 0.64; Aε11 = 0,
Qε12 = 0; Aε12 = 1,
Qε22 = 1; Aε22 = 0.

Se definen los subconjuntos de variables de estado

ȳ1 = eε1 : formarán la dinámica de orden reducido.

ȳ2 = eε2 : control virtual.

ȳ3 = eε3 : el resto de variables de estado.

y se calculan los términos de la Ecuación de Algebraica de Riccati

Âε = Aε11 +Aε12(Qε22)−1QTε12 = 0.

B̂ε = Aε12 = 1.
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4.2 LQ Singular

Q̂ε = Qε11 −Qε12(Qε22)−1QTε12 = 0.64.

R̂ε = Qε22 = 1,

al sustituirlos en la ecuación (2.15) resulta

ÂTε Pε + PεÂε − PεB̂ε(R̂ε)−1B̂T
ε Pε + Q̂ε = 0 ⇒ Pε = 0.8,

con la solución se construye el control virtual estabilizante

ȳ2 = −Kεȳ1,

= −(R̂ε)
−1(B̂T

ε Pε +QTε12)ȳ1,
= −0.8ȳ1.

La superficie diseñada es

σε = ȳ2 +Kεȳ1,

de tal manera que en el modo deslizante

˙̄y1 = (Aε11 − 0.8Aε12)ȳ1 = −0.8ȳ1,

el sistema tiene dinámica de Primer Orden.

Con la definición de control equivalente

σε = eε2 + 0.8eε1 ,

σ̇ε = 0.8eε2 + eε3 ,

σ̈ε = 0.8eε3︸ ︷︷ ︸
−ueqn2

+ (0.086)︸ ︷︷ ︸
Kf la

Je

(us + ws),

se obtiene el Control Equivalente Nominal

ueqn2 = −0.8eε3 , (4.19)

la señal de control queda definida por

us =
1

0.086
(ueqn2 + u3STA2).

Utilizando un Súper Twsiting de Tercer Orden sobre la variable de deslizamiento

diseñada
u3STA2 = −k4|φ|1/2 sign(φ) + Γ2,

Γ̇2 = −k6 sign(φ),
(4.20)
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4. DISEÑO DE SUPERFICIES DE DESLIZAMIENTO

donde

φ = σ̇ε + k5|σε|2/3 sign(σε),

las ganancias k4, k5 y k6 fueron seleccionadas de tal forma que σε = σ̇ε = σ̈ε = 0 en

tiempo finito.

Simulaciones

Utilizando el mismo escenario de simulación, las ganancias de los controladores

(4.17) y (4.20) se eligieron de tal modo que el sistema presentó un buen desempeño.

Para estimar la derivada de las superficies se utilizaron Diferenciadores Robustos y

Exactos de tercer orden (3.44) con sus respectivas cotas Λρ y Λε, ver Tabla 4.5.

Tabla 4.5: Ganancias 3-STA LQ Singular

Inclinación Elevación

k1 = 1.2 k4 = 1

k2 = 1 k5 = 1.2

k3 = 0.8 k6 = 0.8

Λρ = 30 Λε = 30
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Figura 4.21: Posiciones Angulares.

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−25

−12.5

0

12.5

25

Velocidades Angulares

Tiempo [s]

D
e

s
p

la
z
a

m
ie

n
to

[g
ra

d
/s

]

 

 

θ̇

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−80

−40

0

40

80

Tiempo [s]

In
c
lin

a
c
ió

n
[g

ra
d

/s
]

 

 

ρ̇

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−20

−10

0

10

20

Tiempo [s]

E
le

v
a

c
ió

n
[g

ra
d

/s
]

 

 

ε̇

Figura 4.22: Velocidades Angulares.

En t = 5 [s] la elevación deseada se modifica a εd = 5◦, mientras que en t = 10 [s]

el desplazamiento deseado es θd = 60◦. La Figura 4.21 muestra la regulación de los

estados a las posiciones angulares deseadas, aśı como el seguimiento de referencia por

parte del ángulo de inclinación. Las velocidades angulares son presentadas en la Figura
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4.2 LQ Singular

4.22, las cuales presentan oscilaciones de baja amplitud una vez que se alcanza el punto

de operación. El seguimiento de la referencia PID por parte del ángulo de inclinación

fue bueno y en consecuencia el desplazamiento se reguló correctamente. La elevación

del helicóptero presentó un sobrepaso aceptable.
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Figura 4.23: Superficie Inclinación.
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Figura 4.24: Superficie Elevación.
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Figura 4.25: Señales de Control y Per-

turbaciones.
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Figura 4.26: Errores.

En las Figuras 4.23 y 4.24 se muestra el comportamiento de las superficies de desli-

zamiento, en ambos casos hay convergencia a una vecindad en torno a cero, además de

que presentan oscilaciones de alta frecuencia y baja amplitud en el modo deslizante.
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Las señales de error de la Figura 4.26 convergen a cero en forma exponencial, en el

modo deslizante se logró buena precisión.

Las señales de control expresadas en voltaje corresponden a la Figura 4.25, son

funciones continuas y están definidas en el intervalo [−15, 15] [V ]; en el modo deslizante

oscilan con amplitud de 3 [V ] y frecuencia de 5 [Hz], aproximadamente.

4.2.3. Análisis de Resultados

Después de observar el comportamiento del sistema en lazo cerrado con los contro-

ladores de orden dos y tres, bajo el diseño de superficies de deslizamiento LQ Singular,

es claro que en ambos casos la regulación fue eficiente. Se presentaron oscilaciones de

alta frecuencia pero muy baja amplitud, por lo que el chaterring fue atenuado.
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Figura 4.27: Errores.
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Figura 4.28: Precisión en el Modo Deslizante.

Tabla 4.6: Errores Máximos en el Modo Deslizante [grad]

Error r = 1 r = 2

eθ 0.218 0.362

eρ 0.063 0.005

eε 0.009 0.002

La Tabla 4.6 muestra la precisión en grados, en este caso es clara la mejoŕıa obtenida

con el incremento de orden del controlador.
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Caṕıtulo 5

Resultados Experimentales

En este caṕıtulo se presentan las pruebas experimentales hechas con el Helicóptero

3DoF. Es necesario identificar los elementos necesarios para la implementación del

esquema de control, éstos son:

1. Matlab y Simulink : Con ayuda del software Matlab y su complemento Simulink,

fue posible generar un diagrama de bloques en el que se expresan todos los ele-

mentos que intervienen para obtener la señal de control. También se estiman

variables en ĺınea y otras simplemente se escalan, finalmente se traduce a lengua-

je de programación C.

2. Control Desk : Este software es el encargado de la prueba en tiempo real, ya que

en él se pueden desplegar las gráficas de las señales de control, estados, errores,

etc. También permite modificar en ĺınea algunos parámetros como las ganancias

en los controladores y diferenciadores para alcanzar un mejor desempeño.

3. Tarjeta dSPACE 1103 : en esta tarjeta se descarga el programa en lenguaje C

obtenido con Matlab. Está encargada de la comunicación entre la estación de

trabajo (PC) y la planta. Las mediciones angulares entran por puertos digitales,

son transferidos a la computadora que calcula las señales de control y produce

una salida analógica en un rango de [−5, 5] V.

4. Etapa de potencia: Como las salidas de voltaje analógico están escaladas y la

corriente que se le puede demandar a la tarjeta dSPACE es baja (del orden de 60

mA), las señales de control deben pasar a una etapa de potencia para amplificar la

señal de voltaje y suministrar la corriente demandada por los motores de corriente

directa.
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5. RESULTADOS EXPERIMENTALES

5. Fuentes de Alimentación: Con el fin de amplificar las señales de control tanto

en voltaje como en corriente, el circuito de potencia es alimentado con tensión

simétrica de ±15 [V ], proveniente de dos fuentes de alimentación con demanda

máxima de corriente de 10 [A] cada una.

Control Desk
Tarjeta 1103

Etapa de Potencia

Helicóptero 3DoF

Alimentación

Figura 5.1: Esquema de Control.

El objetivo del controlador es llevar al helicóptero a las posiciones angulares deseadas

εd y θd, esta última al tratarse de la dinámica subactuada, mediante una señal de

referencia calculada en ĺınea. Los experimentos se realizaron bajo un paso de muestreo

τ = 1 [ms]. Con dos pruebas se mostrará el desempeño del sistema de control, para las

superficies de deslizamiento diseñadas en el Caṕıtulo 4, por los métodos de

Ubicación de Polos.

LQ Singular Óptimo.

Se mostrará el comportamiento del sistema ante el incremento de orden del controlador,

comparando los errores en el modo deslizante y el sobrepaso de cada ángulo a controlar.

Cabe señalar que las superficies de grado relativo r = 1 corresponden al controlador

STA, mientras que las de grado relativo r = 2 son para el 3-STA.
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5.1 Ubicación de Polos

5.1. Ubicación de Polos

5.1.1. Grado Relativo Uno

Prueba 1: Considerando condiciones iniciales nulas, aproximadamente en t = 5 [s],

la elevación deseada se modifica a εd = 2◦, mientras que en t = 10 [s] el desplazamiento

deseado es θd = 30◦. La Figura 5.2 muestra la regulación de los estados a las posiciones

angulares deseadas, aśı como el seguimiento de referencia por parte del ángulo de pitch.

Las velocidades angulares son presentadas en la Figura 5.3.
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Figura 5.2: Estados del Sistema.

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−12

−6

0

6

12

Velocidades Angulares

Tiempo [s]

D
e
s
p
la

z
a
m

ie
n
to

[g
ra

d
/s

]

 

 

θ̇

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−30

−15

0

15

30

Tiempo [s]

In
c
lin

a
c
ió

n
[g

ra
d
/s

]

 

 

ρ̇

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−3

−1.5

0

1.5

3

Tiempo [s]

E
le

v
a
c
ió

n
[g

ra
d
/s

]

 

 

ε̇

Figura 5.3: Velocidades Angulares.
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Figura 5.4: Superficie Pitch.
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Figura 5.5: Superficie Elevación.

El desplazamiento deseado θd fue alcanzado con un movimiento suave y con poco

sobrepaso, la elevación del helicóptero se vio afectada por la dinámica de inclinación.
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5. RESULTADOS EXPERIMENTALES

La variable de deslizamiento del error de inclinación está en la Fig. 5.4, presenta

oscilaciones en torno a cero que se reflejan directamente en el seguimiento de la refe-

rencia PID; su derivada temporal converge a una vecindad de cero. En la Fig. 5.5, la

superficie del error de Elevación y su derivada temporal convergen a cero rápidamente,

pero con oscilaciones sostenidas en el modo deslizante. Las señales de control continuo

se pueden ver en la Fig. 5.6, las cuales son adecuadas para los motores.
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Figura 5.6: Señales de Control.
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Figura 5.7: Errores.

En la Fig. 5.7 se muestran las señales de error. En ellas se puede apreciar la magnitud

del error para cada grado de libertad y medir la amplitud de las oscilaciones en torno

al punto de operación deseado. La precisión en grados obtenida, en el modo deslizante

es

||eθ||máx = 0.425 ; ||eρ||máx = 3.774 ; ||eε||máx = 0.461,

en el caso de los ángulos de inclinación y desplazamiento el desempeño es adecuado.

En la elevación, oscilaciones de casi 1/2 grado son excesivas.

Prueba 2: Considerando la condición inicial X0 =
[
2◦ 0 30◦ 0 0 0

]
. Apro-

ximadamente en t = 5 [s], la elevación deseada se modifica a εd = 4◦, mientras que en

t = 10 [s] el desplazamiento deseado es θd = 60◦.

La Figura 5.8 muestra la regulación de los estados a las posiciones angulares desea-

das, aśı como el seguimiento de referencia por parte del ángulo de inclinación. Las

velocidades angulares son presentadas en la Figura 5.9.
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5.1 Ubicación de Polos

0 5 10 15 20 25 30 35 40
20

40

60

80

Tiempo [s]

D
e
s
p
la

z
a
m

ie
n
to

 
[g

ra
d
]

Posiciones Angulares

 

 

θ θd

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−30

−20

−10

0

10

Tiempo [s]

In
c
lin

a
c
ió

n
[g

ra
d
]

 

 

ρ rcρ

0 5 10 15 20 25 30 35 40

2

4

Tiempo [s]

E
le

v
a
c
ió

n
 

[g
ra

d
]

 

 

ε εd

Figura 5.8: Estados del Sistema.
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Figura 5.9: Velocidades Angulares.
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Figura 5.10: Superficie Inclinación.
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Figura 5.11: Superficie Elevación.
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Figura 5.12: Señales de Control.
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Figura 5.13: Errores.
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5. RESULTADOS EXPERIMENTALES

El desplazamiento deseado θd fue alcanzado con un movimiento suave y sin sobre-

paso. Se logró un seguimiento de la señal de referencia PID eficiente, aunque el ángulo

de inclinación presentó oscilaciones en el modo deslizante. La elevación del helicóptero

se vio afectada por el fuerte acoplamiento con la dinámica de inclinación.

La variable de deslizamiento del error de inclinación está en la Fig. 5.10, converge

a una vecindad de cero, al igual que su derivada temporal. En la Fig. 5.11, la superficie

del error de Elevación y su derivada temporal convergen a cero con vibraciones de alta

frecuencia y baja amplitud en el modo deslizante. Las señales de control continuo se

pueden ver en la Fig. 5.12, las cuales son adecuadas para los motores.

En la Fig. 5.13 se muestran las señales de error, en ellas se puede medir la amplitud

de las oscilaciones en torno al punto de operación deseado. La precisión obtenida en el

modo deslizante en grados es

||eθ||máx = 0.234 ; ||eρ||máx = 3.853 ; ||eε||máx = 0.483,

en el caso de los ángulos de inclinación y desplazamiento el desempeño es adecuado.

En la elevación, oscilaciones con amplitud de casi 1/2 grado son excesivas.

A continuación se mostrará el desempeño del sistema cuando se incrementa el orden

del controlador.

5.1.2. Grado Relativo Dos

Prueba 1: Considerando condiciones iniciales nulas, aproximadamente en t = 5 [s],

la elevación deseada se modifica a εd = 2◦, mientras que en t = 10 [s] el desplazamiento

deseado es θd = 30◦. La Figura 5.14 muestra la regulación de los estados a las posicio-

nes angulares deseadas, aśı como el seguimiento de referencia por parte del ángulo de

inclinación. Las velocidades angulares son presentadas en la Figura 5.15.

El desplazamiento deseado θd fue alcanzado con un movimiento suave y sin sobre-

paso, debido a que la señal de referencia PID fue seguida correctamente. La dinámica

de elevación si vio afectada levemente por la variación del ángulo de inclinación, pero

se estabilizó rápidamente y se obtuvo una buena regulación a la posición deseada.

64



5.1 Ubicación de Polos
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Figura 5.14: Estados del Sistema.
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Figura 5.15: Velocidades Angulares.
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Figura 5.16: Superficie Inclinación.
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Figura 5.17: Superficie Elevación.
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Figura 5.18: Señales de Control.
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Figura 5.19: Errores.
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5. RESULTADOS EXPERIMENTALES

La variable de deslizamiento del error de inclinación está en la Fig. 5.16, presenta

oscilaciones de baja amplitud en torno a cero, al igual que sus dos primeras derivadas

temporales. En la Fig. 5.17, la superficie del error de elevación y sus dos primeras

derivadas temporales convergen a cero con vibraciones de baja amplitud.

Las señales de control continuo se pueden ver en la Fig. 5.18, las cuales son ade-

cuadas para los motores. En la Fig. 5.19 se muestran las señales de error, la precisión

obtenida en el modo deslizante en grados es

||eθ||máx = 0.893 ; ||eρ||máx = 0.515 ; ||eε||máx = 0.197,

que corresponde con un desempeño adecuado de todo el sistema.

Prueba 2: Considerando la condición inicial X0 =
[
2◦ 0 30◦ 0 0 0

]
. Apro-

ximadamente en t = 5 [s], la elevación deseada se modifica a εd = 4◦, mientras que en

t = 10 [s] el desplazamiento deseado es θd = 60◦. La Figura 5.20 muestra la regulación

de los estados a las posiciones angulares deseadas, aśı como el seguimiento de referencia

por parte del ángulo de inclinación. Las velocidades angulares son presentadas en la

Figura 5.21.

0 5 10 15 20 25 30 35 40
20

40

60

80

Tiempo [s]

D
e
s
p
la

z
a
m

ie
n
to

 
[g

ra
d
]

Posiciones Angulares

 

 

θ θd

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−30

−15

0

15

30

Tiempo [s]

In
c
lin

a
c
ió

n
[g

ra
d
]

 

 
ρ rcρ

0 5 10 15 20 25 30 35 40
1
2
3
4
5
6

Tiempo [s]

E
le

v
a
c
ió

n
 

[g
ra

d
]

 

 

ε εd

Figura 5.20: Estados del Sistema.
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Figura 5.21: Velocidades Angulares.

El desplazamiento deseado θd fue alcanzado con un movimiento suave y con sobre-

paso mı́nimo, la dinámica de elevación tuvo un sobrepaso aceptable y no se vio afectada

por la variación en el ángulo de inclinación.
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5.1 Ubicación de Polos

La variable de deslizamiento del error de inclinación aśı como sus dos primeras

derivadas temporales, presentan vibraciones de alta frecuencia y baja amplitud en el

modo deslizante, ver Fig. 5.22. En la Fig. 5.23, la superficie del error de Elevación y

su derivada temporal convergen a cero, pero con vibraciones de baja amplitud.
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Figura 5.22: Superficie Inclinación.
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Figura 5.23: Superficie Elevación.
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Figura 5.24: Señales de Control.
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Figura 5.25: Errores.

Las señales de control continuo se pueden ver en la Fig. 5.24, las cuales son adecua-

das para los motores. En la Fig. 5.25 se muestran las señales de error, en ellas se puede

medir la amplitud de las oscilaciones en torno al punto de operación deseado.
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5. RESULTADOS EXPERIMENTALES

La precisión obtenida en el modo deslizante en grados es

||eθ||máx = 1.831 ; ||eρ||máx = 1.924 ; ||eε||máx = 0.219,

que corresponde con un desempeño adecuado de todo el sistema.

5.1.3. Análisis de Resultados

Después de observar el comportamiento del sistema en lazo cerrado con los contro-

ladores de orden dos y tres, bajo el diseño de superficies de deslizamiento por Ubicación

de Polos, es claro que en ambos casos la regulación fue eficiente.

Analizando el comportamiento del error, se intentará mostrar el desempeño alcan-

zado con el incremento de orden del controlador.
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Figura 5.26: Prueba 1.
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Figura 5.27: Prueba 2.

La precisión en grados obtenida con los controladores STA y 3-STA en el modo

deslizante, se muestra gráficamente en las Figuras 5.26 y 5.27.

Error r = 1 r = 2

eθ 0.425 0.893
eρ 3.774 0.515
eε 0.461 0.197

Prueba 1

Error r = 1 r = 2

eθ 0.234 1.831
eρ 3.853 1.924
eε 0.483 0.219

Prueba 2
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5.2 LQ Singular

En ambas pruebas es claro que con grado relativo r = 1 el error de desplazamiento

es menor, pero existe mayor desviación en los ángulos de inclinación y elevación. El

mejor desempeño fue el obtenido con el algoritmo Súper-Twisting de Tercer Orden,

ya que tiene control de la superficie de deslizamiento y de sus dos primeras derivadas

temporales, minimizando el error en el modo deslizante.

Con el método de Ubicación de Polos se diseñaron superficies de grado relativo

uno y dos para los controladores STA y 3-STA, respectivamente, logrando una buena

regulación de los estados del sistema al punto de operación deseado. En seguida se

pondrá a prueba el segundo método de diseño de superficies, con el que se esperan

resultados similares.

5.2. LQ Singular

5.2.1. Grado Relativo Uno

Prueba 1: Considerando la condición inicial X0 =
[
4◦ 0 60◦ 0 0 0

]
. Apro-

ximadamente en t = 5 [s], la elevación deseada se modifica a εd = 6◦, mientras que en

t = 10 [s] el desplazamiento deseado es θd = 120◦. La Figura 5.28 muestra la regulación

de los estados a las posiciones angulares deseadas, aśı como el seguimiento de referencia

por parte del ángulo de inclinación. Las velocidades angulares son presentadas en la

Figura 5.29.

El desplazamiento deseado θd fue alcanzado con un movimiento suave, debido a que

la referencia PID fue seguida correctamente por el ángulo de inclinación. La elevación

del helicóptero se vio levemente afectada por la dinámica fuertemente acoplada.

La variable de deslizamiento del error de inclinación está en la Fig. 5.30, presenta

oscilaciones en torno a cero que se reflejan directamente en el seguimiento de la refe-

rencia PID; su derivada temporal converge a una vecindad de cero. En la Fig. 5.31, la

superficie del error de elevación y su derivada temporal convergen a cero rápidamente,

pero con oscilaciones sostenidas en el modo deslizante. Las señales de control continuo

se pueden ver en la Fig. 5.32, las cuales son adecuadas para los motores.
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Figura 5.28: Estados del Sistema.
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Figura 5.29: Velocidades Angulares.
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Figura 5.30: Superficie Inclinación.
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Figura 5.31: Superficie Elevación.
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Figura 5.32: Señales de Control.
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Figura 5.33: Errores.

En la Fig. 5.33 se muestran las señales de error; en ellas se puede apreciar la mag-
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5.2 LQ Singular

nitud del error para cada grado de libertad y medir la amplitud de las oscilaciones

en torno al punto de operación deseado. La precisión en grados obtenida, en el modo

deslizante es

||eθ||máx = 0.849 ; ||eρ||máx = 3.700 ; ||eε||máx = 0.638, (5.1)

en el caso de los ángulos de inclinación y desplazamiento el desempeño es adecuado.

En la elevación un error mayor a 1/2 grado es excesivo.

Prueba 2: Considerando la condición inicial X0 =
[
6◦ 0 120◦ 0 0 0

]
. Apro-

ximadamente en t = 5 [s], la elevación deseada se modifica a εd = 0◦, mientras que en

t = 10 [s] el desplazamiento deseado es θd = 0◦. La Figura 5.34 muestra la regulación

de los estados a las posiciones angulares deseadas, aśı como el seguimiento de referencia

por parte del ángulo de inclinación. Las velocidades angulares son presentadas en la

Figura 5.35.

La superficie de deslizamiento del error de inclinación está en la Fig. 5.36, converge

a una vecindad de cero, al igual que su derivada temporal. En la Fig. 5.37, la superficie

del error de elevación y su derivada temporal convergen a cero con vibraciones de alta

frecuencia y baja amplitud en el modo deslizante.
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Figura 5.34: Estados del Sistema.
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Figura 5.35: Velocidades Angulares.
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Figura 5.36: Superficie Inclinación.
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Figura 5.37: Superficie Elevación.
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Figura 5.38: Señales de Control.
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Figura 5.39: Errores.

Las señales de control continuo se pueden ver en la Fig. 5.38, las cuales son ade-

cuadas para los motores. En la Fig. 5.39 se muestran las señales de error, la precisión

obtenida en el modo deslizante en grados es

||eθ||máx = 4.043 ; ||eρ||máx = 3.418 ; ||eε||máx = 0.527,

en el caso de los ángulos de inclinación y desplazamiento el desempeño es adecuado, en

la elevación, oscilaciones con amplitud de 1/2 grado son excesivas.

A continuación se mostrará el desempeño del sistema cuando se incrementa el orden

del controlador.
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5.2 LQ Singular

5.2.2. Grado Relativo Dos

Prueba 1: Considerando la condición inicial X0 =
[
4◦ 0 60◦ 0 0 0

]
. Apro-

ximadamente en t = 5 [s], la elevación deseada se modifica a εd = 6◦, mientras que en

t = 10 [s] el desplazamiento deseado es θd = 120◦. La Figura 5.40 muestra la regulación

de los estados a las posiciones angulares deseadas, aśı como el seguimiento de referencia

por parte del ángulo de inclinación. Las velocidades angulares son presentadas en la

Figura 5.41.
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Figura 5.40: Estados del Sistema.
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Figura 5.41: Velocidades Angulares.
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Figura 5.42: Superficie Inclinación.
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Figura 5.43: Superficie Elevación.

El desplazamiento deseado θd fue alcanzado con un movimiento suave y con sobre-

paso mı́nimo, debido a que la señal de referencia PID fue seguida correctamente. La
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dinámica de elevación si vio afectada levemente por la variación del ángulo de incli-

nación, pero se estabilizó rápidamente y se obtuvo una buena regulación a la posición

deseada.

La variable de deslizamiento del error de inclinación está en la Fig. 5.42, presenta

vibraciones de baja amplitud en torno a cero, al igual que sus dos primeras derivadas

temporales. En la Fig. 5.43, la superficie del error de elevación y sus dos primeras

derivadas temporales convergen a cero rápidamente, con oscilaciones de baja amplitud

en el modo deslizante.
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Figura 5.44: Señales de Control.
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Figura 5.45: Errores.

Las señales de control continuo se pueden ver en la Fig. 5.44, las cuales son ade-

cuadas para los motores. En la Fig. 5.45 se muestran las señales de error, la precisión

obtenida en grados es

||eθ||máx = 1.509 ; ||eρ||máx = 1.962 ; ||eε||máx = 0.198,

que corresponde con un desempeño adecuado de todo el sistema.

Prueba 2: Considerando la condición inicial X0 =
[
2◦ 0 30◦ 0 0 0

]
. Apro-

ximadamente en t = 5 [s], la elevación deseada se modifica a εd = 4◦, mientras que en

t = 10 [s] el desplazamiento deseado es θd = 60◦. La Figura 5.46 muestra la regulación

de los estados a las posiciones angulares deseadas, aśı como el seguimiento de referencia

por parte del ángulo de inclinación. Las velocidades angulares están en la Figura 5.47.

74



5.2 LQ Singular

El desplazamiento deseado θd fue alcanzado con un movimiento suave y con poco

sobrepaso. La dinámica de elevación fue afectada por la variación del ángulo de in-

clinación, debido a que este último superó la restricción impuesta para evitar perder

elevación durante el desplazamiento.
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Figura 5.46: Estados del Sistema.
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Figura 5.47: Velocidades Angulares.

La variable de deslizamiento del error de inclinación aśı como sus dos primeras

derivadas temporales, presentan vibraciones de alta frecuencia y baja amplitud en el

modo deslizante, ver Fig. 5.48. En la Fig. 5.49, la superficie del error de elevación y

su derivada temporal convergen a cero, pero con oscilaciones sostenidas en el modo

deslizante.
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Figura 5.48: Superficie Inclinación.
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Figura 5.49: Superficie Elevación.
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5. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Las señales de control continuo se pueden ver en la Fig. 5.50, las cuales son adecua-

das para los motores.
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Figura 5.50: Señales de Control.
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Figura 5.51: Errores.

En la Fig. 5.51 se muestran las señales de error, en ellas se puede medir la amplitud

de las oscilaciones en torno al punto de operación deseado. La precisión obtenida en el

modo deslizante en grados es

||eθ||máx = 4.658 ; ||eρ||máx = 1.832 ; ||eε||máx = 0.351, (5.2)

que corresponde con un desempeño adecuado de todo el sistema.

5.2.3. Análisis de Resultados

Después de observar el comportamiento del sistema en lazo cerrado con los contro-

ladores de orden dos y tres, bajo el diseño de superficies de deslizamiento LQ Singular,

es claro que en ambos casos la regulación fue eficiente.

Analizando el comportamiento del error, se intentará mostrar el desempeño alcan-

zado con el incremento de orden del controlador. La amplitud máxima del error en el

modo deslizante se presenta a continuación

Error r = 1 r = 2

eθ 0.849 1.509
eρ 3.700 1.962
eε 0.638 0.198

Prueba 1

Error r = 1 r = 2

eθ 4.073 4.658
eρ 3.418 1.832
eε 0.527 0.351

Prueba 2

76



5.2 LQ Singular

35 35.5 36 36.5 37 37.5 38 38.5 39 39.5 40
−2

−1

0

1

2

Error en el SM

D
e
s
p
la

z
a
m

ie
n
to

 
[g

ra
d
]

Tiempo [s]

 

 

r = 1 r = 2

35 35.5 36 36.5 37 37.5 38 38.5 39 39.5 40
−5

−2.5

0

2.5

5

In
c
lin

a
c
ió

n
[g

ra
d
]

Tiempo [s]

 

 

r = 1 r = 2

35 35.5 36 36.5 37 37.5 38 38.5 39 39.5 40
−1

−0.5

0

0.5

1

E
le

v
a
c
ió

n
 

[g
ra

d
]

Tiempo [s]

 

 

r = 1 r = 2

Figura 5.52: Prueba 1.
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Figura 5.53: Prueba 2.

En ambas pruebas es claro que con grado relativo r = 1 el error de desplazamiento

es menor, pero existe mayor desviación en los ángulos de inclinación y elevación. El

mejor desempeño fue el obtenido con el algoritmo Súper-Twisting de Tercer Orden, ya

que logró un seguimiento de referencia más eficiente por parte del ángulo de inclinación

y la elevación alcanzó el punto de operación de manera más robusta.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este trabajo se mostraron métodos para obtener superficies de deslizamiento de

grado relativo arbitrario, para controladores por modos deslizantes de orden superior

y se implementaron de manera práctica. Las señales de control continuo que se obtu-

vieron con el STA y el 3-STA atenuaron los efectos del chattering, con esto los estados

del sistema únicamente presentaron leves vibraciones en el modo deslizante.

El objetivo de controlar un helicóptero de tres grados de libertad se logró y el

desempeño obtenido fue bueno; las posiciones angulares deseadas se alcanzaron en po-

co tiempo y con movimientos suaves debido a la convergencia exponencial de los errores

a cero. Se demostró en forma experimental que al incrementar el orden del controlador,

el máximo de los errores en el modo deslizante disminuye.

Fue necesario implementar un algoritmo de diferenciación para obtener las velo-

cidades del sistema y las derivadas temporales de las variables de deslizamiento. El

Diferenciador Robusto y Exacto de tercer orden, realizó una buena estimación de es-

tas variables y al producir señales continuas, no contribuyó en el aumento del chattering.

El modelo matemático utilizado para el diseño de las superficies, permitió compro-

bar la robustez de los algoritmos de control por modos deslizantes, ya que no contempla

dinámicas no lineales ni términos gravitatorios. El desacople en dos subsistemas Eleva-

ción y Inclinación y Desplazamiento, permitió diseñar leyes de control por separado,

pero quedó claro que la dinámica entre ellos es fuertemente acoplada.
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Apéndices A

Modos Deslizantes

Convencionales

Como es de esperarse, siempre habrá discrepancia entre la planta real y el modelo

matemático utilizado para el diseño del controlador. Estas discrepancias (o desajustes)

surgen de perturbaciones externas desconocidas, incertidumbre en los parámetros de la

planta, dinámicas parasitarias (no modeladas) o aproximaciones de sistemas no lineales

mediante modelos lineales. El diseño de leyes de control que alcanzan desempeños

deseados en lazo cerrado, en presencia de perturbaciones/incertidumbres es de gran

interés en el desarrollo de los llamados métodos de control robusto [14]. Un enfoque

particular de diseño es la denominada técnica de control por modos deslizantes (SMC

por sus siglas en inglés). Para mostrar de forma sencilla el enfoque clásico y las ventajas

de utilizar esta técnica, se propone como ejemplo el sistema de segundo orden que

representa un motor de corriente directa:

ẋ =

[
0 1
0 0

] [
θ
ω

]
+

[
0
Kt

J

]
u(t) +

[
0
1

J

]
Fr(t), (A.1)

θ [rad]: posición angular de la flecha.

ω

[
rad

s

]
: velocidad angular de la flecha.

u(t) es la señal de voltaje.

Fr(t) representan los efectos dinámicos de fricción o carga.

Kt = 0.225

[
Nm√
W

]
: constante del motor.

J = 0.5 [Kgm
2]: inercia de la flecha.
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A. MODOS DESLIZANTES CONVENCIONALES

A.1. Conceptos Principales

El control por modos deslizantes en términos generales consiste en seleccionar una

superficie de deslizamiento en el espacio de estados de acuerdo a la dinámica deseada

en lazo cerrado. Se diseña una ley de control que lleve las trayectorias del sistema hacia

la superficie y una vez alcanzada, mantenerse sobre ella. La superficie en el espacio de

estados se define:

S = {x : σ(x) = 0}. (A.2)

Un modo deslizante ideal toma lugar en la superficie (A.2), si el estado x(t) evoluciona

con el tiempo de tal forma que se alcanza la superficie en t = tr, es decir, σ(x(tr)) = 0

para algún tr ε <+ finito y se cumple que σ(x(t)) = 0 para todo t > tr [1].

Para el ejemplo del Motor de DC (A.1), la dinámica de los estados es:

ẋ1 = x2

ẋ2 =
Kt

J
u(t) +

Fr(t)

J
,

(A.3)

Fr(t) es un término de perturbación que comprende a la fricción seca, viscosa y otras

fuerzas resistivas que se asumen acotadas; |Fr(t)
J
| ≤ L.

Se elige la variable deslizante como una combinación lineal de los estados

σ = x2 + cx1 ; c > 0, (A.4)

cuya dinámica es

σ̇ = cx2 +
Kt

J
u(t) +

Fr(t)

J
. (A.5)

Se propone la función candidata de Lyapunov

V =
1

2
σ2, (A.6)

para garantizar estabilidad asintótica de (A.5), por lo que se deben cumplir las siguien-

tes condiciones:

1. V̇ < 0 para σ 6= 0.

2. ĺım|σ|→∞ V =∞.
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A.1 Conceptos Principales

La condición número 2 se satisface en (A.6). Para lograr convergencia en tiempo finito

(estabilidad global en tiempo finito), la condición 1 se modifica a

V̇ ≤ −αV 1/2, α > 0, (A.7)

al resolver la desigualdad (A.7) por el método de separación de variables∫ t

0
V −1/2dV ≤ −α

∫ t

0
dt

V 1/2(t) ≤ −1

2
αt+ V 1/2(0),

se llega a que el tiempo en el que V (t) alcanza cero es finito

tr ≤
2V 1/2(0)

α
.

Tomando la derivada temporal de V en (A.6):

V̇ = σσ̇ = σ

(
cx2 +

Kt

J
u(t) +

Fr(t)

J

)
,

si la señal de control tiene la siguiente forma

u(t) = − J

Kt
cx2 +

J

Kt
v, (A.8)

se debe cumplir la desigualdad

V̇ = σ

(
Fr(t)

J
+ v

)
= σ

Fr(t)

J
+ σv ≤ |σ|L+ σv. (A.9)

Un controlador por modos deslizantes clásico (de primer orden) consiste en una función

signo

v = −ρ sign(σ), con ρ > 0, (A.10)

al sustituir (A.10) en (A.9), es clara la influencia de la ganancia ρ con respecto a la

cota de la perturbación L para hacer cumplir la condición 1:

V̇ ≤ |σ|L− |σ|ρ = −|σ|(ρ− L). (A.11)

Sustituyendo (A.6) en la condición (A.7), se puede reescribir como

V̇ ≤ −αV 1/2 ⇒ σσ̇ ≤ − α√
2
|σ|, (A.12)
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A. MODOS DESLIZANTES CONVENCIONALES

que en ocasiones se denomina condición de existencia del modo deslizante, e implica

que las trayectorias del sistema son llevadas a la superficie y permanecen en ella, una

vez que ésta se alcanza [1]. Combinando las ecuaciones (A.11) y (A.12) se obtiene

−|σ|(ρ− L) = − α√
2
|σ|,

finalmente la ganancia del controlador es

ρ = L+
α√
2
, (A.13)

el primer término en la ganancia (A.13) está designado a compensar la perturbación

Fr(t)/J , mientras que el segundo término determina el tiempo de alcance de la super-

ficie de deslizamiento. Conforme más grande sea α, el tiempo de alcance disminuye.

Si consideramos somo señal de perturbación Fr(t) = 0.5 + cos(t) + sen(2t), la

ganancia ρ = 8 en (A.10) y un controlador de la forma (A.8). La simulación del sistema

(A.1) con la variable deslizante (A.4) bajo el paso de muestreo τ = 10−3 es
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Figura A.1: Superficie y Control.
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Figura A.2: Plano de Fase.

La Figura (A.1) ilustra la convergencia en tiempo finito de la superficie, además es

claro el efecto de la conmutación de la señal de control que causa un ”Zigzag” en la

superficie. A este efecto se le conoce como Chattering y puede ser muy perjudicial para

los actuadores por la amplitud y cambio de signo de u(t).
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A.2 Control Equivalente

El plano de fase de la Figura A.2 muestra dos fenómenos que exhiben los SMC:

la fase de alcance, cuando las trayectorias del sistema son conducidas a la superficie

deslizante y la fase de deslizamiento, cuando las trayectorias del sistema convergen a

cero a través de la superficie de deslizamiento.

A.2. Control Equivalente

El control equivalente es la acción de control continuo necesaria para mantener una

dinámica de deslizamiento ideal en la superficie S. En modos deslizantes convencionales,

dicha dinámica toma lugar en σ = σ̇ = 0 [1], esto es:

σ̇ =
∂σ

∂x

dx

dt
= 0.

en el ejemplo del motor de DC, se busca la condición que cumpla con la igualdad por

lo tanto de (A.5)

cx2 +
Kt

J
ueq(t) +

Fr(t)

J
= 0, (A.14)

se puede despejar el control equivalente

ueq(t) = − J

Kt

(
cx2 +

Fr(t)

J

)
. (A.15)

Caracteŕısticas principales:

La expresión del control equivalente (A.15) se puede obtener de forma algebraica

al resolver (A.14). La señal de control aplicada f́ısicamente a la planta es de

naturaleza discontinua sin embargo ueq(t) es siempre suave.

La acción de control equivalente describe un efecto ”promedio” de la conmutación

de alta frecuencia en la señal de control, debida a la función signo.

El control equivalente (A.15) depende del conocimiento de la perturbación Fr(t) nor-

malmente desconocida, en consecuencia no puede ser aplicado f́ısicamente. Sin embargo

se define el control equivalente nominal, como la parte conocida del sistema:

ueqn(t) = − J

Kt
cx2,

de esta forma el control por modos deslizantes únicamente se encarga de la perturbación,

de ah́ı que la señal de control tenga la forma (A.8).
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A. MODOS DESLIZANTES CONVENCIONALES

A.3. Ecuaciones de Modos Deslizantes

Sustituyendo el SMC (A.8) en el sistema dinámico (A.3): ẋ1 = x2

ẋ2 = −cx2 − ρ sign(x2 + cx1) +
Fr(t)

J
,

(A.16)

la ecuación (A.16) es de naturaleza discontinua ya que pierde continuidad en cada punto

en el que σ = 0, sin embargo el control equivalente es el encargado de mantener las

trayectorias del sistema en la superficie. Para obtener las ecuaciones compensadas del

sistema dinámico en el modo deslizante (σ ≡ 0), se sustituye el control equivalente

(A.15) en (A.3), además se cumple que x2 = −cx1, entonces:
ẋ1 = x2

ẋ2 =

(
−cx2 −

Fr(t)

J

)
︸ ︷︷ ︸

ueq

+
Fr(t)

J
⇒
{
ẋ1 = x2

ẋ2 = −cx2
⇒
{
ẋ1 = −cx1

ẋ2 = −cx2
.

Finalmente el sistema con dinámica compensada en el modo deslizante se reduce a

{
ẋ1 = −cx1

x2 = −cx1
x1(tr) = x1r, (A.17)

para todo t ≥ tr el sistema compensado tiene la siguiente solución:

x1(t) = x1r e
−c(t−tr)

x2(t) = −cx1r e
−c(t−tr),

es claro que el parámetro c > 0 modifica la tasa de convergencia de los estados a cero,

por tanto lo llamaremos ganancia de la superficie.

De la simulación anterior con c = 1, la Figura (A.3) exhibe la convergencia expo-

nencial de los estados del sistema a cero, a pesar de la perturbación acoplada Fr(t).

En resumen:

El diseño de SMC convencionales se reduce a dos tareas: Primero, seleccionar una

superficie de deslizamiento de grado relativo r = 1. Segundo, diseñar una ley de

control u(t) que lleve a la variable deslizante a cero y la mantenga ah́ı.
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A.3 Ecuaciones de Modos Deslizantes

A pesar de que la superficie es cero en tiempo finito, los estados convergen en

forma exponencial.

El sistema original (A.1) es de orden dos, mientras que su dinámica en el modo

deslizante es de orden uno. Por tanto se dice que la dinámica del sistema en el

modo deslizante es de orden reducido.

La dinámica del sistema en el modo deslizante no depende de la perturbación

Fr(t), es decir que está compensada. Sin embargo su cota debe ser considerada

para el diseño de la ganancia del controlador.

Las señales de control en las Figuras A.1 y ?? son discontinuas y cambian de

polaridad con una frecuencia muy alta, si se aplicaran al motor de corriente directa

le causaŕıan daños.
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Figura A.3: Estados y Perturbación.
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Apéndices B

Cálculo de las Ganancias

En este Apéndice se muestra cómo calcular las ganancias de los controladores STA

y 3-STA a partir de funciones de Lyapunov, obteniéndose condiciones suficientes para

la estabilidad en lazo cerrado.

B.1. Super-Twisting

El algoritmo Super-Twisting [22] (STA por sus siglas en inglés), es de segundo orden

y tiene la siguiente estructura:

u = −k1|σ|1/2 sign(σ) + v
v̇ = −k2 sign(σ).

(B.1)

Este algoritmo fue diseñado para ser aplicado principalmente a sistemas con grado

relativo r = 1, o bien con una superficie diseñada de la forma:

σ̇ = h(t, σ) + g(t, σ)u1,

donde g(t, σ) 6= 0 es la función de entradas y h(t, σ) es una función de perturbación

incierta, de la que se conoce la cota máxima ||dh(t,σ(t))
dt || ≤ ∆. Suponiendo que g(t, σ)

es conocida, la dinámica en la superficie con u1 = (g(t, σ))−1 u es{
σ̇ = h(t, σ)− k1|σ|1/2 sign(σ) + v
v̇ = −k2 sign(σ),

(B.2)

de esta forma la parte integral v se convierte en la perturbación h(t, σ) en tiempo finito

h(t, σ) = −v =

∫ t

T
k2 sign(σ) dτ,
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B. CÁLCULO DE LAS GANANCIAS

donde T es el tiempo de convergencia de σ = σ̇ = 0. La idea detrás de este algoritmo

es agregar un término extra sign(σ) integrado, para compensar la perturbación.

La función candidata de Lyapunov propuesta en [22], escrita en su forma cuádrica

es

V (σ) = ζTPζ, (B.3)

donde ζT =
[
|σ|1/2sign(σ) σ̇

]
. Las condiciones con las cuáles (B.3) es una función de

Lyapunov para el sistema (B.2), se expresan en el siguiente teorema.

Teorema B.1 Para cada valor positivo ∆ > 0 cota de la perturbación h(t, σ), existen

las ganancias k1 y k2 tales que el origen σ = 0 es globalmente estable en tiempo finito.

Por otra parte existe una matriz P = P T > 0 tal que (B.3) es una función de Lyapunov

para el sistema perturbado (B.2) y se satisface

V̇ ≤ −|σ|−1/2ζTQRζ

para alguna matriz QR = QTR > 0. Tomando en cuenta la condición inicial σ0, el tiempo

de convergencia puede ser estimado por:

T (σ0) ≤ 2

σ̃
V 1/2(σ0), σ̃ =

λ
1/2
mı́n{P}λmı́n{QR}

λmáx{P}
.

Las reglas para obtener las ganancias k1 y k2 son: i) seleccionar las constantes

positivas 0 < β < 1 y γ > 1. ii) Calcular las constantes positivas

αc =
β − 1

γ

1− β2
, κc =

(β − 2
γ )β + 1

1− β2
.

iii) Finalmente las ganancias se calculan

k1 = κ

√
2γ

(1− β)αc

√
∆, k2 =

1 + β

1− β
∆

y los elementos que conforman a las matrices P y QR son:

p11 = 1, p22 =
(1− β)αc

2∆
, p12 = −

√
p22

γ
,

qR11 = k1 + 2p12(k2 + ∆) + 2∆(1− k1p12)
p22

p12
,

qR12 = −1
2(1− k1p12) + (k2 + ∆)p22, qR22 = −p12.
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B.2 Super-Twisting de Tercer Orden

B.2. Super-Twisting de Tercer Orden

El algoritmo Super-Twisting de Tercer Orden [23] (3-STA por sus siglas en inglés)

tiene la siguiente estructura:

u = −k1|φ|1/2 sign(φ) + Γ

Γ̇ = −k3 sign(φ),
(B.4)

donde

φ = σ̇ + k2|σ|2/3 sign(σ),

Este algoritmo fue diseñado para ser aplicado principalmente a sistemas con grado

relativo r = 2, o bien con una superficie diseñada de la forma:

σ̈ = h(σ, σ̇, t) + g(σ, σ̇, t)u1,

donde g(t, σ, σ̇) 6= 0 es la función de entradas y h(t, σ, σ̇) es una función de perturbación

incierta, de la que se conoce la cota máxima ||dh(t,σ(t),,σ̇(t))
dt || ≤ ∆. Suponiendo que

g(t, σ, σ̇) es conocida, la dinámica en la superficie con u1 = (g(t, σ, σ̇))−1 u, es{
σ̈ = h(t, σ, σ̇)− k1|φ|1/2sign(φ) + Γ

Γ̇ = −k3sign(φ)

de esta forma la parte integral Γ se convierte en la perturbación h(t, σ, σ̇) en tiempo

finito

h(t, σ, σ̇) = −Γ =

∫ t

T
k3 sign(σ̇ + k2|σ|2/3sign(σ)) dτ,

donde T es el tiempo de convergencia de σ = σ̇ = σ̈ = 0. La idea detrás de este algo-

ritmo es agregar un término extra sign(φ) integrado, que reconstruye la perturbación

y además la elimina.

Se define la variable auxiliar ρ = h(σ, σ̇, t) + Γ, entonces la dinámica toma la forma

{
σ̈ = ρ− k1|φ|1/2sign(φ)

ρ̇ = ḣ(t, σ, σ̇)− k3sign(φ)
, (B.5)

la función candidata de Lyapunov propuesta en [23] escrita en su forma cuádrica es

V (σ) = ΞTP Ξ , donde P =

 p1 −1
2p12

1
2p13

−1
2p12 p2 −1

2p23
1
2p13 −1

2p23 p3

 (B.6)

donde ΞT =
[
|σ|2/3sign(σ) φ |ρ|2sign(ρ)

]
. Las condiciones con las cuáles (B.6) es una

función de Lyapunov para el sistema (B.5), se expresan en el siguiente teorema.
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B. CÁLCULO DE LAS GANANCIAS

Teorema B.2 Considerando la función de Lyapunov (B.6). V (x) es positiva definida

y radialmente no acotada śı y solo śı P > 0, esto es

p1 > 0

p1p2 >
1
4p

2
12

p1

(
p2p3 − 1

4p
2
23

)
+
p12

2

(
−p12p3

2
+
p13p23

4

)
+
p13

2

(p12p23

4
− p2p13

2

)
> 0

(B.7)

además V̇ (σ) es negativa definida para cada valor de la perturbación, que satisfaga

h(σ, σ̇, t) = 0 si

p1 + p2k
2
2 > k2p12

p12 = 2p2k2

p23k2 = p13

p12 > 2p13k3

2p2 > 2p23k3

k3 > 0

(B.8)

En este caso V (σ) satisface la desigualdad diferencial

V̇ = −κV 3/4

para alguna κ positiva y las trayectorias del sistema convergen al origen en tiempo

finito. Tomando en cuenta la condición inicial σ0, el tiempo de convergencia puede ser

estimado por:

T (σ0) ≤ 4

κ
V 1/4(σ0).

El Teorema B.2, proporciona condiciones suficientes para la existencia de una fun-

ción de Lyapunov del sistema (B.5). Sin embargo no es trivial obtener un conjunto de

ganancias (k1, k2, k3), con un conjunto de parámetros (p1, p2, p3, p12, p13, p23) en el

caso nominal (con h(t;σ; σ̇) = 0); o bien el escalamiento con un número real l > 0

suficientemente grande, tanto para el caso nominal como para el caso perturbado pro-

puesto en [23]. Debido a lo anterior la obtención de las ganancias del controlador (B.4)

será en forma emṕırica.
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Apéndices C

Instrumentación

C.1. Tarjeta dSPACE 1103

La tarjeta dSPACE 1103 cuenta con una memoria EPROM para guardar y ejecutar

el algoritmo de control, previamente traducido de diagrama de bloques a lenguaje C.

Tiene como unidad central de procesamiento (CPU) un procesador digital de señales

(DSP) PPC750GX de la marca Texas Instruments, que tiene la capacidad de realizar

una gran cantidad de instrucciones o cálculos numéricos. Los periféricos de entrada y

salida son gestionados por un procesador TMS320F240 de Texas Instruments, cuenta

con 8 puertos DAC’s, 20 ADC’s, 7 puertos para lectura de codificadores y un puerto

generador de señales PWM.

La tarjeta 1103 produce un señal de control en un rango de -1 [V] a 1 [V], pero en

la salida analógica esta tensión se amplifica por diez, es decir que la salida está en un

rango de -10 [V] a 10 [V]. La Figura C.1 muestra dicha tarjeta.

Figura C.1: Tarjeta dSPACE 1103.
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C. INSTRUMENTACIÓN

C.2. Etapa de potencia

Con la finalidad de alcanzar posiciones angulares de elevación arriba de los 10◦, los

motores se alimentaran con tensión simétrica de ±15V . Por software, se satura la ley

de control en ±0.5V que al ser multiplicado por diez a la salida de la tarjeta dSPACE

se tienen ±5V . El circuito de potencia C.2 deberá amplificar la señal de tensión y

suministrar la corriente requerida por los motores. Está dividido en tres secciones:

Acoplamiento: Mediante un amplificador operacional en configuración de seguidor

de voltaje, se acopla una salida analógica de la tarjeta dSPACE con el circuito

de potencia minimizando la demanda de corriente al puerto.

Ganancia: Como sabemos la señal de control a la salida de la tarjeta dSPACE

está en el intervalo ±5V , un OPAMP en configuración inversor amplifica la señal

de voltaje a ±15V .

Push Pull : Finalmente una etapa push-pull se encarga de suministrar la corrien-

te a los motores, la configuración Darlington sirve para proporcionar una gran

ganancia (el producto de las ganancias de ambos transistores). De igual forma la

configuración del amplificador es inversora, la ganancia de voltaje es unitaria.
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Figura C.2: Etapa de Potencia.
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C.3 Encoders

C.3. Encoders

Para medir la posición angular del helicóptero se utilizan tres codificadores incre-

mentales (encoders), éstos permiten medir el desplazamiento angular alrededor de un

eje. La lectura se lleva a cabo por medio de un emisor y un receptor de luz, en medio

de estos se encuentra un disco con franjas opacas acoplado al eje de giro, de esta forma

cuando se presenta un movimiento angular, el disco se mueve y permite o no el paso

de luz, obteniéndose como salida un tren de pulsos cuando se presenta movimiento.

Ademas para determinar el sentido de giro, se produce otro tren de pulsos pero des-

fasado con respecto al primero. Estos encoders no pueden medir posiciones absolutas,

por lo que se requiere una posición inicial de referencia a partir de la cual se tomarán

las mediciones.

El helicóptero cuenta con tres encoders encargados de medir los ángulos de eleva-

ción y pitch tienen una resolución de 4096 cuentas en cuadratura, mientras que el de

desplazamiento tiene 8192 también en cuadratura. La resolución es el número de pul-

sos eléctricos por vuelta. La salida de los codificadores es un tren de pulsos, la tarjeta

1103 de dSPACE realiza la conversión a grados, mediante un escalamiento programado

previamente en Matlab y traducido a lenguaje C, junto con el algoritmo de control. La

conversión está dada por:

φ [◦] =
No. de pulsos medidos× 360◦

Resolución
. (C.1)
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Observation. Birkhäuser, 2013. 1, 8, 16, 82, 84, 85

[2] D. Hernández F. Castaños and L. Fridman. Pole-placement in higher-order

sliding-mode control. arXiv preprint arXiv:1309.3317, 2013. 2, 8, 9

[3] I. Castillo C. Vázquez and L. Fridman. MATLAB Toolbox for Singular LQ

based Sliding Mode Control Design. Decision and Control (CDC), 2013 IEEE 52nd

Annual Conference on, pp. 4242-4247, 2013. 2, 10, 11

[4] Z. Feng L. Denghua and X. Peirong. Research of fuzzy control for elevation

attitude of 3-dof helicopter. In Intelligent Human-Machine Systems and Cybernetics.

IHMSC’09. International Conference on, 1, pp. 367-370. IEEE, 2009. 2

[5] QUANSER. 3DOF Helicopter Reference Manual. Revisión 2.1. 2, 17, 23

[6] L. Renquan D. Wei Z. Weihong and X. Anke. Robust h∞ optimal tracking

control for 3-dof helicopter. In Intelligent Control and Automation, 2008. WCICA

2008. 7th World Congress on, pp. 7327-7332. IEEE, 2008. 2
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