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GENERALIZACIÓN DE TORNEOS

BIPARTITOS

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:

MATEMÁTICA
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tas ordenadas semicompletas sobre un ciclo. . . . . . . . . 37

Bibliograf́ıa 55



Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Resumen

El concepto de ciclo hamiltoniano lo da por vez primera Thomas Kirk-
man, un año más tarde lo populariza Sir William Rowan Hamilton y en
honor a él se le da el nombre de ciclo hamiltoniano.

El problema de encontrar un ciclo hamiltoniano tiene una extensa
cantidad de aplicaciones. La más famosa es el problema del agente viajero,
que consiste en dada una lista de ciudades y las distancias entre cada
par de ellas, ¿Cuál es la ruta más corta posible que visita cada ciudad
exactamente una vez y regresa a la ciudad origen?, el problema es bastante
complejo, tanto que es un problema NP-completo.

Otra aplicación del ciclo hamiltoniano es el juego de Hamilton, y que
por él deriva el nombre. Consiste en encontrar un ciclo hamiltoniano en
los bordes de un dodecaedro, es decir, un camino de tal manera que cada
vértice es visitado una sola vez y el punto final es el mismo que el punto
de partida.

Cuando un cartero quiere entregar todas sus cartas de la manera más
eficiente sin repetir direcciones o calles, y empezar y terminar desde la
estación de correos, tendŕıa que encontrar el ciclo hamiltoniano en su
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mapa de rutas. Y aśı podemos encontrar más aplicaciones.

El problema de encontrar un ciclo hamiltoniano es un área de estudio
interesante y complejo para la Teoŕıa de Gráficas, pero al trabajar con
torneos o cosas semicompletas se puede facilitar bastante.

Hoy en d́ıa se sabe que un torneo o una digráfica semicompleta es
una digráfica hamiltoniana si cumple que sea fuertemente conexa. Tam-
bién sabemos que una digráfica bipartita semicompleta es hamiltoniana
si cumple que sea fuertemente conexa y además posea un factor de ciclos.

Bang-Jensen define lo que son digráficas localmente semicompletas y
cumplen ser hamiltonianas bajo las mismas condiciones que un torneo,
más tarde define las digráficas localmente semicompletas en flechas y las
H

i

-libres, con i = 1, 2, 3 o 4. Estas digráficas incluyen a las digráficas
bipartitas semicompletas y resulta ser que son hamiltonianas bajo las
mismas condiciones que una digráfica bipartita semicompleta.

En el estudio de estas digráficas la Dra. Hortensia Galeana y el Mat.
Ilán Goldfeder en [9] definen lo que es una P-composición, la cual conserva
el ser bipartita y es muy parecida a las digráficas localmente semicompleta
en flechas pero ya no necesariamente es semicompleta.

Al ser muy parecida a una digráfica localmente semicompleta en fle-
chas, nos hace pensar que P-composición de digráficas bipartitas orde-
nadas semicompletas sobre un ciclo será hamiltoniana si es fuertemente
conexa y posee un factor de ciclos.

En este trabajo se resuelve dicho problema, el cual era un problema
abierto. Además se da una demostración original del teorema de Gutin y
de Häggkvist y Manoussakis.

1.2. Marco Histórico

1

El primer resultado de hamiltonicidad en un torneo se remonta al año
1934 cuando László Rédei demuestra que todo torneo posee una trayec-

1
Todos los conceptos que se dan por conocidos en esta sección se encuentran en el

siguiente caṕıtulo
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toria hamiltoniana, lo cual da partida a demostrar que todo torneo fuer-
temente conexo posea un ciclo hamiltoniano, es decir, que todo torneo
fuertemente conexo sea hamiltoniano. Este resultado fue demostrado por
Camion en 1959, estas propiedades se extienden fácilmente a digráficas
semicompletas. Tenemos los siguientes teoremas:

Teorema 1. Todo torneo posse una trayectoria hamiltoniana.

Teorema 2. Un torneo es hamiltoniano si y sólo si es fuertemente cone-

xo.

Teniendo el caso para torneos, lo más lógico es preguntarse si una
digráfica bipartita es hamiltoniana si también es fuertemente conexa. El
problema fue resuelto en 1984 por Gutin en ruso [1], posteriormente en
inglés por Häggkvist y Manoussakis en 1989 [2], demostrando el siguiente
teorema:

Teorema 3. Toda digráfica bipartita semicompleta es hamiltoniana si y

sólo si es fuertemente conexa y posee un factor de ciclos.

Posteriormente, Bang-Jensen define distintos tipos de generalizacio-
nes de torneos. Las primeras generalizaciones que da son las de digráficas
localmente in-semicompleta, localmente ex-semicompleta y localmente se-
micompleta, las cuales se definen como sigue:

Definición 1. Sea D una digráfica. Decimos que D es localmente in-
semicompleta (ex-semicompleta) si para todo x vértice de D, los in-vecinos

(ex-vecinos) de x inducen una digráfica semicompleta.

Definición 2. Sea D una digráfica. Decimos que D es localmente semi-
completa si cumple que sea localmente in-semicompleta y ex-semicompleta

a la vez.

Teniendo estos conceptos, Bang-Jensen demuestra en 1990 [3] que una
digráfica localmente semicompleta posee una trayectoria hamiltoniana si
y sólo si es conexa, haciendo sospechar que pasa lo mismo que en un
torneo. Tres años después, en 1993 [4] Bang-Jensen en conjunto con Huang
demuestran el siguiente teorema.
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Teorema 4. Una digráfica localmente in-semicompleta con al menos 2
vértices es hamiltoniana si y sólo si D es fuertemente conexa.

Este lógicamente se cumple para gráficas localmente semicompletas,
lo cual demuestra nuestras sospechas.

Inmediatamente después, Bang- Jensen publica un art́ıculo en 1993 [5]
donde para poder incluir a las gráficas bipartitas semicompletas extiende
el concepto de localmente semicompleta a localmente semicompleta en
flechas como sigue.

Definición 3. Una digráfica D es localmente semicompleta en flechas si
para cada x ! y flecha en D, se cumplen las siguientes:

a) Si u es in-vecino de x, v es in-vecino de y y u 6= v, entonces u y v
son adyacentes,

b) Si u es ex-vecino de x, v es ex-vecino de y y u 6= v, entonces u y v
son adyacentes.

En éste mismo art́ıculo demuestra lo siguiente.

Teorema 5. Una digráfica localmente semicompleta en flechas es hamil-

toniana si y sólo si es fuertemente conexa y posee un factor de ciclos

Es decir, demuestra el mismo teorema de Gutin, Häggkvist y Manous-
sakis pero extendido a más digráficas, dado que las digráficas bipartitas
semicompletas es una subclase de digráficas localmente semicompletas en
flechas.

Más tarde, Bang-Jensen en su búsqueda para dar una nueva generali-
zación de las gráficas semicompletas y bipartitas semicompletas, introduce
las gráficas H

i

-libres con i = 1, 2, 3 o 4 (las digráficas H
i

se muestran en
la siguiente figura 1.1), es decir, cada vez que aparezca una digráfica H

i

en tu digráfica, debe aparecer la flecha punteada en cualquiera de las dos
direcciones que aparece en la figura 1.1.

Teniendo a las H
i

-libres Bang-Jensen, en un art́ıculo que se publica
en el año 2004 [6], sugirió que una digráfica H

i

-libre es hamiltoniana si y
sólo si es fuertemente conexa y posee un factor de ciclos.



1.2 Marco Histórico 5

H
1

H
2

H
3

H
4

Figura 1.1: Las flechas punteadas no pueden existir y las flechas que no
aparecen śı pueden existir.

En el 2009 Wang y Wang [7] defininen las digráficas localmente in-

semicompletas en flechas y localmente ex-semicompletas en flechas, que
resultan ser las digráficas H1-libre y H2-libre respectivamente y demues-
tran la conjetura de Bang-Jensen para las digráficas H1-libre y H2-libre.
En el mismo año, Hortensia Galeana, Ilán A. Goldfeder e Isabel Urrutia
[8] dan una caracterización de digráficas 3-quasi-transitivas fuertemente
conexas, que son las digráficas H3-libres, y con esa caracterización de-
muestran la conjetura para las H3-libres.

Hortensia Galeana e Ilán Goldfeder publicaron una clasificación de
todas las clases de digráficas localmente semicompletas en flechas [9], tra-
bajo en el cual Ilán Goldfeder queriendo caracterizar este tipo de digráficas
define lo que es la P-composición.

Años más tarde, Hortensia Galeana e Ilán Goldfeder demuestran la
conjetura de Bang-Jensen para las digráficas H4-libres [10], quedando de-
mostrada su conjetura para todas las digráficas H

i

-libres.

Aśı, obteniendo estos resultados, Hortensia Galeana e Ilán Goldfeder
conjeturan que la P-composición de digráficas bipartitas ordenadas se-
micompletas sobre un ciclo será hamiltoniana si es fuertemente conexa y
posee un factor de ciclos.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de gráficas

Muchas situaciones del mundo real pueden ser descritas a partir de un
diagrama que consiste en un conjunto de puntos y un conjunto de ĺıneas
que unen ciertos pares de estos puntos. Por ejemplo, los puntos pueden
representar personas y las ĺıneas parejas de amigos; o los puntos podŕıan
representar estaciones de comunicación y las ĺıneas los enlaces de comu-
nicación entre ellos. Hay que notar que cómo se dibujen los puntos y las
ĺıneas es irrelevante, en general lo que se busca representar es cuáles pares
son unidos por un ĺınea y cuáles no. El tratar de abstraer matemática-
mente este tipo de situaciones da pie al concepto de gráfica.

2.1. Conceptos básicos

Una gráfica G es una dupla (V,A) que consiste de un conjunto finito
no vaćıo V de vértices y un conjunto A, ajeno de V , de aristas, junto
con una función de incidencia  

G

que asocia cada arista con un par de
vértices de G. Si tenemos una arista a y un par de vértices u, v, tales que
 
G

(e) = {u, v}, entonces se dice que a une a los vértices u y v, y que u
y v son los extremos de a. Por simplicidad, usaremos uv para referirnos a
una arista que une al par de vértices {u, v}.
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v
1

v
2

v
3

v
4

Figura 2.1: Gráfica G con V (G) = {v1, v2, v3v4} y A(G) =
{v1v2, v2v3, v1v3, v3v4}.

Las gráficas reciben este nombre dado que pueden ser representadas
gráficamente y por medio de esta representación se pueden comprender
fácilmente varias de sus propiedades. Cada vértice puede ser representado
como un punto y cada arista como una ĺınea que conecta a los puntos que
representan sus extremos. En la figura 2.1 se muestra una forma en la que
se podŕıa dibujar una gráfica G.

No hay una forma única de dibujar una gráfica porque la posición
relativa de los puntos que representan los vértices y la forma de las ĺıneas
que representan a las aristas no tienen ninguna relevancia. El diagrama de
una gráfica sólo sirve para representar las relaciones de incidencia entre
sus vértices y aristas, aunque muchas veces nos referimos a él como la
gráfica misma y aśı también a las ĺıneas como sus aristas y a los puntos
como sus vértices.

Se dice que los extremos de una arista son incidentes en la arista,
aśı como la arista es incidente a sus extremos. Dos vértices incidentes en
la misma arista decimos que son adyacentes, aśı como dos aristas inciden-
tes en un mismo vértice. Dos vértices adyacentes también son llamados
vecinos.

Cuando los extremos de una arista es solamente un vértice, diremos
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v
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3
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v
5

Figura 2.2: Digráfica D con V (D) = {v1, v2, v3v4, v5} y F (D) =
{(v2, v1), (v1, v5), (v1, v3), (v2, v4), (v4, v2), (v3, v4), (v5, v3)}.

que la arista es un lazo. Cuando dos aristas distintas tienen los mismos
extremos les llamaremos aristas paralelas.

Una gráfica es simple si no contiene lazos ni aristas paralelas. A partir
de la siguiente sección y a lo largo de la tesis sólo se usarán gráficas simples
por lo que al decir gráfica se refiere a una gráfica simple.

Una gráfica dirigida o digráfica D consiste de un conjunto finito no
vaćıo V (D) de objetos llamados vértices; junto con una colección de pares
ordenados de distintos vértices llamados flechas deD, denotado por F (D).
Es decir, es una gráfica en la cual sus aristas tienen dirección. Nosotros
trabajaremos exclusivamente con digráficas.

Si f = (u, v) 2 F (D), diremos que f incide desde u y que f incide

hacia v; diremos que u es adyacente hacia v y v es adyacente desde u. Si
no sabemos la dirección de la flecha pero existe una flecha que une a u y
a v, simplemente diremos que son adyacentes. Por comodidad, usaremos
u ! v para referirnos a una flecha (u, v). Diremos que v es ex-vecino de u,
si u es adyacente hacia v y al conjunto que contiene a todos los ex-vecinos
de u lo llamaremos ex-vecindad de u; del mismo modo diremos que v es
in-vecino de u si u es adyacente desde v y al conjunto que contiene a todos
los in-vecinos de u lo llamaremos in-vecindad de u.

Podemos observar un ejemplo de una digráfica en la figura 2.2
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2.2. Grado de un vértice

El grado de un vértice v en un gráfica G es denotado con d
G

(v) y es
el número de aristas en las que es incidente v. Se usa el mismo concepto
para digráfica, pero en este caso son todas las flechas que inciden en el
vértice v y se denota con d

D

(v).
En digráficas existen otros conceptos para el grado de un vértice, el

in-grado de un vértice v en una digráfica D se denota por d�
D

(v) y es el
número de flechas que inciden hacia v, es decir, las flechas que le llegan a
v; el ex-grado de un vértice v en una digráfica D se denota por d+

D

(v) y
es el número de flechas que inciden desde v, es decir, el número de flechas
que salen de v.

Teorema 6. Dada una digráfica D = (V, F ):

X

v2V

d�
D

(v) =
X

v2V

d+
D

(v) = |F |

Demostración. Cada flecha incide desde (respectivamente hacia) exacta-
mente un vértice, por lo que cada flecha está contada exactamente una
vez en

P
v2V

d�
D

(v) (
P

v2V

d+
D

(v) respectivamente).

2.3. Subdigráficas

Dadas dos digráficas D = (V (D), F (D)) y H = (V (H), F (H)), se dice
que H es una subdigráfica de D si V (H) ✓ V (D) y F (H) ✓ F (D). Se
dice que H es una subdigráfica generadora de D si V (D) = V (H).

Consideremos la digráfica D = (V (D), F (D)) y sea S un subconjunto

no vaćıo de V (D). La digráfica D[S] inducida por S está definida como
sigue: V (D[S]) = S, la flecha u ! v está en D[S] si u, v 2 S y la flecha
u ! v está en D. También se dice que D[S] es una digráfica inducida de
D.

Se dice que G
D

es la gráfica subyacente de D, si V (G
D

) = V (G) y
uv 2 A(G

D

) si al menos una de las siguientes se cumple; u ! v está en
D o v ! u está en D.
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D

D0
D00

GD

v1

v2

v3

v4

v5v6

Figura 2.3: D es un digráfica, D0 es una subdigráfica de D, D00 es un
subdigráfica inducida de D y G

D

es la gráfica subyacente de D.

La figura 2.3 muestra un ejemplo de subdigráfica, subdigráfica induci-
da y gráfica subyacente.

2.4. Caminos

Un camino en una digráfica D es una sucesión de los vértices de D de
tal manera que dos vértices son consecutivos si son adyacentes en D. Un
camino dirigido es un camino de D de tal manera que si v es consecutivo
de u en el camino, entonces u ! v está en D. La longitud de un camino
C = (u0, ui

, . . . , u
n

) es el n.
En la figura 2.3 un camino podŕıa ser C = (v1, v2, v3, v1, v3, v6, v5) y

tiene longitud 6 y un camino dirigido C = (v1, v2, v1, v2, v3, v5).
Un paseo (paseo dirigido) es un camino (camino dirigido) en el que no

se repiten flechas. De igual manera, una trayectoria (trayectoria dirigida)
es un paseo (paseo dirigido) en el que no se repiten vértices.

Un camino cerrado (camino cerrado dirigido) empieza y termina en el
mismo punto. Un ciclo (ciclo dirigido) en una digráfica D es una camino
cerrado (camino cerrado dirigido), de longitud mayor o igual a 2, en el
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que sólo se repite el primer y último vértice.
Un ciclo dirigido en la figura 2.3 es C = (v1, v2, v3), también C =

(v1, v2, v1).

Teorema 7. Todo camino cerrado C de longitud impar contiene un ciclo

de longitud impar.

Demostración. Procediendo por inducción sobre la longitud de C.
Si la longitud de C es 3, entonces C = (u0, u1, u2, u0), u0 6= u1, u1 6= u2

y u2 6= u0 pues son adyacentes dos a dos y no admitimos lazos.
(H.I) Todo camino cerrado de longitud impar menos a 2n+1 contiene

un ciclo de longitud impar.
P.D. Todo camino cerrado de longitud 2n + 1 contiene un ciclo de

longitud impar.
Sea C = (u0, u1, . . . , u2n, u0) un camino cerrado de longitud 2n+ 1.
Caso 1) Si u

i

6= u
j

para cada i 6= j, i, j 2 {0, 1, . . . , 2n}; entonces C es
un ciclo de longitud impar.

Caso 2) Existe i 6= j tal que u
i

= u
j

.
Sin pérdida de generalidad supongamos que i < j, tomamos C1 =

(u
i

, u
i+1, . . . , uj�1, uj

= u
i

) y C2 = (u0, u1, . . . , ui�1, ui

= u
j

, u
j+1, . . . , u2n,

u0). C1 y C2 son caminos cerrados con longitud menor a 2n+ 1.
Luego, como la longitud de C es igual a la suma de las longitudes de

C1 y C2, y la longitud de C es impar, se sigue que necesariamente una de
las longitudes ya sea de C1 o de C2 es impar y la otra es par.

Sin pérdida de generalidad supongamos que la longitud de C1 es impar,
además es menor a 2n + 1, entonces por H.I. C1 contiene un ciclo de
longitud impar.

Por lo tanto C contiene un ciclo de longitud impar.

También diremos que T es una trayectoria hamiltoniana dirigida de la
digráfica D si V (T ) = V (D) y C es un ciclo hamiltoniano dirigido de D
si V (C) = V (D). Por último, se dice que D es una digráfica hamiltonia-

na si posee un ciclo hamiltoniano dirigido. Para nosotros el concepto de
trayectoria hamiltoniana dirigida y ciclo hamiltoniano dirigido serán de
suma importancia.

En la figura 2.4 se da un ejemplo de digráfica hamiltoniana.
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D
C

Figura 2.4: D es una digráfica hamiltoniana y C es su ciclo hamiltoniano.

2.5. Conexidad

Para empezar, una gráfica es conexa si para cualesquiera dos vértices u
y v existe una trayectoria que los une. En digráficas existen tres conceptos
de conexidad: conexidad débil, conexidad unilateral y conexidad fuerte.

Decimos que una digráfica D es débilmente conexa o conexa si G
D

es
conexa, es decir,D es débilmente conexa si para cualesquiera dos vértices v
y u existe una uv-trayectoria (una trayectoria que empieza en u y termina
en v) en D.

Diremos que D es unilateral conexa si para cualesquiera dos vértices u
y v en D, existe una uv-trayectoria dirigida o una vu-trayectoria dirigida.

Decimos que D es fuertemente conexa si para cualesquiera dos vértices
u y v enD, existe una uv-trayectoria dirigida y una vu-trayectoria dirigida.
Notemos que una digráfica fuertemente conexa es una digráfica unilateral
conexa pero no viceversa.

En la figura 2.6 se muestra un ejemplo de digráfica débilmente conexa,
unilateral conexa y fuertemente conexa.

Observación 1. Notemos que si una digráfica D es hamiltoniana en-

tonces D es fuertemente conexa, pues si tomamos 2 vértices en D u, v,
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D H

Figura 2.5: D es una digráfica conexa y H es una digráfica disconexa.

D H S

Figura 2.6: D es una digráfica débilmente conexa, H es una digráfica
unilateral conexa y S es una digráfica fuertemente conexa.
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D H

Figura 2.7: D es una digráfica semicompleta y H es un torneo.

sabemos que existe un ciclo dirigido C tal que V (C) = V (D) por lo que

T1 = (u,C, v) es un camino dirigido de u a v en D y T2 = (v, C, u) es un

camino dirigido de v a u.

Si D es una digráfica en la cual existen dos vértices u y v tales que
no existe una uv-trayectoria que los une, decimos que D es una digráfica
disconexa, es decir, cuando D no es conexa. En la figura 2.5 se muestra
un ejemplo de digráfica conexa y una de digráfica disconexa.

Cuando una digráfica sea conexa vamos a decir que la distancia de
dos vértices u y v en D, denotado por d(u, v), es la longitud de la uv-
trayectoria de longitud mı́nima.

2.6. Tipos especiales de digráficas

Existen diferentes tipos de digráficas que juegan un papel importante
en la teoŕıa de gráficas, a continuación se mencionan algunas que serán
usadas a lo largo de la tesis.

Una digráfica D = (V (D), F (D)) se dice que es semicompleta si para
cada par de vértices u y v se tiene que existe u ! v o existe v ! u.
Un torneo es una digráfica semicompleta en la que para cualesquiera dos
vértices u y v existe una y sólo una de las siguientes, u ! v ó v ! u. En
la figura 2.7 se muestran ejemplos de digráficas semicompletas y de un
torneo.
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V2

V1

D

Figura 2.8: D es una digráfica bipartita semicompleta.

Decimos que un conjunto V 0 de los vértices de una digráfica D =
(V (D), F (D)) es independiente si para cualesquiera dos vértices u y v en
V 0 no existe una flecha que los une. Una digráfica D = (V (D), F (D))
es una digráfica bipartita si existe una partición de sus vértices en dos
conjuntos V1 y V2 y dichos conjuntos son independientes. En la figura 2.8
se da un ejemplo de una digráfica bipartita.

Teorema 8. Una digráfica es bipartita si y sólo si no tiene ciclos de

longitud impar.

Demostración. Sean D = (V (D), F (D)) una digráfica bipartita, (V1, V2)
su bipartición y C = (u0, u1, . . . , un�1, u0) un ciclo en G.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que u0 2 V1, debido a que
u0 y u1 son adyacentes y dado que D es bipartita, entonces u1 2 V2. En
general tenemos que u2k 2 V1 y u2k+1 2 V2. Dado que u

n�1 y u0 son
adyacentes tenemos que u

n�1 2 V2, por tanto n� 1 = 2k + 1 para algún
valor de k y se sigue que C tiene longitud par.

Para demostrar la otra implicación basta con probarlo para digráficas
conexas. Sea entonces D una digráfica conexa sin ciclos de longitud impar,
para algún u 2 V arbitrario, definimos la partición (V1, V2) como sigue:

V1 = {x 2 V tal que d(x, u) es par}
V2 = {y 2 V tal que d(y, u) es impar}
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Ahora veamos que (V1, V2) es una bipartición de V . Sean v y w dos
vértices de V1, P un uv-camino de longitud mı́nima y Q un uw-camino
de longitud mı́nima. Sea u0 el último vértice común en P y Q. Sea P 0 un
vu0-camino de longitud mı́nima y Q0 un u0w-camino de longitud mı́nima.
Vemos que las longitudes de P 0 y Q0 deben tener la misma paridad, por
tanto al concatenar P 0Q0 obtenemos un camino de longitud par. Supone-
mos que si v y w son adyacentes lo que implica que C = P 0Q0 [ (v, w) es
un camino cerrado de longitud impar en D, el cual contiene un ciclo de
longitud impar, contradiciendo la hipótesis. Por lo tanto (V1, V2) es una
bipartición de V (D).

Vamos a decir que una digráfica bipartita es bipartita semicompleta si
para cualesquiera dos vértices u 2 V1 y v 2 V2, existe al menos una de las
siguentes; u ! v o v ! u. En la figura 2.8 D es una digráfica bipartita
semicompleta.

De ahora en adelante como sólo trabajaremos con cosas dirigidas, nos
referiremos como camino, paseo, trayectoria, camino cerrado y ciclo a ca-
mino dirigido, paseo dirigido, trayectoria dirigida, camino cerrado dirigido
y ciclo dirigido, respectivamente.
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Caṕıtulo 3

Hamiltonicidad en
digráficas bipartitas
semicompletas

El primero en demostrar qué debe cumplir una digráfica bipartita se-
micompleta para ser hamiltoniana fue Gutin en 1984 [1] pero en ruso. Más
tarde, sin saber que Gutin ya hab́ıa dado y demostrado qué debe cumplir
una digráfica bipartita semicompleta para ser hamiltonianas, Manoussakis
y Häggkvist dan la misma en 1989 [2]. Dicho teorema pide que las digráfi-
cas bipartitas semicompletas sean fuertemente conexas y posean un factor
de ciclo.

En esta sección se da una demostración útil de dicho teorema, esta
demostración es bonita pues es constructiva.
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3.1. Demostración nueva de un resultado clási-
co en hamiltonicidad

Las siguientes definiciones serán utilizadas continuamente a lo largo
de la tesis.

Definición 4. Sea D una digráfica y sean C1 y C2 ciclos en D, donde

C1 = (u0, u1, . . . , un�1, u0) y C2 = (v0, v1, . . . , vm�1, v0). Decimos que

entre C1 y C2 hay un par bueno de flechas si existen i y j donde 0  i 
n� 1 y 0  j  m� 1 tales que u

i

! v
j

y v
j�1 ! u

i+1 están en F (D).

C
1

C
2

V
1

V
2

ui ui+1

vj�1

vj

Figura 3.1: Ejemplo de un par bueno de flechas

Definición 5. Sea D una digráfica, decimos que D tiene un factor de
ciclos si existe una partición de los vértices de D tal que la subdigráfica

inducida generadora por lo vértices de cada parte de la partición forman

un ciclo.

La siguiente proposición va a jugar un papel muy importante durante
todo este trabajo.

Proposición 1. Sea D una digráfica que posee un factor en 2 ciclos tal

que entre los 2 ciclos hay un par bueno de flechas, entonces D posee un

ciclo hamiltoniano.

Demostración. Sean C1 = (u0, u1, . . . , un�1, u0) y C2 = (v0, v1, . . . , vm�1,
v0) dos ciclos que forman un factor en 2 ciclos deD tal que entre los 2 ciclos
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V 0

V 00
V 000

D

Figura 3.2: Ejemplo de un factor de ciclos. V 0, V 00 y V 000 forman el factor

hay un par bueno de flechas, entonces existen i y j donde 0  i  n � 1
y 0  j  m� 1 tales que u

i

! v
j

y v
j�1 ! u

i+1 están en F (D), por lo
que C = (u

i

, v
j

) [ (v
j

, C2, vj�1) [ (v
j�1, ui+1) [ (u

i+1, C1, ui

) es un ciclo
hamiltoniano de D.

La figura 3.3 muestra como se forma el ciclo hamiltoniano cuando
tienes un par bueno de flechas y un factor de dos ciclos.

C
1

C
2

V
1

V
2

ui ui+1

vj�1

vj

C

Figura 3.3: Ejemplo del ciclo hamiltoniano de un factor de dos ciclos con
un par bueno de flechas

Sea D una digráfica, sea S un conjunto de vértices de D y x 2 V (D)�
S. Denotamos por (S, x) y por (x, S) al conjunto de flechas que van desde S
hacia x y al conjunto de flechas que van desde x hacia S, respectivamente.
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Lema 1. Toda digráfica bipartita semicompleta fuertemente conexa con

un factor en 2 ciclos es hamiltoniana.

Demostración. Sea D una digráfica bipartita semicompleta fuertemen-
te conexa con un factor de 2 ciclos. Sean C1 = (u0, u1, . . . , un�1, u0) y
C2 = (v0, v1, . . . , vm�1, v0) los ciclos que forman el factor de 2 ciclos de
D, notemos que tanto n como m son números pares por ser D bipartita.

Como D es fuertemente conexa existe una V (C1) ! V (C2) flecha; sin
pérdida de generalidad sea u0 ! v0 tal flecha.

Observación 2. u
i

2 V (C1) y v
j

2 V (C2) son adyacentes en D si y

sólo si los ı́ndices tienen la misma paridad. Esto por ser D una digráfica

bipartita semicompleta y por como definimos a C1 y a C2.

Por la proposición 1 podemos suponer que no hay un par bueno de
flechas entre C1 y C2 pues en caso de haber un par bueno de flechas D es
hamiltoniana.

Observación 3. Para todo x 2 V (C1) se tiene que (V (C2), x) 6= ; y

(x, V (C2)) 6= ;.
Supongamos por contradicción que existe u 2 V (C1) tal que una y sólo

una de las siguientes opciones sucede:

a) Para cada y 2 V (C2) adyacente a u, sólo existe u ! y;

b) Para cada y 2 V (C2) adyacente a u, sólo existe y ! u.

-Si pasa a)

Sin pérdida de generalidad sea u = u0. Sea i 2 {0, 1, 2, . . . , n � 1} el

menor ı́ndice tal que v
j

! u
i

está en D, para algún v
j

2 V (C2); i existe
pues como D es fuertemente conexa sabemos que existe una x ! y en

F (D) tal que x 2 V (C2) y y 2 V (C1), además i > 0, ya que y 6= u por

definición de u. Por elección de i se tiene que u
i�1 ! v

j+1 está en D,

por lo que entre C1 y C2 hay un par bueno de flechas, lo cual es una

contradicción. (La figura 3.4 muestra lo que sucede en este caso)

-Si sucede b)
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C
1
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2

V
1

V
2

u
0

vj

ui

Figura 3.4:

Sin pérdida de generalidad sea u = u
n�1. Sea i 2 {0, 1, 2, . . . , n� 1} el

mayor ı́ndice tal que u
i

! v
j

está en D para algún v
j

2 V (C2); i existe,
pues como D es fuertemente conexa sabemos que existe una y ! x en

F (D) tal que y 2 V (C2) y x 2 V (C1), además i < n � 1 ya que y 6= u
por definición de u. Por elección de i se tiene que v

i�1 ! u
j+1 está en

D, por lo que entre C1 y C2 hay un par bueno de flechas, lo cual es una

contradicción. (La figura 3.5 muestra lo que sucede en este caso)

C
1

C
2

V
1

V
2

vj

ui un�1

Figura 3.5:

Análogamente para todo y 2 V (C2) se tiene que (V (C1), y) 6= ; y

(y, V (C1) 6= ;.
Observación 4. Veamos que n > 2 y m > 2.

Por reducción al absurdo, supongamos sin pérdida de generalidad que

m  2, entonces por ser D bipartita y como es la longitud de un ciclo se
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tiene que m = 2. Por la observación 3 sabemos que existe v0 ! u es F (D)
para algún u 2 V (C1). Sea i 2 {1, 2, . . . ,m � 1} el menor ı́ndice tal que

v0 ! u
i

, como u
i�2 ! v0 está en D y no hay un par bueno de flechas se

tiene que u
i�1 ! v1 existe, lo cual es una contradicción pues u

i�1 ! v1
y v0 ! u

i

son un par de flechas bueno.

Por lo tanto n > 2 y m > 2.

Sea j0 2 {2k+1 : 0  k  (m�2)/2} el mayor ı́ndice tal que v
j0 ! u1

está en D.
Afirmación 1. v

j0 existe y j0 6= m� 1.
Existe por la observación 3 y j0 6= m� 1 pues de ser iguales u0 ! v0

y v
m�1 ! u1 es un par de flechas bueno, lo cual es una contradicción.
Sea T0 = (u0, v0) [ (v0, C2, vj0) [ (v

j0 , u1) una trayectoria en D (en la
figura 3.6 se muestra como se forma la trayectoria T0).

1) u2 ! v
j0+1 está en D, ya que en caso contrario tendŕıamos que

v
j

o

+1 ! u2. Ahora, por la definición de v
j0 se tiene que u1 ! u

j0+2,
entonces entre C1 y C2 hay un par bueno de flechas, lo que contradice
nuestra hipótesis. En la figura 3.6 podemos observar lo que sucede aqúı.

C
1

C
2

V
1

V
2

u
0

u
1

v
0

u
2

vj0

T0

Figura 3.6:

Sea i0 el mayor ı́ndice i 2 {2t : 1  t  (n� 2)/2} tal que u
i0 ! v

j0+1

(existe pues al menos existe i = 2). Sea T1 = T0[(u1, C1, ui0)[(ui0 , vj0+1)
una trayectoria en D.

Afirmación 2. Existe un j 2 {2k + 1 : (j0 + 1)/2  k  (m � 2)/2}
tal que v

j

! u
i0+1 está en D. En la figura 3.7 podemos observar lo que

dice la afirmación.
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Figura 3.7:

Supongamos que no existe tal j.

Observación 5. Si no existe tal j, entonces i0 + 1 = n� 1.
Por reducción al absurdo. Si i0 + 1 6= n � 1, entonces existe u

i0+2 2
V (C1), por la elección de i0 se tiene que v

j0+1 ! u
i0+2 y como suponemos

que no existe tal j se tiene que u
i0+1 ! v

j0+2 lo cual es una contradicción

pues entre C1 y C2 habŕıa un par bueno de flechas. Por lo que i
o

+1 = n�1.

C
1

C
2

V
1

V
2

u
0

u
1

v
0

u
2

vj0

T0

ui0 ui0+2

Figura 3.8:

Luego, como i0 + 1 = n � 1 y no existe j 2 {2k + 1 : (j0 + 1)/2 
k  (m � 2)/2} tal que v

j

! u
n�1 se tiene que u

n�1 ! v
j0+2, entonces

independientemente de si u0 ! v
j0+1 o v

j0+1 ! u0; se tiene que habŕıa
un par bueno de flechas, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto existe j 2 {2k + 1 : (j0 + 1)/2  k  (m� 2)/2} tal que
v
j

! u
i0+1 está en D.
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2) Sea j1 el mayor ı́ndice j 2 {2k + 1 : (j0 + 1)/2  k  (m � 2)/2}
que cumple que v

j1 ! u
i0+1.

(a) Si j1 = m � 1, entonces C = T1 [ (v
j0+1, C2, vj1 = v

m�1) [
(v

m�1, ui0+1) [ (u
i0+1, C1, u0) es un ciclo hamiltoniano.

C
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V
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u
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u
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v
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u
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vj0

T1

ui0

vj1 = vm�1

Figura 3.9: (a)

(b.1) Si j1 6= m � 1, sea T2 = T1 [ (v
j0+1, C2, vj1) [ (v

j1 , ui0+1) una
trayectoria en D.
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T2
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Figura 3.10: (b.1)

(b.2) Si j1 6= m� 1 y además i0 + 1 = n� 1.
Como j1 6= m� 1, entonces u

n�1 ! v
j1+2 está en D por definición de

v
j1 y como no hay un par bueno de flechas se tiene que u0 ! v

j1+1 está en
D. Sea C = (u0, vj1+1)[(vj1+1, C2, vj0)[(vj0 , T2, ui0+1 = u

n�1)[(un�1,u0)
un ciclo hamiltoniano.

En las figuras 3.9, 3.10 y 3.11 podemos observar lo que sucede en cada
uno de los caso anteriores.
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Figura 3.11: (b.2)

3) Si sólo sucede (b.1) en 2), podemos encontrar análogamente como
en 1) el mayor ı́ndice i 2 {2t : (i0 + 2)/2  t  (m � 2)/2} al cual
denotaremos por i1, tal que u

i1 ! v
j1+1 está en D.

Sea T3 = T2 [ (u
i0+1, C1, ui1) [ (u

i1 , vj1+1) una trayectoria en D.
4) Si no existe j 2 {2k + 1 : (j1 + 1))/2  k  (m � 2)/2} tal que

v
j

! u
i1+1; por la observación 4 si sucede eso se tiene que i1 +1 = n� 1;

pues en caso contrario habŕıa un par bueno de flechas.
Aśı pues, como no existe j 2 {2k+1 : (j1+1))/2  k  (m�2)/2} tal

que v
j

! u
n�1, entonces un�1 ! v

j1+2. Por lo tanto u0 ! v
j1+1 porque

no hay par bueno de flechas.
Vemos que C = (u0, vj1+1)[(vj1+1, C2, vj0)[(vj0 , T3, ui0+1)[(ui0+1, C1, u0)

es un ciclo hamiltoniano.
Si existe j 2 {2k+1 : (j1+1))/2  k  (m�2)/2} tal que v

j

! u
i1+1,

análogamente como en 2) podemos construir ya sea un ciclo hamiltoniano
o una trayectoria más grande T4.

Aśı sucesivamente construimos un ciclo hamiltoniano en D, ya que
D es una digráfica finita por lo que en algún momento llegamos a u

n�1

ó v
m�1 lo cual se reduce a 2.a), 2.b) y 4).
Por lo tanto D es hamiltoniana.

Teorema 9. Toda digráfica bipartita semicompleta es hamiltoniana si y

sólo si es fuertemente conexa y tiene un ciclo factor.

Demostración. Sea D una digráfica bipartita semicompleta.
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Supongamos queD es hamiltoniana, entoncesD es fuertemente conexa
pues si tomamos dos vértices en D u y v, sabemos que existe un ciclo
dirigido C tal que V (C) = V (D) por lo que T1 = (u,C, v) es un camino
dirigido de u a v en D y T2 = (v, C, u) es un camino dirigido de v a u.
Luego V (C) es una partición de los vértices de D tal que cada elemento
de la partición posee un ciclo que pasa por todos sus vértices, por lo que
D tiene un ciclo factor.

Inversamente, supongamos que D es fuertemente conexa y que tiene
un factor de k ciclos.

Por inducción sobre k.

Caso base)
Caso 1)Si k = 1 entonces {V(D)} es la partición de los vérices de D y

la inducida por V (D) tiene un ciclo que pasa por todos sus vértices. Por
lo tanto D es hamiltoniana.

Caso 2) Si k = 2, entonces, por el Lema 1, D es hamiltoniana.

Hipótesis inductiva) Toda digráfica D bipartita semicompleta fuer-
temente conexa con un factor en m ciclos (donde 2  m  k) es hamilto-
niana.

Paso inductivo) Sea D fuertemente conexa y con un factor en k + 1
ciclos.

Veamos que D es hamiltoniana. Sean C1, C2, . . . , Ck+1 los k+1 ciclos
que forman el factor de k + 1 ciclos de D.

Caso 1)Si existe C
i

con 2  i  k+1 tal que existen (V (C1), V (C
i

))-
flecha y (V (C

i

), V (C1))-flecha entonces por el Lema 1 tenemos que en
la gráfica que induce V (C1 [ C

i

) tiene un ciclo que pasa por todos sus
vértices, por lo que D tiene un factor en k ciclos, por hipótesis inductiva
D es hamiltoniana.

Caso 2) Si para todo C
i

ciclo con 2  i  k + 1 pasa una y sólo una
de las siguientes condiciones:

Para todo vértice u 2 V (C1) existe u ! v para todo v 2 V (C
i

)
adyacente a u ó existe v ! u para todo v 2 V (C

i

) adyacente a u.
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Definimos S = {x 2 V (D)�V (C1) : (u, x) 2 F (D)8u 2 V (C1)} y T =
{x 2 V (D)� V (C1) : (x, u) 2 F (D)8u 2 V (C1)}. Sean V 0

1 = S [ V (C1) y
V 0
2 = T .
1) V 0

1 y V 0
2 son distintos del vaćıo por ser D fuertemente conexa.

2) V 0
1 y V 0

2 son ajenos.
En caso contrario si existe un z en la intersección de V 0

1 y V 0
2 entonces

z está en V (D)�V (C1) por definición de T y como z está en un V (C
i

) con
2  i  k + 1 por lo que existen (V (C1), V (C

i

))-flecha y (V (C
i

), V (C1))-
flecha, lo cual es una contradicción.

3) V (D) = V 0
1 [ V 0

2 pues D es bipartita semicompleta.

Por lo tanto tenemos una partición de los vértices en dos conjuntos V 0
1

y V 0
2 .
Notemos que existe una (V 0

1 , V
0
2)-flecha pues D es fuertemente conexa;

como no existe una (V (C1), T )-flecha, se tiene que existe una (S, T )-flecha,
sea s

i

! t
j

dicha flecha donde s
i

2 V (C
i

), t
j

2 V (C
j

), i 6= j con i y j en
{2, 3, . . . , k + 1}.

ul�1

u
0

si
si+1

tj

tj�1

C1

Ci

Cj

C 0

Figura 3.12:

Sean C1 = (u0, u1, . . . , ul�1, u0), C
i

= (x0 = s
i+1, x1, . . . , xr�1 =

s
i

, x0) y C
j

= (y0 = t
j

, y1, . . . , yh�1 = t
j�1, y0) dichos ciclos, aśı C 0 =

(u0, C1, ul�1)[(ul�1, si+1)[(si+1, Ci

, s
i

)[(s
i

, t
j

)[(t
j

, C
j

, t
j�1)[(tj�1, u0)

es un ciclo que pasa por todos los vértices de la digráfica inducida por los
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vértices V (C1) [ V (C
i

) [ V (C
j

) por lo que D tiene un factor en k � 1
ciclos. En la figura 3.12 podemos observar como se forma C 0.

Por lo que por hipótesis inductiva D es hamiltoniana.



Caṕıtulo 4

Hamiltonicidad en una
P-composición

4.1. Resumen

En este caṕıtulo, D es una digráfica con n vértices {s1, s2, . . . , sn} y
D1, . . . , Dn

son digráficas k-partitas ordenadas, con particiones ordenadas
P(D

i

) = (V i

0 , . . . , V
i

k�1), tales que V (D
i

) y V (D
j

) sean ajenos si i 6= j.
Decimos que la P-composición H = D[D1, . . . , Dn

]P con la k-partición
ordenada P = (([n

i=0V
i

0 ) = V0, . . . , ([n

i=0V
i

k�1) = V
k�1) es la digráfica H

con V (H) = [k�1
i=0 Vi

y si w, z están en V (H), entonces la flecha w ! z
está en H si w, z están en V (D

i

), para alguna i 2 {1, . . . , n}, y w !
z está en D

i

, o si w 2 V i

k

y z 2 V j

l

, con i 6= j, i, j 2 {1, . . . , n} y
s
i

! s
j

está en D. Utilizando esta definición se demuestra cuándo una
P-composición de digráficas bipartitas ordenadas semicompletas sobre un
ciclo es hamiltoniana.
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4.2. Preliminares

Inicialmente Bang-Jensen define lo que son digráficas localmente semi-
completas y cumplen ser hamiltonianas bajo las mismas condiciones que
un torneo, recordemos que un torneo es una digráfica semicompleta en
la que para cualesquiera dos vértices u y v existe una y sólo una de las
siguientes, u ! v o v ! u; y un torneo es hamiltoniano si y sólo si es
fuertemente conexo.

Más tarde Bang-Jensen define las digráficas localmente semicompletas
en flechas y las H

i

-libres, con i = 1, 2, 3 o 4. Estas digráficas incluyen a las
digráficas bipartitas semicompletas, y resulta ser que son hamiltonianas
bajo las mismas condiciones que una digráfica bipartita semicompleta, es
decir, es hamiltoniana si y sólo si posee un factor de ciclos y es fuertemente
conexa, donde decimos que una digráfica posee un factor de ciclos si existe
una partición de los vértices de D tal que la digráfica inducida por los
vértices de cada parte es hamiltoniana.

En el estudio de las digráficas localmente semicompletas en flechas la
Dra. Hortensia Galeana y el Mat. Ilán Goldfeder en [9] definen lo que es
una P-composición, la cual conserva el ser bipartita y es muy parecida a las
digráficas localmente semicompleta en flechas pero ya no necesariamente
es semicompleta.

A partir de que son digráficas muy parecidas a la estructura de una
digráfica localmente semicompleta en flechas, Hortensia Galeana e Ilán
Goldfeder conjeturan que una P-composición de digráficas bipartitas or-
denadas semicompletas sobre un ciclo es hamiltoniana si y sólo si posee un
factor de ciclos y es fuertemente conexa, aśı como las digráficas bipartitas
semicompletas.

4.3. Definición de P-composición y sus pro-
piedades

Definición 6. Sea D una digráfica, diremos que D tiene una partición
ordenada P(D) = (V0, . . . , Vk�1), donde V

i

es un subconjunto de V (D)
para todo i 2 {0, . . . , k � 1} si y sólo si se cumple lo siguiente:
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1) V
i

\ V
j

= ;, si i 6= j,
2) [k�1

i=0 Vi

= V (D),
3) V

i

es un conjunto independiente en D, posiblemente vaćıo, para

todo i 2 {0, . . . k � 1}.
Notemos que una partición ordenada no necesariamente es una parti-

ción de V (D) en el sentido usual pues no pedimos que V
i

6= ;.
En el caso particular que k = 2, las llamaremos bipartitas ordenadas.

D

v1

v2
v3

D
1 D

2

D
3

Figura 4.1:

Definición 7. Sean D una digráfica con V (D) = {s
i

: 1  i  n}, y
D1, D2, . . . , Dn

digráficas k-partitas, con particiones ordenadas P(D
i

) =
(V i

0 , . . . , V
i

k�1), tales que V (D
i

) y V (D
j

) sean ajenos si i 6= j. La P-
composición D[D1, D2, . . . , Dn

]P con la k-partición ordenada P = (([n

i=0V
i

0 )
= V0, . . . , ([n

i=0V
i

k�1) = V
k�1) es la digráfica H con V (H) = [k�1

i=0 Vi

, y

si w, z están en V (H), entonces w ! z si y sólo si una de las siguientes

propiedades se cumple:

* Si w, z están en V (D
i

), para alguna i 2 {1, . . . , n}, y w ! z está en

D
i

,

* w 2 V i

k

y z 2 V j

l

, con i 6= j, i, j 2 {1, . . . , n} y s
i

! s
j

está en D.
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Figura 4.2: P-composición

Llamaremos a cada D
i

como sumando de D, para todo i 2 {1, . . . , n}.

En la figura 4.2 podemos ver la P-composición dada por las digráficas
que están en la figura 4.1, donde los vértices de mismo color pertenecen
a la misma parte de la partición.

A partir de aqúı en lo que resta del trabajo nos referirémos a los ciclos
C1 y C2, como C1 = (u0, . . . , uk�1, u0) y C2 = (v0, . . . , vm�1, v0).

4.4. Misma combinación

Para facilitar la escritura de las demostraciones de los siguientes re-
sultados definiremos lo siguiente.

Definición 8. Sean D1, . . . , Dn

digráficas bipartitas ordenadas. Sea H =
D[D1, D2, . . . , Dn

]P la P-composición y sean C1, C2 dos ciclos ajenos en

H tales que cada uno pasa por al menos dos sumandos.
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Diremos que C1 y C2 tienen la misma combinación si existen x1 ! y1
en C1 y x2 ! y2 en C2 tal que x1 y x2 están en V i

l

y; y1 y y2 están en

V r

l+1 donde i 6= r, i, r 2 {1, . . . , n} y con l módulo 2.

D1 D2

C
2

C
1

x
1

y
1

x
2

y
2

Figura 4.3: Ejemplo de dos ciclos que tienen la misma combinación.

Recordemos que si D es una digráfica y C1 y C2 ciclos en D, donde
C1 = (u0, u1, . . . , un�1, u0) y C2 = (v0, v1, . . . , vm�1, v0). Decimos que
entre C1 y C2 hay un par bueno de flechas si existen i y j donde 0  i 
n� 1 y 0  j  m� 1 tales que u

i

! v
j

y v
j�1 ! u

i+1 están en F (D).

Observación 6. Sea H la P-composición H = D[D1, D2, . . . , Dn

]P , don-
de D1, . . . Dn

digráficas bipartitas ordenadas. Notemos que si C1 y C2 son

dos ciclos ajenos en H tales que cada uno pasa por al menos dos sumandos

y tienen la misma combinación , entonces C1 y C2 tienen un par bueno

de flechas

Demostración. Como C1 y C2 tienen la misma combinación en H, enton-
ces existen x1 ! y1 en C1 y x2 ! y2 en C2 tales que u0 = x1 y v0 = x2

están en V i

l

y u1 = y1 y v1 = y2 están en V r

l+1 donde i 6= r, i, r 2 {1, . . . , n}
y con l módulo 2. Por lo que por la definición de P-composición u0 ! v1
y v0 ! u1 las cuales son un par bueno de flechas de C1 y C2.

Observación 7. Sean la P-composición D = C
n

[D1, D2, . . . , Dn

]P y C
n

el ciclo de longitud n, donde D1, . . . Dn

son digráficas bipartitas ordena-

das. Sean C1 y C2 dos ciclos ajenos en D tales que cada uno pasa por

todos los sumandos y no tienen la misma combinación.
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Si existe una flecha u
i

! u
i+1 de C1 tal que u

i

2 V t

l

y u
i+1 2 V t+1

l+1
con l módulo 2 y t 2 {1, . . . , n}, entonces para toda flecha u

j

! u
j+1 2

(D
t

, D
t+1) de C1, se tiene que u

j

2 V t

l

y u
j+1 2 V t+1

l+1 con l módulo 2.
Es decir, que cada vez que pase C1 por una flecha x ! y 2 (D

t

, D
r

)
se conserva que x 2 V

l

, y 2 V
l+1; y de la misma manera sucederá con C2.

D1 D2 D3 D4

C
1

C
2

D1 D2 D3 D4

Figura 4.4:

Demostración. Sea una flecha en u
i

! u
i+1 2 (D

t

, D
t+1) en C1, donde

u
i

2 V
l

y u
i+1 2 V

l+1, con l módulo 2.
Procediendo por contradicción supongamos que existe una flecha u

j

!
u
j+1 2 (D

t

, D
t+1) en C1 con u

j

2 V
l+1. Se tiene por la definición de P-

composición que hay u
j+1 2 V

l

, con l módulo 2.
Por otra parte, como C1 y C2 no tienen la misma combinación, y

u
i

! u
i+1 2 (D

t

, D
t+1) está en C1 tal que u

i

2 V
l

y u
i+1 2 V

l+1 con
l módulo 2, entonces para toda flecha v

s

! v
s+1 2 (D

t

, D
t+1) en C2 se

sigue que v
s

2 V
l+1 y v

s+1 2 V
l

.
Aśı tenemos que existen u

j

! u
j+1 en C1 y v

s

! v
s+1 en C2 tal que

u
j

y v
s

están en V t

l+1 y u
j+1 y v

s+1 están en V t+1
l

donde t 2 {1, . . . , n}
y l módulo 2. Es decir, C1 y C2 tienen la misma combinación; lo cual es
una contradicción.

Por lo tanto para toda u
j

! u
j+1 2 (D

t

, D
t+1) en C1, se tiene que

u
j

2 V
l

y u
j+1 2 V

l+1 con l módulo 2 y t 2 {1, . . . , n}.
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En la figura 4.4 podemos observar un ejemplo de lo que sucede en la
observación 7

4.5. Hamiltonicidad en la P-composición de
digráficas bipartitas ordenadas semicom-
pletas sobre un ciclo.

Lema 2. Consideremos C un ciclo dirigido tal que C = (v0, . . . , vn = v0)
y D1, . . . , Dn

digráficas bipartitas ordenadas semicompletas fuertemente

conexas ajenas. Sea D la P-composición C[D1, . . . , Dn

]P . Si D es fuer-

temente conexa y posee un factor de ciclos tal que uno de los ciclos pasa

por todos los sumandos de D y cada uno de los demás está contenido en

algún sumando, entonces D es hamiltoniana

Demostración. Si n = 2, entonces D es bipartita semicompleta, pues si u
y v son vértices de D tales que u 2 V0 y v 2 V1 se sigue que u y v son
adyacentes. Primero supongamos que u y v están en el mismo sumando
D

i

, con i módulo 2 lo que implica que u 2 V i

0 y v 2 V i

1 , como D
i

es
semicompleta entonces u y v son adyacentes en D

i

, por lo que u y v
son adyacentes en D. Ahora, supongamos que u y v están en sumandos
distintos; por la definición de D y como sólo tiene dos sumandos, u y v
son adyacentes. Por lo tanto D es bipartita semicompleta, es fuertemente
conexa y posee un factor de dos ciclos, entonces por Teorema 3 D es
hamiltoniana.

Por lo tanto podemos suponer que n � 3.

Procedemos a demostrarlo por inducción sobre k, donde k es el número
de ciclos que posee el factor.

-Si k = 1, entonces D es una digráfica hamiltoniana.
(Hipótesis inductiva) Si D posee un factor de k ciclos en D, k � 1,

tal que uno de los ciclos pasa por todos los sumandos y cada uno de los
demás está contenido en algún sumando, entonces D es hamiltoniana.
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(Paso inductivo) Supongamos que D posee un factor de k + 1 ciclos,
tal que uno de los ciclos pasa por todos los sumandos y cada uno de los
demás está contenido en algún sumando.

Por demostrar que D es hamiltoniana.

Supongamos que C1 y C2 son dos ciclos del factor, tales que C1 pasa
por todos los sumandos de D y C2 está contenido en uno solo, sea D

j

tal
sumando.

Ya que supusimos que C1 pasa por todos los sumandos de la P-
composición, existe una subtrayectoria T = (w1, . . . , w

m

) de C1 tal
que w1 está en D

j�1, wm

está en D
j+1 y w

i

está en D
j

para todo i en
{2, . . . ,m�1}, con j módulo n. Esto pues por definición deD, (D

j

, D
l

) 6= ;
si y sólo si l = j + 1.

Por definición, (D
j�1, Dj

) 6= ; y (D
j

, D
j+1) 6= ;. Ya que C2 está con-

tenido en D
j

, tenemos que (w1, C2) 6= ; y (C2, wm

) 6= ;.

T

w
1

wm

C
2

Dj

. . . . . .

wi0

v

wi0�1

v+

Figura 4.5: Ejemplo

Sea i0 el menor ı́ndice en {1, 2, . . . , m} tal que v ! w
i0 , para algún

vértice v en C2. Dicho ı́ndice existe porque C2 7!P w
m

y C2 tiene al
menos dos vértices. Más aún, i0 es mayor que uno porque w1 7!P C2.
Ya que v ! w

i0 , dichos vértices están en partes distintas y se sigue que
w

i0�1 y el sucesor de v (v+) están en partes distintas, por lo tanto son
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adyacentes. Más aún, ya que i0 es el primer ı́ndice tal que v ! w
i0 para

algún vértice v en C2 y como i0  m entonces w
i0�1 está en D

j

ó D
j�1,

por lo que como C2 está en D
j

, se sigue que w
i0�1 ! v+. Como v ! w

i0

y w
i0�1 ! v+ son un par bueno de flechas, por la Proposición 1 se sigue

que D posee un factor de k ciclos, tal que uno de los ciclos pasa por todos
los sumandos y el resto de los ciclos están contenidos en uno solo. Por
hipótesis inductiva se tiene que D es hamiltoniana.

Por lo tanto D es hamiltoniana.

Si consideramos un ciclo C1 que pasa por todos los sumandos de una P-
composiciónD = C[D1, . . . , Dn

]P donde n es impar,D1, . . . , Dn

digráficas
bipartitas ordenadas semicompletas fuertemente conexas ajenas y C es un
ciclo de longitud n, D es bipartita ordenada, por lo que C1 es de longitud
par por ser ciclo de D. Si k es el número de veces por las que pasa C1

por cada sumando y cj
i

indica el número de vértices del sumando D
i

por
los que pasa C1 en la vuelta j, entonces la longitud del ciclo C1 es igual
a
P

k

j=1

P
n

i=1 c
j

i

.
Supongamos que C1 pasa por un número impar de vértices por cada

sumando en cada vuelta, es decir, cj
i

es impar para cada i y j. Ya queP
k

j=1

P
n

i=1 c
j

i

es par pues es la longitud de C1 y esta suma tiene kn
sumandos con n impar, se sigue que k tiene que ser par.

Lema 3. Sean C = (w0, . . . , wn

= w0) un ciclo y D1, . . . , Dn

digráficas

bipartitas ordenadas semicompletas fuertemente conexas ajenas, donde n
es impar. Sea D la P-composición C[D1, . . . , Dn

]P .
Si D tiene un factor de dos ciclos C1 y C2 donde cada uno pase por

todos los sumandos y no tienen la misma combinación, entonces existen

las flechas u
l

! u
l+1 en C1 y v

j

! v
j+1 en C2 tales que u

l

, u
l+1, vj y

v
j+1 están en el mismo sumando.

Demostración. Sea t el número de vueltas por las que pasa C1 por todos
los sumandos.
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Primero veamos que existe un r 2 {1, . . . , t} tal que en la vuelta r
el ciclo C1 pasa por un número par de vértices por el sumando D

i

, para
algún i 2 {1, . . . , n}.

Supongamos por contradicción que cj
i

es impar para todo i 2 {i, . . . , n}
y para todo j 2 {1, . . . , t}, por lo que t debe ser un número par; entonces
C1 pasa al menos 2 veces por cada sumando.

Sean u
i

j

y u
i

j

+2h el primer y último vértice respectivamente por el
que pasa C1 en la vuelta j por el sumando D

i

, si u
i

j

2 V
l

con l módulo 2,

nótese que u
i

j

+2h está en V
l

ya que cj
i

es impar. Como sólo nos interesan
las combinaciones que hay en las flechas que cambian de un sumando a
otro en C1 podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada vez que
C1 pasa por cada sumando, solo pasa por un vértice.

Supongamos sin pérdida de generalidad que u0 2 V 1
1 ya que n es un

número impar y estamos suponiendo que C1 pasa por un vértice cada vez
que pasa por un sumando, se sigue que u

n�1 2 V n

1 entonces u
n

2 V 1
2 . Se

tiene que la flecha u0 ! u1 2 (D1, D2) de C1 con u0 2 V 1
1 y u1 2 V 2

2

y se tiene que u
n

! u
n+1 2 (D1, D2) de C1 con u

n

2 V 1
2 y u

n+1 2 V 2
1 ,

lo cual contradice la observación 7 ya que C1 y C2 no tienen la misma
combinación.

Por lo tantp existe r tal que C1 en la vuelta r pasa por D
i

en un
número par de vértices para algún i 2 {1, . . . , n} y r 2 {1, . . . , t}. Sea D

i0

tal sumando.

Ahora, veamos que existe una flecha v
j

! v
j+1 en C2 con v

j

, v
j+1 en

V (D
i0), es decir, que C2 tiene una flecha totalmente contenida en D

i0 .
Procediendo por contradicción supongamos que no existe tal flecha, es

decir, cada vez que C2 pasa por D
i0 sólo pasa por un vértice.

Sean u
l

el primer vértice de C1 que pasa por D
i0 en la vuelta r y v

j

el
primer vértice de C2 que pasa por D

i0 en la primer vuelta. Sin pérdida de
generalidad supongamos que u

l

2 V i0
1 , como C1 y C2 no tienen la misma

combinación se tiene que v
j

2 V i0
2 , por lo que la flecha v

j

! v
j+1 en C2

cumple que v
j+1 2 V i0+1

1

Por otra parte, sea u
l+2h+1 el último vértice por el que pasa C1 en

la vuelta r por D
i0 con h natural, como en la vuelta r el ciclo C1 pasa
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por un número par de vértices por D
i0 , se sigue que u

l+2h+1 2 V i0
2 ,

entonces la flecha u
l+2h+1 ! u

l+2(h+1) 2 (D
i0 , Di0+1) en C1 cumple que

u
l+2(h+1) 2 V i0+1

1 .

Por lo que existen flechas u
l+2h+1 ! u

l+2(h+1) en C1 y v
j

! v
j+1 en

C2 tal que u
l+2h+1 y v

j

están en V i0
2 y u

l+2(h+1) y v
j+1 están en V i0+1

1 , es
decir, C1 y C2 tienen la misma combinación; lo cual es una contradicción.

Por lo tanto existen las flechas v
j

! v
j+1 en C2 y u

l

! u
l+1 en C1

tales que v
j

, v
l

, v
j+1 y v

l+1 están en D
i

para alguna i 2 {1, . . . , n}.

En la figura 4.6 podemos observar un ejemplo del Lema 3.

D1 D2 D3 D4 D5

D1 D2 D3 D4 D5

C1

C2

Figura 4.6: Ejemplo de Lema reflema-2.

Lema 4. Sean C = (w0, . . . , wn

= w0) un ciclo y D1, . . . , Dn

digráficas

bipartitas ordenadas semicompletas fuertemente conexas ajenas. Sea D la

P-composición C[D1, . . . , Dn

]P . Supongamos que D tiene dos ciclos C1

y C2 tales que cada uno de los ciclos pasa por todos los sumandos y no

tienen la misma combinación.

Si existen las flechas u
i

! u
i+1 en C1 y v

j

! v
j+1 en C2 tales que

u
i

, u
i+1, vj y v

j+1 están en el mismo sumando, entonces C1 y C2 tienen

un par bueno de flechas.
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Demostración. Sea i0 el menor ı́ndice en {0, . . . , k�1} y j0 el menor ı́ndice
en {0, . . . ,m � 1}, tales que las flechas u

i0 ! u
i0+1 y v

j0 ! v
j0+1, con

u
i0 , ui0+1, vj0 y v

j0+1 en el sumando D
t

para alguna t 2 {1, . . . , n}, por
lo que u

i0�1 y v
j0�1 2 V (D

t�1).
Supongamos sin pérdida de generalidad que u

i0 2 V t

1 , se sigue por
la definición de P-composición que u

i0�1 2 V t�1
2 y u

i0+1 2 V t

2 . Como
C1 y C2 no tienen la misma combinación, entonces v

j0 2 V t

2 y v
j0�1 2

V t�1
1 ; de aqúı que existe una flecha entre u

i0 y v
j0 pues D

t

es bipartita
semicompleta.

Caso 1) La flecha v
j0 ! u

i0 está en D.
Como v

j0+1 2 V t

1 y u
i0�1 2 V t�1

2 , se tiene, por la definición de D que
existe la flecha u

i0�1 ! v
j0+1. Por lo que v

j0 ! u
i0 y u

i0�1 ! v
j0+1 son

un par bueno de flechas de C1 y C2.

D1 D2 D3 D4 D5

D1 D2 D3 D4 D5

C1

C2

vj0

ui0

Figura 4.7: Ejemplo del caso 1) del Lema 4.

Caso 2) La flecha u
i0 ! v

j0 está en D.
Como u

i0+1 2 V t

2 y v
j0�1 2 V t�1

1 , se tiene que por la definición de D
existe v

j0�1 ! u
i0+1 en D. Por lo que u

i0 ! v
j0 y v

j0�1 ! u
i0+1 son un

par bueno de flechas de C1 y C2.

Por lo tanto C1 y C2 tienen un par bueno de flechas.
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D1 D2 D3 D4 D5

D1 D2 D3 D4 D5

C1

C2

vj0

ui0

Figura 4.8: Ejemplo del caso 2) del lema 4.

Ahora, consideremos C un ciclo tal que C = (w0, . . . , wn

= w0) y D1,
. . . , D

n

son digráficas bipartitas ordenadas semicompletas fuertemente
conexas ajenas. Sea D la P-composición C[D1, . . . , Dn

]P .
Obsérvese que si D contiene un ciclo C1, entonces por la definición de

D sólo puede ocurrir que C1 pasa por todos los sumandos de D ó que C1

esté completamente contenido en uno solo.

Lema 5. Sean C = (w0, . . . , w
n

= w0) un ciclo, donde n es impar,

y D1, . . . , Dn

digráficas bipartitas ordenadas semicompletas fuertemente

conexas ajenas. Sea D la P-composición C[D1, . . . , Dn

]P .
Si D es fuertemente conexa y posee un factor de dos ciclos, entonces

D es hamiltoniana

Demostración. Supongamos que C1 y C2 son los ciclos del 2-factor.
Consideraremos los siguientes casos:
Caso 1)C1 pasa por todos los sumandos de D y que C2 está comple-

tamente contenido en uno solo, entonces por el lema 1 D es hamiltoniana.

Caso 2) Si C1 y C2 están en sumandos distintos. Entonces n = 2, lo
cual es una contradicción pues n por hipótesis es impar, por tanto, este
caso no puede suceder.

Caso 3) Tanto C1 como C2 pasan por todos los sumandos. Si C1 y
C2 tienen la misma combinación, entonces por la observación 6 se tiene
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que C1 y C2 tienen un par bueno de flechas, por la Proposición 1 existe
un ciclo que pasa por todos los vértices de C1 y C2. Por lo tanto D es
hamiltoniana.

Aśı, supongamos que C1 y C2 no tienen la misma combinación, por
lo que se sigue del Lema 3 que existen las flechas u

i

! u
i+1 en C1 y

v
j

! v
j+1 en C2 tales que u

i

, u
i+1, vj y v

j+1 están en el mismo sumando;
por el Lema 4 se sigue que C1 y C2 tienen un par bueno de flechas,
aśı existe un ciclo que pasa por todos los vértices de C1 y C2. Por lo tanto
D es hamiltoniana.

Por lo tanto, D es hamiltoniana.

Lema 6. Sean C = (w0, . . . , wn

= w0) un ciclo y D1, . . . , Dn

digráficas

bipartitas ordenadas semicompletas fuertemente conexas ajenas. Sea D la

P-composición C[D1, . . . , Dn

]P .
Si D es fuertemente conexa y posee un factor de ciclos tal que cada ci-

clo del factor está completamente contenido en un solo sumando, entonces

D es hamiltoniana.

Demostración. Como cada ciclo del factor está contenido en un solo su-
mando, entonces cada sumando tiene un factor de ciclos y como son bi-
partitas semicompletas fuertemente conexas, se sigue que cada sumando
es hamiltoniano. Sea C

i

el ciclo hamiltoniano del sumando D
i

, para cada
i 2 {1, 2, . . . , n}.

Ya que todos los sumandos son bipartitos, cada C
i

es de longitud par,
aśı que sin pérdida de generalidad supongamos que C

i

= (ui

0, u
i

2, . . . , u
i

k

i

�1,

ui

k

i

= ui

0) el ciclo hamiltoniano del sumandoD
i

, para cada i 2 {1, 2, . . . , n}
y ui

0 2 V1, lo que implica que ui

k

i

�1 2 V2 para todo i 2 {1, 2, . . . , n}, don-
de {V1, V2} es la bipartición de D. Por lo que por definición se tiene que
ui�1
k

i

�1 ! ui

0.

Sea C 0 = (u1
0, C1, u

1
k1�1)[ (u1

k1�1, u
2
0)[ (u2

0, C2, u
2
k2�1)[ . . . [(un

0 , Cn

,
un

k

n

�1) [(un

k

n

�1, u
1
0), C

0 es un ciclo hamiltoniano.
Por lo tanto D es hamiltoniana.
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Lema 7. Consideremos un ciclo C = (w0, . . . , w
n

= w0) donde n es

par y digráficas bipartitas ordenadas semicompletas fuertemente conexas

ajenas D1, . . . , Dn

. Sea D la P-composición C[D1, . . . , Dn

]P .
Si D es fuertemente conexa y tiene un factor de dos ciclos, tal que los

dos ciclos pasan por todos los sumandos, entonces D es hamiltoniana.

Demostración. Sean C1 y C2 los ciclos que forman el factor, tal que r y s
son el número de vueltas que dan C1 y C2 respectivamente en D.

Si C1 y C2 tienen un par bueno de flechas, entonces por la Proposición
1 D es hamiltoniana.

Aśı, supongamos que C1 y C2 no tienen un par bueno de flechas.

Supongamos sin pérdida de generalidad que r  s; es decir, C1 da me-
nos o el mismo número de vueltas que C2 por todos los sumandos. Como
C1 y C2 no tienen un par bueno de flechas, se tiene por Observación 6
que C1 y C2 no tienen la misma combinación. Se sigue por el Lema 4
que para cada sumando D

i

, con i 2 {1, . . . , n}, no sucede que la flecha
u
l

! u
l+1 esté en C1 y la flecha v

j

! v
j+1 esté en C2, donde u

l

, u
l+1, vj

y v
j+1 están en D

i

, para algún l 2 {0, . . . , r} y un j 2 {1, . . . , s}, pues
estamos suponiendo que los ciclos no tienen un par bueno de flechas. (+)

Afirmación 1. Si existe un sumando D
i

y alguna vuelta t, donde
t 2 {1, . . . , s}; tal que en la vuelta t alguno de los dos ciclos tiene una
flecha enteramente contenida en ese sumando, entonces el ciclo pasa por
D

i

por un número impar de vértices.
Sea C

h

tal ciclo y D
i

tal sumando, con h 2 {1, 2}, i 2 {1, . . . , n}. Por
(+) sean u

l

el único vértice por el que pasa C
h+1 en la primer vuelta por

D
i

y v
j

el primer vértice por el que pasa C
h

en la vuelta t por el sumando
D

i

, con h módulo 2. Como C
h

tiene un flecha enteramente contenida en
el sumando D

i

, se sigue que v
j+1 es un vértice de C

h

que está en D
i

, por
lo tanto v

j

! v
j+1 está en D

i

en C
h

.

Procediendo por contradicción supongamos que C
h

pasa por un núme-
ro par de vértices por el sumando D

i

en la vuelta t. Sin pérdida de gene-
ralidad supongamos que v

j

2 V i

1 , se sigue que v
j�1 2 V i�1

2 . Como C1 y
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C2 no tiene la misma combinación se tiene que u
l

2 V i

2 y u
l�1 2 V i�1

1 , por
ser u

l

el único vértice por el que pasa C
h+1 por D

i

en la primer vuelta.
Como suponemos que C

h

pasa por un número par de vértices por D
i

en la vuelta t, sea v
j+2k+1, el último vértice por el que pasa C

h

en la
vuelta t por el sumando D

i

, con k � 1, aśı v
j+2k+1 2 V i

2 , pues vj 2 V i

1 . Se
sigue que v

j+2(k+1) 2 V i+1
1 en C

h

. También, como u
l

2 V i

2 y es el único
vértice por el que pasa C

h+1 por el sumando D
i

en la primer vuelta, se
sigue que u

l+1 2 V i+1
1 . Por lo que C1 y C2 tienen la misma combinación,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto C
h

pasa por un número impar
de vértices por D

i

.
Sea v

j+2k el último vértice por el que pasa C
h

en la vuelta t por D
i

Afirmación 2. Las flechas u
l

! v
j

y v
j+2k ! u

l

están en D.

D1 D2 D3 D4

D1 D2 D3 D4

C1

C2

u
l�1 u

l

u
l+1

v
j+1v

j

v
j+2k

Figura 4.9: Ejemplo de la afirmación 2

Recordemos que u
l

2 V i

2 y v
j

2 V i

1 . Como D
i

es bipartita semicomple-
ta se tiene que u

l

y v
j

son adyacentes, probemos que u
l

! v
j

. Supongamos
por contradicción que v

j

! u
l

está en D. Recordemos que v
j+1 2 V i

2 , por
la definición de D y u

l�1 está en V i�1
1 , se tiene la flecha u

l�1 ! v
j+1,

entonces v
j

! u
l

y u
l�1 ! v

j+1 son un par bueno de flechas de C1 y C2,
lo cual es una contradicción. Por lo tanto, u

l

! v
j

está en D.
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Como v
j

2 V i

1 , se sigue que v
j+2k 2 V i

1 y v
j+2k�1 2 V i

2 . Además,
como D

i

es bipartita semicompleta se sigue que u
l

y v
j+2k son adyacentes.

Veamos que v
j+2k ! u

l

.
Supongamos por contradicción que u

l

! v
j+2k está en D. Recordemos

que u
l+1 2 V (D

i+1), por la definición de D se tiene que v
j+2k�1 ! u

l+1.
Se sigue que v

j+2k�1 ! u
l+1 y u

l

! v
j+2k forman un par bueno de flechas

de C1 y C2, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, v
j+2k ! u

l

está en
D.

Afirmación 3. Si existe un sumando D
i

, tal que cada vez que C1 y
C2 pasan por él, sólo pasan por un vértice, entonces para todo vértice
x 2 V (C1)\ V (D

i

), existe un vértice v 2 V (C2)\ V (D
i

) tal que la flecha
x ! v está en D, y viceversa, para todo vértice y 2 V (C2)\V (D

i

), existe
un vértice u 2 V (C1) \ V (D

i

) tal que la flecha y ! u está en D.
Sea x 2 V (D

i

)\ V (C1), x está en V i

m

, para algún m 2 {1, 2}. Veamos
que V (C1) \ V (D

i

) = V i

m

, con m 2 {1, 2}.
Como C1 pasa por un sólo vértice cada vez que pasa por el sumando

D
i

, se sigue que x+ 2 V (D
i+1) en C1, por lo que x+ 2 V i+1

m+1, ya que
x 2 V i

m

.
Sea u 6= x y u 2 V (D

i

) \ V (C1), como C1 pasa por un sólo vértice en
cada vuelta por D

i

, se sigue que u+ 2 V (D
i+1) en C1, además C1 y C2 no

tienen la misma combinación, por la Observación 7 se sigue que u 2 V i

m

y u+ 2 V i+1
m+1, por lo que V (D

i

) \ V (C1) ✓ V i

m

.
Sea u 2 V i

m

, supongamos por contradicción que u 2 V (C2) \ V (D
i

).
Recordemos que x 2 V i

m

, luego como C1 y C2 sólo pasan por un vértice
por D

i

en cada vuelta, se tiene que x+ (sucesor de x en C1) y u+ (sucesor
de u en C2), están en D

i+1 y x+ 2 V i+1
m+1 al igual que u+ 2 V i+1

m+1, con m
módulo 2. Por lo que C1 y C2 tienen la misma combinación, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto u 2 V (D

i

)\ V (C1), aśı V i

m

✓ V (D
i

)\ V (C1).
Por lo tanto, V (D

i

) \ V (C1) = V i

m

.
Análogamente obtenemos que V (D

i

) \ V (C2) = V i

m+1.
Ya queD

i

es fuertemente conexa y bipartita semicompleta con V (D
i

)\
V (C1) = V i

m

y V (D
i

) \ V (C2) = V i

m+1 son conjuntos independientes, se
tiene que para cada x 2 V i

m

en C1, existe un vértice v 2 V i

m+1 en C2 tal
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que x ! v, con m módulo 2, para todo i 2 {1, . . . , n}. También, para
cada y 2 V i

m

en C2 existe un u 2 V i

m+1 en C1 tal que y ! u, por ser D
i

fuertemente conexa.

Sean ai
t

el último vértice por el que pasa el ciclo C1 en la vuelta t por
el sumando D

i

, bi
t

el último vértice por el que pasa el ciclo C2 en la vuelta
t por el sumando D

i

, ci
t

el primer vértice por el que pasa el ciclo C1 en la
vuelta t por el sumando D

i

, di
t

el primer vértice por el que pasa el ciclo
C2 en la vuelta t por el sumando D

i

y T i

t

la trayectoria contenida en C2

que contiene a todos los vértices por los que pasa C2 en la vuelta t por el
sumando D

i

.
Recordemos que C1 y C2 o pasan por un vértice cada vez que pasan por

el sumando D1 o alguno de ellos tiene una flecha enteramente contenida
en ese sumando, para todo i 2 {1, . . . , n}, por lo que por la Afirmación 1
que C1 y C2 pasan por un número impar de vértices por cada sumando
en cada vuelta. Sea ai1 2 V i

m

, con m 2 {1, 2}, entonces ci+1
1 2 V i+1

m+1 y por

la Observación 7 que ai
t

2 V i

m

y ci+1
t

2 V i+1
m+1, para todo t 2 {1, . . . r}, por

lo que bi
l

2 V i

m+1 y di+1
l

2 V i+1
m

, para todo l 2 {1, . . . s}, con m módulo
2. (**)

Luego, por la definición de P-composición y por (**) se tiene que
ai
t

! ci+1
l

está en D, para todo t y l en {1, . . . , r}, y todo i 2 {1, . . . , n} .
De igual manera se tiene que bi

t

! di+1
l

está en D, para todo t y l en
{1, . . . , s}, y todo i 2 {1, . . . , n}. (***)

En la figura 4.10 podemos observar las flechas b1
t

! d2
l

está en D, para
todo t y l en {1, . . . , s}.

Por otra parte, por la Afirmación 2 y 3, se tiene que para cada i impar
en {1, . . . , n}, existe un t

i

, donde 1  t
i

 s, tal que ai1 ! di
t

i

, y para cada
i par en {0, . . . , n� 1}, existe un t

i

, donde 1  t
i

 s , tal que bi
t

i

! ci1.
Por (***) se tiene que para cada i impar en {1, . . . , n}, se tiene que

bi
t

! d
(i+1)
l

, para toda t y l en {1, . . . , s}. (****)

Construimos el ciclo C 0
1 como sigue:
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D1 D2 D3 D4

D1 D2 D3 D4

C1

C2

b12

b11

a11

d21

d22

c12

c22

c23

Figura 4.10:

C 0
1 = (u0, C1, a

1
1, d

1
t1
, T 1

t1
, b1

t1
, d2

t2
, T 2

t2
, b2

t2
, c21, C1, a

3
1, . . . , b

n

t

n

, cn1 , C1, u0)

Caso 1) Si V (D)� V (C 0
1) = ;, entonces D es hamiltoniana.

Caso 2) Si V (D) � V (C 0
1) 6= ;, entonces (V (C2) � V (C 0

1)) 6= ;. Por
como construimos C 0

1, en V (C2), para cada i 2 {1, . . . , n} sólo quitamos
las trayectoras T i

t

i

de la vuelta t
i

en el sumando D
i

por los que pasaba
C2, es decir, quitamos exactamente una trayectoria por la que pasaba C2

por el sumando D
i

, para toda i 2 {1, . . . , n}.
Como teńıamos exactamente una trayectoria T i

t

para cada t 2 {1, . . . , s}
vuelta e i 2 {1, . . . , n}, se tiene que en C2 hay s trayectorias T i

t

, para todo
i 2 {1, . . . , n}, por lo que en C2 �C 0

1 hay extactamente s� 1 trayectorias
T i

t

, para todo i 2 {1, . . . , n}.
Para cada i 2 {1, 2, . . . , n} re-etiquetamos bi

t

, di
t

y T i

t

en (V (C2) �
V (C 0

1)) de la siguiente manera:
a) Si t < t

i

, a T i

t

como P i

t

, a bi
t

como ei
t

y a di
t

como f i

t

,
b) Si t > t

i

, a T i

t

como P i

t�1, a bi
t

como ei
t�1 y a di

t

como f i

t�1.

Es decir, recorremos cada trayectoria un lugar hacia adelante a partir
de la trayectoria que quitamos T i

t

i

, para cada i 2 {1, . . . , n}.
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D1 D2 D3 D4

D1

D2 D3 D4

C1

C2

a11

d1
t1

= b1
t1

d2
t2

b2
t2

c21

a31

d4
t4

= b4
t4

d3
t3

= b3
t3

c41

C 0
1

Figura 4.11: Ejemplo de la construcción de C 0
1.

Una vez re-etiquetadas las trayectorias, unimos cada trayectoria del su-
mando i de la vuelta j con la trayectoria del sumando i+1 de la vuelta j, es
decir, P i

j

con la trayectoria P i+1
j

. Por ejemplo, la trayectoria P 1
1 la unimos

con la trayectoria P 2
1 , la trayectoria P 2

1 con la trayectoria P 3
1 , y aśı sucesi-

vamente construimos el ciclo C 0
2 = (f1

1 , P
1
1 , e

1
1, f

2
1 , P

2
1 , e

2
1, . . . , e

n

1 , f
1
2 , . . . , e

n

s�1, f
1
1 )

D1 D2 D3 D4

C 0
2

P 1

1

P 2

1

P 3

1

P 4

1

Figura 4.12: Ejemplo de la construcción de C 0
2

El ciclo C 0
2 se puede construir pues hay exactamente s�1 trayectorias

P i

t

, para todo i 2 {1, . . . , n}. Además es ciclo, pues no repite vértices, ya
que no repite trayectorias por construcción, y cada trayectoria es ajena
en vértices pues pertenećıan a C2. Por construcción de C 0

2 se tiene que
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V (C 0
2) = (V (C2)� V (C 0

1)).

Afirmación 4) C 0
2 y C 0

1 tienen la misma combinación.
Ya que como C2 y C1 no tienen la misma combinación, por la obser-

vación 7 se tiene que b1
t

2 V 1
m

y d2
t

2 V 2
m+1 para todo t 2 {1, . . . , s} y con

m 2 {1, 2}, ya que las flechas b1
t

! d2
t

para toda t 2 {1, . . . , s}, pertenecen
a (D1, D2) en el ciclo C2.

Por construcción de C 0
1, la flecha b1

t1
! d2

t2
(flecha que anteriormente

no pertenećıa a C1) es una flecha que va de D1 a D2 en la primer vuelta
de C 0

1, y como b1
t1

es un b1
t

en el ciclo C2, para algún t1 2 {1, . . . , s} y d2
t2

es un d2
t

en el ciclo C2, para algún t2 2 {1, . . . , s}, por lo anterior se sigue
que b1

t1
2 V 1

m

y d2
t2

2 V 2
m+1.

Por otra parte, por construcción de C 0
2 la flecha e11 ! f2

1 en C 0
2 va de

D1 a D2 en la primer vuelta de C 0
2 y como e11 era un b1

t

en C2 para alguna
t 2 {1, . . . , s} y f2

1 era un d2
t

en C2 para alguna t 2 {1, . . . , s}, se sigue
que e11 2 V 1

m

y f2
1 2 V 2

m+1.
Por lo tanto existen flechas b1

t1
! d2

t2
en C 0

1 y e11 ! f2
1 en C 0

2, tal que
b1
t1

junto con e11 están en V 1
m

, y d2
t2

con f2
1 están en V 2

m+1, para algún
m 2 {1, 2}, es decir, C 0

1 y C 0
2 tienen la misma combinación.

Por lo que C 0
1 y C 0

2 tienen un par bueno de flechas. Por lo tanto D es
hamiltoniana.

Por lo tanto D es hamiltoniana.

Teorema 10. Consideremos C = (w0, . . . , wn

= w0) un ciclo y D1,

. . . , D
n

digráficas bipartitas ordenadas semicompletas fuertemente cone-

xas ajenas. Sea D la P-composición C[D1, . . . , Dn

]P .
D es hamiltoniana si y sólo si posee un factor de ciclos y es fuerte-

mente conexa.

Demostración. Primero supongamos que D es hamiltoniana, D posee un
ciclo que pasa por todos sus vértices, por lo que D posee un factor de un
ciclo y es fuertemente conexa.
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D1 D2 D3 D4

D1 D2 D3 D4

C 0
2

C 0
1

Figura 4.13:

Ahora, supongamos que D posee un factor de ciclos. Por demostrar
que D es hamiltoniana

Procedemos a demostrarlo por inducción sobre el número de ciclos que
posee el factor de ciclos.

Si k = 1, entonces D es una digráfica hamiltoniana pues existe un ciclo
C1 = (u0, . . . , uk�1, u0) que pasa por todos los vértices de D.

Si k = 2, entonces D es hamiltoniana, pues si n es impar por Lema 5
se tiene que D es hamiltoniana. Si n es par por Lema 7 se sigue que D es
hamiltoniana. Por lo tanto D es hamiltoniana.

(Hipótesis inductiva) Si D posee un factor de k ciclos, con k � 2,
entonces D es hamiltoniana.

(Paso inductivo) Supongamos que D tiene un factor de k + 1 ciclos.
Veamos que D es hamiltoniana.

Sean C1, C2, . . . , Ck+1 los ciclos que forman el factor de ciclos en D.
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Caso 1) Si cada ciclo está contenido en un solo sumando, entonces por
Lema 6 D es hamiltoniana

Caso 2) Existe un ciclo C
i

que pasa por todos los sumandos y existe
un ciclo C

j

que está contenido en un solo sumando, entonces por el Lema
1, existe un ciclo C 0 tal que V (C 0) = V (C

i

) [ V (C
j

), por lo que D posee
un factor de k ciclos, entonces por hipótesis inductiva D es hamiltoniana.

Caso 3) Cada ciclo del factor pasa por todos los sumandos.
Como k � 2, entonces k + 1 � 3. Veamos que existen ciclos del factor

C
i

y C
j

que tienen la misma combinación.
Supongamos por contradicción que por cada par de ciclos distintos

del factor C
i

y C
j

, no tienen la misma combinación. En particular C1 y
C2, entonces para cada flecha x1 ! y1 2 (D1, D2) en C1 y cada flecha
x2 ! y2 2 (D1, D2) en C2, se tiene que x1, y2 2 V

l

y x2, y1 2 V
l+1, con l

módulo 2.
Por otra parte, C2 y C3 tampoco tienen la misma combinación, por

lo que para cada flecha x2 ! y2 2 (D1, D2) en C2 y para cada flecha
x3 ! y3 2 (D1, D2) en C3, se tiene que x3 2 V

l

y y3 2 V
l+1, pues

x2 2 V
l+1 y y2 2 V

l

con l módulo 2.
Por lo que C1 y C3 tienen la misma combinación, lo cual es una con-

tradicción. Por lo tanto existen dos ciclos del factor C
i

y C
j

que tienen
la misma combinación, entonces por la Observación 6 , C

i

y C
j

tienen un
par bueno de flechas, por lo que por la Proposición 1 existe un ciclo C 0

tal que V (C 0) = V (C
i

) [ V (C
j

); aśı se tiene que D tiene un factor de k
ciclos, por lo que por hipótesis inductiva D es hamiltoniana.

Por lo tanto D es hamiltoniana.
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