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RESUMEN

CUANTIZACION TOPOLOGICA DEL HOYO NEGRO DE REISSNER-NORDSTROM

Luis Daniel Soto Lastiri
Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Auténoma de México
Maestro en Ciencias (Fisica)

Este trabajo de tesis consiste basicamente en aplicar el método de Cuantizacion Topoldgica al sistema gravita-
cional clésico descrito por la métrica de Reissner-Nordstrom. En la primera parte de esta tesis se deriva la solucién de
Reissner-Nordstrém (R-N) y se estudian las propiedades geométricas de esta solucién, poniendo especial énfasis en
la estructura del espaciotiempo fuera y dentro del horizonte de eventos. También se construye la maxima extensién
analitica de este espaciotiempo (coordenadas de Kruskal-Szekeres) y se analiza R-N en coordenadas isotrépicas. En
el capitulo siguiente se introduce lo que es en si el formalismo de Cuantizacién Topolédgica y se enuncia y demuestra
el teorema en el que se basa este formalismo (Teorema Bésico de Cuantizacién Topoldgica), particularizdndolo
al caso de campos gravitacionales con simetria de norma U(1) y simetria espaciotemporal SO(3,1). Mds aun, se
introduce el concepto de espectros topoldgicos, los cuales son relaciones funcionales entre los pardametros fisicos
que describen al sistema cldsico y niimeros enteros, y se dice cémo calcularlos. Posteriormente, en el capitulo sub-
secuente se aplica este formalismo a la configuracién clasica que nos interesa, esto es, al hoyo negro de R-N y se
obtienen los espectros topoldgicos tanto para el grupo U(1) como para el grupo SO(3,1). También se analiza la
versién euclidiana de R-N y se obtiene el respectivo espectro topolégico tomando como grupo de simetria el grupo
SO(4). Con estos espectros (U(1) y SO(4)) se obtienen relaciones de discretizacién para los pardmetros fisicos que
describen a la solucién clésica, es decir, se discretizan la masa M y la carga eléctrica (). Finalmente, en el dltimo
capitulo, se hace un breve resumen de la termodindmica de hoyos negros asi como de las leyes mecanicas que rigen
estos sistemas gravitacionales, enfocaAndonos al caso de R-N. Més aun, con la férmula de Bekenstein-Hawking que
relaciona la entropia de un hoyo negro con el drea del horizonte de eventos (S = A/4), se obtiene una discretizacién
para la entropia de los hoyos negros (euclidianos) de R-N.






ABSTRACT

TOPOLOGICAL QUANTIZATION OF THE REISSNER-NORDSTROM BLACK HOLE

Luis Daniel Soto Lastiri
Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Auténoma de México
Maestro en Ciencias (Fisica)

This thesis work consists basically in applying the method of Topological Quantization to the classical grav-
itational system described by the Reissner-Nordstrom metric. In the first part of this thesis, it is derived the
Reissner-Nordstrom (R-N) solution and studied the geometric properties of it, paying special attention to the struc-
ture of spacetime outside and inside the event horizon. It is also constructed the maximal analytical extension of
this spacetime (Kruskal-Szekeres coordinates) and analyzed R-N in isotropic coordinates. In the next chapter, it
is introduced the formalism of Topological Quantization and it is stated and proved the theorem in which this
formalism is based on (Basic Theorem of Topological Quantization), particularizing it to the case of gravitational
fields with U(1) gauge symmetry and SO(3, 1) spacetime symmetry. Furthermore, the concept of topological spectra
is introduced, which are functional relations between the physical parameters describing the classical system and
integer numbers, and it is noted how to calculate them. Later on, in the next chapter, we apply this formalism to
the classical configuration we are interested in, this is to say, to the R-N black hole, and obtain the topological
spectra for the U(1) gauge group as well as for the SO(3,1) group. Moreover, we analyze the euclidian version of
R-N and calculate the corresponding topological spectrum taking the group SO(4) as the symmetry group. With
these spectra (U(1) y SO(4)) we obtain discretization relations for the physical parameters entering the classical
solution, namely, the mass M and the electric charge @) are discretized. Finally, in the last chapter, we make a short
summary of black hole thermodynamics and the mechanical laws that rule these gravitational systems, putting
special emphasis in the R-N case. Even more, with the help of the Bekenstein-Hawking formula that relates the
entropy of a black hole to the event horizon area (S = A/4), we obtain a discretization for the entropy of the
(euclidian) R-N black holes.
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Capitulo 1

Introduccion

La Teoria de la Relatividad General formulada por Albert Einstein en 1915 es, a mi parecer, la teoria fisica
mas hermosa que existe hasta el momento. Parte de su belleza reside en el hecho que relaciona las propiedades
geométricas del espaciotiempo con la distribucion de materia y energia que existe en él.

Inmediatamente después de que Einstein propuso su teoria, diversos cientificos, entre ellos matemaéticos y fisicos,
empezaron a buscar soluciones a las ecuaciones que describen la Relatividad General, tal es el caso de Schwarzschild,
quien en 1916 [39], encontré la primera solucién exacta no trivial, la cual describe el campo gravitacional en la regién
exterior a un cuerpo con masa M, estatico y con simetria esférica.

Poco tiempo después, y de forma independiente, el matemético Hans Reissner (1916) [34] y el fisico tedrico
Gunnar Nordstrom (1918) [30], encontraron otra solucién exacta, pero en este caso, que describia el campo gravita-
cional de un objeto eléctricamente cargado, con simetria esférica y masa M. Esta solucién, conocida como métrica
de Reissner-Nordstrom, no es de vacio, ya que ademads del campo gravitacional presente, también existe un campo
electromagnético que es la fuente de energia y momento. Es justo esta solucién la que sera el objeto principal de
estudio en esta tesis.

Existe otra solucién de vacio que es exacta, la cual fue descubierta mucho tiempo después por el matemaético
neozelandés Roy Kerr en 1963 [17], v que describe el campo gravitacional exterior a un objeto con masa M, con
simetria axial y momento angular J. Esta solucién fue generalizada por el fisico americano Ezra Ted Newman en
1965 [29] en la que el objeto también posee carga eléctrica, y la cual es conocida como solucién de Kerr-Newman.
Dentro de estas soluciones discutidas, la de Kerr-Newman es la mas general pues se reduce a las otras tres soluciones,
es decir, a Schwarzschild, Reissner-Nordstrom y Kerr, en los limites adecuados.

Anélisis de estas soluciones exactas conllevan, entre otras regiones, a la prediccién de regiones de no escape,

conocidas como hoyos negros, los cuales estan entre los mas sorprendentes ejemplos de objetos astrofisicos que
existen en el Universo. Si bien es cierto que los hoyos negros tienen caracteristicas muy peculiares y unicas que
pueden ser descritas cldsicamente por la Relatividad General (dejando de lado las singularidades que no pueden ser
explicadas por esta teorfa), e incluso a nivel semiclésico con ayuda de la Teorfa Cudntica de Campos (QFT por sus
siglas en inglés) se ha podido entender, entre otros fenémenos, el proceso de radiacién de Hawking [14], también es
cierto que a nivel cuantico no se ha podido obtener una descripcién satisfactoria que, por un lado, reproduzca lo
que ya conocemos a nivel cldsico y, por otro lado, encuentre las piezas faltantes al gran rompecabezas que es nuestro
Universo y explique los fendmenos que solo una teoria cuantica de la gravedad podria proporcionar.
Una de estas piezas faltantes es el explicar, desde un punto de vista microscépico bajo el tratamiento de la fisica
estadistica, la entropia de los hoyos negros. Se sabe que a nivel macroscépico la entropia S de Bekenstein-Hawking
de un hoyo negro viene dada por S = A/4, donde A es el drea del horizonte de eventos, sin embargo, a nivel
microscépico, ain no se tiene una teoria que pueda explicar los grados de libertad responsables de esta entropia.
Otro problema que se cree se puede arreglar teniendo disponible una teoria cudntica de la gravedad es el hecho de
que las singularidades de curvatura! que aparecen en las soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein pueden
desaparecer si dicha teoria estd disponible [7].

Sabemos que en la naturaleza existen al menos tres campos fundamentales: el campo fuerte, el campo débil y el
campo electromagnético, los cuales describen, de forma muy precisa, los fenémenos que presenciamos actualmente.
La descripcién de estos tres campos se ha logrado unificar en una sola teoria cudntica, conocida como el Modelo
Estandar de Particulas Elementales, y la cual es, sin duda, uno de los méas grandes logros que se ha hecho en fisica

1Se dard su definicién en el capitulo 2.
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tedrica. No obstante, existe otro campo que tiene caracteristicas muy especiales y distintas a las de los campos del
Modelo Estandar, no sélo porque sus efectos son muy pequenos, sino también porque se necesitan grandes canti-
dades de energia y/o materia para medir tales efectos. Este campo es el campo gravitacional, y, desde hace poco
mas de 80 anos, cuando los dos grandes pilares de la fisica moderna: Relatividad General y Mecanica Cuédntica ya
estaban formulados, se han propuesto diversas teorias que buscan cuantizarlo y asi tener una Teoria Unificada, o
mejor dicho, una descripcién completa de los que se cree que sélo existen 4 campos fundamentales.

Teorfas como Cuantizacién por Deformacion, Cuantizacion Canodnica, Geometria No-Conmutativa, Loop Quan-
tum Gravity (LQG) y Teoria de Cuerdas son de las mas destacadas en este afin por encontrar una teoria cudntica
de la gravedad. Dentro de estas teorfas, LQG y Teorfa de Cuerdas? son las que encabezan esta lista en el sentido
de la cantidad de gente que hay trabajando en ellas. A pesar de que estas teorias tienen caracteristicas atractivas
que hacen que sean posibles candidatas para una teoria cuantica de la gravedad, no hay hasta el momento alguna
indicacion que nos diga cudl es la teoria correcta y, lo que es atn peor, no hay mucha evidencia observacional que
nos guie hacia la biisqueda de ella. El verdadero problema de encontrar tal teoria, ademas de que existen inconsis-
tencias matemaéticas y problemas técnicos que dificultan la cuantizacién, es el hecho de que no se sabe, a un nivel
fundamental, qué significa cuantizar el espaciotiempo.

Como es discutido por Carlip [7] y Rovelli [36], entre los varios problemas que surgen al querer cuantizar la gravedad
estdn: el problema del tiempo (el tiempo juega un papel especial en la teorfa cudntica (candnica) ya que determina
la eleccién de las posiciones y los momentos candénicos y ademas sirve para fijar la normalizacién de la funcién de
onda; en cambio, en Relatividad General, el tiempo es una coordenada mas y no hay preferencia de él sobre las
coordenadas espaciales)?; el problema de la reconstruccién (se cree que las observables en gravedad cuantica deben
respetar la simetria fundamental de la Relatividad General, esto es, invariancia ante difeomorfismos, y por tanto,
deben ser constantes de movimiento no locales. Si se llegara a encontrar un conjunto de observables, atin deberiamos
averiguar ¢cémo reconstruir la descripcién local estandar como el limite cldsico); el posible hecho de que a pequenas
escalas, por debajo de la longitud de Planck, el principio de incertidumbre deba ser modificado (esto conduciria
a que los calculos basados en teoria de perturbaciones hechos en teoria cuantica de campos ordinaria no tuvieran
sentido, si es que tratamos a la Relatividad General como una teorfa cudntica de campos), ademés de que se cree
que la topologia del espaciotiempo puede ser sujeta a fluctuaciones cuanticas, resultando en una “espuma” de espa-
ciotiempo microscépica “spacetime foam”; el problema de asignarle una funciéon de onda al Universo que surge de
la necesidad de entender la cosmologia cudntica, es decir, la mecanica cudntica del Universo como un todo (al hacer
esto, uno no podria hacer la distinciéon usual entre un observador y lo que es observado, replanteandose preguntas
como: jcudndo las funciones de onda colapsan? o jqué es lo que hace especial a un observador en la teorfa cudntica?).

Asf pues, dados estos problemas (entre los més importantes), y los diversos intentos no del todo satisfactorios
para cuantizar el campo gravitacional, Hernando Quevedo Cubillos junto con Leonardo Patino Jéidar, en 2005,
propusieron una teoria alternativa basada en topologia y geometria diferencial, llamada “Cuantizacién Topolégica”
[31], con la cual, a partir de ciertas construcciones geométricas (haces fibrados principales), es posible obtener
una discretizacién de los parametros fisicos que describen la configuracién clésica® de un sistema fisico dado. Por
ejemplo, para el caso que nos interesa que es la configuracién gravitacional cldsica de Reissner-Nordstrom, se espera
obtener una discretizacion de los parametros de la masa M y la carga eléctrica () que aparecen en el espaciotiempo
solucién de la teorfa de Einstein-Maxwell. A esta discretizacién que relaciona los pardmetros fisicos con un nimero
entero se le conoce como espectro topoldgico. El espectro topoldgico asociado a una configuracion clasica particular
se puede obtener, basicamente, de dos formas:

1. Mediante regularizacién de la conexion: este método consiste en considerar, ya sea la conexién métrica o
la conexién asociada al campo de materia, y remover, mediante transformaciones de norma, las regiones
donde dicha conexién es singular. Condiciones de unicidad sobre las funciones de transiciéon que relacionan
las conexiones transformadas® son las que conllevan al espectro topolégico. Si la conexién es regular en todo
punto, entonces decimos que no existe condicién de cuantizacién.®

2Para una introduccién bastante completa a la Teoria de Cuerdas consultar, por ejemplo, [32]. Para LQG puede consultarse [35].

3Para una discusién a fondo del problema del tiempo asi como el papel que juega éste en la Cuantizacién Canédnica y en la teoria de
la Relatividad General, ver [21].

4La definicién de configuracién clisica se establecerd més adelante en el capitulo 3.

5Por conexiones transformadas se debe de entender a aquéllas obtenidas a partir de la conexién original al aplicar transformaciones
de norma.

6Vale la pena mencionar en este punto que se hard referencia indistintamente de aqui en adelante al término discretizacién como
cuantizacién y viceversa, teniendo en mente que cuantizar, en el sentido estricto, significa tener basicamente tres cosas: observables,
estados cudnticos y evolucién de dichos estados.
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Calculando el invariante topolégico asociado al haz fibrado principal: dependiendo del grupo de simetria que
se tome como la fibra estdndar en el haz fibrado principal, es el tipo de invariante que caracteriza al sistema
fisico. Se conoce [24] que en el caso en que la fibra estdndar es el grupo de simetria O(N), el invariante
topoldgico correspondiente es la clase caracteristica de Pontrjagin; si la fibra es el grupo SO(N), el invariante
topoldgico es la clase caracteristica de Euler, y si la fibra es el grupo U(N), entonces el invariante topoldgico es
la clase caracteristica de Chern. El espectro topoldgico, pues, se obtiene al aplicar el Teorema de Gauss-Bonet
a la clase caracteristica respectiva [24, 11, 19].

En esta tesis aplicaremos el primer método, esto es, el método de regularizacion de la conexién, para tratar de
cuantizar el hoyo negro de Reissner-Nordstrom. Con esto en mente, esta tesis se organiza de la siguiente manera:

En el capitulo 2 se hace un anilisis de las propiedades geométricas de la solucién de Reissner-Nordstrom
(R-N) y se hace énfasis en la estructura del espaciotiempo fuera y dentro del horizonte de eventos. También se
discute la diferencia entre singularidades de curvatura y singularidades coordenadas, y se particulariza al caso
de R-N. En la seccién 2.2 se obtiene el espaciotiempo de R-N en coordenadas de Kruskal-Szekeres, las cuales
corresponden a la maxima extensién analitica de dicho espaciotiempo. En la seccién 2.3 se discute la métrica
de R-N en coordenadas isotrépicas y se observa que, en efecto, existe un puente de Einstein-Rosen [42, 40]
en esta solucién, y el cual se puede ver de forma muy directa en el diagrama de Penrose-Carter asociado a la
méxima extension analitica de R-N.

En el capitulo 3 se introduce el método de Cuantizacion Topoldgica y se explican las condiciones generales
que se deben satisfacer para poder aplicarlo. También se demuestra a detalle el teorema en el cual se basa este
método, llamado Teorema Bésico de Cuantizacién Topolégica (Teorema 3.2), enfocdndolo al caso de
sistemas gravitacionales electromagnéticos con simetria de norma U (1) y simetria espaciotemporal SO(3,1).
Este teorema es de fundamental importancia en el proceso posterior para la cuantizacién del sistema cldsico
ya que hace referencia a la existencia y unicidad de un haz fibrado principal que, geométricamente, contiene
toda la informacién de la configuracion clasica asociada a nuestro sistema fisico.

En el capitulo 4 se calcula el espectro topoldgico del hoyo negro de Reissner-Nordstrom utilizando como fibra
estdandar el grupo de norma U(1), asi como también el grupo de simetria SO(3,1). Se explora también la
version euclidianda de R-N y se calcula el respectivo espectro topoldgico utilizando como grupo de simetria
el grupo SO(4). Como consecuencia de los espectros topoldgicos, se analiza la forma que deben tener los
parametros fisicos de masa M y carga eléctrica ) que aparecen en la solucién de R-N. El calculo detallado de
estos espectros asi como el andlisis de los mismos es discutido en este capitulo.

En el capitulo 5 se hace un breve repaso de las leyes clasicas de la mecanica de hoyos negros y se establece
su relacion con aquéllas de la Termodindmica usual a partir de la férmula de Hawking S = % También se
discute la segunda ley generalizada de la Termodindmica de hoyos negros. Posteriormente se calcula, a partir
de los espectros topoldgicos (euclidianos) obtenidos en el capitulo 4, el espectro topoldgico para la entropia, o
equivalentemente, para el area del horizonte de eventos del hoyo negro de Reissner-Nordstrom, y se discuten
los posibles valores que puede tomar esta entropia en base a los valores de ciertos niimeros enteros.

Finalmente, en el capitulo 6 se establecen las conclusiones de este trabajo y se exponen las ventajas de utilizar
este método de Cuantizacion Topoldgica como una teoria alternativa de cuantizacion.

Ademsds de la parte principal de este trabajo de tesis donde se desarrollan los aspectos tedricos asociados
con las propiedades geométricas de la soluciéon de Reissner-Nordstrom asi como también con el método de
Cuantizacion Topoldgica, y los calculos de los espectros topoldgicos con el método antes mencionado por
medio de regularizacion de la conexién y su relacién con la termodindmica de hoyos negros, especificamente
con el hoyo negro de R-N, se anexan dos apéndices los cuales estdn organizados de la siguiente manera:

En el Apéndice A se hace una demostracion detallada de la forma que debe de tener la funcién de transicién
(la cual se ocupa en el célculo del espectro topoldgico) que relaciona dos conexiones transformadas, obtenida
cada una de ellas al remover alguna de las singularidades en la conexién original mediante una transformacién
de norma.

En el Apéndice B se hace el calculo explicito de la gravedad superficial para el caso del hoyo negro de
Reissner-Nordstrom, la cual es un ingrediente muy importante en el analisis de la termodinamica de este
sistema gravitacional.






Capitulo 2

Métrica de Reissner-Nordstrom

La métrica de Reissner-Nordstrém es una solucién exacta con simetria esférica e invariancia ante traslaciones
temporales (estédtica) de las ecuaciones de Einstein en presencia de un campo electromagnético, caracterizada por
dos pardmetros: la masa M y la carga eléctrica Q.! A diferencia de la solucién de Schwarzschild que es una solucién
de vacio, en este caso, dado que la fuente posee carga eléctrica, ya no se habla més de ello. Para obtener la métrica
de Reissner-Nordstrom partimos de las ecuaciones de Einstein [44]:

1
R, — §9WR = 8Ty, , (2.1)

donde T}, es el tensor de energia-momento asociado al campo electromagnético y donde se han utilizado unidades

en las cuales la constante de la gravitacién universal G y la velocidad de la luz ¢ son iguales a 1. Este estd dado
por:

1 1 .
T = £ (FWFI/’ — 19 FpaF? ) : (2.2)

con F,, = 9,A, — 0,A, el tensor de campo electromagnético (la intensidad de campo) y A, el cuadrivector

potencial. Ahora bien, haciendo uso de la simetria esférica del problema, podemos escribir la métrica g,,,, solucién
a (2.1), de la siguiente forma [9]:

ds® = g datde” = —e** D dt? 4 2D dr? 4 12 (d6? + sin® 0do?) (2.3)

donde «(r,t) y B(r,t) son funciones a determinar a partir de las ecuaciones de campo. Veamos que es posible reducir
la ecuacién (2.1) para el caso del tensor de energia-momento dado en (2.2). Calculando la traza de (2.1) obtenemos:

R=—87T, (2.4)

donde R = g"" R, = R} es el escalar de Ricciy T' = ¢"T),, = T,," es la traza del tensor de energfa-momento.
Por tanto, las ecuaciones de Einstein se pueden reescribir en la formas:

1
R,, =8r (T;w - 2g,“,T> . (2.5)

Sin embargo, es facil ver que T' =0, ya que T =T, /" = ﬁ (F me — i(SH“FpUW) = 0. Esto permite simplificar la

1p
ecuacién (2.5), obteniéndose:
Ry = 87T, . (2.6)

Esta es justo la ecuacién de Einstein que se debe resolver. No obstante, ademds de satisfacer (2.6), la solucién
también debe satisfacer las ecuaciones de Maxwell:

VR =0, (2.7)

VoM 4V, F" + V,F7" =), (2.8)

LConsideraremos que la fuente no posee carga magnética P debido a que no se han observado monopolos magnéticos en la naturaleza,
por lo que dnicamente serd relevante la carga eléctrica Q.
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Claramente las ecuaciones de Einstein y las ecuaciones de Maxwell estdn acopladas, ya que el tensor de campo
electromagnético [, aparece en las ecuaciones de la gravitacién en el término del tensor de energia-momento 7,
(como en ecuacién (2.2)), mientras que las componentes de la métrica g,, aparecen en las ecuaciones de Maxwell
a través de la derivada covariante V,, (ecuaciones (2.7) y (2.8)).

Dadas la simetrias impuestas sobre nuestra solucién (simetria esférica y que la fuente del campo F),, es una carga
eléctrica puntual), podemos escribir el cuadrivector potencial como A, = (®(r),0,0,0), donde ®(r) = % es el
potencial electrostético, siendo () la carga eléctrica total de la fuente. De aqui se sigue que el campo F),, estd dado

por:

: (2.9)

o
S oo
o o oo
o O oo

con E(r) = % la componente radial del campo eléctrico.
A partir de esta F},, es inmediato calcular las componentes del tensor de energia-momento. Asi pues, de acuerdo a
(2.2) y utilizando la métrica (2.3), resulta:

Q262a(7‘,t)

0 0 0
1 0 @ 0
Ty = — G 2 (2.10)
4m 0 0 20
0 0 0 Qpinto

Es facil corroborar, como vimos unas lineas arriba, que la traza del tensor de energia-momento es cero. Para ello
calculamos las componentes mixtas de T},,, es decir, T},":

2
-2 0 0 0
1 0o - 0 o0
TV — ¢°vT o= — 2rd 2.11
N g 12 47_[_ 0 O % 0 9 ( )
o o0 o0 %

¥, sumando sobre la diagonal, obtenemos el resultado deseado (7" = 0).

Por tanto, todo se reduce a resolver ecuacién (2.6) con T, como en (2.10), y R, se obtiene de la manera usual al
contraer el segundo con el cuarto (o equivalentemente el primer con el tercer) indice del tensor de Riemann, es decir:
9°’Ryupve = R,,," = Ryy. La solucién a dichas ecuaciones viene dada por la 4-métrica de Reissner-Nordstrom:

oM Q?

2
ds® = g da’da” = — <1 -+ ) dt? + ( dr
1

2 2
P 7M+%2) +rdQ?, (2.12)

T

con d0? = df? + sin® 0dp?.

2.1. Propiedades Geométricas de la métrica de Reissner-Nordstrom

Si definimos A como A = r? — 2M7r + Q? podemos escribir la métrica de Reissner-Nordstrém de la siguiente
manera:
ds* = —éahf2 + ﬁdrz + r2d0? (2.13)
r2 A ' ’
Esta métrica tiene una singularidad de curvatura (esencial) en r = 0, como se puede constatar al calcular el escalar
de Kretschmann K = Ry, R*"P7 (ver seccién 2.2), y singularidades coordenadas cuando A = 0, es decir, cuando
r=ry = M+ /M2 — Q2. Claramente existen tres casos diferentes, dependiendo de los valores relativos de M y

Q.

= ler. caso (M < |Q|): los r1 son imaginarios y ningiin horizonte cubre a la singularidad en r = 0. Se
dice entonces que se tiene una singularidad desnuda. De acuerdo a la conjetura de la censura césmica [40],
no existen en la naturaleza tales singularidades en el caso de colapso gravitacional. Ademds, esta condicién
(M < |Q|) es muy dificil de lograr a nivel astrofisico, ya que la fuerza gravitacional es mucho mayor que la
fuerza eléctrica a esas escalas. Por esta razon, este caso se considera no-fisico.
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= 2do. caso (M = |Q|): se tiene un hoyo negro de Reissner-Nordstrém extremo con un tnico horizonte de
eventos en 7 = M. En este caso extremo, la métrica (2.12) toma la forma:

2 2
ds? = —[1— M di® + _dr +r2d02?. 2.14
M 2
r 1

T

= 3er. caso (M > |Q]): existen dos horizontes de eventos en r = ry. Las hipersuperficies a r constante son
nulas cuando ¢"" = % =0, i.e., cuando A = 0. Por tanto, 1 son hipersuperficies nulas (en concordancia con
el hecho de que son horizontes de eventos). Cabe destacar, ademds, que cuanto més grande es la carga del hoyo
negro (a M fija) los horizontes son més cercanos entre si, hasta llegar al caso extremo descrito anteriormente
donde sdlo existe un horizonte de eventos.

A
2

La figura (2.1) muestra la forma de la funcién f(r) = 5 para estos tres casos:

ol

Figura 2.1: Forma de la funcién f(r) para los casos: a) M? < Q*, b) M? = Q% y ¢) M? > Q2. En el caso a) se
tomé M =5, Q@ =38;enelbd), M =8, Q=28;y finalmente en el ¢), M =8, Q =5.

2.2. Singularidades de curvatura (esenciales) vs. Singularidades coor-
denadas

Antes de hablar de las singularidades de curvatura como de coordenadas, debemos decir que uno de los principales
“déficits” de la Teoria de Einstein es precisamente el que la descripcion clasica de la Gravitacién y la materia no
es valida justo en la vecindad de las singularidades del espaciotiempo, incluyendo a las mismas singularidades.
Ademaés, una definicién concreta y general de singularidad es muy dificil darla ya que sélo en casos muy especificos
de soluciones de las ecuaciones de Einstein (soluciones con un alto grado de simetria) es posible afirmar si una
singularidad es de curvatura o de coordenadas. No obstante, existen los conocidos Teoremas de Singularidad en
Relatividad General [44, 15], los cuales prueban, que en efecto, las singularidades son caracteristicas reales y genéricas
de soluciones cosmolégicas y que colapsan. Si bien es cierto que estos teoremas dan muy poca informacién de
la verdadera naturaleza de las singularidades, ellos muestran que modelos tales como el “Universo que Rebota”
no-singular (nonsingular Bouncing Universe) son incompatibles con la Relatividad General, a menos que ciertas
condiciones de energia sean satisfechas por la materia y otras condiciones se cumplan en el espaciotiempo.

Existen varios criterios para caracterizar a las singularidades, como el descrito por Wald [44], el cual asocia la
incompletez de geodésicas nulas y tipo tiempo con la presencia de singularidades. Es justo esta nocién de incompletez
de geodésicas el que es utilizado en los Teoremas de Singularidad. Sin embargo, dadas las simetrias del caso que
estamos analizando (solucién de Reissner-Nordstrom), es suficiente caracterizar a las singularidades de acuerdo a si
ellas dan lugar a escalares asociados con la curvatura divergentes o si ellas pueden ser removidas mediante cambios
de coordenadas. Asi pues, tomaremos la siguiente prescripcién para decir si una singularidad es de curvatura o sélo
de coordenadas:

Las singularidades de curvatura, también llamadas geométricas o esenciales, son aquellas regiones del espaciotiempo
donde cantidades invariantes escalares, asociadas generalmente con la curvatura y utilizadas para medir la intensidad

7
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del campo gravitacional, son infinito, y por ser cantidades invariantes, no dependen del sistema de coordenadas en el
que nos encontremos. Asi pues, podemos decir que las singularidades de curvatura son inherentes al espaciotiempo
en cuestion y no pueden ser removidas de ninguna forma por cambios de coordenadas. Una forma de determinar
estas singularidades de curvatura asociadas a un espaciotiempo dado es calculando cantidades invariantes formadas
a partir de contracciones del tensor de curvatura, tales como el escalar de Ricci (R = ¢" R, = 9" ¢”° Rypvo) O
el escalar de Kretschmann (definido como K = R,,,,-R''?7), de tal forma que justo los puntos en donde estos

escalares divergen determinan dichas singularidades. En el caso del espaciotiempo de Reissner-Nordstrom, el escalar
8(7Q*—12M Q%*r+6M3r?)
r8

de Ricci es cero. Sin embargo, al calcular el escalar de Kretschmann: K =
que en 7 = 0 existe, en efecto, una singularidad de curvatura.

Por otro lado, existen singularidades coordenadas, las cuales son puntos del espaciotiempo donde la métrica no
estd bien definida, sin embargo, en este caso, estas singularidades son dependientes del sistema coordenado en el
que nos encontramos. Dicho de otra forma, en un cierto sistema de coordenadas, digamos S, la métrica puede
tener ciertos puntos singulares, pero bajo un cambio apropiado de coordenadas es posible que la métrica, en este
nuevo sistema de coordenadas, S’, ya no tenga mds dichos puntos singulares. Se habla entonces de singularidades
coordenadas. Apliquemos estos conceptos a la métrica de Reissner-Nordstrom (2.12), o equivalentemente a (2.13),
y veamos que, en efecto, r = r_ y r = r; son singularidades de coordenadas. Para ello, definimos la coordenada

. 2 s ‘
tortuga r* por medio de dr* = Tdr = 7(1 M‘i: Qg) , cuya solucién estd dada por:
T T2

1 — 1 —r_
R S (Irr+|> PRI (|7“7“|> ,
2K 4 i 2K _ r_

son las gravedades superficiales de los horizontes 4, respectivamente.? Ahora introducimos

, nos damos cuenta

donde ki = (ré;; )

las coordenadas radiales nulas v, u como:
v=t+71", u=t—r", (2.15)
de tal forma que la métrica de Reissner-Nordstrém en las coordenadas avanzadas de Eddington-Finkelstein (v, r, 6, ¢)

€es:

A
ds? = 7ﬁdv2 + 2dvdr + r2dQ? . (2.16)

Es en estas coordenadas donde el cardcter no singular Vr > 0 se manifiesta explicitamente, en particular para
r = r4. Por tanto, hemos demostrado que las coordenadas avanzadas de Eddington-Finkelstein, con ayuda de la
coordenada tortuga r*, son capaces de remover las singularidades que existian en (2.13), y en consecuencia, r = r4
son singularidades coordenadas.

2.3. Maxima extensién analitica del espaciotiempo de
Reissner-Nordstrom

Para hacer un andlisis més apropiado de la estructura del espaciotiempo de Reissner-Nordstrém es conveniente
utilizar las coordenadas U*, V* definidas por:

U+ = —exp(—k+u), VE = exp(rkiv), (2.17)

donde u, v son las coordenadas radiales nulas definidas en (2.15). A las coordenadas U+, V* se les llama coordenadas
de Kruskal-Szekeres.
Para el signo +, la métrica de R-N queda escrita como:

K

+

i) (o (0

d52 _ _7’;;’ eXP( r2f‘f/+71) <7/= T - > dU+dV+ + T2dQ27 (218)
+ - .

donde r(UT, V™) estd determinada implicitamente por la ecuacién:

K

UTV* = — exp(2k47) (T - T*) (r - T‘>£ . (2.19)

T4+ r—

2La definicién de gravedad superficial asi como el célculo explicito de ella para el caso de los hoyos negros de Reissner-Nordstrom se
puede encontrar en el Apéndice B.



2.8. Madazima extension analitica del espaciotiempo de
Reissner-Nordstrom

Estas coordenadas no cubren la regién r» < r_ debido a la singularidad coordenada en 7 = r_ y a que UTV™ es
complejo para r < r_. Noétese, ademas, que el dominio de u, v es —o0 < u, v < 00, y por tanto, el dominio de
Ut es —oo < Ut <0yelde VT es 0 < VT < oco. No obstante, el dominio de UT y VT se puede extender a
—o00 < UT, V* < o0, ya que las expresiones (2.18) y (2.19) siguen siendo vélidas en esta regién. Esta extensién da
lugar a dos pares de regiones isométricas entre si, como puede verse en la figura (2.2):

vt v+

r-<r<ry

I

II

r-<r<ry

“p = const. -

Figura 2.2: Las regiones II son isométricas entre si, al igual que las regiones III. El dominio de r es r— < r, siendo
r_ <r <ry en Il mientras que r > r; en III. 7 = r| es representada sobre los ejes UT y V.

Por otro lado, si ocupamos las coordenadas etiquetadas por el signo —, esto es, U~ y V7, la métrica de R-N se
ve como:

K

9 ror_ exp(—2k_r) Ty (fr_l) o,
ds® = — dU—dV ™ + r4dQ*, (2.20)

K2 72 ry —r

donde, de forma similar, 7(U~, V™) estd determinada implicitamente por la ecuacién:

U™V~ = —exp(—2k_7) (T‘ - T) (” - r)~+ : (2.21)

Mirando cuidadosamente (2.20) y (2.21), nos damos cuenta que las coordenadas U~, V™ cubren el espacio 0 < r <
T4, ya que para r > ry, (2.21) se vuelve compleja. De forma andloga existe una singularidad coordenada en r = r |
como puede verse en (2.20). Cabe destacar que también en este caso una extension a la regiéon —oo < U™, V7~ < 00
es posible, dando lugar a dos pares de regiones isométricas entre si, como puede verse en la figura (2.3):
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r-<r<ry

1

¢ = const. -

Figura 2.3: Las regiones I son isométricas entre si y corresponden a la region 0 < r < r_. Las regiones II son también
isométricas entre si, e isémetricas a las regiones II de las coordenadas (U+, V). Los ejes U™, V= corresponden a
r=r_.

Asf pues, pareciera que si tomamos los dos pares de coordenadas: {UT,V*} y {U~,V~} podria ser posible
cubrir todo el espaciotiempo, sin embargo, la métrica admite una extensiéon analitica, por lo que estos dos pares de
coordenadas no cubren todo el espaciotiempo. No obstante, se puede mostrar que la unién de ambos parches (pares
de coordenadas) es analitica, y que el proceso de unir alternadamente los dos parches infinitas veces produce la
maxima extensién analitica del espaciotiempo. El diagrama de la méxima extensién analitica de Reissner-Nordstrom
se muestra a continuacién (figura (2.4)):

singularidad .~
en r=0 ™

Figura 2.4: Méaxima extensién analitica del espaciotiempo de Reissner-Nordstrém. Las regiones I, II y III se
repiten periédicamente infinitas veces. Nétese, sin embargo, que cada par de regiones cubierto por las coorde-
nadas (U™, V1), es decir, regiones II y III, asi como aquel par de regiones cubierto por las coordenadas (U=, V™),
es decir, regiones I y II, son regiones distintas (aunque isométricas) a la original.
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2.4. Coordenadas Isotropicas para Reissner-Nordstrom

Haciendo el siguiente cambio de variable: r = p+ M + & 24_Q2

escribir de la siguiente manera:

, la métrica de Reissner-Nordstrom (2.12) se puede

by
ds® = — 3

2
a2+ 0 2y a0 2.22
200) = (dp™ + p=dQ27) (2.22)

2272
donde ¥ = [p — (MT;Q) . Las coordenadas (¢, p, 0, ¢) se llaman coordenadas isotrépicas. Claramente en estas co-

ordenadas las hipersuperficies a ¢t = cte son conformalmente planas, como puede verse de (2.22) al hacer dt = 0. Por

otro lado, cabe mencionar que existen dos valores de p (%(—M +7r—+/Q?—2Mr+12)y %(—M +7r4+/Q%—2Mr + r2))

para cada valor de r» > r4 y 0 < r < r_, mientras que p es complejoparar_ <r <rp. Enr=r_ yr=r_, ptiene

\/J\/jz_QQ \/Mz_Qz
2 y - 2

un unico valor dado por
en la figura (2.5):

, respectivamente. Gréaficamente, r como funcién de p, se muestra

30n
25
20
15F
(P4 14)
10fF
(p-12) "t
\\\\\\\\\m\i\\\\\\\\\\\\\\\p
-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 2.5: r como funcién de p para valores de M = 8 y Q = 5. Los puntos (p4,r+) = (@,8 +v39) y
M2—Q?

(p—,r_) = (—@, 8 — v/39) son los puntos fijos correspondientes a la isometrfa p — ==

sy . . s , . . , M2-_0? .
Esta nueva métrica cubre dos regiones isométricas entre si, intercambiadas por la geometria p — Q" Dicho

4p
2 2
de otra forma, la métrica (2.22) es invariante ante el cambio p — 4;Q . Existen dos “puntos” fijos correspondientes
2_02 2_02
a esta isometria, los cuales son p; = @ y p- = —7”M?Q (ver figura (2.5)). El caso que nos interesa es el

de p1, ya que justo este caso es el que da lugar a un puente de Einstein-Rosen (un agujero de gusano conectando

dos universos)3. p. es, de hecho, una 2-esfera fija de radio r = ry = M + /M2 — Q? (a t = cte). Esta 2-esfera es
la de menor radio posible ya que al acercarse desde cualquier lado a r = r4 sobre una hipersuperficie a t = cte, el

/ 2_02
radio de la 2-esfera, a p constante, decrece hasta alcanzar el valor de r = ry en p = % Es justo este valor
de p el cual es el punto medio del puente de Einstein-Rosen que conecta dos secciones espaciales entre las regiones
IIT del diagrama de Penrose-Carter mostrado a continuacién (figura (2.6)):

3Para una discusién de los agujeros de gusano y sus distintas formas, ver, por ejemplo, [42].
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V=

p= 2

2-esfera minima a t=cte.

/ 2_02
Figura 2.6: Diagrama de Penrose-Carter ilustrando la 2-esfera minima (p = MQQ) del puente de Einstein-Rosen

que conecta las regiones III.

El otro “punto” fijo, esto es, p_, también es una 2-esfera pero de radio maximo, ya que al acercarse desde
cualquier lado a r = r_ sobre una hipersuperficie a t = cte, el radio de la 2-esfera, a p constante, aumenta hasta

llegar al valor de r = r_ en p = —7VM;_Q2. En este caso no existe puente de Einstein-Rosen, ya que en el
diagrama de Penrose-Carter estariamos yendo desde una singularidad en r = 0 hasta otra singularidad en » = 0
(conectando las regiones I en el diagrama de Penrose-Carter de la mdxima extensién analitica del espaciotiempo de
Reissner-Nordstrom (figura (2.4))).

Es importante mencionar que la isometria que tenemos presente en estas coordenadas isotrépicas corresponde a
la isometria (U, V) — (=U, —=V) que existe en el espaciotiempo de Kruskal.
Ahora bien, hay una caracteristica mas que hay que notar cuando se quiere calcular la distancia al horizonte r = r.
a lo largo de una curva a t, 6, ¢ constantes desde un radio externo, digamos R > r,. Esta distancia, de acuerdo a
la métrica en coordenadas esféricas (2.12), estd dada por:

_R dr
S_f¢u~mo—r>

T

=\(ry —R)(r_ —R) — %(r+ +r)In(ry —r_) 4+ (ry+r_)In (\/—r+ +R+/—r_+ R) ) (2.23)

la cual tiende a infinito cuando 4 —r_ — 0.

Esto quiere decir que el puente de Einstein-Rosen que conecta las regiones III es infinitamente largo en el limite
extremo r_ — r1, 0 lo que es lo mismo, en el limite |Q| — M. Esto se puede checar, de igual forma, si utilizamos
la métrica en coordenadas isotrépicas (2.22), y calculamos de nuevo la distancia a lo largo de una curva a ¢, 6, ¢

/ 2_02
constantes desde r = r hasta un radio R > r, que en términos de la coordenada p seria desde p = #@ hasta
1(—=M + R+ /Q* — 2MR + R?). La distancia, en este caso, es:

1(—~M+R++/Q?—2M R+ R?)

M M2 _ 2
5= / <1 +—+ 2Q> dp
p 4p
VM2 Q2
2
1
=/Q?>—2MR+ R? — 5Mln(M2 — Q%)+ MIn(—M + R+ /Q? —2MR + R?), (2.24)

la cual, en el limite |Q| — M, también tiende a infinito.

Asi pues, hemos mostrado que tanto en coordenadas esféricas como en coordenadas isotrépicas, la distancia que
existe entre un radio R > r4 y r = ry es infinita en el limite extremo donde los horizontes se juntan.

Un diagrama pictorico del puente de Einstein-Rosen en este limite extremo se ilustra a continuacion, en la figura

(2.7):
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looas|Q|—»M

Figura 2.7: Puente de Einstein-Rosen entre secciones espaciales de las regiones I1I llega a ser infinitamente largo en
el caso de un hoyo negro de Reissner-Nordstrém extremo, es decir, en el limite |Q| — M.
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Capitulo 3

Cuantizacion Topolégica

Como se describié brevemente en la introduccion, este formalismo surge como un procedimiento alternativo de
cuantizacion, basado en propiedades topolégicas que pueden ser extraidas a partir de un haz fibrado principal, el cual
estd asociado a alguna configuracién clasica en particular. Este tipo de métodos basados en la estructura topoldgica
ya han sido estudiados anteriormente en el contexto de diversas configuraciones de monopolos e instantones [11].
En las secciones subsecuentes, se explica a detalle en qué consiste el método de Cuantizacién Topoldgica asi como
el teorema fundamental en el que se basa este formalismo.

3.1. El método

El método de Cuantizacién Topolégica puede ser aplicado a cualquier configuracién de campo (cldsica) cuya
estructura geométrica permita la existencia de un haz fibrado principal con una conexion. Inicialmente este método
fue pensado para describir configuraciones de campo gravitacionales [31], sin embargo, se ha mostrado que también
es valido para el caso de sistemas mecdnicos conservativos con un numero finito de grados de libertad [28]. En
ambos casos (campos y sistemas mecénicos), la existencia y unicidad de un haz fibrado principal asociado a cada
configuracion clasica es de crucial importancia para la obtencién del espectro topolégico. Una configuracién cléasica
en este formalismo es cualquier sistema fisico cldsico al cual se le puede asociar una estructura geométrica unica
que consiste de una variedad diferencial con una conexién.t
En el caso de sistemas mecénicos conservativos con un nimero finito de grados de libertad resulta que el formalismo
de Maupertuis de la mecdnica clasica es el escenario apropiado para codificar la informacién en el espacio base
del correspondiente haz fibrado principal. De hecho, la métrica de Jacobi (nica para cada sistema mecdnico y la
cual contiene toda la informacién fisica del sistema) determina una variedad Riemanniana que a su vez es la que
usamos como espacio base del haz fibrado principal. La fibra estdndar es representada por el grupo de rotaciones,
el cual contiene todas las simetrias del sistema mecanico cuando se usa una descripcién de co-marcos locales para
representar a la métrica de Jacobi. Ademsds, la correspondiente conexién en el haz fibrado principal coincide con la
conexién de la métrica de Jacobi cuando la primera es proyectada sobre el espacio base. La existencia y unicidad
de tal haz fibrado principal, asi como la condicién sobre la conexién, son establecidas en el siguiente teorema:

Teorema 3.1. Un sistema mecdnico conservativo con k grados de libertad para el cual el Hamiltoniano es una
cantidad conservada puede ser representado por un unico haz fibrado principal P de dimensidn %k(k +1), con la
variedad Riemanniana (X,h) como el espacio base, donde h es la métrica de Jacobi y ¥ su dominio en el espacio
de configuracidn, el grupo SO(k) como el grupo de estructura (isomorfo a la fibra estdndar), y una conexién con
valores en el dlgebra de Lie so(k).

La prueba de este teorema puede ser encontrada en [28].
Dado que el caso que nos interesa es el de campos gravitacionales electromagnéticos, nos centraremos en un teorema
analogo al anterior pero aplicado precisamente al caso de configuraciones de campos gravitacionales con infinitos
grados de libertad. En la seccién 3.2 se establecerd dicho teorema y se hard una demostracion detallada de él.

1Unicidad en este contexto debe ser entendida en el sentido de que estos dos objetos geométricos (variedad diferencial y conexién)
son suficientes para distinguir entre configuraciones clasicas. Asi, por ejemplo, dos variedades diferenciales relacionadas entre si por un
isomorfismo y con la misma conexidn, describen en este formalismo la misma configuracién cldsica. Para una discusién mdés detallada
sobre qué es una configuracién clésica en Cuantizacién Topoldgica, ver [26].
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CAPITULO 3. CUANTIZACION TOPOLOGICA

Una vez construido el haz fibrado principal correspondiente a una configuracién cldsica particular, es posible

obtener el espectro topolégico ya sea, analizando los invariantes topoldgicos asociados a cada haz fibrado, o regu-
larizando la conexién mediante transformaciones de norma.
Se ha mostrado que para el caso de sistemas mecénicos como el oscilador arménico [27] y el problema del cam-
po central [28], el método de Cuantizacién Topoldgica efectivamente reproduce los espectros obtenidos de forma
estdndar con cuantizacién canénica. Sin embargo, como se mencioné en la introduccién, este método atin esta bajo
construccién y aun no se sabe con precision qué significan conceptos como estados cudnticos, probabilidades, y
evolucién en este formalismo.

3.2. Teorema Basico de Cuantizacion Topolégica

En esta seccién se hard una demostracién detallada del Teorema Bésico de la Cuantizacién Topoldgica [31], el
cual se enuncia a continuacién (Teorema 3.2), y se aplicard al caso de campos gravitacionales electromagnéticos con
simetria de norma U(1) y simetria espaciotemporal SO(3,1).

Teorema 3.2. Cualquier solucion en el vacio de las ecuaciones de campo de Einstein puede ser representada por
un unico haz fibrado principal 10-dimensional P con el espaciotiempo M como el espacio base, el grupo de Lorentz
como el grupo de estructura (isomorfo a la fibra estindar), y una conexién con valores en el dlgebra de Lie del
grupo de Lorentz.

Para demostrar este teorema, primero necesitamos demostrar el teorema de reconstruccion para haces fibrados,
el cual establece:

Teorema 3.3 (Teorema de Reconstruccién). Un haz fibrado principal estd especificado de manera dnica por el
espacio base (N), un grupo de estructura (G) isomorfo a la fibra estandar, y un conjunto de funciones de transicién
con valores en el grupo de estructura y que satisfacen la condicion de cociclo.

Demostracion. Sea {U,} una cubierta abierta del espacio base N (el cual lo consideraremos como una variedad
diferenciable) y G un grupo de Lie (grupo de estructura). Tomemos X, = U, x G para cada o y X = |J, Xo
la suma topoldgica de X,. Claramente cada elemento de X es un triplete (a,x, g), donde « denota algin indice,
z € Uy, v g € G. Como X, es diferenciable y X es la unién disjunta de las X, se sigue que X también es una
variedad diferenciable. Introducimos una relacién de equivalencia ~ en X de la siguiente manera: decimos que
(,z,9) ~ (B,y,9) ©x=yeUsNUsy ¢ =1pa(z)g, donde g, es un mapeo de U, NUg — G.

Sea P = % Mostremos primero que G actia libremente sobre P por la derecha y que g = N. Por definicién, cada
h € G mapea la clase de equivalencia de (a,x,g) en la clase de equivalencia de («,z, gh). Es ficil ver que esta
definicién es independiente de la eleccién del representante (o, x,g), y de hecho lo es, ya que cualquier elemento
de [(a, x, g)] lo podemos llevar a otro elemento dentro de la misma clase por medio de 1g,. Ahora bien, dado que
h lleva [(o,z,9)] — [(o,z,9h)] v el mapeo es 1 : 1 en P, entonces G actiia libremente sobre P por la derecha.
Construyamos ahora la proyeccién II:

IT: P — N estd definida por: [(o, z,g)] — x. Esta definicién es independiente del representante («,x,g) por como
se establecié la relacién de equivalencia. Para u,v € P, II(u) = II(v) < v = uh, para algin h € G.

<): Sean (o, x,9) v (8,y,g’) representantes de u y v, respectivamente. Si v = uh para algin h € G, entonces y = x,
y por tanto II(v) = I(u).

=): Si II(u) = ¢ = y = II(v) € Uy N Up, entonces v = uh, donde h estd definida por la siguiente relacién:
g = ga(x)gh, 6 h =g~ (¢pa(x)) g’ Falta, como siguiente paso, construir las funciones de transicién 1z,

Sea 1, : II71(U,) — U, X G la trivializacién local dada por 1, (u) = (,g), donde u € II-(U,) es la clase de
equivalencia de (o, x, g). Si escribimos ¢! (z,g) = ¥ % (g), entonces el mapeo ¢, : G — G, es un difeomorfismo.
Asf pues, si definimos gq(z) = ¢, 0¥, L, x € U, NUp, claramente 15, () es un mapeo de G a G que cumple
con la relacién de cociclo: 1,5(x) © Pga(2) = thya (), para x € U, NUs NU,,.

Explicitamente:

-1
Vyp(x) = hy0 0 Vg2
Vpa(T) = Vg0 0 o_c,lx’
-1 - -1 - -
= w'yﬁ(x) ° 1/’&04(55) = (%,m o 1/)[3,3;) ° (ﬂ’ﬂ,z o 1/104,;) = d}'y,z S (%w o wﬁ,m) © Oz,lz = "/)'y,m ° oz,i: = w'ya(x)'
Por 1ltimo, probaremos que este haz fibrado principal es unico, médulo equivalencia con otros haces fibrados
principales. Para ello enunciamos el siguiente lema:

16



8.2. Teorema Bdsico de Cuantizacion Topoldgica

Lema 3.1. Sean P, y P> dos haces fibrados principales sobre N y supongamos (sin pérdida de generalidad) que
{Uas} es una cubierta de N tanto para Py como para Ps. Sean 1/)/130” w%a :UaNUg — G las correspondientes funciones
de transicion para Py y Ps, respectivamente. Entonces Py y Ps son equivalentes si y sélo st existen mapeos continuos
Ao : Ua = G, tales que: ¢35 (x) = (Ag(x)) " o h, () 0 Ao (), para toda x € Uy NUg.

Demostracidn. =): Supongamos que P; y P, son equivalentes, entonces existe f : P = P que induce el mapeo
f =idy. Sea x € U, N Us. Asi pues, para cualquier u € TI;*(z) existe f(u) € II;"(z). Consideremos ahora las
siguientes trivializaciones locales sobre U, para P; y P, respectivamente: ¢} : TI;7 1 (Uy) = Uy xG y 42 : T, H(U,) —
Us x G, y también sobre Ug: 9j : ;' (Us) = Us x Gy V3 I, *(Ug) — U x G. Definiendo )\, : U, — G por
Aa(®) =4 0 (V2 )7y Ag : Us — G por Ag(x) = ¥ , o (3 ,) ", podemos calcular (Ag(z)) ™" o h, (2) 0 Aa(2):

a,T a,T

M@)o tha(@) 0 dale) = [Whaoo Wha) ] o [Whao(Was) o [Wamo (W2
Vo0 [(Upa) " 0] 0 [(Ya0) T 00 0 (V2 .)
— Vo (Ea
= Ya(2)

<): Partimos ahora del hecho que existen mapeos continuos A, : U, — G que satisfacen:

Vha(z) = (Ns(@) ™" 0 ha(@) 0 Aa(z),

para toda z € U,NUg, y donde wéa, ¢ga : UyNUpg — G son las funciones de transicién para P; y P, respectivamente.
Definamos fo : 17 (Uy) — I, (Uy) por fo(u) = (2) " (z, Aa(x)) "L ), entonces es ficil ver que bajo la

a,T

proyeccién 115 esta f induce el mapeo identidad en Uy:

Oy (fa(u) = fa(i(w) = fo(z) = Ha[(2) (2, (Nal@) '¥) )]
= T(Il; ' (x))

= €T s
pero esto es vdlido para todo abierto Uy, .. f(x) = « (el mapeo identidad en N), y por ende f es una equivalencia
entre Py y Ps.
O
Con esto se demuestra el Teorema de Reconstruccién 3.3.2
O

Basandonos en el Teorema de Reconstruccion, ahora podemos proceder a la demostracién del Teorema 3.2 identif-
icando cada uno de los elementos que conforman el haz fibrado principal en el caso de soluciones a las ecuaciones
de Einstein en el vacio:

Demostracion. Para una solucién a las ecuaciones de Einstein en el vacio, dada por un marco ortonormal e, podemos
tomar al espaciotiempo M como el espacio base. En el caso de haces fibrados principales, la fibra estdndar es
isomorfa al grupo de estructura. Por ende, basta inicamente identificar al grupo de estructura, el cual corresponde
con el grupo de Lorentz SO(3,1). Construyamos como siguiente elemento del haz fibrado principal las funciones de
transicion.

Para ello consideremos el mapeo (;NSQ de U, al espacio vectorial de 1-formas sobre U, con valores en el dlgebra de Lie
de SO(3,1): AY(Uq,50(3,1)), esto es: bo - Uy — A (U,,50(3,1)), que nos permite introducir el marco ortonormal
eq en U,. De forma similar ¢z : Us — A'(Ug,50(3,1)) permite introducir el marco eg en Ug. Estos marcos estdn
relacionados entre si a través de un elemento Ayg € SO(3,1) mediante: e, = Aogeg. En la regién de interseccidn, la
condicién de compatibilidad gzNSa o g{)[gl = A.p debe ser satisfecha. Entonces, si consideramos tres abiertos, digamos

2Para la demostracién de este teorema se han utilizado como base las siguientes referencias: [12], [18], [23].
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CAPITULO 3. CUANTIZACION TOPOLOGICA

Ua,Ug, Uy, tales que U, NUg N U, # 0, tendremos: bo 0 q@;l = Aoy, (;35 o q~5;1 =Agyy bu 0 &51 = A,p. Por tanto,
se sigue que:
Aapolhpy = (Paodz')o(dpodr?)
= Pao(dz' ods) o’
= anoé;l
A

ay

cumpliéndose la condicién de cociclo necesaria para las funciones de transicién.
Asi pues, hemos identificado a las funciones de transicién con los elementos Ayg € SO(3,1). Finalmente necesitamos
mostrar que existe una conexién w € P. Con este propdsito en mente demostremos el siguiente teorema:

Teorema 3.4. Dada una cubierta abierta {U,} de N, un grupo de estructura G con dlgebra de Lie g, una familia
de 1-formas con valores en el dlgebra de Lie: Ay, € A (Uy, g) que cumplen con la condicion de compatibilidad:

donde wﬁa :UaNUg — G son elementos de G, y un conjunto de secciones locales oo : Uy — II-Y(U,) satisfaciendo
05 = 0,¥,p €n Uq NUp, entonces existe una unica conexion w € P tal que A, = olw, donde o}, es el pullback
iducido por o.

Demostracion. Sea w una 1-forma en P con valores en el dlgebra de Lie de G definida por:
Wa = g5, TT* Auga + 9, dpPga (3.2)

donde dp es la derivada exterior en P y g, es la trivializacién local canénica definida por ¢, (u) = (x, g ), para
u = 04(2)gs. Mostremos primero que efectivamente o’ w, = A,. Asi pues, para X € T, N:

Oowa(X) = wa(0as(X)) = (g;lﬂ*Aaga + g(zldPga)(Uoc* (X))
= g;lﬂ*Aa(Ja*X)ga + ggldPga(O—oz*X)
M An(00xX) + dpga(casX)
Aq(ITi00sX) + dpga(0axX), (3.3)

donde en la tercera igualdad se ha utilizado el hecho de que 04.X € T, P y go = € en g,. Més atn, nos damos
cuenta que I,04+ = idy, (n) ¥ que dpga(0asX) = 0, ya que g, = e a lo largo de 04.X. Por tanto, ecuacién (3.3)
se reduce a:

Orwa(X) = wa(0ax (X)) = Aa(X) .
Como esto es valido para toda X € T, N, se sigue que 0w, = A,. Ahora veamos que esta w, satisface los axiomas
de una 1-forma de conexién, i.e.:
a) w(B*) = B, con B el vector fundamental generado por B
b) szuh = Adh—lwu

Demostremos primero a): Por definicién, B* es un elemento del subespacio vertical sobre P en el punto u, esto es,
B ¢ V,P y B € g, entonces:

wa(BY) = (921" Aaga + 95 'dpga)(BY)
9o 'T* Aa(BY)ga + g5 'dpga(BY)
9o ' Aa(IL.BY) go + g, 'dpga(BY)
= g,'dpga(BY),
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8.2. Teorema Bdsico de Cuantizacion Topoldgica

donde en la dltima linea se ha utilizado el hecho que II,.X = 0 para toda X € V,, P.
Ademés dpge(B*) = w ’

t=0
_ dg(uexp(tB))
= wa(BY) = ga(w)!
wa(B*) 9o (u) & o
_ dexp(tB)
_ 1
= a0 galw) R
= Bexp(tB)
t=0
= B.
Procedamos a demostrar b): Sea X € T, P y h € G, entonces:
R;(Lwomh (X) = Wauh(Rh*X) = (gauhH Aago/uh + gauhdpgauh)(Rh* )

gauhAa (H*Rh* )gauh + gauthgauh (Rh*X)

pPero gauh = Jauh y I Rpe X = 11, X, ya que IRy, =11,

" _ 1 d
:Rhwauh(X) = h™ 1g 1A (H*X)gauh+ga1}h&gac(t)h‘t:0

L d
= hlgouAa(L.X)gauh +h! gaudtgac()tzo

ol
= h_l _1A (I X)gauh + R~ gm}dPgau(X)h
= h” wau( Vh
= Adp-r1wau(X),

donde ¢(t) es una curva que pasa por u = ¢(0) y cuyo vector tangente en u es X.
Con esto se demuestra el Teorema 3.4, con w dada como en la ecuacién (3.2).
O

En nuestro caso el grupo de estructura es el grupo de Lorentz y los elementos 1% en Teorema 3.4 los identificamos
con las funciones de transicién A,g € SO(3,1) al comparar la condicién de compatibilidad (3.1) con aquélla para
la conexién de espin A, dada por:
-1 -1
Ay =NpAgA 5+ A pgdA 5. (3.4)

La familia de 1-formas locales A, estd determinada por la conexién A definida en cada abierto U,. Por tultimo,
mostraremos que siempre es posible construir secciones locales. Dado que todo haz fibrado principal acepta una
trivializacién local definida por 1, : II"1(U,) — U, x G, podemos introducir una seccién canénica local sobre U,
de la siguiente manera:

Sea u € II"!(z), > € U,, entonces existe un tinico elemento g, € G tal que u = 04 (x)gy, donde o, : U, — II71(U,)
estd definida por: o, (7) = ¥ 1 (7,¢e); € = gaa(x) es el elemento identidad en G. Asi pues, es facil ver que en la
regién de interseccion de dos abiertos, digamos U, y Ug, dos secciones 0, y 0 se relacionan por medio de la funcién
de transicién g, esto es:

O'a(z) :1/’;1(50’6) :1/)51(%%/15(1(!17)6) = 1( wﬁa( ))
= U5 (2, €)¥pa(w)
= op(x)Ypalz).

Pero esto es valido para toda = € U,, entonces o, = 0334, tal como es requerido.

Es claro que en el caso que estamos analizando, las distintas secciones se relacionan por un elemento A,z € SO(3,1):
0o = 03M3q.

Asi pues, se han construido todos los elementos necesarios para representar cualquier solucién de las ecuaciones
de campo de Einstein en el vacio por un tnico haz fibrado principal 10-dimensional y una tinica conexién w € P,
demostrandose el Teorema Bésico de la Cuantizacién Topoldgica (Teorema 3.2).

O
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Como siguiente paso consideremos el campo gravitacional en presencia de un campo de materia, es decir, ademas
de la conexién s0(3, 1) asociada a la accién gravitacional tendremos una conexién debida a la respectiva accién de
materia. Todos estos resultados se pueden formular en el siguiente teorema:

Teorema 3.5. Cualquier solucion de las ecuaciones de campo de Einstein acopladas a un campo de materia (que
lo consideraremos como un campo de norma®) puede ser representada por un tunico haz fibrado principal con el
espaciotiempo M como el espacio base, el grupo de norma como el grupo de estructura (isomorfo a la fibra estdndar)
y una conexion con valores en el dlgebra de Lie del grupo de norma.

Demostracion. La demostracién de este teorema es andloga a la del Teorema 3.2, dnicamente que en este caso
tendremos una conexién de norma 7, € A'(U,,g) en lugar de la conexién A, € A'(U,,s0(3,1)), y las funciones
de transicién serdn elementos v,s € G en lugar de los elementos Ayp € SO(3,1). En consecuencia, en el caso de
campos de materia, es posible construir un haz fibrado principal sobre M por cada conexién de norma adicional

que se tenga.
O

3Un campo de materia es un campo de norma si existe una 1-forma de conexién & con valores en el dlgebra de Lie de un grupo de
Lie G la cual genera la intensidad de campo F en la forma usual: F =do + & A <.
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Capitulo 4

Espectro topolégico del hoyo negro de
Reissner-Nordstrom

4.1. Espectro utilizando como fibra estandar el grupo U(1)

Recordamos de (2.13) que la métrica de Reissner-Nordstrom la podemos escribir como

A r?
ds? = fT—thz + Zdrz +r2d0?%,
donde A = r2 — 2Mr 4+ Q% y dQ? = df? + sin?6d¢?. En términos de los horizontes de eventos r, = M +
M2 —-Q% y r_=M— /M2 — @2, la expresién anterior se puede escribir de la siguiente manera:

2
g5 = T o 4 dr? +r2d0” . 4.1
g r2 +(r—r,)(r—r+) e (41)

Esta es una solucién a las ecuaciones de Einstein-Maxwell con el potencial electrostético d(r) = gdt. La corre-

spondiente conexién u(1l) asociada a este potencial es d=id = i%dt, que bajo una transformacién de norma se
comporta como en la ecuacién (3.1) [31].! De acuerdo al Teorema 3.5 discutido en el capitulo anterior, es posible
construir un tnico haz fibrado principal cuyo espacio base es el espaciotiempo M y el grupo de estructura (isomorfo
a la fibra estdndar) es el grupo U(1). Ahora bien, como siguiente paso analizaremos las condiciones necesarias
en el espacio base para que dicho haz fibrado principal pueda construirse. Para ello expresamos nuestra solucién
(4.1) en términos de un marco de tétradas (marco local y ortonormal) de tal forma que sea posible determinar las
singularidades (de coordenadas) en la conexién ®. Las singularidades de curvatura las dejamos de lado ya que estas
regiones son suprimidas a priori en el espaciotiempo (variedad base).

Consideremos el siguiente marco de tétradas:

_ L2 [
gr - (=)= )7 e ! dr: 0% =rd; 6% = rsinfdo. (4.2)
: (=)= 72
En este marco, la conexién u(1) toma la siguiente forma:
d=i @ o', (4.3)

[CETSICETNITE

IEs importante mencionar que la notacién utilizada en [31] es distinta a la utilizada en este texto, ya que en aquel caso la conexién
u(1) se denota simplemente por A y no por ®, como en nuestro caso.
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la cual es singular cuando r = r_ y r = r,. Para remover las singularidades primero aplicamos la transformacién
de norma y; = exp (’Qt) € U(1). Sustituyendo en (3.1) obtenemos:

T_—

b o= exp (f?) {i[(r = 7")(63— m]l/zel] P <_;f2t> e (f]f) % [eXp <_:?t>} (e v
Q g1 1Q ! o'

(s Do [ e
iQr_0' —iQrot
rl(r—ro)(r —ry)]/?
—iQ(r —r_)o!
rol(r—ro)(r—ry)]/?

1/2
_ _Z-Q<7"_7"—) s (4.4)

r_ r—r4

= 1

la cual es claramente no singular para toda r > 0 excepto para r = r4.

De forma analoga removemos la singularidad en r = r; aplicando la transformacién de norma v, = exp (lQ—t) €

T4
U(1). Esto es:

P e (fj)@{iw 5 %)]1/291] o (52 +o (52 i oo (53] e

B G [ o o b ot e
iQr, 0! —iQrot
rellr—ro)(r—ry)]/?
—iQ(r —ry)0*
(o

1/2
_ _@-Q(’"—”) n (4.5)

Ty \T —T_

la cual es claramente no singular para toda r > 0 excepto en r =r_.

Asf pues, hemos encontrado dos transformaciones de norma que quitan las singularidades en la conexion, y por tanto,
debe ser posible encontrar una funcién de transiciéon € U(1), que llamaremos gi2, la cual relacione ®; y @5 a partir
de (3.1), y que esté definida dnicamente en la regién de interseccién donde ambas, P, y ®,, son regulares. Tomemos
en particular los subconjuntos abiertos Uy = (0,74) y Uy = (r_, 00), los cuales cubren completamente la coordenada
radial y por ende, podemos usar como un atlas de nuestra variedad base los subconjuntos Uy x R3 y U, x R3. Las
conexiones ®; y @, estdan bien definidas en los abiertos Uy y Us, respectivamente. Por consiguiente, en la regién de
interseccién Uy NUs = (r_,r4), ambas deben estar relacionadas por medio de una funcién de transicién g2, la cual
resulta ser:

r— T4+

g12 = exp {iQ <1 - 1) t] : (4.6)
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Veamos que en efecto esta funcién de transicién relaciona ambas conexiones:
~ _ (11 Q [r—r\"? (11
912@29121 + glgdglz1 = exp [zQ ( — > t} l—zQ <+> 91] exp [—zQ ( — > t}
r_ Ty [ rT—r_ r_ Ty
1 1 0 1 1 r
Q(— - —|t| = —iQ(— - — )t 6!
rew @ (- )] e e (- )} e =
Q [r—ry 1/2 1. 1 1 r 1
=—j— (— 0t —iQ| —— — 50
ry \r—r ) ==Y

:_Z‘Q (MF>1/291_ZQ (r+—r> r o1
r\rr N G | Cro e
—iQ(r —ry )r_0' —iQ(ry —r_)ro*

(=) — ]2
 (iQryr— —iQryr)0t
(=) — )]
—iQ(r —r_)o!

=G =P

1/2
:—ig (r—r) / ol
r_ \r—ry

La funcién de transicién (4.6) es justamente la que nos dard el espectro topolégico asociado al grupo de simetria
U(1). Para que la funcién de transicién sea univoca, y en consecuencia, la conexién transformada (ya sea &)1 0 52)
también lo sea, es necesario pedir que la coordenada ¢ sea una coordenada compacta y periddica, y que el coeficiente
en frente de t en (4.6) sea un entero, es decir:

Q(_):n,nez. (A7)

Dado que la funcién de transicién esta definida inicamente en la regién de interseccién de los abiertos Uy y Us, es
decir, en (r_,r.), es sensato pedir que ¢ sea ahi una coordenada compacta y periddica, ya que en esa regién (la
regién contenida entre los horizontes) la coordenada temporal se vuelve una coordenada radial y viceversa, esto es,
t y r intercambian sus roles [22]. Por tanto, es permitido considerar a ¢ como una coordenada angular: 0 < ¢ < 27
dentro de los horizontes. El espectro topoldgico se sigue inmediatamente al sustituir los valores de r_ y r4 en (4.7),
obteniéndose:

o(L-1) - o L

r—oory) M—MZ=Q2 M+ /M?—Q2
M+ /M2 = Q2 — (M — /M2 — Q?)

(M = /M? = Q*)(M + /M? — Q?)

B 2/M2 — Q2
- Yo

= Q

lo que indica que la carga eléctrica @ y la masa M de un hoyo negro de Reissner-Nordstrém no pueden tomar
cualquier valor, sino que estan relacionadas de forma discreta de acuerdo a (4.8):

VAP =@ =n. ne. (4.8)
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4.2. Espectro utilizando como fibra estandar el grupo SO(3,1)

4.2.1. Coordenadas tipo esféricas

Una vez calculado el espectro topoldgico del hoyo negro de Reissner-Nordstrom utilizando como fibra estandar
el grupo de simetria U(1), procedamos a hacer lo propio para el caso en que la fibra estdndar es el grupo de Lorentz
S0O(3,1). Para ello, usamos otra vez la solucién de Reissner-Nordstrom en coordenadas tipo esféricas y dada en
términos de un marco de tétradas como en la ecuacién (4.2). A partir de este marco de tétradas es posible calcular
la 1-forma de conexion via la primera ecuacién de estructura de Cartan:

DO® := d* + wy A O =T, (4.9)

donde d es la derivada exterior, D la derivada exterior covariante y T la 2-forma de torsiéon definida como T* =
%T“bcﬂb A 6¢. Para esta solucién, las componentes del tensor de torsién son todas cero, por lo que (4.9) se reduce a

de® + Wi AB° =0. (4.10)

Pediremos, ademds, que w sea una conexién métrica, es decir, que localmente D7, = dngp + wab + wee = 0, Nap
siendo la métrica de Minkowski, condicién que implica la antisimetria de las componentes de la conexién [31]. En
términos de la base coordenada?, la conexién resulta ser:

0 £ qy o

w?, = fT(T)dt 0 —/ f(r)d0 —+/f(r)sinfd¢ 7 (4.11)
0 V f(r)do O —cosfd¢
0 f(r)sindd¢  cosfdo 0

donde se ha definido f(r) = & = (7_7’2# =1-24 + , v el simbolo “’” denota derivada con respecto a 7.
Cabe destacar, ademads, que los indices a y b que aparecen en la conexién etiquetan al marco local de tétradas, los
cuales coinciden, en este caso particular, con los indices matriciales. Ahora bien, para analizar los puntos singulares

es conveniente expresar la conexién anterior en términos de la base {#%}.% Asf pues:

0 'l)_g 0 0
2/5()
f'(r) o1 0 2] 93 _V f(r) 94

wl = | 270 r r . (4.12)
f(r) cot 0 p4
0 VI g3 0 ot
0 vV J;(") 94 co: 6 94 0

Para que esté bien definida la conexién anterior, cada w®, (a,b = 1,2,3,4) debe ser real. Claramente el término
f (r)

6! es siempre real para el dominio donde estd bien definido, es decir, para toda r # ri, ya que para

f(r)
r>r, 00 <7r < r_, \/f(r) es real asi como también §'; para r_ < r < ry, \/f(r) es imaginario pero
también A1, por lo que el término completo f/@t?l es real. El término %94 tampoco tiene problema, su dominio

estd bien definido para toda r > 0y 6 # {0, 7}. Sin embargo, los términos mH y @94 no siempre son reales,
especificamente para r_ < r < r4 ambos términos son imaginarios, por lo que tendremos que arreglar esta situacion.
El problema se resuelve autométicamente si para la region fuera de los horizontes, esto es, para0 < r <r_yr >ry,
utilizamos la conexién (4.12), mientras que para la regién entre los horizontes r_ < r < r4, utilizamos esa misma
conexién con la modificacién de poner — f(r) donde aparezca f(r). De esta forma nos aseguramos de que la conexién
w%, sea siempre real.

Una vez aclarado este punto, continuemos a analizar las singularidades de (4.12): claramente existen singularidades
(de coordenadas) cuando f(r) = 0, es decir, cuando r = r1; y en 8 = {0, 7}. Este caso angular es similar al problema
del monopolo de Dirac, en el cual se tienen que definir dos potenciales vectoriales, uno en cada casquete de la esfera,
debido a las singularidades también en § = 0 y en § = 7 (ver, por ejemplo, [24]). Por ende, para encontrar las
relaciones de discretizaciéon (andlogas a las obtenidas en el caso de U(1)), debemos encontrar transformaciones

2w“b = w? bi dz#, donde w?, , son las componentes de w?, en la base de coordenadas. Aqui a,b=1,2,3,4y p=1,2,3,4.

3Las componentes de w® p en la base de tétradas estan dadas por w?, , esto es: w% = w? 6°. (a,b,c=1,2,3,4)
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de norma € SO(3,1) tales que remuevan todas las singularidades de coordenadas, de forma que en la regién de
interseccién donde las nuevas conexiones (conexiones transformadas) asociadas a estas transformaciones de norma
son véalidas (por supuesto podemos tomar cualquier subconjunto de la regién completa donde estdn bien definidas
estas conexiones transformadas, pero teniendo en cuenta que debemos construir un atlas de la variedad), es posible
extraer el espectro topoldgico al considerar la condiciéon de unicidad sobre la funcién de transicién que relaciona
tales conexiones transformadas. Para este propdsito, es conveniente trabajar con el dlgebra de Lie de SO(3,1),
siguiendo la convencién:

00 0 0 000 0 0 0 0 0
{1 oo o o 000 -1 0 0 1 0
A==l g0 0 1| 2= o000 o | BT 0 2100 |
00 -1 0 010 0 0 0 0 0
0100 0010 0001
11000 oo o0 o0 oo o0 o0
K==l g 900 | ®2=7i| 1 000 ]| ®=77000 0 (4.13)
000 0 000 0 1000

Aqui las {J;} son los generadores de rotaciones alrededor de la direccién ¢ mientras que los {K;} son los generadores
de boosts que mezclan las direcciones 0 e i (i = 1,2,3).*
Escribimos la conexién en términos de esta dlgebra de Lie, esto es, hacemos w?, = w“bﬂdx“, donde x* son las
coordenadas del espaciotiempo. Entonces la conexién (4.11) se ve como:
!
r

w = %dt(i[(l) =V f(r)dO(ids) + / f(r)sin0dp(iJs) — cosOdo(iJy) . (4.14)
Es en esta forma de escribir la conexiéon donde su caracter endomorfico se ve explicitamente, es decir, una 1-forma
con valores en el algebra de Lie (en este caso en s0(3,1)).

De (4.14) es claro que w®,, = f/ér) (iK1), donde las tinicas componentes distintas de cero son: wly, = w?;, = flér)

Todas las componentes de w®,. son idénticamente cero mientras que w?%, = —y/f(r)(iJ3), lo que indica que w230 =
—w3yy = —/f(r), siendo las demds componentes iguales a cero. Finalmente, w,; = \/f(r) sin 0(i.J2) —cos 0(i.J1 ) =
w24¢ = 7w42¢ = —/f(r)sinf y w34¢ = 7w43¢ = —cosf; todas las deméas componentes son cero. Tratemos de
remover primero las singularidades angulares, que es donde d¢ diverge, o equivalentemente, donde §* = 0.

Una forma de hacerlo es pidiendo que w'®, ¢| 9—0.= = 0 bajo la ecuacién (3.4), es decir, que la conexién transformada
en la direccién ¢ valuada en § = 0 y 6 = 7 se anule. Con esto en mente, consideremos la siguiente transformacién
de norma € SO(3,1) dada por Ay = exp(—i¢J;). Sustituyendo esta transformacién en (3.4), obtenemos:

wi = exp(—idJy)wexp(i¢pJi) + exp(—idJ1)9, (exp(igJy))dzH
= exp(—idJy)wexp(idJy) +iJ1dd, (4.15)
donde exp(Fi¢J1) = lyxa Fisin@J; + (cos p—1)J2, siendo J; uno de los generadores del algebra de Lie de SO(3,1)

(generador de rotaciones alrededor de la direccién {1}) definidos anteriormente, y el simbolo “’” en la conexién
unicamente se pone para hacer explicita la referencia a la conexién transformada. En forma matricial:

10 0 0
+ | 01 0 0
A= 0 0 cos¢ Fsing (4.16)
0 0 =£sing cos¢
Haciendo el cdlculo explicito con w como en (4.11) resulta:
0 KGR 0 0
()" = LA g 0 —/f(r)(cos ¢df — sin psin0d¢)  —+/F(r)(sin ¢db + cos ¢ sin Hdp)
e 0 v/ f(r)(cos ¢df — sin ¢ sin 6d¢) 0 (—cosf+1)de
0 v/ f(r)(sin ¢db + cos ¢ sin 6d¢) (cos® — 1)do 0

44 =0,1,2,3 representan las direcciones t,r,6, ¢, respectivamente.
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que en términos del dlgebra de Lie de SO(3,1) es:®

(wl’)ab = f’;r) dt(iK1) — v/ f(r)(cospdd — singsinfde) (iJs) + +/ f(r)(singdf + cosgsinfddo)(iJs) + (1 — cosf)de(iJy) .
(4.17)
En 6 =0, (4.17) se reduce a:
(W) lo—o = ! ér) dt(iK), (4.18)

la cual es claramente no singular. Por tanto, hemos mostrado que la transformacién de norma A; = exp(—i¢Jy)
remueve la singularidad en § = 0 proveniente del término d¢ que aparecia en la conexién inicial (no transformada).
Hacemos un procedimiento similar para el caso de la singularidad en § = 7, también debida a d¢, pero ahora la
transformacién de norma que resuelve el problema es Ay = exp(id.Jy).

De nuevo insertamos esta transformacién de norma en (3.4), esto es:

wy = exp(igJy)wexp(—i¢J1) + exp(igJy)d,(exp(—igJy))dzH
= exp(ipJ1)wexp(—i¢Jy) — iJ1dd. (4.19)

Explicitamente, la conexién transformada resulta ser:

0 I aq 0 0
(W), = @dt 2O —+/f(r)(cos ¢df + sin ¢psin 0de) +/ f(r)(sin ¢pdf — cos ¢ sin Od¢)
2 0 v/ f(r)(cos ¢df + sin ¢ sin 6d¢) 0 (—cosf —1)do
0 —/f(r)(sin ¢df — cos ¢ sin Od¢) (cos@+ 1)de 0

que en términos del dlgebra de Lie de SO(3,1) se puede escribir como:

(wz’)ab = f/;T) dt(iK1) — / f(r)(cospdd + singsinfde)(iJs) — \/m(singbdé — cosgsinfde) (iJ2) — (1 + cosf)dd(iJy) .
(4.20)
En 6 = 7, (4.20) se reduce a:
(w3)y lo=r = / ;T)dt(iKl), (4.21)

la cual es no singular. Asi pues, hemos mostrado también en este caso que existe una transformacién de norma
Ao = exp(i¢pJp) tal que la singularidad en § = m que tenia la conexién (4.14) desaparece. Sean Uy = [0,7) y Uy =
(0, 7] dos subconjuntos del conjunto [0, 7]. Este par de subconjuntos claramente cubre la coordenada angular
completamente, por lo que podemos tomar como un atlas de la variedad base M* — {r = 0} los subconjuntos
Ui x R® —{r = 0} y Uy x R* — {r = 0}.5 Las conexiones (w/)", v (wy)",, o simplemente w, y wy, estdn bien
definidas en U; y Us respectivamente, por lo que en la regién de interseccién U; N U; = (0, 7) ambas conexiones
deben estar relacionadas mediante una funcién de transicién Ao € SO(3,1) como en ecuacién (3.4). Célculo directo
de A;s resulta ser:”

Ay = A AT = exp(—ipJy )exp(—ipJy) = exp(—2ipJy), (4.22)

donde se ha hecho uso de la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff [37].

Para obtener las condiciones de cuantizacién debemos pedir que la funcién de transicién (4.22) sea univaluada. La
coordenada ¢ per se es una coordenada compacta y periddica, por lo que (4.22) es univaluada sélo si 2 = n, condi-
cién que se satisface automdticamente (condicién de cuantizacion trivial) o, dicho de otra forma, no hay informacién
fisica subyacente al remover las singularidades angulares utilizando como grupo de simetria el grupo SO(3,1).
Fijémonos ahora en las singularidades en la parte radial, es decir, en r = ry y r = r_. De nuevo, en analogia a
como se hizo en la parte angular, debemos encontrar transformaciones de norma € SO(3,1) tales que remuevan las

W/l

5Es importante mencionar que se ha hecho un abuso de notacién al utilizar el simbolo , ya que éste utilizado en w denota
Unicamente a la conexién transformada, mientras que al utilizarlo en la funcién f(r), denota derivacién con respecto a r.

6R3 — {r = 0} denota el producto cartesiano (—oo,c0) x (0,00) X [0,27], que son justamente los valores que pueden tomar las
coordenadas t,r y ¢, respectivamente.

"Para una derivacién detallada de la forma de la funcién de transicién que relaciona dos 1-formas de conexién en alguna regién de
interseccién distinta de vacio donde ambas 1-formas estan bien definidas, ver el Apéndice A.
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singularidades en estos puntos, que como sabemos, provienen del diferencial dt = (f (r))*l/ 291, Para ello, consider-

’
emos primero la transformacién de norma Ay = exp(it+ K1), con t4 = Wt Insertando esta transformacion en
la ecuacién (3.4) se obtiene:

wy = exp(it4 Ky)wexp (—it4 K1)+ exp (it K1) 9, [exp (—it4 Kq)] dzt
!/
= exp (it K1) wexp (—it1 K1) — iwl{ldt, (4.23)

donde
exp (it K1) = lyxg £ isinht K; + (1 —coshty) K72,

siendo K7 el generador de boosts en la direccién {1} dado en la ecuacién (4.13). Sustituyendo estas expresiones
para exp(=£it1 K7) y la expresién para w (ecuacién (4.11)) en (4.23), obtenemos:

0 (@ - %) dt  —+/f(r)sinht dd —./f(r)sinfsinht,d¢

(w!)" = (@ - %) dt 0 —/f(r)cosht,df —+/f(r)sin@cosht, d¢
b
—+/ f(r)sinht,df v/ f(r)cosht, do 0 —cos 0d¢
—+/f(r)sin@sinht d¢ +/f(r)sinfcosht deo cos 0d¢ 0

que en términos del dlgebra de Lie de SO(3,1) es:

(w!)" = ( # - fg”) dt(iK,) — \/f(r) sinh ¢, dO(iK) — \/f(r) sin O sinh ¢, dd(iK3)

=/ f(r)cosht dO(iJs) + +/ f(r)sinf cosht dg(iJs) — cos Ode(iJy) . (4.24)

En r =17y, (4.24) se reduce a:
(w-&/-)ab ‘r:r+ = —CO8 9d¢(ljl) ) (425)

la cual es claramente no singular. De hecho, (4.24) es no singular Vr € (0,00) — {r = r_}, contemplando que para
la regién entre los horizontes r_ < r < ry tomemos — f(r) en lugar de f(r) para que la raiz cuadrada sea real.

Por otro lado, para remover la singularidad en » = r_ aplicamos la transformacién de norma A_ = exp(it_ K1),
cont_ = %t. Veamos que, en efecto, esta transformacién es la que hace el trabajo correcto:

Sustituyendo A_ en (3.4), se obtiene:

w! = exp(it_Ky)wexp (—it_Ky) + exp (it_K1) 9, [exp (—it_K7)] da*

= exp (it_Kl)weXp (—it_Kl) — if/(;_)Kldt. (426)

Desarrollamos la expresion anterior en forma matricial:

0 (# - %) dt  —+/f(r)sinht_dd —./f(r)sinfsinht_d¢
()", = (fg” _ %) dt 0 /T cosht_df —+/F(r)sinbcosht_de
=) b
—+/f(r)sinh¢_dé f(r)cosht_do 0 —cosfd¢
—+/f(r)sin@sinht_d¢ +/f(r)sinfcosht_d¢ cos fd¢ 0

que en términos del algebra de Lie de SO(3,1) es:

(W), = (f’;r) — JN(;_)) dt(iK1) —/f(r)sinht_dO(iK2) — \/ f(r)sin@sinht_d¢(iK3)

—/f(r)cosht_do(iJ3) + / f(r)sinf cosht_de¢(iJs) — cos Ode(iJy) . (4.27)

Evaluando (4.27) en r = r_ resulta:

("), lp=r = —cos8de(iy) (4.28)

la cual es claramente no singular. Més atin, (4.27) es no singular Vr € (0, 00) — {r = r4 }, con la misma consideracién
anterior de poner — f(r) en lugar de f(r) en la regién entre los horizontes.
Resumiendo, hemos encontrado dos transformaciones de norma Ay y A_ que remueven las singularidades en r; y r_,
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respectivamente, debidas al término d¢ en la conexién (4.14). Sean U_ = (0,74) y Uy = (r_, 00) dos subconjuntos
del conjunto (0, 00). Este par de subconjuntos claramente cubre el dominio de la coordenada radial r, por lo que
podemos tomar como un atlas de la variedad base M* — {r = 0} los subconjuntos U_ x R3 y U, x R3.8 Las
conexiones (w _{r)ab y (w ’ )ab, o simplemente w/ y w’, estan bien definidas en U, y U_ respectivamente, por lo que
en la regién de intersecciéon Uy N U_ = (r_,ry) ambas conexiones deben estar relacionadas mediante una funcién
de transiciéon A_, € SO(3,1), como en ecuacién (3.4). Célculo directo de A_ resulta:

Ay =A AT =exp(it_Ki)exp (—its K1) = exp (i (t_— t4) K1) , (4.29)

donde otra vez, como en (4.22), se ha usado la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff.
Ahora bien, para obtener el espectro topolégico asociado a este grupo de simetria espaciotemporal (grupo SO(3,1)),
debemos imponer condiciones de unicidad en los valores que puede tomar la funcién de transicién (4.29). K; es
el generador de boosts en la direccién {1}, por lo que en forma matricial, exp (i (t—— t) K1) se ve de la siguiente
manera:

cosh (t_—t4) sinh(t_—ty)

0 0
sinh (t(_—t4) cosh(t_——¢4y) 0 O
1 0
01

Ay = (4.30)

0 0
0 0

Para que A_, sea univaluada, cada componente de ella lo debe de ser. Esto ocurre, por definicién, para todo
valor del argumento de las funciones sinh y cosh, es decir, para toda t_—t, = S [f (r_) — f'(r;)]t, siendo ¢
una coordenada radial por tratarse de la region entre los horizontes de eventos. A diferencia del caso del espectro
de U(1), aqui no podemos considerar a ¢ una coordenada compacta ni periddica, ya que estamos removiendo las
singularidades radiales con una transformacién de norma que involucra tnicamente la parte no-compacta del grupo
de Lorentz.” Asi pues, no existe restriccién alguna sobre los valores que puede tomar la funcién % [ff (r=) = f (ry)],

y por ende, no hay condicién de cuantizacién que nos lleve a algiin espectro topolégico (discreto) en el caso de
SO(3,1).

4.2.2. Coordenadas de Kruskal-Szekeres

Para corroborar que efectivamente no se obtiene un espectro topolégico (segun el formalismo de Cuantizacién
Topoldgica) en el caso en que utilizamos como fibra estdndar del haz fibrado principal el grupo de Lorentz SO(3,1),
utilicemos otras coordenadas, por ejemplo, las coordenadas de Kruskal-Szekeres {U*,V*} asociadas a la maxima
extension analitica de Reissner-Nordstrom, dadas por (2.17). Recordamos de la seccién 2.3 que las coordenadas
{UT,VT} son validas para la regién r > r_, y en las cuales la métrica del espaciotiempo de R-N se ve como:

Ay

( r- ) T auTtavt 4 r2d0? (4.31)

r—r_

ryr_ exp(—2k4r)

2

ds? = 5
K r

donde (U™, V) estd determinada implicitamente por la ecuacién:
nt

UtVT = —exp(2k.r) <T — ”) (T — - > - (4.32)

Ty r—

La regién 0 < r < r_ se cubre con las coordenadas {U~,V ™}, en las cuales el espaciotiempo de R-N toma la
siguiente forma:

9 ror_ exp(—2k_r) i (:T_r_l) g,
ds® = — dU—dV ™ +r4dQ°, (4.33)

K2 r2 ry —r

donde, de forma similar, 7(U~, V™) estd determinada implicitamente por la ecuacién:

U™V~ = —exp(—2k_7) (T‘ - T) (” - T) = : (4.34)

r— T4+

8En este caso, R3 denota al producto cartesiano (—oo,00) x [0, 7] x [0,27], que son los valores que pueden tomar las coordenadas
t,0 y ¢, respectivamente. En notacién compacta: R3 2 (—o0, 00) x [0, 7] x [0, 27].
La parte no-compacta del grupo de Lorentz corresponde a aquélla generada por los boosts {K;}, ¢ = 1,2,3, definidos en (4.13).
(Podemos ver también que ¢ no puede ser periédica por ningiin motivo ya que las funciones cosh y sinh no lo son.)
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Trabajemos primero con el par de coordenadas {U™,V '}, es decir, con la métrica (4.31). Eligiendo el siguiente
marco de tétradas ortonormal:

h h
o' = #dw —dvt; 6= #dw +dV*t: 03 =rdo; 0" =rsinfds, (4.35)
1ryr— exp(—2Kk4T) r (%71) : s 2
con hy(r)=—35 ;%: i (rf;,) y, usando la primera ecuacién de estructura de Cartan (ec.(4.10)),

obtenemos la siguiente 1-forma de conexion:

R (1)
o iy (00 =07 —5:0°  —5-61
Wi, = | e (00— 6%) 0 5.0 =50t |, (4.36)
—1p3 1 g3 0 _cotfpgd
T T ctfpt

donde el stmbolo “’” en A/, (r) denota derivada con respecto a 7. Podemos expresar w®, en términos de las compo-
nentes endomorficas w®,,, por lo que w*, = wabudx“, donde z* son las coordenadas del espaciotiempo. Explicita-
mente:

0 Dy —1de —Lsingds
h' (r) .
Wy =| —hm dv+ 0 —3df  —3sinfdeo | (4.37)
— %d@ %d@ 0 —cos 0d¢
—% sin 0d¢ % sinfd¢  cosfd¢ 0

Analizando cada componente de la conexién vemos que el Unico término singular es %94 = cos 6dg, el cual es no
regular en # = 0 y 0 = m. Este término es idéntico al término singular relacionado con la parte angular analizado
en el caso anterior donde se utilizaron coordenadas tipo esféricas, por lo que las mismas transformaciones de norma
se requieren para remover tales singularidades, es decir: Ay = exp(—idJ1) y Ao = exp(i¢pJy), donde A; remueve
la singularidad en § = 0 y Az remueve la singularidad en § = 7. J; es el generador de rotaciones alrededor de la
direccién {1}. Por tanto, la funcién de transicién que relaciona ambas conexiones transformadas en la regién de
interseccién de los abiertos donde estas conexiones estan bien definidas (A12 = exp(—2i¢J1)) de nuevo arroja una
condicién de cuantizacién trivial.
Nota: El término —Zi(:) dV* es regular en todo punto ya que dV* = (6% — 1) es regular asf como la funcién
_hh(r)

hy(r)
Procedamos finalmente a cubrir la parte faltante del espaciotiempo de R-N con el par de coordenadas {U~,V ™},
esto es, utilicemos la métrica (4.33). Elegimos el siguiente marco de tétradas ortonormal:

h_(r) h_(r)

6! = 5 dU~ —dV—; #*= TdU* +dV~; 62 =rdf; 6*=rsinfdo, (4.38)
1ryr— exp(—2k_1) r %_1) . .,
con h(r) = —5-5= Rt (T:_T) y, usando de nuevo la primera ecuacién de estructura de Cartan
(ec.(4.10)), obtenemos la siguiente 1-forma de conexién:
h' (r
0 G0 =00 =367 g
R’ (r) :
W = | oy (fl ) 0 —2:0° *%;94 . (4.39)
1 p3 1 p3 _cotfp4d
_2{24 21TZ4 cot%94 0 ?
T or 2r T

El stmbolo “’” en h’_(r) denota derivada con respecto a 7.
En términos de las componentes endomorficas w®, ,, la conexion anterior se ve como w®, = w, dz*, esto es:

h’ _ .
0 —Gdve —Ldo —Lsin6do
R (r) v, — .
W= | —rmdV 0 —3d0  —3sinfde | (4.40)
— %d@ %dﬂ 0 — cos 0d¢
—% sin fd¢ % sinfd¢  cosfde 0

29



CAPITULO . ESPECTRO TOPOLOGICO DEL HOYO NEGRO DE REISSNER-NORDSTROM

La conexién obtenida en este caso (a partir de (4.38)) es idéntica en forma a la obtenida para (4.35), con la tnica
diferencia de poner h_(r) donde estaba h, (r) y h’_(r) en lugar de h/_(r), por lo que las singularidades en este caso
también ocurren en § = 0 y 6 = w. Por ende, las mismas transformaciones de norma remueven estas singularidades
y el espectro topolégico obtenido a partir de imponer condiciones de unicidad sobre la funcién de transiciéon que
relaciona las conexiones transformadas es trivial.

4.3. Version euclidiana del hoyo negro de Reissner-Nordstrom y cuan-
tizacion de la masa y carga

Dado que no es posible obtener un espectro topolégico (discreto) en el caso en que la fibra es el grupo SO(3,1),
ya que justo las transformaciones de norma que remueven las singularidades coordenadas radiales en (4.11), o
equivalentemente en (4.14), tienen que ver Unicamente con la parte no-compacta del grupo de Lorentz, podemos
intentar analizar la version euclidiana de Reissner-Nordstrom para ver si nos arroja, en efecto, una relacién de
discretizacién. Para ello, hacemos una rotacién de Wick en la coordenada temporal en la solucién de R-N (4.1), es
decir, hacemos el cambio t — it, obteniendo la version euclidiana de R-N:

2

d82 — (T_T—)(r_r+)dt2 + r

r2 (r—r_)(r—ry)

Procedemos de manera similar como lo hicimos en la primera seccion de este capitulo y escribimos esta solucién,
(4.41), en términos de un marco de tétradas (local y ortonormal), el cual puede ser el mismo utilizado en (4.2),
yva que matemdaticamente sélo cambiamos un signo al pasar de la version lorentziana a la versién euclidiana. Sin
embargo, estas tétradas ahora ya no estaran més relacionadas entre si por una matriz de Lorentz, sino que ahora, por
tener la solucién invariancia ante transformaciones de norma SO(4), estos marcos de tétradas estardn relacionados
por un elemento o3 € SO(4), es decir, 8, = 1o303. El calculo de la conexién es idéntico al realizado anteriormente
en el que se obtuvo (4.11), salvo que en este caso, debido a que estamos trabajando con una métrica euclidiana,
diag (1,1,1,1), la conexién difiere en el signo de una de las componentes. Explicitamente, la conexién se ve como:

dr? +r2d0?. (4.41)

0 Lot 0 0
o | oa 0 —/f(r)do  —\/f(r)sin6dg (4.42)
b 0 F(r)de 0 — cos 6d¢ 7
0 f(r)sinfd¢  cosfde 0

la cual la podemos escribir en términos del algebra de Lie de SO(4):1°

00 0 O 000 0 0 0 0 0
~ 00 0 O ~ 000 -1 ~ 0 0 1 0
Si==il g0 0 1| 2= o000 o |* BT o 2100 |
00 —1 0 010 0 0 0 0 0
0 100 0 0 1 0 0 00 1
~ ~1.0 0 0 = 0 00 0 ~ 0 00 0
Bi==il g goo0 | =7 21 000 ]| =7 o 00 0| (4.43)
0 00 0 0 00 0 -1 0 0 0
resultando:
I o~ ~ o~ o~
w = ! ér) dt(iKy) — \/ f(r)d0(iJs) + / f(r)sinfdde(iJz) — cosfde(iJy) . (4.44)

Asi como en el caso del dlgebra de SO(3, 1) donde las {.J;} son los generadores de rotaciones y los { K; } los generadores
de boosts, en este caso las {J;} asf como los {K;} son ambos generadores de rotaciones.!! La conexién (4.44) es

10Es importante mencionar que las dlgebras de Lie de SO(4) y SO(3,1) son isomorfas, es decir, satisfacen las mismas relaciones de
conmutacién.

1 Cabe destacar que los generadores {J;} asociados al dlgebra de Lie s0(3,1) son exactamente los mismos generadores {J;} asociados
al dlgebra de Lie s0(4). Simplemente se usé esta notacién de tilde (“~”) para hacer la distincién entre generadores que pertenecen a
distintas (aunque isomorfas) dlgebras de Lie.
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idéntica a la conexién (4.14), salvo por los generadores involucrados en cada una de las dlgebras de Lie. Esto lleva
como consecuencia que las transformaciones de norma que remueven las singularidades de coordenadas en la conexién
deben de tener la misma forma. En efecto, para las singularidades en la parte angular, es decir, en 0 =0y 6 = m,
las transformaciones de norma que hacen el trabajo son A; = exp(—i¢J1) y As = exp(i¢J ), respectivamente. De
nuevo, en la regién de interseccién donde las conexiones transformadas w{ y ws estdn bien definidas, obtenemos
una funcién de transicién andloga a (4.22), esto es, Ajp = exp(—2i¢.J;) € SO(4), la cual arroja una condicién de
cuantizacion trivial. Por otro lado, para las singularidades en la parte radial, es decir, en r = ry yenr = r_,
las transformaciones de norma que remueven estas singularidades son Ay = exp(it; K1) y A_ = exp(it_K1),
frs)
2

respectivamente, con t4 = t como antes. Las conexiones transformadas tienen la siguiente forma:

(wi), = (fg) - f(;i)> At(iKy) — /f(r) sint+d0(iKs) — \/f(r)sin O sint 4+ dg(iKs)

- \/f(r)costide(ijg) +/ f(r)sin b cos tid(b(ijg) — cos 9d¢(ijl) , (4.45)

donde (w _{_)ab es la conexién asociada a la transformacién de norma Ay y (w? )ab
transformacién de norma A _ . Cabe destacar que la forma de las conexiones transformadas (4.45) es similar a aquéllas
dadas por las ecuaciones (4.24) y (4.27), salvo por los generadores correspondientes a cada dlgebra ademds de que
en este caso (SO(4)) las funciones trigonométricas sin y cos reemplazan a las funciones trigonométricas hiperbdlicas
sinh y cosh que surgen para el caso de SO(3,1). Elegiendo otra vez los subconjuntos U_ = (0,r4) y Uy = (r—,00)
de tal forma que la unién de U_ x R® y U, x R? es un atlas de la variedad base M* — {r = 0}, obtenemos la
siguiente funcién de transicién para el caso de SO(4):

es la conexion asociada a la

Ay =A_A7'=exp (it,f(l) exp (—it+l~(l) = exp (z (t_—t4) IN(l) . (4.46)

Esta funcién de transicién es idéntica en forma a la funcién de transicién obtenida en (4.29), salvo por los generadores
involucrados. No obstante, es esta diferencia entre los generadores que aparecen en las funciones de transicién (4.29)
y (4.46) la que hace que en el caso de SO(4) si exista un espectro topolégico discreto y en SO(3,1) no. Veamos
c6mo llegamos a tal afirmacién: Una vez teniendo (4.46), el proceso natural para obtener un espectro topoldgico es
aplicar condiciones de unicidad sobre dicha funcién de transicién. Dado que el generador Ky en (4.46) esta asociado
a una rotacién (especificamente en el plano ¢t — r), entonces las funciones que deben ser univaluadas deben de ser
senos y cosenos (sin y cos), que como sabemos siempre lo son en cada regién periédica de periodo 2.

Mas aun, en la region de interseccién donde esta funcidon de transicion es vélida, es decir, en la regiéon entre
los horizontes, las coordenadas temporales juegan el papel de coordenadas radiales y viceversa. Especificamente,
podemos considerar a t como una coordenada angular dentro de los horizontes, es decir, 0 < ¢ < 27, por lo que la
condicién de unicidad sobre la funcién de transicién se traduce a 3 [f' (r—) — f’ (r1)] = m, m € Z. Sustituyendo el

valor de f/(r) = QT# - 222 en la expresién anterior y evaluando en los horizontes, obtenemos:
2/ M? — Q2(—2M? + Q?)
Q'

donde se ha introducido una constante ¢, con unidades de inverso de longitud, de tal forma que la expresién anterior
sea compatible en cuestién de unidades. (4.47) es el espectro topoldgico asociado al grupo de simetria SO(4).

Asf pues, hemos obtenido una relacién funcional de la forma g(M, Q) = m, donde g es una funcién de los pardmetros
fisicos My Q,y m € Z.

Por otro lado, para obtener el espectro topolégico completo del hoyo negro de Reissner-Nordstrom falta considerar
la relacién de cuantizacién que se obtiene de la parte asociada al grupo de simetria U(1), la cual, como vimos
anteriormente en la seccién 4.1, conduce a otra relacién funcional de la forma h(M,Q) = n, donde h es otra vez
una funcién de los pardmetros fisicos de la solucién de R-N: M v @, v n € Z.'? Explicitamente:

%«/M2—Q2:n, nez. (4.48)

Dadas estas dos relaciones de cuantizacion ((4.47) y (4.48)), es posible obtener los valores de la carga eléctrica Q y
la masa M del hoyo negro en términos unicamente de los nimeros enteros n y m, es decir, los pardametros fisicos

=m, meZ, (4.47)

12Es importante mencionar que la relacién de cuantizacién obtenida en el caso de U(1) (4.8) es independiente de si ocupamos como
espacio base del haz fibrado principal la solucién (lorentziana) o la versién euclidiana de Reissner-Nordstrom, ya que para este caso la
conexién que se utiliza es justamente aquélla asociada al grupo de norma U(1), y no la conexién de espin asociada al espacio base.
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de nuestra solucién de R-N estdn “cuantizados”. Algebra directa conlleva a las siguientes relaciones de cuantizacién
tanto para la masa como para la carga eléctrica:

24n)VA+nZ | ni|l
- LN 1 s
0
n(2+n?) 1
0

Son justo estas relaciones de cuantizacién las que establecen que la masa y la carga eléctrica de un hoyo negro
euclidiano de Reissner-Nordstréom no pueden tomar cualquier valor, sino que tinicamente combinaciones especificas
de los ntimeros enteros n y m.

Las gréficas siguientes (figuras (4.1) y (4.2)) muestran el comportamiento de M y @ como funcién de los nimeros
enteros n 'y m:

30000

10000

2000

1500

Ql1/co]
1000

Figura 4.2: Carga eléctrica del hoyo negro (euclidiano) de Reissner-Nordstrom como funcién de los ntimeros enteros
nym.

Sin pérdida de generalidad, el rango de los nimeros n y m en las graficas anteriores se ha elegido positivo
(m={1-50} y n={1-—40}).
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4.4. Discusion

4.4. Discusion

De acuerdo a los resultados obtenidos en este capitulo podemos hacer un amplio anélisis y consecuentes com-
paraciones de lo que conlleva utilizar como espacio base del haz fibrado principal la solucién de Reissner-Nordstrom
(ecuacién (4.1)), o la versién euclidiana de ella (ecuacién (4.41)). Al utilizar como espacio base el espaciotiempo
de Reissner-Nordstrom tenemos una simetria inherente ante rotaciones en el espacio y tiempo simplemente porque
este espaciotiempo es solucién a las ecuaciones de Einstein. Esta simetria (local) que existe ante el grupo SO(3,1)
nos permite elegir a este grupo como fibra de nuestro haz fibrado principal, lo que nos condujo, como se vio en la
seccién 4.2, a la no cuantizacion de la masa y carga. Sin embargo, si utilizamos como espacio base del haz fibrado
principal la versién euclidiana de la solucién de Reissner-Nordstrom, esto es, ecuacién 4.41, si es posible obtener un
espectro topologico discreto que relaciona la masa M y la carga @ con un nimero entero.

Por otro lado, el espectro topolégico obtenido a partir de la invariancia ante el grupo U(1) es independiente de si
utilizamos como espacio base de nuestro haz fibrado principal (4.1) o (4.41), ya que la conexién calculada esté aso-
ciada unicamente al campo inducido (electromagnético) y no al campo de fondo (métrico). Con este grupo (U(1))
como la fibra estdndar del haz fibrado principal, obtenemos un espectro topolégico discreto que relaciona, otra
vez, los pardmetros fisicos M y @ con un nimero entero (ecuacién (4.48)). Asf pues, en consecuencia, tenemos que
para la version euclidiana de R-N existen dos relaciones funcionales, g(M,Q) = m y h(M,Q) = n, una por cada
fibra utilizada, lo que nos conduce al resultado de que la masa M y la carga eléctrica @) estdn “cuantizadas” (ecs.
(4.49) y (4.50)). En particular, la cuantizacién de la masa y carga en la versién euclidiana se puede explicar debido
a que en este caso las transformaciones de norma que remueven las singularidades radiales en la conexién de espin
original involucran tinicamente generadores de rotaciones (asociados al grupo SO(4), el cual es compacto), a difer-
encia del caso lorentziano en donde las transformaciones de norma que hacen lo propio involucran sélo boosts en
una direccién, los cuales estan asociados con la parte no-compacta del grupo de Lorentz.

Analizando los espectros topolégicos de la masa y carga obtenidos en las ecuaciones (4.49) y (4.50), podemos obtener
una conclusion muy interesante: para valores de los ntimeros enteros m y n iguales a cero, es decir, para hoyos negros
extremos (M = |Q)|), los valores de la masa y carga eléctrica quedan indefinidos, por lo que los espectros (4.49) y
(4.50) son vélidos unicamente para el caso de hoyos negros no-extremos. Esto era de esperarse ya que el formalismo
que utilizamos para obtener los espectros topoldgicos asociados a los grupos de simetria U (1) y SO(4) requirié de la
region entre los horizontes de eventos, en donde las coordenadas temporales juegan el papel de coordenadas radiales
y viceversa [22]. Esto se logra inicamente para el caso en que M > |Q|, es decir, para hoyos negros no-extremos de
R-N. En efecto, de las relaciones de cuantizacién para la masa y carga eléctrica, siempre se tiene que M > |Q| para
todo valor de m y n € Z — {0}.
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Capitulo 5

Termodinamica de hoyos negros

En este capitulo se hard un anélisis detallado de las 4 leyes clasicas que rigen la mecénica de hoyos negros y se
verd que existe, en efecto, una relaciéon mas alla que simple analogia, con las leyes termodinamicas macroscopicas
que describen la naturaleza. En particular, se discutira el caso de los hoyos negros de Reissner-Nordstrom, los cuales,
como sabemos del capitulo 2, son una solucién exacta (estdtica y con simetria esférica) a las ecuaciones de campo
de Einstein en presencia de un campo electromagnético. Finalmente, se encontrard la relaciéon de los espectros
topolégicos para la masa y carga calculados en el capitulo anterior con la entropia de los hoyos negros de R-N, a
partir de la ecuaciéon fundamental que rige la termodindmica de estos sistemas gravitacionales.

5.1. Las leyes clasicas de la mecanica de hoyos negros

5.1.1. Ley cero
Primero enunciaremos esta ley y después la particularizaremos para el caso de los hoyos negros de R-N:
Ley cero: “La gravedad superficial x de un hoyo negro estacionario es constante sobre el horizonte de eventos”.
En el caso del hoyo negro de R-N, la gravedad superficial viene dada por:?
K=t M = \/m (5.1)
i (MM Q22 '
1

Claramente esta gravedad superficial se reduce a la gravedad superficial de Schwarzschild (Fc = W) en el limite
Q—0.

5.1.2. Primera ley

Esta ley establece que el cambio en el drea del horizonte de eventos es proporcional al cambio en la energia, la
carga y el momento angular de un hoyo negro. En el caso de R-N, el momento angular es cero. Para derivar esta
ley, calculemos primero el area del horizonte de eventos: Haciendo dr =dt =0y r = r; en (2.13), obtenemos:

ds® = r1dQ? = 73 (d6? + sin® d¢?) = g, dz"da” .

Asi pues, el drea del horizonte se calcula facilmente y resulta ser:

2m T 2m
Ag=A= //Mdet(gw)decﬁ = //ri sin dfd¢
0 0 0 0
=dmr? . (5.2)

En términos de la masa M y carga @ del hoyo negro, el drea del horizonte de eventos es:

A=d4r(M + /M2 — Q?)2. (5.3)

1Checar Apéndice B para el célculo explicito de la gravedad superficial.

35



CAPITULO 5. TERMODINAMICA DE HOYOS NEGROS

Asi pues, tenemos una relacién A = A(M, @), la cual, localmente, la podemos expresar en forma diferencial como:

0A 0A
dA= | — dM — d@. 4
(57 ) 1ent + (5 ) lwd@ (5.4
Rearreglando términos y usando las siguientes identidades (%—%) lo = (%‘:)lg y (%—g) |, = — (%) lo (%) s
obtenemos la primera ley de la mecanica de hoyos negros para R-N:
oM oM K
M=|—— A — = —dA+= .
d <8A>|Qd +<8Q>AdQ 87Td + 2dQ, (5.5)
donde & es la gravedad superficial dada por (5.1) y == Q Q

5.1.3. Segunda ley

Esta ley debida a Hawking, quien fue el primero en probarla en 1971, establece basicamente que en cualquier
proceso fisico permisible, el area del horizonte de eventos de un hoyo negro no puede decrecer con el tiempo, es
decir: §A > 0. En un lenguaje matemaético, esta ley puede ser formulada de acuerdo al siguiente teorema, conocido
como el Teorema de Area de Hoyos Negros:

Teorema 5.1 (Teorema de Area de Hoyos Negros). Sea (M, g,.) un espaciotiempo asintdtica y fuertemente
previsible que satisface R, k*kY > 0 para todos los vectores nulos k*.2 Sean X1 y Yo dos superficies de Cauchy
tipo espacio para una region globalmente hiperbdlica V.C M (M siendo el espaciotiempo no-fisico asociado a M),
con Yo C IT(%1), IT(X1) el futuro cronoldgico de X1, y sean Hy = HNXy y He = H N Xy, donde H denota el
horizonte de eventos, es decir, la frontera de la region de hoyo negro de (M, gu.). Entonces el drea de Ho es mayor
o igual que el drea de Hy.

Dejaremos de lado la prueba de este teorema, ya que la idea principal de esta seccién es comparar y encontrar la
relacién que tienen las leyes clasicas que gobiernan la mecanica de hoyos negros con las leyes usuales termodindmicas
macroscopicas. Sin embargo, la demostracion de este teorema asi como los detalles técnicos que involucran la
afirmacién del mismo pueden ser consultados en [44].

5.1.4. Tercera ley

En el contexto de relatividad general clasica y considerando el impacto que tiene el hecho de agregar materia a
un hoyo negro, esta ley fue formulada y probada como la siguiente ley dindmica [16]:

Tercera Ley: “Ningun proceso continuo en el cual el tensor de energia-momento de materia acretada permanece
acotado y satisface la condicién débil de la energia® en una vecindad del horizonte aparente puede reducir la
gravedad superficial de un hoyo negro a cero dentro de un tiempo finito avanzado”.

Cabe destacar que los hoyos negros extremos de R-N por si mismos tienen gravedad superficial cero, como puede
verse haciendo M = |@Q| en (5.1). Sin embargo, no es el tnico caso en que un hoyo negro de R-N puede tener
gravedad superficial igual a cero, también ocurre que cuando M — oo, k — 0.

5.2. Temperatura de Hawking y relaciéon de las leyes anteriores con
las leyes termodinamicas ordinarias

En esta seccién veremos que, contemplando efectos cudnticos asociados con la radiacién de los hoyos negros,
las leyes clasicas de la mecanica de hoyos negros revisadas en la seccién anterior, efectivamente son las leyes
termodinamicas usuales aplicadas a estos sistemas gravitacionales, provisto de que la segunda ley generalizada
(discutida més adelante) sea vdlida. Cldsicamente, los hoyos negros son objetos que tienen temperatura absoluta
igual a cero, ya que absorben cualquier cosa y no emiten nada. Sin embargo, en 1974, Hawking [14] hizo el gran

2Técnicamente, un espaciotiempo asintética y fuertemente previsible es aquél que obedece la hipétesis de la censura césmica [40].
La condicién Ry, kH*EY > 0 para todos los vectores nulos k*, llamada condicién de convergencia temporal, es equivalente a la condicién
fuerte de la energfa: T}, k*kY > Tk, kH.

3La condicién débil de la energia establece que Tuvk#kY > 0 para todo vector nulo k*.
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5.2. Temperatura de Hawking y relacion de las leyes anteriores con las leyes termodindmicas ordinarias

descubrimiento de que la temperatura fisica de un hoyo negro no es cero absoluto, sino que tiene una temperatura
dada asociada consigo exactamente equivalente a la de un cuerpo negro, esto es, radfa a una temperatura:*

K

=, (5.6)

con k la gravedad superficial. La derivacién original de Hawking [14] hizo uso del formalismo para calcular la
creacién de particulas en un espaciotiempo curvo. Hawking consideré un espaciotiempo clasico (M, g,..) que de-
scribia el colapso gravitacional a un hoyo negro de Schwarzschild, y un campo cuantico libre propagandose en este
espaciotiempo de fondo, el cual estaba inicialmente en su estado de vacio previo al colapso, y calculé el niimero
de particulas del campo en infinito a tiempos posteriores. Su célculo reveld que a tiempos posteriores, el nimero
de particulas esperado en infinito correspondia a la emisién de un cuerpo negro perfecto (de tamafio finito) a la
temperatura de Hawking (5.6).

El célculo original de Hawking puede ser generalizado y extendido de la siguiente manera: por un lado, uno puede
considerar un espaciotiempo que represente un colapso gravitacional arbitrario a un hoyo negro tal que el hoyo
negro se asiente a un estado final estacionario que satisfaga la ley cero de la mecénica de hoyos negros, esto es,
que la gravedad superficial del estado final de hoyo negro sea constante en todo el horizonte. Por otro lado, no es
necesario que el estado inicial del campo cuédntico sea su estado de vacio, sino es posible tomar como estado inicial
cualquier estado no-singular [45].

Una vez sabido que existe una relacién fisica (y matemadtica) directa entre la temperatura y la gravedad super-
ficial, podemos dar una interpretacién de las leyes clasicas que rigen la mecanica de hoyos negros como leyes
termodinamicas ordinarias. Para ello, recordemos las leyes usuales de la termodindmica:®

= Ley Cero: Establece que la temperatura T' es constante en un cuerpo que esta en equilibrio térmico.
= Primera Ley: dE = T'dS + términos de trabajo.

= Segunda Ley: 65 > 0 en cualquier proceso.

» Tercera Ley: Es imposible alcanzar T' = 0 mediante un proceso fisico.

Claramente la ley cero de la mecanica de hoyos negros es la ley cero termodinamica aplicada al sistema gravitacional
de hoyo negro, una vez que se sabe que 5- representa la temperatura fisica de un hoyo negro. Al identificar estas
leyes debemos destacar que en ambos casos tenemos condiciones de equilibrio, es decir, por un lado, un cuerpo
esta en equilibrio térmico mientras que por otro, el hoyo negro es estacionario.

Ocurre algo similar con la primera ley: dado que M en (5.5) representa exactamente la misma cantidad fisica que
E en la primera ley de la termodindmica, esto es, la energfa total, y como T'= 5= de acuerdo a Hawking, entonces
podemos decir que la primera ley de la mecédnica de hoyos negros es, en efecto, la primera ley de la termodindamica
aplicada a estos sistemas gravitacionales, una vez que se ha identificado a la entropia S con f.

La segunda ley, desde el punto de vista termodindmico, falla cuando es aplicada a hoyos negros clésicos, ya que uno
podria tomar cualquier cantidad de materia ordinaria y arrojarla al hoyo negro, la cual, de acuerdo con relatividad
general, desapareceria en una singularidad del espaciotiempo (singularidad de curvatura). En este proceso se pierde
la entropia inicial que se tenia en la materia y ninguna entropia que la compense o que la aumente aparece, por lo
que la entropia total del universo decrece. Sin embargo, si uno considera que el hoyo negro tiene su propia entropia,
de tal forma que la materia arrojada dentro de él se siga teniendo en cuenta, entonces la segunda ley se podria
arreglar. Esto fue exactamente lo que hizo Bekenstein [4] después de que el Teorema de Area fue demostrado:
El asigné una entropia al hoyo negro Sy, proporcional al drea del horizonte de eventos A, y definié una entropia
generalizada S’ tal que fuera la suma de la entropia ordinaria fuera del hoyo negro S,,.q més la entropia asociada al
hoyo negro, esto es: S” = Sy.q+ Spn, de tal forma que 65’ > 0, es decir, que la entropia generalizada nunca decreciera
con el tiempo. No obstante, cuando la radiacion de Hawking es considerada, serios problemas con la segunda ley
de la mecanica de hoyos negros ocurren: conservaciéon de la energia requiere que un hoyo negro aislado deba perder
masa de tal forma que compense la energia radiada a infinito por el proceso de Hawking. De hecho, si uno iguala
la tasa de pérdida de masa del hoyo negro y el flujo de energia en infinito debido a la creacién de particulas, uno
llega a la sorprendente conclusién de que un hoyo negro aislado radia toda su masa dentro de un tiempo finito. En
este proceso de “evaporacién”, el area del horizonte A decrece, ya que el tensor de energia-momento asociado a la
materia cudntica no satisface la condicion fuerte de la energia, violando una de las hipdtesis del Teorema de Area.

4Esta temperatura representa la temperatura medida por un observador en infinito.
5Una descripcién y andlisis mds detallado de estas leyes puede ser encontrado en [20].
6Existen otras formulaciones de la tercera ley, las cuales se discutirdn més adelante en el texto.
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CAPITULO 5. TERMODINAMICA DE HOYOS NEGROS

Asi pues, en resumen podemos decir que la segunda ley de la termodinamica debe de ser modificada por la segunda
ley generalizada cuando hoyos negros estan presentes, de tal forma que se siga cumpliendo que el cambio total en
la entropia del universo no decrezca con el tiempo. Sin embargo, existe un gran debate si esta ley generalizada se
cumple en todos los casos, incluso se han pensado experimentos en los cuales se pueda violar dicha ley [3], [4]. Para
una discusién més profunda acerca de la validez de la segunda ley generalizada, ver por ejemplo [46]. Si en efecto
la segunda ley generalizada es valida siempre, es mas que evidente que debemos interpretar Sy, como la entropia
fisica de un hoyo negro, y por tanto, las leyes de la mecanica de hoyos negros ciertamente representan las leyes
termodinamicas ordinarias aplicadas a estos sistemas gravitacionales.

Finalmente, analicemos la tercera ley: Sabemos que existen tres formulaciones de la tercera ley de la termodinamica
ordinaria [20]:

1. (Nernst, 1912): establece que es imposible alcanzar T'= 0 en un ndmero finito de procesos continuos.

2. (Nernst, 1906): un proceso isotérmico debe ser también un proceso isentrépico cuando 7' — 0:

lim (AS)=0.
T=Typ—0

3. (Planck, 1910): la entropia de cualquier sistema se anula en el estado en el que T = 0, es decir:

S=0cuando T =0.

Dadas estas formulaciones veamos cudl de ellas es compatible con la tercera ley clasica de la mecénica de hoyos
negros:

Una vez que sabemos que un hoyo negro radia de acuerdo al espectro de un cuerpo negro a una temperatura
dada por T' = 5, llamada temperatura de Hawking, veamos que en efecto la primera formulacién de la tercera ley
se cumple para el caso que nos interesa, esto es, para el caso de los hoyos negros de Reissner-Nordstrom. Recordamos

de (5.1) que la gravedad superficial para los hoyos negros de R-N estd dada por:

M P@
T T M-

Claramente esta gravedad superficial tiende a cero cuando M — |Q| (hoyos negros extremos de R-N) o cuando
M — o0. Por otro lado, pareciera razonable pensar que la gravedad superficial de los hoyos negros no-extremos de
R-N (M > |Q|) gradualmente tendiera a cero conforme emiten materia eléctricamente neutra afuera de ellos hasta
que M = |Q|. Sin embargo, veremos que esto es imposible de alcanzar en un tiempo finito, o dicho de otra forma,
un hoyo negro no-extremo solamente puede convertirse en uno extremo si hay una cantidad infinita de tiempo
disponible. Para ello consideremos la tasa de cambio en la masa del hoyo negro de acuerdo al proceso de radiacion
de Hawking, es decir:

dM
W = _ClAT4, (57)

donde ¢; es una constante, A es el drea del horizonte de eventos dada por (5.3) y T es la temperatura de Hawking.
De (5.7):

dM K\ 4
o 701(4777&) <%)
(re —M)*
= —0276
T+
_ (V/MZ= Q)4
M-

ot = e M VM QR (5.8)

M
( /M2 — Q?)* ’
con cg y c3 constantes. Asi pues, multiplicando el numerador y denominador del lado derecho de (5.8) por & y
haciendo = = %, se obtiene:

tw—/<x+m)6dx

(Va? —1)*
323 x 2(162* + 1622 —41) 35 1+
= —16x — — —1 . 5.9
SRR TP N T S (59)
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5.8. Entropia de hoyos negros

Claramente esta integral diverge en x = 1, por tanto se concluye que se necesita una cantidad infinita de tiempo
para que un hoyo negro no-extremo de R-N se convierta en un hoyo extremo mediante radiacién de Hawking.

Por otro lado, la segunda formulacién de la tercera ley no es valida para el caso de los hoyos negros de R-N, ya que
no importa cémo nos acerquemos al limite 7" — 0, ya sea haciendo % — 1 0 M — o0, ninglin proceso isotérmico

en ese limite de 7' — 0 es un proceso isentrépico.”

Finalmente la tercera formulacion de la tercera ley de la termodinamica tampoco es compatible con aquélla corre-

spondiente a la mecdnica de hoyos negros: como se mencion6 anteriormente, 7' — 0 cuando % —-1oM — o0,y
en cualquier caso, la entropia dada por S = f no tiende a cero. De (5.3) es facil ver que la entropfa en el caso de

los hoyos negros extremos de R-N es S = 7M? = 7(Q?, mientras que por otro lado, cuando M — oo, S — oo.

5.3. Entropia de hoyos negros

De acuerdo al andlisis y la discusién hechas en la seccion anterior acerca de la relacién que existe entre las
leyes clasicas de la mecanica de hoyos negros con aquéllas referentes a la termodindmica usual, podemos decir que
estas leyes cldsicas de la mecdnica de hoyos negros junto con la férmula de temperatura de Hawking (5.6) permiten
identificar una cantidad asociada a los hoyos negros, esto es, f, como matemaéticamente equivalente al rol de la
entropia. Mds atn, si consideramos que la segunda ley generalizada es vélida, entonces podemos concluir, en efecto,
que esta cantidad representa la entropia fisica de los hoyos negros. Existen varias formas de calcular la entropia de
los hoyos negros, tal como se hace en la formulacién euclidiana de la integral de camino®, o en otras aproximaciones,
como por ejemplo, la que establece que la entropia de los hoyos negros es debida a la entropia de enredamiento
resultante de las correlaciones de campos cuanticos entre el exterior y el interior del hoyo negro; o debida a la
entropia ordinaria de la atmosfera térmica que rodea a dichos hoyos negros; o la que surge de la teoria de Sakharov
de gravedad inducida; o la que resulta en el contexto de geometria cudntica; o la que surge de la teoria de cuerdas?;
sin embargo, todas ellas reproducen, bajo distintas hipdtesis y consideraciones, la formula obtenida para la entropia
en funcién del area del horizonte de eventos: S = %.

A pesar de los grandes avances que se han realizado en torno al célculo de la entropia (por distintos métodos) de los
hoyos negros, el gran reto en las teorias cuanticas de la gravedad es dar una explicaciéon y una derivacién directa de
la formula para dicha entropia, ya que la mayoria de estas teorias, si no es que todas, difieren acerca de cuéles son
los grados de libertad dindmicos responsables del surgimiento de la entropia de estos sistemas gravitacionales, y los
cuales no son del todo claros por qué son exactamente ésos los que reproducen la entropia correcta a nivel clasico.

5.3.1. Relaciéon del espectro topolégico con la entropia del hoyo negro de Reissner-
Nordstrom

En esta seccién se obtendra la relacion que existe entre la entropia de los hoyos negros de Reissner-Nordstrom
y los espectros topoldgicos euclidianos obtenidos en el capitulo anterior (ecuaciones (4.49) y (4.50)). Para ello,
recordamos que la entropia de los hoyos negros de R-N esta dada por:

S = % =7(M+ /M2 - Q?)?. (5.10)

Asi pues, sustituyendo los espectros de la carga y masa en esta expresion de la entropia, resulta:

n2(2 +n?)%(n + V4 + n?)? 1

S = )
T 16m?2 cg

(5.11)

Justo esta expresién nos dice que la entropia de un hoyo negro (euclidiano) de R-N estd determinada por los
nimeros enteros n y m, es decir, estd cuantizada. Al igual que en los espectros de la carga y masa, la entropfa (5.11)
tampoco describe hoyos negros extremos, dado que en ese caso n y m son ambos cero, y por tanto, la entropia
quedarfa indefinida. La grafica de la entropia como funcién de los nimeros enteros n y m se muestra en la figura
(5.1):

7Una explicacién referente a esta segunda formulacién de la tercera ley de la termodindmica y su incompatibilidad con la tercera ley
de la mecédnica de hoyos negros puede ser consultada en [10].

8Ver por ejemplo [10] para una descripcién sobre esta formulacién euclidiana y su aplicacién particular a los hoyos negros de R-N.

9Consultar [46] para una explicacién de cada una de estas aproximaciones.
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Figura 5.1: Entropia del hoyo negro euclidiano de Reissner-Nordstrém como funcién de los ntimeros enteros n y m.

Podemos también graficar algunas curvas de nivel tanto para valores fijos de n como de m. Estas gréficas (figs.
5.2 y 5.3) se muestran a continuacién:
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Figura 5.2: Entropia del hoyo negro euclidiano de Reissner-Nordstrém como funcién de n para valores de m = 1,2, 3.

La gréfica en color azul representa la entropia S como funcién de n para m = 1. La gréfica en color magenta
representa lo propio para m = 2, y la grafica en color oro lo hace para m = 3.
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Figura 5.3: Entropia del hoyo negro euclidiano de Reissner-Nordstrém como funcién de m para valores de n = 1,2, 3.

Anélogo al caso anterior, la grafica azul representa la entropia S como funcién de m para n = 1, la magenta lo
hace para n = 2, y la oro para n = 3.

40



Capitulo 6

Conclusiones

A partir de las ecuaciones de Einstein-Maxwell con el tensor de energia-momento aquél asociado al campo
electromagnético producido por una carga eléctrica puntual, e imponiendo simetria esférica en nuestra solucién,
fue posible obtener la métrica de Reissner-Nordstrom (2.12). Se vio que, para M > |Q)|, existe una singularidad de
curvatura en r = 0 (como se corroboré al calcular el escalar de Kretschmann) y dos singularidades coordenadas
que coinciden con los horizontes de eventos en r =ry = M + /M2 —Q?> y r=r_ = M — \/M? — Q? (se vio que
efectivamente éstas eran singularidades de coordenadas al expresar la métrica de R-N en coordenadas avanzadas
de Eddington-Finkelstein, donde la forma explicita de la métrica en ese caso era manifiestamente no singular en
r=ryyr=r_). Enel caso en que M = |Q)|, existe una dnica singularidad de coordenadas en r = ry = r_. Para el
caso en que M < |@|, no se obtiene ninguna singularidad de coordenadas ademds de la singularidad de curvatura en
r = 0 inherente al espaciotiempo de R-N, la cual corresponde, en este caso particular, a una singularidad desnuda.
Posteriormente, utilizando las coordenadas de Kruskal-Szekeres, se construy6 la méxima extensién analitica para
este espaciotiempo, la cual consta de la unién infinita de los dos tipos de parches {U",V*} y {U~,V ™}, cada uno
de los cuales cubre dos pares de regiones isométricas entre si. Finalmente, en lo que respecta a la geometria de este
espaciotiempo, se utilizaron coordenadas isotrépicas y se vio que existe un puente de Einstein-Rosen que conecta dos
secciones espaciales entre las regiones III en el diagrama de Penrose-Carter (fig. 2.6) asociado a la méxima extensién
analitica de dicho espaciotiempo. Mds atin, en el caso extremo donde M = |Q)|, el puente de Einstein-Rosen llega a
ser infinitamente largo, por lo que es imposible pasar de un universo a otro.

Una vez hecho el anélisis de la geometria y la estructura del espaciotiempo de R-N, se introdujo el método de
Cuantizacién Topolégica como un formalismo alternativo de cuantizacién en la que la estructura geométrica de haz
fibrado principal es de fundamental importancia para caracterizar a los sistemas fisicos en cuestion, y no sélo eso,
sino que a partir de ella es posible obtener relaciones de discretizacion de los parametros fisicos que describen a
nuestra solucién clésica (espectro topoldgico). Este método se basa principalmente en el hecho de que para cualquier
sistema fisico (cldsico) debe existir una configuracién cldsica que consta de una variedad diferencial y una conexién,
y que geométricamente contiene toda la informacién fisica del sistema. Asi pues, a partir de esta configuracién
clésica, es posible construir, a partir del Teorema de Reconstruccién de haces fibrados (Teorema 3.3), un tnico
haz fibrado principal (médulo clases de equivalencia) cuyo grupo de estructura (grupo de Lie) es aquél asociado a las
simetrias del sistema fisico, y asociarle una conexion que tiene valores en el algebra de Lie del respectivo grupo de
Lie. Se vio que, en el caso de las ecuaciones de Einstein en el vacio, cualquier solucién a ellas puede ser representada
de manera tinica por un haz fibrado principal 10-dimensional P, con el espaciotiempo M como el espacio base, el
grupo de Lorentz SO(3,1) como el grupo de estructura (isomorfo a la fibra estdndar), y una conexién con valores en
el 4dlgebra de Lie del grupo de Lorentz. Esto es justo lo que establece el Teorema Bésico de Cuantizacién Topoldgica
demostrado a detalle en el capitulo 3 (Teorema 3.2). Mds ain, también se demostré que en el caso de las ecuaciones
de campo de Einstein acopladas a campos de materia (campos de norma), es posible construir un tinico haz fibrado
principal con espacio base el espaciotiempo M, grupo de estructura el grupo asociado al campo de norma, y una
conexién con valores en el dlgebra de Lie del respectivo grupo de norma (Teorema 3.5). Para el caso que nos
concierne, es decir, para el caso de Reissner-Nordstrom, se utilizaron dos distintos haces fibrados principales, uno
por cada grupo de simetria del sistema fisico: un haz fibrado principal con grupo de estructura el grupo de simetria
espaciotemporal SO(3,1), y otro haz fibrado principal cuyo grupo de estructura es el grupo de norma U(1).

Una vez teniendo estos dos haces fibrados principales se procedi6 a obtener los espectros topolégicos correspondientes
mediante el método de regularizacién de la conexién: para el caso en que la fibra estdndar era el grupo SO(3,1),
fue posible remover las singularidades (de coordenadas) en la conexién de espin tanto en la parte angular como
en la parte radial mediante transformaciones de norma, sin embargo, al aplicar condiciones de unicidad sobre las
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funciones de transicién que relacionan las conexiones transformadas, se obtuvo, para la parte angular, una condicién
de cuantizacion trivial, mientras que para la parte radial, no se obtuvo ningiin espectro topolégico que relacionara
de forma discreta los parametros fisicos M y @Q. Por otro lado, cuando se utilizé como fibra estandar el grupo de
norma U (1), si fue posible obtener un espectro topoldgico discreto, al aplicar condiciones de unicidad en la funcién
de transicién (4.6), arrojando una relacién funcional de la forma h(M,Q) = n, donde M y @ son los pardmetros
fisicos de la solucién de R-N, y n es un ntimero entero.

No obstante, para obtener una discretizacién “completa” de los pardmetros fisicos M y @, es decir, obtener relaciones
funcionales de la forma: h(M,Q) =n y g(M, Q) = m, con n'y m enteros, tuvimos que analizar la versién euclidiana
de R-N, en donde la simetria local ante el grupo SO(4) fue de crucial importancia para la discretizacién de la masa
y la carga eléctrica. A diferencia del grupo de Lorentz SO(3,1) donde existe una parte no-compacta asociada a los
boosts (la cual se vio reflejada en la no discretizacién del espectro topoldgico para este grupo de simetria), el grupo
SO(4) tnicamente se compone de rotaciones, haciendo que este grupo sea compacto, y por ende, al momento de
aplicar condiciones de unicidad en la correspondiente funcién de transicion, el espectro topoldgico que resulta es
discreto. Como fue discutido al final del capitulo 4, al pasar de la versién lorentziana a la versién euclidiana de R-N,
el espectro topoldgico asociado a la fibra U (1) no se ve modificado, ya que la conexién que se utiliza en este caso es la
que estd asociada al campo de norma (inducido), y no la que estd asociada al campo métrico. Asi pues, de esta forma
obtenemos una discretizacién “completa” de los pardmetros fisicos M y @ (en el sentido de que ambos pardmetros
se discretizan de manera independiente) en funcién de los niimeros enteros n y m (ecs. 4.49 y 4.50, respectivamente).
Podemos decir, entonces, que la masa y carga eléctrica de los hoyos negros (euclidianos) de Reissner-Nordstrom
estdn “cuantizadas”. Analizando los espectros topolégicos anteriores podemos obtener conclusiones muy importantes
acerca de los valores permitidos de los nimeros enteros n y m: cuando m = 0, los valores de la carga y la masa son
singulares, sin embargo, el valor de m = 0 corresponde a hoyos negros extremos (M = |Q]), como se puede verificar
al analizar el espectro topolégico asociado al grupo de simetria SO(4) (4.47). Pero M = |Q| también implica el
valor de n = 0 en el espectro topoldgico asociado al grupo de norma U(1) (4.48), por ende, podemos concluir que
los espectros para la carga eléctrica y la masa quedan indefinidos en el caso de hoyos negros extremos de R-N. No
es asi para el caso en que M > |Q)|, es decir, para hoyos negros no-extremos, donde los espectros (4.49) y (4.50) son
completamente véalidos para cualesquiera valores de los niimeros enteros n y m distintos de cero. El hecho que para
el caso extremo no se valgan los espectros topoldgicos para M y @, desde el punto de vista matemadtico, no nos
deberfa extranar, ya que, como se discutié al final del capitulo 4, el proceso que se siguié para obtenerlos requirié de
la regién entre los horizontes de eventos (en donde las coordenadas temporales juegan el papel de coordenadas
espaciales y viceversa), la cual aparecia tinicamente en el caso no-extremo. Desde un punto de vista fisico, debemos
tener presente que es dificil afirmar alguna consecuencia directa a partir del andlisis de la versiéon euclidiana de
R-N, ademds de que el caso extremo tiene propiedades y caracteristicas muy diferentes en comparacién con el caso
no-extremo, como el hecho de que es justo el limite entre la aparicién y la no apariciéon de una singularidad desnuda,
que como se menciond en el texto, no existen tales singularidades en el caso de colapso gravitacional de acuerdo a
la conjetura de la censura césmica.

Finalmente se discutieron las leyes clasicas de la mecénica de hoyos negros, y se particularizaron al caso de R-N.
Se vio que, con ayuda de la férmula de Hawking 7' = 5= y la identificacién de S con %, es posible relacionar estas
leyes mecénicas de hoyos negros con aquéllas de la Termodindmica estandar, y no sélo eso, si en realidad la segunda
ley generalizada es vélida siempre, entonces S ciertamente representa la entropia fisica de un hoyo negro, y por
tanto podemos decir que las leyes cldsicas de la mecanica de hoyos negros son las leyes termodinamicas usuales
aplicadas a estos sistemas gravitacionales. No obstante de esta més que evidente naturaleza termodindmica de los
hoyos negros, cabe destacar que en el analisis de la tercera ley de la Termodindmica, sélo una de las formulaciones
de esta ley es compatible con aquélla correspondiente a la de la mecanica de hoyos negros. Esta es la que establece
que es imposible alcanzar 7" = 0 en un nimero finito de procesos continuos. Las otras dos formulaciones de la tercera
ley de la Termodinamica no tienen su correspondiente con la tercera ley clasica de la mecanica de hoyos negros, lo
que se podria deber, ya que no estamos tomando el valor de la entropia exactamente en el limite extremo, a que los
hoyos negros cuasi-extremos no son sistemas perfectamente estables [10].
Por 1ltimo, basandonos en la férmula de drea de Bekenstein-Hawking S = %, se calcul6 el espectro topoldgico de
la entropia en funcién de los espectros topolégicos obtenidos anteriormente tanto para la masa como para la carga
eléctrica, resultando que la entropia (o equivalentemente el drea del horizonte) de los hoyos negros (euclidianos)
de R-N estd cuantizada (5.11). De igual forma que los espectros para la masa y la carga eléctrica, el espectro
para la entropia tampoco describe hoyos negros extremos, ya que en ese caso la entropia queda indefinida, sin
embargo, (5.11) puede ser de gran utilidad al querer describir la termodindmica de hoyos negros no-extremos de
R-N al relacionar esta aproximacién con aquélla hecha con la formulacién euclidiana de la integral de camino
(incorporando gravedad) y la termodindmica bien establecida que se deriva a partir de ella.
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Como comentario final a este trabajo de tesis, quisiera referirme al método de Cuantizacién Topolégica especifi-
camente como un formalismo alternativo de cuantizaciéon basado en la estructura geométrica de un haz fibrado
principal y una conexién, construidos a partir de una configuracién cldsica asociada a un sistema fisico en par-
ticular. Si bien es cierto que este método aun estd bajo construccion, ya que no se sabe por el momento qué son
conceptos como estados cudnticos y evolucién, me parece que es un camino muy valido y muy interesante en el
sentido que utiliza estructuras geométricas que son bien conocidas y entendidas a nivel tedrico, de tal forma que
sirvan de base para describir la verdadera naturaleza cuantica del mundo que nos rodea. Esta es justamente la
vision de Cuantizacién Topoldgica: “la naturaleza es cuantica per se, no es necesario cuantizarla, inicamente hay
que encontrar la manera adecuada para extraer la informacion que ella contiene”.

43






Apéndice A

Funcién de Transicion para un Grupo de
Lie G

En este apéndice veremos qué forma debe de tener la funcién de transicién que relaciona dos 1-formas de conexién
para el caso en que estas conexiones tienen valores en el dlgebra de Lie de un grupo de Lie G y las cuales estan
definidas en la interseccién no vacia de dos abiertos sobre el espacio base. Para ello, supongamos que tenemos una
conexién w;” que resulta de aplicar la transformacién de norma A, : U; N U, — G a una wy, donde el simbolo “”
solo se escribe para hacer explicita la referencia a la conexién transformada, y U; y Uy son dos abiertos sobre el
espacio base tales que U; N U, # (). En ecuaciones:

wi| = NjpwiAt + AgdAnt (A1)

Por otra parte, consideremos otra transformacién de norma, digamos A, : U; N U, — G (U; NUy # 0), aplicada a
la misma conexién original wy, obteniéndose una nueva conexién wj’ :

w] = AjwAZl + Ay dAGL (A.2)

Ahora bien, dadas estas dos conexiones transformadas (A.1 y A.2), veamos que la funcién de transicién A;; =
AikAkj = AikA;k1 efectivamente es la que relaciona ambas conexiones de acuerdo a:

w, = Aijw]—'AZjl + AZ-jdA,;j1 ) (A.3)

Demostracion. Partimos del hecho que (A.1) y (A.2) son vélidas, y calculamos Aij(.uj’Ai_j1 + AijdAi;l. Asi pues:

—1 —1 -1 -1 -1 —1
Ao/ AGH + AgaAG = Ay (A Agt + AdAsl) AG + AydA;
- AijAjkka;klAi_jl + AijAjk(dAj—,j)A;j1 + AydAg
= Ajwip Ay A + Aik<dA;k1>A;j1 + AikAk:jdA;jl
= Njwip Ay + Ay ((dAj_kl)Ai_jl + Ak’j(dAi_jl))
= My + Agpd(AgA )

la cual es exactamente w,” por (A.1).
a

Nota: En la demostracion se ha hecho uso de las siguientes propiedades de consistencia de las funciones de transicién,
esto es:

L Ay(p) = Aj(p) ™', p € UiNT;.
2. Ayj(p)Aji(p) = Aw(p) , p € Ui NU; N Uy
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Apéndice B

Gravedad superficial del hoyo negro de
Reissner-Nordstrom

Antes de hacer el calculo de la gravedad superficial para el caso del hoyo negro de Reissner-Nordstrom, es
conveniente recordar qué es un campo vectorial de Killing asi como también la definicién de un horizonte de Killing.

Definicién. Un campo vectorial de Killing sobre una variedad M equipada con una métrica g (se asume diferenciable)
es un campo vectorial diferenciable K* sobre M tal que su flujo deja la métrica invariante, es decir, ® g (t)* gab = Gab,
o equivalentemente, Lxgqap = 0, donde Li denota la derivada de Lie a lo largo del campo vectorial K®. En otras
palabras, un campo vectorial diferenciable K¢ sobre (M,g) es un campo de Killing si y sélo si K* satisface la
ecuacion de Killing:

V(aKb) =V.Kpy+ VK, =0. (B.l)

Ahora procedamos a definir qué es un horizonte de Killing:

Definicién. Una hipersuperficie nula N es un horizonte de Killing de un campo vectorial de Killing K@ si K%|n
es normal a N.

Ahora bien, una vez que hemos introducido los conceptos de campo vectorial de Killing como horizonte de Killing,
podemos definir la gravedad superficial k. La gravedad superficial x es una cantidad definida sobre el horizonte de
un hoyo negro estacionario arbitrario (no necesariamente de vacio o electro-vacio en su regién exterior). Se sabe que
para todo hoyo negro estacionario existe un campo vectorial de Killing K, el cual es normal al horizonte del hoyo
negro [44], y por ende, dicho horizonte es un horizonte de Killing.

Definicién. Sea n una normal a una hipersuperficie nula N tal que n - Vn® = 0 sobre N, K* = hn® un campo
vectorial de Killing para alguna h, por tanto:

K VK% Ny =krK", (B.2)
donde k = K - 91n|h| es la gravedad superficial del horizonte de Killing N.

Para hacer el cdlculo de la gravedad superficial del hoyo negro de R-N, es conveniente trabajar con la expresién
alterna de (B.2), esto es:

1
—58“(K2)\N = kK", (B.3)
donde K? denota la contraccién gy JK?K°. Esta ecuacién puede ser resuelta facilmente para &, inicamente identifi-
cando los campos vectoriales de Killing (de un espaciotiempo) asociados a un sistema de coordenadas en particular.
En nuestro caso, la geometria que nos interesa es la de Reissner-Nordstrom, y utilizaremos, por simplicidad, las

coordenadas avanzadas de Eddington-Finkelstein para describir este espaciotiempo. Recordamos de la seccién 2.2
que la métrica de R-N en estas coordenadas (v, r, 8, ¢) se escribe como:

A
ds® = —r—2dv2 + 2dvdr + v (df* + sin? d¢?) , (B.4)
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APENDICE B. GRAVEDAD SUPERFICIAL DEL HOYO NEGRO DE REISSNER-NORDSTROM

donde A = r? —2Mr +Q* = (r —ry)(r —r_); r+ = M + /M? — Q2. Claramente K = (% * es un campo
vectorial de Killing de (B.4), ya que la derivada de Lie de (B.4) a lo largo del campo vectorial (8%)& es igual a cero.
Calculemos el covector correspondiente a K¢, esto es:

A
Ka = gabe = gavKU = _ﬁ(dv)a + (dT)a . (BS)

Enr=ry, Ko=(dr), (A =0enry),y por tanto, K, es normal a r1. Asi pues, ry son horizontes de Killing del

campo vectorial (8%)(1.

Ya obtenido el covector K, es posible calcular la gravedad superficial  a partir de la ecuacién (B.3). Explicitamente:

f%aa(lﬁ) = féaa(gchch) = f%[)a(Kbe)

)
1d (A
~3ar () (dr)a
1d (/A
-14 () Kulv, (B.6)
Por (B.3), esto tiene que ser igual a KK,, por lo tanto:
L _ld(ay,
FERET oW\ )
Ld ((=r =)y,
T 2dr r2 T
1 2 1
3 (~Ze ==+ - - )
r4+ — Ty
_ B.7
2r3 (B.7)

que en términos de los pardmetros fisicos de nuestra solucién (es decir, la masa M y la carga @ del hoyo negro) es:

EVME - @ (B.8)

(M + /M2 —-Q2)?"

K4 =

Esta es la expresién final para la gravedad superficial del horizonte de Killing de un hoyo negro estacionario con
masa M y carga eléctrica @ descrito por la métrica de Reissner-Nordstrom.
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