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Resumen

El ojo de pez de Maxwell en 6ptica geométrica es un medio con un indice de refraccién
tal que las trayectorias de la luz son circulos. En nuestro caso, exploramos la versién
monocromatica de este medio, donde la luz puede tener unicamente un conjunto discreto
de longitudes de onda. Para luz monocromética (lo cual significa tomar un valor fijo
para el ‘momento angular’ ¢), las soluciones independientes son un conjunto discreto.
Por consiguiente, se tiene un sistema finito de dimension 2¢ + 1.

En este trabajo se estudia el caso bidimensional, donde una esfera S* (en un
espacio ambiente tridimensional) es proyectada en el medio 6ptico bidimensional R?
del ojo de pez. De esta manera, mediante la proyeccion estereografica, al encontrar
las bases de funciones en la esfera se encuentran las correspondientes bases de campos
de ondas de posiciéon y momento en el plano del ojo de pez. La base de momento se
forma por 2¢ + 1 funciones de Sherman Volobuyev y la base de posicion consta de dos
conjuntos:la subbase de ¢ + 1 dedos de Legendre (posicién) y la subbase de ¢ funciones
derivadas normales.

Ademas, se hace la contraccién del ojo de pez al medio homogéneo de Helmholtz
que corresponde al mismo formalismo de la contraccién del algebra de rotaciones so(3)
al algebra Euclidiana iso(2).
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1. Introduccion

En 1854, la Real Academia de Irlanda ofrecié un premio a quién resolviera el siguiente
problema: determinar el indice de refraccién n(7) de un medio éptico inhomogéneo en el
que rayos paralelos de luz (en el aire) al entrar al medio llegaran todos a un mismo punto
recorriendo distancias minimas. Este problema fue resuelto por Maxwell [1], y desde
entonces el medio 6ptico es llamado el ojo de pez de Mazwell. Maxwell encontré que
este medio debe tener un indice de refraccién que depende solamente del radio r := |7]
en un medio tridimensional ¥ = (z,y,2) € R?, 2 > 0, y es n(r) = 1/(1+ (r/Ry)?); rayos
incidentes paralelos entre si, en la cara z = 0, recorreran trayectorias circulares dentro
del medio 6ptico y se cumplird que recorren una distancia minima para converger en
ese punto. Aquf consideraremos que el medio éptico inhomogéneo n(7) = 1/(1 + r?)
se extiende sobre todo el espacio (y no solamente sobre el subespacio z > 0), por lo
que las trayectorias de luz seran circulos, y trabajaremos con un modelo plano de dos
dimensiones, de modo que 7 = (x,y) € R%

Luneburg [2] demostré que en Gptica geométrica el movimiento de la luz en el ojo de
pez es la proyeccién estereografica del movimiento libre de una particula sobre circulos
méximos en la superficie de una esfera (rotor puntual), como se sugiere en la Fig. 1.1.
Los dos sistemas comparten asi la misma dindmica y simetria regida por el grupo de Lie
de rotaciones de la esfera SO(3). Otro sistema que también contiene esta simetria es el
atomo de hidrégeno en la mecénica cuédntica, como fue descubierto por Fock [3], aunque
en este caso el espacio tridimensional es proyecciéon de una esfera en 4 dimensiones.
Estudios posteriores por Buchdahl [4] determinaron que los generadores este grupo de
rotaciones cierran en el dlgebra de Lie so(3), donde la energia esté relacionada con su
operador invariante de Casimir (el ‘momento angular total’). Finalmente, en el marco
del espacio fase completo —incluyendo coordenadas de posicién y de momento—, se
demostr6 que el mapeo esterografico es candnico en mecénica u éptica clésica [5], como
aparece en el texto [6, Capitulo 6].

Aqui extendemos el andlisis a un modelo ondulatorio de la 6ptica que supone luz
monocromatica, que utiliza la bien conocida teoria del momento angular cuantico y las
representaciones irreducibles del grupo SO(3), para construir bases de funciones que
puedan interpretarse como las de posiciéon y momento en el ojo de pez. Constataremos
estas asignaciones examinando su comportamiento en el limite cuando la proyeccion
estereografica tiende al mapeo unidad, y el ojo de pez tiende a un medio homogéneo
descrito por la ecuacién de Helmholtz. En este limite embonamos con estudios mas
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recientes donde se analizan aspectos del espacio fase en un sistema gobernado por una
ecuacion diferencial de segundo grado, cuyas soluciones estan generadas por condiciones
iniciales de valor y derivada normal, y cuyo producto interior invariante es no-local [7, §].

Trayectoria de Trayectoria de la luz
una particula en el ojo de pez
y

en la esfera A

Proyeccion
estereografica

Figura 1.1: La trayectoria de una particula sobre la superficie de una esfera bajo proyeccién
estereografica se mapea en las trayectorias de luz en el medio 6ptico del ojo de pez.

Proyeccion estereografica

La proyeccion estereogrdfica mapea los puntos de la superficie de una esfera de radio
p sobre un plano (z,y) € R?; en nuestro caso el plano es tangente al polo superior de
la esfera, 2 = p como se muestra en la Fig. 1.2; el polo inferior es mapeado al punto
infinito del plano. Este mapeo es bien conocido en matematicas: proyecta circulos de la
esfera a circulos en el plano, y los angulos sobre la esfera son los mismos que en el plano
(el mapeo es conforme). Conforme la particula libre se mueve sobre circulos maximos,
su proyeccion como trayectorias de la luz son circulos en el plano del ojo de pez.

a) Y ¥ b) .

k P
A
\ X S Eyr
D
/ 0 (0]L4
p-< 0
2
0/2
Al

Figura 1.2: a) Un circulo méximo sobre la esfera de radio p con dngulo polar 6 se proyecta sobre
un circulo en el plano éptico (linea continua). El ecuador de la esfera se proyecta al llamado
circulo minimo o mdgico (linea punteada). Las parejas de puntos antipodos sobre la esfera se
mapean en puntos conjugados en el plano dptico. b) Un punto D sobre la esfera (circulo), es
proyectado desde el polo sur A al plano éptico r en el punto E.
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Para el ojo de pez bidimensional como en la Figura 1.2 consideramos la esfera
en un espacio ambiente tridimensional Sg C R? con coordenadas polares 2 = (0, ¢),
0 € [0,7], ¢ € (—m, 7|, cuyo radio fijo es p > 0. Las coordenadas en el plano del ojo
de pez seran r := (z,y) = (rcos¢,rsing) € R* r = |r| y tan¢ = z/y. El mapeo
estereografico entre la esfera S? y el plano R? est4 dado por

2

4 4p% —
GZL, es decir, sinf = il cosf = L "

tan 1 _ _—.
M=o, 4p? 4 1? 4p? 412

(1.1)
y el angulo ¢ es el mismo en ambos espacios. El polo superior de la esfera, § = 0, se
mapea en el origen y centro del ojo de pez r = 0, mientras que el polo sur § = 7 se
mapea en el punto al infinito del plano éptico (el cual se agrega a R?); el ecuador de
la esfera, 6 = %ﬂ', se mapea sobre el circulo de radio |r| = 2p que esta centrado en el
origen, al cual llamaremos circulo minimo, porque es menor al radio de cualquier otra
trayectoria en el ojo de pez. El indice de refraccién del ojo de pez es [1, 2, 4]

n(r)

o

= m, no = n(0). (1.2)

Dentro del circulo minimo r < 2p se tiene un indice de refracciéon n(r) > %no. Con
este modelo se puede describir una guia de ondas cuyo indice de refraccion al centro
sea ng = 2 y con radio r = 2p, bordeada de vacio n(2p) = 1. Mateméticamente sin
embargo, no hay impedimento para considerar todo el plano r € R2. En el médelo de
dptica geométrica el mapeo estereografico entre los espacios fase es candnico [6, Sect.
6.4], mientras que para el caso monocromético que analizamos como espacio vectorial
finito (de 2¢+ 1 dimensiones) la canonicidad sera remplazada por la unitariedad. Estas
tranformaciones entre espacios son reversibles y en consecuencia conservan la infor-
macién contenida en sus posibles estados. Esta tranformacién unitaria entre espacios
los de Hilbert de funciones sobre la esfera y en el plano, sera descrita en una seccién
posterior.

Ny
no
1+r?/p2
1
no fisico no fisico r
5 >

Figura 1.3: Indice de refraccién n(r) del ojo de pez de Maxwell. La regién no-fisica n(r) < 1 se
muestra sombreada.
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Mapeo unitario entre espacios de Hilbert

Con el objetivo de mapear funciones de cuadrado integrable en la esfera, F(Q2) =

F(6,¢) € £*(S8?) en funciones de onda en el plano 6ptico f(r) = f(r,¢) = f(x,y) €
)

L£?(R?) de manera unitaria (preservando el producto interior), a partir de (1.1) se
enuentra la relacién entre las medidas en la esfera y el plano,

4p rdr —ydy

o= (—2_) =
dcost = (7’2—1—4/)2) rdr, do = - , (1.3)
de modo que
d2Q = dcos 0 d¢ = (74,) )27’ drde¢ = (74,) )de dy (1.4)
r? + 4p? r? + 4p? ' '

Usando (1.4), exigimos que el mapeo F(Q2) — f(r) sea unitario, de manera que los
productos internos correspondientes se conserven: (F,G)s2 = (f,g)rz, con medidas
(1.4) y d?r := dx dy respectivamente. Esto determina que las funciones deben estar
relacionadas a traves de un cambio de medida,

4
1) = (3 ) FO), F(9) = psec(30)f(x() (L5)

El multiplicador frente a F(€(r)) es un factor de oblicuidad en el plano éptico,
debido al dngulo 6 de proyeccién de ese plano, como se ve en la figura 1.2. Una
manera muy intuitiva de entender este factor entre la esfera y el plano, es colocando
una lampara en el polo inferior, la intensidad de la luz proyectada en el plano tiene su
maximo alrededor del origen del plano, mientras que intensidad disminuye cuando nos
alejamos de ¢él. Con (1.5), el producto interior entre las funciones en los dos espacios
de Hilbert esta dado por

(F.G)s = [, OF@1GQ) = [ drf@)olr) = (fohpe (1)

Cuando la luz es tratada como onda, no hay trayectorias como en el modelo geométrico.
Para proponer un espacio fase éptico necesitamos bases de funciones de posicién y
de momento que sean analogas a las usadas en mecanica cuantica. Encontraremos
funciones de onda para formar bases de posiciéon y momento sobre la esfera y, mediante
la proyeccion estereografica, sus campos de ondas correspondientes en el medio de ojo
de pez. Las bases encontradas seran de posicion y de momento en el sentido que al
tomar el limite ¢, p — oo correspondan a las funciones mas localizadas y a ondas planas
en el espacio de Helmholtz, respectivamente.

Llamamos ”monocromatico” a este modelo porque reducimos el espacio de fun-
ciones sobre la esfera a aquellas que pertenecen a una sola representaci’on irreducible
del grupo SO(3) determinada por su momento angular ¢,L* = L3 + L? + L? = (({ +
1)1(1.7)Como puede apreciarse en una representacién grafica de los armdnicos ”ex-
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tremos” Yy, (ver Fig. (2.1)), éstos tienen ¢ oscilaciones alrededor del ecuador, inde-
pendientemente del radio p de la esfera. Como veremos en el capitulo 3, en el limite al
medio homogéneo cuando ¢ = pk — o0, el nimero de onda del campo en este medio
de Helmholtz serd k, donde la longitud de onda serd A = 27 /k. Aqui no contemplamos
la dependencia en el tiempo de los campos. Si descendemos de la ecuacién de onda al
Laplaciano sobre la esfera, la frecuencia de oscilacién serda w = ck en el limite, mientras
que para p, ¢ finitas, serd c\/¢(¢ + 1). Al considerar luz monocromatica tendremos un
conjunto finito de funciones en cada una de las bases consideradas [9].



2. Bases en el ojo de pez

En este capitulo desarrollaremos tres bases relevantes para el sistema del ojo de pez
ondulatorio, obtenidas a partir de funciones que caracterizaremos sobre la esfera. De-
spués proyectaremos estereograficamente estos conjuntos de funciones para visualizar-
los como campos de ondas en el medio éptico. Los ilustraremos mediante simulaciones
numericas en MATHEMATICA. Tres bases de funciones sobre la esfera seran importantes:
los arménicos esféricos Yy, (0, ¢), las funciones normalizadas de Sherman-Volobuyev
definidas por versiones rotadas de Yy 4(0, ¢), y los arménicos de Legendre definidas por
rotaciones de Yy o(6, ¢). Finalmente, justificaremos la interpretacién de éstas como bases
de funciones para el espacio fase del sistema ojo de pez.

2.1. Armonicos esféricos

Para trabajar con funciones de onda sobre la esfera es comun utilizar como funciones
base a los armonicos esféricos, ya que es una base ortonormal y completa, ademas
de poseer relaciones de simetria bien conocidas. Por este motivo es importante es-
cribir explicitamente algunas de sus caracteristicas, ya que seran punto de partida para
definir las bases de posicion y momento para el sistema ondulatorio del ojo de pez
monocromatico.

Sobre la esfera, los generadores del dlgebra de Lie de rotaciones so(3) son los bien
conocidos operadores de momento angular L = —ij x V3 donde p = (z,y,2) en el
espacio ambiente tridimensional, los cuales generan los elementos finitos del grupo de
rotaciones SO(3). En componentes Cartesianas, son

L, =—i(y0, — 20,), L,=—i(20, —20,), L,=—i(xdy —y0,). (2.1)

los cuales dejan invariante el radio p = |p] de la esfera. Estos satisfacen las bien
conocidas relaciones de conmutacién [L;, L;] = iLy, con 4, j, k una permutacion ciclica
de z, y, z. Aunque en la esfera de radio p, solo existen dos coordenadas generalizadas
(0, ¢), los operadores del momento angular se muestran en coordenadas cartesianas ya
que més adelante esta forma serd ttil para realizar la contraccién (limite ¢, p — co) del
algebra de rotaciones so(3) al dlgebra euclidiana iso(2).

Las representaciones matriciales DY, . (a, 8,7) = e {metm™gl () del grupo
SO(3) son irreducibles y unitarias [10]; actuan sobre los espacios propios (eigenespacios)
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del operador de Casimir invariante L? = 3°; L? con eigenvalor £({+1), caracterizado por
el entero positivo ¢. Los armonicos esféricos son eigenfunciones del operador L, cuyo
espectro consiste en 2 + 1 eigenvalores equiespaciados m|j y del operador de Casimir
L?. Los armoénicos esféricos se definen como [11, Egs. (3.141-153)]

Yim(0,6) = (—1)meimw 204+1) (0+m)! ((—m)! /4w

y Z )k (SlIl Q)2k+m (COS e)f 2k—m
22k kL (k4m)! ({—2k—m.)!
= Aim elme P (cosb), (2.2)

m | (2041) (0—m)!
con Ay = (1) J T (Cm)]

y me{—l,—(+1,...0}, (€{0,1,2,...} = Z,

con @ € [0, 7] (polo superior y polo inferior, respectivamente) y ¢ € (—m, 7] (a partir del
meridiano en la direccién x), donde P;*(z) son los polinomios asociados de Legendre.
Este conjunto de funciones es una base ortonormal y completa para el espacio de Hilbert
de funciones (complejas) de cuadrado integrable sobre la esfera, £2(S?):

(n,mv YE,m’)SQ = / dCOSQ/ d¢ng }/Z,m’(ea ¢)

- 5 (2.3)
(Y0.0)Y(0.6)),, = ;)m;n,mw, ) Yom(0', ')
= (cosf —cost)8(¢ — ). (2.4)
con producto interno
(f.9)s2 = [ deost [* a0 £(6.0)" 9(6.) (25)

donde * denota la conjugacion compleja.

Fijamos la representacion ¢ y consideramos el espacio vectorial de dimension 20+ 1
denotado por M, que serd subconjunto finito del espacio £2(S?%). En el plano del ojo
de pez, los campos de ondas correspondientes a los armoénicos esféricos son, de acuerdo
a(1.1) y (1.5), .

4 - 4p* —r
Yo (r) = Apm TQ_i_/zpo em? me(4£2+7nz)’ (2.6)
los cuales serdn ortogonales y completos cuando se integran sobre r € R? bajo el
producto interno ( f, g)r2, usando (2.5) debido a que la proyeccién estereografica es una
transformacién unitaria.
En la Fig. 2.1 se muestran algunos armonicos esféricos sobre la esfera y su corre-
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Y7,0(6, ¢) Y7,0(r, ¢) Y7106, ) Y7,0,9)
X X y

Y73(r, ¢)

Figura 2.1: Arménicos esféricos en la esfera y el plano para ¢ =7y m =0,1,...,7. Notése que
en la esfera, el arménico Y7 (6, ¢) puede ser interpretado en la esfera como la posicién de una
particula en el polo superior (y/o inferior) y el Y7 7(6, ¢) como una onda plana en el ecuador con
2¢ + 1 = 15 oscilaciones.

spondiente proyeccién en el medio del ojo de pez. Recordemos que buscamos bases de
funciones de onda que puedan ser interpretadas como funciones ‘propias’ de momento
y posicién. Intuitivamente hay dos casos particulares entre los arménicos esféricos
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que son de interés. Para funciones de posicién necesitamos armoénicos esféricos que, al
proyectarse sobre el plano éptico sean los campos de ondas mds localizados posibles. De
acuerdo con la Fig. 2.1, éstos son los arménicos de Legendre Y (6, ¢). Para funciones
de momento, los campos de onda en el ojo de pez que semejan una onda plana cerca
del centro son los arménico extremo Yy (0, ¢), rotados %7? sobre el eje y. Todo esto con
una /¢ fija, pues los campos que consideramos son monocromaticos. En particular, los
armonicos extremos m = £ y los de Legendre m = 0, se definen como

vu.o) = OO npeny = Cov ey, @)
Yio(0,0) = 2£+ —— Py(cos0) 2£+ — 1 & €+1 219) (2.8)

La convencién del signo para Yy ¢(6, ¢) es que son positivos en el polo superior, Y7 4(0, ¢) >
0, y en el polo inferior el signo dependerd de la paridad de ¢ como Yy (7, ¢) ~ (—1)".
Los arménicos esféricos particulares (2.7) y (2.8) son las funciones prototipicas para
las bases de posiciéon y momento que se describirdan en las secciones siguientes. Para
que estas funciones generen las bases para el espacio M, es necesario considerar sus
rotaciones a través de angulos de Euler.

Las rotaciones azimutales de funciones sobre la esfera (alrededor del eje z) son
generadas por L, = —19/0¢ a traves de exp(—ial,) F(0,¢) = F(0,p—a). En la base
de arménicos esféricos esta rotacion unicamente multiplica por fases: Y7,,(0, p—a) =
e MY, . (0, ¢). Por otro lado, las rotaciones polares (alrededor del eje y) estdn dadas
por la combinacién lineal

e Y, (8, Z Y (6 m(B); (2.9)

donde df, () es la funcién d pequeria de Wigner [11, Ecs. (3.65) y (3.72)],

&y (B) = \/(€+m) (L—m)! (C+m/) (—m/)!
1)m —m-+k (COS25)2Z m/+m— 2k(SlH25)m —m—+2k
XZ KL (0—mi— k) (- m—F)! (m/—mt k)]
(0 +m)! (€ —m)!
(C+m) (€ —m)

x (sin 1 8)™ ™™ (cos 1 )™+ pimmmEm) (o5 B),

(2.10)

donde P{*")(z) son los polinomios de Jacobi.

Recordemos que las representaciones irreducibles unitarias del grupo SO(3) son
Df, (. 8,7) = e*i(mO‘*m/”)df;%m,(ﬁ). Las matrices d*(3) := ||d5, ., (6)|| de dimensién
(20+1) x (2(+1) son reales y ortogonales: df,, . (6) = df, ,.,(—f). Su regla de multipli-
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cacion es d*(61) d*(f2) = d*(B1+062) y d*(0) = 1; otras propiedades son |d, ,. (8)] < 1y,

para (3 fija, tienen las simetrfas: df, , = (=1)"""d. ., = (=1)""™d",, _,. Cuando
B = 3w, son las funciones de Kravchuk [12] dadas por
¢y (EDT o202 ¢ |
iy (37) = 55— (€+m)(€+m VK epm((4m's 3;2041) = df,, , (=47),  (2.11)

donde K, (€+m,§,N) = 9F(—n, —¢—m; N; 2) con N = 2{+1; son los polinomios
simétricos de Kravchuk de grado n|3‘ en los N valores de ‘posicién discreta’ m|®,, que
han sido usadas como funciones de onda del oscilador arménico finito [13] de modo n
(energia n + %), que tienen paridad (—1)" bajo m <> —m. Remarcamos algunos casos

particulares de la d de Wigner [11, Ec. (3.84)]:

2(mcosﬁ—m’)dfn,’m(ﬁ) = \/(5 m)({ +m + 1) sin Bd,, ma1(B)

(2.12)
+\/(€+m)(€—m+ 1) singd’, me1(B),

(£—m)!
(€+m)!

donde los polinomios asociados de Legendre son

df;@,o(ﬁ) - (_1)m

P (cos B) = d, o(—B), (2.13)

dm 20)!
P (cos ) = (—sin B)mWPg(cos 9), Pf(cos ) = <2€£)'(— sin B)f. (2.14)
Otras identidades que seran utilizadas son [11, Ec. (3.141)]:
Yem(0,¢) = /22 db,o(0) €m0, df, (3m) = 31/ (,25,), (2.15)

donde el término en la raiz cuadrada es la distribucién binomial sobre 2/41 puntos.
También anotamos para uso posterior los limites de los armoénicos esféricos y las ds de
Wigner cuando la representacion ¢ crece y el angulo § = r/p decrece,

=kp r m kp ime¢ =hko ¢ _
pll)rglngm<p,¢) =(-1) \/% I (kr) e™?, pli)rglo - (;) = Jm-m (k). (2.16)

2.2. Base de Sherman-Volobuyev

Las funciones de Sherman-Volobuyev (ShV) [14, 15, 16] sobre la esfera son esenciale-
mente los armonicos esféricos extremos Yy 14(0, ¢) en (2.7); pero mientras los arménicos
extremos exhiben su cinturén de oscilaciones alrededor del ecuador, las funciones ShV
tienen estos cinturones a lo largo de los meridianos con dngulos a € (—m, 7| = S! sobre
el circulo ‘¢’. Un vector unitario n(a) = (cos a, sina) en el plano r = (z,y) apunta en
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X

Vﬁ,—4(r » P) Vﬁ,ﬂ(r ) V($,4(r »P)
y y y

(D

i e
NN

=

Figura 2.2: Primera fila: se muestra las funciones V7 ,,, (0, @) sobre la esfera (2.21), para £ = 10
y m = —4,0,4. Segunda fila: se observa los campos de ondas vy ,,,(r) en el ojo de pez para la
misma ¢ y m's. El circulo rojo corresponde al circulo mégico.

la direccién del cinturén de oscilacion,

Dpo(0,0) = 72z +ir-n)’
- gt <z +i(z cos o + y sin a))e (2.17)
= (cosﬁ +isin 6 cos(¢ — Oz))l = $yo(0, p—a).

Las funciones de Sherman-Volobuyev representan lo mas cercano a ondas planas sobre
la esfera y son soluciones de la ecuacién de Laplace-Beltrami [16, Ec. (5)] para este
espacio. En un espacio tridimensional, el operador de Laplace-Beltrami es el laplaciano
en coordenadas esféricas. Estas funciones forman una base completa para £?(S?). En
la Ref. [16] se utilizaron, junto con sus funciones duales, para construir una funcién
de Wigner para funciones sobre la esfera y cuyo espacio fase consta de un conjunto
infinito de circulos concéntricos en el plano R? de radios enteros £|5°, donde cada circulo
corresponde a las direcciones de un campo de ondas de longitud de onda definida por
¢. Cada circulo con ¢ fija corresponde a un sistema monocroméatico, como es nuestro
caso.
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Las funciones ShV (2.18) se obtienen de los arménicos esféricos extremos (2.7)
mediante una rotacién de %7? alrededor del eje y (2.9), de modo que el ecuador z—y
se convierta en meridiano en el plano y-z, y luego se rota por un angulo « alrededor
del eje z, que queda fijo. Es conveniente normalizar las funciones de ShV (2.17) sobre
la esfera multiplicando por los coeficientes dados en (2.7), y definiendo las funciones
normarlizadas de ShV (nShV) en términos del arménico esférico extremo y las d’s de
Wigner (2.10),

20+ 1)! (=1)*
Va0.0) = |2 C g 0.6-1m)

. 1
= el (6, ¢) (2.18)
V4

= 3 e (A7) Y (0, ) = Vio(0, 6—a).

m=—/

Para oo = 0, el cinturén de oscilaciones de V; (0, ¢) esta en el plano y—z; « es el dngulo

de rotacién derecha sobre el eje z; asi para a = %71’ esta en el plano z—z. Proyectados

sobre el medio del ojo de pez, los campos de onda nShV son:

(=D"p (20+1)! 22 : ¢
Vea(r) = (07 £ r2)e 9 2] e (4/) —r°+idprsin(¢ — a))
¢

= D e dy ,(5T) Yem(r),

m=—{

(2.19)

donde Y, (r) es la proyeccién en el ojo de pez de los arménicos esféricos dados en (2.6).

Base finita no-ortogonal de ShV

Los arménicos esféricos y las funciones de Sherman-Volobuyev forman bases para el
espacio de funciones de cuadrado integrable sobre la esfera, £*(S?). Al fijar el valor
del momento angular ¢, hay 2¢ 4+ 1 funciones que generan un espacio de dimension
finita M, C L*(S8?) que, por tanto, describe un sistema finito [9], cuyas bases serdn
discretas y finitas. Para cada ¢ € Z* tenemos 2¢+ 1 armdnicos esféricos independientes,
etiquetados por m|® ,; el niimero de funciones ShV estd dado asf por el momento angular.
Podemos ver las funciones de esta base como 2¢ + 1 puntos equidistantes «,, sobre el

circulo, Copp1 C S1,
2rm

Q1=

2w+

Este circulo corresponde al meridiano donde se encuentra el cinturén de oscilaciones de
la funcién de Sherman-Volobuyev. Entonces, podemos reescribir (2.18) para los angulos

{om} e € Corgr- (2.20)
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(2.20), reemplazando el subindice o por m, como

271'1'mm

Vin(0,0) = 3 e Al (47) Yo (0,0) = Vio(0,6-a).  (2.21)

Dicho circulo representa el meridiano donde se encuentra la funcion de ShV. Subrayamos
que las funciones nShV, Vi, (0, ¢) para diferentes a,,’s, son versiones rotadas de la
original V; (6, ), por angulos «a,, = 2mm/(2(+1), como se muestra en la Fig. 2.2,
donde también mostramos su proyeccién en el medio del ojo de pez mediante (1.1)
como vy, (r). De la Fig. 2.2 se intuye que al tomar el limite cuando el radio de la esfera
crece indefinidamente, las rotaciones alrededor del eje z que definen los angulos «, se
convertiran en rotaciones por un conjunto denso de angulos sobre el circulo a.

Las funciones nShV en (2.21) no son ortonormales; el producto interno de cualquiera
dos de ellas puede ser obtenido de la ortonormalidad de los arménicos esféricos (2.3),
tomando en cuenta la invariancia de la integracion sobre la esfera bajo rotaciones y
Vim(8,0) = Vio(0, p—auy,). La superposicién entre dos armonicos extremos, uno rotado
respecto al otro por «,, — a,,, es

(%,ma‘/&m/)sz = (Yz,e, e—i(am—am/)Lkal)SQ = d§7£<am_am’)
w(m —m’) )2e (2.22)

= ((cos 2041

Cuando las 2¢+1 funciones nShV toman los dngulos v, en (2.20), ninguna pareja es
ortogonal, ya que en (2.22), (v, — ouy) = 37 implicarfa m —m/ = £+ 3, pero las m’s
siempre son enteras. Se puede verificar numéricamente que det |dj ,(tm—av)| > 0, por
lo que el conjunto de 2¢ 4+ 1 vectores nShV forman una base completa para el espacio
My; es decir que cualquier funcién F(6, ¢) € M, (con / fija) sobre la esfera, puede ser
escrita como

¢) = Z ZAﬁm %,m(9> ¢) (2.23)

Como resultado de que las funciones nShV no sean ortogonales (2.22), el espacio 2(+1
dimensional M, de funciones (2.23) adquiere una medida no-local:

l
(F7 G)52 = Z F&(W,m;%,m/)SQGm/ = Z F* dﬁg(am Ay )Gm/
mmf V4 m,m/=—
(2.24)
—m 20 ~
= Z F*(cos (% )> G =: (F,G)pm

2.3. Base de Legendre

El conjunto de armonicos esféricos Yy (6, ¢) ~ Py(cosf) en (2.8) son funciones reales
y también proporcionaran una base de funciones sobre la esfera y sobre el ojo de pez
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A6,0(0 ’ ¢) A6,0(r ’ ¢)
X ;

Figura 2.3: El armédnico de Legendre Yy ¢(6, ¢) es la funcién &s localizada sobre la esfera y el ojo
de pez.

monocromético (¢ fija), distinta de la base de nShV. En el intervalo 0 < 6§ < 7, los
armoénicos Yy 0(6, ¢) exhiben un méximo (dedo de Legendre) en la direccién del eje z,
porque max P(cosf) = 1 para § = 0 y una cola Py(—1) = (=1)*Py(1) para § = +7
como se muestra en la Figura 2.3. Esto los hace candidatos a ser las funciones de
posicion mas localizada en los polos +z. El eje que contiene el dedo de Legendre y su
cola puede ser rotado para apuntar en cualquier direccién de la esfera (6,¢) € S%. Al
rotar las funciones Yy (0, ¢) por dngulos f3,, := 7™m/(2(+1), m|*, alrededor del eje y
se producen los armonicos de Legendre que examinaremos como base para el espacio
M. Los armonicos de Legendre o base de dedos de Legendre son funciones reales cuyo
‘dedo’ apunta sobre el semi-meridiano superior contenido en el plano x—z, y > 0. La
base de Legendre queda definida a través de

Agm(0,0) = e Pmlvy, (6, Z ' o(Bm) Yo (0, 6)

= djo(Bm) Yeo(0, ) + > B o (Bn) (Yo (0.0) 4+ Yar (0:0)°) - o5

m/=1

20+1
= /= o (dgo(ﬁm déo +2 Z dm’O m,,O(Q)cosm/gb)

= Agm(@, —¢) = ( )eAZ,m<‘9j:7T qb)

Los arménicos de Legendre (2.25) son reales y simétricos bajo reflexiones ¢ <+ —¢
en la esfera, y por tanto simétricos en y <> —y sobre el plano del ojo de pez, como se
observa en la Fig. 2.4. Por esta razén, los armonicos de Legendre proveen solamente una
base para funciones pares en el azimut sobre la esfera, F'(6, ¢) = F(0, —¢), para un sube-
spacio de M, de dimensién £+ 1. Esto puede verse como Y7, (0, ¢)+(—1)"Y, _, (6, ¢) ~
cos meo, para m que se encuentra en un conjunto de /41 valores, de entre los 2¢+1 valores
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N Ag—(0,4) Ng,—6(r 5 ) . TAE:{@ ,9) Aﬁ,—:(h‘ﬁ)

Aso(0 5 ) Ago(r, )
X )
v /T\\\‘ y

Figura 2.4: Se muestra el conjunto de ¢ + 1 funciones Ay, (0,¢) para £ = 6, m €
{—6,—4,-2,0,2,4,6} = & y sus respectivos campos en el ojo de pez.

de B,. Verificamos numéricamente que el rango de las matrices ||d5, o(Bm)|| es de £+1y
que el subconjunto de funciones Ay, (6, ¢) param € {0, —(+2,... £ —2,(} =: & son
linealmente independientes. Asi, este conjunto de funciones es una base completa para
las funciones pares. En el medio del ojo de pez, los campos de ondas correspondientes
también son reales, con valores extremos en dos puntos: la proyecién del dedo en (r, ¢)
y la de su cola en (r', ¢+ 7); estos dos puntos son conjugados porque rr’ = (2p)?, donde
2p es el radio proyectado del circulo del ecuador § = i (el ‘circulo magico’). Debido
a que todos los dedos de Legendre sobre la esfera se encuentran en el semi-meridiano
superior (—3m < 6 < i), en el ojo de pez, los £ + 1 ‘dedos’ se proyectan dentro del
circulo méagico. La Figura 2.3 sugiere que los estados de Legendre son los campos de
ondas mds localizados en el ojo de pez, por lo que los identificaremos como funciones
de posicion en este medio.

Necesitamos otro conjunto de ¢ funciones para completar una base del espacio
M,. Este conjunto debe generar las funciones impares en azimut F(6,¢) = —F (6, —¢).
Usando la teorfa del momento angular, notamos que los generadores del dlgebra L, (y
L,) cambian de signo bajo y <> —y, de manera que la siguiente funcién es también
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impar:

LoYio(0,0) = $\0C+1)(Y01(0,6) + Yo 1(0,0))
= WU+ (Ye1(0,0) — Yea (0, 0)") (2.26)
= —i 2{; 1P£1 (cosf) sin ¢.

Aqui actuamos con los operadores de ascenso y descenso en L, = %(L.;,_ + L_) sobre
los arménicos esféricos (2.2) como eigenfunciones de momento angular (2.1). Con esto
definimos las funciones

2 .
Z,m(eu (b) = €(€+1) eilﬁmLy (_1> Lx AZ,O(ea (b)

= e (Y,(0,0) + Ve (0, 0))

= — > (dh 1 (Bun) + 1 (B)) Yo (0, 0)

ﬂ et (2.27)
= T 2 (e Bt (50) (Vi 0.0 Yim 0.0
2£m1 ¢ ,
- Z ( 1 (Bm) + dy (ﬁm)) o(0)sinm/¢

= Azmw,—:):( 1A, wﬂ,@.

Este es un conjunto de funciones normalizadas, reales e impares en el angulo azimutal ¢
sobre la esfera, y su correspondiente en el eje y sobre el ojo de pez. Llamaremos a estas
funciones derivadas normales debido a que sobre el semi-meridiano —%7? < B < %7‘(’,
en el plano y = 0, estas funciones tienen valores cero y derivadas maximas, como se
aprecia en la Fig. 2.5. Estas funciones generan un subespacio de M, de dimension ¢ y
su dependencia del angulo azimutal es ~ sin me.

Como hicimos en el caso de los dedos de Legendre, confirmamos numéricamente
que el rango de la matriz en (2.27) es ¢, por lo que el subconjunto de funciones Ay, (0, ¢)
para m's € {—( +1,—0+3,...,0 — 3,0 — 1} =: £ es linealmente independientes y
completa en el subespacio de funciones impares en azimut. Junto con las funciones de
posicion (2.25), estas funciones forman una base completa para el espacio M, de 2¢+1
vectores independientes sobre la esfera, y correspondientemente también una base en
el plano del ojo de pez.

En resumen, el espacio M, es generado por los ¢ + 1 armdnicos de Legendre
Ao (6,0), m € & que son funciones pares en azimut, y las ¢ derivadas normales,

tm(0,0), m € & que son impares en el mismo dngulo. Debido a la eleccién de los
conjuntos & y &, las funciones pares e impares quedan interdigitadas y, bajo el limite
{, p — oo daran puntos pares e impares sobre el eje x del plano del ojo de pez, respec-
tivamente.

De la paridad de funciones (2.25) y (2.27) se sigue que (Agn, 47,,)s> = 0, aunque
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Figura 2.5: Las ¢ funciones pares A’y ,, (6, ¢) de la base de derivadas normales, para £ = 6, m €
{-5,-3,-1,1,3,5} = &, y sus respectivos campos en el ojo de pez.

ninguno de los subconjuntos de funciones es ortogonal. Para las funciones de ‘posicién’
Ay, , €l producto interno sobre la esfera puede ser calculado como en (2.22), con (2.13),

(Apn, Nont)sz = (e—iﬁmLy)/&O, e~ 1B Ly yw)

S2
= (ye’ 0, € (B —Bm)Ly yw)s2 (2.28)
= dg,o(ﬁm’ — Bm) = Pu(cos(Bm—Bm))-
donde Py(cos () es el polinomio de Legendre en potencias de v ,v € {¢, /-2, ..., 16 0}

de cos 3, o de manera equivalente, una combinacion lineal de cosvf para el mismo
rango de v. Este ecuacién es vélida para m,m’|*, pero tnicamente la necesitaremos
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para m, m' € &,.

Scosvf, conve{l (-2, ...,160},

Pr(cos §) = { Scos’ B, conve{l (-2, ...,160}, (2.29)

Por otro lado, las funciones ‘derivadas normales’ tienen el siguiente producto interno,

(4

£,m)

Ao = %(6715mLy(Y£71+Y'&_1)7 e*iﬁm/Ly(YszY'e,q))Sz
= d?,l(ﬂm’_ﬁm) + dﬁ,—l(ﬂm’_ﬁm) = Qﬁ—l(cos(ﬁm’_ﬁm))'

Usando (2.12) y la propiedad df,,, = (—=1)""™d., ., el polinomio Q,_;(cos ) esta
dado como

(2.30)

2 dy,(B)
(((+1) sinf (2.31)

Qe-1(cos ) = dy (B)+di_4(B) =

1
= 25 (cos )
Por computo simbdlico se confirma que Qy_1(cos ) es un polinomio en cos 8 de grado
w, p € {¢—1,4-3, ..., 160}, o equivalentemente una suma de términos cos y3 para
el mismo rango de pu, es decir,
| Xcospup, conpe{l—-1,0-3,...,160},
@r-1(cos f) = { S cost B, conpe{l—1,¢-3,...,160}, (2.32)

Como antes, (2.30) es valida para m, m/|*, pero inicamente la necesitaremos para
m,m’ € &. La base proporcionada por las funciones (2.25) y (2.27) es completa en
el espacio M, por tanto, las funciones sobre la esfera de momento angular ¢ seran

combinaciones lineales de las funciones pares (2.25) e impares (2.27),

F(0,0) = > Fulem(0,0) + Y F,A7,,(0,0), (2.33)

meé&, meég,

donde los coeficientes F, y F) se encuentran a través de la base dual.
Nuevamente, una base no ortogonal involucra medidas no locales, como en (2.24).
De las ecuaciones (2.28) y (2.30), el producto interno de dos funcién en la esfera (2.33)
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se puede expresar como:

(F7 G)$2 = Z F:—L(A&ma Aﬁ,m’)SQGm’
m,m/ €&y
+ Z F?il*( IE,m’ lﬁ,m’>52G;n’
m,m/€E,
. 2m(m' —m)
= Z]es Fm PK(COS W) Gm’ (234)
T (m' —m)
2m(m' —
/ % /
+ Z /Fm Qg_1<COS T )Gm,
m,m’'€E,
= (F, G)Mg'

Al igual que en (2.24), en el siguiente capitulo se tomard el limite £ — oo y se contraerd
el producto interno para los campos de ondas en el medio homogéneo de Helmholtz.

Superposicién de bases de nShV y Legendre

Finalmente, el producto escalar entre las funciones la base de nShV y la de Legendre
puede ser encontrado a partir de sus definiciones (2.18) y (2.25)—(2.27) con un cambio de
rotaciones y—z—y a z—y—z. De esta manera, el translape entre el conjunto de funciones
de posicion y las de nShV es:

. .1 .
(Vens A ), = (e70mbee ™m0 Yy, em Yy ) 5o
(7 Omm v e W b2y 1 0mmr b2y o) o2

— eJriZwm’m/ Z dfn”,é<9m7m')<nvm”’ Yv&O)32 (235)

1

m

| Jeo |
= Wmm dé,ﬂwm,m/) - Tgl sin’ em,m' elwm’m/a

donde los dngulos de Euler permutados estdan dados por

it sin ayy, sin B,y — 1 ¢os B

, 2.36
Sin oy, sin 3,y +1cos B, ( )

COS Oy = — COS Qi SIN By,

0 tan ¥, s = sin a,, tan f,,/, mientras que tan ¢,, ,» = tana,, sec 8, no aparece en el
resultado debido a que Yy es invariante bajo e™?F=. Similarmente, entre las funciones
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de deriwada normal y las de nShV tenemos,

Vems Ay )y = (emiombee=i3mLuY, e_iﬁm’Lyﬁ(Km—n,fl))y
(e 0mm v Wmm L2y, ) €+i¢m’m/LZﬁ(yé,l—ye,—l))y
1

= Tl (e+i¢m,m/  (Opr) — € P df_u(gm,m,))

V2
e W (20)!
ootk 2 \ (L+ )0 —1)!

(Sin Oy, )~ (cos O m.m? COS Py + 1810 Oy ).

(2.37)
En el capitulo siguiente contraeremos el algebra de rotaciones en la esfera so(3) al
algebra Euclidiana iso(2); esto llevard a la contraccién del sistema del ojo de pez de
Maxwell al medio homogéneo que obedece la ecuacion de Helmholtz.



3. Contraccion del ojo de pez a un
medio homogéneo

En este capitulo contraeremos el ojo de pez de Maxwell a un medio homogéneo de
Helmholtz; esto lo haremos tomando el limite de las funciones de onda en la esfera
cuando el radio p y el momento angular ¢ crecen indefinidamente. El algebra de Lie
so(83) que genera rotaciones sirve para caracterizar funciones en la esfera y correspon-
dientemente a los campos de onda en el medio de ojo de pez bidimensional. Este limite
es la contraccién del dlgebra so(3) al dlgebra Euclidiana iso(2) que genera rotaciones y
traslaciones en el plano.

Las bases propuestas de ShV y de Legendre son completas en el espacio M, para
cualquier ¢ finita, que puede ser arbitrariamente grande. Cuando ¢, p — oo no vemos
impedimento para que estas bases sigan siendo completas en el espacio de soluciones
(no-exponenciales) de Helmholtz; este proceso de limite no es distinto al limite de las
transformadas finitas de Fourier a la series y a las transformadas integrales de Fourier
cuando el nimero de puntos tiende al infinito en el primer caso, y su densidad también
en el segundo [17, Sec. 3.4].

Parametros de contraccion

Al tomar el limite p — oo, el indice de refraccién (1.2) se convierte en una constante,
n(r) = ng, por lo que el ojo de pez de Maxwell limita a un medio homogéneo donde los
campos de onda deben seguir siendo monocromaticos.

Para que el campo de ondas proyectado no se convierta en constante, ¢ y p deben
crecer proporcionalmente durante la contraccién (¢ ~ p). El cociente de estos dos
pardmetros definird el nimero de onda k = ¢/p que permanecerd finito. Las funciones
nShV entonces tendran la misma longitud de onda A en la esfera como en el centro
del plano del ojo de pez. Como el perimetro de cualquier circulo maximo es 27wp, un
arménico extremo Yy (6, ¢) ~ €?, acomodard ¢ longitudes de onda como \ = 27wp/¢,
y esta longitud de onda permanecerd en el limite. Esto determina al parametro de la

contraccion,
2t/

-2 _ - 3.1
N o (3.1)

Los puntos en la esfera con angulos polares —%W < P < %71’ (a lo largo de 6 en

k-
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la Fig. 2.3) se proyectardan en puntos que permaneceran finitos x,, = ptanS,, =~ pS,
sobre el eje x del plano 6ptico, y que se encuentran dentro del circulo ‘de radio minimo’
2p. La contraccion p, ¢ — oo de iso(8) con el pardmetro k determina la representacién
de iso(2) a la cual se llega. Los dngulos polares que se proyectaran sobre puntos finitos
T, también seran determinados por el mismo parametro:

(LB 0
P Ty p l
Este parametro k es el nimero de onda de los campos en el limite del medio homogéneo
con indice de refraccion ny.
El angulo polar 6 de la esfera en crecimiento mapea sus puntos en un radio finito
r sobre el plano del ojo de pez (1.1), cuando

4pr

sinf = W

— O~r/p—D0. (3.3)

El limite para la base de armonicos esféricos yp,,(r) en (2.6) estd dado en la ecuacién
(2.16),

: 1 r m k im o]
/‘Lm(r) = plggo \/ﬁy&m(p7¢> - <_1> % Jm(kﬂ”) € d)? m|—oo (34)

con paridad i, (r, —¢) = (=1)"p—m(r,¢). La dependencia estas funciones en /p fue
eliminada renormalizando las funciones para la contracién por 1/4/p; de esta manera
obtenemos las soluciones multipolares (3.4) que constituyen una base numerable bien
conocida para el espacio de campos de onda del medio de Helmholtz.

Cuando p — oo, las rotaciones alrededor del eje z permanecen como rotaciones
del plano (z,y) alrededor de su centro. Por otro lado, las rotaciones polares en la esfera
definidas por el angulo § alrededor del eje y se convierte en traslaciones en la direccién
x del plano tangente al ojo de pez. Similarmente, las rotaciones alrededor del eje x se
transforman en traslaciones en el plano en la direccién —y,

L, =—i(y0, — z0,) — +ipd, =: pE,,

Ly = —i(20, —20.) — —ipd, = pE,, 39

Las transformaciones generadas por e #2v — e~1#Fs con desplazamientos finitos = =~ (p
requieren que los dngulos 3 se vayan a cero como ~ 1/p, lo mismo ocurre para las
rotaciones alrededor del eje z (e L= — e*#r9%)  Por tanto, el operador de Casimir
bajo la contraccion se convierte en

DPP=L2+L+L2=0l+1)1 — pX02+0)) =p’k’L. (3.6)

Al factorizar p? nos queda la ecuacién de Helmholtz bidimensional para campos con
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numero de onda k.
(55 + 75 +F)e(,y) =0 (3.7)

Finalmente, notamos que los campos de ondas de Helmholtz sobre el plano r =
(z,y) = r(cos ¢,sin ) en R? no son funciones cuadrado integrable, ya que el producto
escalar local (1.6) se harfa indefinido con el factor de oblicuidad en (1.5), es 1/p — 0. Por
esto reescalamos los campos de ondas correspondientes para que sean independientes
de p; se indicaran con letras mintsculas de aqui en adelante.

3.1. Contraccion de funciones de la base nShV

Como la dimensién 2¢+ 1 del espacio de los campos de onda monocromaticos del ojo de
pez M, aumenta con p — oo, los angulos azimutales para las funciones pertenecientes
a la base nShV, a,,, = 2mm/(2¢ + 1) para m|, definidas en (2.18), se vuelven densos
en el circulo «, separados por Aa = 27/(2¢ + 1) — 0. Intuitivamente se puede ver que
las funciones nShV Vj (6, ¢) seran contraidas a ondas planas en la direcciéon dada por
a. En efecto, el limite ¢, p — oo respetando (3.2)—(3.3), de las funciones de nShV esta
dado por la suma creciente

l
Vim(5,0) = 3 dhi(gme ™ Vi (1, 0) (38)

m/=—~
Esta es la d de Wigner definida en (2.15), y su limite es

[}LITOlO oy (37) = (m0)~Y* cuando |m/| < L. (3.9)
Para los armonicos esféricos se usa el limite en (2.16), que involucra funciones de Bessel
Jy (K1), donde notamos que estas funciones tienen un cero de orden m’ en r = 0 y son
pequenas cuando kr < m/; para m’ grande habra contribuciones pequenas en regiones
finitas del plano (x,y) pues la funcién d de Wigner seguird acotada por |df, ,(8)| < 1.

El limite de las funciones de nShV dadas en (3.8) son un campo de ondas sobre
el medio de Helmholtz, es decir, funciones de r = (z,y) = r(cos ¢, sin ¢). Finalmente,
tomamos en cuenta que el factor de oblicuidad en el limite es ~ p~!, derivado de (1.5)
con ¢ = kp. Asi, el limite de las funciones de nShV serd

; _r _ e Jkp im’¢
plggow,m(Q—;,qﬁ) = %:(—1) 075\ 2r Ty (k) €72 (3.10)
1 kp 1/4 im'(¢p—a+m
_ E<?) %;e (0=atm) g (kr), (3.11)
1/4 )
_ (kp/ﬂ—) elkT‘ sin(¢p—o) (312)

Nr .
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En el dltimo paso usamos la funcion generadora de las funciones de Bessel. Excepto
por el factor p'/* que debe ser renormalizado, estas son ondas planas con nimero de
onda k cuyos frentes de onda tienen la direcciéon ¢ = «. Escribiremos por convencion
las funciones limite sobre el ojo de pez con letras minusculas:

v ( ¢) li v ( / ) (k/ﬂ-)l /4 ikr sin(¢p—a) (3 13)
k,a\T, _pLIgoPU‘l m\T/ P, \/% — =€ . .

Utilizando (2.23) se realiza la contraccién de (3.12) a una integral de Riemann en
el limite p — oco. El procedimiento usado para esto se puede apreciar en [17, Sec. 3.4],
donde la transformada finita de Fourier sobre 2¢+ 1 puntos en un circulo «,,, se contrae
a la serie de Fourier donde hay una integral integral sobre « en el circulo. En nuestro
caso,

F0) = 5 Y (8) f vem(r) D)= [ dafl@)eree. (31

m=—1

donde r = (rcos ¢, rsing) y k = (kcosa, ksina): k = |k|, a diferencia de esto, en [8] el
vector de onda k estd dado como k = (ksin o, k cos ).

Sustituyendo z = rcos ¢ y y = rsin ¢ en la ecuacién (3.14) y siguiendo los mismos
pasos que se dan en [8], encontramos el desarrollo para campos de Helmholtz en ondas
planas con direcciones sobre el circulo dado por el angulo a,

f(LE y 7/ dOéf 1k (zsina— ycosa) (315)

las funciones f (o) pueden recuperarse por la transformada de onda de la ecuacién (3.14)
[8]."
~ ok

fla)= 39 d:c (f( ) cosa + 1Zﬂ,(:c)) e ik(zsina) (3.16)

donde o := sign cosa; f(z) = f(:v,y)\yzo y fy(z) = %Z’y)]y:o son los valores y veloci-
dades iniciales a lo largo de la linea y = 0 que es suficiente para caracterizar el campo
de ondas de Helmholtz sobre r € R2.

El producto interno entre dos funciones sobre la esfera (2.24) implica un producto
interno no local para los coeficientes f,,. En el limite ¢ — oo, el nicleo no local se
transforma en una d de Dirac y el producto interno de las funciones f (cv) se convierte
en local. El limite del nicleo es

t=kp w(m —m') %_ 1 ,
}H&(COS T ) —\/ﬁ_kp(S(oz—oz). (3.17)

'Hacemos notar que en esta referencia los d4ngulos ¢ se cuentan a partir del eje y; aqui tomamos el
eje  como meridiano de origen del azimut.
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Para demostrar esto, notése que para m # m’, cos(,, — o) < 1 asi que sus potencias
crecientes tienden a cero; por otro lado la integral de (3.17), es decir el area bajo la
curva, es asintGticamente 1/ Vl, por lo que el producto escalar entre dos funciones
sobre el circulo « es

(£.9)0= [ daf(@)gla) (3.18)

y las potencias de p se cancelan. Confirmamos asi que la base de ondas planas v ,(r)
en (3.13) es una base de momentos, la cual es el limite p — oo de la base nShV sobre la
esfera, Vi,.(0,¢), m|®, en (2.18), asf como en el ojo de pez de Maxwell monocromatico.

Al remplazar funciones f(a) y j(a) como las dadas en (3.16), y tomando en cuenta
la forma integral de las funciones de Bessel, se ve explicitamente la no localidad del
producto interno de las soluciones de Helmholtz dado en la referencia [§],

1 Ji(k(z—2")) Jo(k(z—2"))

(e =7 [ do [ d (F@) 2520w + £, () F g, (@), (319)
Este producto escalar (3.19) es invariante ante traslaciones y rotaciones sobre el plano
y caracteriza el espacio de Hilbert H; de soluciones de Helmholtz para un nimero de
onda k. La ecuacién (3.11) también se puede ver como el desarrollo de ondas planas en
términos de los campos multipolares p,,(r, ¢) dados en (3.4).

3.2. Contraccién en la base de Legendre

Recordemos que la base de Legendre se compone de dos conjuntos de funciones: las
funciones de posicién Ay, (0, ¢) que generan un espacio £ + 1 dimensional con m € &,
y las derivadas normales A, (6, ¢), m € &, que generan un espacio de dimensién /.
Las funciones de posicion A,,(0, ¢) son pares alrededor del dngulo azimutal ¢ — —¢
y sobre el eje y — —y del plano del ojo de pez, mientras que las funciones derivadas
normales son impares sobre estos mismos ejes.

Los arménicos de Legendre Ay, (0,¢) v sus derivadas normales Aj, (0, ¢) dadas
respectivamente en (2.25) y(2.27) se encuentran en el semi-meridiano superior contenido
en el plano z—z, z > 0. Cada méximo de las funciones de posicién Ay, (6, ¢) esta dado
por una B, = 2rm/(2(+1), m € & en (2.25). La contraccién proyecta estos ‘dedos’
maximos sobre los puntos x,,, m € &,,, del plano del ojo de pez; similarmente, las
derivadas maximas en x,, con m € &,

T = 2pta0 £ By — Ty = Pl = i)\m, m e & o &, (3.20)

De esta manera, los puntos en cada uno de los dos conjuntos estan equiespaciados por
media longitud de onda, %)\.

Los puntos z,, en (3.20) corresponden tanto de las funciones de posicién Ay, (0, ¢)

como de las derivadas normales A'y,, (6, ¢). Se tendrdn dos puntos de acumulacién en

el medio de Helmholtz, dependiendo de la paridad de ¢. Cuando ¢ es par, los dedos de
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Legendre se proyectan sobre puntos z,,’s pares &, en el medio homogéneo, y cuando
¢ es impar los puntos de acumulaciéon son los impares Eimpar, recorridos por un cuarto
de longitud de onda respecto a los pares. Sin perdida de generalidad, podemos hacer la
contraccion con ¢ par y tomar su lrhite £ — oo, de esta manera escogemos el conjunto
de puntos pares &, para nuestras funciones de Legendre, es decir, & — Epar; los
méximos de las derivadas normales /A7, (6, ¢) corresponderdn al conjunto de puntos
impares Eimpar; como dijimos arriba, los puntos de cada conjunto estaran separados por
5y

Usando lo anterior, podemos encontrar la contraccién de las funciones en la base
de Legendre, Ay, (0, ¢) en (2.25) considerando primero m = 0 (5y = 0), cuyo ‘dedo’ de
Legendre apunta al origen del plano del ojo de pez. En el origen del plano, dfn,70(0) =
O o reduce la suma a un solo término Y, (0, ¢) cuyo limite es (2.16). Por tanto,
Ag(0, @) estard centrado en el origen del plano del ojo de pez xy = 0, y su limite ser4,
con ¢ = kp,

Lim Aeo(r/p, ¢) = \/ZJO(ICT)~ (3.21)

Debido a que los demds armonicos de Legendre Ay, (6, ¢) son rotaciones discretas
alrededor del eje y de Y (0, ¢), sus respectivas contracciones seran versiones transladadas
de (3.21) centradas en puntos pares discretos x,,’s en (3.20). Estos puntos X, := (2, 0)
sobre el eje x, son equidistantes por media longitud de onda %)\m y se pueden interpretar
como los centros de campos monopolares desplazados (3.21) dados por

Ak (T) := lim 1/1g,m(7’/p, o) = \/ZJO(MI' — Xml), (3.22)

pP—00 p

donde kx,, = 3Tm y |r — X | = \/(3; — )2 + 2.

En la Figura 3.1 se observa que la funcién Jy(kr) en (3.21) que, como es bien
sabido, es el campo de ondas de Helmholtz mds estrecho [8]; por consiguiente, podemos
confirmar que (3.22) toma el rol de base de posicion para los campos de ondas en el
medio de Helmholtz. Con esta identificacion se sugiere que la base de Legendre sobre
la esfera, Ay,,(0,¢) en (2.25) es la mejor base de posicion sobre la esfera la cual, al
proyectarse estereograficamente, también adquiere el significado de base de posicion
Akm(r) para el ojo de pez de Maxwell monocromatico, como se ve en la Figura 2.3.

Para la contraccion de las derivadas normales Aj (6, ) (2.27) utilizamos el limite
¢, p — oo de las funciones de posicién (3.21) para 0 =r/p — 0y B = Tm/p — 0, con
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la derivada respecto de y sobre las funciones de r = (z, ),

2 .
. / o . —ifm Ly
Jim Ay (r/p, @) = lim e Aeo(0, )

™

ke y
= i 7TJl(k|r Xm|)]r—xm\'

i/ kp e mmEe 9 Jo(kr) (3.23)

Ako(r , @) Aia(r, @)

Figura 3.1: (izquierda) Campo de ondas mds localizado Ak o(r) y su de derivada X' 1(r) (a la
derecha) en el medio de Helmholtz.

Como los demads elementos de la sub-base de derivadas normales también son
versiones rotadas de A4} (6, ¢), bajo la contraccion seran versiones trasladadas de (3.23)
en puntos impares Z,,, m € Empar,

(@) = lim %A'e,m<r/p, 0) = \/§ Skl =), (3.24)

p—>00 Ir — x|

como M € Eimpar, 1las m's corresponden a puntos impares x/,s que se encuentran sep-
arados por media longitud de onda de manera que kz,, = %wm, m|>,, al igual que
los puntos correspondientes a las funciones Ay ,,,(r). Renormalizamos por un factor de
p~'/2. Notamos que y/|r — X,,| = sin ¢,,,, donde ¢,, es el dngulo referido al punto x,,.

Los campos de ondas genéricos de Helmholtz pueden escribirse en términos de las

bases de posicién infinita (3.22) y (3.27) como

fo)= > fudem@)+ D fr Nim(r). (3.25)

mlegpar m/ egimpar
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Usando (2.16), encontramos

lim Py(r/p) = Jo(kr),

pP—r00

o (3.26)
lim (dis(r/p) +di_y(r/p)) = Jolkr) + Ja(kr) = 2y (kr)/kr.

La ecuacién (3.26) ayuda a dar explicitamente las contracciones de la base de Legendre
en términos de funciones de Bessel,

Aem(r) = Z Jm/ ST oy (1), m € Epar
m egpdr
o (Em)m/ (3.27)
A/k7m(r) - \/5 Z #Mm’(r% m e gimpar
mlegimpar iﬂ-m

Para dos campos f, g, dados en términos de los coeficientes f,., fi’s Gm, Gms, S€
puede encontrar su producto interno como el limite del caso finito dado en (3.26), cuyo
producto interno no-local es (2.34), y usando (3.28) para m = 1,

Ji(m(m' —m))
7(m' —m) '

(f,9)z="Y_ fodomm —m))gm+2 >  fr (3.28)

mvm/egpar mymlegimpar

El producto interno conserva su no-localidad en las posiciones discretas como en [§].
Compérese con (3.18).

Finalmente, usando la férmula de la suma de Bessel [18, Eq. 8.538.2] para desplaza-
mientos en (3.22), r,, := 1 — X, con r(r, ¢) refiriéndose al origen del plano podemos
poner las funciones de onda de posicién y derivadas normales (3.22) y (3.27) en término
de la base de funciones multipolares (3.4),

okl ) = ,Z Tt (7)o (1),

RN =S (7] i (1)

m/=—o00

(3.29)

donde los 4ngulos ¢m son los referidos a los puntos z,, donde se encuentran los centros de
las funciones. La matriz de elementos M, ,,, :== J,s(mm) es el nicleo de transformacién
entre funciones de posicion y la base multipolar que, como vimos al final del ultimo
apartado, es el limite p, ¢ — oo de la base de armonicos esféricos. Esto ocurre también
para la matriz M, . = Ji_p(7m).



4. Conclusiones

Usando la proyeccién estereogréfica, la cual es un mapeo unitario entre espacios de
Hilbert, al encontrar bases de funciones en la esfera se encuentran correspondientemente
bases de campos de ondas en el plano del ojo de pez, de manera tnica. Asi se con-
struyeron las bases de momento y de posicién en el medio del ojo de pez monocromatico
(en una representacion ¢ fija del grupo de rotaciones). Cada base consta de 2¢ + 1 fun-
ciones que generan un espacio M, de dimension finita, el cual es subconjunto del espacio
de funciones cuadrado integrable £2(S?) sobre la esfera.

La base de momento corresponde a las funciones de Sherman-Volobuyev [15, 14, 16]
Vim(0,0), v la base de posicion o de Legendre consta de dos sub-bases: La base de
dedos de Legendre A;,,(0,¢) de dimensién ¢ + 1, y la base de derivadas normales

t.m(0,®) de dimensién /. Las funciones de Sherman-Volobuyev son generadas a partir
de 2¢ + 1 rotaciones discretas de los arménicos esféricos extremos Y .(0,¢). En la
base de Legendre ocurre algo similar aunque esencialmente diferente: la sub-base de
los dedos de Legendre son generadas a partir de rotaciones discretas del armoénico de
Legendre Y, (0, ¢), las cuales son funciones pares bajo reflexiones del angulo azimutal
¢ y del plano y = 0 en el ojo de pez; las ¢ funciones derivadas normales se encontraron
aplicando el operador de momento angular L, a las funciones anteriores, y son funciones
impares del angulo azimutal ¢ y del plano y = 0 en el ojo de pez. Como ninguna de
las dos bases construidas es ortogonal, los productos interiores expresados en términos
de los coeficientes en esas bases presentan medidas no-locales. La construccion de estas
dos sub-bases de Legendre parece ser nueva en la literatura.

Se realizé la contraccién del ojo de pez al medio homogéneo de Helmholtz, dejando
que el radio de la esfera p y el numéro de oscilaciénes ¢ de las funciones involucradas
crezcan indefinidamente, manteniendo la relaciéon ¢/p = k, donde k es el parametro
que determina el nimero de onda en este medio. Bajo esta contraccion, la base de
funciones de Sherman-Volobuyev se convirtieron en la base continua de ondas planas
en el medio homogéneo. La sub-base de dedos de Legendre (2.25) se convirtié en la base
numerable de funciones de Bessel ~ Jy(kr) en (3.22), centradas en los puntos discretos
pares x, (3.20) sobre el eje = del plano de Helmholtz, las cuales son las soluciones
més localizadas en este medio; por tltimo, la sub-base de derivadas normales (2.27) se
convirtié en las funciones ~ Jy(kr)y/kr en (3.27), centradas en los puntos discretos
numerables impares x,, sobre el eje x. Los puntos en cada sub-base estan separados
por media longitud de onda.

29
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La medida no-local (2.24) correspondiente a las funciones de Sherman-Volobuyev
bajo el limite ¢,p — oo se convirtié en local (2.24); en cambio, la medidas limite
para las dos sub-bases de Legendre (2.34) siguen siendo no locales (3.28) [8]. Con
estos resultados se verifica que las funciones aqui presentadas constituyen una eleccion
robusta para definir campos de onda de posicién y momento en el medio del ojo de pez
de Maxwell monocromaético, asi como y en la esfera.



A. Transformada de onda y producto
interior en el espacio de Helmholtz

En este apartado se obtiene la transformada de onda sobre un circulo a partir de la
transformada de Fourier bidimensional. Después se obtiene el producto interior en el
espacio de Helholtz. Se encuentra que las funciones solucién del medio de Helmholtz
incluyen los valores iniciales en la funcién y su derivada normal. Todo este desarrollo
se tomo de la referencia [8].

Ecuacion de Helmholtz bidimensional

En un espacio bidimensional r = (x,y) la ecuacién de onda esta dada por

0* 9* 109?
(

o T oy~ oo V@) =0, (A1)

donde c es la velocidad de la luz y t es el tiempo. Al considerar soluciones monocromaticas
para el numero de onda k = 27/\ € R (donde \ es la longitud de onda) estamos pro-
poniendo que las soluciones tienen la forma

U(z,y,t) = ¢(z,y) e, (A.2)

donde la funcién ¢ (x,y) es la solucién de la ecuacion de Helmholtz

Hia,y) = (505 + g+ K)(,) =0, (A3

y Hy, es el operador de Helmholtz.
Las soluciones a esta ecuacion son las llamadas ondas planas

1 —izks+yk 1 —ik-
= e ithetyky — — o—ikr k|=k=/k2+ k2 A4
7?(%9) 27_[_6 271'6 ’ | ’ k kw+ky7 ( )

que se propagan en direccion del vector

k = (ky, ky) = (ksin ¢, k cos ¢), ¢ € (—m, 7. (A.5)

31
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Transformada de onda

Consideramos soluciones generales de la ecuacién de Helmholtz que estan acotadas y
tienen bien definida su transformada de Fourier,

o) = (F)) = o [ g ile) e (4.6)

con g = (9, 9,) € R? La transformada inversa de Fourier para el campo de onda es

Ie) = (F0)@) = 5 [ drowe (A7)

Al actuar sobre (A.6) con el operador Hy dado en (A.3), y conmutando Hj dentro de
la integral, se tiene

o T8 (K = gz — g)u(g) " = 0. (A8)
Cambiando (A.8) a coordenadas polares (g, g,) = [g,¢] con g, = gsin¢, g, = gcos ¢,
tenemos o ~ o
[ adg [ ot - ) dlg, o) dteneree — . (4.9)
0 S
Si 9 (r) es distinto de cero, la solucién generalizada para esta ecuacién tiene la forma
~ ok — .
9lg. o) = 2= Iye ), (A.10)

donde ¥°(¢) es una funcién sobre el circulo S. Sustituyendo (A.10) en (A.9) encon-
tramos la transformada de onda VW, que se define a través de

Ulw,y) = W) (a,9) = @ [Ldovn(@) @) e (A

La transformada de onda es una transformada integral de funciones en el circulo °(¢) €
Fs sobre soluciones de la ecuacién de Helmholtz ¢ (z,y) € Fy,, es decir,

W : Fs — Fu,. (A.12)

El operador VW puede ser representado como un vector columna de dos entradas, a
través de

T(r) = (W) /dﬁwxﬁw (0),

k 1 ikx sin 9 (A13)
Wiz, d) = \/%(ikcosﬁ)e ’
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y la transformada de onda transpuesta W' serd un 2-vector renglén de kernels integrales

0e0) = W) = /R dr WD (9, 1) U (2),

| k Iy e
() — g —ikz sind
W (49, x) 5 27T(COS’§ 1k)€ :

donde o = signcost? y ¥(x) es el vector de valores iniciales de las soluciones de
Helmholtz dado como

(A.14)

T(z) = < j(fx)) ) | (A.15)

Producto interior en el espacio de Helmholtz

El producto interno de funciones cuadrado integrables en el circulo estd dado como
(1°, 6°)s = /8 A9 y° () ¢°(9), (A.16)

y define el bien conocido espacio de Hilbert £%(S). La transforma de onda VW mapea
este espacio de funciones sobre un espacio de una pareja de funciones (valores iniciales
de las soluciones de Helmholtz) que llamaremos espacio de Helmholtz Hj. Para un
valor fijo del nimero de onda k, Hy se define de la siguiente manera,

M= {v | Wy € £%(S)}. (A.17)

Con esto, la transformada de onda W constituye una transformaciéon unitaria entre el
espacio de Hilbert de funciones cuadrado integrables y el espacio de Hilbert de Helmolhz
Hi.

El producto interno en £2(S) induce un producto en el espacio Hy, de la siguiente
manera

(T, ®)y, = /R dz /R dz' U (2 Hy(x — ') @1 (7). (A.18)

Al remplazar la forma vectorial de la transformada de onda transpuesta W' de (A.14)
en el producto (A.16), obtenemos

(¥°,¢%)s = /cw /de (0, 2) @ /dz? /dx’W (9,2') B (a")]

A19
= [ da | do'w(a /dz?W 00, 2) WO (9, ') @ (), .

donde la integral encerrada por corchetes cuadrados en la tltima expresién de (A.19)
corresponde a la medida integral H(z — 2’). Resolviendo la integral, obtenemos

k 2 & h(m—a!) si
Hi(x — ') = 87/5d19 ( ;clos Vo C?Sﬁ ) eikle=al)sind (A.20)

- COS U =
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Podemos encontrar una expresion mds sencilla de Hy(z — 2’) a partir de la siguiente
propiedad de paridad

. _ 1] Jn/2(§) :
/ dd cos™ ¥l = { 2mn — DI =g o es bab (A.21)
S 0, si n es impar,
donde m!! = (m —2)I, 1N =0l =1y (=)' = —1. Cuando n = 0, 1,2, la expresién
resulta ser
L[ R 0 A 99
Hi(x —2') =~ z—a’ ) )
at )= 1 0 ko (k(x — o)) (A.22)

Por tanto podemos afirmar que el producto (A.18) dado por la medida (A.22) es no-local
pero es homogéneo e isotropico; es decir, integramos sobre el rango de las dos funciones,
x y x', pero el producto de las funciones sélo depende de la distancia, £ = k|x — 2|.
El espacio de Hilbert H; excluye funciones que no son oscilatorias sino exponenciales,
pues éstas no son integrables.

Resumimos los resultados de la referencia [8] sobre el espacio de Hilbert H,, para
contrastarlos con las conclusiones del trabajo presente, donde este espacio se aborda
como contraccién del espacio de funciones sobre la esfera con momento angular definido,
realizado en su modelo de ojo de pez monocromatico de Maxwell. El producto interior
(A.16) es el mismo que el descrito por la contraccién p — oo de la base de Sherman-
Volobuyev al medio de Helmholtz en la ecuacién (3.18). Pero el producto interno
no-local (A.22) es sobre coordenadas x, ' que son variables continuas, mientras que el
producto interno que encontramos en (3.28) en la base de Legendre, también no-local,
se toma sobre valores discretos de la coordenada z,,, donde los puntos pares dan los
valores iniciales, y los impares las derivadas normales iniciales; cada uno de los dos
conjuntos de puntos estan espaciados por media longitud de onda.
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