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1. Introducciéon

Uno de los principales problemas de la Fisica Teérica desde hace 80 anos es la cuantizacién del
campo gravitacional. Gran nimero de investigadores y cientificos (incluyendo diez premios Nobel) han
intentado lograrlo sin resultado satisfactorio alguno.

El principal formalismo que se ha utilizado para lograr este cometido es el de la Cuantizacion
Canoénica, la cual ha sido la teoria méas exitosa hasta nuestros dias para cuantizar sistemas fisicos,
dando resultados de una precisién extraordinaria, y cuyo mayor triunfo ha sido construir el Modelo
Estandar de Particulas hoy en dia en uso. Sin embargo, a pesar del éxito tremendo de la Cuantizacién
Canonica en cuanto a su predictibilidad en la descripcion de los sistemas fisicos de la naturaleza, existen
algunos problemas fundamentales en la aplicacién del formalismo canénico de cuantizacion a diversos
sistemas fisicos, los cuales han sido fuente de inumerables debates desde su concepciéon. Muchos de los
aspectos conceptuales y matematicos de la teoria siguen sin ser resueltos todavia.

El objetivo de la Cuantizaciéon Topologica es dar una alternativa al formalismo canoénico, resol-
viendo o eliminando varios de los principales problemas que surgen al aplicar éste para la descripcion
de la naturaleza. El objetivo ulterior de desarrollar un formalismo alternativo al canénico es tener
una herramienta mateméticamente consistente y lo suficientemente poderosa para describir fenémenos
naturales que no pueden ser cubiertos por la Teoria Cuantica actual.

El desarrollo de este nuevo formalismo esté todavia en proceso y la presente tesis, como parte de ese
desarrollo, es la aplicacion de la Teoria de Cuantizacion Topologica para la descripcion de un sistema
fisico en particular: el agujero negro de Kerr. En especifico la obtencién del espectro topologico de sus
parametros, fend6meno natural cuya descripcion no esté bien definida en el formalismo canonico.

La tesis esta dividida en tres secciones: la primera seccién expone el formalismo de la Cuantizacion
Topologica, dando primero una justificacion del porqué del desarrollo de ésta; la segunda presenta la
métrica del espacio-tiempo correspondiente al agujero negro de Kerr; y finalmente, en la tltima seccion
aplicamos el formalismo de la Cuantizacion Topologica a dicho agujero negro para la obtenciéon de su

espectro topologico.



Primera seccion: Cuantizacion topologica

La primera secci6on comienza con un exposicion de los principales problemas conceptuales de fon-
do de la teoria cuantica actual, tomando como base la descripciéon axiomatica de la aplicacion del
formalismo de cuantizaciéon candnico y mencionando las principales inconsistencias conceptuales.

El primer problema a mencionar es el de la definicion de los estados. Uno de los axiomas de la
cuantizacion es el postulado de que los estados fisicos forman un espacio de Hilbert, el cual si es de
dimension infinita, para poder ser separable debe ser isomorfo en particular al espacio de funciones de
cuadrado integrable. Sin embargo la mecanica cuantica candnica hace uso de objetos mateméticos que
no se encuentran en éste tipo de espacios, el ejemplo més claro es la utilizacién de la Delta de Dirac,
la cual es de importancia clave en el formalismo canoénico. Este problema, para fines practicos, ha sido
resuelto utilizando un espacio de estados que inlcuya estos objetos, sin embargo para varios fisicos y
matematicos desde hace décadas sigue existiendo una discrepancia fundamental.

Otro de los principales problemas a resolver surge con la utilizacion de operadores cuanticos que
representan observables fisicas; en especifico, el llamado problema del ordenamiento, debido a la natu-
raleza no conmutativa de los operadores cuanticos. Existe otro problema concerniente a los observables
cuando se intenta cuantizar la gravedad, que surge debido a la no localidad de la teoria de la Relatividad
General.

El dltimo de los problemas que mencionaremos en este trabajo y uno de los més fundamentales en
la concepcién de una teoria cuéntica de la gravedad es el llamado problema del tiempo, este se refiere al
hecho de que la Cuéantica Canoénicala utiliza al tiempo como parametro provilegiado de derivaciéon en
los célculos, mientras que en en gravitacion el tiempo no posee una posicion privilegiada con respecto
a las demés coordenadas.

Estos y otros problemas de la Teorfa Cuéantica Canoénica han sido y son hasta hoy fuente de
inumerables discusiones en cuanto a su solucién, su verdadera relevancia y sus consecuencias.

Continuamos entonces con el problema original mencionado al inicio de esta introduccién: la cuan-
tizacion del campo gravitacional. Varias y desde enfoques muy diversos han sido las formulaciones que

han intentado lograr cuantizar la gravedad: después de la consolidacion de la teoria cuantica candnica,



se intento utilizarla para cuantizar el campo gravitacional, dando lugar al desarrollo del formalismo
de Arnowitt-Deser-Misner (ADM), el cual hasta ahora no ha tenido éxito; de éste surgio la teoria de
Gravedad Cuantica de Lazos como forma de dilucidar los problemas técnicos matemaéticos que presenta
la cuantizacion canonica de la gravedad; aparecié también con otro enfoque la Teoria de Cuerdas, que
representa un cambio radical de fondo en la concepcion de la materia y la energia; surgieron también
formalismos con fundamentos geométricos como el de Geometria No Conmutativa y el de Cuantizacion
por Deformacion, entre otros. El objetivo ultimo de cuantizar el campo gravitacional ha logrado eludir
a todas estas teorfas hasta nuestros dias.

La Cuantizacion Topologica es un formalismo alternativo para modelar la fisica con una base
completamente geométrica y topolégica. El desarrollo actual de la Cuantizaciéon Topologica se centra
en satisfacer tres de los axiomas de los que debe partir una teoria de cuantizaciéon: la definicion y
formulacion de observables, la definicion de estados cuanticos y finalmente la formulaciéon de ecuaciones
que gobiernen su evolucién en el tiempo. Las observables las definimos como las funciones que mapean
del espacio de configuracién al espacio de los reales y la intencién es después obtener una discretizacion
de la observable,

La herramienta principal de esta teoria son los haces fibrados principales. Los cuales son un tipo
particular de haces fibrados en el que se utiliza el grupo de estructura como fibra.

Para obtener un espectro topologico de las observables de un sistema en Cuantizaciéon Topologica,
lo realizamos por medio de dos métodos diferentes: uno de estos métodos consiste en utilizar como
herramienta los invariantes topolégicos del espacio total del haz fibrado principal y el otro método
obtiene condiciones de cuantizaciéon por medio de las condiciones de compatibilidad que se deben
satisfacer en la construcciéon de una conexiéon definida en todo el espacio.

La idea central de este segundo método es la construcciéon completa de un haz fibrado principal,
para lo cual es necesario definir y construir todos sus elementos: en el caso de campos toma como
espacio base el espacio-tiempo y en el caso de sistemas mecanicos el espacio base es el espacio de
configuraciones; como fibra se toma el grupo de Lie asociado a cualquier simetria natural que posea
el sistema. Para la construccién completa del haz fibrado, se necesita construir una conexion que esté

completamente definida en todo el espacio.



Si en la construccion del haz fibrado principal éste se puede cubrir con una sola carta (U, ¢), el haz
se llama trivial y por lo tanto en principio se puede construir una conexion que esté definida en todo el
espacio. En cambio, para un espacio que no puede ser cubierto por un solo abierto, se necesitan funciones
de transicién t;; que “unan” las diferentes cartas en las regiones donde traslapan y corresponden a
transformaciones de norma A;; de las conexiones en los diferentes abiertos, estas transformaciones de
norma deben cumplir en general con ciertas condiciones de compatibilidad. De estas condiciones de
compatibilidad es de donde obtendremos condiciones de cuantizacién de los parametros del sistema.

La definicién de estados cuanticos y de evolucion en el tiempo en este formalismo todavia estan en
desarrollo. Sin embargo, de manera preliminar consideramos que los estados cuanticos se definen como
secciones locales o del haz fibrado, y la evolucién en el tiempo estda determinada por los transportes

en el espacio total del haz fibrado.

Segunda seccion: Métrica de Kerr

Como preliminar para la aplicacién del formalismo de Cuantizacién Topologica al agujero negro de
Kerr y Kerr-Newman, en la segunda seccién exponemos un analisis general de la métrica de Kerr y su
generalizacion a Kerr-Newman.

Las soluciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein de la Relatividad General se ha
demostrado se dividen en tres familias: las soluciones para un espacio-tiempo estatico y esféricamente
simétrico corresponden a la métrica de Schwarzschild, las soluciones con las mismas simetrias pero
con la presencia de carga eléctrica corresponden a la métrica de Reissner-Nordstrom, y finalmente las
soluciones para un espacio-tiempo estacionario y con simetria axial corresponden a la soluciéon de Kerr.
Estas tres soluciones corresponedn a tres tipos de agujero negro: un agujero negro con simetria esférica,
un agujero con carga eléctrica y un agujero negro con momento angular, respectivamente.

Por el teorema llamado de “no hair”, los agujeros negros pueden describirse completamente por
medio de tres parametros: la masa M, la carga eléctrica e y el momento angular por unidad de masa
a. En el caso del agujero negro de Kerr, los dos parametros que aparecen en su métrica son la masa
y el momento angular. La solucién correspondiente a los agujeros negros de Kerr se subdivide a su

vez en tres subfamilias, dependiendo de la magnitud de estos dos pardametros: el agujero negro lento



cuando a < M, el agujero negro extremo cuando ¢ = M y finalmente el agujero negro rapido a > M
que como veremos corresponde a una singularidad desnuda.

Entre las diferentes caracteristicas que distinguen a las tres familias, el agujero negro de Kerr
se distingue especialmente porque la singularidad a la que da lugar no es un punto como en los
casos de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom, sino que es un anillo. La forma en que se construye la
variedad completa de la métrica de Kerr es “pegando” una copia del espacio-tiempo de Kerr al cruzar
la singularidad de anillo hacia r» < 0.

Las tres subfamilias de Kerr poseen caracteristicas que las distinguen, siendo la mas distintiva el
hecho de que el agujero negro lento da lugar a dos horizontes de eventos: el horizonte externo de radio
mayor 7y el horizonte interno de radio menor . Si fijamos el valor de la masa M # 0, a medida que va
aumentando el momento angular a del agujero negro, estos horizontes van acercandose hasta que en
el caso del agujero negro extremo ambos coinciden en un s6lo horizonte, y aumentando todavia mas
el momento angular finalmente se llega al agujero negro rapido que no posee horizontes, por lo que
representan una singularidad desnuda.

Los horizontes antes mencionados corresponden a regiones con valor de r donde la métrica se hace
singular, sin embargo al analizar las propiedades geométricas de la métrica, nos damos cuenta que
estas singularidades son en realidad producidas por la eleccién de coordenadas utilizada para describir
el espacio-tiempo; en cambio, la singularidad de anillo es una singularidad “real” donde la curvatura
se vuelve infinita. A las primeras singularidades antes mencionadas les llamamos singularidades de
coordenadas y a la segunda le denominamos singularidad de curvatura.

El agujero negro que analizaremos en esta tesis es el agujero negro lento de Kerr. Los horizontes
dividen de manera efectiva al espacio-tiempo en tres bloques distintos: bloque I (ry < r < 400),
bloque IT (r_ < r < ry) y bloque III (—oo < r < r_). Una particularidad importante de este agujero
negro es que la coordenada tipo tiempo de la métrica se convierte en tipo espacio al cruzar el horizonte
r4+y vuelve a ser de tipo tiempo cuando cruza el horizonte r_hacia la singularidad.

Mencionamos después brevemente el analisis de este agujero negro en diferentes coordenadas.



Tercera seccién: obtencién del espectro topoloégico de Kerr

En esta tltima seccién aplicamos el formalismo de Cuantizaciéon Topologica a la modelacion del
agujero negro de Kerr, para poder obtener su espectro de energia.

El método que utilizamos para la obtencion del espectro es por medio de las condiciones de compa-
tibilidad. Utilizamos para desarrollar los célculos el fromalismo de Cartan de tétradas para trabajar de
manera local. Construimos un haz fibrado principal para modelar al sistema, utilizando como espacio
base al espacio-tiempo M de cuatro dimensiones del agujero negro, la fibra estandar que utilizaremos
es el grupo de Lorentz SO(3,1) ya que es la simetria correspondiente a la invariancia de Lorentz que
la teoria de la Relatividad posee en cada punto.

Para la construccion del haz fibrado utilizamos primero las coordenadas llamadas de Boyer-Lindquist,
aprovechando las singularidades que presenta la métrica en los horizontes en estas coordenadas para asf
utilizar mas de una carta para cubrir el espacio y en el traslape de éstas poder extraer alguna condicién
de cuantizacién por medio de las condiciones de compatibilidad. Al realizar los célculos prescritos por
este procedimiento nos damos cuenta que las transformaciones de norma necesarias para eliminar las
singularidades en el traslape de los abiertos son funciones univaluadas, por lo que no surge ninguna
condicién de cuantizacién. Para corroborar esto analizamos la métrica del sistema en coordenadas
diferentes.

Utilizamos las llamadas coordenadas de Doran, que son una generalizacion de las coordenadas de
Painlevé-Gullstrand utilizadas en el caso de la geometria de Reissner-Nordstrom. Estas coordenadas
son transparentes a los horizontes, pero tienen la caracteristica que solamente estan definidas par
r > 0. Calculamos las componentes de la conexién en estas coordenadas y notamos que la conexién es
regular en todo el espacio cubierto por las coordenadas de Doran. Notamos entonces, que haciendo uso
combinado de las coordenadas de Boyer-Lindquist y las de Doran, podemos definir una conexién que
sea regular en todo el espacio-tiempo de Kerr. En efecto, en el Bloque III definido por las coordenadas
de Boyer-Lindquist, la conexion es regular, mientras que en toda la regiéon con r > 0 la conexiéon en
coordenadas de Doran es regular. Haciendo el traslape en la region 0 < r < r_ la conexiéon queda

completamente definida con una simple transformacion de coordenadas en la region de traslape.



Esto demuestra que no surgen condiciones de cuantizaciéon para este campo gravitacional con esta
simetria.

Finalmente, mencionamos el resultado obtenido anteriormente por otro investigador, en el que se
obtiene un espectro topologico del agujero negro de Kerr-Newman pero esta vez utilizando como fibra

al grupo U(1).



2. Cuantizacion Topologica

2.1. Problemas de la Cuantizacién Candnica

El formalismo canoénico de la teoria cuantica moderna es una de las formulaciones fisicas mas
exitosas en la actualidad. Sus resultados son de una exactitud que no deja lugar a dudas sobre su
validez fisica.

Sin embargo, el formalismo de Cuantizacién Canoénica sufre de varios problemas conceptuales que
contintian sin tener una solucién correcta. En esta seccion analizaremos algunos de estos problemas,
méas adelante introduciremos el formalismo de Cuantizacion Topologica y veremos como lidia esta
formulacion con dichas cuestiones.

Con el objetivo de describir de manera rigurosa una teoria de cuantizacion, se han considerado un
conjunto de axiomas a partir de los cuales puede establecerse la cuantizacion de sistemas fisicos [6] [13]

[15] [14], aqui nos limitaremos al caso de sistemas con un ntimero finito de grados de libertad:

1. Axioma de estados.- se debe definir un espacio de Hilbert que esté conformado por los estados
cuanticos del sistema, de los cuales no todos son necesariamente fisicos. Este espacio debe ser un
espacio vectorial, con una norma y producto interno definidos, y debe ser separable, es decir, debe
ser posible definir una base en términos de la cual puedan expresarse todos los demés estados

del espacio.

2. Axioma de las observables.- a partir de las observables clasicas, se deben definir observables
cuanticas a las cuales estén asociadas operadores que actiien sobre los estados del espacio de
Hilbert, mapeando estos tltimos a otros estados. Estas observables deben satisfacer relaciones

de conmutacién entre ellas.
q—4q, p—D,

[qia lj_]] = 07 [ﬁ?aij] = 07 [(Lp] = ih.
3. Axioma de evolucion en el tiempo.- la evolucién en el tiempo debe estar definida por una ecuacion

10



de movimiento que gobierne la forma en que los estados cambian a lo largo del paso del tiempo.
En general, el generador de la evolucion en el tiempo seré el operador Hamiltoniano derivado de

la funcién Hamiltoniana del sistema fisico clasico que se quiere cuantizar.

4. Axioma de la probabilidad.- los valores de las observables estan dados probabilisticamente. El
valor esperado de una observable se obtiene a partir de la probabilidad de las mediciones de
muchos sistemas fisicos idénticos, mediante la ecuacién:

(0) (vIOl) s
@l '
5. Axioma de los compatibilidad.- para que un estado del espacio de Hilbert sea un estado fisico

debe ser el eigenestado de un operador cuéntico asociado a una observable:

Ala) = ala). (2.3)

Cuando inentamos describir el formalismo de la Cuantizaciéon Candnica por medio de estos axiomas,

encontramos varios problemas de indole conceptual. A continuacién presentamos algunos de ellos.

El problema de los estados

El primer problema de fondo matemaético del formalismo canénico que mencionaremos surge en
la definiciéon y uso del espacio de Hilbert [14]. Un espacio de Hilbert esta definido como un espacio
vectorial completo con una norma definida y un producto interno definido. Una de las caracteristicas
del espacio de Hilbert es que debe ser separable, es decir, debe ser posible definir una base de vectores
linealmente independientes que generen todo el espacio, es decir todos los elementos del espacio de
Hilbert deben poder ser escritos como una suma lineal de elementos de la base. Es en este tltimo
punto la fuente de conflicto: el teorema de Schmidt o teorema de expansién de eigenfunciones establece
que para que un espacio de Hilbert sea separable debe ser de dimension finita, o en caso de que sea
infinita el espacio de Hilbert debe ser isomorfo a 2, es decir el espacio de secuencias de Cauchy de

cuadrado sumable:

11



P ={gn:>_lgnl* < oo},
n

y en particular isomorfo al espacio de funciones de cuadrado integrable:

= {fs [ 17 < o0}

EL problema reside en que en el formalismo de Cuantizacion Canoénica, es necesario hacer uso de
objetos matematicos que no se encuentran en estos espacios. El ejemplo por excelencia es la utilizacién
de la delta de Dirac, la cual es crucial para el formalismo cuantico, ya que es utilizada para los calculos
en sistemas cuanticos de dimensién infinita y no forma parte del espacio de Hilbert que definimos en
el primer axioma de cuantizacion; otro ejemplo de este problema es el uso de la funcién exponencial
en la mecanica cuantica, la cual tampoco se encuentra en un espacio de Hilbert.

Dada esta discrepancia fundamental, actualmente, en el formalismo canénico se hace uso del llamado
espacio de Hilbert equipado el cual incluye funciones como la exponencial y distribuciones como la
delta de Dirac. Sin embargo, si nos basamos de manera rigurosa en los axiomas antes mencionados, el
problema sigue estando presente. Como asevera von Neumann [14] acerca de la necesidad de utilizar
la delta de Dirac o la funciéon exponencial: “[...] s6lo su éxito en la aplicacion fisica puede justificar su

uso en la mecéanica cuantica.”

El problema de los observables

El problema en la definicion de los observables cuanticos. Cuando se aplica el formalismo candnico
para cuantizar sistemas fisicos clasicos surge una ambigiiedad en el momento de intentar definir el limite
clasico del sistema cuéntico resultante. A este problema se le llama el problema del ordenamiento.

Las observables clasicas son cantidades que matemaéaticamente conmutan ante el producto de cual-
quiera dos de ellas, en cambio, en el formalismo cuantico, los operadores cuanticos asociados a obser-
vables no son conmutativos ante el producto. Esto implica que existe una ambigiiedad en la definicion

del operador cuantico asociado al producto de dos observables:

12
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En el ejemplo arriba, la elecciéon de uno u otro de los ordenamientos da una cuantizacion totalmente
diferente, y no existen hasta ahora transformaciones unitarias conocidas que relacionen ambas para la
mayoria de los sistemas fisicos.

En el caso de la cuantizacion de la Gravitacion, la definicién de los observables presenta otro
problema de fondo: la teoria de la relatividad es no local, por lo que las observables no estan definidas
con respecto a un punto especifico en el espacio ya que la teoria es invariante ante difeomorfismos
activos, la teoria cuantica en cambio es una teoria local, las observables estdn ancladas a un punto
especifico. Conciliar esta discrepancia es de suma importancia si lo que se desea es aplicar un formalismo

de cuantizaciéon a la gravitacion de Einstein.

El problema del tiempo

Este es uno de los problemas mas fundamentales en el intento de una posible cuantizacion de la
gravitacion. Las estructuras basicas de las formulaciones matemaéticas de la fisica son las ecuaciones
diferenciales, la dinamica de las teorias actualmente en uso descansan en la utilizaciéon de derivadas
como codificacién del cambio.

En particular la teoria canénica desarrolla su formulacién utilizando al tiempo como parametro
para medir este cambio en todos los calculos. Toda la dindmica de la cuantica canoénica sucede en el
espacio (de 3 dimensiones) y se mide con respecto al tiempo (dimension adicional). Sus ecuaciones
diferenciales utilizan derivadas respecto a un tiempo absoluto y privilegiado.

Para la teoria de la Relatividad de Einstein, en cambio, el tiempo es simplemente una més de las
coordenadas utilizadas para describir el espacio tiempo, de la misma naturaleza que las tres coordenadas
espaciales restantes, formando asi el espacio-tiempo de cuatro dimensiones. Es qui donde radica uno
de los principales obstaculos cuando se intenta fundir ambas teorias: surge el conflicto para la teoria

cuéntica de justificar el porqué privilegiar cualquiera de estas cuatro dimensiones por encima de las

13



demaés para utilizarla como base para medir la dinamica.

Siendo las cuatro dimensiones del espacio-tiempo exactamente de la misma naturaleza, presentaria
una arbitrariedad de la teoria el elegir cualquiera de ellas por sobre de las otras para utilizarla como
parametro en las derivadas de sus ecuaciones. Por otro lado, el intentar definir un operador cuéntico
para el tiempo ¢ presentaria la dificultad de definir la operacion de derivacion de un operador con
respecto a otro.

Un ejemplo del problema del tiempo en la cuantizaciéon de la gravitacion se presenta en la formu-
lacion Arnowitt-Deser-Misner, el cual veremos en la siguiente seccion.

El problema del tiempo sigue siendo un problema sin resolver.

Como vemos, el formalismo candnico para cuantizar sistemas fisicos tiene problemas fundamen-
tales presentes en el fondo de la teoria. Para algunos, la presencia de estos conflictos no resueltos es
una posible causa de los infructuosos intentos por cuantizar el campo gravitacional utilizando esta

formulacion. Sobre la cuantizacion de este campo hablaremos en la siguiente seccion.

2.2. Cuantizacion de la gravedad

Desde la concepcion de la teorfa cuantica canénica se ha intentado encontrar una teorfa que describa
de manera cuéntica a la gravitacion, esta empresa ha tenido diversas motivaciones: la unificacion
de los campos fundamentales en una sola teoria, la necesidad de una teoria que pueda describir y
analizar fenomenos gravitacionales relativistas a escalas cuanticas, en especifico, las singularidades de
los agujeros negros y la del Big Bang, la esperanza que esta posible teoria lidiara con esas singularidades
que escapan el alcance de las teorias actuales, y muchas més razones.

En efecto, desde la aparicion de la Mecéanica Cuantica, la comunidad cientifica se aboco a cuantizar
todos los campos fundamentales de la naturaleza, siendo el campo gravitacional el tnico que hasta
ahora ha eludido todos los intentos de cuantizarlo. Exponemos aqui de manera general algunos de los

trabajos que se han desarrollado en torno a este objetivo:
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Cuantizaciéon candnica de la gravitacion de Newton

Los primeros pasos para una cuantizacion de la gravedad fue el intento de cuantizar el campo
gravitacional newtoniano. Considerando el campo gravitacional como un campo escalar ¢ : R?> — R
cuya funciéon Lagrangiana es:

1
L=~ 79" 0up oo — po. (2.4)

Aqui g"” es una métrica euclideana en tres dimensiones, G es la constante de la gravitacién universal
de Newton y p es la distribucion de materia que genera el campo gravitacional. Aplicando ahora
los axiomas de cuantizacién mencionados en la secciéon anterior, se definen estados ctuanticos ¥ y
observables ¢ — ¢. El problema grave surge cuando aplicamos el axioma de evolucién en el tiempo
(axioma 3); para ello obtenemos primero el Hamiltoniano clasico H = p*0,¢ — L, definiendo los
momentos multisimplécticos p# = O, ul: (donde la coma representa derivada parcial de ¢ con respecto
a p) y lo promovemos a operador cuéntico, el cual al reescribirlo utilizando operadores queda de la
siguiente manera:

H = —27G GuP"p” + pp, (2.5)

donde: p = %V.

La ecuacion de evolucion queda entonces [11]:

. OY ~ oY 1 _,
— 2.
ih 5t Hy = ik ot 2pV U+ ppi), (2.6)
donde ¢ debe satisfacer la ecuacion de Poisson:
V2o = 4nGp [¢]?, (2.7)

donde p |1,/1|2 representa la probabilidad de la distribucién de materia.
Debido al segundo término en el lado derecho de la ecuacion de evolucion (2.6), ésta es no lineal.
Es aqui donde reside el problema: una de las bases experimentales de la cuéntica es el principio de

superposicion, que matematicamente se deriva de la posibilidad de separar en una suma lineal cualquier
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solucion de la ecuacion de evolucién. Si la ecuacién es no lineal, como es este caso de la cuantizaciéon
de la gravedad newtoniana, entonces las soluciones no reproducen el principio de superposicion [11],

lo cual es una problema muy fuerte para esta formulacion de la cuantizacion de la gravedad.

Cuantizacion candnica de la gravitacién de Einstein (formalismo ADM)

la cuantizacion canénica a la teoria de gravitacion de Einstein, se desarrollo el formalismo de
Arnowitt, Deser y Misner, llamado por sus siglas formalismo ADM. Esta formulacion inicia asumiendo
el espacio-tiempo con métrica lorentziana globalmente hiperboélico (M, g,..); a este espacio se le hace
una foliacion en hipersuperficies tipo espacio ¥; que poseen una métrica inducida de tres dimensiones
gij, las superficies ¥ estan parametrizadas por una funcién ¢, la cual se descompone en una parte normal

a la hipersuperficie llamada funcién lapso N y una parte tangencial N* llamada funcién desplazamiento

7

(espacial) (Figura 2.1).

Zypt 8

creedens

L

Figura 2.1: Foliacion del espacio-tiempo (Obtenido de Wald [3] Fig. 10.2)

El elemento de linea de este espacio foliado se ve de esta manera:
ds> = —N?dt* + q;; (N'dt + da') (N7 dt + da’) . (2.8)

En este formalismo se considera a la métrica g;; como la coordenada generalizada y sus momen-
tos generalizados 77 = 0L£/dg;; estan linealmente relacionados con la curvatura extrinseca K. Se

construye la funciéon Lagrangiana y a partir de ella una funcion Hamiltoniana y se define la accion de
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Einstein-Hilbert en estos términos [1] [11] [13]:

Sen :/dt/de (Wijqij —N'H—Ni’Hi), (2.9)
x
donde:
T = 15V (KY —qYK),
Ho= 18 (xiim, — JI2) — L GRO), (2.10)
H = -2V,

Identificamos en la accion (2.9) que el segundo y tercer término del integrando son constricciones, ya
que el Lagrangiano de este sistema no es regular. En esta expresion, la funcion lapso N y las funciones
desplazamiento N* hacen las veces de multiplicadores de Lagrange y variando la accién con respecto

a estos multiplicadores, obtenemos las constricciones:

e — 3 — 0, constriccion de Hamilton,
N (2.11)
5:59]5? =H" =0, constriccion de Gauss.

Aplicando a acontinuacién los axiomas de cuantizaciéon, Por el formalismo con constricciones desa-
rrollado por Dirac para sistemas singulares, los estados cuanticos son aniquilados por las constricciones;
en este caso un estado cuantico cualquiera ¥(g;;) es aniquiliado por la accién del operador cuéantico

H—H correspondiente a la constriccion de Hamilton:
HY = 0. (2.12)

Se ha demostrado que si se resuelve esta igualdad, la ecuacion correspondiente a la constricciéon
de Gauss y la ecuacién de evolucién construida con los operadores §;; y 7% tienen también solucion;
en si esto nos dice que la cuantizacion de la gravedad por medio del formalismo canoénico se reduce a
resolver la ecuacion (2.12), ésta es llamada la ecuacion de Wheeler-DeWitt [11], que escrita de manera

explicita:

—167G Gijpy—— —
T e 0qi;0q 167G

=0, (2.13)
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donde: G5 = ﬁ (Girqj1 + @ik — ijqn)-

En esta ecuacion (2.13) ¢;; es la métrica espacial inducida en las superficies ¥ y que cumple
aqui la funcién de variable dindmica, G;x; es denominada la supermétrica del espacio de “geometrias
tridimensionales” definidas por las métricas ¢;5, llamado superespacio, y R®) es el escalar de curvatura
espacial definido en las hipersuperficies tridimensionales a partir de la métrica inducida.

La ecuacién de Wheeler-DeWitt s6lo se ha podido resolver para modelos con grados de libertad
reducidos llamados minisuperespacios y midisuperespacios, estas soluciones corresponden a la llamada
Cosmologia Cuéntica. Hasta ahora no existen soluciones a la ecuaciéon para la métrica completa con
todos sus grados de libertad.

En la ecuaciéon de Wheeler-DeWitt también se puede apreciar una manifestacion del problema
del tiempo mencionado anteriormente: ésta es la ecuacion diferencial que gobierna la evolucion de los
estados cuanticos y, sin embargo, no aparece el tiempo en ningan lugar de la expresion; en esta ecuacién

las derivadas son con respecto a una métrica Riemanniana espacial y no con respecto al tiempo.

Otros formalismos

A lo largo del tiempo han surgido otras teorias con el objetivo de cuantizar el campo gravitacional:
teoria de cuerdas, gravedad cuantica de lazos, formalismos de geometria no conmutativa, cuantizacion
por deformacion, etc.

Algunos de ellos basados en resultados anteriores, como por ejemplo, la teoria de gravedad cuéntica
de lazos, la cual se centra en aspectos técnicos y matemaéticos a resolver basados en el formalismo ADM
antes mencionado.

Otros buscan cambios radicales en la concepcion fundamental de la materia y la energfa, como por
ejemplo la teoria de cuerdas.

Muchos de estos formalismos llevan varias décadas de desarrollo y dando lugar a un gran enriqueci-
miento en el conocimiento de la fisica y de la matemaética, sin embargo, su objetivo fundamental sigue

eludiendo a todas y cada una de estas teorias.
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2.3. Formalismo de Cuantizacién Topolégica

La Cuantizacion Topologica es un formalismo alternativo a la cuantizaciéon candnica. Esta teoria
tiene una base puramente geométrica y topologica a diferencia de la teoria candnica que esta basada
sobretodo en el analisis funcional. La intenciéon del formalismo es desarrollar una estructura matematica
axiomaética y rigurosa, evitando asi caer en arbitrariedades y ambigiiedades en los conceptos en los que
esté basada la formulaciéon matematica.

La Cuantizacién Topologica parte un postulado central que sostiene que el universo es por natu-
raleza cuéntico; es decir, todos los sistemas fisicos que se estudian se entiende de antemano que son
cuanticos de por si, y la intencion entonces, es encontrar la manera de extraer la informacion cuantica
que posee el sistema.

El formalismo establece entonces que el primer paso es modelar el sistema fisico a “cuantizar” (ya
sea un sistema mecénico, un campo de norma, un campo gravitacional, etc.) por medio de una variedad
diferencial y una conexion; la forma ahora en la que se va a extraer la informaciéon cuéntica es por medio
de la construccion de un haz fibrado principal sobre esta variedad, utilizando para su construccion las
simetrias naturales que posea el sistema.

De acuerdo a M. Nakahara [6], un haz fibrado (E,n, M, F,G) es un espacio topologico que local-
mente se ve como un producto directo de dos espacios topologicos (Fig. 2.2) y consiste en los siguientes

elementos:

= Una variedad diferencial F llamada espacio total.

= Una variedad diferencial M llamada espacio base.

= Una variedad dierencial F' llamada fibra estdndar.

= Un mapeo suprayectivo 7w : E — M llamado proyeccion.
= Un grupo de Lie G llamado grupo de estructura.

= Un conjunto de abiertos {U;} de M con un difeomorfismo ¢ : U; x F — 7 }(U;) llamado

trivializacion local.
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Figura 2.2: Haz fibrado

» Funciones ¢;; llamadas funciones de transicion que relacionan trivializaciones locales ¢; y ¢; en

el traslape de sus dos abiertos correspondientes U; y Uj:
tij = gio ;. (2.14)

Si consideramos el traslape de tres abiertos U;, U; y Uy, tendremos las funciones de transicion

tij = ¢io ¢;1 y tik = ¢; 0 qb;l, las cuales cumplen entonces con la condicién de ciclicidad:
Lijtjk = Lik- (2.15)

Si el haz fibrado puede cubrirse con un s6lo abierto U; con su correspondiente trivializacion local
¢4, es decir, todas las funciones de transicion ¢;; pueden considerarse como mapeos identidad, a

este haz se le denomina haz trivial.

Las funciones de transicion van a ser de suma importancia en nuestro formalismo como veremos mas
adelante.

Un haz fibrado principal es aquél que utiliza al grupo de estructura como fibra estandar, este es el
tipo particular de haces que se utiliza en la Cuantizacion Topolégica. De acuerdo con el formalismo [7],

construimos el haz fibrado definiendo el espacio base M como el espacio de configuracién del sistema
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fisico, la fibra estandar se define de acuerdo a las simetrias que posea el sistema, es decir, el grupo de
Lie asociado a la simetria en cuestiéon es utilizado como fibra estandar.
En esta teoria trabajamos de manera local utilizando el formalismo de Cartan de tétradas 6%, que

es un sistema ortonormal local de coordenadas definidas de esta manera:

gudat @ dz¥’ = nepf* @ 6, (2.16)

donde la métrica plana de Minkowski 7, la definimos con signatura (— + ++).

La utilizacion del formalismo de tétradas implica que el analisis de sistemas gravitacionales corres-
pondientes a las soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein se hace de manera local, es decir
reduce la invariancia natural ante difeomorfismos de esta teoria a la invariancia local ante transforma-

ciones de Lorentz.

Definicion y cuantizacion de observables

En la Cuantizacion Topologica, las observables se definen como las funciones O que mapean ele-
mentos del espacio base M del haz fibrado (ya sea éste el espacio de configuraciones, espacio fase,

espacio-tiempo lorentziano segtn sea el caso) al conjunto de los reales:

O: M—R (2.17)

En este formalismo no se hace distinciéon de las observables clasicas y cuanticas. Sencillamente, algunas
de las observables definidas en el sistema pueden presentar condiciones de cuantizaciéon. Para obtener
las condiciones de cuantizacién de los observables, el sistema fisico a analizar debe poder ser descrito
por medio de un haz fibrado principal. En el caso del agujero negro de Kerr, hacemos uso del siguiente

teorema [7]:

Teorema 2.1. Una solucion dada de las ecuaciones de campo de Einstein en vacio puede ser repre-
sentada por un unico haz fibrado principal de diez dimensiones con el espacio-tiempo M como espacio

base, el grupo de Lorentz SO(3,1) como el grupo de estructura G e isomorfo a la fibra estindar F y
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una conexion con valores en el dlgebra de Lie s0(3,1) del grupo de Lorentz.

Segun el teorema anterior para tener una descripcién completa del sistema fisico que estemos
analizando se necesita construir una conexién con valores en el algebra de Lie correspondiente que
esté definida en todo el espacio del sistema. Dado un haz no trivial, debe cubrirse el espacio con
méas de un abierto, y debe definirse una conexién en cada uno de estos abiertos. En el traslape de
dos abiertos U; y Uj, la transformacion de norma A;; que relaciona las conexiones w; y w; define las
funciones de transicion t;;. Estas conexiones w son conexiones de espin compatibles con la tétrada 6°.

Las transformaciones A;; deben cumplir la condiciéon de compatibilidad:
W; = AijOJin_jl + A”dAZ_]l (218)

Es aqui donde reside el procedimiento de cuantizacién: a partir de las condiciones de compatibilidad
surgiran las condiciones de cuantizacién de los parametros del sistema, que en los casos hasta ahora
estudiados [9][7][8] han surgido a partir de satisfacer una periodicidad en una direccién compacta.

Estas reglas surgen al obtener de las condiciones de compatibilidad alguna funcion f que dependa de
los parametros del sistema A; (ya sean carga, energia, momento angular, masa, etc.) que esté restringida
a tomar valores enteros:

f()‘lv)‘%)\?n ) =n, (219)

donde \; son parametros del sistema fisico y neZ. Esta funciéon f es el espectro topoldgico del sistema.

Como vimos, la definicién de las observables en el formalismo mencionada arriba, no existe distin-
cion conceptual entre las observables clasicas y cuanticas, la diferencia entre ellas surge a partir de las
posibles reglas de cuantizacion que surjan del analisis del sistema fisico por medio de las herramientas
geométricas y topologicas de la Cuantizacion Topologica. Por lo tanto, no existe entonces la necesidad

de definir operadores cuénticos de la manera canoénica, evitando asi el problema del ordenamiento.
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Definicion de estados

La definicién de estado cuéntico en esta teoria estd todavia en fase de desarrollo, sin embargo,
existe una idea general de la definicién. Un estado cuéntico se puede definir como una secciéon local del
haz fibrado.

Dado un haz fibrado con espacio total F, espacio base M, fibra estandar F' y mapeo proyecciéon 7
, una seccion se define como el mapeo o : M — FE tal que se satisface la condicion m o o = idy;. Es
decir para un punto peM el mapeo o (p) es un elemento de la fibra sobre el punto F, = 7! (p). Una
seccion local o; es una seccion definida sobre un abierto U; del espacio base M.

Un estado cuantico en Cuantizacion Topoldgica se define como una seccion local o; sobre un abierto
U; del espacio base M. Hacer una mediciéon de una observable O de un estado en particular ¢ implica
utilizar de manera natural la proyeccién 7 del haz fibrado para mapear este estado o al espacio base
M, donde esté definida la funciéon observable O segtun (2.17).

Considerando secciones locales distintas o; y o; definidas sobre los abiertos U; y U; respectivamente
que corresponden a estados cuénticos diferentes del sistema, éstos se mapean utilizando la proyeccion
al espacio base y al medir utilizando la funcién O se obtienen valores numéricos distintos O; y O; de
la observable para los diferentes estados del sistema.

Vemos que en esta definicién, el formalismo de Cuantizacion Topologica hace inecesaria la definicion
de un espacio de Hilbert, evitando asi los conflictos y arbitrariedades que surgen en la teoria candnica
entre la definicién matematica de este espacio y su aplicaciéon real en la teoria.

Como mencionamos al principio de esta subseccion, este aspecto de la teoria esta en este momento

en desarrollo.

Definiciéon de evolucién en el tiempo

En el formalismo de Cuantizacién Topolégica, la evolucion en el tiempo se espera esté relacionada
con el transporte de objetos geométricos en el espacio total del haz fibrado, este transporte esté definido

por la conexién w construida en el espacio total P del haz fibrado[7]:

Teorema 2.2. Dado un haz fibrado, con espacio total P, una cobertura {U;}del espacio base M, un
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grupo de estructura G isomorfo a la fibra F', y una familia local de 1-formas de conexion A;, evaluadas
en el dlgebra de Lie g correspondiente al grupo G, definidas en M que satisfacen la condicion de
compatibilidad:

Aj =t Aitg + t g, (2.20)

donde las funciones de transicion t;; : U; NU; — G son elementos del grupo G, y un conjunto
de secciones locales o; : U; — n~Y(U;) que satisfacen 0; = o;t;; en la interseccion U; NU;, existe
entonces una unica conezion w en P tal que A; = ofw, donde o} es el pullback inducido por la seccion

ag;.

La conexiéon w es el objeto que posee la informacién sobre como pasar de un punto u; en P
correspondiente a una fibra F,, = 7! (p) a un punto u; correspondiente a una fibra F, = 7! (¢). En
principio, estos elementos de P pertenecen a secciones locales definidas, es decir a estados cuanticos, y
la conexién determina como evolucionar el estado, es decir, como pasar de un estado cuantico a otro.

Utilizando esta definicion de evolucion, elude de manera efectiva el problema del tiempo mencionado
en la seccion anterior: el conflicto que existe entre la Relatividad General y la mecanica cuantica por la
coordenada tiempo ocurre en el contexto del espacio-tiempo fisico (que corresponderia al espacio base
M en nuestra descripcion en haces fibrados). La Cuantizacion Topolédgica en cambio utiliza el objeto
puramente geométrico de la conexién para describir el cambio en cualquier direcciéon o coordenada,
incluido el tiempo, realizando todo el anélisis a nivel del espacio total P, donde la conexién permite
cambiar de fibra a fibra y de seccién local en secciéon local, es decir, de un estado a otro estado; y s6lo
después de haber evolucionado el sistema es cuando se proyecta al espacio base (es decir el espacio
fisico del sistema), evitando de esa manera el conflicto antes mencionado.

Al igual que la definicion de estados cuénticos, la evolucion en el tiempo es un aspecto de la teoria

que se encuentra en desarrollo.

La teoria de Cuantizaciéon Topologica en su estado actual se ha centrado en el primer paso con-

sistente en definir la cuantizacién o discretizacion de observables. Hasta ahora el formalismo ha sido
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aplicado a algunos sistemas fisicos como, por ejemplo, campos gravitacionales [7] y sistemas mecéanicos
[8] con bastante éxito; incluso en este tltimo caso, reproduciendo espectros directamente relacionados
con los espectros cuariticos obtenidos por la teoria canoénica.

En este trabajo aplicaremos el formalismo al caso especifico del campo gravitacional de Kerr y

generalizado a Kerr-Newman.
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3. Meétrica de Kerr y Kerr-Newman

Las soluciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein correspondientes a agujeros negros
se pueden agrupar en tres familias [2] [3] [4], que dependen segiin sea el caso de hasta tres parametros:
la masa M, la carga e y el momento angular por unidad de masa a.

La maés sencilla de éstas familias (desarrollada tan solo unos meses después de que Einstein pu-
blicara las ecuaciones de su teoria) es la solucién de Schwarzschild, ésta describe un espacio tiempo
esféricamente simétrico y estatico, es decir describe la geometria del espacio-tiempo de una particula
puntual no rotante [16]; estas soluciones dependen solamente de un pardmetro: la masa M.

La siguiente familia a mencionar es la de Reissner-Nordstrom, que describe un espacio tiempo con
las mismas simetrias pero posee carga eléctrica, por tanto estas soluciones dependen de dos pardmteros:
la masa M y la carga e.

Finalmente, la familia de Kerr describe el espacio-tiempo estatico y con simetria axial en el exterior
de un objeto masivo y compacto en rotaciéon alrededor de un eje de simetria. Esta solucion exacta a las
ecuaciones de campo de Einstein es una familia de espacio-tiempos que dependen de dos parametros:
la masa M y el momento angular por unidad de masa a = J/M [2]. Al considerar un agujero negro de
Kerr con carga se le denomina agujero negro de Kerr-Newman que depende adicionalmente de la carga
e. En esta tesis analizaremos el agujero negro de Kerr y luego haremos la extension al de Kerr-Newman.

Las coordenadas mas utilizadas para describir al agujero negro de Kerr son las llamadas coordenadas
de Boyer-Lindquist [1] [2] [4], las cuales son una generalizacion de las coordenadas de Schwarzschild: ¢
es el tiempo, 7 es la distancia al origen, ¥ el angulo de colatitud y ¢ el angulo acimutal. La solucion

de Kerr en estas coordenadas, esta descrita por la siguiente métrica:

ds? — — (11— 2Mr 2 2Mrasin® ¥ dé + r2+a2c03219dr2
o r2 + a2 cos? ¥ 2 + a2 cos? ¥ r2 + a2 —2Mr
2Mra2sin® 0
+ (2 + a2 cos? ¥) di> + (7’2 +a®+ 7%) sin? 9dg?. (3.1)

Para poner esta ecuacidon en una expresion algebraica un poco mas manejable definiremos tres
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variables que estaremos utilizando a lo largo de este trabajo y que se explicaran méas adelante:

6% =r? +a* — 2Mr, p* = 1?4+ a” cos® ¥, R? =7r" +d”, (3:2)

Sustituyendo (3.2) en la métrica de Kerr (3.1), se ve as:

62 — a®sin® ¥ 2asin? 9(R? — §2) 0>
ds* = —(T)dtQ - 2 dtdg + 5 dr®
4 _ 5202 sin2 0
Fp2do? + (R%) sin? 9dg?, (3.3)
y después de manipulaciéon algebraica, nos queda la siguiente expresion:
52 ) p? sin? ¥
ds® = —?(dt — asin® 9dp)? + ﬁer + p2dv* + 7(R%z¢ —adt)? (3.4)

3.1. Propiedades geomeétricas de la métrica de Kerr

De la expresion de la métrica (3.1) observamos que:

= Si paramos la rotacion de la masa central, es decir a = 0, la solucién tiende al espacio-tiempo de

Schwarzschild.

oM oM\
ds? = — (1 — 7”) dt® + (1 — T) dr? + r2d¥? + r? sin? 0d¢?. (3.5)

r2 r2

En este limite las dos tltima funciones en (3.2) se reducen a la coordenada radial: p? — 72 y

R? — 2.

= Cuando quitamos la masa M = 0, la solucién es igual al espacio-tiempo plano de Minkowski, si
bien la expresién queda en una forma no muy familiar, en coordenadas oblato-esferoidales:

r? + a2 cos® ¥

ds* = —dt* + WdTQ + (12 + a® cos? 9)dY? + (% + a®) sin® ¥ d¢°. (3.6)
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= A distancias muy grandes de la masa central r — oo la métrica también tiende a Minkowski, es

decir la solucién de Kerr es asintéticamente plana.

= Como puede verse a partir de la expresion de la métrica (3.1), ya que no aparecen de forma
explicita el tiempo ¢ y el angulo acimutal ¢ la geometria de Kerr posee los vectores de Killing 9,
¥ 04 [2]. Sin embargo como veremos, el vector tipo tiempo J; no esta bien definido en la totalidad

del espacio-tiempo de Kerr.

= La métrica (3.1) posse una singularidad fisica o de curvatura en r = 0y ¥ = 7/2 (ecuador) simul-
taneamente. Al calcular las componentes del tensor de curvatura R¢_; y sustituir estos valores
de r y ¥, notamos que esta es una singularidad de la geometria; este resultado se puede verificar
de forma invariante analizando el escalar de Kretschmann K = Rgp.qR* y comprobar que
diverge en estos puntos del espacio [16]. Esta es una de las principales caracteristicas geométricas
del espacio-tiempo de Kerr que lo distinguen del de Schwarzschild y el de Reissner-Nordstrom.
Si escribimos la métrica en coordenadas cartesianas o llamadas de Kerr-Schild , como veremos
en la siguiente seccion, se aprecia que la singularidad del agujero negro de Kerr es un anillo de
radio a y no un punto como en las otras dos familias de soluciones. Esta singularidad de anillo
queda expresada en la ecuaciéon (3.4) como p? = 0; esta funciéon p? es un a generalizacion de la

r2 de Schwarzschild, lo cual se puede verificar al fijar a = 0 en p?.

= A partir de la métrica en coordenadas de Boyer-Lindquist (3.1) notamos que existen también
otros dos valores de r en que la métrica presenta patologias, especificamente, el tercer término
de la expresion se vuelve singular cuando se cumple 72 4 a? — 2Mr = 0, los valores de r para los
que ocurre esto son:

ry =M+ M?—a? (3.7)

En realidad esta singularidad aparece sélo por la eleccion de coordenadas, al calcular las com-
ponentes del tensor de curvatura notamos que éstas no se indefinen en estos valores de r, por lo
que ésta no es una singularidad fisica o de curvatura sino una singularidad de coordenadas, la

cual queda expresada en la ecuacion (3.4) como §2 = 0. Notamos también aqui que 6% es una
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generalizacion de la funcion del horizonte de la métrica se Schwarzschild f(r) = 1 — 2M/r. La
funcién 62 se puede escribir en términos de los valores de ry y r_ de la ecuaciéon (3.7) de esta

manera:

Z=r—r)(r—r_). (3.8)

Es por medio de esta funcion horizonte 62 que podemos generalizar el agujero negro de Kerr al
agujero negro de Kerr-Newman cuando existe una carga eléctrica, simplemente modificamos la

expresion para 02 en (3.2) agregandole la carga e de la siguiente manera:

62 =r% 4 a® 4 e* — 2Mr. (3.9)

Todos los célculos hechos en esta tesis para el agujero negro de Kerr se pueden generalizar después

a Kerr-Newman; sélo basta con definir la funciéon 62 como acaba de ser mencionado.

Dependiendo de los valores de la masa M y el momento angular a, la familia de soluciones de Kerr se

subdivide a su vez en las siguientes subfamilias [2] (Fig. 3.1):

= Agujero negro lento a> < M?. En esta subfamilia la funcién 62 es igual a cero para los dos valores
de r dados por la ecuacion (3.7), estos definen dos fronteras en el espacio-tiempo de Kerr, y
las nombramos el horizonte exterior r4 y el horizonte interior r_. Estos dos horizontes dividen
el espacio tiempo de Kerr en tres bloques. Si fijaramos la masa M y comenzamos a variar el
parametro a, a medida que aumenta, los horizontes se van acercando hasta un valor limite, que

corresponde a la siguiente subfamilia.

= Agujero negro extremo a®> = M?. En este tipo de agujero negro, la funcion §2 tiene una doble

raiz, los horizontes coinciden en un solo valor r = M.

s Agujero negro rdpido a®> > M?. Vemos que las raices de 6% se vuelven imaginarias en este caso.
Los agujeros negros de Kerr correspondientes a esta subfamilia no poseen horizontes de eventos

y, por lo tanto, presentan la singularidad de anillo desnuda.
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M

slow Kerr

Figura 3.1: Subfamilias de Kerr (Obtenido de O’Neill [2] Fig. 2.1)

En esta tesis trabajaremos solo con los agujeros negros lentos de Kerr y Kerr-Newman. La presencia
de los dos horizontes rydivide de manera efectiva al espacio tiempo en tres subespacios abiertos o
bloques (Fig. 3.2).

El bloque I es el que esta definido desde r = +o00 hasta el horizonte exterior r = r,, este bloque es
el que conocemos fisicamente, corresponde al espacio-tiempo en el que vivimos y en el cual podemos
hacer mediciones; debido al horizonte exterior, no podemos obtener ninguna informacién de los otros
dos bloques restantes. El campo gravitacional a r suficientemente grande es comparable al Newtoniano
y las coordenadas ¢, r, 9 y ¢ son las coordenadas usuales y se comportan de la manera usual en nuestro
entorno fisico. Los vectores J; se orientan de manera natural “apuntando hacia el futuro”.

El bloque II es el subespacio que comprende entre los dos horizontes exterior e interior r— < r < rg,
este bloque es un espacio completamente relativista [2] y el significado causal usual de las coordenadas
se pierde: la coordenada temporal ¢ se vuelve de tipo espacio y la coordenada r se vuelve de tipo
tiempo. La orientacién temporal de este subespacio se puede definir una vez que lo “pegamos” con el
bloque I (el cual si tiene una orientaciéon temporal definida) y extendemos la orientacion de éste ultimo
al bloque II.

El bloque III va desde el horizonte interior » = r_ hasta r = —oo, este bloque contiene a la

singularidad de anillo y a valores de r < —1 se comporta como el bloque I pero con la particularidad
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de que su gravedad es repulsiva.

outer horizon
/ H+: r=rq4

inner horizon

H:r=r_
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’ .
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’ .
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South axis—

Figura 3.2: Bloques de Kerr en coordenadas B-L (Obtenido de O'Neill [2] Fig. 2.2)

Este tipo de agujero negro posee otras dos regiones de interés. Analizamos la norma del vector de
Killing 0, :

3t3t =it = —

52azsin219< 2Mr ) (3.10)

P> " r2 4 a2cos?d

Como vemos, la componente g;; de la métrica se vuelve positiva en valores menores a r = M +
VM? — a2 cos? 1, este es el llamado limite estdtico, el vector de Killing 0; se vuelve tipo espacio. La
zona comprendida entre este limite estatico y el horizonte exterior 7, se le denomina ergosfera (Fig
3.3). En esta region, para que un observador pudiera estar estacionario deberia moverse mas rapido
que la luz, es decir, en la ergosfera el agujero negro en rotacion “arrastra” al espacio-tiempo en su
giro; cualquier observador en la ergosfera es forzado a moverse alrededor del agujero negro con una

velocidad angular de:

d R? -6
=90 _ g _ ol —0) (3.11)
dt 9pp  R*—2a?sin 0
para observadores acercindose al horizonte exterior r — 7, esta veolocidad angular se vuelve:
a
Q= —— 3.12
H ’I"3_ + a2’ ( )
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lo que se podria interpretar como la velocidad angular a la que gira el horizonte exterior del agujero

negro [3].
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/
/

/]

Horizontes -2t

Figura 3.3: Ergoesfera

Finalmente, notamos en la métrica (3.1) que para valores negativos de r suficientemente pequenos
y valores de 6 suficientemente pequeiios, la componente g44 de la métrica se vuelve negativa:

2Mra? sin® 9

T T Ysin® 9dgP. 1
r2+a2cos219)sm ¢ (3.13)

oo = (r* +a” +
Esto quiere decir que el vector de Killing J4 se vuelve tipo tiempo; lo sorprendente aqui es que
la coordenada ¢ es periddica y las orbitas del vector de Killing son cerradas, es decir, cerca de la
singularidad de anillo para r < 0 existen curvas cerradas tipo tiempo, en otras palabras, una maquina

de tiempo que puede violar la causalidad.
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3.2. La métrica de Kerr en diferentes coordenadas

Las coordenadas hasta aqui utilizadas son las de Boyer-Lindquist. En general, son las méas usadas en
la literatura ya que son una generalizaciéon de las coordenadas utilizadas en los casos de Schwarzschild
v Reissner-Nordstrom, los cuales utilizan coordenadas esféricas. Sin embargo, estas coordenadas como
vimos presentan varias anomalias y regiones donde se indefinen. Con el fin de evitar estas patologicas,
se trabaja con otras coordenadas. A continuacién presentamos algunos de estos diferentes sistemas de

coordenadas de la geometria de Kerr.

Coordenadas de Kerr-Schild

Esta es la segunda forma en la que la métrica de Kerr fue escrita originalmente [16]. Escribir el
elemento de linea en las coordenadas de Kerr-Schild es escribirlo en coordenadas cartesianas; la métrica

se ve de la siguiente manera:

2 dz +yd dv —ad
ds” = —df* 4+ da” + dy” + d=” + = <d+r@x+yy)+“yx zdy)

2
z
—d . (3.14
14 g2,2 a? + 12 a2 + 12 JFT Z) ( )

En estas coordenadas, r deja de ser una coordenada, volviéndose una funcién determinada impli-
citamente por:

2
r? +a? (1—i2> =22 +y* + 2* (3.15)

En estas coordenadas las superficies a r constante son elipsoides confocales, que al reducir la

coordenada radial degeneran para r = 0 en el disco 22 + y? < a?

con z = 0. Aqui reside una de las
caracteristicas mas notables de estas coordenadas, al calcular el invariante R*°?Ry.q, este diverge
cuando se cumple:

=a’; 2=0, (3.16)

es decir aqui se aprecia la forma real de la singularidad de curvatura: un anillo que corresponde a
la frontera del disco antes mencionado, con un radio igual a a. Vemos que si el agujero negro deja
de girar, el anillo se reduce a un punto, reproduciendo entonces la singularidad de la geometria de

Schwarzschild.
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Coordenadas de Doran

Esta definicion de coordenadas para la métrica de Kerr es de las mas recientes [16] [17], desarrollada
por Chris Doran en el afio 2000, son una generalizacion de las coordenadas de Painlevé-Gullstrand [16]
para la geometria de Reissner-Noérdstrom.

La coordenada temporal de estas coordenadas corresponde al tiempo propio de observadores en
caida libre hacia el agujero negro a lo largo de trayectorias radiales que parten de infinito, es decir
trayectorias con 9 y ¢ constante.

La meétrica de Kerr en coordenadas de Doran se ve asi:

2
ds® = —dt® + (%dr +a(dt —asin?Vdg) ) + pPdv? + R sin® ¥ do?, (3.17)
donde la funcién « es:

2 _ 52
e Y 519

Algunas de las propiedades de estas coordenadas son:

= Cuando la masa M se hace igual a cero, el factor a se desvanece también, por lo que la métrica
queda de nuevo como el espacio-tiempo plano de Minkowski en coordenadas elipsoidales como

en la ecuacion (3.5).

= Cuando se para el giro del agujero negro, es decir a = 0, la métrica se reduce a la de la geometria

de Schwarzschild en las llamadas coordenadas de Painlevé-Gullstrand:

2
oM
ds? — —di? + (dr n \/7dt> 4 r2d9% + 12 in? 9 dg? (3.19)
T

Por esta razon las coordenadas de Doran son consideradas una generalizacién de las coordenadas

de Painlevé-Gullstrand para el caso de la geometria de agujeros negros en rotacion.

= Una de las caracteristicas benignas en cuanto a los calculos es que en la métrica inversa g"” la

componente temporal es gt = —1. Desde el punto de vista del formalismo ADM mencionado en
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la seccion anterior, estas coordenadas folian el espacio con una funciéon lapso N que es igual a la

unidad en todas partes.

Estas coordenadas van a ser de relevancia para el desarrollo del trabajo en esta tesis.
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4. Espectro topolégico del agujero negro de Kerr y Kerr-Newman

Aplicamos ahora el formalismo de Cuantizacién Topoldgica descrito en la seccion 2.3 al agujero
negro de Kerr con la intencién de cuantizar el campo gravitacional para obtener el espectro topoldgico
de energia de este sistema. Como vimos existen dos métodos para obtener este espectro: por medio
del célculo de invariantes topologicos y por medio de las condiciones de compatibilidad de las fun-
ciones de transiciéon en traslapes de abiertos. En esta tesis utilizaremos el método de condiciones de
compatibilidad para obtener una expresiéon que nos cuantice el sistema.

Para el desarrollo de los calculos, utilizaremos el formalismo de Cartan de tétradas. Este formalismo
consiste en definir una base ortonormal local de coordenadas, las 1-formas o covectores ortonormales
0% estan definidas asi:

Gupdrt @ dz¥ = 00" @ 60", (4.1)

donde g,,,, son las componentes de la métrica.
Los covectores ortonormales 6% estéan relacionadas con la base de diferenciales de coordenadas por

medio de las funciones eZ llamadas tétradas:

0% = ey dx’. (4.2)

En el transcurso de esta tesis, utilizaremos como notacion indices griegos para componentes de
coordenadas e indices latinos para componentes de tétradas. En el calculo de una tétrada, debido a la
simetria de la métrica g,,,,, el sistema de ecuaciones (4.1) siempre queda indeterminado, es decir existen
n ecuaciones para n(n+1)/2 incognitas, por lo que existe una arbitrariedad algebraica en la obtencion
de una tétrada. El cambio de una tétrada a otra esta representado por la matriz de transformacion

perteneciente al grupo de estructura:

0 = A ; AeG. (4.3)
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4.1. Analisis en coordenadas Boyer-Lindquist

Para el caso de la métrica de Kerr en coordenadas Boyer-Lindquist, utilizamos la expresion de la
métrica en (3.4) y calculamos las tétradas segin la ecuacion (4.1) y sus inversas, que en forma matricial,

se escriben asi:

Ho—
) 4 22
n 0 0 —sasin ¥
) 0 20 0 1 (4.4)
e, =
0 0 p 0
asin g R2%sin®
—asne 0 0 ey
¢ —
R? asin g
5p 00 P
0 2 0 0 U (4.5)
el = r
1
0 O 5 0
a 1
5p 0 0 psin

El formalismo de Cuantizacién Topologica indica que el procedimiento ahora es construir un haz
fibrado principal que modele este sistema fisico. Por la singularidad de curvatura que presenta la
geometria de Kerr, el haz no puede ser globalmente trivial, esto es de suma importancia para el calculo
pues, para poder cubrir toda la variedad necesitaremos méas de una carta; del traslape de las cartas
que utilicemos para cubrir el haz obtendremos nuestro resultado.

Para construir el haz fibrado definimos todos los elementos que lo componen. Utilizamos como
espacio base M el espacio-tiempo lorentziano de cuatro dimensiones en el que se encuentra el sistema
fisico. Por ser una solucién a las ecuaciones de campo de Einstein, la métrica de Kerr es invariante ante
difeomorfismos, sin embargo, una de las ventajas de utilizar el formalismo local de tétradas es el hecho
de que esta invariancia se puede reducir: localmente la métrica es invariante ante transformaciones
de Lorentz. Tomando en cuenta la simetria que surge de esta propiedad de invariancia, utilizamos el

grupo de Lie SO(3,1), grupo de Lorentz, asociado a esta simetria como grupo de estructura G y por
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ser haz fibrado principal, utilizamos este mismo grupo para definir la fibra estandar F' del haz. Con el
espacio base M (4 dimensiones) y la fibra F' (6 dimensiones) definida, construimos el espacio total E,
una variedad diferencial de 10 dimensiones.

Lo siguiente es construir una conexién w que esté definida en toda la variedad. Debido a la sin-
gularidad de curvatura de anillo de esta geometria, eliminamos a priori los puntos de la singularidad
de esta topologia y no trabajaremos con ella a lo largo de los calculos subsiguientes. Las componentes
de la conexion toman valores en el algebra de Lie s0(3,1) correspondiente al grupo de Lorentz, cuyos

generadores los definimos de esta manera:

01 0 O 0 01 0 0 0 0 1
N 1 0 0 0 N 0 0 0 O . 00 0 O
Kl = 5 K2 = ) K3 - 5
0 0 0 O 1 0 0 0 00 0 O
0 0 0 O 0 0 0 O 1 0 0 O
(4.6)
00 0 O 0 0 00 00 0 0
R 00 0 O R 0 0 01 R 00 -1 0
Jl = ) J2 = ) J3 = ;
00 0 -1 0 0 0 0 01 0 O
001 O 0 -1 0 O 00 0 O

donde los J; son los generadores de rotaciones espaciales y los K; son los generadores de boosts.
Comenzaremos ahora la aplicacion del formalismo al sistema fisico del agujero negro de Kerr. Traba-
jaremos primero con la métrica en coordenadas de Boyer-Lindquist (3.4). Calculamos las componentes

de la conexién wy utilizando la Primera Ecuacién de Estructura de Cartan:

do* = —wi N 6. (4.7)
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Calculamos primero todas las derivadas exteriores:

L %(%)91 AOO — a2sinp1§cosv902 AOO 25%@,«992 A 63,
Aot = _a? sinpqgcosﬂaz ABY,
(4.8)
6> = 56" N 67,
doP = 2ersindgla g0y gl g4 Rocotdp2 A gl

haciendo la igualdad (4.5) para cada una de las ecuaciones anteriores, las componentes de la cone-
xi6n wg en forma matricial quedan de esta manera, donde el indice a representa la fila y el indice b

representa la columna:

9 (8\p0 _ arsindp3 _ a’sin¥cos?dp0 _ adcos9p3 _ arsinddpl ad cos Y p2
0 67“(;))9 o3 0 3 0 3 0 o3 0"+ 3 0
9 (3\po in v n3 2 sin ¥ cos 9 pl 3 2 in 9 no 3 n3
E(;)9 _ ar/s)gn 0 0 _a SlnpSCOS 0 _;79 _ar;én 0 _;79
a? sin 9 cos ¥ n0 adcos¥ n3  a’sindcos¥ pl rd n2 ad cos ¥ n0 R2 cos ¥ p3
— o3 0° — pu 0 o3 0 +p—39 0 -3 0° — pgsinﬁe
__arsind gl ad cos Y n2 arsind n0 rd 03 ad cos 9 no R%cos ¥ p3
o 0 + 3 0 o 0 —|—p39 o 0° + p3sim99 0
(4.9)
donde:
a9 P08 —80.p  p*(r — M) —ré?
—(-) = 5 = 3 . (4.10)
orp P dp

La conexion se puede escribir también en términos de los generadores del algebra de Lie so(3,1),

quedando de la siguiente manera:
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w = (%(é)go _ ar;?ﬁoB) ®I€1 + (7112 sinpigcosﬂeo _ a5;(;s1903) ®K2

+(—amprgr 4 abesvg) @ Ry 4 (205200 4 et @ ) (4.11)
_ (ar;%ﬂgo n %593) ® Jy + <a2sinp120051901 4 %02> ® Js.

El procedimiento ahora nos indica que debemos asegurar que esta conexion esta bien definida en
todo el espacio, es decir, si es necesario que el espacio sea cubierto por varios abiertos, la conexion debe
ser regular en cada uno de éstos, incluyendo los traslapes de los abiertos. En el caso de la conexién
(4.9) y (4.11), ésta se vuelve singular en el anillo p> = 0 y en los horizontes % = 0. La singularidad de

coordenadas se pueden eliminar por medio de transformaciones de norma A de esta manera:
W' = AwA™! + AdATE (4.12)

Estas transformaciones de norma A deben cumplir las condiciones de compatibilidad y, como vimos en
la expresion (4.3), las A’s son elementos del grupo SO(3,1), que pueden escribirse con su representacion
matricial o por medio de los generadores de su algebra de Lie s0(3,1).

Analizando la conexion (4.9) notamos que no es posible eliminar la singularidad de coordenadas en
cada uno de los dos horizontes de manera simultianea con una sola transformaciéon de norma. Es decir,
para poder definir de manera regular esta conexién en todo el espacio necesitamos utilizar dos cartas,
cuyo traslape queda acotado entre los dos horizontes ry y r_.

Analicemos el término de la componente w? = w{ en el que aparece una singularidad:

p2(r— M) —ré?
op?

(r — M)p? — ré?

d 8 R R
—(;)90®K1= @K, = P

5 (dt —asin’V¥dg) ® K1.  (4.13)
r

Por la presencia de § en el denominador de la expresion, esta componente se vuelve singular en r; y
r_. Si analizamos la segunda igualdad de (4.13) la expresion aparentemente no tiene singularidades,

sin embargo en esta expresion el diferencial d¢ es el que diverge en el horizonte (4.5), por lo que nos
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centraremos en el término con dt presente de esta segunda igualdad.
Primero eliminamos la singularidad en el horizonte exterior, para ello aplicamos la transformacion

de norma:

(r+—M)pi—r+ai O R
St FieK
Al =e 4 " (4.14)
donde p; y d4son las funciones definidas en (3.2) evaluadas en el horizonte exterior 7. Esta transfor-

macion de norma en forma matricial se ve como:

_ 2 2 _ 2 2
cosh (—(“’ Moy —redy t) sinh (—(“’ Moy —r+ds t) 0 0
p+ p+
_ 2 _ 2 _ 2 _ 2
sinh (—(T+ M)[_,)ﬁ T+ t) cosh (—(” M)'i* roy t) 0 0
A+ = Py P+ (415)
0 0 10
0 0 0 1
Aplicamos la transformacion de norma (4.14) segin la ecuacion (4.12):
(r,~+7M)p§_7r+53_ o R ('r'+71¥1)pa_77'+5_2*_ N
+IQK “ — tRQK
w? = e 5 ! %dt QK |e 5 !
(ry—M)p2 —ry 52 N (ry—M)p2 7745_2*_ N
e p{ + 19K, p e— p{' tRK; (4.16)

B 2,52 . CM)02 —r 52 R M2 —r 52 .
= Mg Ky - S o Ky + Gl e do @ K,

es decir, cuando la conexioén es evaluada en el horizonte exterior r,, la singularidad desaparece en esta

componente:

o (ry — M)p2 —rpé2 .
= tdo ® Ki. 4.17
@il 4p3 a? sin ¥ cos ¥ © (4.17)

De la misma manera, se aplica una transformacion anédloga a la anterior pero para el horizonte
interior r_. Las transformaciones de norma Ay y A_ eliminan las singularidades en ambos horizon-

tes por separado, tenemos entonces que las conexiones correspondientes a cada transformacion estan
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relacionadas por una transformacion de norma definida en el traslape de los abiertos, en este caso el
bloque II de la geometria de Kerr en estas coordenadas de Boyer-Lindquist, esta transformacion segun

la condicion de cociclo (2.5) se expresa de esta manera:

(r+—M)pi—r+§i (r_—M)p2 —r_6s2 N
ALA A e
+A_ =€ - .

(4.18)

Esta transformacion de norma corresponde en forma matricial a funciones de seno y coseno hiper-
bolico (4.15), esto indica que la transformaciéon de norma es una funcién univaluada para todo valor
de t, por lo que no surge ninguna condicién de cuantizacion de ella.

Regresando a la conexion original (4.9), analizamos ahora otro de sus elementos con anomalias, el

segundo tétrmino de la componente w3 = —w3:
R%*cos?d 5 - aR? cos? R*cos® -
—0°®J = dt + do | ® Ji, (4.19)
p3sind p* p*

y notamos que presenta una singularidad en el eje de rotacion, es decir, para valoresde 9 =0y J ==
la funcién seno en el denominador se vuelve cero; en términos de coordenadas vemos ahora que el
segundo término en la expresion de la derecha cuando el dngulo ¥ toma estos valores, el diferencial
d¢ queda indefinido; nos centraremos en este término para el siguiente procedimiento. Utilizamos una
transformaciéon de norma para eliminar estas singularidades, primero nos deshacemos de la singularidad

en Y = 0 con la transformacion

Ag = e?®71, (4.20)
o bien en forma matricial:
10 0 0
0 1 0 0
Ao = (4.21)
0 0 cos¢p —sing
0 0 sing cos¢o

De la misma manera que en la eliminaciéon de las singularidades anteriores, aplicamos la transfor-
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macion (4.20) segin la ecuacion (4.12):

W o= e®h R4;fsﬂd¢ ® Jie—9®h 4 981 (e—¢®f1)
(4.22)

_ R4pcgsq9d¢®j1 —d¢®j1 _ (R‘l;;)s?? _1) d¢®j1

Como vemos, la singularidad en esta componente desaparece para valores de ¥ = 0. Para eliminar
la singularidad en ¢ = 7 se realiza el mismo procedimiento, utilizando ahora la transformacion A, =
e~ P® J1 .

Tenemos entonces que la conexion transformada mediante Ag es regular en la region 0 > 9 > 7y
la conexion obtenida con la transformaciéon A, esta bien definida en 0 > 19 > 7. Estas dos conexiones

se relacionan por medio de la transformacion:
AoATt = 20801 (4.23)

Notamos también que esta transformacion es una funciéon univaluada, por lo que no surgen condi-
ciones de cuantizacion de este procedimiento.

Con estos célculos, la teorfa de Cuantizacion Topologica nos indica que la geometria de Kerr y Kerr-
Newman utilizando la simetria de Lorentz no genera ningin espectro topolégico, por lo que al parecer,
los parametros de este campo gravitacional no presentan niguna cuantizaciéon. Sin embargo, para el
caso especifico de Kerr-Newman, cuando aplicamos las reglas de Cuantizacion Topolégica utilizando la
simetria adicional que posee esta geometria gracias a la presencia del campo electromagnético, es decir
utilizando como fibra estandar al grupo U(1), en efecto veremos que si surgen reglas de cuantizacion
para los parametros.

Adicionalmente, durante el desarrollo de este trabajo, analizamos la aplicacion de las reglas de
Cuantizacion Topologica para una “geometria de Kerr” en un espacio euclideano, es decir, aplicamos
una rotacion de Wick a la soluciéon de Kerr, la cual es Lorentziana y procedemos con el formalismo.

En este caso la aplicacion del formalismo también genera un espectro topolégico.
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Espectro topoldgico euclideano

Acabamos de ver en la seccién anterior, que no surge una condiciéon de cuantizacion a partir del haz
fibrado construido anteriormente. En esta seccion, sin embargo, estudiaremos el caso en que el espacio
base no es lorentziano sino euclideano. Si bien, esto no representa un sistema fisico real de nuestro
Universo, su desarrollo es de interés.

Haciendo una rotacién de Wick cambiamos la coordenada temporal ¢ — 1t, el grupo de estructura
del haz fibrado cambia a SO(4), por lo que los generadores de boosts K; se cambian a generadores de
rotaciones espaciales.

La transformacion de norma A4 (4.14) y su contraparte A_ son elementos del grupo SO(4) y el

generador se vuelve K1 — J4, quedando la funcion de transicion (4.18) entre ambas conexiones como:

(mr—M)p%r—mréi (r_—M)p2 —r_s2 N
—1 ot - o7 t®Ja
A+A7 =€ + - . (424)

Para que la funciéon pueda ser univaluada, la expresion en el paréntesis debe ser igual a un ntimero

entero n:
n (r+7M)pifr+5i _ (r_—M)p% —r_52
o pt
(4.25)
(mr—M)(ri—&-az cos? 9)—ry (ri+a2+ez—2M7"+) (r——M)(r% +a? cos® 9)—r_ (r2 +a?+e2—2Mr_)
- (rZ +a? cos? 9)? o (r? +a? cos? ¥)? ’
espués de manipulaciéon algebréica, nos da el espectro topologico:
desp d pul lgeb , da el espectro topol
r2 —a? cos? ¥ r2 —a? cos? 0
n = M C e w1 et J I
(r?2 +a? cos? ) (ri+a?cos? )
2 T _ Ty
€ <(Ti+a2 cos? 19)? (r%r+a2 cos? 19)2) (426)
— a2 qin2 T _ Tt
a”sin” 4 ((r3+a2 cos2 ¥9)2 (r3 +a? cos? 19)2) ’
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Si calculamos ahora el valor de este espectro en el eje de simetria ¢ = 0, 7 obtenemos :

T2 7(12 7'2 —a2 T_— r
Y -+ — 2 - + 4.27
(e v e R (e e 20

y su valor en el ecuador ¢ = 7/2:

1 1 1 1 1 1
’I’L:M(Q—2>—€2<3—3>—a2<3—3>. (428)
re T-‘r r 7"+ r— 7"+

El espectro (4.26) entonces es el que corresponderia al agujero negro de Kerr-Newman ya que se
utilizo la definicion de la funcion 2 como se especifica en la ecuacion (3.9), para obtener el espectro
correspondiente a una “geometria de Kerr”, simplemente eliminamos la carga e. Cuando se para el giro
del agujero a = 0, este espectro se reduce al espectro topologico euclideano que corresponderia a la

“geometria de Reissner-Nordstrom”, es decir:

1 1 1 1
n = M <2 — 2) — 62 <3 — 3) , (429)
r— 7"+ T T+

y si tomamos simultaneamente a = 0 y e = 0 obtenemos el de de Schwarzschild. Estos espectros han
sido calculados anteriormente en otras tesis que han trabajado esta teoria.

Si bien, como ya se dijo, este espectro topologico no representa algo fisico, su resultado es de
interés por la regularidad y estética de sus expresiones matemaéticas. Su posible relevancia en la fisica

de agujeros negros so6lo se vera con el tiempo.

4.2. Anailisis con coordenadas de Doran y Boyer-Lindquist

Como vimos en la seccion anterior, la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist diverge
en los horizontes interior y exterior. La intencién de la seccion anterior fue cubrir el espacio con dos
abiertos que traslaparan en el Bloque II. El anéalisis que haremos ahora aprovecha el hecho de que la
1-forma de conexién en las coordenadas de Boyer-Linquist es regular en cada uno de los bloques por
separado. Centrando nuestra atenciéon en el bloque III, la conexiéon no posee ninguna singularidad en

este espacio (recordando que la singularidad de anillo fue eliminada de la topologia).
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Notamos también que en las coordenadas de Doran, la métrica de Kerr es regular en el espacio-
tiempo para valores r > 0. Calculamos ahora entonces, la conexioén en estas coordenadas y verificamos
la regularidad de ésta e identificamos los puntos que presenten anomalias.

Tenemos la métrica en coordenadas de Doran:
ds® = —dt* + (%dr +a(dt — asin® 9dg) + p*dd? + R sin® 0 dg?. (4.30)

La métrica en esta forma nos da una tétrada natural:

n—
1 0 0 0
. a &0 —aasin? 9 1 (4.31)
ey, = ,
0 0 »p 0
0 0 O Rsind
y su inversa:
¢ —
aR
1 v 0 0
. a I 0 0 g (4.32)
el =
1
0 0 > 0
aasin 9 1
P 0 Rsin 9

Calculamos ahora la uno forma de conexién, utilizando la primera ecuaciéon de estructura de Cartan.

Para ello calculamos primero las derivadas exteriores de los covectores 6:

a? sinz?cosz?(g2 Ago 20a cos?d

a0
0 __ 1 0
do” = — (=)0 ANO° — = 3

o (; 6% A 63 (4.33)

Las componentes de la conexion wj en forma matricial quedan de la siguiente manera, donde el

indice a representa la fila y el indice b representa la columna:
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Expresada en términos de los generadores, tenemos:

_ __Roapl aa® 9p p2 aa® 9ppnl _ aRrp2 > _ arp3 °
(-Ub - ( P 67’0 + p2 8199>®K1+(p 9 pS 9 ®K2 Re ®K3
aa O (sind 1 arasind n2 cos?d pn3 T
_(faﬂ ( )9 p3 0 pslrﬂ?e >®J1
(4.35)
asiny dapnl _ aa O (sind 2 r_n3 7
_( ) ont Raﬁ( )9 R9)®J2
aa’® 9p o aa® Op 1 rR 2 9 (sin®d )\ p3 7
+ ( 02 350 7 Fot" + 50 Koo o 0°) @ Js,
donde:
da (M —=7)5p>+7Rp*+ré*—rR*
o - o T s
P
0, _ 2 sin ¥ cos ¥
87:; _ _a blnp cos , (436)
0 (sind —  pcos¥—2rsing
99 P - p? )

Como vemos, la conexién en las coordenadas de Doran es regular en todo el espacio para valores
de r > 0. Esto nos indica directamente que podemos definir una conexién regular en todo el espacio si
traslapamos la conexién en coordenadas de Boyer-Lindquist con la conexién en coordenadas de Doran,
fijando el traslape en la regién acotada por los valores 0 < r < r_.

Ambas coordenadas relacionadas por la transformaciones:
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2
dtp = dtpp+ &/ 52,

R2 62
dopr + &/ S5

Segin el formalismo de Cuantizacion Topologica, dado que la conexién esté bien definida en todo

(4.37)

d¢p

el espacio, modulo una transformacion de coordenadas trivial, no surge entonces ninguna condiciéon de
cuantizacion para el campo gravitacional descrito por la solucién de Kerr, corroborandose el resultado

anterior.

* % %

Como vimos en estas secciones anteriores, confirmamos por medio de dos métodos diferentes que no
se obtiene un espectro topoldgico de los agujeros negros en cuestion al utilizar la simetria de Lorentz
del sistema. Finalmente, con intencién comparativa, mencionamos el espectro topolégico del agujero
negro de Kerr-Newman obtenido anteriormente por otro investigador [9], utilizando el grupo de Lie
U(1) correspondiente a la simetria del electromagnetismo, debida a la presencia de la carga eléctrica

€:

2e3\/M? — (a2 + €2) . (4.38)

et +4a2M? ’

donde n es entero.
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5. Conclusiones

Como vimos, en esta tesis se analizaron los agujeros negros de Kerr (que depende de la masa M
y el momento angular a) y de Kerr-Newman (que depende de la masa M, el momento angular a y
la carga e) utilizando el formalismo de Cuantizacién Topologica para obtener un espectro topologico
de sus parametros. Los célculos desarrollados en este trabajo se hicieron utilizando el formalismo de
Cartan de tétradas.

Se construyé primero un haz fibrado principal para modelar el agujero negro de Kerr utilizando
como espacio base el espacio-tiempo de la soluciéon de Kerr con la métrica g, correspondiente y se
utilizé como fibra y grupo de estructura al grupo de Lie SO(3,1) correspondiente a la simetria de
Lorentz que posee este sistema fisico de manera local. La intencién principal para obtener un espectro
topoldgico consiste en construir una conexiéon de spin que esté definida en todo el espacio total del haz
fibrado, y de esta construccion poder extraer condiciones de cuantizacion. El analisis del agujero negro
de Kerr-Newman con esta simetria es el mismo.

Este sistema fisico se analizé primero trabajando con la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-
Lindquist, que son una generalizacién de las coordenadas esféricas utilizadas en el agujero negro de
Schwarzschild. La conexién de spin contruida para el haz fibrado en estas coordenadas presenta singu-
laridades de coordendas en los horizontes exterior 7 e interior r_ del agujero negro de Kerr, por lo
que para lograr que la conexién esté bien definida en todo el espacio es necesario utilizar mas de una
carta que lo cubra.

Se observo que haciendo una transformacion de norma Ay qu cumpla con ciertas condiciones de
compatibilidad se elimina la singularidad en el horizonte exterior pero no en la del interior, por lo se
puede definir una primera carta que cubra la region co > r > r_ donde la conexion esta bien definida.
De la misma manera se utiliz6 una transformacién de norma A_ para eliminar la singularidad del
horizonte interior quedando la conexién bien definida en otra carta que cubre —oo < r < ry. Para
tener ahora una conexién bien definida en la totalidad del espacio tiempo de Kerr, se define la funciéon de
transicion Ay A”! en el traslape de las cartas el cual comprende la region r_ < r < . La idea central

consiste en que para poder ser esta tltima transformaciéon una funcién univaluada, deberia satisfacerse
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alguna restriccion, ésta es precisamente la que corresponderia a la condicién de cuantizacién que se
busca; sin embargo, en este caso en que construimos el haz fibrado utlizando la simetria correspondiente
a SO(3,1), la funcién de transicion entre las cartas utilizdas es ya de por si una funcién univaluada, por
lo que no surge ninguna condicién de cuantizaciéon, es decir no se obtiene ningtin espectro topolégico
para el agujero negro de Kerr y su generalizacion a Kerr-Newman.

Para corroborar este resultado, posteriormente se utilizé en el analisis del sistema una combinacion
de coordenadas de Doran y de Boyer Lindquist. Las coordenadas de Doran se caracterizan por ser
transparentes a los horizontes, fisicamente se pueden considerar como las coordenadas de observadores
cayendo al agujero en trayectorias radiales desde infinito.

Se observé que por un lado la conexién de spin calculada utilizando las coordenadas de Boyer-
Lindquist esta bien definida en la regiéon —oco < r < r_ y por otro lado la conexién calculada con las
coordenadas de Doran esta bien definida en la regién de 0 < r < oo, traslapamos entonces dos cartas
que cubran estas regiones quedando la regiéon de interseccion entre r = 0 y r = r_, en esta region de
traslape la conexién de spin sigue estando bien definida. Notamos entonces que la conexién en realidad
si esta bien definida en todo el espacio-tiempo de Kerr, y la relacion que existe en la region de traslape
es sencillamente una transformacion de coordenadas de donde tampoco se pueden extraer condiciones
de cuantizacién, confirmando entonces que no hay espectro topolégico.

Se analiz6 brevemente el caso en el que la métrica de los agujeros negros de Kerr y Kerr-Newman
fuera euclideana, y en este caso, si se obtiene un espectro topoldgico. Si bien este modelo no representa
en si un sistema fisico, su resultado es de interés por la regularidad y estética de sus expresiones
matematicas; su relevancia en la fisica de agujeros negros se vera con el tiempo.

Dado los resultados de los calculos de esta tesis, vemos que los campos gravitacionales correspon-
dientes a los agujeros negros de Kerr y de Kerr-Newman no se cuantizan cuando tomamos en cuenta
exclusivamente las simetrias del campo gravitacional.

El hecho de que aparentemente el campo gravitacional de Kerr no se cuantiza puede deberse a que
el modelo matemético con el que analizamos el sistema fisico tiene las simetrias reducidas, es decir,
hay la posibilidad de que al reducir la simetria ante difeomorfismos de la teoria gravitacional a la

simetria local de Lorentz al utilizar el formalismo de tétradas se esté perdiendo algo de informacion.
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Esta posibilidad tendra que ser tratada en otro trabajo.
El siguiente paso en mi linea de investigacion es la definicién y el anélisis de estados cuéanticos
y evolucion en el tiempo de estos campos gravitacionales utilizando el formalismo de Cuantizacion

Topologica.
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