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Resumen 

El objetivo general de este trabajo es encontrar los factores geométricos y mecánicos que 

caracterizan tanto la generación de ondas superficiales en valles aluviales y topografías como las 

modificaciones significativas del movimiento del terreno. Se utilizó el Método de Elementos en la 

Frontera Indirecto (IBEM) para resolver numéricamente problemas de distinta naturaleza: 

topografía, valle aluvial y topografía con valle aluvial. Debido a que las condiciones de frontera 

definen completamente las ecuaciones que rigen el problema físico e incrementan el uso de 

memoria y tiempo de cómputo, se realizó la optimización del método IBEM con las técnicas 

numéricas de condensación estática y el complemento de Schur. Esto mejoró drásticamente el 

manejo de la memoria y el tiempo de cálculo, en algunos casos fue hasta 34 veces más rápido en 

comparación con otros métodos.Para validar los datos obtenidos por el IBEM se realizó una 

comparación con el método de diferencias finitas (FDM) en el caso de topografía, donde el error 

encontrado se asocia a la difracción de ondas progresivas P, SV y Rayleigh producidas por las 

esquinas. En el caso de valles aluviales se realizó comparaciones con el método de multipolos 

rápidos (FMM), el método de elementos espectrales (SEM) y el método integral de elementos en la 

frontera (BIEM).Los resultados obtenidos para varios modelos de topografía, permitieron encontrar 

algunas características geométricas y mecánicas para la generación de ondas superficiales de 

manera explícita en los sismogramas sintéticos. Por otra parte las instantáneas en tiempo, 

permitieron mostrar y explicar la evolución completa de las ondas difractadas por la cavidad 

hemisférica ante la incidencia oblicua de ondas SH. El resultado del análisis de los diagramas f-x 

calculados por el IBEM, permitió encontrar fórmulas empíricas que involucran los factores 

geométricos y mecánicos para estimar las resonancias acústicas    del cañón  y valle aluvial 

hemisférico, ante la incidencia vertical de ondas P y SV. El error porcentual entre los resultados 

numéricos y los calculados teóricamente con las fórmulas empíricas es 1.47% , 0.81% y 

3.85%,4.57%, respectivamente. Respecto al modelo de valle trapezoidal, se muestra una 

comparación cualitativa con los resultados obtenidos para la incidencia vertical de onda SH. En la 

cual, se observó un gran parecido a más alta frecuencia con los resultados publicados en dos 

dimensiones. La variación espacial del movimiento lateral producido por esta incidencia en las 

esquinas inferiores del valle induce la generación de ondas de Love. Los resultados de la variación 

del ángulo de la base del valle trapezoidal    , muestra una mejor aproximación a un estrato plano 

cuando se trata de un valle cilíndrico (     ). Para estos modelos se puede apreciar una amplitud 

mayor en los modos de Love y una duración que aumenta proporcionalmente con el ángulo  .La 

difracción producida por la incidencia de ondas P y SV en las esquinas inferiores del valle genera 

ondas de Rayleigh. En general, la difracción es más intensa y compleja cuando el ángulo azimutal   

es perpendicular a la bisectriz del ángulo subtendido en cada esquina. En la última parte de este 

trabajo se incluye el efecto topográfico en el estudio de valles aluviales. Los resultados muestran 

que la presencia de topografía cerca de un valle aluvial afecta la propagación de ondas, aumentando 

las amplitudes de las ondas difractadas por las esquinas. Se estudia la implementación de la fuente 

en el método IBEM y se realiza una comparación cualitativa con un esquema de diferencias finitas 

para el problema de Lamb.  
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Capítulo 1. 

 
Introducción 

 
“…Es imposible ser matemático sin ser un poeta del alma   ” 

                                                                                                                                                                    Sofía Kovalévskaya 

 

 

En el último siglo se han desarrollado varios trabajos que estudian la propagación de ondas en 

medios elásticos continuos lineales. En ellos se muestra la importancia y dificultad de encontrar una 

descripción exacta para los desplazamientos en un medio que posee características geométricas y 

mecánicas que lo diferencian de otros y que es posible aplicar en la práctica.Ver por ejemplo, Lamb 

(1904), Love (1944), Chao (1960), Achenbach (1973), Eringen & Suhubi (1975), Miklowitz (1978), 

Hudson (1980), Aki & Richards (1980), Kennet (1983), Udías (1999). 

Para enfatizar las propiedades mecánicas de un medio en el que se propagan ondas elásticas lineales 

y no lineales, se construyen modelos matemáticos idealizados que involucran sus propiedades 

físicas. Para resolverlos de manera unívoca, se requiere especificar las propiedades geométricas del 

problema y sus valores de contorno (condiciones de frontera).   

En este trabajo el objetivo general es encontrar los factores geométricos y mecánicos que generan 

ondas superficiales en topografías y valles aluviales con distintas condiciones de frontera utilizando 

el Método de Elementos en la Frontera Indirecto (IBEM). Se divide en dos partes principales, en la 

primera se establece la formulación matemática y numérica de los modelos de topografía, valle 

aluvial y valle aluvial con topografía. En la segunda, se presentan los resultados numéricos 

obtenidos por el método IBEM de varios modelos canónicos. 

En el capítulo 2, se desarrolla la formulación matemática del método IBEM Sánchez-Sesma & 

Luzón,(1995), para resolver las ecuaciones de la elasticidad dinámica en un medio homogéneo, 

isótropo e infinito en el dominio de la frecuencia Domínguez & Abascal,(1984). Al mismo tiempo, 

se realiza la integración analítica del tensor de tracciones y de la función de Green para calcular el 

campo de desplazamientos de topografías y valles aluviales en tres dimensiones ante la incidencia 

de ondas P, SV, SH y Rayleigh.  

 

En el capítulo 3, se emplea el método IBEM para resolver numéricamente problemas de distinta 

naturaleza: topografía Ortiz-Alemán et al.,(1998), valle aluvial Sánchez-Sesma & Luzón,(1995) y 

topografía con valle aluvial. En dichos casos, las condiciones de frontera definen completamente 

las ecuaciones que rigen el problema físico. Esto implica un aumento en el uso de la memoria RAM 

y tiempo de cómputo. Por esta razón, se realizó la optimización del método con técnicas numéricas 

implementadas como la condensación estática Gil-Zepeda et al.,(2002) y el complemento de Schur 

Benítez & Thome, (2006).  Esto mejora drásticamente el manejo de la memoria y el tiempo de 

cálculo en nuestros modelos de estudio. 

 

Los resultados obtenidos para varios modelos de topografía; cañón hemisférico, trapezoidal, 

triangular, cúbico y croissant, son presentados en el capítulo 4. Dichos resultados permitieron 

encontrar algunas características geométricas y mecánicas para la difracción de ondas,  

explícitamente en las funciones de transferencia, sismogramas sintéticos, diagramas f-x, snap en 

tiempo y frecuencia dentro de cada modelo. En general, se muestra por primera vez resultados 
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tridimensionales de la propagación de ondas dentro del dominio elástico en el tiempo, empleando el 

método IBEM. 

  

Para verificar los resultados obtenidos por el método IBEM, se realizó una comparación cuantitativa 

entre el método de diferencias finitas FDM y el IBEM para el modelo del cañón hemisférico 

presentado por Ohminato & Chouet(1997). El error encontrado para el arreglo de receptores sobre 

el eje X ante la incidencia vertical de ondas SV es completamente asociado a la difracción de ondas 

progresivas P,SV y Rayleigh producidas por las esquinas verificando lo observado por 

Kawase,(1988) para el mismo modelo en dos dimensiones. Esto muestra que el rango de operación 

correcto del IBEM es para frecuencias bajas e intermedias. 

 

Posteriormente, se realizó el análisis de la variación de los ángulos de incidencia, donde las ondas 

reflejadas y difractadas varían en su amplitud y el tiempo en que aparecen. No existen hasta el 

momento de escribir este trabajo, datos de comparación que puedan verificar las observaciones 

encontradas.  

 

Mediante las simulaciones, se pudo mostrar y explicar la evolución completa de las ondas 

difractadas por la cavidad hemisférica ante la incidencia oblicua de ondas SH. Los resultados de la 

sección transversal del cañón hemisférico tiene características similares con el cañón con forma de 

U presentado por Gao et al.,(2012), mostrando que el patrón de difracción propuesto es correcto. 

 

Un resultado interesante del análisis de los diagramas f-x calculados por el IBEM permitió deducir 

una fórmula que involucra los factores geométricos y mecánicos para calcular las resonancias 

acústicas    del cañón hemisférico para la incidencia vertical de las ondas P y SV. La importancia 

de estas fórmulas empíricas radica en la localización de los desplazamientos máximos en el dominio 

de la frecuencia como un efecto de sitio inducido por la topografía, lo que enfatiza la importancia de 

este trabajo.   

 

En el capítulo 5, se hace un estudio de la respuesta sísmica de valles aluviales con distintas 

configuraciones; valle hemisférico, trapezoidal, cilíndrico y croissant. El primero es un modelo 

propuesto por Sánchez-Sesma et al., (1983) cuya solución semianalítica en términos de series de 

Bessel ha permitido la comparación entre diversos métodos numéricos en tres dimensiones; el 

BIEM (Boundary Integral Element Method) indirecto por Mossesian & Dravinski, (1990), 

SEM(Spectral Elment Method) de Komatitsch & Tromp,1999 , BEM (Boundary Element Method) 

por Dangla et al.,2005, Delavaud, PhD, (2007) con el SEM y Chaillat, PhD, (2008) con el FMM 

(Fast Multipole Method). Se realizaron diversas comparaciones entre los resultados publicados por 

los autores anteriores y el método IBEM. Los resultados demuestran el buen funcionamiento del 

IBEM y una elevada eficiencia en el tiempo de cómputo.  

 

De manera análoga al caso de la topografía hemisférica, se obtuvieron las fórmulas empíricas de 

resonancias acústicas    para el valle hemisférico. El error porcentual entre los resultados 

numéricos y los calculados teóricamente con las fórmulas empíricas es inferior al 5%.  

 

En cuanto al modelo de valle trapezoidal, se muestra una comparación con los resultados obtenidos 

por Kawase & Aki ,(1989) en dos dimensiones.Los resultados muestran que existe un gran parecido 

en más alta frecuencia.  

 

La incidencia vertical SH se ha utilizado para validar cualitativamente otros métodos numéricos, ver 

por ejemplo; Rodriguez-Zuñiga et al.,(1995),Avila et. al., (2002),Gil-Zepeda et. al.,(2003). 
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El estudio de la amplificación de las ondas producidas por las esquinas se ha intensificado en los 

últimos años debido a que permite encontrar los aspectos más importantes de la microzonificación 

sísmica en dos dimensiones, Kumar & Narayan,(2008). Es decir, permite predecir la frecuencia 

fundamental    de amplificaciones para algunos suelos estratificados Dobry et al.,(1976), el factor 

de agravación Chavez-García & Faccioli,(2000) y la variabilidad espacial del movimiento lateral 

producido por la incidencia de ondas SH en las esquinas inferiores del valle que inducen la 

generación de ondas superficiales de Love, Narayan,(2012). 

 

Los resultados de la variación del ángulo de la base del valle trapezoidal  , muestra una mejor 

aproximación a un estrato plano cuando      , es decir cuando se trata de un valle cilíndrico. En 

estos modelos se puede apreciar una amplitud mayor en los modos de Love detectados por 

Bouchon,(1980) y recientemente estudiados por Narayan,(2012) con una duración que aumenta 

proporcionalmente con el ángulo  . 

 

El contraste de impedancia entre el valle y el semiespacio para las ondas P y S que se difractan por 

las esquinas inferiores se transducen en ondas de Rayleigh, como se muestra en Narayan,(2011). 

Este efecto se ha estudiado dentro del contexto lineal Assimaki et al., (2005) y no lineal Gelatoi et 

al.,(2010), Gelatoi et al., (2012). 

 

Por otra parte, la variación del ángulo azimutal   sólo se puede mostrar en el modelo de valle 

croissant que no es axisimétrico. En general, la difracción es más intensa y compleja cuando el 

ángulo   es perpendicular a la bisectriz del ángulo subtendido en cada esquina. 

 

Algunos estudios Komatitsch  et al., (2004), Lee et al., (2008), Lee et al., (2009a y 2009b), han 

mostrado que la presencia de topografía cerca de un valle aluvial afecta la propagación de ondas, 

aumentando las amplitudes por efectos de sitio y contraste en la impedancia mecánica de ambos 

medios. Por esta razón, se incluye el efecto topográfico en el estudio de valles aluviales en el 

capítulo 6, donde se muestra el análisis de tiempos de arribo para un cañón trapezoidal con valle 

aluvial en su interior y un cañón hemisférico con valle aluvial en su interior. Los resultados 

coinciden con los esperados teóricamente. 

 

En este último capítulo, se muestra que el intervalo de distancia que contiene amplitudes 

significativas para la propagación de ondas con la función de Green implementada en el método 

IBEM, es igual a 5 veces la distancia de normalización. Por otra parte, algunas componentes del 

tensor de tracciones son utilizadas como el término libre de una fuente puntual para resolver el 

problema de Lamb. Este es un problema clásico que ha sido extensamente estudiado desde inicios 

del siglo pasado Lamb,(1904) pero que sigue siendo un tema de investigación vigente. La solución 

de dicho problema se puede encontrar en Mooney,(1974), Eringen & Suhubi,(1975), Aki & 

Richards,(2002), Kausel,(2006), Kausel,(2012) y Petersson & Sjogreen,(2013), entre otros. 

 

Para concluir, se muestra la aproximación obtenida por el IBEM para el problema de Lamb. Los 

resultados son comparados cualitativamente con el esquema de diferencias finitas en tres 

dimensiones propuesto por Petersson & Sjogreen,(2013).  
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Capítulo 2. 

 

Método Indirecto de Elementos en la Frontera 

 
“… Dios es un científico de alto nivel” 

                                                                                                                                                                   Paul M. Dirac 

 

 

 

El Método de Elementos a la Frontera (BEM) es una técnica numérica empleada para encontrar la 

solución de problemas gobernados por ecuaciones diferenciales parciales lineales y no lineales, 

también es llamado método directo. En las últimas tres décadas ha adquirido gran popularidad en 

varios campos de la ciencia como la física de plasmas, elasticidad, acústica, electromagnetismo, 

geotecnia, geomécanica y sismología por mencionar algunos.  

En general el método directo presenta ventajas en el análisis de problemas exteriores en los cuales se 

discretiza la frontera de una región del espacio reduciendo en un grado de libertad las ecuaciones del 

dominio discretizado. Por otra parte las ecuaciones integrales que se emplean satisfacen de manera 

natural las condiciones de radiación para un medio infinito. En particular esta  última ventaja ha 

permitido resolver problemas de propagación de ondas para valles aluviales, por ejemplo Eshrhagi & 

Dravinski (1989), Fishman & Ahmad (1995). 

Como consecuencia del método directo surge el Método Indirecto de Elementos a la Frontera (IBEM) 

que es una herramienta numérica versátil que posee las ventajas del método directo. La formulación 

teórica que utiliza es elegante y compacta con base en principios físicos sencillos de reflexión y 

difracción de ondas, Sánchez-Sesma & Luzón (1995). En contraste, las ecuaciones integrales 

empleadas por el IBEM tienen un riguroso desarrollo matemático que proporciona excelentes 

resultados con pocos recursos computacionales, Dominguez & Abascal(1984). Las discretizaciones 

utilizadas por el método son fácilmente programables y considerablemente de menor tamaño que las 

necesitadas por otros métodos numéricos de dominio como Diferencias Finitas (FDM), Elemento 

Finito (FEM) y Elementos Espectrales (SPECFEM). 

Actualmente se puede encontrar en la literatura simulaciones realistas de topografías y valles 

aluviales en gran escala que usan métodos de descomposición de dominio (DDM) con el objetivo de 

obtener resultados confiables para efectos de sitio y riesgo sísmico ver por ejemplo Frankel(1993), 

Komatitsch & Tromp(1999), Bielak (2003), Komatitsch(2004), Min(2003), Frehner(2008), Lee 

(2008,2009), Ichimura(2009), Käser(2009), Bielak(2010), Chaljub(2010), Lan&Chang(2011) y 

Cupillard(2012). 

En este capítulo se desarrolla la formulación matemática del Método IBEM para resolver las 

ecuaciones diferenciales parciales de la elasticidad dinámica en un medio homogéneo, isótropo e 

infinito. Se establece la discretización numérica para calcular el campo de desplazamientos en el 

dominio de la frecuencia de topografías y valles aluviales  en tres dimensiones ante la incidencia de 

ondas P, SV, SH y Rayleigh.  
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2.1   Teorema de Somigliana 
 

A partir del teorema de reciprocidad de Betti , seleccionamos uno de los dos posibles estados como la 

solución fundamental de las ecuaciones de la elasticidad dinámica         , mientras que el otro 

estado puede ser elegido como la solución deseada         . Por tanto, para la región   que contiene 

los dos sistemas de estados y su frontera S, se deduce la siguiente ecuación integral en la frontera: 

                       ∫                            

 

    ∫                  

 

                             

donde   ,  ,   son las componentes de las tracciones, el campo de desplazamientos y las fuerzas de 

cuerpo,  respectivamente. El coeficiente     depende de la suavidad de la frontera y la región del 

espacio en que se encuentra el punto de integración  , Brebbia(1992). Esta ecuación integral es 

conocida como la identidad de Somigliana, Hartmann(1981), y satisface las condiciones de radiación 

de  Sommerfeld
1
 de manera natural cuando se emplea para resolver problemas de propagación de 

ondas.  

  

2.2   Función de Green 
 

 La función de Green corresponde a la solución del campo de desplazamientos en el punto x 

producido por una fuerza unitaria    aplicada en el punto   definida como: 

                                                                                                                                                              

Los esfuerzos asociados a estos desplazamientos se obtienen mediante la ley de Hooke : 

                          [ 
 

   
             (

 

   
         

 

   
        )]                     

y sus tracciones correspondientes aplicando la fórmula de Cauchy  

                                                                                                                                                   

Algunas funciones de Green han sido ampliamente estudiadas y  pueden encontrarse en la literatura 

clásica como: Lamb(1904), Love(1944), Sokolnikof(1956), Eringen & Suhubi(1975), Ben-Menahem 

& Singh (1981), Aki & Richards (2002), Achenbach(2003), Kausel(2006).  

 

En este trabajo restringimos nuestro análisis a la función de Green en tres dimensiones para una 

fuerza unitaria aplicada en el origen con dirección arbitraria, dentro de un medio elástico homogéneo, 

isótropo y de extensión infinita. Las formulaciones de la Función de Green en el dominio del tiempo 

y frecuencia se encuentran  en Aki & Richards (1980) y Dominguez & Abascal (1984), 

respectivamente. Presentamos una formulación equivalente de la función de Green en el dominio de 

la frecuencia presentada por Sánchez-Sesma & Luzón (1995), expresada por: 
 

                                                           
1
 (i)    está acotada     y  (ii)  (

  

  
    )    cuando    ,Sommerfeld (1954), pp.199. 

2.1   Teorema de Somigliana 
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{         (         )}                                                    

y su tensor de tracciones deducido a partir de la ec.(3.4)  

                  
 

    {                              (            )}                             

Las funciones            ,   ,    determinan el sistema de esfuerzos longitudinales, 

transversales y cortantes, respectivamente, que se aplican en el punto  . La descripción completa del 

tensor de Green y la deducción del tensor de tracciones se encuentran detalladamente descritos en el 

apéndice B.  

 

Se puede apreciar en las ecs.(2.5) y (2.6), singularidades de orden     y    , dichas singularidades, 

no pueden ser integradas con los métodos numéricos convencionales de cuadratura Gaussiana, se 

analizarán los distintos casos de integración en apartados posteriores.   

 

2.3   Formulación matemática del IBEM 
 

En una región   con frontera S,   
    ,       y   

    ,       representan los desplazamientos y 

tracciones del problema elastodinámico interior y exterior, respectivamente. Estas cantidades son 

utilizadas dentro de la identidad de Somigliana ec.(2.1) para describir sus representaciones integrales. 

Suponiendo que ambas soluciones poseen la misma función de Green, se puede obtener la ecuación 

integral del método indirecto realizando la suma directa entre la ecuación que describe el problema 

exterior e interior, tal que: 

               
      

     ∫{         
                               

     }

 

                

Imponiendo la continuidad del campo de desplazamiento para los puntos que están en la frontera 

        
     con base en el estudio de Kupradze(1963), se puede definir la nueva variable       

        
    . Al sustituir       dentro de la ec.(2.7) y utilizando la propiedad de simetría de la 

función de Green,                           , se obtiene la representación integral del campo 

de desplazamiento difractado en      . 

 

                                                                     ∫                 
 

                                                              

                                                                 
La variable       es interpretada como una densidad de fuerza constante que actúa en puntos que 

yacen sobre la frontera Bouchon & Sánchez-Sesma(2007). Existe una relación directa entre el campo 

de desplazamientos con la distribución de esfuerzos y tracciones, esto resulta evidente al aplicar la 

fórmula de Cauchy ec.(2.4) sobre la ec.(2.8) que permite encontrar las tracciones difractadas en el 

punto      . 

 

                                                            
 

 
      ∫                  

 

                                                    

 

2.3   Formulación matemática del IBEM 
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Sin embargo, cuando     tal que  ,     se necesita introducir el primer término del lado derecho 

de la ec.(2.9). Este es el resultado de aplicar una técnica formal de extracción de singularidades que es 

usada para resolver las ecuaciones integrales hipersingulares (HBIE) de la elasticidad en dos y tres 

dimensiones, Guggiani(1991,1992).  

 

2.4   Discretización de las Ecuaciones Integrales 

 

La solución de las ecuaciones integrales para el método indirecto nos permite encontrar los valores de 

las densidades de fuerza      para todos los puntos   que pertenecen a la frontera S. Realizamos una 

discretización aproximando la superficie S en segmentos de área    tal que   ⋃   
 
   . Se considera 

para  nuestra formulación que      tiene un valor constante dentro de   . De tal forma que la 

ecuación discretizada para los desplazamientos es  

                                                                  ∑      

 

   

∫               

  

                                                  

y de manera análoga para las tracciones 

                                                   ∑      

 

   

(
 

 
       ∫               

  

)                                        

En general, para el método directo las funciones      son consideradas como funciones de 

aproximación constante, lineal, cuadrática ó isoparamétrica, Hartmann(1989).En ciertas condiciones 

en que se formula el problema elastodinámico pueden ser elegidas con arbitrariedad Shahi & 

Noorzad(2011). Por otra parte, en acoplamientos híbridos BEM-FEM la elección óptima de      
resulta ser funciones de Galerkin, Parreira & Guggiani(1989), Beer & Meek,(1981),Ahmad & 

Manolis(1987).  

Las ecuaciones (2.10) y (2.11) tienen el mismo significado que en el algoritmo directo, sin embargo 

hay que tener en cuenta que los puntos de observación y colocación se han intercambiado. En 

consecuencia  la matriz que se forma a partir de la función de Green es la misma en ambos métodos 

debido a la propiedad de simetría. Por el contrario las matrices de las tracciones tienen  transpuestos 

los subíndices de las direcciones y los argumentos en que se evalúan, por tanto no coinciden. En la 

Figura  1 se muestra ambos esquemas de colocación. 

 

 

 
 

Figura 1.Esquema de colocación para el método directo(izquierda) y el método indirecto (derecha). 

2.4   Discretización de las Ecuaciones Integrales 
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2.5   Integración del tensor de Tracciones 
 

La integral en la ec.(2.11) existe y tiene un comportamiento regular para todo valor de   incluso 

cuando     ya que la tracción es la proyección de la fuerza sobre el vector normal, el cual es 

ortogonal a la superficie, esto significa que la integral vale cero y que el valor de la tracción cuando 

      está dado por: 

                                                                               
 

 
                                                                         

El signo de la ec.(2.12) depende de la orientación del vector normal. Podemos observar en las 

ecs.(3.14-3.15) que la respuesta dinámica para bajas frecuencias tiende a la solución estática elástica 

de Kelvin, donde las singularidades son explicitas y se evalúan con las técnicas propuestas por 

Guggiani & Casalini (1987), obteniendo el mismo resultado que en la ec.(2.12). 

                    ∫       

 

 

      
  

  
∫  (  

 

 
)  

 

 

      ∫ ∫               

   

   

 

 

                                 

 

                       
  

  
    ∫     

   

   

                                                                                                               

 

                 ∫       

 

 

      ∫     

   

   

    
  

 
[
 

  
 

 

  ]     
 

 
[  

  

  
]                                   

 
La interpretación física de este término está asociada a una distribución simétrica de fuerzas que 

actúan en un punto de la frontera del dominio. Esto por otra parte es idéntico al resultado obtenido por 

el método directo para los tracciones Reynoso et al. (1997). 

Sin embargo la integral de la ec.(2.10) resulta ser singular cuando la distancia entre el punto de 

observación y colocación tiende a cero     y sólo existe en el sentido de Valor Principal de Cauchy 

(CPV), en la siguiente sección explicaremos como resolver esta integral a partir de métodos 

especiales de cálculo. 

 

2.6    Integración de la Función de Green 
 

La influencia de los coeficientes que involucran la integración de la función de Green discreta 

ec.(2.10)  es expresada en términos de integrales de superficie sobre cada punto de colocación. Esta 

integral contiene una singularidad débil de orden     , donde    es la distancia euclidiana entre el 

punto de colocación   y   . Claramente estos puntos están sobre la frontera S del dominio   . 

 

2.6.1  Integración regular 
 

El primer caso corresponde cuando el punto   está fuera del área de integración del punto de 

colocación  , matemáticamente el conjunto de puntos S1 que satisfacen esta condición se expresa de 

la siguiente manera: 

                                                       {        |                    }                                             

2.5   Integración del tensor de tracciones 
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En teoría la integral para los puntos del conjunto S1 es regular y tiene un valor finito que decrece 

asintóticamente a cero cuando la distancia entre   y   tiende a infinito. En este caso se puede emplear 

cuadratura Gaussiana para el cálculo numérico de la integral, Abramowitz & Stegun(1972). 

 

2.6.2  Integración cercana a la singularidad 
 

El segundo caso de integración de la función de Green corresponde cuando el punto   está dentro del 

área de integración del punto de colocación    y la distancia   entre ambos puntos es distinta de cero, 

esto provoca un comportamiento cercano a la singularidad de la integral. El conjunto de puntos S2 

que definen esta condición es: 

                                                      {        |            |    }                                                        

La evaluación de la integral para los puntos del conjunto S2 tiene dificultades considerables, pues no 

se puede realizar numéricamente con los métodos de integración Gaussiana convencionales. Sin 

embargo, otras técnicas especiales han sido desarrolladas para su evaluación. Por mencionar las más 

importantes se tienen: el método de subdivisión y el método de transformación de coordenadas.  El 

primero ha sido discutido en detalle en  Lachat & Watson(1976) y Kane(1989), mientras que el 

segundo ha sido presentado por Telles(1987).  

La aproximación numérica para el valor de la integral en este caso se presenta en el Apéndice C, 

donde se aplica el método de transformación de coordenadas para su evaluación. En resumen, se 

emplea un factor de ponderación en cada uno de los coeficientes de las soluciones de Stokes (ver 

Apéndice B), estos términos son integrales elípticas completas de segunda especie para la 

excentricidad dada por el cociente de la distancia entre el punto   y   entre el valor del radio del 

círculo. 

 

2.6.3  Integración Singular 
 

La integral de la función de Green es singular cuando se tiene que el punto   y el punto de colocación 

  coinciden en sus coordenadas espaciales, es decir     . Esta condición es representada por el 

conjunto de puntos S3 que satisfacen esta condición: 

                                                          {        |            |    }                                                    

La  integral sólo existe en el sentido del valor principal de Cauchy para el conjunto de puntos S3. En 

este caso se recurre al método de transformación de coordenadas para evitar la singularidad y 

encontrar el valor de la integral. En consecuencia se realiza una transformación de coordenadas 

cartesianas a polares para cada segmento de área    , tal que: 

                                                                                                                                                        

donde el Jacobiano de la transformación   remueve la singularidad débil. Por conveniencia, al 

realizar la discretización de la superficie se elige el espacio donde          no presenta 

singularidades. Esta elección tiene un costo numérico pues la discretización de la superficie se realiza 

con círculos de radio constante con centro en el punto  , de tal manera que no existe una malla que se 

tenga que resolver como ocurre en los métodos de dominio. En cambio se tiene un conjunto de puntos 

de colocación que cubren de forma homogénea la superficie S empleando segmentos de área 

circulares de radio constante. 

 

 

 

2.6.2   Integración cercana a la singularidad 
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Figura 2. Esquema que representa los tres tipos de integración de la Función de Green utilizando 

segmentos de área circular    de radio constante en los puntos de colocación    .  

Para cada punto de colocación   se integran las contribuciones vectoriales de los cosenos directores    

dentro del círculo. Para esto, expandimos en serie de Taylor las funciones potenciales de la función de 

Green (ver Apéndice B)   ,   hasta tercer orden y se integra respecto a   cada término. Por tanto el 

valor numérico de la función de Green ec.(2.5) en el caso singular puede escribirse como 

                                                           
 

  
{                      }                                         

donde 

                               (  (
 

 
)
 

)
  

 
 (  

 

 
(
 

 
)
 

)
    

 
  (

 

 
)
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(  (

 

 
)
 

)   (  (
 

 
)
 

)
  

 
 (  

 

 
(
 

 
)
 

)
    

 
  

    

  
                        

La integración de la función de Green es un interludio numérico que se realiza una sola vez, esto 

representa una ventaja cuando se emplea para resolver problemas con distinta configuración por 

ejemplo para problemas de grietas, Iturrarán-Víveros et al., (2008), Rodriguez-Castellanos et al., 

(2006), para interfaces sólido-líquido Rodriguez-Castellanos et al., (2011), valles aluviales con 

gradiente de velocidad vertical Luzón et al.,(2009), topografías irregulares Ortiz-Alemán et al., 

(1998),  y respuesta sísmica de valles aluviales Sánchez-Sesma & Luzón (1995). En particular 

analizaremos estos dos últimos casos con detenimiento en las secciones siguientes. 

 

2.7   Difracción de ondas elásticas  

 

La expresión matemática para encontrar el campo de desplazamientos totales u para un semiespacio 

ante la incidencia de ondas sísmicas es la misma que se presentó en Bielak & Christiano(1984), en  la 

cual la única incógnita es el campo difractado  

                                                                                                                                                      

donde    es el campo de desplazamientos incidente más el reflejado en una superficie libre y    es el 

campo difractado por la irregularidad dentro del semiespacio. 

 

2.7   Difracción de ondas elásticas 
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Para calcular el campo difractado de desplazamientos utilizamos la ec.(2.10), mientras que para 

encontrar la solución de referencia se emplean los coeficientes de amplitud para las ondas incidentes 

dentro de las ecuaciones para los potenciales de ondas planas P-SV y para la incidencia de ondas de 

Rayleigh. Las tracciones se calculan de manera análoga a los desplazamientos ec.(2.23) 

                                                                                                                                                             

Para encontrar    se calculan los esfuerzos y se aplica la ley de Cauchy de las tracciones utilizando 

los vectores normales a la superficie para cada punto. Por otra parte empleamos el tensor de 

tracciones ec.(2.11) para determinar   . 

 

2.8   Atenuación 
 

Una forma de introducir la atenuación en un problema de propagación de ondas, es convertir algunos 

de sus parámetros en cantidades complejas ver por ejemplo, Ewing et al., (1957), Schwab & Knopoff 

(1971).La atenuación de las ondas de cuerpo puede ser expresada tomando los valores complejos para 

las velocidades de las ondas P  y S          y         . Donde la atenuación de las ondas 

de cuerpo es medido a partir de las amplitudes a varias distancias, las partes imaginarias de las 

velocidades están relacionadas con el factor de calidad espacial   .  

 

El factor de calidad    se define como el decremento de la máxima amplitud sobre una longitud de 

onda. Para ondas P y S podemos definir los factores de calidad de la siguiente manera: 

                                                                                 
 

  
 

   

 
                                                                            

                                                                                 
 

  
 

   

 
                                                                             

Entonces las velocidades complejas pueden ser expresadas en términos de su correspondiente factor 

de calidad Q 

                                                                          (  
 

   
)                                                                        

                                                                          (  
 

   
)                                                                       

Claramente  cuando no hay atenuación cuando      lo que implica la velocidad usual. Las 

ecuaciones (2.52-2.53) proveen una manera práctica de introducir la atenuación en el cálculo de 

sismogramas sintéticos ver por ejemplo Ganley (1981), aunque no se incluye la dispersión.  

 

En muchos problemas sismológicos se considera que no hay disipación de energía en procesos de 

compresión y por tanto el factor de calidad para el módulo de Bulk     . Con esta hipótesis y 

  
     

   se puede obtener la relación 

                                                                         
 

  
 

 

 
(
 

 
)
  

  
                                                                         

Para un sólido de Poisson        ) la ec.(3.54) se convierte en      

 
  , Udías (1999). 

 

 

 

 

 

2.8   Atenuación 
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2.9   Visualización 
 

La descripción geométrica de un sólo punto de colocación que pertenece a la frontera está 

determinado por las coordenadas espaciales del centro del círculo  , el vector normal  ̂ y el radio de 

la circunferencia R. Para encontrar la representación gráfica de dicho punto en el espacio primero 

suponemos que el centro   coincide con un sistema local de coordenadas cartesianas S’, luego se 

toma un punto   que pertenece al perímetro del círculo y se efectúa una rotación alrededor de su 

vector normal. Posteriormente, se realiza la traslación a los ejes coordenados del sistema global S, 

este procedimiento se muestra en la Figura 3.  

                         
Figura 3. Construcción geométrica del área de integración para un punto de colocación  . 

 

Cuando se conocen los valores de   y  ̂ se puede encontrar un punto   que pertenezca al perímetro 

del círculo. En el caso en que  ̂ está alineado con alguno de los ejes coordenados la rotación que se 

tiene que realizar es canónica, Friedberg et al., (2003). En cambio, cuando el vector normal tiene una 

dirección arbitraria, se utiliza la condición de producto interior    ̂    .  

 

Existen distintas combinaciones para elegir la dirección del vector  , en este análisis elegimos una 

configuración sencilla que al ser multiplicada por el radio del círculo R, nos permite encontrar las 

coordenadas del punto      donde   (  

  
  

   
  

   
), Lehmman (2008).  

 

Una vez conocido el punto   se aplica la matriz de rotación con respecto a un eje con dirección 

arbitraria. Esta matriz se define como un cuaternion simétrico, Baker,PhD, (1911) que es utilizado en 

el procesamiento de imágenes digitales,Newman & Sproull (1979) y se expresa de la siguiente 

manera 

                           [

     
                                    

              
                   

                          
       

]                                    

 

donde  ̂             y           para       . Al multiplicar la matriz de rotación por el 

punto   obtenemos el círculo que representa el área de integración.  
 

2.9   Visualización 
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Capítulo 3. 

 

Optimización Numérica del IBEM  

 
“… Dios hizó los números enteros el resto es obra del hombre” 

                                                                                                                                                           Leopold Kronecker 

 

 

 

En capítulos anteriores se estableció la formulación integral de las tracciones y desplazamientos, así 

como su significado matemático en la propagación de ondas en un medio continuo elástico 

homogéneo y lineal. En el presente capítulo utilizamos el Método Indirecto de Elementos en la 

Frontera (IBEM) para resolver numéricamente problemas de distinta naturaleza: topografía, valle 

aluvial y valle aluvial con topografía. En tales casos las condiciones de frontera definen 

completamente las ecuaciones que rigen el problema físico. 

Al aumentar el número de puntos de colocación en la discretización los resultados numéricos 

obtenidos con el método IBEM adquieren mejor exactitud. Esto implica un aumento de memoria 

RAM y tiempo de cómputo. Por dicha razón optimizamos el método con técnicas numéricas como la 

condensación estática y teoremas de la teoría de matrices, en particular, el complemento de Schur, 

para reducir el manejo de la memoria y el tiempo de cálculo en nuestros problemas. 

 

3.1    Difracción de ondas sísmicas para topografías  
 

Nuestro análisis comienza con el caso más sencillo en un semiespacio elástico, en el cual su frontera 

está formada por una parte plana    y una parte irregular    que representa la topografía irregular. 

En este apartado y en los posteriores definimos   como el número de puntos que pertenecen a la 

frontera plana sin irregularidad y   el número de puntos que están sobre la irregularidad. Por lo tanto 

la frontera del dominio          contiene       puntos. 

 

Las ecuaciones básicas para resolver problemas de difracción elástica con el método IBEM están 

sujetas a las condiciones de frontera para tracciones y desplazamientos en uno ó varios medios 

elásticos. En este caso existen sólo tracciones libres para la región   expresadas por 

                                                                                     
 
( )                                                                  (   ) 

                                                                       ( )    
 
( )                                                               (   ) 

La solución de referencia    forma el vector del lado derecho de la ec.(3.2) que corresponde a la 

solución de campo libre para la irregularidad. Entonces el sistema de ecuaciones está dado por  

                                    ∑∑  (  )
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       ∫    (     )    

  

)                                                  (   ) 

                                    ∑∑  (  )
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       ∫    (     )    

  

)     
  (  )                               (   ) 
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Considerando la densidad de fuerza   ( ) constante dentro del área del círculo    implica que el 

sistema será formado por las componentes de las tracciones entre cada punto de colocación    y  las 

contribuciones de los puntos frontera    expresadas por la siguiente ecuación como 

                                              ∑  (  )   (     )

 

   

                                                             (   ) 

                                             ∑  (  )   (     )

 

   

        
  ( )                                           (   ) 

 

donde cada término     es una matriz de tamaño     dada por 
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]
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]

  

                            (   ) 

                                             [

  
  
  
]                                  

    [

  
  

  
  

  
  

]                                               (   ) 

El esquema de colocación de la ec.(3.3-3.4) se muestra en la Figura 1, en donde para cada punto     

se debe calcular     entre los puntos    y    donde              formando una matriz diagonal 

cuando     y una matriz llena cuando    , ec.(3.7). El tamaño de la matriz global es de      . 

En general,  esta matriz no es simétrica y sus elementos son distintos para cada valor de la frecuencia. 

 

 
 
Figura 1. Esquema de colocación para formar el sistema de ecuaciones ec.(3.3-3.4) por medio de las 

tracciones entre los puntos    y   . Se muestra el ángulo   para la incidencia de ondas planas sobre la 

topografía. La línea roja representa la frontera discretizada    mientras que la línea punteada es el 

semiespacio elástico   no acotado. En cada punto de colocación    se asocia una densidad de fuerza 

que emite ondas en todas direcciones y que se mide en el punto   . Se muestra la longitud de onda 

característica a de la topografía. 

 

El sistema de ecuaciones para la topografía ecs.(3.3-3.4) puede tener distintas distribuciones de sus 

elementos como se muestra en la Figura 2. Para realizar un análisis espectral es suficiente colocar 6 

puntos por longitud de onda característica a por cada frecuencia normalizada   Sánchez-Sesma & 

Campillo (1991), definida como 

                                                                                   
  

  
                                                                             (   ) 

     

3.1  Difracción de ondas sísmicas para topografías 

irregulares 
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donde   es la velocidad de la onda S en el semiespacio. Es posible obtener ventajas numéricas a partir 

de un análisis asintótico para los valores de las tracciones     que decaen rápidamente con la distancia 

en un orden de  (    ), Bouchon et al., (1995), despreciando los términos menores a un valor fijo 

porcentual de filtrado   para la matriz global. Para esta aproximación se eliminan los elementos que 

se localizan fuera del radio 

                                                                                
  

   
                                                                              (    )  

respecto del punto donde se evalúan las tracciones. En la ec.(3.10)    es el número total de elementos 

y         es la frecuencia máxima para la discretización. Aplicando la ec.(3.10) sobre la matriz 

global se obtiene una matriz dispersa como se muestra en la Figura 2, esto optimiza el uso de 

memoria RAM y disminuye el tiempo de cómputo. El ahorro de memoria reportado en Ortiz-Alemán 

& Sánchez-Sesma (1998) alcanzó hasta el 80% para una topografía con       puntos. 

                               
(a)          (b) 

Figura 2. Matriz formada para calcular la topografía de un cañon semiesférico con N=287 puntos. 

(a)Matriz completa.(b) Matriz dispersa con        para    . 

 

Una vez obtenidas las densidades    se calcula el campo de desplazamientos difractado    en cada 

uno de los receptores    realizando el producto tensorial con la función de Green  

                                                 
  ∑   (   )

  

   

  ( )                                                                 (    ) 

Por último se calcula el campo de desplazamientos total sumando la solución de campo libre    más 

el campo difractado    ec.(3.11) para cada receptor. 

 

                                 ( )     
  ( )  ∑   (   )

  

   

  ( )                                                        (    ) 

 

3.2   Difracción de ondas sísmicas para valles aluviales  
 

En este análisis, añadimos una nueva región          donde la frontera    es introducida 

como la irregularidad en superficie mientras que la frontera     fue definida en la seccion anterior 

como la irregularidad en el semiespacio elástico        . En la Figura 3 se muestra el esquema 

de colocación para las fronteras del valle aluvial. En este apartado nos referiremos a la interfaz como 

la frontera    que comparte el semiespacio y la irregularidad.  

 

3.1  Difracción de ondas sísmicas para topografías 
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El número de puntos que forman las fronteras   ,    y    son  ,   y  , respectivamente. Por tanto 

el número total de puntos que forman la discretización son         . 

 

Las condiciones de frontera que rigen el problema de difracción elástica son las tracciones libres para 

las fronteras    y    y la continuidad de desplazamientos y tracciones para la interfaz   .  

                                                                           
  ( )                                                                         (    ) 

                                                                           
  ( )                                                                         (    ) 

                                                                          ( )    
  ( )     

  ( )                                            (    ) 

                                                                          ( )    
  ( )     

  ( )                                          (    ) 

El signo del vector normal esta expresado por el superíndice + ó –. Sustituyendo las ec.(2.10-2.11) en 

las ecs.(3.13-3.16) y considerando las ecs.(2.23-2.24) se pueden establecer las siguientes ecuaciones 

integrales para cada una de las fronteras: 
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Figura 3. Esquema de colocación para un valle aluvial. La inclusión irregular (amarillo) tiene como 

fronteras    (línea verde) y    (línea roja) y sus vectores normales están indicados como flechas que 

apuntan hacia el interior de esta región. El semiespacio (gris) está formado por la unión de las 

frontera    y    (línea azul).La frontera que está en la interfaz de ambas regiones comparte la misma 

orientación del vector normal. Se muestra el ángulo de incidencia de ondas planas y la longitud de 

onda característica a del valle.  

 

         

3.10   Condensación estática 

3.2   Difracción de ondas sísmicas para valles aluviales 

(    ) 
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Posteriormente se calcula el campo de desplazamientos difractado    realizando el producto tensorial 

entre las densidades    y la función de Green. Cuando el receptor se encuentra en la frontera    le 

correponde la función de Green del semiespacio    
  y cuando se encuentra en la forntera    le 

corresponde la función de Green para la inclusión elástica    
  . Por último se suma la solución de 

referencia  sólo a los receptores que se encuentran en el semiespacio   
  para encontrar el campo de 

desplazamientos total. 

                                   ( )     
  ( )  ∑   

 (   )

  
 

   

  ( )                                       (    ) 

                                   ( )  ∑   
  (   )

  
  

   

  ( )                                                          (    ) 

 

3.3   Modelo de valle aluvial con topografía 
 
Cuando se añade una nueva frontera topográfica al valle aluvial presentado en la sección anterior se 

obtiene el modelo de valle aluvial con topografía, en el que las condiciones de frontera son las 

mismas que en la sección anterior junto con la condición de tracciones libres para la frontera con 

topografía irregular    que pertenece al semiespacio;            . Mientras, la frontera de la 

inclusión elástica está dada por           como se muestra en el esquema de la Figura 4. 

El número de puntos para la frontera    es P, de tal forma que el sistema tiene            

ecuaciones con tres grados de libertad cada una. Por tanto el tamaño total de la matriz es      . 

Observamos que la interfaz     tiene el doble de puntos y esta definida por las ecuaciones siguientes: 

                                                                           
  ( )                                                                         (    ) 

                                                                           
  ( )                                                                         (    ) 

                                                                          ( )    
  ( )                                                          (    ) 

                                                                          ( )    
  ( )     

  ( )                                            (    ) 

                                                                          ( )    
 ( )     

 ( )                                            (    ) 

       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

Figura 4. Esquema de colocación para un valle aluvial con topografía. Se muestran los mismos 

parámetros que en la Figura 3 y se incluye una nueva frontera topográfica    al semiespacio    
        . 

            

3.3   Modelo de Valle Aluvial con Topografía 
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                                                                                                                                                                            (    ) 
Observamos que en las ecuaciones (3.28),(3.31) y (3.32) aumenta en P, el número de puntos que 

pertenecen a la frontera    en comparación a las ecuaciones (3.17),(3.19) y (3.20) para el modelo de 

valle aluvial. Note que en la ecuacion (3.30) la solución de referencia está formada por los puntos de 

la frontera topográfica que la constituyen   
  (  ) y no por los puntos de la interfaz   

  (  ) entre el 

semiespacio y la inclusión elástica.  
 

3.4   Condensación Estática  
 
Al formar el sistema de ecuaciones descrito por las ecs.(3.1-3.2) para la topografía y el valle aluvial 

ecs.(3.13-3.16) se obtiene una configuración de la matriz global que no aprovecha al máximo las 

propiedades de las submatrices que la constituyen. Cuando se aplica la técnica de condensación 

estática a la matriz IBEM original (ver Figura 2 y 5) se obtiene una estructura optimizada de la matriz 

con bloques bien definidos y bloques vacíos que permiten resolver la matriz global por medio de 

sistemas más compactos, obteniendo un mejor aprovechamiento de la memoria RAM y velocidad de 

cómputo, Gil-Zepeda,(2005).  
 

                          
Figura 5.Sistema de ecuaciones para calcular la respuesta dinámica de un valle aluvial subdividido 

por las tres regiones     ,    ,    . (izquierda)Matriz original IBEM Sánchez-Sesma & 

Luzón (1995). (derecha) Matriz condensada propuesta por Gil-Zepeda et al.,(2002). 

3.3   Modelo de Valle Aluvial con Topografía 
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En las siguientes dos secciones presentamos la formulación para la condensación estática de 

topografías y valles aluviales. Implementando algoritmos de descomposición de dominio que 

aprovechan al máximo la configuración de los bloques de matrices.  
 

3.4.1   Condensación estática para topografía 
 

Empezamos encontrando las matrices condensadas de las ecuaciones (3.1-3.2) para la respuesta 

sísmica de una topografía 
 

          
                                  

 
( )   

                                          
 
( )      

          [
      
      

] [
  
  
]  [

 
    

]                       (    ) 

 
Luego resolvemos el sistema de ecuaciones siguiente 
 
                                                                [   ][  ]  [   ]                                                                           (    ) 
 
y  encontramos el sistema reducido    y su solución    
 
                                                                   [   ]  [   ][  ]                                                                    (    ) 
 
                                                                [  ][  ]    

                                                                                (    ) 
 
Posteriormente obtenemos el vector solución    que está definido por 
 
                                                                                                                                                            (    ) 
 
En este algoritmo se tiene que resolver las matrices      

      y     
      por separado, lo 

que reduce el uso de memoria y el tiempo de cómputo que es mucho menor que al resolver la matriz 

completa.  

  

3.4.2  Complemento de Schur para topografía 
 

Es posible optimizar algunos pasos intermedios de este algoritmo conociendo la estructura de las 

submatrices que forman la matriz global. Primero se obtiene el complemento de Schur para invertir la 

matriz     dividiéndola en los bloques que se muestran la Figura 6. El bloque A y D son diagonales 

mientras que B y C son antisimétricos pero contienen dos sub-bloques simétricos cada uno. En estos 

sub-bloques los valores de la parte triangular superior tienen signo contrario con respecto a la parte 

triangular inferior. 

 

 

 

 

                                          
 

 

 

 

 

Figura 6. Estructura de la matriz    . Se puede apreciar claramente los sub-bloques A, B,C y D, en 

los cuales A y D son diagonales mientras que los bloques B y C son antisimétricos por el signo. 

  

Cuando          es una matriz compleja no singular se puede calcular    
   si y sólo si existe la 

matriz inversa del complemento de Schur           de A en    , utilizando la siguiente 

expresión, Benítez & Thome, 2006: 
 

3.4.1    Condensación Estática para topografías 
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   [ 

                      

           
]                                             (    ) 

 
Observamos que para encontrar    

   se necesita calcular las sub-matrices inversas    y    . La 

primera es diagonal lo que implica que su inversa es el recíproco de los valores en la diagonal y se 

puede almacenar en un vector de tamaño   . La segunda matriz es simétrica permitiendo aplicar 

nuevamente el complemento de Schur para ser invertida. Esto disminuye dramáticamente el uso de 

memoria, y es ideal para discretizaciones que tienen una mayor cantidad de puntos de colocación en 

el semiespacio.El uso de memoria se reduce al 55% y la velocidad de resolución de las matrices del 

IBEM disminuye al 45% sin importar las características del ordenador. En la Figura 7 se muestra el 

número de coeficientes almacenados y el tiempo de resolución respecto al  tamaño de la matriz que 

aumenta al doble de tamaño en cada punto. 

 

             
Figura 7. Se muestra el número de coeficientes almacenados y tiempo de resolución del sistema de 

ecuaciones lleno y con la técnica de Schur. 

 

3.4.3  Condensación estática para valles aluviales 

 
Realizamos la forma condensada de las ecuaciones (3.13-3.16) e identificamos las regiones del 

semiespacio (gris) y la inclusión elástica (amarillo) de la manera siguiente: 

 

      
  ( )   

   ( )    
  ( )     

  ( )    

    ( )    
 ( )     

 ( )     

     
  ( )   
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]  
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       ]
 
 
 
 

            (    ) 

 
 
Las matrices      ,      ,       ,       son matrices nulas. El sistema anterior se puede resolver 

con nuevos y más pequeños sistemas de ecuaciones 

                                                             [     ][  ]  [     ]                                                                    (    ) 

                                                             [       ]
[  ]  [       ]                                                              (    ) 

Donde [  ] y [  ] son incógnitas que pueden resolverse como ecuaciones simultáneas, ahora es 

posible expresar 

                                              [   ]  [     ]  [     ][  ]                                                                      (    ) 

                                               [   ]  [       ]  [       ]
[  ]                                                              (    ) 

3.4.3    Condensación Estática para valles aluviales 
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                                               [   ]  [     ]  [     ][  ]                                                                    (    ) 

                                               [   ]  [       ]
 [       ]

[  ]                                                             (    ) 

[   ]   
      son matrices que forman el nuevo sistema 

                                                                  [
      
      

] [
   
    

]  [  
  

    
]                                                                      (    ) 

Al resolver la matriz obtenemos     y      por tanto podemos encontrar las incógnitas restantes 

mediante las ecuaciones siguientes 

[   ]   [  ][   ]      
                                                                                                                                                                         (    ) 

[    ]   
[  ] [    ]     

                                                                                                                                                         (    )  

Aunque resulta eficiente discretizar el modelo geometríco conforme aumenta la frecuencia, la 

velocidad y exactitud de los resultados radica en resolver los sistemas de ecuaciones de manera 

eficiente, este punto se discutirá con detalle en el siguiente capítulo. 

 

3.5   Criterio de Discretización 
 

Para realizar la discretización de un dominio homogéneo cuadrado con círculos de radio constante 

que cubran homogéneamente la superficie, se puede emplear la fórmula   
  

 
  donde se debe 

cumplir la condición   
 

 (   )
  para encontrar una solución con el muestreo correcto. Es decir, cinco 

puntos por longitud de onda (ppl  ) como mínimo.  Por ejemplo, cuando se pretende discretizar una 

región cuadrada de longitud 4a hasta una frecuencia normalizada     implica que  
 

 
     lo que 

significa que debe haber   
  

 
 

 

   
, es decir 40 puntos de colocación, esto corresponde a 10 puntos 

por longitud de onda. En la Tabla 1 se resumen algunos de estos cálculos. 

  

Tabla 1. Puntos por longitud de onda para diferentes frecuencias  

                                            normalizadas en una región cuadrada de 4a. 

 

                                                   
 

Al realizar diferentes discretizaciones de un dominio plano, se encontró que la manera óptima de  

distribución de los puntos de colocación con área de integración circular es en forma polar para un 

modelo axisimétrico. De manera similar, cuando la geometría a discretizar contiene esquinas será 

mejor emplear dominios cuadrados y/ó rectangulares.  

 

3.5    Criterio de discretización 
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               Figura 8. Dominio con simetría polar (izquierda) y dominio con esquinas (derecha). 

 

Como resultado se puede apreciar una correcta difracción de ondas en ambos casos con la 

discretización adecuada y una reflexión interna mínima debida a los bordes de la frontera en las que 

se cumple la condición de radiación de Sommerfeld (ver sección 2.1).  

 

En el capítulo siguiente se muestra una gran variedad de discretizaciones en las que se realizó el 

análisis correspondiente a los puntos por longitud en cada modelo geométrico para una y dos regiones 

elásticas.  

3.5    Criterio de discretización 
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Capítulo 4. 

 
Incidencia de ondas sísmicas sobre topografías   

 
“… La Geometría es el arte de pensar bien y dibujar mal” 

                                                                                                                                                                             J.H. Poincaré. 

 

 

 

Este estudio tiene como propósito general encontrar las condiciones geométricas y mecánicas para la 

generación de ondas superficiales para topografías. Para lograr esto se define un modelo canónico y 

se analizan varios modelos geométricos con diferentes parámetros mecánicos ante la incidencia 

vertical y oblicua de ondas sísmicas P, SV, SH y Rayleigh.  

 

El método IBEM está limitado a la propagación de ondas en medios homogéneos, con el fin de fijar 

nuestra atención en la difracción de ondas producidas por los efectos topográficos. Es muy rápido, 

flexible y sus resultados son confiables. En este sentido, se presenta una comparación entre el Método 

de Diferencias Finitas FDM (Finite Differences Method por sus siglas en inglés) y el método IBEM.  

 

4.1  Modelos Canónicos 
 

Un modelo canónico es aquel modelo geométrico definido por el semiespacio positivo {     |   
           en el que incide una onda sísmica de amplitud unitaria con la pareja de ángulos 

(   ), donde   representa el ángulo de incidencia de la onda respecto al eje vertical y   el ángulo de 

propagación azimutal de la onda. Este modelo es normalizado por la longitud característica a, que 

representa la longitud de onda mínima para que exista difracción de ondas. Se utiliza la frecuencia 

adimensional   ec.(3.9) para realizar el análisis de la propagación de ondas en el dominio de la 

frecuencia. En cambio para el análisis en el tiempo se realiza la convolución de Fourier de la señal 

obtenida con la ondoleta de Ricker definida por los parámetros libres de tiempo central (      ) e 

inicial (  ) como  

                                              ( )  [  (    )
     ]    [   (    )

 ]                                               (   ) 
 
La razón por la cual se emplea la señal anterior es por tres propiedades. La primera es que es una 

señal de alta frecuencia, es decir, tienen una amplitud pequeña cuando la frecuencia tiende a cero y 

sirven como filtro para una frecuencia central   . La segunda es que puede emplearse como función 

temporal de la fuente. Por último, el pulso de Ricker es una señal no causal, pero para fines prácticos 

se considera “causal efectiva”, Cêverny,(2001).  

 

4.2   Cañon hemisférico 
 

Definición del modelo 
 

El primer modelo que se estudia es un cañón hemisférico ante la incidencia vertical de ondas SV con 

las siguientes propiedades mecánicas         ,           ,  = 2.4 g/    y       . Este 

modelo fue propuesto por Ohminato & Chouet,(1997), en este trabajo la distancia de normalización a 

corresponde al radio del cañón a=1.2km y la frecuencia adimensional de excitación es igual a uno. 

En general, para los ejemplos presentados en este capítulo se utilizaron los mismos parámetros 

mecánicos diferiendo únicamente por su forma geométrica.  
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                                    Figura 1. Discretización del cañón hemisférico.  
 
Comparación entre el IBEM y  el FDM en el dominio del tiempo 
 
Para el FDM se utilizó un esquema escalonado de Parsimonius Luo & Schuster,(1990) con 25 puntos 

por longitud de onda y un frente de onda plano SV  polarizado en la dirección X formado por la 

componente    de varias fuerzas distribuidas homogeneamente en todo un plano horizontal y que 

disminuyen a cero conforme nos acercamos hacia los bordes. Se impusieron condiciones absorbentes 

A1 (aproximación paraxial de la ecuación de onda) de Clayton & Engquist,(1977) sobre los esquinas 

del modelo.Se utilizó una unidad de material con 12 esfuerzos cortantes distribuidos en sus bordes 

que coinciden con la superficie libre y que los esfuerzos normales se encuentren sumergidos en el 

material. Esto garantiza tracciones libres en la superficie haciendo cero los coeficientes de Lamé. Esta 

aproximación escalonada de una curva suave puede producir pequeñas difracciones residuales como 

se discute en Muir et al., (1992). Se utilizaron 30 trazas a lo largo del eje X que fueron decimadas a 

200 intervalos con un               . 
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Figura 2. Desplazamientos obtenidos por el IBEM (azul) y el FDM (rojo) para la incidencia vertical 

de una onda SV registrada en los receptores mostrados en la parte inferior. La desviación estándar de 

la señal FDM se suma y resta a cada línea roja formando una región con una cota superior e inferior 

de confianza (región gris). 

 

Los resultados entre ambos métodos coinciden hasta el tiempo marcado por la línea negra punteada 

en las trazas. Observamos que todas las trazas horizontales se encuentran dentro de la región generada 

por la desviación estándar y que el error porcentual ec.(4.2) se propaga hacia el centro del cañón 

debido a las ondas difractadas por las esquinas, ver Figura 3.  
 

                                                                    |
          

    
|                                                           (   ) 

                             

                         
Figura 3. Error porcentual entre los sismogramas sintéticos obtenidos por el IBEM (azul) y FDM 

(roja) para la incidencia vertical de una onda SV.  

8 

9 
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Observe que el error en la componente vertical para el receptor del centro del cañón es uno. Esto se 

debe a que los desplazamientos calculados por el IBEM son exactamente cero y los datos obtenidos 

por el FDM tienen una amplitud de          . En tanto, para la componente horizontal el error 

(26.7%) es tres veces el valor de los receptores de alrededor (8.9%).Esto se debe a la simetría axial 

del modelo, ya que el error producido por la difracción de los bordes origina una superposición de 

ondas cuya contribución es significativa en el punto central.  
 
La comparación anterior nos permite determinar que el método IBEM es válido para bajas 

frecuencias, que los efectos de borde que se producen por las esquinas son mínimos y no se generan 

reflexiones indeseables debidas a las fronteras geométricas del modelo, Es decir, el IBEM posee una 

buena exactitud de los resultados en comparación con otros métodos numéricos, ver por ejemplo 

Yokoi T., (2003).  

 

Sismogramas Sintéticos 

 

En la Figura 4 se muestran los sismogramas sintéticos para la onda SV en un arreglo lineal de 100 

receptores equidistantes sobre el eje X. Para la incidencia      se aprecia la difracción de las ondas 

producidas por las esquinas hacia el interior del cañón en la componente horizontal. El tiempo que 

necesita la onda para llegar al centro de la cavidad es       4 y a la esquina contraria es      5. 

En la componente    a 30° no se observa la onda incidente debido a que su amplitud es cero para el 

coeficiente de Poisson (     ). 
 

 
Figura 4. Sismogramas sintéticos de una onda SV que incide con distintos ángulos sobre un cañón 

hemisférico.  

 

La incidencia oblicua revela que cuando inciden las ondas SV sobre la superficie hemisférica se 

produce una reflexión con el mismo ángulo de incidencia hacia el semiespacio. De tal forma que las 

ondas difractadas tienen una velocidad de ondas de Rayleigh y una amplitud mayor en la dirección de 

propagación. Estas ondas tienen la suficiente energía para llegar al extremo opuesto a lo largo del 

cañón. En la Figura 5 se muestran diferentes perfiles a lo largo del cañón hemisférico. En ellos, se 

aprecia una difracción más fuerte dentro de la cavidad con valores máximos sobre los ejes 

coordenados. Mientras, los perfiles d y e tienen desplazamientos verticales y horizontales con una 

polaridad opuesta. En tanto, los efectos de borde se registran claramente en los perfiles c y f, con un 

incremento de amplitud en los receptores que se encuentran cerca del cañón.  
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Figura 5.Desplazamientos para la incidencia vertical de una onda SV. Se muestran diferentes perfiles 

en la dirección X y Y para una frecuencia adimensional    . 

 

Los desplazamientos de los perfiles b y g son simétricos aunque la amplitud en el perfil b es mayor 

que en el perfil g, debido a que la onda está polarizada en la dirección X. Por otra parte, los 

desplazamientos    en los perfiles a y h son nulos, es decir, representan líneas nodales.  

 

Resultados en frecuencia y tiempo 

 

Los desplazamientos en tiempo y frecuencia para la incidencia vertical de una onda SV sobre el 

cañón hemisférico son mostrados en la Figura 9. Se utilizó un arreglo cuadrado de     
    receptores con longitud 10a en intervalos de frecuencia de 0.33 Hz hasta llegar a 2Hz y un 

intervalo de tiempo entre cada imagen de 0.5s para los primeros 3.5s. 
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Figura 6. Componentes de desplazamiento para la incidencia vertical de ondas SV sobre un cañón 

hemisférico en frecuencia (izquierda)  y tiempo (derecha). Se utilizó un pulso de Ricker con      y  

    .  

 

En la componente    se forman anillos elípticos orientados sobre el eje Y. En el caso de la 

componente    la mayor cantidad de energía se observa en cuatro lóbulos en un azimut de       

respecto al eje horizontal X. Los lóbulos tienen una amplitud máxima en la parte externa de los 

bordes del cañón para una baja frecuencia y al incrementarse, estos se desplazan hacia su interior. En 

cambio el tiempo que requiere la onda en llegar desde la base hasta la superficie plana es de t=1s.  

 

Diagramas f-x 

 

Cuando se registra el módulo de la amplitud de los desplazamientos en una línea de receptores para 

todas las frecuencias, se puede formar un diagrama frecuencia vs distancia normalizada definido 

como diagrama f-x. Las direcciones de interés son X y Y debido a la simetría del problema. 
 

                   
Figura 7. Diagramas f-x para dos líneas de receptores sobre las direcciones X y Y. Las flechas negras 

indican la amplitud máxima de desplazamiento en el punto central de la cavidad. 
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En la Figura 7 se muestra que los desplazamientos    son nulos ya que el eje X es una línea nodal. 

También se distingue una estructura periódica de los máximos de amplitud sobre el receptor central 

del cañón. La componente horizontal    del eje Y presenta un comportamiento similar al eje X, el 

cual es claramente mayor, esto es provocado por la polarización de la onda. Los desplazamientos    

y    son nulos puesto que los receptores están sobre la línea nodal Y.  

 

Fórmulas empíricas 

 

Para explicar la periodicidad en que aparecen los máximos, se realizó un análisis del modelo 

geométrico en el receptor localizado en el fondo del cañón (0,0-a). Los máximos de amplitud tienen 

una excelente aproximación con la siguiente fórmula 
 

                                                                (
 

  
)

 

 √ 
                                                                     (   ) 

 
En la ec.(4.3)   es la velocidad en el semiespacio, a es la distancia de normalización y    son las 

frecuencias de los máximos desplazamientos del receptor. La constante  √  es introducida por la 

difracción producida por los bordes del cañón.Este valor numérico es discutido por primera vez en 

Sanchez-Sesma,(1990), donde incidede una onda vertical SV sobre una cuña con una apertura de 90°.  

El error porcentual entre el valor numérico y el valor teórico calculado en cada frecuencia de 

resonancia es de 0.81%, cabe mencionar que no se han considerado variaciones de ángulo. 

 
Tabla 1. Comparación entre las frecuencias numéricas y su valor teórico ec.(4.3). 

 
 

 

Incidencia P 

      

Efecto del ángulo de incidencia 

 

En la Figura 8 se muestra la incidencia vertical de la ondas P para un arreglo lineal de receptores 

alineados sobre el eje X. Las ondas reflejadas hacia el semiespacio generadas por la difracción de las 

esquinas se distinguen por la separacion de fases P, S y Rayleigh (flechas amarillas). Cuando viajan 

dentro del cañón son llamadas ondas progresivas creeping waves (flechas cáfe), Kawase,(1988).  Por 

otro lado, las ondas de Rayleigh (flechas rojas) que se generan por la incidencia de las onda P con los 

bordes son predominantemente verticales y se propagan hacia afuera del cañón para        . 

 

Conforme aumenta el ángulo hasta 60° las ondas progresivas P,S y Rayleigh en el interior del cañón 

se alcanzan a separar y se pueden distinguir cada una de ellas. Cuando regresan por la reflexión con la 

contraesquina conservan suficiente energía para propagarse hacia afuera del cañón. 

 (  ) 

Valor Numérico Valor Teórico 

         (  ) 
Error absoluto 

 |    | 
    0.3760     0.3683     0.0077 

    0.7295     0.7366     0.0071 

    1.0969     1.1049     0.0080 

    1.4816     1.4731     0.0085 

    1.8108     1.8414     0.0306 

    2.1782     2.2097     0.0315 

    2.5871     2.5780     0.0091 

    2.9545     2.9463     0.0082 

    3.3045     3.3146     0.0101 

    3.6511     3.6828     0.0317 
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Figura 8. Desplazamientos de la incidencia de ondas P sobre un cañón hemisférico. En la parte 

superior se muestra el esquema de incidencia de ondas y la posición de los receptores. 
 
Las ondas de Rayleigh generadas por ambas esquinas tienen una amplitud distinta, siendo de mayor 

amplitud la esquina de incidencia, aunque a partir de un ángulo de 50° sucede lo contrario. En 

cambio, las ondas de Rayleigh horizontales dentro del cañón se incrementan conforme aumenta el 

ángulo de incidencia mientras que los verticales disminuyen.  
 
 
Resultados en frecuencia y tiempo 
 
Los desplazamientos en tiempo y frecuencia para la incidencia vertical de una onda P sobre el cañón 

hemisférico son mostrados en la Figura 9. Se utilizó un arreglo cuadrado de         receptores 

con longitud 10a en intervalos de frecuencia de 0.33 Hz hasta llegar a 2Hz y un intervalo de tiempo 

entre cada imagen de 1s para los primeros 6s. 
 
 

 

    

    

                  

Frecuencia   Tiempo t 
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                               Figura 9. Lo mismo que en la Figura 6 pero incidencia P. 

 

La amplitud en frecuencia    es axisimétrica respecto al eje vertical,mientras que los desplazamientos 

   son idénticos a los    pero con una rotación de 90°. Con el aumento de la frecuencia se forman 

puntos de amplitud máxima cerca de los bordes que están en la dirección X y Y, respectivamente.  

 

Los desplazamientos    y    en el tiempo tienen un comportamiento idéntico en direcciones 

perpendiculares, formando semicírculos concéntricos respecto a la cavidad hemisférica.Tal que, la 

difracción en los bordes del cañón genera ondas P,S y Rayleigh que se propagan hacia dentro y fuera 

del cañón. Estas últimas se aprecian se distinguen con los mínimos generados (anillos azules) que 

están alrededor del cañón.  

 

Para t=5, la onda P está en el borde nuestra ventana y las fases S y Rayleigh tienen una velocidad de 

        y         ,respectivamente. Al mismo tiempo hay cinco ondas generadas por la 

cavidad (anillos azules). No se observa difracción de ondas provocadas por los bordes del modelo 

geométrico de manera apreciable en ningún intervalo de tiempo. 

 

Diagramas f-x  

 

Se tomaron dos líneas de receptores ubicados sobre los ejes X y Y. Los resultados muestran las 

mismas amplitudes entre las componentes    y   , al intercambiarse los ejes coordenados. Tal que 

las amplitudes para    son las mismas en X y Y, ver Figura 10.  

 

En tanto, la fórmula empírica para calcular los máximos de amplitud  en la componente vertical tiene 

la misma forma que la ec.(4.3). Sin embargo, el factor geométrico es diferente y como se muesta a 

continuación 
 

                                                                (
 

  
)

 

 √ 
                                                                     (   ) 
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Figura 10. Diagramas f-x para dos líneas de receptores sobre las direcciones X y Y. Las flechas 

negras indican la amplitud máxima de desplazamiento en el punto central de la cavidad. 

 

Donde   es la velocidad de onda P. El error porcentual calculado fue de 8.29%.Si le sumamos una 

constante a la ec.(4.4) con el valor promedio de los errores absolutos (0.15) el error disminuye hasta 

1.47%. En la Tabla 2 se muestra el error absoluto entre los valores numéricos y teóricos obtenidos 

con la ec.(4.5). 

                                        Tabla 2. Comparación entre las frecuencias numéricas encontradas  

                                                          y su valor teórico ec.(4.4). 
 

Valor Numérico 

 (  ) 

Valor Teórico 

         (  ) 

Error absoluto 

 |    | 

    0.4333     0.6014     0.1681 

    1.1000     1.2028     0.1028 

    1.6333     1.8042     0.1709 

    2.2298     2.4056     0.1758 

    2.8669     3.0070     0.1401 

 

En la Figura 11 se muestra la función de transferencia para el receptor ubicado en la parte central del 

cañón ante la incidencia de ondas P y SV verticales, los cuales producen desplazamientos en las 

componentes    y   , respectivamente. 

 
 

      
Figura 11. Módulo de desplazamientos para la incidencia vertical de una onda P y SV sobre el cañón 

hemisférico en la estación central. 
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Incidencia SH 

 

Efecto producido por el ángulo de incidencia 

 

En la Figura 12 la diferencia de tiempos entre el primer arribo y la onda difractada disminuye. 

Cuando la incidencia es vertical, esta diferencia es de      3 y disminuye hasta      1.3 cuando 

el ángulo es de   60°. Al mismo tiempo la onda difractada por la primera esquina se transmite con 

mayor energía cuando el ángulo de incidencia aumenta, por lo tanto, la onda reflejada disminuye su 

amplitud. 

 
 
Figura 12. Desplazamientos del perfil ubicado sobre el eje X, para la incidencia SH sobre el canón 

hemisférico con ángulo de incidencia               . Las componentes    y    son nulas. 

 

Diagramas f-x 

 

En la Figura 13 se muestran dos arreglos de receptores. El primero es una línea de receptores sobre el 

eje X donde la mayor cantidad de energía se concentra en el lado de incidencia de la onda. Esta 

difracción tiene valores máximos cerca de los bordes alrededor de las frecuencias 2.1Hz y 3.3Hz.  

 
Figura 13. Diagramas f-x para la línea |de receptores ubicadas sobre el eje X y Y para la incidencia 

      para una onda SH.  

 

El segundo está sobre el eje Y, los desplazamientos verticales y horizontales muestran una fuerte 

amplificación en los bordes de la cavidad hemisférica. Se puede ver un comportamiento periódico en 

la componente    donde la amplitud crece al aumentar la frecuencia y una amplificación sobre las 

esquinas del cañón en todas las frecuencias provocadas talvez, por las reflexiones internas. 
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 Resultados en frecuencia y tiempo 

 

Los desplazamientos en tiempo y frecuencia para la incidencia vertical de una onda P sobre el cañón 

hemisférico son mostrados en la Figura 14. Se utilizó un arreglo cuadrado de         receptores 

con longitud 10a en intervalos de frecuencia de 0.33 Hz hasta llegar a 2Hz y un intervalo de tiempo 

entre cada imagen de 1s para los primeros 5s. 

 

 

 

 

    

 

 

  

 
                    Figura 14. Lo mismo que en la Figura 6 pero incidencia SH con       
 
En la frecuencia, todas las componentes son simétricas respecto al eje X. Las amplitudes horizontales, 

presentan cuatro lóbulos frontales perpendiculares entre sí, que delimitan la región de sombra de la 

cavidad. Al aumentar la frecuencia  se incrementan las divisiones concéntricas de las ondas alrededor 

de la cavidad. Por otra parte, los desplazamientos verticales tienen una distribución menos 

homogénea y se ubican preferentemente en direcciónY. Debido a que la onda está polarizada en la 

dirección Y habrá mayor difracción hacia atrás en la componente   .  
 
En      2, el desplazamiento de las reflexiones de las ondas progresivas se localiza a una distancia 

de 0.866a respecto al centro de coordenadas debido al ángulo de incidencia. La mayor cantidad de 

energía está en el lado positivo del eje X, esto es ocasionado por la reflexión de la onda incidente, la 

difracción hacia afuera de las esquinas y las ondas progresivas producidas dentro en el cañón. 

                  

Frecuencia   Tiempo t 
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Patrón de difracción SH de una sección transversal 

 

Para analizar la propagación de la ondas SH que inciden con un ángulo de       sobre el cañón 

hemisférico se utilizó la teoría de rayos, con el fin de describir de manera más sencilla los frentes de 

onda generados en una sección transversal descrita por el plano nodal XZ. En la Figura 15 se muestra 

el patrón completo de la difracción de ondas para esta incidencia. 
 

               

Figura 15. Difracción de ondas SH oblicua       sobre el cañón hemisférico. Se muestran los 

frentes de onda esféricos cada 1s para la sección transversal correspondiente al plano XZ.  

Primero la incidencia de la onda comienza en el tiempo       , lo que implica que el punto de 

reflexión sobre el semiespacio está en las coordenadas (-2a,0) y que el frente plano toca la hemisfera 

en el punto (            ).En este punto se genera una onda por la reflexión de la onda sobre el 

semiespacio y el cañón. Esta se propaga hacia el semiespacio como un frente de onda esférico (linea 

verde). Luego para         , la onda incidente está sobre la primera esquina donde genera una 

onda difractada por la esquina en sentido contrario a la dirección de propagación (línea amarilla) y se 

transmite directamente desde la esquina hasta el punto de intersección con el cañón (línea 

roja).Cuando          se genera una onda difractada por la segunda esquina en la que su sentido 

coincide con la dirección de propagación de la onda incidente (línea azul).  
 
Mediante las simulaciones, se pudo mostrar y explicar la evolución completa de las ondas difractadas 

por el cañón hemisférico ante la incidencia oblicua de ondas SH. Los resultados obtenidos, ver Figura 

16, tienen una gran similitud con el cañón con forma de U presentado por Gao et al.,(2012), 

mostrando que el patrón de difracción propuesto es correcto. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                       

 

                        Figura 16. Plano XZ ante la incidencia de una onda SH oblicua       
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Ondas de Rayleigh 

 

Resultados en el tiempo 

 

En la Figura 17 se muestra una rejilla de de       receptores de longitud de 10a para las tres 

componentes del desplazamiento y a su izquierda la sección transversal rectangular con una longitud 

de 10a y 5a de profundidad para el plano XZ. El pulso de Ricker utilizado tiene un tiempo inicial  

      y       . El intervalo de tiempo entre cada imagen es de 1.0s para los primeros 5.0s 
 
 
 

 

 

 

 

 
Figura 17. Desplazamientos para la incidencia de ondas Rayleigh sobre un cañón hemisférico 

(derecha). Desplazamientos en sección transversal XZ (izquierdo). 

 

En el tiempo        se puede ver que los desplazamientos verticales dismuyen su amplitud 

conforme aumenta la profundidad. En superficie  el desplazamiento horizontal se propaga como una 

onda esférica que se desvanece al incrementarse la distancia. Mientras que el desplazamiento en la 

componente    se concentra en la dirección de propagación de la onda en un área muy pequeña. En 

contraste a la componente vertical    que se propaga como una onda simétrica que contiene mucha 

energía. Cuando está dentro del cañón disminuye mucho su amplitud en        y al salir de la 

cavidad forma un nuevo frente de onda esférico. Para        se puede verificar que el centro del 

frente de ondas está a una distancia de 4.65a debido a que la velocidad de ondas de Rayleigh para el 

coeficiente de Poisson (     ) tiene un valor aproximado de 0.93.Se observa también un 

movimiento retrogrado y tres frentes de onda con distintas profundidades que se superponen cerca de 

la superficie debido a poseen la misma velocidad de fase. Esto produce un incremento en su amplitud 

que se puede ver en la componente horizontal   . 
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Sismogramas sintéticos 

 

En la Figura 18 se muestra la incidencia de ondas de Rayleigh con un azimut      sobre el cañón 

hemisférico para un arreglo de receptores sobre el eje X. Podemos apreciar la reflexión con la mayor 

cantidad de energía como una onda de Rayleigh que se propaga hacia afuera del cañón. Las ondas 

transmitidas y difractadas se pueden observar dentro del cañón. En la componente horizontal se puede 

ver con más detalle las fases que se reflejan en sentido contrario de la propagación de la onda. 
 

                                      
Figura 18. Desplazamientos horizontales y verticales para la incidencia de ondas de Rayleigh sobre 

el cañón hemisférico.Se utilizó un pulso de Ricker para una frecuencia central    .  

 

4.2    Cañón triangular 
 

El análisis del cañón triangular presenta una simetría con respecto al eje Y para las ondas SV y SH, 

que dependen del azimut de incidencia. Estas forman frentes de onda planos, creados por las 

superficies laterales de la topografía, ver Figura 19.  
 

               
                                      Figura 19.Discretización de cañón triangular.  
 
Resultados en tiempo 
 
Los desplazamientos en tiempo para la incidencia de una onda de Rayleigh sobre el cañón triangular 

son mostrados en la Figura 20. Se utilizó un arreglo cuadrado de         receptores con longitud 

6a en intervalos de tiempo entre cada imagen de 1.25s para los primeros 3.75s. El pulso de Ricker 

empleado tiene los siguientes parámetros      y un     . 

 

En el caso de la onda P los desplazamientos se registran en las tres componentes. Así, los frentes 

planos que se propagan hacia afuera del cañón tienen mayor amplitud en la componente vertical. Para 

la onda SV los desplazamientos son frentes planos de ondas que se encuentran en la componente 

horizontal y vertical. Siendo los desplazamientos verticales los que tienen una mayor amplitud en 

comparación con los horizontales. En cambio, para la onda SH la propagación de frentes planos sólo 

se registra en la componente    hacia afuera del cañón.  
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Incidencia Rayleigh 

 

En el caso de las ondas de Rayleigh los desplazamientos se registran en la componente horizontal y 

vertical. La componente vertical tiene mayor amplitud en comparación con la componente horizontal. 

Se pueden ver las ondas difractadas en cada una de las esquinas del cañón triangular que se propagan 

en sentido contrario de la dirección de propagación. 
 
 

 

 

 

 
                   Figura 20. Desplazamientos de la onda Rayleigh sobre el cañón triangular 

 

4.3  Cañón trapezoidal 
 

El siguiente modelo que se muestra es un cañón trapezoidal con los parámetros mecánicos 

mencionados en secciones anteriores ante la incidencia vertical de ondas SH. El modelo geométrico 

se muestra en la Figura 21. Los resultados en superficie son mostrados en la Figura 22 y en el plano 

nodal XZ en la Figura 23. 
  

                    
                                 Figura 21. Discretización de cañón trapezoidal.  
 

         



[39] 
 

Resultados en tiempo y frecuencia 
 
 
Los desplazamientos en tiempo y frecuencia para la incidencia vertical de una onda SH sobre el 

cañón trapezoidal se muestran en la Figura 22. Se utilizó un arreglo cuadrado de         

receptores con longitud 10a en intervalos de frecuencia de 0.2 Hz hasta llegar a 1Hz y un intervalo de 

tiempo entre cada imagen de 1s para los primeros 5s. 
 
 

 

   

   

   

   

   
Figura 22. Módulos de desplazamientos de la onda SH vertical sobre el cañón trapezoidal en tiempo 

(derecha) y frecuencia (izquierda). 
 
En la incidencia SH, se muestra que la componente horizontal y vertical tienen una amplitud mayor 

en la dirección X y Y, respectivamente. Estos desplazamientos forman anillos concéntricos que 

representan las ondas que generan las esquinas superiores e inferiores del cañón con una amplitud 

mayor en el eje Y. Para los desplazamientos    se forman anillos con amplitudes máximas en las 

direcciones que están a 45° respecto a cada eje en cada cuadrante. Para la incidencia P, se forman 

frentes de onda P,S y Rayleigh progresivos producidos por la esquina inferior y superior. Tal que, el 

frente de ondas P llega al borde de la rejilla de receptores en       . En el caso de las ondas SV, el 

comportamiento de las ondas difractadas es similar al de las ondas SV, haciendo los cambios 

sugeridos en la sección anterior.  
 
 
Resultados en el tiempo para sección transversal 
 
En la Figura 23 se observa que la difracción de ondas producida se debe a que la profundidad del 

cañón tiene aproximadamente la longitud de onda incidente. Aunque, es muy fuerte la generación de 

de ondas producidos por las esquinas superiores e inferiores del cañón, los cuales están desfazados 

por un tiempo de        en cada instantánea. Los desplazamientos de    y    son nulos.  

                  

Frecuencia   Tiempo t 
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    Figura 23. Desplazamientos de la onda vertical SH sobre el cañón trapezoidal para el plano XZ. 

 

4.4  Cañón Cúbico 
 

El siguiente modelo es un cañón cúbico con los parámetros mecánicos mencionados en secciones 

anteriores ante la incidencia vertical de ondas P. El modelo geométrico se muestra en la Figura 24. 

Los resultados en superficie son mostrados en la Figura 25. 

                    
                                           Figura 24.Discretización de cañón Cúbico. 

 

Resultados en el domino de la frecuencia 
 
Los desplazamientos en tiempo y frecuencia para la incidencia vertical de una onda P sobre el cañón 

cúbico son mostrados en la Figura 25. Se utilizó un arreglo cuadrado de         receptores con 

longitud 6a en intervalos de frecuencia de 0.2 Hz hasta llegar a 1Hz y un intervalo de tiempo entre 

cada imagen de 1s para los primeros 5s. 

 

 

 

   

   

                  

Frecuencia   Tiempo t 
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Figura 25. Módulos de desplazamientos de la onda P vertical sobre el cañón cúbico en tiempo 

(derecha) y frecuencia (izquierda). 
 
En la incidencia P, ver Figura 25, se observa una fuerte difracción de ondas en la dirección X para la 

componente horizontal. En ella se muestran dos máximos en la parte de afuera de ambas caras que 

están en la dirección X. Esto es provocado por los frentes de ondas elípticos que se superponen 

exactamente en estas líneas. Dichos frentes se propagan a través del cañón como ondas progresivas 

hasta que llegan a los bordes del cañón cúbico para generar nuevos frentes de ondas.  En el caso de la 

componente    se tienen las mismas observaciones pero con un ángulo de 90° en sentido antihorario. 

Para la componente vertical se forma un frente de onda cuadrado con máximos en los ejes 

coordenados X y Y, en los que se distinguen las fases P,S y Rayleigh que se propagan hacia afuera y 

adentro del cubo. La difracción de estos frentes en las esquinas del cubo forman frentes de ondas 

esféricos, al superponerse con los frentes planos adquiere forma de una estrella cuyo patrón de 

difracción se complica rápidamente.  
 
En la incidencia de la onda SV sobre el cañón cubico produce frentes de ondas planos para la 

componente horizontal que se difractan en todo el interior del cañón como ondas progresivas en 

ambas direcciones de manera alternada. Esto produce frentes que son cuadrados en el interior del 

cañón que se propagan hacia afuera de él. Los mínimos de desplazamientos están sobre los ejes 

coordenados X y Y. En la componente    se puede observar la formación de frentes de ondas 

esféricos en cada una de las esquinas. Estos frentes se superponen justo en el centro del cañón y se 

difractan hacia afuera y hacia adentro como ondas progresivas. Luego, para la componente vertical se 

forman anillos elípticos fuera de la cavidad que se propagan en las direcciones +X y –X, debido a las 

ondas difractadas y reflejadas por las caras laterales del cañón. En el caso SH se observa el mismo 

comportamiento si se hacen los cambios pertinentes mencionados en las secciones anteriores. 
 
Para la componente horizontal de la incidencia de ondas de Rayleigh se revela que la difracción 

producida por las esquinas genera el frente de ondas elíptico que se menciona en la incidencia P y SV. 

Una gran cantidad de energía se refleja en la cara externa del cañón y otra se difracta hacia el interior. 

Los máximos de amplitud están en dirección de la propagación de la onda. Esto se observa también 

en la componente vertical, donde las amplitudes son mayores que en la componente horizontal.  
 
4.5  Cañón Croissant 
 
El siguiente modelo que se muestra es un cañón con forma irregular descrito en Ortiz-Alemán & 

Sánchez-Sesma (1998). La región está definida por los radios     y    , donde          y 

   (   )    . La condición para dibujar la superficie  (   ) es que    . La función f(x,y) 

está descrita por la ecuación  
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                                                    (   )   (     ) [  
  (   )

  
]                                                   (   ) 

Donde h es la profundidad del valle. Los parámetros geométricos que describen este cañón son los 

siguientes:       ,        y       . Los parámetros mecánicos son los mismos que en los 

modelos anteriores. La paramétros geométricos son representados en la Figura 26. Se analiza la 

incidencia de una onda SV sobre este modelo. El intervalo de frecuencia utilizado en la Figura 27 fue 

de 0.5 Hz hasta llegar a 2.5Hz y el intervalo de tiempo entre cada imagen de 1s para los primeros 5s. 
 

                   
                                   Figura 26. Discretización del valle Croissant 
 
 
 
 
 

  

  

  

  

  
Figura 27.Módulos de desplazamientos de la onda SV vertical sobre el cañón croissant en tiempo 

(derecha) y frecuencia (izquierda). 

 

                  

Frecuencia   Tiempo t 
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Para la incidencia de la onda SV, los desplazamientos horizontales son máximos sobre el eje X. 

Primero se ilumina la parte más profunda del cañón y posteriormente cuando la onda llega a la 

superficie se difractan dos frentes de onda provenientes del semicírculo mayor y menor. El frente de 

onda del primero tiene mayor longitud y amplitud que el segundo. Luego, las esquinas difractan hacia 

afuera y dentro del cañón fases que se pueden identificar fácilmente conforme aumenta el tiempo. En 

el caso de la componente vertical es la misma descripción pero los frentes difractados tienen más 

energía y se desplazan más rápido en la dirección X que los horizontales. Por otra parte los 

desplazamientos    se generan en los bordes al transcurrir el tiempo y se comportan de la misma 

manera que los horizontales. 

 

En la incidencia de ondas P, la difracción que se obtiene en la componente horizontal y    para un  

tiempo grande es semejante, aunque la componente horizontal genera una amplitud mayor en la zona 

de sombra del semicírculo menor en la dirección +X. Para un tiempo pequeño estos frentes son 

simétricos. Los frentes de onda son semicírculos también que se difractan en las direcciones –X y +X. 

Estos últimos con una longitud más estrecha que en los desplazamientos horizontales y con una 

simetría sobre el eje X. Para la componente vertical se difractan ondas P,S y Raleigh en la dirección 

+X debido a la embergadura del semicírculo menor y hacia atrás en la dirección –X por la curvatura 

del semicírculo exterior. La distancia recorrida en ambos frentes difractados en las direcciones X es la 

misma para el tiempo        , lo que implica que la onda P se encuentra en el borde de la rejilla de 

receptores. 

 

Para las ondas Rayleigh difractadas en la componente horizontal y vertical se observa una onda 

circular producida por el semicírculo exterior e interior. Esta última con una velocidad mayor que el 

frente plano Rayleigh en la dirección X, es decir que las esquinas se difractan las fases P y S hacia 

adelante. Como la profundidad del cañón no es muy grande la amplitud del frente que pasa por su 

interior es fuerte en su parte central. Al pasar el tiempo se observan dos frentes de onda en las 

componentes horizontal y vertical, de los cuales el frente interno se encuentra desplazado hasta el 

borde del frente exterior similar a la incidencia SV. 

 

4.6   Sismogramas sintéticos para incidencia SH en modelos canónicos 
 

A continuación, exponemos los sismogramas sintéticos obtenidos para un perfil de receptores 

alineados ubicados sobre el eje X para cada uno de los modelos geométricos expuestos anteriormente. 

La frecuencia normalizada de excitación para cada cañón es de uno. Los parámetros mecánicos y la 

información acerca de la geometría de cada modelo se muestran en la Figura 28.  

 

En el modelo cúbico y trapezoidal, se revela una gran difracción de ondas que se producen por los 

bordes inferiores de cada cañón. Estos se reflejan  sucesivamente en las caras laterales de la cavidad 

propagándose hacia el exterior con mucha energía. También se observan fuertes resonancias para 

cada cañón, que tienen la misma forma que la primera incidencia dentro del cañón. Es decir, se nota 

un trapecio y una onda plana para el tiempo          en el modelo trapezoidal y cúbico, 

respectivamente. 

 

En el caso del cañón triangular se observa una separación de fases cuando la onda SH se difracta 

encada uno de los bordes del cañón. Estas “ondas progresivas” se superponen en el centro del cañón y 

forman un resonancia de la cavidad con la misma forma triangular de incidencia para         .  

 

En el caso del cañón hemisférico se ha realizado su análisis correspondiente a la sección 5.1 de este 

capítulo .En general, conforma aumenta el ángulo de incidencia se incrementa la reflexión de la onda 
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incidente con la superficie externa de las paredes de cada cañón y disminuye en el borde contrario. En 

el caso del cañón cubico la difracción de ondas en ambas caras no disminuye.  

 

 

 
Figura 28. Desplazamientos de la componente    para la incidencia de una onda SH con distintos 

ángulos              sobre varios modelos geométricos. Se muestran las propiedades mecánicas 

de cada modelo y su radio característico. Se utilizó un pulso de Ricker con los parámetros     s y 

    s. 
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4.8  Diagramas f-x para la incidencia P-SV 
 

Se utilizó un arreglo lineal sobre el eje Y en el caso de la incidencia de ondas P y SV sobre los 

modelos de cañones presentados en el apartado anterior. 

 

 

 

 
 Figura 29.Diagramas f-x para las diferentes topografias mostradas. Incidencia P(izquierda) e 

incidencia SV (derecha) para el arreglo de receptores alineados sobre el eje Y. 

 

En la incidencia de la onda SV de la Figura 29, todos los desplazamientos    son nulos. Para los 

modelos axisimétricos (cañón hemisferico y trapezoidal) la componente vertical también es nula. En 

el modelo triangular para el caso de la componente horizontal, se observan ciertas franjas de 

frecuencias con desplazamientos en todos los receptores. Esto se debe a que los receptores están a la 

máxima profundidad dentro del cañón. Por otra parte, en el cañón cúbico se distinguen estas franjas, 

pero con muchos máximos alineados dentro del cañón. Por otra parte en el cañón trapezoidal se 

distinguen máximos de amplitud muy espaciados.  
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Luego, para la incidencia de la onda P el patrón de amplitud es más complejo para el cañón 

triangular. Se observan múltiples máximos en franjas de frecuencias discretas, para la componente 

horizontal y vertical. Sin embargo, para el cañón cúbico las franjas de máximos se distinguen 

claramente en las tres componentes. Esto mismo ocurre en cañón trapezoidal, aunque los máximos de 

amplitud se localizan en el centro del cañón a frecuencias muy bien definidas en la componente 

vertical.  
 
Se identifican máximos de amplitud en el centro de cada modelo geométrico con una periodicidad en 

la frecuencia. En los cañones axisimétricos se anulan todas los componentes de desplazamientos  

(excepto la horizontal) sobre el eje Y.  
 
 
4.9   Espectros de amplitud P-SV en modelos canónicos 
 
 
En la Figura 30 se grafican los módulos de desplazamientos  del receptor que está en el centro de cada 

cañón ante la incidencia de las ondas P y SV, respectivamente. La periodicidad de los máximos 

globales de la amplitud en la Figura 30, revela resonancias de ondas debido a las condiciones 

geométricas de cada modelo topográfico. Siendo la componente vertical de la onda P y la componente 

horizontal de la onda SV las más indicadas para hacer esta comparación. 

 

El segundo máximo y minímo del modelo hemisférico y cúbico coinciden en amplitud y en 

frecuencia. Este mínimo también coincide con el mínimo de todos los modelos y está marcado con la 

flecha vertical negra en la Figura 64. Los máximos siguientes del cañón tienen un desfazamiento a 

mayor frecuencia con respecto al cañón hemisférico. 

 

La amplitud de los desplazamientos es menor para el cañón triangular, pero los intervalos de 

frecuencia en que se presentan son constantes. Se observan 5, 3, 2 y 1 máximos globales para los 

cañones triangular, cúbico, hemisférico y trapezoidal, respectivamente. Al comparar la profundidad 

entre el cañón triangular y el trapezoidal se obtiene un factor de 5, este factor geométrico está 

relacionado con la frecuencia de excitación del cañón y los máximos de desplazamiento obtenidos. 

 

El cañón trapezoidal tiene una profundidad 5 veces menor que el cañón triangular, dicha profundidad 

representa la longitud de onda del cañón    en dirección vertical. Para obtener la difracción del cañón, 

la longitud de onda inciente    tiene que ser aproximadamente del mismo valor que   . Por otra parte, 

la velocidad de la onda P es constante y está relacionada con    por medio de la ec.(4.6). Esto implica 

que, al aumentar la frecuencia la longitud de onda inciente    disminuye y genera la difracción 

proviniente del cañón. Esto mismo ocurre con las profundidades del resto de los cañones, 

produciendo el mínimo marcado por la flecha negra en la Figura 30. 
 
                                                                                                                                                                  (   ) 

 
Las frecuencias de los máximos globales de amplitud para el cañón hemisférico tienen un espectro de 

resonancia periódica definido por la ec.(4.4),notamos que la resonancia geométrica está modulada por 

el factor inverso de  √  que es aproximadamente la distancia que se recorre de una esquina a otra 

sobre la superficie hemisférica. 

                             

En la incidencia SV, es interesante notar que para frecuencias mayores a 2Hz la amplitud del cañón 

trapezoidal tiene un  gran parecido a la envolvente de los máximos de ampliud del cañón cúbico. En 

contraste para frecuencias menores a 2Hz tiene gran similitud con la envolvente del cañón 

hemisférico.   
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Figura 30. Amplitud de los desplazamientos verticales para la incidencia de la onda P y horizontales 

para la incidencia de la onda SV sobre el receptor en el centro para distintos modelos geométricos. 

Los puntos amarillos resaltan la ubicación de los máximos de amplitud en cada modelo. 

 

Cerca de 2Hz se observa un mínimo para los cañones hemisférico, trapezoidal y cúbico. Después de 

esta frecuencia se aprecia una coincidencia en las frecuencias de los maximos del cañón hemisférico y 

cúbico. Aunque el cañón triangular tiene un desfase de ~0.2Hz. 

 

Es claro que la geometría de cada topografía se puede expresar como un factor numérico que modula 

los máximos de amplitud en las resonancias acústicas que se forman dentro de los cañones.En este 

punto detenemos nuestro análisis sobre incidencia de ondas sísmicas en modelos topográficos. 
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Capítulo 5. 

 
Análisis paramétrico de Valles Aluviales   

 
“…El estudio profundo de la naturaleza es la fuente más fértil de descubrimientos matemáticos” 

                                                                                                                                                                             J.B. Fourier. 

 

Este capítulo se estudian modelos canónicos para entender la propagación de ondas de valles 

aluviales en tres dimensiones y diferenciar sus efectos topográficos ante la incidencia de ondas 

sísmicas P,SV,SH y Rayleigh por medio del método IBEM. 
 
En la primera parte de este capítulo se realiza una comparación de los resultados obtenidos con 

resultados de otros métodos numéricos publicados. Posteriormente, con base en la formulación 

matemática desarrollada en el capítulo 3 para valles aluviales, se analizan varios modelos 

geométricos con distintos parámetros mecánicos.  

 

5.1  Valle hemisférico 
 

Incidencia P 
 
El primer modelo que se estudia es un valle aluvial hemisférico (inclusión elástica suave) ante la 

incidencia vertical de ondas P con las siguientes propiedades mecánicas       = 0.3 ,       = 0.6 

con        y         presentado por Sánchez-Sesma et al.,1983,ver Figura 1.Esta 

configuración permite inducir una fuerte amplificación del movimiento sísmico en depósitos 

aluviales suaves.  

 
                                     Figura 1. Discretización del valle hemisférico.  
 
Comparación con resultados publicados 
 
Se realizó una comparación con los resultados publicados para este modelo por medio de tres 

métodos numéricos distintos. El primero se trata de una solución semianalítica en términos de series 

de funciones de Bessel publicados en Sánchez-Sesma et al.,1983. Estos resultados son 

frecuentemente utilizados para verificar diversos métodos numéricos. Por ejemplo el BIEM 

(Boundary Integral Element Method) indirecto por Mossesian & Dravinski, 1990,SEM(Spectral 

Elment Method) de Komatitsch & Tromp,1999 y BEM (Boundary Element Method) por Dangla et 

al.,2005. 
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El segundo caso se trata de una comparación realizada por Delavaud, PhD, 2007 con el Spectral 

Element Method (SEM por sus siglas en inglés). Por último, la solución obtenida por Chaillat, et 

al.,2009, con el Fast Multipole Method (FMM por sus siglas en inglés). 

 

En la Figura 2 se puede apreciar una diferencia en la amplitud de la componente vertical hacia el 

centro del valle, entre los métodos SEM, FMM y el presente método IBEM. Esto se debe al 

truncamiento del semiespacio discretizado. El RMS del error obtenida por la solución semianalítica 

y el FMM disminuye al discretizar un radio mayor del semiespacio, como se muestra en Chaillat, 

PhD, 2008. Los efectos de borde han sido removidos con própositos de comparación. 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2. Módulo de desplazamiento para la incidencia vertical de una onda P sobre un valle 

aluvial hemisférico para las frecuencias normalizadas            . Se muestra la comparación 

entre el IBEM y diferentes métodos numéricos. 

 

Para       se observa un punto de inflexión en el desplazamiento vertical, que se localiza en r/a = 

0.5 y que corresponde al desplazamiento máximo horizontal. En el caso contrario, observamos un 

punto de inflexión en el desplazamiento horizontal a una distancia r/a =1.0 que corresponde al 

mínimo de los desplazamientos verticales. La amplitud del desplazamiento vertical en el centro del 

valle (5.647) es máxima mientras que los desplazamientos horizontales son nulos. Análogamente, al 

caso anterior para       observamos una amplitud máxima de desplazamientos horizontales y 

mínima de verticales para una distancia de r/a=0.3 y el caso contrario cuando r/a=0.6. 

 

Resultados para más alta frecuencia 

 

En la Figura 3 se muestran los resultados obtenidos para más alta frecuencia    .0 y      .  

Los efectos de borde han sido removidos para su comparación con resultados publicados. 

Observamos que todos los desplazamientos |Ux| inician en cero y que |Uy| es siempre nulo sin 

importar la frecuencia que se esté analizando, esto se debe a que los ejes coordenados X,Y son 

líneas nodales.  

 

También notamos que el número de puntos críticos locales se incrementa de manera impar en |Ux| y 

se duplica para |Uz| cuando la frecuencia aumenta al doble. El número de máximos en la 

componente vertical y horizontal es el mismo y se incrementan de manera proporcional a la 

frecuencia. 
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Figura 3. Módulo de desplazamiento para la incidencia vertical de una onda P en un valle aluvial 

hemisférico para las frecuencias normalizadas            . Se muestra la comparación entre el 

IBEM y el FMM. 

 

Eficiencia computacional 

 

Se comparó el tiempo de cómputo entre el IBEM optimizado para el valle hemisférico en las 

frecuencias normalizadas                     y el FMM presentado por Chaillat(2008). Se 

consideran tres grados de libertad por punto de colocación para el presente método (IBEM) y un 

nodo con igual número de grados de libertad para el método de comparación (FMM). 
 
Para los resultados en baja frecuencia           el IBEM utilizó 4 puntos por longitud de onda en 

el semiespacio    y 12 puntos por longitud de onda en la inclusión elástica   . El número total de 

puntos de colocación del semiespacio y el valle aluvial fueron    1421 con un tiempo de cómputo 

de     s,en un procesador de 3GHz y 8GB de memoria RAM. En contraste, para el FMM se 

necesitaron           nodos requiriendo 39 iteraciones con un tiempo de 8s por iteración, es 

decir un tiempo final de     312s.  
 
 
 
    

              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          Tabla 1. Tiempo de cómputo del IBEM para distintas frecuencias normalizadas.   

                              Comparación con el tiempo publicado para el FMM    
 

Análogamente para los resultados en más alta frecuencia             se necesitaron         

puntos de colocación y un tiempo de cómputo de        . Por otra parte, el número de nodos 
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IBEM 

FMM 

utilizados por el FMM fueron     190, 299 con 627 iteraciones cada una con una duración de 79s, 

es decir, un tiempo final de          s. Estos datos se resumen en la Tabla 1. 

 

Entre las ventajas computacionales más importantes del IBEM destaca la solución de todas las 

incidencias de ondas sismicas P,SV,SH y Rayleigh en una sola ejecución. La resolución del sistema 

de ecuaciones de manera más rápida y eficiente por medio de condensación estática y complemento 

de Schur (ver Capítulo 4) y la fácil incorporación de más regiones y fronteras.  

 

Por otra parte, cuando se obtiene la solución del sistema de ecuaciones se puede obtener la solución 

para miles de receptores que están en la frontera. Pero también se puede calcular la solución en 

receptores dentro del dominio correspondiente al semiespacio y la inclusión elástica 

simultanéamente en secciones transversales de la misma forma que en la frontera.  

 

Resultados en el dominio de la frecuencia 

 

En la Figura 4 se muestra la comparación de los resultados calculados por el método IBEM y los 

publicados por Chaillat, PhD(2008), para la incidencia vertical de la onda P en un arreglo de 12,786 

receptores en un dominio circular de radio 5a. Existen algunas diferencias entre las imágenes, la 

primera es la escala de colores (no es exactamente la misma) y la segunda es que el número de 

receptores utilizado por el IBEM posiblemente es inferior al empleado por el FMM (no se reporta 

un número exacto de receptores)  lo que implica no obtener una imagen de alta calidad. 

  

En la inciencia vertical de la onda P,se observa una importante amplificación dentro del valle para 

los desplazamientos que forman semicírculos concéntricos alineados sobre el eje +X para la 

componente horizontal. Los desplazamientos en la componente    contienen la misma información 

pero con una rotación antihoraria de 90°. En cambio, los desplazamientos verticales se difractan 

como anillos concéntricos al valle hemisférico de forma simetrica con respecto al eje vertical.En 

cuanto se comienza a incrementar el ángulo de incidencia, se crea una zona de sombra muy bien 

definida en la incidencia a 30°. La difracción hacia atrás generada por la reflexión de las ondas 

sobre la inclusión elástica contiene más energía que las ondas que se difractan hacia adelante en la 

dirección +X. Los máximos de amplitud se encuentran en el centro del valle para las componentes 

vertical y horizontal. Por otro lado para la componente horizontal se aprecia una línea de simetría 

sobre el eje X. También se identifican zonas de amplificación discreta cerca de los bordes del valle. 

Para la incidencia a 60° se forma un maximo de amplitud en la esquina opuesta a la incidencia de 

ondas. 

 

 

 

 

 

 

 

              

  

|  | |  | |  | 
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IBEM 

FMM 

IBEM 

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 
 
Figura 4. Difracción de una onda P con incidencia              (arriba, centro, abajo, 

respectivamente) sobre el valle aluvial hemisférico. Se encuentran los resultados obtenidos con el 

IBEM y en la parte inferior los resultados con el FMM, para una frecuencia normalizada de     

para cada componente del desplazamiento en superficie;   (izquierda),   (centro) y   (derecha). 

En el caso de incidencia   60° no existe resultado de comparación. 

 

Los desplazamientos en tiempo y frecuencia para la incidencia vertical de una onda P sobre el valle 

hemisférico son mostrados en la Figura 5. Se utilizó un arreglo cuadrado de         receptores 

con longitud 10a en intervalos de frecuencia de 0.2 Hz hasta llegar a 1Hz y un intervalo de tiempo 

entre cada imagen de 1s para los primeros 6s. 

 

 

  

  

  

      

      

      

Uy Uz Ux Uy Uz Ux 

Frecuencia   Tiempo t 

o o 

( 
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Figura 5. Componentes de desplazamiento para la incidencia vertical de ondas SV sobre el valle 

hemisférico en frecuencia (izquierda)  y tiempo (derecha). Se utilizó un pulso de Ricker con      

y      .  
 
En la Figura 5 se observa el mismo comportamiento que en la topografía hemisférica, aunque 

dentro del valle se produce la mayor cantidad de difracción y amplitud de desplazamientos en 

comparación con el semiespacio. El frente de onda P produce difracción que se separa en las fases 

P,S y Rayleigh que se pueden apreciar mejor conforme aumenta el tiempo. La velocidad de la onda 

P coincide con la distancia recorrida para la última ventana de tiempo. 

 

Diagramas f-x 

 

En la Figura 6 se muestra el módulo de desplazamientos para la incidencia vertical de una onda P en 

función de la  frecuencia y la posición normalizada de un perfil de receptores alineados sobre el eje 

X y el eje Y, respectivamente. 

 

Como se puede apreciar en la componente horizontal del eje X, la mayor cantidad de energía está 

contenida en el interior del valle a diferencia de la componente vertical que permite salir energía 

hacia el semiespacio. Al igual que ocurre en el caso de la topografía, se observa una estructura más 

o menos periódica en el receptor en el centro del valle.  
                    

  
Figura 6. Diagramas f-x para dos líneas de receptores sobre las direcciones X y Y.Las flechas 

negras indican la amplitud máxima de desplazamiento en la estación sobre el origen. 
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Los diagramas f-x de la componente vertical en el eje X y Y son idénticos, esto se debe a que la 

difracción generada por el valle es simétrica. Por otra parte, observamos las líneas nodales que se 

forman en la componente    y    enel eje X y Y,respectivamente, esto coincide con las imágenes 

que se muestran en la Figura 5. 

 

Fórmula empírica 

 

La fórmula que describe todos los máximos indicados con las flechas negras dentro de la Figura 6, 

es una combinación de la diferencia de fase entre la velocidad de la onda P que se propaga en el 

semiespacio    y en la inclusión elástica   . 

                                                           
 

√ 
(
     

  
)

 

 √ 
                                                            

 
Aunque los términos constantes en el denominador de la ec.(5.1) se pueden reducir fácilmente a un 

valor conste de 12, se muestra explicítamente los términos que provienen de aspectos geométricos, 

ver ec.(5.3).  

                             Tabla 2. Comparación entre las frecuencias numéricas encontradas para 

                                                     la incidencia vertical de una onda P y su valor teórico ec.(5.1). 

Valor Numérico 

      
Valor Teórico 

              
Error absoluto 

 |    | 
    0.4331     0.4556     0.0224 

    0.9605     0.9111     0.0493 

    1.3597     1.3667     0.0070 

    1.8945     1.8222     0.0723 

    2.2712     2.2778     0.0066 

    2.7382     2.7333     0.0049 

    3.2806     3.1889     0.0917 

    3.8832     3.6444     0.2388 

    3.9812     4.1000     0.1188 

 

La Tabla 2 muestra los valores calculados teoricamente para las frecuencias de resonancias para el 

valle hemisférico. La ec.(5.1) tiene un error relativo de 3.85% entre los datos numéricos y los 

calculados de manera teórica siendo una buena aproximación a los valores de resonancia, esto se 

puede ver en la Figura 7, donde se muestran los desplazamintos para el receptor que se encuentra en 

el origen de coordenadas. 

                  
Figura 7. Módulo de desplazamientos para la incidencia vertical de una onda P sobre el valle 

hemisférico en la estación ubicada en el origen de coordenadas. 
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Es claro ver que la longitud de onda del valle es      para una frecuencia normalizada igual a 

uno, donde a es la distancia de normalización del modelo. La frecuencia de la onda P que proviene 

del semiespacio con una velocidad    está definida por la ec.(4.6), tal que  

                                                                              
  

  
                                                                                        

Donde la longitud de onda P, está relacionada con la frecuencia adimensional del valle por  

                                                                              
  

  
                                                                                       

Un modelo de velocidades y densidades no adimensionales para el modelo de la Figura 1, propuesto 

por Devalaud, PhD(2007), tiene los valores mostrados en la Tabla 3.  
 
                         Tabla 3. Valores numéricos para el modelo de la Figura 1, tomados de  

                                             Devalaud PhD,(2007). 
  

                                                                                                                                      
 

    
 

 
          

 

 
           

 

 
           

 

 
            

  

             
  

                                       
 
 

La frecuencia normalizada  determina una frecuencia central de excitación del valle             

que se utiliza como parámetro en el pulso de Ricker definido en la ecs.(4.1-4.2). En síntesis,el 

análisis adimensional nos permite calcular de manera unívoca los desplazamientos para distintos 

modelos mecánicos y establecer el rango de validez del método IBEM. 
 

Sismogramas sintéticos 
 
 
En la Figura 8 se muestra la línea de receptores sobre el eje X, para la incidencia vertical los 

desplazamientos en la componente vertical registran una fuerte difracción producida por los bordes 

que viajan en el interior del valle y se transmiten a la esquina contraria.  
 

            
Figura 8.Sismogramas sintéticos para la incidencia vertical de una onda P sobre el valle 

hemisférico en un arreglo de receptores sobre el eje X. 
 
 
Se pueden apreciar las fases P , S y Rayleigh que se producen en los bordes del valle hacia su 

interior. Conforme aumenta el ángulo de incidencia se pueden distinguir las ondas difractadas por 

las esquinas de manera más visible, al igual que las reflexiones internas dentro del valle.  
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La mayor cantidad de movimiento se registra dentro del cañón, (inclusión suave sobre sulo rígido) 

en especial para la componente vertical en incidencia a 0°. Cuando aumenta el ángulo de incidencia 

la amplitud de las ondas difractadas por la superficie incidente es menor que por las ondas 

difractadas por la contra esquina. 

 

Incidencia SV  
 
El segundo modelo de comparación es un valle aluvial hemiesférico ante la incidencia vertical y 

oblicua       de una onda plana SV. Los párametros mecánicos son       = 1/6 ,       = 2/3 

con           presentados por Mossesian & Dravinski,1990. En ese trabajo se utilizó una 

formulación inelástica débil con un factor de calidad igual a 100 para la onda P y SV. En este 

trabajo no se utiliza una formulación inelástica sino puramente elástica.  
 
Comparación de resultados en frecuencia 
 
En la Figura 9 se muestran los desplazamientos para la incidencia de una onda SV vertical y oblicua 

sobre el valle aluvial hemisférico, respectivamente. Se puede apreciar una gran exactitud con los 

resultados publicados por Mossesian & Dravinski (1990) utilizando  el Método Integral a la 

Frontera (BIE por sus siglas en inglés) y con los obtenidos por Chaillat (2008) con el FMM. En este 

último, se muestra un comportamiento puramente elástico que no difiere mucho de la formulación 

inelástica debido a la frecuencia de comparación. La atenuación inelástica no ha sido considerada 

en nuestro modelo. 

 

 

 

 

 

      

 

 

 

 

 

          

 

 

 

       

 

             

Figura 9. Módulo de desplazamientos para la incidencia vertical (izquierda) y oblicua       
(derecha) de una onda SV sobre el modelo de la Figura 1. Se muestra la comparación entre los 

resultados de el BIE, el FMM y el IBEM para una frecuencia adimensional      . 

 

En la Figura 9 los resultados obtenidos que se muestran por la comparación entre los diferentes 

métodos numéricos FMM, BIE e IBEM son excelentes. Para continuar con nuestro análisis, 

retomamos el modelo mostrado en la Figura 1 a partir de este momento.  
 
Resultados en el dominio de la frecuencia 

 

La Figura 10 muestra la incidencia de  ondas SV en los ángulos               .Las diferencias 

que se pueden apreciar entre los resultados calculados por el IBEM y el FMM son la escala de 

colores y el número de receptores para el dominio circular. 
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IBEM 

IBEM 

FMM 

FMM 

En la incidencia de la onda SV sobre el valle hemisférico, se observan dos puntos de máxima  

amplitud dentro del valle. Estos máximos forman frentes elípticos con eje de simetría sobre el eje Y. 

Al incrementar el ángulo de incidencia se forma un lóbulo de máximas amplitudes localizado en la 

región de la sombra de la incidencia. En la dirección opuesta las amplitudes cada vez están más 

cerca y forman un patrón de difracción de semicírculos alrededor del valle.  

 

Para la componente    se tienen dos lóbulos alineados en el eje Y. Al aumentar la frecuencia, estos 

se acercan a los bordes del valle y se empiezan a separar formando anillos concéntricos 

posicionados a 45° de los ejes coordenados en la parte exterior del valle. Dentro del valle se siguen 

apreciando estos lóbulos en alta frecuencia, pero de menor tamaño, ver Figura 10.  

 

En la componente vertical, cuando la onda incide verticalmente se forman anillos semicirculares 

alineados en el eje  de incidencia X. Conforme aumenta el ángulo de incidencia estos anillos se 

acercan a los bordes del valle, esto forma patrones de difracción constructiva y destructiva en la 

región iluminada por la incidencia. La región de la sombra presenta un lóbulo de menor amplitud 

que los desplazamientos en el borde del valle, en el cual tiene una amplitud máxima en toda la 

componente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

     

      

|  | |  | |  | 
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IBEM 

 
 

 

 

 

 

 

 

                Figura 10. Lo mismo que en la Figura 4 pero incidencia SV. 

 

Diagramas f-x 

 

En la Figura 11 se muestra el módulo de desplazamientos para la incidencia vertical de una onda 

SV en función de la  frecuencia y la posición normalizada de un perfil de receptores alineados sobre 

el eje Y y el eje X, respectivamente. 

                  
Figura 11. Diagramas f-x para la línea de receptores ubicadas sobre el eje Y y X. Las flechas 

negras indican la amplitud máxima de desplazamiento en el punto central del valle. 

 

Los diagramas f-x de la componente horizontal en la Figura 11 se muestra una gran cantidad de 

energía dentro del valle aluvial. Sólo se registra desplazamiento en la componente vertical sobre el 

eje Y. También, se puede observar la periodicidad de aparición de los máximos de amplitud más 

claramente en la componente horizontal del eje Y. 

 

La fórmula ec.(5.4) describe todos los máximos indicados con las flechas negras dentro de la Figura 

11, es una combinación de la diferencia de fase entre la velocidad de la onda S que se propaga en el 

semiespacio    y en la inclusión elástica   . 
 

                                                           
 

 
(
     

  
)

 

 √ 
                                                               

Los resultados númericos para los máximos de los desplazamientos encontrados en la componente 

horizontal de la Figura 11 se muestran en la Tabla 4. El cálulo del error porcentual entre los 

resultados numéricos y teóricos calculados con la ec.(5.4) y los valores de la Tabla 4 es de 4.57%.  
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Esto muestra que se encontró una buena aproximación de resonancia para el valle aluvial 

hemisférico como se puede apreciar en a Figura 12, que muestra la amplitud de los desplazamientos 

para la estación que se encuentra en el oridgen de coordenadas. 
 
                             Tabla 4. Comparación entre las frecuencias numéricas encontradas para 

                                                     la incidencia vertical de una onda SV y su valor teórico ec.(5.4). 

Valor Numérico 

      
Valor Teórico 

              
Error absoluto 

 |    | 
0.3955 0.3418 0.0537 

0.7495 0.6835 0.0660 

1.0810 1.0253 0.0557 

1.4049 1.3671 0.0378 

1.7815 1.7088 0.0727 

2.1657 2.0506 0.1151 

2.5800 2.3924 0.1877 

2.8136 2.7341 0.0794 

3.1525 3.0759 0.0766 

3.5744 3.4177 0.1567 

3.9058 3.7595 0.1464 

 

                                    
Figura 12. Módulo de desplazamiento para la incidencia vertical de una onda SV sobre el valle  

hemisférico en la estación ubicada en el origen de coordenadas. 
 
La importancia de la ec.(5.4) radica en que la localización donde se encuentra la estación, coincide 

con el lugar donde se registran los máximos desplazamientos que generan la difracción de ondas 

dentro del valle.  

 

Sismogramas sintéticos 

 

En la Figura 13 se muestran los sismogramas sintéticos de un arreglo de receptores equiespaciados 

sobre el eje X y Y, para la incidencia de ondas SV a 0°, 30° y 60°. Se puede apreciar el retraso en 

los desplazamientos en el interior del valle con respecto al tiempo de arribo en el semiespacio plano 

para la componente horizontal de la incidencia vertical.  

 

Las ondas difractadas por los bordes tienen velocidad de ondas de Rayleigh que se propagan hacia 

afuera y adentro del valle. Cuando la incidencia es vertical la amplitud de estas ondas es simétrica. 

En cambio, cuando aumenta el ángulo de incidencia la amplitud de las ondas reflejadas por el valle 

aluvial son menores en comparación con las ondas refractadas por la esquina contraria. Esto se ve 

claramente en la componente vertical con ángulo de 60°, donde la amplitud de las ondas de 

Rayleigh tienen una importante cantidad de energía que se transmite al semiespacio. 
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Por otra parte, las fases P,S y Rayleigh refractadas por las esquinas del valle hacia el interior del 

valle tienen varias reflexiones internas antes de desvanecerse. Cuando el ángulo se incrementa se 

distingue mejor la propagación de estas fases, las cuales tienen una amplitud máxima en el caso del 

ángulo crítico. La componente    es nula para cualquier ángulo de incidencia, pues el eje X 

representa una línea nodal para estos desplazaientos. 
 

 
Figura 13. Sismogramas para el perfil de receptores alineados en el eje X del valle hemisférico, 

ante la incidencia de una onda SV con un ángulo de incidencia de 0°,30° y 60°. 
 
En el caso de la incidencia de la onda SV para el perfil de receptores alineados en el eje Y, los 

desplazamientos    y    son nulos para la incidencia vertical, ver Figura 14. Sin embargo, los 

desplazamientos    no son nulos cuando se imcrementa el ángulo de incidencia. Se puede apreciar 

una serie de reflexiones internas dentro del valle para la componente   . 
 
Para la componente horizontal, el tiempo que tarda en llegar el frente de onda que se refleja desde el 

fondo del valle aluvial hasta la superficie es de       .Se repite el mismo comportamiento y 

disminuye la amplitud de los deplazamientos en esta componente, al incrementar el ángulo de 

incidencia.Por otra parte para los desplzamientos verticales, se tienen desplazamientos similares a 

los de la componente horizontal. En este caso, la amplitud es cero con incidencia vertical, 

posteriormente aumenta hasta el angulo crítico y luego disminuye. 
 

               
Figura 14. Sismogramas sintéticos para el perfil de receptores alineados en el eje Y del valle 

hemisférico, ante la incidencia de una onda SV con un ángulo de incidencia de 0°,30° y 60°. 
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Resultados en el dominio del tiempo 
 
En la Figura 15 se muestra la incidencia vertical de ondas SV sobre el valle hemisférico, mostramos 

la propagación de ondas en el dominio del tiempo, para una rejilla cuadrada de receptores     
    receptores que cubren una región de        .La deconvolución se realizó con un pulso de 

Ricker con un tiempo inicial        y      . El intervalo de tiempo entre cada imagen es 1s para 

los primeros 6s a partir de 2s.  

 

 

  

  

  

 

 
Figura 15. Desplazamientos para la incidencia vertical de ondas SV sobre el valle hemisférico. Se 

muestra la sección transversal correspondiente al plano XZ.  

 

En la componente vertical de la Figura 15 se puede apreciar las ondas P,S y Rayleigh que se 

difractan hacia afuera del valle aluvial. En la sección transversal se ven más fácilmente estas fases. 

Tamién se observa el arribo de la onda P a los bordes de la rejilla de receptores en un tiempo de 

      . La amplitud de los desplazamientos en más amplia en la dirección –X.  

 

Para la componente horizontal se encuentran máximos de amplitud distribuidos en el centro y en los 

bordes del valle en las direcciones +Y y –Y, que difractan ondas en esta dirección. Al incrementarse 

el tiempo se alterna en la dirección X, estos son  los frentes reflejados por la base del valle aluvial 

como se ve claramente en el tiempo        para la sección transversal en esta componente.  

 

En el caso de la componente    se tiene una línea nodal sobre el eje X en superficie y un plano 

nodal en la sección transerversal  XY. Los desplazamientos se comportan como un frente esférico al 

transcurrir el tiempo, con máximos de amplitud a 45° respecto a cada eje coordenado. 

 

               



[62] 
 

Incidencia SH 

 

Resultados en el dominio de la frecuencia 

 

En la Figura 24, se muestra la distribución del módulo de la amplitud de los desplazamientos ante la 

incidencia vertical de la onda SH sobre el valle hemisférico. Se colocó un arreglo cuadrado de 

        receptores con longitud 10a sobre la superficie. Los intervalos de frecuencias son de 

0.2Hz hasta llegar a 1Hz. 

 

 

 

 

 

 
                              Figura 16. Los mismo que en Figura 5 pero incidencia SH. 
 
Se observan dos lineas nodales sobre los ejes coordenados en la componente horizontal de la Figura 

16. Con máximos de amplitud distribuidos en cuatro lóbulos a 45° con respecto a los ejes 

coordenados por fuera del valle y que se desplazan hacia su interior. Mientra, en la compoenente 

vertical se muestran dos lóbulos de desplazamientos máximo dentro del valle y con forma de 

semianillos que están alineados en el eje Y en la parte exterior del valle. Para la componente    se 

observan un patrón de difracción de las amplitudes máximas sobre el eje Y creado a partir de la 

alternancia con el eje X. Los desplazamientos forman anillos elípticos con una amplitud más 

pronunciada sobre el eje Y. Los máximos permanecen dentro del valle y permiten que la energía se 

propague hacia el semiespacio.  
 
Diagramas f-x 
 
En la Figura 17, se muestran los diagramas de desplazamiento en función de la frecuencia y la 

distancia respecto al origen de coordenadas para la incidencia de ondas SH verticales sobre el valle 

hemisférico.  

 

 

 

Ux Uy Uz 
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Figura 17. Diagrama f-x para el perfil sobre el ejeX y Y,ante la incidencia de una onda SH vertical. 

 

Las frecuencias en que aparecen los máximas amplitudes (flechas negras, Figura 17) sobre el 

receptor que está sobre el origen de coordenadas es la ec.(5.4) salvo que se añade una constante 

para ajustar mejor los resultados teóricos esta constante es el promedio de las desviaciones 

absolutas máximas (~0.1) para reducir el error porcentual hasta el 2.79%.  

 

Sismogramas sintéticos 

 

En la Figura 18,se muestran los desplazamientos de la componente   , no hay movimiento en las 

otras componentes para el perfil sobre el eje X, es decir son líneas nodales. Se puede observar las 

múltiples reflexiones desde la parte inferior del valle hasta la superficie debido a la onda SH 

atrapada en el valle aluvial, esto cumple con la definición de ondas de Love.  
 

 
Figura 18. Sismogramas para el perfil de receptores alineados en el eje X del valle hemisférico, 

ante la incidencia de una onda SH con un ángulo de incidencia de 0°,30° y 60°. 

 

En el caso de las ondas de Love la amplitud no decrece cuando se aumenta el ángulo de incidencia 

como se ve en el caso a 60°, también las reflexiones internas aumentan la duración del movimiento 

dentro del valle. Los modos de Love pueden ser identificados como formas repetitivas que se 

forman dentro del valle y se presentan en ciertos intervalos de tiempo de          . 

 

Se distingue tambien una gran difracción de ondas con amplificaciones importantes en el tiempo en 

que comienza el primer modo de Love, en particular en las esquinas. 
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Resultados en el dominio del tiempo 

 

En la Figura 19 se muestra la incidencia vertical de ondas SH sobre el valle hemisférico. Se muestra 

la propagación de ondas en el dominio del tiempo, para una rejilla cuadrada de receptores     
    receptores que cubren una región de    . La deconvolución se realizó con un pulso de Ricker 

con un tiempo inicial        y      . El intervalo de tiempo entre cada imagen es 1s para los 

primeros 7s a partir de 2s. 

 

 

      

      

     

     

     

     
Figura 19. Desplazamientos para la incidencia vertical de ondas SH sobre el valle aluvial 

hemisférico. Se muestra la sección transversal correspondiente al plano XZ.  

 

En la Figura 19 se puede ver claramente en la sección transversal que mucha energía de la onda SH 

incidente, se queda atrapada dentro del valle aluvial. Estos frentes de onda se transmiten através del 

valle con una velocidad menor que las ondas que se propagan por la interfaz del semiespacio. Lo 

anterior crea frentes de onda difractados por las esquinas que se alejan del valle aluvial al mismo 

tiempo en superficie, pero con un desfazamiento en la dirección +Z. La mayor cantidad de energía 
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se concentra en el punto más profundo del valle. Por otro lado, los desplazamientos en la 

componente vertical son difractados por los dos máximos de amplitud orientados en la dirección +Y 

y-Y. al mismo tiempo los cuatro máximos que se crean por afuera del valle en la componeten 

horizontal difractan el mismo frente de onda. En ambas componentes, conforme avanza el tiempo se 

difractan ondas debido a los bordes del valle aluvial. Esto se registra en los sismogamas de la 

Figura18. 

 

Ondas de Rayleigh 

 

Los diagramas f-x para la incidencia de la onda de Rayleigh sobre un perfil de receptores alineados 

en el eje X y Y se muestran en la Figura 20. 
 

 
Figura 20.Diagrama f-x para la incidencia de Rayleigh sobre el perfil de receptores en el eje X y Y. 

 

En el diagrama f-x de la Figura 20, la componente vertical y horizontal muestran que mucha de la 

energía de la onda incidente se queda atarapada dentro del valle aluvial y en menor cantidad se 

refleja en sentido contrario a la dirección de la incidencia. Se puede ver claramente que esta onda se 

propaga hacia la esquina contraria como el modo de Rayleigh fundamental y varios subarmónicos 

en la componente vertical y horizontal. No hay desplazamientos en la componente    sobre el 

arreglo de receptores en el eje X. 

 

Por otro lado, en los receptores sobre el eje Y se distingue un patrón de difracción más claro y 

periódico dentro del valle aluvial. Los máximos de desplazamientos a baja frecuencia se encuentran 

en el centro del valle para la componente horizontal y vertical. Con el aumento de frecuencia estos 

máximos centrales se dividen y se acercan a los bordes del valle.  

 

Sismogramas sintéticos 

 

En la Figura 21, se muestran los sismogramas registrados en un perfil de receptores equiespaciados 

en la dirección X y Y. En el perfil alineado sobre el eje X, la onda de Rayleigh reflejada se puede 

apreciar muy bien en la componente vertical.La amplitud de la onda que se propaga dentro del valle 

aluvial crece conforme se acerca a la contraesquina. En este punto,se refleja hacia adentro del valle 

energía pero la mayoría se transmite al semiespacio. Al llegar a la contraesquina se aprecia la onda 

de Rayleigh transmitida y un subármonico que la acompaña. 
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          Figura 21. Sismogramas de la onda Rayleigh que incide con un ángulo azimutal     . 
 

Para los receptores que se encuentran el eje Y registran un movimiento periodico muy bien 

definido. Este movimiento, es característico de los modos que se identificaron en la gráfica 20. 

Observe que hay una amplitud notable de desplazamientos en los bordes del valle, estos permiten la 

reflexión hacia adentro del valle y su exterior. 

 

Resultados en el dominio del tiempo 

 

En la Figura 22,se muestra la incidencia de ondas de Rayleigh sobre el valle hemisférico. Se 

muestra la propagación de ondas en el dominio del tiempo, para una rejilla cuadrada de receptores 

        receptores que cubren una región de        . La deconvolución se realizó con un 

pulso de Ricker con un tiempo inicial        y      . El intervalo de tiempo entre cada imagen 

es 1s para los primeros 7s a partir de 2s. 
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Figura 22.Desplazamientos para la incidencia de ondas de Rayleigh sobre el valle aluvial 

hemisférico. Se muestra la sección transversal correspondiente al plano XZ. 

            

En la Figura 22 se muestra la propagación deun frente de onda reflejado en la componene vertical y 

horizontal, debido a la presencia del valle. Los desplazamintos de la componente vertical son más 

grandes en comparación con la componente horizontal que se desvanece más rápido.Los 

desplazamientos   se propagan sobre el contorno del valle, parte de estas ondas que son difactadas 

hacia el interior del valle son amplificadas por la impedancia mécanica entre ambos medios. Esto 

provoca que los desplazamientos dentro del valle tengan menor velocidad y mayor amplitud, como 

se puede ver en la componente vertical en       . En la sección transversal, al igual que en la 

topografía observamos ondas que se propagan hacia el interior del semiespacio, pero esta vez las 

ondas que se quedan atrapadas en el valles producen una difracción hacia atrás de menor amplitud 

pero de la misma forma geométrica, esto se puede apreciar en las componentes horizontal y vertical 

para       . 

 

5.2    Valle Trapezoidal 
 

El modelo siguiente es un valle aluvial trapezoidal (estrato suave sobre base rígida) con las 

siguientes propiedades mecánicas          ,             ,               y     
           con        y       ,en el valle aluvial y el semiespacio,respectivamente. Este 

modelo es presentado por Kawase & Aki,(1989) y permite estudiar los efectos producidos por las 

esquinas, así como la propagación de ondas superficiales de Love generadas por las esquinas, Bard 

& Bouchon,(1980a), ver Figura 23. 
                               

          
                                    Figura 23. Discretización del valle trapezoidal.  
 
Este modelo fue empleado para estudiar y explicar los registros con larga duración en las estaciones 

pertenecientes a la red del servicio sismológico nacional (SSN); tacubaya (TCBY), central de 

abastos (CDAO) y secretaría de comunicaciones y transportes (SCT),durante el terremoto de 
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Michoacán,México(1985). Los resultados de este modelo han sido utilizados para validar otros 

métodos numéricos en dos dimensiones, Rodriguez-Zuñiga et al.,(1995),Avila et. al., (2002), Gil-

Zepeda et. al.,(2003).  

 

Resultados en el tiempo y frecuencia 

 

En la componente horizontal de la Figura 24, se forman frentes de onda circulares que se propagan 

hacia el semiespacio. La difracción generada en el interior del valle se concentra en la parte central 

del valle. Las paredes laterales permiten la transmisión de las ondas del borde inferior al superior y 

viceversa cuando se reflejan ondas en el interior del valle.  
 
 

 

  

  

  

  

  
Figura 24. Desplazamientos para la incidencia vertical de ondas SH sobre el valle trapezoidal en 

frecuencia (izquierda)  y tiempo (derecha).  

 

En la componente   , los máximos del desplazamiento se acercan en el centro del valle y regresan a 

las esquinas superiores para propagase como frentes elípticos alineados sobre el eje X, con una 

amplitud máxima sobre el eje X. Las reflexiones interiores dentro del valle se concentran en los 

bordes sobre el Y, al igual que en la componente vertical. Esto nos indica que este tipo de ondas son 

ondas de Love. En la componente vertical los frentes de ondas son semicírculos que se propagan en 

las direcciones +Y y –Y. Los desplazamientos se concentran en la base del valle.  

 

Esta última observación coincide con lo reportado por Kawase & Aki (1989). Es decir, la difracción 

producida por los bordes del valle cuando incide una onda SH vertical genera ondas de Love que se 

propagan hacia el interior del valle. Mientras que la incidencia vertical de ondas SV sobre el valle 

produce modos de Rayleigh para el valle trapezoidal. Por las características geométricas del valle se 

pueden observar el modo fundamental de Love y varios armónicos superiores, ver Figura 25. 

Uy Uz Ux Uy Uz Ux 

Frecuencia   Tiempo t 
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Comparación con datos publicados 

 

El método de elemento de frontera de número de onda discreto (DWBEM, por sus siglas en inglés), 

es un método de frontera que combina el método de elementos en la frontera (BEM) con el número 

de onda discreto de la función de Green. En la Figura 25 se muestra la comparación entre los 

resultados obtenidos por el método IBEM en tres dimensiones y los resultados publicados por 

Kawase & Aki,(1989) con el DWBEM en dos dimensiones. Se puede ver la gran similitud entre 

ambos resultados y una difracción más intensa con el método IBEM, donde se observan 

amplificaciones más intensas entre cada modo de Love (que identificamos como una X que 

atraviesa todo el valle).  

              
Figura 25. En la parte superior se muestran los resultados obtenidos con el metodo IBEM y en la 

inferior los resultados de Kawase & Aki (1989). Se utilizó un pulso de Ricker con un       (0.25 

Hz) para los sismogramas de la primera columna y un       (0.5 Hz) para los de la segunda. 
 
Según la fórmula para el cálculo de la frecuencia de resonancia    de un estrato,        . Se 

obtiene el valor            al introducir los datos del modelo. Como se menciona en Kawase & 

Aki,(1989), la respuesta en ambos casos es muy parecida, pero a 0.5Hz la amplitud de onda de Love 

es más grande. Para frecuencias superiores a 0.5Hz, la máxima amplitud de la onda de Love en el 

modo fundamental decrece debido a la aparición del primer modo alto. Esto se puede apreciar en la 

curva de dispersión de nuestro modelo en la Figura 26.   

                      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Figura 26.Curvas de dispersión para los primeros modos de Love del modelo de la Figura 23. 
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Análisis del ángulo de esquina inferior 

 

En los últimos años el estudio de la amplificación de las ondas producidas por las esquinas se ha 

intensificado debido a que permite encontrar los aspectos más importantes de la microzonificación 

sísmica en dos dimensiones, Kumar & Narayan,(2008). Es decir, permite predecir la frecuencia 

fundamental    de amplificaciones para algunos suelos estratificados Dobry et al.,(1976), el factor 

de agravación Chavez-García & Faccioli,(2000) y la variabilidad espacial del movimiento lateral 

producido por la incidencia de ondas SH en las esquinas inferiores del valle que inducen la 

generación de ondas superficiales de Love, Narayan,(2012). 

 

                  
                              Figura 27. Variación del ángulo de la base del valle trapezoidal  . 

 

Resultados en el dominio del tiempo 

 

El incremento del ángulo de la base del valle aluvial  , produce una larga duración en los registros 

de los desplazamientos y una amplificación de amplitud del modo fundamental y los tres primeros 

armónicos. Para el modelo con la base más pequeña (a), se puede apreciar una difracción 

importante producida por las esquinas inferiores del valle que se transmite hacia el semiespacio.  

 

En el caso de los modelos (b) y (c), se puede observar el primer y segundo armónico, 

respectivamente. La amplitud aumenta de manera proporcional al ángulo  . Por otra parte para el 

modelo (d), se aprecian los tres primeros armónicos. Cada uno de ellos con subarmónicos que se 

identifican claramente. 

 

En la parte central se puede apreciar una periodicidad de máximos de la misma amplitud, esto se 

debe a las múltiples reflexiones internas de las ondas SH que se mantienen atrapadas dentro del 

valle. Se puede verificar que por cada armónico se identifican cuatro pulsos de Ricker simétricos. 

Esta última observación puede ser explicada por la regla de un cuarto de onda para un estrato plano 

infinito sobre un semiespacio, Nakamura, (2000), Carniel et al.,(2006), Van der Baan, (2009). 

 

El modelo (d) es la aproximación más aceptable de un estrato plano sobre el semiespacio. Esto es 

porque no hay difracción producida por las esquinas inferiores del valle. Cuando se disminuye el 

ángulo   existe mayor difracción y movimiento producido por las paredes laterales del valle. 
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Figura 28. Incidencia vertical SH para los receptores ubicados sobre el eje X para los modelos de 

valle trapezoidal de la Figura 27. a)       , b)       ,c)      y d)     . Se utilizó un 

pulso de Ricker con los parámetros      y        . 

 

Para las ondas P y S el contraste de impedancia que se difractan por las esquinas inferiores del valle 

se transducen en ondas de Rayleigh, Narayan,(2011). Este efecto se ha estudiado dentro del 

contexto lineal assimaki et al., (2005) y no lineal Gelatoi et al.,(2010) y Gelatoi et al., (2012). 

 

5.3    Valle Cilíndrico 

 

El modelo que acontinuación se presenta es un valle aluvial cilíndrico. Con los siguientes 

parámetros mecánicos          ,             ,       con          . En la Figura 

29 se muestra la discretización utilizada para la simulación de este valle aluvial. 
 

   
                                   Figura 29. Discretización del valle cilíndrico. 

 

En este modelo se estudian principalmente los efectos producidos por las esquinas inferiores del 

valle aluvial. Además de ser una buena aproximación de un estrato sobre el semiespacio, en el cual 

se puede analizar las ondas SH atrapadas en este estrato como ondas de Love. Se analizan los 
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paramétros mecánicos y geométricos adecuados para la existencia de estas ondas superficiales 

dentro del valle para el caso de incidencia vertical SV. 
 

Resultados en el tiempo y frecuencia 
 
Los desplazamientos en tiempo y frecuencia para la incidencia vertical de una onda SV sobre el 

valle cilíndrico son mostrados en la Figura 30. Se utilizó un arreglo cuadrado de     
    receptores con longitud 10a en intervalos de frecuencia de 0.2 Hz hasta llegar a 1Hz y un 

intervalo de tiempo entre cada imagen de 1s para los primeros 7.25s. 

 

 

 

  

  

  

  

  
Figura 30. Desplazamientos para la incidencia vertical de ondas SV sobre el valle cilíndrico en 

frecuencia (izquierda)  y tiempo (derecha).  

 

Se observa muy bien el mecanismo de difracción de la componente horizontal. En el cual las ondas 

que se difractan en dirección +Y y –Y son transmitidas hacia el semiespacio con mucha energía y 

disminuyen poco en amplitud conforme avanza el tiempo. 
 
En la componente    se observan dos líneas nodales sobre los ejes X y Y que generan frentes de 

onda en las direcciones a 45° de cada cuadrante, formando un frente circular conforme la onda pasa 

del valle hasta el semiespacio. En cambio, la componente vertical se forma una difracción 

acumulada en las direcciones +X y –X con puntos de difracción en los bordes dentro del valle. 

 

5.4  Valle Croissant 
 
En la Figura 31, se muestra el modelo de valle irregular que es presentado por Sánchez-Sesma & 

Luzón, (1995). La ec.(5.5) describe la superficie del valle que tiene los siguientes parámetros 

geométricos:       ,        y       .  

Uy Uz Ux Uy Uz Ux 

Frecuencia   Tiempo t 
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Los parámetros mecánicos del modelo son            ,            ,         ,    
    ,        . La frecuencia central de excitación del cañón es una frecuencia adimensional igual 

a uno. Los paramétros geométricos están dados en la Figura 31.  
 

        
Figura 31. Discretización del modelo de valle aluvial Croissant.  

 

Los desplazamientos en tiempo y frecuencia para la incidencia de una onda Rayleigh sobre el valle 

croissant son mostrados en la Figura 32.  
 
 

 

  

  

  

  

  
 Figura 67. Incidencia de una onda Rayliegh sobre el valle aluvial Croissant con un azimut     . 
 

Con el aumento de la frecuencia la componente   , se registra desplazamientos máximos dentro del 

valle y genera una zona de sombra para cada una de las esquinas,en las cuales su embergadura 

empieza a disminuir. Se detecta un poco de energía difractada hacia atrás. 

Uy Uz Ux Uy Uz Ux 

Frecuencia   Tiempo t 
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En el tiempo, la componente    las ondas se propagan por los bordes del valle. Una parte de la 

energía es reflejada hacia atrás, donde coincide con las ondas difractadas por la esquinas del valle. 

Mientras en la componente vertical y horizontal, se observa una difracción dominante en la 

dirección +X y –X. La amplitud de la reflexión de la onda incidente sobre el valle es mucho mayor 

que la difracción generada por la región de la sombra y las esquinas del valle. En          para la 

componente vertical,se puede observar como los frentes de onda convergen la esquina de 

incidencia. Poca energía queda atrapada en el valle y se transmite aún menos al semiespacio, siendo 

las amplitudes de la componente vertical más grande que la horizontal. La forma de los frentes de 

onda difactado es determinada por la geometría superficial del valle para estas ondas. 
 
Variación del ángulo azimutal 
 
La incidencia azimutal pierde sentido cuando se está tratando de analizar un modelo axisimétrico 

con respecto al eje vertical. En esta sección se presenta el modelo de la Figura 32 con los mismos 

parámetros geométricos y mecánicos pero con una incidencia azimutal de      , ante la 

incidencia oblicua       de ondas P-SV. Cuando el tiempo aumenta y las ondas difractadas por 

el valle croissant se alejan, adquieren un comportamiento similar al de la incidencia azimutal cero.  

 

                                                                                   

            

            

            

            

            

            
Figura 69.Desplazamientos de la onda P(izquierda) y SV(derecha) que inciden en el valle croissant. 

Se utilizó un pulso de Ricker con       y          . 
 
En general, la difracción de ondas que se genera por la incidencia de ondas sobre un valle aluvial 

irregular es más complicada de entender. Limitamos nuestro analisis a la búsqueda de factores 

geométricos y mecánicos para generación de ondas superficiales. 

Onda P Onda SV 
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Capítulo 6. 

 
Efecto de la topografía en valles aluviales 
 
 
“…El álgebra es muy generosa, siempre nos dice más de lo que le preguntamos” 

                                                                                                                                                                         J.R. D’Alembert 

 

 

Este capítulo contiene los dos avances más recientes que se han hecho en el método IBEM. El 

primero y más importante es incluir el efecto topográfico en un valle aluvial como una 

aproximación más real a una cuenca sedimentaria. El segundo es la inclusión de una fuente sísmica 

puntual.  

 

Algunos estudios Komatitsch  et al., (2004), Lee et al., (2008), Lee et al., (2009a y 2009b), han 

mostrado que la presencia de topografía cerca de un valle aluvial afecta la propagación de ondas, 

aumentando las amplitudes por efecto de sitio y el constaste en la impedancia mecánica de ambos 

medios. 

 

Resulta factible modificar el código de programación, dependiendo de la naturaleza del problema 

que deseamos resolver. En el capítulo 4, se establecieron las ecuaciones que determinan las 

condiciones de frontera del problema, ecs.(3.28-3.32). Las dos secciones siguientes abordan 

ejemplos claros del efecto que causa la topografía cuando rodea un valle aluvial.  

 

6.1   Cañón Hemisférico con valle aluvial 
 

El primer modelo que se desarrolla es un cañón hemisférico como se muestra en la Figura 1. La 

profundidad de la topografía es 0.5a y la del valle 0.5a, donde a es el radio de normalización 

a=1.2km. Las propiedades mecánicas del semiespacio y la inclusión son        km/s        y 

     km/s        , respectivamente. 

  

  
 

Figura 1. Cañón hemisferico con valle aluvial. Se muestra el arreglo de receptores equiespaciados 

sobre el eje X y el ángulo de incidencia. La profundidad del valle y de la topografía valen la mitad 

del radio característico a=1.2km.  
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En el momento de escribir este trabajo, no se encontraron resultados publicados para realizar una 

comparación numérica. Para validar los resultados obtenidos con el IBEM, se analizan los tiempos 

de arribo en el dominio del tiempo para los sismogramas sintéticos  de la incidencia vertical de una 

onda SH sobre el cañón mostrado en la Figura 1. 

 

Incidencia SH 

 

Validación por tiempos de arribo 

 

En la Figura 2, se muestra el sismograma sintético obtenido para el arreglo de receptores alineados 

sobre el eje X ante la incidencia vertical de una onda SH, sobre el cañón mostrado en la Figura 1. El 

pulso de Ricker que se utilizó tiene los siguientes parámetros,      y       .  

 

 
 

Figura 2. Sismograma sintético para la incidencia vertical de una onda SH sobre el modelo 

mostrado en la Figura 1. Esquema representativo de la incidencia SH sobre el cañón con valle 

hemisférico a diferentes profundidades: a) base del valle, b) superficie del valle y c) semiespacio 

plano.  

 

El tiempo del primer arribo que se registra en los receptores que se encuentran en el semiespacio 

plano es       .Luego, la diferencia del tiempo entre este pulso y el arribo de los receptores que 

se encuentran en el centro del valle es de         . Esta es la mitad de la velocidad adimensional 

de la onda S,          , puesto que la onda sólo viaja la mitad de la distancia de normalización 

en dirección vertical. Es decir el tiempo de arribo tiene un retraso debido a la impedancia mecánica 

              entre ambos medios de la onda SH en el centro del valle (punto B). En términos de 

distancia adimensional se  expresa de la siguiente manera: 
 

                                      
     

      
                                                                

 

Luego, la diferencia de tiempo entre los receptores del semiespacio (punto C) y el borde superior 

del valle (punto B) es igual a         . Debido a que la onda tarda en viajar        una 

distancia de 1.0a dentro del semiespacio. Las reflexiones verticales dentro del valle son indicadas 

con las flechas negras de la Figura 2 y tienen una duración de       . 

A B 

C 

C 
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En nuestro modelo se tienen cuatro esquinas. Las primeras dos pertenecen a la parte superior del 

valle aluvial y las siguientes dos  a la topografía. En ambas se difractan ondas hacia el interior del 

valle y hacia el semiespacio, este efecto de esquina se estudia en Narayan,(2012). 

 

Diagramas f-x 

 

En la Figura 3, se muestra el diagrama f-x para la línea de receptores sobre el eje X ante la 

incidencia vertical de una onda SH. La interacción entre la topografía y el semiespacio es débil, 

mientras que la interacción entre el valle y la topografía claramente aumenta, en el interior del valle 

se conserva la mayor cantidad de energía. Se puede observar la ubicación de la topografia que 

encierra el valle aluvial. 

 
 

                                             
Figura 3. Diagrama f-x del arreglo de receptores sobre eje X ante la incidencia vertical de la onda 

SH. La onda SH está polarizada en la dirección Y,por lo tanto, los otros desplazamientos son nulos. 

 

El modo fundamental se localiza en la frecuencia 0.41 Hz y el primer armónico en la frecuencia 

0.52 Hz,esta última es igual a la frecuencia adimensional      ,ver  Figura 3. Los frecuencias de 

resonancia para un estrato plano infinito se indican con flechas negras, de acuerdo con la regla  
 

                                                        
    

 
(
  

 
)                                                              

 
Estas frecuencias coinciden con un desplazamiento lateral que se puede ver como una línea 

horizontal que atraviesa el semiespacio. Los desplazamientos máximos se encuentran en la segunda 

frecuencia de resonancia. 

 

En la Figura 4,se muestra el módulo de desplazamientos para la componente    con distintos 

ángulos de incidencia y una frecuencia adimensional de      . Es claro que para la incidencia 

vertical, en la región de la topografía la amplitud disminuye en comparación del valle. En general 

no se preserva la forma del espectro al aumentar el ángulo de incidencia como ocurre con los valles 

aluviales,ver Sánchez-Sesma et al.,(1989) y Sánchez-Sesma & Luzón, (1995), en el caso de 

incidencia oblicua.  
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Figura 4. Amplitud de desplazamiento para la componente    para un arreglo de receptores sobre 

el eje X ante la incidencia con distintos ángulos de una onda SH. La frecuencia normalizada que se 

muestra es      . 

 
En la incidencia vertical, los desplazamientos son simétricos y de la misma magnitud como se 

espera, pero en el caso de incidencia oblicua los desplazamientos son más grandes y se acumulan en 

la contraesquina de la incidencia de la onda dentro del valle. Estos desplazaminetos están 

confinados con la aparición de la topografía. 

 

Por otra parte, en la esquina donde incide la onda SH dentro de la región del valle y la topografía 

observamos desplazamientos continuos y con mayor difracción cuando aumenta el ángulo de 

incidencia. Esto mismo ocurre en la parte del semiespacio plano fuera de la topografía. 

 

Incidencia  vertical P-SV 

 

 
Figura 5.Simosgramas sintéticos para la incidencia vertical de ondas P(izquierda) y SV(derecha) 

sobre el modelo mostrado en la Figura 1. 
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En la Figura 5 se muestran los sismogramas sintéticos para la incidencia vertical P-SV sobre el 

modelo mostrado en la Figura 1. Observamos una amplificación muy grande en la componente    y 

una difracción intensa en las componentes horizontal y vertical. Se pueden ver como se difractan las 

ondas de las esquinas hacia el interior y exterior del valle y topografía respectivamente. 

 

En el caso de las ondas SV, se observan reflexiones repetitivas y con amplitud decreciente. La 

difracción de los cuatro bordes se difracta hacia el interior y exterior del valle. Se observa una 

excelente transmisión de onda a través de la topografía y valle aluvial. 

 

Incidencia Rayleigh 

 

En la Figura 6 se muestran múltiples reflexiones internas en el interior del valle aluvial que se 

difractan hacia el semiespacio plano con mucha energía como ondas de Rayleigh. La presencia de la 

topografía incrementa la difracción dentro del valle y su amplitud.  
 

               
Figura 6. Componentes del desplazamiento horizontal (izquierdo) y vertical (derecho) para la 

incidencia de ondas de Rayleigh sobre el modelo que se estableció en la Figura 1. 

 

6.2   Cañón Trapezoidal con Valle Aluvial 
 

El segundo modelo de estudio es un cañón trapezoidal con valle aluvial, ver Figura 7.El radio 

característico y la profundidad tienen un valor de a=h=5km. las propiedades mecánicas del 

semiespacio y la inclusión son        km/s,        y      km/s,      . 

 

 
Figura 7.Modelo de cañón trapezoidal con valle aluvial. La profundidad del valle y de la topografía 

valen la mitad del radio característico a=5km. Arreglo lineal de receptores sobre el eje X. 
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Incidencia SH 

 
En el análisis de los sismogramas, el tiempo de arribo para la  incidencia vertical de una onda plana 

SH polarizada sobre el eje Y deben ser los siguientes:el tiempo de retraso entre el receptor que se 

encuentra en la esquina superior de la topografía (punto verde) y el receptor que está en la esquina 

superior del valle (punto rojo), deber 1s debido a que la distancia de separación vertical entre ambos 

puntos es de 2.5 km y la velocidad en el semiespacio es de        km/s. Esto se verifica en el 

sismograma de la Figura 8 con la diferencia de tiempo marcada entre la línea roja y verde. 
 
 

                              
Figura 8. Sismograma sintético para la incidencia vertical de una onda SH polarizada en la 

dirección Y ante el valle mostrado en la Figura 7. Se utilizó un pulso de Ricker con los parámetros 

         y       . 

 

Por otra parte, el tiempo de atraso entre el receptor en la esquina superior del valle aluvial (punto 

rojo) y el receptor que está exactamente a la mitad de la superficie del valle (punto café) 

corresponde a 2.5s, la razón es que la velocidad dentro del valle es de    1 km/s y la distancia 

vertical que ha viajado la onda dentro del valle antes de llegar al punto café es de 2.5km. Esto se 

puede verificar con el tiempo entre las líneas roja y café. 

 

La diferencia de tiempos entre el receptor en la esquina superior del valle (punto rojo) y el punto 

que está sobre la esquina inferior del valle (punto morado), tiene un decremento lineal que 

corresponde al cociente de la distancia (respecto al centro del valle) entre la velocidad del valle   .   
   

                                 
Figura 9. Difracción de ondas del valle mostrado en la Figura 7 ante la incidencia vertical de una 

onda plana SH  polarizada en la dirección Y. 
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a) b) c) 

En la Figura 8, se muestra la difracción de ondas que genera la esquina superior de la topografía 

hacia el interior del valle está indicada con flechas rosas. Mientras que la difracción de ondas 

producidas por las esquinas superiores del valle aluvial generan ondas de Love (como se señaló en 

el capítulo anterior), hacia dentro del valle hasta llegar a la esquina contraria del valle en 10s como 

se espera. 

 

La incidencia de la onda plana sobre la frontera de la topografía esta marcada con flechas color 

verde. Mientras, la incidencia en la frontera lateral del valle trapezoidal esta indicada con flechas 

amarillas y la incidencia en la parte plana inferior del valle se muestra indicada con flechas rojas. 

Todas estas flechas corresponden al tiempo de arribo esperado. 

 

Diagrama f-x 

 

En los diagramas f-x que se muestran en la Figura 10, se puede ver que la amplitud de los  

desplazamientos en la incidencia vertical son periódicos y están fuertemente ligados a la geometría 

de la topografia fuera del valle para bajas frecuencias.  

 

 

 
Figura 10. Diagrama f-x del arreglo de receptores sobre eje X ante la incidencia de la onda SH del 

modelo mostrado en la Figura 7, para distintos ángulos de incidencia a)0°,b)30° y c)60°. La onda 

SH está polarizada en la dirección Y,por lo tanto, los otros desplazamientos son nulos. 

 

Por otro lado, los desplazamientos máximos se encuentran en la región del valle aluvial. Estos  

aparecen en más alta frecuencia conforme se aumenta el ángulo de incidencia. La difracción 

aumenta en la contraesquina de la incidencia de la onda y se transmite directamente a la región de la 

topografía y semiespacio. 

 

En la Figura 11, se muestran los sismogramas sintéticos para un arreglo de receptores alineados 

sobre el eje X ante la incidencia de una onda SH vertical sobre el modelo mostrado en la Figura 7. 

Los parámetros del pulso de Ricker son los mismos que en el caso SH.  

 

Observamos que en los desplazamientos y la difracción de las ondas dentro del valle existe poca 

difracción generada por la topografía. La difracción del valle es dominante y tiene las mismas 

características que se describen en el capítulo anterior, para el valle trapezoidal. En este modelo se 

tienen seis esquinas que difractan ondas hacia el interior del valle y en menor intensidad hacia el 

semiespacio. Esta es la propagación más importante dentro del valle aluvial, sus efectos y 

transducciones a otro tipo de ondas de estudian en Narayan,(2012), para el caso de ondas SH y en 

Narayan,(2011), en el caso de ondas P-SV. 
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Se puede observar en la componente horizontal de la onda SV y la componente vertical de la onda P 

una difracción del valle contaminada por las ondas generadas por todas las esquinas del piso del 

valle, las esquinas superiores del valle y las esquinas superiores de la topografía.  

 

 
Figura 11.Simosgramas sinteticos para la incidencia vertical de ondas P(izquierda) y SV(derecha) 

sobre el modelo mostrado en la Figura 7. 

 

Incidencia Rayleigh 

 

En la Figura 12 se observa la incidencia de las ondas sobre la esquina del valle, la cual difracta 

ondas hacia el interior del valle y el semiespacio. La topografía disminuye los efectos y amplitudes 

de las ondas de Rayleigh en nuestro modelo debido a que las ondas de Rayleigh disminuyen su 

amplitud con la profundidad.  

                 
Figura 12. Sismogramas sintéticos para un arreglo de receptores sobre el eje X ante la incidencia de 

una onda SH sobre el modelo de la Figura 7.  

 

Cuando el frente de onda Rayleigh llega a las esquinas, se reflejan y una parte de ellas se transmite 

hacia la región de la topografía. La amplitud de la onda de Rayleigh aumenta en la componente 

vertical y horizontal cuando se propagan en la parte más profunda del valle, en este caso es una 

superficie plana que se puede apreciar mejor en la componente vertical. 
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6.3   La fuente sísmica 

 
Si una fuerza de magnitud G y con una dependencia en el tiempo g(t) actúa en la dirección X sobre 

el origen, los desplazamientos de la partícula están dados por Love,(1944) como  
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En donde   es la velocidad de la onda P,   es la velocidad de la onda S,   es la densidad y    
        . Debido a la simetría de alrededor del eje X, las ecs.(6.3-6.5) se pueden expresar en 

términos de coordenadas esféricas con el eje X pasando a través de sus polos. Con   como el 

ángulo entre el eje +X y la coordenada radial, las ecs.(6.3-6.5) se pueden escribir como 
 

                                         
     

    
[
 

  
∫    (    )    

 
 ⁄

 
 ⁄

 
 

  
 (  

 

 
)]                                                   

                                                                                                                                                                         

                                         
     

    
[
 

  
∫    (    )    

 
 ⁄

 
 ⁄

 
 

   (  
 

 
)]                                                   

 

En la Figura 13, se muestra el desplazamiento radial y tangencial para una fuerza puntual (delta de 

Kronecker), en términos del tiempo y la distancia radial adimensionales, T= t/P y R= r/ P, 

respectivamente, P es el período de la señal. 

 

Los parámetros que se utilizaron para realizar esta gráfica son       y una frecuencia de 

excitación de 10-50Hz, para cada distancia de 1-5R, respectivamente. El procedimiento es el 

siguiente; se calcula la función de Green entre dos puntos en el dominio de la frecuencia en 

coordenadas esféricas (ver Kausel,2006) utilizando la distancia normalizada. Posteriormente se 

realiza la convolución con un pulso de Ricker con un tiempo inicial y característico, ambos 

parámetros del pulso de Ricker varían en función de R ,       y      .  
 

En los desplazamientos radiales, la onda P es distorsionada en el campo cercano. Conforme pasa el 

tiempo avanza y se puede apreciar una contribución (onda S) en el movimiento radial. Esta señal  

aparece hasta cinco veces la distancia normalizada. Similarmente, se puede ver una contribución al 

desplazamiento tangencial que viaja como una onda P. La forma de la onda varía con la distancia  

como una proporción relativa entre el tiempo, la distancia y la amplitud. 
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Figura 13. Componente radial y tangencial para una fuerza puntual en diferentes distancias de 

observación R. La frecuencia de excitación varía de 10Hz para R=1 hasta 50Hz con R=5. El 

módulo de Poisson utilizado fue de       y un          . 

 

La Figura 13, permite ver que es suficiente considerar un dominio con cinco veces la distancia de 

normalización a para un modelo de valle aluvial ó topografía. En este cálculo, se utilizó la misma 

función de Green implementada en el método IBEM con las componentes          .El patrón de 

radiación que se genera para las ondas P y S es similar al que se muestra en la Figura 14 que se 

obtiene al aplicar una fuerza en la dirección vertical. Esto permite comprobar, que las densidades de 

fuerza distribuidas en la frontera de un medio elástico se superponen para formar el campo 

difractado originado por una irregularidad.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 14. Representación tridimensional de los patrones de radiación generados por una fuerza 

vertical en la dirección z para las ondas P(izquierda) y S(derecha).  
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La incorporación de una fuente sísmica dentro del programa IBEM permitirá explorar problemas de 

interés sismológico y de ingeniería sísmica más realistas.Por el momento, concluimos este trabajo 

de investigación presentando los resultados del problema de Lamb utilizando el método IBEM. 

 

6.4  El problema de Lamb 
 

El problema de Lamb consiste en una fuerza impulsiva que actúa en dirección vertical sobre un 

semiespacio elástico, homogeneo e infinito. La solución de dicho problema ha sido estudiada 

extensamente durante el último siglo y se puede encontrar en Mooney,(1974),Eringen & 

Suhubi,(1975),Aki & Richards,(2002),Kausel,(2006),Kausel,(2012) y Petersson & Sjogreen,(2013), 

entre otros. 

 

Se realizó una comparación cualitativa entre los resultados obtenidos con el método IBEM y el 

método de diferencias finitas, propuesto por Petersson & Sjogreen,(2013), en un dominio 

tridimensional en el que se obtienen los desplazamientos al aplicar una fuerza unitaria sobre el 

origen con dirección vertical negativa. El dominio computacional es      ,       y 

       con los parámetros mecánicos de un semiespacio homogéneo         y 

     . La magnitud de los desplazamientos, √  
    

    
  es graficado en la Figura 15. 

 

                             

                                        
                                                   

Figura 15. En la columna de la izquierda se muestra la magnitud de los desplazamientos para el 

problema de Lamb para los planos Z=0 (arriba) y Y=4 (abajo) en el tiempo igual a 2, figuras 

tomadas de Petersson & Sjogreen (2013). A la derecha los resultados obtenidos con el IBEM para el 

mismo modelo. 

 

En la Figura 15, se puede apreciar una onda superficial Rayleigh con una amplitud mayor cerca de 

la superficie que disminuye con la profundidad y en particular en la dirección en que se propaga la 

onda P que tiene una velocidad   √ . La velocidad de las onda S tiene una velocidad igual a 1, 

mientras que la velocidad de las ondas de Rayleigh es de        .La evidencia reunida, muestra 

la correcta implementación de la fuente en el funcionamiento del IBEM. 
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Capítulo 7. 

 
Conclusiones 

 
“…Todo debería ser hecho lo más simple posible, pero no más simple” 

                                                                                                                                                                            Albert Einstein 

 

 
En conclusión, se cumplió el objetivo general de esta tesis al encontrar factores geométricos y 

mecánicos que producen la generación de ondas superficiales en valles aluviales y topografías. Al 

mismo tiempo, se realizaron optimizaciones computacionales importantes para emplear el método 

IBEM como una herramienta de cálculo confiable, eficiente y flexible en la modificación de su 

código de programación. 

 

Se realizó la comparación entre los resultados del Método de Diferencias Finitas y el método IBEM 

para la incidencia vertical de una onda SV, sobre el modelo de topografía hemisférica propuesto por 

Ohminato & Chouet,(1997). El análisis de los resultados derivados de esta comparación, 

permitieron verificar la observación de ondas progresivas, que son ondas P,SV y Rayleigh que se 

propagan sobre la superficie del cañón, reportadas primeramente por Kawase,(1988), para el 

modelo bidimensional.  

 

Por otra parte, se encontraron fórmulas analíticas para calcular las resonancias acústicas en el 

centro del cañón hemisférico para la incidencia vertical de ondas P y SV, obteniendo un error 

porcentual de 1.47% y 0.81%, respectivamente. 

 

Se demostró que para la onda P, la resonancia geométrica está modulada por el factor inverso de 

 √ , que es aproximadamente la distancia que se recorre de una esquina a otra sobre la superficie 

hemisférica. La importancia de estas ecuaciones, es predecir las frecuencias en que ocurren las 

amplificaciones máximas dentro del cañón, a partir de considerar sus factores geométricos y 

mecánicos.  

 

Con base en los resultados obtenidos para varias topografías (hemisférica, trapezoidal, cúbica, 

triangular y croissant), se concluye que el factor determinante de la difracción de ondas es la 

presencia de esquinas en la geometría de cada modelo estudiado.  

 

Por otra parte, los sismogramas sintéticos demuestran la variación de la amplitud de las ondas 

difractadas P, SV y Rayleigh en función de su módulo de Poisson y el ángulo de incidencia sobre 

las distintas topografías. Es decir, la amplitud de las ondas difractadas aumenta de manera 

proporcional con el ángulo de incidencia.   

 

Respecto a la variación del ángulo de incidencia azimutal, se concluye que no existe variación 

alguna en el patrón de difracción y en sus amplitudes calculadas para los modelos axisimétricos  

(hemisférico y trapezoidal). Sin embargo, para los modelos que no lo son (croissant, triangular y 

cúbico), presentan patrones de difracción que dependen del ángulo azimutal y de su configuración 

geométrica. Esto produce en algunos casos, una mayor duración de la difracción dentro y fuera de la 

topografía, así como la generación de nuevos frentes de ondas planos (cañón triangular y cúbico) y 

esféricos (cañón croissant) con una interferencia destructiva y constructiva en el interior del cañón.  
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A partir de los diagramas f-x, se encontró que el arreglo de receptores alineados sobre el eje Y tiene 

desplazamientos nulos para la incidencia vertical de la onda SV en la componente    para todos los 

modelos. Sin embargo, para los que son axisimétricos (cañón hemisférico y trapezoidal), la 

componente vertical también es nula. Es decir, la configuración geométrica para la incidencia 

vertical de ondas P-SV determina líneas nodales, regiones de resonancia y sombra. 

 

El módulo de amplitud para el receptor que se encuentra en la parte central de la topografía de cada 

cañón,nos permite recuperar características geométricas de cada modelo. Para la incidencia vertical 

P, se demostró que el aumento de frecuencia disminuye la longitud de onda incidente y produce una 

difracción más notable en el cañón trapezoidal, que es el menos profundo. Es decir, la función de 

transferencia se encuentra en fase cuando hay un mínimo de amplitud que coincide en todos los 

modelos presentados, esto ocurre cuando la profundidad de una topografía es un múltiplo entero de 

la otra.  

 

En cambio, para la incidencia SV, se detectó un efecto de lateralidad. Cuando la frecuencia de 

excitación es mayor a 2Hz, la función de transferencia del cañón trapezoidal se convierte en la 

envolvente de los máximos de ampliud del cañón cúbico. En contraste, para frecuencias menores a 

2Hz tiene mayor similitud con la envolvente del cañón hemisférico. 

 

En la segunda parte de este trabajo,se realizó la validación de los resultados con el valle aluvial 

hemisférico propuesto por Sánchez-Sesma et al.,(1983) ante la incidencia vertical de una onda P. En 

el cual, se realizaron varias comparaciones con los datos publicados por otros autores; Sánchez-

Sesma et al.,(1983), que es una solución semianalítica en series de Bessel, Devalaud, PhD,(2007), 

con el método SEM y Chaillat, PhD,(2008), con el método FMM. En este último, se realizó una 

comparación para los tiempos de operación entre ambos métodos para diferentes frecuencias 

normalizadas, demostrando que el método IBEM es hasta 34 veces más rápido que el FMM. Esto 

verifica que el que el método IBEM funciona correctamente para el rango de frecuencias bajo e 

intermedio.  

 

De manera análoga, se realizó la comparación con los datos publicados por Mossesian & Dravinski, 

(1990) y Chaillat,PhD,(2008) para la incidencia oblicua de una onda SV sobre el valle hesmisférico. 

Los resultados obtenidos muestran una gran similitud con los datos de comparación, reafirmando de 

esta manera que el método IBEM realiza los cálculos correctos para la incidencia oblicua de ondas.  

 

Se encontraron las ecuaciones que determinan las frecuencias de resonancias, para la amplitud 

máxima de desplazamientos del valle hemisférico ante la incidencia vertical de ondas P-SV. Estas 

fórmulas están en función de la diferencia de velocidad entre el valle y el semiespacio,la distancia 

de normalización y un factor geométrico numérico distinto para cada onda. Los errores porcentuales 

entre los valores numéricos y téoricos para las ondas P y SV son 3.85% y 4.57%,respectivamente. 

 

Al analizar una serie de modelos propuestos (croissant, hemisférico, cilindrico y trapezoidal), se 

encontró evidencia que sustenta la generación de ondas superficiales de Rayleigh difractadas e 

inducidas hacia afuera y dentro del valle aluvial, principalmente originado por las esquinas del 

modelo geométrico, Narayan,(2011) y ondas de Love atrapadas dentro de los valles aluviales que 

incrementan su amplitud con el ángulo de incidencia,como se muestra en Narayan,(2012).  

 

En particular, para el valle trapezoidal el incremento del ángulo de la esquina inferior del valle 

aumenta la amplitud de los modos de Love, obtenidos por la incidencia vertical de ondas SH y 

prolonga su duración. Para bajas frecuencias se realizó la comparación cualitativa con el modelo 

propuesto por Kawase & Aki (1989), mostrando un gran parecido entre los resultados del método 

IBEM y el DWBEM.  
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Para modelos no axisimétricos, el ángulo de incidencia azimutal produce en general, una difracción 

más fuerte entre el valle y el semiespacio.También se obtiene una duración de excitación más larga 

dentro del valle, cuando se alinea el ángulo azimutal con las esquinas. El ángulo de incidencia debe 

ser distinto a 0° y el azimut perpendicular al ángulo subtendido por la esquina. Esto se demostró en 

el valle irregular croissant con un azimut de 45° y un ángulo de incidencia de 30°. 

 

Posteriormente, se estableció la formulación matemática para calcular la respuesta sísmica de 

cañones topográficos con valle aluvial en su interior, implementándose en el método IBEM. El 

análisis de tiempos de arribo para el modelo trapezoidal de cada esquina y región fue el predicho 

por la téoria, mostrando de esta manera, el correcto funcionamiento del programa.  

La amplificación dentro del valle aluvial, se incrementa mucho más cuando se tiene alrededor una 

topografía axisimétrica.La interacción entre el valle aluvial y la topografía es mucho más compleja 

y se producen máximos resonancia en el interior y el centro del valle, como ocurre en el caso de 

topografia y valle aluvial. 

Se incluyeron los avances obtenidos hasta el momento de escribir este trabajo, sobre la 

incorporación de una fuente sísmica dentro del programa IBEM. Con el objetivo de entender 

problemas de interés sismológico y de ingeniería sísmica más realistas y complejos. Se verificó, que 

la función de Green utilizada por el método IBEM, describe una fuente puntual impulsiva entre dos 

puntos del espacio generando ondas P y S para un medio homogéneo,isótropo e infinito. Como 

resultado, es suficiente considerar un dominio de discretización de tamaño igual a cinco veces la 

distancia de normalización para considerar los efectos significativos de las ondas P y S. 

Se realizó una comparación cualitativa para los resultados obtenidos entre el método IBEM y el 

método de diferencias finitas, propuesto por Petersson & Sjogreen,(2013), para el problema de 

Lamb en tres dimensiones. Los resultados sugieren una buena aproximación respecto a la solución 

analítica, descrita en Mooney,(1974). 

  



 [1] 

 
                                                                                                               

Coeficientes de amplitud para la incidencia de ondas P-SV  

en una superficie libre 
 

  
En este apéndice se realiza la deducción explícita de los coeficientes de amplitud     y     para la 

reflexión de  ondas P-SV que incide en un semiespacio elástico homogéneo e isótropo. 

 
 
Una onda P que incide sobre una superficie libre produce ondas  P-SV reflejadas (Figura A1). El 

potencial que representa la onda P incidente y reflejada ec.(2.29) se expresa de la siguiente manera 

                                                  
 (            )     

 (            )                                            (   ) 

y el potencial de la onda SV ec.(2.30) que se propaga en dirección positiva del eje z es 
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Figura A1. Incidencia de onda P en superficie libre 

 
La onda incidente P satisface la condición      para cualquier vector normal en la interfaz sólido-

aire, lo que implica que los esfuerzos      y     son nulos. Empleamos la ley de Hooke ec.(2.10) para 

expresar los esfuerzos en términos de los potenciales (A.1) y (A.2). 
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Reemplazamos las derivadas parciales de los potenciales (A.1) y (A.2) en los esfuerzos tal que    
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Las ecuaciones            se satisfacen si y sólo si los paréntesis cuadrados son nulos, de esta 

manera formamos el siguiente sistema de ecuaciones 
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Dividimos el sistema de ecuaciones (A.11) entre     y sustituimos     
  

  
 

  
 

   
 

    
  en la segunda 

ecuación del sistema (A.11) obteniendo 
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Resolviendo el sistema (A.12) encontramos el cociente 
 

  
 de las amplitudes de onda SV y P. 

Multiplicamos (   
    ) y     por la primera y segunda ecuación del sistema (A.12) 

respectivamente y restamos para obtener el coeficiente      como se muestra 

 

                 (   
    ) (    

 )
 

  
       

 

  
    (   

    )     (      
 )                    (    ) 

 

                         [(   
    ) (    

 )        ]
 

  
    (   

    )                                               (    ) 

 

                                                         
 

  
 

   (   
    )

(   
    ) (    

 )        
                                              (    ) 

 
Dividimos la última ecuación (A.15) entre    
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Luego mediante la igualdad      
  

  
 

  
 
   

 

 
  encontramos para la ec.(A.16) que 
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Resolvemos ahora el sistema (A.12) para el cociente  

  

  
 . Multiplicamos      y (    

 ) por la 

primera y segunda ecuación respectivamente y restamos. Obteniendo así 
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Dividiendo ambos lados de la ec.(A.19) entre   y despejando, tenemos que 
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En resumen, los coeficientes de amplitud para la incidencia de una onda P en una superficie libre son: 
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Intercambiamos los coeficientes   ,   por   ,   y    por   , respectivamente, en la ec.(A.1). Y para 

la ec.(A.2) reemplazamos B por A y    por   . Tal que, al realizar el procedimiento análogo al 

desarrollado en este apéndice llegamos a los coeficientes de reflexión para una onda SV en una 

superficie dados por 
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Apéndice B  
 

Cálculo del tensor de Tracciones 
 
 

En este apéndice se calcula el tensor de Tracciones de Green para una fuerza impulsiva que se aplica 

sobre el punto   y que produce desplazamientos en el punto  , en un espacio infinito y homogéneo en 

el dominio de la frecuencia. Se deduce la función de Green en términos de funciones de Hankel. 

 
La función de Green, para una fuerza impulsiva unitaria en un espacio homogéneo, isótropo e infinito 

se representa de la siguiente manera: 
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Donde    (     )
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  ,   ,    son los cosenos directores y   ,    las 

funciones de Stokes en el dominio de la frecuencia. Representadas por las expresiones 
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Para obtener el tensor de deformaciones se necesita encontrar la derivada de la función de Green 

respecto a la distancia como se muestra a continuación. 
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Al agrupar términos semejantes se obtiene la expresión reducida 
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Reemplazando las derivadas parciales de   ,    y   , en la expresión anterior se tiene que  
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Agrupando términos obtenemos la derivada parcial de la función de Green 
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La derivada  
    

   
  se obtiene intercambiando los índices   por  . Este es el mismo resultado que se 

puede encontrar en Kausel,(2006). Como paso siguiente calculamos las deformaciones, por medio del 

tensor  
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Explícitamente el tensor de las  deformaciones      es  
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Luego, aplicamos la ley de Hooke ecuación (2.10) sobre el tensor de deformaciones  
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Entonces el tensor de esfuerzos está representado por el tensor      
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Reemplazando los potenciales elastodinámicos en términos de las velocidades de la onda P y S se 

tiene que  
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Introduciendo lo anterior en el tensor de esfuerzos y reagrupando obtenemos 
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En el tensor      se puede realizar cualquier proyección de esfuerzos en cualquier dirección. Se han 

propuesto tres: longitudinales, transversales y cortantes. Los longitudinales se obtienen con la 

proyección        , obteniendo la función   .Los transversales y cortantes están representados por 

las funciones    y    definidas por el segundo y tercer paréntesis del tensor     , ec.(B.5). Estos se 

representan como sigue 
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Los esfuerzos longitudinales  ec.(B.6) se puede expresar como la combinación lineal de los esfuerzos 

transversales y cortantes, ec.(B.7) y (B.8), respectivamente. Al realizar el producto de la ec.(B.5) por 

el vector normal   ,contraer los índices, factorizar el término 1/r y sustituir las funciones de los 

esfuerzos e intercambiar el índice i por k se obtiene la representación obtenida por Sánchez-Sesma & 

Luzón, (1995). 
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Función de Green en términos de funciones de Hankel 

 

La representación de la función de Green en términos de funciones de Hankel, nos permite analizar el 

comportamiento asintótico de la función de Green presentada en la ec.(B.1) y su contribución 

estadística en campos difusos. Utilizamos para este propósito los dos lemmas siguientes. 

 

Lemma 1. Sea   ( ),   ( ) funciones de Bessel esféricas de primera y segunda especie, 

respectivamente, entonces la función de Hankel esférica de segundo especie es   
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Lemma 2. Sea   ( ),   ( ) funciones de Bessel esféricas de primera y segunda especie de segundo 

orden, respectivamente, entonces la función de Hankel esférica de segundo especie de segundo orden 

es   
 ( )  [(

 

  
  )

 

 
 

 

  
]     .  

 

Dem:    
 ( )    ( )     ( )   [(

 

  
  )

    

 
 
     

 
]   [(  

 

  
)
    

 
 
     

  
] 

       (
 

  
  ) [

    

 
  (

     

 
)]  (

  

  
) [          ]                                                 

 (
 

  
  )

 

 
[          ]  

 

  
[          ]  [(

 

  
  )

 

 
 
 

  
]        

 
La función de Green permanece igual a la ec.(B.1), aunque las soluciones de Stokes ecs.(B.2), se 

representan en funciones de Hankel como se presenta en el siguiente teorema. 

 

Teorema: Sean    y    las soluciones de Stokes, entonces  
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Demostración:  
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De manera análoga, realizamos el procedimiento anterior para    
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Los resultados obtenidos en el teorema anterior, para las funciones de Stokes en términos de 

funciones de Hankel se pueden encontrar en Sánchez-Sesma & Campillo,(2006). 
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Integración de la función de Green en el caso singular 
 

 

La integral de la función de Green es casi singular cuando el punto   está dentro de la misma área de integración 

que el punto de colocación  . Para evitar la singularidad construimos una aproximación elíptica que describe la 

distancia   entre el punto   y   en función de su posición angular   dentro del círculo de radio constante   . 

Posteriormente resolvemos las integrales elípticas resultantes en expansión de series utilizando la fórmula del 

binomio de Newton con una aproximación de cuarto orden. 

 

 

La ecuación del círculo en términos de las componentes de la distancia    y    según se indica en la Figura C1 es: 

(     )       
 . Equivalentemente en términos de  :             (  

    
 )   . Resolviendo esta 

ecuación con la fórmula de segundo grado, se llega a la fórmula con dependencia angular  : 
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Figura C1. Construcción vectorial de una base global y local para los puntos   y   (Izquierda). Descripción 

geométrica de las distancias entre el punto   y   , se muestra la definición de la excentricidad (Derecha). 

 

donde la excentricidad se define como   
  

  
 . Elegimos el sistema local para realizar la integral, tal que, cualquier 

punto dentro del círculo posee los cosenos directores   (            ) y el vector normal  ̂    . Luego las 

integrales en cada dirección del sistema global se expresan como: 
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Observe que la última integral de las ecs.(C.2)  es nula, por tanto la primera y segunda integral se pueden expresar 

en coordenadas polares como sigue: 
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Las integrales C.3 son clasificadas como integrales elípticas de primera especie y de enésimo orden para    ( ). 

Numéricamente consideramos suficiente una aproximación hasta tercer orden de los coeficientes siguientes 
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Integración singular 

 

El cambio de coordenadas cartesianas a polares remueve la singularidad débil. Por lo que se efectúa una 

integración analítica, donde las soluciones de Stokes    ∫   (   )
 

 
   y    ∫   (   )

 

 
    son 

integradas en expansión de serie de Taylor hasta tercer orden.  

Note que la función de Green en el caso singular y casi singular son ponderadas con los cosenos 

directores de cada dirección correspondientes al sistema global ec.(C.2). Por otra parte, en el caso cercano 

a la singularidad los coeficientes   ,  ,     1,2,3,4 se ponderan con todos los términos de las funciones 

   y    del caso singular, dando lugar a las funciones   
  y   

 para cada W= C,D,E, correspondiente. 
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