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Resumen

Estudios sobre el aprendizaje de la Geometria Analitica sefialan que el alto indice de reprobacién en ésta
puede asociarse con la forma de ensefiarla: repetitiva, memoristica y descontextualizada. Ademas, el uso de
materiales didacticos tradicionales como el trazado con lapiz, no es suficiente para concretizar sus nociones; de

ahi que los estudiantes la consideren un tema arido.

Con este referente surge la intencion de promover un acercamiento al aprendizaje de la Geometria Analitica a
través del enfoque histdrico en la ensefianza de las matematicas. Para ello, de la matematica griega se tomé el
Problema de Pappus, de cuya solucion pueden derivarse la mayoria de los temas de Geometria Analitica del

programa de la Escuela Nacional Preparatoria de la UNAM.

La soluciéon se realizo con el método propuesto en la Geometria por René Descartes en 1637, que involucra
una parte algebraica y otra geométrica, y se complementd con un software interactivo para trazar la solucion.
En paralelo se revisaron los conceptos matematicos que permitieron el nacimiento de la Geometria Analitica, lo
que permitié la elaboracion de asociaciones y analogias, asi como la comprension de la evolucion histérica de

ésta.

Los resultados mostraron la apropiacion de conceptos propios de la Geometria Analitica, por lo que se sugiere
que el empleo del enfoque histérico puede considerarse una opcion para la ensefianza y aprendizaje de esta
asignatura. Queda por explorar su impacto en el desarrollo de habilidades cognoscitivas complejas implicadas

en el desarrollo de proyectos y elaboracion de dispositivos.



Introduccion

En la actualidad, en las diferentes asignaturas de matematicas que se imparten en la Escuela Nacional
Preparatoria (ENP) se reporta una cantidad elevada de alumnos reprobados; situacion que se hace cada vez

mas critica a pesar de los esfuerzos realizados por nuestra institucion para resolver dicha problematica.

Desde la 6ptica del especialista la ensefianza de las matematicas puede ser emocionante, pero qué hay sobre
los alumnos que deben aprender matematicas para continuar con sus estudios? Esta pregunta surge cuando se
observan las numerosas y profundas dificultades a las que se enfrenta el docente ante la ensefianza de las
matematicas y, en especifico, de la Geometria Analitica, mas compleja y con frecuencia menos exitosa que la
ensefianza de las operaciones numéricas del algebra elemental. ;Por qué ensefiar Geometria Analitica?
¢ Como ensefiar sus temas en el bachillerato? Con el fin de adelantar algunas ideas sobre este aspecto crucial
debe tomarse en cuenta la complejidad cognitiva subyacente al aprendizaje de las matematicas y, por ende, a

la Geometria Analitica.

Hay muchas buenas razones para ensefiar matematicas, como sus posibles aplicaciones en tecnologia o en el
mundo real. Pero estas son buenas razones sélo para algunos alumnos, para los que pretenden estudiarlas o
cursar alguna ingenieria, pero no son suficientes para motivar el aprendizaje de muchos otros. La razén del
aprendizaje de esta disciplina para cualquiera que no planea transformarse en matematico o ingeniero es el
desarrollo de habilidades de razonamiento y representacion visual, asi como la sinergia de estos dos procesos

totalmente diferentes.

Aunque esta intencion ha desempefiado un papel fundamental en el terreno de la investigacion contemporanea,
los curriculum de matematicas y los métodos de ensefianza han sido inspirados durante mucho tiempo sélo por
ideas que provienen de la estructura de las matematicas formales y por métodos didacticos apoyados
principalmente en la memoria y en los procesos algoritmicos, en cuyo caso, los alumnos no encuentran una
forma de percibir los vinculos que tienen los procedimientos con las aplicaciones mas cercanas a su entorno y
esto origina que no puedan aplicar o experimentar el conocimiento adquirido en otro lugar que no sea el salén

de clase.

Existe un gran nimero de profesionales dedicados a investigar las causas de la falta de aprovechamiento de los
estudiantes. El desarrollo de estos estudios ha estado motivado principalmente por el alto porcentaje de
alumnos reprobados en asignaturas cientificas y, especificamente, en matematicas. Los resultados han servido
para que varios profesores reconozcan y analicen los obstaculos que suponen para el aprendizaje las propias

ideas y la motivacion que el estudiante tiene en el aula, las cuales son producto de la interaccion en su medio



social o se han adquirido a lo largo de su propia experiencia escolar. La importancia de este asunto ha
trascendido la atencién a la didactica de las diferentes disciplinas, y ha traido a escena la consideracion de las
preconcepciones y la motivacion de los alumnos en el proceso de ensefianza-aprendizaje, factores que pueden

obstaculizar o facilitar tanto la ensefianza como el aprendizaje de la disciplina.

En lo que respecta a las preconcepciones, en este trabajo se propone que, propiciar en los alumnos que cursan
el quinto y sexto grado del bachillerato en la ENP el desarrollo de una vision historico social de una disciplina
rigurosa, llena de algoritmos, teoremas, axiomas y demas variantes propias como es la Matematica, revisando
el origen historico de temas de Geometria Analitica, puede cambiar la percepcién de la dificultad e
inaccesibilidad de los contenidos y favorecer la motivacién de estudiarlos para alcanzar los aprendizajes de la
asignatura. También se pretende mostrar que para llegar al nacimiento de la Geometria Analitica se pasé por
diferentes etapas a lo largo de diversos momentos historicos, desde las aportaciones de los matematicos y

fildsofos griegos hasta René Descartes que introdujo el algebra en la geometria.

En las deducciones matematicas y los caminos para llegar a los conceptos de la Geometria Analitica va
implicita una actividad humana de muchos afios; para destacarla, ha de generarse en los alumnos el interés por
descubrir eventos y situaciones que condujeron a teoremas, axiomas y/o postulados. Esto es de suma
importancia dado que los alumnos de la ENP asignan poco significado a la disciplina y a su aprendizaje, como
demuestra el alto indice de reprobacion en los Ultimos afios tanto en los examenes ordinarios como

extraordinarios.

En 1996 la ENP renové sus planes y programas de estudio con el objeto de brindar al alumno las herramientas
necesarias para continuar con éxito sus estudios de licenciatura y modificé la forma de ensefianza de sus
asignaturas, del conductismo al constructivismo, con la intencién de que el alumno dejara de ser pasivo y se
responsabilizace de sus propios aprendizajes con la ayuda o guia de su profesor. Este cambio, se penso,
traeria consigo la disminucion en la desercion y en los altos indices de reprobacion de algunas de sus materias,

lo cual hasta el momento no ha sucedido.

En el Plan y los programas de estudio de la ENP de 1996 se propone impulsar la ensefianza a partir de
planteamientos interdisciplinarios, o al menos multidisciplinarios, que busquen la unidad de los procesos y
objetos del conocimiento, asi como el disefio de estrategias y actividades de aprendizaje acordes con el
enfoque disciplinario, asi como los criterios tedricos y didacticos para que los profesores organicen, disefien,
desarrollen su labor y evallen los procesos de ensefianza y de aprendizaje.



Con este referente y como egresado de la Maestria en Docencia para la Educacion Media Superior (MADEMS)
en el area de Matematicas, surge la inquietud de promover en los alumnos una motivacion e interés por
aprender matematicas, no sélo de forma abstracta y rigurosa como es su ensefianza la mayoria de las veces,
sino como reflejo de una actividad humana. Probablemente con este procedimiento los alumnos alcancen un

aprendizaje mas cercano a su realidad.

Este trabajo tiene como objetivo general reforzar los cursos de Matematicas V y VI mediante la reflexion
histérica del origen de la Geometria Analitica, pues tomando como referencia un problema de la matematica
griega, el Problema de Pappus, pueden desarrollarse la mayoria de los temas de Geometria Analitica del

programa de bachillerato de la ENP.
Los objetivos especificos son:

e Realizar la demostracion matematica y presentar la solucion del Problema de Pappus (también
conocido como el Problema de las tres o cuatro rectas) con el método propuesto por René Descartes,
para ofrecer una estrategia de ensefianza-aprendizaje alternativa para los docentes que imparten
Matematicas V'y VI en la ENP.

e A partir de la demostracion y solucién del Problema de Pappus, identificar los diferentes conceptos y
temas analizados en el curso de Matematicas V: funcion (unidad 1), ley de los senos (unidad II),
propiedades de los tridngulos y coordenadas cartesianas (unidad V), ecuacion de un lugar geométrico,
definicidn de recta como lugar geométrico y distancia de un punto a una recta (unidad VI), ecuacion de
segundo grado y criterios para identificar a la conica que representa una ecuacién de segundo grado
(unidad VII), circunferencia (unidad VIII) y conicas (unidades XIX, X y Xl); asi como los temas de
Geometria Analitica.

e Promover en los alumnos un acercamiento histérico-social a conceptos matematicos como los ejes
coordenados, que surgieron a través de una evolucion histérica y que dieron origen a la Geometria
Analitica.

e Proponer la interaccion de la historia y las matematicas para mejorar la comprension de ésta, promover
una perspectiva interdisciplinaria en la apropiacion de los contenidos del bachillerato y contribuir a la
formacion integral del alumno de bachillerato de la UNAM.

Para cubrir los temas del programa de Matematicas V no sefialados en el segundo objetivo especifico, podria
proponerse una modificacion al modo en que René Descartes resuelve el Problema de Pappus, propuesta que,

sin embargo, en este momento rebaza los alcances de este trabajo.



En el primer capitulo se indican los propésitos y el perfil del alumno contemplados en el programa de estudios
de Matematicas V de la ENP, ya que esta propuesta pretende contribuir a reforzar particularmente este grado
escolar. También se hace referencia al pensamiento matematico para tratar de comprender cémo aprenden las

personas que estudian esta disciplina.

En el segundo capitulo se describe el sustento psicoldgico y didactico de la propuesta; se aborda de manera
general el constructivismo y una vertiente del mismo, el aprendizaje significativo de David Paul Ausubel, asi
como el enfoque histdrico que proponemos para este trabajo apoyados en textos de ilustres matematicos,
pedagogos, historiadores y profesores, quienes reclaman una funciéon didactica para la historia de las
Matematicas como instrumento de comprension de sus fundamentos y de las dificultades de sus conceptos

para asi responder a los retos de su aprendizaje.

En el capitulo 3 se atiende el tema de solucion de problemas en geometria; se mencionan algunos datos de la
vida de Pappus de Alejandria y temas tratados en su obra La Coleccion Matematica, como los aspectos
generales del Analisis Geométrico Griego y la clasificacién general de los problemas geométricos; se presentan
dos ejemplos de problemas tomados del Libro I de los Elementos de Euclides: la Proposicion 1, construccion de
un triangulo equilatero sobre una recta finita dada, y la Proposicion 9, bisectar un angulo rectilineo dado.
También se revisan las soluciones que plantearon Pappus y el matematico francés Frangois Viéte al problema

de la triseccién de un angulo, y se comparan sus formas de resolver este problema geométrico.

Los temas estudiados en la obra La Coleccion Matematica y la solucién al problema de la triseccién del angulo
de Viete se analizan por su importante influencia en el trabajo de René Descartes para la resolucién del
Problema de Pappus, desarrollado en este capitulo, y base del nacimiento de los diferentes conceptos y temas

que dieron origen a la Geometria Analitica y al desarrollo de esta propuesta.

En el capitulo 4 se presenta la puesta en escena de la propuesta con alumnos de la ENP, del Plantel 9 “Pedro
de Alba”; la secuenciacién de la propuesta, la metodologia empleada, la evaluacion y los resultados obtenidos,
asi como el analisis correspondiente después de ocho sesiones. Se presenta el empleo de la historia de las
matematicas como un instrumento didactico para incidir en el proceso de ensefianza-aprendizaje mediante una
introduccidn histérica que sittia el origen y la evolucién del problema que se va a abordar en los contextos
cientifico y cultural, y se involucra brevemente a los matematicos o corrientes matematicas que introdujeron un

concepto nuevo, la demostracion de un teorema o la resolucion de un problema.

El capitulo 5 contiene las conclusiones de la puesta en practica de la propuesta y sus perspectivas. Se resalta

la importancia de utilizar el enfoque histérico en la ensefianza de las matematicas, ya que como fuente de



inspiracion, autoformacion y orientacion en la actividad docente revela la dimension cultural de la Matematica;
como el legado historico permite enriquecer su ensefianza y su integracion en el conjunto de los saberes
cientificos, artisticos y humanisticos que constituyen la cultura; y la importancia también de utilizar un software

de geometria dinamica para favorecer el aprendizaje.

En el Ultimo apartado se anexan los resultados cuantitativos de la evaluacion de los alumnos en la practica, los
cuestionarios, exdmenes y material de trabajo utilizados en esta propuesta. Al final del trabajo se presenta la

bibliografia consultada.



Capitulo 1. Antecedentes

1.1. Programa de Matematicas V de la Escuela Nacional Preparatoria

La asignatura de Matematicas V se ubica en el mapa curricular de la ENP en el quinto grado del bachillerato. Es
una materia obligatoria del ndcleo Basico con caracter tedrico y forma parte del area de formacion. La
ensefianza de esta asignatura se orienta hacia un aprendizaje basado en la solucién de problemas (Escuela

Nacional Preparatoria, 1996, Programa de Estudios de la Asignatura de Matematicas).

El Programa de estudios menciona: “Por medio de los contenidos propuestos, el alumno conocera,
comprendera y aplicara la simbologia de las funciones con sus caracteristicas, propiedades, clasificaciones y
representacion grafica; la existencia del sistema de coordenadas polares y los conocimientos béasicos de
operacion de la geometria analitica. La metodologia aplicada privilegia el trabajo en el aula, y parte del
planteamiento de problemas simples que irdn aumentando su complejidad en el tratamiento de un mismo tema”
(Escuela Nacional Preparatoria, 1996, Programa de Estudios de la Asignatura de Matematicas V, Presentacion,

b) Exposicion de motivos y propositos generales del curso, pagina 2).

Los propositos a los que se refiere este programa son (Escuela Nacional Preparatoria, 1996, Programa de

Estudios de la Asignatura de Matematicas V, paginas 2 y 3):

¢ |niciar a los alumnos en el conocimiento, la comprensidn y las aplicaciones de la geometria analitica, de
esta manera adquiriran la preparacion necesaria para acceder a los cursos de Matematicas del sexto
grado de bachillerato.

e Reafirmary profundizar los conocimientos de geometria euclidiana y trigonometria adquiridos en cursos
anteriores para plantear y resolver problemas de diversas disciplinas.

e Fomentar en los alumnos la capacidad de razonamiento logico, su espiritu critico y el deseo de
investigar para adquirir nuevos conocimientos, lo que resulta necesario para plantear y resolver

numerosos problemas de aplicacion, tanto en la misma Matematica como en otras disciplinas.

Para desarrollar el perfil del alumno, en la estrategia de evaluacion de este curso deberan considerarse los

siguientes aspectos:

1. La capacidad para aplicar lo que ha aprendido durante el curso en el planteamiento y resolucion de
problemas de ésta y otras disciplinas.



2. El reconocimiento de los aspectos matematicos que se relacionan entre si, logrando aprendizajes
significativos.

3. La importancia de la Matematica, su relacion con ofras ciencias, con los avances cientificos y
tecnoldgicos y con la sociedad.

4. La habilidad del alumno para la busqueda, organizacion y aplicacion de la informacidn que obtiene en el
analisis de problemas.

9. La capacidad del alumno para aplicar las técnicas de estudio de la Matematica en otras disciplinas.

6. La capacidad del alumno para aplicar los conocimientos matematicos en actividades cotidianas para
mejorar su calidad de vida y la de los demas, a través de desarrollar una actitud seria y responsable.

7. Desarrollar el interés del alumno por la asignatura e inclusive por una licenciatura del area Fisico-
Matematicas e Ingenierias, que se refleje en un incremento de la matricula en el &rea | del sexto grado
del bachillerato.

8. Incrementar la participacion de los alumnos en concursos de Matematicas, que fomenten su superacion
académica.

9. La capacidad de trabajar en equipo, en actividades dentro del aula, en la resolucion de problemas que

impliquen el intercambio y la discusion de ideas.

La ensefianza de las matematicas en la ENP esta planeada para que en los tres afios de este ciclo el alumno
adquiera los conocimientos indispensables para consolidar las competencias matematicas que le demanda el
nivel superior, lo que implica la maduracién de habilidades de razonamiento abstracto y el desarrollo del

pensamiento matematico.

1.2. El pensamiento matematico

Cuando hablamos del pensamiento humano, de la memoria, del razonamiento, de la abstraccién o, en general,
de los procesos mentales, volteamos hacia la psicologia y al estudio de las funciones mentales. Para algunos
psicologos las preguntas ¢como piensa la gente?, ;cdmo se desarrollan los procesos del pensamiento?, o ;en
qué medida la accién humana adquiere habilidad en la resolucion de ciertas tareas?, constituyen la fuente de
reflexion y experiencia cotidiana. De manera que el pensamiento, como una de las funciones mentales
superiores, se estudia sistematica y cotidianamente en diversos escenarios profesionales (Cantoral y Farfén,
2000).

Es sabido que la psicologia se ocupa de entender como aprende la gente, como realiza diversas tareas y como
se desempefia en su actividad, pero para los profesionales de la ensefianza de las matematicas, las preguntas

anteriores se sintetizan en una: ;qué es el pensamiento matematico? Desde una perspectiva global, el



pensamiento matematico se refiere a las formas en que piensan las personas que se dedican profesionalmente
al area de matematicas; no obstante, las investigaciones sobre pensamiento matematico se ocupan de
comprender como interpreta la gente un aspecto especifico o un tema de matematicas (Cantoral y Farfan,
2000).

Si se quisiera describir el proceso de desarrollo del pensamiento matematico se tendria que considerar que éste
suele interpretarse de distintas formas; por un lado se le entiende como una reflexién que los matematicos
realizan sobre la naturaleza de su conocimiento asi como del proceso de descubrimiento e invencion en
matematicas. Por otra, se entiende el pensamiento matematico como parte de un ambiente cientifico en el cual
los conceptos y las técnicas matematicas surgen y se desarrollan en la resolucion de tareas; finalmente se
considera que el pensamiento matematico se desarrolla en todos los seres humanos en el enfrentamiento
cotidiano a multiples tareas que impliquen razonar, demostrar, argumentar, interpretar, identificar, relacionar,
graficar, calcular, inferir, efectuar algoritmos y modelizar en general. Esta ultima interpretacion es la que es Uil

al docente en esta area.

El objetivo entonces es entender los procedimientos, las explicaciones, la notacidn o las formulaciones verbales
que la persona construye para responder a una actividad matematica, del mismo modo que nos ocupamos por
descifrar los mecanismos mediante los cuales la cultura y el medio contribuyen en la formacion de los
pensamientos matematicos. En este sentido, interesa analizar las operaciones de los alumnos ante tareas
matematicas, tanto simples como complejas, como formas de entender el proceso de construccién de los
conceptos y procesos matematicos; al mismo tiempo que sabremos que, en esa actividad, su propio

pensamiento matematico esta, también, en pleno curso de constitucion.

Desde principios del siglo XX se han realizado estudios sobre la perspectiva tedrica para los aspectos
educativos. Destacados matematicos como Poincaré, Polya y Frudenthal, asi como teoricos del pensamiento
como Piaget, llevaron a cabo estudios para explorar la psicologia del razonamiento matematico al enfocarse a

su propia actividad personal y analizar el comportamiento de estudiantes (Cantoral y Farfan, 2000).

Desde esta Ultima perspectiva, el pensamiento matematico no tiene sus bases ni en los fundamentos de la
matematica ni en la practica exclusiva de los matematicos, sino que consiste de todas las formas posibles de
construir ideas matematicas, incluidas aquellas que provienen de la vida cotidiana. Por ejemplo, para apropiarse
del concepto de elipse, el cual esta formado de diferentes propiedades y relaciones con otros conceptos
matematicos, los nifios entre seis y siete afios suelen ocuparse de objetos que tienen la forma de la elipse con
lo que se familiarizan con ésta, y cuando son capaces de decir que algin objeto de esta forma es un circulo

‘achatado” o aplastado en sus extremos se aproximan a la construccion de este concepto, aunque la idea de



elipse no esté plenamente representada en su pensamiento. En tanto que algunas propiedades de la elipse se
abordan con ejemplos como el huevo o una nave espacial de juguete que tengan esta forma, las relaciones que
se pueden encontrar entre su area y, si Somos un poco mas ambiciosos, su volumen se tratan en la escuela
cuando los jovenes tienen entre 15 y 18 afos. Por lo tanto, puede decirse que la construccion del conocimiento
matematico tiene muchos niveles y profundidades, que es un proceso que va cambiando a lo largo de la vida

escolar y que la ensefianza y el aprendizaje en el aula deberia tomar en cuenta esta evolucion.

De este modo habremos de entender, en un sentido moderno, que el pensamiento matematico incluye por un
lado, pensamiento sobre tdpicos matematicos y, por otro, procesos avanzados del pensamiento como

abstraccidn, justificacidn, visualizacion, estimacion o razonamiento bajo hipétesis.

El pensamiento matematico, entonces, debe operar sobre una red compleja de conceptos, unos avanzados y
otros mas elementales; quiza por ello a los estudiantes les resulte complicado entender lo que significa una
ecuacion de segundo grado, a menos que entiendan que va mas alla del sélo manejo de las técnicas asociadas
y que requieren de otros conceptos matematicos como conica, lugar geométrico, funcién, variable o incluso
numero, y que deben ademas articularlos bajo diferentes contextos de representacion, como formas graficas,
ordenamientos numéricos, representaciones analiticas, lenguaje natural o procesamiento iconico de la

informacion.

Para fomentar el pensamiento matematico en los alumnos podria utilizarse el enfoque histérico en la ensefianza
de temas de matematicas en general y, por nuestro interés particular, de Geometria Analitica, pues “la historia
puede dar la perspectiva global del tema y relacionar las materias no s6lo unas con otras sino también con las

lineas centrales del pensamiento matematico” (Kline, 1992: 16).
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Capitulo 2. Didactica y cognicion en la ensefianza de las matematicas

2.1. El Constructivismo

Es a partir de la mitad del siglo pasado y hasta nuestros dias, que el trabajo de los positivistas es duramente
criticado por diversos autores. Se pueden citar entre ellos, ademas de Bachelard, a Popper, Kuhn, Feyerabend
y Lakatos. Las ideas de estos autores han producido una nueva filosofia de la ciencia que establece que las
observaciones realizadas dependen de la formacion, experiencia y expectativas del observador y que por ello
estan influidas por el marco teorico del cientifico. El cientifico, a través de sus investigaciones descubre leyes,
teorias y principios de nuestra realidad, pero su validez y eficacia (o verosimilitud) son convencionales, es decir,
estan sujetas a la decision practica que debe tomarse para considerar un grado de confirmacién suficiente que
les permita continuar vigentes como explicaciones validas. Por ello, la nueva filosofia de la ciencia representa
una perspectiva diferente. En un tiempo, la ciencia se concibié como exclusivamente atribuible al genio de los
grandes hombres y como si estuviera divorciada de los efectos producidos en lo social y en lo econoémico.
Muchas historias de la ciencia son algo mas que el relato de los grandes descubrimientos, de las revoluciones
trascendentes sobre los secretos de la naturaleza, algunas de ellas muestran la necesidad de que el individuo
se encuentre impregnado del ambiente que lo rodea para que pueda comprender su época; la conciencia que el
cientifico tenga sobre su propio contexto resulta un factor importante en su capacidad de cambiar el curso del
conocimiento y de la accion (Bernal, 2005). Lo que el cientifico observa e investiga es una “construccion” de la
realidad y esto va de acuerdo con su formacién, marco tedrico y hasta con sus valores sociales (Piaget y
Garcia, 1983).

Afortunadamente muchos profesores con formacion cientifica y vocacion humanista se interesan por la historia
de la disciplina que cultivan e imparten, y hace ya algunos afios que ha empezado a abrirse paso una incipiente
institucionalizacion en algunas facultades cientificas universitarias de los estudios de Historia de la Ciencia y de
la Matematica, incluso en los niveles de Doctorado. Actualmente se organizan tanto en los Institutos de
Ciencias de la Educacion de las Universidades como en los Centros de Profesores y Recursos una gran
variedad de conferencias, cursos y seminarios cuyo contenido versa sobre los mas diversos aspectos de los
temas historicos, muchos de los cuales se encargan de poner de manifiesto los seculares y reciprocos vinculos
de la Matematica con los demés aspectos disciplinares de la cultura y el pensamiento. Como ejemplo puede
sefialarse la relevante actividad que desde hace mas de una década desarrolla en Canarias el Seminario

Orotava de Historia de la Ciencia, dirigido por el Profesor J. Montesinos (SUMA, afio 2004).
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2.1.1. El Modelo de aprendizaje significativo de David Paul Ausubel

Ademas de los aspectos historicos de la disciplina, la docencia de calidad implica el conocimiento de los
procesos de ensefianza y de aprendizaje, asi como la adopcion de un modelo explicativo de éstos que se

considere adecuado a la ensefianza de la disciplina que se imparte y a las caracteristicas del estudiante.

Si, como ya se menciono, el objetivo de ensefiar matematicas en el bachillerato es favorecer el desarrollo de
habilidades de pensamiento, un enfoque cognitivo de la ensefianza y el aprendizaje parece pertinente.
Consideramos que la teoria psicolégica del aprendizaje de Jean Piaget fundamenta el modelo de recepcion

significativa de Ausubel, corriente pedagdgica para la ensefianza a la que nos adherimos.

El modelo de recepcion significativa desarrollado por Ausubel fue una reaccion frente a la corriente del
descubrimiento (Diaz-Barriga, 2007). Aunque puede interpretarse como un regreso a la ensefianza tradicional
centrada en la transmisién de conceptos y conocimientos ya elaborados, superé al modelo de

recepcion/transmision tradicional.

En virtud de la falta de capacidad de la mayoria de los alumnos para “descubrir autbnomamente todo lo que
deben saber”, Ausubel y sus colaboradores fundamentan la defensa de la ensefianza por transmision
significativa que, en teoria, debe lograr un aprendizaje por asimilacion de conceptos (Ausubel, Novak y
Hanesian, 1978).

Ausubel y su sucesor Novak muestran una indudable coherencia con los temas basicos de la epistemologia
contemporanea dada la importancia que conceden a los conocimientos previos de los alumnos y a la
integracion de nuevos conocimientos a las estructuras conceptuales del individuo, de acuerdo con la teoria del
aprendizaje de Piaget. Del mismo modo, aciertan al resaltar el papel del profesor-guia quien puede jugar como
facilitador de un aprendizaje significativo, en vez de ser un espectador que esta esperando que sus estudiantes
obtengan algunas adquisiciones dispersas a través de “los descubrimientos” incidentales del trabajo autdnomo

que realizan dentro y fuera de la escuela como tareas de aprendizaje.

De acuerdo con Ausubel, los nuevos conocimientos se incorporan en forma sustantiva en la estructura cognitiva
del alumno. Esto se logra cuando el estudiante relaciona los nuevos conocimientos con los anteriormente

adquiridos; pero también es necesario que el alumno se interese por aprender lo que se le estd mostrando.

En este sentido, para muchas personas las matematicas no son consideradas como una disciplina cultural mas,
sino como un lenguaje al servicio de las demés ciencias y, erroneamente, se la concibe como el instrumento

utilizado por las instituciones para filtrar selectivamente al alumnado, lo que provoca sobre las matematicas una
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extendida aversion, ademas de un cierto aislamiento que impide que se cumpla la pretension de Puig Adam
(1955): Presentar la Matematica como una unidad en relacién con la vida natural y social. Por esto, muchos
docentes que imparten matematicas tienen el interés de eliminar los prejuicios hacia el estudio de la misma y
enriquecer culturalmente su ensefianza para convertirla en una disciplina cultural en el mas amplio sentido de la

palabra.

Para el caso del problema eje de este trabajo, si se propone como actividad resolver el Problema de Pappus
con el método descrito por René Descartes en su obra la Geometria, probablemente seria complicado que los
alumnos encontraran la solucion aun con la ayuda del profesor, debido a la complejidad en la lectura del texto
de 1637 y a la aparente irrelevancia para este fin de sus conocimientos previos de Geometria Euclidiana y
Geometria Analitica. No obstante, teniendo como instrumento basico la historia de las matematicas, a través de
la solucién del Problema de Pappus los estudiantes no sélo aplican sus conocimientos y habilidades con este
proposito sino aprecian el origen historico de los diferentes conceptos y temas que contempla el programa de
Matematicas V de la ENP, con lo que es posible asignarles otro significado. A este fin sirve como instrumento

basico la historia de las matematicas, como veremos enseguida.

2.2. El Enfoque Historico en la ensefianza de las matematicas

En la mayoria de las teorias del aprendizaje se acepta la importancia de la motivacion para su logro, debido a
que es evidente que sblo construye el conocimiento el alumno que quiere aprender, es decir, el que tiene
disposicion hacia el aprendizaje. El enfoque histérico en la ensefianza de la ciencia, y en particular en la
ensefianza de las matematicas, puede representar una alternativa para lograr que el estudiante construya el

conocimiento.

Se sabe que hay tres formas clasicas de enfocar la ensefianza de cualquier teoria cientifica: la primera es la
conceptual; la segunda es la logica o axiomatica y la tercera forma de ensefiar una ciencia es a través del

enfoque histérico.

El enfoque histérico es una propuesta didactica que tiene como objetivo despertar el interés del alumno hacia el
estudio. Principalmente se utiliza como complemento de los otros enfoques y consiste en presentar como se
han ido desarrollando los conceptos, quiénes intervinieron en su desarrollo y, si es posible, determinar las

dificultades encontradas durante el mismo.
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En la actualidad, la ensefianza de las matematicas se efectua a través de una transmision del conocimiento casi
dogmatica, por lo que al adoptarse el enfoque historico se estaria dando un gran avance al proporcionar a la

estructura afectiva del estudiante el estado de motivacion e interés propicio para el aprendizaje.

Conocer los motivos y dificultades que historicamente se presentaron en el desarrollo de las matematicas
podria servir como un incentivo para los alumnos, pues es mas probable que se apropien paulatinamente del
concepto o la idea que deben aprender. Ademas, permite que los estudiantes expresen su opinién o presenten
respuestas alternativas a las situaciones con las que se enfrentaron los matematicos de una época
determinada. Utilizar la historia de las matematicas permite mostrar que el desarrollo de los conceptos y temas
no siempre se ha presentado de forma lineal y continua a través del tiempo. Pueden ademéas enfatizarse los
aspectos de teorias o conceptos que no fueron del todo aceptados en alguna etapa del desarrollo de las
matematicas, ya sea por dudas o por estar en contra de ciertos planteamientos filoséficos, por generar un

conflicto con un conocimiento antiguo o por rivalidades entre algunos matematicos de renombre.

Este enfoque en la ensefianza de las matematicas, y en particular en la ensefianza de la Geometria Analitica en
este reporte, actua como un agente motivador en el alumno ya que a través de él descubrira el origen de los
conceptos y métodos que esta aprendiendo en el aula. Debe estar en un nivel didactico y no como objeto
mismo de la ensefianza, esto es, como un elemento mediador, que permita a los estudiantes conseguir una

mejor comprension y entendimiento.

Leer un texto antiguo, como La Geometria de René Descartes, y retomar en la clase un problema que intereso
a los antiguos matematicos como Euclides, Apolonio y Pappus, en cuya resolucidén aplicaron solo los
procedimientos y conocimientos que se tenian entonces, puede propiciar una actitud favorable hacia el
planteamiento y la solucién de problemas que lleve a los alumnos a proponer alternativas diferentes. Con la
guia y ayuda del profesor se analizan los conceptos que permitieron el nacimiento de la Geometria Analitica, se
revisa como se plantearon en aquel momento y se contrasta con las posibilidades de estudio actuales. Los
métodos modernos permitiran observar el desarrollo del pensamiento, establecer analogias e inducir el camino
mas natural para adquirir el conocimiento matematico, asi como captar que la matematica no es estatica sino

que va evolucionando historicamente.

Ademas de las razones que ya se han descrito, Fauvel (1991) indica, entre otras, las siguientes ventajas de

abordar la ensefianza a través del enfoque histérico:

1. Muestra el aspecto humano de las matematicas.

2. Ayuda al desarrollo de un acercamiento multicultural.
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3. Provee la posibilidad de un trabajo interdisciplinario con otros maestros.
4. Ayuda a ordenar la presentacion de los topicos en el curriculo.
5. Indica cdmo los conceptos fueron dilucidandose, ayudando esto a su comprension.

6. Permite a los alumnos sentir bienestar al alcanzar la comprension, y no sélo resolver algunos problemas.

Las mateméticas constituyen una de las grandes manifestaciones del pensamiento humano con un desarrollo
de varios siglos interconectado estrechamente con el conocimiento y la cultura. Es sabida la relacion de la
matematicas con las ciencias naturales, la tecnologia y el arte; pero sus vinculos con la filosofia, el lenguaje, la
literatura, la educacién, la belleza, la religion, la politica, etcétera, hacen de ella una manifestacion de la
racionalidad humana que, si revisamos a lo largo del tiempo, se encuentra vinculada desde las mas remotas
civilizaciones hasta nuestra era actual. La permanente interaccién del desarrollo matematico con cualquier

actividad humana hacen de esta ciencia uno de los grandes logros culturales de la humanidad.

Como ejemplo podemos mencionar su relacion con la filosofia, la cual comparte con las matematicas unas
raices historicas comunes en el horizonte pitagorico del siglo VI a.C. que conocemos relativamente bien a
través de la Filosofia platdnica y de La Metafisica de Aristoteles; y particularmente en este trabajo, el suefio de
René Descartes de la unién del Algebra y la Geometria como germen de un nuevo sistema filoséfico, las
matematicas como base racional del pensamiento cartesiano, asi como la utilizacion de los métodos del

Analisis y la Sintesis.
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Capitulo 3. Contexto historico de la Geometria Analitica

3.1. Solucion de Problemas

El campo de la solucién de problemas pone de manifiesto, en su complejidad, las caracteristicas y limitaciones
cognoscitivas del ser humano. A lo largo de la historia, el hombre ha tenido que encontrar soluciones a
diferentes problemas que se ha planteado, mostrando en su resolucion una gran capacidad e inventiva. La
adaptacién de nuestro sistema cognoscitivo a este tipo de tareas se pone de manifiesto cuando no solamente
resolvemos problemas de diversas clases en nuestro trabajo, sino también pasamos momentos de nuestro

tiempo libre resolviendo problemas en forma de juegos.

En la escuela, las personas aprenden a resolver una gran cantidad de problemas en las diferentes asignaturas.
En matematicas, la solucion de problemas practicamente es sinénimo de “estudiar matematicas”: los profesores
emplean la mayor parte del tiempo de sus clases en la resolucidn de problemas sobre un tema determinado, los
libros de texto incluyen extensas listas de ejercicios resueltos y de problemas propuestos para que el alumno
participe en el tema en cuestion; la mayor parte de las tareas extraescolares consisten en la resolucion de un
gran numero de problemas; y el sistema de evaluacion generalmente se basa en solicitar a los alumnos que
resuelvan un conjunto de problemas. Estudiar como las personas resuelven problemas, y como ello repercute
en el ambito educativo, es sin lugar a dudas una de las funciones esenciales de aquellos que estamos

interesados en el area de la educacién matematica.

A partir de la reforma de 1996, en el sistema de bachillerato de la UNAM se propone que los contenidos
relativos a matematicas se aborden mediante la solucién de problemas como método integral. Alli se indica que
la solucion de problemas es un proceso que debe penetrar todo el disefio curricular y proveer el contexto en el
cual los conceptos y las actitudes pueden ser aprendidos. La habilidad de plantear y resolver problemas con
una variedad de estrategias y recursos aparece no sélo como contenido procedimental?, sino también como una
de las bases del enfoque general con que han de trabajarse los contenidos de matematicas en el bachillerato,
situandose como un aspecto central en la ensefianza y el aprendizaje en esta area (ENP, Programa de
Estudios de la Asignatura de Matematicas V, 1996).

La propuesta de abordar el estudio de la Geometria Analitica con una perspectiva histérica pretende contribuir a
la visidn planteada en los programas de estudio, ya que su desarrollo gira en torno a la solucion de un problema

matematico, el Problema de Pappus. Este problema fue planteado en el afio 350 d.C. (Jones, 1986), y se

1 El contenido procedimental es aquel conocimiento que se refiere a la ejecucién de procedimientos, estrategias, técnicas, habilidades, destrezas y
métodos.
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conoce como el lugar geométrico de las tres o cuatro rectas. Al analizar y resolver este problema, considerado
como una de las cuestiones mas importantes en el desarrollo de las matematicas, se pretende despertar la
motivacion y el interés de los alumnos de bachillerato para el estudio de las mismas cuya importancia, como ya

se sefialo, es reconocida por la mayoria de las teorias del aprendizaje.

El Problema de Pappus fue planteado en el texto de la Coleccion Matematica, obra del autor griego Pappus de
Alejandria, que data del siglo IV de nuestra era. En este texto, ademés de analizar el problema, Pappus realiz6
una compilacién, comentario, restauracion, organizacion y clasificacion del conocimiento matematico que se
tenia en esa época, incluyendo el Analisis Geomeétrico Griego. Pappus afirmo que tanto Euclides de Alejandria
como Apolonio de Perga habian realizado un estudio del problema sin éxito. Apolonio (dice Pappus), afirma que
si el problema es planteado para tres o cuatro rectas, los puntos que describen el lugar geométrico de la
solucién se encuentran en una de las tres secciones conicas (paradbola, elipse o hipérbola). Ademas del
comentario a Apolonio, Pappus realiz6 un analisis y obtuvo una respuesta parcial, pero no determiné la solucion

general.

En el texto la Geometria (uno de los tres ensayos que acompafiaban el Discurso del Método), publicado en
1637, el matematico y fildsofo francés René Descartes determind que con su método se podia obtener la
solucién general. Con esta solucion al Problema de Pappus inicia histéricamente la rama de las matematicas

conocida en la actualidad como Geometria Analitica.

En el libro primero de los tres que componen la Geometria, Descartes especifica la unificacién del algebra con

la geometria al sefialar en su primer parrafo:

Todos los problemas geométricos pueden ser reducidos facilmente a términos tales que no sea

necesario posteriormente para construirlos sino conocer la longitud de algunas lineas.

Llevé a cabo esta unificacion mediante un recurso simple, propuso una lectura de la geometria por medio del
algebra realizando una reinterpretacion de los Elementos de Euclides, se auxilié del Andlisis Geométrico Griego
y de la posible influencia de los trabajos del matematico también francés, Francois Viéte.

Una diferencia esencial entre las magnitudes geométricas (segmentos) y los elementos algebraicos (letras), es
que con las letras pueden realizarse operaciones aritméticas en un numero ilimitado, obteniendo como
resultado nuevas combinaciones de letras, y con los segmentos, las combinaciones quedan restringidas para el
caso de la dimension del resultado, que puede ser 1, 2, 3, y en combinaciones superiores el resultado deja de

ser inteligible, es decir, de ser expresable en términos de figuras geométricas: lineas, areas o volimenes.
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En la Geometria, Descartes introduce el algebra para la resolucion de problemas liberandola de la dependencia
de la estructura geométrica de las figuras. Expone los procedimientos para construir geométricamente las
operaciones de la aritmética, define la multiplicacién, la divisién y la extraccion de raices cuadradas empleando
el concepto de segmento unidad. Establece que el producto entre dos segmentos sigue siendo un segmento; es
decir, define que la potencia de un segmento sigue siendo un segmento, de modo que cuadrado y cubo ya no
son magnitudes planas o espaciales, sino la segunda o tercera potencia de un numero; de este modo, las

operaciones aritméticas quedan incluidas en un terreno algebraico.

Esta interpretacion algebraico-geométrica de las operaciones aritméticas marca un punto clave en el desarrollo
en la historia de las matematicas porque permite romper con el problema de la homogeneidad dimensional que
habia sido, sin duda, una limitante en la aplicacién del &lgebra en la geometria y que también impidié encontrar
la solucion general del Problema de Pappus. Fue el inicio de un cambio y progreso en las matematicas
mediante la introduccion de los métodos analiticos y algebraicos para la solucion de los problemas geométricos

basada en la aplicacion del Analisis Geométrico Griego.

3.2. La tradicion del Problema de Pappus y el Analisis Geométrico Griego

3.2.1. Pappus de Alejandria

A principios del siglo IV se produjo un renacimiento en el desarrollo de las matematicas, cuando algo del
entusiasmo pitagdrico por el algebra y la geometria volvié a existir en Alejandria bajo la influencia de Pappus y
Diofanto. Pappus escribié el texto de la Coleccion Matematica, en el que aportd comentarios a obras méas
antiguas como los Elementos de Euclides, las Conicas de Apolonio, el Almagesto de Ptolomeo y otras en las

que se detallan los grandes conocimientos de la geometria griega.

De acuerdo con Jones (1986), los datos que se tienen de la vida de Pappus son casi nulos. El inico documento
que puede considerarse como su biografia es un pequefio articulo en SUDA?, de Theon de Alejandria, el cual
data del siglo X d.C.:

Pappus de Alejandria, vivio en el reino del Emperador Theodosio el Grande, en la época en que
Theon escribio el Canon de Ptolomeo y destacaba, también, como filésofo.

Segun este articulo, Pappus vivio a finales del siglo Ill a.C., sin embargo, por el comentario que éste hace en el

libro V del Almagesto de Ptolomeo, sobre el eclipse solar que se observé en Alejandria el 18 de octubre del afio

2 E| Suda es una escritura del periodo Bizantino que se empez6 a utilizar para redactar en las enciclopedias de la biblioteca real los conocimientos
disponibles del siglo X d.C.
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320, Jones supone que vivio en el siglo IV d. C. Una nota en los escritos de Proclo referida por Jones indica que

Pappus dirigié una escuela en Alejandria.

La obra principal de Pappus, la Coleccion Matematica, reviste importancia desde el punto de vista histérico
porque, ademas de ser una exposicion completa y sistematica de los conocimientos de su época, recoge
fragmentos, a veces integros, de las obras que constituian los fundamentos de la ensefianza de las
matematicas en la ciudad de Alejandria, hoy en gran parte perdidas. Esta obra cuenta ademéas con teoremas y
problemas sobre geometria (no incluida en los Elementos de Euclides), y con un gran nimero de temas que se
vinculan con las raices histéricas de la Geometria Analitica, como la clasificacion de los problemas geométricos,
los métodos del Analisis y la Sintesis, soluciones a problemas como la duplicacidn del cubo y la triseccion del

angulo, asi como estudios y propiedades de las secciones conicas.

3.2.2. Analisis Geométrico Griego

Al revisar los Elementos de Euclides se aprecia que contiene definiciones, nociones comunes, postulados y
proposiciones perfectamente bien estructurados. Puede constatarse que las proposiciones ahi enunciadas se
dividen en dos tipos: los problemas, que para resolverlos se requiere una construccién, y los teoremas, en los
que se realiza una demostracion. Para resolver problemas y demostrar teoremas se hacia uso del Analisis

Geométrico Griego (Analisis).

El Andlisis es un procedimiento o técnica para resolver problemas y demostrar teoremas. El principio general
del Analisis es “suponer que el problema esta resuelto”. En varios estudios sobre este tema se ha encontrado
que existen muchos “métodos” o procedimientos de Analisis, que dependen principalmente del uso que hace

cada matematico y del problema en cuestion.

Es sus estudios sobre Euclides y Apolonio, Pappus reconocié los dos aspectos en los cuales se puede clasificar

al Anélisis: el Analisis Teorematico (demostrar teoremas) y el Analisis Problematico (resolver problemas).

En lo que sigue revisaremos el concepto del Analisis tal como Pappus lo describié en el Libro VIl de la
Coleccion Matematica, el cual engloba el concepto del Analisis Geométrico Griego que tanto Viéte como
Descartes tomaron como base en sus respectivos trabajos, con los que contribuyeron al nacimiento de la

Geometria Analitica.
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3.2.3. El método del Analisis de Pappus

De acuerdo con Jones (1986), al inicio del Libro VIl de la Coleccion Matemética de Pappus se escribe:

Hay dos tipos de Andlisis: el que busca la verdad, el cual se llama tedrico (teorematico); y el que

obtiene [la solucion del problema] ademas lo establecido, llamado problematico.

Al hablar sobre Analisis se encuentra otra palabra que era usada frecuentemente: la Sintesis. Estos dos

conceptos también se definen al inicio del libro antes citado. Pappus afirma que:

El Anélisis es el camino de lo que se busca, como Si ya estuviera dado, por medio de sus
consecuencias, hacia algo que se establece por la Sintesis. En el Analisis por un lado, se asume lo
que se busca como si se hubiera alcanzado y se busca aquello de lo que se sigue, y esto a su vez
de lo que se sigue, hasta que por este camino llegamos a algo que es conocido, y este
procedimiento nosotros lo llamamos Analisis. En la Sintesis, por otro lado, asumimos lo que se habia
obtenido al final del Analisis como ya logrado, y poniendo ahora en orden natural, como antecedente
lo que antes seguia, y ligando uno con el otro, llegamos finalmente a la construccion de lo buscado;

y esto lo llamamos Sintesis.

En el Andlisis entonces, se asume como cierto aquello que hay que probar y se razona con base en esta
suposicion hasta llegar a algo que forma parte de los principios (postulados o axiomas), o a aquellos resultados
que ya han sido previamente establecidos. Si entonces podemos invertir la secuencia de los pasos anteriores

se obtiene una demostracion del teorema que habia que probar (Anélisis teorematico).

Basicamente, el Andlisis (Analisis problematico) empieza observando cuales son las condiciones o las
caracteristicas del objeto; entonces, se identifican las condiciones necesarias y suficientes para la construccion

del objeto.

En todo problema que se quiere resolver, al matematico se le proporciona una serie de datos, y en éstos esta la
solucion del problema. Pero se parte del principio de que el problema esta resuelto.

3.2.4. Clasificacion de los problemas geométricos

Pappus menciona que los problemas geométricos pueden clasificarse en tres tipos: planos, sélidos y curvilineos
(lineales). Esta clasificacion se realiza dependiendo de la forma o herramientas que se necesitan para
resolverlos. Si para resolver un problema dado se requiere del uso de rectas y circulos (regla y compas),
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entonces es un problema plano; si se utilizan secciones conicas (parabola, elipse e hipérbola), el problema es
solido; y si se emplean curvas mas complejas que las secciones conicas (concoide, cisoide o cuadratriz), el

problema es lineal.

Podemos suponer que esta clasificacion se basa en el grado de dificultad del trazado de las curvas que se
utilizan para encontrar la solucion de un problema geométrico. En otras palabras, si se ordenaran las lineas que
existen en geometria en grados de dificultad, la recta y el circulo serian las méas faciles en su trazo, en un
siguiente grado de dificultad la parabola, la elipse y la hipérbola, y por ultimo las curvas de grado superior a las
conicas. Pappus en su clasificacion, jerarquiza las formas de solucionar los diferentes tipos de problemas. En la
actualidad esta clasificacion sigue vigente en los cursos de geometria que se imparten a los estudiantes en

México.

En la primaria y en la secundaria lo Unico que se ensefia en geometria tiene que ver con poligonos (lineas

rectas) y circunferencias.

En el bachillerato, en el quinto grado de la ENP el curso esta estructurado en cuatro bloques:

1. Se reafirman, enriquecen y profundizan los conceptos de relacién y funcion.
Funciones trigonométricas y exponenciales.

Conceptos basicos de la geometria plana.

el

Conceptos de Geometria Analitica y conicas.

Los temas del cuarto bloque son los siguientes: Ecuacién general de segundo grado, circunferencia, parabola,
elipse e hipérbola. A excepcidn de la circunferencia, las cnicas se abordan con un grado de dificultad mayor a
lo aprendido en secundaria. En la clasificacion de Pappus, los temas anteriores (sin la circunferencia)
pertenecen a problemas solidos. En el sexto grado, en Calculo Diferencial e Integral se imparten temas que

involucran curvas de grado superior a las cénicas; lo cual indica que son problemas lineales.

De lo anterior podemos afirmar que los temas de geometria vistos en primaria, secundaria, bachillerato y en el
nivel superior, se organizan para que los alumnos vayan teniendo acceso gradualmente a contenidos cada vez
méas complejos y puedan establecer conexiones entre o que ya saben y lo que estan por aprender. Por lo tanto,
la forma en la que se estructuran los temas impartidos en los cursos de geometria obedece a la clasificacion de
los problemas geométricos de Pappus. Es decir, todo estudiante que ingresa al nivel medio superior ya tiene los
métodos, el conocimiento y la capacidad para la resolucion de los problemas planos; cuando finalizan el curso

de quinto grado en la ENP, los alumnos pueden resolver problemas sélidos, y cuando concluyen Calculo
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Diferencial e Integral o cursos méas avanzados de matematicas en la licenciatura estan en condiciones de

solucionar problemas lineales.

Es importante mencionar que el Analisis es el que permite determinar si un problema es plano, solido o lineal.
De acuerdo con lo mencionado anteriormente, el Andlisis tiene como primicia que el problema esta resuelto,
después, se identifican las condiciones necesarias y suficientes para la construccion de éste, y es entonces
cuando se determina si es que se requiere de la regla y el compas o de las secciones conicas o de curvas de
grado superior para realizar la construccion. Por lo tanto, el Anélisis es lo que subyace a la clasificacion de los

problemas.

Otra cuestidn que es necesario explicar es que la clasificacion de Pappus para los problemas geométricos en
planos, sélidos y lineales no significa que un problema plano se refiera a un problema de la geometria “plana”;
es decir, un problema plano no necesariamente se resuelve en la geometria “plana” o en dos dimensiones, si no
que puede ser tridimensional. De igual forma, que se trate de un problema sélido no tiene nada que ver con que

éste pertenezca a la geometria “sélida” o tridimensional, sino que puede resolverse en dos dimensiones.

El Libro XlII de los Elementos proporciona y demuestra las construcciones de los cinco poliedros regulares o
solidos platdonicos (Tetraedro, Exaedro, Octaedro, Icosaedro y Dodecaedro); sin embargo, a pesar de que un
poliedro regular es un cuerpo “sdlido” o pertenece a la Geometria en tres dimensiones, para su construccion
solo se requiere de la regla y el compas; por lo que se trata de un problema plano3. Por el contrario, el problema
de /a triseccion del angulo (que analizaremos mas adelante), que se resuelve en la geometria “plana” requiere
para su construccién el uso de curvas mas sofisticadas que las lineas rectas y circunferencias; las secciones

conicas, por lo que es un problema sdlido.

Para atender el objetivo de esta tesis de analizar un problema planteado hace mucho tiempo, y que representa
el nacimiento histérico de la Geometria Analitica, es necesario revisar los temas que se vinculan con esta

cuestion y la clasificacion de Pappus de los problemas geométricos es parte de ello.

Una vez definido lo que es un problema plano, solido y lineal, ejemplificaremos un problema plano. La
Proposicion 1 del primer Libro de los Elementos de Euclides dice:

Proposicion I-1. Construir un triangulo equilatero sobre una recta finita dada.

8 Aqui debemos mencionar que la geometria de los "Elementos" de Euclides consiste en todo aquello que es posible construir usando solamente la
regla y el compas. Es precisamente esto lo que imponen los tres primeros postulados de Euclides.
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Tenemos una recta. Sea AB la recta finita dada, entonces debemos construir sobre la recta AB un triangulo
equilatero.

C

1. Con centro en A y radio AB, se traza el circulo BCD (Postulado 3 del Libro 1 de los Elementos:
“Postulese describir un circulo con cualquier centro y distancia”)

2. Con centro en By radio AB, se traza el circulo ACE (Postulado 3)

3. Apartir del punto C, donde los circulos se cortan entre si, se traza las rectas CA y CB hasta los puntos
A'y B (Postulado 1 del Libro 1 de los Elementos: “Postulese el trazar una linea recta desde un punto

cualquiera).

Ahora, el punto A es el centro del circulo BCD, AC = AB. El punto B es el centro del circulo ACE, CB = AB.
Entonces las lineas AB, CA y CB son iguales (AB = CA = CB). Por lo tanto, tenemos el triangulo equilatero
ABC.

La Proposicion I-1 se refiere a la igualdad (o desigualdad) en el tamafio de segmentos. Otro ejemplo de

problema plano es la Proposicion 9 del primer Libro que se refiere a bisectar un angulo:
Proposicion I-9. Dividir en dos partes iguales un angulo rectilineo dado.

Sea ECD el angulo rectilineo dado. Entonces, hay que dividirlo en dos partes iguales.

C

1. Setoma al azar un punto F en la recta CE.
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2. Se encuentra en la recta CD el punto G, donde CG es igual CF (Proposicion 3 del Libro 1 de los
Elementos: “Dadas dos rectas desiguales, quitar de la mayor una recta igual a la menor”.

3. Se traza FG y se construye el triangulo equilatero FHG (Proposicién 1 del Libro 1 de los Elementos:
“Construir un triangulo equilatero sobre una recta finita dada”).

4. Se trazalarecta CH.

El &ngulo ECD se ha divido en dos partes iguales por la recta CH. Si observamos la recta CF es igual a la recta
CGy CH es comun a ambas, las dos rectas CF, CH son iguales respectivamente a las dos rectas CG, CH. Y la
base FH es igual a la base GH, por lo tanto, el angulo FCH es igual al angulo GCH (Proposicion 8 del Libro 1 de
los Elementos: “Si dos tridngulos tienen dos lados del uno iguales respectivamente a dos lados del otro y tienen
también iguales sus bases respectivas, también tendran iguales los angulos comprendidos por las rectas

iguales). Entonces, el angulo rectilineo dado ECD ha sido dividido en dos partes iguales por la recta CH.

Como se observé anteriormente, los dos problemas son resolubles con regla y compas; empleamos rectas y
circunferencias para su construccion. Estos problemas planos pueden ser resueltos por alumnos que hayan

terminado el ciclo de secundaria.

Si se quisiera dividir un angulo en 4, 8, 16, 32, 64 partes iguales, no es dificil probar que el problema seguiria
siendo plano; pero los antiguos gedmetras se plantearon el reto de dividirlo en tres partes iguales y se
sorprendieron cuando no pudieron hacerlo con los recursos de la regla y el compas. Lograron dividir un angulo
recto, un llano (dos rectos), y dos llanos (cuatro rectos) en tres partes iguales con rectas y circulos, pero para el

caso de un angulo cualquiera, no encontraron la respuesta.

Dividir en tres partes un angulo dado, o la triseccion del angulo, forma parte de los llamados “tres problemas
clasicos de la geometria euclidiana” los cuales se caracterizan por no ser resolubles con regla y compas. En la
Coleccion Matemética, Pappus expuso la solucién para este problema, pero no con el uso de regla y compas

sino con secciones conicas, lo que lo convierte en un problema sélido.

3.2.5. La triseccion del angulo

Revisemos el problema sélido de la triseccion del angulo. Se presentan las formas en que Pappus y Viéte
resolvieron este problema, con el fin de observar las diferencias en el empleo del método del Analisis en dos

épocas distintas.

Empecemos con la aplicacion del método del Analisis de Pappus. Recordemos que el problema consiste en
trisectar un angulo; es decir, dividir un angulo cualquiera en tres partes iguales. Este problema llamd la atencidn
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tal vez por la desconcertante discrepancia entre la sencillez de sus términos y la imposibilidad de resolverlo con
los medios elementales de la geometria, imposibilidad tanto mas llamativa cuanto que con esos medios podia
dividirse un angulo cualquiera en 2, 4, 8,... partes iguales, y también podian trisectarse algunos angulos

especiales como el recto y el llano.

En el Libro IV de la Coleccion Matematica, Pappus plantea la siguiente solucidn al problema de dividir un angulo
en tres partes iguales.

Se va a trisectar el angulo ZABC mostrado en la siguiente figura:

Ahora, suponemos que el problema esta resuelto (Analisis); es decir, el angulo ZDBC es un tercio del angulo
ZABC .

Analisis:

Partimos de la hipétesis que DF =2AB
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B C

1. Se traza una paralela a BC en A'y se prolonga.
2. Se traza una perpendicular a BC en C, que corte en a A.

3. Se traza una recta desde B que corte la perpendicular en D'y la linea paralela a BC en F.

A F

—

B C

4. Se traza una paralela a DF a partir de C

5. Con centro en C, y radio DF, se traza una circunferencia y se encuentra el punto G (CG = DF)
6. Completamos los paralelogramos EBCA y EBHF, y se traza IDJ paralela a BH.

E A F
| D
J
|
B c H

7. Entonces, los paralelogramos EBCA e IBHJ son iguales (en &rea), y EC = IH, donde:
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EA_U _EF_EF

AC ~ JH CD  FG
8. De acuerdo a la Proposicion 4 del Segundo Libro de las Conicas de Apolonio (llI-4), “Dadas las
asintotas y un punto de la hipérbola, la hipérbola esta determinada”, el punto G esta en una hipérbola

teniendo a EF y EB como sus asintotas y, también, pasa por el punto C.

E A F
G

| 5 / Hipérbola
J

B c H

Entonces si suponemos que el problema esta resuelto, la linea que da una tercera parte del angulo es una linea
DF tal que:

DF =2AB
De esta solucidn de Pappus al problema de trisectar un angulo podemos observar lo siguiente:

Primero, Pappus parte de un problema geométrico (trisectar el angulo ZABC).

Segundo, supone resuelto el problema (el &ngulo ZDBC es un tercio del angulo ZABC ).

/DBC =1 /ABC

Tercero, reduce el problema geométrico que quiere resolver (trisectar el angulo £ABC ) a otro problema

geométrico que ya sabe resolver (obtener la linea DF tal que su magnitud es el doble de la linea AB).

DF =2AB
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Es decir, la solucion de Pappus es una solucién que inicia con un problema geométrico y finaliza con la solucion

de un problema geométrico.

Ahora, vamos a presentar para este mismo problema de trisectar un angulo, la solucion siguiendo el método del

Analisis de Francois Viéte, un matematico moderno:

Se va a trisectar el angulo £« inscrito en una circunferencia con radio p, como se muestra en la siguiente

figura:

N

B

Viete retoma el método del Analisis de los antiguos y, supone que el problema esta resuelto; es decir, el angulo

Z B esun tercio del &ngulo L« :

=

3
Tiene como datos la cuerda g, que es la cuerda del angulo « inscrito en la circunferencia, el radio p, la cuerda
X, que corresponde a la tercera parte del angulo «y el lado a que va del vértice del angulo « a la cuerda x.

Entonces, tiene los siguientes datos:

Cuerda=q
Radio= p
a=3p
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Por trigonometria

sen o zi
2p

X

sen p =—
B 2

Por Pitagoras:

x*+a’ =(2pf

a’= (2,0)2 —X?

sena =sen3f

sen 34 =sen (23 + J3)
Pero:
sen (23 + 3)=sen 23 cos B+ cos 2,3 senfB
sen 343 =sen 2/3 cos f+cos 23 senp

Pero:
sen 23 =2sen 3 cos

cos 23 =cos” f—sen’ 3
Entonces:
sen 33 = 2sen 3 cos 3 cos 5 + (cos2 B —sen’ ﬂ)sen B
sen 34 = 2sen S cos® B+sen S cos® f—sen’
sen 35 =3sen S cos” f—sen’ B

Pero:

sen3ﬂ=senoc=2i

Yo,

X
sen p =—
F=s;

a
cos f=——
B 2p

oo~ {as o) a5)

4 Es en este inicio donde puede apreciarse la diferencia entre el nuevo Andlisis de Viéte y el de Pappus; a diferencia de éste, Viéte utiliza funciones
trigonométricas apartandose del problema geométrico.
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Multiplicando por (2p):

Pero a® =(2p) —x°

T 2y (2pf
go3x_ X ¥
2p) (2p)
q:BX—% - q=3x—:'—;32
q=3x—;—325 ()

La solucién de esta ecuacion (1), es lo que permite determinar la solucion del problema.

Podemos observar en estas dos soluciones en las que se utiliza el método del Analisis, que tanto Pappus como
Viete estan tratando de resolver el mismo problema. Ambos parten del problema geométrico, pero Pappus
encuentra la solucién resolviendo un problema mas sencillo al problema inicial (trisectar un &ngulo), mientras

que Viete llega a una ecuacion (1), y la solucion de esa ecuacion le permite trisectar un angulo.

En la solucion de Pappus se resuelve el problema tnicamente de forma geométrica, mientras que en la de Viéte

pasa por tres momentos, los cuales son:

5 El método de solucion de Viéte a este problema de la triseccion del angulo al emplear funciones trigonométricas, y en especifico de la formula del
seno del angulo mditiple sen (ner) permite dividir cualquier angulo en n partes iguales. Es decir, este algoritmo le permite dividir cualquier angulo
en cualquier numero de partes iguales. Por ejemplo, si se quiere dividir en 5 partes iguales el angulo & de la figura anterior, tendriamos que tomar
la formula:
sen 5a = sen (3a + 2a) = sen 3 cos 2a + sen 2 ¢os 3¢

La cual conduce a la ecuacion:
x* 5x°
q=5+—-——

Pt P
Para un estudio mas profundo de este tema, puede consultarse el texto Universal Theorems on the Anélisis of Angular sections with demonstrations
de Alexander Anderson.
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e Primer momento: Zetética.
e Segundo momento: Poristica.

e Tercer momento: Exegética®.

En la Zetética debemos obtener una ecuacion algebraica a partir de buscar la solucion de un problema

geomeétrico.

En la Poristica una vez obtenidas las raices de la ecuacion, debemos constatar que la solucién de la ecuacion

conducira a la solucion del problema geométrico.

Finalmente en la Exegética, una vez obtenido el resultado de la ecuacidn se regresa al problema geométrico

para interpretar este resultado.

Una vez ejemplificado el analisis tanto antiguo como moderno en el problema de la triseccién del angulo, se
detallara el problema que es el objetivo de esta tesis: el Problema de Pappus para cuatro lineas rectas y la

solucion de Descartes con su método del analisis.

3.3. René Descartes y el método analitico

Analizada la herencia de la geometria griega, y antes de sefialar algunos aspectos de los conceptos algebraicos
abordados por Descartes retomemos a Viéte quien en su texto Introduccion al Arte Analitico presenta una serie
de reglas de operacion entre cantidades “abstractas”, cuya naturaleza queda subordinada al caracter formal de
las leyes que rigen su operacion. La notacién con letras —consonantes para las cantidades conocidas y vocales
para las incognitas- se utiliza para subrayar el caracter no numérico de las entidades involucradas en las

operaciones.

En 1637 Descartes publicé el Discurso del Método acompafiado de tres ensayos, los Meteoros, la Dioptrica y la
Geometria. En la Geometria Descartes introduce el algebra en la geometria y de ahi, nace la Geometria
Analitica. Al utilizar el algebra simbdlica como herramienta algoritmica basica, Descartes realiza una nueva
lectura de la geometria griega, especificamente en los Elementos de Euclides, que supera sus limitaciones y
rebasa sus conquistas geométricas. Descartes desarrolla una herramienta para enfrentar y resolver problemas
geométricos antiguos y modernos, libera a la geometria de la dependencia de las estructuras geométricas de
las figuras y propone una forma de solucion a los problemas basada en la aplicacion del Anélisis y con la ayuda

del algebra.

6 Zetética, poristica y exegética son palabras con las cuales Viete bautizé a los tres momentos por los que pasa la solucidn de problemas en su
método de Analisis.
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Esencialmente, el cambio a buscar la solucién de una ecuacidén por la deduccién de un conjunto de
proposiciones es lo que diferencia el método analitico de Descartes de la forma en que se procede en los

Elementos.

Por lo tanto, conviene explicar un poco en qué medida la Geometria Analitica recibe su nombre precisamente
del método de Analisis de los griegos. Como se mencioné antes, en el Analisis se asume como cierto aquello
que hay que probar. Esto es precisamente un principio que aplica Descartes desde el comienzo de la
Geometria. Por ejemplo, en el Libro | hay una parte que se titula: “Sobre el procedimiento para acceder a las

ecuaciones que sirven para resolver los problemas,” en la que Descartes escribe:
«Si pues, deseamos resolver un problema, inicialmente debe suponerse efectuada la resolucion...»

Después, define con la aplicacién de su método del Andlisis el planteamiento y resolucién de ecuaciones que
corresponden a los problemas planos. Desarrolla nuevamente lo mencionado arriba (suponer el problema
resuelto) y, ademas denomina con letras a todos los segmentos que parecen necesarios para representar los
datos del problema, tanto los conocidos como los desconocidos, determina la ecuacion entre las longitudes
conocidas y las desconocidas, y al resolver la ecuacion resultante, construye geométricamente la solucion. Se
trata de un método de resolucidon de problemas geométricos donde se transita de forma reversible de la

geometria al algebra y del algebra a la geometria.

En la Geometria expone la solucion del Problema de Pappus para cuatro lineas, donde introduce el primer
sistema de coordenadas de la geometria. Es en este problema donde puede observarse la potencialidad del
método analitico cartesiano en geometria en un asunto que desbordo a lo largo de los siglos las posibilidades

del Anélisis.

Al inicio de la respuesta al Problema de Pappus, puede observarse que Descartes utiliza el Analisis para la

solucién del problema. Esto se afirma porque al iniciar la solucién menciona:
“En primer lugar, supongo resuelto el problema™

La innovacidén de Descartes radica en expresar todas las magnitudes involucradas en un problema como
longitudes de lineas, lo que hace posible que los términos involucrados en este primer paso permitan hacer del
Analisis la condicidn de la conversion del problema geomeétrico en un problema algebraico o en una ecuacion.

En un principio, Descartes supone que conoce las cantidades desconocidas con el fin de obtener una expresion

7 DESCARTES, René. El Discurso del Método, la Geometria, p 282. Alfaguara, Madrid, 1981.
8 |bit.
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algebraica que establezca la relacion de dependencia de unas con otras, y después se plantea el objetivo de
averiguar el valor de las cantidades desconocidas. Esto Ultimo es lo que le permite efectuar la Sintesis

requerida en el problema.

Se puede afirmar que la solucién al Problema de Pappus descrita en la Geometria es una de las cuestiones
mas importantes en el desarrollo de las matematicas, es uno de los momentos en que se plantea claramente el
paso de la grafica de una curva a su expresion simbdlica que, por lo tanto, es el nacimiento de la Geometria

Analitica.

Ahora, hay que aclarar una cuestion, la solucion planteada en los Libros 1y 2 es para un Problema de Pappus
de cuatro lineas; es decir, se restringe a un problema plano, ya que en la solucion se obtiene una ecuacion de
segundo grado, en x y y, lo cual representa una conica, y también se requiere determinar una raiz cuadrada o
un numero elevado al cuadrado, lo cual es posible con regla y compas (con la media proporcional). A partir del
procedimiento de la solucién puede desprenderse el desarrollo de la mayoria de los temas de Geometria
Analitica, y proponer una forma de abordar la ensefianza-aprendizaje, contemplado en el programa de

Matematicas V de la ENP, objetivo de esta tesis.

3.4. Respuesta al Problema de Pappus

En el Libro | de la Geometria Descartes inicia con una advertencia para el lector:

“‘Hasta aqui he intentado que cualquier persona pudiera entender mis escritos; sin embargo,
temo que este tratado no podra ser leido sino por aquellos que ya tienen conocimientos de lo
que Se expone en los estudios de geometria, pues considerando que incluyen verdades muy
correctamente demostradas que me han sido de gran utilidad, he considerado superfluo

repetirlas. ”

Esta advertencia indica que Descartes estaba consciente de la dificultad que podia tener la lectura de su
documento, ya que en sus desarrollos, omiti® muchos de los pasos intermedios. En las notas referentes al

ensayo de la Geometria de la edicion de Alfaguara (p 477), se menciona la posible explicacion de esto:

“Tales dificultades aumentaban al no facilitar los pasos intermedios bien por evitar pérdida de

tiempo, o bien por evitar criticas”

El Problema de Pappus para cuatro rectas que Descartes resolvié en la Geometria, es descrito como sigue:
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“Teniendo cuatro rectas dadas en posicion® (L1, Lo, L3 y L4)?9, se intenta hallar, un punto (C)
desde el cual se pudiesen trazar cuatro lineas rectas (l1, Iz, I3 y ls), una sobre cada uno de las
dadas, formando angulos dados (1, g2, 93 y ®4) de modo que el paralelogramo formado por dos
de las trazadas desde el mismo punto (esto es, el producto de estos dos segmentos) guarde una

proporcion dada con el paralelogramo formado por el producto de las otras dos”.

Descartes afirma en primer lugar, que la solucién de este caso de tres o cuatro rectas se puede determinar
mediante la geometria simple (retomando la clasificacion de Pappus, se trata de un problema plano), es decir,
utilizando sélo regla y compés. En segundo lugar, afirma que los puntos que resuelven el problema se
encuentran todos en alguna de las tres secciones conicas (parabola, elipse e hipérbola) y, en algunas

ocasiones, en la circunferencia o en una linea recta.

Para la solucién de este problema supone que el problema esta resuelto (Analisis); después refiere que tomara
para la resolucidn una de las lineas dadas y una de las que va a determinar. Rotula las intersecciones de las
cuatro lineas dadas (en: A, B, D, E, F, Gy H) y posteriormente toma una de las rectas dadas; el segmento AB
de la recta L, el cual denomina x y elige una de las que hay que determinar; al segmento CB o la linea /4, le
llama y. Prolonga la linea /1 de modo que se intersecte con las otras rectas dadas en posicion (en R, Sy T

respectivamente).

9 En posicion significa:
1. Que se conocen los puntos donde se cortan las lineas.
2. Que se conocen en magnitud los angulos que se forman.
10 Por lo tanto, las lineas (L1, Lz, L3 y L4) estan dadas en posicion, y no en magnitud.
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Una vez que a las lineas, los angulos y las intersecciones se les han asignado letras, podemos observar que las
rectas que va a emplear para determinar la solucion son la recta L1 (que es conocida) y la recta /1 (que es
desconocida)'!. De esta forma, estas dos rectas son sus lineas de referencia con las cuales va a determinar la
longitud de todas las demas. Descartes introduce un sistema de coordenadas eligiendo a x (L1) y y (/1); es

decir, el sistema de coordenadas es intrinseco al problema.

En la Geometria, en la figura referida al Problema de Pappus, Descartes no especifica donde esta ubicado el
‘eje” y. La linea /1 la cual es nombrada y, indica que es la ordenada del punto C; por lo tanto, si trazamos una

paralela a /1 que pase por el punto A, determinamos el eje y:

“Que el segmento de la linea AB que esta entre los puntos A y B sea denominado x y que el
de CB sea denominado y’, nos indica que Descartes presenta una referencia
(REFERENCIAL) como un ordenamiento!2.

A
]
1
]
1
|
|
|
1
|
1

1
Referencial (origen)

AC’ |l BC

C’ C

Descartes no considera tomar un angulo recto (90°) entre las lineas AB 'y CB como lo hacemos actualmente, ya
que su sistema de coordenadas (ejes cartesianos) se basa en una referencia; es decir, es el caso general (el
angulo CBA = @1 puede tener el valor de cualquier real positivo). En la figura de la derecha, se puede observar

elejey.

" Estas lineas de referencia se convertiran en los ejes coordenados, durante el desarrollo de la solucidn del problema, lo cual juega un papel
importante en el desarrollo de la Geometria Analitica.
12 Descartes y la ciencia del siglo XVII. Carlos Alvarez J. Edit. siglo XXI. Pp 77.
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AC || BC

Vamos a empezar el analisis con las lineas AB'y CB (L1y h) es decir, AB fue dada y CB la vamos a calcular.
Procederemos a encontrar la longitud y que define en este sistema general de ejes coordenados la “posicion”

del punto “C” (o el conjunto de puntos “C”) que satisface la condicion del problema (el lugar geométrico).
Calculo de CB

El triangulo ABR en la siguiente figura es conocido en especie’ por lo que, para determinar la recta CB,

Descartes toma este triangulo que esta dado en especie.

En el triangulo ABR.

'3 Dos figuras pertenecientes a la misma especie son semejantes en la forma que tienen
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Los angulos son: ABR, BAR y ARB:

ABR = Es el suplemento de ¢,.

BAR = Esta formado por dos lineas dadas en posicion (L1 y L»).
ARB = Es el suplemento de ABR y BAR.

La razén entre los lados AB y BR es conocida, es decir:

AB _ sen ARB
BR sen BAR

AB
Tomamos BR . Al revisar esta razon podemos observar que aunque aumente o disminuya la longitud de los

lados, el valor de la razén y el valor de sus angulos no cambian, pongamos nombre a los angulos del triangulo.

R

Triangulos semejantes

ER || BR
B'R™ || BR
B

Esta razén de los lados AB y BR es asi conocida y, si tomamos una cantidad “z” como parametro, puede

encontrarse la magnitud “b” como la cuarta proporcional.

R
Triangulos semejantes

b 4 z
b |l BR AB _ z
BR b
AB =X
X — Z
BR b

La homogeneidad entre estas magnitudes AB, BR, z y b, permiten transformar esta expresion, ya que lo que
queremos es calcular a CB = h, despejamos a BR y tenemos una parte de CB o 11, 0 mas bien su prolongacion.
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BR b
BR = be
por lo tanto:
CR=CB+BR
CR:y+9x
z
CB'y BR tienen signo positivo, pero si R estuviese entre Cy B la expresion seria:
CRzy—Ex
z
y si C se encontraria entre By R seria:
CR:EX—y
z

El cambio en los signos de las expresiones anteriores indica que Descartes no tomé en cuenta solo la longitud

de los segmentos sino también su sentido a partir del punto de referencia (origen) del sistema de ejes.

Calculo de CD

Para determinar la linea CD empleamos el triangulo CDR:

CD . . I
Tomamos cr . Nuevamente, al revisar esta razén podemos observar que aunque aumente o disminuya la

longitud de los lados, el valor de la razén y el valor de sus angulos no cambian. Esta razon de los lados CD y
CR es asi conocida y si tomamos nuevamente la cantidad “Z” (como parametro) se puede determinar la

magnitud “c” como la cuarta proporcional.
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CD:CCR , pero CR:bX+Zy
z z
entonces, la linea buscada CD es igual a:
bex + ¢z
cp - o+ ezy
z

Calculo de CF

Puesto que las lineas AB (L1), AD (L2) y EF (Ls) estan dadas en posicion, la distancia que hay entre Ay E
también es conocida (también por los angulos), si a tal distancia la llamamos “k”, entonces EA = k,y EB = k + x
(aunque EB podria ser x — k 0 k — x dependiendo de la ubicacién de los puntos E, A'y B), podemos entonces

tomar el triangulo EBS.

ES se encuentra en la recta L3, EB = k + x, por lo tanto, debemos calcular BS. Determinamos la razén entre los
lados EB'y BS.

Tomamos % . Esta razén de los lados EB y BS es asi conocida, tomando a “z” determinamos “d” como la
cuarta proporcional.

EB

z
S d

Bszdﬂ, pero EB=x+k
Z
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entonces, BS es:

BS — dx + dk
z
y como sabemos que el segmento CS es:
CS=CB+BS
CS=y+ dx + dk . cS

Ahora, analicemos el triangulo CFS:

_dx+zy+dk

z

\ L,

\
P

/>§
E A

Ly

X \ B
)
y
C

FS se encuentra en la recta L3, CS la obtuvimos anteriormente, la recta que buscamos es CF = /5. Debemos

encontrar la razon entre los lados CS'y CF.

CS

Larazdn CFE es conocida, obtenemos la cuarta proporcional “e” tomando a “Z”.

CF

s e
CF z
_ CS’ pero CS:dx+zy+dk
z
dex + ezy + dek
CF = =
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Calculo de CH

Si llamamos al segmento AG = £ (la distancia AG), entonces BG = £ - x Podemos hacer esto porque AG es
una distancia conocida (debido a que el punto A es la interseccion de L1y Loy G es la interseccion de L1y La).

Tomemos el triangulo BTG:

Triangulo BTG b L

BG
De larazén BT , encontramos la cuarta proporcional “f”introduciendo “z”
BG_z
BT f
fB
BT :TG, pero BG={-x
entonces
BT = = fx+ fl
z
La linea completa CT es:
CT=CB+BT
0
CT=y+_fX+ﬂ IR CT:—fx+Zzy+ﬂ
z
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Ahora, analicemos el triangulo CHT para determinar CH:

|
i\

TH es L4 que esta dada en posicion, CT la calculamos anteriormente y CH es I4 que es la que necesitamos

CT
obtener. Del triangulo CTH, tomamos la razon CH Yy determinamos el valor de CH con la cuarta proporcional

[P

g

cr_z
CH ¢
CH _9- ST , pero CT SR AR fx+zzy+ fi

_ — fox+gzy+ fgl

Z2

CH

De esta manera tenemos las cuatro lineas CB, CD, CF y CH, las cuales son:

CB:y ---------------------- > CB:y
cobr > -2y
YA Z YA
o teceeyrcd o e Ey, O
YA VA Z Z
CH:—fQX+Z<322y+f9| ______________________________ > cH--19,,9,, 1
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Ly
I3
L, F C 14:CH:—fgx+gzy+fg!
[ =CF= de){—b—e‘-zzy—b—dek Z*
_cpbeXrey
D z
L
Si observamos las expresiones de las cuatro lineas, son de la forma:
L =ax+By+y"
Es decir:
CB = y """""""""""""""""" > Il = CB = y
bc ¢
CD=—=X+=y = s > l,=CD=a,x+ By
z z
CF:d_gx_i_iy_F@ ----------------------------- > I3:CF=a3X+IBSy+7/3
z z z
fg g fgl
CH :——2X+—y+—2 """""""""""""""""" > |4=CH=—054X+ﬂ4y+7/4

Una de las condiciones iniciales del problema es que si el punto C (o el conjunto de puntos C) es la solucion,

entonces el producto de dos de las lineas es igual al producto de las otras dos.

Vamos a realizar el producto de las rectas anteriores mediante la siguiente expresion:

CB-CF=CD-CH

14 Descartes y la ciencia del siglo XVII. Carlos Alvarez J. Edit siglo XXI. pp 48.
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(X + By +75)=(ax + ByN-ax+ By +7,)
XY + By + 15y =~ X+ LB XY + X~ XY + LY+ Boriy
BY: = BBY" =—,0,X" + 0, LXY ~ XY — XY + 0y, X+ Loy — 1sY
(Bs = BB = —,0,X" + (2, B, — By — )XY + ty X+ (Bo7s = 7)Y

Despejando a y2:

2 _ _052054)(2 —(a, B, + o, —a, )XY+, y X+ (Boy, — V)Y

y 183 - ﬁ2ﬂ4

0 bien:

a,a (24 +o,— a -
2___ B 2 S+ —ap, 4%l X+ﬁ274 £

Ay G5B ) B-BB B BB,

y

Realizamos las siguientes sustituciones ya que todas ellas son cantidades dadas:

A, 2ﬁ2a4ﬂ2+a3_a2ﬂ4 y = Vs 25:ﬂ274_73
ﬁs - ﬂzﬁﬂ, ﬂe, - ﬁzﬂﬂ, 133 - ﬂ2ﬂ4 :Bs - ﬂ2ﬂ4

tenemos:
y' =—ox’ =2y + ;x + 26

Si de la ecuacidn anterior, factorizamos a y:

Y2 =20y + 2y = —ox* +
y' =20y - py) =—ax" + i
y' =2(5 - pr)y =—ox* + ;

completando cuadrados:

y2_2(5_ﬁx)}’+[MT Z—ax2+7/x+{M}

v - (- B0 =—ox® + x +(5 - pxf

o bien:

y—(5-AOF =—ax + p+ 6% - 29x + px°
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ly-(-p)f =(B° —a)x* +(y—26B)x +5°

despejando a y:

y—(8—Px)= /(B —a)x* +(y—26B)x + 5% 1

y=38-Bx+. /(B2 —a)x* +(y —28B)x +6°

Esta debe ser la magnitud de la recta y (CB), la cual determina la coordenada del punto C en y, quedando x

indeterminada’®.

Una vez obtenido algebraicamente el valor de CB, ahora procederemos a su construccion geométrica. Como se

realiz6 en la resolucion geométrica, utilizamos triangulos para determinar y.

Regresando a la figura, trazamos Kl igual y paralela a AB= x

De la recta CB (y) obtenemos el segmento BK igual a &, y se traza IL. La razdn de los lados del triangulo /KL
puede ser conocida; nuevamente si tomamos una cantidad “z” (como parametro), podemos encontrar la

magnitud “B” como la cuarta proporcional.

5 En la Geometria Descartes toma la raiz positiva del radical; sin embargo, si se eligiera la raiz negativa, entonces se obtendria otro lugar
geomeétrico. En este desarrollo, también elegimos la raiz positiva.
16 Esto podria ser una de las primeras definiciones de “funcion” en la historia de las matematicas.
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L Triangulos semejantes

Kl
—=—, pero z=1, entonces: _L

KL = Ax

1
B

De la misma forma conocemos la proporcidn entre KL e IL,
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L Triangulos semejantes

| K Z
KL_ZB
IL «
KL ()
IL=——, pero KL=px — IL=

De este modo se establece el punto K entre L y C debido a que la ecuacién estd dada como - fx; si

hubiéramos obtenido + Bx se estableceria que L esta entre K'y C, y no se hubiera trazado si x = 0.
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Ahora, como: y=BC=BK -KL+LC
Puede verse que y=BC=0-/px+LC

y se obtiene que:

LC = [(B2 —a)x* +(y —28B)x + &

Estas expresiones pueden observarse en la siguiente figura:
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A partir de LC Descartes determin6 el tipo de lugar geométrico con el criterio del discriminante:

B?—a=0 —>Parébola
Si B%—a >0 —> Hipérbola
B2 —a <0 —> Elipse

Para comprobar lo anteriormente expuesto, resolvamos el ejemplo que propuso Descartes.

3.5. Ejemplo tomado del texto de la Geometria.

En la Geometria encontramos un ejemplo a manera de comprobacion de su método en la solucién del

Problema de Pappus:

“Si deseamos explicar todas las cantidades dadas mediante nimeros, suponemos, por ejemplo que EA = 3,
AG=5AB=BR BS= +BE, GB=BT,CD= 2 CR, CF=2CS, CH= % CT, el angulo ABR = 60° y finalmente,
suponemos que CB - CF=CD -CH.”"7

Entonces, los angulos dados son: ¢1= 120°, ¢2= 35°, @3= 30° y 4= 49°.

A partir de los datos anteriores, determinamos las demas cantidades:

17 Descartes, René (1981) Discurso del método, Didptrica, Meteoros y Geometria. Pag. 309. Ediciones Alfaguara.
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Primero EA=3, y AB=x, entonces

EB=x+3
AG=5, yAB=x, porlo tanto
BG=5-x=-x+5
BS= 1 BE,BE=x+3

g = X*3
2
LalineaBG=BT,BG= -x+5
BT=-x+5

CD=2CR, CR=CB+BR, CR=y+x

entonces

CD:g(x+ y) — CD= B(X; y)

3
Larecta CF=2CS, CS=CB+BS, y BS=X%

X+3
CS=y+——
y 2

_ X+2y+3
2

CS



entonces; CF=x+2y+3

Si CH= % CT, CT=CB+BT y BT=GB

CT=y-x+5
entonces;
CH:E(_x+y+5) N CH=M
3 3
Las expresiones de las lineas son:
° |l =CB= y
. L-cp=3 X2+ y)

. l,=CF =x+2y+3

2(-x+y+5)

o |,=CH =
* 3

CH

_2(=x+y+3)

3

Al realizar el producto de las lineas:

CB-CF=CD:-CH

tendriamos:
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y(x+2y+3)= (3(x; y)j(z(— X + y+5)j

3

(y+2y” +3y)=(x+ y)(-x+y+5)
2y% +3y +xy =—X* +5x+ y* +5y

y? =2y — Xy +5x— x| 18

Tenemos que determinar el valor de y, por lo tanto, vamos a despejarla:

y> =2y +Xy =5x—X°
y’—(2—x)y =5x—x’

Completando cuadrados:

- @-xly [ ~2) e =2H)

2
LY— (Z_X)j :1+4x—%x2

y—1+1x=1/1+4x—§x2
2 4

y:1—£x+1/1+4x—§x2
2 4

Segun el criterio del discriminante, el coeficiente de x2 permite determinar a la cénica:

3
2_ [ —
F-a=—;

18 Esta es la expresion algebraica de la conica encontrada a partir del método de Descartes, que como podemos apreciar es idéntico a nuestro
lenguaje algebraico actual.
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Como /# — a es menor que cero, la conica es una elipse (en este caso una circunferencia que se puede

considerar como una conica degenerada).

Al sustituir el valor de x = 1 en la expresion
y =1—£x+1/1+4x—§x2
2 4

1+\/ﬁ
2

obtenemos que y tiene el valor:

Y al sustituir el valor de x y y en las expresiones obtenidas anteriormente, podemos determinar el valor de cada

recta.

Si x = 1, entonces

EB=4
BG=4
BS=2
GB=BT=4
Si CB=y=1+;/ﬁ entonces
CR=y+x
CR=3+\/E
2
CD=2CR
op_ 9+317
4
CS=CB+BS,
CS=5+\/ﬁ
2
CF=2CS,
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_10+2\/ﬁ

CF
2
CT=CB+BT
CT:9+\/E
2
CH=—- CT

_9+\/ﬁ

3

CH

Vamos a comprobar que el producto de las lineas es igual:

CB-CF=CD -CH

SNy

2 2 4 3

11+317 =11+317

Para el trazo de la conica, empleamos los criterios que menciona Descartes en la Geometria, los cuales son

referencias del libro de Las Cdnicas de Apolonio (problemas segundo y tercero del primer libro19).

Tenemos que:

y=1—1x+‘/1+4x—§x2
2 4

y la expresion general es:

y=6-px+ (B —a)x* +(y —28B)x +&°

19 Descartes, René (1981). El Discurso del Método, la Geometria, Pags. 305 y 306. Alfaguara, Madrid.
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Al trazar el triangulo /KL, podemos observar que es un triangulo rectangulo.

Entonces
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Nl=a — a= %
Como se puede observar en la siguiente figura:
B
3 L
IL=_ /=
NE B
KL = >
I K
Kl =x=1

Cuando el angulo ILK es recto, tenemos un circulo en vez de una elipse0. Para determinar el centro y el radio,
debemos prolongar IL en direccion de L. Para determinar el centro (M) el cual siempre se encuentra en la linea

recta IL y puede ser hallado aplicando la siguiente formula:

w22 =28)-8
28° -«

Sustituyendo valores
%4-1
IM =
2.3
4
m = (18
3
M
16
B IM= -
IL—\/E
=/ B
\)\ KL=>
| K
Kl =x=1
C

20 DESCARTES, René. El Discurso del Método, la Geometria, Pags. 305. Alfaguara, Madrid, 1981.
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Para encontrar el radio, utilizamos la siguiente férmula:

(2

NM = V-2 +45(p2-a)

Sustituyendo valores

Obtenidas las cantidades anteriores, trazamos el circulo con centro en My radio NM donde M es el centro del

circulo. Ademas, vamos a escribir los resultados obtenidos hasta ahora en forma decimal.
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Datos:

EA=3cm Angulos dados:

AG=5cm

AB=BR=1cm p1=120°

BE=4cm = °
: @,=35

BS= < BE 93=30°

BS=2cm @a=49°

GB = BT

BG=4cm

BT=4cm

CR=3.56 cm

3 3.CR
CD=7"CR=—=533cm
2 2

y2 =2y - xy+ 5x - x2

Producto de las rectas valores de las lineas

CBCF = 235 cn? y angulos dados:

CD-CH = 23,5 cm?

CB =256 cm §1=120°
CD=542cm $2=30"
CF=9,17 cm $3=35
CH=4,34cm 04=4%

CS =4.56 cm
CF = 2Cs =9,11¢cm
CT=CB+CS=cCT=656cm

2CT
CH= = =437cm

Datos de la

circunferencia:
BK =1,00 cm
KL=0,50 cm
BL=0,50 cm
K1=1,00 cm
IM =230 cm
MN = 2,51 cm (radio)

mZKLI = 90°
mzKIL = 30°

Si movemos el punto C en el circulo, se puede comprobar que el producto de las lineas es constante

Datos:

CA-3em Angulos dados:
AG=5cm ¢1:120°
AB=2cm

$2=35°

@3= 30°

BE=5cm

BS—iBE
T2

—_ o
BS=3cm P4=49
GB = BT
BG=3cm
BT=4,70 cm
CR=4,10 cm

3
CD :ECR = CD=682cm

y2 =2y - xy+ 5x - x2

Producto de las rectas

CB.CF = 237 cn? Valores de las rectas
CDCH =237 om? y dngulos dados:

CB =2,38cm $1=120°
CD=6,82cm $2=30°
CF=993cm $3=35°
CH=347cm  ¢4=4%

CS=5,07 cm
CF=993cm
CT=CB+CS= cr=705cm

CH= CH=347cm

¢ Datos dela
circunferencia:
BK =1,00 cm
KL=050cem o ii= o000
o ! BL=0,50 cm mKIL = 30°
KI=1,00 cm
IM =230 cm

MN = 2,51 cm (radio)
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Datos:

EA=3cm

AG =5cm Q1= 120°

AB=4cm 359
BE=7cm P2=

BS= — BE 93=30°
2

- o
BS=4cm 94=49
GB = BT
BG=1cm
BT=6,16 cm
CR =454 cm

3
CD :ECR = CD=7,79cm

Angulos dados:

y? =2y - xy + 5x - x?

Producto de las rectas

CB-CF = 10,6 cm?
CD-CH = 10,6 cm?

Valores de las rectas
y angulos dados:

CB=1,13 cm $1=120°
CD=7,79 cm $2=30°
CF =934 cm $3=35°
CH=1,36 cm 04=49

E
CS =538 cm E I « H
CF =934 cm C
CT=CB+CS= cT=719cm
CH= cH=136cm Datos de la
circunferencia:
BK =1,00 cm
KL =050 cm mKL = 90°
BL=050cm ki =300
Kl=1,00 cm
IM =2,30 cm

Datos:

EA=3cm
AG=5cm (0121200
AB=1cm

¢2:350

BE =4 cm

BS= — BE 93=30°
2

BS=2cm @4=49°

GB = BT
BG=4cm
BT=4,09 cm
CR=0,68cm

3
CD :?CR = CD=087cm

Angulos dados:

MN = 2,51 cm (radio)

y2 =2y -xy+ 5x-x2

Producto de las rectas

CB-CF =12 cm? Valores de las rectas
CDCH =12 cm? y angulos dados:

CB=1,74 cm o 1=60°
CD=0,87 cm $2=30°
CF=0,68cm $3=35°
CH=1,39 cm 04=49

CS=0,37cm
CF=0,68 cm
CT=CB+CS=cr=235cm

CH= CcH=139cm

Datos de la
circunferencia:
BK =1,00 cm
KL =0,50 cm
BL =0,50 cm
KI1=1,00 cm
IM=2,30 cm
MN = 2,51 cm (radio)

mZKLI = 90°
mzKIL = 30°

59



3.6. Comparacion entre ejes.

En el caso de la primera expresion que encuentra Descartes:

BR:EX
z

Podemos identificar en nuestro lenguaje contemporéneo que lo que nos proporciona es la ecuacion de una

recta en su forma y = mx+b, ya que si revisamos el esquema de Descartes y lo comparamos con un sistema

de ejes “cartesianos” ortogonales, tendriamos:

Ejes Generales

Ejes Ortogonales

Ejey Ejey
R P, = 90°
: ; < Br="x
Eje x Eje x N/
. L7 <p1‘i
Origen” ' Origen” i
\‘ y
¢y e CxY)
A AB =x AB =x
L, CB=y L, CB=y

Donde de la expresion:

BR=9X - yzgx
z

, de donde g: m

Representa la pendiente de la linea L tanto en los ejes generales y los ejes ortogonales, siempre teniendo un

punto de referencia (origen). La ausencia de un término independiente en la expresion de Descartes, se refiere

a que la linea Lo, pasa por el origen.

Para la linea L3, podemos observar la expresion:

Igual que en el caso anterior identificamos la ecuacion de una recta en su forma y = mx+b, como podemos

observar en las siguientes figuras:
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Ejes Generales Ejes Ortogonales

Ejey Ejey / ®, =90°
,,,,,, IE <4 Bsfgx_,_%
4 z
Eje x Eje x NI
- /ﬂ ¢1E
Origen - Origen i
Ly
L3 LS i C
C . y)
AB =x
CB=y
dk

En este caso, podemos observar que existe el término independiente 7 , lo cual nos indica que la recta no

pasa por el origen y es el término “b” (el punto de interseccion de la recta con el eje “y”) en la forma de la recta

y=mx+Db.
BS :9x+% «~b
z Z
Para la linea L4 tenemos:
BT =—ix+ﬂ
Z Z

Como en los dos casos anteriores se observa la ecuacion de una recta en su forma y=mx+b, como

podemos apreciar en las siguientes figuras:

Ejes Generales Ejes Ortogonales
Eje y q)l =90°
;
BT:—ix+g ‘ >:
Eje X Al x " B
e
origen”” :
by
i L,
¢ C(xy)
AB =X
CB=y

61



En la expresion de esta Ultima linea, podemos observar que existe (al igual que en el caso anterior) el término

fl
independiente ~; , lo cual indica que la recta no pasa por el origen y es el término “b” (el punto de interseccion

de la recta con el eje “y”) en la forma de la recta y = mx+b.

Ademas, se advierte un cambio en el signo de la expresién (-), lo cual nos indica que Descartes no tomé en

cuenta sélo la longitud de los segmentos sino también su sentido a partir del punto de referencia (origen).

3.7. Distancia de un punto a una recta

Para las expresiones de CD, CFy CH también podemos realizar una analogia con los ejes ortogonales como

los utilizamos actualmente.

Para CD tenemos la expresion:

_ bex +czy

Z2

CD

y la figura nos muestra que se refiere a la distancia del punto C, a la linea L».

Ejes Generales Ejes Ortogonales

Ejey Ejey
R/ ®,=90°
Eje x Eje x N/
Red ¢1E
origen”” :
by
4 C (x,
T . y)
LI [
A D ,/" i cD =bCX7+ZCZy AB =x
z
L, cDb L, CB=y

2

z
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En este caso, se refiere a la “distancia” de un punto a una recta, sin embargo; al compararlo con la figura en la
que el angulo ¢, =90°, podemos observar que no es una distancia perpendicular la del punto C a la recta Lo.

Entonces, lo que ocurre es que la expresion de Descartes es la distancia de un punto a una recta con un angulo

diferente a un angulo recto, 0 mas bien, esta expresion al igual que todas las encontradas en el desarrollo de la

solucion del Problema de Pappus, son expresiones generales (el angulo en este caso es ¢, ).

Para la demostracion de esta expresion, debemos recurrir a los vectores. Antes de revisar la distancia de un

punto a una recta, es conveniente recordar que el vector v =ai +bj es perpendicular a la ax+by+c=0.

Ahora, la distancia de un punto de coordenadas (x1, y1) a la recta ax +by +c =0 es:

g :|axl+byl+c|

va? +b?

La distancia que usamos en los cursos de Geometria Analitica actual, es la distancia mas corta entre el punto y

la recta, es decir, la distancia perpendicular. Como se menciond, el vector v =ai +bj es perpendicular a la

ax+by+c =0,y sea u el vector representado por el segmento que va de (x, y) a (x1, y1), entonces:
U=0q=x)1+(y,=Y)]

2

ax+by+c=0 .. N

SN

) /

— ¢ = 0ya que la recta pasa por el origen

/ (X1, Y1)

Tomaremos el valor de ¢ en la ecuacion para determinar el resultado, pero en el caso de la recta de la figura, es
una recta que pasa por el origen y entonces ¢ = 0. La longitud que se busca es la de la proyeccion w del vector

u sobre el vector v.

_-y

OI:|W|—W
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4 _lale =)+ bly, - y)

va® +b?
d- lax, —ax + by, — by
val +b?
y _lax, +by, —ax—by

pero — c=-ax—hy

va® +b?
Entonces:
d- lax, +by, +|
vaZ+b®
Pero la expresion de Descartes nos indica una distancia que ha sido tomada con un angulo no recto, es decir

un angulo ¢, . Si vemos la siguiente figura:

Ejey
Eje x
T~ cxy)
L,
CP
sen @, =— CD= cP
CD sen @,
o lo que es igual a:
CD = bex + czy2
sen g, -z

z2 es la norma del vector ortogonal a la recta L. si este vector es unitario.

De donde en este caso no hay valor constante o el valor de ¢ en la ecuacion de Descartes, ya que la recta pasa

por origen.

Podemos notar que la expresion de Descartes es la forma general de la distancia de un punto a una recta y que

la que utilizamos en la actualidad es un caso particular (el angulo seria ¢, =90°).

De forma semejante, se pueden identificar a las lineas CFy CH.
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Capitulo 4. Propuesta didactica

4.1. Planteamiento del Problema

Seguramente ensefiar matematicas no es algo sencillo, existen muchas variables que se combinan y que hacen

que sea una tarea muy compleja como:

e Ladiversidad de los alumnos, de sus aspiraciones y de sus expectativas.

e Las presiones econémicas sobre la educacién, especialmente para que se forme a los jévenes para el

trabajo y para los estudios universitarios.

e Los aspectos politicos en torno al curriculo de matematicas y la decision de a quién va a corresponder

la responsabilidad de establecerlo.

e Las presiones de otros campos de conocimiento para que las matematicas sean mas relevantes segun

sus necesidades.

En el programa de estudios de Matematicas V se menciona que su enfoque metodolégico se orienta hacia un

aprendizaje basado en la solucion de problemas y que:

“Por medio de los contenidos propuestos, el alumno ahora conocerd, comprendera y aplicaré la simbologia de
las funciones con sus caracteristicas y propiedades, asi como su representacion grafica en el plano cartesiano;
las funciones trigonométricas, directas e inversas; las funciones exponencial y logaritmica; la localizacion de
puntos en tres dimensiones; la existencia del sistema de coordenadas polares; los conocimientos basicos de
operacion de la geometria analitica; la discusién de una ecuacion y la obtencion de la ecuacién de un lugar
geométrico, el planteamiento de problemas de la propia geometria analitica, que se resuelven aplicando los
conocimientos ya mencionados. La aplicacion de esta metodologia privilegia el trabajo en el aula, ya que el
profesor identificara con el grupo problemas “tipo”, posibles de resolver con los temas en cuestion”.

Asi que con la anterior descripcidn se anuncia que la intencion del presente trabajo es proporcionar una vision
histérica de los conceptos y temas del Programa de Matematicas V; a partir de la resolucion de un problema de
la antigliedad, con la propuesta de que se muestre el origen de los conceptos que dieron surgimiento a la
Geometria Analitica y tratar de proporcionar un nuevo significado a la ensefianza-aprendizaje de las

matematicas.
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4.2. Descripcion de la propuesta

La puesta en escena de la propuesta se llevd a cabo en la Escuela Nacional Preparatoria, Plantel 9 “Pedro de
Alba”. Se realizé con el grupo 602 de area | (38 alumnos), del turno matutino, bajo la supervision del Ing. Alberto
Garcia Pimentel, responsable de la asignatura de Matematicas VI. Durante el desarrollo de las actividades se
tomaron en cuenta las sugerencias tanto del supervisor anterior, el Act. Alfonso Garcia Durén, como de la
profesora de Practica Docente Ill, Arq. Maria Margarita Sanchez Flores, asi como de compafieros de la
MADEMS.

Se inicié con un examen de diagndstico para revisar los conocimientos previos de los alumnos en los temas por
desarrollar en la practica docente (se anexa el examen diagndstico). Se procedié a revisar el algebra de
segmentos (suma, resta, multiplicacion y division), criterios de semejanza en tridngulos y el Teorema de Tales;
esto se hizo con el objetivo de que los estudiantes tuvieran las herramientas basicas para la solucion del
Problema de Pappus. Se hizo una presentacion histérica del desarrollo de la Geometria Analitica para
contextualizar al grupo; esto tuvo como objetivo sensibilizar a los alumnos y motivarlos introduciendo el enfoque
histérico, que como se menciond anteriormente, es una estrategia didactica recomendada para el logro de
aprendizajes significativos en el aula. Se realizé la demostracién en dos partes de la solucion del Problema de
Pappus (geométrica-algebraica) con el método de Descartes, pero también se realizaron analogias de
conceptos de Geometria Analitica en forma general y particular. Se finalizd la practica docente con una
actividad en el centro de computo y un examen (incluido mas adelante) de los temas vistos. El trabajo de los
alumnos en el centro de computo consistié en el uso del software interactivo de geometria The Geometer's
Sketchpad para el trazo de la conica y compararlo con el resultado obtenido con regla y compas. Se emplearon
ocho sesiones con un total de 14 horas, desde el examen diagnostico, hasta el examen de conocimientos

adquiridos.

4.3. Objetivos general y particulares de las sesiones

El objetivo general de la propuesta fue que el alumno enriquezca sus conocimientos en Matematicas mediante
la reflexion histérica y origen de la Geometria Analitica en torno de la solucidén de un problema. Que identifique
diferentes conceptos contenidos en el programa de Matematicas V: funcién, ley de los senos, propiedades de
los triangulos y coordenadas cartesianas, ecuacion de un lugar geométrico, definicion de recta como lugar
geométrico y distancia de un punto a una recta, ecuacion de segundo grado y criterios para identificar a la
conica que representa una ecuacion de segundo grado, circunferencia, cdnicas, asi como los temas de

Geometria Analitica, a través de la demostracion y solucion del Problema de Pappus, con base en el método
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analitico de René Descartes, para fomentar sus capacidades de razonamiento l6gico matematico, su espiritu

critico y el deseo de investigar para adquirir nuevos conocimientos.
Los objetivos particulares para los alumnos en las ocho sesiones en las que se trabajé con el grupo fueron:

12 sesion (dos horas)
e Reafirmara conocimientos de Geometria Euclidiana adquiridos en cursos anteriores.
e  Conocera y diferenciara las cuatro operaciones béasicas del algebra de segmentos.
e Analizara el Teorema de Tales a partir de su demostracion.
e Identificara si dos triangulos son semejantes con base en los criterios de semejanza.

e Aplicara los conocimientos adquiridos en la sesion para la resolucion de ejercicios de segmentos.

22 sesion (dos horas)
e  Comprendera el desarrollo histdrico de la Geometria Analitica.
e Analizara y comprendera la solucion que Descartes propone para el Problema de Pappus en la parte
geomeétrica.
e Aplicara los conocimientos adquiridos para la resolucién de tridngulos semejantes e interpretara el

Teorema de Tales en la ecuacion de la recta.

32 sesion (una hora)
e Reafirmara y comprendera la solucién que Descartes propone para el Problema de Pappus en la parte
geométrica.

e Aplicara los conocimientos adquiridos para la resolucién y para terminar la demostracion geométrica.

42 sesion (dos horas)
e  Comparara diferentes conceptos de Geometria Analitica en el caso general de la solucién de Descartes
y el caso particular cuando se utiliza un sistema de ejes ortogonal.
e Comprendera la demostracion de la férmula de la distancia de un punto a una recta en su forma
vectorial.

e Analizara la solucién que Descartes propone para el Problema de Pappus en la parte algebraica.

5% sesidn (dos horas)
e Comprendera la solucién que Descartes propone para el Problema de Pappus en la parte algebraica.
¢ Identificara las expresiones obtenidas en el desarrollo algebraico para la interpretacion de la ecuacion

de segundo grado.
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e |dentificara el lugar geométrico obtenido de la ecuacion de segundo grado por medio del criterio del

discriminante.

62 sesion (una hora)
e Aplicara los conocimientos adquiridos para dar solucion a un ejercicio del Problema de Pappus.
¢ Identificard que la solucion de todo Problema de Pappus es una conica y que toda conica es la solucién
a un Problema de Pappus.

e Trazaré la gréfica de la conica con regla y compas.

72 sesion (dos horas)

e Con los conocimientos adquiridos en las seis sesiones anteriores y con la utilizacion del soffware
interactivo de geometria The Geometer's Sketchpad, serd capaz de terminar la construccién del
Problema de Pappus en la computadora. De esta forma, se apoyara la generalizacion del aprendizaje
en otro escenario de los temas vistos con el expositor.

e Trabajara con éalgebra de segmentos y aplicara el método analitico de Descartes para resolver

ejercicios del Problema de Pappus e identificara cada uno de los conceptos de Geometria Analitica

82 sesion (dos horas)

e Aplicacién del examen de conocimientos de los temas vistos en las siete sesiones y del

cuestionario de desempefio docente.

4.4. Secuenciacion de los contenidos

La secuenciacién de los contenidos fue la siguiente:
e Algebra de segmentos. (suma, resta, multiplicacion y division).
e Teorema de Tales.
e Repaso de las caracteristicas y propiedades de la semejanza en triangulos.
o El Problema de Pappus.
¢ Analisis Histérico.
¢ Analisis Geométrico.
o Andlisis Algebraico.
e Analisis del trazado de la cdnica.

e Conceptos de Geometria Analitica.

La planeacion por sesion se presenta en las siguientes paginas.
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Secuenciacion de contenidos (desglosado):

12 sesion

o
©
£
©
n
@
[=]

OBJETIVOS

Esperar al grupo

TEMA
Contenidos

Tolerancia

ACTIVIDADES DE ENSENANZA
APRENDIZAJE

ESTRATEGIAS DE

ENSENANZA

ASPECTO EVALUADO

MATERIAL DE

10 min.

la sumay la resta.

llustraciones.

reglamentaria 12:50-13:00
Conocimiento  del | Datos del expositor El expositor se presentara ante el grupo. | Estrategia Motivacién. Gis 5 min.
expositor e induccion motivadora de | Nivel de participacion | Pizarron. 13:00-13:05
del grupo. romper el hielo. grupal. Oral
Comentarios de  los
alumnos.
El expositor | Examen Diagnostico | EI  expositor aplicard& un  examen Diagnéstica: Hoja de 15 min.
identificara los diagnéstico  para  determinar el Evaluacion de reactivos. 13:05-13:20
conocimientos conocimiento acerca de conceptos de conocimientos previos
previos de los Geometria Analitica.
alumnos.
El alumno conocera Encuadre de la El expositor dara a conocer sus | Objetivos e Motivacién. Copias con 10 min.
i el objetivo general, exposicion de los expectativas y objetivos respecto a los | intenciones Nivel de participacion los objetivos y | 13:20-13:30
objetivos especificos, | temas. temas. Se realizara un resumen preliminar. grupal. orden del dia.
la forma de trabajo, Comentarios de los
la descripcion de la alumnos.
exposicion de los
; temas y el sistema
i de evaluacion.
| El alumno conocera | Algebra de El expositor hard uso del método inductivo | Activacién de Formativa: Capacidad Oral 10 min.
el algebra de segmentos: Sumay | (de lo particular a lo general) para analizar | conocimientos inductiva. Gises. 13:30-13:40
segmentos. resta de segmentos. | con los alumnos la estructura algebraica de | previos. Pizarron.
los segmentos, con la cual se podra definir | Sefializaciones. Borrador.
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El alumno recordara | Razones, El expositor hara uso del método inductivo | Activacion de Formativa: Capacidad Oral 10 min.
el Teorema de Tales | proporciones, (de lo particular a lo general) para recordar | conocimientos inductiva. Gises. 13:40-13:50
Teoremade Talesy | a los alumnos el Teorema de Tales. | previos. Nivel de participacion Pizarrén.
cuarta proporcional. Ejercicios del tipo: Sefalizaciones. grupal. Borrador.
Determina la cuarta proporcional de los | llustraciones.
siguientes ejercicios: Preguntas
aym=10,n=6yp=38. intercaladas.
b)a=6b=4yc=0. llustraciones en acto
c)d=35¢e=2yf=4. (demostraciones).
El alumno identificara | Criterios de El expositor analizara con los alumnos los Activacién de Formativa: Capacidad Oral 15 min.
cuando dos semejanza en tres criterios de semejanza de triangulos y | conocimientos inductiva. Gises. 13:50-14:05
triangulos son Triangulos. resolvera ejercicios del tipo: previos. Nivel de participacion Pizarron.
semejantes, De la siguiente figura encuentra: Sefalizaciones. grupal. Borrador.
determinara las e ECsi AD=3,BD=2yAE=4. llustraciones. Hoja de
proporciones entre e AESIAE=BD,AD=16yEC=4. Preguntas reactivos.
los lados de los o Enlafigura EB es paralelo a CD, AB = intercaladas.
triangulos. 2,BC =18y BE = 3, determina CD. Analogias.
llustraciones en acto
(demostraciones).
El alumno realizara Algebra de El expositor explicard al grupo, en qué | Sefalizaciones. Formativa: Capacidad Oral 15 min.
productos y segmentos: consiste el producto y la division de | llustraciones. inductiva. Gises. 14:05-14:20
cocientes de multiplicacion y segmentos. Preguntas Nivel de participacion Pizarrén.
segmentos con base | division Los alumnos resolveran ejercicios del tipo: | intercaladas. grupal. Borrador.
en razonesy Reliza las siguientes multiplicaciones y | Analogias.
proporciones. divisiones de segmentos:
e a=4xb=2
e m=5xn=3
e c¢=8/d=2
e 0=32/p=86
Englobar los Resumen. El expositor realizara un resumen de lo | Preguntas al grupo. Diagnéstica: Oral 10 min.
conceptos vistos en | Cierre de la primera | realizado en clase. Peguntara al alumno su Comentarios de los Hoja de 14:20- 14:30
la sesién. sesion. apreciacién  sobre la  conduccién 'y alumnos. reactivos.

exposicion de la sesion; también definira
los ejercicios de tarea y la lectura histérica.
Conocera la opinion de los alumnos acerca
de lo expuesto y resolverd dudas del grupo
si existieran.

Retroalimentacion del
grupo para el expositor
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22 Sesion

Desarrollo

OBJETIVOS

Esperar al grupo

TEMA
Contenidos

Tolerancia
reglamentaria

ACTIVIDADES DE ENSENANZA
APRENDIZAJE

ESTRATEGIAS DE
ENSENANZA

ASPECTO EVALUADO

MATERIAL DE

5 min.
11;10-11:15

Dar a conocer los | Encuadre de la | El expositor presentara al grupo de manera | Técnica expositiva. Diagnéstica: Orden del dia. 5 min.
objetivos la | segunda sesion. verbal y por escrito los contenidos y su | Objetivos. Motivacion 11:15-11:20
metodologia de metodologia. Nivel de participacion
trabajo y las grupal
expectativas del Comentarios de los
expositor para esta alumnos.
sesion
Reforzamiento  del | Tarea El expositor invitara a 6 alumnos a resolver | Participacion directa | Sumativa: Oral. 10 min.
tema visto en la los ejercicios de tarea en el pizarron. | delosalumnosenla | Aprendizaje de conceptos. | Pizarron. 11:20-11:30
sesidn anterior. Revisara los planteamientos y respuestas | solucion de los Habilidad para resolver Marcadores.
de los alumnos. Cuestionara y aclarara las | problemas problemas con el método | Borrador.
dudas del tema si es que existen. planteados analizado. Hojas de
reactivos.
El alumno reforzara | Desarrollo histérico | El expositor explicara quiénes fueron los | Participacion directa | Formativa: Oral. 10 min.
el conocimiento | de la  Geometria | personajes que a lo largo de la historia | de los alumnos. Motivacion Lectura. 11:30-11:40
acerca de la lectura | Analitica. contribuyeron al desarrollo de la Geometria | llustraciones. Nivel de participacion Computadora.
dejada de tarea. Analitica como hoy la conocemos. Los | Discusidn guiada. grupal Cafion.
alumnos responderan preguntas como: Preguntas Respuestas y comentarios | Presentacion
e Menciona quiénes fueron los siete | intercaladas. de los alumnos. en Power
mas  importantes  gedmetras Point.
griegos.

o Menciona el nombre de la obra mas
importante de Euclides.

e ;Sobre qué temas
Apolonio?

e ;En qué consiste el método del
Analisis de Descartes?

trabajo
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Que el alumno El Problema de El expositor realizara la solucion del Técnica expositiva. Formativa: Oral. 55 min.
aplique los Pappus. Problema de Pappus (parte geométrica), Preguntas Recuperacion de Material de 11:40-12:35
conocimientos junto con el grupo aplicando el algebra de intercaladas. conocimientos previos. trabajo

adquiridos en la Método de segmentos. llustraciones. La actividad mental Marcadores.

primera sesion para | Descartes. Los alumnos bajo la supervision del | Organizadores constructiva del alumno. Pizarrén.

la demostracion de la expositor, en el aula, realizardn algunas | gréficos. Borrador.

solucién del demostraciones de la parte geométrica. Sefalizaciones. Cuaderno.

Problema de Pappus. Analogias. Escuadras.

El expositor llustraciones en acto Computadora.

engarzaré los (demostraciones). Cafion.

procesos de

construccion del

alumno con el saber

colectivo.

Englobar los Resumen. El expositor realizara un resumen de lo Preguntas al grupo. Formativa: Oral 15 min.
conceptos vistos en | Cierre de la segunda | realizado en clase. Agrupacion y Comentarios de los Marcadores 12:35-12:50
la sesion. sesion. comparacion de los temas vistos en la alumnos Pizarron

Que el alumno primera y segunda sesion. Retroalimentacion del Borrador

reconozca la utilidad El expositor preguntara al alumno su grupo para el expositor. Material de

del algebra de apreciacién sobre la conduccion y El fomento a la trabajo.

segmentos.

exposicion de la sesion; definira el trabajo
para la casa. Inquirira la opinién de los
alumnos acerca de lo expuesto. Conocer y
aclarar, si existieran, dudas del grupo

adquisicion de
aprendizajes significativos
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32 Sesion

Desarrollo

OBJETIVOS

Esperar al grupo

TEMA
Contenidos

Tolerancia

ACTIVIDADES DE ENSENANZA
APRENDIZAJE

ESTRATEGIAS DE
ENSENANZA

ASPECTO EVALUADO

MATERIAL DE

APOYO

5 min.

la sesion.

temas vistos en la segunda sesion.

El expositor preguntard al alumno su
apreciacién  sobre la conduccién 'y
exposicion de la sesion; y definira el trabajo
para la casa. Inquirira la opinién de los
alumnos acerca de lo expuesto. Conocera y
aclarard, si existieran, dudas del grupo

reglamentaria 8:40-8:45
Conocer objetivos, Encuadre de la El expositor presentara al grupo de manera | Técnica expositiva. Diagndstica: Orden del dia. 5 min.
metodologia de tercera sesion. verbal y por escrito los contenidos y su | Objetivos. Motivacion 8:45-8:50
trabajo y metodologia. Nivel de participacion
expectativas del grupal
expositor para la Comentarios de los
sesion alumnos.

Reforzamiento del Tarea El expositor preguntara al alumno si es que | Participacién directa | Formativa: Oral 10 min.

tema visto en la existen dudas acerca de la tarea; si de los alumnos. Aprendizaje de conceptos. | Pizarron. 8:50-9:00

sesion anterior. existieran procedera a disiparlas invitando a Habilidad para resolver Marcadores

i un alumno a que pase al pizarrén. problemas con el método | Borrador.

i analizado.

5 Que el alumno El Problema de El expositor terminard de realizar la | Técnica expositiva. Formativa: Material de 20 min.
aplique los Pappus. solucion del Problema de Pappus (parte | Preguntas Recuperacion de trabajo 9:00-9:20
conocimientos geométrica), junto con el grupo aplicando el | intercaladas. conocimientos previos. Oral.
adquiridos para la Método de algebra de segmentos. llustraciones. La actividad mental Marcadores.
resolucion del Descartes. Los alumnos bajo la supervision del | Organizadores constructiva del alumno. Pizarrén.

Problema de Pappus. expositor, en el aula, terminarén de resolver | gréficos. Borrador.

El expositor la parte geométrica del Problema de | Sefializaciones. Escuadras.

engarzara los Pappus. Analogias. Computadora.

procesos de llustraciones en acto Cafion.

construccion del (demostraciones).

alumno con el saber

colectivo.

Englobar los Cierre de la tercera El expositor realizara un resumen de la | Preguntas al grupo. Retroalimentacion del Material de 10 min.
conceptos vistosen | sesion clase. Agrupacion y comparacion con los grupo para el expositor trabajo. 9:20-9:30
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Desarrollo

OBJETIVOS

TEMA
Contenidos

ACTIVIDADES DE ENSENANZA
APRENDIZAJE

ESTRATEGIAS DE
ENSENANZA

ASPECTO EVALUADO

MATERIAL DE

Esperar al grupo Tolerancia 5 min.
_____ reglamentaria 12:50-12:55
Conocer los Encuadre de la El expositor presentara al grupo de manera | Técnica expositiva. Diagnéstica: Oral. 5 min.
objetivos, la cuarta sesion. verbal y por escrito los contenidos y su | Objetivos. Motivacion Orden del dia. | 12:55-13:00
metodologia de metodologia. Nivel de participacion
trabajo y las grupal
expectativas del Comentarios de los
expositor para esta alumnos.
sesion
Reforzamiento del Tarea. El expositor invitard a los alumnos a | Participacion directa | Formativa: Oral 15 min.
tema visto en la resolver los reactivos de tarea en el | de los alumnos. Aprendizaje de conceptos. | Gises 13:00-13:15
sesién anterior. pizarron. Revisara los planteamientos y Habilidad para resolver Pizarrén
respuestas. Cuestionard y aclarara las problemas con el método | Borrador
dudas del tema si es que existen. analizado Material de
trabajo.
Que el alumno El Problema de El expositor explicara la interpretacién de | Técnica expositiva. Formativa: Material de 25 min.
s aplique los Pappus. los temas vistos hasta la sesion anterior. Se | Preguntas Recuperacion de trabajo 13:15-13:50
2 conocimientos revisara la demostracion de la formula de la | intercaladas. conocimientos previos. Oral.
o adquiridos para la Método de distancia de un punto a una recta en la | llustraciones. Habilidad para resolver Gises
= resolucion del Descartes. forma vectorial. Sefializaciones. problemas. Pizarrén.
Problema de Los alumnos bajo la supervision del | Analogias. Borrador.
Pappus. expositor, en el aula, realizaran parte de las | llustraciones en acto Cuaderno.
demostraciones. (demostraciones).
Que el alumno El Problema de El expositor realizara la solucién del | Técnica expositiva. Formativa: Material de 30 min.
aplique los Pappus. Problema de Pappus (parte algebraica), Preguntas Recuperacion de trabajo 13:50-14:20
conocimientos Los alumnos bajo la supervision del | intercaladas. conocimientos previos. Oral.
adquiridos para la Método de expositor, en el aula, procederan a | llustraciones. La actividad mental Gises.
resolucion del Descartes. desarrollar la parte algebraica de la ! llustraciones enacto  constructiva del alumno. Pizarron.
Problema de solucion del Problema de Pappus. (demostraciones). Borrador.
______ Pappus. Cuaderno.
i Englobar los Cierre de la cuarta El expositor realizara un resumen de lo Preguntas al grupo Retroalimentacién del Oral 10 min.
| conceptos vistos en | sesion visto en clase, preguntara al grupo si es grupo para el expositor Gises. 14:20-14:30
la sesion. que existen dudas con respecto a la Pizarron.
‘ demostracién algebraica. Definiré la tarea Borrador.
para la quinta sesion. Material de
trabajo.
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OBJETIVOS

TEMA
Contenidos

ACTIVIDADES DE ENSENANZA
APRENDIZAJE

ESTRATEGIAS DE
ENSENANZA

ASPECTO EVALUADO

MATERIAL DE
APOYO

Esperar al grupo Tolerancia 5 min.
N reglamentaria 11:10-11:15
Conocera los Encuadre de la El expositor presentara al grupo de manera | Técnica expositiva. Diagnéstica: Orden del dia. 5 min.
objetivos, la quinta sesion. verbal y por escrito los contenidos y su | Objetivos. Motivacion 11:15-11:20
metodologia de metodologia. Nivel de participacion
trabajo y las grupal
expectativas del Comentarios de los
expositor para esta alumnos.
sesion
Reforzamiento del Tarea. El expositor invitara a los alumnos a Participacién directa | Formativa: Oral 15 min.
tema visto en la resolver los reactivos de tarea en el de los alumnos. Aprendizaje de conceptos. | Pizarron 11:20-11:35
sesion anterior. pizarrén. Revisara los planteamientos y Habilidad para resolver Marcadores.
respuestas de los alumnos. Cuestionara y problemas con el método | Borrador.
aclarara las dudas del tema si es que analizado Cuaderno.
existen.
S Que el alumno El Problema de El expositor explicara la interpretacion de Técnica expositiva. Formativa: Oral. 25 min.
§ aplique los Pappus. los temas vistos hasta la sesion anterior. Se | Preguntas Habilidad para resolver Marcadores. 11:35-12:00
v conocimientos terminara la demostracion algebraica de intercaladas. problemas con el método | Pizarrén.
adquiridos para la Método de desarrollo del Problema de Pappus. llustraciones. analizado. Borrador.
resolucion del Descartes. Los alumnos bajo la supervision del Organizadores Cuaderno.
Problema de expositor, en el aula, realizaran parte de las | gréficos. Escuadras.
Pappus. demostraciones. Sefializaciones. Computadora.
Analogias. Cafion.
llustraciones en acto
(demostraciones).
Interpretacion de la Expresion general de | El expositor explicara la interpretacién de la | Técnica expositiva. Formativa: Oral 25 min.
expresion de segundo grado y ecuacion de segundo grado obtenida por Preguntas Habilidad para la solucion | Pizarron 12:00-12:25
Descartes por parte | criterio de Descartes, asi como la clasificacion de las | intercaladas. de problemas con el Marcadores
de los alumnos clasificacion de las conicas con base en el criterio del llustraciones. método analizado Borrador
conicas discriminante. Organizadores Computadora.
(discriminante). graficos. Cafién.
llustraciones en acto
(demostraciones).
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El alumno reforzara | Cénicas El expositor auxiliara a los alumnos para Organizadores Capacidad inductiva. Oral 20 min.
el conocimiento resolver un ejercicio del tipo: previos. Destreza y capacidad de | Pizarron 12:25-12:45
recién aprendido Teniendo las lineas en posicidn con valor Activacién de andlisis para resolver un Marcadores.
de: conocimientos problema. Borrador.
EA= 3 AG =5, AB=BR, BS =% BE, previos. . Habilidgd para el trabajo Cuaderno.
Planteamiento y en equipo
GB=BT, resolucién de casos.
CD=2CR CF=2CS,CH=4CT,y los | Participacion directa
angulos ¢, =120°, ¢, =35°, ggulti):ozlumnos en
¢, =30° y ¢, = 48°; determina la
solucion y define de cual conica se trata.
Los alumnos en equipos, determinaran la
solucién del ejercicio.
i Englobar los Cierre de la quinta El expositor realizara un resumen de la Preguntas al grupo Retroalimentacion del Oral 5 min.
| conceptos vistosen | sesion sesion, preguntara al grupo si es que grupo para el expositor Marcadores. | 12:45-12:50
i la sesion. existen dudas con respecto al ejercicio Pizarron.
’ resuelto y definira la actividad para la casa. Borrador.
Cuaderno.
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62 Sesion

Desarrollo

OBJETIVOS

Esperar al grupo

TEMA
Contenidos

Tolerancia

ACTIVIDADES DE ENSENANZA
APRENDIZAJE

ESTRATEGIAS DE
ENSENANZA

ASPECTO EVALUADO

MATERIAL DE
APOYO

5 min.

exposicion de la sesion; y definira el trabajo
para la casa. Inquirira la opinién de los
alumnos acerca de lo expuesto. Conocera y
aclarard, si existieran, dudas del grupo

reglamentaria 8:40-8:45
Conocera los Encuadre de la sexta | El expositor presentara al grupo de manera | Técnica expositiva. Diagnéstica: Orden del dia. 5 min.
objetivos, la sesion. verbal y por escrito los contenidos y su | Objetivos. Motivacion 8:45-8:50
metodologia de metodologia. Nivel de participacion
trabajo y las grupal
expectativas del Comentarios de los
expositor para esta alumnos.
sesion
Reforzamiento del Tarea El expositor preguntara al alumno si es que | Participacion directa | Formativa: Oral 10 min.
tema visto en la existen dudas acerca de la tarea; si de los alumnos. Aprendizaje de conceptos. | Gises 8:50-9:00
sesién anterior. existieran procedera a disiparlas invitando a Habilidad para resolver Pizarrén.
un alumno a que pase al pizarron. problemas con el método | Borrador.
analizado.
Que el alumno El Problema de El expositor guiara a los alumnos para | Preguntas Formativa: Oral. 20 min.
aplique los Pappus. terminar el ejemplo del texto de la | intercaladas. Recuperacion de Gises 9:00-9:20
conocimientos Geometria de Descartes. llustraciones. conocimientos previos. Pizarrén.
adquiridos para la Método de Los alumnos bajo la supervision del | Organizadores La actividad mental Borrador.
resolucion del Descartes. expositor, en el aula, determinarén el tipo | gréficos. constructiva del alumno. Cuaderno.
Problema de Pappus. de cdnica del ejemplo por medio del criterio | Sefalizaciones. Calculadora.
El expositor del discriminante. Analogias.
engarzara los Obtendran los valores para el trazo de la
procesos de conica.
construccion del
alumno con el saber
colectivo.
i Englobar los Cierre de la sexta El expositor realizara un resumen de lo | Preguntas al grupo. Retroalimentacion del Oral. 10 min.
| conceptos vistosen | sesion realizado en clase. grupo para el expositor Gises. 9:20-9:30
la sesion. El expositor preguntard al alumno su Borrador.
’ apreciacién  sobre la conduccién 'y Pizarron.
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OBJETIVOS

TEMA
Contenidos

ACTIVIDADES DE ENSENANZA
APRENDIZAJE

ESTRATEGIAS DE
ENSENANZA

ASPECTO EVALUADO

MATERIAL DE
APOYO

Esperar al grupo Tolerancia 5 min.
reglamentaria 12:50-12:55
Conocera los Encuadre de la El expositor presentara al grupo de manera | Técnica expositiva. Diagnéstica: Oral. 5 min.
objetivos, la séptima sesion. verbal y por escrito los contenidos y su | Objetivos. Motivacion Orden del dia. | 12:55-13:00
metodologia de metodologia. Nivel de participacion
trabajo y las grupal
expectativas del Comentarios de los
expositor para esta alumnos.
sesion
Utilizar en forma Introduccion al uso El expositor explicara en forma breve las | Técnica expositiva. Diagndstica: Oral. 20 min.
general The de The Geometer's | herramientas basicas software interactivo Evaluacion de Computadora. | 13:00-13:20
Geometer's Sketchpad. de geometria. conocimientos previos.
Sketchpad
; Trazo del ejemplo de | Elipse. El expositor guiard a los alumnos para | Activacion de Motivacién. Oral. 50 min.
el texto de la realizar el trazo de la conica. conocimientos Nivel de participacion Computadora | 13:20-14:10
Geometria de El alumno bajo la supervision del expositor | previos. grupal.
Descartes seguira los pasos para el tazo de la cénica. | Sefalizaciones. Comentarios de los
) llustraciones. alumnos.
| Los alumnos procederan, una vez obtenido Sumativa: Oral. 10 min.
en el trazo del ejemplo, a imprimir su Habilidad para resolver Computadora | 14:10-14:20
actividad. El profesor recogera el material problemas Impresora
de los alumnos. Nivel de participacion
Comentarios de los
| alumnos.
¢ Englobar los Resumen. El expositor realizard un resumen de lo | Preguntas al grupo. Diagnéstica: Oral 10 min.
| conceptos vistosen | Cierre de la séptima | realizado en clase. Peguntara al alumno su Comentarios de los 14:20- 14:30
sesion. apreciacién  sobre la  conduccién 'y alumnos.

| la sesion.

exposicion de la sesion.

Retroalimentacion del
grupo para el expositor
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OBJETIVOS

TEMA
Contenidos

ACTIVIDADES DE ENSENANZA
APRENDIZAJE

ESTRATEGIAS DE

ENSENANZA

ASPECTO EVALUADO

MATERIAL DE
APOYO

Esperar al grupo Tolerancia 5 min.
reglamentaria 11:10-11:15

Conocera los Encuadre de la El expositor presentara al grupo de manera | Técnica expositiva. Diagnéstica: Oral. 5 min.

objetivos, la octava sesion. verbal los contenidos y su metodologia. Objetivos. Motivacion Orden del dia. | 11:15-11:20

metodologia de Nivel de participacion

trabajo y las grupal

expectativas del Comentarios de los

expositor para esta alumnos.

sesion

El expositor | Examen de El expositor aplicara un examen para Diagndstica: Hoja de 60 min.

identificara los | conocimientos. evaluar los conocimientos acerca de los Evaluacion de reactivos. 11:20-12:20

conocimientos temas vistos en las siete sesiones. conocimientos.

adquiridos de los

alumnos de los

temas vistos.

El expositor Cuestionario de El expositor aplicara un cuestionario para Diagnéstica: Hoja de 10 min.

identificara los desempefio docente. | rebabar la opinion de los alumnos acerca Apreciacion de la opinion | reactivos. 12:20-12:30

conocimientos del profesor y de los temas vistos. de los alumnos relativa al

adquiridos de los
alumnos de los
temas vistos.

desempefio del profesor y
los temas vistos
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4.5. Metodologia

De acuerdo con Ausubel (1976), se lograra aprendizaje significativo cuando el aprendiz pueda obtener el
significado del contenido académico y pueda relacionarlo con sus ideas y conocimientos previos de manera
comprensible y util, por lo que durante el desarrollo de los temas en las sesiones se hizo referencia a los

conocimientos previos del alumno, y los contenidos se desarrollaron de la siguiente forma:

e Los temas se expusieron en clase con la participacion activa y discusion con los alumnos.

e Para la solucion del Problema de Pappus, el expositor estableci6 mecanismos de analisis de los
componentes conceptuales y operativos del problema en cuestion, a fin de que el alumno, en lo posible,
lograra racionalizar, identificar sus elementos y la relacion entre ellos, asi como su representacion,
solucion e interpretacion.

e Los alumnos tomaron nota, asi como observaciones y reflexiones sobre los temas vistos en su
cuaderno y el material de trabajo proporcionado por el profesor.

e Los alumnos trabajaron en equipo.

e Los contenidos se adaptaron en funcién de las necesidades de los alumnos.

4.6. Evaluacion

La forma de evaluacion fue la siguiente:

Descripcion Porcentaje (%)
Examen escrito 80
Participacidn en clase individual y grupal 10
Tareas e investigaciones 10
Total 100

La forma de evaluacion por sesion fue la siguiente:

Sesion 1
La participacion consistio en:

e Determinar la cuarta proporcional de tres ejercicios. Se registré la participacion de seis alumnos por

ejercicio: cinco lo resolvieron en su cuaderno y uno en el pizarron
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e Determinar la multiplicacién (dos ejercicios) y la division (dos ejercicios) de segmentos (adquisicion del
aprendizaje). Se registré la participacion de seis alumnos por los ejercicios de multiplicacién y seis por

el de la division: cinco lo resolvieron en su cuaderno y uno en el pizarron.

Como se les comentd a los alumnos que solo se registrarian cinco participaciones para cada ejercicio (debido a
lo corto del tiempo), en esta sesién participaron ocho de los 38 alumnos (algunos con una 0 mas
participaciones), ya que fueron los que terminaron primero. Cabe sefialar que ademas de los ocho alumnos

sefialados otros mas terminaron los ejercicios.
La tarea para la segunda sesion consistio en:

e Realizar un resumen de la lectura histérica proporcionada por el profesor, las biografias de Apolonio y
Euclides, y seis ejercicios para determinar: la cuarta proporcional (dos), multiplicacion (dos) y divisién

(dos) de segmentos (consolidacion del aprendizaje).

Observaciones: Los alumnos se mostraron entusiasmados y participativos en una gran parte de la sesion (80 %
del tiempo). Mencionaron que fue atractivo el uso de gises de colores. Aunque la participacién individual de los
alumnos no fue constante, si hubo participaciéon en forma grupal. Los ejercicios contemplados por el profesor
fueron adecuados. No pudieron realizarse mas ejercicios de la multiplicacion y division de segmentos, debido a
que los alumnos tuvieron duda en la demostracion del Teorema de Tales, en los ejercicios de la cuarta

proporcional y en los criterios de semejanza en triangulos.

Reflexion: Al parecer el tiempo destinado para cada una de las actividades no fue suficiente. El examen

diagndstico restd tiempo a las actividades planeadas originalmente.

Sesion 2

La tarea consisti6 de dos partes: los ejercicios y el resumen. 32 alumnos entregaron las dos partes, seis
entregaron sélo una de las dos partes (cuatro no entregaron el resumen y dos no entregaron los ejercicios). En
lo que se refiere a los ejercicios, se les realizaron correcciones y observaciones a nueve alumnos

(retroalimentacion y seguimiento).
La participacion consistio en:

e Contestar cuatro preguntas con respecto a la lectura dejada de tarea, se registro la participacion de 12

alumnos.
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e Participar en la resolucién de la parte geométrica del Problema de Pappus. Tres alumnos pasaron al

pizarrdn y a siete se les revisé en el cuaderno (adquisicion del aprendizaje).

Se registraron diez participaciones en el ejercicio (debido a lo corto del tiempo). En esta sesidn participaron 14
de los 38 alumnos (algunos con una o dos participaciones), los que levantaron la mano para contestar las
preguntas y los que acabaron primero el ejercicio. Cabe mencionar que hubo participacién general del grupo

durante las dos presentaciones Power Point.
La tarea para la tercera consistio en:

e 15 gjercicios de la ecuaciéon de una recta, en la forma general (cinco), punto-pendiente (cinco) y

pendiente-ordenada al origen (cinco) (activacion de conocimientos previos).

Observaciones: La presentacion Power Point de la parte historica fomentd el interés en el grupo ya que tuvieron
una participacion constante durante la misma (aunque no se registrd en forma individual, para no perder
tiempo). En el desarrollo geométrico surgieron dudas de temas que se supone, lo alumnos conocian. Los
alumnos tuvieron duda en el concepto de linea en posicion dada, en la ecuacion general de la recta, la

pendiente, y en el calculo de las lineas CBy CD, en el inicio de la solucion del Problema de Pappus.

Reflexidn: Los recursos didacticos utilizados en la sesion: la presentacion Power Point y el pizarron blanco
fomentaron el entusiasmo y la participacion general de los alumnos. Sin embargo, el tiempo programado para
las dos presentaciones (historica y geométrica) no fue suficiente. Es necesario reducir el tiempo de la
presentacion histérica. Al término de la sesion, 24 alumnos acudieron a la asesoria para revisar los temas de:
ley de los senos, pendiente de una recta y ecuacion de la recta (seguimiento y retroalimentacién). Cabe sefialar
que los temas referentes a la ecuacidn de la recta, fueron los que se dejaron para traer de tarea, por lo que,

seria mas recomendable dejar esta tarea en la primera sesion.

Sesion 3

Tarea

31 alumnos entregaron la tarea, no hubo observaciones o correcciones del profesor.

La participacion consistio en:

e Pasar al pizarrén para completar la demostracion geométrica del Problema de Pappus. Cinco alumnos

pasaron al pizarrén.
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La tarea para la cuarta sesion consistio en:
e Realizar tres ejercicios sobre la demostracion geométrica del Problema de Pappus.

Observaciones: El grupo se mostré participativo en la clase, se puede afirmar que el tema no es complicado
para ellos. No se pudo terminar la actividad debido a que el técnico no habia instalado el cafion y la
computadora, y ademas esta sesion solo fue de 50 min. Surgieron dudas en la interpretacion cartesiana actual y
la empleada por Descartes en los temas de distancia de un punto a una recta, pendiente y ecuacion de primer
grado. Al término de la sesion diez alumnos acudieron a la asesoria para revisar los temas de: pendiente de
una recta y ecuacion de la recta, asi como la interpretacion cartesiana actual y la empleada por Descartes en

los temas de distancia de un punto a una recta (seguimiento y retroalimentacion).

Reflexién: Es necesario trabajar con un minimo de dos horas por sesién en la parte de la demostracion
geomeétrica, principalmente por los contratiempos que pudieran surgir como, por ejemplo, la instalacién del

equipo. En general fue favorable la participacion e interés del grupo.
Sesion 4
Tarea

31 de los 38 alumnos entregaron la tarea. A once se les realizaron observaciones. En la sesion no se resolvié la

tarea en el pizarron debido a la falta de tiempo.
La participacion consistio en:

e Trabajar en equipos de cuatro para determinar las ecuaciones de las rectas CF y CH, e iniciar la
resolucion de la parte algebraica del Problema de Pappus, al realizar el producto de las rectas CB por
CF y CD por CH. Pasaron cuatro alumnos al pizarron y a 32 se les reviso en el cuaderno (integrantes
de ocho equipos).

La tarea para la quinta sesién consistié en:

e Terminar el producto de las rectas CB por CFy CD por CH, cinco ejercicios del método de completar el
cuadrado para resolver ecuaciones cuadraticas, la definicion de discriminante para clasificar a las

conicas y tres ejercicios sobre la distancia de un punto a una recta en forma vectorial.
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Observaciones: Los alumnos no estuvieron muy convencidos en la demostracion de la formula de la distancia
de un punto a una recta en la forma vectorial. Esto se pudo observar ya que existieron dudas durante el
desarrollo de la misma. Pese a lo anterior, hubo participacién e interés en forma general del grupo a lo largo de

la sesion.

Reflexion: Suponemos que es necesario contemplar mas tiempo en las comparaciones entre los temas con
respecto a como lo establecid Descartes y cdmo se trabaja actualmente. Seria importante incluir en el programa
de bachillerato de Matematicas V el enfoque vectorial, ya que facilita las demostraciones de algunos conceptos
de Geometria Analitica. Otro aspecto que no se tenia contemplado fue el gran interés manifestado por el grupo
en lo relativo al origen de los ejes coordenados. Como sucedid en la primera sesion, no asistieron a la asesoria

en ésta. El motivo, suponemos que fue el horario.

Sesion 5

Tarea

31 de los 38 alumnos entregaron la tarea completa.

La tarea consistio de dos partes: Terminar el producto de las rectas, y los ejercicios y la definicion. 31 alumnos
entregaron las dos partes, seis entregaron sélo una de las dos partes y uno no entrego ninguno de los dos (uno
no entregd el producto de las rectas y cinco no entregaron los ejercicios ni la definicion). En lo que se refiere a

los ejercicios, se les realizaron correcciones y observaciones a 17 alumnos.
La participacion consistio en:

e Trabajar en equipos de cuatro para resolver el ejercicio tomado del texto de la Geometria. Tres

alumnos pasaron al pizarrdn y a 25 se les revisé en el cuaderno (integrantes de siete equipos).
La tarea para la sexta sesion consistié en:

e Cinco ejercicios para identificar la conica a partir del criterio del discriminante y repasar las ecuaciones

de las conicas en su forma canonica y general.

Observaciones: La presentacion con la computadora fue atractiva para los alumnos, sin embargo es necesario
mejorarla. Existieron dudas en la interpretacion de la conica, pero se tuvo éxito en los objetivos contemplados
para la sesion. En forma general, los alumnos pudieron resolver el ejemplo tomado de la Geometria en el

tiempo destinado. En esta sesion, 30 alumnos acudieron a la asesoria y se procedio a resolver las dudas que
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tenian. Las dudas fueron principalmente para adelantar el resultado y trazar la conica; lo cual hace suponer que

tienen interés en el tema.

Reflexidn: Los recursos didacticos empleados en la sesién como fueron: la presentacion en la computadora y el
pizarrdn blanco fomentaron el entusiasmo y la participacion general de los alumnos. Esta quinta sesion fue
importante debido a que uno de los objetivos era verificar si los alumnos podrian resolver el ejemplo original
tomado de la Geometria. Pienso que fue un éxito ya que la mayoria de los equipos realizaron la actividad y se

mostraron interesados en el resultado.

Sesion 6

Tarea

34 de los 38 alumnos entregaron la tarea. A ocho se les realizaron observaciones.
La participacion consistio en:

o Verificar el producto de las rectas y las coordenadas del punto C, del ejercicio tomado del texto de la
Geometria, e identificar conceptos de Geometria Analitica como: Ecuaciones de primer y segundo
grado, y la expresion del discriminante.

e Obtener los valores para el trazado de la conica con la guia del profesor, utilizando las definiciones de

las Cénicas de Apolonio.
Participaron 34 de los 38 alumnos, cuatro pasaron al pizarrén y a 30 se les revisé el cuaderno
La tarea para la séptima sesion consistié en:
e Trazar la gréfica del ejercicio de la Geometria, con regla y compas.

Observaciones: El grupo se mantuvo atento y participativo en clase. Los alumnos estuvieron expectantes para
verificar si el valor del producto de las lineas era correcto. En esta sesidon hubo una reiterada participacion de la
gran mayoria de los alumnos del grupo. Tuvieron dudas en temas de algebra como son la simplificacién de

expresiones algebraicas, fracciones y radicales. También hubo dudas en el producto de las rectas.

Reflexion: Es necesario trabajar con dos horas para realizar el trazo de la conica en clase y no dejarlo de tarea,
ya que se puede prestar a que los alumnos sélo copien y que no lo hagan por ellos mismos. Pienso que es mas
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atractivo para los alumnos resolver ejemplos, ya que en la parte de la demostracion de las sesiones anteriores

no participaban constantemente como en las ultimas dos sesiones.

Sesion 7

Tarea

35 de los 38 alumnos entregaron la tarea. A seis se les realizaron observaciones y correcciones.
La participacion consistio en:

e Entregar el trabajo del trazo de la conica con el soffware interactivo de geometria The Geometer's
Sketchpad. El trabajo se realizo en equipos de dos, debido a que no se cont6 con las computadoras
necesarias para que los alumnos trabajaran en forma individual. Se registr6 la participacion de 36

alumnos

Observaciones: El nivel de entusiasmo y participacion de los alumnos fue el mas alto con respecto a las seis
sesiones anteriores. Se tuvo que realizar la actividad por parejas debido a la falta de equipo para que se
trabajara en forma individual, esto porque al iniciar la clase, no estaba instalado el programa en el centro de
computo y la sesion comenzé a las 13:20 horas. También hay que mencionar que sélo se pudo trabajar con la
mitad de las computadoras porque no alcanzaron a instalar el programa en todas las maquinas. Los alumnos
tuvieron duda en el manejo del paquete de computo. Sélo dos alumnos no entregaron la actividad del trazo de

la conica.

Reflexion: Se observd que a los alumnos les gusto trabajar con The Geometer's Sketchpad, lo que puede
resultar una alternativa para tomar en cuenta por aquellos que estan interesados en la ensefianza de Geometria

Euclidiana y Geometria Analitica.
Sesion 8

Aplicacion del examen de conocimientos y del cuestionario de desempefio docente.

Se aplicd un examen para calificar el aprendizaje de los temas vistos y un cuestionario para recabar la opinién
de los alumnos relativa al desempefio del profesor durante el desarrollo de las clases. Se evaluaron 38 alumnos
tomando en cuenta los tres aspectos mencionados anteriormente (examen, tareas y participacion). Los

resultados fueron los siguientes:
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Calificacion | Numero de alumnos | Porcentaje (%)
10 7 18.4
9 10 26.3
8 9 23.7
7 7 18.4
6 3 7.9
5 2 5.3
Total 38 100

Como puede apreciarse, casi el 70% del grupo obtuvo una calificacion mas que aceptable. En el anexo se

encuentra el desglose de los aspectos evaluados por sesion de los 38 alumnos

Evaluacion final

Rubro evaluado Promedio (Media)
Examen (valor méaximo 8) 6.4
Participacién (Maximo 12) 5.3
Tareas e investigaciones (Maximo 8) 7.1
Calificacion final (Maximo 10) 8.1

Observaciones: Se gener6 la curiosidad del grupo de muchas formas; la reaccion de los alumnos en relacién
con los temas se refleja en los resultados del reactivo 14 del cuestionario de desempefio docente, “El expositor
desperto tu interés y sus respuestas te ayudaron a aclarar los temas en clase”: el 63.2% contestaron “Siempre”
y el 31.6% contestaron “Casi siempre”, lo que representa mas del 90% de aceptacion; asi como los del reactivo
15, “¢ Te pareci6 interesante el Problema de Pappus y el origen de la Geometria Analitica?”: el 47.4% y 39.5%
contestaron “Totalmente de acuerdo” y “de acuerdo” respectivamente. En lo que se refiere a la participacion del
grupo, en los videos puede apreciarse la atencidn y participacion activa de los alumnos en cada uno de los

temas desarrollados durante la puesta en practica de la propuesta.

En lo que respecta a los temas de Geometria Euclidiana, o problemas Planos segun la clasificacion de los
problemas geométricos de Pappus, vistos en la primera sesion, se despertd y mantuvo el interés y entusiasmo

de los alumnos para quienes, por ser del Area |, resultaron sencillos.
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En la sesion 2 el entusiasmo y la participacion constante del grupo fue evidente tanto en los comentarios a la
presentacion historica como en el interés mostrado en el desarrollo geométrico de la demostracion. En la sesion

3, con la solucion de dudas se fomento la participacion de los alumnos en el desarrollo del tema.

La sesion 4 con la demostracion con vectores de la distancia de un punto a una recta hubo menor entusiasmo y
participacidn, quizé porque no resulté muy facil ya que los alumnos no tenian presente el conocimiento previo
del tema de vectores, por lo que es importante dejar de tarea antes de esta sesion, un repaso de este tema. Sin
embargo, en las sesiones 5, 6 y 7 con la resolucion del ejemplo y el trazado de la cénica con regla y compas,

asi como con la computadora, se recapturaron la atencion y el interés.

4.7. Recursos y materiales didacticos utilizados y resultados de su empleo en clase.

El material didactico que se empled con los alumnos durante las siete sesiones de clase y el examen fue:

e Primera sesion. Copias con el objetivo general, temas, metodologia, forma de evaluacion, bibliografia,
objetivos particulares de la primera sesion, la lectura histérica y formatos del examen diagnéstico. Gises
de colores, pizarrdn y borrador.

e Segunda sesion. Orden del dia con los objetivos particulares de la segunda sesién, copias con el
desarrollo geométrico del Problema de Pappus, computadora, cafién, presentaciones Power Point
(historica y geométrica), pizarrén blanco, plumones y borrador.

e Tercera sesién. Orden del dia con los objetivos especificos de la tercera sesion, copias con el
desarrollo geométrico del Problema de Pappus, computadora, cafidn, presentaciones histdrica y
geomeétrica, pizarrdn blanco, plumones y borrador.

e Cuarta sesion. Copias con los objetivos especificos de la cuarta sesion, gises de colores, pizarrdn y
borrador.

e Quinta sesién. Orden del dia con los objetivos particulares de la quinta sesién, computadora, cafion,
presentacidn algebraica, pizarrén blanco, plumones y borrador.

e Sexta sesion. Copias con los objetivos particulares de la sexta sesion, gises de colores, pizarron y
borrador.

e Séptima sesion. Orden del dia con los objetivos particulares de la séptima sesién, computadora, cafioén,
pizarrén blanco, plumones, borrador. Sala de computo: computadoras y el soffware interactivo de
geometria The Geometer's Sketchpad instalado.

e Octava sesion: Formato del examen de conocimientos y cuestionario de desempefio docente.
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Ademas de lo anterior, se utilizaron copias del libro de René Descartes la Geometria, de la editorial Alfaguara,
el libro de Joaquin Ruiz Basto de Geometria Analitica de la editorial Publicaciones Cultural y los alumnos

trabajaron en forma individual con un cuaderno, lapices, plumas regla, compas y calculadora.
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Capitulo 5. Conclusiones

Para la puesta en practica de la propuesta se fundamentd el modelo constructivista de recepcion significativa de

Ausubel, aunque cabe sefialar que el tiempo fue una limitante en la adopcién al 100% de éste.

El modelo se pudo ajustar a la propuesta de tesis ya que, como se menciond en el capitulo 2, no se puede
esperar que el alumno construya independientemente los temas abordados en la resolucion del Problema de

Pappus; se requiere de la guia del docente.

La estructuracion y la secuenciacion de los temas vistos en el desarrollo de la practica fueron aceptables; sin
embargo, como se refirid en el capitulo anterior, deben realizarse algunas modificaciones a las actividades
principalmente con el empleo de la computadora, ya que algunos alumnos mencionaron que podria mejorarse

las presentaciones con el programa Flash.

En lo que se refiere a las estrategias de ensefianza, se requiere propiciar mas la participacion de los alumnos,
aunque la limitante del tiempo siempre representa un obstaculo. No obstante, puede mejorarse si se realizan las
demostraciones formales durante una clase de dos horas y se proponen mas ejercicios para fomentar la

participacion.

Las técnicas de motivacion fueron pertinentes, en especial el manejo de expectativas a partir de los materiales
de apoyo y el acompafiamiento del profesor para resolver dudas o dificultades, y debe resaltarse que en las

sesiones 5 y 7 el entusiasmo, animo y participacién en forma general del grupo fue constante.

Se fomenté la motivacién de los alumnos de diversas formas, una de ellas fue la presentacion de los objetivos,
reactivos de trabajo, tareas y actividades que se realizaron en las siete sesiones por medio de un formato de
copias que el profesor entregd a cada uno de los integrantes del grupo. Otra, que en la primera sesion, en el
formato de copias iba incluida una lectura acerca del origen de la geometria analitica, lo cual pensamos pudo
funcionar como un detonador del interés de los alumnos, ya que en los resimenes que entregaron de tarea
hicieron comentarios acerca de lo interesante que les resultd, ademas de que en la sesién 2, donde se abordd
este tema, fue constante la participacion del grupo en general completando las oraciones del expositor durante
la sesion. Otro recurso favorable fue el juego de copias que contenia el desarrollo geométrico de la solucion del

Problema de Pappus.

Durante la puesta en escena de la propuesta, se desarrollaron los contenidos que se especificaron en la
planeacién. La reflexion en los alumnos se fomentd tanto con el analisis y discusion de la lectura dejada en

casa, la cual tenia como objetivo que realizaran un resumen rescatando las partes mas importantes de la
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misma, como con la conclusién a la que se llegd con la demostracion del procedimiento completo de Descartes
en la solucién de Problema de Pappus, a partir de la cual alcanzaron una vision distinta de lo que es una conica

asi como la nocién de ejes cartesianos.

El uso de la tecnologia (cafién y computadora) a través de las presentaciones en Power Point representd un
recurso visual que, ademas de atractivo para los alumnos, ayudo a la identificacion de los diferentes aspectos y
términos que fueron apareciendo durante el desarrollo de la tematica porque permitieron un camino de “ida y
vuelta” entre lo concreto de las visualizaciones y lo abstracto de las explicaciones matematicas. Por ejemplo, en
la segunda sesion se despertd el interés de los alumnos con una introduccion historica de los principales
personajes que contribuyeron al desarrollo de la geometria analitica como la conocemos hoy; una segunda
presentacidn consistid en el desarrollo de la solucién del Problema de Pappus en su parte geométrica, la cual
ayudo a determinar las expresiones de las lineas y facilito la comprension de esta parte del tema. En la cuarta y
quinta sesiones se utilizd una presentacién de la solucion del Problema de Pappus en su forma algebraica, asi
como el trazo de la conica. Esta presentacion facilitd la comprension de las Ultimas dos partes de la
demostracion, ya que como sucedié en la segunda sesidn, se contd con un recurso visual con el que se

desglosaron y mostraron todas las operaciones y simplificaciones algebraicas.

Debe mencionarse que como un elemento contextual, fue muy importante para el aprendizaje de los contenidos
realizar las sesiones en la sala de conferencias 1 del plantel, debido a que se tiene la posibilidad de tener dos
pizarrones y espacio para la proyeccion de las presentaciones Power point, asi como que los alumnos tienen
una mejor vision. Desde nuestro punto de vista, para aumentar el aprendizaje del tema es necesario contar con
mas sesiones en ese lugar o en alguno con condiciones semejantes porque se minimizan distractores y se
capitaliza la atencion e interés para la realizacion de las actividades programadas para fomentar el aprendizaje;
por ejemplo, hace posible una mayor agilizacién para el trabajo en equipos con los alumnos, exigida por la

dinamica de la ensefianza.

Las técnicas o estrategias utilizadas durante el desarrollo de la propuesta fueron Uutiles; sin embargo, es
necesario fomentar aun mas participacion activa de los alumnos en el proceso. También seria conveniente
trabajar dos o tres sesiones en el centro de computo, ya que el grupo mostré un gran interés en el uso del
soffware interactivo de geometria The Geometer's Sketchpad. Esto permitira ampliar los formatos de
presentacion de un tema y lograr o consolidar la representacion del conocimiento iniciada con la explicacién

convencional del profesor.
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Aunque las estrategias de ensefianza y aprendizaje fueron en general las pertinentes, debido a lo reducido del
tiempo, la participacién activa de los alumnos no fue tan constante como se tenia planeado, como se puede

observar en el concentrado de las participaciones del grupo.

Los resultados mostraron la apropiacién de conceptos propios de la Geometria Analitica, por lo que se sugiere
que el empleo del enfoque histérico puede considerarse una opcion para la ensefianza y aprendizaje de esta
asignatura. Queda por explorar su impacto en el desarrollo de habilidades cognoscitivas complejas implicadas

en el desarrollo de proyectos y elaboracion de dispositivos.
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Participaciones por sesion

Num Nombre Sesion 1 Sesioén 2 Sesién 3 Sesion 4 Sesién 5 Sesion 6 Sesion 7 Total
Num. Puntos
1 |Aguilar Espindola Ossiel . . 2 . 1 3 0
2 |Alavez Barrita Luis Uriel o 1 . . 2 . 1 . 1 . 1 6 1
3 |Arcadia Barrén David oleo|e - . . . 2 . 1 . 1 . 1 11 1
4 |Benitez Alonso Adonai . . 2 . 1 . 1 . 1 5 1
5 |Cer6n Mayo Ana Rocio . . 2 . 1 . 1 . 1 5 1
6 |Contreras Guzman Juan Carlos . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 5 1
7 |Cruz Garcia Viridiana América ole|e . o 2 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 11 1
8 |Cuellar Ramirez Palmira Consuelo . 1 . 1 . 1 3 0
9 |De La Riva Valdés Veronica . . 2 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 7 1
10 |Duran Osuna José de JesUs . 1 . 1 . 1 . 1 4 0.5
11 |Espinosa Angeles Diana Elena . 1 . 1 2 0
12 |Fragoso Vargas Nelly Alejandra . . 2 . 1 . 1 . 1 5 1
13 |Garcia Garcia Elisa Delannie ole|e . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 10 1
14 |Gardufio Moncada Raul Rodrigo . 1 . 1 . 1 3 0
15 |Gil Jacobb Simac . . 2 . 1 . 1 . 1 5 1
16 |Gonzalez Reyes Marco Antonio . . 2 . 1 . 1 . 1 5 1
17 |Gutiérrez Landa Rodrigo . 1 ] 1 2 0
18 |Hernandez Barroso Andrea Sarai . o 2 . . 2 . 1 . 1 . 1 7 1
19 |Hernandez Garcia Felipe de Jesus . 1 . 1 2 0
20 |Ibarra Trujillo Cesar . . 2 . 1 . 1 . 1 5 1
21 |Lira Segura Carlos . . 2 2 0
22 |Lépez Cedillo Luis Angel . . ° 2 . . 2 . 1 . 1 . 8 1
23 |Martinez Gutiérrez Luis Enrique . . 2 . 1 . 1 . 1 5 1
24 |Moo Vergara Jesus Emanuel . . 2 . 1 . . 2 . 1 . 1 . 1 8 1
25 |Morales Rojas Juan Carlos . 1 . 1 2 0
26 |Nava Moctezuma Irasema oleo|e]e . o 2 . . 2 . 1 . 1 . 1 12 1
27 |Nieto Zamora Mariana o] . . 2 . 1 . 1 . 1 8 1
28 |Pérez Chavez Ricardo . . . 2 . 1 . 1 . 1 6 1
29 |Pérez Ortiz Abigail L3 1 . . 2 . 1 . 1 . 1 6 1
30 |Rodriguez Arcos Marisol . 1 . 1 . 1 3 0
31 |Romero Alvarado Marco Antonio . 1 . 1 . 1 3 0
32 |Ruvalcaba Sanchez Roberto de Jesus . 1 . 1 . 1 . 1 4 0.5
33 |Saavedra Flores Lizbeth Anahi . 1 . 1 . 1 3 0
34 |Sandoval Marquez David . . 2 . 1 . 1 4 0.5
35 |Solis Campos Francisco . 1 . . 2 . 1 . 1 . 1 6 1
36 |Torres Corrales Ana Victoria . 1 . . 2 . 1 . 1 . 1 6 1
37 |Ugalde Calvillo Luis Gerardo . 1 1 0
38 |Vidal Gutiérrez Miravi Rebeca o] . . 1 . 1 . . 2 . 1 . 1 . 1 10 1
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Tareas por sesién

Total

3

Puntos

o
(3]

RlrlR|R[R|R[R]R]R];

o
(4]

Rlr[R[R|r|R]R];

o
o

[

o
0

Rlrlr|Rr[rlO|R]|R]R

o
)

[

[y

o
(4]

Num Nombre Sesion 1 | Sesion 2| Sesion 3| Sesion 4 | Sesion 5] Sesién 6
1 Aguilar Espindola Ossiel x T T x T x T T
2 Alavez Barrita Luis Uriel T T T T T T T T
3 Arcadia Barron David T T T T T T T T
4 Benitez Alonso Adonai T T T T T T T T
5 Ceréon Mayo Ana Rocio T T T T T T T T
6 Contreras Guzman Juan Carlos T T T x T T T T
7 Cruz Garcia Viridiana América T T T T T T T T
8 Cuellar Ramirez Palmira Consuelo T T T x T T T T
9 De La Riva Valdés Verdnica T T T T T T T T
10 Duran Osuna José de JesuUs T T T T T T T T
11 Espinosa Angeles Diana Elena T x x T x x T T
12 Fragoso Vargas Nelly Alejandra T T T T T T T T
13 Garcia Garcia Elisa Delannie T T T T T T T T
14 Gardufio Moncada Raul Rodrigo T T T x T T T T
15 Gil Jacobb Simac T T T T T T T T
16 Gonzalez Reyes Marco Antonio T T T T T T T T
17 Gutiérrez Landa Rodrigo x T x T T T T T
18 Hernandez Barroso Andrea Sarai T T T T T T T T
19 Hernandez Garcia Felipe de Jesus T x T x T x x T
20 Ibarra Trujillo Cesar T T x T T T T T
21 Lira Segura Carlos T T x x T T x x
22 Lopez Cedillo Luis Angel T T T T T T T T
23 Martinez Gutiérrez Luis Enrique T T T T T T T T
24 Moo Vergara Jesus Emanuel T T T T T T T T
25 Morales Rojas Juan Carlos x T x T x T x x
26 Nava Moctezuma Irasema T T T T T T T T
27 Nieto Zamora Mariana T T T T T T T T
28 Pérez Chavez Ricardo T T T T T T T T
29 Pérez Ortiz Abigail T T T T T T T T
30 Rodriguez Arcos Marisol T T T T T T T T
31 Romero Alvarado Marco Antonio T T x T T x T x
32 Ruvalcaba Sanchez Roberto de Jesus T T T T T T T T
33 Saavedra Flores Lizbeth Anahi T T T T T T T T
34 Sandoval Marquez David x T x x T x T T
35 Solis Campos Francisco T T T T T T T T
36 Torres Corrales Ana Victoria T T T T T T T T
37 Ugalde Calvillo Luis Gerardo T T T T T x x T
38 Vidal Gutiérrez Miravi Rebeca T T T T T T T T

El punto rojo en el &ngulo superior derecho de la celda, indica a los alumnos a los que se les realizé una observacion o correccién

w|o|o|o|n|o|o|un]o|o|o|o]o|w|o]|o|o|s|~]n|o|lo]|o|o]~|ofo|n]o|o]~]o|~|o|o]onlo]|nl|S

RlrR[R];
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Evaluacion final

NUm Nombre Examen Participacion Tarea Suma Calif. Final
1 Aguilar Espindola Ossiel 5.3 o 0.5 5.8 6
2 |Alavez Barrita Luis Uriel 7.3 1 1 9.3 9
3 |Arcadia Barron David 7.6 1 1 9.6 10
4 |Benitez Alonso Adonai 6 1 1 3 8
5 |JCeron Mayo Ana Rocio 5.6 1 1 7.6 8
6 Contreras Guzman Juan Carlos 6 1 a1 8 8
7 |Cruz Garcia Viridiana América 7.8 1 1 9.8 10
8 Cuellar Ramirez Palmira Consuelo 5.6 o] 1 6.6 7
9 |De La Riva Valdés Verodnica 8 1 1 10 10
10 |Duran Osuna José de Jesus 6.3 0.5 1 7.8 8
11 |Espinosa Angeles Diana Elena 6 o 0.5 6.5 6
12 |Fragoso VVargas Nelly Alejandra 5.6 1 1 7.6 8
13 | Garcia Garcia Elisa Delannie 8 1 1 10 10
14 | Garduino Moncada Raul Rodrigo 6.3 o a1 7.3 7
15 | Gil Jacobb Simac 6 1 1 8 8
16 | Gonzalez Reyes Marco Antonio 5.6 1 a1 7.6 8
17 | Gutiérrez Landa Rodrigo 6 o 1 7 7
18 |Hernandez Barroso Andrea Sarai 7 1 a1 oS 9
19 |Hernandez Garcia Felipe de Jesus 5.6 o 0.5 6.1 6
20 |Ibarra Trujillo Cesar 4.6 1 1 6.6 7
21 |Lira Segura Carlos 4 o 0.5 4.5 5
22 |Lopez Cedillo Luis Angel 7 1 a1 o 9
23 | Martinez Gutiérrez Luis Enrique 7 1 1 o 9
24 |Moo Vergara Jesus Emanuel 7.6 1 1 9.6 10
25 |Morales Rojas Juan Carlos 3 o (0] 3 5
26 |Nava Moctezuma lrasema 8 1 1 10 10
27 |Nieto Zamora Mariana 6.6 1 1 8.6 9
28 |Pérez Chavez Ricardo 7 1 1 =] 9
29 |Pérez Ortiz Abigail 7 1 1 =] 9
30 |Rodriguez Arcos Marisol 6.6 o 1 7.6 8
31 JRomero Alvarado Marco Antonio 6.3 (o] 0.5 6.8 7
32 |Ruvalcaba Sanchez Roberto de Jesus 7.6 0.5 a1 9.1 9
33 |Saavedra Flores Lizbeth Anahi 6.6 (o] 1 7.6 8
34 |Sandoval Marquez David 6.3 0.5 0.5 7.3 7
35 |Solis Campos Francisco 7.3 1 a1 9.3 9
36 |Torres Corrales Ana Victoria 6.6 1 a1 8.6 9
37 |Ugalde Calvillo Luis Gerardo 5.6 (o] a1 6.6 7
38 |Vidal Gutiérrez Miravi Rebeca 8 1 1 10 10
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EXAMEN DIAGNOSTICO
Nombre del Alumno:

Instrucciones:
O Anotara su nombre comenzando por apellido paterno, materno y nombre(s).

O Los resultados de cada pregunta deberan ser escritos sin borraduras ni tachones.

PREGUNTAS

1.- ¢Enhonor a quién se les llama ejes cartesianos a los ejes x e y?

2.- ¢ Cuéantos criterios se conocen para afirmar que dos tridngulos son semejantes?

3.- Menciona un criterio de semejanza.

4.- Encuentra la distancia entre los puntos P (4,6) y Q (1,2)

5.- Determina la grafica y la ecuacion de la recta que pasa por el punto A (3, 2) y tiene pendiente m =

4

3
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6.- Indica si la recta tiene:

a) Pendiente positiva.

b) Pendiente negativa.

c) Pendiente igual a cero.
d) Pendiente infinita.

y' y’

7.- Encuentra la distancia del punto B (1,2) alarecta3x +4y —21=0
y

s

st

8.- La ecuacion Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F =0 es una:
e Elipsesi B2 - 4AC es
e Pardbola si B?-4AC es

e Hipérbolasi B?—4AC es
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CUESTIONARIO DE DESEMPENO DOCENTE

Este cuestionario tiene como objetivo proporcionar datos acerca del expositor, del tema y de los materiales empleados.
Subraya la opcién que, de acuerdo a tu criterio es la respuesta mas adecuada a cada una de las preguntas (contesta con toda
sinceridad).

1) El inicio y término de las sesiones se llevo a cabo puntualmente.
a) Siempre b) Casi siempre ¢) Ocasionalmente d) Rara vez €) nunca
2) El expositor inici6 las sesiones mencionando el tema, los objetivos y las actividades a realizar.
a) Siempre b) Casi siempre ¢) Ocasionalmente d) Rara vez €) nunca
3) El expositor demostré dominio de los temas presentados.
a) Siempre b) Casi siempre c) Ocasionalmente d) Rara vez e) nunca
4) La presentacion y explicaciones del expositor fueron claras.
a) Siempre b) Casi siempre c) Ocasionalmente d) Rara vez €) nunca
5) El expositor distribuy6 adecuadamente el tiempo para las actividades realizadas en las sesiones.
a) Siempre b) Casi siempre ¢) Ocasionalmente d) Rara vez €) nunca
6) El expositor fomentd la participacion de los alumnos durante el desarrollo de los temas.
a) Siempre b) Casi siempre ¢) Ocasionalmente d) Rara vez €) hunca
7 El expositor realiz6 un resumen al finalizar cada sesion.
a) Siempre b) Casi siempre c) Ocasionalmente d) Rara vez €) nunca
8) Fue suficiente el tiempo que se empleo para realizar todas las actividades planteadas por el expositor.
a) Totalmente de acuerdo b) De acuerdo c) Parcialmente de acuerdo  d) En desacuerdo e) Totalmente en desacuerdo
9) La lectura histdrica contribuy6 a la comprension de los conceptos e ideas fundamentales.
a) Totalmente de acuerdo b) De acuerdo c) Parcialmente de acuerdo  d) En desacuerdo e) Totalmente en desacuerdo
10)  El material empleado por el expositor durante el desarrollo de los temas fue el adecuado.
a) Siempre b) Casi siempre c) Ocasionalmente d) Rara vez €) nunca
11)  Las presentaciones con la computadora te parecieron.
a) Excelentes b) Buenas c) Aceptables d) Podrian mejorarse e) Insuficientes
12)  El tema que te presentd el expositor es complicado para el grado escolar en el que estas actualmente.
a) Totalmente de acuerdo b) De acuerdo c) Parcialmente de acuerdo  d) En desacuerdo e) Totalmente en desacuerdo

13)  Los recursos (pizarrén, computadora, copias u otros) del expositor te ayudaron a aclarar los temas vistos en
clase

a) Siempre b) Casi siempre c) Ocasionalmente d) Rara vez €) nunca
14)  El expositor despert6 tu interés y sus respuestas te ayudaron a aclaran los temas en clase.
a) Siempre b) Casi siempre c) Ocasionalmente d) Rara vez €) nunca
15) ¢ Te parecid interesante el problema de Pappus y el origen de la Geometria Analitica?

a) Totalmente de acuerdo b) De acuerdo c) Parcialmente de acuerdo  d) En desacuerdo e) Totalmente en desacuerdo
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Cuestionario de Desempeiio Docente. Resultados

Este cuestionario se aplicé el jueves 23 de noviembre del 2006 a 38 alumnos del grupo 602.

1.- Elinicio y término de las sesiones se llevo a cabo
puntualmente
25 23
3
2 20
5
< 15 1o
[
©
o 10
9]
é 5 3
0 0
0 - — -
Siempre Casi siempre  Ocasionalmente Rara vez Nunca
Porcentaje:  60.5 % 31.1% 7.9 % 0% 0%
2.- El expositor inicio las sesiones mencionando el
tema, los objetivos y las actividades arealizar
30 5
3 25
c
E 2
®
3 15 12
o
5 10
g
b 5
P4
0 0 0
O . . . .
Siempre Casi siempre  Ocasionalmente ~ Rara vez Nunca
Porcentaje: 68.4 % 31.6% 0% 0% 0%
3.- El expositor demostré dominio de los temas
presentados
30 27
8 25
c
E 20
®
@ 15
©
o 10
5 10
g
* 5
p4
1 0 0
| —
Siempre Casi siempre  Ocasionalmente  Rara vez Nunca
Porcentaje: 711 % 26.3 % 2.6 % 0% 0%
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4.- La presentacion y explicaciones del expositor
fueron claras

30 27
8 25
c
E 20
©
215
o
g 10 7
g 3
‘ 5
p4
1 - 0
| —
Siempre Casi siempre  Ocasionalmente  Rara vez Nunca
Porcentaje:  18.4 % 71.1% 7.9 % 2.6 % 0%
5.- El expositor distribuyo adecuadamente el tiempo
paralas actividades realizadas en las sesiones
30
” 25
o 25
c
£ 2
©
215
o
5 10 8
£ 5
S 5
z
0 0
Siempre Casi siempre  Ocasionalmente  Rara vez Nunca
Porcentaje:  21.1 % 65.8 % 13.2% 0% 0%
6.- El expositor fomento la participacién de los
alumnos durante el desarrollo de los temas
25
» 20
é 20
15
=]
< 15
(]
T
o 10
5]
~§ 5 3
0 0
Siempre Casi siempre  Ocasionalmente  Rara vez Nunca
Porcentaje:  52.6 % 39.5% 79 % 0% 0%
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7.- El expositor realizé un resumen al finalizar cada
sesion
20
» 16
o
=}
®
@ 10
© 7
o
3]
£ s 2
= ,_l 0
0
Siempre Casi siempre  Ocasionalmente  Rara vez Nunca
Porcentaje:  34.2 % 421 % 18.4 % 5.3 % 0%
8.- Fue suficiente el tiempo que se empleo para
realizar todas las actividades planeadas por el
expositor
20
17
3
= 14
£ 15
=}
©
L 10
o 6
(]
E 5
2 1
0
0 -
Totalmente de  De acuerdo  Parcialmente En desacuerdo  Totalmente
Acuerdo de acuerdo en desacuerdo
Porcentaje: 2.6 % 44.7 % 36.8 % 15.6 % 0 %
9.- Lalectura histérica contribuyé ala comprension
de los conceptos e ideas fundamentales
25
21
3
e 20
§
< 15 13
[
©
o 10
£
% 5 3
! 0
| —
Totalmente de  De acuerdo  Parcialmente En desacuerdo  Totalmente
Acuerdo de acuerdo en desacuerdo
Porcentaje:  34.2% 55.3 % 7.9 % 2.6 % 0%
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10.- El material empleado por el expositor durante el
desarrollo de los temas fue el adecuado

30
3 25 24
c
E 2
©
@ 15
©
o 10
5 10
g 3
‘ 5
z
1 - 0
| — |
Siempre Casi siempre  Ocasionalmente  Rara vez Nunca
Porcentaje:  63.2 % 26.3 % 7.9 % 2.6 % 0%
11.- Las presentaciones con lacomputadora te
parecieron
25 23
3
e 20
£
< 15
o 11
e
o 10
o 4
£ s
0 0
0 Excelentes uenas Aceptables Podrian Insuficientes
Mejorarse
Porcentaje:  60.5 % 28.9% 10.5% 0% 0%
12.- Eltema que te presento el expositor es
complicado para el grado escolar en el que estas
actualmente
20
17
(%]
2 15
E 12
©
210 —
° 6
(]
£ s 2 —
z 1
 —
Totalmente de  De acuerdo  Parcialmente En desacuerdo  Totalmente
Acuerdo de acuerdo en desacuerdo
Porcentaje: 2.6 % 5.3 % 15.8 % 44.7 % 31.6 %
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13.- Los recursos (pizarrén, computadora, copias u
otro) del expositor te ayudaron a aclarar los temas
vistos en clase

30
& 25 24
c
£ 2
®
315 11
o
5 10
g 3
E 5
- m 0
Siempre Casi siempre  Ocasionalmente  Rara vez Nunca
Porcentaje: 28.9 % 63.2 % 7.9 % 0% 0%
14.- El expositor despert6 tu interés y sus
respuestas te ayudaron a aclarar los temas en clase
30
8 25 24
c
E 2
®
3 15 12
o
5 10
g
b 5
b= 4
0 0
/™
Siempre Casi siempre  Ocasionalmente  Rara vez Nunca
Porcentaje:  63.2 % 316 % 53% 0% 0%
15- ;Te pareci6 interesante el problema de Pappus
y el origen de la Geometria Analitica?
20 18
S 15
<
£ 15
=}
T
210
o
[
0
0 Totalmentede  Deacuerdo  Parcialmente Endesacuerdo  Totalmente
Acuerdo de acuerdo en desacuerdo
Porcentaje:  47.4 % 39.5 % 7.9 % 5.3% 0%
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EXAMEN DE CONOCIMIENTOS

Nombre del Alumno:

Instrucciones:

O Anota tu nombre comenzando por apellido paterno, materno y nombre(s).

O Los resultados de cada pregunta deberan ser escritos sin borraduras ni tachones.

1. ;Qué diferencia existe entre una razén y una proporcion?

2. Multiplica los segmentos a = 7, b = 2 y traza su representacion gréafica.

3. ¢Qué significa que una recta esté dada en posicion?

5. Escribe el nombre de tres matematicos griegos de la antigiiedad y alguna de sus obras.

4. Menciona 5 conceptos que se presentan en la solucién del problema de Pappus (Descartes) que tienen que ver con
conceptos propios de la Geometria Analitica actual.

6. Determina la ecuacion del lugar geométrico (conica) que es la solucién del siguiente problema de Pappus:
Datos:

EA=5

AB =BR =X
BS=EB
AG =6

GB =BT
CD=CR
CF=3CS
CH=5CT
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MATERIAL DE TRABAJO DE LOS ALUMNOS
El Problema de Pappus

Teniendo cuatro rectas dadas en posicion (L1, L2, L3 y L4), se intenta hallar, un punto (C) desde el
cual se pudiesen trazar cuatro lineas rectas (I1, I2, I3 y ls), una sobre cada uno de las dadas,

formando angulos dados (¢,, 4, ¢, y 4,) de modo que

el paralelogramo formado por dos de las trazadas desde el mismo punto (esto es, el producto de
estos dos segmentos) guarde una proporcion dada con el paralelogramo formado por el producto
de las otras dos.

------------------------------------

Primero, rotulamos las intersecciones de las cuatro lineas dadas (A, B, D, E, F, G y H), después el
segmento AB de la recta L; le Ilamamos x y al segmento CB, la linea I1, le llamamos y. en caso
necesario (como vamos a proceder) la linea I1 se prolonga de modo que se intersecte con las otras
rectas dadas en posicion (en R, Sy T respectivamente).
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AB =Li1=x CB=h=y
AD =L CD =1
EF =Ls CF=1I3
GH=1L4 CH=1l4

CBA = (Dl

CDA=®;

CFE = @3

CHG = ®4

“Que el segmento de la linea AB que esta entre los puntos A 'y B sea denominado x y que el de CB sea
denominado y”, nos indica que Descartes presenta una referencia (REFERENCIAL) como un

ordenamiento.

c

i
Referencial (origen)

AC I

Hay una eleccion de dos longitudes geométricas: X, y, y tomando a una de ellas como la base, todas las
otras longitudes seran medidas. Descartes no considera el tomar un angulo recto (90°) entre las lineas
AB y CB como lo hacemos actualmente, ya que su sistema de ejes CARTESIANOS se basa en una
referencia; es decir, es el caso general (el &ngulo CBA = @1 puede tener el valor de cualquier real

positivo).
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Vamos a empezar el andlisis con las lineas AB y CB (L1 Yy I1) es decir, AB fue dada y CB la vamos a
calcular. Procederemos a encontrar la longitud y que define en este sistema general de ejes

coordenados la “posicion” del punto “C” (o el conjunto de puntos “C”) que satisface la condicion del
problema (el lugar geométrico).

Calculo de CB

Tomamos el tridngulo ABR. Los angulos son: ABR, BARy ARB

R

Al (N

Tomamos %. Pero al revisar esta razon, podemos observar que aunque aumente o disminuya la longitud de los lados, el
valor de la razén y el valor de sus dngulos no cambian

Esta razon de los lados AB y BR es asi conocida y si
tomamos una cantidad “z” (como pardmetro) se puede
encontrar la magnitud “b” como la cuarta proporcional.
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La homogeneidad entre estas cuatro magnitudes permiten transformar esta expresion, ya que lo que queremos es calcular
a CB = Iz, despejamos a BR y tenemos una parte de CB o |1, 0 mas bien su prolongacion.

Calculo de CD

2 .
Triangulo CDR o gr- X

Tomando el triangulo CDR:

Los &ngulos son:
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Tomamos % . Pero al revisar esta raz6n, podemos observar que aunque aumente o disminuya la longitud de los lados, el

valor de la razon y el valor de sus angulos no cambian. Esta razén de los lados CD y CR es asi conocida y si tomamos
una cantidad “z” (como parametro) se puede encontrar la magnitud “C” como la cuarta proporcional.

Calculo de CF

Después de esto, puesto que las lineas AB (L1), AD (L2) y EF (Ls) estan dadas en posicion, la distancia que hay entre A
y E también es conocida (también por los angulos), si a tal distancia la llamamos “K”, entonces:

|
1
\|_A
S

T

bex -+ czy
z 2

~CDh=

Ahora, tomemos el triangulo EBS. Los angulos son:
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ES se encuentra en la recta L2, EB = k + X, por lo tanto, debemos calcular BS. Determinamos la razén entre los lados EB
y BS.

Tomamos —— . Esta razon de los lados y es asi conocida y si tomamos una cantidad “z” (como

parametro) se puede encontrar la magnitud “d” como la cuarta proporcional.
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Ahora, analicemos el tridngulo CFS: Los angulos son:
|

1
\ L,
D

FS se encuentra en la recta L3, CS la obtuvimos anteriormente, la recta que buscamos es CF = Is. Debemos encontrar la

razén entre los lados

Tomamos ------

Esta razon de los lados y es asi conocida y si tomamos una cantidad “z” (como parametro) se puede

encontrar la magnitud “e” como la cuarta proporcional.
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Calculo de CH

Si llamamos al segmento AG = & (la distancia AG), entonces BG sera igual a . Podemos hacer esto porque
AG es una distancia conocida (debido a que el punto A es la interseccién de L1y L2 y G es la interseccion de L1y La).
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Ahora, tomemos el tridngulo BTG: Los angulos son:

El segmento BG estd en L1y su valor es , GT es la linea L4, la cual es dada. Debemos encontrar el lado
ya que es la prolongacion de . Entonces, buscamos la razon entre los lados y .

Tomamos ------

Esta razon de los lados y es asi conocida y si tomamos una cantidad “z” (como pardmetro) se puede

encontrar la magnitud “f” como la cuarta proporcional.
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Para finalizar, analicemos el tridngulo
Los angulos son:
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LECTURA HISTORICA
El Problema de Pappus y el origen de la Geometria Analitica

La geometria analitica no es una nueva geometria, sino la geometria misma estudiada con el auxilio del
andlisis una vez establecidos sus fundamentos con sus propios recursos. Asi la concibié René Descartes,
el sabio fildsofo y matemdtico francés a quien se considera como el creador de este ingenioso método
cientifico por haberlo dado a conocer piblicamente, antes que nadie, en uno de los tres apéndices que
acompafiaban a su famoso "Discurso del Método", obra que se publicé 1637. Descartes, atendiendo mds al
cardcter de los temas que al nuevo método cientifico de que se valié para desarrollarlos, no asigné a este
(ltimo un nombre especial y titulé a su trabajo "La Geometria” El nombre de Geometria Analitica con que
actualmente se designa a esta disciplina es muy posterior. Descartes propone en su método analitico que
constituye la esencia de la Geometria Analitica los siguientes pasos:

= Considerar que el problema estd resuelto.

* Transformacién del problema geométrico a uno algebraico considerado en un problema de andlisis
matemdtico.

» Resolucion de este nuevo problema mediante los recursos propios del referido andlisis (dlgebra).

» Interpretacién  geométrica de la  solucién  analitica  (algebraica)  obtenida.
Esta interpretacién geométrica constituye la solucién del problema.

Los antiguos geémetras habian procedido justamente a la inversa para resolver cuestiones de andlisis por
medio de la geometria, ideando asi un método indirecto que bien podria llamarse andlisis geométrico.
Pitdgoras, por ejemplo, en el siglo VI a.C., representaba las unidades numéricas por bolitas de un dbaco vy,
disponiéndolas geométricamente (en forma de cuadrados o tridngulos), deducia de las propiedades de las
figuras obtenidas, las férmulas de la suma de los "n" primeros nimeros impares y de la suma de los “n"
primeros nimeros naturales. Los nhombres de cuadrado o cubo, que todavia conservan la segunda y tercera
potencia de un nlmero, provienen de que los nimeros se representaban por segmentos, superficies o
volimenes cuyas medidas fueran iguales a ellos, y asi: un producto de dos nimeros se representaba por un
rectdngulo cuyos lados fueran los representantes geométricos de los factores; un producto de tres
ndmeros por un paralelepipedo rectdngulo cuyas aristas representaran estos factores y, como caso
particular, la segunda y fercera potencia por el cuadrado o cubo correspondiente. Es posible que el
andlisis geométrico de los antiguos haya sugerido, por contraste, el método opuesto de la Geometria
Analitica y un modo sencillo de hacer efectivos sus pasos primero y tercero.

Puesto que las medidas de las cantidades geométricas son ndmeros abstractos, resulta natural
representar a dichas cantidades por estos nimeros tan intimamente vinculados a ellas y, luego de operar
con tales representantes, reponer, en lugar de los resultados numéricos obtenidos, las cantidades cuyas
mediadas expresen. Esto es precisamente lo que hacian los algebristas drabes para resolver problemas
geométricos, cuyas correspondientes construcciones justificaban por medio de las ecuaciones a que
daban lugar dichos problemas, y de igual procedimiento se valié mds tarde Leonardo de Pisa. Pero este
tipo de representacion numérica de los elementos geométricos tiene un alcance restringido. No todos
esos elementos son cantidades. Los entes fundamentales (punto, recta y plano), por ejemplo, no son
medibles; y tampoco lo son las lineas y superficies infinitas. El gran mérito de la geometria analitica
cartesiana consistié en representar a los puntos por coordenadas, y a las lineas y superficies por
ecuaciones cuyas variables son las coordenadas de los puntos que las constituyen.

Tampoco era nuevo el concepto de coordenada, pero no habia sido usado ain como medio de

representacién analitica sino como recurso para ubicar puntos, cuerpos, sitios, etc. Los cuatro puntos
cardinales, concebidos desde la mds remota antigiiedad, determinan con el punto ocupado por el
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observador dos ejes perpendiculares con respecto a los cuales se establecen, mediante dngulos, los
demds rumbos. Los mds viejos conocimientos astrondmicos incluyen las coordenadas celestes para
determinar la posicion de los astros; Hiparco, en el siglo IT a.C., introdujo las coordenadas geogrdficas
(longitud o/y latitud) para la ubicacién de puntos sobre la superficie terrestre; los romanos al fundar
ciudades, acostumbraban a trazar en el lugar dos surcos perpendiculares entre si, a los cuales referian la
futura posicién de casas, plazas, caminos, etfc. y en el delineamiento de las ciudades fundadas en nuestro
suelo por los conquistadores espafioles se advierte siempre un perfecto sistema de coordenadas, tanto en
la eleccion de dos calles principales perpendiculares entre si (ejes), a partir de las cuales las que las
cortan cambian de nombre (lo que equivale a la distincion de signos), como en la divisién en manzanas
cuadradas y la asighacion, a cada casa, de un nlmero que expresa su distancia a contar de la
correspondiente calle principal.

La genial idea de introducir las coordenadas en la geometria trajo consecuencias insospechadas.
Problemas que no se habian podido resolver por los métodos de la geometria pura encontraron rdpida y
segura solucién.

En su obra “La Geometria”, Descartes planteé un nuevo método para la solucién de problemas
geométricos. Este método lo aplica para resolver e/ Problema de Pappus que durante siglos habia
desafiado el ingenio de los matemdticos sin que hasta entonces nadie hubiera podido hallar una solucién
general, cosa que consiguié aquel sabio gracias al empleo de su método analitico.

Tratdandose de una obra revolucionaria, puede hacerse aqui un paréntesis para citar una de las historias
que describen cémo surgen en Descartes las primeras ideas sobre la Geometria Analitica y que muestran
cémo se atribuye una causa casi legendaria a los tremendos conocimientos del filésofo: es comin la que
reza que cuando observaba a una mosca caminar sobre el techo de su habitacion, cerca de una esquing,
imaginé que su trayectoria podria ser descrita, si se conociera la relacion que conecta las posiciones
inicial y final de la mosca, usando la esquina como sistema de referencia.

El Problema de Pappus (llamado en su enunciado mds sencillo /ugar de tres o cuatro rectas), es una de las
cuestiones mds importantes de toda la Historia de la Geometria, por ser la piedra de toque de aplicacion
de los diversos métodos y técnhicas geométricos. Planteado por los geémetras griegos a partir de
Euclides, estudiado por Apolonio y sobre todo por Pappus, su dificultad desbordaba, siglo tras siglo, las
posibilidades del Andlisis geométrico griego. El Problema de Pappus campea a lo largo de “La Geometria”
de Descartes, como si fuera su punto de inspiracion, casi como un reto a alcanzar. Como un bautismo de
fuego que debe pasar su obra geométrica, serd Descartes quien lo resuelva de forma brillante y general
poniendo de manifiesto la potencia de su método analitico. Este trabajo fragué una conexion entre
geometria y el dlgebra al demostrar como aplicar los métodos de una disciplina en la otra, que en el curso
de los afios se convertirdn en la esencia de la Geometria Analitica en la que las figuras se representan
mediante expresiones algebraicas.
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El problema de Pappus es enunciado por Descartes de la siguiente forma:

“Teniendo cuatro rectas dadas en posicion, se intenta hallar, un punto desde el cual se pudiesen
trazar cuatro lineas rectas, una sobre cada uno de las dadas, formando dngulos dados, de modo
gue el rectdngulo formado por dos de las trazadas desde el mismo punto (esto es, el producto de
estos dos segmentos) guarde una proporcion dada con el rectdngulo formado por el producto de las
otras dos”.

Pappus asegura que la solucion de este problema es que el lugar geométrico de los puntos forma una
conica, pero no da prueba de este hecho.
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