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Introduccién

En este trabajo se analizaran algunas de las ideas mas conocidas en series de tiempo
que toman valores en un espacio a lo mas numerable. Debido a esta caracteristica discreta,
algunas de las técnicas estandar en el andlisis de series de tiempo (aquellas que pueden
tomar cualquier valor real) no son adecuadas y las aproximaciones asintoticas se tienen que
considerar de forma muy cuidadosa.

Dada la complejidad de la naturaleza de los datos en series de tiempo con valores dis-
cretos, este trabajo tiene como objetivo estudiar algunas de las principales técnicas para el
andlisis de series de tiempo de este tipo. Y més ain, se aprovecharan las ventajas de las
técnicas de simulacion actuales para resolver algunos problemas de inferencia y prediccion
asociados a este tipo de datos discretos.

En el capitulo 1 se hace un recorrido por las principales técnicas de simulacién desde
los principios béasicos de transformada integral, hasta los algoritmos de cadenas de Markov
Monte-Carlo con saltos reversibles, pasando por los algoritmos Metropolis-Hastings y Gibbs
sampler. Se estudian las principales condiciones para la convergencia de estos algoritmos y
algunas propuestas para utilizar algoritmos que tengan partes Gibbs-sampler pero también
Metropolis-Hastings.

En el capitulo 2 simplemente se da un recordatorio de los conceptos béasicos de series
de tiempo y se analiza una importante clase de modelos: la estructura de correlacién AR-
MA. Ademads de algunas de las propuestas mas conocidas en la literatura para estimacion,
prediccién y determinacion del orden. Este capitulo no es un cliché de los trabajos en series
de tiempo, en realidad este capitulo y el capitulo 4 se pueden ver como andlogos continuo
y discreto, respectivamente.

El primer acercamiento a modelos para series de tiempo con valores que toman valores
en un conjunto a lo mas numerable se hace en el capitulo 3. Se empieza con modelos muy
sencillos de cadenas de Markov con espacio de estados numerables (principalmente los mod-
elos de Raftery) y se finaliza con los modelos DARM A (asi como DARy DM A) de Lewis
& Jacobs.




2 Introduccién

El capitulo mas amplio es el capitulo 4, en éste se discute extensamente acerca de las
propuestas para modelar series de tiempo con valores discretos intentando extender (o re-
definir) la clase de modelos ARM A. Sin embargo, la principal clase que se analiza es la de
los modelos INAR. Se dan algunos resultados para la existencia de soluciones estacionarias
para replicar las estructuras de correlacion de los procesos AR. El factor clave para hacer
estas extensiones es lo que se conoce como operador de adelgazamiento binomial. Se ha-
cen dos propuestas, definiendo dos operaciones de adelgazamiento diferente; se generalizan
a operadores de van Harn & Steutel para finalmente llevarlo a semigrupos de operadores
de adelgazamiento (donde los conceptos de autodescomponibilidad y estabilidad toman un
papel de mucha importancia).

Particularmente se profundiza los casos INAR e INM A cuando se tienen procesos de
innovacién con distribucién Poisson, ademés se hacen algunos diagnésticos sencillos, junto
con un ejercicio de simulacién para calcular las potencias de algunas pruebas para determi-
nar independencia serial.

Finalmente, en el capitulo 5 se fusionan las técnicas de simulacion del capitulo 1 y el
marco teérico de los capitulos 3 y 4 al analizar, definir principales propiedades, inferencia
basica y prediccion en los modelos INARM A. Ademés se analizard brevemente algunos
bésicos para determinar el orden de la estructura de correlacién con un algoritmo basado
en Cadenas de Markov con saltos reversibles.




Capitulo 1

Técnicas de simulacién

1.1. Generacion de nameros aleatorios

1.1.1. Meétodos basicos

Generalmente se habla de manera indistinta de generaciéon de ntimeros aleatorios 6 de
generacion de variables aleatorias y son la base de los métodos de simulacién estocéstica.
Dichos métodos estan basados en la generacion de variables aleatorias que se rigen mediante
una ley de probabilidad F' (una funciéon de distribucion), que no necesariamente se conoce
explicitamente.

Hablando formalmente, en términos de teoria de andlisis numérico, la generaciéon de
variables aleatorias se hace a partir de generadores de niimeros pseudo-aleatorios; sin em-
bargo, no habra mayor discusién sobre este debate y se supondrd que se cuenta con un
generador de nimeros aleatorios aceptable.

1.1.1.1. Generacién a partir de la transformada integral

Inicialmente, se discutiré acerca de algunos métodos de generaciéon de variables aleato-
rias asociadas con la distribucion Unif[0, 1] ya que éstas dan una “nociéon probabilistica”
bésica de aleatoriedad.

Considérense un espacio de probabilidad (€2,.%#,P); una variable aleatoria U tal que
U ~ Unif0,1] v el espacio de probabilidad ([0, 1], #([0,1]), Fi7), donde Fy; es la funcion
de ditribucion de U y £(]0,1]) son los Borelianos del intervalo [0,1].
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Definicién 1.1.1. (Funcidn inversa generalizada)

Sea g : A C R — R una funcién creciente, se define la funcién inversa generalizada
de g, denotada por ¢, como g~ : Im(g) — A tal que

g~ (y) =Mmf{z:9(z) >y}

Lema 1.1.1. (Transformada integral de probabilidad)

SiU ~ Unif[0,1], entonces la variable aleatoria F'~ (U) tiene funcién de distribucion
F

Demostracion:

Sea u € [0,1] y x € F[0,1]. Por definicién de inversa generalizada
F(F~ (u)) = F(inf{z: F(2) > u}) > u,
ademas como F' es no decreciente (pues es funcion de distribucion)
F (F(x))=mf{z: F(z) > F(x)} <=z
Es decir, la inversa generalizada satisface
FF (u)Z2u y F(F(r) <=

Por tanto,
{(u,z) : F~(u) <z} ={(u,x) : F(x) > u}

Entonces, si X = F~(U),

Fx(z)=P(X <z)=P(F (U) <z)=PU < (F(x))) = F(x)

pues si U ~ Unif]0, 1], entonces

siu < 0;
Fy(u)=<u si0<u<I;
1 siu>1;
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. F~(U) tiene funcién de distribucion F

En virtud del lema anterior, si se quiere generar un nimero aleatorio x que provenga
de una variable aleatoria X que tenga funcion de distribucién F, es suficiente “seleccionar”
(generar) u € sop(fy) y hacer la transformacion x = F~ (u).

Ejemplo 1.1.1. (Generacion de variables exponenciales)

Si X ~ exp()), entonces Fx(z) = 1 — e~*. Entonces, resolviendo para z la ecuacién
u=1—e""" se tiene que

Ln(1l —u)

SeM=l-ue -Ar=ILn(l—u) = 3

u=1—e

y se puede sustituir u por 1 — u en la expresion anterior pues si U ~ Unif(0, 1), entonces

1—U ~ Unif(0,1). Por tanto z = Lﬁi()\“) es un ntimero exponencial. Y de hecho, se puede

probar que Si U ~ Unif(0,1), entonces X = Li()[\]) ~ exp()), a saber

mx(t) = E(EX)=E [63@]) (tL’i(g )ﬂ ~E [exp(Ln(U_t/A))

.. X tiene la funcién generadora de momentos de una exponencial con pardmetro A

o X ~exp(N)
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1.1.2. Generacién de cantidades aleatorias discretas

La idea de esta secciéon es describir algunos métodos de generacién de cantidades con
distribucién de probabilidad discreta. Dicha generacién estd basada en la generaciéon de
observaciones de una una variable aleatoria continua U tal que U ~ Unif[0,1].

Supoéngase que X es una variable aleatoria discreta que toma valores en {z1,...,x}.
También supongase que P(X = z;) = p; donde Z§:1 pj = 1. El intervalo [0,1] se divide en
kintervalos Iy, ..., Iy, donde I := (Fj_1, Fj] con Fo =0y Fj =p1+...+p;, j=1,..., k. A
cada valor z; le corresponde uno y sélo uno de los I;; entonces para generar observaciones
de X, se genera un numero uniforme u en el intervalo [0,1] y se observa en cual de los
intervalos I; pertenece u. El valor generado de x serd x;. El método genera valores de la
distribucién de X pues

P(X =2j) =P(U € ;) =P(Fj—1 <U < Fj) = Fj = Fj1 = p;

1.2. Método de aceptacién rechazo

Hay muchas distribuciones para las cuales es muy dificil, incluso imposible, simular
directamente. Ademas, en algunos casos no es posible representar a la distribucion en tér-
minos en que se pueda utilizar, por ejemplo en los casos de una transformacién o de una
mezcla. Ahora, se estudiard una clase de métodos en los que sblo se requiere conocer la
forma funcional de la densidad de f (excepto quiza por una constante multiplicativa) sin
un andalisis analitico de dicha densidad tan profundo. La clave de este método es utilizar
una densidad ¢ de la cual sea sencillo simular, ésta se conoce como densidad instrumental.

Por tanto, hay una gran cantidad de funciones f (conocidas como densidades objetivo)
de la cuales se podra simular de esta forma.

El siguiente algoritmo se conoce como el Algoritmo Aceptacion-Rechazo y lo primero
que se debe cumplir es que si f es la densidad de interés, se deben encontrar g y M tales
que para todo x € sop(f)

f(x) < Mg(z)

El algoritmo se basa en el siguiente resultado:
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Lema 1.2.1. (Algoritmo Aceptacién-Rechazo)
El algoritmo

1. Generar X ~ g, U ~ Unif(0,1)

[(X)
Mg(X)

2. Aceptar Y = X si U <

3. Regresar a 1. en otro caso.

genera la variable Y que se distribuye de acuerdo a f.

Demostracion:

La funcién de distribucién de Y esta dada por

PY <y) = P<X§yU§A£(X);)> _

L ST fy () g (@) duda
S5 ST f () g (x) duda
L x)dz Y
= J‘l/ff;o"o flw)de f(z)dx
17 J oo [ (2)da —o0
por tanto Y se distribuye de acuerdo a f. O

Este lema tiene dos consecuencias. Primero, proporciona un método genérico para sim-
ular de cualquier densidad f que sea conocida (excepto quizd por una constante multiplica-
tiva), i.e. no necesariamente se conoce la constante de normalizacion de f ya que el método
s6lo necesita conocer el cociente % (que no depende de la constante de normalizacién). Esta
propiedad es particularmente importante en inferencia Bayesiana en la que generalmente se
desea conocer la densidad posterior, que se obtiene a partir del Teorema de Bayes mediante

w(0|x) o< () f(x0)

por tanto, la densidad se puede especificar (excepto quizé por una constante de normal-
izacion), para usar el algoritmo de Aceptacion-Rechazo, sin tener que encontrar la constante
de normalizacion. Notese que el acotamiento f(z) < Mg(z) no es esctricto en el sentido de
que el algoritmo sigue siendo valido si se reemplaza M por cualquier multiplo de M.
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Una segunda consecuencia del lema es que la probabilidad de aceptar en el algoritmo

es exactamente ﬁ cuando se evalia en densidades propiamente normalizadas y el valor

esperado de intentos hasta que se acepta la variable tiene media M, pues

¥ :=P(Aceptar Y = X) = P <U < ]\5;?2’))

o rf(z)/Mg(z)
-/ fu(w)g(x)duda
—o0 J0

1 > 1
= M/_Oof(x)dx:M

y
E(Namero de intentos hasta que se acepta Y = X) = Z k(1 —9)k 1y
k=1
o, 1w
I T T TE R
— 1 p—
/M

Por tanto, se pueden hacer comparaciones entre diferentes algoritmos Aceptacion-Rechazo
basados en diferentes densidades instrumentales g1, go, . . . donde el criterio de comparacion
seran las respectivas My, Ms . ... En particular, un primer método para optimizar la eleccién
de g en {g1, g2, . . .} es considerar la que tenga la M; més pequena posible. Sin embargo esta
forma de optimizacién es muy rudimentaria y tiene algunas limitaciones.

En el caso de que f y g sean funciones de densidad de probabilidad, la constante M
necesariamente es mayor que 1; y por tanto el tamano de M (y su eficiencia) se convierten
en funcion del grado en que g puede imitar a f, especialmente en las colas de la distribucion.
Notese que para que f/g esté acotado es necesario que g tenga colas més pesadas que f.

1.3. Integracién Monte-Carlo clasica

Antes de empezar a analizar los métodos de simulaciéon basados en cadenas de Makov
que se utilizaran durante este trabajo, primero se desarrollardn algunas propiedades con
mas detalle. Esto se facilita si se estudia el problema genérico de calcular la integral

By (h(X)) = /X h(a)f (2)da (L1)
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Una de las primeras propuestas naturales es utilizar una muestra (X1, ..., X;,) generada
de la densidad f y aproximar (1.1) mediante el promedio empirico, conocido como estimador
de Monte-Carlo,

_ 1 &
hpp = — g h(x;
ijI (:E])

ya que hy, converge casi seguramente a E;(h(X)) (por la Ley Fuerte de Grandes
Nuameros).

Ademés, cuando h? tiene media finita (bajo f), la velocidad de convergencia de h,, se
puede obtener ya que

Var(hn) = — [ (o) = B (X)) fa)da

también se puede estimar a partir de la muestra (X1, ..., X,,) mediante

om =~ S (h(zs) — T’
j=1

y para m suficientemente grande

hin — Ey(h(X))
Vom

tiene distribucion asintotica N (0, 1) y permitiendo asi la construccion de algunas prue-
bas de convergencia e intervalos de confianza de E¢(h(X)).

1.4. Muestreo de importancia

Este método recibe su nombre porque se basa en lo que se conoce como “funciones de
importancia”, aunque algunos autores sugieren que un nombre mas apropiado serfa el de
“muestreo ponderado”.

El calculo de (1.1) basado en simulaciones de f no necesariamente es 6ptimo (de he-
cho seria deseable un criterio de eleccion de distribuciones f). De hecho, la integral (1.1)
se puede representar en un numero infinito de formas mediante las ternas (X, h, f). Por
tanto, la bisqueda de un estimador 6ptimo deberia considerar “evitar” todas estas posibles
representaciones, asi como los problemas computacionales (principalmente en términos de
tiempo).
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Definicion 1.4.1. (Muestreo de importancia)

El método de muestreo de importancia es un célculo de

basados en la generacién de una muestra (X7, ..., X,,) de una distribucién g dada
y aproximando

B (100 ~ - 3 L) (12)
j=1

J

Observacion 1.4.1.

El método de muestreo de importancia se basa en la representacion alternativa de (1.1)
COImo

f(x)
B(1(X)) = [ b LS gt

y el hecho de que el estimador (1.2) converge a (1.1) por la misma razoén que el estimador
de Monte-Carlo, h,,, converge para cualquier distribucion tal que sop(f) C sop(g). Este
método es de considerable interés ya que es poco restrictivo en la eleccion de la distribucién
instrumental g (que se puede seleccionar de aquellas distribuciones que sean sencillas de
simular o ya se cuente con algoritmo suficientemente aceptable para hacer simulaciones de
ésta). Ademas, la misma muestra generada de g se puede utilizar para diferentes funciones
f para h fija; lo cual es muy atractivo si se tienen fines de robustez o de analisis Bayesiano
de sensitividad. v

Aunque se puede utilizar casi cualquier densidad g para que el estimador (1.2) converja,
hay algunas elecciones que son mejores que otras e inmediatamente surge la necesidad
de comparar diferentes distribuciones g para el céalculo de (1.1). Notese que aunque (1.2)
converge casi seguramente a (1.1) tendréa varianza finita s6lo cuando

fQ(X)>

5 (1005 pis)

2 A7
Bs (h )

Por tanto,




Sec. 1.4 Muestreo de importancia 11

» Las distribuciones instrumentales con colas més ligeras que las de f no son apropi-
adas para el muestreo de importancia. De hecho, en estos casos las varianzas de los
correspondientes estimadores (1.2) seran infintas para muchas funciones h.

» Si el cocientes f/g no estd acotado, los pesos f(z;)/g(x;) podrian variar abrupta-
mente, ddndole mucha importancia a pocos valores de x;.

Las distribuciones con colas méas pesadas que f garantizan que el cociente f/g no
provoque la divergencia de E f(h2 f/g). Generalmente se divide en dos tipos de condiciones
suficientes:

(i) Paratodo xz € X, f(x)/g(x) < M y Vars(h) < oco.
(ii) X es compacto y para todo x € X, f(x) < F'y g(x) > e.

Estas condiciones son muy restrictivas. En particular, f/g < M implica que también se
puede utilizar el método de Aceptacion-Rechazo.

Teorema 1.4.1.

La eleccion de g que minimiza la varianza del estimador (1.2) es

o @)
90 = TG ()

Demostracion:

Noétese que

como el segundo término del lado derecho no depende de g para minimzar la varianza
sblo se necesita minimizar el primer término.

Por la desigualdad de Jensen se tiene que

() [ (U] = o]

Obteniéndose una cota inferior que no depende de la elecciéon de g. El denominador de
g* simplemente se obtiene al considerar la constante de normalizacién. (|
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Esta optimalidad es mas una formalidad que un uso practico ya que la eleccién 6ptima
requiere que se conozca [, h(x)f(x), que es precisamente la integral de interés.

Una alternativa practica es usar

2o W) fwg)/g(xy) 35y Alay) [P(ay)] ™
> f(@5)/g(xs) 2 e [h(g) |
donde z; ~ g  |h|f; notese que por la Ley Fuerte de Grandes Numeros (1.3) también
converge a [ h(z)f(z)dz.

(1.3)

Desde un punto de vista practico, el Teorema anterior sugiere que se deben buscar
distribuciones g tales que |h|f/g es casi constante con varianza finita. Es importante notar
que aunque la restriccién de varianza constante no es necesaria para la convergencia de
(1.2) y (1.3), con el muestreo de importancia se obtienen malos resultados cuando

P,
/ e dx = (1.4)

si en términos del comportamiento del estimador (saltos de alta amplitud, inestabilidad
de la trayectoria del promedio, convergencia lenta, etc.) 6 de la comparacion con métodos
de Monte-Carlo directos. Entonces, no se recomiendan las distribuciones ¢ tales que (1.4)
ocurra.

1.5. Meétodos de Monte-Carlo basados en Cadenas de Markov

Ya se mencion6 en las secciones anteriores que no es necesario usar una muestra de la
distribucién f para aproximar la integral

/h(x)f(a:)dm

va que se pueden utilizar técnicas de muestreo de importancia. En esta seccién se
analizard una estrategia diferente y se mostrara que es posible obtener una muestra Xi,..., X,
aproximadamente distribuida como f sin simular directamente de f. El principio basico sub-
yacente con estas estrategias es utilizar una cadena de Markov ergédica cuya distribuciéon
estacionaria sea f.

Para un valor inicial arbitrario z(?), se generara una cadena, {X®} usando un kernel
de transicién con distribucién estacionaria f, que asegure la convergencia en distribuciéon
de {X (t)} a una variable aleatoria cuya densidad sea f. Como la cadena serd ergodica, en
principio, el valor inicial z(®) no sera importante. Por tanto, para un Ty suficientemente
grande, se puede considerar a X(7) como una variable aleatoria que tiene densidad f y no
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s6lo eso sino que se generd una a muestra dependiente X (To), X (Tot1) que es generada de

1.

Definicion 1.5.1.

Un método de Cadena de Markov Monte-Carlo (MCMC) para la simulacion de una
distribucion f es cualquier método que genere una cadena de Markov ergodica { X (t)}
cuya distribucién estacionaria es f.

En afios recientes, se han incrementado las aplicaciones estadisticas que hacen uso de
métodos de Cadenas de Markov Monte-Carlo (MCMC); dichos métodos se utilizan para
simular distribuciones multivariadas no-estandar y complejas; de entre éstos, el algoritmo
Metropolis-Hastings (hablando de él genéricamente) y el de muestreo de Gibbs es uno de
los mas conocidos, y su impacto en la estadistica Bayesiana ha sido detallado en muchos
articulos de investigacion.

Con el objetivo de que este texto sea lo mas auto-contenido posible, se dard una intro-
duccién acerca del algoritmo, desde sus principios teéricos de cadenas de Markov, algunos
resultados relacionados con la implementacién y el ajuste y finalmente algunos ejemplos.

Sélo con fines didacticos, la discusion se hard en términos de simulaciones para densi-
dades absolutamente continuas; sin embargo, las ideas centrales también son vilidas para
los casos discretos y mixtos.

1.6. El algoritmo Metropolis-Hastings

La idea de simulacién ahora se modificara, hasta ahora tipicamente se generaron ob-
servaciones independientes de la misma distribucién, dichas observaciones se simularon
directamente de la densidad de interés f 6 mediante alguna técnica de aceptacion-rechazo.
Sin embargo, ahora se discutird acerca del algoritmo Metropolis-Hastings, que genera ob-
servaciones correlacionadas a partir de una cadena de Markov. Una de las razones por la
cual se cambia de manera tan “radical” la perspectiva de simulacién, y ain cuando esta
dependencia existe, es que las cadenas de Markov tienen ciertas propiedades de convergen-
cia que facilitan aquellos casos en los que, por ejemplo, el muestreo de importancia, no se
puede aplicar facilmente. Ademéas de estas ventajas de convergencia, los hipdtesis sobre la
densidad objetivo f son pocas, por tanto permite hacer simulaciones atin con muy poca
informacion acerca de f. Y finalmente, esta perspectiva de cadenas de Markov permite tra-
bajar de forma fécil problemas de dimensiones altas al descomponer este tipo de problemas
en pequenios problemas que son mas féacil de resolver (en términos de simuacion).
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1.6.1. Aspectos técnicos de cadenas de Markov

En el Apéndice A, se hace un estudio extensivo de cadenas de Markov a tiempo discreto
con espacio de estados continuo que justifica muchas de las afirmaciones que se hacen con
respecto a los métodos de cadenas de Markov Monte-Carlo.

Ahora simplemente se dara la definicion de cadena de Markov.

Definicién 1.6.1. (Cadena de Markov)

Una cadena de Markov es una sucesion de variables aleatorias { X ()}° en un espacio
de probabilidad (€,.%,P) tal que la distribucion de X® dadas las variables pasadas
depende s6lo de Xt~ Esta distribucion condicional de probabilidad se conoce como
kernel de trancisiéon o Kernel de Markov y se denota por K; es decir

XEDIXO) = g0, XV =1 XD =2 ~ K (x4, 241)

Ejemplo 1.6.1. (Caminata aleatoria normal)

El proceso conocido como caminata aleatoria normal (que es una cadena de Markov) se
define como

X1 =Xt &

donde ¢, ~ N(0,1) y ademas ¢; y X; son independientes. El kernel de transicion K (x¢, z41)
de esta cadena estd dado por una densidad N (z¢,1). v

La mayoria de las cadenas de Markov que se utilizardn en metodologias MCMC sat-
isfacen una propiedad muy fuerte de estabilidad: existe una distribucién de probabilidad
estacionaria para la cadena. Es decir, existe una distribucién de probabilidad f tal que si
X® ~ f entonces X1 ~ f (Véase Apéndice A). De manera mas formal, en las cadenas
que se consideraran se debe satisfacer la ecuacién

/ K () f (x)dz = [(y)
X

La existencia de una distribucién estacionaria presupone establecer una condicién sobre
K, conocida como irreductibilidad en la teoria de las cadenas de Markov (Véase Apéndice
A). Dicha propiedad de irreductibilidad permite que el kernel “se mueva” libremente en todo
el espacio de estados de la cadena, es decir, sin importar el valor inicial de X (9, la sucesion
{X (t)} tiene probabilidad positiva de “llegar” a cualquier region del espacio de estados (una
condicion suficiente es que K (x,-) > 0. La existencia de una distribucion estacionaria tiene




Sec. 1.6 El algoritmo Metropolis-Hastings 15

algunas otras consecuencias en el comportamiento de la cadena {X®} muy utiles en las
metodologias MCMOC; por ejemplo, una de estas consecuencias es la recurrencia, es decir,
se puede regresar a casi cualquier subconjunto del espacio de estados un numero infinito de
veces.

En el caso de cadenas recurrentes, la distribucién estacionaria también es la distribucién
limite en el sentido de que la distribucion de X () es f para cualquier valor inicial X (@ = x.
Esta propiedad también se conoce como ergodicidad (Véase apéndice A) y por supuesto
tiene consecuencias importantes desde el punto de vista de simulacién como, por ejemplo, si
un kernel K genera una cadena de Markov ergddica con distribucién estacionaria f, generar
una cadena de este kernel K eventualmente producira simulaciones de f. En particular, para
funciones integrables h

T
= S R(XD) 5 By (h(X)
t=1

que significa que la Ley de los Grandes Niimeros que se usa en los métodos de Monte-
Carlo también se puede aplicar a las técnicas MCMC.

Sin embargo, hay un caso en el que la convergencia nunca ocurre: en un entorno
Bayesiano, la distribucién no es propia ya que la cadena puede no ser recurrente. Cuando
se usan aprioris impropias f (muy comunes en modelos complejos) existe la posibilidad
de que el producto de la verosimilitud y la apriori, ¢(x) - f(z), no sea integrable y, peor
aun, esta situacion sea indetectable (dada la complejidad de los modelos); en tales casos se
pueden simular las cadenas de Markov, junto con ¢(x)- f(x), pero sin converger. En el mejor
de los casos, las cadenas de Markov simuladas mostraran rapidamente su comportamiento
divergente, lo cual significard que hay algin problema y llevara a un andlisis més detallado.
Sin embargo, en los peores casos, estas cadenas de Markov presentan signos externos de
estabilidad.

Ya se discuti6 acerca del principio detras de las metodologias MCMC: dada una densidad
objetivo f, se construird un kernel de transicién K con distribucién estacionaria f y entonces
se generard una cadena de Markov {X ()} usando este kernel de tal forma que la distribucion
limite de {X®} sea f y que las integrales se puedan aproximar de acuerdo al teorema
ergédico

1 X
=" h(X ) = B (h(X))
t=1
Por tanto, la dificultad estara en construir un kernel K que esté asociado con una densidad
arbitraria f. Afortunadamente, existen métodos para obtener dichos kernel, que son uni-
versales y que son teéricamente validos para cualquier f.
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El algoritmo Metropolis-Hastings (y el Gibbs-sampler) es un ejemplo de estos métodos.

Dada una densidad objetivo f, se le asocia una densidad condicional ¢(y|z) (instrumental)

()
a(ylz)
sea conocida (excepto quiza por alguna constante que no depende de x) y que ¢(-|z) tenga

“dispersién” suficiente para “explorar” todo el soporte de f. Es en este momento que parece
pertinente mencionar que una de las ventajas del algoritmo Metropolis-Hastings es que,
dado (casi) cualquier ¢, se puede construir un kernel Metropolis-Hastings tal que f sea su
distribucién estacionaria.

que, en la préctica, sea facil de simular. ¢ puede ser casi arbitraria, de tal forma que

En esta seccién se dard una breve descripcion del algoritmo Metropolis-Hastings, el cual
es una herramienta muy tutil de Cadenas de Markov para hacer simulaciones de distribu-
ciones multivariadas. Se revisaran algunos resultados tedricos que serviran de guia para la
implementacion de dicho algoritmo. A manera de ejemplo, se discutird una aplicacion del
algoritmo para implementar un muestreo de aceptacién-rechazo cuando no se cuenta con
una funciéon de cobertura (blanketing function).

1.6.1.1. Génesis desde el método de aceptacién-rechazo

En contraste con los métodos MCMC, las técnicas de simulacion clasicas generan mues-
tras, generalmente independientes, no-Markovianas. Es decir, las observaciones sucesivas
son independientes (estocasticamente), a menos que se introduzca correlaciéon de manera
artificial como con algin método de reduccién de la varianza.

Un método importante es el método de aceptaciéon-rechazo, cuyo objetivo es generar
muestras de una densidad objetivo absolutamente continua 7(x) = f(x)/k, donde f(x) es
la densidad no-normalizada (se esté usando la notacion 7 (-) para esta distribucion objetivo,
sugierendo que ésta es la distribucién invariante aunque ain no se prueba, sélo es una
motivacion), x € sop(f) € RY y k € R una constante de normalizacién (posiblemente
desconocida). Sea g(z) una densidad de la cual se pueden obtener simulaciones mediante
algin método conocido (densidad instrumental), y supongase que existe una constante
conocida ¢ € R tal que para todo x € sop(f) f(z) < c-g(x). Entonces, para obtener un
ntmero aleatorio de 7 (-):

1. Generar un candidato z de g(-) y también un valor u de la distribucion Unif (0, 1)

2. Siu< cf;(zz)), entonces z = y

3. Siu> Cf;(zg), entonces regresar a (1).

Ya se demostro que el valor aceptado, y, efectivamente es un nimero proveniente de 7(+)
(en la seccion donde se estudi6 el método de Aceptacion-Rechazo). Para que este método
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sea eficiente, se debe seleccionar ¢ de manera cuidadosa. Ya que el nimero esperado de
iteraciones de los pasos 1 y 2 para obtener un numero aletorio (y) estd dado por %, el

método de rechazo se optimiza en
c = sup {f(:v) }
= Lg()

Sin embargo, atn con esta eleccién de ¢, el nimero de iteraciones para obtener nimeros
aleatorios de m(-) puede ser muy “grande”.

Esta nocién de una “densidad generadora” también aparece en el algoritmo Metropolis-
Hastings, pero antes de revisar las diferencias y similitudes, se hard un anélisis un poco mas
profundo acerca de los métodos de cadenas de Markov Monte-Carlo.

El método usual de la teorfa de cadenas de Markov con espacio de estados continuo
comienza con un kernel de transicion K (x, A) para z € R? y A € B(R?) (los borelianos de
R%). El kernel de transicion es una funcién de distribucion condicional que representa la
probabilidad de moverse del punto z a algin punto del conjunto A. Ya que es una funcién de
distribucion, K (z,R%) = 1, donde esta permitido que la cadena pueda transitar del punto
x al punto z, es decir, K (x,{z}) no necesariamente es cero.

La distribucién invariante satisface

™ (dy) = z K(z,dy)n(x)dx
R(
(este es un pequeno abuso de notacion, pero piénsese en “dy” como un conjunto de tamafio
infinitesimal) donde 7 es la densidad con respecto a la medida de Lebesgue de * (por tanto,
7*(dy) = 7(y)dy). Lan-ésima iteracion esta dada por K (z, A) = Jra K= (2, dy)K (y, A),
donde KM (x, dy) = K (z,dy). Bajo ciertas condiciones que se discutiran mas adelante, se
puede mostrar que la n-ésima iteracién converge a la distribucién invariante cuando n — oc.

La teorfa de los métodos MCMC lo hace de manera inversa: involucra una densidad
invariante 7(-) conocida (excepto quizé por alguna constante), que “casualmente”’ es la
densidad objetivo de la cual se desan obtener muestras; pero el kernel de transiciéon es de-
sconocido. Para generar muestras de m(-), los métodos encuentran y utilizan un kernel de
transicion cuya n-ésima iteracion converge a 7(-) para n muy “grande”. El proceso empieza
con un x arbitrario y se itera un gran ntimero de veces. Después de un ntmero suficiente-
mente grande de iteraciones, la distribucién de las observaciones generadas de la simulacién
es aproximadamente igual a la distribucién objetivo.

Entonces, el problema ahora consiste en encontrar un K (x, dy) apropiado. Esta busque-
da se puede simplificar si se hacen las siguientes consideraciones. Supéngase que el kernel
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de transicién se puede expresar de la forma
K(z,dy) = p(z,y)dy + r1(2)0z(dy)

para alguna funcion p(z,y) tal que p(x,z) =0, d,(dy) = 1 si x € dy (de nuevo, este es un
pequeno abuso de notacidn, pero piénsese en “dy”’ como un conjunto de tamano infinitesi-
mal) y d; = 0 en otro caso; ademés r1(z) = 1 — [pap(2,y)dy es la probabilidad de que la
cadena permanezca en z. Dada la posibilidad de que r1(z) # 0 es claro que la integral de
p(z,y) con respecto a y no necesariamente es 1.

Si la funcién p(z,y) satisface la condicion de reversibilidad (también conocida como
“balance detallado”, “reversibilidad microscopica” 6 “reversibilidad en el tiempo”)

m(z)p(x,y) = m(y)p(y, x),

entonces 7(-) es la densidad invariante de K(z,-).

Para verificar esto, considérese el siguiente calculo

/ K(z, An(z)de = / ( /A p(x,y)dy) (2)dz + / o (2)0s (A) () da

— /A < / ple,y)m(z)dz | dy + /A ri(z)m(z)de

= / </p(y, x)w(y)dm) dy +/ ri(x)m(x)dz, pues se cumple la reversibilidad
A A
+

Intuitivamente, el lado izquierdo de la condicién de reversibilidad es la probabilidad (no
condicional) de moverse de = hacia y, donde x es generado de 7(-) y el lado derecho es
la probabilidad (no condicional) de moverse de y hacia x. La condicién de reversibilidad
dice que ambos lados son iguales, y por tanto el resultado anterior muestra que 7*(+) es la
distribucion invariante de K(-,-).

Este resultado da una condicion suficiente (reversibilidad) que debe satisfacer p(z,y).
Ahora, se debe mostrar como el algoritmo Metropolis-Hastings encuentra p(x,y) con esta
propiedad.
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Al igual que en el método de aceptacion-rechazo, se supondra que se tiene una densidad
de la cual se pueden generar “candidatos”. Sin embargo, ya que se esta trabajando con ca-
denas de Markov, se permitird que la densidad dependa del espacio de estados en el que se
encuentra el proceso. La densidad “generadora de candidatos” se denota por ¢(y|x) donde
J q(y|x)dy = 1. Se puede interpretar esta densidad diciendo que cuando un proceso esta en
el punto z, la densidad genera un valor y de q(y|z).

La idea es encontrar ¢(y|z) que satisfaga la condicion de reversibilidad para cualesquiera
x,y. Sin embargo, encontrar ¢(y|x) que satisfaga dicha condicién no es facil.Por ejemplo,
se puede encontrar ¢ tal que para algunas x, vy,

m(z)q(ylz) > 7(y)q(z|y)

En este caso, de manera vaga, se puede decir que el proceso se mueve de x a y fre-
cuentemente, pero de y a x raramente. Una forma conveniente de corregir esta situacién es
reduciendo el namero de movimientos de z a y introduciendo una probabilidad p(z,y) < 1
de que se haga el movimiento. Se dice que p(x,y) es la probabilidad de movimiento. Si el
movimento no se hace, el proceso regresa de nuevo a x como un valor de la distribucién
objetivo. Notese que en contraste con el método de aceptacidén-rechazo, en el cual cuando
se rechaza un valor de y se genera un nuevo par (y,u) independientemente del valor previo
de y. Por tanto, las transiciones de x a y (con = # y) se hacen de acuerdo a

pMH($>y) = Q(y‘$)p(:ﬁ>y)7 $7£y7

donde p(z,y) atn no se ha determinado.

Considérese de nuevo la desigualdad 7(z)q(y|x) > 7(y)q(z|y). Esta dice que el movimien-
to de = a y no se hace con suficiente frecuencia. Por tanto, se debe definir p(z, y) tan “grande”
como sea posible, y ya que es una probabilidad su limite superior es 1. La probabilidad de
movimiento p(z,y), se determinara haciendo que pyrg(z,y) satisfaga la condicion de re-
versibilidad, es decir,

m(z)q(ylz)p(z,y) = m(y)a(z|y)p(y, v) = 7(y)q(x|y)

Por tanto,
_ m(y)q(zly)
oY) = e )alyle)

Sin embargo, si ahora ocurriera 7(z)q(y|x) < 7w(y)q(z|y), entonces p(z,y) = 1, y en-
tonces la condicién de reversibilidad establece

m(z)q(ylz) = 7(z)q(ylz)p(z,y) = 7(y)q(z|y)p(y, )
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y por tanto
_ 7(x)q(ylx)
ply, x) = ———=——
m(y)a(zly)

Por tanto, las probabilidades p(z,y) y rho(y, x) se introducen para asegurar que ambos
lados de la desigualdad 7(x)q(y|lx) > 7(y)q(x|y) estén “balanceados”, es decir pprp(x,y)
satisfaga la reversibilidad. Por tanto, se ha mostrado que para que pyrp(z,y) sea reversible,
la probabilidad de movimiento debe hacerse

p(z,y) = min{%vl} si m(z)q(ylz) > 0;
1 €.0.C

Para terminar la definicién del kernel de transicién para la cadena de Metropolis-
Hastings se debe considerar la probabilidad (posiblemente distinta de cero) de que el proceso
permanezca en x. Como se definié anteriormente

ri(z) =1- /de(x,y)dy =1- AdQ(y\x)p(w,y)dy

Por tanto el Kernel de transicién de la cadena Metropolis-Hastings, que se denotara por
Kyrg, esta dado por

Kyp(z,dy) = q(ylz)p(z, y)dy + (1 - /Rd q(y!w)p(:c,y)dy> 6z (dy)

Ya que por construccion ppsp es reversible, entonces el kernel Metropolis-Hastings tiene
a m(x) como densidad invariante.

Se deben hacer algunas observaciones acerca de este algoritmo:

1. El algoritmo Metropolis-Hastings esta determinado por su densidad “generadora de
candidatos” ¢(y|z). La seleccion de ¢(z,y) se discutird més adelante.

2. Si un valor candidato se rechaza, el valor actual se toma como el siguiente en la
sucesion.

3. El célculo de p(x,y) no requiere que se conozca la constante de normalizacion de
va que aparece en el numerador y denominador de p.

4. Si la densidad “generadora de candidatos” es simétrica, i.e. ¢(y|z) = q(x|y), entonces
la probabilidad de movimiento se reduce a %; por tanto, si 7w(y) > 7w(x) la cadena

se mueve hacia y, y en otro caso se mueve con probabilidad :Eg% En otras palabras, si

el brinco va “cuesta arriba” siempre se acepta, si el brinco va “cuesta abajo” se acepta
con una probabilidad distinta de cero.
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Este algoritmo fue propuesto po Metropolis, N., Rosenbluth, A. W., Rosenbluth, M. N.,
Teller, A. H. & Teller, E. en 1954 en el articulo “Equations of State Calculations by Fast
Computing Machines”.

Para un valor arbitrario xg el Algoritmo Metropolis-Hastings se puede resumir como:

Algoritmo 1.6.1. (Algoritmo Metropolis-Hastings 1)

—_

. Para je{1,2,...,N}

2. Generar y de ¢(-|z) y u de Unif(0,1)

3. Siwu< P(x(j)a y), hacer 20t =y
4. Siu> P(.%'(j)7 y)7 hacer x(j+1) _ .%'(])
donde
oy - [ G 1} s n@atle) >0
1 €.0.C
O bien,

Algoritmo 1.6.2. (Algoritmo Metropolis-Hastings 11)
Dado z®,
1. Generar y; de q(y|z®)

2. Hacer

(t+1) Yt con probabilidad p(m(t),yt);
I =
2 con probabilidad 1 — p(z®, y;)

donde

Oé(l‘,y) =

min { 2090 11 2 (2)g(y]2) > 0
1 c.0.C

Para implementar el algoritmo Metropolis-Hastings se necesita especificar una densidad
“generadora de candidatos” adecuada. Generalemente se selecciona esta densidad de una
familia de distribuciones que frecuentemente se requiere conocer los parametros asociados
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a ellas (tales como parametros de localizacion y escala).

Una familia de densidades “generadoras de candidatos” que aparece en el trabajo original
de Metropolis et al. (1953) esta dada por ¢(y|z) = ¢1(y — x), donde ¢; es una densidad
multivariada. El candidato y se selecciona de acuerdo al proceso y = x + Z, donde Z se
conoce incremento aleatorio con distribucién ¢;. Ya que el candidato es igual al valor actual
mas un “ruido” este caso se conoce como cadena de caminata aleatoria. Algunas elecciones
comunes para ¢; son la normal multivariada y la ¢ de Student multivariada. Notese que
cuando ¢ es simétrica, i.e. q1(2) = q1(—2), la probabilidad de movimiento se reduce a

p(z,y) men{:g,l}

1.6.1.2. Una aplicacién de los algoritmos de aceptacién-rechazo y Metropolis-Hastings

Recuérdese que en el método de aceptacion-rechazo se necesitaba una constante ¢ y una
densidad instrumestral g que domine 6 cubra a la densidad objetivo f (posiblemente no
normalizada). Encontrar dicha ¢ € R puede ser dificil en algunas aplicaciones. Ademaés, si
f(x) depende de parametros que se actualizan durante un ciclo iterativo, encontrar ¢ para
cada nuevo conjunto de pardmetros hace que el algoritmo sea significativamente lento. Es
po esto que vale la pena tener un método de aceptacién-rechazo que no requiera de una
funcion instrumental. Tierney (1994) propusé un algoritmo que usa un paso aceptacion-
rechazo para generar candidatos para un algoritmo Metropolis-Hastings.

Para fijar ideas recuérdese que se estéd interesado en simular muestras de la densidad
objetivo 7(x) = f(z)/k, donde k puede ser desconocida y se dispone de una densidad
instrumental ¢ para hacer muestreo. Supéngase que ¢ > 0 es una constante conocida pero
que f(x) no necesariamente es menor que c - g(z) para todo z € sop(f), i.e. ¢+ g(x) no
necesariamente domina a f(x). Sea

C={zrxeR: f(z)<c-g(z)}

En este algoritmo, dado (™) = z, el siguiente valor (1) se obtiene como sigue: primero,

se obtiene un valor candidato z independiente del valor actual x meiante el algoritmo de
aceptacion-rechazo usando ¢ - g como la densidad “dominante”.

Notese que la densidad de una variable aleatoria que se genera mediante este proced-
imiento esta dada por

q(y) = PU < f(Z)/cg(2))
PU < f(Z)/cg(2)|Z =y) - g(y)
P(U < f(Z)/cg(2))
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Sin embargo P(U < f(Z2)/cg(2)|Z = y) = ml’n{ fy) ,1} y si se define ¢ := P(U <
f(Z)/cg(Z)) entonces

i)
min { ca(y)’ 1} 9(y)
S
Simplificando un poco esta expresién se tiene que

f(y si .
- y €y
q(y)Z{ ;

q(y) =

—

@ siyé¢ C

Notese que en este caso no es necesario escribir ¢(y|x) ya que el candidato y se simula
independientemente de x.

Como ¢ - g no domina a la densidad objetivo en C¢, la densidad objetivo no se simula
adecuadamente en C¢. Esto se puede corregir con un paso Metropolis-Hastings aplicado a
los valores y que vienen del paso aceptacién-rechazo. Ya que x,y pueden estar en C' 6 en
C° se tienen cuatro casos:

El objetivo que se tiene ahora es encontrar una probabilidad de movimiento Metropolis-
Hastings p(x,y) tal que q(y)p(z,y) satisface la condicion de reversibilidad.

Se obtendré p(z,y) en los cuatro casos. Se considerara 7(x)q(y) y 7(y)q(z) (6 equivalen-
temente f(z)q(y) v f(y)q(x)) para ver como se debe definir la probabilidad de moviemiento
para asegurar la revesibilidad. Es decir, se necesita encontrar p(z,y) y p(y,x) tal que

f(@)a)p(z,y) = f(y)a(z)p(y, )

en cada uno de los casos con

() = fc(z) siy e C
= @ siyé¢ C
(a) x € Cyy € C. En este caso se tiene que f(x)q(y) = f(m():{(y) es igual a f(y)q(z), y

por lo tanto p(x,y) = p(y,x) = 1 satisface la reversibilidad.
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(b) z ¢ Cyy e C. En este caso f(x) > cg(z) 6 bien g(x) < f(x)/c y multiplicando
ambos lados por f(y)/s se tiene que

6 por la construccion de ¢, f(y)g(x) < f(x)q(y). Notese que hay relativamente pocas
transiciones de y a x y demasiadas en la direccion opuesta. Haciendo p(y,z) = 1 se
“arregla” este problema y entonces p(x,y) se determina de tal fomra que

fwg(x) _ p(mjy)f(y)f(w)

S cS
obteniéndose p(x,y) = cg(z)/f(z).

(c) € Cyy¢ C. Es analogo al caso anterior intercambiando x por y.

(d) v ¢ C'yy¢ C. En este caso se tiene que f(z)q(y) = M y fw)a(z) = W
v hay dos posibilidades. Habrad muy pocas transiciones de y a x para satisfacer la
reversibilidad si

f(z)g(y)

S

> f(y)q(x).

En este caso si se hace a(y,z) =1y a(z,y) tal que

a(xvy)f(fv)gg(y) _ fWg(x)

que implica que

az,y) = min{

Si hay muy pocas transiciones de = a y, sélo se intercambian x y y en el argumento
anterior.

Notese que en los casos en los que x € C, la probabilidad de moverse hacia y es 1, sin
importar siy € C oy ¢ C.
Se puede resumir el algoritmo, de la siguiente forma:
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Algoritmo 1.6.3. (Algoritmo Aceptacion-Rechazo/Metropolis-Hastings)

1. Sean C1 = {f(z) < cg(X)} vy Co = {f(z) <cg(y)}

2. Genérese u de la distribucion Unif(0,1) y

= 5i Cp =1, hagase a =1
= SiC;=0y (s =1, hégasea:%

~|Z

» SiC; =0y Cy =0, hagase @ = min{ ﬁg)g 1}

3. Siu < «, regrésese y

4. Siu > «, regrésese x

Ejemplo 1.6.2. (Simulaciones de la normal bivariada)
Considérese el ejemplo tradicional de hacer simulaciones de una distribucién normal
= (17 2), y

1 09
X = ( 09 1 >
Si bien esto se puede hacer mediante una descomposicién de Choleski haciendo y =

i+ P'u donde u es una simulacion de la distribucion No(0, I3) y P satisface P'P = 3 este
es un ejemplo tradicional de la implementacién del algorimo Metropolis-Hastings.

bivariada No(p, X)) con p

A partir de la expresion de la densidad normal multivariada, la probabilidad de movimien-

(para una densidad generadora simétrica) es

T = min cpi= %
pley) = { T

Ejemplo 1.6.3. (Simulaciones de una serie de tiempo AR(2))

Ahora se analizara el uso del algoritmo Metropolis-Hastings para hacer simulaciones de
ua distribicién analiticamente intratable que surge en un modelo de series de tiempo AR(2).

Se desea hacer 100 simulaciones del modelo

n:¢1n71+¢2n,2+€t, t:].,,].OO
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donde ¢1 =1y ¢po = —1/2 y ¢ ~ N(0,1). Los valores de ¢ = (¢1, ¢2) pertenece a la
region S C R? que satisface las restricciones de estacionariedad
P14+ 92 <1, ga—1 <1, ¢2>—1

Segtn Box & Jenkins (1976) se tiene que la funcién de verosimilitud para este modelo
esta dada por

l(¢7 02) = lll(qbv 0-2)(0-2)7@72)/ exp{ 2 952 Z wﬂb }

donde n = 100, los datos muestrales son Y, = (y1,...,yn), wt :== (ye—1,yt—2)’,

v 2 o? 1
(6,07 = -1z P\ T2y v iy,

es la densidad de Yo = (y1,42)" y

vl < 1— 3 —¢1(1+¢2)>
—d1(1+ ¢2) 1— ¢3

El término exp {—ﬁ St s(yr — wyp)?} es proporcional a la densidad de (ys, ..., yn)
dado Ys.

Si la unica informacién a priori disponible es que el proceso es estacionario, entonces la
distribucién posterior de los pardmetros esta dada por

7T(¢7 UQIYH) X l(¢7 02)15((;5)

Para simular de esta densidad posterior se debe notar que

A~

exp{—z; <yt—w;¢>2}o<exp{—<¢ 3Go - 9)

t=3

donde ¢ = G swiyr v G =1 s wyw;. Este es el kernel de una densidad normal
con media ¢ y matriz de varianzas-covarianzas ¢?G~!. Con todas estas observaciones se

puede concluir que la densidad de o2 dado ¢ y Y,, es una gamma inversa con parametros
n/2y YoV 1Y, + sy — w}$)? y que la densidad de ¢ dado 0% y Y, es

(B Y, 0%) o< W(¢, 0%) fror (9|, 0> G )I5(9)

donde fpo- es la funcién de densidad de la distribucién normal.
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Se pueden hacer simulaciones de 7 (o2, ¢|Y,,) obteniendo una simulacién de m(¢|Ys,, 0?)
y dados este valor, simular 02 de 7(0?|Y,,, ¢).

¢ se simula de la siguiente forma: en la j-ésima iteracion (dado el valor de o20) | se

simula un candidato ¢’*! de la densidad normal con media qg y covarianza o2 G~1: si se
U(plit1) 5209))

satisface la estacionariedad se mueve a este punto con probabilidad min{m, 1}y

en otro caso pUTY = (),

Se puede aplicar el método de aceptacion-rechazo tradional simulando candidatos Ut
de la densidad normal fp,,(¢|é, 02G~1)I5(¢) hasta que U < W(¢UTD, 520)), Se necesitaran
muchos intentos de ¢ antes de que se acepte uno ya que ¥(¢,o?) se puede convertir en
una cantidad extremadamente pequefnia. Por tanto, aunque se puede usar el algoritmo de
aceptacion-rechazo no es tan poderoso como la implementacion con el algoritmo Metropolis-
Hastings

1.6.2. Descripcién formal del algoritmo

Antes de exhibir formalmente la universalidad de los algoritmos Metropolis-Hastings,
primero se analizara su validez tedrica.

A manera de resumen de lo que se hizo en la seccién previa, el algoritmo Metropolis-
Hastings comienza con la densidad objetivo f. Entonces se selecciona una densidad condi-
cional ¢(y|z) que se define con respecto a la medida dominante del modelo. El algoritmo
Metropolis-Hastings se puede implementar en la practica cuando se puede simular facil-
mente de ¢(-|x) y se conoce explicitamente (excepto quizé por una constante multiplicativa
que no depende de x) 6 bien se sabe que es simétrica, i.e. ¢(z|y) = q(y|z). Ya se dijo que
un requisito mas general es que el cociente f(y)/q(y|z) sea conocido (excepto quiza por un
factor multiplicativo) y no dependa de x.

El algoritmo Metropolis-Hastings asociado con la densidad objetivo f y la densidad
condicional ¢ genera una cadena de Markov {X )} mediante la siguiente transicion:
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Algoritmo 1.6.4. (Algoritmo Metropolis-Hastings)
Dado z®,
1. Generar Y; ~ q(y|z®)

2. Hacer
(1) _ J Y con probabilidad p(z® Y7);
~ | z®  con probabilidad 1 — p(z®,Y;)

donde

— min fwa(zly)
P y) = {f<x>q<y|x>’1}

La distribucién q se conoce como distribucion instrumental.

Este algoritmo siempre acepta valores y; tales que el cociente f(y;)/q(y¢|z®) sea may-
or en comparacion con el cociente previo f(z®)/q(z®]y;). Sélo en el caso simétrico la
aceptacion se debe al cociente de verosimilitudes f(y;)/f(z®). Una caracteristica impor-
tante del algoritmo (1.6.4) es que puede aceptar valores y; tales que el cociente haya dis-
minuido. Como en el método Aceptacion-Rechazo, el algoritmo Metropolis-Hastings sblo
depende de los cocientes

Fun)/f@®) vy a@ly)/alyla®)

Y por tanto, no depende de constantes de normalizacion suponiendo que ¢(-|y) se conoce
(excepto quiza por una constante de normalizacion) que es independiente de y (que no siem-
pre es el caso).

La probabilidad p(z®),y;) se define solo cuando f(z®) > 0. Sin embargo, si la cadena
empieza con un valor (¥ tal que f(z(°)) > 0 entonces para todo t € Nt f(z®) > 0 ya
que los valores de y; tales que f(y;) = 0 inducen p(z®), ;) = 0 y por tanto el algoritmo los
rechaza.

Notaciéon 1.6.1.

Para evitar dificultades tedricas, se hara la convencion de que el cociente p(z,y) es igual
a cero si f(x) y f(y) son cero. v

Hay similitudes entre (1.6.4) y el método de Aceptacion-Rechazo y es posible utilizar
(1.6.4) como una alternativa del algoritmo Aceptacién-Rechazo para una pareja (f, g) dada.
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Una muestra generada por (1.6.4) no es una muestra independiente e idénticamente
distribuida. Por un lado, tal muestra podria involucrar repeticiones del mismo valor ya que
el rechazo de Y; lleva a la repeticion de X® al tiempo ¢ + 1. Por tanto, para calcular una
media tal como

23X,

t=1

los Y;'s generados por el algoritmo (1.6.4) se pueden asociar con pesos de la forma m;/T
(m¢ =0,1,...) donde m; cuenta el nimero de veces que se rechazaron valores subsecuentes.

Se necesitan condiciones de regularidad minimas en f y ¢ para que f sea la distribucion
limite de la cadena, {X®}, generada por (1.6.4); por ejemplo, que sop(f) = & sea conexo.
En la literatura generalmente se omite el hecho de que si £ no es conexo, el algoritmo
Metropolis-Hastings puede ya no ser vilido. Para tales casos se tiene que trabajar en una
componente conexa a la vez y probar que las diferentes componentes conexas se “unen”
mediante el kernel de (1.6.4). Si ¢ trunca al espacio de estados, i.e. si existe A C & tal que

/A f(@)de >0 y /A a(ylz)dy = 0

el algoritmo (1.6.4) no tendra a f como distribucion limite ya que para 2(°) ¢ A la cadena
{X®Y nunca visitara a A. Por tanto, una condicién necesaria minimal es que

sop(f) S |J  sopla(lz))

wesop(f)

Para ver de manera mas artificial al de la motivacién que f es la distribucién estacionar-
ia de la cadena Metropolis se analizaré el kernel y se probard que satisface una pequeia
condicién equivalente a la condicién de balance detallado.

Definicién 1.6.2. (Condicion de balance detallado)

Una cadena de Markov con funcién de transicién K satisface la condicién de balance
detallado si existe una funciéon f tal que para cualesquira z,y

K(y,z)f(y) = K(x,y)f(x)
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Teorema 1.6.1.

Supongase que una cadena de Markov con funcién de transicion K satisface la condi-
cion de balance detallado con f una funcién de densidad de probabilidad. Entonces,

(i) La densidad f es la densidad invariante de la cadena.

(ii) La cadena es reversible.

Demostracion:

Segun la condicién de balance detallado, para cualquier B medible se tiene que

/y K(y, B)f(y)dy = /y | Ko fdady

- /y /B K (2, ) f () dody = /B f()ds

pues [ K(z,y)dy = 1. Dada la existencia del kernel K y la densidad invariante f, la
condicién de balance detallado y la reversibilidad son la misma propiedad. U

Teorema 1.6.2.

Para toda distribucion condicional g tal que € C sop(q), f es una distribucion esta-
cionaria de la cadena {X®} generada por (1.6.4)

Demostracion:

El kernel de transicién asociada con (1.6.4) es

K(z,y) = p(z,y)q(ylz) + [1 - r(y)]d=(y) (1.5)

donde r(z) = [ p(z,y)q(y|x)dy y 0 es la masa de Dirac en z. Entonces,

p(z,y)q(ylx) f(z) = p(y, z)q(x|y) f(y)

[1—r()]oz(y) f(2) = [1 = r(y)]oy(x) f(y)
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por tanto, se cumple la condiciébn de balance detallado para la cadena Metropolis-
Hastings. O

En virtud del resultado anterior, la estacionariedad de f se cumple para casi cualquier
distribuciéon condicional g, hecho que exhibe la universalidad de los Algoritmos Metropolis-
Hastings.

1.6.2.1. Propiedades de convergencia

Para probar que la cadena de Markov (1.6.4) en verdad converge, se utilizaran los re-
sultados del Apéndice A.

Por construccioén, la cadena de Markov Metropolis-Hastings tiene una distribucién de
probabilidad invariante, si esta distribucién invariante es Harris-recurrente y aperiddica
entonces (por el Teorema ergodico) se tiene que

T
=3 R(XY) = By (h(X)

Una condicién suficiente para que la cadena de Markov Metropolis-Hastings sea aper-
iodica es que el algoritmo (1.6.4) permita eventos tales que tales como (X 1) = X®) ie.
que la probabilidad de dichos eventos no sea cero y por tanto

P (F(XD)q(r1XD) < F(¥)a(XOIYy)) < 1

Esta condicién implica que g no es el kernel de transicién de una cadena de Markov
reversible con distribucién estacionaria f. Notese que g no es el kernel de transicién de la
cadena Metropolis-Hastings dada por (1.6.4) que SI es reversible.

La propiedad de irreductibilidad de la cadena Metropolis-Hastings {X (t)} es conse-
cuencia de la condicién de positividad de la densidad condicional ¢, i.e. para cualesquiera
x,y €&

q(ylz) >0

Entonces, todo subconjunto de £ con medida de Lebesgue positiva se puede alcanzar en
un s6lo paso. Como la densidad f es la medida invariante para la cadena, entonces la ca-
dena es positiva y recurrente. Sin embargo, se tiene en resultado mas fuerte para la cadena
Metropolis-Hastings.

Lema 1.6.1.

Si la cadena Metropolis-Hastings es f-irreducible, entonces es Harris-recurrente.
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Demostracion:

Se probara este lema usando el hecho de que lo que caracteriza a la Harris-recurrencia
es que solo las tinicas funciones harmonicas acotadas son las constantes. (Véase Apéndice A.)

Si A es una funcién harmonica, entonces

h(wo) = E(M(XW)[zo) = E(A(XW)]zo)

va que la cadena Metropolis-Hastings es positiva recurrente y aperiédica, entonces se
puede concluir que h es constante casi donde sea (con respecto a f) y es igual a Ef(h(X)).
Como

E(R(XM)|z) = /P(l‘o’$1)Q($1|$0)h(931)d$1 + [1 = r(xo)]h(zo)

entonces

Ef(h(X))r(xo) + [1 = r(z0)lh(zo) = h(xo)

i.e. para cualquier zg € &, [h(xg) — Ef(h(X))]r(zo) = 0.

Finalmente, como para todo xg € &, r(xg) > 0 y la f-irreductibilidad, h necesariamente
es constante. O

Entonces, ya se puede establecer un primer resultado de convergencia para las cadenas
de Markov Metropolis-Hastings.
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Teorema 1.6.3.
Supoéngase que una cadena de Markov Metropolis-Hastings, { X (t)}, es f-irreducible.

(i) Si h € L(f), entonces

lim th(X(t)) = /h(a;)f(:r,)dx para casi todo f

(ii) Si ademés {X®} es aperiodica, entonces

=0
TV

lim H/K”(x Y(dz) — f

n—oo

para cualquier distribucion inicial v, donde K" (x,-) es el kernel para n transiciones.

Demostracion:

Si {X®)} es f-irreducible, por el lema anterior {X®} es Harris-recurrente y por el
Teorema ergodico se cumple (i). El inciso (ii) es consecuencia del Teorema (5.2) del apéndice

A
g

Como la f-irreductibilidad de la cadena Metropolis-Hastings se debe a la propiedad de
positividad de la densidad condicional g, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.6.1.

Las conclusiones del Teorema anterior se cumplen si la cadena de Markov
Metropolis-Hastings, {X®}, tiene densidad condicional ¢(z|y) que satisface
P (f(XD)q(Yy| X)) < f(Vi)g(X DY) <1y qlylz) > 0.

Para terminar de estudiar estos aspectos técnicos del Algoritmo (1.6.4) se dard un re-
sultado de Roberts & Tweedie (1996) que no requiere que ¢q(y|x) se estrictamente positivo
para todo x,y € £.
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Lema 1.6.2.

Supéngase que f estd acotada y es positiva en todo compacto de £. Si existen €,6 > 0
tales que
[z —y[ <5 = qlylz) > ¢

entonces la cadena de Markov Metropolis-Hastings, {X (t)}, es f-irreducible y aper-
iodica. Ademads, todo compacto no vacio es un conjunto pequeno (véase Apéndice

A).

Demostracion:

Sea 20 € A C & un valor inicial arbitrario. La conexidad de £ implica que existen
m € NT y una sucesion {0}, tales que 2™ € Ay |20 — ()| < §. Por tanto, se
puede unir a (9 con A mediante una sucesion de bolas de radio 8. Las suposiciones sobre f
implican que la probabilidad de aceptacion de un punto (¥ de la i-ésima bola, comenzando
de la bola i — 1, es positiva y por tanto P, (A) = P(X(M) € A|IX©) = 20) > 0

- {X®} es f — irreducible

Para 2(0) € £ arbitrario, y para y € B(z(?),5/2) (la bola con centro en () y radio §/2) se

tiene que
/A p(y, 2)a(2ly)dz

= M z|y)dz z|y)dz
- /. o oyl + /. L 10

donde D, :={z: f(2)q(y|z) < f(y)q(z|y)}. Por tanto,

v

P, (A)

M z z z z
Fuld) = /AmDymB f(y)q( lv)d +/AmD§mBq( lv)d

infp f(z)
d d
= supp f(l‘) ANDyNB q(z|y) ot /Ang;mB q(z\y) :
infp f(x)
® Supp i) AP

donde A(+) es la medida de Lebesgue en &. Las bolas B(z(?),§/2) son conjuntos pequefios
asociados con distribuciones uniformes sobre B(z(?), §/2). Esto simultaneamente la aperiod-
icidad de {X®} y el hecho de que cada compacto es un conjunto pequefio (véase Apéndice
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A). O

Observacion 1.6.1.

El razonamiento detris de este resultado es el siguiente: si la distribucién condicional
q(y|z) permite movimientos en una vecindad (con didmetro acotado por abajo) de z(*) y si
f es tal que p(:z:(t),y) es positiva en esta vecindad, entonces cualquier subconjunto de £ se
puede visitar en k pasos, para k suficientemente grande. Se debe suponer que £ es conexo. V

Corolario 1.6.2.

Supéngase que una cadena de Markov Metropolis-Hastings, {X (t)}, es f-irreducible
con f densidad de probabilidad invariante y g(z|y) que satisface la condiciones del
Lema anterior. Entonces,

(i) Si h € L(f), entonces

1
{ — (t) = 1
:Flgr;OT E h(X') /h(x)f(x)dx para casi todo f

(i) Si ademés {X®} es aperiodica, entonces

=0
TV

lfm H/Kn(x,.)y(dz) —f

n—oo

para cualquier distribucion inicial v, donde K" (x,-) es el kernel para n transiciones.

1.6.3. Algunos algoritmos Metropolis-Hastings particulares

Uno de los aspectos mas interesantes del algoritmo (1.6.4) es su universalidad, i.e. el he-
cho de que con una distribucién condicional arbitraria ¢ con soporte en £ se pueda simular
de una distribucién arbitraria f sobre &.

Por otro lado, esta universalidad puede ser sélo una formalidad si la distribucién instru-
mental ¢ simula valores raramente en la parte “principal” de £, i.e. en la regiéon donde se
localiza la mayoria de la masa de la densidad f.

Ahora se veran algunas metodologias especificas estudiadas en la literatura con algunas
propiedades probabilisticas. Una clasificaciéon completa de algoritmos Metropolis-Hastings
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es imposible dada la versatilidad del método y la posibilidad de crear métodos hibridos con
varios de estos algoritmos.

1.6.3.1. El caso independiente

Este método se puede considerar como una generalizacién del algoritmo de Aceptacion-
Rechazo (ya en la motivacion se intuia esto, pero ahora se hara con un poco més de formal-
idad) en el sentido de que la distribucion instrumental ¢ no depende de z®) y por analogia

se denota por g. Entonces, el Algoritmo (1.6.4) genera la siguiente transicion de z(Y) a X+,

Algoritmo 1.6.5. (Algoritmo Metropolis-Hastings Independiente)
Dado z®,
1. Generar Y; ~ g(y)

2. Hacer »
. , Y: x
() _ {Y} con probabilidad mln{%, 1}

x®  en otro caso

Aunque en este caso las Y;’s se generan independientemente, la muestra resultante no
es independiente ya que la probabilidad de aceptar Y; depende de X (),

Las propiedades de convergencia de la cadena X (1) son consecuencia de las propiedades
de la densidad ¢ en el sentido de que X® es irreducible y aperiodica si y s6lo si g es pos-
itiva casi en todo el soporte de f. Algunas propiedades mas fuertes de convergencia como
la ergodicidad uniforme o ergodicidad geométrica se enuncian en el siguiente resultado de
Mengersen & Tweedie (1996).
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Teorema 1.6.4.

El Algoritmo (1.6.5) genera una cadena uniformente ergoédica si existe una constante
M tal que para todo x € sop(f),

f(z) < Myg(z)
y en este caso .
") = v <2 (1 5 )

donde || - ||7y es la norma de variacion total (véase Apéndice A). Por otro lado, si
para cada M existe un conjunto de medida positiva tal que f(z) > Mg(z), {X®}
no es geométricamente ergodica.

Demostracion:

Si f(x) < Mg(z) se cumple, entonces el kernel de transicion satisface

K(x,x')

Y

w5

= i { 1) o) = 1)

Por tanto, el conjunto £ es pequeno y la cadena es uniformemente ergédica.

Ademas,

|K(z,-) = fllov = 2511}119

[ ) - f(y)]dy'

= 2 — K(z,y)|d
/yﬂy2 ) = Ky

< ) - f(y)dy

(3)

A
i\H

A
i\

Pero también,




38 Capitulo 1 Técnicas de simulacién

[ )~ sl = [ ( e f(y)]dy> (K () — f(u)]du

Con un argumento como el anterior, se tiene que
1\2
K2 = flrv <2 (1= 57)
En general, se tiene la relacién de recursion
/A[K"“(fa y) — f(y)ldy =
([ i@ = slay) o) = falan

Si f(x) > Mg(z), entonces los conjuntos
g(x)
satisfacen que para cualquier n € N*, Py(D,) > 0. Entonces,

Ple{z}) = 1-E, [mm{ (<Y)>§

~— —
)
8
~—

Pero por la desigualdad de Markov,

Y Y 1
(10> ) <, [£00] -1
9(Y) g¥)| n
Finalmente, considérese un conjunto C' tal que D, N C¢ # @&, para n suficientemente
grande. Sea xg € D,, N C*. El tiempo de regreso a C, 7¢, satisface

Py (r0 > k) > (1— 2>k

n

por tanto, el radio de convergencia en la serie (en k) Ey, (") es més pequefio que "5
para cualquier n € N*. Es decir, {X (t)} no puede ser geométricamente ergddica. (|
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Esta clase particular de algoritmos Metropolis-Hastings sugiere una comparaciéon natu-
ral con los métodos Aceptacion- Rechazo ya que cada pareja (f, g) satisface f(z) < Mg(x)
(el requisito fundamental para usar el algoritmo Aceptacion-Rechazo).

Teorema 1.6.5.

Si para todo z € sop(f), f(z) < Mg(z), entonces la probabilidad de aceptacion
esperada en el Algoritmo (1.6.5) es al menos 1/M cuando la cadena es estacionaria.

Demostracion:

El valor esperado de la probabilidad de aceptacién es

’ m{ml}] -/ {£55375£;>1}f (atu)dady
+ /f v ;>1}f(l’)9(y)dl’dy
= 2 / I{M>1}f( £)g(y)dady
. (x)f( y)
f(X
- P( E X3> "M
va que en la dltima probabilidad X7 y X» se generan de f. O

Por tanto, el algoritmo Metropolis-Hastings independiente (1.6.5) es mas eficiente que
el algoritmo de Aceptacion-Rechazo ya que en promedio acepta mas valores propuestos. Sin
embargo, medir esta eficiencia en términos de varianzas de estimadores empiricos puede ser
complicado. Por esto, para fines de este trabajo bastara con la comparacién via este nimero
promedio de aceptaciones.

Como una pequena disgresion, la etiqueta de “Hastings” para el algoritmo (1.6.5) es
un poco inapropiada ya que Hastings (1970) considero el algoritmo (1.6.4) en general, uti-
lizando caminatas aleatorias (como se veréd justo a continuacion) en vez de distribuciones
independientes. También, Hastings (1970) propuso una justificacion tedrica de estos méto-
dos para cadenas Markov con espacios de estados finitos basado en la representacion finita
de los reales con fines computacionales. Sin embargo, una justificaciéon completa de esta
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discretizacién fisica necesita tomar en cuenta el efecto de la aproximacién en el andlisis
entero. En particular, se necesite revisar que la elecciéon computacional de la aproximacién
discreta a la distribucién continua no tenga efecto en la distribucion estacionaria resultante
o en la irreductibilidad de la cadena. Como Hastings (1970) no estudio a detalle (se con-
centr6 mas bien en detalles computacionales de simulaciéon) se centrard la atencion en las
propiedades tedricas de estos algoritmos sin considerar la representacion finita de nameros
con computadoras y suponiendo que se tienen generadores de niimeros pseudo-aleatorios
suficientemente aceptables.

1.6.3.2. Caminatas aleatorias

Un segundo método natural para la construccién practica de un algoritmo Metropolis-
Hastings es tomar en cuenta el valor previamente simulado para generar el siguiente valor.

Ya que en el algoritmo (1.6.4) se permite que g dependa del estado actual, X®) una
primera eleccién a considerar es simular Y; de acuerdo a

V=X 4¢

donde &; es una perturbacion aleatoria con distribucion ¢, independiente de X(). En
términos del algoritmo (1.6.4), q(y|x) ahora es de la forma g(y — x). La cadena de Markov
asociada con ¢ es una caminata aleatoria sobre £.

Las hipotesis de los resultados de convergencia se cumplen en este caso particular. Por el
Lema (1.6.2), si g es positiva en una vecindad de 0 entonces la cadena { X ®} es f-irreducible
y aperiddica, por tanto es ergddica. Las distribuciones mas comunes desde esta perspectiva
son distribuciones uniformes sobre esferas centradas en el origen o distribuciones estandar
como la normal y la ¢t Student (algunas de estas distribuciones necesitan ser escaladas para
que efectivamente sean distribuciones de probabilidad). Notese que la eleccion de una fun-
cion simétrica g hace que el Algoritmo (1.6.4) (en la forma originalmente propuesta por
Metropolis et al. (1953)) se reduzca a:

Algoritmo 1.6.6. (Algoritmo Metropolis-Hastings de caminata aleatoria)
Dado z®,

1. Generar Y; ~ g(y — z(¢

~
~—

2. Hacer

F(z (t)

X (t+1) {Yt con probabilidad mm{ f(¥) 1)

2®  en otro caso




Sec. 1.6 El algoritmo Metropolis-Hastings 41

Aun cuando el Metropolis-Hastings de caminata aleatoria es muy simple y tiene carac-
teristicas bastante naturales, éste no tiene propiedades de ergodicidad uniforme. Sin em-
bargo, se obtendran condiciones suficientes y necesarias para garantizar la ergodicidad
geométrica. Mengersen & Tweedie (1996) propusieron una condicion basada en la log-
concavidad de f en las colas, i.e. si existe o > 0 y x1 tal que

Log(f(x)) — Log(f(y)) = aly — z| (1.6)
parray<z<-—z 61T <7<Yy.

Teorema 1.6.6.

Counsiderése una densidad simétrica f log-concava con una constante asociada o en
(1.6) para x suficientemente grande. Si la densidad g es positiva y simétrica, la cadena
X® de (1.6.6) es geométricamente ergodica. Si f no es simétrica, una condicion
suficiente para la ergodicidad geométrica es que g(t) esté acotada por b - exp(—alt|)
para una constante b suficientemente grande.

La demostraciéon de este resultado utiliza a la que se conoce como funcién de deriva
V (z)=e®/2 y verificar la condicion de deriva geométrica de la forma

AV (x) < =AV(2) + bI[_ye 4 ()

para alguna cota adecuada z*. Mengersen & Tweedie (1996) probaron que esta condicién
sobre g es también necesaria en el sentido de que si {X (t)} es geométricamente ergoédica,
entonces existe s > 0 tal que

/es|x|f(x)d:r < 00

Tierney (1994) propuso una modificacion de los algoritmos anteriores con una densidad
propuesta de la forma g(y —a — b(x — a)), i.e.

yt:a—l—b(az(t)—a)—i—zt, 2t~ g

esta representacion auto-regresiva se puede ver como un intermedio entre la version
independiente (b = 0) y la versién de caminata aleatoria (b = 1) del algoritmo Metropolis-
Hastings. Si b < 0, X (t) y X (t+1) estan correlacionadas negativamente y esto facilita visitar
la superficie de f si se selecciona adecuadamente el punto (de simetria) a. Hastings (1970)
tomo6 como alternativa de la distribucion uniforme sobre [z(*) — 8, 2() + §] a la distribucion
uniforme sobre [—z() — §, —z(® + §]. La convergencia del promedio empirico a 0 es muy
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rapida en este caso, sin embargo, la eleccién de 0 como punto de simetria es crucial y requiere
informacion a priori de la distribucion f. En general, a y b se pueden calibrar durante las
primeras iteraciones.

1.6.3.3. ARMS: Un algoritmo Metropolis-Hastings general

El algoritmo ARS es un método de Aceptacion-Rechazo para densidades log-concavas y
se puede generalizar al metodo ARMS (por sus siglas en inglés Adaptive Rejection Metropo-
lis Sampling) siguiendo la metodologia que aplicaron Gilks et al. (1995). Esta generalizacion
se aplica para simular de densidades arbitrarias )no necesariamente log-concavas como lo
hace el algoritmo ARS) simplemente adaptando el ARS para densidades f que no son log-
céoncavas. El algoritmo se ajusta progesivamente a una funciéon g, que juega el papel de
pseudo-cubierta de la densidad f. En general, estd funciéon g no acota superiormente a f,
pero la incorporacion de un paso Metropolis-Hastings justifica el procedimiento.

Sea h(x) = Log(fi(x)) con f; proporcional a la densidad f. Para una muestra S, :=
{z; :i€{0,1,...,n+1}} yy = Li;41(x) las ecuaciones de las rectas que unen a (z;, h(z;))
v (iy1, h(zi41)). Para z; < x < x;41, considérese

hon(x) = max{Li;1(x), min{ L;—1(2), Lit1,i+2(2) }}

con

LoJ(!L‘) six < xg
() max{Lo1(x), L12(x)} sizg <o <ay
nlT) =
max{ Ly n+1(z), Ln—1p(x)} sz, <o < zpi

L7L,n+1($) six > Tn+1

La distribucion propuesta resultante es g,(x) o exp{ﬁn(:t)}. El algoritmo ARMS esta
basado en g, y se puede descomponer en dos partes, un primer paso de un Aceptacion-
Rechazo estandar para la simulacién de la distribucién instrumental

Yn(@) oc min{ f1 (), exp{hn(z)}}

basada en g, y una segunda parte que consiste en simular de un procedimiento de
Metropolis-Hastings:
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Algoritmo 1.6.7. (Metropolis-Hastings ARMS)
1. Simular Y de g,(y) y U ~ Unif(0,1) hasta que

U< f(Y)
— exp{hn(Y)}

2. Generar V ~ Unif(0,1) y hacer

e®)epn (Y’
x(t) en otro caso

(D) {Y siV < ml’n{ﬂLn(xm) 1}

De hecho, con el paso de Aceptacién-Rechazo se obtiene una variable aleatoria con
distribucion ¢, (x) y esto justifica la expresion de la probabilidad de aceptacion en el paso
Metropolis-Hastings. Notese que el algoritmo (1.6.7) es un caso particular de los algoritmos
de Aceptacion-Rechazo considerados por Tierney (1994). La probabilidad en el paso 2 del
ARMS se puede reescribir como:

¢ [1(Y) exp{hn (zM)} ; h :
min {17 fl (x(p)exp{ﬁn(Y)} } S1 fl (Y) > eXp{hn(Y)}a

(®)
min {1, %} en otro caso

lo cual implica una aceptacion segura de Y si fi(z®) > exp{h,(z®)}, i.e. cuando la
cota es correcta.

Cada simulacion de Y ~ g, en el paso 1 del Algortimo (1.6.7) proporciona una actu-
alizacion de S, en S, 41 = S, U {y} y por tanto de g, cuando Y se rechaza. Como en el
caso del algoritmo ARS, el conjunto inicial S,, se debe seleccionar de tal forma que g, sea
efectivamente una densidad de probabilidad. Si el soporte de f no estd acotado, Lo debe
ser creciente y Ly, 41 decreciente.

Como el Algoritmo (1.6.7) parece un caso particular del Metropolis-Hastings indepen-
diente, podria parecer que los resultados de convergencia y ergodicidad se cumplen; sin
embargo, no hay homogeneidad en el tiempo de la cadena. El kernel de transiciéon, basado
en g, con cambio en cada paso con probabilidad positiva. Como el estudio de las cadenas
es delicado, el Algoritmo (1.6.7) solo se puede justificar revirtiendo al caso homogéneo, i.e.
fijando la funcién g, y el conjunto S,, después de un periodo de calentamiento de longitud
no. La constante ng no puede ser fija para que con este periodo de calentamiento (variable)
se pueda concluir cuando la aproximaciéon de fi y g, es satisfactoria, por ejemplo cuando
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la tasa de rechazo en el paso 1 del Algoritmo (1.6.7) es suficientemente pequena. Entonces,
este algoritmo debe empezar con un paso de inicializacion (6 calibracion) que adapte los
pardmetros de g, para fi.

El algoritmo ARMS es muy ttil cuando es imposible analizar f analiticamente, como
por ejemplo en modelos lineales generalizados. De hecho, solo se necesita calcular f (6
f1) en unos poco puntos para iniciar el algoritmo, entonces no se necesitara buscar una
“buena” densidad g que aproxime a f. Esta caracteristica se debe contrastar con los casos del
algoritmo Metropolis-Hastings y de velocidad suficiente como en los casos de las caminatas
aleatorias.

1.6.4. Algoritmo Metropolis-Hastings con saltos reversibles

El pequeno catdlogo de algoritmos que se han estudiado proporciona métodos de sim-
ulacién en espacios de dimensién fija, pero no se pueden utilizar cuando la dimensién es
otro parametro a estimar (y con los cuales se estd haciendo simulacion). Tales problemas
se presentan naturalmente en situaciones de eleccién de modelo en los cuales para cada
modelo hay una dimension diferente y éstos se estan comparando. Otros ejemplos pueden
ocurrie en regresiéon, en la estimacion del ntimero de componentes de una mezcla, el orden
de un modelo de series de tiempo ARM A(p,q) e INARM A(p, q), 6 el numero de puntos
de cambio en una sucesién estacionaria por pedazos.

Considérese una distribucién con densidad

f(k,0©) = £(0©|k)p(k)
donde k € Nt y %) ¢ =, i.e. la dimension de §%) cambia cuando k cambia. La funcién
p(k) es una densidad con respecto a la medida de conteo sobre Ny f(8%*)|k) es una densidad
con respecto a la medida de Lebesgue sobre Z. La densidad f(k,0%) = f(0®)|k)p(k) es
una densidad con respecto a la medida de la suma de espacios

El problema en la implementacién de un algoritmo de Cadena de Markov Monte-Carlo
es que se necesita poder moverse de un submodelo H; = {k} X Z; otro submodelo Hy,
donde k # k' (es particularmente dificil cuando k < k). Si se hace z = (k, %)) un solucion
que se propuso en Green (1995) basada en un kernel de transicion reversible, K, i.e. un
kernel que satisface

/A/BK(:E’dy)Tr(m)dx:/B/AK(?/’dI)W(y)dy

para alguna densidad invariante . Si ¢, es una medida transicién al submodelo m y
pm la probabilidad de aceptar el salto, el kernel se puede descomponer como
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K@ B) =Y /B om0, i (2, d') + w(2) T3 (2)
m=1

donde

x) = 1—qu(a:,7-l)7 HZUHk
m k

es la probabilidad de que no haya salto entre dimensiones. Generalmente, los saltos
estdn limitados a movimientos entre modelos con dimensiones similares a la dimension de
Hy, posiblemente incluyendo Hy. La definicion de p,, (y la verificacion de la suposicion
de reversibilidad) depende de la siguiente restriccion: La medida conjunta w(dx)gm (x, dy)
debe ser absolutamente continua con respecto a la medida simétrica &, (x, dy)m(dz) sobre
H2. Si gm(7,y) es la densidad de g, (7, dy)m(dz) y pm se escribe en la forma usual

entonces por la simetria de la medida &, se garantiza la reversibilidad

//pmxquxdy (dx) //pmfc‘ygmwy)&m(dxdy)

Aépm(y,x)gm(y,x)gm(dy’ dz)

A/JBPm(y7ﬂ?)qm(y, dz)(dy)

pues por construccion pp (2, y)gm(z,y) = pm(y, ©)gm (v, ).

Pm = min {1,

La principal dificultad de esta metodologia consiste en determinar la medida &,,, dada
la restriccion de simetria. Si los saltos se pueden descomponer en movimientos entre s6lo
dos modelos Hg, v Hg,, la idea de Green (1995) consisti6 en complementar Hy, v Hi, v
hacer una biyeccion entre ambos complementos. Por ejemplo, si dim(Hy,) > dim(Hg,) y
si el movimiento de Hy, a Hy, se puede representar por una transformacién determinista
de 1) ie. 92) = T(k1)); Green (1995) impuso una condicién de correspondencia entre
dimensiones que consiste en que el movimiento opuesto de Hy, a Hy, se concentra en la
curva

{g(kl) - p(k2) T(g(kl))}

En el caso general, si #%1) se completa a (6% u1) y 8%2) se completa a (0%2) uy) de
tal forma que el mapeo entre (%) u;) y (8%2) uy) sea inyectivo, por ejemplo
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(0%2) up) = T(0™), uy),

la probabilidad de aceptar un movimiento de Hg, a Hy, €s

OT (01 wy)
8(9(k1) , ul)

, af(ka, 0%2)) 11990 (usz)
min < 1,
f k1, 011 g1 (uq)

que involucra a las probabilidad 7;; de seleccionar Hy; en vez de Hy,, y ¢i, la densidad
de u;.

La construcciéon de la transformacién para la correspondencia entre las dimensiones
puede ser dificil; incluso se puede decir que es una desventaja del método de saltos re-
versibles. En particular, las trasnformacion 1" debe ser derivable. Ademas, la libertad total
del principio de saltos reversibles acerca de la eleccion de los saltos (que a veces se conocen
como movimientos separacion-union) genera una ineficiencia potencial y requiere “afinar”
aquellos pasos que sean muy demandantes.

Green (1995) menciona que la densidad f no se necesita normalizar, pero las diferentes
densidades componentes f(6%)|k) se deben conocer (excepto quizé por una constante mul-
tiplicativa).

En conclusiéon, nétese que la complejidad del método se incrementa por las restricciones
de reversibilidad que se imponen sobre los saltos, aunque éstas no son necesarias para la cov-
ergencia de los algoritmos Metropolis-Hastings. En particular, se puede dejar de considerar
la simetria entre los movimientos.

1.7. El Gibbs-sampler

En las secciones anteriores se estudiaron métodos de simulacién que se pueden llamar
“genéricos” ya que sélo requieren poca informacién acerca de la distribucién de la que se
desea simular. Sin embargo, los algoritmos Metropolis-Hastings pueden ser mas eficientes
cuando se consideran algunas particularidades de f. En esta direccién, ahora se estudiara
el Gibbs-sampling, cuya eficiencia estd muy relacionada con las propiedades de f. Esto se
debe a que la eleccién de la distribucién instrumental esencialmente se reduce a un niimero
finito de posibilidades.

El Gibbs-sampler es muy popular desde su descripcion en el articulo de Geman & Ge-
man (1984) en el estudio de modelos de procesamiento de imégenes. Sin embargo, la génesis
del método se debe a los trabajos de Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller & Teller
(1953) y Hastings (1970); notando el interés estadistico desde los trabajos de Gelfand &
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Smith (1990).

El Gibbs-sampler es una técnica para generar variables aleatorias indirectamente de una
distribucion (marginal) sin tener que calcular la densidad.

Mediante el Gibbs-sampler se pueden evitar algunas dificultades de céilculo haciendo
algunas operaciones mas sencillos.

1.7.1. Motivacion

Supéngase que dada una densidad conjunta f(x,yi,...,yp) v se esta interesado en
obtener caracteristicas de la densidad marginal

f(x):/.../f(a:,yl,...,yp)dyl,...,dyp

tales como media y varianza. Sin embargo, calcular alguna 6 algunas integrales puede
ser complicado de forma analitica.

En vez de calcular 6 aproximar f(z) directamente, el Gibbs-sampler genera una muestra
Z1,...,Tm de f(z) sin que se requiera a f. Y como ya se menciono, al simular una muestra
grande se puede aproximar con cierto grado de exactitud a la media, la varianza 6 alguna
otra caracteristica numeérica de la variable de interés.

Es importante notar que efectivamente el resultado final de cualquier calculo basado
en simulaciones es precisamente una caracteristica numérica de la poblacién. Por ejemplo,
para calcular la media de X ~ f, se puede usar el hecho de que

1 «— o

1, _ ;= =

Am — ZXZ / zf(x)de = E(X)
i=1 0

Por tanto, tomando m suficientemente grande, se puede obtener cualquier caracteristica

poblacional (incluso la densidad misma) con cierto grado de exactitud.

Para entender el algoritmo Gibbs-sampler primero se estudiara el caso de dos variables.
Se empieza con una pareja de variables aleatorias (X,Y), el algoritmo de Gibbs genera una
muestra de f(x) a través de f(z|y) v f(y|z). Esto se hace generando lo que se conoce como
una “sucesion de Gibbs” de variables aleatorias

Y5, X0, Y1, X1, Y X,
Se especifica el valor Y =y y el resto se obtiene iterativamente generado valores

/ r
Xj”f($|yj _yj)
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je1 o~ FIXG = 2j)
Bajo condiciones suficientemente razonables, la distribucion de X, converge a f(z) (la

marginal de X) cuando k — oo. Por tanto, para k suficientemente grande X, =  efecti-
vamente es un punto muestral de f(x).

La convergencia (en distribucion) de la sucesion de Gibbs se puede aprovechar de varias
formas para obtener una muestra aproximada de f. Por ejemplo, Gelfand & Smith (1990)
sugieren generar m sucesiones de Gibbs independientes de longitud k y usar el valor final de
X, de cada sucesion. Si se selecciona k suficientemente grande, se obtiene aproximadamente
una muestra independiente e identicamente distribuida de f.

Ejemplo 1.7.1.

Considérese la siguiente distribucion para (X,Y)

n - n—z+pf—
o) o (1) 0= ()T ()

Supoéngase que se tiene interés en calcular alguna caracteristica de la distribucién marginal
f(x) de X. El Gibbs-sampler genera una muestra de esta marginal de la siguiente manera:
Primero nétese que f(z|y) es una densidad binomial con parametros (n,y) y que f(y|x) es
una densidad Beta(z + a,n — x4 ) (este ejemplo es un tanto artificial debido a que ya se
tiene en mente la famosa conjugacion beta-binomial).

Si se construye la sucesion de Gibbs a la densidad conjunta se puede generar una sucesion
X1,Xo,...,X,, de f y se usa ésta para estimar la caracteristica numérica deseada. Notese
que en este ejemplo no se necesita forzosamente un esquema de Gibbs ya que se puede
obtener analiticamente que

_(n\T(a+pB) T'(z+ a)l'(n — x4+ B)
10 = () e Tag A lonn @
la distribucion beta-binomial.

Aqui, las caracteristicas numeéricas de f(x) se pueden obtener directamente de esta
ecuacion ya sea analiticamente ¢ generando una muestra de la marginal sin necesidad de
las condicionales.

En este ejemplo, se quiere hacer notar que el Gibbs-sampler no se necesita forzosamente
en una situacion bivariada en la que la distribucion conjunta f(z,y) se puede calcular (pues

fz) = ;E;z; ). Sin embargo, en el siguiente ejemplo se analizara una situacion en la que no
se pueden calcular f(z,y), f(z) vy f(y). v
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Ejemplo 1.7.2.

Supongase que X y Y tienen distribuciones condicionales que son exponenciales re-
stringidas al intervalo (0, B), i.e.

f(xly) oc ye ¥ 1o py(x)
flylz) oc xe™ g ) (y)

donde B € (0,00) es una constante conocida. La restriccion al intervalo (0, B) asegura
que la marginal f(z) exista. La forma de esta marginal no es facil de calcular, sin embargo
mediante el Gibbs-sampler y con las condicionales se pueden obtener algunas caracteristicas
numéricas de f(z).

El algoritmo de Gibbs se puede usar para estimar la densidad misma promediando
las densidades condicionales de cada sucesion de Gibbs. Los valores de X; = ) son
una realizacion de Xi,..., X, ~ f(z) y los valores de X; = z son una realizacion de
Y1,..., Y ~ f(y). El promedio de las densidades condicionales f(z|Y] = y;,) sera aproxi-
macion de f(x), y se puede estimar f(x) mediante

flo) = = > flalw)
=1

donde y1, . . ., ym son simulaciones de Y que se obtienen a partir de la sucesién de Gibbs.
Una pequena justificacion de lo anterior es que

EU@W»=/f@@ﬂ@@:f@>

1.7.2. Descripcién del algoritmo

Supéngase que para algun p > 1, el vector aleatorio X se puede escribir como X =
(X1,...,X,) donde X1, ..., X, pueden ser unidimensionales 6 multidimensionales. Ademas,
supoéngase que se puede simular de las correspondientes densidades condicionales f1,. .., fp,
i.e. se puede simular

Xi‘.%l,l'g, ey i1 L1y - - - ,:Bp ~ fi(xi|x1,:r2, s i1, L1y - - - ,xp)

para i = 1,2,...,p. El algoritmo de Gibbs asociado (6 Gibbs-sampler) esta dado por la

siguiente transicion de X® a X1,
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Algoritmo 1.7.1. (Gibbs-sampler)
Dado x®) = (:):(lt), cey acg,t)), generar
1L X" < AP, D)

2. X2(t+1) ~ f2($2|$§t+1), a:gt), . ,:Ug))

p. XI(,tH) ~ fp(:pp|1:gt+1), . ,a:;tjll))

Las densidades fi,. .., f, se conocen como condicionales completas y una caracteristica
particular del Gibbs-sampler es que son las tinicas densidades que el algoritmo utiliza para
la simulacién. Por tanto, atin en problemas de dimensién alta, todas las simulaciones pueden
ser univariadas (que generalmente es una ventaja).

Ejemplo 1.7.3. (Gibbs-sampler bivariado)

El Gibbs sampler bivariado genera una cadena de Markov de una distribucién conjunta
de la siguiente forma: si dos variables aleatorias X y Y tienen densidad conjunta f(z,y),
cuyas correspondientes densidades condicionales son fy|x y fx|y, el Gibbs sampler bivari-
ado genera una cadena de Markov (X4, Y;) de acuerdo al siguiente algoritmo:

Algoritmo 1.7.2. (Algoritmo Gibbs-sampler bivariado)

Tomar Xy = xg
Para t =1,2,... generar

L Y~ fyx(lze-1)

2. X~ fxpy (lye)

El algoritmo Gibbs sampler bivariado es sencillo de implementar siempre y cuando sim-
ular de ambas condicionales sea factible, ya que si se tiene a f(z,y) en forma explicita
(excepto quizé por alguna constante de normalizacion) entonces se puede obtener explici-
tamente fy|x y fx|y. Sino es posible simular de estas condicionales se utilizaran algunas
aproximaciones que se veran més adelante. Es facil ver por qué si (X, Y;) tiene densidad
conjunta f, entonces (Xy11,Y;4+1) también tienen densidad f; esto se debe a que en ambos
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pasos de la t-esima iteraciéon se simula de las condicionales. La convergencia de la cadena
de Markov (y por tanto del algoritmo) se asegura, a menos que los soportes de las condi-
cionales no sean conexos. Las sucesiones {(Xy,Y:)}, {X¢} v {Yi} son cadenas de Markov.
Por ejemplo, el kernel de transicion de {X;} es

K(z,2%) = / Frix la) Fxiy (xly)dy

con densidad invariante fx(-). v

Aunque formalmente el Gibbs sampler es una caso particular del algoritmo Metropolis-
Hastings, este algoritmo tiene algunas caracteristicas diferentes

(i) La tasa de aceptacion del Gibbs-sampler es uniformemente igual a 1. Por tanto, todo
valor simulado se acepta. Esto también significa que la convergencia de este algorit-
mo se debe tratar con técnicas diferentes a las que se utilizaron para el algoritmo
Metropolis-Hastings.

(ii) El uso del Gibbs-sampler implica limitaciones en la eleccion de las distribuciones
instrumentales y requiere conocimiento previo de algunas propiedades analiticas o
probabilisticas de f

(iii) Por construccion, el Gibbs-sampler es multidimensional. Aunque algunas componentes
del vector simulado puedan ser artificiales para el problema de interés ¢ innecesarios
para el problema de inferencia, la construccién es de al menos dos dimensiones.

(iv) En principio, el Gibbs-sampler no aplica en problemas donde el numero de parametros
no sea fijo y esto se debe a la obvia falta de irreductibilidad de la cadena.
1.7.3. Completacién

El algoritmo Gibbs-sampler se puede generalizar mediante “demarginalizacién” 6 con-
strucciéon de la completacion, y de hecho ya se mencioné durante la motivacion.

Definicién 1.7.1. (Completacion)

Dada una densidad de probabilidad f, a una densidad g que satisface

se le conoce como completacion de f
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La densidad g se selecciona de tal forma que las condicionales completas de g sean faciles
de simular y el algoritmo de Gibbs sea implementado sobre g en vez de sobre f. Parap > 1
sea y = (x,2) y denotese a las densidades completas de g(y) = g(y1, ..., yp) por

}/1’:[/27"' 7yp ~ 91(3/1|y27- . '7yp)

Yolyi, 93, -, Up ~ 92(¥2|Y1, Y3, - - - Yp)

Yolyis - Up—1 ~ 9p(Uplyt, - - s Yp—1)

Entoces, el movimiento de Y®) a Y(#+1) ge define como sigue

Algoritmo 1.7.3. (Gibbs-sampler de completacion)

Dado x() = (xgt), ey xg)), generar
LY~ gl o))

2. Y o (ol 80y

Y})(t'*‘l) (t 1))

t+1
p. ~ gpluplyt ™Y, s Yp1

La completacion de una densidad f en una densidad g tal que f sea la densidad marginal
de g es una de las primeras apariciones historicas del muestreo de Gibbs en estadistica y se
considera como introduccion del data-augmentation de Tanner & Wong (1987).

En aquellos casos en los que la completacion parece necesaria (por ejemplo cuando toda
distribucion condicional asociada con f no es explicita 6 cuando f es unidimensional) existe
un ntmero infinito de densidades de las cuales f es marginal. No se discutird acerca de esta
eleccién en términos de optimalidad pues hay pocos resultados practicos con respecto a esto.
Ademaés, en general, existe una completacion natural de f en g conocido como modelo de
datos faltantes con similaridades de esta metodologia con el algoritmo EM para maximizar
una verosimilitud con datos faltantes.

En principio, el Gibbs-sampler no requiere que la completacién de f en g y de x en
y = (z, z) esté relacionada con el problema de interés. De hecho, hay algunas aplicaciones
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en las que el vector z no tiene interpretacion estadistica.

Ahora, se vera una version més general del Gibbs-sampler, que se conoce como slice
sampler (Wakefield et al. (1991), Besag & Green (1993), Damien & Walker (1996), Higdon
(1996), Damien et al. (1999) y Tierney & Mira (1999)). Este se aplica a la mayoria de las
distribuciones y se basa en la simulacion de variables aleatorias uniformes con parametros
particulares. Si f() se puede escribir como el producto

k
115
i=1
donde f1, ..., fi son funciones positivas, no necesariamente densidades. f se puede com-
pletar (6 demarginalizar) como
k
] Zooswi<sion

=1

obteniendo el siguiente algoritmo de Gibbs:

Algoritmo 1.7.4. (Slice-sampler)
Simular

1. W~ Unif(o, £1(60)]

k. wi ™ ~ Unif[o, fu(60))

k+1. 04+ con distribucién uniforme en el conjunto A+ donde

AHD =y fiy) 2wV i =1, k)

)

Roberts & Rosenthal (1998) estudiaron el slice-sampler (1.7.4) y probaron que general-
mente tiene buenas propiedades teéricas. En particular, ellos probaron que el slice-sampler
permite conjuntos pequenios (ver Apéndice A) y que la cadena asociada sea geométrica-
mente ergddica cuando la densidad f esta acotada. Tierney & Mira (1999) establecieron la
ergodicidad uniforme en el caso k = 1.
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En la practica puede haber varios problemas. Si k crece, se puede complicar significati-
vamente encontrar (determinar) al conjunto A®+Y . También, cuando k es grande, se est4
forzando al Gibbs-sampler a que trabaje en un espacio altamente restrictivo (y no lineal) y
puede alentar la convergencia.

1.7.4. Propiedades de convergencia

Ahora se estudiarén las propiedades de convergencia del Gibbs-sampler. Primero, se
mostrard que la mayorfa de los Gibbs-samplers satisfacen condiciones minimas para garan-
tizar la ergodicidad. Como ya se mencion6, el Gibbs-sampler es un caso particular del
algoritmo Metropolis-Hastings, sin embargo este hecho no serd de mucha ayuda para cues-
tiones de convergencia (por el momento).

Se trabajara con el Gibbs-sampler general (1.7.3) y se mostrara que la cadena de Markov
{Y®)} converge a la distribucién g y que la subcadena {X®} converge a la distribucion
f- Es muy importante notar que por construccion {Y(t) } es una cadena de Markov, sin
embargo la subcadena {X)} generalmente no lo es (un caso muy usado en el que si lo es,
es el algoritmo Data Augmentation que se estudiard més adelante).

Teorema 1.7.1.

En el Gibbs-sampler (1.7.3), si {Y®)} es ergodica, entonces la distribucion g es una
distribucién estacionaria para dicha cadena y f es la distribucion limite de la subca-
dena {X®)}.

Demostracion:

El kernel de la cadena {Y()} es el producto

K(y,y") = a1(Wilv2, - up) 92y, u3 - Up) -+ 9o (Wl -5 Y1) (1.7)

para el vector y = (y1,Y2, .-, Up), 5€a ' (Y1, .-+, Yi—1,Yi+1, - - -, Yp) la densidad marginal
del vector y sin y; (i.e se obtuvo integrando con respecto a y;). Si' Y ~ g y A es medible
bajo la medida dominante, entonces
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P(Y' € 4) = /A LAy K (y,y)g(y)dy'dy

= [ Lol gl )
X g Waly, - up)g" (Was - yp)ldys - - dypdyy . . dy,
= AIA(y’)gz(yé\yi,--~,yp)-----gp(y;!y’l,---,y;_l)
X gy, Y2, Yp)dy2 - dypdyy - . - dy,

donde se combind g1 (yq|y2, -, Yp—1)9 (Y2, -- -, ¥p) = 9(¥},y2,...,Yp) Para y1. Ahora,
se escribird g(y5|y1, y3, - Yp) 9 (W1, U3 - Up) = 9(U1, Y2, - - -, Yp) Dara y2, obteniendo

P(Y' €A) = AIA(Y')gs(yélyi,yé,--.,yp)‘~-~9p(y;yi7-..,y;1)

X gy Yo Y3, Yp)dys - dypdy) ... dy,

continuando de esta manera se obtiene

P(Y' € A) —/Ag(yi,y;)dy

probando que g es la distribucion estacionaria. Por tanto, el Teorema (5.1) del Apéndice
A implica que Y® se distribuye asintéticamente como g y X® se distribuye asintética-
mente como f (integrando sucesivamente). O

Una prueba mas corta se puede hacer utilizando la estacionariedad de g después de cada
paso en los p pasos de (1.7.3).

Ahora, se analizard la irreductibilidad de la cadena de Markov generada por el Gibbs-
sampler.

Una condicién suficiente para la irreductibilidad de la cadena de Markov generada por
el Gibbs-sampler es la que propuso Besag (1974) y se establece a continuacion.

Definicién 1.7.2. (Condicion de positividad)

Sea (Y1,Ys,....Y,) ~ g(yi,v2,...,yp), donde g™ denota la distribucion
marginal de Y;. Se dice que g satisface la condicién de positividad cuando
gD w1),9P(y2), -, 9% (yp) > 0 implica que g(y1,ya, .- .,yp) >0
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Observacion 1.7.1.

Cuando se cumple la condicién de positividad el soporte de g es el producto cartesiano
de los soportes de los ¢(9’s. Ademas, las distribuciones condicionales no reduciran el rango
de los posibles valores de Y; cuando se comparan con g. En este caso, dos Borelianos arbi-
trarios del soporte se pueden juntar en una sola iteracion de (1.7.3).

Teorema 1.7.2.

Para el Gibbs-sampler (1.7.3), si la densidad g satisface la condicion de positividad,
entonces la cadena generada es irreducible.

Sin embargo, la condiciéon del Teorema anterior es dificil de verificar. Tierney (1994)
establecié una condicién un poco mas facil de verificar.

Lema 1.7.1.

Si el kernel de transicion asociado con (1.7.3) es absolutamente continuo con respecto
a la medida dominante, entonces la cadena resultante es Harris-recurrente.

En este caso, la condicién sobre el kernel de transicién proporciona una cadena irre-
ducible y por tanto se cumple la Harris-recurrencia. Una vez que se determina la irreductibil-
idad de la cadena asociada con (1.7.3), se pueden analizar propiedades de convergencia mas
complejas.

Esta condicion de continuidad absoluta sobre el kernel (1.7) se satisface en la mayoria
de las descomposiciones. Sin embargo, si uno de los ¢ pasos (i € {1,...,p}) se reemplaza
por una simulacion del algoritmo Metropolis-Hastings (como en el caso de los algoritmos
hibridos que se comentaran més adelante) se pierde la continuidad absoluta y es necesario
estudiar las propiedades de recursién de la cadena 6 bien instroducir un paso de simulacién
adicional que garantice la Harris-recurrencia.

De la propiedad de Harris-recurrencia se puede establecer el siguiente resultado.
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Teorema 1.7.3.

Supongase que el Kernel de transicion de la cadena de Markov {Y(®} del Gibbs-
sampler es absolutamente continuo con respecto a la medida dominante.

(i) Si h1,he € L'(g) tales que [ ha(y)dg(y) # 0, entonces

. (YD) [ hy(y)dg(y)

= , Ppara casi toda g
n=oo 3oL hao(Y®) [ ha(y)dy(y)

(ii) Si ademas, {Y ()} es aperédica, entonces

n—o0

i [ K" (9. v(do) ~ gllpy =0

para cualquier distribucién inicial v

También hay una condicién més general que permite movimientos en una vecindad min-
ima.

Lema 1.7.2.

Sean'y = (y1,---,%p) Y Y’ = (y1,---,¥,) y supoéngase que existe § > 0 tal que para
Y.y’ €sop(g), [y —y’'| <dy

gl(yz|y1) "ayi—17y§+17' ,?/;;) > 07 1= ]-727" Y Y

Si existe ¢’ < § para el cual casi cualquier pareja (y,y’) en el soporte de g se pueda
conectar mediante una sucesion finita de bolas de radios ¢’ con medida (estacionaria)
positiva de la interseccién de dos bolas consecutivas, entonces la cadena generada por
(1.7.3) es irreducible y aperiodica.

Observaciéon 1.7.2.

La formulacion tan laboriosa de esta condicién se necesita adaptar a aquellas situaciones
en las que el soporte de g no es conexo. v
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Corolario 1.7.1.

Las conlusiones del Teorema (1.7.3) se satisfacen si las cadena de Markov {Y®)}
del Gibbs-sampler tiene densidades condicionales g;(yily1,---,¥%i—1,Y; 1, - -»Yp) Que
satisfagan las suposiciones del Lema (1.7.2)

1.7.5. Gibbs-sampler y Metropolis-Hastings

Ahora se estudiara la relacidon exacta en los algoritmos Gibbs-sampler y Metropolis-
Hastings, considerando (1.7.3) como la composicién de p kernel Markovianos. Como se
mencioné antes, esta representacion no es suficiente para establecer la irreductibilidad ya
que cada uno de estos algoritmos Metropolis-Hastings por separado no genera una cadena
de Markov (dado que éste so6lo modifica una componente de y). De hecho, estos kernel nunca
son irreducibles ya que estan restringidas a subespacios de dimensiones menores.

Teorema 1.7.4.

El método de Gibbs-sampler (1.7.3) es equivalente a la composicion de p algoritmos
Metropolis-Hastings con probabilidades de aceptacién uniformemente igual a 1.

Demostracion:

Si se escribe (1.7.3) como la composicion de p algoritmos “elementales” que correspondan
a los p pasos de simulacién de la distribucion condicional, es suficiente demostrar que cada
uno de estos algoritmos tiene una probabilidad de aceptacion igual a 1. Para i € {1,...,p}
la distribucién instrumental en el i-ésimo paso estd dada por

QZ(y/‘y) = gl(y’i‘ylv M 7yi—17 yi-‘rlv yp)I(yi,...,yi,17yi+17yp)(ygﬂ R y7/;—l7 yg—i—l? y;:))
Y el cociente que define la probabilidad p(y,y’) es

9@Wawly) _ 9@W)giWilyr, - vio1, Yy, Up)
9Y)a(y'ly) 9 giWilyt, - - Yi-1, Yy+1, Yp)

gé(yz-lyl, e Yi—1, Yy+1, yp)gi(yi|yla s Yi1, Yy+1, yp)
gi(yz'|yl, e Yi1, Yy+1, yp)gi(yﬂyl, sy Yi1, Yy+1, yp)

I
—
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Notese que el Gibbs-sampler no es el tnico algoritmo MCMC que tiene esta propiedad.
En la seccion (1.5) se menciond que todo kernel g asociado con una cadena de Markov re-
versible con distribuciéon invariante g tiene una probabilidad de aceptacién uniformemente
igual a 1. Sin embargo, la probabilidad de aceptacion global para el vector (y; ...,y,) gen-
eralmente es diferente de 1 y un procesamiento de (1.7.3) como un algoritmo Metropolis-
Hastings con la que se obtiene una probabilidad de rechazo positiva.

En este andlisis global de (1.7.3) es posible rechazar algunos valores generados por
la sucesion generada por los pasos 1,...,p de este algoritmo. Esta versién del algoritmo
Metropolis-Hastings se puede comparar con el Gibbs-sampler original.

Una de las caracteristicas mas sorprendentes del Gibbs-sampler es que las distribuciones
condicionales g;(yi|yj-q) contienen suficiente informacion para generar una muestra de g.
Visto como problema de optimizacién esta metodologia se puede ver como la maximizacién
de una funcién objetivo sucesivamente en cada direccién de una base dada. Es bien sabido
que este método no necesariamente lleva a un maximo global pero puede terminar en un
punto de equilibrio.

Entonces es notable que las distribuciones condicionales completas g; resuman perfecta-
mente la densidad conjunta g(y), sin embargo, el conjunto de distribuciones marginales g®
no hacen este resumen adecuadamente. Antes de analizar el fenémeno subyacente primero se
considerard el caso particular p = 2, donde (1.7.3) se implementa a partir de dos distribu-
ciones condicionales ¢1(y1|y2) ¥ g2(y2|y1). El siguiente resultado muestra como se puede
obtener directamente la densidad conjunta a partir de las densidades condicionales.

Teorema 1.7.5.

La distribucién conjunta asociada con las densidades condicionales g; y g2 tiene la
densidad (valn)
92\y2|Y1
9(y1,y2) =

[ 2(ly)/g1(yilv)dv

Demostracion:

Recuérdese que ¢V y ¢ denotan las densidades marginales de Y; y Ya, respectiva-
mente. Entonces, se puede escribir

g(yhyz) = 91(y1!y2)9(2)(y2) = 92(y2\y1)9(1)(y1)

y por tanto, para cualquier y; € Y
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2) _ 92(y2[y1) (1)
I (y2)_91(y1|y2)g (1)

Como ¢(?)(-) es densidad, [ ¢(® (y2)dy2 = 1 y por tanto

/92(y2|y1)d 1

aiwilys) T gD(y)
]

Por supuesto que la obtencion de g(yi,y2) requiere la existencia y célculo de la integral

v
/ g2(v|y1) do
g1(y1lv)
Entonces, este resultado exhibe claramente la caracteristica fundamental de que g1 (y1|y2)
y 92(y2|y1) son suficientemente informativas para recuperar la densidad conjunta. Notese

que en este teorema (y en lo que queda de esta seccion) se esta haciendo la suposicion
implicita de que la densidad conjunta g(yi,y2) existe.

El caso general para enteros p > 2 es analogo al que se hizo en el desarrollo anterior y
lleva a lo que se conoce como el Teorema de Hammersley-Clifford.

Teorema 1.7.6. (Teorema de Hammersley-Clifford)

Bajo la condicién de positividad, la distribucién conjunta g satisface

/ /
yfj|y€17 . ’yﬁj_laygjjﬁl, . ’yfp)
/ 7 n
yﬁj‘ygla e 7y£j,1,y€j+1, v 7y€p)

P og(
g(yl,m,yp)ocjl;[lg(

para toda permutacion ¢ sobre {1,2,...,p} y todo ¢/ € Y

Este resultado es interesante desde el punto de vista de métodos de cadenas de Markov
Monte-Carlo ya que muestra que la densidad g se conoce (excepto quiza por una constante
multiplicativa) cuando las densidades g;(y;|y;j-) se conocen. Por tanto, es posible comparar
al Gibbs-sampler con alternativas como el método de Aceptacion-Rechazo 6 algoritmos
Metropolis-Hastings. Esto también implica que el Gibbs-sampler nunca es el Gnico método
disponible para simular de g y que siempre es posible incorporar pasos Metropolis-Hastings
en el Gibbs.
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1.7.5.1. Estructuras jerarquicas

Ahora se analizard brevemente un estructura para la cual el Gibbs-sampler se puede
adaptar bien: los modelos jerdrquicos. Estas son estructuras en las cuales (por razones
computacionales o estructurales) f se puede descomponer (para I > 0) como

f(z) :/fl(x|zl)f2(zl|z2)”'fI(ZI|ZI+1)fI+1(ZI+1)d21‘--dZI+1

Dichos modelos aparecen naturalemente en analisis Bayesiano de modelos complejos en
los que se tiene informacién previa o la variabilidad de las observaciones requiere considerar
varios niveles de distribuciones a priors.

Para algunos casos de modelos jerdrquicos se puede probar que las cadenas de Gibbs
asociadas son uniformemente ergodicas. Generalmente se tiene que hacer un analisis caso
por caso para probar esto y aparecen cadenas {X®} y {Z(®)} tales que X+ se genera
condicionalmente sobre z® y Z(+1) ge genera condicionalmente sobre z(!t1). Esto corre-
sponde a la técnica que se conoce como data augmentation que se describird mas adelante.
Este caso particular del Gibbs-sampler simplifica el estudio de las propiedades probabilis-
ticas del algoritmo ya que cada cadena se analiza por separado sin perder relacién con las
demas. Sin embargo, esta caracteristica ya no se cumple cuando p > 3 ya que las subcade-
nas {Yl(t)}, cee {Y},@} no satisfacen la propiedad de Markov aunque {Y®} si. Por tanto,
no hay kernel de transiciéon asociado con {Yi(t)} y el estudio de la ergodicidad uniforme sélo
puede considerar a un vector de p — 1 de las p componentes de {Y(t)} ya que en general,
el kernel original puede no estar uniformemente acotado por abajo. Si z1 := (y2,...,¥p), la
transicion de z; a z} tiene el kernel

Kl(zlaz/l):/y g1 (W 120)g2(Waly1 yss - - Yp) - Gp(WpLlWh, Yoy - -5 Up—1)dYy)
1

aunque se pueda acotar uniformemente a Ki, generalmente es imposible lograr una
minorizacién uniforme de K.

1.7.6. El Gibbs-sampler de dos etapas

Un problema comin cuando se estudian propiedades probabilisticas del Gibbs-sampler
es que complicado hacer un analisis por componentes, por lo que se prefiere un estudio
de manera global. Como se mencioné en la seccién anterior, un anélisis por componentes
del Algoritmo (1.7.3) muy pocas veces es interesante (factible) ya que los correspondientes
algoritmos Metropolis-Hastings no son irreducibles y las correspondientes sucesiones {Yi(t)}
no son cadenas de Markov. Sin embargo, en el caso particular p = 2 si se puede hacer una
descomposicién en dos pasos y por tanto se puede estudiar de forma més detallada el Gibbs-
sampler.
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1.7.6.1. Estructuras duales de probabilidad

El método de data augmentation es un caso particular de algoritmo (1.7.3), donde f
es completada en g y « en y = (y1,y2) de tal forma que ambas densidades condicionales,
91(y1]y2) vy 92(y2|y1) sean conocidas (recuérdese que y; y y2 pueden ser vectores o escalares).

Algoritmo 1.7.5. (Algoritmo Data Augmentation)
Dado y®,

Yl(t—‘rl)

1. Simular ~ g(y1 \yét))

2. Simular Y3V ~ g(yalyt)

Este método lo propusieron Tanner & Wong (1987) al margen del Gibbs-sampler, aunque
quizé si inspirado en el algoritmo EM de Dempster et al. (1977) y métodos de restauracion
estocéstica. Desde esta perspectiva de estructuras de datos faltantes, cuando la distribucién
se puede simular se puede escribir como la distribucién marginal

ﬂ(ﬁ]m)oc/f(x,zle)ﬂ(e)dz

Las aplicaciones de este método no estén restringidas a problemas de datos faltantes.

Lema 1.7.3.

Las sucesiones {Yl(t)} y {YQ(t)} generadas por el Algoritmo (1.7.5) es una cadena de
Markov con distribuciones estacionarias

9P (1) :/g(yl,yz)dyz, g (1) :/g(yl,yz)dyl»

respectivamente. Si la restriccién de positividad sobre g se cumple, ambas cadenas
son fuertemente irreducibles.

Demostracion:

Notese que {Yl(t)} estd asociada con el kernel de transicién

Ki(y1,9h) = /gl(yilyz)gz(ya\yl)dyz
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por tanto, Yl(t) se simula condicionalmente sélo sobre yitil) vy es independiente de

Yl(t72), Yl(tfs), ... (dado y%til)). Por tanto, {Yl(t)} es una cadena de Markov.

Bajo la restriccion de positividad, si g es positiva, entonces g1 (y]|y2) es positiva sobre
el soporte proyectado de g y todo Boreliano de ) se puede visitar en una sola iteracion de
(1.7.5) y por tanto se cumple la irreductibilidad fuerte.

Anélogamente se prueba lo correspondiente para {YQ(t)} O

Este razonamiento tan sencillo prueba que si sélo la cadena {Yl(t)} es de interés y se
cumple la condicion g (yj|y2) > 0 para cada pareja (Y{,Y2), entonces la irreductibilidad

se cumple. La cadena dual {Yz(t)} se puede utilizar para establecer algunas propiedades
probabilisticas de {Yl(t)}.

1.7.6.2. Cadenas reversibles y entrelazadas

Liu et al. (1994) mostraron que el Gibbs-sampler de dos etapas, 6 equivalentemente el
data augmentation, tiene una propiedad estructural muy fuerte. Las dos cadenas, la ca-
dena de interés {X®} y la cadena instrumental (6 dual), {Y(Y)}, satisface una propiedad
de dualidad conocida como entrelazamiento. Esta propiedad es caracteristica del data aug-
mentation y las tnicas cadenas de Gibbs-sampling que satisfacen esta propiedad son las
asociadas con el kernel de tipo data augmentation.

Definicién 1.7.3. (Propiedad de entrelazamiento)

Se dice que dos cadenas de Markov {X®} y {Y®} son conjugadas con la propiedad
de entrelazamiento si

(i) Dado Y®, X® y X(+1) son independientes.
(ii) Dado X® Y (=1 v y(® son independientes.

(iii) (X®, vy y (X® y®) son idénticamente distribuidos bajo estacionar-
iedad.

En la mayoria los casos cuando se tienen cadenas entrelazadas hay mas interés en una
de las cadenas. La propiedad de entrelazamiento siempre se cumple en el método de data
augmentation. Notese que la cadena (X, Y(®)) no necesariamente es reversible en el tiem-

po.
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Lema 1.7.4.

Cada una de las cadenas { X} y {Y (D)} generadas por el algoritmo de data augmen-
tation es reversible y la cadena (X ®, Y(t)) satisface la propiedad de entrelazamiento.

Demostracion:
La reversibilidad de cada cadena (propiedad que es independiente del entrelazamiento)
es inmediata de la condicion de balance detallado. Considérese (X, Yp) que se distribuye

como g (la distribucién estacionaria), con distribuciones marginales ¢® (z) y ¢/ (y). En-
tonces, si

Ky (w0, 21) = / d2(y0l0)gn (1 |y0)dyo

es el kernel de transicion de {X®},

4D (@)K (z0,01) = 92 (o) / 42(y0l0)9n (1 [yo)dyo
90, y0)gn (1lyo)dyo,  pues g (z0) / o0, 90)dyo
92(yolz1)g® (21)

/
/ 9V () 7

= ¢@(a1)K1 (21, 20)

@)
pues g1 (z1|yo) = 92(?/0%1))9 (z1)
9 (yo)

g(x07 yO)

Por tanto {X ()} es reversible. Analogamente se prueba que {Y()}, i.e. si Ky es el kernel
asociado, se satisface la condicién de balance detallado

9 (yo) Ka(yo, y1) = 9 (y1) K2 (y1, %0)

La construccion de cada cadena satisface (i) y (ii) de la definicion de cadenas entre-
lazadas. Para probar la propiedad (iii) notese que la densidad conjunta e Xo y Yy es

Ty
P(Xo<z,Yy<y) = / / g(v, u)dudv

v la densidad conjunta de X; y Y es

Ty
P(X; <x,Y) <y) = / / g1 (v|u)g(1)(u)dudv
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ya que

n@u)gVw) = [ g ,u)dv'

g1(v Iu 91(v'[u) g™ (u)dov'

——

= g(v,u

L {X } {Y } estan entrelazadas
O

Para garantizar que (X ), Y (®)) es reversible se debe agregar un paso adicional en (1.7.5).

Algoritmo 1.7.6. (Data augmentation reversible)
Dado yét),

1. Simular W ~ g; (w]y(t))
2. Simular YZ(tH) ~ g2(y2|w)

3. Simular Yl(t+1) ~ g (y1|y§t+1))

En este caso,

(V1,Y2,Y],Y5) ~ g(yl,w)( gl(wlyz)gz(yélw)dw>gl(yilyé)

= g(yi,yé)< gQ(j' )g(w,yz)dw> 91(y1ly2)

91(y5)

0 <w|y;>gz<y2\w>dw) a1 (3ny2)

\\\

= 91, v) (

se distribuye como (Y7{,Y7,Y1,Ys).

El Gibbs-sampler de (1.7.3) también se conoce como Gibbs-sampler de escaneo sistemdti-
co 6 de barrido sistemdtico ya que la trayectoria de la iteracién se sigue sisteméticamente
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en una direccién. Tal metodologia lleva a una cadena de Markov no reversible, pero se
puede construir un Gibbs-sampler reversible con escaneo simétrico. El siguiente algoritmo
garantiza la reversibilidad de la cadena {YV(®)}.

Algoritmo 1.7.7. (Gibbs-sampler reversible)

Dado (yét), e Z(f)), generar

LYy~ gl(yl|y£t)> R I(f))

2. Y5 ~ gz(yzly’f,y?), 25

* * * t
p—].. )/pfl ~ gp—l(yp—l‘y17 s ?yp727yl(7 ))

t+1 * *
b- Yé( ) ng<yp|y17"‘7yp71)

t+1 * * t+1
p+]. }/p(—l ) Ngp—l(yp—1|y17”'7yp72ﬂyl(7 ))

i t+1 t+1 t+1
1 YD g (YY)

Liu et al. (1995) propusieron una alternativa a (1.7.7) que se conoce como Gibbs-sampler
con escaneo aleatorio en donde la simulaciéon de cada componente de y se hace en orden
aleatorio en cada transicion. Esta modificacion de (1.7.3) genera una cadena reversible con
distribucién estacionaria g y se usa cada valor que se simula.

Algoritmo 1.7.8. (Gibbs-sampler de barrido aleatorio)

1. Generar una permutaciéon o € G,

1
o

2. Simular ~ Goy (yallyj(»t),j # 01)

p+1. Simular YU(;H) ~ Yo, (ygp|y](~t+1),j # 0p)
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Este algoritmo mejora al algoritmo (1.7.7) en el sentido de que usa s6lo una simulacién
de las dos.

1.7.6.3. Covarianza mondétona y Rao-Blackwellizacién

Algunas veces, condicionando a un subconjunto de las variables simuladas se puede
mejorar significativamente al estimador empirico en términos de varianza mediante un “re-
ciclado” de las variables rechazadas. Desde su génesis, el Gibbs-sampler no permite este
tipo de reciclaje ya que se acepta todo valor simulado. Sin embargo, Gelfand & Smith
(1990) propusieron un tipo de condicionamiento, que si “reocupa” variables, conocido como
Rao-Blackwellizacion. La Rao-Blackwellizacion se basa en la identidad

g1(y1) = /gl(yllYm---,yp)gl(yz,--.7yp)dy2---dyp

v reemplaza

con

T
1 ¢
by = 7 ;Ewwyé L)

ambos estimadores convergen a E(h(Y7)) y bajo la distribucion estacionaria también son
insesgados. Con la identidad de varianza iterada, Var(U) = Var(E(U|V)) + E(Var(U|V))

se tiene que

Var[E(h(V)[Ys", ..., Y )] < Var(h(Y1))

Esto permitio que Gelfand & Smith (1990) sugirieran usar d,4 en vez de dg. No obstante,
la desigualdad anterior no es suficiente para concluir acerca de la dominiaciéon de 9,4 cuando
se compara con g pues falla al comparar la correlacion entre las Y’s. La dominacién de
0o por d, se puede establecer en muy pocos casos; Liu et al. (1994) mostraron que esta
dominacién si ocurre en el caso de data augmentation.

La idea es dar un criterio de dominaciéon. Para esto, se necesitaran algunos resultados
previos.
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Lema 1.7.5.
Si he L£2(g(2) ysi {X®} se entrelaza con {Y )}, entonces

Cov(h(YD), h(Y®)) = Var(E(h(Y)| X))

Demostracion:

Suponiendo que Eg, (h(0)) =0,

Coo(h(Y ™), h(y®)) = E [n(y)ay®)]
= E[E( ) XP)ER(Y @) x?)
= E[E(h(y™)|x®)] = Var (B(h(Y)|X))

donde la segunda igualdad se sigue del Teorema de esperanza iterada y la independencia
del la propiedad de entrelazamiento. La ultima igualdad simplemente es una aplicacién del
la propiedad (iii) de la definicién de cadenas entrelazadas. |

Proposicién 1.7.1.

Si {Y(t)} es una cadena de Markov con la propiedad de entrelazamiento, entonces
las covarianzas

Cov(h(Y W), h(Y®))

son positivas y decrecientes como funcién de t para todo h € £2(g(2)).

Demostracion:

Por el lema anterior, inductivamente se tiene que

Cov(h(Y W), h(Y D)) = E[B(h(Y)|X)ERX)XD)]
— Var B[ EEMRY)X)Y)--])

donde el tltimo término involucra ¢ — 1 esperanzas condicionales alternadamente en X
y en Y. La desigualdad en t se sigue directamente de la desigualdad sobre las esperanzas
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condicionales Var[E(h(Y1)[V), ..., V)] < Var(h(¥1)) 0

Teorema 1.7.7.

Si {X®1 y {Y®} son dos cadenas de Markov entrelazadas con distribuciones g;
v g2, respectivamente. Entonces el estimador §,;, domina al estimador &g para todo
funcion h € L(g;) (i = 1,2).

Demostracion:

Suponiendo que Eg, (h(X)) = 0 y considerando los estimadores

1 & 1
b= 5 D h(XO), 6= ERX)YY)]
t=1 t=1
se tiene que
Var(G) = 75 3 Coo(h(X), h(X)
= % ZVar E[--ERX)IY)---])

Var(6,) = %Zcmj (E[h(X)|Y(t)],E[h(X)|Y(S)])
= Y Var B[ EERX)Y)IX) )

con |t — t'| esperanzas condicionales en la expresion de Var(dy) y [t — t'| + 1 esperan-
zas condicionales en la expresion de Var(d,p), por tanto es suficiente comparar Var(dy) y
Var(d,p) término a término y finalmente Var(dg) > Var(dyp). O

Una primera pregunta natural en Rao-Blackwellizacion es cudndo habra una reduccion
de varianza considerable si el tamafnio muestra se incrementa (6 bien el ntumero de iteraciones
de Monte-Carlo). Esta idea fue estudiada por Levine (1996) y formulé este problema en tér-
minos de la eficiencia relativa asintética de dg con respecto a su version Rao-Blackwellizada,
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6rb = F ST E[R(X)|Y®] en el que las parejas (X, Y®)) se genera a partir de un Gibbs-
sampler bivariado. La eficiencia relativa asintdtica es el cociente de las varianzas de la
distribucién limite para los dos estimadores, que estan dadas por

05, = Var(h(X'?)) + 2i Cov (R(X®), h(X )
k=1

03, = Var (E[R(X)[Y]) + i Cov (E[h(X(U))]Y(O)],]E[h(X(k))‘y(k)])
k=1

o2

Levine (1996) concluy6 que —% > 1y la igualdad se cumple si y s6lo si Var(h(X)) = 0.

g
Srb

Liu et al. (1995) extendieron la proposicion anterior al caso del Gibbs-sampler aleatorio,
donde todo paso s6lo actualiza una sola componente de y. En (1.7.3) se define una distribu-
cién multinomial o = (o1, ...,0p).

Algoritmo 1.7.9. (Gibbs-sampler aleatorio)
Dado y®

1. Seleccionar una componente v ~ o

YV(tJrl)

2. Generar (t+1), ()
: J

t . .
~ gu(yuly](- ) j#v)y tomar y y; para j # v

Notese que aunque (1.7.9) sélo genera una componente de y en cada iteracion, la cade-
na resultante es fuertemente irreducible debido a la eleccién aleatoria de v. Esta también
satisface la siguiente propiedad.

Proposiciéon 1.7.2.

La cadena {Y(®} que genera el algoritmo (1.7.9) tiene la propiedad de que para
cualquier funcion h € £5(g), la covarianza Cov(h(Y ), h(Y ®)) es positiva y decre-
ciente en t.

Demostracion:

Si se supone que Eg4(h(Y)) = 0, entonces
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E[E[(Y O)hy D)y = v, (v}, j £ )]

M@

E h(Y@))h(Y(t))] —
1

S
I

I
M"S

EE (Y)Y, j # )]
1

[E2[A(Y)lv, (Y;,5 # v)]]

S
Il

=

gracias a la reversibilidad de la cadena y la independencia de Y y Y condicional-

mente con vy (y(o)

Y # v). Recursivamente se tiene que

I [h(Y(O))h(Y(t)) = Var (E[---E[E[L(Y)|v, (Y, 5 #V)I[Y]---])

donde el segundo término involucra ¢ esperanzas condicionales sucesivamente en (v, (y;,j #
v)yenY. O

Otro beneficio considerable de la Rao-Blackwellizacion es un método elegante para la
aproximaciéon de densidades de diferentes componentes de y. Como

T
1 L
oo gy i # )
t=1

es insesgado y converge a la densidad marginal g;(y;) si éstas densidades condicionales
son conocidas (en una forma cerrada) y por tanto es innecesario (ineficiente) utilizar méto-
dos no parametricos para la estimacion de densidades (tal como los métodos de kernel).

1.7.6.4. El principio de dualidad

La Rao-Blackwellizacidn muestra una diferencia interesante entre la pespectiva estadis-
tica y el uso de la simulacién en el sentido de que las aproximaciones que se usan en el
estimador no involucran directamente a la cadena de interés. Ahora se analizaré este feno-
meno desde un punto de vista mas fuerte que simplemente mejorar la varianza de algunos
estimadores; ahora se tendra como objetivo estudiar las propiedades de convergencia de la
cadena de interés, {X®}, basados en la cadena instrumental {Y®} atn cuando estd no
estd relacionada con el problema de inferencia. Diebolt & Robert (1993, 1994) se refieren
al uso de esta cadena dual como Principio de dualidad. Aunque este principio se motivo
desde una perspectiva del algoritmo data augmentation, éste se extiende a otros métodos
de Gibbs ya que es suficiente que la cadena de interés {X (t)} se genere condicionalmente a
otra cadena {Y (M} (que tiene algunas propiedades probabilisticas interesantes).
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Teorema 1.7.8.

Considérese una cadena de Markov {X®} y una sucesion de variables aleatorias
{Y®} generada a partir de las distribuciones condicionales

XOWO ~ rn(aly®), YEDEO, 40 ~ f(yla,y0)

Si la cadena {Y (M} es ergodica (o geometrlcamente o uniformemente ergodica) y
7Ty(0) denota la distribucion de {X®} asociada con el valor inicial (@), entonces la

norma H?TZ(()) —7||7v se va a cero conforme ¢ se va a infinito (6 bien a cero geométrica

o uniformente con tasa acotada).

Demostracion:
El kernel de transicién es
K(y,y) =/X7r(x!y)f(x'\x,y)dw
Si ft(0> es la densidad marginal de Y®) | entonces la marginal de X es
Y

@M@ZLﬁW@@MW@

y la convergencia de la cadena {X®)} se deba a la convergencia de {YY)}. La variacion
total de la cadena {X®} esta dada por

1
7o) = 7llrv = /)th)(iﬁ)—ﬂ(ﬂf’)‘d%’

_ L/V°xyy@> f )y

< 5 [, o) - 1wty
= Ilfy0 — fllzv

Por tanto, las propiedes de convergencia de ||ft(0) — fllry se “transfieren” a HT('Z(O) —7||7v.

dzx

Ambas sucesiones tiene la misma velocidad de convergencia ya que

1£,% = fllrv < lmpo = wllzv < llfyo = Fllzv
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Cuando la espacio de estados de la cadena {Y(t)} es finito, el principio de dualidad es
un poco mas sencillo.

Teorema 1.7.9.

Si {Y(t)} es una cadena de Markov con espacio de estados finito Z tal que para
cualesquiera (k,z) € X x )

P(YUY = jla,y) >0

Entonces la sucesion {X®} que se obtiene de {Y (Y} mediante el kernel de transiciéon
7(z|y®) es uniformemente ergodica.

Demostracion:

Sea

pij = /P(Y(t“) = jlz, ¢y = i)w(x|y® = i)dx, i,jey
Si se define la cota inferior p := min; jey{pi;} > 0, entonces

key

y por tanto, para cualquier ¢ € Y
o0
S P =iy =i) =0
t=1

Es decir, la cadena es positiva recurrente con distribucién limite

g = lim P(YW = i|y® =)

t—o00

Entonces, por el teorema anterior {X®} es ergodica. Y por la finitud de Y, {X®} es
uniformemente ergodica. O

Observacion 1.7.3.

Notese que este resultado de convergencia no impone restricciones en la transicion
m(x|y), por ejemplo que no necesariemente sea positiva. v
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Las afirmaciones de los dos teoremas anteriores se complican por el hecho de que {X (t)}
no necesariamente es una cadena de Markov y por tanto no se pueden aplicar los resulta-
dos de ergodicidad y ergodicidad geométrica. Sin embargo, sigue habiendo una distribucion
limite 7 para {X®)} que se obtiene a partir de una transformacion de la distribucién limite
de {Y®} mediante la transicion 7(z|y). En el algoritmo data augmentation esta formlacion
es menos complicada.

Corolario 1.7.2.

Sean {X®)} y {Y (M} cadenas de Markov entrelazadas. Si {X®)} es ergodica (6 bien
geométricamente ergodica), entonces {Y (M} es ergodica (6 bien geométricamente
ergodica).

Finalmente, se analizara brevemente la tasa de convergencia y se vera que el Principio
de dualidad se sigue cumpliendo y la tasa es la misma entre la cadena original y su dual.

Proposicién 1.7.3.

Si {Y(t)} converge geométricamente en un espacio de estados compacto y con tasa
de convergencia p, entonces existe Cp € R tal que

IE(R(X D)y ) = E™(h(X))|| < Crp!

para cualquier funcion h € L'(7(-|x)) uniformemente en y© € V.

Demostracion:

Sea h(z) = (hi(x),...,hq(x)),
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[EGEO) ) ~ET XD = 3 (Bh(XO)y®) —E(h(x)))’

M-

=1

a |l

2

= hi(@)[r" (z]y ) — 7 (2)]dz

> (f meel )

d 2
= hi(@)m(@ly) [ 1 wly@) — f(y))dydz

d
< ZSUPEQHhi(X)!|y]4Hf£<o> — fliFv

i—1 VY
< 4dm§iX21€15E2[|hi(X)\|?J]”f£(o> — fliFy

1.7.7. Gibbs samplers hibridos
1.7.7.1. Comparacién con algoritmos Metropolis Hastings

A priori, cuando se compara un método de Gibbs con un algoritmo de Metropolis-
Hastings se favorecera al primero, ya que éste se obtiene de las distribuciones condicionales
de la verdadera distribucién f, mientras que un kernel Metropolis-Hastings se basa en una
aproximacion de su distribucion f. En particular, el Gibbs-sampler es més claro (desde su
construccion) ya que no tiene una “mala” eleccion de la distribuciéon instrumental y por
tanto no permite rechazos.

En esta seccién se intentard observar que la disponibilidad y aparente objetividad del
Gibbs-sampler no necesariamente justifica su uso. Visto como una combinacién de algorit-
mos Metropolis-Hastings, el Gibbs-sampler estd compuesto de subalgoritmos que no son
validos ya que no necesariamente generan cadenas de Markov irreducibles, {Y(t)}. S6lo una
combinaciéon de un namero suficiente de algoritmos Metropolis-Hastings permite asegurar
la validez del Gibbs-sampler. Esta estructura de composicién también es una debilidad del
método ya que una descomposicion de la distribucion conjunta f dado un sistema de coor-
denadas particular no necesariamente coincide con la forma de f, i.e. una eleccién incorrecta
del sistema de coordenadas puede “atrapar” al correspondiente Gibbs-sampler en una de las
componentes conexas del soporte de f. Hills & Smith (1992, 1993) analizaron ejemplos en
los que una parametrizaciéon incorrecta del modelo incrementa significativamente el tiempo
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de convergencia del Gibbs-sampler.

Para mostrar una analogia, recuérdese que cuando una funcién v(yi, . .., yp) se maximiza
via una componente a la vez, la solucién que se obtiene no siempre es satisactoria ya que
ésta puede corresponder a un punto de equilibrio 6 a un méaximo local de v. Andlogamente,
la simulaciéon de una sola componente en cada iteracion de (1.7.3) restringe las posibles
excursiones de la cadena {Y(t)} y esto implica que el Gibbs-sampler generalmente converg-
eran lentamente.

Este defecto intrinseco del Gibbs-sampler lleva a un fenémeno parecido al de conver-
gencia a maximos locales en algoritmos de optimizacién, que se expresan mediante fuertes
atracciones a las modas locales y por tanto es dificil explorar todo el soporte de f.

1.7.7.2. Mezclas y ciclos

Las desventajas entre los algoritmos Metropolis-Hastings son diferentes de las del Gibbs-
sampler y generalmente estan relacionados con la relacion entre f y su distribuciéon instru-
mental. Ademés, la libertad que tienen los métodos Metropolis-Hastings a veces permite
“resolver” esos inconvenientes mediante la modificacion de alguna escala (parametros o
hiper-parametros).

Comparado con el Gibbs-sampler, un falla de los algoritmos Metropolis-Hastings es que
se pasan por alto algunos detalles de la distribucién f si la simulacién es muy burda. Sin
embargo, segun Tierney (1994), se pueden aprovechar las ventajas de ambos algoritmos
para implementar un metodologia hibrida, que utilice algoritmos Metropolis-Hastings y
Gibbs-sampler.

Definicion 1.7.4.

Un algoritmo MCMC hibrido es un método de Cadena de Markov Monte-Carlo que
utiliza, simultaneamente pasos de Gibbs-sampler y pasos de Metropolis-Hastings. Si
Ky, ..., K, son los kernel correspondientes a estos diferentes pasos y si (a1, ..., a,) es
una distribucién de probabilidad, una mezcla de K1, ..., K, es un algoritmo asociado
con el kernel

K=aKi+...4a,K,

y un ciclo de Kj,..., K, es un algoritmo asociado con el kernel

K*=o01Kj0...00,K,

donde “0” es la composicién usual de funciones.
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Esta definicién es un poco ambigua pues ya se menciond que el Gibbs-sampler es una
composicién de varios kernel Metropolis-Hastings, i.e. un ciclo segtun la definicién anteri-
or. Sin embargo, la esta definicién se debe entender como un procesamiento de algoritmos
MCMC donde la cadena bajo estudio es una subcadena, {Y(kt)}, de la cadena generada por
el algoritmo.

Desde una perspectiva de velocidad de convergencia del Gibbs-sampler, la definicion
anterior permite considerar modificaciones del algoritmo original en el cual cada m itera-
ciones, (1.7.3) se reemplaza por un paso Metropolis-Hastings con dispersion mas grande; 6
alternativamente, en cada iteracion, el paso Metropolis-Hastings se selecciona con probabil-
idad 1/m. Estas modificaciones son particularmente utiles para evitar “efectos de captura”
relacionados con las modas locales de f.

Las metodologfas hibridas también son validas desde un punto de vista teérico, cuando
la heterogeneidad de las cadenas generadas por ciclos se quita al considerar sélo las sub-
cadenas {Y (™)},  Una composicion de kernels asociados con distribuciones estacionarias
idénticas a f, lleva a un kernel con distribucion estacionaria f. La irreductibilidad y la ape-
riodicidad de K se sigue directamente de la irreductibilidad y aperiodicidad de los kernels
K;. En el caso de un ciclo, ya se dijo que la irreductibilidad de K* para el Gibbs-sampler
no requiere de la irreductibilidad de sus kernels componentes y generalmente se necesita un
estudio més profundo del algoritmo. Tierney (1994) propuso condiciones suficientes para la
ergodicidad uniforme.

Proposicién 1.7.4.

Si K7 y K2 son dos kernel con la misma distribucién estacionaria f y Kj genera
una cadena de Markov uniformemente ergodica, entonces K = aK; + (1 — a)Ko,
(v € (0,1)) es uniformemente ergodico. Ademés, si X' es un conjunto pequeno para
K1 con m =1, entonces los ciclos K1 o Ko y Ko o K7 son uniformemente ergddicos.

Demostracion:

Si K7 genera una cadena de Markov uniformente ergodica, entonces existe m € NT,
ém > 0y una medida de probabilidad v, tal que para cualesquiera x € X, A € Z(X)

K" (z,A) > emvm(A)

por tanto se tiene una condicién de minorizacién
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(aK1+ (1 —a)K2)™(x,A) > ™ K" (x, A) > aepnvm(A)

Si X es un conjunto pequeno para Ki con m = 1 de nuevo se tiene condiciones de
minorizaciéon

(K10 Ko)(z,A) = /A/XKQ(:L',dy)Kl(y,dz)

> €1V1(A)/)(K2(l',dy):€11/1(14)

(Kp o K1)z, A) — /A /X K (2, dy) Ko (y, d2)

> o /A /X w1 (dy) Ko, dy) = e (K 0 1)(A)

Como en ambos casos se tienen condiciones de minorizacion, se cumple la ergodicidad
uniforme. O

Con estos resultados se observa que es posible generar un kernel uniformemente ergodico
de un algoritmo Metropolis-Hastings independiente con distribucién instrumental g tal que
f/g esté acotado. Por tanto, los algoritmos MCMC hibridos se pueden utilizar para imponer
las ergodicidad uniforme casi de forma automatica.

1.7.7.3. “Metropolizacién” del Gibbs-sampler

Los algoritmos MCMC hibridos frecuentemente son tutiles en un nivel elemental del
proceso de simulacion, i.e. cuando algunas componentes de (1.7.3) no se puede simular fa-
cilmente. En vez de buscar un algoritmo mas particular como el de Aceptacién-Rechazo
en cada uno de estos casos, se puede utilizar un Gibbs-sampler alternativo propuesto por
Miiller (1991, 1993). En el i-ésimo paso de (1.7.3) donde es dificil simular de g;(y;|y;, j # ©)
se sustituye por una simulacion de la distribucion instrumental ¢;. En (1.7.3), la modifi-
cacion de Miiller es
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Algoritmo 1.7.10. (MCMC hibrido)

Parai=1,...,p, dado (y%tﬂ)7 . ,ygfjil),ygt), ce ;(,t))
1. Simular gz ~ Qi(yi‘y§t+1)7 s 7%@7 yZ(j_)la AR th))
2. Hacer

)

(t+1) ygt) con probabilidad 1 — p
y;  con probabilidad p

donde

(t+1) (t+1) (1) (1) (t)

~ o (t+1 t+1) (¢ t
gi(yi\zA ),---7y§,1 >7y§+)1,---7y§))
qi(gi|y1 ¥ Y Y Yp )

p:=min< 1,
gi(y§t>\y§t+l>7---,yf;t_+11),ygi)l,---,yff))
qi(ygt)IyYH)7---7y£tf11)7ﬂi,y§i>1,---7y;(f>)

Se debe notar que en esta sustitucién, el paso Metropolis-Hastings sélo se usa vez en
una iteracion de (1.7.3). Por tanto, el paso modificado genera una sola simulacion de g; en
vez de interntar aproximar g;(y;|y;,j 7 ¢) con mas precisién que generando 7" simulaciones
de ¢;. Hay al menos dos razones para esta eleccion:

s El algoritmo hibrido resultante es vilido ya que g es su distribucién estacionaria.

» Kl Gibbs-sampler también intenta una aproximaciéon de g. Para dar una aproximacion
més precisa de g;(yi|y;,j # i) en (1.7.10) no necesariamente lleva a una mejor aprox-
imacién de g y el reemplazo de g; por ¢; puede mejorar la velocidad de la cadena.

Cuando varios pasos Metropolis-Hastings aparecen en un algoritmo de Gibbs ya sea por
distribuciones condicionales completas complicadas ¢ por problemas de convergencia, Miiller
(1993) propuso implementar un sélo paso de aceptacion después de p simulaciones condi-
cionales. Este método es mas tardado (en términos de tiempo) pero el algoritmo resultante
se puede escribir como un Metropolis-Hastings en vez de una combinacién de algoritmos
Metropolis-Hastings. Ademas, se tendra una aproximacion, ¢(y), de la distribucion g(y) en
vez de aproximaciones locales de las distribuciones condicionales de los subvectores y;.

Se terminard esta secciéon con un resultado de Liu (1995) que establece que en espa-
cio de estados discreto, se puede mejorar al Gibbs-sampler con pasos Metropolis-Hastings.
Esta mejora se expresa en términos de una reduccién de la varianza de la media empiri-
ca de los h(y®)’s de método de Metropolis-Hastings. Esta metodologia se conoce como
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Metropolizacion y se basa en el siguiente resultado de Peskum (1973).

Lema 1.7.6.

Considérese dos cadenas de Markov reversibles con espacios de estados numerables,
con matrices de probabilidades de transicién 77 y 15 tales que T7 < T». La cadena
asociada con Ty domina a la cadena asociada con 717 en términos de varianzas.

Notaciéon 1.7.1.

Ty < T5 significa que las entradas de Ts fuera de la diagonal son mas grandes que las
entradas de 77 fuera de la diagonal. v

Dada una distribucion condicional g;(y;|y;j,j # i) sobre un espacio discreto, la mod-
ificacion propuesta por Liu (1995) se usa para incorporar un paso Metropolis-Hastings
adicional.

Algoritmo 1.7.11. (“Metropolizacion” del Gibbs-sampler)
Dado y®,
1. Simular z; # ygt) con probabilidad
gz‘(zi\yj(t)vj # 1)
1 gy 5 # 1)

(t+1)

i

con probabilidad

, 1—gi(w" 15 # 1)
min < 1, O
1= gi(zly; ", # 1)

2. Aceptar y

La probabilidad de movimiento de ygt) a un valor diferente es més alta en (1.7.11) que

en el Gibbs-sampler original. El lema anterior implica el siguiente resultado de dominacion.
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Teorema 1.7.10.

La modificacion (1.7.11) del Gibbs-sampler es més eficiente en términos de varianzas.

1.7.8. A prioris impropias

Ahora se discutird acerca de un problema cuando se utilizan mal los algoritmos Metropolis-
Hastings, en particular el Gibbs-sampler.

Se sabe que el Gibbs-sampler esta basado en las distribuciones condicionales que se ob-
tienen de f(x1,...,24) 6 g(y1,...,Yp). Esto se complica particularmente cuando se pueden
hacer simulaciones pero estas no corresponden a una distribucién conjunta g, i.e. la funcién
g en el Teorema de Hammersley-Clifford puede que no sea integrable. Puede ocurrir el mis-
mo problema cuando se utiliza una relacion de proporcionalidad como 7(0|x) o< 7w(0) f (x|6)
para obtener un algoritmo del tipo Metropolis-Hastings para () f(z|6).

Este no es un “defecto” del Gibbs-sampler, incluso tampoco del filoséfico concepto de
simulacién; pues la “distribucién” g no existe en estos casos de no integrabilidad. El prob-
lema en realidad es que algunas veces se utiliza sin cuidado el Gibbs-sampler en aquellas
situaciones en las cuales las suposiciones subyacentes no se cumplen. Entonces, se debe
tener cuidado cuando se utilizan algoritmos MCMC en situaciones en las cuales, en una
perspectiva Bayesiana, se estan utilizando a proris no informativas.

Cuando se utilizan distribuciones posteriores a prori, se puede analizar desde un punto
de vista tedrico el comportamiento del Gibbs-sampler como se hace en Hobert & Casel-
la (1996, 1998). Por ejemplo, las cadenas de Markov asociadas no pueden ser positivo-
recurrentes ya que la medida o-finita asociada con las distribuciones condicionales en el
Teorema de Hammersley-Clifford es invariante. Sin embargo, el reto mas grande en dichos
problemas se presenta cuando se tiene sospecha que algo anda mal con la medida esta-
cionaria y generalmente se puede “resolver” revisando de nuevo la distribucién a priori.

Una primera propuesta para verificar que el Gibbs-sampler se comporte adecuadamente
es un simple monitoreo grafico que muestre un comportamiento de desviacién del Gibbs-
sampler. Sin embargo, hay muchos ejemplos que se presentaron en Casella (1996) en los que
los resultados del Gibbs-sampler no difieren del comportamiento de una cadena de Markov
positivo-recurrente; esto puede ocurrir cuando la divergencia de la densidad posterior ocurre
“en (0, i.e. en una vecindad de un punto especifico que raramente se visita.
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Bajo algunas condiciones de regularidad del kernel de transicién, Hobert & Casella
(1996) probaron que si existe una funcién positiva b, € > 0 y un conjunto compacto tal que
para todo z € C° b(z) < ¢, entonces la cadena {y()} satisface

t
lim inf = b(y™®) =0
t s=1
Un inconveniente en la condicién anterior es que obtener una funcién b mientras se
estd monitoreando el limite inferior es delicado en un experimento de simulacién. Otras
referencias en el analisis del Gibbs-samplers impropios son Besag et al. (1995), Roberts &
Sahu (1997) y Natarajan & McCulloch (1998).




Capitulo 2

Modelos Tradicionales de Series de Tiempo

2.1. Notacién, definiciones e inferencia basica

Las expresiones “datos en series de tiempo” o “simplemente series de tiempo” se refieren a
conjuntos de observaciones tomadas de forma secuencial a través del tiempo. Generalmente
dichas observaciones se podran observar en puntos del tiempo igualmente espaciados. En
este caso se utilizara la notacion {x;}ez, i.e. se indexa mediante ¢ al conjunto de obser-
vaciones. Si las observaciones no se toman en puntos del tiempo igualinente espaciados se
utilizara la notacion {xy; }jen+.

Se dard una definicién formal del concepto de serie de tiempo.

Definicion 2.1.1. (Proceso de serie de tiempo)

Un proceso de serie de tiempo es un proceso estocéstico, es decir, es una coleccién
de variables aleatorias {X;}tc7 en un mismo espacio de probabilidad (Q2,.7,P).

Durante el desarrollo de este trabajo se intentara ser ortodoxo en el uso de la notacién,
se utilizara {X;}e7 para el proceso de serie de tiempo y {z;}te7 para una realizacion
de dicha serie de tiempo, es decir para observaciones recolectadas como serie de tiempo;
sin embargo, en algunas ocasiones si la notacién es excesiva (en particular en un entorno
bayesiano) se utilizardn ambas notaciones indistintamente.

Notacion 2.1.1.

Si T es de la forma {¢; : j € N}, entonces se dira que la serie de tiempo es un proceso a
tiempo discreto. Si T es un intervalo de R 6 R mismo, entonces se dird que la serie de tiempo
es un proceso a tiempo continuo. Desde esta perspectiva, un conjunto de datos en series de
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tiempo {xt}thl también se denotard mediante x1.7 que es precisamente una colecciéon de T'
realizaciones de algin proceso de serie de tiempo.

En algunos modelos estadisticos tradicionales es fundamental la suposicién de que las
observaciones son realizaciones de variables aleatorias independientes, sin embargo en el
andlisis de series de tiempo no se hara esta suposicién y de hecho, se tiene interés por la
estructura de dependencia de los elementos de una sucesiéon de variables aleatorias.

Notacion 2.1.2.
Se supondra que para cada t € T:
(i) Fi(a) :=P(X; <a)
(ii) E(X;) = ffooo rdFy(z) = pu
(i) Var(Xy) = [, (¢ — ) dF(z) = oF

Y que para cada t € T las integrales en (i7) y (iii) existen y son finitas. Y como consecuencia
de esto se tendra que

(iv) Vt € T E(X?) < 0o

v) Paracadan € NT t,t9,...,t, € T ladistribucién conjunta del vector (X;,, X;,, ..., X3,
I J 1 2 n
[S] Ftl,t%m,tn(al, as, ... ,an) = P(th S al,Xt2 § as, ... ,th § an)

2.2. Procesos estocasticos y estacionariedad

Muchos modelos de series de tiempo estan basados en la suposicién de estacionariedad.
Intuitivamente, un proceso de serie de tiempo es estacionario si el desarrollo de la serie no
depende del momento en el cual se empez6 a observar esta. En otras palabras, diferentes
secciones de la serie se veran aproximadamente igual en intervalos de la misma longitud.

Definicién 2.2.1. (Estacionariedad fuerte)

Un proceso estocéstico {X;}1e7 se llama completamente estacionario 6 fuertemente
estacionario si Vn € Nt Vi, to,...,t, € TVt € Rtal que ty +t,to+t,... .ty +t €T

Ftl,tz,.‘.,tn (a/la az, ... aa’n) = Ft1+t,t2+t,...,tn+t(ala az, ... 7an)

En general, pedir que un proceso sea fuertemente estacionario es bastante ambicioso
y en la practica resulta bastante complicado verificar que un proceso es fuertemente esta-
cionario. Dada esta condicién excesiva surge el concepto de estacionariedad débil.
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Definicion 2.2.2. (Estacionariedad débil)

Un proceso estocastico {X;}ie7 tal que Vi € Tse llama débilmente estacionario 6
estacionario de segundo orden si Vn € NT Vtq,to,...,t, € T Vt € R tal que t1+t,to+
t,...,tp+t €T todos lo momentos de orden 1y 2 del vector (X¢,, X3,,...,X¢,) son

iguales a los correspondientes de orden 1y 2 del vector (Xy, 44, Xtgtty - - X¢, +¢)- Es
decir,

E(XZII,XZ;Q, o X)) = E(X;lﬂa X[22+ta cen XM
para r1,r2,...,m, € N tales que > ;1 < 2.

Ejemplo 2.2.1. (Variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas)

Si X1, Xo,... son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, en-
tonces { Xy };en+ es un proceso fuertemente estacionario. Si ademés, para todo t € Nt E(X?) <
00, {X;}ien+ también es débilmente estacionario. v

Proposicion 2.2.1. (Estacionariedad fuerte implica estacionariedad débil)

Sea {X:}ie7 un proceso estocastico tal que V¢t € T E(X?) < oo. Entonces, si { Xt }her
es fuertemente estacionario, entonces { Xy }tc7 es débilmente estacionario. O

No necesariamente ocurre que si {X;}c7 es débilmente estacionario entonces {X;}ic7
es fuertemente estacionario. Considérese el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 2.2.2. (Estacionariedad débil no implica estacionaridad fuerte)

Sea { X; }1en+ una sucesion de variables aleatorias independientes tales que para cualquier
k € Nt Xopiq ~ N(1,1) y Xog ~ exp(1); notese que Vt € NT E(Xy) = 1 = Var(Xy) y
ademds si i # j, Cov(Xy,, Xy;) = 0 (por la independencia). Es decir, {X;}yen+ es débil-
mente estacionario pero como no hay idéntica distibucion no se da la estacionariedad fuerte,
i.e. para t impar, X, y X,4: no tienen la misma distribucién. v

Observacion 2.2.1.
Sea { X} }te7 un proceso estocastico de segundo orden débilmente estacionario. Entonces
Cov(Xy, Xs) = Cov(Xitr, Xsir)
para culquier 7 tal que t + 7,5+ 7 € T. Si se toma 7 = —t, entonces

Cov(Xy, Xs) = Cov(Xyqr, Xsir) = Cov(Xy—t, Xs—t) = Cov(Xo, Xs—t)
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6 bien si 7 = —s, entonces
Cov(Xy, X5) = Cov(Xy—s, Xo).

En otras palabras, para un proceso estacionario de segundo orden la covarianza entre X y
X es una funcion de |t —s| cuando este es débilmente estacionario. Adicionalmente, para un
proceso estacionario de segundo orden débilmente estacionario la esperanza y la varianza
es constante (como funcion de t), i.e.

Vi€ T E(Xy) =y = p, Var(Xy) = o} = o*

2.3.  Autocorrelacion, autocorrelacién parcial y correlacién cruzada

De manera general, muchas veces el primer paso cuando se realiza un analisis estadistico
es préacticamente descriptivo, es decir, hacer algunas graficas, obtener algunas estadisticas
importantes, hacer algunas primeras afirmaciones sencillas, etc. Una de las técnicas descrip-
tivas mas utilizadas en el andlisis de series de tiempo consiste en explorar los patrones de
correlacién en la serie o par de series en diferentes puntos del tiempo. Esto se hace mediante
graficos de la autocorrelaciéon muestral y correlacion cruzada muestral que son estimados
de las funciones de autocorrelaciéon y correlacion cruzada, respectivamente. Por supuesto se
tiene que empezar definiendo dichos conceptos.

Definicién 2.3.1. (Funcidén de autocovarianza)

Sea {X;}te7 un proceso de serie de tiempo. Se define la funcién de autocovarianza,
vx, de {X;}e7 como

vx(s,t) == Cov(Xs, Xy) = E[(Xs — E(X;)) (X — E(Xy))]

Ya se menciond que para procesos estacionarios py = p para cualquier t € T y la funcion
de autocovarianza depende solo de |s —t|. En este caso se puede escribir a la funciéon de au-
tocovarianza como funcion de una variable de retraso (lag), h, i.e. yx(h) := Cov(Xy, Xi4p)
y como depende de |s — t| := h esta funcion es par, i.e. vx(—h) = yx(h).
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Definicion 2.3.2. (Funcién de autocorrelacion)

Sea { X} }+e7 un proceso de serie de tiempo débilmente estacionario de segundo orden.
Se define la funcion de autocorrelacion, px, de {X;}e7 como

px(h) = 7x (h) _ Cov(Xs, Xsin) _ Cov(Xs, Xgip)
o (0) Var(Xg)Var(Xy)  /Var(Xs)Var(Xen)

La funcién de autocorrelacién mide la dependencia lineal entre un valor de la serie de
tiempo al tiempo t y los valores pasados o futuros de tal proceso. Esta funcién hereda
algunas propiedades de las funcién de autocovarianza como:

» px(h) € [-1,1], por definirse como una correlacion, i.e. |yx(h)| < vx(0)

» px(h) = px(—h), i.e. px es una funcion par.
» Si X; y X+ son independientes, entonces px(h) = 0.
Ejemplo 2.3.1. (Ruido iid)

Considérese una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas {X;}sez tal que para cualquier ¢ € Z, E(X;) = 0 y E(X?) =: 0 < co. Notese
que

o2 sih=0

C X 7Xv = t+h7t:
ov(Xeyn, Xt) = vx( ) {0 sih 0

que no depende de t. A esta sucesion se le conoce como ruido iid y se denota {X;}iez ~
IID(0,0?). Por tanto, un ruido iid con segundo momento finito es débilmente estacionario.
\Y

Ejemplo 2.3.2. (Ruido blanco)

Considérese una sucesion de variables aleatorias no correlacionadas { X; }+cz tal que para
cualquier t € Z, E(X;) = 0 y E(X?) =: 02 < co. Nétese que dicha sucesién tiene la misma
funcién de autocorrelaciéon que el ejemplo anterior. Esta sucesién se conoce como ruido
blanco (con media 0 y varianza o2) y se denota {X;}iez ~ WN(0,02) (por las siglas en
inglés white noise). Claramente toda sucesion I1D(0,02) es WN(0,02) pero no al revés. V

Ejemplo 2.3.3. (Proceso de medias mdoviles de orden 1)
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Considérese una sucesion de variables aleatorias {X;}scz definido por la expresion
Xt =€+ (96t_1

donde {e}iez, ~ WN(0,0%) v 6 € R constante. Notese que E(X;) = E(e;) + 0E(e;—1) = 0
y Var(Xy) = Var(e) + Var(fei_1) + 2Cov(e, e4-1) = o2 + 020%. Es decir, E(X?) =
o?(1+6?%) < oo,y

o2(146%) sih=0
Cov(Xyin, Xi) = yx(t + h,t) = < %6 sih=-1,1
0 si|h| > 1.

Por tanto, {X;}+cz es estacionario de segundo orden. La funciéon de autocorrelacion de
{Xi}tez esta dada por

1 sih=0
px(h) = iz sih=-1,1
0 si|h| > 1.

Ejemplo 2.3.4. (Proceso autoregresivo de orden 1)

Supoéngase que { X}z es una serie estacionaria que satisface las ecuaciones
Xi=0¢Xi1t e

donde {e;}iez ~ WN(0,02), |¢| < 1y € estd no correlacionado con X, para todo s < t
(mas adelante se probara que efectivamente hay solucion de la ecuacion anterior). Tomando
esperanza de ambos lados se tiene que E(X;) = 0. Para encontrar la funciéon de autocor-
relacién se multiplicard ambos lados de la ecuacién por X;_j se tomardn esperanzas, es
decir

E(X:Xi—pn) = E(¢ X 1.Xi—p) + E(e:Xi—p)

Obteniéndose

vx(h) = Cov(Xy, Xi—p) = Cov(dXi—1, X¢—p) + Cov(er, Xi—p)
= ¢yx(h—1)+0=...=0"yx(0)

Y entonces,
_ x(h)

_ gl
(@ 0 hEE

px(h)
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También nétese que

vx(0) = Cov(Xy, Xi) = Cov(¢pXi—1 + €, 6 Xi—1 + &) = ¢*vx(0) + 0

y por tanto, yx(0) = 1f¢>2' v

Definicion 2.3.3.

Se dice que una funcién x : Z — R es definida no-negativa si para cualquier n € N*
ya=(ay,...,a,) € R"

n

Z a;ik(i —j)a; >0

1,j=1

Teorema 2.3.1.

Una funcién k : Z — R es la funcién de autocovarianza de una serie de tiempo
estacionaria si y s6lo si es una funcién par 6 no-negativa definida.

Ademaés de la autocorrelacion entre X; y X1k se desea estudiar la correlacion entre X, y
X4k después de su dependencia lineal mutua si se hubiese removido X1, X¢y2, vy Xetk—1-
La correlacion condicional

Corr( X, Xopr| Xeg1, - - s Xigr—1)
se conoce como autocorrelacion parcial.

Considérese un proceso estocéstico {X;} y sin pérdida de generalidad supéngase que
E(X;) =0.

Se define la dependencia lineal de X3, sobre X411, ..., X;1k—1 como el mejor estimador
lineal (en el sentido de media cuadratica) como una funcion de Xyiq, ..., Xirk—1. Es decir,
si Xy es el mejor estimador lineal de X, entonces

Xtk =1 X1 +0oXpyp o+ ..o+ a1 Xpq1

donde a1, ag, ..., ap_1 son los coeficientes por minimos cuadrados, i.e. los que se obtienen
minimizando

E[( Xk — Xek)?]) = E[(Xek — a1 Xeho1 — - . — ap—1Xe41)?
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La rutina de minimizacion (mediante diferenciacion) lleva al siguiente sistema de ecua-
ciones lineales.

Vi = Q1Yi—1 +a2¥i—2+ ...+ Qp_1Vi—k+1 Y
pi = ipi—1+opi—2+ ...t ag_1pi—ky1 1=1,2,... k-1

En notacién matricial,

P1 1 P1 P2t PE—2 a1
P2 p1 1 pL o PR3 Qg
S . (2.1)
Pk—1 Pk—2 Pk-3 Pk—a - 1 k-1
Analogamente,
Xi = P Xes1 + BoXego + o+ Breo1 Xkt
donde fBi,. .., Br_1 se obtienen minimizando
E[(X, — X1)%] = E[(X; — B1Xe41 — BoXeva — .. — Br-1Xe4nh-1)°]
Y por tanto,
p1 1 p1 P2t Pr—2 b1
P2 p1 1 p1 PR3 B2
) = . ) . _ . ) (2.2)
Pr—1 Pk—2 Pk-3 Prk—4 - 1 Br—1
lo cual implica que a3 = B1,..., 051 = Br_1.

Por tanto, la autocorrelaciéon parcial entre X; y X;,x serd igual a la autocorrelacion
ordinaria entre (X; — X3) y (Xiyn — Xeqr). Sea Ay la autocorrelacion parcial estre X; y
Xi¢+k, entonces

Cov[(Xy — X1), (Xeqr — Xegr)]

A=
VVar(X, — Xo)Var(Xes, — Xear)

Sin embargo, nétese que
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Var(Xpsk — Xesk) = E[(Xpor — a1 Xepp1 — - — ap_1X111)%]
= EXpk(Xgr — a1 X1 — . — a1 Xy 41)]
A B[X o1 (Xegr — o1 X1 — - — a1 Xp41)]
— o BX e (X — o X1 — o — a1 X 41)]
= EXyn(Xipp —arXypp1 — o — 1. X441)]
Por tanto,
Var(Xork — Xevr) = Var(Xe — Xi) =7 — o171 — -+« — Q171
Y ahora usando el hecho de que o = 31, ..., k-1 = PBr_1
Cov((Xy — Xyp), Xk — Xewn)) = E[(Xp— a1 Xpg1 — o — o1 X 1) (K — 1 Xegho1 — - — a1 Xy
= E[(Xt — a1 X1 — oo — a1 X k—1) Xtk
= Yk —O01Yk—1 — -+ — Q171
COU((Xt — Xt), (Xt—i-k — Xt—f—k)) =Yk — O1Vk—1 — ... — Q171
Por tanto,
A = Tk~ V-1~ - T Qk1T1 Pk T Q1Pk-1 T - T Q101
Yo — Q11— - — Qg—1Vk-1 Il—a1p1— ... —ag_1pk—1
Para encontrar ay, ..., a1 se hard mediante el método de Cramer:
1 pL ct Pim2 P Pi c PE—2
p1 L pi3 p2 pic1 o Pk—3
B e e i PP |
o = Pk—2 Pk-3 Pk—i Pk Pk—i—2 (23)
1 p1 ot Pim2 pPici pi T PE—2
p1 I - pi-3  pi—2 pi-1 t PE-3
Pk—2 Pk—-3 *°° Pk—i Pk—i-1 Pk—i—2 - 1

Después de una larga aritmética se puede demostrar que
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1 P1 P2 Prk—2 P1
p1 1 pPL  PE=3 P2
Ap = Pk—1 Pk—2 Pk=3 -  P1 Pk (2.4)
1 prL P2 Pr—2 Ph—1
p1 1 p1L ot Pk—3 Pk—2
Pk—1 Pk—2 Pk-3 -  P1 1

La autocorrelacion parcial también se puede obtener de la siguiente forma: Considérese
el modelo de regresion donde la variable dependiente X; (de un proceso estacionario con
media cero) que se hard regresion en k variables “atrasadas” Xy p 1, Xpyp—o2,-.., X¢, i-€.

Xk = Ok1 Xpqpp—1 + G2 Xipqgp—2 + ... + O Xy + €14k

donde ¢y; denota al 7-ésimo parametro de regresion y e;4x es un término de error con media

cero y no-correlacionado con X;yp_; para j = 1,2,..., k. Multiplicando la ecuaciéon anterior

por Xiig—j

Xk Xeph—j = o1 Xpgn1Xe1k—j + Ou2Xppn2Xign—j + oo + OueXe Xy h—j + e u Xppn—j
tomando esperanzas, se tiene que

Vi = Pr1Vj—1 + Ok2Yi—2 + oo+ OrkVj—k

Y por tanto

Pj = Pk1pj—1 + Pr2pj—2 + - + Orrpj—k

De aquf que para j = 1,2,...,k se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

pP1 = Qr1po+ Ok2p1 + .-+ OkkpPr—1
P2 = Qr1p1+ Gr2po + ...+ Prrpr—2
Pr =  Ok1Pk—1 + Pk2pk—2 + ... + Prrpo

Utilizando de forma sucesiva la regla de Cramer para k = 1,2, ... se tiene que ¢11 = p1,




Sec. 2.3 Autocorrelacién, autocorrelacién parcial y correlacién cruzada 93

‘ L p
pP1 P2
P22 = (2.5)
I m
‘ p1 1
1 pp o ;m
p1 1 po
P2 pP1 pP3
33 = (2.6)
1 p1 p2
pr 1 p
p2 p1 1
1 P1 P2 0 Prk-2 Pl
p1 1 pP1 o Pk—3 P2
Pk—1 Pk-2 Pk-3 " P1 Pk
ik = (2.7)
1 p1 P2t Pr—2 Pr—1
p1 1 pL t Pk—3 PE—2
Pk—1 Pk—2 Pk-3 - Pl 1

Inmediatamente se puede notar que ¢rr = Ai. Por tanto, la autocorrelacion parcial en-
tre X; y Xyyr también se puede obtener como el coeficiente de regresiéon asociado con X,
cuando se estd “regresando” X, sobre sus k variables “atrasadas” Xyip—1,..., Xt Ok
es la notacion comun para la autocorrelacion parcial entre X; y Xy (en la literatura de
series de tiempo). Como funcion de k. ¢y se conoce como funcion de autocorrelacion parcial.

Es posible definir las funciones de covarianza cruzada y correlacién cruzada para dos
series de tiempo univariadas.
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Definicién 2.3.4. (Funciones de covarianza cruzada y de correlacion cruzada)

Sean {Xi e v {Yi}ier dos procesos de serie de tiempo. Se define la funcion de
covarianza cruzada entre {X;}te7 v {Yi}ie7, 7x,v, como

Yx,y (8,t) = E[(Xt — px,) (Vs — py,)]

para cualesquiera s,t € 7. Y la funcién de correlacion cruzada entre {X;}ier v
{Yi}teT, px,y, se define como

’YXY(S7t)
s, t) = :
pxy (1) Vx,x(s,8) vy (t,1)

2.4. Procesos lineales

La clase de modelos lineales de series de tiempo, que incluye a la clase de modelos auto-
regresivos y de medias moviles (ARM A), proporciona un marco general para el estudio de
procesos estacionarios. De hecho, todo proceso estacionario de segundo orden es un proceso
lineal 6 se puede transformar en un proceso lineal al revomer una componente determinista.
Este resultado se conoce como descomposiciéon de Wold.

Definicién 2.4.1. (Proceso lineal)
La serie de tiempo {X;} es un proceso lineal si tiene la representacion
oo
Xi= Y e (2.8)
j=—o00

donde {e;} es un ruido blanco con varianza o2 y {t;} es una sucesién de ntimeros
reales tal que 322 [ < oo

Notacion 2.4.1.

En términos del operador de retraso B, se puede escribir (2.8) como X; = ¢(B)(e&),
donde ¥(B) = > ¢;B. v
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Se dice que {X;} proceso lineal es un proceso de medias mdviles de drden infinito 6
M A(o0) si ¢ =0 para todo j € Z7, i.e. si

o0
Xe=) %iZi;
j=0

Observacion 2.4.1.

La condicion 3772 [1);] < oo garantiza que la suma infinita (2.8) converja c.s. ya que
E(lel) <o?y
[e.e]

E(X:) < D [ilE(le—) < | D 1l | o <0

j=—o0 j=—o0

« e, ., . o0 2 .

Esta condicién también garantiza que Ej:_oo wj < 00 y por tanto que la serie en (2.8)
converja en media cuadratica, i.e. que Xy es el limite en media cuadratico de las sumas
parciales » %, tjej. La condicion } 7 [¢;]| < co también asegura que la serie en la
siguiente proposicidén converja casi seguramente y en error cuadratico medio. v

El operador 1 (B) se puede pensar como un filtro lineal, que cuando se le introduce un
ruido blanco {¢;} como “input” se obtiene un proceso {X;} como “output”. Y de hecho, esto
se generaliza en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4.1.

Sea {Y;} una serie de tiempo estacionaria con media 0 y funcién de covarianza ~yy.

Si 3 72 Ihj] < oo, entonces la serie de tiempo
oo
Xp= Y Y =4%(B)(Y) (2.9)
j=—o00

es estacionaria con media cero y funcién de autocovarianza

(o) [o¢]
()= Y > vitpyy(h+k—j) (2.10)
j=—00 k=—00
En el caso especial de que {X;} sea un proceso lineal

yx(h) = Y Witno’ (2.11)

j=—o0
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Demostracion:

E(X:)) < Y WE(Yesl) < | D [l | Vv (0) < o0

j=—o0 j=—o0

Como E(Y;) = 0, se tiene que

E(X)=E | > ¢Yiy| = > $EYi;) =0

j=—00 j=—00

y ademas

E(XpnXe) = B Y ¢Yiny (Z @bkn_k)

j=—00 k=—o00

= > Y BV Vik)

j=—00 k=—00

= > Y ik (h—j+k)

j=—00 k=—00

que no depende de ¢, lo cual prueba que {X;} es estacionario y con la funcion de autoco-
varianza correspondiente. El intercambio entre la suma infinita y el operador de esperanza
se justifica dada la convergencia absoluta de {1);}. O

Observacion 2.4.2.

La convergencia absoluta de (2.9) implica que los filtros de la forma o(B) = 3772« B

y B(B) = Z;’i_oo B;B7 con coeficientes absolutamente sumables se puedan aplicar sucesi-

vamente a series estacionarias {Y;} para generar una nueva serie estacionaria

Wi = Z VYiYij

j=—00
donde

o0

= Y aBik= > Broyi (2.12)

k=—00 k=—o00
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O equivalentemente, W; = 1(B)Y;, donde ¥(B) = a(B)B(B) = B(B)a(B) y los produc-
tos se definen mediante (2.12) 6 equivalentemente, multiplicando las series Z;’i_oo o; By

z;’;foo B;B7 término a término y agrupando las potencias de B. Es claro que con 1; as

obtenido es indistinto el orden con el cual se aplican los filtros a(B) y 5(B). v

Ejemplo 2.4.1. (Proceso AR(1))
Considérese el proceso de serie de tiempo {X;} definido por
Xi=0¢Xi 1+e, tel (2.13)

donde {e;} es un ruido blanco con media cero y varianza o2, |¢| < 1 y para todo s < t X,
y € estan no correlacionados. Para mostrar que existe solucion estacionaria de (2.13) y es
tnica considérese el proceso lineal definido por

Xi=) e (2.14)
j=0

Notese que los coeficientes ¢’ para j > 0 son absolutamente sumables ya que |¢| < 1.
Obsérvese que

o0 o0
Xi— X1 = Y daj—0y deaiy
j=0 §=0

x o

_ j j+1

= 6t+§ e — g » e 1
j=1 Jj=0

e e} e e}
= €&t E Pe—j— E Pe—j=e
j=1 j=1

. o0 ¥ ., . .,
Es decir, X; = ijo ¢’ e;—; es solucion de (2.13). Y por la proposicién 2.4.1 es esta-
cionario y con funcién de autocovarianza

© 0 (f)hO'Z
vx(h) = Z¢J¢J+h02 — o2 Z(¢2)J =g Dara h €N
7=0 7=0
Para mostrar que (2.14) es la tnica solucién estacionaria de (2.13) considérese {Y;} una
solucion estacionaria de (2.13). De forma iterativa se puede observar que

Y, = oY1+«
€ + Pper—1 + ¢2Yt4
= =gt og 1+ + e+ "TY
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Si {Y;} es estacionaria, entonces E(Y;?) es finita e independiente de ¢, por tanto

2
k
B|[vi- o) | =o*E 2, ]
j=0
Y entonces
N 2
, ] 1z 2k+2 2 i
f B\ (Yo || = Jim SR ] =0
=

Esto significa que Y; es el limite en media cuadratica Z;’io €i—; ¥y por tanto el proceso
que se define mediante (2.14) es la tnica solucién estacionaria de (2.13).

En caso de que |¢| > 1, la serie en (2.14) no converge; pero se puede reescribir (2.13)
en la forma X; = —¢ ey + qb’lXH_l.

Iterando se tiene que

—1 —2 —2
Xe = —¢ €11 — ¢ “apot+ ¢ " Xigo
-1 —k—1 —k—1
= ...= —¢ €t+1 — -+ — gb €tt+k+1 + ¢ Xt+k+1

Lo cual demuestra, con el mismo argumento que se usé antes, que

o0
1
Xy =— E O €ty
Jj=0

es la unica soluciéon estacionaria de (2.13). Esta solucion no se debe confundir con la
soluciéon no-estacionaria {X;} de (2.13) que se obtiene cuando Xy es cualquier variable
aleatoria no correlacionada con {Z;}.

La solucién X; = — E?io ¢~ Lei4; parece poco natural ya que depende de (y estd cor-
relacionado) de valores futuros de €, a diferencia de la solucion X; = Z;io e j que tiene
la propiedad de que X; estd no correlacionado con €5 para s > t. Por estas razones, fre-
cuentemente se restringe la atencion AR(1) cuando |¢| < 1. Entonces se puede representar
en términos de {es}.__ v se dira que {X;} es funcion causal (6 sélo causal 6 independiente
del futuro) de {e;}, 6 de forma mas precisa, que {X;} es un proceso auto-regresivo causal. V

Observacion 2.4.3.
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Para un proceso AR(1) con |¢| > 1, si se define W := X; — %Xt_l, se puede mostrar

que {W;} es un ruido blanco con media cero y varianza o3, (que por supuesto es funcién

de 02 y ¢) y se puede reescribir

1
X; = aXt_l + Wy = ¢/Xt_1 + W, teZ
Es decir, se puede expresar a un AR(1), {X;} con |¢| > 1, en la misma estructura AR(1)
con ¢' := ¢~y |¢/| < 1. Por tanto, desde un punto de vista de segundo orden, no se pierde
riqueza en la estructura AR(1) eliminando los procesos con |¢p| > 1. Si ¢ = +1, no existe
solucion estacionaria de (2.13) v

Observacion 2.4.4.

Para un proceso AR(1) con |¢| < 1, la tnica solucién estacionaria X; = E;io Pej,
también se pudo encontrar de la siguiente forma: sean ¢(B) = [ — ¢(B) y n(B) =
> %0 #’ B7, entonces ¢(B) := ¢(B)w(B) = I. Entonces, si se aplica 7 a ambos lados
de Xy — ¢ X1 = ¢(B)(X¢) = € se obtiene

X, =7(B)(e) = Y e
j=0

Definicion 2.4.2.

Se dice que la serie de tiempo {X;} es un proceso ARM A(1,1) si es estacionaria y
para todo t € Z
X — X 1 =€+ Oer_q (215)

donde {e;} es un ruido blanco con varianza o2 y ¢ + 0 # 0.

Notaciéon 2.4.2.

Usando el operador de retraso B, (2.15) se puede reescribir como ¢(B)(Xy) = 0(B)(et),
donde ¢(B) y 6(B) son los filtros lineales

$(B)=1—¢B y 6(B)=1+6B
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Una primera pregunta que surge de manera natural es para qué conjunto de valores
de ¢ y 0 existe una solucion estacionaria de (2.15). Supégase que |p| < 1y sea x(z) la
serie de potencias de la funcién ﬁ, es decir, x(z) = Z;io @27 (la cual tiene coeficientes

absolutamente sumables). Entonces x(B)¢(B) = 1. Aplicando el filtro x(B) a ¢(B)(X;) =
0(B)(e;) se tiene que Xy = x(B)0(B)(er) = ¥(B)(€), donde

W(B)=> ;B =(1+¢yB+¢’B>+...)(1+06B)
=0

y por tanto, o = 1y para j € Nt, ¢; = (0 + P)p L.

Por tanto, el proceso
o0

Xi=e+(0+9) Zﬁbj_letfj
=1

es la tinica solucion estacionaria de (2.15).

Ahora, supongase que |¢| > 1. Notese que

L N
o(2) ;f“

donde » 72, | — ¢ = 1i/1¢/7¢ = (¢ —1)7! < oo (i.e. tiene coeficientes absolutamente sum-
ables).

Se puede aplicar el mismo argumento que en el caso |¢| < 1 para obtener la tnica solu-
cién estacionaria de (2.15): Sea x(B) = —> 72, ¢~/ B~ y se aplica x(B) a ¢(B)(X;) =
0(B)(e;) se tiene que X; = x(B)0(B)(e;) = —0¢ tey — (6 + ¢) Py ¢ ety .

Si¢ = —106 ¢ = 1, no existe solucion estacionaria de (2.15). Por tanto, no hay un
proceso ARMA(1,1) con ¢ = —1 6 ¢ =1 de acuerdo a la definicion.

Se puede resumir sobre la existencia y naturaleza de las soluciones estacionarias del
proceso ARM A(1,1) de la siguiente forma:
» Existe una solucion de la ecuacion ARM A(1,1) si y solo si ¢ # +1.
» Si |¢| < 1, entonces la tnica solucion estacionaria estd dada por
o
Xt =€+ (0 + ¢) Z(Zsjilet_j
j=1

En este caso se dice que {X;} es causal 6 funcion causal de {¢;} ya que X, se puede
expresar en términos de valores pasados y presentes €5, s <t
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= Si |¢| > 1, entonces la tnica solucion estacionaria estd dada por
o0
Xi = x(B)0(B) (&) = —0¢ e, — (6 + ¢) Z e
=1

La solucién es no-causal ya que X; es una funciéon de €5, s > t.

Justo como la causalidad significa que X; se puede expresar en términos de €, s < t, el
concepto de invertibilidad significa que ¢, se puede expresar en términos de X, s < ¢t. Ahora,
se mostrara que el proceso ARMA(1,1) definido en (2.15) es invertible si |#] < 1. Para
demostrar esto, considérese £(z) la expansion en serie de potencias de ﬁ, ie. Z;’io(—Q)jzj,
que tiene coeficientes absolutamente sumables. Y notese que {(B)6(B) = 1; aplicando £(B)
en ambos lados de ¢(B)(X;) = 0(B)(e) se tiene que

et = {(B)9(B)(Xy) = m(B)(X¢)
donde

B) = iijj = —0B+ (—0)’B>+...)(I — ¢B)

Entonces,

oo
& =X —(p+0) Z 0y ' X,
j=1

Por tanto, el proceso ARM A(1, 1) es invertible ya que ¢, se puede expresar en términos
de valores pasados y presentes del proceso Xg, s < ¢t. Con un argumento similar al que
se us6 para demostrar la no-causalidad cuando |¢| > 1 se puede demostrar que el proceso
ARMA(1,1) es no-invertible si |#] > 1 y en este caso

o0
=—¢0 ' Xp + (0+¢) > (—0) 7 Xiy
7j=1
Se puede resumir los resultados de la siguiente forma:

» Si|f] < 1, entonces el proceso ARMA(l 1) es invertible y €; se puede expresar en
términos de Xs, s <tcomoe =Xy — (¢p+0) E 1(=0)7 *1Xt_]

» Si|f] > 1, entonces el proceso ARM A(1,1) es no-invertible y € se puede expresar en
términos de X, s >t como ¢, = —¢0 1 X; + (0 + @) Z;’il(—ﬁ)*jleﬁj

Observacion 2.4.5.
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En los casos |0] = 1, el proceso ARMA(1,1) es invertible en el sentido més general en
el que € es el limite (en media cuadratica) de combinaciones lineales finitas de X, s < ¢,
aunque no se puede expresar explicitamente como una combinacién lineal infinita de X,
s < t. Cuando se ocupe el término invertible seréd en el sentido de que ¢ = Z;io i Xi—j

o0
con 724 |mj| < oo v

Observacion 2.4.6.

Si el proceso ARMA(1,1), {X:}, es no-causal 6 no-invertible con |0| > 1, se puede
encontrar una nueva sucesion de ruido blanco W; tal que {X;} es un proceso con estructura
ARM A(1,1) no-invertible pero causal con respecto a {W;}. Por tanto, desde un perspectiva
de segundo orden, no se pierde riqueza en la estructura ARMA(1,1) si se restringe la
atencion a modelos ARM A(1,1) causales e invertibles. Esto tltimo es valido para modelos
ARM A de orden maés alto. v

2.5.  Algunos particularidades de modelos auto-regresivos

Los modelos auto-regresivos de series de tiempo son ya tradicionales en el anélisis de
datos en series de tiempo ya sea como parte de una gran cantidad de modelos o bien en sus
formas generalizadas que se utilizan para modelos dependientes del tiempo no-estacionarios.
Los conceptos y la estructura de modelos lineales auto-regresivos también forman una base
para la apreciacion de modelos no-lineales. En esta seccion se recordaran algunas formas
de dichos modelos (y més adelante se veran algunos asuntos relacionados con inferencia) y
algunos otros temas relacionados con esta amplia gama de modelos.

2.5.1. Estructura de auto-regresiones

Considérese la serie de tiempo de cantidades igualmente espaciadas { X;}7°, que proviene
del modelo

P
X = Z¢th—j + et
j=1

donde {€:}7°, es una sucesion de términos de error no-correlacionados y {¢; ?:1 es un
conjunto de pardametros constantes. Este modelo se define de forma secuencial: X; se gen-
era como una funcién de valores pasados, pardmetros y errores aleatorios. Las variables
aleatorias €1, €2, ..., se conocen como términos de innovacion y se supondré que son condi-
cionalmente independientes a los valores pasados de la serie. Frecuentemente se supone que
et ~ N(0,v) y que son independientes. Este es el modelo autorregresivo estandar o AR(p),
donde p € NT es el orden de la autorregresion.

Los modelos AR se pueden ver desde un punto de vista empirico: se supone que los
datos estén relacionados a través del tiempo y la forma AR es una de las clases de modelos
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empiricos mas simples para estudiar las dependencias. Un motivacién mas formal es aquella
que esta basada en la teoria de procesos estocasticos estacionarios.

La definicion secuencial del modelo y su naturaleza Markoviana dan como consecuencia
que la densidad también tenga una estructura secuencial

T

p(z17) :p(ﬂﬁlzp) H p($t|ﬂf(t—p);(t—1))
t=p+1

para cualquier T" > p. Se debe notar que estas densidades estdn condicionadas a
(¢1, b2, ...,v) pero no se incluyen en la expresion para no sobrecargar la notacion, sin
embargo se debe tener en mente y mas atn cuando se esté haciendo un andlisis desde la
perspectiva bayesiana. Si los primeros p valores de la serie son conocidos y se consideran
como constantes fijas y 7' = n + p para algtin n € NT, entonces la densidad condicional de
X = (X7, X7T —1,...,X,41) dados los primeros p valores esta dada por

T
p(x|$1:p) = H p($t|l‘(t—p):(t—1))
t=p+1
T
= [ gx (@) = 9x.(x)
p+1
donde gx, es la densidad normal con media fi¢ y varianza v con ¢ = (é1,...,¢p),

f, = (vi—1,.. .,xt_p)’ y gx, es la densidad normal p-variada con vector de medias Foy
matriz de varianzas-covarianzas vl,, con F = (fr,... f,11)

2.5.1.1. (Causalidad y estacionariedad en los procesos AR

Ya se dijo que un proceso AR(p), { X}, es causal si se puede escribir como un proceso
lineal dependiente del pasado, es decir si

Xy =U(B)(e) =Y Vi€
=0

donde B es el operador de rezago, B(e;) = ei—1, Yo =1y D>_;_o00[thj| < oc.

{X:} es causal s6lo cuando el polinomio caracteristico auto-regresivo, definido como

p
T(u)=1-) ¢
j=1
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tiene raices con modulo mayor que 1. Es decir, {X;} es causal si T(u) = 0 sélo cuando
lul > 1.

El polinomio caracteristico auto-regresivo también se puede escribir como
P
T(u) = [[(1 - aju)
Jj=1

asi que las raices de Y (u) son los inversos multiplicativos de los «;’s. Los o;’s pueden ser
reales 6 ser parejas de complejos conjugados (dependiendo la paridad de p). En cualquiera
de los casos, si |a;| < 1 para todo j, entonces el proceso es estacionario.

Ya se menciond que en el caso p = 1 la condicién —1 < ¢1 < 1 implica estacionariedad

y suponiendo innovaciones Gaussianas, la distribucion estacionaria de X; es N (0, —1_” ¢2).
1

Cuando ¢1 = 1, el modelo se convierte en una caminata aleatoria no estacionaria. La dis-
tribucion estacionaria bivariada de (X, X¢—1)’ es normal con correlacion px (1) = ¢ y la
de (X¢, X¢—p)" es normal con correlacion px (1) = |1h‘.

Cuando p = 2, Xy = ¢1X4—1 + ¢p2Xt—2 + € v la condicién de causalidad implica que
los valores de los parametros deben pertenecer a la region —1 < ¢o < 1, ¢1 < 1 — 2 ¥

o1 > g2 — 1.

2.5.1.2. Representacién espacial de los procesos AR(p)

La representacion espacial de un modelo AR(p) se puede aprovechar para estudiar la
estructura matematica y la inferencia y analisis de datos. Una version de esta representacion
de Xt = Z?:l d)th—j + € €s

X =FY,

Y =GY; 1 +w

Donde Yy = (X4, X¢—1,..., Xt—pt1)’ es el vector de estados al tiempo ¢. La innovacion al
tiempo t aparece en el vector de error wy = (€,0,...,0). Adicionalmente, F = (1,0,...,0)’
y

$1 P2 93 o Ppo1 P

1 0 0 0 0 0

G — 0O 1 0 0 0 0
: o0

0O 0 0 0 1 0
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El comportamiento esperado del futuro del proceso se puede describir mediante la fun-
cion de prediccion dy(h) := E(Xypn|71.4) que es una funcién definida en N* para un “origen”
fijo t > p condicionado a los ultimos p valores observados de la serie en el estado actual
del vector Y; = (X3, Xy—1,...,Xt—pt+1)". En este caso se tiene que dy(h) = F'G"Y,. Esta
funcion se puede analizar de forma mas sencilla si G tiene eigenvalores diferentes (reales 6
complejos). Estos eigenvalores son precisamente los inversos multiplicativos del polinomio
auto-regresivo Y (u), denotadas por a;. Entoces, se puede escribir

p
dt(h) = Z Cthé?
7j=1

donde las c;js son constantes que dependen de ¢ vy el estado actual Y;. Cada coeficiente
estd dado por ¢i; = dje;. Los valores d; y es; son los elementos de los vectores de dimension
p,d=EF ye =E 1Y, donde E es la eigenmatriz de G, i.e. E es una matriz de p x p
cuyas columnas son los eigenvectores en el orden correspondientes de los eigenvalores.

La forma de la funcion de prediccion depende de la combinacién de los eigenvalores
reales y complejos de G. Por ejemplo, supéngase que «; es real y positivo; entonces su
contribucién a la funcién de prediccion es ctja;‘. Si el proceso es tal que |o;| < 1 para
todo 4, esta funcion de h decrece exponencialmente hacia cero, mondétonamente si a;; > 0,
y oscilard entre valores positivos o negativos si a < 0. Si |a;| > 1, la funcién de prediccion
explota. La contribucién relativa a la funcién de prediccién se mide mediante la tasa de
decaimiento y a la amplitud inicial ¢;;, la tltima depende explicitamente del estado actual
y por tanto, tienen diferente impacto en diferentes tiempos mientras el estado cambia en
respuesta a la sucesiéon de innovaciones.

En el caso de eigenvalores complejos, el hecho de que G sea real implica que cualesquiera
complejos aparecen en parejas (con sus conjugados). Supoéngase que a3 = r - exp(iw) y
ag = r - exp(—iw) son conjuntados complejos con moédulo r y argumento w. Entonces los
correspondientes factores complejos ¢;1 y ¢;1 son conjugados, aq exp(+ib;), y la contribucion
a di(h) (que debe ser real) es

ctla? + ctgag = 2at7“hcos(wh + by)

Por tanto, w determina la constante de frecuencia de una oscilacién senosoidal en la
funcién de prediccion. En los casos en los que r > 1, entonces la variacién senosoidal incre-
menta su amplitud cuando r" se incrementa.

Generalmente la funcién de prediccion es una combinacién lineal de los términos que
decrecen ¢ explotan y los factores que decrecen o explotan multiplicando componentes
senosoidales de diferentes periodos.
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2.5.1.3. Caracterizacién del proceso AR(2)

El caso p = 2 es importante en la préctica. El proceso es estacionario si —1 < ¢9 < 1,
$1 <1—¢ay ¢1 > ¢pa — 1. En este caso, el polinomio auto-regresivo cuadratico Y(z) tiene
rafces reciprocas oy y g dentro del circulo unitario. Esto se resume de la siguiente forma

» Las dos raices son reales cuando ¢ +4¢, > 0, y en este caso la funcion de prediccion
decrece exponencialmente.

» Las dos raices son complejas (conjugadas) 7 exp(diw cuando ¢? +4¢y < 0. Las raices
tienen modulo 7 = \/—¢2 y el argumento esta dado por cos(w) = |¢1|/2r. Y la funcién
de prediccién se comporta como un coseno exponencialmente amortiguado.

Y para la estacionariedad —2 < ¢ < 2; para raices complejas se tiene la restriccién
adicional de que —1 < ¢g < —¢?/4. Por lo que en estos casos, el modelo X; = ¢ X1 +
P2 X1—2 + € representa un proceso cuasi-ciclico. Una varianza grande v induce un mayor
grado de variacién en esta dindmica, i.e. un proceso cuasi-ciclico. Si v es muy pequena 6
se vuele cero en algiin punto, el proceso decaerd a cero en amplitud debido a este factor
amortiguador. En la frontera de esta regién ¢o = —1, el médulo es » = 1 y la funcién
de prediccion es senosoidal sin amortiguamiento; en este caso ¢; = 2cos(w). Por tanto,
para |¢1| < 2, el modelo X; = ¢1 X1 + ¢p2Xi—2 + € tiene forma senosoidal con variacion
aleatoria en amplitud y fase; con una varianza de la innovacién pequena (6 cero) v, la
forma senosoidal es constante y representa, esencialmente, una onda senosoidal fija (con
sus respectivas amplitud y fase constantes).

2.5.1.4. Estructura de autocorrelacién del proceso AR(p)

Ya se dijo también que la estructura de auto-correlacion de un modelo AR(p) esta dada
en términos de la solucion a la ecuacion en diferencias homogénea

p(h) —¢1p(h—1) — ... = gpp(h —p) =0, h>p
En general, si ap,...,qa, son los inversos de las raices del polinomio auto-regresivo
Y (z), donde cada raiz tiene multiplicidad mq,ma, ..., m,, respectivamente y > ', m; = p,

entonces la solucién general de la ecucién anterior es
p(h) = atqi(h) + a5ga(h) + ...+ agqr(h), h>p
donde g;(h) es un polinomio de grado m; — 1.

Por ejemplo, en el caso de un proceso AR(2) se tienen los siguientes escenarios:
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» Kl polinomio auto-regresivo tiene dos raices reales diferentes, cada una con multipli-

2.6.

cidad mq1 = mg = 1. Entonces, la funcién de autocorrelacién tiene la forma
p(h) = aall + baly, h>2

donde a, b son constantes y a1, as son los inversos multiplicativos de las raices de di-
chos polinomio. Bajo la condicién de estacionariedad, esta funcién de autocorrelacion
decrece exponencialmente cuando h tiende a oo y su comportamiento es parecido
al de la funcién de prediccion (excepto quiza después de un re-escalamiento). Las
constantes a,b se determinan especificando las dos condiciones iniciales p(0) = 1y

p(—1) = ¢1/(1 — ¢2).

El polinomio auto-regresivo tiene una raiz real con multiplicidad m = 2 y por tanto
la funcién de autocorrelacion tiene la forma

p(h) = (a+bh)al, h>2

donde a, b son constantes y a; es el inverso e de la raiz. Bajo la condicién de estacionar-
iedad, esta funcién de autocorrelaciéon también decrece exponencialmente cuando h
tiende a oo.

El polinomio auto-regresivo tiene dos raices complejas (conjugadas). En este caso, las
raices reciprocas se pueden escribir como «; = r - exp(iw) y ag = r - exp(—iw); por
tanto, la funcién de autocorrelaciéon tiene la forma

p(h) = arcos(hw +b), h>?2

donde a, b son constantes. Bajo la condicién de estacionariedad las funciones de au-
tocorrelacion y de prediccion tienen comportamiento de tipo coseno amortiguado.

Modelos ARM A

Definicién 2.6.1. (Proceso ARM A(p,q))

Se dice que {X;} es un proceso ARMA(p,q) si {X:} es estacionario y para todo
teZ

X — 01 Xe1— .. — ¢pthp =€ +0i61+...+ 9qet,p (216)
donde {¢;} es una ruido blanco con media cero y varianza o2 y los polinomios 1 —
P12 — ... —Pp2P y 1 + 012+ ...+ 0427 no tienen factores moénicos en comun.

Se dice que el proceso {X;} es un proceso ARM A(p, q) con media p si {X; — u} es un

proceso ARM A(p, q).
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Es util algunas veces expresar a la ecuacion (2.16) en términos del operador de retraso

¢(B)(Xt) = 0(B)(et) (2.17)
donde ¢p(2) =1—p1z2— ... — 2P y 0(2) =14+ 012+ ...+ 042

Observacion 2.6.1.

» Se dice que la serie de tiempo {X;} es un proceso auto-regresivo de orden p (6 AR(p))
sif(z) =1

» Se dice que la serie de tiempo {X;} es un proceso de medias moéviles de orden ¢ (6
MA(q)) si ¢(2) =1

Una parte importante de la definicién del proceso ARM A(p, q) es que {X,;} sea esta-
cionario. Cuando se estudio al proceso ARM A(1,1) se dijo que hay solucién estacionaria
tnica de X; = ¢1Xy—1+¢€; siysolosi|p1]| # 1. La tltima condicion es equivalente a decir que
el polinomio ¢(z) = 1 — ¢1(z) sea distinto de cero para z = +1. Dicha condicion es analoga
para los procesos ARM A(p, q) y establece que es polinomio ¢(z) =1 —¢12—...— @p2P sea
distinto de cero para todo z € C tal que |z| = 1 (la region en C que define esta condicion se
conoce como circulo unitario). Si ¢(z) # 0 para todo z en el circulo unitario (i.e. |z| = 1),
existe & > 0 tal que
1 ad :

L o _
o) Z X7 paral—0<|z| <140

j=—o0

con ) 22 |xj| < oc. Entonces, se puede definir 1/¢(B) como el filtro lineal con coeficientes
absolutamente sumables

j==o0

Aplicando el operador x(B) := ﬁ a ambos lados de (2.17) se obtiene

X, = x(B)$(B)(X:) = X(B)I(B)(er) = $(B)(er) = Y thjery (2.18)

j=—00

donde ¥(2) = x(2)0(2) = >_72 1j27. Usando un argumento similar al que se hizo cuando

se estudio el ARM A(1,1) se tiene que (B)(€;) es la tnica solucion estacionaria de (2.16).
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Proposicion 2.6.1. (Ezistencia y unicidad de solucion estacionaria ARM A(p,q))

Una solucion estacionaria {X;} de la ecuacion (2.16) existe (y es la tnica solucion
estacionaria) si y solo si

#(z) =1—¢12— ... —¢pzl #0, para todo |z[ =1

Cuando se estudio la causalidad del proceso ARM A(1,1), i.e. si X; se puede expresar
en términos €5, s < t, se dijo que {X;} es causal si y solo si |¢;| < 1. Para el ARM A(p, q)
la condicion andloga es que ¢(z) # 0 para |z| < 1, i.e. si el valor absoluto de los ceros del
polinomio auto-regresivo es mayor que 1.

Se dice que el proceso ARM A(p, q) es causal (6 funcion causal de {e:} si existen con-
stantes 1; tales que ) 72 [1;| < ooy para todo t € Z

X => e (2.19)
j=0

La condicién de causalidad es equivalente a
$(z) =1— 12— ... — ¢p2 #0 para todo z € C tal que |z] <1 (2.20)

La demostracion de la equivalencia entre causalidad y (2.20) se sigue de propiedades de
las series de potencias. De la expresion (2.18), se puede observar que {X;} es causal si y
solo si x(z) = % = > ;2o Xj%’ (suponiendo que ¢(z) y 6(2) no tienen factores ménicos en
comun); pero esto es precisamente equivalente a (2.20).

La sucesion {1;} en (2.19) estd determinada por la relacién ¢(2) = 3772, Yzl = 3)((2,
o equivalentemente por la identidad
(I—=¢1z—...—p2") (Vo +V1z+...)=14+0124+ ...+ 60,2
Igualando los coeficientes de 27, j € N
1 = 4o
th = 1 — Yod1 (2.21)

o = 2 — P11 — Vo2

O equivalentemente
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P
b= Y bk =05, jEN (2.22)
k=1
donde 0y := 1, para j > ¢ 0; := 0y para j <0 ; :=0.

La invertibilidad permite expresar a €; en términos de X, s < ¢ y tiene una caracteri-
zacion similar en términos del polinomio de medias moéviles.

Se dice que el proceso ARMA(p,q) es invertible si existen constantes m; tales que
> 5o |mi| < ooy para todo t € Z

&=y X (2.23)
=0

La condicién de invertibilidad es equivalente a
0(z) =14+601z+...4+ 6427 # 0 para todo z € C tal que |z| <1 (2.24)

Intercambiando los polinomios auto-regresivo y de medias moviles en (2.22) se tiene que
q
T+ Z@k’ﬁj,k = —¢j, j €N (2.25)
k=1

donde ¢g := —1, para j > p ¢; := 0y para j <0 7 := 0.

2.6.1. La funcién de autocovarianza de los proceso ARM A(p, q)

A continuacion se obtendra la funcién de autocovarianza del proceso ARM A(p, q) causal
definido por

¢(B)(X¢) = 0(B)(et) (2.26)

donde {e} es un ruido blanco con media cero y varianza o2, ¢(z) =1 — g1z — ... — ¢pzP y
0(z) =1+61z+ ...+ 6,29 La suposicion de causalidad implica que

Xp=> e (2.27)
j=0

donde > 7%, Pzl = ZE?), |z| <1y ya se discutié como obtener la sucesion {1;}.
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» Método 1. De la proposicion 2.4.1 y la representacion (2.27) se tiene que

yx () = B(Xpyn Xy) = 0° > bty
=0

Por ejemplo, para el proceso ARMA(1,1), X; — ¢X;—1 = e + 0e,—q con |p| < 1

x(0) = o*Y vf=0 1+ (640> oY
j=0 Jj=0

(1) = D =0 [¢+0+(6+0)°0) oY

§=0 §=0
_ 2 (¢ +0)%9
v yx(h) = ¢"Tyx (1), h > 2. Por ejemplo, para el proceso MA(q), X; = e;+61€6_1+

R gqet—q

—lh .
ety = L7 E00 00n st lbl < g
0 si |h| > q

s Método 2. Si se multiplican ambos lados de

X — 91 Xp1— .o — Qsttfp = +01621+ ...+ qut,q
por X; i, k € N y se obtienen esperanzas de ambos lados se tiene que
E(Xi Xt—k) =01 E(Xe—1Xp—) = - . — GpE(Xs—p X)) = E(er Xp—p) +01E(€r—1 Xp k) + - - +0E(€1—g Xi—k)
entonces,

j=0
y
donde m := max{p,q+ 1}, ¥j :=0para j <0, 0y :=1y 0; :=0para j ¢ {0,...,q}
WX(h):alfl_h+a2§2_h+...+ap§;h, h>m-—p (2.30)

= Método 3. Las autocovarianzas se pueden encontrar resolviendo p + 1 ecuaciones de
(2.28) y (2.29) para vx(0),...,7x(p) y se resulven las siguientes ecuaciones para
encontrar recursivamente yx(p + 1), vx(p+2), .. ..
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2.7. Estimacion

Ahora, se definiran algunos estimadores de las funciones de autocovarianza, autocor-
relacién, covarianza cruzada y correlacion cruzada a partir de datos en forma de serie de
tiempo. Se supondré que se tienen datos x1.7. El estimador usual de la funcién de autoco-
varianza es la autocovarianza muestral que para h > 0 se define como

Z(l’wh —z)(z¢ — ), parah €N
t=1

_ T . . .,
donde z = % > +—1 ¢ es la media muestral. Con este estimador de la funciéon de autocovar-
ianza se puede obtener un estimador para la funcién de autocorrelaciéon mediante

A~

h
px(h) = Yx(h) para h € N

4x(0)

2.7.1. Propiedades de la media y la funcién de autocovarianza muestrales

Un proceso {X:} estacionario esta caracterizado, al menos en términos de segundo or-
den, por su media p y su funcién de autocovarianza +(+); por tanto, la estimacion de p, y(-)
y p(+) a partir de las observaciones Xi,..., X7 tiene un papel importante en problemas
de inferencia y en particular en el problema de construir un modelo apropiado para los
datos. A continuacion, se estudiaran algunas propiedades de los estimadores muestrales X,
p, respectivamente.

El estimador por momentos de la media 1 de un proceso estacionario es la media mues-
tral

L I
Xr=2) X
t=1
Que ademas es un estimador insesgado (de u) pues

T

1 1
B(Xr) = = Y B(X) = T = g
t=1

El error cuadratico medio de X7 es
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T

_ 1
ECMy, (n) = Var(Xr)= ﬁvar(ZXt)
t=1
1 T T 1 T
= ﬁZZCOU(Xi,Xj):ﬁ Z (T —[i = jDyx (@ =)
i=1 j=1 i—j=—T
T
1 |h|
T < - T) v (h)
h=-T

Notese que si limy,_,o 7x(h) = 0, entonces el lado derecho de (2.31) converge a cero, asi
que X7 converge en media cuadratica a p. Si Y o |ox(h)| < 0o, entonces

Jim T ECMy, = > x(h)

|h|<oo
Proposicién 2.7.1.

Si {X:} es una serie de tiempo estacionaria con media p y funciéon de autocovarianza
~vx(+), entonces cuanto 1" — oo

Var(Xr) =0 siyx(T) =0

T-Var(Xr) = Y yx(h) si Y2 lox(h)| < oo

|h|<oo

2.7.2. Estimacién ML, MAP y LS

Es posible obtener estimadores puntuales de los parametros del modelo maximizando
la funcion de verosimilitud o la distribuciéon posterior completa (full posterior distribution).
En la literatura se proponen muchos métodos y algoritmos para encontrar dichos estimados.
A continuacion, se dard un breve repaso de dichos métodos, ejemplificando con el AR(1).

Se puede obtener un estimador de 6, 9, maximizando la funcién de verosimilitud
p(x1.,|0) con respecto a 6. En este caso se denota por 0 = 0. Anélogamente, si se
maximiza la distribucion posterior, p(@|x1.,) (en vez de la funcién de verosimilitud) se ob-
tiene el estimado maximo aposteriori para 8 que se denota por 0 =0 ap.

Muchas veces, la funcién de verosimilitud y la distribucién posterior son funciones de 6
con formas complicadas (por ejemplo no-lineales) y por tanto se necesitan algunos métodos
numéricos, tal como el método de Newton-Raphson 6 el método de scoring, para obtener
Orv v Oarap. En general, el algoritmo de Newton-Raphson se puede resumir de la siguiente
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forma: sea ¢(0) una funcion de @ = (61, ..., 0x)" que se quiere maximizar y sea 6 el méaximo.
En la m-ésima iteracion se obtiene

0™ = 91 — [ (6t V)] g/ (9" 1) (2:31)

donde ¢'(0) y ¢"(0) denotan las primera y segunda derivadas parciales de g, i.e. ¢'(0)
es un vector de k entradas dado por

d@=(£ﬂ@ww£ﬁ@)

y ¢"(0) es una matriz de k x k de las derivadas de segundo orden dada por [%;‘,jg(e)] para

i,7 € {1,...,k}. Bajo ciertas condiciones, este algoritmo produce una sucesiéon 0(1), 0(2), ...
que convergera a 6. Es importante comenzar con un buen valor inicial 6 ya que este algo-
ritmo no necesariamente converge para valores en las cuales —g”(-) no es positivo definida.
Un método alternativo es el método de scoring, en éste se reemplaza ¢”(6) en (2.31) por la
matriz de valores esperados E(g”(0)).

En muchas aplicaciones practicas, especialmente cuando se trabaja con modelos que
involucran muchos parametros, no es Util resumir las inferencias en términos de la moda
posterior conjunta. En vez de esto, se puede hacer en términos de las modas posteriores
marginales. Por ejemplo, supéngase que se puede particionar los pardmetros del modelo en
dos conjuntos 07 y 62 de tal forma que 8 = (07,605) y supéngase que se esta interesado
en p(02|x1.,). El algoritmo EM (Esperanza-Maximizacion) propuesto por Dempster, Laird
& Rubin (1977) es muy util cuando se trabaja con modelos para los cuales p(62|x1.,) es
dificil de maximizar directamente pero es relativamente facil trabajar con p(61|02,z1.,) ¥y
p(02]01, 21.,). El algoritmo EM se puede describir de la siguiente manera:

1. Empezar con algtn valor inicial 0;0).
2. Param=1,2,...

= Calcular E("~D[log(p(82, 01|21.,))] dada por la expresion

/ (05, 01[21,)p(01105" ), 21.0)d6: (2.32)

Este se conoce como el paso E.
» Hacer Ogm) al valor que maximice (2.32). Este se conoce como el paso M.
En cada iteracion, el algoritmo satisface que p(Ogm)|x1;n) > p(Ogm_l)\:vlm). No hay

garantia de que el algoritmo EM converja a la moda; en el caso de distribuciones mul-
timodales, el algoritmo puede converger a una moda local. En la literatura hay varias
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alternativas para evitar tal “convergencia” hacia sélo una moda local, tales como imple-
mentar el algoritmo con varios puntos iniciales aleatorios ¢ usando métodos de simulated
annealing. Algunas generalizaciones del algoritmo EM son el algoritmo ECM (esperanza-
condicionamiento-maximizacion), el algoritmo ECME (una variante del ECM en el cual 6
se maximiza la log-densidad posterior 6 se maximiza la esperanza de la log-densidad poste-
rior) y los algoritmos SEM (EM suplementado) (ver Gelman, Carlin, Stern & Rubin (2004))
6 algunas versiones estocasticas del algoritmo EM como el MCEM (Monte-Carlo EM, ver
Wei & Tanner (1990)).

2.7.3. Minimos cuadrados tradicionales

Las metodologias de méxima verosimilitud y Bayesianas para ajustar auto-regresiones
lineales son dos de los métodos estandar del analisis de regresién. Por esta razon, ahora se
har4 un pequeno recuento de las principales ideas y resultados para el estudio de series de
tiempo.

Un modelo lineal con una respuesta univariada y p > 0 variables de regresion (o bien
predictores o covariados) tiene la forma z; = f,3 +¢;, i=1,2,... donde x; es la i-é¢sima
observacion de la variable de respuesta, y tiene valores correspondientes de los regresores en
el vector de disenio f; = (fi1,..., fip). Se supone que los vectores de disenio son conocidos y
fijos antes de observar las correspondientes respuestas. También se supone que los términos
de error ¢; son independientes y tienen distribucion N (0, 02). Generalmente se desea estimar

el vector de parametros de regresion 8 = (f1,...,0p)" y la varianza del error. El modelo
para un conjunto de n respuestas observadas x = (z1,...,2,) es

x=FpB+e
donde F es una matriz de p x n cuya i-ésima columna es f;. Ademas, € = (e1,...,€,)" tiene

distribucién normal n-variada con media 0 y matriz de varianzas-covarianzas o°IL,.

La distribucién de muestreo se define como

n 1 1
plrn) = [[NGllB.0%) = 55 o 55008}

donde N (x;|f;3,0?) denota la densidad normal con media f;3 y varianza o? evaluada
enz; vy Q(x,8) = (x—FB)(x—FpB) =" (z;—f;B)% Y con esto se obtiene una funcién
de verosimilitud para (3, 0?). También se puede escribir Q(x, 3) como
Q(x.8) = (8- B'FF'(B-P)+R

donde 3 = (FF)"'Fxy R= (x— F/B)/(X — F’,[:}) Esto supone que F tiene rango completo
p, ¥y en otro caso se debe usar una transformacién lineal apropiada en los vectores de disefio
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para hacer que F tenga rango completo y para que se reduzca la dimensién del modelo.
Aqui B es el estimador méximo verosimil de 3 y R/n es el estimador méximo verosimil de
o?; aunque un estimador muy comun en la practica de sigma?® es n—ljp (donde n— se asocia

a los grados de libertad)

2.7.4. Series de tiempo: Una perspectiva bayesiana

Se supondra que se tiene n observaciones x1., de un proceso de series de tiempo univari-
ado {X;}ie7. Suponongase que para cada X; se tiene una distribucion de probabilidad que
se puede escribir como funcién de algtin parametro o conjunto de pardmetros 6 y que dicha
dependencia se puede describir en términos de una funcién de densidad de probabilidad
p(2¢@). Como siempre en un entorno de inferencia si se piensa a p(z¢|@) como una funcién
de 8 en vez de una funcién de x; se conocerd a esta funciéon como funcién de verosimilitud.
Mediante el teorema de Bayes se puede obtener la densidad posterior de 8 dado z, p(€|x;)
de la siguiente forma

p(0)p(x46)

p(xe)

donde p(z¢) = [ p(0)p(x:|0)dB se conoce como funcion de densidad predictiva. La distribu-
cion a priori, p(@), es una forma de incorporar creencias previas acerca de 0 y el teorema
de Bayes permite actualizar dichas creencias después de observar los datos.

p(O|zt) =

En el analisis de series de tiempo el teorema de Bayes también se puede utilizar de forma
secuencial de la siguiente manera: antes de tomar datos, las creencias previas acerca de 6
se expresan de forma probabilista a través de p(@). Supongase que se toma una primera
observacion al tiempo ¢t = 1, 21, y se obtendra p(0|x1) utilizando el teorema de Bayes. Una
vez que se obtiene zg se puede obtener p(@|x1.2) de nuevo mediante el teorema de Bayes a
través de p(6|x1.2) x p(0)p(x1:2]0). Si X1 y X5 son condicionalmente independientes dado €
se puede escribir p(0|z1.2) x p(O@|x1)p(x2|@). En forma andloga, se puede obtener p(0|z1.,)
secuencialmente si todas las observaciones son independientes. Sin embargo, en el anélisis
de series de tiempo las observaciones no son independientes. Una suposicién frecuente es
que cada observacién al tiempo ¢ depende sélo de 8 y de la observacién tomada al tiempo
t — 1, i.e. una estructura Markoviana. En este caso se tiene que

n

p(0|z1:0) o p(0)p(x1]6) [ [ p(xt|zi-1,6)

t=2

Sin embargo, hay algunos modelos més generales en los cuales X; depende de un niimero
arbitrario de observaciones pasadas.

Una clase importante de modelos de series de tiempo es aquella en al cual los parametros
también estdn indexados por el tiempo. En este caso, cada observacién se relaciona con
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el parametro 6; que evoluciona a través del tiempo. Esta clase se conoce como modelos
dindmicos lineales. En este tipo de modelos es necesario definir un proceso que defina la
evolucién en el tiempo de 8;. Por ejemplo, considérese el modelo conocido como TV AR(1)
que se define como

Xi = Xp 1+ ¢
Gt = Qr1 + 1y

donde ¢; y 4 son independientes en el tiempo y mutuamente independientes y €, ~ N (0, v)
y v+ ~ N(0,w). En este modelo algunas distribuciones de interés son las distribuciones pos-
teriores al tiempo ¢, p(¢¢|z14) y p(v|z1.4); también p(¢¢|x1.,) v la distribucion de prediccion
P(Tesh|T1:)-

2.7.5. Asignacién del orden p en modelo auto-regresivos

Se puede hacen un anélisis inferencial para diferentes valores p (el orden del modelo
auto-regresivo) y analizarse las variaciones en la inferencia cuando el parametro p cambia.
Los valores grandes para p estan limitados por el tamano de la muestra y de hecho, sélo
datos con ciertas caracteristicas permitiran inferencias posteriores de referencia; se puede
hacer inferencia en un gran namero de pardmetros (con un tamano de muestra fijo)sélo con
a prioris propias e informativas para dichos parametros, en caso de no ser asi, se tendrin
problemas analogos a los de regresién de sobre-ajuste y colinelidad.

El simplemente incrementar secuencialmente p y analizando los residuales ajustados,
los cambios en estimaciones de los parametros posteriores, etc., puede ser interesante en la
determinacion del orden de un modelo auto-regresivo (aunque un poco inocente e heuris-
tico). Se pueden calcular varias caracteristicas numéricas que permitan evaluar de forma
méas objetiva estos cambios inferenciales. Dos de las mas conocidas son el Criterio de In-
formacion de Akaike (AIC) y el Criterio de Informacion Bayesiano (BIC) (Akaike (1969),
Akaike (1974), Schwarz (1978)). Entonces, el BIC y el AIC describiran de manera mas for-
mal una medida Bayesiana del ajuste del modelo. Cuando se estad comparando modelos con
diferentes niimeros de parametros, se hace con una muestra fija comtn; por tanto, se fija
un orden maximo p* y se comparan modelos con distintos 6rdenes p < p*.

Para un orden de modelo seleccionado, p, la dependencia explicita sobre p se hace
explicita escribiendo qAbp para los pardametros maximo verosimiles del AR y 5123 para la cor-
respondiente varianza de las innovaciones, i.e. la suma residual de los cuadrados, divididos
entre n — p (con n = T — p*). La medida AIC del ajuste del modelo se tomara como
2p + n - log(s2) y el BIC como log(n)p + n - log(s2). Los valores de p que inducen AIC
y BIC pequeiios serin indicativos de que hay un buen ajuste de modelo cuando se tra-
baja en proceso (puramente) auto-regresivos (por supuesto, pueden ser malos modelos si
se comparan con otras clases de modelos). Valores grandes de p tenderan a dar estimados
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mas pequenios de la varianza. El BIC tiende a seleccionar modelos méas simples que el AIC.

En un analisis Bayesiano formal, el orden se considera como un parametro desconocido
y por tanto se puede “actualizar” cualquier a priori de p con el uso de las funciones de
verosimilitud y la densidad marginal de los datos

p(w(p+1:T)"r1:p*;p) = /p(x(p+1:T)|¢p7vaxl:p*)p(¢pav)d¢pdv

donde p(¢,, v) es una apriori bajo el modelo AR(p) y recuérdese que la dimensién de ¢,
depende de p. Dadas aprioris propias p(¢p, v) en un rango de valores de p < p*, se obtendran
medidas numéricas directas de ajuste relativo con respecto a estas densidades marginales
que definen una funcién de verosimilitud para el orden del modelo. Sin emabargo, para llevar
a cabo esto se requiere de una a priori propia p(¢,,v) que depende de la dimension de p y
esta dependencia es importante para determinar la funcién de verosilimitud resultante. El
uso de a prioris “tradicionales” hace que este anélisis no sea vélido dada la “impropiedad”.

2.7.6. Un poco de simulacién

Una vez que se ha dicho como se puede abordar el estudio de las series de tiempo desde
una pespectiva Bayesiana es totalmente pertinente mencionar algunas primeras técnicas de
simulacion tutiles en el anélisis de series de tiempo.

2.7.6.1. El algoritmo Metropolis-Hastings

Supéngase que la distribucion posterior objetivo, p(0|z1.,), se puede calcular (excepto
quiza por una constante de normalizacion). Mediante el algoritmo Metropolis-Hastings se
obtiene una sucesién de simulaciones 0(1), 0(2), ... cuya distribuciéon converge a la distribu-
cion objetivo. Cada sucesién se puede considerar como la realizacién de una cadena de
Markov cuya distribucion estacionaria es p(0|z1.,). Este algoritmo se puede resumir de la
siguiente manera:

1. Simular un punto inicial 8 tal que p(H(O)\xlm) > 0 de una distribucion incial po(8).
2. Param=1,2,...

(i) Simular un candidato 6* de una distribucion de saltos J(0*|07 ). Si la dis-
tribucion J es simétrica, i.e. si J(04]0p) = J(05|6,) para cualesquiera 0, 0, y m,
entonces este algoritmo de simulacién que se conoce como algoritmo Metropolis.
Si Jp, no es simétrica, este algoritmo de simulacién se conoce como algoritmo
Metropolis-Hastings.
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(ii) Calctlese el cociente

p(8"|z1:0)/J (67(0"" V)

ri=
P00 D21,/ 7(60V67)
(iii) Hagase
g(m) _ o* con probabilidad igual a min{r, 1},
16D en otro caso

Una distribucion de saltos ideal es una en la que es facil simular y facilita el célculo de
r. La distribucién de saltos J(-|-) debe ser tal que en cada salto se mueva una distancia
razonable en el espacio parametral y por tanto, la caminata aleatoria no sea muy lenta y
también que no se rechacen demasiados saltos.

2.7.6.2. Gibbs sampling

Supéngase que 0 tiene k componentes, es decir, @ = (61,0s,...,0x). El Gibbs sampler
se puede ver como un caso especial del algortimo Metropolis-Hastings para el cual la dis-
tribucion de saltos en cada iteraciéon m es una funcién p(Gj]G(Z?_I ,T1:p), donde 6_; denota
un vector con todas las componentes de 6 excepto la componente ¢;. En otras palabras,
para componente de 6 se realiza un paso del tipo del algoritmo Metropolis para el cual la
distribucién de saltos esta dada por

p(316" ), z1) sigr =0

J;i (6% =
J( | ) 0 en otro caso

y por tanto, r = 1 y el salto siempre se acepta.

Sino es posible simular de p(6; |9(_n;.71)7 T1:,) se puede utilizar una aproximacion g(6; |0(_”;71));
sin embargo, en este caso serd necesario calcular el cociente r del algoritmo Metropolis.
2.8.  Prediccién en series de tiempo estacionarias

Ahora, se considerara el problema de predecir valores Xpyp, h > 0, de una serie de
tiempo estacionaria con media, u, conocida y funcién de autocovarianza yx en términos de

valores de {Xr,..., X} hasta el tiempo T'. El objetivo es encontrar la combinacién lineal
de 1, X7, X7_1,...,X1 que predice X7, con el minimo error cuadratico medio. El mejor
predictor lineal en términos de 1, X7, X7_1,..., X1 se denotard por PrXp,p y tiene la
forma

PrXrip=a0+ a1 X7+ ... +arXy (233)
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Entonces, se tienen que determinar los coeficientes ag, a1, ..., ar que minimice
Y(ag, a1, ...,ar) = E[(Xrin —ao — a1 X7 — ... — arX1)?] (2.34)
Como T es una funcién cuadratica de ag, a1, ...,ar v estd acotada por debajo por cero,
existe (ag,a,...,ar) que minimiza Y y dicho minimo satisface
0 .
TT(aO,al,...,aT):(), j=0,1,....T (2.35)
aj
O equivalentemente,
T
E XT+h —ap — Z aiXT_H_i] =0 (236)
i=1
T
E (Xm —ag — Zaixﬂl_i) XT+1_j] =0, j=12,...,T (2.37)
i=1

Es decir, ap = p(1 — E;TFZI a;)y
FTaT = ’YT(h) (238)
donde ap = (ay,...,ar), T'r = [yx(i — j)}gjjzl y
vr(h) = (yx(h),yx(h+1),...,yx(h+ T = 1))’

Por tanto,

T
PrXrin=p+ Z ai(X7y1—i — 1) (2.39)
=1

donde ar satisface (2.38). De (2.39) se tiene que

T

E(PrXren) =p+ Y al(Xpy_—p) = p
=1

Entonces, E(PrXrip — Xrin) = 0. Y también,

E[(Xrin — PrXrin)?] = Var(PrXrip)
T T T
= x(0)=2) aryx(h+i—1)+> > ayx(i—j)ay
i=1 =1 j=1

= 7x(0) —azyr(h)
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Observacion 2.8.1.

Para mostrar que las ecuaciones (2.36) y (2.37) determinan de manera tnica a PrXrp,
sean a(() ),agl), .. .,agp) a((f),agQ), . ,ag) dos soluciones y sea Z la diferencia entre los

predictores correspondientes, i.e.

Z =a" — o’ +Z ). Cay
Entonces,
T
1 2 1 2
722=7al! —a + 3 (0" — al?) X7y

j=1
pero por (2.36) y (2.37) E(Z) = 0 y E(ZXr41—;) = 0 para j = 1,...,T. Por tanto
E(Z?) =0y por tanto Z =0 v.

Se puede resumir lo anterior en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.8.1. (Propiedades de PprXp.p)
1. PrXp.p = /H—EiT:l a;(Xp41—;— ), donde ap = (aq,...,ar) satisface (2.38)

2. E[(X7yn — PrX7in)?] = 7x(0) — apyp(h), dondo yr(h) = (vx(h),vx(h +
1),...,79x(h+T-1))

3. E(XT+h - PTXT+h) = 0

4. E[(Xpip — PrXron)X;]=0,j=1,...,T.

Ejemplo 2.8.1. (Prediccion a un paso del proceso AR(1))
Considérese la serie estacionaria {X;}ez tal que
Xe=9¢Xe1+e, [P <1
donde {e;} es un ruido blanco con media cero y varianza ¢2. De (2.38) y (2.39) se tiene

que el mejor predictor lineal de X7y en términos de {1, X7,..., X1} es PrXpy = af Xy
donde X7 = (X7,...,X3)" y a satisface
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1 ¢ ¢* - T a1 ¢
¢ 1 ¢ - 9P as ¢?
. . L =1 (2.40)
(bT:fl ¢T.72 ¢TL3 . . 1 a.T (b.T
Notese que una solucion de (2.40) es ar = (¢,0,...,0) y por tanto el mejor predictor
lineal de X741 en términos de {X1,..., X7} es
PrXrpi1 =apXyp = ¢Xrp
cuyo error cuadratico medio estd dado por
2 ! o 2
E[(X741 — PrXry1)7] = 7x(0) —a'yp(1) = T—g2 px(1) =0
v
2.8.1. Prediccion de variables aleatorias de segundo orden
Supo6nagase que Y v Wr, ..., Wi son cualesquiera variables aleatorias con segundo mo-
mento finito. Supéngase que p :=E(Y), p; := E(W;), Var(Y), Cov(Y,W;) y Cov(W;, W)

son conocidas. Definanse los vectores W = (W, ..., W1)', uw = (up, ..., pu1)’,

~ = Cov(Y,W) = (Cov(Y,Wr),Cov(Y,Wr_1),...,Cov(Y,W;))’

I':=Cov(W,W) = [Cov(Wri1_, WT+1—J‘)]ZJ=1

Con argumentos anélogos a los que se usaron para encontrar al mejor predictor lineal
Pr Xy, se puede probar que el mejor predictor lineal (en el sentido de media cuadrética)
de Y en términos de 1, Wrp, ..., Wi, p(Y|W), estd dado por

P(YIW) = py +2' (W — ) (2.41)
donde a = (ay,...,ar)" es cualquier soluciéon de
Fa=+~ (2.42)

El error cuadratico medio del predictor es
E[(Y — p(Y|W))*] = Var(Y) — a’y

Ejemplo 2.8.2. (Estimacion de un valor faltante)
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Considérese la serie estacionaria {X;}ez tal que
Xi=0Xi1+e, |o<1

donde {e} es un ruido blanco con media cero y varianza o2. Supéngase que se observa la
serie en los tiempos 1 y 3 y se desea usar estas observaciones para encontrar la combinacion
lineal de X1 y X3 que estime X5 con el error cuadritico més pequeno. Se puede resolver
este problema directamente a partir de (2.41) y (2.42) haciendo Y = Xo y W = (X1, X3)".

Es decir, con la expresion
1 ¢ _ (¢
( @ 1 )a‘ ( ¢ )

1 ¢
a_1+¢2<¢>

una solucién. Por tanto, el mejor estimador de X5 estd dado por

con

¢
1+ ¢?

P(X2|W) = (X1 + X3)

con un error cuadratico medio de

o? ¢’022 o2
I — o(XoW))? _af< s ) _

T2 2
1—¢ - 14+ ¢
\Y
2.8.1.1. Propiedades del operador de predicion o(-|W)
Para W = (Wrp,...,W1)' y Y con segundo momento finito ya se vi6 como calcu-

lar el mejor predictor lineal p(Y|W) en términos de 1, Wy, ..., W) mediante p(Y|W) =
oy +a' (W — py). La funcion p(-|W) que transforma Y en p(Y'[W) se conoce como oper-
ador de prediccion. Los operadores de prediccién tienen muchas propiedades ttiles que se
pueden utilizar para simplificar el célculo de los mejores predictores lineales. A continuacion
se enlistan algunas.
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Proposicion 2.8.2. (Propiedades del operador de prediccion p(-|W))

Supéngase que E(U?),E(V?) < oo, E = Cov(W, W) y B,a1,...,ar constantes.
Entonces,

1. p(UW) = E(U) +a'(W — E(W)), donde Za = Cov(U, W)
2. E[(U - p(UW))W] y E[U — p(UW)] =0

3. E[(U — p(U|W))2] = Var(U) — a'Cov(U, W)

4. p(a1U + @V + BIW) = a1p(U|W) + asp(VIW) + 3

5. (1 Wi+ BIW) = 1 ;Wi + 3

6. Si Cov(U, W) =0, entonces p(U/W) =E(U)

7. Si V es un vector aleatorio tal que las componentes de E(VV’) son finitas,
entonces p(U|W) = p(p(U|W,V)|W)

Ejemplo 2.8.3. (Prediccion a un paso de la serie AR(p))
Supoéngase que {X;}icz es una serie de tiempo estacionaria que satisface las ecuaciones
Xe=1Xe 1+ ...+ Xt pte, tEL

donde ¢, ~ WN(0,02) y € no esté correlacionado con X, para todo s < t. Entonces, si
T > p se puede aplicar el operador de prediccion Pr en ambos lados de la ecuacién anterior
y usando las propiedades 4., 5. y 6. se tiene que

Pr(Xri1) =01 X+ ...+ 0pXri1-p

Ejemplo 2.8.4. (Una serie AR(1) con media diferente de 0)

Se dice que una serie {Y;} es un proceso AR(1) con media p si {Y; — p} es un proceso
AR(1) con media 0. Si Y; = X; + u, entonces Y; satisface la ecuacion

Yi—p=0¢ Y1 —p) +e

Si PrYpip, es el mejor predictor lineal de Yy;j en términos de {1, Y7, ..., Y1}, entonces
aplicando Pr en ambos lados de la ecuacién anterior con t =T + 1,7 + 2,... se obtiene

PrYrip —p=¢(Pr¥rip—1 —p), heNT
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Notese que PrYr = Yr, entonces se puede resolver estas ecuaciones recursivamente para
PrYryp, h € Nt para obtener

PrYpin = p+¢" (Yo — 1)

El correspondiente error cuadratico medio es

E[(Yrin — PrYrn)?) = (0)[1 — afpp(h)]

donde v(0) = % y p(h) = ¢", h > 0. Entonces, sustituyendo ar = (¢",0,...,0)" se tiene
que

1— 2h
al=¢

E[(Yr4n — Pr¥rin)?] = 9

Observaciéon 2.8.2.

En general, si {Y;} es una serie de tiempo estacionaria con media p y si {X;} es una
serie definida mediante X; = Y; — p (donde {X;} tiene media cero), entonces como el
conjunto de todas las combinaciones lineales de {1,Y7,...,Y1} es el mismo que el conjun-
to de todas las combinaciones lineales de {1, Xp,..., X1} el predictor lineal de cualquier
variable aleatoria W en términos de 1,Y7,...,Y; es el mismo que el predictor lineal en
términos de 1, X7, ..., X;. Denotese este predictor como Pr y aplicando Pr a la ecuacién
Yripn = X74p + 1 se obtiene

PrYrin =p+ PrXrip

Por tanto, el mejor predictor lineal de Y7, se puede determinar si se encuentra el mejor
predictor lineal de X7 y sumandole p. Notese que como PrXpyp = ,u—l—ZiT:l ai(Xpi1—i—
1)y E(X¢) =0, PrXp4p es el mismo que el mejor predictor lineal de X7, soélo en términos
de Xp,..., X1. \Y

2.8.1.2. El algoritmo de Durbin-Levinson

Por la observaciéon anterior, se puede restringir la atencién a series de tiempo estacionar-
ias con media cero, haciendo lo correspondiente si se desea hacer predicciones de series de
tiempo estacionarias con media distinta de cero. Si {X;} es una serie de tiempo con media
cero y funcion de autocovarianza (), entonces la expresion p(Y|W) = uy +a'(W — uw)
resuelve completamente el problema de determinar el mejor predictor lineal de PrXr.yy
de X7 en términos de {Xr,...,X1}. Sin embargo, con esta metodologia se tiene que re-
solver un sistema de T" ecuaciones lineales y, como siempre, si 1" es grande hay un problema
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numeérico importante. En lo casos en los cuales el proceso se define mediante un sistema
de ecuaciones lineales se puede aprovechar la linealidad de Pr. Para procesos estacionarios
més generales resulta de utilidad si el predictor a un paso PrXr; basada en las T' obser-
vaciones anteriores se puede usar para simplificar el cédlculo PpiqXpio (el predictor a un
paso basado en las T + 1 observaciones previas). Se dice que son recursivos los algoritmos
que utilizan esta idea. Dos ejemplos importantes de este tipo de algoritmos recursivos son
el algoritmo de Durbin-Levinson y el algoritmo de innovacién.

Se sabe de p(Y|W) = uy +a' (W —uw ) vy de Ta = 4 que si la matriz T'r es no-singular,
entonces

PrXpy = ¢ Xp=¢mXr+ ...+ drrXy

donde ¢y = Tty p, v7 = (¥(1),...,7(T))" y el correspondiente error cuadratico medio
es

vr := E[(Xr41 — PrX7p11)%] = 7(0) — ¢'v7p
Una condiciéon 1util para la no singularidad de todas las matrices de autocovarianza
I'1,To,...es quev(0) >0y limy 0 y(h) =0.

Proposicion 2.8.3. (Algoritmo de Durbin-Levinson)

Los coeficientes ¢7 1 se pueden obtener recursivamente mediante

T-1
orr = = br19(T = 4) | vk, (2.43)
j=1
o111 dr-1,1 ¢r-1,7-1
: = : — 1,7 : (2.44)
éTT-1 dr-1,7-1 dr-1,1

y vp = vp_1[l — ¢F.;] donde ¢11 = y(1)/7(0) y vo = 7(0).

Demostracion: (por induccion sobre T')

La definicién ¢11 garantiza que la ecuacion

Rr¢p = pr

(donde pr = (p(1),...,p(T))") se satisfaga para T = 1. Ahora se probard que ¢r
definida recursivamente mediante (2.43) y (2.44) satisfacen el sistema de ecuaciones anterior.
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Supongase que esto se cumple para T = k. Particionandose Ry v definiendo

o = (p(k), p(k = 1), p(1))’

¢;(:) = (Pkks Phio—1s - - - > Pr1)’

se tiene que las recursiones implican

(r) .
Rii19k41 = ( R%f Pr )(‘Zﬁk—qﬁkﬂ,ﬂld’é))

o Pl 1,1

_ P = ¢k+1,k+1ﬂ;(:) + ¢k+1,k+1p](:) _—
P;(:) bk — ¢k+1,k+1p;(f)¢,(:) + Pr1,k+1

Ahora se probara que los errores cuadraticos medios vy := E[(X741—¢7X1)?] satisfacen

que vy = ¥(0) y vp = vr_1(1—¢%;). Como PyX; := E(X;) = 0, entonces vy = v(0). Como
¢ X es el mejor predictor lineal de X741, se puede escribir

vr =7(0) — ¢7pyr =v(0) — dp_1y7—1 + ’VTT¢¥)_17T—1 — orry(T)
Entonces,

vr = vr—1 + ¢TT(¢§([7:)_/1'YT—1 —(T))

y por el célculo de ¢ se tiene que

vr = vr—1 + ¢7p(v(0) — p_1vr-1) = vr—1(1 — %)

2.8.1.3. El algoritmo de innovacién

El algoritmo recursivo que se estudiard ahora se puede aplicar a todas las series con
segundo momento finito, atin si éstas no son estacionarias; y en algunos casos especiales se
puede simplificar considerablemente.

Supongase que {X;} es una serie de tiempo con media cero tal que E(|X¢|) < oo y

Y definase
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A 0 siT =1
XT =
PT—1XT siT = 2,3, e

vr = E[(X741 — PrXr41)?]

Ahora, se definen las innovaciones 6 errores de predicciéon a un paso

Up = Xy — Xr
En términos vectoriales Up = (Uy,...,Ur) v Xp = (X3,..., X7)’, la dltima ecuacion
se convierte en
U=ArXr
donde Ar tiene la forma
1 0 0 -0
ai,1 1 0 -0
Ap = a2 a1 1 -0 (2.45)
) 0
ar—1,7-1 Aar—1,7-2 QaT-1,T-3 -1
At es no-singular con inversa, Cp, de la forma
1 0 0
9171 1 0
Cp = 02,2 02,1 1 (2.46)

o O o o

Or—17-1 Or-17-2 O1_17-3

Por tanto, el vector de predictores a un paso, Xp = (X1, P1Xo,...,Pr_1X7) se puede
expresar como

X1 =X — Up = CrUr — Up = Op(X7 — X7)

donde
0 0 0
011 0 0
Or = 02,2 02,1 0 (2.47)

OO O O O

Or_1r-1 Or-17-2 Or_17-3

y X satisface X7 = Cp(Xp — XT) La ecuaciéon XT =0rXr— XT) se puede reescribir
€Omo
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< 0 siT =0
T+1 = 5 .
Z;-le Orj(Xrr1-j — Xrg1—5) siT =1,2,3,...

por tanto, los predictores a un paso Xi, Xs,... se pueden calcular recursivamente una
vez que se tienen los coeficientes 6;;. El siguiente algorimo genera estos coeficientes y los
errores cuadraticos medios v; = E[(X; — X;)?] a partir de las covarianzas x(i, j).

Proposicion 2.8.4. (Algoritmo de innovacion)

Los coeficientes 071, ...,077 se pueden obtener recursivamente mediante las ecua-
ciones vg := k(1,1,),

k—1
QT,T—k = vk_l[/{(T +1,k+ 1) Z Qk,kfjeT,T—j'UjL 0<k<T,
=0
y
T-1
vp=rk(T+1,k+1)— O%I_jvj
§=0

A partir de vy se obtienen sucesivamente 611, v1; 022, 021, v2; 033, 032, 031, v3; . ..

Observacion 2.8.3.

Mientras con el algoritmo de Durbin-Levinson se obtienen los coeficientes de X1, ..., X
AP T . . y .
en la representacion Xy = > =1 o1 X741-j, con el algoritmo de innovacién se obtienen

los coeficientes de (X7 — XT), o (Xh - Xl) en la expansion XT-H = Z;F:l 07 (Xrp1-5 —
X741—4). La ultima expansion tiene ciertas ventajas que se obtienen del hecho de que las

innovaciones no estan correlacionadas. Una consecuencia directa de este algoritmo es que
si 0o := 1, entonces

T

Xry1 = Xry1 — Xpy1 + Xpyg = Z Orj(Xr41—5 — XT+1—]‘), T=012,...
=0

Ejemplo 2.8.5. (Prediccion recursiva de un MA(1))

Si {X:} es la serie de tiempo definida por

Xt = €¢ + 9675,1, {Et} ~ WN(O, O'2>
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entonces k(i,j) = 0 para |i — j| > 1, k(i,i) = o%(1 + 0%) y k(i,i + 1) = Oo>. Aplicando el
algoritmo de innovacién se obtiene

Or; =0, 2<;<T
9T1 = ’U;il(gUQ,
vg = (1+ 6%)c?

vr = [1+ 6% — vt [0%0%)0?

Calculo recursivo para predictores de h-pasos

Para la prediccion de h-pasos se utiliza el resultado

Pr(Xrik — Pryg—1Xrir) =0, keNT

Entonces,
E[(X7r4r — Prox—1 X7 —0) X7y 1] =0, 7=1,....T
Por tanto,
PrXrin = PrPrin1Xrin = PrXrin
T+h-1
= Pr| > Orin-1i(Xrin—j — Xrin-y)
=1

de nuevo usando el hecho de que Pr(Xryr— Prig_1X7ik) =0, k € NT yla linealidad
de Pr se tiene que

T+h—1

PrXrin= Y Orpn-1(Xrinj — Xrpn—j) (2.48)
j=1

donde los coeficientes 07; se obtienen mediante el algoritmo de innovacién. El error
cuadratico medio se puede expresar como

E[(Xrin — PrXrin)?] = E(XZ4,) — E*(PrXris)
T+h—1

= K(T+hT+h) = > 0 107001
j=h
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2.8.1.4. Prediccion de procesos estacionarios en términos de una infinidad de valores pasados

Cuando se tiene disponibles X, ..., Xg, X1,..., X7 (m < 0), es util evaluar el mejor
predictor lineal de X7, en términos de 1, X, ..., Xo, ..., Xjn. Este predictor se denotaré
por P, 7 X7} se puede evaluar con los métodos que se estudiaron en las secciones anteri-
ores. Si |m| es grande, este predictor se puede aproximar por su limite en media cuadratica

PrXryp= lim P,rX7r4n
m——0Q

Se conocera a Pr como el operador de prediccion basado en el pasado infinito, { X :
—oo < t < T}. Analogamente, se conocerd a Pr como el operador de prediccion basado en
el pasado finito, {X1,..., X7}

Para calcular PrXr4p, se debe considerar que como PrXp4p, en el mejor predictor lineal
PrXp.p, cuando { X} es un proceso estacionario con media cero y funcion de autocovarianza
~(+) esta caracterizado por las ecuaciones

El(X74n — PrXrin)Xrp1-i] =0, i=1,2,...

Si se puede encontrar solucién a este sistema de ecuaciones, éstas determinaran de
manera Unica al predictor PrXp.,. Una forma (generalmente efectiva) de resolver este
problema es supone que PrXr., se puede expresar de la forma

o
PrXrip= E a; X1
Jj=1

y por tanto el sistema de ecuaciones anterior se convierte en

o
E || Xren— Y oXriaoj | Xpy—i| =0, i=12,...
j=1

6 equivalentemente,

[e'e]
7j=1

Este es un conjunto infinito de ecuaciones lineales con coeficientes desconocidos «; que
determina PrXp,p siempre y cuando la serie converja.
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Proposicién 2.8.5. (Propiedades de Pr)
Supoéngase que E(U),E(V) < oo, a,b, ¢ constantes y I' = Cov(W, W). Entonces,
E[(U — PrU)X;] =0, j < n.
2. Pr(aU + bV + ¢) = aPrU 4+ bPrV + c.
3. Si U es combinacién lineal de X;, 7 < T, entonces PrU =U.

4. Si Cov(U, X;) = 0 para todo j < T, entonces PrU = E(U).

Estas propiedades se pueden utilizar para simplificar la obtenciéon de ISTXTHL en el caso
de que {X;} sea un proceso ARMA.

Ejemplo 2.8.6.
Considérese el proceso {X;} causal e invertible, ARM A(1,1) definido mediante la ex-
presion
— 0Xi1 =&+ 01, {&} ~WN(0,07)

Ya se estudio (dada su naturaleza causal e invertible) la existencia de las representaciones
asociadas

oo
Xrp=erp+0+0) Y & Terpi
j=1

o0
ery1 = X141 — (0 + 9) Z ) X
j=1

Aplicando el operador Pr en la segunda ecuacion (y utilizando las propiedades de PT)
se tiene que

PrXry1 = (¢+0 Z Y X

Ahora, aplicando el operador Pr en la primera ecuacion (y utilizando las propiedades
de Pr) se tiene que

PrXri = (0+¢) Z ¢ eryioj
j=1
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Por tanto,

Xry1 — PrXri =erma

y entonces, el error medio cuadratico del predictor J5TXT+1 esta dado por ]E(Z%H) =o?
\%

2.8.1.5. La descomposicién de Wold

Considérese el proceso estacionario

X = Acos(ct) + Bsen(ct)

donde ¢ € (0, 7) es constante y A y B son variables aleatorias no correlacionadas con
media cero y varianzas 2. Se puede probar (mediante el calculo directo que)

X = (2608<C)>Xt_1 — X9 = pt—lXty teZ

Asf que X; — P,_1X; = 0 para todo t € Z. Los procesos con esta tltima propiedad se
conocen como deterministas.

Proposicion 2.8.6. (Descomposicion de Wold)
Si {X}:} es una serie de tiempo estacionaria no determinista, entonces

oo
Xy = Z@DjEtfj + Vi
=0

donde

L. wo:1y2ﬁ0¢§<oo

2. {&} ~WN(0,0?)

3. Para cualesquiera s,t € Z, Cov(e, V;) =0
4. Para todot € Z, ¢ = ptet

5. Para cualesquiera s,t € Z, V; = Py

6. {Vi} es determinista.

Observacion 2.8.4.
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En esta proposicion P,Y es el mejor estimador lineal de Y en términos de combinaciones
lineales 6 limites de combinaciones lineales de 1, X, —oo < s < ¢. Las sucesiones {e}, {{1}
y {V4} son unicas y se pueden escribir explicitamente como ¢, = X; —Pt_lXt, Y = %

t
y Vi=Xi = 3720 bjer—j.
Ejemplo 2.8.7.

Si X; = Uy + Y, donde {U;} ~ WN(0,0?), E(U;Y) = 0 para cualquier t € Z y Y
tiene media cero y esperanza T2, entonces PXe =Y va que Y es el limite en media
cuadratica cuando s — oo de %(Xt_l + ...+ X;_s) vy para cualesquiera s < t — 1 se tiene
que E[(X; — Y)X;] = 0. Por tanto, las sucesiciones en la descomposicion de Wold de {X;}
estan dadas por ¢, = Uy, 19 =1, V; =Y y para j € NT ¢; = 0. v

2.8.2. Prediccién en procesos ARMA

El algortimo de innovacién que se describié en las secciones anteriores proporciona un
método recursivo para hacer pronéstico en procesos con media cero que no necesariamente
sean estacionarios. Para el proceso ARMA causal

¢(B)(Xe) = 0(B)(e), {er} ~WN(0,0%)

se puede simplificar la aplicacién de dicho algoritmo considerablemente. La idea consiste
en aplicar el algoritmo no al proceso (original 6 de interés) sino al proceso transformado

B o1 X, t=1,....m
T o e(B)(X,) t>m

donde m = méx{p, ¢}.

Por convencién se define 0y := 1 y para j > ¢, ; := 0. Sin pérdida de generalidad se
puede suponer que p,q € NT escribiendo los correspondientes 6;, ¢, igual a cero.

Las autocovarianzas (i, j) = E(W;W;) (i,j € NT) se obtienen de la forma

o ?yx (i = j) 1<ij<m

wi. ) = o 2 [yx (i —7) = Y0 dpyx (r — |i — 4)] ml’n{z:,j:} <m < méx{i,j} <2m
> r=00r0r1yij) min{i, j} > m
0 en otro caso

Aplicando el algoritmo de innovacién a {W;} se tiene que
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Wopaq = Z;‘Ll Or;(Wri1-j — WT-H—]') 1<T <m
+1 — ~
;]':1 eTj(WT-i-l—j ~Wry—j T>m

donde los coeficientes O7; y los errores cuadraticos medios E[(W7i1 — Wr + 1)?] se
encuentran recursivamente a partir del algoritmo de innovacion y las autocovarianzas (i, j).
Una caracteristica importante de los predictores WTH es la dismunucion de 6r; cuando
T >my j > q. Esta es una consecuencia de la construccién con el algoritmo de innovacién
y el hecho de que si > m y |r — s| > ¢, entonces x(r, s) = 0.

Se puede ver a partir de la definicién de W4,

D¢ t=1,..
Wt _ U_l t y ey T
o 16(B)(X;) t>m

que se puede escribir a X¢ (7' > 1) como una combinacion lineal de Wj, j € {1,...,T} pero
también a Wy (T' > 1) como una combinacion lineal de X;, j € {1,...,T}. Esto significa que
el mejor predictor lineal de cualquier variable aleatoria Y en términos de {1, X1,..., X7}
es el mismo que el mejor predictor lineal de Y en términos de {1, W7y,..., Wr}. Se denotara
a este predictor como PrY . En particular los predictores a un paso de Wp41 v X741 estan
dados por

Wri1 = PrWri

y
Xry1=PrXrp
Utilizando la linealidad de Pr y la definicién de W; se tiene que
. O'_lXt t=1,....m
t = .
O'_l[Xt — ¢1Xt_1 — .= ¢pXt—p] t>m
y por tanto

Xt—Xt:U[Wt—Wt], te Nt

Reemplazando W; — W, por o~ H(X; — Xt) en el calculo de las autocovarianzas (i, j) se
obtiene que

XT L= 25:1 Orj(X141-5 — XTJrlfj) 1<T <m
+1 = R
G X7+ o+ QpXry1—p + D00 Oy (X1 — Xrp1—5) T>m

E[(X141 — Xr41)?] = 0?E[(Wrs1 — Wrg)?] = oy
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donde Or; y rr se encuentran a partir del algoritmo de innovacién la funcién de auto-
covarianzas k(i,j). La expresion anterior para Xr11 determina los predictores a un paso
X9, X3, ..., recursivamente.

Observacion 2.8.5.

Si {X:} es invertible, entonces
lim E[(X7 — X7 —er)?] =0,
T—o0

para 3 =1,...,q
lim OTj = 9]'
T—o00

lim rp =1
T—o00

\Y

El célculo algebraico de los coeficientes 07; y r7 es muy complicado excepto en algunos

modelos muy simples (tales como los que se analizaran a continuacion). La mayoria de las
recursiones se puede implementar numéricamente de forma muy directa.

Ejemplo 2.8.8. (Prediccion del proceso AR(p))

Aplicando la expresiéon que se obtuvo para XT—H al proceso ARM A(p,1) con 01 =0 se
tiene que
Xrpi =0 Xr+ ...+ orXrp1-p, T>p

Ejemplo 2.8.9. (Prediccion del proceso M A(q))

Aplicando la expresiéon que se obtuvo para XT—H al proceso ARM A(1,q) con ¢1 = 0 se

tiene que
min{T,q}

— 0 +
Xri1 = E Orj(Xr41-j — Xr41-j), T €N
=1
donde los coeficientes O7; se encuentran mediante el algoritmo de innovacion y las autoco-
varianzas (i, j). Como en este caso los procesos {X;} y {o~'W;} son idénticos, entonces
la expresién de las covarianzas se reduce a

q—[i—jl

K(i,])—O‘ 'YXZ_] Z 09T+|Z —J|
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Ejemplo 2.8.10. (Prediccion del proceso ARMA(1,1))

Si
X;— ¢Xi 1 =€ + 01, {e} ~WN(0,0?)

con |¢| < 1, aplicando la expresion que se obtuvo para XT—H a dicho proceso se obtiene

X1 = ¢ X7 + 071 (X7 — X7)

1+420p+62

-0y ¥ por tanto para i, j € NT se

Para calcular 67 se usaré el hecho de que vx(0) =
obtienen las autocovarianzas

(1+200+6%)/(1—¢*) i=j=1

. 1462 1=32>2
k(i,J) = o .
0 li—jl=1,i>1
0 en otro caso

con estos valores de k(i, j), las recursiones del algoritmo de innovacion se reducen a

ro = (1+20¢ + 60%) /(1 — ¢*)

Or1=0/rr_1
92
rp =1+ 92 —
rT—1

\Y

2.8.2.1. Prediccién h pasos hacia adelante de un proceso ARM A(p, q)
Como antes, PrY denotarad al mejor predictor lineal de Y en términos de Xq,..., X7
(que es el mismo que el mejor predictor lineal en términos de Wi, ..., Wp. Entonces, de

(2.48) se tiene que

T+h—1
Prvpyy = Z Orsh—ij(Wrih—j — Wrin_)
j=h
Th—1
= o Z Or+h—ij(Xrn—j — XT4h—j)
i=h

Utilizando esta deducciéon y aplicando el operador Pr en ambos lados de

B o Xy t=1,...m
T o 18(B)(Xy) t>m
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se concluye que el predictor h pasos hacia adelante Pr X, satisface

ZJT:HZ_I O 4n— z,](XT-i-h —j — XT+h—j) 1<h<m-T

St GiPrXypn—i + >0 T 0 i i(Xrinj— Xpyny) h>m—T

Si T >m = méx{p, q}, para h € NT

PrXpip = {

T+h—1
PrXpin = Z¢ZPTXT+h it Y Orinif(Xrpnj — Xrpny)
i=1 j=h
Para T fijo, una vez que los predictores Xl, ey Xr se obtuvieron, es directo el calculo

de los predictores PrXri1, PrXrio, PrXris,. ...

El error cuadratico medio de PrXr,, se puede calcular mediante la expresiéon

2
h—1 J
) = B{(Xran — PrXean =3 (z N )
7=0
donde los coeficientes x; se calculan recursivamente mediante xo = 1y

min{p,j}

> Gexjem F=1,2,...

Aproximaciones en muestras grandes

Si ademas, se supone que el proceso ARMA(p,q), ¢(B)(X¢) = 0(B)(e), es causal e
invertible se tienen las representaciones

oo
Xryn =Y Vjerin
j=0

oo
eryn = X74n + Z T XT+h—j
j=1
donde {¢;} y {m;} son tnicos.

Sea PrY la aproximacién con menor error cuadratico medio de Y que es combinacion
lineal 6 limite de combinaciones lineales de {X;}, —oo < t < T (6 equivalentemente de Z;,
—oo <t <T). Aplicando Pr en ambos lados de las

o0
Xryn = E Vi€ Lh—;
=0
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y oo
eryh = X74n + Z i XTh—j
j=1
se tiene que
B o
PrXpin =) vierin (2.49)
j=h
y [o.¢]
PrXpiy =— Z T PrXrih-j (2.50)
j=1

Para h = 1, el j-ésimo término del lado derecho de (2.50) es simplemente X7q_;. Una
vez que se evalua PTXTH, a partir de (2.50) se puede calcular PTXT+2. Los predictores
PTXT+3, ]5TXT+4, ... se pueden calcular sucesivamente de la misma forma. A partir de la
ecuacion (2.49) se tiene que el error de prediccion esta dada por

h—1

Xrin — PrXpyn = E Vi€rih—j
J=0
v entonces el error cuadratico medio estd dado por

h—1
GA(h) =0 ?
j=0

Los predictores que se obtienen de esta manera se tiene la forma

(o]
PTXT+h = ZCjXT_j (251)
§=0
En la préactica, solo se tienen observaciones Xi,..., X7 por tanto se tiene que truncar

la serie (2.51) después de T términos. El predictor resultante es una aproximacion tutil de
PrXrip si T es grande y los coeficientes ¢; convergen a 0 cuando j crece. Ademas, 52(h)
es una aproximacion de o4 (h) para T grande.

Si en el proceso ARM A(p, q), {X:}, el ruido blanco {¢;} es un ruido blanco Gaussiano,
entonces para todo h € N el error de prediccion X7, — Pr Xy, tiene distribucion Gaus-
siana con media 0 y varianza o%(h).

Sic1_qy2 es el cuantil al nivel 1 —a /2 de la distribucion normal estandar, entonces Xpyp,
estd acotado por PrXry, £ ¢i_q/907(h) con probabilidad 1 — a. Estas cotas se conocen
como cotas de prediccion al nivel 1 — o para Xpyp.
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Capitulo 3

Algunos modelos de series de tiempo para
valores discretos

3.1. Introduccién

Se entenderd por serie de tiempo entera a una serie de tiempo con espacio de estados
discreto (generalemente Z 6 algun conjunto identificado con Z). El estudio de las series
de tiempo enteras es una de las 4reas de mayor interés en el andlisis de series de tiempo;
sin embargo es una de las menos desarrolladas. El hecho de que la serie tome exclusiva-
mente valores enteros hace que muchos de los modelos tradicionales de dependencia sean
poco factibles e incluso imposibles. En las tltimas tres décadas se han desarrollado algunas
metodologias para desarrollar una clase adecuada de modelos para estas situaciones. La
idea de esta secciéon introductoria es revisar algunas de estas metodologias, casi de forma
histérica.

Ejemplos de series de tiempo enteras hay muchos, algunas veces como conteos de eventos,
objetos o individuos en intervalos consecutivos o en puntos del tiempo consecutivos. Algunos
ejemplos de dichas series son:

1. El ntmero de objetos defectuosos que se encuentran en muestras sucesivas en una
linea de produccién.

2. La sucesion de dias con lluvia y sin lluvia en cierta ciudad.
3. El ntmero de casos de alguna enfermedad en cierta zona en meses sucesivos.

4. El ntmero de nacimientos y el nimero de métodos de parto de un hospital en meses
sucesivos.

5. El numero de accidentes de trafico por dia.

141
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6. Las secuencias basicas de ADN.
7. El nimero de homicidios con arma de fuego en semanas sucesivas en cierta ciudad.

Para muchos de los modelos de series de tiempo enteras la simulacién tiene un papel
muy importante; generalmente se necesitard simular sucesiones de variables dependientes
con una distribucién marginal particular y estructura de correlacion especifica. A veces es-
to se hace simplemente por razones practicas, por ejemplo en Phatarford & Mardia (1973)
simularon el flujo de cierta presa de forma mas realista. Algunas otras veces son mas estadis-
ticas, por ejemplo para evaluar los efectos de correlacion serial, i.e. pruebas, estimadores,
etc. desarrollados originalmente para datos independientes. A veces la motivacion puede ser
tedrica y practica. Por ejemplo, tales modelos son ttiles para nuevas distribuciones disc-
retas mutivariadas. En el trabajo de Phatarford & Mardia (1973) se usé una distribucién
bivariada propuesta por Edwards & Gurland (1961) en estudios de propension a accidentes.
Ambos pares de autores estuvieron menos interesados en la estructura subyacente del pro-
ceso generador involucrado que en sus distribuciones conjuntas. Estos procesos generadores
son los procesos auto-regresivos Poisson y binomial (que se veran més adelante).

Ademas, en algunos casos los valores discretos son nimeros relativamente grandes y
tiene sentido aproximar estos mediante variables continuas. Sin embargo, esto no siempre
es posible y es necesario encontrar modelos para series de tiempo de enteros relativamente
pequenos. Adicionalmente, en muchas ocasiones, las series observadas presentan fuertes ten-
dencias dependientes del tiempo o dependencia mas general en covariables y generalmente,
para propodsitos practicos, interesa la naturaleza de tales tendencias y dependencias. Muchos
de los modelos en series de tiempo de conteo se analizaron inicialmente utilizando mode-
los lineales generalizados o algunas metodologias similares basadas en regresion y tratando
cualquier correlacién serial como un ruido que, en el mejor escenario, se puede explicar
adecuadamente ajustando las tendencias.

Aunque ya es clara la necesidad de modelar y simular este tipo de datos, existen pocos
modelos con este propésito. En la practica, las cadenas de Markov representan una de
las clases de modelos méas usadas y que son adecuadas; sin embargo, tienden a estar so-
breparametrizadas en la mayoria de los ejemplos practicos (excepto quizé en los casos bina-
rios o de dos estados). Con estos modelos basados en cadenas de Markov la estructura de
correlacion es limitada para las aplicaciones y no es facil generelizar a modelos alternativos.
Las cadenas de orden superior pueden ayudar con este tipo de problemas pero, de nuevo,
con una gran cantidad de pardmetros.

El gran interés en los modelos lineales simples de series de tiempo en el caso Gaussiano
y sus correspondientes usos en la préactica, sistematizados y popularizados desde el traba-
jo de Box & Jenkins (1970), motivaron el desarrollo de los casos no-lineales y no-Gaussianos.
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El resto de este capitulo consiste de varias secciones acerca de modelos 6 clases de mod-
elos en los que se estudiara en el orden en el que se propusieron (casi) histéricamente. Se
empezard con una breve seccion de cadenas de Markov enfocidndose en los métodos disena-
dos para simplificar el uso de cadenas de orden superior en series de tiempo que toman
valores discretos. Después se dard una pequena introduccion de los proceso DARMA. Estos
representan el primer intento real de definir una clase de modelos para series de tiempo
discretas. Sus propiedades y estructura se basan en los procesos ARMA. Posteriormente,
en la parte més extensa de este capitulo, se estudiaran modelos basados en adelgazamiento.
Posteriormente se estudiaran modelos tipo regresiéon, éstos generalmente se basan en con-
ceptos de modelos lineales generalizados que intentan incorporar tendencia y correlacion
serial adecuadamente. Finalmente, se dard una muy breve discusién con respecto a modelos
espaciales y Bayesianos.

3.2. Modelos con cadenas de Markov

3.2.1. Cadenas de Markov saturadas

Ya que la propiedad de Markov es una suposicién simple y matematicamente manejable,
ésta parece un buen primer intento para relajar la suposicién de independencia. Es por esto
que es bastante natural considerar cadenas de Markov en tiempo discreto con espacio de
estados discreto como modelos de series de tiempo que toman valores discretos. Aunque
més adelante algunos de los modelos seran cadenas de Markov con una estructura especi-
fica, ahora se analizaran los modelos que se conocen como modelos de cadenas de Markov
saturados 6 completamente parametrizados, esto significa que se consideraran cadenas de
Markov cuyo espacio de estados tiene cardinalidad m y entonces se tendran m(m — 1) prob-
abilidades de transicion.

A continuacion se estudiaran las funciones de autocorrelacion, autocorrelacion parcial y
estimacion de las probabilidades de transiciéon mediante maxima verosimilitud de cadenas
de Markov estacionarias con espacio de estados {1,...,m}.

Sea {X,}nen una cadena de Markov homogénea irreducible con espacio de estados
{1,...,m} con matriz de probabilidades de transicion P = (p;;), donde como siempre

pij = P(Xy = 7| X¢—1 = 1)

En esta seccion las cadenas que se consideraran son homogéneas (en el tiempo). Como
la cadena es irreducible y tiene espacio de estados finito, existe una tnica distribucién esta-
cionaria, m = (my,...,Ty). Supongase ademas que {X;} es estacionaria, i.e. para cualquier
t e N, Xt ~ Tr.
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Como {X;} es irreducible, entonces 1 es un eigenvalor de P y los eigenvectores corre-
spondientes son tnicos (excepto por constantes escalares). Entonces, dichos eigenvectores
son multiplos del vector columna 1 = (1,1,...,1)" y 7, respectivamente.

Sean V una matriz en cuya diagonal estdn los nimeros ordenados 1,2, ..., m y fuera de
la diagonal las entradas son cero y p;;(k) := (P¥);;. Se tienen los siguientes resultados para
la media de X; y la covarianza entre X; y X;, para cualquier k € N*

E(Xy) = Zz oy =m’
i=1

m m
E(XiXpx) = Y ) iiP(Xppk = j1X = i)m
(]
= Z(z m)pij (k) - j = 7V PRy
1]
donde v = (1,2,...,m). Finalmente,

Cov(Xy, Xyyi) = 7V PR — (m0))2.

Aun si P no fuese diagonalizable, se puede simplificar la covarianza si se escribe a P en
su forma canonica de Jordan. Asi que serd suficiente suponer que P se puede escribir como
QD1Q~', donde Q y D; son de la forma

Q=0,R), Q'= ( o )

1 0
oe(i 5)

donde Dy es semidiagonal con los eigenvalores de P que no son 1 sobre la diagonal, unos y
ceros arriba de la diagonal y ceros en todas las demds entradas.

Por tanto,
P¥ = QDFQ™! =17 + RDSW,

y entonces
Cov(Xy, Xopp) = 7V (1'm + RDEWW — (n0')? = (sVR)DE(W').

Como esta expresion es valida para k = 0, se tiene que la funciéon de autocorrelacion de
{X:} esta dada por
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_ Cov(Xy, Xy1x)  (nVR)DE(WW')
PE= "Var(X,)  aVRWo

Esta expresion involucra las k-ésimas potencias de los eigenvalores de P.

Si P es diagonalizable se tendra una estructura mas ordenada. Si los eigenvalores de P,
ademaés del 1, son Mg, ..., A\, entonces la matriz Dy se puede escribir como diag(1, Aa, ..., \p),
las columnas de @ son los correspondientes eigenvectores derechos de P y los renglones de
Q! son los correspondientes vectores izquierdos de P. Entonces, para k € N,

Cov(Xy, Xpyr) = 7VQDIQ ™ — (m)?

m
= aleb' — a1b1 = Zaibiwf
=2

donde a = 7V Q y b’ = Q~1v'. Por lo tanto, Var(X;) = >, a;b; y para k € N

> i aibiAY
pr = Corr( Xy, Xeyp) = =f———.
( ) Yty aibi
Esta es una combinacién lineal de las k-ésimas potencias de los eigenvalores A, ..., Ay

(si estos eigenvalores son diferentes), andlogo al caso de la funcién de autocorrelacion del
proceso AR(m — 1) Gaussiano. Sin embargo, ya no hay analogia si se considera a la funcién
de autocorrelacion parcial. Se tiene que en el caso m = 2 se tiene que pp = p¥ para cualquier
k € N y esto también ocurre en otros casos, por ejemplo cuando todos los eigenvalores \;
son iguales ¢ a;b; = 0 para todos excepto un valor de 4. En el caso m = 2 también ocurre
que p; es el otro eigenvalor de P (ademés del 1).

Antes de considerar la funcion de autocorrelacion parcial de la cadena de Markov, se
analizardn brevemente algunos resultados generales y se recordaran otros acerca de las
autocorrelaciones parciales. Para cualquier proceso estacionario de segundo orden {X;}, la
autocorrelacion parcial ¢gi es la correlacién obtenida de los residuales que se obtienen al
llevar a cabo una regresiéon de X; y Xy sobre las k — 1 variables intermedias. Recuérdese
que esta autocorrelacién parcial se obtenia mediante la expresion
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1 P1 P2 0 Prk-2 Pl
p1 1 Pt PE=3 P2
Pk—1 Pk-2 Pk-3 "  P1 Pk
Prk = (3.1)
1 pr P2 Pr—2 P—1
p1 1 pPL t Pk—3  Pk—2
Pk—1 Pk—2 Pk-3 - Pl 1

Observacion 3.2.1.

Notese que la ecuacion (3.1) se cumple para todo proceso estacionario de segundo orden;
sin embargo, no siempre es vélida para procesos con una distribucion especifica (como la
auto-regresiva Gaussiana 6 la de promedios moviles). v

Considérese una cadena de Markov {X;} con espacio de estados {1,2,...,m}. Mediante
la ecuacion (3.1) se puede verificar que para m = 2 y cualquier otro caso en el que py = p’f
(para todo k € N), se tendra que ¢, es cero para todo r > 1, tal como ocurre con el AR(1)
Gaussiano. El siguiente ejemplo de una cadena con tres estados muestra un caso en el que
¢33 puede ser diferente de cero. Este comportamiento es diferente al del proceso AR(2)
estandar, para el cual ¢33 =0, r > 3.

Ejemplo 3.2.1. (Cadena de tres estados)

Considérese una cadena de Markov con espacio de estados {1, 2,3} con matriz de prob-
abilidades de transicién

0 1 0

13 3

% 0 16

1 0 0
La funcién de autocorrelacion es py = 12 (—2)F + 4% (—1)¥ y las primeras tres auto-
correlaciones son p; = —%, p2 = % Yy p3= —%; por tanto ¢33 # 0 v

Con el fin de estimar los m(m — 1) parametros p;; (i # j) a partir de una realizacién
x1,...,o7 de la cadena {X.}, se considerara primero la verosimilitud condicionada a la
primera observacién

m m y
[T1I»5

i=1j=1
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donde f;; es el ntmero de transiciones del estado 7 al estado j (y por tanto Zij fij=T-1).
Como pj; =1—3 2i Dik; derivando con respecto a p;; al logaritmo de esta verosimilitud e
igualando a cero se tiene que

fii _Ji
1= 4Pk Pij

El estimador intuitivamente plausible, p;; = Zk];’ o Se puede ver como un estimador

méximo verosimil condicional de p;;. Notese que la suposicion de estacionariedad de la
cadena de Markov no se utilizé6 para obtener p;;. De forma alternativa, se puede usar
la verosimilitud no condicional, i.e. para una cadena de Markov estacionaria {X;} dicha
verosimilitud es simplemente

fii _Jiy

o > kziDik Dij
y se puede maximizar numéricamente (para encontrar estimadores de las probabilidades de
transicién p;;), sujeto a restricciones sobre las sumas por renglones y de no negatividad.
Algunos casos especiales como, por ejemplo, la cadena de dos estados se pueden obtener
expresiones explicitas para los estimadores méaximo verosimiles no condicionales (Bisgaard
& Travis (1991)).

En una cadena de Markov saturada de m estados que tiene m(m — 1) parametros
(libres) no se puede estimar con confianza si m es grande y la serie observada es corta. Hay
aplicaciones de cadenas de Markov que suponen esta estructura particular de la matriz de
probabilidades de transicion, por ejemplo el modelo de cadena de Markov de Albert (1994)
para una serie de tiempo de las categorias de severidad de cierta enfermedad para periodos
de recaida y remisién. En esta aplicacién se utilizé una cadena de Markov de diez estados
caracterizada s6lo por ocho parametros.

3.2.1.1. Un modelo de de cadena de Markov no homogénea para una serie de tiempo binaria

El siguiente modelo fue propuesto por Azzalini (1994), fue disefiado especificamente
para trabajar con datos binarios y es un excelente ejemplo de cémo se puede utilizar una
cadena de Markov para contruir un modelo maés sofisticado. Considérese una cadena de
Markov no-homogénea {X;} que toma los valores 0 y 1, con matriz de probabilidades de

transicion de X;_; a Xy dada por
< L—¢po tpo >
IL—tp1 tm1

Es decir, para j = 0,1
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;= P(Xy = 1| X1 = j).

Dada esta estructura de Markov, la distribucién de este proceso se puede especificar en
términos de sus medias marginales 0; := E(X;) y sus momios

/(I —¢p1)

"~ po/(1 =t po)
que supondran constantes en el tiempo. Sin embargo, Azzalini propone relajar esta suposi-
cion permitiendo que ¢ dependa de covariables que dependen del tiempo, i.e si se permite
que 6y dependa de un vector x; de covariados que dependen del tiempo

g(0y) = Sctﬁ/

donde g : (0,1) — R es una funcion liga (de link) adecuada (tal como logit o probit) y 3 es
un vector de k parametros. A partir de la relacion

0r = (0t—1)ep1 + (1 — 0:—1)epo

y de la definicién de ¢ se puede obtener una expresion de términos de ¢, 6;_1 y 6; para ¢p;

o d—1+(C—1)(0r —6;—1) n 1 =54+ (C—1)(0r —0i—1 — 2016,_1)
T (G ¢ Y B (G § T NY ()

parat=2,3,...,T, donde
8 =14 (C—1)[(0: — O—1)C = (0 + Op—1)* + 2(6; + 64—1)]

La formula anterior se cumple para ¢ # 1, pero si ¢ = 1 entonces ;p; := ¢;. Haciendo
01 = P(X; = 1), se especifica completamente al proceso, i.e. X1, Xo,..., X7 es una cadena
de Markov binaria no-homogénea tal que para cualquier ¢t € N, E(X;) = 6; y todos los
momios para (X;—1, X¢) en todos los casos son iguales a (.

Para una serie observada x1, z9, . . ., z, la funcién de log-verosimilitud para los pardmet-
ros By k= Log(() esta dada por

T
l(ﬁ, ’i) = thLOg <1tpxt1> + Log (1 —t pxz—l)

donde ;p; es como en la ecuacién anterior para t > 1y ¢pz, =: 0.

La maximizacion de dicha log-verosimilutud se hace numéricamente (dada la compleji-
dad inducida por las derivadas con respecto a los parametros).
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Azzalini describi6 como los modelos con covariables de este tipo tienen efecto sobre la
distribucion marginal de una observacion dada (a diferencia de Zeger & Qaqish (1988) en
los que las covariables tiene influencia en la distibucién condicional dado el pasado). El
aplico este modelo para estudiar los factores de riesgo coronario en nifios en edad escolar.

3.2.2. Cadenas de Markov de orden superior

En aquellos casos en los que las observaciones de un proceso con espacio de estados
finito parece no satisfacer la propiedad de Markov, una posibilidad es utilizar una cadena
de Markov de orden superior, i.e. un proceso estacastico { X;} con la siguiente generalizacion
de la propiedad de Markov para algan [ > 2

PXy =2 Xp 1 =21, X4 2 =24 92,...) =P(Xy =04 Xy 1 =241, Xp 2 = 242,..., X4y

Aunque este modelo pareciera no tener una estructura de cadena de Markov “usual” i.e.
no se esta utilizado una cadena de Markov de primer orden, se puede redefinir el modelo
de tal forma que se obtenga un proceso equivalente que si tenga la propiedad de Markov en
el sentido usual. Si se hace Y; := (Xy—141, X¢—i42,. .., X¢), entonces {Y;} es una cadena de
Markov (en el sentido usual 6 de primer orden) con espacio de estados M x --- x M = M’
(donde M es el espacio de estados de {X;}). Aunque algunas propiedades son més com-
plicadas de obtener, en esencia no hay una nueva teoria detras del estudio de cadenas de
orden superior. Por ejemplo, si {X;} tuviera distribucion estacionaria, ésta se podria en-
contrar determinando la distribucion estacionaria de {Y;} y marginalizando con respecto a
cualquiera de las [ componentes de Y;.

Por supuesto, el uso de una cadena de Markov de orden superior (en vez de primer
orden) incrementa el problema de sobreparametrizacion: una cadena de Markov de orden [
sobre m estados implicara m!(m — 1) probabilidades de transicién independientes (aunque
{Y;} es una cadena de Markov de m! estados, el ntimero de probabilidades de transicién
independientes es menor que m? — m! pues muchas de las entradas de la matriz de proba-
bilidades de transicién son cero). Pegram (1980) y Raftery (1985a, 1985b) propusieron una
clase de modelos més asequible (en términos de aplicaciones) para cadenas de orden supe-
rior. Para m = 2, los modelos de Raftery son parecidos a los de Pegram, pero para m > 2
los de Raftery son més generales. Los modelos de Pegram tienen m + 1 — 1 pardmetros y
los de Raftery m(m — 1) +1— 1.

Los modelos de Raftery se conocen como modelos distribucién de transiciéon mixta
(MTD) y se definen de la siguiente forma.

= l“t—l)
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Definicion 3.2.1. Modelo de distribucion de transicion mizta (MTD)

Sea {X;} un proceso estocastico con espacio de estados M = {1,2,...,m}. Si
!
P(X;p=jolXeo1 =j1. - KXoy = J1) = ) KiGjijo (3:2)
i=1

donde Zé:l ki =1y T € Myuxm(R), T = (¢g;r) es una matriz estocastica tal que
el lado derecho de (3.2) esta acotado por cero y por uno. Entonces se dice que {X;}
sigue un modelo MTD.

El dltimo requisito de la definicién anterior induce m!*! parejas de restricciones lineales
en los parametros y asegura que las probabilidades de transicion en (3.2) efectivamente sean
probabilidades; ademaés, la condicién sobre la suma de los renglones de T asegura que la
suma de estas probabilidades sobre jg es uno.

Notese que la definicién de Raftery no supone que los pardmetros k; sean no negativos.
De hecho, si se hace esta suposicion el lado derecho de la ecuacion (3.2) es una combinacion
lineal convexa de probabilidades y autométicamente estard acotada por cero y uno, hacien-
do a las restricciones un tanto redundantes.

La suposicion de que los pardmetros son no negativos simplifica los calculos involucra-
dos en la estimacién de parametros. Si no se puede hacer esta suposicién esta estimacion se
puede complicar dado el gran nimero de restricciones no lineales sobre los parametros. Sin
embargo, Raftery & Tavaré (1994) y Schimert (1992) describieron cémo se puede reducir el
ntimero de restricciones y por tanto hacer mas accesible al modelo en la préctica.

En el caso [ = 1, este modelo es un modelo de cadena de Markov de primer orden con
matriz de probabilidades de transiciéon Y. Otro caso interesante de modelo MTD es el que
se obtiene cuando se toma

Y =0I+(1-0)1n,

donde 7 = (7, ..., 7Ty) es un vector con entradas positivas de tal manera que Z;“:l mj = 1.
Con esto se obtiene el modelo de Pegram. Entonces, el vector 7 es la distribucién estacionar-
ia correspondiente a T (aunque Pegram lo estudio definiendo a 7 como la distribucion limite
de Xt)

Raftery demostro el siguiente teorema bajo la suposicién de que las entradas de Y son
positivas.
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Proposicién 3.2.1.

Si m es la distribucion estacionaria correspondiente a T, entonces X; = j tiene
probabilidad limite 7; independientemente de condiciones iniciales. Es decir para
cualesquiera j,41,...,9 € M

P(Xt:]‘Xl :il,...,Xl :Zl) :7Tj

Por tanto, suena razonable restringir la atenciéon a modelos estacionarios {X;}. Para
tales modelos estacionarios Raftery demostré que la densidad conjunta de X; y Xy satis-
face un sistema de ecuaciones parecido al sistema de ecuaciones de Yule-Walker. Es decir,
si se define P(k) = (p;;(k)) mediante

plj(k):P(thlet+k :])7 7/7]€M,k‘€Z,

donde P(0) = diag(m) en el caso k = 0. Entonces para k € N

l
P(k) = rgP(k—g)Y (3.3)
g=1

No siempre es posible encontrar una solucién tnica pero Raftery di6é condiciones sufi-
cientes sobre los parametros para garantizar la unicidad (en los casos | > 2). A partir de
(3.3), se obtiene un sistema de ecuaciones para las autocorrelaciones py = Corr(Xy, Xi1k),
de nuevo, muy parecidas a las de Yule-Walker que también, sélo se pueden resolver en
algunos casos particulares. El consider6 muy detalladamente el comportamiento de auto-
correlacines de su modelo cuando m = 3,1l = 2, 7 = %1 y T tiene una estuctura especial
que implica que las autocorrelaciones satisfacen exactamente las ecuaciones de Yule-Walker

p1 = @1+ P2p1
p2 = ¢1p1 + P2,

para algunos ¢1, ¢2 que no dependen ni de p; ni de ps. El conjunto de correlaciones admis-
ibles para este modelos tienen una forma muy complicada y estd contenido en el conjunto
correspondiente para el modelo AR(2) Gaussiano.

Raftery (1985a) ajust6 su modelo a tres conjuntos de datos relacionados con fuerza del
viento, relaciones interpersonales y movilidad ocupacional. Los parametros se estimaron
directamente de la maximizacién numérica del logaritmo de la verosimilitud condicional
sobre las primeras [ observaciones (si [ es grande). La seleccion del orden del modelo se hizo
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mediante el criterio de informacion de Bayes (BIC) de Schwarz.

Algunas aplicaciones adicionales se presentaron en Raftery & Tavaré (1994) para se-
cuencias de ADN, direcciones del viento y patrones en el canto de aves. En varios de los
modelos ajustados se obtienen estimados negativos para algunos de los coeficientes k;.

Adke & Deshmukh (1988) generalizaron el teorema limite de Raftery para modelos MTD
en cadenas de Markov de orden superior con espacios de estados numerable. De hecho, ellos
también extendieron el resultado de modelos de cadenas de Markov de orden superior con
espacio de estados arbitrario haciendo la suposicion de que los coeficientes x; son positivos.

Los méritos de varias de las técnicas que se pueden aplicar a los modelos de Raftery en
varias situaciones de muestreo se discuten en Li & Kwok (1990). Para una sola realizacion la
metodologia de estimacién méximo verosimil condicional se compara con una metodologia
de minimizaciéon de tipo ji-cuadrada mediante simulaciones en las que m = 3,1l =2, 7 = %1.
Con los dos métodos se obtienen estimados de T comparables pero el método de mini-
mizacién de ji-cuadrada da un mejor estimado de x;. Para macro datos, i.e. datos que
conjuntan las observaciones en varias copias de un modelo de Raftery, se puede utilizar
simulacién y minimos cuadrados no-lineales pero los resultados sugieren que en algunos ca-
sos los estimadores que se obtienen son inconsistentes. Finalmente, Li & Kwok consideran
datos desagrupados de un “panel” de sujetos que se supone siguen modelos de Raftery pero
con parametros posiblemente diferentes entre los sujetos; con la evidencia que un ejercicio
de simulacion, Li & Kwok recomiendan una metodologia Bayesiana para la estimaciéon de
los parametros de cada sujeto.

Azzalini (1983) discutié acerca de la estimacion méaximo-verosimil del parametro m (el
orden) y utiliz6 una cadena de Markov binaria de segundo orden para estudiar la eficiencia
de tal estimacion (de orden cero 6 de orden uno) en un caso donde se puede comparar con
la estimacién maximo verosimil exacta. Su conclusion es que el método funciona suficiente-
mente bien cuando no se dispone de un estimador maximo verosimil. Azzalini & Bowman
(1990) hicieron un ajuste mediante un modelo de cadena de Markov de segundo orden bi-
naria para representar las longitudes de las erupciones sucesivas del geyser Old Faithful.

Una generalizacién de los modelos de Raftery se conocen como modelos de Markov
de orden infinito y es una propuesta de Mehran (1989). Esto permite una infinidad de
términos k;q; j, en vez de los [ términos que aparecen en la ecuacion (3.2), con Y .o k; =1
como antes. Sn embargo, en este caso los coeficientes k; estan dados por alguna funcion
paramétrica decreciente de i, por ejemplo, r; = £"1(1 — ) para algin £ € (0,1). Tales
modelos son particularmente ttiles cuando se tienen datos faltantes o esquemas de muestreo
no consecutivo. Una sucesién finita se trata como una sucesion infinita en la cual faltan las
observaciones desde cierto punto.
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3.3. Modelos DARM A

En esta seccién se estudiard un método simple para obtener una sucesién estacionaria
de variables aleatorias dependientes que tengan una distribucién marginal especifica y una
estructura de correlacion (momentos conjuntos de segundo orden) también especifica. Una
ventaja de este modelo es que la especificacion de los dos aspectos del modelo es indepen-
diente. Otra ventaja es que dicha sucesién se obtiene a partir de una transformacién muy
simple de una sucesion de variables aleatorias independientes.

A continuacion, se definiran algunas cantidades que se usaran durante esta seccion. Sea
{Y;} una sucesion de variables aleatorias independientes que toman valores en un espa-
cio discreto E cada una con distribuciéon . Sean {U;} y {Vi} sucesiones independientes
de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas tales que Uy ~ Bnlli(3) y
Vi ~ Bnlli(p) con B, p € [0,1). Sea {S;} una sucesion de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas tal que sop(S;) = {1,2,..., M} con M € N y con funcion de
densidad fg(-).

El caso més general que se considerara es una sucesion de variables aleatorias definidas
de acuerdo al siguiente modelo

Xt - Ut}/t—St + (1 - Ut>At—(M+1) t == 1, 27 e (34)
donde

Ay =ViA 1+ (1 -WV)Y; (3.5)
parat=-—-M,—-M+1,....

El modelo definido por (3.4) y (3.5) se conoce como modelo DARM A(1, M +1) (proceso
discreto mixto auto-regresivo de medias méviles con orden de auto-regresiéon 1 y orden de
medias moviles M + 1)

Si se empieza el proceso con A_(yr41) con distribucion 7, independiente de {Y;}72_y,
{U:}, {Vi} v {St}, entonces {X:}7°, es una sucesion estacionaria de variables aleatorias
dependientes que tiene distribucién marginal 7. En general, esta sucesiéon no serd Marko-
viana, pero si f = 0 entonces si lo sera. La estructura de correlacion se determina por los
pardametros (3, p y la distribucion fs(-). Algunos casos de distribuciones discretas de interés
particular son las que se obtienen escogiendo a w como la distribucién Poisson 6 Geométrica.

En esta seccion se estudiaran algunos casos particulares de procesos DARM A(1, M +1),
estos casos particulares ayudaran a que la nomenclatura sea mas clara para procesos més
generales. Notese que si se selecciona =1y M =0 6 bien 5 =0y p =0, entonces {X;}
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serd una sucesiéon de variables aleatoras independientes todas con distribucién .

Otro nombre para el modelo definido en (3.4) y (3.5) es el modelo DARM A hacia
atras (backward DARMA). El modelo hacia adelante (forward) se define de forma simi-
lar; sin embargo, dichos procesos son parecidos pero no equivalentes. Esto se debe a que
en general {X;} no es reversible en el tiempo en el sentido de que (Xi,..., Xy) no tiene
la misma distribucion que (X_j, X_k41,...,X_1). Las propiedades de ambos modelos se
pueden obtener de forma andloga, aqui s6lo se considerard el modelo hacia atras.

Una motivacion detras de los modelos DARM A es proporcionar un esquema para obten-
er modelos con los cuales se puedan analizar sucesiones estacionarias de variables aleatorias
discretas dependientes con distribucién y estructura de correlacién especificas.

Otra motivacion para el desarrollo de estos procesos es que sirven para estudiar procesos
puntuales en los cuales los datos se dan en términos de conteos en intervalos de tiempo fijos
en vez de los tiempos exactos de arribo. La mayorfa de los modelos para procesos puntuales,
ademas del proceso Poisson, se pueden describir muy facilmente en términos de los tiempos
llegada o los tiempos de entre llegadas, sin embargo es dificil obtener resultados acerca de la
distribucién conjunta de los conteos en los diferentes intervalos de tiempo fijos. Los modelos
DARM A se pueden utilizar en tales situaciones. Con estos modelos DARM A también se
puede modelar directamente procesos de conteo binarios en procesos puntuales en tiempo
discreto.

3.3.1. Algunas propiedades preliminares del proceso DARMA(1, M + 1)

Ahora se estudiaran algunas propiedades del proceso DARM A(1, M +1). A menos que
se especifique de otra forma se supondra que A_(j74) tiene distribuciéon 7 y es independiente

de {Yi}, {Ui}, {Vi} v {54}

3.3.1.1. La distribucién marginal de X;

A continuacion se mostrard que X; como se defini6 en (3.4) tiene distribucién 7 para
todo t. Notese que de la expresion (3.5) se puede obtener recursivamente que A; se puede
“expandir” hacia atrds a su valor inicial A_(j741) obteniendo A; = Y;_; con probabilidad
pI(1—p) para j € {0,...,M +t} y Ay = A_(j41) con probabilidad pM T ie. Ay es una
mezcla de Yy, Yi1,...,Y_pr v A_(pr41)- Entonces, para i € £

Mt
P(A =i)= > PV =i)p (1=p)+P(A_ar11) = i)™ = 7(i), t=—N,-N+1,...
=0

Anélogamente, para i € E,t € NT
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M M
P(Yies, =i) = 3 P(Yij=1i,8 =j) =(i) »_P(S; = j) = n(d).
j=0 j=0

e (3.4) y (3.5) se sigue que para i € E,t € NT

P(Xy=1i) = BP(Yi—s, =)+ (1 - BP(Ar(y1) = 1)
= Pr(i) + (1 - B)r(i) = =(i)

Por tanto, la distribuciéon marginal de las X;’s es la misma que la de las Y;’s (que es 7).

3.3.1.2. Propiedades de correlacion

Aunque las X;’s tienen distribucion estacionaria m, éstas no son independientes (como
las Y; que si lo son). Esto se comprobara a través del célculo de la covarianza entre X; y
Xitj

COU(Xt+j> Xt) = B2cov(n+j—5t+]’7ift—5t) (36)
+B(1 = B) [Cov(Yerj—s,y50 Ar—(a11)) + Cov(Yims,, Ar—(arv1)15)]
+(1 = B)*Cov(Ar—(m41)45» Ar—(M+1))

como Sy1j s6lo toma valores en el conjunto {0,1,..., M}, entonces para j > M,
CO/U(Yt+jfst+j7Y;‘/*St) =0

y para j € {1,..., M}

M
Cov(Yitj-syy Yios,) = Var(Y) Y P(Siy; = k)P(S, = k — j).

k=j
Por tanto, para j € {1,..., M}
M M—j
Corr(Yirj-s,y;, Yies,) = »_ fs(k)fs(k = 5) = Y fs(k)fs(k +j).
k=j k=0

Analogamente,
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M
Cov(Yi—s,, Ai—(m+1)+j) = ZE(Y{%kAtf(M+1)+j‘St = k) — E(Yi—|St = B)E(A;—(ar41)+5)
k=0

Por tanto, para j € {1,..., M}

M

Corr(Yies, Ai—uanyy) = (L=p) > pF ) fg(k)
k=M+1—j
' M
= ([1=p)p MDD N G fe(k)
k=M+1—j
y para j > M
M
Corr(Yi—s,, A (M+1) +] ,U7 (M-+1) Zpk (k)
k=0

Ahora, considérese el segundo término de (3.6). Como Si4; s6lo toma valores en el

conjunto {0,1,..., M}, para j € NT se tiene que
Corr(Yitj—s,, Ar—m+1)) = 0.

Por ultimo, considérese el ultimo término de (3.6). Se tiene que

COU(At—(M+1)+j’At—(M+1)) =
pCOU(At—(M-',-l)-i-j—la At—(M+1)) +(1— P)COU(Yt—(MH)ﬂ‘, At—(M+1))

El segundo término es cero ya que A;_ 741y es funcién solode Yy 11y, Yy (avr41)—
y A—(M + 1) y éstas son independientes de Y;_(ar41)4;

De nuevo, mediante un argumento inductivo se tiene que

Corr(Ai—(ar41)45» Ar—(ar41)) = 0

Con las expresiones (3.6) y (3.7) se obtendra p,(j), la correlacion entre X y Xy ;.

Para j e {1,...,M},

LYo

(3.7)
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M—j

pe(§) = B2 fs(k) fs(k+ )
k=0

M
+B(1—=B) | (1= p)p~ M= N pFpFfs(R) | 4+ (1 - B)%p
k=M+1—j
y para j > M
pu(§) = B(L = B)p " MFEDN " pF (1 — p) fs(k) + (1 = B)%p7.
k=0

Notese que pi(j) € [0,1] y para j > N, p,(j) decrece geométricamente como funciéon de
jsipe(0,1). Ya que pi(j) no depende de ¢, el proceso DARM A(1, M + 1) es estacionario
de segundo orden.

3.3.1.3. Invarianza bajo transformaciones

Notese que desde su definicion X; es una mezcla de las variables Y;,Y; 1,...,Y_pm vy
A_(M+1), 1.€. es una seleccion aleatoria de una y s6lo una de estas variables aleatorias. Por
tanto, si se transforma cada una de las variables aleatorias Yy, Yi—1,..., Yy v A_(yp1)
mediante la misma funcién, X; se transformard de la misma forma y su distribucion se
obtendré a partir de la transformacion de Y3, Y;i—1,...,Y_pr vy A_(ar41)-

Analogamente ocurrira si se transforman las X;’s. Notese que aplicar una transformacion
comin individualmente a las X;’s no afectara el procedimiento de seleccion y por tanto,
la estructura de correlacién del proceso transformado serd la misma que la del proceso no
transformado. Esta invarianza marginal anterior ante transformaciones es importante para
el andlisis estadistico del proceso y también simplifica algunos calculos (como se verd mas
adelante).

3.3.2. Propiedades de mezcla

Muchas caracteristicas del proceso DARMA se siguen del hecho de que X; es una mezcla
de las variables aleatorias A_p;—1,Y_ns, Y_pr+1,. .., Y:. Por ejemplo, si f es una funcién
medible con codominio en R, entonces f(X;) es también una mezcla de las variables aleato-
rias

JA—1), f(Ym), f(Yorr1), -+, f(Y2).

De hecho, {f(X};)} es un proceso DARM A con los mismos parametros 3, py fs que {X;}
pero tendra diferente distribuciéon marginal.
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Sea {X;} un proceso DARMA(1, M + 1). De (3.4) y (3.5) se tiene que la dependencia
de X; sobre Xy _1,...,X1 es atravées de Yi_1,Y; o,..., Y, Ai_pr—1. Primero se consid-
eraran algunas propiedades asintoticas de {A;}.

Por (3.4), {A;} es una cadena de Markov, i.e. A, es condicionalmente independiente
de
A_M_l,A_M, R 7An—1

dado A,. Para z € Ry B € #A(R), sus probabilidades de transicién estan dadas por

P(z,B) =P(A, € B|Ap,_1 =x) = plp(z) + (1 — p)7(B).
Mediante un argumento inductivo se tiene que para n € NT
P&, B) = p"Ip(x) + (1 — p")m(B) (3.8)
y por tanto

|P"(z, B) = m(B)| = p"|Ip(x) — n(B)| < p".
A continuacion se probabara que el proceso DARM A(1, M + 1) es una ¢-mezcla.

Proposicién 3.3.1.

El proceso DARMA(1, M + 1) es una ¢-mezcla con

o) = {1 sine{l,2,..., M} 59)

P ML sin > M

Demostracion:

Definanse los eventos B := f(X1,...,Xp) = bx vy C := g(Xntmam+1, XntmaM+2,---) =
¢« Por (3.4), Xp+mtnm+1, Xntm+M+2, - - - €s condicionalmente independiente de X7, ..., X,
dado A,,. Por tanto,

E(fE(g|An)) — E(f)E(g)
= E[f ZE(g\Am = 1)(P™(An, i) — ;)]

= p"[E(E(glAnsm = An)) — E(f)E(9)] (3.10)

donde m; :=P(Y; =1). Y de (3.8) y (3.10) se tiene que

P(BNC) — P(B)P(C)
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[P(BNC) —P(B)P(C)| < p"P(B)

3.3.3. Estimaciones del primer momento, percentiles y cuantiles

Ya se mostr6 que correlacion entre X; y Xyq 4, p«(j) para j € {1,..., M}, estd dada por

M—j
pe(d) = B2 fs(k) fs(k +5)
k=0
. M .
+B(1=B) [(1—p)p~ M= N pFp fs(k) | + (1= B)%0
k=M+1—j

y para j > M

M
pe(d) = B(L = B)p/ =MD" pF (1 = p) fs (k) + (1= ).

k=0

En particular, para j € {1,2,..., M}

M—j
Corr(X1, X145) = (1 = B)*p/ + B2 Z fs(k)fs(k +j)
k=0

M
+B(1=B) (1= p)p M N pEfs (k) (3.11)
k=M+1—j
y para j > M +1
Corr(Xy, X14) = p? M~ 1x (3.12)

PR = BY (L= p)(fs(0) + pfs(1) + ...+ pM fs(M)) + (1 = B)*pM ]

Notese que la estructura de correlaciéon del proceso se especifica independientemente
de la distribucién marginal, i.e. se puede seleccionar las Y;’s para dar X;’s con cualquier
distribucién marginal 7.
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En esta seccién se obtendran algunos resultados con respecto a la consistencia de esti-
madores asint6ticos del primer momento, percentiles y cuantiles de la distribucién marginal
7. Se supondra que los dos primeros momentos de la distribucién 7 son finitos.

Sea (¢ = Zk 1 Xi. Por la Ley Fuerte de Grandes Numeros, se satisface

lim 9

t—oo t

=E(X1) cs. (3.13)
Ahora se obtendra una version de Teorema de Limite Central. Notese que

2 -— l{m Var((t)

t—o00

c-Var(Xy)

donde -
c=1+2 Z Corr(X1, X14n)

n=1

y con las ecuaciones (3.11) y (3.12) se tiene que

Z Corr(X1, X14n) =

n=1
M ' M
Yo la=p2 + 5 Z Fs(k)Fs(k+ j) + B(1 = B)(1 = p)p~ M0 " pFFg(k)
J=1 k=M+1—j

+(1— p) U [BA = B)(1 — p)(Fs(0) + pFs(1) + ... + pM (M) + (1 — B)pM+]

Notese que o2 siempre es mayor que Var(Xy), el valor para el caso de independencia,

y se incrementa rdpidamente cuando p se acerca a 1, i.e. cuando el efecto de auto-regresion
se vuelve méas grande. Una suposicién natural es que la distribucién marginal del proceso
no es una distribucion degenerada asi que Var(X;) es estrictamente positiva, y ahora si,
por el Teorema, del Limite Central se tiene que

i (4100 ) _

donde (como siempre) ® es la funcion de distribucion de una variable aleatoria normal
estandar.

(3.14)

t—o00

Las ecuaciones (3.13) y (3.14) muestran que el estimador % de E(X}) es fuertemente

consistente y tiene distribucién asint6tica normal con varianza o2, donde o2 es ¢- Var(Xy).
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Con versiones adecuadas més restrictivas del Teorema del Limite Central se pueden
encontrar estimadores para momentos de orden mayor como estimadores de coeficientes de
correlacién serial.

Ahora se intentaréa encontrar un estimador del i-ésimo percentil, i.e. P(i) := m((—o00,1i])) =
P(Y; <i). Considérese

t
1
Pi(i) = > Ixi<i)
k=1

Como {Ijx,<;1} se obtuvo a través de una transformaciéon de {Xy}, entonces es un
proceso DARM A cuya correlacion serial esta dada por (3.11) y (3.12). De nuevo, con
argumentos de Grandes Numeros se tiene que

tliglo P,(i) = P(i) cs (3.15)
y
] Py(i) — P(i) _
tliglo]P’ <\/§P(z)(1 ==0) < 3;) =®(z), zeR (3.16)

Por ultimo se consideraran algunas propiedades asintoticas en la estimacion de cuantiles
de .

Sea a € (0,1), el a-cuantil de 7 es ¢ = inf{i : P(i) > a}. Sea @Q; el a-cuantil muestral
de Xi,..., Xy, i.e. Qq es el valor més pequeno de X7,..., X; tal que al menos [t - a] son
mayores que ;.

Como los eventos supg>{Qr < s} vy infy>¢{Pr(s—) > a} son equivalentes entonces

limsup{Q; < ¢} = liminf{P,(¢—) > a}

t—00 t—o0

Este ultimo evento tiene probabilidad cero (por la definicion de cuantil y (3.15)). Un
argumento anélogo lleva a

P(hgg}lf{@t >¢}) =0

por tanto
lim Q; =g, c.s.
t—o0
Con esto se encontrara un intervalo de confianza para ¢. Sean X (1) < Xy <,..., < Xy

las estadisticas de orden de X1,..., X;.
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Teorema 3.3.1.

Jm P (X epo) k() < < Xieporrn)) = 2(2) = 2(=2) (3.17)

donde k(t) = 21/tcP(c)(1 — P(s))

Demostracion:

El resultado es inmediato de (3.16) y del hecho de que

t
P (X|tp(e)—k(t)] <5 < X|tp(o)+k(t))) =P (LtP(G) — k()] <) Ix,<qg < [EP(s) + k@)J)
k=1

g

En la practica, para obtener un intervalo de confianza para ¢ usando la proposicion
anterior se necesita estimar P(s) y ¢. La estimacion de ¢ se hara mas adelante. Pero notese
que

[Pi(Qr) = P(o)| < [P(Qr) = P(Qr)| + [P(Qr) — P(q)]

Como limy_,o, @ = ¢ el término |P(Q:) — P(s)| converge a cero (cuando ¢t — o0) y
por el Teorema de Glivenko-Cantelli |P;(Q:) — P(Q¢)| también converge a cero. Por tanto
P(Q¢) es un estimador consistente de P().

3.3.4. Aplicacién de la prueba x? de bondad de ajuste

Ahora, se estudiaran algunos resultados acerca del comportamiento asintético de la prue-
ba de bondad de ajuste x? para la distribucién marginal de un proceso DARM A(1, M +1)
cuya hipdétesis nula es que los datos provienen de una distribucién marginal especifica.

Primero se considerara el caso en el que 7 es una distribucién discreta completamente
especificada cuyo soporte es el conjunto {1,2,...,J}.

Sean Wi(i) = Iy (Xy) — m para i = 1,2,...,J y Wy = (Wi(1), Wi(2),..., Wi(J)).
Como se esta suponiendo que A_y_; tiene distribucion 7, entonces {W;} es una sucesion
estacionaria tal que E(W;(i)) = 0 y E(W2(i)) = m(1 — m;). Ademas, esta sucesion también
es una ¢-mezcla con la misma funciéon que en la proposicion (3.9). De nuevo por el Teo-
rema del Limite Central %22:1 W, tiende a un vector aleatorio con distribucién normal
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multivariada con covarianzas oy = cm(1 — ;) y para @ # j 04 = —cmmj, donde como se
defini6é anteriormente

(o)
c=1+ QZCOTT(Xl,XH_n)

n=1
Por tanto,
1i (m(l) Wl))
\/Ek=1 VI ym
tiene distribuciéon asintotica (cuando ¢ — oo) normal multivariada con covarianzas o;; =

c(l —m;) y para i # j, 045 = —c,/m7;. Por tanto, si

i) =Y T(y(Xe)
k=1

se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.3.2.

Cuando t — oo la distribucion de

tiende a la distribucién X%J—l)'

Supoéngase que la distribucion 7 (hipotética) depende de varios parametros desconocidos
a=(ag,...,am) (m < J) que se estimaran a partir de datos muestrales. Sea & el valor de
«a que maximiza la funcién

Ln(L(a)) = pr(t)Ln(mi (@) + ... + @ (t) Ln(m;(a))

Esta es la log-verosimilitud que se obtendria si se hubiese supuesto que X, Xa,... son
independientes vy todas tienen distribucién 7.
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Proposiciéon 3.3.3.

Supongase que todos los puntos « en un conjunto compacto K C R™ y para todo

i€ {l,...,J} satisfacen:
() 3 mile) =1
(ii) Para todoi e {1,2,...,J}, mi(a) > d > 0 (con d constante)
(iii) Para todo i € {1,2,...,J}

f)m(a) 827Ti(04)

i

6aj &xiaj

son continuas

(iv) La matriz de J x m cuya entrada (4, j) es 8225?), tiene rango m.

Entonces, si la verdadera distribucién marginal subyacente es 7(a®) (

int(K)) entonces

a 28 o, en probabilidad

v ademas la distribucién de

tiende a la distribucién X%mefl)'

Demostracion:

del

Sea 7 la probabilidad m; () de que X; sea igual a i, i =1,2...,J. Por la Ley Fuerte

os Grandes Numeros

tliglo Var(pi(t)) = c-m(a®)(1 = m(a?)).

Por la desigualdad de Chebyshev, para A > 0

P(|ps(t) — t79] > MWE) < (1 =)= O(t) _ m(c—O(t)

A2 <= A?

Por tanto,
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. c—O(t
B(loult) — 1] 2 AV para algin i) < “— 01

y el sistema de ecuaciones

tiene solucién tinica & y ademés & converge en probabilidad a o cuando ¢t — oo (esto

significa que se tiene manera de estimar los parametros en la distribucién marginal pero no

necesariamente es la forma mas eficiente). g
Sean
(t) — tm?
[QI(Z) _ @z( ) b
tw?
y ~
1,y _ it) — tmi(a)
prl) = ==
tmi (&)

ol = (p'(1),..., 0" () v o' = (p'(1),...,9"(J)). Sea B la matriz cuya entrada (i, 5)

es \aﬁoo Omi Por Crameér (1946) se tiene que p'! = Ap’ + R, donde A=1-B(B'B)"'B'y R
T, J

tiende a 0 en probabilidad (cuando ¢t — oo). Con argumentos similares a los que se usaron
en la Proposicion anterior, la distribuciéon de g tiende a la distribucién normal con media 0
y matriz de varianzas-covarianzas ¢(I — pp’), donde p es una matriz columna cuya i-ésima

entrada es /7. Entonces la distribucion limite de @'l también es normal multivariada con

media 0 y matriz de varianzas-covarianzas

c[I - B(B'B)"'B'|(I — pp/)[I — B(B'B)'B'] = ¢[I — pp’ — B(B'B)"'B/].

Las dos proposiciones anteriores establecen que aplicar la prueba de bondad de ajuste
x? con la distribuciéon marginal de un proceso DARMA es lo mismo que si se aplicara a
variables aleatorias independientes excepto que aparece una constante c. Por (3.11) y (3.12)
la constante ¢ no depende de la distribucién marginal.

En todos los resultados limite que se han analizado hasta el momento, la constante

o
c=1+ 2200T7“(X1,Xt+1)
t=1
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estd presente. Gracias a esto, en muchas aplicaciones se debe estimar dicho valor de c.
En general, la estimacion de ¢ es dificil si no se conoce el orden de dependencia del pro-
ceso. Sin embargo, si M es conocido, de las ecuaciones (3.11), (3.12) y la funciéon de ¢-
mezcla se pueden estimar los primeros M + 2 coeficientes de correlacién serial para el
proceso de la forma usual en la que se obtuvo un estimador consistente de ¢ para el proceso
DARMA(1, M +1).

De forma maés precisa, sea p(j) el estimador usual del coeficiente de correlacion serial de
orden j, después de j = M, por ejemplo en j = M + k, las correlaciones seriales se pueden
escribir como p(M + k) = p*~1¢ donde ¢ es la constante de (3.12). Por tanto,

c=1+2[p(1)+ ...+ p(M)+ (1—p)~¢.

Para estimar ¢ y p se puede tomar p(M +1) y p(M +2) que convergen casi seguramente

. A . . H(M+1
a p(M+ 1)y p(M + 2), respectivamente; y tomar a ( = p(M + 1)y p = ZEML%

convergen casi seguramente a ( y p, respectivamente. Por tanto,

que
~ ~ ~ aN—12
c=14+2p(1)+...+p(M)+ (1 —p) (]
que también converge casi seguramente a c.
Como una caracteristica practica, para muestras pequeiias se tendran problemas con este

estimador pues p(M + 2) > p(M + 1). Por tanto, es preferible suavizar el decreciemiento
geométrico de las correlaciones seriales y estimar por ejemplo,

[P(M +2) + (M +3) + p(M + 4)]/3
POL + 1)+ p(M +2) + p(M + 3)]/3

que converge casi seguramente a p.

p=

3.3.5. El proceso auto-regresivo DAR(1)

Ahora, se estudiaran algunas propiedades del proceso DAR(1), {A;}. Como antes, se
supondrd que A_ 741 tiene distribucién 7. Por lo analizado en las secciones anteriores,
{A+} es una sucesion estacionaria de variables aleatorias con distribuciéon marginal 7 y
correlaciones

pa(j) = Corr(Ay, Avyj) = p7, j€NT

Se sigue de (3.5) que {A;} es una cadena de Markov, i.e. para cualquier i € F

P(At—i-l = Z|A1 = ay, .. .,At = at) = IP(AH_l = ’L|At = at)

Ademas, la matriz de probabilidades de transiciéon esta dada por
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L-p)rli)  sik#d

p+(L—p)m(i) sik=i (3.18)

P(App1 = ilA; = k) = pil; = {

Notese que el analisis se hace de forma opuesta al que es habitual en la teoria de cadenas
de Markov ya que primero se especificé la distribucién estacionara asociada con la cadena
y se especifico la estructura de dependencia (Markoviana) mediante un solo parametro p.
Ademas, si se cambia p no se afecta 7. Cuando p = 0, se tiene una sucesién estacionaria de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (con distribucion ).

El hecho de que {4, } sea una cadena de Markov con una funciéon de transiciéon partic-
ularmente simple, hace que muchos calculos se faciliten. Por ejemplo, en series de tiempo
discretas, las rachas de valores dados de las variables aleatorias X; son ttiles para analisis
estadistico. Algunas propiedades de estas rachas para el proceso DAR(1) se pueden obtener
facilmente. Para un estado i € F (fijo) sea T; = inf{n € N* : A,, # i} — 1; T} es la longitud
de la racha de ¢’s empezando al tiempo 1, donde la longitud puede ser 0,1,.... Entonces,
paran € Nt

P(T; >n)=P(A1 = Ay =...= A, =1) = 7(i)(pi;)" "
y P(T; > 0) =1 — 7(i). Por tanto,

By~ 0 _ )

L=piz  (1=p)1 =)

Si p = 0, entonces A; = Y; para t € Nt y E(T;) = %, como se esperaba, pues
{A;} es una sucesion de variables aleatorias independientes en este caso. Notese que para

p € [0,1] se tiene que

, (i)
E(Ti) = — )

es decir, la longitud esperada de una racha de i’s para un proceso DAR(1) siempre es may-
or o igual que la longitud esperada de la racha para una sucesién de variables aleatorias
independientes. Ademés, el incremento en la longitud esperada de rachas es uniforme para
todos los estados. Esto es una consecuencia de que se esté trabajando con una cadena de
Markov de un parametro.

No es dificil calcular la funcién generadora de probabilidad de T;, que estd dada por
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o0

Gr,(2) = ZZ”IP’(E:
n=0

= 1—pi()) +7(8) Y 2" (pi)" (1 = pis)
n=1
1 —zpiy
(1—m(i))(1 — 2p)
1— zm(i) — zp(1 — ¢(4)

= 1—pi(i)+

para z € [0,1]. De nuevo, si p = 0, G, se reduce a 11_7;((%, que es precisamente la expre-

si6n para la funciéon generadora de probabilidad de la longitud de una racha de i elementos
para una sucesion de variables aleatorias independientes con distribucién marginal 7.

3.3.6. Proceso DM A(M)

Ahora, se considerara el proceso DMA(M), Xy = Y;_gs,. A diferencia del proceso
DAR(1), en general el proceso DM A(M) no es Markoviano.
3.3.6.1. Propiedades de correlacién

Por lo que se vi6 en la secciones anteriores, { X, } es una sucesion estacionaria de variables
aleatorias con distribucion marginal 7 y en general las correlaciones entre Xy y X4, p«(j),
estan dadas por

=5 Zfs )fs(k + 4)

M
+B(1—=B) | (1= p)p~ M N pFpFfs(R) | 4+ (1 - 8)%0
k=M+1—j
para j € {l,...,M} yparaj > M
M .
pe(§) = BL=B)p "MV " (1 = p) fs(k) + (1= B)%p.
k=0

En particular para el proceso DM A(M), para j € {1,..., M}
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M—j
psaa(§) = Corr(Xy, Xig) = > fo(k) fo(k + 5) Zfs )fs(v—17)
k=0

y para j > M se tiene que pepr(7) = 0y pear(0) = 1. Obsérvese que cuando M = 1, el valor
méximo de la correlacién serial de primer orden es max () pxnr(1) = max o) [fs(0)(1 —
fs(0))] = 1/4. De hecho, se puede mostrar que para cualquier M € Nt la méxima cor-
relacion serial de primer orden, p,ar(1), que se puede alcanzar es %. También se puede maxi-
mizar la correlacion en cualquier punto, por ejemplo el punto j, haciendo fs(j) = fs(j) = %,
sin embargo, todas las otras correlaciones seran cero en este caso.

3.3.6.2. Distribucién conjunta y reversibilidad en el tiempo

En lo que resta de esta pequena seccion se centraré la atencion en el proceso DM A(1),
es decir, si « = P(S; = 0), entonces

X, = {Y} con probabilidad «; (3.19)

Y:_1 con probabilidad 1 — «
En este caso pea(7)(1) = a(l — ) y para j > 2, par(j)(1) = 0.

No es complicado calcular la transformada de Laplace-Stieltjes de la distribucién con-
junta de variables en la sucesion DM A(1). Sea M., (s) = E(exp{—sY1}). Notese que sobre
el conjunto {S1 =r1,...,S=r} (donder; =006 r;,=1,i=1,...,¢t)

t
exp (— Zstk> =exp{-s1(mYo+ (1 —r)Y1) — ... = si(rYim1 + (1 —r)Y2)}
k=1
= exp {—817“1Y0 — St(l — Tt)ift — (81(1 — rl) + SQT‘Q)Yl — .= (St,1(1 — T‘tfl) —+ Strt)Y;gfl} .

Ya que {Y%} v {Sk} son sucesiones independientes de variables aleatorias independientes

Ve(S1y...,8) = [exp ( Zstk>]
t—1 t
= ZM s171) My (s¢(1 — 1)) (H M, (sk(1—1rg) + sk+1'rk+1)> (H a(l—r)+ (1 - oz)ri)
i=1
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donde la suma se toma sobre el conjunto de vectores de dimension ¢, r = (r1,...,7) con
r; = 06 r; = 1.

Uno de los objetivos por los que se desea calcular la distribucién conjunta es verificar
la reversibilidad en el tiempo del proceso.

Con el fin de demostrar la reversibilidad en el tiempo, se necesita probar que ¥ (sy, ..., st) =
(8¢, ..., 81) para cualesquiera sq,...,s; > 0. De la expresion anterior para (-, ...,-) se
puede ver que ¥(st, ..., s1) tiene la misma forma que ¢(s1,. .., st) excepto que r; y 1 —r;
se intercambian para i € {1,...,t}. Por tanto, para mostrar reversibilidad en el tiempo
basta probar que si ¥(s1,...,8) = g(a,1 — «), entonces

gla,1 —a) =91 — o, a).

Para ejemplificar el argumento, considérese el coeficiente gr(«, 1 — «) del término

Ly = M, (s1)M,(s2) M, (s3) M, (54-+55) M (56) My (57) M (58) My (594510) M (511) My (512) - - - M (5¢)

en la expresion anterior para (-, ...,). (Se esta suponiendo que t > 12). El coeficiente
gp(a, 1-— Od) = P(Dl NELNDyNE;N D3) donde

D1:U}ZO(SlZi,SQZi,ngl)U(Uizz(Sl:1,...,Sk,1Zl,SkZO,...,S;;:O))

DQZUZ’l O(S :i,S7:i,58:1)U(Uz:7(SGZ1,...,Sk,1:1,Sk:0,...,5’8:0))

Ey = (59 =0,510=1)

D = U}:()(Sl =14,5 =1,5 = 1)U (U2:12<Sll =1,...,5.1=15.=0,...,5 ZO))

Ya que {S;} son independientes y cada evento en la union de cada D; es disjunta,
entonces P(D;) es simétrico en v y 1 — o, i = 1,2,3. Ademas, P(E;) = a(1 — «) para
i =1,2y los eventos {D;} y {E;} son independientes. Entonces gr(a, 1 —a) = gr(1—a, ).
Con argumentos similares a los que se utilizaron cuando se prob6 que cualquier término de
Y tiene un coeficiente que es simétrica en a y 1 — a. Por tanto, g(o,1 — ) = g(1 — o, @)
y entonces el proceso DM A(1) es reversible en el tiempo.
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3.3.6.3. Longitud de las rachas del proceso DM A(1)

A continuacion se consideraran las rachas del proceso DM A(1). Sean i € E (fijo) y
T; ;= inf{n € Nt : X, # i} — 1 la longitud de la racha de ¢ iniciando al tiempo 1, donde la

longitud puede ser 0, 1,.... Primero se calculara E(7;).
Sean ag := 1y paran € Nt a, :=P(X; = X5 =... = X,,). Entonces,
a] = P(Xl = ’i),

az = P(X; = Xo = i) = an(i)a; + a(l — a)n(i)ag + (1 — a)*72(i),
e inductivamente,
an+1:P(X1:X2:...: n+1:i)
= an(i)ap+a(l1—a)m(i)an_1+a(1—a)?7? (D) an_o+. . .+a(1—a)" 7" (i)ag+(1—a)" T a1 ()

Por tanto,
E(T) =Y an = (i) + an() Y an + 10‘(1(1—a;7)r7(ri()i) S an
n=1 n=1 n=1
— a)212(i 1 a(l —a)w(i il
+(1—a) ()1_(1—a)7r(i)+ (1-a) ()1—(1—a)7r(2')
. (1 —a)?72(i) + a(l — a)m (i) ol a(l — a)r(i) ‘
=)+ 1= (1= a)n(i) +< (Hl—(l—a)w(i))E(m

Resolviendo la ecuacion para E(T;) se tiene que

bl w1+ a(l - a)(1 - ()
BT = 1700 = @21 —all —a)r(i)) (3.20)

donde

p(i) = 7)) (1 +a(l —a)) — 7*(@)a(l —a) = 7(i) + a(l — a)w(i)(1 — 7 (i)

Sio=006a=1, X; es una sucesion de variables aleatorias independientes y E(T;) =

1?5:()1) Obseérvese que E(T;) > 1355()1') para « € [0, 1], i.e. la longitud esperada de una racha
de nameros 7, para un proceso DM A(1) es mayor que la longitud esperada de una racha de
una sucesiéon de variables aleatorias independientes. Para una distribucién dada =, el valor
méximo que puede tomar E(7;) ocurre cuando o = %, en este caso
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E(T) = { Zr(jr)(i) <1 3 —17r(i)> '

Ahora se obtendra la funciéon generadora de probabilidad de 7T;. Usando calculos simi-
lares a los que se hicieron para obtener (3.20) se puede ver que

o0 oo

BT >y = S g — 2T+ za(l—a)(1 = 7(i))]
Zz P(T; > n) Z " (1= zm(0)[1 + za(l — @) (1 — 7 (3))]

Por tanto,

> 1—2 [& (1 —7())(1 = zr(i)a(l — a))

P T; = =1- " n | = : : : 3.21
nz%z ( ") 2 (; = > 1—2m(i) — 227(i)(1 — w(i)) (1 — @) (3:21)
=
partir de (3.21) se pueden obtener momentos de orden mayor de la longitud de las rachas.

Notese que para o« = 0 6 a = 1, se tiene que Gp(z) =

(como se esperaba). A

3.3.7. El proceso DARMA(1,1) binario

Ahora se analizara el proceso binario DARM A(1,1) en el cual X, s6lo puede tomar los
valores 0 6 1, i.e.

X, = Y; con probab%l?dad 5; (3.22)
A;_1 con probabilidad 1 —

A, = As1 con probab%l?dad 0; (3.23)
Y, con probabilidad 1 — p

donde {Y;} es una sucesion de variables aleatorias que pueden tomar los valores 0 6 1 con
distribucion comun 7. En general, el proceso DARMA(1, 1) no es Markoviano.

Las series de tiempo binarias son de particular importancia para modelar el proceso de
conteo diferencial en procesos puntuales a tiempo discreto.

Cuando M = 0 se tiene que la correlacion entre X; y X;1; estd dada por

pu(i) = Corr(Xe, Xeys) = p/ 7 [B(L = B)(A = p) + (1 = B)*p].

Ahora se consideraran algunas propiedades de la longitud de las rachas. Para i € {0,1}
(fijo), sea T; := inf{n € N : X,, < i} — 1 como antes. Se calcularan E(7;) y la funcién
generadora de probabilidad de T;. Notese que aunque en general {X;} no es una cadena de
Markov, {(A¢, X¢)} si lo es. Para 4,4, k,1 € {0,1}
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P(Ai1 =7, Xiq1 = k|4 =4, Xy = 1) =: Qi(4,))

no depende de [. Si Q. es la matriz cuya entrada (7, j) es Qx(4,7), entonces se tiene que

00 ( p(1—B)+ (1 —p(1—B))m(0) (1-p)(1—B)m(1) >
0 B(1L - p)m(0) Bpr(0)

B Bpr(1) B(L—p)m(1)
Q1—<(1_p)(1_5)7r(0) p(1—=p8)+ (1 —p(1l- 5)())

Notese que para i € {0,1}, P(Tp > n|dg = i) = Qg(2,0) + Q§(3,1) =: Qy(i, E). Por
tanto,

~—

E(Tp|4o = 1) = ZQOzE :Ro(i, E) — 1

donde Ry(i,7) = >.00, QB(i,j), con Q) = I y Ro(i, E) = Ro(i,0) + Ro(i,1). Se puede
probar que

Ro=(I-Qo)™"
1 (1 Bpn(0) (1- B)(1 - p)r(1)
(I-Qo)" =3 < B(1—p)n(0) 1 p(1—B)—(1—p(1— B))m(0) )

donde

A = det(I = Qo) = (1 = (0))[1 — p(1 — B)(1 — Br(0)) — Br(0)(1 — B(1 — p))]

m(0)[1 = Bp+ (1 —p— B +28p)(1 —(0))]

BT = T 0) — (= )1~ Ar(0) — Br(0)(1 — B~ )]
7(0)[Corr(Xp, Xesn) +1— p+ 8p— w(0)(Corr(Xy, Xrs1) + 26p — p)]
0= m(0))1 - p(l = B)(1 = Fr(0) — F=(O) (1 — BL—p))]
y
E(T)) = (D[ —Bp+B(1—p—B+28p)(1 —m(1))]

(A =m)[ = p(1 =B = Br(1)) = Br(1)(1 - B(1 - p))]
m(1)[Corr(Xy, Xiy1) + 1 — p+ Bp — w(1)(Corr( Xy, Xet1) + 28p — p)]
(1 =m(W)[1 = p(1 = B)(1 = pr(1)) = Br(1)(1 = B(1 = p))]
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Notese que la longitud esperada de una racha de i para el proceso DARM A(1,1) bi-
nario es mayor o igual que la longitud esperada de una racha de ¢ para el caso independiente.

Ahora, se intentaré calcular la funcion generadora de probabilidad de T;,

00
=3 per -
n=0

, para ¢ = 0, 1. Notese que

P(To =nlAo = i) = Y Qf(i,/)(1 = Qolj. E))
J

Por tanto,
Zzn (Th = nlhp =1) = ZZQOZJ )(1—Qo(y, E))
n=0 7 n=0
Sin embargo,
D> 2"Qp = (I - 2Qo)"
n=0
donde
oot L (1 zBpm(0) 21— B)(1 - (1)
=200 = 5 (it Ty 1 st m) 20 e sy )
Ao(z) =1 = 2p(1 = B) + zm(0)[=8 — 1+ p(1 — B)]
+22(0)(1 - 7r( N(=B(1 =) +2pB(1 — B)) + 2°7*(0)Bp
Es decir,
Gry(2) = Aol(z) [1—2p(1=B)+m(0)(1—-7(0))(28°—26% p—28—25p)+m(0)(zp—1)—2Bpr>(1)]

y analogamente,

1
Ay (z)
Se pueden obtener momentos de orden mayor para las rachas a partir de funciones
generadoras de probabilidad. Dichos momentos son importantes pues ayudan a determinar
qué tan diferente es el proceso DARM A(1,1) de otros modelos Markovianos, por ejemplo
el modelo DAR(1); la diferenciaciéon que se considera aqui es qué tanto las rachas se alejan
de la distribucion geométrica.

Gri(2) = ~——[1=2p(1=B)+m(1)(1—(1)) (22— 82028~ p)+7(0) (z0—1) 2 Bpr(1)]
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3.4. Modelos de regresion

Una metodologia importante es incorporar covariables. Dicha metodologia fue propues-
ta por Zeger (1988) en un estudio de la incidencia de polio en Estados Unidos. Se utilizo
una regresiéon Poisson para modelar la tendencia y la ciclicidad explicitamente pero recono-
ciendo explicitamente la presencia de correlacién serial en los residuales. La solucién de
Zeger (1988) consistio en modelar la autocorrelacién mediante un proceso estacionario no
observado {e;} tal que E(e;) = 1 y funcién de autocovarianza Cov(es, ;1) = pe(k)o? para
k € N. Se supone que Xy|e; = y ~ Poisson(uy, pey), donde p; es una funcion determinista
tal que Ln(u:) = B'Y:, donde Y; es un vector de covariables al tiempo ¢. Por tanto,

E(Xy) =, Var(Xy) = +0°pf

pe<k‘)

1 1
\/(1 * /WQ) (1 + NthQ)

Zeger noto que hay una separacion completa de la esperanza (marginal) p, que es fun-
cion de las covariables y de los parametros desconocidos del proceso {¢;} (que define el
mecanismo con el que se genera la correlacion serial).

px (k) =

La correlacion en la serie que estudio Zeger (la de la incidencia de polio) es numeérica-
mente pequefia, por tanto supuso que {e;} tenfa la estructura de un AR(1), i.e. p.(k) = p.

Campbell (1994) extendi6 esta metodologia a érdenes de dependencia mas altos cuando
trabajé en casos de sindrome de muerte stbita de bebés en relacién con factores ambien-
tales. Y Brannas & Johansson (1994, 1996) también trabajaron en esta metodologia y la
extendieron para el caso de datos de panel y particularmente Brannis (1995a) trabajo el
cuestiones de prediccién y control.

El estudio de series de tiempo binarias mediante de cadenas de Markov cuyas probabil-
idades de transicion son funciones de covariables lo empezé Cox (1970) y los ejemplifico e
implement6 Korn & Whittemore (1979) y Muenz & Rubinstein (1985). En particular, estos
altimos modelaron las probabilidades de transicién pgg y p1o mediante regresion logistica
con covariables y lo aplicaron a estudios longitudinales en ciencias médicas.

Estas ideas fueron generalizadas de una manera natural por Fahrmeir & Kaufmann
(1987). Aunque el origen de sus modelos era para series de tiempo categoricas, éstos eran
adecuados para series de tiempo multinomiales (6 binomiales). Las probabilidades multi-
nomiales condicionales, i.e. condicionadas a la historia pasada del proceso, se modelaban
desde una perspectiva usual de modelos lineales generalizados (por ejemplo con log-momios).
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En un contexto similar, Zeger et al (1985) observaron que al modelar las distribuciones
marginales de esta forma no siempre se obtienen expresiones simples (6 utiles) para las
marginales y por tanto no se podian estudiar algunas propiedades (marginales) impor-
tantes. Ellos también estaban interesados en modelar datos longitudinales de tal forma que
se suponia que hay un vector de covariables Y;, asociado con el i-ésimo individuo, que no
depende del tiempo. La serie binaria, {X;;}, para el i-ésimo sujeto se describe mediante
una cadena de Markov con 7; := P(X;; = 1]Y;) dado por logit(m;) = f'Y;, y todos los su-
jetos comparten una misma estructura de correlacion Corr(X; 4, X;—1]Y;) = p. Con pocas
suposiciones con respecto a la verdadera estructura de dependecia subyacente se pueden
obtener estimados de los parametros de regresién asi como sus errores estandar.

Liang & Zeger (1986) extendieron esta idea de modelar la estructura marginal a través
de covariables (y tratando la dependencia como ruido) pero que éstos si dependan del
tiempo y con otras distribuciones de nuevo en un marco de modelos lineales generaliza-
dos. Liang & Zeger no buscaron las distribuciones marginales multivariadas de la sucesion
de observaciones sino que usaron un modelo lineal generalizado para especificar la forma
de la distribucién marginal de X;;. De nuevo, con muy pocas suposiciones acerca de la
forma de la dependencia del tiempo, se puede hacer inferencia utilizando ecuaciones es-
timadoras, obteniéndose estimadores consistentes de los pardmetros de regresién y de sus
varianzas. Este procedimiento est4 muy relacionado con quasi-verosimilutud. Liang & Zeger
comentaron que si la naturaleza de la dependencia del tiempo es importante en el anélisis de
series, entonces puede ser méas razonable modelar directamente a la distribucién condicional.

Zeger & Qaqish (1988) presentaron varios modelos basados en distribuciones condi-
cionales y éstos se discutieron en el contexto de datos longitudinales en el libro de Diggle
et al. (1994). En el caso binario, el modelo es simplemente una extension del modelo de
regresion logistica. Por tanto

q
logit(p:) = BV + > 0:iXi s (3.24)

i=1
donde p; = P(Xy = 1|Y;, X4—1, X¢—o,...). La dependencia sobre {X;_;}7_; puede tener una
forma més complicada y si todos los 6; fuesen cero se obtendrian los resultados usuales de
regresion logistica, en caso de que no sean cero se pueden interpretar en términos de momios.

La extension a datos de conteo més generales es un poco mas problematica y en la
literatura ya se han considerado algunas alternativas para el caso en el que, condicionado a
las observaciones pasadas y al vector de covariables Y;, X tiene distribucion Poisson(py).
El analogo directo de (3.24) en el caso Possion y tomando ¢ = 1 (por simplicidad) es

Ln(u) = B'Y; + 60X,
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Sin embargo, esta forma tiene aplicaciones limitadas ya que la media condicional crece
exponencialmente conforme X;_; crece (a menos que 6 < 0). Por tanto, en este caso solo se
permite asociaciéon negativa. Y no sélo eso, la interpretaciéon “obvia” del modelo se dificulta
ya que estéd involucrada la expresion exp(3'Y;) en la media cuando la observacion anterior fue
cero, y por tanto se preferira (tendrd que) aproximar ésta por una media (no condicional).
Una alternativa mas practica estad dada por

Ln(p) = BY: + 0(Ln(X{_) — BYi1)

donde X} | := max{X;_1,c} y ¢ € (0,1). En esta nueva propuesta se “permite” cor-
relaciones tanto positivas como negativas, dependiendo del signo de 0. Otra alternativa que
permite incorporar a la constante ¢ a todo X;_1 y no simplemente valores de cero estd dada,
por ejemplo, por

Ln(pu) = B'Yy + 0[Ln(X;—1 + ¢) — Ln(exp(8'Yi-1) + ¢)]

Estos modelos surgen de manera natural en un contexto de procesos de ramificacion con
dependencia en el tamano (de la ramificacion); y por supuesto, toda la teoria de procesos
de ramificaciéon se puede utilizar en estos casos.

Zeger & Qaqish (1988) se refieren a estos modelos como modelos de regresion Marko-
vianos y son una clase til de modelos ya que son flexibles, relativamente faciles de entender
y describen la dependencia del pasado explicitamente (de la misma forma que lo hace la
incorporacion de covariables).

Li (1994) intenté extender estos modelos de regresion Markovianos de tal forma que
se pueda “imitar” la estructura de promedios méviles, incorporando valores pasados a la
sucesion de las medias condicionales. Ignorando covariables, la forma de “promedios méviles
de orden 1” para datos binarios tiene la forma

logit(p) = p+ 0(X¢—1 — pi—1)

y bajo la suposicion de distribucion Poisson (para las X;) se reduce a

X
Ln(,u,t):u+0Ln< ! 1>

mug—

Por supuesto, se puede extender estos modelos a 6rdenes mayores.

3.4.1. Modelos parameter-driven

El modelo de Zeger (1988) para los datos de polio pertenece a una clase de modelos que
Cox (1981) describe como parameter-driven ya que, condicionado a un proceso parametral
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no observado {¢;}, los datos son independientes con sus distribuciones marginales determi-
nadas por el valor del pardmetro actual. Se han desarrollado varios métodos de series de
tiempo para datos de conteo con este principio. Por ejemplo, Keenan (1982) modela una
serie de tiempo estacionaria binaria, {X;}, suponiendo la existencia de un proceso esta-
cionario subyacente {Z;} y una funcién de distribucion tal que P(X; = 1|Z; = z) = F(z2).
En particular, ¢l considera el caso en el que marginalmente X; tiene distribucion N (0, 0?)
con una funcion de autocorrelaciéon especifica y F' la funcidon de distribuciéon de una variable
N(0,72). En este trabajo se obtienen algunas propiedades de tales modelos, incluyendo
distribuciones conjuntas, prediccién y estimacién del proceso subyacente.

En principio, es sencillo construir tales modelos. Los datos tienen una forma de distribu-
cion estandar condicionados al proceso parametral que genera la estructura de correlacion.
Algunas aplicaciones, tales como Zeger (1988) y Campbell (1994), en las que se trabajo
con componentes deterministas y la estructura de correlacién se estudié con una mezcla de
modelos estandar. Otra clase de modelos parameter-driven usa una cadena de Markov como
proceso parametral. Estos se conocen como modelos hidden-Markov y se describen detal-
ladamente en el libro de MacDonald & Zucchini (1997) incluyendo aplicaciones para estos
modelos. Un modelo simple es el Poisson-hidden-Markov. Se supone que {S;} es una cadena
de Markov homogeénea e irreducible con espacio de estados denotado por {1,2,...,m} y
que, condicionado a S1 = s1,5 = So,...,5, = Sn, X1,Xo,..., X, son independientes y
X tiene distribucién Poisson con media Ag,. Por tanto, hay m distribuciones Poisson con
medias {A\;}}; v el proceso {X;} “escoge” su distribucion marginal actual de acuerdo al
estado de la cadena de Markov al tiempo t. Hay m? paradmetros en este modelo: las m me-
dias y las m(m — 1) probabilidades de transicién para la cadena de Markov. Generalmente
el nimero de estados m es relativamente pequeno (a veces tan pequeno como 2).

Evidentemente, la forma de este modelo se puede ocupar cualquier otra distribucién
en vez de la Poisson. MacDonald & Zucchini (1997) detalla las estructuras de correlacion
y distribucional ademés de algunos aspectos de inferencia. El problema de seleccién del
modelo, en particular el niimero de estados de la cadena de Markov, sigue siendo complicado
y no se ha resuelto satisfactoriamente (aunque parece que el uso de criterios de informacion,
como el BIC, tienen buenas expectativas). También se puede hacer extensiones a cadenas
de Markov de orden més alto, posiblemente usando la mezcla de distribucién de transicién
como el de Raftery & Tavaré (1994), procesos multivariados y procesos en los cuales los
parametros son funcién del estado de la cadena y de covariables; por ejemplo, los coeficientes
de regresion se determinan a partir del estado de la cadena. Esto tltimo también se puede
modelar permitiendo que las probabilidades de transiciéon de la cadena de Markov sean
funciones de covariables.
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3.5. Modelos espaciales y Bayesianos

En la estructura lineal Gaussiana, los modelos espaciales son modelos parameter-driven
en los cuales un vector de estados 6; (no observado) evoluciona linealmente a través del
tiempo y s6lo se observa una funcién lineal de éste, generalmente un ruido. Por tanto, hay
dos ecuaciones: una para la observacion y otra para la evolucion (del vector de estados)

Xt = Fth + 1y (325)

Ht = Gtet—l + wy (326)

donde {1t} y {w:} son sucesiones independientes de variables aleatorias independientes con
media cero y matrices de varianzas-covarianzas V; y Wy, respectivamente. Es comin supon-
er que {F;}, {Gi}, {Vi} vy {W}} son conocidas. Hay dificultades (como siempre) al extender
una estructura de este estilo para datos exclusivamente discretos.

La metodologia “tradicional” es la que proponen Durbin & Koopman (2000) y consiste
en reemplazar (3.25) por la relacion

p(xe|0, i1, y;) = p(xe|Fiy) (3.27)

donde zf | = {&i—1,24—2,..., 21} ¥y yf = {yt, ®t—1,...,y1} son posibles covariados y Fy
puede ser funcién de éstos. Es coman suponer que el vector de estados 6, aun satisface
(3.26), pero ahora el proceso de innovacion {w;} puede ser no-Gaussiano. En algunos mod-
elos no se especifica la distribucion (de la innovacion), sélo se cuenta con los primeros dos
momentos. Esta descripcién es muy general y se puede usar en la mayoria de los casos de
datos no-Gaussianos.

Los intentos més exitosos de esta generalizacién son los que se hicieron desde una per-
spectiva Bayesiana vy a continuacion se hard una muy breve descripcion de éstos. Los prin-
cipales promotores de la prediccion desde la perspectiva Bayesiana son West & Harrison
(1989) quienes presentan a detalle su metologia en su libro (1989). En el caso Gaussiano,
su modelo es lineal (como antes) y lo llaman modelo lineal dinamico. Ellos extienden este
modelo a distribuciones no-Gaussianas pero si de la familia exponencial y desarrollan lo
que ellos llamaron modelo lineal dinamico generalizado (GLM). Como el nombre sugiere,
se usa la metodologia béasica lineal general y, en principio, se puede modelar series binomi-
ales, Poisson, binomial negativa y otras discretas. Por tanto, el pardmetro natural 7, (de
la parametrizacion natural de la familia exponencial) de la distribucion se modela a través
de una funcién liga (de link) g(-) como una funcion lineal del vector de estados 6, i.e.
g(nt) = Fi0s; y 6; evoluciona en el tiempo de acuerdo a la ecuacion (3.26). El anélisis de
este modelo es Bayesiano, pero no completamente, en el sentido de que la distribucién a
priori de 7; es la conjugada a priori para la familia exponencial pero el pardmetro se obtiene
aproximando las distribuciones correspondientes por el comportamiento de sus primeros dos
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momentos. El trabajo se present6 originalmente en West, Harrison & Migon (1985), el cual
tiene una discusion y algunos ejemplos.

Esta construccion, usando (3.27) para la familia exponencial y (3.26) para el predictor
lineal n; es muy atractivo en el contexto de series de tiempo discretas y constituye el mod-
elo basico para otras metodologias en esta drea. A veces se conoce como el GLM dinamico
(modelo general lineal dinamico). Las principales diferencias entre distintas metodologias
tienden a ser mas computacionales y de detalles de la estimacion.

Por ejemplo, Singh & Roberts (1992) definieron (3.26) s6lo en términos de los primeros
dos momentos y hacen estimaciéon a través de un algoritmo iterativo de minimos cuadra-
dos ponderados filtrado. Kashiwagi & Yanagimoto (1992), basados en Kitigawa (1987),
construyeron modelos espaciales no-Gaussianos en los cuales se obtienen las densidades
no-Gaussianas en cada paso del filtro de Kalman (la mayoria de las veces numéricamente).
Estos modelos tienen una estructura muy relacionada con los modelos lineales generalizados.
Por ejemplo, en el caso Poisson se supone que la serie {X;} es Poisson de media A\; y que el
parametro natural Ln(\;) sigue una caminata aleatoria Gaussiana, i.e. VLn(\;) ~ N(0,0?),
donde VLn(A) := Ln(A¢) — Ln(Ai—1).

Fahrmeir (1992) utiliz6 el modelo basico de (3.27) y (3.26), donde {w:} en (3.26) tiene
distribucién normal. El se refiere a su version como GLM dinamico y hace la estimacion
mediante la maximizaciéon de las densidades posteriores usando una generalizacién del filtro
de Kalman extendido y suavizamiento.

Chan & Ledolter (1995) retomaron los datos de polio de Zeger (1988) y los modelaron
como un GLM dinamico en el cual el proceso latente, {6}, es un AR(1). Explicitamente,
condicionado a los covariados de tendencia y ciclicidad, Y;, (X;|Y:, 6;) ~ Poisson(aiu),
donde a; = 7Yt y Ln(uy) = 0; = pbi—1 + wyi, donde wy es Gaussiano. Su propuesta con-
siste en considerar al proceso no-observado {6;} como datos faltantes y usar una variacion
del algoritmo EM para maximizar la verosimilitud. En su versién del algoritmo, el paso E
se realiza indirectamente usando simulacién Monte-Carlo. Esta metodologia es directa y la
prediccién y el suavizamiento son claros. Ellos mencionaron que se necesitaban diagnoésticos
para esta clase de modelos.

El uso de técnicas de simulacién, en particular las de cadenas de Markov Monte-Carlo
y el Gibbs sampler, en esta clase de modelos la considerd Carlin et al. (1992) y posterior-
mente Carter & Kohn (1994) y Friithwirth-Schnatter (1994). Algunos ejemplos interesantes
de estas técnicas en la época fueron los de Cargnoni et al. (1997) en un estudio de datos
longitudinales que consistian de colecciones de vectores multinomiales que describian el
nimero de estudiantes que permanecian en el sistema educativo italiano.
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En el articulo de Lee & Nelder (1996) se discute acerca de los GLM jerarquicos, los
GLM jerarquicos dindmicos y su relacion con el filtro de Kalman y el suavizamiento. Una
vez mas, el modelo basico es el (3.27) para distribuciones de la familia exponencial y se
supone (3.26). En esta formulacion, el filtro se obtiene mediante un algoritmo de maxi-
mizaciéon para la verosimilitud jerarquica.

El articulo de Jorgensen et al. (1999) desarrolla el GLM dinamico incluyendo covaria-
dos en dos diferentes formas, distinguiendo entre dos tipos de covariables y reemplazando
(3.26) por un proceso de Markov Gamma. Condicionando a los covariados {Y;}, el proceso
de obseraciones (3.27) es similar al que estudiaron Chan & Ledolter (1995), i.e. (X;|Y;, 0;) ~
Poisson(asfy), donde a; = 'Yt pero (3.26) se reemplaza por 0;|0;_1 ~ C;?cmma(efj‘g1 ,bio?).
Por tanto, (3.26) se sigue cumpliendo ya que 6; = b0;_1 + w; donde w; es no-Gaussiano.
Ademaés, los autores distinguieron entre dos tipos de covariables: aquellos de corto plazo
que aparecen en {Y;} y aquellos de largo plazo que aparecen en {Z;} y Ln(b) = o'V (Zy),
donde V(Z;) = Z;— Z;_1. En la aplicacién a los datos de polio, {Y;} contiene covariados de
ciclicidad y {Z;} de tendencia. Una ecuacién con la que se obtienen estimadores insesgados
es la que se obtiene a partir del algoritmo EM en el cual el paso E se reemplaza por un
suavizamiento de Kalman.

Durbin & Koopman (2000) utilizaron el mismo GLM dinamico (3.26) y (3.27) pero la
inferencia estaba basada en el filtro de Kalman, suavizamiento, simulacion (pero no MCMC)
y muestreo de importancia (Gaussiano). Usando esta metodologia, los autores mostraron
como estimar todas las cantidades que usualmente se necesitan ya sea en un entorno clasi-
co (frecuentista) o en un entorno Bayesiano. El hecho de no hacerlo mediante técnicas
MCMC significo que no hay preocupaciones con cuestiones de convergencia y todas las
cantidades que se requieren se calcularon facilmente. La densidad de importancia necesaria
para la simulacién se construye a partir de modelos lineales Gaussianos que aproximan a la
no-Gaussiana en una vecindad de la moda condicional del vector de estados dados los datos.

La descripcion que se hara en lo que queda de esta pequena seccion intenta reflejar con
precision los diferentes enfoques para la inferencia sobre lo que es, en muchos sentidos, el
mismo modelo. Se intenta hacer notar el importante papel de el auxilio computacional para
la solucién de problema que se pueden presentar en la inferecia y prediccion de este tipo de
modelos, y también la relativa complejidad de las soluciones.

Sin embargo, en un caso, hay soluciones que son relativamente directas e intuitivas. Es
el caso méas simple, pero el més usado: es el dado por las ecuaciones (3.25) y (3.26) con
F, =1y Gy = 1, i.e. la serie tiene una media #; que sigue una caminata aleatoria. Esta
es una de las formas estandar de modelar una serie cuyo dnico parametro es la media y
ésta cambia a través del tiempo. Cuando se supone que el proceso de ruido es estacionario,
la forma de la solucién suele ser un simple promedio mévil con ponderacién exponencial
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cuya constante de suavizamiento es una funcién del cociente de las varianzas de los ruidos.
Smith (1979) extendi6 este modelo a las distribuciones de la familia exponencial usando
un método diferente al de West et al. (1985). Smith (1979) observé que la ecuacion (3.25)
se puede reescribir en este caso como E(X;|0;) = 0; y que aunque esto se puede extender
facilmente a otras distribuciones para este modelo, no hay una manera simple de generizar
la forma de caminata aleatoria del mecanismo de evolucion (3.26). El problema basicamente
es que no se sabe como generalizar la “revision” de la distribucién de (6;_1|X*"!) a la de
(6;| X*1). Su solucién requiere que la densidad de la segunda distribucién sea proporcional
a la densidad de la primera mediante un potencia fraccional de w. Esto asegura que la
“revision” tenga propiedades similares al caso Gaussiano lineal, i.e. que las medias seran
las mismas y las varianzas crezcan y que las predicciones del proceso sean simplemente
un promedio movil con ponderacién exponencial. El presenté detalles de la solucién para
algunas distribuciones, incluyendo la Poisson, la Binomial y la Binomial Negativa.

Harvey & Fernandes (1989) generalizan esta metodologia (y Harvey la comenta a detalle
en su libro en 1989). En el caso Poisson Xy|u; se distribuye Poisson con media \; y se supone
ademas que uy tiene una apriori conjugada para la Poisson, i.e. la distribucion Gamma. Se
usard la parametrizaciéon de la densidad Gamma de la forma

a—1_—bx

f(ﬂf)zr(a)ﬂ? e "1 (0,00) ()

(1| X*1) ~ Gamma(as—1, by—1) y segtin Smith (1979) (pe| X1 ~ Gamma(ay—1, by—1),
donde para w € [0, 1]

Q-1 = wag—1 Y b1 = wby (3.28)

Con la observacion de la siguiente observacion, Xy, la distribucion posterior de py condi-
cionada a Xt es una Gamma(ay, b;) donde a; := ay—1 + Xt y by := by,_1 + 1. Por tanto, se
tiene que fi; = E(u] X?) = ‘g—: y usando la relacion entre (a¢, by) v (ar—1,bi-1), i.e.

g =war—1+Xy vy bp=wb_1+1 (329)
se tiene que
for = fle—1 + ke (Xe — fre—1) (3.30)
ki1
k= ——-— 3.31
YTk Hw (3.31)

Nétese que kg =55 (1 —w) y en (3.30) [ se obtiene por suavizamiento exponencial. De
hecho, las ecuaciones (3.30) y (3.31) son las ecuaciones recursivas que se usan para encon-
trar el estimador de la media cuando se usa minimos cuadrados descontados (con factor de
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descuento w).

Harvey (1989) estima el factor de “descuento” w a partir de datos histéricos maxi-
mizando la verosimilitud (que esta dada en términos del producto de las densidades condi-
cionales p(z;|X'™1)). Estas probabilidades definen la distribucién predictiva, que en este
caso (Poisson con la Gamma aprori para su media) es binomial negativa, i.e. (X;|X'~!) ~
BinNeg(ay—1, (1+bye—1) ")

También noté que aunque el mecanismo estocéstico subyacente a la transiciéon de p;—
a u al tiempo t — 1 se define sélo implicitamente mediante el comportamiento de los
parametros de la distribucién Gamma, es posible especificar tal mecanismo explicitamente.
De hecho, se puede escribir p; = ’ij/;tl , donde f; tiene distribucion Beta(wai—1, (1 —w)ai—1).

La parametrizacion de la distribucion Beta(a, §) que se esta considerando es

1

Este proceso refleja el hecho de que predecir p; de p—1 al tiempo ¢ — 1 sin ninguna nueva
informacion, su ubicacién no cambia pero la incertidumbre acerca de éste se incrementa.

(1 - x)ﬁflf(o,l)(l")

La distribuciéon binomial se trata andlogamente. Si X; tiene distribucion Bin(n,p:) y
pe| Xt ~ Beta(ag, by), entones las ecuaciones (3.28) y (3.29) se convierten en

ap =war—1 + Xy y by =wh1+ (n—Xy)

f = E(np:| X?) v las ecuaciones (3.30) y (3.31) se siguen cumpliendo. La distribucién
predictiva en este caso es Beta — Binomial, i.e. X;|X!™! tiene funciéon de densidad de
probabilidad

p@yzchW+x¢+n_m

x B(a,b)

donde a = a1 y b= byy_1.

Como en el caso Poisson, es posible definir el mecanismo estocéstico que especifica la
transicién de p;_1 a py al tiempo ¢t — 1. En este caso, esta dado por
Baptfl
Bapt—1 + By(1 — p—1)

donde By, tiene distribucion Beta(wai—1, (1—w)as—1), By tiene distribucion Beta(wb;—1, (1—
w)bi—1) y By y By son independientes.

Pt =

El caso binario se trata como binomial con n = 1 y Harvey (1989) extiende este pro-
cedimiento al caso multinomial con una distribucién Dirichlet como cojugada apriori.
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El caso binomial negativo se puede estudiar casi exactamente como el caso binomial. La
conjugada a priori para p; en BinNeg(r,p;) es la distribucion Beta y si se reparametriza
de tal forma que (p¢|X') ~ Beta(as, by + 1), entonces las ecuaciones (3.28) y (3.29) toman
la forma

ar =war1+ Xy y by =wbq+7

fr = E(rp| X?) y las ecuaciones (3.30) y (3.31) se siguen cumpliendo. La distribuciéon
predictiva en este caso es Beta — Pascal, i.e. X¢| X! tiene funcién de densidad de proba-
bilidad

_(r+z—-1\Bla+zb+1+7)
pw_( ) B(a,b+ 1)

donde a = ay;_1 y b = byy—;. La forma de la apriori aqui es un poco diferente a la que
utiliz6 Harvey (1989) pero esta garantiza la existencia de la media de la apriori y hace
que el analisis sea andlogo al de los otros casos (Poisson y Binomial). De nuevo, es posible
definir el mecanismo estocéstico que especifica la transicién de p;—1 a p; al tiempo ¢ — 1.
Sin embargo, se considerara la transicién de los momios r; := lftpt, de r4—1 a r¢ al tiempo
t — 1. Este estd dado por

x

= Bari—1
. =
By

donde B, tiene distribucion Beta(wai—1,(1 — w)as—1), By tiene distribucion Beta(wb +
1,(1 — w)b), B, y Bp son independientes y a = a;—1 y b = b—1. Notese que r; tiene
distribucién Beta de segunda clase con parametros (a,b+ 1), i.e. su densidad esta dada por

ma—l

f(z) = 1+ x)“erJrlB(a, b+ 1) I(O,oo) (z)




Capitulo 4

Modelos auto-regresivos para series enteras

4.1. Introduccién

La idea general de este capitulo es estudiar las series de tiempo de (pequenos) conteos,
mediante algunos modelos auto-regresivos (6 simplemente regresivos). Generalmente tales
series consisten de enteros no-negativos (pequenos), lo cual hace naturalmente que la may-
oria de los modelos para datos continuos sea inapropiada.

Ya se han desarrollado algunas metodologias estadisticas explicitas para datos con este
tipo de caracteristicas discretas.
Cox (1981) propuso dividir estos modelos en dos grandes categorias:
(1) Observation-driven
(ii) Parameter-driven
Los del tipo (i7) estudian la relaciéon del proceso latente con las observaciones. Los del tipo
(1) estudian la relacion entre observaciones presentes y pasadas.
Estas ideas se han trabajado en:

» Mac Donald & Zucchini (1997): Hidden Markov and other models for discrete-valued
time series.

» Kedem & Fokianos (2002): Regression models for time series analysis.
» McKenzie (2003): Discrete variate time series.

En el capitulo anterior ya se analizaron algunas de las técnicas mas importantes para
el analisis de series de tiempo enteras. Ahora, desde esta perspectiva de Cox (1981), se tra-
bajard en la clase observation-driven conocida como procesos autorregresivos con valores

185
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enteros (INAR), procesos de medias moéviles con valores enteros (INMA) que se introdujeron
por McKenzie (1985) y Al-Osh & Alzaid (1988) y se analizaran algunas generalizaciones-
de técnicas basadas en adelgzamiento. Basicamente se estudiran con méas detalle algunos
modelos que se basan en adelgazamiento binomial.

4.2, Modelos de series de tiempo enteras basados en adelgazamiento bi-
nomial

Una clase de modelos bastante amplia es aquella que se basa en la idea de “adelgazamien-
to”. Estos modelos se han estudiado por un conjunto relativamente pequefio de personas:
McKenzie (1985a,b; 1986; 1987; 1988a,b), Al-Osh & Alzaid (1987; 1988; 1991), Alzaid &
Al-Osh (1988; 1990; 1993), Du & Li (1991) y Al-Osh & Aly (1992). Dion, Gauthier &
Latour (1995) demostraron que estos modelos son simplemente funcionales de procesos de
ramificacion multitipo con inmigracion (y de hecho en modelos sencillos se puede dar esta
interpretacion desde la definicion del proceso). Esto permitié unificar y extender muchos
de los resultados que se tienen para modelos basados en adelgazamiento. En particular, se
usan resultados acerca de estimacién en procesos de ramificaciéon para obtener los corre-
spondientes para modelos basados en adelgazamiento.

Definicién 4.2.1. (Operador de adelgazamiento binomial)

Sea X una variable aleatoria tal que X >0 c.s. y sop(X) C Nt y a € [0,1]

X
aoX:ZYQ
i=1

donde {Y} } ez es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con distribucion Bnlli(«) e independientes de X.

Observacion 4.2.1.

Notese que ao X|X = x ~ Bin(z, «) v
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Definiciéon 4.2.2. (Funcién generadora de probabilidad y funcion generadora de
probabilidad alterna)

Sea X una variable aleatoria tal que sop(X) C Z.

(i) Se define la funciéon generadora de probabilidad de X, Gx, como

Gx(r) = E(Y)

(ii) Se define la funcién generadora de probabilidad alterna de X, G4, como

Gx(r) = Gx(1—r) =E((1 - r)¥)

Lema 4.2.1.

Si X es una variable aleatoria tal que X ~ Bnlli(p), entonces su funcion generadora
de probabilidad estd dada por

Gx(s)=1—-p+ps

Demostracion:

Gx(s) = E(sN)=s""P(X=0)+s"-PX =1)
= (I-p)+ps=1—-p+ps
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Lema 4.2.2. (Algunas propiedades del operador de adelgazamiento binomial)

Sea X una variable aleatoria tal que X > 0 c.s. y sop(X) C N, o € [0,1] y
aoX = Zfil Y; entonces

(1) Gaox(s) =Gx(1 —a+ as)
(ii) E(ao X) = aE(X)
(iii) Var(ao X) = a?Var(X) + a(l — a)E(X)

Demostracion:

X X
j=1

j=1

=E [(E(syl))x} por la independencia de las V;’s y X
1

= E {ﬁﬂi (sY7]X)

= Gx(E(s™)) = Gx(Gy,(s)) = Gx(1 — a + as) pues Y] ~ Bnlli(a)

2 Gaox(s) = Gx (1 —a+ as)

X
E(aoX) = E|> V;| =E |E(Y Y|X
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(i)

(a0 X)?

() -())

Y24V +ViYVa+ . VY + YoV + Y2 .. + Yoy +...

+ YxVi 4+ YxYo+... +YE
= A1 +A+... + Ax

donde A; := ZfilYng para j € {1,..., X}.

Notese que para todo j € {1,..., X} E(A4,|X) = E(A4;|X) y ademas

X X
E(A41|X) = E (Z YinlX) =E(Y{) +E <Z nYﬂX)
=1 N Zj{?
= E(YD)+ > EWY;) =E(?) + > EV)E(Y)
=2 1=2
X
= [E(V)+Var()]+ Y a-a=a’+a(l—a)+ (X —1)a’
=2
= a+a*(X —1)
SE(AX) =a+a?(X -1)
Por tanto,
E[(ov 0 X)?] E[E((o 0 X)?|X)] = E[E(4; + A + ... Ax|X)]

i X X
EE|) AlX||=E|) E(4X)
i j=1 j=1

X
E Y E(A]X)| =E[X(a+a*(X —1))]
j=1

E [_aX +a?X? - ?X] =E [0*X* + ol — )X
’E(X?) + a(l — a)E(X)
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S E[(ao X)?] = o*EB(X?) + a(l — a)E(X)

Finalmente,

Var(aoX) = E[(aoX)? —E?aoX]
= ’E(X?) +a(l — a)E(X) — (aE(X))?
= ’E(X?) +a(l — a)E(X) — o’E*(X)
= AA(E(X?) -E*X))+ a(l — )E(X) = ?Var(X) + a(l — a)E(X)

S Var(aoX) = a?Var(X) 4+ a(l — a)E(X)

4.2.1. Modelos con marginal geométrica

Proposicién 4.2.1.

Considérese el proceso {X;} definido mediante
Xi=aoXi 1+ 2 (4.1)
donde Z; (la inovacion) es independiente de X;_1, a € [0, 1]. Entonces

, _ Gx()
-Gy, (r) = A (ar)

Demostracion:

De la ecuacion (4.3) y la independencia entre avo X;_; y Z; se tiene que

G%,(2) = Gaox,_, (2)GZ,(2) (4.2)

. Y73 ) = GXt(l_r)
GZ(n = Bl1-n"=Call -1 = G i)

Gx,(1—r) _ G%,(7)
Gx,(1—ar) G‘)“(t (aur)
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aper (r) = GI)L‘Q(T)
L fot(ar)
O
Por tanto, si una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas {Z;} con funcién generadora de probabilidad alterna G4 se utiliza en X; =
ao Xy 1+ Z; y Xg tiene una funcion generadora de probabilidad alterna G%}, entonces
se tendra una sucesién de variables aleatorias dependientes cuya distibucién marginal esta-
cionaria también tiene la funcién generadora de probabilidad alterna G‘)“(.

La forma de la ecuacion X; = a o X;_1 + Z; sugiere que hay una relaciéon lineal en los
parametros y de hecho, muchas de sus propiedades son parecidas a las del modelo AR(1)
(que si es lineal).

Supobngase que

Xt = o Xt—l + Zt (43)

donde Z; (la inovacién) es independiente de X1, o € [0,1] y X;—; tiene distribucion
Geo(1 —0) i.e. para k € N
P(X; 1 =Fk)=(1-0)"

La funcién generadora de probabilidad alterna de X;_q, G‘;‘(Fl, estd dada por

Gy, ,(2) = E((1—2)"")=> (1-2)"P(X; 1 =k)
k=0
= > 1=2F1-0)0"=(1-0)> [0(1 - 2))*
k=0 k=0
1 1-6 1
p— 1 pu—
( 0)1—9(1—2') 0 5—1+z2
1 A
B /\1—_9—1—2 Atz

donde A := 5~
Y la funcién generadora de probabilidad alterna de a o X;_; estd dada por

GaoXt 1( ) = GaoXt—l(l_Z) :GXt—l(l_a+a(1_Z))

A
= Gthl(]‘ - ) GXt 1(@2) )\‘1‘0{2
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De la ecuacion (4.3) y la independencia entre aco X;_; y Z; se tiene que

G4, (2) = Ghox,_, (2)GZ,(2) (4.4)
es decir,
A
A A
Gy, (2) = )\—i-azGZ’f(Z)

Entonces, la condicién para que X; tenga la misma distibucion que X;_1 es que Gf(t (2)

A A
Gthl (Z) = Xz

Es decir, la condicién para que X; tenga la misma distibucién que X;_1 es que Z; tenga
una funcién generadora de probabilidad alterna

ANA+2z) A
A (A+ az) _OH_(l_a))\—l—z

i.e. Z; es cero (con probabilidad a) 6 tiene distribucion Geo(1 — 6). Equivalentemente,
Zy se puede describir como el producto de variables aleatorias geométricas (independientes)
y Bernoulli. Si Z; satisface este requisito y Xy tiene la distribucion Geo(1 —8), entonces X;
también tendréd distribucién geométrica para cualquier ¢t € N.

G7,(2)

La estructura de correlacion de la sucesion estacionaria {X;} es simple: la autocor-
relacion de orden k, py, es simplemente o (como en el caso del AR(1) usual X; = aX;_1+¢).
Este hecho se demostrara méas adelante en el marco de un anélisis de las propiedades teéri-
cas de este tipo de procesos.

Cualquier proceso aleatorio {X;} que satisfaga la ecuacion (4.3) es una cadena de
Markov. El operador de adelgazamiento “o” es un andlogo discreto muy natural a la mul-
tiplicacion escalar (vease Apéndice B). Ademas, el modelo X; = a o Xy + Z; tiene una
interpretaciéon atil pues se puede considerar a X; como el nimero de sobrevivientes de aque-
llos presentes al tiempo ¢ — 1 (cada uno con probabilidad de supervivencia «) mas Z; el
ntimero de individuos que se incorporan entre t — 1 y t.

El modelo anterior es el proceso auto-regresivo geométrico de orden uno de McKenzie
(1985b) estudiado también por Alzaid & Al-Osh (1988). Este se ha modificado y gener-
alizado en varias direcciones por los mismos autores. Estos modelos modelos se disenaron
para tener una distribucion marginal dada (por ejmplo Poisson, Binomial o Binomial Neg-
ativa) y una estructura de dependencia (auto-regresiva, de medias moviles 6 ARM A). Sin
embargo, es necesario hacer enfasis en que los términos “auto-regresivo” y “medias moéviles”
con frecuencia se usan vagamente en este contexto, simplemente para indicar la similaridad
en su forma con la de ARMA estandar. Por ejemplo, Alzaid & Al-Osh (1990) definen su
proceso con valores enteros de orden p donde, de hecho, su funcién de autocorrelacién es
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parecida a a del ARM A(p,p — 1) estandar.

McKenzie (1986) definié los modelos de medias moviles y auto-regresivos con marginal
geométrica (justo como el que se describi6 en esta seccién) como analogos de los correspon-
dientes modelos ARM A exponenciales de Lawrence & Lewis (1980) obteniéndolos a partir
de reemplazar la multiplicacion escalar con el adelgazamiento y la distribuciéon exponencial
por la distribuciéon geométrica. El modelo mas general de este tipo que estudié McKen-
zie es un ARM A(p,q) geométrico. Sin embargo, sélo se analizard con detalle el proceso
ARMA(1,1) geométrico. Sean {M;},{U;} y {V;} sucesiones independientes de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tales que M,; tiene distribucién ge-
ométrica con media A=, Uy ~ Bnlli(1 — ) y V; ~ Bnlli(1 — 8). También supéngase que
Wy tiene distribucién geomeétrica con media A~! y que

Xi = oM+ ViW,_4

Wy =aoW, 1+ UM

donde se supone que en todos las operaciones de adelgazamiento se realizan de forma
independiente de todas las componentes del proceso que se estd considerando, incluyendo
otras operaciones de adelgazamiento. W; y X; tienen distribuciéon geométrica con media A~*
y {X:} es un proceso ARM A(1,1) geométrico. La autocorrelacion de orden k del proceso
{X;} esta dada por

pr=(1—=B)[(1—a)B+a(l —B)a*!

Notese que {W,} es un proceso AR(1) geométrico y en los casos =06 a =0, {X;}
es un AR(1) geométrico 6 un M A(1) geométrico, respectivamente.

Se han descrito algunos otros modelos con marginal geométrica, por ejemplo McKenzie
(1986) trabajo con el andlogo geométrico del proceso NEAR(1) de Lawrence & Lewis
(1981), éste se define mediante

Xe=BU)o Xy + (1 -V + (1 —a)Vi) o M,

donde {M;},{U:} v {Vi} son sucesiones independientes de variables aleatorias inde-

pendientes e idénticamente distribuidas tales que M; tiene distribucién geométrica, U; ~
Bnlli(a) y Vi ~ Bnlli(%). El caso en el que a = 1 se reduce al AR(1) geométrico que

ya se describi6. Mckenzie (1985b) también di6 un andlogo geométrico del modelo NEAR(2)
de Lawrence & Lewis (1985).
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4.2.2. Modelos con marginal binomial negativa

La distribucién geométrica es un caso particular de la distribucién binomial negativa, y
McKenzie (1986) también considero la construccién de un proceso AR(1) binomial negativo.
So6lo con fines didacticos, se consideraré la parametrizacién de una variable aleatoria X con
distribucién binomial negativa con parametro de forma § y parametro de escala A satisface

P(X = k) = <ﬁ+Z—1> (1?”)5(1}”)%7 keN={01,...}

los parametros 3, A son positivos. Notese que en particular el pardmetro de forma 5 no
necesariamente es entero. La funcién generadora de probabilidad alterna de dicha distribu-

A
Atz

la densidad gamma con parametros de forma y escala, 5y A i.e. para x >0

B
ciéon binomial negativa esta dada por ( ) , que es justo la transformada de Laplace de

Aﬁxﬁ—le—)\m
I'(8)

Esto sugiere que para definir un proceso AR(1) binomial negativo, lo tnico que se tiene
que hacer es reemplazar la multiplicacién escalar por el operador de adelgazamiento y la
distribucién gamma por la distribucién binomial negativa en el proceso AR(1) Gamma
(Gaver & Lewis (1980)). El modelo resultante es

Xi=aoXi_1+ Z

con o € (0,1), Xy con distribuciéon binomial negativa con pardametro de forma 5 y
parametro de escala A\ para cualquier ¢t € N, y la innovacion,Z;, tiene funciéon generadora

de probabilidad alterna
At az)’? A\
= 1—a)—2—
<>\—|—z> (O‘H a))\+z>

La construccién de una variable aleatoria que tiene una funcién generadora de probabil-
idad alterna para un (3 general (no necesariamente entero) es bastante ingenua. McKenzie
(1987) describit tal construccion y esta basada en un proceso shot-noise y es esencialmente
el mismo que el desarrollado por Lawrence (1992) para resolver el problema correspondiente
para el proceso Gamma.

La complejidad del proceso de innovacién de McKenzie consiste en definir un tipo difer-
ente de proceso binomial negativo (McKenzie (1986)). Esto es anélogo al proceso AR(1)
gamma-beta descrito por Lewis (1985) que es una auto-regresion con coeficiente aleatorio
con marginal Gamma. El correspondiente AR(1) binomial negativo se define como

Xt = At Othl ‘I‘Mt
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Donde A; tiene distribucion Beta con parametros a y 6 — «, M; tiene distribucion
binomial negativa con pardametros 5 —a y A de forma y escala, respectivamente (0 < a < f3,
A >0). Y ademés As, X¢—1 y M; son mutuamente independientes. Si X tiene distribucion
binomial negativa con parametros 5y A (de forma y escala, respectivamente), entonces X,
tiene la misma distribucién que Xy y para cualquier k € N

pr. = (o) B)F

Noétese que al tiempo ¢ hay tres elementos aleatorios: las variables aleatorias A; y My
(no observadas) y el de la operacién de adelgazamiento.

El caso especial en el que 8 = 1 de este proceso binomial negativo es el proceso AR(1)
geométrico diferente al que se analizé en la seccién anterior. La distribucién de este nuevo
proceso AR(1) geométrico no se distribuye geométricamente ni es el producto de geométricas
y Bernoulli. La distribucién de la innovacién es binomial negativa con pardmetros 1 —a y
A, donde o € (0,1) y A > 0.

4.2.3. Modelos con marginal Poisson

En este trabajo, los modelos con marginal Poisson se considerarédn a detalle: se harén
calculos de correlaciones explicitos, se obtendran y analizaran algunos de los estimadores
clasicos para este modelo e incluso se realizardn algunas simulaciones particulares. Sin
embargo, por completez, se dard un breve resumen de sus principales propiedades y al-
ternativas en esta seccién y més adelante (durante todo el capitulo) se retomara como
ejemplo/aplicacion de algunos resultados obtenidos en modelos auto-regresivos.

Un proceso Poisson AR(1) se discute en McKenzie(1985b; 1988b), Al-Osh& Alzaid
(1987) y Alzaid & Al-Osh (1988), donde se trata a éste como un caso especial de su
modero INAR(1) (“auto-regresivo de orden uno con valores en los enteros”). Aunque tam-
bién McKenzie (1988b) hizo generalizaciones con un proceso Poisson ARM A y un proceso
Poisson-multiple AR(1). Al-Osh & Alzaid (1988) analizaron varias propiedades del caso
Poisson de sus modelos INMA(1) e INM A(q) (modelos de medias moviles de valores en-
teros que se estudiaran un poco mas a detalle en secciones posteriores). Finalmente (antes
de una teoria mas elaborada) Alzaid & Al-Osh (1990) estudiaron propiedades del IN AR(p)
Poisson y lo relacionaron con el AR(1) Poisson multiple de McKenzie.

El proceso AR(1) Poisson de McKenzie es una solucion estacionaria {X;} de la ecuacion

Xt:aoXt_1+Zt

con la hipotesis de que Z; y X;—1 son independientes y {Z;} es una sucesion de variables
aletorias independientes e idénticamente distribuidas.
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Suponga que

A
P(Xt = l’) =€ Ag]g’l7 (l’)
Notese que
o AN (rA)
Gx ) = B =Y e oy (A
=0 ’ =0 ’
— e—)\er)\ _ e—)\(l—r)
Gx,(r) = 07
De aquf que
Gx,(r e~ A1-7)
GZt(r) = _t( ) = “A(1-(1—a+ar
Gx,(1—a+ar) e Ai-(l-atar)
e—AM1-7) e—A1-T7)

e—Ma—ar) - e—Aa(1—r)
= el'p[(l — 7")(—)\ + )\Oé)] _ 6—)\(1—&)(1—7‘)

GZt (T’) _ e—A(l—a)(l—r)
. Zy ~ Poisson(—A(1 — «))

Una diferencia entre el AR(1) geométrico y AR(1) Poisson es que en el caso Pois-
son las distribuciones marginal y de la inovaciéon son Poisson. De forma més precisa,
Xt ~ Poisson(\) siy solo si Zy ~ Poisson((1 — a))). El papel de la distribucion Poisson
en la ecuacion anterior es anédlogo al del la distribucién normal en el AR(1) Gaussiano
(Xt =aXi g +ey).

Otras propiedades interesantes del proceso AR(1) Poisson son que su funcién de auto-
correlacion es o y que es una cadena de Markov reversible con probabilidades de transicion

J i , —a))i7k
P =101 =) = 3 () Job -yt RO

k=0
Aqui, X es la media de X; v se usa la convencién de que (;) = 0 para k > i. La regresion
de X; sobre X;_1 es lineal (y viceversa, por la reversibilidad) pero la varianza de X; dado
X1 no es constante con respecto a X;_1. Esta altima propiedad es una en la que el AR(1)
Poisson es diferente de su contraparte el AR(1) Gaussiano.

Al proceso de medias moviles de orden 1 Poisson, lo definieron McKenzie (1988b) y
Al-Osh & Alzaid (1988) y es un proceso {X;} que satisface




Sec. 4.2 Modelos de series de tiempo enteras basados en adelgazamiento binomial 197

Xe=Zi+BoZi

para 0 < 5 <1y {Z;} es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas como Poisson. Si la media de Z; es ﬁ, entonces la de X; es A. La
autocorrelacion, py, es cero para k > 2,y p1 = % Algo que es notable es que la distribu-
cion conjunta de Xy y X;—1 es de la misma forma que en el AR(1) Poisson que se describid
anteriormente: para ambos, la funcién generadora de probabilidad conjunta alterna es

E[(1- w) X1 (1 — v)Xt] =exp{—A(u+v — pruv)}

El proceso de promedios méviles Poisson de orden ¢ es una extensiéon natural del de
orden 1

q
X =2 -I-Zﬁi °Zt—
i=1
donde 0 < 3; < 1 para cualquier ¢, 8 := >_! 0X; ; y {Z;} es una sucesion de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media \//. Por convencién 5y =
1. La distribucién de Xy es Poisson(\) y la funcion de autocorrelacion es

{23;5“ PRk ik =1,...q:
0

k:
P sik=q+1,q+2,...

El proceso ARM A(1,q), es un proceso {X;} en el cual

q
Xe=Zy g+ Z Br o Wit1-k
k=1

Zt:OZOZt—1+Wt

La sucesion {W;} se toma como una sucesion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas Poisson((1 — a)\) y Zy es una variable aleatoria independiente
Poisson(\). Entonces se tiene que {Z;} es un AR(1) Poisson con media A y {X;} es una
sucesion estacionaria de variables aleatorias Poisson((1+(1—a)b)\), donde b se define como
>t Bk Si a =0, entonces {X;} es un M A(q) Poisson; si 8 = 0 para todo k, entonces
{X:} es un AR(1) Poisson. McKenzie (1988b) demostré que la funciéon de autocorrelacion
de proceso ARM A(1, q) Poisson general satisface que p, = af~9p, para k > q y

o+ (1-a) YL, !
Pa = 1+ (1—a)b
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McKenzie (1988b) demostroé algunos resultados con respecto a la distribucion de n obser-
vaciones consecutivas de un proceso ARM A(1, q) Poisson, {X;}, y utiliz6 dichos resultados
para obtener conclusiones acerca de la reversibilidad del proceso. La distribucién conjun-
ta de estas n observaciones consecutivas es la distribucién Poisson multivariada de Teicher
(1954). Un resultado interesante es que Cov(X?, X;_;) y Cov(X;, X? ;) son iguales aunque
el proceso puede no ser reversible. Los procesos AR(1), M A(1), M A(2) Poisson en general
son reversibles pero para g > 3 el proceso M A(q) puede no ser reversible.

Para definir un proceso AR(1) Poisson multiple, McKenzie (1988b) primero definié aoY
para una variable aleatoria Y cuyo soporte es N = {0, 1, ...} y @ un vector de probabilidades
cuya suma no es mayor que uno. Esto se hace especificando que, condicionado sobre Y =y,
a oY tiene distribucion multinomial con pardmetros y (las categorfas) y a. Por tanto,
la operacion o ahora se conocera como adelgazamiento multinomial. Para A € Mpy,(R),
A= (a1 az --- ap) y un vector Y entonces se define

P
AoY:ZaioY;-
=1

en donde cada operaciéon de adelgazamiento multinomial se lleva a cabo de manera in-
dependiente. El proceso AR(1) se define como la solucion estacionaria, {X;}, de la ecuacion

Xi=Ao Xy 1+ E

con {E;} una sucesion de vectores aleatorios (de dimension p) independientes e idéntica-
mente distribuidos y cada vector X; consiste de variables aleatorias Poisson independientes.
McKenzie estudié resultados generales con respecto a la distribucién de la innovacién y la
estructura de correlacién de tales procesos. Uno de los resultado méas destacables es el que
establece que la j-ésima componente de X; tiene funcién del autocorrelacion {p;(k)} que
satisface

k) (AF);; sik=1,.., p;
Pi\k) = ‘ .
b L dipi(k—i) sik=p+1,p+2,...
para ciertas constantes ¢1,...,¢,. Notese que por este resultado, se puede afirmar que

cada componente tiene la misma estructura que el proceso ARMA(p,p — 1) estandar y
puede disminuir el orden para matrices A con alguna estructura particular méas manejable
(como diagonal o triangular).

McKenzie también sugiere algunas extensiones de los modelos Poisson en las siguientes
direcciones: distribuciones marginales Poisson compuesta, correlacion negativa (que se ex-
cluye en todos los modelos basados en adelgazamiento definidos hasta el momento) y la
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existencia de tendencias y ciclos (como en el andlisis de series de tiempo estandar).

Alzaid & Al-Osh (1990) describieron el caso Poisson (que se estudiara detalladamente
en las siguientes secciones) de su proceso general INAR(p) y demostraron que para p = 2
hay un proceso Poisson AR(1) multivariado incrustado del tipo analizado por McKenzie,
i.e. con independencia de las componentes. Este es el proceso {X;} defindo por el vector

Xy
X =
' (OéQ o Xt—1>

donde as es el “coeficiente” de X;_9 de la ecuaciéon

Xi=opoXy 1 +asoXy 9+ 74

Ya que el proceso incrustado tiene una estructura maés simple, se puede usar para obtener
propiedades de {X;} mediante la distribucion conjunta de X;_1 y X; y el hecho de que {X;}
es reversible.

4.2.4. Modelos con marginal binomial

McKenzie (1985b) propuso un proceso AR(1) binomial, {X;}, que satisface

Xi=aoX; 1+ Po(m—Xiq),

con Xy ~ Bin(m,#) para cualquier t € Z, o € (0,1) y a menos que éste sea mayor que
1, 8= % (se puede hacer una modificacion en el caso en el que % > 1). La funcion de
autocorrelacion esta dada por py = (a— f)*. La construccion usual (la dada por la ecuacion
Xt = ao X1+ Z;) no es posible ya que la distribucién binomial no es auto-descomponible
discretoa (a diferencia de las distribuciones Poisson, geométrica y binomial negativa) en el

sentido de Steutel van Harn (1979) (Véase apéndice B).

Al-Osh & Alzaid (1991) construyeron la clase de los modelos ARM A binomiales de una
forma un poco diferente. Esta construccién se basa en lo que se conoce como adelgazamiento
hipergeométrico. Para definir este modelo se necesitan los siguientes preliminares:

Sea S ~ Bin(m,p) y sea T'(S) una variable aleatoria tal que, condicionado a S, tiene
distribucién hipergeométrica con parametros m, s, M, i.e.

WGk

()

para k € {0,1,...,minm,M}. De aqui que si S ~ Bin(m,p) v T(S)entonces ~
Bin(M,p) y T(S) y S — T(S) son independientes.

P(T(S) = k|S = s) =
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El proceso AR(1) Binomial de Al-Osh & Alzaid, X, se define mediante la expresion

X, =T(Xo_1) + Zs

donde Z; es independiente de X;_; y de T'(X;_1) y tiene distribucion Bin(m — M, p).
Por tanto, si X;—1 ~ Bin(m,p), entonces X; también tiene distribucion Bin(m,p). Si este
proceso AR(1) binomial es estacionario, entonces su funcion de autocorrelacion esta dada
por

pr = (M/m)*, keN

y es una cadena de Markov reversible. La regresion de X; sobre X;_1 es lineal, pero la
correspondiente varianza condicional no es constante.

De forma andloga, los autores definen un proceso estacionario M A(q), {X:}, que satis-
face

q
Xo=Zi+ > TiZi)
i=1

donde {Z;} es una sucesion de variables aleatorias independientes idénticamente dis-
tribuidas como Bin(m — n,p), la distribucion de T;(Z;—;) dado Z;_; = z es Hipergeo(m —
n,z,m;) con m = mq + ...+ my y las diferentes operaciones de adelgazamiento hiperge-
omeétrico se realizan de forma independiente. La funcién de autocorrelacién de dicho proceso

esta dada por

pr = m('r;—n) Zg:o mimy sik=1,..,¢q
0 sik>q

con mg := 1. Es decir, el proceso tiene la misma propiedad de truncamiento en la au-
tocorrelacion que el de las medias moéviles estandar. Sin embargo, como en casi todos los
modelos basados en adelgazamiento, las correlaciones se restringen a ser no negativas.

El correspondiente modelo estacionario ARM A(1, q) se define mediante

q
X =Y ¢+ Z Ti(Ziy1-4)
i=1
i =TYi-1)+ Zs

Esta estructura es andloga a la construccion del ARM A(1, ¢) Poisson de McKenzie. Las
funciones de autocorrelacion también son muy parecidas: para k € {1,2...,q} las expre-
siones para pg, tienen forma similar, y en ambos casos existe alguna ¢ € R tal que para k > g,




Sec. 4.2 Modelos de series de tiempo enteras basados en adelgazamiento binomial 201

Pr = ck_qpq. La distribucién conjunta de X;_; y X; se puede obtener de manera sencilla
para el proceso ARMA(1,1) binomial y tiene la misma simetria que el AR(1) binomial.
Por tanto, la regresion de X; sobre X; 1 es lineal (y viceversa) también en este caso. La
conclusion de Al-Osh & Alzaid (a partir de la simetria de la distribuciéon conjunta de X;
y Xi—1) de que {X;} es reversible en el caso ARM A(1,1) binomial atin no parece justificada.

Al-Osh & Alzaid también definieron un AR(1) binomial multivariado, y lo hicieron
de forma andloga al de la definicion del AR(1) Poisson multivariado de MacKenzie. Este
modelo comparte con el modelo de McKenzie el hecho de que tiene la misma estructura de
correlacion que el ARM A(p,p — 1) estandar.

4.2.5. Modelos que no se basan en algunas suposicién distribucional explicita

Algunos de los resultados que se mencionaron anteriormente en el contexto de una dis-
tribucion marginal particular son validos en general. Por ejemplo, la propiedad p = o de
los modelos AR(1) geométrico y Poisson es una propiedad de cualquier proceso INAR(1)
de Al-Osh & Alzaid (1987) (que se estudiaran con detalle en la siguiente seccion).

El proceso INAR(p) de Al-Osh & Alzaid se define mediante

P
X = Zal o X+ 2y
i=1

donde, como antes, {Z;} es una sucesion de variables aleatorias independientes idénti-
camente distribuidas tal que sop(Z;) C N, >P , a; < 1 y la distribucion condicional del
vector aleatorio (a1 0 Xy, ap0 Xy, ..., ap0X;) dada X; = x es multinomial con paradmetros
zy a=(ar...,0p), independiente de la historia del proceso, i.e. independiente de X;_j,
y todas las operaciones de adelgazamiento para k € N. Esta estructura particular (que no
es la misma que la del INAR(p) de Du & Li) implica que la estructuras de correlacion
es similar a la de un proceso ARM A(p,p — 1) estandar, no a la de un AR(p). El proceso
INAR(p) de Du & Li si implica una estructura de correlacion similar a la de un AR(p)
estandar. En ambos casos, la condicién para la existencia de una distribucién estacionaria
o limite es que las raices del polinomio

PP -~y 12— a

estén dentro del circulo unitario.

426. Modelos no estacionarios

En la préctica, la mayorfa de las series de tiempo, discretas 6 no, no son estacionarias.
Tipicamente hay tendencias de largo plazo y tendencias periédicas que reflejen la ciclicidad;
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y por supuesto, éstas se deben modelar.

Considérese el modelo X; = avo X;—1 + Z;, si se aplica el operador esperanza de ambos
lados se obtiene que

Mt = Qpiz 1+ wy (4.5)

Donde p; := E(Xy) y wy := E(W;). En el caso estacionario, se tiene que wy = (1 —a)piz—1
pero, en general, la ecuacion (4.5) se cumplira sin importar la forma de la sucesion de me-
dias (siempre y cuando sean positivas). Por tanto, se le puede asociar a {X;} una media
dependiente del tiempo p, simplemente manipulando las medias del proceso de innovacién
{w¢}. Por ejemplo, supéngase que se quiere que {X;} tenga una tendencia lineal de la forma
a + bt, entonces haciendo w; = ab+ (1 — a)(a + bt) en (4.5) se asegura que {u:} tenga la
forma correcta. Esta idea se analiza en McKenzie (1985a) en donde se consideran diferentes
formas para la ciclicidad y los cambios de nivel. Parece ser una propuesta bastante razon-
able para resolver el problema de modelar tendencias deterministas en modelos basados en
adelgazamiento.

Por otro lado, la tendencia que se modela y la estructura de correlacién no son inde-

pendientes, y esto puede ser un serio problema en la préictica. En el ejemplo anterior, las
medias de innovacion {w;} debe ser positiva. Es facil probar que esto implica que

a<l+

a4+ bt

Sin embargo, b puede ser negativo siempre y cuando a + bt sea positivo y por tanto, «
tendria una cota positiva estrictamente menor que 1. De hecho, de forma mas general en

(4.5) se requiere que

a < adl , para todo t,

Ht—1

y si {u} es decreciente puede ser complicado encontrar un modelo de este tipo.

Este problema puede ocurrir en algin tipo de tendencia determinista y en todos los
modelos que se han discutido. Por ejemplo, en el modelo binario dado por

Xe=AXi 1+ Bi(1—X)

(con {A;} v { By} son sucesiones independientes de variables aleatorias independientes idén-
ticamente distribuidas como Bnlli(«) y Bnlli((3), respectivamente) no hay proceso de inno-
vacién explicito. Sin embargo, se puede incorporar dependencia del tiempo en la probabili-
dad 6; (la media del proceso) permitiendo que {A;} 6 {B;} sean dependientes del tiempo.
En este caso se obtendria

0y = a1 + Br(1 — 6,—1)
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donde, en el caso estacionario oy = ay ft = 5 = (1;0;)9. Obsérvese que X; = A Xy 1 +

Bi(1 — Xt —1) es una cadena de Markov de dos estados con P(X; = 1|X;—1 = 1) = o
y P(X; = 1|X;—1 = 0) = ;. Como en el caso estacionario, 8 es una funcion de « y la
correlacion (i.e. esté relacionada con a de una forma muy simple), entonces parece natural
inducir la tendencia determinista haciendo que (; sea dependiente del tiempo y que «
permanezca constante. Sin embargo, incluso bajo todas estas suposiciones la correlacion
y la tendencia son inter-dependientes. Para asegurar que [(; sea una probabilidad « debe
satisfacer

1-06; < 0,
o< 2t
01 011

1—
donde, de nuevo, habra problemas si {6;} es decreciente.

En algunos casos, al menos este problema se puede evitar. Por ejemplo, Azzalini (1994)
propuso modelar datos binarios mediante una cadena de Markov. Esencialmente tiene la

misma estructura X; = A, Xy 1+B;(1-Xt — 1) y {0} satisface 0, = a1+ 5:(1—6;,—1). En

este trabajo se relaciona a4 y ; definiendo ¢, := ?fflc;)ﬁ 53 y que éste sea constante o funcién

de los covariados y {60} también puede ser funcion de covariados que dependen del tiempo.
Sin embargo, en esta formulacién parece que la forma de las componentes deterministas
no restringe el rango de valores validos para los parametros del modelo. Adicionalmente,
él propone algunas extensiones para medidas repetidas en datos binarios e incluso trabaja
con algunos aspectos de datos faltantes. El afirma que no hay problema si la depencia serial
no se modela exactamente siempre y cuando no afecte la estimacion de los parametros de
regresién. Esto parece alentador ya que frecuentemente se tiene interés en la significancia
de estos parametros. Ademads, sus simulaciones sugieren que los errores estandar estimados
pueden ser robustos contra la falta de especificacién de la estructura de independencia.

Ha habido varios intentos para hacer que los modelos estandar basados en adelgazamien-
to sean més atractivos para aplicaciones econémicas al considerar covariados. Por ejemplo,
Brannés (1995) trabajo con una serie de conteo de datos suecos usando un Poisson IN AR(1)
en el cual los pardmetros son funciones de covariados. Por tanto, el modelo toma la forma
Xy =apoXy—1+ Zy, donde Ln(ay) — Ln(1 — «ay) = 'Yy, Z; se distribuye Poisson con media
N =TVt y Y; es un vector de covariados al tiempo ¢ de dimensién p. En dicho trabajo se
discute acerca de estimacién y prediccion.

4.3.  El modelo auto-regresivo INAR(p) de Al-Osh & Alzaid

La idea de esta seccion es definir y estudiar algunas de las propiedades de una extension
del proceso INAR(1) con el fin de tener modelos mas flexibles para procesos de conteo. La
forma “inocente” en la que se hace es reemplazando en el AR(p) estandar, la multiplicacion
escalar por operaciones de adelgazamieno “o” como en el proceso INAR(1). Sin embargo,
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en esta propuesta de Al-Osh & Alzaid las analogias entre el AR(p) y el INAR(p) se limi-
tan a esta “sustitucion”. De hecho, dadas las relaciones de dependencia que existen en este
INAR(p), la autocorrelacion de este proceso es mas parecida a la del ARM A(p,p — 1) es-
tandar. Desafortunademente este proceso no cumple la propiedad de Markov, sin embargo
un acomplamiento de este proceso si la cumple.

El modelo INAR(1), X; = ao Xy_1 + Z;, es apropiado para modelar datos de procesos
de ramificacion y de conteo. Sin embargo, las realizaciones de algun proceso de conteo {X;}
pueden no sélo atribuirse al pasado inmediato X;_1 sino también a realizaciones pasadas del
proceso {X;_; }?ZQ, para alguna constante p. Por tanto, para modelar tales procesos se nece-
sita extender la estructura INAR(1) considerando una forma analoga del proceso AR(p)
reemplazando la operacién escalar “a; X;_;” por la operacion “a; 0 X;” parai € {1,2,...,p}.
Sin embargo, al hacer este reemplazo de operaciones se deben hacer algunas suposiciones
adicionales con el fin de que la estructura de dependencia del proceso esté bien definida.

Definicién 4.3.1. (Proceso INAR(p))

Se dice que el proceso {X;} es un proceso INAR(p) si admite la representacion

p
Xi=> aioXy i+7Z, tel (4.6)

=1

donde {Z;} es una sucesion de variables aleatorias no negativas tal que sop(Z;) C N
con media pz y varianza 0%, ambos finitos, y {a;},_; son constantes no negativas
tales que Zle a; < 1. La distribucién condicional del vector (aj0Xy, agoXy, ..., apo
X¢) dado X; = x4 es multinomial con parametros (a1, o, ..., ap, ) y es independi-
ente de la historia pasada de proceso, i.e. dado X; = x; la variable aleatoria a; o Xy es
independiente de X;_j y sus supervivientes aj o X;_j parai,j7 =1,2,...,py k> 0.

El proceso INAR(p) definido en (4.6) se puede ver como un caso especial de un pro-
ceso de ramificacién con inmigracion; pues considérese una poblacién animal en la cual la
hembra se puede reproducir a lo méas una vez durante su vida reproductiva (que se puede
dividir en p periodos disjuntos). La probabilidad de que dicha hembra tenga descendecia
durante el i-ésimo periodo es «;. Es claro que el tamano de la ¢t-ésima generacion, X;, es
simplemente el total de la descendencia de las tltimas p generaciones més el proceso de
inmigracion Z; que entra al sistema durante el intervalo de tiempo (¢ — 1, ¢]. Notese que si
P a; > 1 el tamafio de la generacion X se incrementard mon6tonamente y se tendra un
proceso explosivo. La interpretacién previa es simplemente una generalizacién del proceso
de ramificacion INAR(1) en el que solo la altima generacion se puede reproducir.
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Se debe notar que aunque la forma del modelo INAR(p) es muy parecida a la del
proceso auto-regresivo de orden p, la dependencia del tiempo definida por el operador “o”
hace que este proceso sea diferente (por supuesto en la relacion de dependencia) que el
proceso AR(p) estandar. Para fijar estas ideas se comenzara con el INAR(2), es decir con
el modelo

Xi=opoXi1+axoXy 9+ 7;

En el proceso AR(2) estandar X; es una combinacion lineal (con la multiplicacién usual)
de X;_1 y X¢_o sin necesariamente considerar toda la estructura estocéastica previa. Sin em-
bargo, en el proceso IN AR(2) no ocurre esto a; 0 X;_9 y ag0 X;_2 que son componentes de
Xi_ 1y X;, respectivamente, estan conectados de una forma més intrincada que en el caso
del AR(2) estandar en el cual sélo la presencia de X;_s los conecta. Aqui las operaciones
“010” y “ano” sobre X;_o son dependientes y se realizan en diferentes puntos del tiempo. La
estructura es mas clara cuando se piensa en términos de simulacién. Al tiempo ¢, se observa
X, v se tiene disponible X;_1 y Vi_1 := ag o Xy_1, habiendo usado a; o X;_1 para obtener
X;. El primer paso es formar Uy :== aj0 Xy y V; := ag0 Xy y entonces X1 = Up+Vi+ Z1
y Vi estéd disponible para usarse en la obtencion de X;o.

La estructura de dependencia mutua entre los componentes de X; (i.e. a; 0 Xy, i =
1,2,...,p) que aparecen en diferentes tiempos induce una estructura de promedios maoviles
en el proceso. De hecho, mas adelante se verd que el comportamiento de la funcién de
autocorrelacion de proceso INAR(p) es muy parecida al proceso ARM A(p,p — 1).

4.3.1. Distribucién limite de X,
Ahora, se discutird acerca de la distribucion limite del proceso {X;} definido por
P
Xt:ZOéjOXt_j—f—Zt, telZ
j=1

Definase {w;}72, una sucesion de pesos tal que

wo = 1

min{j,p}

wj; = E QW45 —4
=1

La sucesion {w;}32, forma los coeficientes de la representacién usual de promedios
moviles para el proceso INAR(p). Por tanto,

(o) (8]
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Sean Gx, v Gz, las funciones generadoras de probabilidad de X; y Z;, respectivamente.
Entonces

Gxi(s) = E[s%] = [s2im 2soXits]
= E [(1 —wy + wls)Xt—lszfi2 ajoxt*]} Gz, (1 —wp + wos)

Usando este argumento de forma iterativa se tiene

P

k—1 P
Gx,(5) = [[ Gz s (1 — wj +wis)E | T[(1 = wyi + wpys) 2= aiOX”*”] para k > p
j=0 =1

(4.7
Para encontrar la distribucion limite de {X;} se necesita el siguiente lema.

Lema 4.3.1.

Considérese los pesos {w;} como antes. Si las raices del polinomio
zp—alzpfl—...—ap con ay, # 0

estdn dentro del circulo unitario, entonces existe A € (0,1) tal que 0 < w; < M, j=
0,1,2,... para alguna constante c.

Teorema 4.3.1. (Distribucion limite 1)

Sea {X;}22, un proceso INAR(p) con parametros o, as, ..., a, con a; > 0. Si las
raices del polinomio 2P — 2P~ — ... — ap estan dentro del circulo unitario y

NG+ P(Zi=k) <0
=0 k=j+1

Entonces el proceso {X;}en tiene una distribucion limite, cuya funcion generadora
de probabilidad estd dada por

G(s) = H Gz(1 —w; + wjs) (4.8)
5=0
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Demostracion:

De (4.7) se tiene que

t—1 p
GXt+p(S) — H G(]_ — w] + ’U)]S)E H(l J— wtfk + wtiks)zf:1 ;0 P+k‘i]
j=0 k=1

pero por el Lema 4.3.1 y los Teoremas de Convergencia Acotada se tiene que

Iim E

t—o0

p
[T —wew+ Wy 8) =1 O”'OX”“H] =1
k=1

Entonces, es suficiente demostrar que H;;%) Gz(1 —wj; + wjs) es convergente. Sin em-
bargo, H;;%) Gz(1 —w; +wjs) < oo si y solo si Z;zl(l - Gz(1 —wj+wjs)) < oo. Como
Gz es no decreciente, de nuevo por el Lema 4.3.1 se tiene que

1—-Gz(1—cN(1—5))
1-Gz(1—-XN) paral—1/c<s<1

1-Gz(1 — wj —i—sz)

Ahora, usando un argumento de Heathcote (1966) se tiene que H?;B Gz(1—wj+w;s) <
0o si y solo si Y 3226(7 + 1)t dorej1P(Z1 = k) < oo (que se estd suponiendo por
hipotesis). O

El siguiente teorema menciona que la distribucion limite del proceso {X;} con funcién
generadora de probabilidad dada por (4.8) también es vélida si el proceso es estacionario y
empez6 desde el pasado infinito.
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Teorema 4.3.2. (Distribucion limite II)

Sea {X;}iez un proceso INAR(p) estacionario con parametros ai,g,...,q, con
ap > 0. Si las raices del polinomio 2P — 2Pl — - oy estan dentro del circulo
unitario y

o0 o0

YG+DT Y P(Zi=k) < oo

i=0 k=j+1

Entonces el proceso {X;}tcz tiene una distribucion limite, cuya funcion generadora
de probabilidad esta dada por

G(s) = H Gz(1 —w; + wjs)
=0

Observacion 4.3.1.

El Teorema 4.3.1 es equivalente a decir que la distribuciéon marginal de X es idéntica a
la que sea obtiene de un proceso de medias moviles de valores enteros (INMA) de orden
infinito con parametros {w;}32 y sucesién de innovacion {Z}, i.e.

00
Xy 4 Z'U}jOZt_j, teZ
7=0

Vale la pena mencionar que a diferencia del proceso de medias moviles estandar, el
proceso de ruido de innovaciéon {Z;} satisface que dado Z; = z; las variables w; o Z; y
w; o Zy son dependientes. v

4.3.2. Propiedades de correlacion

Para estudiar las propiedades de correlacion del proceso IN AR(p) se hara la suposicion
de que la variable o; 0 X;| Xy = x; es independiente de la historia pasada del proceso {X;_j}
yde ajo Xy jparai,j=1,2,...,py k>1

Entonces de la expresion

p
Xt = ZaioXt—i+Zt7 parate Z
=1
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se tiene que
p
E(X;) = E (Z ;0 Xt_,) +E(Z)
=1

p
= Z o EB(X—) + pz
i—1

donde puyz :=E(Z;).

Si ademas se supone que {X;} es débilmente estacionario entonces

nz
l—ag—as—...—q

px = E(Xy) =

Ahora, se obtendra la funcion de autocovarianza, vyx (k):

p
vx (k) = Cov(Xi—, Xy) = Cov (Xt—k7 Z ;o Xy + Zt)
i=1

p
= Z Cov (Xt,k, Q; © Xt—i) + CO’U(Xt,k, Zt)
i=1

p
= Z Cov (X, a0 Xo—) + Iy (0)o%
i=1

Sin embargo, notese que
Cov (Xy—j, a0 Xy) = aCov(Xy—y, Xy)
Dada esta propiedad, definase
v(l, ;) == Cov (X4, @ 0 X3)

Entonces, se cumple que
v(la)=ayx(), [€N

De aqui que, usando un argumento de que (10X |X =z, 00 X|X =2z,..., 00 X|X =
x) tiene distribucién multinomial con parametros (a1, o, ..., ap, ), se tiene que
a;v(k —1,a5) sik <l
Cov(aj o Xy—g, ;0 Xyp) = § cjiyx (0) + (I () — i) si k=1 (4.9)

aiy(l —k, o) sik>1
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Se puede determinar y(—I, ) utilizando recursivamente (4.9). Comenzando con [ = 1
se tiene que

Y(=la) = a1aiyx(0) + a1 (Iy (i) — aw)px + s » (e, 5 — 1)
i=2

= aiyx(=1) + an(I1y(0) — ci)px

Definase v(l, ;) = v(l, ;) — a;yx(1). Como y(I,0) = ayx(l), entonces para | € N,
v(l,a;) = 0. Y por la ecuacion

v(—1,0;) = a1 (L3 (4) — ) pux

Por ejemplo,

p
V(—Q, Cti> = Z COU(Oéj o} Xt—j7 «; O Xt_g) — Cti’yx(—2>
= a1v(—1,04) + ayyx (0) + OéQ(I{Q}(i) — ;)X
p
+ay Z Cov(ajo Xi—j, Xi—2) — a7y (—2)

= aw(=1,a;) + a2 (i) — i) px
Haciendo esto varias veces, se obtiene

=1, a) Za] —lai) + ai(Igy (i) — oq) pre
Esto significa que v(—[, o;) es una funcion lineal de la media del proceso p. A partir
de la definicion de v(l, ;) se puede ver que y(k — i, ;) satisface
Y(k =i, 05) = ciyx (b — 1) + v(k — i, 05)

donde para k > i, v(k —i,0;4) = 0.

Ademas,

P

p
= ayx(k—i)+ Y vk —i )+ Iy (k)oF
=1

i=k+1
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Se puede ver a partir de la expresion anterior que la autocovarianza del proceso IN AR(p)
es de la misma forma que la del proceso ARM A(p,p— 1) Gaussiano. Este comportamiento
de vx (k) se debe a la estructura de dependencia mutua entre las componentes de Xy, i.e.
aj o Xy ; para i = 1,2,...,p aparece diferentes veces en lo que se ha discutido hasta el
momento.

4.3.3. Representacion espacial del proceso IN AR(p)

En esta busqueda de analogias entre los procesos INAR(p) y AR(p), ahora se dara
una representacion espacial del modelo INAR(p) (pues el AR(p) estandar si admite una
representacion espacial). Y con esta representacion espacial se encontrard la distribucion
conjunta del proceso y se compararé este proceso con el AR(1) Poisson multiple de McKen-
zie (1988). Como antes, se serd méas conciso con el proceso IN AR(2) y se enunciaran algunas
propiedades para estructuras de auto-regresién con orden mas alto.

El vector espacial que se consideraré para este proceso es X := (X3, ag 0 X;—1)'. Este
vector es mas facil de manipular que el vector Xy := (X¢, X¢—1)". La distribucion conjunta y
las correspondientes distribuciones marginales del proceso {X;} se pueden obtener a partir
de la distribucion conjunta de {Xj}.

El proceso {X}} es Markoviano ya que

X 00X * * Xi_1,.000X4_
E(sttra2ett=1 Xy 1, X} 9,...)Gz,(1 — a1 — ag + a1s + agr)t-tp203t-1

Por tanto, es suficiente considerar la distribucion conjunta de X y Xj_; para determinar
la distribucién conjunta del proceso. Como se tiene la hipétesis de que dado X;—1 = =z,
(a1 0 X¢—1,0 0 X¢—1) tiene distribucion multinomial y es independiente de X; o y sus
supervivientes, la funciéon generadora de probabilidad conjunta de X y Xj_; estd dada por

GXZF’X:_I(S’I-) = E(siXtSSQOXt—ITiXt—IT,SZQOXz—Q)

= Gz<S)Gxt*_l(7“1(1 — ] — Q2 + o181 + 04282), 817“2)
donde s = (s1,s2), r = (r1,72) y Gz es la funcion generadora de momentos de
Esto significa que la distribucion conjunta del proceso {X}} estd determinada por las

distribuciones marginales del proceso mismo y la del proceso {Z;}.

A continuacion, se obtendran las distribuciones marginal y limite del proceso {XJ}.
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Gx;(s) = E(si's5> )

X Xi_o+7Z X
E<8(13610 t—1tag X¢—_o2+ tsgézo t 1)

= Gz(S)GX:_I(l — a1 — a2 + o181 + esa, 81)
= Gz(s)Gx: (1 -A'(1~-5))

. aq 1
=)

La forma de Gx: (s) sugiere que el proceso X;* se puede ver como una proceso de ram-
ificacién multi-tipo con inmigracion. Steutel & van Harn (1986) consideraron una funcién
generadora de probabilidad con esta forma para una matriz general para definir el concep-
to de auto-descomponibilidad discreta multivariada y McKenzie (1988) también considerd
una descomposicién como esta para definir un proceso vectorial auto-regresivo de orden uno.

donde 1:= (1,1) y

La metodologia anterior se puede extender a process INAR de orden mayor. Para el
proceso IN AR(p) general el correpondiente vector de estados estéd dado por

P P !
Xy = | X5, oo Xip1i, oo Xipo iy, ap0 X1

=2 =3

que es de la misma forma que el vector de estados del AR(p) Gaussiano (Harvey &
Phillips (1979)).

De nuevo, con un procedimiento iterativo se tiene que

t—1
Gx;(s) = Gx; (1 — (A) (1 —s)) [ Gz, (1 — (A")'(1 —5))Gz,(s)
i=1

Por tanto, las distribuciones marginales (y por tanto la distribuciéon conjunta) de {X7}
se pueden determinar mediante la distribucion inicial de X7 y la distribucién de la sucesion
{Z.}. Sin embargo, si el proceso es estacionario la distribucién de X; sera la de la distribu-
ciéon limite. A continuacion se discutird acerca de la distribucion limite de {Xj}.

Encontrando directamente las potencias de al matriz A’ se puede ver que paran € Nt
A" tiene la forma

A" — W, Wn—1
QoWp—1 QW2
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donde los pesos w; se definen como los pesos de la representacion en promedios méviles
para el INAR(p) y w; = 0 para j < 0. Por el lema (4.3.1) se tiene que
lim w, =0
n—oo
Y por tanto,
lim A" =0
n—oo

Y con un argumento similar al que se us6 en la demostracién del Teorema (4.3.1) la
distribucién limite de X, tiene distribucién limite tiene funcién generadora de probabilidad

oo
G*(s) = [[ Gz(1 — wi(1 — 51) — w1 (1 — s7)) (4.10)
=0
Por tanto, dada la distribucion de la sucesion de innovacion {Z;} se puede determinar

G*(s)

43.4. INAR(p) Poisson

Ahora, se utiliza la representacion

Gx:(s) = Gz(s)Gx:_ (1 — A'(1 —5s))

en el caso en el que {Z;} es una sucesiéon de variables aleatorias independientes con dis-
tribucién Poisson.

La distribucién Poisson es quizé la distribucién méas comun para modelar procesos de
conteo. En el proceso INAR(1), la distribucion Poisson tiene un papel similar al de la
distribucion Gaussiana en el AR(1). Especificamente tiene la propiedad de que si la sucesion
de innovacion {Z;} tiene distribucion Poisson y la distribucion inicial también es Poisson,
entonces la distribucién marginal de {X;} es Poisson. Ahora, se considerara una extension
del proceso INAR(1) Poisson a una estructura de auto-regresion de orden mayor y se
comparara este proceso con el Poisson multiple definido por McKenzie (1988).

4.3.4.1. El proceso Poisson miltiple incrustado

Supoéngase que la sucesion de innovacion {Z;} en 4.6 tiene distribucion Poisson(\) y
que el proceso INAR(p) es estacionario. Por la expresion (4.10), en el proceso INAR(2)
se cumple que

G*(s) = exp{—Aw((1 — s1) + aa(1l — s2))}
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donde

w = wy = < 0
Z 1—041—052

i.e. Xy y ag o X;—1 son variables independientes tales que X; ~ Poisson(w)\) y ag o
Xi—1 ~ Poisson(Awas).

Definicion 4.3.2. (Poisson maltiple)

Se dice que un proceso p-variado, {Y;} es un Poisson multiple si las componentes de
Y, son independientes y todas tienen distribucién Poisson.

Por tanto {X}} es un Poisson multiple auto-regresivo de orden uno (McKenzie (1988)).

Utilizando la ecuacién

ze’xzil(s, I') = GZ(S)GX;l(Tl(l — ] — Q9 -+ Q181 + 04282), 817‘2)

se puede ver que la funcién generadora de probabilidad conjunta de X y X7 _; estd
dada por

Gx: x:_ (s,r) =exp {—0’(1 —s)—0'(1—r)+(1— S)TX;(l)’(l — r)}

donde 0’ = (\w, Aasw) vy

Fxg(l) _ ( )\wal )\wag >

A 0

es la matriz de autocovarianzas de orden 1 del proceso {Xj}.

Como el proceso {X}} es de Markov y la funciéon generadora de probabilidad de Xj y
Xj_; es “simétrica” en s y r, entonces el proceso {Xj} es reversible (McKenzie (1988)).

4.3.4.2. El proceso INAR(2) Poisson

Como se menciond anteriormente, la funcidon generadora de probabilidad conjunta de
un proceso INAR(p) se puede obtener de que el correspondiente proceso de ramificacion
multi-tipo Xj. Especificamente, la funcion generadora de probabilidad de X} = (X, Xy—1)’,
Gx:(+), en el proceso INAR(2) se puede obtener la expresion

Gx,(s1,52) = exp{—Aw(l — a1)[(1 —s1) + (1 — s2)] — Awaq (1 — s1s2)}
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Y de forma maés general, la distribucién conjunta de Xi,...,X; es una distribucion
marginal de una distribucion conjunta del correspondiente proceso “incrustado” X7, X35, ..., X}.
Por la reversibilidad en el tiempo del proceso {X;} se puede concluir que el proceso {X;}

es reversible en el tiempo. De forma mas precisa

GXL...,X,& (81, .. 73t) = GX’{,...,X,’{ (Sl, .. ,St)
= fow-,xf (St, e ,Sl)
= Gx,,..x,(5t...,51)

donde s; := (s;,1), 4 € {1,2,...,t}. Como resultado de esta propiedad se tiene que
E(X¢|X¢—1 = 21, Xt 2 = 22) = E(X; 2| X; 1 = 21, X} = 22)

Estas esperanzas condicionales se puede encontrar utilizando la funcién generadora de prob-
abilidad conjunta Gx, , x, , x,(:, ", ) obteniéndose

rz—1,z
E(Xi[ X0y = 2, Xy 0= 2) = A |1+ (1 — anw?@=L2)
p(z, z)
-1 —1,z—1
b o@D | e plr =1z 1)
p(z, 2) p(z, z)

donde p(-, ) es la funcion de probabilidad conjunta de las variables X;_; y X;. La forma
de esta ecuacion sugiere que la regresion en el proceso INAR(2) en general puede no ser
lineal.

4.4. El modelo auto-regresivo INAR(p) de Du & Li

En esta seccion se daré una version diferente del proceso INAR(p) a la dada por Al-
Osh y Alzaid. Esta version de modelo IN AR(p) es una propuesta de Du & Li (1991) y esta
construida de tal forma que este modelo /N AR(p) tenga la misma estructura de correlacion
que el AR(p) estandar. La diferencia fundamental entre ambas versiones de IN AR(p) es la
forma en la que se lleva a cabo la operacién de adelgazamiento “o”.

El proceso INAR(1) esta dado por

Xi=aoXy 1+ 7, teZ (4:].1)

donde {Z;} es una sucesion de variables aleatorias idénticamente distribuidas tales que
sop(Z;) € N e independiente de todas las series de conteo (que definen o) en (4.11). Aqui
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se estda suponiendo que {Z;} son independientes e idénticamente distibuidas con el fin de
hacer a X;_1 independiente de las series de conteo, justo esta es la diferencia “més fuerte”
que la de Al-Osh y Alzaid.

Por supuesto, la extension natural de (4.11) es

Xt:OqOXt,1+...—|—C)épOXt,1p—|—Zt, teZ (412)

donde {Z;} es una sucesion de variables aleatorias idénticamente distribuidas tales que
sop(Z;) € N e independiente de todas las series de conteo (que definen o), todas las series
de conteo son mutuamente independientes y 0 < a1,..., 05 < 1.

441 Teorema de existencia

A continuacion, se intententard analizar las condiciones sobre oy, . .., oy, para que exista
una solucion estacionaria de (4.12) exista.

Teorema 4.4.1. (Teorema de existencia)

Sea {Z;} una sucesion de variables aleatorias no-negativas tal que sop(Z:) C Z,
E(Z) = ps, Var(Zy) = 02 y a; € [0,1], i =1,2,...,p. Si las raices del polinomio

PP -~y 12—y

estan dentro del circulo unitario, entonces existe un tinico proceso de series de tiempo
estacionario no negativo y con valores en los enteros {X;} tal que

Xt:OqOthle...JrOépOtherZt (413)

Cov(Xs,Z;) =0, s<t

Para probar este teorema de existencia se necesitan los siguientes lemas.
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Lema 4.4.1. (Algunas propiedades de o)
(a) E(ao X) = aE(X)
(b) E[(ao X)?] = a(l — a)E(X) + o®E(X?)

conteo en o X y awoY son las mismas

(d) E[(co X)(BoY)] = afE(XY) donde

X Y
aoX =YYy BoY =) Y],
j=1 i=1

{Y;} es independientes de {Y'} y (X,Y’) es independiente de {Y;} y {Y/}

(c) E[(aoX —aoY)?] = a(l —a)E(|X —Y|) + o®E[(X — Y)?] donde las series de

Notacion 4.4.1. (Operador o matricial)

Sean
a1 9 Oép_l ap
1 0 0 0
A=
0 0 0 0
0 0 1 0
y
X1
Xo
X = )
Xp

Se usa la notacién
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Lema 4.4.2. (Propiedades de o matricial)
(a) E(Ao X) = AE(X)
(b) E[(Ao X)(Ao X)] = AE(XX')A" + C, donde C € Mpyp(R) es de la forma

o= | Zimray(l—a))E(X;) 0
0 0

Notacion 4.4.2.
Sean A € Man(R), A= (aij) y X,Y S Mnxl(R)
(i) Sipara cualesquiera: e {1,...,m},j € {1,...,n} a;; > 0, entonces se escribird A = 0

(ii) Si X =Y >0, se escribira X =Y

Lema 4.4.3.
(a) (Propiedad de monotonia) Si X =Y, A > 0, entonces AX > AY
(b) Si X, B x y X, ¥ Y, entonces X =Y, c.s.

. L? L? .
(¢) Si X,, = X entonces ao X,, = a o X donde la serie de conteo en avo X, y
a o X es la misma.

También se necesitara el concepto conocido como cuadrado de Kronecker de una matriz
(pues se utilizara en la demostracion del Teorema de Existencia). Como ejemplo se consid-
erard una matriz de 3 x 3. De acuerdo a Bellman (1974), el cuadrado de Kronecker de la
matriz A € M3x3(R), Ajg), se define como

af) a3y aiy 2a11012 2a11013 2a12a13
2 2 2

CL21 022 CL23 2a21a22 2a21a23 2(122(123
2 2 2

a31 a32 CL33 2a31 aso 2@31 ass 2a32a33

A 2] —
[ ] aijaz; apjazz2 aizdaz3  a11a22 + aia21 ai1a23 + aisaz; ap2a23 + a130a22

a11a31 Q12632 A13G33 @11G32 + 12031 11033 + A13G31 (12033 + 13032
21031 Q22G32 (23333 (21032 + (22031 021433 + A23031 (22033 + A23G32
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Se puede definir de la misma manera Ajy para una matriz A € Mpx,(R) . Notese que

para A € Mpyp(R), Ajg) es una matriz cuadrada de p + @ renglones y p+ @ colum-

nas. Fl siguiente teorema exhibe la relacion entre los eigenvalores de A y los eigenvalores
de A[Q]

Lema 4.4.4.

Si A1, A2,...,A, son los eigenvalores de una matriz A, entonces
AL A2y Apy AL A2, o A1 A, A2As, L. Ap—1 A son los eigenvalores de Ap

Ahora si, se probard el antes mencionado Teorema de Existencia

Teorema 4.4.2. (Teorema de existencia)

Sea {Z;} una sucesion de variables aleatorias no-negativas tal que sop(Z;) C Z,
E(Zy) = po, Var(Zy) = 02 y a; €10,1], i =1,2,...,p. Si las raices del polinomio

PP - - Qp_12 — Oy

estan dentro del circulo unitario, entonces existe un tnico proceso de series de tiempo
estacionario no negativo y con valores en los enteros {X;} tal que

Xt:aloXt,1+...+OdeXt,p+Zt

Cov(Xs,Z;) =0, s<t

Demostracion:

Definase

0 sin < 0;
Snit =1 Z sin = 0; (4.14)

o1 © Sn—Lt—l +...+apoSnptyp sin>0
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Sn,t

Sn—1,t—1
Snt - .

)

Sn—p+1,t—p+1

entonces (4.14) se puede escribir como

Snt=A0S 141+ 7 (4.15)
donde
a1 9 Oép_l ap
1 0 0 0
A=

0 0 0 0
0 0 1 0

Zy

0

Z; = :

0

0

Sean p = E(Z;), X1 := E(ZZ}). Sea L*(Q,.7,P) = {X : E(X?) < oc}. Definase
el producto escalar en L?(Q,.%,P) usual (X,Y) := E(XY). Es bien sabido que con este
producto interno L?(2,.#,P) es un espacio de Hilbert.

Afirmacién 1: S, € L*(Q, Z,P)

Prueba:

De (4.15) y el lema 4.4.2 se tiene que

Ky = E(Sn,t) = AE(Snfl,tfl) +p
= p+Ap+...+ A"

i.e. p,, = E(Sy+) no depende de t. Ademas,

E(Sn,Sn) =31+ ppty, 1 A + Apyy ' + By + AE(Sp—14-15, 141) (4.16)

donde Bj,—1 € Myxp(R)
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P (1 — a)E(Sp—ig—i) O

Bn-1 = 0 0

Repitiendo este calculo n veces se tiene que E(S,S], ;) < oo.

o Snt € LA(Q,.7,P)

Ahora se probara la existencia del proceso.

Notese que

p

Snit — Sn—14 = Z(Oéi 0 Sp—it—i— O Sp_i—1t—i)
=1

Entonces,

E[(Sn t Sn—l,t)2]

’

p

= Z(ai 0 E[Sn—it—i — 0 Sn—i—11-i)°]

t=1
+2 Z E[(a; 0 Sn—it—i — ;0 Spn—i—1,4—i)(0j 0 Sp—jt—j — j 0 Sp_j14-)]
1<i<j<p

p
= Z QZE[(Sp—it—i — Sn—i—14-1)%] + Z a;(1 — oi)E[|Sp—it—i — Sn—i—1,t—il]
=1

t=1

+2 Z ;0| E[(Sp—it—i — Sn—i—1,t—i)(Sn—jit—j — Sn—j—1.t—j)] — E[|Sn—i,t—i — Sn—i—1,—il]|
1<i<j<p

p
< ZajEHSnfj,tfj_ n—j—1t—jl]
t=1

Y también para j € {1,2,...,p— 1}

E[(Snt — Sn—1,t)(Sn—jt—j — Sn—j—1,t—5)]

E[(o 0 Sp—pt—k — @k © Sp—p—1,t—k) (Sn—jt—j — Sn—j—1,t—j)]

I
NE

B
Il
—

arE[(Sn—kt—k — Sn—k—1,0—k) (Sn—jji—j — Sn—j—1,1—5)]

I
NE

B
Il
—

= ajE[(Sn_j,t_j — Sn_j_Lt_j)Q} + 2 Z akE[(Sn—k,t—k - Sn—k—l,t—k)(sn—j,t—j - Sn—j—lvt—j)}
k#j
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Definase el vector columna de 2p + @ renglones

E[(Sn,t - Sn—l,t)Z]

E[(Sn,t - Sn—l,t)z]
E[|Sn,t — Sn—1,]

X(n,t) :

]EHSTL—p-‘rl,t—p-i-l - Sn—p,t—p-i—l”
E[(Snt — Sn—1,t)(Sn—1t-1 — Sn—24-1)]

E[(Sn—p+2,t—p+2 = Sn—pt1,t—p+2) (Sn—p+1,t—p+1 — Sn—pt—p+1)]

Se puede demostrar que

X(n,t) x DX(n —1,t —1)

donde
A C Ay
D= 0 A O
As 0 Ay
con
ar(l—o1) - op(l—oy)
0 - 0
C= . :
0 - 0
a1 g v Oép_l ap
1 0 0 0
A= ,
0 O 0 0
0 0 1 0
o? ol 02, o2
1 0 0 0
A = )
0 0 0 0
0 0 1 0
Ay — 2019 . . 20020003 . . 201y ’

0
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a; 0 0 0
0 ao 0 0
Az=| N

0 0 ap—1 0
Qs Qs ap—1 op 0 0 0 0O 0 O 0 0
ap O 0 0 a3 a4 ap-1 ap 0 0 0 0
0 o 0 0 ay O 0 0 a4 as ap_1 Oy
0 0 ap 0 0 O ag 0 0 O as 0
1 0 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0
0 1 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0

Ay = D : oo : S : :
0 0 1 0 0 O 0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 O 0 0
0 0 0 0o 0 1 0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 O 1 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0
Los eigenvalores de D son la unién de los eigenvalores de A y
_ Ag
e[ 2]
El polinomio caracteristico de A es 2P — 2P~ — ... — ap—1z — oy asi que los eigenval-

ores de A estan dentro del circulo unitario por hipdtesis. Después de una larga aritmética
matricial se puede ver que B es una forma condensada del cuadrado de Kronecker de A,
i.e. B = Apj. Por el lema 4.4.4 los eigenvalores de B estan dentro del circulo unitario (pues
producto de ntmeros dentro del circulo unitario vuelve a estar dentro del circulo unitario).
Por tanto, los eigenvalores de D estdn dentro del circulo unitario.

Por el lema 4.4.3 se tiene que

X(n,t) < DX(n—1,t —1) < D*X(n —2,t —2) < ... < D"X(0,t — n)
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X(0,t —n) = (E(Z2,),0,...,0,E(Z;,),0,...,0)
= (6?2 +42,0,...,0,1,0,...,0)

Sea A = max{|v| : v es eigenvalor de D}. Para n suficientemente grande se tiene que
X(n,t) < MA™(1,1,...,1)
donde M es una constante. Por tanto,

E[(Sht — Sn—l,t)Q] <M,

l.e.

HSn,t - Sn—l,t” S V MAn/Q

Y ademaéas

k k
1Sntkt = Sntll <> [Snsa = Snajmrell <Y MU2NOHD/2
J=1 j=1

< M2

Entonces, S, converge en L? (para t fija). Sea X; = lfm,,_,00 Syt Por la definicion de
Snt se tiene que

p
Xy = Zaj OXt—j + Z;
j=1

Aplicando varias veces la ecuacion (4.15) se tiene que

E(Sn,iSh k1) = Myt + AE(Sn_141S), 1 1)

repitiendo este calculo k veces, ya se menciond que IE(S,L’,:S;%,C’F,C) no depende de t. Y
como
E(X¢ z/t—k) = lim E(Sn,tsé—k,t—k)
n—o0

Entonces, E(X;X}_,) no depende de t.
- { X} es estacionario

También nétese que

E(|Snt — Sn—14]) < 1St — Sne14]] < MY2AY2 (X € (0,1))
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asi que

ZE(\Sn,t —Sn-14]) < 00

Z Snt — Sn—1,t < 00 cC.5.

Sea Yy = > Spt — Sp—1t = limy o0 Spt. Entonces por el lema 4.4.3 se tiene que
X =Y; c.s., es no negativo y toma valores en los enteros, por tanto es X;.

Para probar la unicidad supoéngase que existe otra serie de tiempo estacionaria que
satisface (4.13). Entonces

X =Y = § (a0 Xy i —ajoY; )
y con argumentos dados similares a los que se hicieron previemente se tiene que

—00

1 Xy — Vil < MA" =570
Por tanto, || X; — ;|| =0, i.e. X; =Y.

Finalmente,

Como para k > 0, Cov(Sy—_kt—k, Zt) = 0y Cov(Xi—p, Z;) = 0, entonces Cov(Xy_p, Zt) =
lim,, o0 COU(Sn—k,t—kv Zt) =0

S Cou(Xs,Z1) =0, s<t

442, Ergodicidad y momentos
Sean {Y'(t)} todas las series de conteo oy o Xy—1 + ... + ap 0o Xy, + € en (4.13).
Evidentemente, {Y (¢)} es una serie de tiempo de dimension p. De (4.13) se tiene que
O'(Xt, thl, .. ) - O'(Zt, Y(t), thl, Y(t — ].), .. )
y por tanto

ﬂt_:OSO'(Xt, thl, .. ) - ﬂt_:ogO'(Zt, Y(t), thl, Y(t — 1), .. ) (417)

el lado derecho de (4.17) es la cola de la o-algebra independiente de la sucesion aleatoria
{Z;,Y (t)}; la probabilidad de un evento en ésta es 0 6 1, por tanto, la cola de la o-algebra
de {X;} tiene sélo conjuntos medibles con probabilidad 0 6 1, por Wang (1982) {X,} es
ergédica.
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Sea 4y = 7 IF(X; — X)(Xy4p — X) la autocovarianza muestral de {X;} y pp = %
el coeficiente de autocorrelacion muestral. Gracias a las propiedades de ergodicidad y esta-
cionariedad de {X;}, 4% v pr son fuertemente consistentes. Entonces, se tiene el siguiente

teorema.

Teorema 4.4.3.

Ax ¥ pr son fuertemente consistentes

Sea
Xt
X1
X = )
therl
Entonces, (4.13) se puede escribir como

Xt:AOXt_1+Zt

donde
a1 (9 Qp—1 Qp
1 0 0 0
A:
0 0 0 0
0 0 1 0
Zy
0
Z,=|
0
0
Si

vi = E[(X¢ — E(X0) (Xt — E(X¢—1))']
entonces, para k € N

Ve = E(XiXj_j) - EX)E(X;_ ;)
AE(X—1X4 ) + E(Z)E(Xq_y) — E(X)E(X} )
Avpoy + (A= DE(X)E(XY) + E(Z)E(X})

= Avi,
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Y como E(X;) = AE(X;_1) + E(Z;), entonces

vx (k) =a1yx(k—1)+ asyx(k—2)+ ...+ ap’yx(k) (4.18)

6 equivalentemente

px(k) =a1px(k—1)+ aepx(k—2) + ...+ appx (k) (4.19)

donde vx (k) = E(X¢X;_k). Las ecuaciones (4.18) y (4.19) implican que las estructuras
de correlacion de los modelos INAR(p) y AR(p) son las mismas. De lo observado anterior-
mente se tiene que el modelo INAR(p) es similar al modelo AR(p) no sélo en su dominio
estacionario sino también en su estructura de correlacién. Por tanto, se pueden aplicar las
metodologias de estimacion desarrolladas para el modelo AR(p) en el modelo INAR(p).

4.43. Estimacion de parametros
4.43.1. Estimacién Yule-Walker

Ya se dijo que el proceso INAR(p) satisface

px(k) =a1px(k—1)+ aopx(k—2) + ...+ appx (k)
Entonces, para k = 1,2,...,p se tienen las ecuaciones de Yule-Walker
Ya=p (4.20)
donde
X = [px(li = j[)lpxp

a=(a,a,...,q)

/

p=(px(1),px(2),...,px(p))

Reemplazando px (i) por px(i) en Ya = p se obtiene el llamado estimador de Yule-
Walker & para a. Dicho estimador satisface

Yéa=p (4.21)
Entonces, el estimador para i estd dado por
fp=01—-d — - —ap)X (4.22)

y el estimador para o2 esta dado por
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donde

T
1 . -
22 _ 2
o _Ti—p E (Zy— Zn) (4.23)
t=p+1
Zi=Xi— a1 X — - — @pXyyp
_ 1 T
IN = 757 Z,
N T—ptz '
=p+1

~

Teorema 4.4.4. (Consistencia de los estimadores)

1, ..., 0p, LY &2 son fuertemente consistentes.

4.4.3.2. Estimacién por minimos cuadrados condicionales

Sean

% b1
5 o | 5.2
Qp Bp+1
9(8,.71) = E(Xi|F) (4.24)
= p+ar X1 +...+oX,, parat>p (4.25)
T
Qr(B) = > (Xi—g(B,%)) (4.26)
t=p+1

Se tomara a 3 que minimice Q7 (B) como estimador de 3, i.e.

Qr(B) = mﬁl’H{QT(ﬁ)}

3 se conoce como el estimador por minimos cuadrados condicionales. Como es costumbre
en estimaciéon por minimos cuadrados, 3 se puede encontrar resolviendo las ecuaciones
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p
pt= X0 - asxy) (4.27)
j=1
T'ar=p* (4.28)
con
1 T
XP =3 X
p t=p+1
T
o 1 7) o (k)
Vo= = 7 (Xi—j — X5 ) (X1 — X77)
pt:erl
o Ve
P -
k—j ’Ya(

J
I

Py
Es facil ver de las ecuaciones (4.21), (4.22), (4.27) y (4.28) que cuando T es suficiente-

mente grande, T - T, P —py )_(:SJ — X son cercanos a cero y por tanto, & y & son muy
parecidos, asi como * y . Es decir, los estimados de minimos cuadrados condiocionales
son muy parecidos a los dados en (4.21) y (4.22).

También se facil ver que la funcién g definida en (4.24), 8%1»9 y ﬁgﬁj‘q satisfacen todas
las condiciones de regularidad propuestas por Klimko & Nelson (1978) y por lo tanto, las
estimaciones por minimos cuadrados condicionales son fuertemente consistentes.
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Definase parat > p+ 1,
9t = 9(B, Ft)

Up(B) =Xpp1 —aa Xy, — ... —op Xy —

De nuevo, por Klimko & Nelson (1978), los estimadores por minimos cuadrados condi-
cionales se distribuyen asintéticamente normal con varianza VWV ™!, donde W,V €

Mpt1yx (p+1) (R)

W [z (van) 205 2t )

_ 8gp-i—l 8gp—&-1>:|
v [E< 9P 9P;

Ogp+1 Ogp+1 2
=B SR (XX ) = i + ol
VJ < 8/81 aﬁj ( t t]) Y J+:U‘

Para i,j5 € 2,3,...,

donde pi, == E(Xy) y Vij = E(X¢—j) = pe, por tanto

v 1 g1’
pel T+ /~La:]-]-,
donde, 1 € Myx1(R), 1 = (1,1,...,1) y I' € Mp»p(R) T := [;_;]. La inversa de V' es
de la forma
vl [ 1+ p21'T=11 —p, 1T
—pu 11 r-1

Y parai,j € {2,...,p+ 1},

Wi =E (Uﬁ(ﬁ) Op 8gp+1)

0B 9B,

que mediante un argumento condicional se puede escribir de la forma

k(1 = ap)E(Xp— k11 Xpra-iXpro—j) + 0 E(Xpra-iXpio—j)  (4.29)

NE

Wi =

i
I

(1 — ) E(Xp k1 Xpro—iXpro—j) + 0°Vij (4.30)

I
M=

£
Il
—

Analogamente,
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dgp+1 0g +1)
Wy = E|[|U? P P 4.31
15 < p(18> 8,81 8/@] ( )
p
= > ap(l— ap)E(Xp_pr1Xpr1-5) + 07 Vi (4.32)

De (4.29) y (4.31) se tiene que

ar(1 — ) E(Xp k1 Xpro—iXpraj) + 07V

M’c

Wij =
k=1
para i,j € {1,2,...,p+ 1} con la convencién de que X, := 1. Entonces, se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 4.4.5. (Consistencia del estimador por minimos cuadrados condicionales)

B = (,&*,ci’*)’ es fuertemente consistente. Si E(Z}) < oo, entonces /T —p(B - 0)
tiene distribucién normal (p+1)-variada con vector de medias 0 y matriz de varianzas-
covarianzas VWV 1!

4.4.4. Prediccién
De nuevo, considérese Z#r = o(Xq,...,Xr) (la o-dlgebra generada por Xi,..., Xp).
Entonces, el predictor de minima varianza, X (1), de X741 es
XT(l) = E(XT+1|9T) = Xr+...+ apXTJrl,p + W
Analogamente se tiene que
Xr(m) = E(Xr4m| Pr) =

J

E(aj o Xrypm—j| 1) + 1t

p
=1

Pero por la propiedad de torre de la esperanza condicional se tiene que

E(oj o Xrym—j|Fr) = E[E(oy 0 Xrym—j|Fr)| 7]
= oE(X1rym—jlFr) = ajXr(m — j)

Por tanto,
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Xr(m) = ZanT(m —J)+u

4.5.  Cinco modelos de series de tiempo enteras basados en adelgazamiento:
ARy M A discretos

A continuacion, se discutiran cinco modelos observation-driven basicos de series de tiem-
po:

INAR(1)
= INMA(1)
» Primera variante de INAR(2)

Segunda variante de INAR(2)
» INMA(2)

4.5.1. El proceso INAR(1)

Ya en este capitulo y el anterior se definié el proceso INAR(1), {X;}tcz mediante la
ecuacion en diferencias

Xi=aoXy 1+ 24 (4.33)

donde a € [0,1) (fijo) y {Zt}iez es una sucesion de variables aleatorias discretas no-
negativas independientes e idénticamente distribuidas tal que E(|Z;|?) < co. También se
supondréi que para todo t € Z X;_1 y Z; son independientes.

Como el proceso generado por la ecuacidén anterior es estacionario, cualquier efecto de
condiciones iniciales no es importante.

Este proceso se parece mucho al AR(1) Gaussiano, pero no en su caracter de modelo
)
lineal debido a la operacién “o” en lugar de la operaciéon de multiplicacién escalar en el
modelo continuo.

El objetivo de la operacion o es asegurar que la serie tome valores enteros. Este operador
ya se ha definido y se conoce como adelgazamiento binomial 0 operador de adelgazamiento
y se define como

Xt

aoX; = Yl,t—l + }/é,t—l + ...+ Ythht—l = Z Y',t—l (434)
j=1
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donde {Yj, ¢—1}rez son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
distribucion Bnlli(a), i.e.

PYiir=1)=a y P(Ypi-1=0)=1—-«

Es importante notar que operaciones de adelgazamiento subsecuentes se realizan de
forma independiente de cada otra, y de hecho, es una de las pocas oportunidades que se
tiene de hacer explicita esta independencia con la notacion {Y; .} y que el adelgazamiento
es una operacion aleatoria con una distribuciéon de probabilidad asociada, i.e. a0 X|X =
x ~ Bin(z,a).

Aunque esta no es la manera formal de definir del concepto de adelgazamiento este es
bien conocido en la literatura probabilistica en particular en la de procesos de ramificacién
de Bienaymé-Galton-Watson y también en la teorfa de sumas detenidas.

El proceso INAR(1) es parte de una clase de modelos, un poco méas amplia, conocida
como modelos lineales condicionales autorregresivos de primer orden, CLAR(1), que se han
estudiado en los trabajos de Grunwald et. al (2000). Y una de las “ventajas” de considerar
esta clase CLAR(1) es que implicitamente se estd considerando AR(1) Gaussiano (serd
muy claro desptes de que se dé la definicion).

Definicién 4.5.1. (Procesos CLAR(1))

Para cualquier proceso {X;}icz, la estructura CLAR(1) se define mediante

N(Xi—1) == E(Xy| Xpm1) = aXi1 + K

Proposicion 4.5.1. (Esperanza y varianza de los procesos CLAR(1))
Si {X¢}iez es un proceso con estructura CLAR(1), entonces

(i) B(X)) = =,

a

(ii) Var(Xy) = =&

l—a

Demostracion:
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E(Xt) = E[E(Xt‘Xt_l)] = E(aXt_l + K) = G]E(Xt_l) + K
= aB[E(X;_1]|X;2)] +k = aB(aX;_o + k) + &k = a®E(X;_2) + ak + &
®EE(X;_2|X;3)] +ak + k = a’E(aX;_3 + k) + ar + K

k—1
= PE(X,_3)+a’k+ak+k=..=d"E(X,_;)+ nZaj = ..
=0
> 1 K
= lim a"E(X,— =0 =
lim a (Xt k)—i-fiza TR =T

J=0

Observacion 4.5.1.

Noétese que esta proposicion sugiere, s6lo en términos de momentos, una similitud de los
procesos CLAR(1) y variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas como
- K
Poisson (1)
\Y
Alternativamente, una estructura estacionaria autorregresiva de primer orden se puede

definir mediante una funcién de autocorrelacién decreciente exponencialmente

p(k) = Corr(X, Xo_) =d¥, kel (4.35)

Grunwald et. al.(2000) demostraron que bajo ciertas condiciones las ecuacion (4.5.1) es
implicada por una estructura CLAR(1), pero la implicacién inversa no necesariamente es
cierta.

Como el proceso INAR(1) tiene una estructura CLAR(1) entonces su funcién de au-
tocorrelacién esta dada por

p(k) = Corr(Xy, X,_p) =ad*, keZ

de donde se puede notar que la correlacién siempre es positiva.
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Definiciéon 4.5.2. (Proceso de ramificacion Bienaymé-Galton-Watson con inmi-
gracion)

Un proceso de ramificacién Bienaymé-Galton-Watson con inmigracién se define me-

diante
Xi—1

Xp=) Y 1+W, tel
j=1

donde Yj;—1 y W; denotan un lattice independiente de variables aleatorias (lattice
iid).

Notese que si E(Y;—1) < 1 entonces el proceso INAR(1) es equivalente a un proceso
Bienaymé-Galton-Watson (directo de la definicion).

Hasta el momento no se han hecho supuestos distribucionales en el proceso de serie de
tiempo INAR(1), excepto que {Z;} sean discretas. Ahora, se hardn algunas suposiciones
en este sentido. Una suposicién natural para Z; es que tiene distribucion Poisson(\).

Al-Osh & Alzaid (1987) suponen que Z; ~ Poisson()\) y se supondra esto hasta que se
especifique de otra forma.

Proposicion 4.5.2. (Innovaciones Poisson)

Si Z; ~ Poisson(\), entonces X; ~ Poisson(ﬁ)

Notaciéon 4.5.1.

A partir de este momento al proceso INAR(1) tal que Wy ~ Poisson(\) se le denotara
mediante PoINAR(1) v

45.2. El proceso INAR(2) primera variante

Si existe algtn tipo de dependencia de orden mayor en los datos, no es adecuado el
modelo INAR(1) (que es Markoviano). A continuacion, se puntualizara acerca de dos es-
tructuras auto-regresivas de orden dos: la de Al-Osh & Alzaid y la de Du & Li. Dichas
generalizaciones no necesariamente son directas y se presentan algunos inconvenientes que
no ocurren en el caso p = 1. Ambas propuestas dependen de mecanismos de adelgazamiento
(diferentes). El proceso INAR(2) se define de la forma relativamente obvia

Xi=a10Xy1+ago Xy 9+ 2 (4.36)
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Una de las propuestas es la de Alzaid & Al-Osh (1990) y es, en cierto sentido, una exten-
sion directa del proceso INAR(1). El otro modelo es que le se propone en los trabajos Du
& Li (1991) y es un analogo mas parecido al modelo auto-regresivo Gaussiano de orden alto.

En la especificacion de Al-Osh & Alzaid (1990) del proceso IN AR(2), las operaciones
de adelgazamiento se realizan de la siguiente forma: en cualquier periodo de tiempo, la
poblacién se “adelgaza” de acuerdo a dos operaciones ajo y ago, con los sobrevivientes, re-
spectivamente, considerando partes de la poblacién uno 6 periodos atras. El adelgazamiento
cualquier tiempo t es independiente de la historia del pasada del proceso. Para asegurar
la estacionariedad del proceso se tiene que cumplir que a; + a2 < 1. Bajo innovaciones
Poisson, el vector (aj o X;—1,a2 0 Xy—1) dado X;—1 = z tiene una distribucion trinomial
con parametros (ai,ag, z). Esta es una extension natural multivariada de la suposicion de
que a o Xy 1|X¢—1 = x ~ Bin(z,a) en el caso PoINAR(1). Esta construccion tiene dos
consecuencias importantes:

» Kl proceso sigue teniendo una interpretacién fisica.

s Se induce una estructura de medios moéviles de tal forma que el la funcién de auto-
correlacion sea similar a la del ARM A(2,1) Gaussiano.

Esta especificacion se denotara como PoINAR(2) — AA ya que se tendra una distribu-
cion marginal para X; Poisson. En este caso se cumple que

A

E(Xt) = VCLT(Xt) = m

En este caso, la esperanza condicional de X; dado X;_1 no es lineal en X; 1,

-1 -1 2 —1,2—-1
E(Xt\%‘t_l):A[lJr(awl 4142 )p(y ’Z)+ a2 Py, 2 )+ a1 ply—1,z-1)

—ai; — as p(y, 2) 1—a; —ay p(y,2) 1—a; —as p(y, 2)
donde yt_l = {Xt—lth—27 .. } y

p(ya Z) = P(thl = ant72 = Z)

exp (A2 m%“} A2V 2 (=g )!
1—a; —az par (y —)!(z —a)l!

i.e. esta especificacion no es miembro de la clase CLAR. La funcién de autocorrelacion
satisface la ecuacion en diferencias de segundo orden.

p(k)=a1+plk—1)+ap(k —2), ke€2,3,... (4.37)
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donde p(0) =1y p(1) = ay.

Como en el caso del proceso ARM A Gaussiano, el espacio parametral se puede par-
ticionar en dos secciones: una donde la funcién de autocorrelacién decaiga exponencial-
mente y otra dos oscile antes de irse a cero (para k € {2,3,...}). Para procesos en los que
as < ap —a%, la funcién de autocorrelacién decae exponencialmente a cero, si ao > a; — a% el
comportamiento es oscilatorio. Y si ag = aj —a?, las autocorrelaciones de primer y segundo
orden son iguales.

4.5.3. El proceso IN AR(2) segunda variante

En la especificacion del proceso INAR(2) de Du & Li (1991), que se denotara como
INAR(2) — DL tiene la especificacion

Xi=aoXi_1+a0Xy o+ 7

La principal diferencia es como se llevan a cabo las operaciones de adelgazamiento
a1 00Xy 1y as o Xi_o. En esta especificacion, cada conteo en un periodo dado t se adelgaza
dos veces: una vez por ajo al tiempo t + 1; y subsecuentemente por aso al tiempo t + 2.

El proceso se puede interpretar como un caso especial proceso de ramificaciéon multitipo
con inmigracion.

En este caso también se cumple que

A

E(Xt) - 1—a1 — a9

y también se cumple que para aj,az € [0, 1), el proceso INAR(2) — DL es estacionario
siempre que a;+az < 1. También tiene propiedades de correlacién idénticas a las del modelo
AR(2) Gaussiano. Esta quiza es la diferencia mas importante con el proceso INAR(2)—AA.

Una diferencia adicional entre las variantes AA y DL es el hecho de que en la especifi-
cacion INAR(2) — AA la esperanza condicional de X; dado X;_; (la regresion de X; sobre
X:—1) no es lineal. Pero en el INAR(2) — DL se tiene

E(X¢|Fi-1) = a1 X1 + aa X2 + A,
donde %#; = X;_1,X;_o,.... Esta condicién define lo que se conoce como la familia

CLAR(2).

Y también, la distribucién marginal de X; no es Poisson, aunque la innovacién sea
Poisson.
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4.5.4. El proceso INMA(1)

Los modelos INAR(1) e INAR(2) (ambas variantes) suponen que el proceso {X;} se
puede representar satisfactoriamente en términos de un ntmero finito de valores pasados
del proceso mismo. En la literatura de series de tiempo con espacio de estados continuo, un
teorema importante que motiva el uso de las clases de modelos ARy M A es el Teorema
de descomposicion de Wold para series de tiempo estacionarias (Véase capitulo 2). Un ori-
gen inocente de los modelos auto-regresivos es el de la representaciéon mediante promedios
moviles de orden infinito.

Supoéngase que se propone un modelo INAR(p), p € {1,2}, para un conjunto de datos
(donde, en principio se supondra que el INAR(2) es el propuesto por Al-Osh & Alzaid).
En la seccion anterior se demostro que X; tiene la misma distribucién que

o

ZC]' OZt_j ‘I‘Zt
i=1
donde ¢; = asip=1yeci =a, cj = aicj—1 +ascj_2,j = 2,3,...si p=2. Con esto

se obtiene un representacion de medias moviles de orden infinito (en términos del adelgaza-
miento binomial) para el ampliamente estudiado proceso IN AR.

Un tipo diferente de estructura de dependencia se puede obtener a partir de los procesos
IN AR truncando la representacion IN M A(co). La representacion mas simple es usar un
proceso de medias moviles de orden 1 (INMA(1)).

Definicién 4.5.3. (Proceso INMA(1))

Se dice que un proceso de series de tiempo {X;}iez es un proceso entero de medias
moviles de orden 1, INM A(1), si

X,=boZi1+Z, tel (4.38)

donde b € [0,1] y {Zi}icz es una sucesion de variables aleatorias discretas no-
negativas independientes e idénticamente distribuidas tal que E(]Z;|?) < oc.

Observacion 4.5.2.

Aqui el operador de adelgazamiento b o Z;_1 tiene la forma
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Z-1

boZy=Yig1+Yara+...+Yz 4= Vi
j=1

donde {Yj +—1}rez son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con distribucion Bnlli(b), i.e.

P(Yrt1=1)=by P(Ypy1=0)=1-b

\Y
Este modelo corresponde a un sistema de colas a tiempo continuo M /D /oo que se ob-
serva en puntos equidistantes de tiempo. Incluso se le puede dar una interpretacion fisica
a este proceso INM A(1) considerando a X; como el nimero de particulas en un cierto
espacio (bien definido) al tiempo t. Este niimero se forma de las particulas que entraron
durante (t—1,t] y los sobrevivientes (representados por el operador de adelgazamiento) que
entraron durante (¢t — 2,t — 1]. Cada particula tiene la misma probabilidad de sobrevivir b.
En comparacion con el proceso INAR(1), el adelgazamiento s6lo actua en los inmigrantes
al tiempo t — 1, NO entre todas las particulas presentes en el espacio. Todas las particulas
tienen una vida méaxima de dos periodos y esto asegura que sblo las observaciones adya-
centes a X; estén correlacionadas. El proceso resultante ({X;}iez) no es ni Markoviano ni
un proceso de Bienaymé-Galton-Watson con inmigracion.

Notese que Var(X,) = Var(bo Zy—1) + Var(Z;) (pues bo Z;_; es independiente de Z;)
Pero

Var(bo Zy—1) = Var(E(bo Zi—1|Zs—1)) + E(Var(bo Zi_1|Z:-1))

Zt—l Zt—l
= Var |E| Y YiealZia | | +E | Var | Y YVie1|Zis
j=1 j=1

= Var(Z_1b) + +E(Z;_1b(1 — b)) = b*0% + b(1 — b)uz
Entonces,
Var(X;) = 205 +b(1—b)uz +Var(Zy) = b*o%+b(1—b)uz +o% = (14+b%)o% +b(1—b)uz
Y también
COU(Xt, Xt+1) = COU(b e} thl + Zt, bo Zt + Zt+1)

= Cov(boZi_1,b0 Zy) + Cov(bo Zy_1,Z141) + Cov(Zy,bo Zy) + Cov(Zy, Zyy1)
Cov(bo Zy_1,b0 Z;) + Cov(Zy, b o Zy)
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Entonces la estructura de dependencia se resume mediante su funcién de autocorrelacién

bo2 . _
px (k) = b(l_b)#z+Z(1+b2)g% si|kl=1
0 si|k] #1

que es anéloga al proceso M A(1) Gaussiano. Se puede probar que si b € [0, 1], entonces
p(1) € [0,0.5]. De nuevo, un primer candidato para la distribucién marginal del proceso
INMA(1) es la distribucion Poisson.

Proposicion 4.5.3. (Innovaciones Poisson)

Si Z; ~ Poisson(\), entonces Xy ~ Poisson(A(1 4 b)) y dicho proceso se conoce
como PoINMA(1)

Es decir, bajo inovaciones Poisson, la media y la varianza de Xy estd dada por
E(X:) = A1 40b) = Var(Xy)
px (1) = 1L+b yparak €2,3,... px(k) =0.
Observacion 4.5.3.
Notese que
X1
E(X|Xi=2) = E| > Vi lXi1 =2 | +E(Z|X; 1 =2)

=1

= zb+ E(Z;) pues X;_1 es independiente de Y; ;1 y Z;

E(Xt’Xt_l) = bXt_l + E(Zt)

Y anédlogamente, se puede probar que Var(X|Xi—1) = bX;—1 + E(Z).

Es decir, la esperanza condicional de X; (regresion de X; sobre X;_1) es funcion lineal
de X;_1 y por tanto el modelo INM A(1) es un miembro de la familia CLAR(1).

4.55. El proceso INMA(2)
Una extension natural del proceso INMA(1), es el modelo INM A(2).
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Definicion 4.5.4. (Proceso INMA(2))

Se dice que un proceso de series de tiempo { X}z es un proceso entero de medias
moviles de orden 2, INM A(2), si

Xi=bioZy 14+byoZy 9o+ 2, teL (439)

donde by, by € [0,1], {Z;}1cz es una sucesion de variables aleatorias discretas no-
negativas independientes e idénticamente distribuidas tal que E(|Z;]?) < oo y las
operaciones by o Z;_1 vy by o Z;_9 se realizan independietemente.

La estructura de dependencia se resume mediante su funcién de autocorrelacién

SIvbibiak .
px(k) =4 “Trbiass SilkI =12
0 si|k| > 2

con by := 1. Notese que también tiene la propiedad de “corte” o anulacién anéloga a la
del M A(2) Gaussiano.

Con innovaciones Poisson, la distribicion marginal de modelo Poisson resultante Pol N M A(2)
es X¢ ~ Poisson(A(1 + by + b2)). También se puede dar una interpretacion de proceso
INMA(2) como una generalizacion de los sistemas M /D /oc.

Al-Osh & Alzaid (1988) propuesieron otra version del INMA(2) conservando la su-
posicién de independencia entre las operaciones de adelgazamiento de la definicién anterior
pero estableciendo un estructura de independencia entre los adelgazamientos de los tér-
minos by o Z; y by o Xy, pero con estructura de esperanza y varianza condicionales como
las anteriores, resultando en un proceso con un ACF ligeralemente diferente (Brénnas &
Hall (2001)). Sin embargo, esta especificacién no ofrece ventajas significactivas para las
aplicaciones.

4.5.6. Estimacién de parametros de interés

A continuacion se discutird acerca de un conjunto de parametros analizados por Jung
et al. (2005) para la media de la innovacion y el parametro de dependencia en un modelo
INAR(1). Dichos estimadores se obtuvieron por los métodos de momentos, de minimos
cuadrados y por méaxima verosimilitud. Segiun Jung et al. (2005), los estimadores de Yule-
Walker y los de minimos cuadrados condicionales funcionan mejor (atn en cuando haya
sobredispercion). En muestras pequenas es recomedable incorporar algin factor de cor-
reccién de sesgo, aunque en muestras mayores a 500 su efecto es insignificante. Debido a
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la dificultad analitica de la funcion de verosimilitud (distribuciones condicionales analiti-
camente complicadas), particularmente en modelos de orden grande, se centrard més la
atenciéon en los estimadores por momentos que se basan en la funciéon de autocorrelacion
parcial muestral.

4.5.6.1. Estimadores por momentos

Para el modelo PoINAR(1), Jung et al. (2005) trabajaron en el estimador de Yule-
Walker para a, que se denotard por ayw, es simplemente la autocorrelacién muestral de
primer orden y el correspondiente para A es Ay = (1—ayw)X. También se puede utilizar
un método que se conoce como el método de momentos generalizado propuesto, para series
de tiempo, por Harris (1999) y Briannés (1994). En principio, se pueden utilizar momentos
no condicionales 6 condicionales para estimacién por momentos generalizada, aunque los
momentos condicionales cumplen las restricciones de forma maés satisfactorias que sus con-
trapartes no condicionales.

Para las dos especificaciones del TN AR(2), se puede obtener los estimadores de Yule-
Walker a partir de las autocorrelaciones muestrales de primer y de segundo orden

T—k) 'S, (X = X) (X — X
ﬁ(k):( ) Et_mTl( 1= X)Xk )’ k=12
T30 (X = X)?
Para el modelo PoINAR(2) — AA, a partir de la ecuacion p(k) = a1p(k — 1) + asp(k —
2), k > 2, se obtiene que los estimadores de Yule-Walker para a1 y a2 estan dados por

ayywaa = p(1)

aojywaa = p(2) — p*(1)

El estimador de Yule-Walker para A se puede obtener a partir de la media no condicional
del PoINAR(2) — AA y éste est4 dado por

Aywaa = (1= ayywaa — Goywan)X

Los correspondientes estimadores de Yule-Walker para el modelo INAR(2) — DL se
pueden obtener recordando que las estructura de correlacion de esta variante de IN AR(2)
es parecida a la del AR(2) Gaussiano. Los estimadores de Yule-Walker para esta variante
son

1-5(2) }

ayywpr = p(1) [1—,62(1)
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El estimador de Yule-Walker para A estd dado por

Aywpr = (1 —ayywpr — aywpr) X

Du & Li (1991) estudiaron propiedades asintoticas de estos estimadores, entre ellas su
matriz de varianzas-covarianzas asintéticas.

Los estimadores de Yule-Walker para los parametros del proceso PoIl NM A(1) se pueden
obtener directamente (aritméticamente) de los momentos no condicionales

o0
= 5(1)
y
. X
Syw = ———
1+ bYW

Y lo mismo sucede para los estimadores de Yule-Walker para los pardmetros del proceso
PoINMA(2)

pL) — 1+ /T 50 + (D)

[;1|YW = 2/3(1> )
iAW) +2p2) — 1+ /(T )+ 4p(1)4(2)
AW 2(1 - 5(2))
Yy
yw = X

1+ biyw + bayw

45.6.2. Otros estimadores

Los estimadores por minimos cuadrados condicionales de Klimko & Nelson (1978) para
los parametros a y A en el modelo PoINAR(1) tienen la siguiente forma

(T - 1) T, XiXi — (T, %) (T Xen)
(=) S X7, — (e Xi)

acrs = (4.40)
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Yo Xt —acrs Yy p Xea Ll
T 1 (4.41)
Como el modelo INM A(1) también pertenece a la clase CLAR(1), un estimador para
b también se puede basar en el lado derecho de la ecuacion (4.40) obteniéndose

AcLs =

acLs
boLs = —————.
1 —acrs
La media de innovacién también se estima mediante la ecuacion (4.41). En el modelo
INAR(2) — DL también se pueden obtener estimadores mediante metodologias de min-
imos cuadrados utilizando el hecho de que dicho modelo pertenece a la clase CLAR pero

no se analizara aqui.

La estimacion maximo verosimil para el modelo PoINAR(1) se puede hacer directa-
mente (como en Hamilton (1994)), sin embargo se prefiere el método de estimacién maximo
verosimil condicional en el cual se considera que Xy estad dada. Bajo la suposicién de que X;
tiene distribucion Poisson, Al-Osh & Alzaid (1987) escribieron la verosimilitud condicional
para el modelo PoINAR(1) y ésta es de la forma

T
le(a, M X1, ..., Xp) = —=(T = DA+ Y Ln(C(X1-1, Xy)) (4.42)
t=2
donde
k(1 — a)re-1—kp\mek
C(xe-1, ) Z H(e o 1 (4.43)

y m =min{x, 41}

Para obtener estimadores méaximo verosimiles se utilizan métodos numéricos. Suena, ra-
zonable que este método se comporté con estabilidad en modelos de pocos parametros aun
cuando se tengan muestras de tamano pequetio y por supuesto se complica computacional-
mente en dimensiones mayores.

La estimaciéon maximo verosimil es factible en el contexto del modelo PoIN M A(1) esto
se puede ver partir del hecho de que la densidad condicional p(z¢|zi—1) en el PoINAR(1)
y en el PoINMA(1) es la misma (McKenzie (1988)). Por tanto, utilizando la relacién
a =7 +b, la funciéon de verosimilitud del modelo PoINM A(1) es de la misma forma que
la de las ecuaciones (4.42) y (4.43) y por tanto, se puede obtener el estimador méaximo
verosimil de b utilizando argumentos de invarianza de los estimadores maximo verosimiles
sobre a.
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La estimacion en modelos INAR ¢ IN M A con 6rdenes de correlacién y medias méviles
(respectivamente) grandes no es tan directa ya que sea deben calcular funciones de dis-
tribucion condicionales con forma funcional complicada incluso con innovaciones Poisson,
y por supuesto se complican aiin més las rutinas de méaximizaciéon numeérica.

4.5.7. Observaciones acerca de la estimacién de pardmetros

Una vez que se han obtenido estimadores para los parametros, es evidente la necesi-
dad de obtener estimaciones adecuadas de su precision. Los errores estandar asintéticos
para los estimadores de Yule-Walker en el modelo INAR(1) se pueden obtener mediante
los métodos de Heyde & Seneta (1972), especificamente aquellas expresiones estructural-
mente equivalente al modelo de Bienaymé-Galton-Watson con inmigracién. El método no
se puede generalizar facilmente a estimadores Yule-Walker para dimensiones més grandes
(como por ejemplo el INAR(2)). Los errores asintoticos estandar para los estimadores CLS
(de minimos cuadrados condicionales) en el INAR(1) se basan en resultados de Klimko
& Nelson (1978). Los estimadores Yule-Walker y CLS en este modelo tienen el mismo
comportamiento asintético. En el caso de estimadores maximo verosimiles, las varianzas
de los estimadores se pueden obtener de la forma usual i.e. mediante el Hessiano 6 los
resultados asintoticos de la matriz de informacion. En el caso del PoINM A(1), la varian-
za asintotico de by, se puede obtener directamente de Var(apsy) mediante la ecuacion
Var(ayyv) = Var(f)MV)(l + EMV)Q. Las precisiones para los estimadores de momentos
generalizados se pueden obtener a partir de la matriz de varianzas-covarianzas asintética
(Newey & West (1987)). Una advertencia para el uso de estos errores estandar asintoticos
convencionales (que se pueden usar en estimadores maximo verosimiles basadas en la su-
posicion Poisson) es que son muy sensibles ante la presencia de sobredispersion . Esto se
puede evitar utilizando métodos de bootstrap, particularmente ttiles en modelos de segun-
do orden.

En la siguiente tabla se muestra algunos de los estimadores para a A y su respectivo
error asintotico estadar en la serie de tiempo Fiirth para el modelo PoINAR(1).

Parametro de adelgazamiento Media de las innovaciones
Parametro Error asintético Parametro Error asintético
ayw = 0.666 0.037 Ayw = 0.532 0.062
acrs = 0.665 0.037 Acrs = 0.540 0.062
ayve = 0.688 0.023 Amve = 0.532 0.041
ayy = 0.686 0.023 vy = 0.494 0.041
ayw = 0.707 0.024 Ayw = 0.488 0.044

Estos resultados para los estimadores de Yule-Walker son idénticos a los que obtuvieron
Mills & Seneta (1989). Dichos autores afirman que hay un nivel ineficiente para el ajuste
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en los datos. Si se revisa la autocorrelaciéon residual muestral y las autocorrelaciones par-
ciales muestrales de los residuales se observa presencia de dependencia después de ajustar
el modelo INAR(1), confirmando asi, la afirmacién.

Cuando se intenta hacer un ajuste de un modelo IN M A(1), se presentan discrepancias
inmediatamente ya que la autocorrelacién de primer orden de los datos Fiirth superan en
un medio a su contraparte teérica; por tanto, no hay un parametro factible para b y ya
no se considerara para este conjunto de datos (el célculo del estimador CLS de b es 1.985,
hecho que violenta la definiciéon de adelgazamiento binomial). Lo mismo ocurre cuando se
considera el modelo INM A(2), obténiéndose estimadores de Yule-Walker para by de 1.008,
de 0.961 para bs y de 0.536 para A; de nuevo, el estimado para b; violenta la definicién de
operador binomial, por tanto no se considerara este modelo.

Con la especificacion del INAR(2) de Alzaid & Al-Osh (1990) se tiene que Giywaa =
0.664, agjywaa = —0.119y Aywaa = 0.723. Los correspondientes estimados para el modelo
INAR(2) — DL son ayywaa = 0.808, Gajywaa = —0.214 y Aywaa = 0.646. Estos resul-
tados exhiben que ninguna de las variantes IN AR(2) es satisfactoria para este conjunto de
datos, esto se debe a que ambas estimaciones de as son negativas. Estos resultados exhiben
una restriccion para usar las especificaciones de las dos variantes del modelo INAR(2). De
las expresiones a =p(2)—p*(1) ya = D20 oq evidente que para que

p QAYWAA = P p Y G2lywDL 1-72(1) que p q
el estimador de as haga sentido debe ocurrir que p(2) > p%(1) y no sélo eso, la suma de los
parametros de adelgazamiento debe ser menor que uno. En el caso de la serie de tiempo
Fiirth se tiene que p(2) — p(1) = —0.119.

4.5.8. Pruebas para independencia serial

En la literatura existen varias pruebas paramétricas y no-paramétricas para probar la
presencia de dependecia serial en una muestra de conteo (z1,...,z;) indexada con el tiem-
po, es decir, una serie de tiempo de conteo. Muchas pruebas no-paramétricas fallan al tomar
en cuenta la naturaleza discreta de los datos y pueden ser ineficientes debido a la presencia
de multiples empates (recuéredese que se tiene en mente series de tiempo enteras de baja
frecuencia). La idea es centrar la atencion en pruebas disenadas para series de tiempo de
conteo, contextualizdndolas en la mayoria de los casos en modelos basados en adelgaza-
miento binomial.

La primera prueba que se consideraré es la ya conocida: prueba de rachas (runs). En
esta prueba se tiene que “dicotomizar” la serie original segtin algtin criterio. Es muy comin
(v de hecho algunos autores lo recomiendan) utilizar la mediana para hacer esta division;
se eliminaran aquellas observaciones de la muestra que sean idénticas a la mediana mues-
tral. Sin embargo, en modelos estacionarios de series de tiempo entera de baja frecuencia,
es comun observar la mediana y por tanto se desecharan muchas observaciones afectando
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considerablemente la potencia de la prueba, y por tanto se preferird usar la media muestral
para hacer la dicotomizacion (Gibbons & Chakraborti (1992)) ya que incluso con datos
enteros, ésta dificilmente serd un nimero entero y por tanto no se perderd informacion
muestral en este proceso de dicotomizacion.

Si la hipétesis nula Hy es no hay dependencia serial, entonces bajo la hip6tesis nula la
distribucién del namero de rachas se puede obtener con argumentos de combinatoria. Para
una observacion de la serie de conteo x1, ..., 27, €l estadistico de prueba, que se denota por
Z, tiene la forma

g R—1-(2Ty(T - T))/T
V2T (T —Ty) 2T (T — Th) — T)/T(T — 1)

donde R es el ntimero de rachas y 7T} es ntimero de observaciones que se retiraron por
coincidir con la variable de criterio de dicotomizacién. Los niveles de significancia conven-
cionales s6lo se pueden alcanzar a través de un diseno de prueba aleatorizada.

Wald & Wolfowitz (1940) probaron que el estadistica de prueba (que se denot6 conve-
nientemente por Z) converge en distribucion a una variable aleatoria normal estandar bajo
la hipotesis nula de independencia de la serie de conteo (observable). Ya que la distribu-
cién del nimero de rachas es discreta se recomienda utilizar un factor de correccién para
esta aproximacion, se denotard al correspondiente estadistico de prueba como Z.. y dicha
estadistica es asinténticamente equivalente a Z.

El disefio de prueba que se trabajard aqui es de una cola (one-sided). Esto esta moti-
vado por el hecho de que bajo la hipétesis alternativa los procesos INAR(1), INAR(2) e
INMA(1) tienen autocorrelacion positiva. Por tanto, bajo Hy se espera que el nimero de
rachas sea pequefo. En la practica, no se usara la clase de modelos INARM A si la au-
tocovarianza muestral de primer orden es negativa. Por tanto, se rechaza la hip6tesis nula
(hay independencia serial) si Z < z, (o alternativamente si Z.. < z,), donde z, es el cuan-
til relevante (dependiendo del nive de confianza deseado) de la distribucién normal estandar.

Otra metodologia para probar la presecia de dependencia serial en series de tiempo de
conteo es la que se obtiene mediante el estadistico de Freeland (1998). Dicho estadistica de
prueba se denota por Sy se define como

1 « ) _
S = v tz:;(x“ — Z)(xy — 7) (4.44)

donde

z

1 T
T2
t=1
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Si la hipotesis nula es que {X;} son variables aleatorias indepenientes idénticamente
distribuidas como Poisson(\), Freeland (1998) demostré que S converge en distribucion
a una variable aleatoria con distribuciéon normal estdndar. Se puede obtener una version
modificada del estadistico de Freeland utilizando el hecho de que la media y varianza de
una variable aleatoria con distribucién Poisson son iguales. La estadistica modificada es

VT Sy (@wi — @) (2 — )
Zt 1($t - $)2

S* es asintOticamente equivalente a S ya que bajo la hipotesis nula de que {X;} son
independientes y todas tienen distribucion Poisson()), la media y varianza muestrales son
asintéticamente iguales. Parece razonable que esta estadistica trabajara mejor en aquellas
situaciones en las que la distribucién Poisson es muy restrictiva. Esto es muy cémin en
situaciones practicas en las que hay mucha sobredispersién en los datos. De nuevo, sélo se

estan considerando pruebas de una cola y se rechazard Hy si se obtienen valores grandes de
S 6 S*.

S* =

(4.45)

Una tercera clase de pruebas considera dos estadisticos de pruebas disenados por Venkata-
maran (1982) y Mills & Seneta (1989) para medir bondad de ajuste en un proceso de ram-
ificacion simple. Bajo la hipotesis nula de independencia e idéntica dstribucion de {X;}, la
estadistica de prueba de Venkatamaran (1982) esta dada por

Z 1Qz+1[2t (@ — )%

Zt H—Z(‘Tt —2)%(x4—j—1 — )

Qacf( )

- (4.46)

donde

b = Zt k+1(95t T)( vk — )
Zt:l(f’?t —z)?
v k € N*. Bajo la hipotesis nula de que {X1,..., X7} son variables aleatorias indepe-

nientes idénticamente distribuidas como Poisson(\) se puede mostrar que Qg (k) converge
en distribucién a una variable aleatoria con distribucién X%k) cuando T — oo (para k € NT

(4.47)

fija). La linea de razonamiento de este resultado para k = 1 es como sigue: se necesita la
distribucién limite de la autocorrelacién muestral g2 y como los sumandos en el numer-
ador de 92 no son independientes pero si forman diferencia martigala con respecto a alguna
filtracion adecuada, se necesita una Teorema Central del Limite para martingalas, y si se
prueba que v/T d converge en distribuciéon a una variable aleatoria normal estandar y T3
converge en distribucién a una variable aletoria ji-cuadrada con un grado de libertad y us-
ando argumentos de aditividad de la distribucién ji-cuadrada se puede extender el resultado
para k =0,1,.... Por la Ley Débil de Grandes Numeros se tiene que




Sec. 4.5 Cinco modelos de series de tiempo enteras basados en adelgazamiento: AR y M A discr&49

T 2
11 12 2
plim T g (X — X) ] =

t=1

Y el denominador de Q¢ estd formado por sumandos dependientes, pero utilizando
alguna Ley Débil de Grandes Nuimeros apropiada se tiene que

plim

T
% > (X = X)*(Xia - X)zl =\’
t=3

esto establece que la estadistica Qq.f(1) es asintoticamente equivalente a una basada en
To3.

La segunda estadistica es la propuesta por Mills & Seneta (1989) también para el caso
de independencia e idéntica distribucién esta dada por

Qpacy (k) := S 2 [ (e — 7))

Stiso(@ — 2)2(24—io1 — T)?

donde ¢y, es la autocorrelacion parcial muestral de orden k (con k € NT). Con argumen-
tos andlogos a la caso de Qqcf(k), se puede probar que Qpq.f(k) se distribute asintéticamente
como una variable aleatoria ji-cuadrada con k grados de libertad.

Notese que la estadistica Qq.f(k) esta basada en las autocorrelaciones muestrales de or-
den k+1y la Qpacs(k) también estd basada en las autocorrelaciones parciales muestrales de
orden k+1, i.e. ambas estadisticas ignoran las autocorrelaciones muestrales de primer orden.
Esta es una observacion directa de la construccion de dichas estadisticas de prueba (mas
intuitivamente que como se obtuvieron en Cameron & Triverdi (1998)). De forma analoga
a los modelos AR y MA para series de tiempo continuas, estas dos estadisticas ayudan a
distinguir entre las estructuras INAR(1) e INMA(1) para datos de conteo. Ademas, la
forma de las funciones de autocorrelacién y autocorrelacién parcial en modelos basados en
adelgazamiento para conteos tiene analogias genéricas con sus contrapartes continuas; por
ejemplo, la funcion de autocorrelacion de un modelo INM A(q) también tiene la propiedad
de corte despties de un rezago ¢ como en la determinaciéon de modelos en el caso Gaussiano.

Se recomienda utilizar diferentes pruebas ya que éstas pueden ser muy sensibles ante
diferentes estructuras de dependencia en los datos. La siguiente tabla presenta la varias
de estas estadisticas para los datos Fiirth. Dichas estadisticas fueron obtenidas con una
significancia del 1 %.
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’ Estadistico \ Valor ‘

VA -10.71
S 14.12
S* 14.93

Quer(1) | 40.02
Quer(5) | 7241
Qpacy(1) | 17.51
Qpacf(S) 24.77

Las estadisticas Qacf(1) y @pacs(1) dan evidencia de presencia de correlacién serial en
los datos, por tanto se puede inferir que ni el PoINAR(1) ni el PoINM A(1) se ajustan
adecuadamente a los datos. Estas conclusiones coinciden con la evidencia de Mill & Seneta,
(1989), que encontraban ajuste pobre a su modelo BGWI (que es equivalente al modelo
INAR(1)). Los siguientes candidatos naturales son los modelos INAR(2) e INM A(2).

4.6. Una pequefia generalizacién del modelo de Du & Li: GINAR(p)

En este punto, se estudiard una pequenia generalizacion del modelo INAR(p) de Du
& Li. Dicha generalizacion causal y estacionaria se conoce como proceso GINAR(p),
auto-regresivo con valores enteros generalizado (generalized integer-valued autoregressive).
Primero se demostard que dicho proceso existe y se dard un criterio muy simple para veri-
ficar que dicho proceso sea causal y estacionario (bastara que la suma de los coeficientes de
auto-regresion sea menor que uno).

Ya se dijo que el proceso IN AR(p) de Du & Li (1991) tiene una estructura de correlacion
igual a la del AR(p) estandar. Ahora se analizara la riqueza que tiene esta estructura me-
diante las ecuaciones de Yule-Walker.

Una extension natural, de hecho es la propuesta de Latour (1998), del proceso X; =
Z§:1 apo X;_j+ Z; con “o” el operador binomial (i.e. se tiene sumas de variables aleatorias
Bnlli(cj) como operador de van Harn & Steutel) es que en la operacion o X = Zle Y;
en vez de que las Y;’s sean variables aleatorias Bnlli, éstas sean variables aleatorias inde-
pendientes con media «; y varianza [3;.

Observacion 4.6.1.

No se cambiara la notaciéon para el operador de van Harn & Steutel, solo se debe consid-
erar que en esta secciones las operaciones se estan haciendo con este operador generalizado.
Y%
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Considérese un proceso auto-regresivo, no necesariamente con valores enteros, que sat-
isfaga

p
X, = Z apXip+e, t€Z (4.48)
k=1

donde {et}ez es un ruido blanco con varianza o2. Sean v(k), k = 0,1, ,p las primeras
p+1 autocovarianzas de este proceso. Las siguientes ecuaciones se conocen como ecuaciones
de Yule-Walker y proporcionan un nexo entre los pardmetros y las autocovarianzas del
modelo

» . (4.49)
Yiqoiy(h—1i) sih=1,2,...,p

En algunos casos, dadas las autocovarianzas se pueden encontrar los pardmetros oz, ..., oy
y 02 del modelo (4.48). Si se supone que v(0) > 0, entonces los coeficientes de la matriz

de las ultimas p ecuaciones del sistema (4.49) es positiva definida. Por tanto, la solucién de
este subsistema es tinica y 02 se puede encontrar sustituyendo h = 0 en (4.49).

v(h) = {Zle a;y(i) + 02 sih=0;

En algunos otros casos, dados los valores de aq,...,ap y 0?2 se podria querer encontrar
una solucion y(k), k=0,1,...,p de (4.49) y se puede afirmar que es tnica. En la literatura
clasica, pareciera que los autores no analizan esto. El siguiente lema es una criterio simple
para la existencia de una tnica solucién.

Lema 4.6.1.
Sean ai,...,q, € [0,1] tales que Y ©_; a; < 1. El sistema de ecuaciones (4.49) con
incognitas y(k), k= 0,1,...,p tiene soluciéon tnica.

Demostracion:

Sea C € My 1)xp+1)(R) tal que la entrada (i,j) es el coeficiente de (i) en el lado
derecho de la j-ésima columna del sistema (4.49), i = 1,...,p. Sea v, = (7(0),...,7(p))’
y sea ¢ € M(p+1)X1(R) cuya primera entrada es 1 y las demés son iguales a cero. Con esta
notacién se tiene que

(I-C)y,=0c%c (4.50)

el total en cada renglon de Ces Y 0 «; y la matriz C* := (3°F_, 04,-)_1 C es una matriz

estocastica. Por tanto, el eigenvalor, A\*, méas grande de C* es 1 y los otros eigenvalores tienen




252 Capitulo 4 Modelos auto-regresivos para series enteras

valor absoluto menor o igual que 1. También un resultado de algebra lineal es que si A es
el eigenvalor mas grande de C entonces A = (3°F_; a;) A*, y como > b ;o < 1

ic’f =1-0C)!
k=0

Entonces, la solucion de la ecuacion (4.50) es

Vp = ?(I-C)le

(|
Lema 4.6.2.
Sea a(z) i=1—az—a2® — ... —pP yw(z) =2 —aq2P =L —aqpi1z — o
con > ¥_; |ag| < 1. Las raices de a(z) estan fuera del circulo unitario y las de w(z)
estdn dentro del circulo unitario

Demostracion:

Sea C = {z € C : |z| < 1} el circulo unitario. Definanse las funciones f(z) := 1y
9(2) := —(a1z 4+ ...+ opzP). Notese que f y g son analiticas sobre C. Por tanto (sobre C)

p p
9l < S ez < lawl < 1= ]
k=1 k=1

Por el Teorema de Roucheé, f(2) y f(2) +9(2) =1 — a1z — ... — pz? = a(z) tienen el
mismo nimero de ceros en C. Pero f no tiene ceros en C (de hecho no tiene ceros en ningun
lado). Por tanto, las raices de a(z) estan fuera del circulo unitario. Con un argumento
similar se prueba que las raices de w(z) estan dentro del circulo unitario. U

4.6.1. Existencia del proceso GINAR(p)

Antes que todo se dird qué se entendera por que exista el proceso GIN AR(p). Con-
sidérese un proceso estacionario {X; ez tal que sop(X;) C N*t. El proceso {X;}ez es un
proceso GINAR(p) si y solo si existe una sucesion de variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas, {Z; }iecz, tales que sop(Z;) € NT con media puy > 0 y varianza
0’% > 0 y p operadores generalizados de Steutel & van Harn, ajo, j = 1,2,...,p tales que

p
X,=> ajoX, j+Z, tel (4.51)
j=1
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(®)

En la ecuacion (4.51) parece ser més apropiado escribir ;o en vez de oo para indicar

explicitamente que existe una sucesiéon de variables aleatorias {Yk(t’j )}kEZ para cada t € Z.
Se supondra que IE(Yk(t’])) =qj, a1,...,05 >0, ap # 0y que Var(Yk(t’])) = .

Por el momento también supongase que {X;};ez tiene media constante (i.e. un pre-
requisito sera estacionaredad débil). Tomando esperanzas en ambos lados de (4.51) se tiene
que

-1

p
E(Xt) = Uz 1-— Zaj
j=1

como ai,az,...,0p—1 € [0,1], ap, uz > 0y E(X;) > 0 se tiene que Z§:1 ap < 1.

A continuacién se demostrara un lema necesario para la demostraciéon de la existencia

del proceso GIN AR(p).

Lema 4.6.3.

Sea A € M,y,.(R") tal que todos los eigenvalores de A estan dentro del circulo
unitario. Definase la sucesion {S(n)}o2,

n
S(n) =Y 1'A" "1AF(AFY
k=0
donde 1 € M,«1(RT), 1 =(1,...,1). Entonces,

lim S(n) =0

n—oo

Demostracion:

Notese que S1(n) = >_p_o 1’A*1 converge a 1(I— A)~'1. Entonces para a; := 1’A*1,
entonces y ., ay converge. Esto que la serie de potencias

n
Yi(z):= Zakxk
k=0

converge absolutamente y uniformemente (para |z| < 1). La serie
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n

Sa(n) =  AF(AFY

k=0

también es convergente, pues es una sucesién creciente acotada por

(I-A)7aT-A)7Y

Asf que si se define bl(-? = (A]“(Ak)’)ij7 entonces la serie de potencias

n

Yo(z) := Z bgz)xk

k=0

converge absolutamente y uniformemente (para |z| < 1).

Por lo anterior, la serie Y := Y1Y3s converge absolutamente y uniformemente (para
|z| < 1). Pero

00
=0

Y(z) = Z (i ankbgﬁ)) zF
n= k=0

Por tanto, Y ., an_kbg? =0

Proposicion 4.6.1. (Ezistencia del proceso GIN AR(p))

Dados p operadores de Steutel & van Harn ajo,...,ap0 tales que Zi:l ap <1
y una sucesiéon de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
{Z1}1ez tales que sop(Z;) C N, entonces existe un proceso estacionario, {X;}iez
con sop(X;) C NT tal que

p
Xt:ZaiOXt—i+Zt7 teZ
=1

y si s < t, entonces Cov(Xg, Z;) =0

Demostracion:

. .o, ., . . n .
Primero se definird un sucesion de variables aleatorias {Xt( )}neN que se aproxima a X;.
A saber, definase
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0 sin < 0;
x\".={z sin=0; (4.52)
) ozl(-t) o t(ni_z) sin>0

En esta notacion, el simbolo az(t)o significa que la sucesion de conteo {Yk(t’i)}keN es la

que se usa en la operacién a;o para t € Z fija.

Ahora se demostrara que las variables Xt(") € L%*(Q,.Z,P). Entonces, para t € Z fija se

demostrara que {Xt(n)}tez es una sucesiéon de Cauchy. Como L?(Q,.%,P) es un espacio de

(n)

Hilbert, entonces X; := lfim,, o X, existe como un elemento de L?(€), .Z,P).

)

Se probara que Xt(n tiene primer momento finito y se harad mediante induccién fuerte.

Primero,

E(X") =E(Z) = pz < 0

Ahora, supongase que para k =0,1,...,n— 1, IE(Xt(k)) < 00. Ahora,

p .
EX") = Y E(@{”ox"7))+E(2) (4.53)
i=1
p .
- Z aiIE(Xt(fi_l)) + pz < oo por la hipdtesis de induccion
i=1

De la definicién de Xt(n) y del hecho de que {Z; }+¢c7 es una sucesion de variables aleatorias

independientes, se puede notar que E(Xt(n)) depende de n pero no de ¢; por tanto, se

denotara como p(™ al valor de E(Xt(")). La ecuacion (4.53) implica que

P
pm = Z aip" ™ + g
i=1
Para la varianza, primero nbtese que
Var(Xt(O)) =Var(Z;) = 0% < o

y para k € {1,2,...,p} considérese

C'ov(Xt(n), Xt(f;k)) = E(Xt(n)Xt(:L;k)) — ) (k)
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Pero
) 3 (n—k) Xk - "
EC X)) = B0 + Y a0 X ) Mg
i=1,i#k
En términos de covarianzas se tiene que
k) —k
Cov(X(n Xt(nk ZCO’U e , (fk )) (4.54)
1)

Es importante notar que sélo las covarianzas de las variables Xt(” le{1,2,...,p}

())

en el lado derecho de la ecuacion (4.54). Ahora si se calculara Var(X,

P p P
Var(X,") = 0% + 3 BEXT)) + 3N avarCou(x 70, X
j i=1 k=1
estas dos tltimas ecuaciones muestran que la varianza de Xt(n) se puede expresar en
términos de segundos momentos centrados de las variables Xt(fl_l), [ =1,...,p. Con este

argumento recursivo aplicado n veces, se verifica que Var(Xt(n)) < o0 y depende de n pero
no de t, i.e. Xt(n) pertenece a L(Q, .7, P).

El siguiente paso es demostrar que esto es una sucesion de Cauchy. Definase
Uln,t,k) == | X" — X" | 1(n,t,k) = min{xX™ - x"""

Notese que U(n,t, k) > 0 y ademas

U(n,t,k) <

t—1

M-

.
Il
—

oo xm) _ oW, X("_’_k)‘
xmY X
ti t,i
> Y XY
j=1 j=1

U(n—it—i,k)

)
Z le(nfi,tfi,k)Jrj
j=1

I
.ME

.
Il
—

Il
.M‘j

s
Il
—_

ajoU(n —i,t—1ik)

I
'M“

-
I
—
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Ahora, sea
(o e S e VO
1 0 0 0
A= 0 1 0 0
0O O 1 0
y
Z€:1 Q; O Xz
X1 X,
Ao : = i
b :
p prl
Considérese el vector
U(n,t, k)
Umn-1,t—1,k)
( ) . ) )
Ut,TlLf B :
Un—p+1,t—p+1,k)
donde
51 /82 Bp
0 o0 0
B .= .
0 o0 0

Aplicando esta recurrencia n veces se tiene que

n—1
EUUN) <3 AddiagBA™ I ) (AT
§=0
+An ( 0-% + IU‘2Z 0;7—1 ) A?’L’
Op—l Op—1><p—1
Todos los eigenvalores de A estan dentro del circulo unitario por tanto el Gltimo término
de esta expresion tiende a 0. El primer término

n—1 ' ‘

> Aldiag(BA" I W) (ATY

§=0

estd acotado por
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n—1
‘< (B, I A1 AT AT
112]32(7’{6]}“2 E 0 1A 1A’A
J:

por el Lema (4.6.3), la sucesion

n
S(n)=> TA"71A/A7
j=0

converge a la matriz O.
O
El proceso INAR(1) con distribucion marginal Poisson basada en el operador binomial

es un caso particular de un proceso de ramificacion simple con inmigracién. A continuacion
se analizard otro ejemplo de un proceso GINAR(1).

Ejemplo 4.6.1.

Sean Gx,,Gz vy Gy la funciones generadoras de probabilidad de X;, Z; v Yk(t), respec-
tivamente. Para un proceso estrictamente estacionario INAR(1) se tiene que

Gx,(s) = Gx,(Gy(s))Gz(s) (4.55)

Supoéngase que en la sucesion {Z; }ez es tal que Xy ~ Poisson(A) i.e. Gz = exp(—A(1—
s)). Considérese una sucesion de variables aleatorias independientes con funcion de proba-
bilidad dada por

( ) l_e/;)k/m Si y = 07
py\y) = —A/m
SR (1B 1) sy > 1
donde m € Nt y X € (0,1) tal que 8 > A\/m. La funcion generadora de probabilidad de
esta variable esta dada por

_1- (1 —pBs)exp{—A(1 —s)/m}

g
Por tanto, el valor esperado de esta variable esta dada por a = 1— ’\(;7_6’3) Con elecciones

adecuadas de m, A y [ se puede tener o < 1. Con estas distribuciones, el proceso GIN AR(1)

Gy(s)

Xi=aoXy 1+ 27, teZ

es tal que la distribucién marginal de X; es binomial negativa con parametros my 'y
funcién generadora de probabilidad dada por
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o= (12)”

va que Gx,,Gz y Gy satisfacen la ecuacion (4.55). v

Sean a1, ag,...,a, > 0 tales que > 8 a; <1y B1,po,... ,Bp,az € RT. Definase Y; de
tal forma que

p

Y —py = Z%(Yt—k —py) + & (4.56)
k=1

donde {€;}ez es un ruido blanco Gaussiano con varianza

p
o=y Y Bt o
=1

Por el Lema (4.6.2), el operador auto-regresivo a(B) = 1 — a1B — ... — a,BP tiene
todas sus raices fuera del circulo unitario y por tanto, {Y;}+cz es un proceso AR(p) causal
y estacionario.

El comportamiento de la funcién de autocovarianza asociada con un proceso estacionario
causal caracteriza el proceso en cierto sentido. Recuérdese el siguiente resultado de teoria
clasica de series de tiempo.

Proposicién 4.6.2.

Supongase que {X;} y {Y;} son procesos estacionarios con media cero ambos con
funcion de autocovarianza y(-). Si {Y:} es un proceso ARM A(p, q) entonces {X;} es
también un proceso ARM A(p, q)

Y el siguiente corolario es importante en el andlisis de series de tiempo enteras.
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Corolario 4.6.1.

Si {Xi}tez es un proceso GINAR(p) que satisface la ecuacion (4.51). Entonces,
{Xi}iez es un proceso AR(p) que se puede escribir como

P
Xp—px = Z (X — pix) +et (4.57)
k=1

donde {e;}1ez es un proceso de ruido blanco de varianza o2 1= py S Bi+ O'% y Bi
es la varianza de las variables involucradas en el i-ésimo operador de Steutel & van
Harn,:=1,2,,p

Demostracion:

Como {X;}ez es un proceso GINAR(p) se tiene que aq,...,ap—1 € [0,1), ap, € (0,1)
y Zgzl o < 1.

Sea 02 = ux S Bi+ a%. El proceso Y; que satisface (4.56) es un proceso estacionario
AR(p) causal Gaussiano. Por los resultados de Gauthier & Latour (1994), la funcién del
autocovarianza del proceso GIN AR(p) { Xt ez con 0? = pux Y F_, Bi + 0% satisface (4.49).
Por el Lema (4.6.1), la solucién de este sistema es unica. Por tanto, la funcién de autoco-
varianza del proceso { X}tz es idéntica a la funcion de autocovarianza del proceso AR(p),
{Yi}iez.

Por la proposicion (4.6.2), {X; }ez es un proceso AR(p), que se puede escribir como en
la ecuacion

p
Xi—px =Y ap(Xik — px) + e
k=1

Como pz = (1 — 3P, ai)ux. La ecuacion (4.57) también se puede escribir como

P
Xy = Z ap Xtk +pz e
k=1
Otra forma de mostrar que un GINAR(p) es un AR(p) se basa en el siguiente argu-
mento: Sea { X}z un proceso GINAR(p) v sea e; := E(X|o(X—1, X¢—2,...)). Se puede
probar que {e;} es una diferencia martingala. Por tanto, satisface la ecuacion de recurrencia

P
Xt —pux = Zak(thk —px) +e
k=1
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Evidentemente, esta ultima ecuacion establece que {X;}iez es un proceso AR(p)

4.7. Generalizacion a operadores generales de Steutel & van Harn

La idea de esta seccién final es estudiar una familia de procesos auto-regresivos que toma
valores enteros de orden p (INAR(p)) mediante el uso de la multiplicacion generalizada de
Steutel & van Harn (1982).

Se obtendréan varias propiedades distribucionales y de regresion (esperanza condicional)
para estos modelos. También se analizara un conjunto de procesos estacionarios INAR(p)
con marginales especificas y algunas generalizaciones de éstos tal como se hizo en la primera
seccion de este capitulo.

Ya se han estudiado en este capitulo y en el anterior algunos modelos para datos en
series de tiempo discretas. Varios autores han desarrollado estos y mas modelos de series de
tiempo para datos de conteo y han hecho algunas aplicaciones en ajustes para dichs datos
y simulacién de sucesiones de variables dependientes con distribucién Poisson y Binomial
Negativa (entre otros). Estos modelos se basan en el operador de adelgazamiento binomial
“o” que se define de la siguiente forma: si X es una variable aleatoria tal que sop(X) C NT
y a € (0,1), entonces

X
aoX = ZXi (4.58)
i=1

donde {X;} es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas e independientes de X tales que X; ~ Bnlli(«). La operacion “o” incorpora la
naturaleza discreta de las variables y actia como el andlogo estandar de la multiplicacién
en los modelos de Box-Jenkins.

Ahora se intentard generalizar estos conceptos a operadores de van Harn & Steutel no
necesriamente el binomial. van Harn et al. (1982) definieron a multiplicacién generalizada
g como una extension del adelgazamiento binomial y se utilizé para definir los concep-
tos de auto-descomponibilidad y estabilidad discretos. Posteriormente, van Harn & Steutel
(1993) utilizaron ®¢ para definir y resolver ecuaciones de estabilidad que involucran pro-
cesos a tiempo continuo con valores discretos (en NT) con incrementos independientes y
estacionarios.

En esta pequena seccién introductoria se recordaran algunas definiciones y resultados
para poder definir adecuadamente a procesos que generalizardn los adelgazamientos bino-
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mial de Al-Osh & Alzaid.

Definicién 4.7.1. (Funcién generadora de probabilidad)

Sea {pn}>2 una distribuciéon de probabilidad sobre N. Se define la funciéon gener-
adora de probabilidad de dicha distribucién, G, como

[ee]
G(z) = anz”, |z| <1
n=0

Sea G := {G, : r > 0} un semigrupo de composicion continua de funciones generadoras
de probabilidad tales que G, # 1y dg := —Ln(G' (1)) > 0. Es decir para cualquier z € R
tal que |z] <1

GsoGr(z) = Gsyr(2), s,7>0 (4.59)
17%1 Gr(2) = z, Tll)rrolo Gr(z) =1 (4.60)

Definiciéon 4.7.2. (Generador infinitesimal de G)

Se define el generador infinitesimal del semigrupo G, U, como

U(z) = h’mm, |z| <1
rl0 r

y satistace que para todo 0 < z < 1, U(z) > 0.

Se puede demostra que existen una constante a > 0 y una distribucién de probabilidad
{hn}22, sobre NT con funcion generadora de probabilidad H(-) tal que hy := 0,

H(1)=> nhy,<1
n=1

Uiz)=a(H(z) —2), —1<2z<1 (4.61)

Definase la funciéon A : z € [0,1) — R como

A(z) = exp {— /O ) Ud(g;)} (4.62)
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Las funciones U(-) y A(-) satisfacen

U(Gr(2)) = U(2)GL(2), A(Gr(2)) = e A(z), re€RT,z¢€[0,1) (4.63)

Ademas

ba=a(l—H'(1)=-U'(1), G.(1)=e %", reR" (4.64)

Definase la funcion B : z € [0,1) — R como

y se puede probar que es una funciéon generadora de probabilidad que satisface B(0) = 0
y toma la forma

B(z) =1 — A% (z) (4.65)

Definicién 4.7.3. (Multiplicacion generalizada ©¢g)

Sea X una variable aleatoria tal que sop(X) C N* y n € (0,1). Se define multipli-
cacion generalizada, ®¢, mediante

X
nog X =YY (4.66)
=1

donde {Y;}5°, es una sucesion de variables aleatorias independientes, independientes
de X con funcién generadora de probabilidad (coman) G, donde r := —Ln(n)
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4.7.1. Procesos G — INAR(1)

Definicién 4.7.4. (Proceso G —INAR(1))

Se dice que una sucesion de variables aleatorias { X} };cz es un proceso G — INAR(1)

si para cualquier t € Z
Xy =n0Oag Xi—1+ Z; (4.67)

donde n € (0,1) v {Z:}+ez es una sucesion de variables aleatorias independientes tal
que sop(Z;) € Nt v Z; es independiente de las {Y;} que definen la operacién Og.
A {Z;}1ez se le conoce (como antes) como sucesion de innovacion.

La multiplicacion generalizada 7 ©¢ X;—1 en (4.67) se realiza de forma independi-
ente para cada t € Z. De manera méas formal, se supondra la existencia de un arreglo
{Yi::i € NT,t € Z} de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con sop(Yi;) € N* e independientes de {Z;}icz. Cada Y;, tiene funcion generadora de
probabilidad G, (z) donde r = —Ln(n) y

Xt
NO X1 =) Yig (4.68)
=1

Estas suposiciones hacen que el modelo (4.67) sea una cadena de Markov.

Las funciones generadoras de probabilidad de X; y Z del proceso G — INAR(1) (4.67)
satisfacen la ecuacién

Gx,(2) =Gx, ,(Gr(2)Gz(z), r=—Ln(n), t€Z (4.69)

Usando (4.69) repetidas veces y el hecho de que G es un semigrupo entonces un proceso
G —INAR(1), {X:}iez, admite la siguiente representacion para todo k € NT

k—1
Xo Lo 0 Xeop + Y 0 Oc Zimiy, tEL
=1

En la siguiente proposicién se mencionan algunas propiedades de un proceso G—INAR(1).
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Proposicion 4.7.1. (Algunas propiedades del proceso G — INAR(1))

Supéngase que Y ,n(n —1)h, < co. Sea {X;}iez un proceso G —INAR(1) (para
alguna n € (0,1)) tal que para cualquier t € Z, E(X?) < o0, puz := E(Zy) < 0 y
0% = Var(Zy) < co. Entonces

(i) La regresion de X; sobre X;_; es lineal, i.e.

E(Xy|Xi1) =0 Xy 1+ pz, tE€Z

(ii) La varianza condicional de X; dado X;_; también es lineal, i.e.
Var(Xy|Xi_1) = AX; 1+ 0%, t€Z

donde
A=(1=U"1) U )’e (1 —1ne)

(iii) Para cualquier t € Zy k € N*, la covarianza y;(k) := Cov(X;_, X¢) esta dada
por
(k) = " Var(X,_y)

(iv) Para cualquier t € Z y k € Nt

k-1

E(X¢) = n"OE(Xe k) + nz y_ 1"
i=0

k k
Var(X:) = UQkéGV@T(Xt—k) +A Z 772(i71)5GE(Xt—i) + U% Z 772(1'71)%
i=1 i=1

donde A es como en el inciso (ii).

Demostracion:

Primero notese que por (4.61) y > >°,n(n — 1)h, < oo implica que U”(1) existe.
Condicionando en (4.68) y por (4.64) se tiene que E(n®g X¢—_1|X;—1) = 7°¢ X;_1. Derivando
dos veces con respecto a z la expresion U(G(z)) = G.(2)U(z) (con r = —Ln(n)) y haciendo
tender z a 1 se tiene que G”(1) = n°¢ (n%¢ — 1) (L],/,/((ll)). De nuevo por (4.68) y (4.64) se tiene
que

E((n©a Xi1)?|Xi-1) = Var(Yie1)X +n°¢ X2

Y noétese que
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Var(¥i-1) = G(1) + G(1) = (G4 1))* = (1 = 1/) (1= 11 )

g

El siguiente resultado garantiza la existencia de un proceso estrictamente estacionario

G — INAR(1).

Proposicién 4.7.2.

Dado n € (0,1) y una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas {Z; }ez tal que sop(Z;) € NTy E(Z?) < co. Entonces existe un proceso
estacionario G — INAR(1), {X;}iez, tal que

Xi=n0g X1+ 744

tal que si s < t entonces Cov(Xg, Z;) =0

Ahora, se estudiara la relacion entre la auto-descomponibilidad y los procesos esta-
cionarios G — INAR(1).

Definicion 4.7.5.

Se dice que una distribucién de probabilidad sobre NT es G-auto-descomponible si
para cualquier r > 0 existe una funcién generadora de probabilidad G,(-) tal que

G(z) = G(G(2))Gr(2), —1<2<1 (4.70)

Cualquier distribucién G-auto-descomponible puede surgir como la distribuciéon marginal
de un proceso estacionario G — IN AR(1). De forma més precisa, se tiene el siguiente resul-
tado.

Proposicién 4.7.3.

Sea G la funcion generadora de probabilidad de una distribucion G-auto-
descomponible. Para cualquier n € (0, 1) existe un proceso estacionario G—INAR(1),
{Xi}tez, cuya distribuciéon marginal tiene funcién generadora de probabilidad G
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Demostracion:

Utilizando (4.70) para cada n € (0,1) se puede construir un proceso G — INAR(1),
{X:}52, de la forma (4.67) cuya sucesion de innovacion {Z;}5°, tenga funcion generadora
de probabilidad (comtn) G,(-) (con r = —Ln(n)) tal que Xy tenga funciéon generadora de
probabilidad G(-). Se sigue de (4.69) y (4.70) que las X;’s tienen distribuciéon idéntica, lo
cual implica que {X;}{2, es estacionario (ya que es una cadena de Markov). O

Ahora se dara una representacion de “promedio moviles” para el proceso G — INAR(1).

Proposicion 4.7.4.

Sea {X}}iez un proceso estacionario G — INAR(1). Entonces, {X;}icz admite una
representacion de promedios moéviles de orden infinito (para algun n € (0, 1)), i.e.

[oe)
d .
X = g n' Og Zi—i, tEL
i=1

donde la convergencia de la serie es en sentido débil.

Con esta representacion, es facil encontrar la media, la varianza y la funcién de auto-
correlacion del proceso G — INAR(1).

Corolario 4.7.1.

Supéngase que Y.~ o n(n —1)h, < co. Sea {X;}ez un proceso G — INAR(1) (para
algin 7 € (0,1)) tal que para cualquier t € Z, E(X?) < oo, uz = E(Zy) < o y
02 = Var(Zy) < co. Entonces

(i) Para cualquier t € Z,
wz

1 —ndc

E(X:) =

(1-U"W)/U' W)’ ps + o3

Var(X,) = 1= 2%

(ii) Para cualquier k € N y t € Z, el coeficiente de correlacion de X;_p y X¢ es

p(k) = 7%
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Notese que la funcion de autocorrelacion del proceso G —INAR(1), p(k) = n*9¢ , tiene la
misma forma que la del proceso AR(1) estandar. Su decaimiento es exponencial (conforme
k crece). Sin embargo, a diferencia del caso AR(1), p(-) siempre es positiva.

Observacion 4.7.1.

Supongase que {X;}7°, es un proceso G — INAR(1). Si las funciones generadoras de
probabilidad Gz(-) y G,(-) (r = —Ln(n)) satisfacen

b1 - Gz(x)

————drx < oo, r=—In
. Goo) -z (n)

entonces por Foster & Williamson (1971), {X;}{2, tiene una distribucion limite. Si se da a
Xo dicha distribucién entonces se obtiene la estacionariedad (pues {X;}§°, es una cadena
de Markov). v
4.7.2. Soluciones estacionarias del proceso G — INAR(1)

En esta parte, se estudiaran varias soluciones del proceso G — INAR(1).

Definicion 4.7.6.

Sea X una variable aleatoria tal que sop(X) C NT. Se dice que X tiene una dis-
tribucién G-estable con exponente o si existe una sucesién de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas {X;}22, tal que para todo i € N X; 4x
y para cualquier t € N

t
X L1 oq Y X,
=1

Observacion 4.7.2.

Las distribuciones G-estables son G-auto-descomponibles y existen sélo cuando o €
(0,d¢]. Ademas, la funcion generadora de probabilidad, G(z), de una distribucién G-estable
con exponente o € (0,0¢| admite la representacion candnica

G(z) = exp{—AA(2)?} (4.71)

para algin A > 0y A(z) definida en (4.62).

Por la Proposicion (4.7.3) para cada n € (0,1) existe un proceso estacionario G —
INAR(1), {Xi}iez con una distribucion marginal G-estable con exponente o € (0,d¢g].
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La distribucién marginal de la sucesion de innovacion {Z;}icz se obtiene resolviendo la
ecuacion (4.69) en términos de Gz y utilizando (4.63) también es G-estable con exponente
o y tiene funcién generadora de probabilidad dada por

Gz(2) = exp{=A(1 = 1°)A(2)}

Ademas, se puede demostrar que los procesos estacionarios G — IN AR(1) cuya marginal
es G-estable con media finita surgen solo en el caso que o = d¢ y B'(1) < oo (donde B(z)
se defini6 (4.65)). El proceso tiene varianza finita si ademas B”(1) < oco.

Haciendo n = e™", la funcién generadora de probabilidad, G, de la distribucién marginal
de un proceso estacionario G — I N AR(1) G-estable satisface que para cualquier r > 0 existe
e(r) € (0,1) tal que

G(G(2)) = G(2)*M, ze0,1] (4.72)

De hecho, esta propiedad caracteriza a tales procesos.

Proposicion 4.7.5.

Sea G una funcion generadora de probabilidad tal que G(z) # 0 para todo z € [0, 1].
Entonces G es G-estable con algin exponente g € (0,d¢) si y solo si para cualquier
r > 0 existe ¢(r) tal que (4.72) se cumple. La funcién ¢(r) necesariamente es de la
forma c(r) = e "¢

Demostracion:

Solo se necesita probar (=). Sea ¥ (z) := Ln(G(z)) de (4.72) se tiene que para cualquier
r > 0 existe ¢(r) € (0,1) tal que

P(Gr(2)) = c(r)i(2) (4.73)
Sea ¥1(z) == wgzg Notese que ¢(r) = (g%()o)) y entonces (4.73) se convierte en
P1(Gr(2)) = ¥1(Gr(0))1h1(2) (4.74)
derivando (4.74) con respecto a r se tiene que
TG A(GH) = 5-CrOWA(CH O (2

usando el hecho de que %Gr(z) U(Gy(z)) y haciendo r | 0, de (4.60) se tiene que

Ui(z) _ U(0)

nz) U0
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cuya solucion es ¢ = A(z)? donde p = —¢|(0)U(0) > 0. Por tanto, G(z) tiene la forma
(4.71). Como G(z) es una funcién generadora de probabilidad ¢ < dg debe satisfacer que
0 < 4. La forma de ¢(r) se sigue de la unicidad. O

A continuacién se estudiard un proceso estacionario G — IN AR(1) con una distribucion
marginal G-geométrica estable.

Definicion 4.7.7. (Distribucion G-geométrica estable)

Se dice que una variable aleatoria X tal que sop(X) C NT tiene una distribucion
G-geométrica estable si para cualquier p € (0,1) existe ¥(p) tal que

Np
X £9(p) 0 Z X
i=1

donde {X;}2, es una sucesion de variables aleatorias independientes e idéntica-

mente distribuidas tal que para todo 7 € N X 4 X, N, ~ Geo(p) (independiente
de{Xi}72)-

Observacion 4.7.3.

Las distribuciones G-geométricas estables son G-auto-descomponibles y sus funciones
generadoras de probabilidad admiten la representacién canénica

G(2) = (1 + M\A(2)?) ™ (4.75)

para o € (0,0g] y A > 0. Se conocera a las distribuciones con funciéon generadora de prob-
abilidad (4.75) como distribuciones G-geométricas estables con exponente g.

Por la Proposicion (4.7.3) para cada n € (0,1) existe un proceso estacionario G —
INAR(1), {Xt}tez con una distribucion marginal G-geométrica estable con funcion gen-
eradora de probabilidad dada por (4.75). La distribucion marginal de la sucesion de inno-
vacion {Z;}icz se obtiene resolviendo la ecuacion (4.69) en términos de Gz y utilizando
(4.63) obteniéndose la funciéon generadora de probabilidad dada por

Gz(z)=n?+ 1 =121+ XA2)9)7L, 0€(0,6g],A>0

Esto implica que un proceso estacionario G — INAR(1) {X;}iez con distribucion G-
geométrica estable se puede escribir como

Xe=n0g Xe—1+DiEy, teZ
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donde {D;}tez v { Et}tez son sucesiones independientes de variables aleatorias indepen-
dientes tales que Dy ~ Bnlli(1 —n?) y E; tiene la misma distribucion que X;. Ademés, un
proceso estacionario G — INAR(1) con marginal G-geométrica estable tiene media finita
solo si o = 6g v B'(1) < co. Este tiene varianza finita si B”(1) < oo.

Haciendo n = e™", la funcién generadora de probabilidad, G, de la distribucién marginal
de un proceso estacionario G — INAR(1) G-geométrica estable satisface que para cualquier
r > 0 existe ¢(r) € (0,1) tal que

G(2) = G(Gr(2))[elr) + (1 — e(r))G(2) (4.76)

Ahora se mostrara la afirmacion reciproca.

Proposicién 4.7.6.

Sea G(z) la funcion generadora de probabilidad de una distribuciéon no-degenerada
sobre ZT. Entonces G(z) es G-geométrica estable con algin exponente o € (0,d¢] si
y solo si para cualquier r > 0 existe ¢(r) tal que (4.76) se cumple. La funcion ¢(r)
necesariamente es de la forma c(r) = e "¢

Demostracion:

Solo se necesita probar el (=). Reescribiendo G(z) = (1 + (z))~! se sigue de (4.76)
que para cualquier r > 0 existe ¢(r) € (0,1) tal que ¥(Gr(2)) = ¢(r)y(z). Utilizando el
mismo argumento que se hizo en la demostraciéon de la proposicién anterior se tiene que
P(z) = NA9(z) para algian ¢ € (0,dg]. La forma de ¢(r) se sigue de la unicidad. O

Ahora, se definird la distribucién discreta de Linnik y se construiré el correspondiente
proceso estacionario G — INAR(1).

Definicién 4.7.8. (Distribucion de Linnik)

Sea X variable aleatoria tal que sop(X) C NT. Se dice que X tiene distribucion
G-compuesta de Linnik si su funcién generadora de probabilidad tiene la forma

G(z) = (1+ MA(2)9)™° (4.77)

para algan o € (0,06], A\ >0y b >0
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Steutel & van Harn (1993) demostraron que las distribuciones G-compuestas de Lin-
nik son G-auto-descomponibles y surgen como soluciones de ecuaciones de estabilidad para
procesos con soporte en NT e incrementos independientes y estacionarios.

De nuevo por la auto-descomponibilidad, para cada n € (0,1) existe un proceso esta-
cionario G — INAR(1), {X;}tez, con distribuciéon marginal G-compuesta de Linnik cuya
sucesion de innovacion {Z; }ez tiene funcion generadora de probabilidad dada por

14 Mp2Ae\’
Gzlz) = (1&4)

Con un argumento de aditividad de funciones generadoras de probabilidad se puede
mostrar que {Z; }4cz tiene la representacion

N
z < > (%) oc W;
i=1
donde {W;}2°, es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas todas con distribucién G-geométrica estable (todas con generadora de prob-
abilidad G(z) = (1 + AA2(z))™1), {U;} son variables aleatorias independientes todas con
distribucion Unif(0,1) y N ~ Poisson(—bpLn(n)) y todas estas variables son independi-
entes. Esto permite una interpretaciéon de shot-noise para el proceso anédloga a la del proceso
AR(p) dada por Lawrence(1982).

Un proceso shot-noise se define mediante

N(t)

Xty= > 9 oW, (4.78)
m=N(—o0)

donde {W,,}>°_, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
tales que sop(W,,) C NT y {N(¢) }+>0 es un proceso Poisson con tiempos de ocurrencia 7,. Si
todas las W,,’s tienen la misma funciéon generadora de probabilidad G(z) = (1+A\A2(z))~*
y N (t) tiene tasa —boLn(n), entonces X (t) de (4.78) muestreado en ¢ € Z proporciona otra
representacion del proceso estacionario G — INAR(1) con funcién generadora de probabil-
idad G(2) = (1 + AMA9(2))~°.

Un proceso estacionario G —INAR(1) con distribucion marginal G-compuesta de Linnik
tiene media finita s6lo si pdg y B'(1) < oo y tendra varianza finita si ademas B”(1) < oo.
Ejemplo 4.7.1.

En van Harn et al. (1982) se mencionan algunos ejemplos interesantes de semigrupos
de composiciéon continua de funciones generadoras de probabilidad con los cuales se puede
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generar un proceso G — INAR(1). Considérese la familia de semigrupos {G*) : 6 € [0,1)}
cuyas funciones generadoras de probabilidad estan dadas por

e (1 — z)
0+0(1—e0)(1-2)

G(z)=1-

r

,t>0,021<1,0:=1-6 (4.79)

. = N\1/0
En este caso se tiene que dg0) = 6, Ug)(2) = (1 —2)(1 —02) y Aqw (2) = (1179'2) .
Notese que para 0 = 0, G corresponde al semigrupo esténdar con G,(ﬂo)(z) =1l—e"+ze "
y la multiplicaciéon ®g ) se convierte en el operador de adelgazamiento binomial.

El proceso AR(1)-Poisson de Mckenzie (1988) es el proceso estacionario G — TN AR(1)
con una marginal G(©)-estable. De forma méas general, el proceso IN AR(1)-Poisson-geomeétrico
de Aly & Bouzar (1994) surge como el proceso estacionario G(?) — INAR(1) con una
marginal G¥)-estable. El proceso G—IN AR(1)-Mittag-Leffler de Pillai & Jayakumar (1995)
(v en particular el INAR(1) geometrico de McKenzie (1986)) es el proceso estacionario
G —INAR(1) con una marginal G(©)-geométrica estable. El proceso IN AR(1)-Linnik de
Aly & Bouzar (2000) (y en particular el IN AR(1) binomial negativo de McKenzie (1986))
es le proceso estacionario g0 _ INAR(1) con una marginal G0 _Linnik.

Finalmente, Zhu & Joe (2003) utilizaron una version reparametrizada del semigrupo G()
para construir un proceso de Markov a tiempo continuo {X;};>0 (con espacio de estados
en NT) a través de la ecuacion

X; = e M) 0 u0 X(s) 4 €(s,t), s<t

donde p > 0y €(s,t) tiene soporte en NT independiste de Xj. v

4.7.3. Reversibilidad en el tiempo del proceso G — INAR(1)

Se dice que un proceso estocastico { X }1cz es reversible en el tiempo si para cualesquiera
teZ,keN (X, Xy1,.. ., Xe + k) v (Xegk, Xerk—1, ..., X1) tienen la misma distribucion
conjunta.

Sea { X} }1ez un proceso G—INAR(1). Por la propiedad de Markov, { X; };ez es reversible
en el tiempo si y solo si para cualquier ¢t € Z (Xy—1,X:) v (X¢, Xy—1) tienen la misma
distribucién conjunta. En términos de la funcion generadora de probabilidad conjunta,
Gx,_,.x.(z1,22), de (X;—1, X¢) que se define mediante

Gx, 1 xi (21, 22) = E(21 71 25%), |z, |eal < 1

{Xi}tez es reversible en el tiempo si y solo si Gx, , x,(21,22) = Gx,_, x,(22,21) para
cualesquiera t € Z y |z1], |22| < 1.
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Por (4.67) y un argumento condicional se puede demostrar que

Gx,_1,x,(21,22) = Gz(22)Gx,_, (21Gr(22)), = —Ln(n),n € (0,1)

Por las propiedades que se enunciaron del proceso G — INAR(1), un proceso {X;}iez
G — INAR(1) reversible en el tiempo (tal que E(X;),E(Z;) < oo) tiene la propiedad que se
conoce como de regresion lineal hacia atrés, i.e. existe ¢ > 0 y d > 0 tal que para cualquier
telZ

E(Xt,1|Xt) =d + CXt (480)

A continuacion se daran las condiciones para que un proceso estacionario G —INAR(1),
con media y varianza finita, tenga la propiedad de regresion lineal hacia atrés.

Proposicién 4.7.7.

Supoéngase que la distribucion {hy}22, satisface
oo
Z hpnLn(n) < oo
n=2

Sea {X¢}ez un proceso estacionario G — INAR(1) con media y varianza finitas con
la propiedad de regresion lineal hacia atras (4.80). Entonces la funcién generadora
de probabilidad G(-) de la distribuciéon marginal de {X;}cz tiene la forma

G(2) = exp <—>\/: BS”) dx)

donde A > 0 y B(z) es la funcién generadora de probabilidad de (4.65).

Demostracion:

Seat € NT y Gx, , x,(z1,22) la funciéon generadora de probabilidad de (X;_1, X;). Por
(4.69) y (7) se tiene que

G(ZlGT(ZQ))G<22)
G(Gr(22))

derivando Gx, , x,(z1,22) con respecto a z; y haciendo z; = 1y 29 = z se tiene que
para cualquier t € Z

Gthl,Xt(le 22) = Y r= _Ln(n)7 77 € (07 1)

E(X; 125) =

G ()G (G (2)
G(Gr(2))
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y por (4.80) se tiene que para algunas ¢ > 0 y d > 0, por el Teorema de Esperanza
Iterada

E(Xi—12%t) = E [2ME(X;-1]Xp)] = c2E(X2™ 1) + dE(2)

para cualquier t € N. Sea Q(z) := Zgég) Nétese que E(X; 12Xt) = G'(z). Por (?) y
por (7) se tiene que

cQ(2) +d = Q(Gr(2))

y entonces

cQ'(2) = GL(2)Q"(G1(2))
y notese que Q'(1) = Var(Xy) # 0; por tanto ¢ = G/.(1) = e %" y

Q'(2) = €7 GL(2)Q(Gr(2))

con un argumento inductivo se tiene que

t—1
Q'(2) = " [ [ GL(G(2)Q (G (2))
j=0

y por la propiedad de semigrupo, junto con (4.63) se tiene que

Geivnyr(z
G1(G (o) = )
para j € 0,...,t. Por tanto,
Q) = e%’"WQ%GtT(z)) (481)

De nuevo, por las propiedades de semigrupo se tiene que

. _ UGH(2) gy
tliglo Gir(2) =1, tliglo Gu) =1 U(l) =-da, y
i G =L gy

t—o00 GtT‘(O) —1

Ademés, como >, hynLn(n) < co, entonces

lim €67 (G (0) — 1) = —1

t—o00

haciendo ¢ — oo en (4.81) se tiene que
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1—-B(z)

Q/(Z) = 5GQ/(1) U(Z)

De las definiciones de A y B se puede ver que ﬁ = —“j((j)) y 1—B(2) = [A(2)]%. Por
tanto, Q(0) =0

l.e.

Q@%=A:?@Mx=Q%DG—LM@WﬂZQKDﬂ@

lo cual implica que

G oy BE)
6 bien
1 X
In(G) = Q) [ B2y

Observacion 4.7.4.

Se puede intercambiar la propiedad de regresiéon hacia atras en esta proposicién por la
propiedad de reversibilidad en el tiempo (que es mas fuerte) v

Observacion 4.7.5.

Para la familia de semigrupos {G) : § € [0,1)} de (4.79), 1a condicion 3%, h,nLn(n) <
oo se satisface (pues hy, = 0 para n > 3). En este caso, la funcion generadora de probabili-
dad, G(z), de esta proposicion se convierte en

e M=) 5ig=0(\>0)
G(Z) = 10 \" .
102 SlO<(9<1(’r’>0)
La distribucion Poisson (o bien la distribuciéon binomial negativa con probabilidad de
éxito #) es la unica distribucion que surge como la distribucion marginal de un proceso

G — INAR(1) estacionario (o bien de un G — INAR(1)) con media y varianza finitos
y con la propiedad de regresion lineal hacia atrés.
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4.7.4. Un proceso G — INAR(p)

Lawrence & Lewis (1980) introdujeron el proceso auto-regresivo mixto de orden p, AR(p)

P
X = IgpmiXi—i+ € (4.82)
i=1

Donde {&} v {€:} son sucesiones independientes de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas tales que 0 < n; < 1, P(& = @) = ¢, @ = 1,2,...,p y
P ¢ = 1. Los autores obtuvieron la distribucion de la variable de innovacién €; para
el proceso estacionario AR(p) con una marginal exponencial. Pillai & Jayakumar (1994)
fueron més alla y obtuvieron la distribucion de ¢, para un proceso estacionario AR(p) con
marginal Mittag-Leffler sobre R*. Utilizando el operador binomial de Steutel & van Harn,
Jayakumar (1995) hizo una definicién analoga a (4.82) discreta y construyo el proceso dis-
creto IN AR(p) Mittag-Leffler.

En esta seccion se estudiara un proceso generalizado I N AR(p) usando el operador Og.
En particular, se obtendra la distribucion marginal del proceso estacionario /N AR(p) con
una marginal G-geométrica estable.

Definicion 4.7.9.

Se dice que una sucesion de variables aleatorias {X;}+cz tal que sop(X;) € NT es un
proceso G — INAR(p) si para cualquier t € Z

p
Xp = Iig,epi O Xei + Zi (4.83)
i=1

donde {& }iez v {Zt}iez son sucesiones independientes de variables aleatorias inde-
pendientes idénticamente distribuidas tales que sop(&), sop(Z;) € NT, my,...,ny €
(0,1), ]P)(ft :i) = Ci, 7= 1,2,...,py Z?:lci =1

La multiplicacion generalizada n; ©®g X¢—; en (4.83) se realiza de forma independiente
para cada i. De manera mas formal, se supone la existencia de p arreglos independientes
{Yi(z) 1 €Nt €Z}, j=1,2,...,p de variables aleatorias independientes e idénticamente
diséribuidas, independientes de {{; }iez, independientes de {Z;}iecz tales que para cada
j €1{1,2,...,p}, el arreglo tiene la misma funcién generadora de probabilidad G, ; =

—Ln(n;) y
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Xy

n©Xiej =y Y7,
i=1

En términos de funciones generadoras de probabilidad se sigue que

Gx,(z (Z ¢iGx,,(Gr, ))) Gz(2), ti=—Ln(n)

La estructura de auto-correlacion del proceso estacionario G — INAR(p) esta dada en

la siguiente proposicién y en su corolario.

Proposicion 4.7.8.

Supéngase que »_ o7 on(n — 1)h, < oo. Sea {X;}cz un proceso estacionario G —
INAR(p) tal que E(Xp), Var(Xo) < oo, pz = E(Zy) < ooy Var(Zy) < co. Sean
{(ci,mi)}Y_; como en (4.83). Entonces,

(i) Para cualquier t € Z,

P -1
E(Xt) = pz (1 - ZCW?G>

=1

(ii) La funciéon de autocovarianza, (k) = Cov(Xy_g, Xy), esta dada por

p = 3 —0-
’)/(k) = =1 clnz 7( ) += sl k= 07 (484)
[ 01771 Sy(k—1i) sikeNt

. (1-U"(1) e ) 2
= — E E ¢
_—JZ+< m > (Xo) 17 —HEXO 2

Demostracion:

La estacionariedad implica que y(k = v(—k). Utilizando (4.83), (4.64) y el teorema de
esperanza iterada se tiene que

E[X; (1 ©c Xe—k)] = 1OB(X—k Xi—i), i=1,2,...,p
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de donde se obtiene que
E(XiXi—k) Z i CE(X ik Xi—i) + E(Z)E(X;—)

Con esta ultima ecuacion y la expresion para E(X;) se tiene la expresion para (k) y
como U"(1) existe (pues Y > ,n(n —1)h, < co) se tiene que

26 . —
ZCQnZ ¢4+2 Z czcjnZ ?7] Y —i)+=
1<i<j<p

g

La sucesion {v(k)}rez estd completamente determinada por (4.84) una vez que se en-
cuentran los (k). Los v(k) son solucion del sistema lineal (4.84) restringidoa k = 0,1,...,p.
Como Y P, cmf < 1, este sistema tiene una tnica solucién dada por

r,=21I-C)"'c

donde T'), = (7(0),7(1),...,v(p))- I € Mptrixp+1(R) es la matriz identidad y C €
Mpt1xp+1(R) es la matriz cuya entrada (7, j) es igual al coeficiente de () del lado derecho
de la j-ésima ecuacion de (4.84) y 4,5 =0,1,...,p, ¢ = (1,0,...,0).

Corolario 4.7.2.

Supéngase que » 7 ,n(n — 1)h, < oo. Sea {X;}cz un proceso estacionario G —
INAR(p) tal que E(Xy),Var(Xo) < oo, pz = E(Zy) < ooy Var(Zy) < oo. Sean
{(ci,mi)}_; como en (4.83). Entonces para k € NT la funcién de autocorrelacion

estd dada por
p
1
pr =Y it pr—i
i=1

donde pp =1

Ahora, se determinaré la distribucién marginal de la sucesion de innovacion de un pro-
ceso estacionario G — INAR(p) con una distribucion marginal G-geométrica estable (cuya
funcion generadora de probabilidad esta dada por (?77?)). Antes de hacer esto se enunuciara
un lema.
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Lema 4.7.1.

; (7’) R nq Ajj n; _
Para i = 1,2, sea fo'(r) = > 0%, Cijgatr> T = 0, ai; >0, ¢ 20y D iy cij =
1. Si maxi<j<p, a1; < minj<i<p, az;, entonces existen cj,C > 0y dip > 0 tales que

ZIE"Q ! ¢, = 1y dj, estrictamente creciente (con los dj’s siendo los ayy’s en orden
creciente para E=1,2,....,n1)y
(1)( t1+ta—1

"
Fers =<0t Z kdk—i—r

*

Demostracion:

Notese que ffi) es la transformada de Laplace-Stieltjes de una mezcla de distribuciones
exponenciales. Agrupando y re-ordenado si es necesario se supondra sin pérdida de gen-
eralidad que 0 < a;; < ... < aj, @ = 1,2. Por un resultado de Feller (1971) se tiene
que

_c bin+r b1 +r 1
; ...
a;1 +r Qit,—1 + T Qg + 7

donde 0 < a;1 < b1 < a0 < bjo < ... < bi,ni—l < ai; ¥ C; > 0.

(o)

t1 +t2 1 1.
720

El hecho de que a1, < a1 y = 1 implican que ¢j, > 0y > ;" Cp =

Proposicion 4.7.9.

Si X; es un proceso estacionario G — INAR(p) con marginal G-geomeétrica estable
(con funciéon generadora de probabilidad dada en (?7), entonces

P
d
Zt = E Iiv,—jBj ©c Et
=0

donde {V;}1ez v {Ei}1ez son sucesiones independientes de variables aleatorias inde-
pendientes tales que P(V; = j) = ¢}, j =0,1,...,p, Z?:o cj =1, E; tiene la misma
distribucion que Xy, Bo =0, fr =1y fo,..., 58, € (0,1)

Demostracion:

Usando (4.63), (?7) v (??) se tiene que
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(1+ )\A(z)@)_1
>y ciai(ai + AA(z)e) !
con A>0,0€(0,0¢] ya;=mn;®>1,i=1,2,...,p. Aplicando el Lema anterior a esta
generadora con t1 = 1,2 = p,a11 = l,a9; = a; y r = AA(2)¢ se tiene que

Gz(Z> =

p
Gz =cp+ A1+ A=)+ &1+ ABIA(2)°) ! (4.85)
7=2

O
Observacion 4.7.6.

En la demostracién de esta proposicién se exhibe que en el caso de un proceso esta-
cionario G — IN AR(p) con marginal G-geomeétrica estable, la solucion (4.85) de (?7) existe
para el rango completo de p, {r;} y {ci}. El reciproco de esta afirmacién también es cierta.
Es decir, si G es la funcién generadora de probabilidad de una distribucién no degenerada
tal que (4.85) es la solucién de (??) (donde Gx, (z) = G(z) para cualquier k) para el rango
completo de p, {r;} y {¢}, entonces G necesariamente G-geomeétrica estable. Esta es una
consecuencia directa de la proposicion (??) ya que cuando p = 1, las hipotesis se convierten
en

G(2) = G(Gr(2)[e(r) + (1 = ¢(r)G(2)]

\%

Pueden surgir mezclas finitas de distribuciones G-geométricas estables como marginales

de procesos estacionarios G — IN AR(p). Tales distribuciones tienen funcién generadora de
probabilidad de la forma

2)=> g1+ XA%2)"! (4.86)
j=1

donde ¢ € (0,0¢], A\j; > 0,¢; >0y Z;’;l ¢; = 1. Resolviendo (??) para Gz con Gx
como en (4.86) se tiene que

27y 4jbi(by + A%(2) 7!
o1 2 €igibij (bij + A2(2)) 7!
donde bj = 1/)\] y bij = bjn;g. Si

Gz(z) =

MAX]<ij<m \i -
MEsism & in g ¢
mini<j<m A; 1<i<p

entonces se puede aplicar directamente el lema anterior (con t1 = m, t3 = p, las aj;’s son
las by’s, las agy’s son las b;;’s y r = A9(z)) demostrando asi que Gz es la funcién generadora
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de probabilidad de una mezcla de distribuciones G-geométricas estables y la distribucion
degenerada en 0.

Se puede utilizar una familia de semigrupos {G@ : 9 € [0,1)} de (4.79) para construir
procesos estacionarios G — IN AR(p) con marginales G-geometricas estables (o mezclas fini-
tas de las mismas). Un caso particular es el proceso de Mittag-Leffler IN AR(p) de Jayaku-
mar (1995) es un proeso G(O) — INAR(p) con una marginal G-geométrica-estable. Como se
acaba de mencionar, pueden surgir mezclas finitas de distribuciones discretas Mittag-Leffler
como la marginal de un proceso GO0 — INAR(p).

Finalmente, se debe mencionar que se puede construir un proceso G — INAR(p) mas
general usando la definicion de Latour (1998) del proceso INAR(p). En este caso, (4.83) se
convierte en

P
Xt = Z ni Oc Xt—i + Zi (4.87)
i=1
donde n1,m2,...,mp € (0,1) vy {Z}1ez es una sucesion de variables aleatorias tal que

sop(Z) € N* con media pz y varianza 0% finitas. Por Latour (1998) un proceso estacionario
INAR(p) con media finita del tipo (4.87) existe si y so6lo si

P
anc <1
i=1

La Proposicion (?7) y el Corolario (??) siguen siendo validos haciendo unas pequenas
modificaciones, obteniéndose

P —1
E(Xt) = pz (1—277?6') :
=1

y funcién de autocovarianza

PmS) + By sik=0;
v(k) = p  dc . . T
iz M y(k—i)  sikeN
donde
B U//(l)
U'(1)

P
B =%+ (1 ) E(Xo) S ne(1 — o)
=1

y funcién de autocorrelacién

p
5
Pk =Y 1% Pri
=1




Capitulo 5

MCMC para procesos ARMA de valores

enteros

5.1. Introduccién

En los capitulos anteriores ya se dieron algunas definiciones y ejemplos de modelos
de series de tiempo enteras desde diferentes perspectivas. También se menciond que algu-
nas metodologias estudiadas en series de tiempo como los modelos ARMA (modelo auto-
regresivo y de medias moviles univariados) son inadecuadas ya que suponen que los datos
pueden tomar cualquier valor de R y particulamente pierden sentido cuando se trata de
datos de conteo con baja frecuencia en los cuales aproximaciones continuas de procesos
discretos son bastante inapropiados.

Si bien los procesos INARMA han sido muy estudiados los tltimos 30 anos, son mucho
menos utilizados y entendidos que los procesos ARMA. En particular, la inferencia acerca
de los parametros del proceso INARMA ha sido bastante limitada. Casi se ha restringido a
los procesos INAR(1) desde las perspectivas clasicas y bayesianas.

5.2. Repaso del proceso ARMA con valores enteros

Aunque ya se di6 un gran catélogo de modelos de series de tiempo enteras, se repasara
el modelo ARMA de valores enteros que se utilizara con el fin de restringir la atenciéon de
simulacién a éste y unificar la notacién que se utilizaré.

283
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Definicién 5.2.1. (Proceso de serie de tiempo INARMA)

Se dice que una serie de tiempo { X };e7 sigue un proceso ARMA con valores enteros
con parametros py ¢ (INARM A(p,q)) si es un proceso de medias moviles autor-
regresivos (ARM A) con parametros p,q y para cualquier ¢ € Z, sop(X;) C Z que
satisface la siguiente ecuacion en diferencias

P q
Xt:ZaioXt_i—l—Zﬁont_j—i-Zt, tez

i=1 j=1
para algunos operadores generalizados de Steutel & van Harn a1,...,apy Bi1,. .., By;
y {Zi}1ez son idenpendientes e idénticamente distribuidas de acuerdo con una vari-
able aletoria no negativa que tome valores en los enteros arbitraria, Z (pero es-
pecificada) tal que E[Z2] < co. También se supondra que todos los operadores son
independientes.

Si bien los procesos IN AR(p) se definieron (y han sido analizados) para cualquier oper-
ador generalizado de Steutel & van Harn, por ahora se restringira la atenciéon a operadores
binomiales.

Se utiliza el operador binomial ya que es una eleccién natural de un operador gen-
eralizado de Steutel & van Harn en muchas situaciones. Sin embargo, la mayorfa de los
procedimientos y resultados presentados se pueden extender para operadores de Steutel &
Van Harn de manera muy sencilla.

Definicién 5.2.2. (Operador binomial)

Considérese una variable aleatoria W > 0 c.s tal que sop(W) C Z. Se define el
operador binomial, yo, para la variable aleatoria W como

oW = S S%W>0;
0 siWwW=0

donde ¢ ~ Bin(W,~) con v € [0,1).

Para asegurar que el proceso INARM A(p,q) sea estacionario de segundo orden se
requiere que o = (g, g, . .., () sea tal que las raices del polinomio de grado p
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2P — Pl — P2 — . — Qp—1T — Oy

estén dentro del circulo unitario. Sin embargo, se utilizara el criterio de que Y 7 _; a; < 1
para asegurar que el proceso sea estacionario. Dicho criterio es mas fuerte pero es mas
facil de verificar. Notese que los requisitos para garantizar la estacionariedad en los pro-
cesos INARMA(p,q) son andlogos para garantizar la estacionariedad en los procesos
ARMA(p, q). Se anadird una restriccién para 3 = (51, 02,...,04) ¥ esta es 23:1 B < 1.
Para procesos ARM A(p, ¢) univariados esta condicién es suficiente para que la serie de tiem-
po sea invertible. Sin embargo, para procesos IN ARM A(p, q) no se sabe si dicha condicién
también garantiza la invertibilidad.

Una extension natural para los procesos INARM A(p,q) es la incorporacion de un
término de ruido Dy. Si {W;}4ez denota un proceso INARMA(p, ¢) con ruido, entonces

Wt:Xt+Dt

donde { X }1ez es un proceso INARM A(p, q) v { D+ }1ez es una sucesion de variables aleato-
rias independientes e ideénticamente distribuidas no negativas tal que sop(D;) C Z. Ademés
se supondra que los procesos { X }iez v { Dt }tez son independientes.

Una suposiciéon particular en esta seccién de implementacion es que Z; v Dy tienen
distribucién Poisson; sin embargo, se pudieron considerar algunas distribuciones discretas
alternativas (como las que se discutieron en el capitulo anterior 6 algunas opciones auto-
descomponibles discretas).

5.2.1. Naturaleza de los datos que se estudiaran

Evidentemente las datos en series de tiempo entera son sucesiones de nimeros que for-
man una serie de conteo. Se supondra que se observa parte de la serie de tiempo y que se
cuenta con todas las observaciones para la seccién de tiempo observada. Por supuesto la
metodologia que se desarrollara se puede generalizar para incorporar datos faltantes (al con-
siderar los datos faltantes como parametros adicionales que se deben incorporar al modelo).
Para el proceso INARM A(p, q) se supondré que los datos, i.e. la serie de tiempo observada
es x = (T1-p, T2, ..., Ty) donde r = méx{p,q} para algin n € NT. Para un proceso
INARM A(p, q) con ruido aditivo los datos estan dados por w = (w1—_p, Wa—p, ..., wy,) para
algin n € NT. Sin pérdida de generalidad se supondra que r < n.
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5.3.  Verosimilitud y algoritmos MCMC

5.3.1.  Verosimilitud del proceso INARM A(p, q)

A partir de ahora, se supondra que Z ~ Poisson(\) y ademéas que los parametros p > 0
y q > 0 del proceso INARM A(p, q) son conocidos (el procedimiento se simplifica consid-
erablemente si p =06 ¢ = 0)

Para una serie de tiempo observada

X = (T1—p, T2y, ..., Ty) con r = max(p, q)

se tiene interés en hacer inferencia acerca de los pardmetros a, B y A que se suponen de-
sconocidos. La inferencia de la distribucion predictiva m pasos adelante (m-step ahead),
XPred — (X, 11, Xng2, .-, Xnim), €s trivial pues dados los parametros, predecir es muy
facil i.e. una vez estimados los parametros, la prediccion es muy sencilla.

Con el fin de facilitar la inferencia para el proceso INARM A(p, q) es necesario aumen-
tar la informacién como sigue:

Para t € Z, sean

Yii=0a;0X; ;conie{l,...,p}
Vij =pj0Z_jconje{l,...,q}

entonces, para t € Z se tiene que

p q
Zi=X; =Y Yii— Y Vi,
i=1 j=1

Parat € Z, definase Y; = (Y1,Y22,..., Y1), Y = (Y1, Y2,...,Y,), Vi= Vi1, Vio, ..., Vig),
V = (Vl,VQ,...,Vn) y Zt = (Zl,Zg,...,Zt). Para t € N+ YV = (yt,layt,Za-'-yyt,p)y

Yy = (Y5,¥2-¥n), Vi = (U1,002,...,019) Y V = (V1,V2,...,vy). Para ¢ € NT sea
zZiN = (21-q, 22—¢;- - -+ 20), que representa los valores iniciales de Z y para t € NT sea
zt = (21,22, ...,2) donde zg corresponde a ninguna observacion.

Notese que dado (z7n,Zi—1,%X¢—1, ¢, 3,\) cada una de las componentes de (Vy, Yy, Zy)
es indepeniente, donde x5 = (z1_, T2, ..., Ts) (para s > 0). Por tanto, para t € N*
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ft(vt7Yt7 Zt|ZINa Zi—1,Xt—1, avﬁ? )‘) = ft(zt|ZINa Zi—1,Xt—1, awB, )‘)

q P
11 fiwslzin, 21, %11, 0,8, 0) (H feyeilzin, ze—1, %1, 0, B, A))

j=1 i=1

A# A ! Tt—i\ yei d Zt— v
— 7'6— H Ozit’l(l _ Oéz wt i—Yt,i H —J tJ(l _ 6j)ztfj_vt,i
2t i1 Yt ot Vt,j

pero por el teorema de Bayes

ft(Vt, Y Zt\xt, ZIN,Zt—1,Xt—1, 0, 3, )\)

Je(@e| Ve, Yo, 2, 21N, Ze—1, Xe—1, @, B, A
= feye ot B X S8 f vy slan a1 1,080
) — 1 — 1 b )

lo cual implica que

ft(vt>y1‘7 Zt‘Xa ZIN,Zt—1, avﬂa )‘)

A% = . (xt—Z) Yt,i d < ) v s s
xX —e o’ Ji 1—Oé Tt—i—Yt,i t] 1_6 24—Vt
2! (};[1 Yii ) " ( H vt ( i)

Jj=1

sujeto a las restricciones

zt + Zyt,z‘ + th,j =x v <z (Ge{l,....q}) yuyi <x (i €{l,...,p}),
i=1 j=1

en otro caso fi(ve, ¥y, 2t|X, 21N, Ze—1, a0, B, A) = 0,

Y por lo tanto,

n
f(V,y’Zn‘X, ZIN, avﬁa )‘) = Hft(vtayt7 Zt’X7Z1N7Zt—17 aaﬁv A)
t=1

Sin embargo, los pardmetros o, 3, y zyny son desconocidos. Por tanto, desde una
perspectiva bayesiana, se le asignaridn densidades apriori a cada uno de estos parametros:

p
m(a) x pl, a; €[0,1), i € {1,...,p}, Zai <1
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q
7T(IB) O(Q'a B] € [071)7 ] € {la"'aq}a Zﬁ] <1
=1

A ~ Gamma(Ay, B)) para algunos Ay, By > 0

Es decir, se le asigné aprioris no informativas para a y 3 sobre el espacio parametral
permisible.

Para 1 —r <t <1, se tomara z;|\, x ~ Poisson(\) sujeto a que z; < x4 no s6lo por que
la apriori de Z; es Poisson con media A sino que también por definicién z; < 4.

Por tanto, la verosimilitud de (V,Y,Z,,Z;n, «, 3, \) dados los datos x esta dada por

f(v,y,zn, ZIN, @, 3, )“X) = f(va}I,Zn‘Z]N, a, 3, A>X)W(Q)W(IB)T‘—(ZINP"X)T(()‘)

Y por tanto,

n p
)\Zt _ xtfi Yt.i L .
fvayaz ,ZINaa7B7)\X X & A ( )O[ * 1— o Tr—i—Yt,i
vy 1% (T (et -

q .
Zt—q Vg i 2 Uy _ ] [ AFL—i _
8 II <1j ]>’BJ’M(1 — By)Te T Pxhe 1177 ¢ "

j=1 t.J

De la ecuacion anterior se tiene que las distribuciones posteriores para «; (i € {1,...,p}),
Bi (7 €{1,...,q}) v A estan dadas por

n n
ai‘vﬂyv Zp,ZIN, ai_7ﬁ7 )‘7X ~ Beta (1 + Zyt,iv 1 + Z(xt—i - yt,i))

t=1 t=1

donde a;— = (a1, ..., @i—1, 441, ..., Qp), sujeto a la restriccion ) ap < 1

n n
Bilv, ¥, Zn, ZIN, @, B;_, A\, x ~ Beta (1 + th,j, 1+ Z(zt_j — vt,j)>

t=1 t=1

donde B;_ = (81, .-, Bj-1,B8j+1,---,54), sujeto a la restriccion ) f; < 1, y finalmente

n
ALY, 2o, 20, 0, Box ~ Gamma | A+ S 2, By+n+q
t=1—q
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5.3.2.  Algoritmo MCMC

A continuacién, se describird un algoritmo MCMC para hacer la estimacion de los
parametros

(Paso 1:) Actualizar

Se simularan «; utilizando el siguiente muestreo de Gibbs/rechazo:

(i) Simular de una valor propuesto para «; de una distribucion

n n
Beta (1 + yn 1+ Y (i — ym)>
t=1 t=1

(ii) Si el oy simulado satisface > oy < 1, entonces se acepta y actualiza el valor de
a;. En otro caso, se regresa al paso (i).

(Paso 2:) Actualizar 3

Se simularan f; utilizando el siguiente muestreo de Gibbs/rechazo:

(i) Simular de una valor propuesto para /3; de una distribucion

n n
Beta (1 + Z Vg5, 1+ Z(Zt—j - Ut,j))
t=1 t=1

(ii) Siel B; simulado satisface ) /5 < 1, entonces se acepta y actualiza el valor de
B;. En otro caso, se regresa al paso (7).
(Paso 3:) Actualizar A

Simular A de su distribucién condicional

n
Gamma | Ay + Z zt, By +n+q
t=1—q

(Paso 4:) Actualizar (v,y,z,)

En un tiempo dado, un conjunto de componentes (v¢,y,,2¢) 6 es fijo 6 es aleatorio.
Se utilizara el siguiente algoritmo de Metropolis-Hastings con instrumental indepen-
diente:

(i) Parai € {1,...,p}, simular y; ; de la distribucion Bin(z;—;, o)
(ii) Para j € {1,...,q}, simular v ; de la distribucion Bin(z—;, B;)

(iii) Siay <21 v, + > i1 i, entonces repetir los pasos (i) y (ii)
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(iv) Hagase z; = @ — (25:1 U;f,j + 20 ?/{m)
La distribucion (instrumental) de (v}, y}, z;) es independiente de (v, yy, 2¢) v de-
pende solo de (x,z1n,Zi—1,, B). Sea ¢(v},y}, 21|X, 21N, Zt—1, &, 3) la densidad
condicional instrumental para (v},y}, z;) dado (x,z1N,Zi—1, @, 3).

(v) Calcular la probabilidad de aceptacion

A = min { f(V,7Y/aZ;L|X7ZIN7 a?ﬁ? A)Qt(vtvytv Zt‘X7 ZIN,Zt—1, a?ﬁ) 7 1}

f(V, Yy, Zn‘X, ZIN, O, /67 )‘)Qt(vgﬁ y;fa ZHX, ZIN,Z¢—1, O, ﬁ)

Notese que para s # t, (vh,y%, 2.) = (vs,y,, 2s). Por tanto, en la distribucion in-
strumental que se escogié en los pasos (i) y (ii) la mayoria de los términos de las
probabilidad A se cancelan y por tanto

, 2! ’_

A = min {f')\zt “ By, 1}

PA
t

donde B,, =1 parat=ny parat € {1,...,n — 1} se tiene que

77
Zt: Zt vt+j,j !

b JITAT ™ G- B) i > vy (1<) < minfg.n - 1))
t p—
0 en otro caso

Por tanto, si se acepta un movimiento entonces hagase (vy,yy, z¢) igual (v},y}, 2;), en
otro caso (v¢,yy, 2¢) permanece sin cambios.

(Paso 5:) Actualizar zry

En un tiempo dado, una componente es fija ¢ es aleatoria. Para actualizar z; se
utilizara el siguiente algoritmo, (para t € {1 —¢,...,0}

(i) Simular z; de la distribucion Poisson(\)

ii) Siz; > x4, repitase el paso (i); Por tanto, la probabilidad instrumental es
t ) p p ’

o(eia ) = T

donde F)\(+) es la funcion de distribuciéon de una variable aleatoria con distribu-
cion Poisson con media .
(iii) Calcular la probabilidad de aceptacion
Il LA (o x) )
f(V7 Y, Zn|X7 ZIN, &, /67 A)7-[-('215|A)q(zwé|)‘7 X) 7

; q 2y (2t —Vig4,5)! r_ . . .
mln{ Jj=1—t zi!(z:';fvzi:.;)! (1 - 5J')Zi Zt’ 1} 81 Z?,f > Vi+j,j (1 —t<j< Q)7

0 en otro caso

A = min{
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Es decir, se describi6 un algoritmo MCMC para obtener muestras de las distribu-
ciones posteriores de los parametros del modelo (o, 3,)\) y los datos aumentados
(v,¥,2Zn,z1N). Generalmente se tiene mayor atencion en la distribucién posterior de
los parametros del modelo 7(a, 3, A\|x) (que se puede obtener facilmente con el algo-
rimo que se describio).

En el analisis de series de tiempo generalemte se tiene interés en las propiedades

predictivas del modelo. Desde una perspectiva Bayesiana, se tiene interés en la dis-

g . : i d d
tribucion predictiva m-pasos hacia adelante, X27°? ie. en m(xh*|x), donde x5, =

(Tnt1s Tnt2y - - -y Tntm). Se puede ver que

1 1 poo
wed = [ [ [T Y aed i pa ko = 1%
0 Jo JO k 1

x7(e, B, A\, z1n =k, z, = 1|x)dA\dBda

Por tanto, para obtener muestras de X%‘ed, el algoritmo MCMC se puede extender
de la siguiente forma:

(Paso 6:) Actualizar X7

Se actualizard una componente a la vez, desde x,41 hasta z,,,,. Entonces para k €
{1,...,m}, similese 2,1 de la distribucién Poisson(\), ynik,: de la distribucion
Bin(xnik—i, i) (0 € {1,...,p}) ¥ Ungr,; de la distribucion Bin(zpr—j,53;) (J €
{1,...,q}). Finalmente, hagase

p q
Tn+k = Zntk T E Yn+k,i + E Un+k,j
i=1 j=1

Por tanto, se obtuvo una observacion (2,4, Zn4x) de la distribucion

d
W(zn-i-ka xn+k|aa 5) )\a Zn,ZIN,X, XZTl)

Entonces, con el paso 6 de este algortimo se puede obtener una muestra de la dis-
tribucién posterior predictiva de X2 r(xbre?|x).
5.3.3.  El caso del proceso INAR(p) con ruido aditivo

Ahora, se analizara un proceso IN AR(p) con ruido Poisson, D; ~ Poisson(u). La prin-
cipal diferencia entre el proceso IN AR(p) (estandar 6 sin ruido) es que x = (21—p, Ta—p, . . ., Tn)
del proceso IN AR NO se observa, por tanto se aumentaran los datos para incluir x. Notese
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que dado x, se obtiene d = (di—p,da—p, ..., d,) pues wy = ¢ + d;.

Supéngase que «, \, i v X son conocidos. Entonces, para t € N*

<$ti> O[?t’i (1 o ai)xt—i_yt,i

Yt i

zZ

A%t —)\th — a
ft(dhyl‘/uzt‘waxvav)\)ﬂ) X 7t!6 Tt!e H

sujeto a las restricciones

P
di = wy — y, Zyt,i ta =z Y <z (P€{L,...,p}).
i=1
y en otro caso
ft(dt7Yt7 zt|W7X> a, >\’ M) = 0. Por tanto,

f(d7y7zn|W7X7 (8 )‘nu) - H ft(dt7Yt7 Zt‘W7X7 o, )‘nu‘)
t=1

donde m(a) x 1,0 < oy < 1 (i € {1,...,p}), D7 i < 1y m(\) es la densidad
Gamma(Ay, By) para algunos Ay, By > 0. También convenientemente (por ser conjugada)
se dira que w(p) es la densidad Gamma(A,, B,,) para algunos A,, B, > 0, por tanto la
distribucién posterior w(p|w,d,x,y, z,, &, A) es

n
Gamma | Ay + Z di, Bu+n+p
t=1—p

El algoritmo MCMC descrito en la seccion 5.3.2 se puede adaptar facilmente para incluir
el término de ruido. Los pardametros (o, A,y,z,) se actualizan exactamente como en la
seccion 5.3.2 usando la informacion aumentada x (y con ¢ = 0). Por lo tanto, sélo se requiere
el procedimiento para actualizar los parametros (x,d, ). Sean x,, = (1,2, ...,2,), d,, =
(dl, dg, ce ,dn), XIN = (xlfp, To2—yenny 1‘0) y d]N = (dlfp,dgf, cen ,do). Por tanto, x =
(x7n,%n) vy d = (drn,dy). El siguiente algoritmo se debe agregar después del quinto paso
del algoritmo MCMC de la secciéon 5.3.2.

(Paso 1:) Actualizar (x,,,dy,z,)

Se actualizard una terna (z¢,dy, 2¢) a la vez, ya sea en un orden fijo 6 aleatorio. Se
utilizara el siguiente algoritmo de Metropolis-Hastings:

(i) Simulese dj de la distribucion Poisson(u) y hagase xj = w; — dj.

(i1) St a2} < Y7 | yis, entonces repitase el paso (i).
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iii) Hagase 2} = 2} — >P . y;,;. Notese que la distribucién propuesta para (x}, d}, 2/
g t t i=1Yt, tr Qs 2t
depende s6lo de p; por tanto se denotara por q(z},dy, z;|p) para la densidad
propuesta.

(iv) Calculese la probabilidad de aceptacion, A, de movimiento:

A — min { f(d,7y7 Z'/n|W7X/7 «, )‘Hu’)q(dt? 2t xt‘:u’) 1}
F(d,y, 2w, %, 0, X, p)q(dy, 2, wh|p)

En la expresién anterior la mayoria de los terminos del numerados y denominador
se cancelan, obteniéndose

, Zt! ’_
A =min{l, - \*"* By}
2!
donde B, =1y parate {l,...,n— 1},

, i n—t al — i) ’_ . . ,
B, — {mln{H;mrll{pn }%(1 — )T 1} sty > yirii (1 <4 <min{p,n—t});

en otro caso

Por tanto, si se acepta el movimiento hagase (4, ds, z;) igual a (z},d}, z;) y en otro
caso dejar a (xy,dy, z;) sin cambios.
(Paso 2:) Actualizar (x7y,d7N)
Se actualizard una pareja (x4, d;) a la vez, ya sea en un orden fijo 6 aleatorio. Se
utilizara el siguiente algoritmo:
(1) Simulese d; de la distribucion Poisson(u) y hagase xj = w; — dj.
(ii) Siz; < 0, entonces repitase el paso (i). Sea g(d}, z}|p) la distribucion propuesta.

(iii) Calculese la probabilidad de aceptacion, A, de movimiento:

A — min { f(dl, Yy, Zn|wa X,a o, )\7 H)Q(dt, xt|/“l') 1}
f(d,y, znw,x, 0, A, ) (dy, )

Esta se reduce a

, Al — Q.4 | /I _ . .
{mm {Hle_t 72,&_321“;, (1 — )%t 1} sty > yigii (1=t <i<p);

0 en otro caso

Por tanto, si se acepta el movimiento hagase (x¢,d;) igual a (z},d}) y en otro
caso dejar a (z¢,d;) sin cambios.
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(Paso 3:) Actualizar p

Simular p de la distribucion

n
Gamma | A, + Z di, B, +n+p
t=1—p

Entonces, se obtendran muestras de las disribuciones posteriores (predictivas) de
WPed — (W1, Wi, .., Waim), X2 6 de ambas ya es muy sencillo y consiste
en agregar el siguiente paso del algoritmo MCMC anterior.

(Paso 4:) Actualizar (x5 whre?)

Se actualizara una pareja de componentes a la vez, desde (2,41, wp+1) hasta (Zn4m, Wntm)-
Entonces para k € {1,...,m}, similese 2z, de la distribucién Poisson(\), yn+x,; de

la distribucion Bin(x,1k—i, ;) (1 € {1,...,p}) v dpti de la distribucion Poisson(u).
Finalmente, higase

p p
(Trtk Wntk) = <2n+k: + Z Yn+k,i> Zntk + Z Yntki T dn+k>
i=1 =1

5.4. Algoritmos para determinar el orden

En general, los algoritmos MCMC son una herramienta ttil cuando se estudian procesos
INARMA ya que la inferencia utiliza data augmentation; pues la verosimilitud para los
parametros del modelo es poco manejable, pero seleccionando cuidadosamente informacién
extra la verosimilitud se vuelve més tratable y se hace un poco més directo el analisis in-
ferencial.

Se estudiaran dos metodologias que consideran a p y a ¢ como parametros del mod-
elo. La primera, es una extensiéon del algoritmo de la seccién 5.3.2. Ya que el niimero de
parametros en el modelo depende de p y ¢, es necesario desarrollar un algoritmo MCMC
que tenga movimientos entre diferentes espacios parametrales. Esto se hace mediante un
algoritmo MCMC de saltos reversibles (RJMCMC) (este algoritmo se define a detalle
en Green(1995)). El principal inconveniente que se presenta en el uso de los algoritmos
RJMCMC con movimientos entre diferentes espacios parametrales es que la probabilidad
de tales movimientos puede ser muy baja. Se evitara este tipo de problemas analizando un al-
goritmo RJMC M C muy eficiente, aprovechando la estructura del modelo INARM A(p, q).
En particular, se identificard un parametro particular que se puede estimar directamente
de los datos y utilizar este pardmetro para construir movimientos eficientes entre espacios
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parametrales.

La segunda metodologia utiliza data augmentation en un contexto de estimacién maxi-
mo verosimil a través de un algoritmo EM. Este algoritmo EM se puede utilizar para p y ¢q
fijos y comparando la verosimilitud correspondiente mediante algin criterio de seleccién de
modelos como el BIC (tal como se hace en el caso del ARM A estandar). Desafortunada-
mente, dicho algoritmo EM sélo se puede construir para procesos INAR(p) (con la especi-
ficacion de Du &Li), aunque una posible soluciéon para el caso general de INARM A(p, q)
es utilizar un algoritmo EM de Monte-Carlo. Sin embargo en este caso no se podra calcular
la verosimilitud correspondiente, luego entonces, una comparacién de modelo a través del
criterio de informacién NO es posible. Se discutira cémo el algoritmo RJMCMC' se puede
utilizar para determinar con cierto grado de precisién un parametro inicial para el algoritmo

EM.

5.4.1. Algoritmo MCMC con saltos reversibles

Ahora, el algoritmo que se describié en la seccién 5.3.2 se utilizard como sub-algoritmo
para los movimientos dentro de un modelo (para p,q fijos). Ahora se discutird acerca del
paso de cambio de orden. En cada iteraciéon, se propone incrementar 6 dismininuir el orden
por 1 unidad al orden del AR, donde cada movimiento (ya sea descendente o ascendente)
se hace con probabilidad 0.5. Esto es sujeto a las restricciones de que p esté entre p =0y
Pmaz- S hard lo mismo con el orden M A con restricciones entre ¢ =0 ¥ Gmaz-

Antes de estudiar un algoritmo de determinacion del orden se considerard el modelo
INARM A(p, q) y se describiran las principales caracteristicas de este algoritmo RJMCMC.
El RIMCMC es una herramienta muy util; sin embargo, frecuentemente hace gran can-
tidad de movimientos de cambio de modelo ineficientes, i.e. la probabilidad de aceptar
movimientos entre diferentes modelos (6rdenes) puede ser extremadamente baja. Brooks et
al. (2003) consideran que no hay una forma genérica de construir algoritmos RJMCMC
eficientes en este sentido. Sin embargo, un buen entendimiento del modelo puede hace que
se desarrollen algoritmos RJMCMC eficientes.

Notese que si la serie de tiempo es estacionaria entonces

p q

E(X:) =Y B(Xi—)+ Y E(Z_;) +E(Z_;)

i=1 j=1

donde E(X;) = E(X;) para cualesquiera s,t € Z. Ademés si Z ~ Poisson(\) entonces

1 +Z?:l 6.7 _

E(X;) = )\—m—m—— =
(%) 1‘2?:10%'
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El punto clave que se aprovachara es que k se puede estimar de forma adecuada a partir
de los datos mediante & = %Z?Zl x;. Por tanto, aunque la informacion respecto a (a, p),
(B,9) y A no esta disponible directamente, los datos son extremadamente informativos
con respecto a k. Ademas, con el algoritmo que se estudi6 en la secciéon 5.3.2 se obtienen
observaciones independientes e idénticamente distribuidas de la distribucién posterior de
k. Entonces, una sugerencia natural cuando se construye el paso de “cambio” de orden se
querrd mantener fija a k. Esto se puede implementar muy facilmente siempre que no se
esté proponiendo un movimiento de un orden p (q) del AR (del M A) ya sea hacia 6 desde
p =0 (¢ = 0). Es decir, el procedimiento es muy simple cuando se proponen movimientos
de orden en el mismo modelo, ya sea en la clase INAR(p), INMA(q) o INARM A(p, q).
Los movimientos entre diferentes clases de modelos es un poco mas delicada.

5.4.1.1. Sélo movimientos auto-regresivos

Se empezard describiendo el algoritmo para el orden AR ya sea creciente o decreciente,
donde ni p ni p’ (el nuevo orden propuesto) son 0. Con el fin de hacer transiciones entre los
subespacios parametrales que satisfagan la condicién de balance detallado en los algorit-
mos con saltos reversibles (ver capitulo 1), se utilizard una mapeo invertible deterministico
que cumpla con la suposicion de “dimension matching” de Green (1995). Este mapeo de
separacién-amalgamiento se describe a continuacion:

Considérese el movimiento de p a p’ = p+1. Una forma de mantener fija a  es seleccionar
a’ de tal forma que

P’ P
/ P .
o = o
i=1 i=1

con @ = By A= ). Esto se puede implementar considerando U ~ Unif[0,1] y se-
leccionando aleatoriamente (de manera uniforme) K de entre {1,2,...,p}. Entonces, para
i€{1,2,...,p}/K, hagase o] = a;. Sea ax = Uak y oy, = (1-U)ag. Por tanto, se estd
“dividiendo” el K-ésimo término AR y esto se debe hacer acompanado de una “division”
similar en los correspondietes términos de datos aumentados, i.e. para 1 <t < n considérese
Sy ~ Bin(y.,k,U), y hagase yl{K =St Y pr1 = Ytk — St y S = (S1,52,...,5). Todos los
otros datos aumentados permanecen fijos.

Para el movimiento inverso, i.e. de p+1 a p’ = p. Seleccionese aleatoriamente (de forma
uniforme) K de entre {1,...,p}. Hagase oy = ay + api1 y para 1 <t < n, hagase y; f =
Ytk + Yep+1- Es decir, se estd amalgamando el (p + 1)-ésimo término AR en el K-ésimo
término AR. Por tanto, haciendo w = (y, v,z) (los datos aumentados) y 0 = (e, p, 3, ¢, \)
(los parametros), se tiene que la probabilidad de aceptacion de movimiento a incrementar
orden es
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(W) 0w — 0,w)
4= mm{l’ T, wh) aw = @, w)”!

donde J denota el Jacobiano de la transformacion de (6, w,U, K, S) a (¢',w', K).

Entonces,

FO W) _ )
fO.wx) ~ )

- —K— Ty y, Ty —y/
(?i,:)(a/f()yt’w(l — Al )" yt'K,(;;:)(Oé;/) o (1 —ap,)™ P Yt

n
<11
pabet (i}ﬁt}f)(al{)yt,K(l _ aK)mt—K_yt,K

Para el movimiento de (6, w) a (', w’) se tiene que
q0,w— 0, w)= L1y, ﬁ <y£vK> UYeK (1 — U)K ~Vex
2 p S \UK

donde los términos corresponden al incrementar el orden, K,U y S, respectivamente.
El movimiento inverso sélo depende de la probabilidad de decrecimiento del orden y la
seleccion de K y estd dada por

q(0',w' — 0, w) =

N | —
D=

Por 1ltimo, el Jacobiano se puede factorizar en n + 1 partes correspondientes al mapeo
en (,U) w o y los mapeos (ytx,5) = (Y, x> Yips1) (8 € {1,...,n}), obteniéndose
|J| = aK\ A ag.

Claramente el movimiento decreciente de p a p’ = p — 1 es simplemente el inverso del
anterior.

5.4.1.2. Sélo movimientos entre medias mdviles

Para el paso de cambio en el orden M A, el procedimiento es esencialmente idéntico al
que se dio, excepto que se tienen que combinar y separar los términos M A. En particular,
cuando se cambia el orden se asegura que 3 sea tal que
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con a = o' y A\ = \. Para el movimiento de incremento de orden de g a ¢/ = g+ 1, se
selecionaré aleatoriamente (de manera uniforme) K de entre {1,...,q} y U ~ Unif]0,1],
dividiendo el K-ésimo término en 8y = UBk y Byy1 = (1-U)Bx. Entonces, la “division” de
los datos aumentados correspondientes se hace considerando Sy ~ Bin(vyk,U) (1 <t <mn)
y haciendo v i = St, vy 141 = vixk — Sty S = (51,52,...,8). El movimiento de orden
decreciente de ¢ simplemente considera el amalgamiento del ¢-ésimo término con uno de
los 6rdenes bajos de los términos M A (seleccionado aleatoriamiente) y combinando los co-
eficientes (8 y los términos de datos aumentados de la forma natural.

5.4.1.3. Movimientos auto-regresivos y de medias méviles

Por altimo, se considerara el algoritmo para moverse entre el INARM A(p, q) y los sub-
modelos INAR(p) e INM A(q). De nuevo se mantendra a k fija pero no se puede aplicar
el algortimo de separacion/amalgamiento que se analiz6 antes. Se considerara el movimien-
to de un INAR(p) a un INARMA(p,1). En este caso a serd fija pero A variard. Sea
U ~ Unif[0,1] y hagase 8 =U y XN = 1fr\U' La actualizacién de los términos aumentados
es secuencial con Sy ~ Bin(min{z, z;_1}, HLU), vi1=Styz=2z—5(1<t<n) Enel
movimiento inverso natural de un INARM A(p, 1) aun IN AR(p) se hace con X = \(1+)
y combinando los términos de datos aumentados mediante z; = z +v1 (1 <t < n).

El movimiento entre INM A(q) a INARMA(1,q) es un poco més intrincado. En este
caso, B permanece fijo y Ay (v,z) varfan. Sea U ~ Unif[0,1] y hagase o) = U y X =
AM1—-U). Paral <t<mnyeec{01,...,q} hagase S;; ~ Bin(v:;,U) con la convenciéon
de que v := 2. También higase y; ; = Z?:o Stiy v =vej— Stj (4 €{0,1,...,q}).
Por tanto, considerando el hecho de que si A decrece entonces v y z lo hacen (para un
B fijo). Para el movimiento inverso de INARMA(1,q) a INMA(q), hagase N = 1:\011

manteniendo a 3 fijo. Notese que Sy = (St0, St15- -+, St,q) ~ Multinom(yi—1,%0, 71 - - -»Vq)
donde v = (V0,71,---5%) ¥ % = Zqﬁ’“ i (k € {0,1,...,q}) con la convencién de que
=0 P

Bo = 1. Finalmente, para t € {1,...,n} hagase v; ; = vt j + St (j € {0,1,...,q}).

5.4.2. Algoritmo EM

Si bien las técnicas MCMC no son exclusivas de la perspectiva Bayesiana, éstas tienen
un papel muy importante y util en el paradigma Bayesiano (de hecho, asf se usé en la seccion
5.4.1). La idea de esta seccion es discutir un poco acerca de la estimacion maximo verosimil
desde una perspectiva Bayesiana con un critero clasico de seleccién de modelo: el criterio
de informacion. Como la verosimilitud (dados los datos x) tiene una forma analitica dificil
de trabajar, se preferird trabajar utilizando un algoritmo de aumentacion de data augmen-
tation. La aumentacion natural es w = (v,y, z) como la que se utilizo (casi implicitamente)
en la seccién 5.3.2 con la que se obtuvo una verosimilitud proporcional a
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i )\zt _ i Tt—i i Tr i —Up
f(v,y, 2,0, 8, A[x) o< m(p)plm(q)q! H[th,e g (H (;t , )aft’ (1 — )™ y“)
t=1 "V i=1 it

q r i
. ) ) ) 7 AF1—i
% | | <Z;7>/3j?f»ﬂ(1 — Bj)*ti T [N e A | | —e A

Zi—1-
j=1 t,7 i—1 1

con Ay = 0 = B,. Entonces, el estimador maximo verosimil para 0 = (a, 3, \) tiene la
forma

A Zn: Yt,i .
aizizg 1%1‘, ie{l,...,p}
t=1Tt—i
n
A~ _ 1 UVt 4 3
B— ZE e (1)

- n )
Dot Bt
1 n
A= E E Zt
t=1

Sin embargo, el algoritmo EM se basa en su habilidad para calcular los valores esper-
ados de w dado x y 0. Para el modelo INARM A(p, q), la dependecia de (vy,y,, 2:) con
7;_1 hace que el paso de esperanza sea poco factible. Se puede utilizar un algortimo EM
Monte-Carlo, pero este es muy lento debido a la lenta convergencia de los parametros y la
alta tasa de rechazo que se obtiene en el paso E.

Para el modelo INAR(p) se puede calcular los valores esperados de y dados x y 6.
Por otra parte, la verosimilitud de 6 se obtiene como un subproducto del algoritmo EM. El
algoritmo EM solo se puede usar en el IN AR(p) con un orden fijo p. Sin embargo, el célculo
de la verosimilitud permite comparar diferentes 6rdenes de p utilizando algunos criterios de
seleccion de modelo, en particular el criterio de informacion Bayesiana (BIC). Esto se hara
més adelante para comparar diferentes modelos IN AR(p). Se puede implementar facilmente
el algoritmo EM para p = 1 y dicho algoritmo es muy eficiente en el paso E y converge
rapidamene a los parametros maximo verosimiles. Sin embargo, dicha eficiencia disminuye
cuando p se incrementa. Esto se debe en parte al hecho de que el paso E requiere calculo de
probabilidad para todas las posibilidades de datos faltantes (cuya cantidad se incrementa en
orden exponencial como funcién de p), y por supuesto, también hay una convergencia mas
lenta a los parametros maximo verosimiles (que estan altamente correlacionados). Ademas,
cuando p se incrementa la precisién computacional se vuelve un tema delicado ya que para
t € {1,...,n} cada posibilidad individual para el dato faltante (y,, z;) tiene probabilidad
muy pequena. FEsto hace evidente al ver, en ocasiones, una ligera disminucién en el calculo
del logaritmo de la verosimilitud, a pesar de que el algoritmo es correcto.
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5.5. Implementaciones: Simulaciones y datos reales

5.5.1. Resultados de la implementacién

Con el fin de analizar las debilidades y fortalezas de los algortimos MCMC que se descri-
bieron en las secciones anteriores, se realizaran las implementaciones de dichos algoritmos.
En el cuadro 5.1 se establecen los modelos de los cuales se haran las simulaciones.

Modelo n « J6] A Ruido
AR(3) 400  (0.2,0.3,0.15) - 2 -
MA(3) 400 - (0.2,0.3,0.15) 2 -
ARMA(2,2) 400 (0.4,0.2) (0.4,0.2) 2 -
AR(3)+Ruido 400 (0.2,0.3,0.15) - 2 Poisson(1)

Cuadro 5.1: Una seleccion de modelos para la simulacion

En cada uno de los modelos, se simularon 10,000 de valores con un periodo de calenta-
mento de 1,000 iteraciones. El periodo de calentamiento es esencial para asegurar que los
estimados de la distribucién posterior no se vean afectados por la eleccién de los valores
iniciales de la cadena de Markov. Ademas se escogieron aprioris Gamma(1,1) para Ay u
(para ambas es la misma).

En el capitulo 1, y de hecho es la maxima de los algoritmos MCMC, se dijo que los méto-
dos de cadenas de Markov Monte-Carlo generan observaciones dependientes de la distribu-
cion posterior de interés. Por tanto, es importante que se genere una muestra suficientemente
grande para no “perder informacién” en comparacién con observaciones independientes e
idénticamente distribuidas de la distribucion posterior (debido a que se tiene dependencia
en las observaciones, i.e. formalmente no se tienen muestras aleatorias, sino realizaciones
de procesos estocasticos con estructura mas intrincada).

En la literatura hay algunos métodos formales para analizar el comportamiento de
los algoritmos MCMC, como por ejemplo con la funcién de autocorrelacién integrada 6
la varianza de las medias agrupadas (Geyer (1992)). Sin embargo, por el momento sélo
serd suficiente una inspeccion visual de la serie de tiempo de la realizacién generada para
detectar que la cadena de Markov se simula de su distribucion estacionaria (en este caso,
la distribuciéon posterior). Esta exploracion visual de la serie también permite determinar
el grado de “mizing” de la cadena de Markov, donde un mejor mizing corresponde a menor
dependencia entre observaciones sucesivas de la distribucién posterior y por tanto un menor
varianza en el error de la simulacion (error Monte-Carlo). En las figuras 5.1 a 5.4 se muestran
la graficas de series de tiempo de las primeras 10,000 observaciones para A para cada uno
de los cuatro modelos que se consideran.
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Figura 5.1: Grdfico tipo serie de tiempo para las primeras 10,000 observaciones de A bajo
supuesto INAR(3)
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INMA(3)
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Figura 5.2: Grdfico tipo serie de tiempo para las primeras 10,000 observaciones de A bajo
supuesto INM A(3)
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INARMA(2,2)
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Figura 5.3: Grdfico tipo serie de tiempo para las primeras 10,000 observaciones de A bajo
supuesto INARMA(2,2)
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INAR(3)+Ruido
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Figura 5.4: Grdfico tipo serie de tiempo para las primeras 10,000 observaciones de A bajo
supuesto INAR(3) + ruido aditivo

El mizing de la cadena de Markov con respecto a A es una manera visual de verificar
el comportamiento de los algortimos MCMC. Los algortimos se comportan adecuadamente
para estructuras INAR e INMA pero no lo suficiente en las estructuras INARMA e
IN AR con ruido aditivo. El desempeno de este algoritmo MCMC se relaciona fuertemente
con la informacién contenida en los datos con respecto a los diferentes parametros. Es de-
cir, mientras mas informativos sean los datos con respecto a los parametros del modelo
subyacente, se comportard mejor el algoritmo MCMC. En este caso, el algoritmo MCMC
se comporta muy bien para el modelo INAR(p) ya que los datos (z1—p,Z2—p,...,Tpn) €S
muy informativo con respecto a los parametros del modelo. Sin embargo, dicho modelo
pareciera comportarse mejor en el proceo INMA(gq) atn cuando el proceso subyacente
(21—qs 22—, - - - » 2n) 1O sea observado (y necesite simularse). El cuadro 5.2 muestra algunas
estimaciones de la media y desviacion estandar de las distribuciones posteriores (obtenidos
a partir de simulaciones del MCMC).

Para el INARMA(2,2), los datos son méas informativos para la parte auto-regresiva
que para la de medias moviles. Esto ocurre generalmente en este tipo de estructura mixta.
Este hecho lo exhiben las varianzas considerablemente grandes.
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La presencia de un pardametro de ruido también afecta al algortimo. Aunque el ruido y
el proceso son independientes, las distribuciones posteriores conjuntas para los parametros
de ambos procesos NO son independientes. Por tanto, mientras mayor sea el ruido, sera
mas dificil detectar al proceso INAR(p) subyacente, luego entonces, una mala estimacion
de los parametros.

Modelo a B A 7

AR(3)

Media (0.2176,0.3175,0.1105) - 1.946 -
Desv. Est. (0.2096,0.3180,0.1064) - 1.926 -

MA(3)

Media - (0.1696,0.3180,0.1494)  2.101 -
Desv. Est. - (0.0533,0.0619,0.0577)  0.137 -
ARMA(2,2)

Media (0.3478,0.3122) (0.5906,0.1903) 1.574 -
Desv. Est. (0.0638,0.0512) (0.199,0.1288) 0.3016 -

AR(3) + ruido

Media (0.1866,0.3732,0.1284) - 1.396  1.789

Desv. Est. (0.0578,0.0773,0.0626) - 0.387 0.756

Cuadro 5.2: Media y desviacion estandar estimadas de la distribucion posterior de los
pardmetros

Ahora, se hara la implementacion del algoritmos que se analizaron en las secciones 5.3.2
y 5.4.1. Los modelos a partir de los cuales se hicieron las simulaciones estan en el cuadro
5.3.

Modelo n « B A
AR(3) 400 (0.4,0.1,0.3) - 2
MA(3) 400 - (0.4,0.1,0.3) 2
ARMA(2,1) 400  (0.4,0.2) (04,02) 2

Cuadro 5.3: Una seleccidn de modelos para la simulacion

En cada modelo, se implement6 un algoritmo RJIMCMC para obtener una muestra de
tamano 100,000 con un periodo de calentamiento de 10,000 iteraciones con Pmar = Gmaz =
10. La apriori que se eligié para m(\) es una Gamma(l,1). Para cada modelo, se generd
una trayectoria de longitud 400. El anélisis esta basado en las primeras n observaciones con
n = 100, 200, 400.

La eleccion de las aprioris para p y ¢ es importante. Si p ¢ ¢ se incrementan en
una unidad, el ntumero de parametros se incrementard en n + 1 correspondiente al nue-
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vo pardametro AR 6 M A y los nuevos n valores aumentados. Entonces, una penalizacion
BIC del orden del modelo tendra buenos resultados en los datos simulados. Es decir, si se
hace 7(p) o nP/2 y m(q) x n~/2_ tales apropir generaran resultados consistentes cuando
n(< 400) se incrementa. Algunas aprioris alternativas son 7(p),7(q) como Poisson(T) 6
Geo(T) pero no son tan efectivas segtn el BIC.

Modelo Probabilidad

INAR(3) 0.902
INARMA (3,2) 0.049
INARMA(3,1) 0.039

Cuadro 5.4: Probabilidades del modelo cuando los datos viene de un INAR(3), n = 400

Modelo o B A

AR(3)

Media (0.4563,0.1358,0.2299) - 1.327
Desv. Estandar  (0.0428,0.0455,0.0513) - 0.3417

MA(3)

- (0.3993,0.1819,0.3632)  2.003
- (0.0694,0.0745,0.0728)  0.1098

ARMA(2,1)
(0.428,0.165) (0.618) 1.717
(0.0634,0.0473) (0.2112) 0.2334

Cuadro 5.5: Media y desviacion estindar estimadas de la distribucion posterior de los
pardmetros, n = 400
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Implementaciones: Simulaciones y datos reales

Sec. 5.5
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5.5.2. Datos reales

Uno de los objetivos principales para estudiar los algoritmos MCMC en las secciones
5.3.2 y 5.4.1 fue para implementar esta metodologia en datos reales. En este seccion se
aplicaran los resultados que se obtuvieron en las secciones anteriores a dos conjuntos de
datos: Particulas de oro de Westgren y score de pacientes esquizofrénicos. Aunque sblo se
implementardn el RIMCMCM para determinar el orden a la primera; esto se debe a que
la segunda tiene un punto de corte, haciendo complicado el paso de cambio de modelo.

5.5.2.1. Particulas de oro de Westgren

Este conjunto de datos consiste de 380 conteos de particulas de oro en una solucién en
una solucién de puntos equidistantes en el tiempo, aunque en este trabajo sélo se dispone de
375. Los datos se publicaron por primera vez en Westgren (1916) y la han analizado Jung &
Tremayne (2006) en la estimacion por momentos del modelo INAR(2). Jung & Tremayne
(2006) afirmaron que el INAR(2) es un modelo adecuado para estos datos e hicieron su
andlisis en las primeras 370 observaciones y se usaron las 10 observaciones restantes con
fines de prediccion. Y de hecho, con el RIMCMC se vera que el INAR(2) es el modelo
IN AR més adecuado para este conjunto de datos. En la figura 5.5 se muestra el conjunto
de datos de particulas de oro de Westgren.
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Particulas de oro de Westgren

Conteo

\ | \ |
0 100 200 300

Tiempo

Figura 5.5: Serie de tiempo de particulas de oro de Westgren

La idea es comparar esta metodologia con la de Jung & Tremayne (2006). En particular,
se ajustara un modelo IN AR(2) para las primeras 365 observaciones y se haréd estimacion
de los parametros del INAR(2). Se obtendra la distribucién conjunta predictiva para las
siguientes 10 observaciones. En el capitulo 4 se consideraronn dos modelos INAR(2): el
INAR(2) de Alzaid & Al-Osh (1990) y el INAR(2) de Du & Li (1991). Se implementara
el modelo de Du & Li, sin embargo esta metodologia MCMC se puede adaptar facilmente
al modelo de Al-Osh & Alzaid.

Con el algoritmo MCMC se obtendran 100,000 simulaciones de la distribucién posterior
del parametro con un periodo de calentamiento de 10,000 iteraciones. Estas muestras se us-
aran para simular 100,000 realizaciones de los datos puntuales 376, 377, y 385. Las medias
posteriores estimadas y las desviaciones estdndar para los pardmetros del modelo estan en
el Cuadro 5.6. Estos resultados son comparables con los pardmetros que estimaron Jung &
Tremayne (2006).




310 Capitulo 5 MCMC para procesos ARMA de valores enteros

Parametro aq aq A

Media 0.45869 0.18277 0.53341
Desviacion estandar  0.0451  0.05581  0.0699

Cuadro 5.6: Estimacion de los pardmetros de un INAR(2) para los datos de particulas de
oro de Westgren

Para la distribucién conjunta predictiva de los tltimos 10 puntos, se obtuvieron re-
sultados idénticos a los de Jung & Tremayne (2006) para los valores medianos (que se
predijeron). Y en la figura 5.6 se muestran los histogramas de ls densidades posteriores de
los puntos 376, 377 y 385, ademés del histograma empirico de la serie de particulas de oro
de Westgren. Notese que las predicciones parecen bastante acertadas, dado el histograma
de los datos completos.

Pronostico de la observacion 376 Pronostico de la observacion 385

3 3

-] -]
XN Xy
g © g ®
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af— m— 3 —

-] -]

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6
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Pronostico de la observacion 377 Particulas de Oro Westgren

1 e 1 e
13 i3
: ° : °
0 0
-] -]

- — 3 -

-] -]

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Conteo Conteo

Figura 5.6: Histogramas de las distribuciones predictivas de los puntos 376, 377 y 385,
ademds de la distribucion empirica de la serie de particulas de oro de Westgren.

Para este conjunto de datos se implementard el algoritmo RJMCMC para determinar
el orden. Se simularan 100,000 observaciones de las distribuciones de p y ¢ (de cada una)
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con un periodo de calentamiento de 10,000. Se utilizardn a prioris para p, ¢ y A como
m(p) x P2 7(p) x n= % y X\ ~ Gamma(1,1).

Particulas de oro Westgren
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40000 60000

Frecuencia

20000
I
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Particulas de oro Westgren

o
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- 0 1 2 3 4 5 6 7

q
Modelo I le%1 | Qa9 | a3 I A
‘ Media ‘ Desv. Est. ‘ Media ‘ Desv. Est. ‘ Media ‘ Desv. Est. ‘ Media ‘ Desv. Est.

INAR(2) | 0.471 0.0499 0.182 0.0526 - 0.563 0.0711

INAR(3) | 0.449 0.0482 0.154 0.0601 0.114‘ 0.0476 0.466 0.0728

Cuadro 5.7: Media y desviacion estdndar para los estimadores de los parametros en los
datos de particulas de oro Westgren

5.5.2.2. Score de pacientes esquizofrénicos

El segundo conjunto de datos consiste de las observaciones diarias del puntaje que ob-
tuvo un paciente esquizofrénico en una prueba de velocidad perceptiva (véase McCleary &
Hay (1980)). El conjunto de datos consiste de 120 calificaciones diarias consecutivas. Sin
embargo, a partir del dia 61 los pacientes comenzaron a recibir un poderoso tranquilizante
(chloropromazine).
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Score de pacientes esquizofrénicos

Score
50 60 70 80 90
1 1

40

Dias

En los datos, se puede observar claramente una disminucién en el puntaje después del
dia 61. Se propone modelar este puntaje mediante un proceso INAR(1) con diferentes
parametros con diferentes parametros (a1, A) para antes y después de recibir el tranquil-
izante. Por tanto, se considerara el modelo

X — affo Xy 1 sit <60
b a{joXt_l sit>61

donde {Z;}}29 son variables aleatorias independientes, { Z;}62, tienen distribucion Poisson(A4)
y {Z:}1%, tienen distribucion Poisson(A\P) (los superindices A y D representan antes y
después del tratamiento).

No es dificil adaptar la verosimilitud (y por tanto el algoritmo MCMC) para incorporar
un punto de cambio, y mas porque dicho punto de cambio es conocido. Por supuesto, se
puede modificar la metodologia al caso en el que la posicién y el ntmero del punto de
cambio es desconocido.

Se implementé el algoritmo y se obtuvieron 10,000 simulaciones de la distribucién pos-
terior de (aq,A) con un periodo de calentamiento de 1,000 simulaciones. La idea de este
andlisis es determinar los efectos del tranquilizante en los pardmetros; aunque también
hubiése sido factible obtener la distribuciéon predictiva para encontrar alguna banda de con-
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fianza para observaciones futuras.

Con las simulaciones de a? y a” se obtienes densidades posteriores similares sugiriendo
que el parametro aq no se ve afectado por la aplicacion del tranquilizante y que los datos
se deben modelar con a” = a? = «. Por tanto, se repiti6 el ejercicio de simulacion para
un mismo «; para el caso antes de tratamiento y después de tratamiento. En la figura 5.7

se muestran las densidades posteriores para los pardmetros para las dos implementaciones.

Densidad para alpha_1 Densidad para lambda
T _
-
o _
(=2 =
- N. ]
° T e
T 0 1]
2 z _
£ £
g 9 0
] a 2|
T - o
~ 4 _
=]
Q o
T T T © T T T T T T
0.30 0.40 0.50 0.60 15 20 25 30 35 40
alpha_1 lambda

Figura 5.7: Densidades posteriores para los pardmetros del INAR(1) antes y después de
tratamiento

Con las dos implementaciones del algoritmo MCMC se obtienen resultados similares
para las medias posteriores de a1, A4, \P. Como se supuso el mismo aq, la reduccion en el
puntaje se deberéd a modificaciones en el tamano del pardmetro A\. Cuando se supone la mis-
ma a1, las medias posteriores de A y AP son 33.97 y 19.43, respectivamente. Sin embargo,
si se supone ozf) =+ 0/14, las medias posteriores de A y AP son 34.62 y 19.51, respectivamente.

Notese que la distribucion posterior para oy (a1 = af = af!) es mas compacta que las
distribuciones posteriores individuales de af y af' (cuando o # af!). Esto se debe a que
la inferencia para a; se basa en un serie de tiempo de longitud 120 y las inferencias para
aP a4l se basan en series de longitud 60. Esto también tiene efecto en que las distribuciones
posteriores para /\’14 y AP (en el caso de a; comtn) sean leptokurticas.
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Dado este punto de cambio, se no se implementé en este conjunto de datos el algoritmo
para determinar el orden.
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Conclusiones

En este trabajo se revisaron muchas de las ideas mas conocidas en series de tiempo que
toman valores en un espacio a lo més numerable. Se explicé porqué algunas de las técnicas
estandar en el andlisis de series de tiempo no son adecuadas y las aproximaciones asintdticas
se tienen que considerar de forma muy cuidadosa y la mayoria de las veces son inadecuadas.

Se aprovecharon las ventajas de las técnicas de simulacién actuales para resolver algunos
problemas de inferencia y predicciéon asociados a este tipo de datos discretos. Se dedicod todo
el capitulo 1 para estudiar las principales técnicas de simulaciéon principalmente los algorit-
mos Metropolis-Hastings y Gibbs sampler. Se estudiaron las principales condiciones para la
convergencia de estos algoritmos y algunas propuestas para utilizar algoritmos que tengan
partes Gibbs-sampler pero también Metropolis-Hastings, para poder definir un algorirmo
MCMC con saltos reversibles.

El primer catalogo de modelos para series de tiempo con valores que toman valores en
un conjunto a lo mas numerable se hace en el mediante teoria de cadenas de Markov con
espacio de estados numerables (principalmente los modelos de Raftery) y se terminé con
los modelos DARM A (asi como DAR y DM A) de Lewis & Jacobs.

El capitulo mas amplio es el capitulo 4, en éste se discutié extensamente acerca de
las propuestas para modelar series de tiempo con valores discretos intentando extender (o
redefinir) la clase de modelos ARM A. Se hicieron analogias con las definiciones y proposi-
ciones del capitulo 2. Sin embargo, la principal clase que se analizé es la de los modelos
INAR. Se dieron algunos resultados para la existencia de soluciones estacionarias para
replicar las estructuras de correlacién de los procesos AR. El factor clave para hacer estas
extensiones es lo que se conoce como operador de adelgazamiento binomial. Se hicieron
dos propuestas, definiendo dos operaciones de adelgazamiento diferente; se generalizd a op-
eradores de van Harn & Steutel para finalmente llevarlo a semigrupos de operadores de
adelgazamiento, exhibiendo que los conceptos de autodescomponibilidad y estabilidad son
muy importantes.
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Particularmente se profundizé en los casos INAR e INM A cuando se tienen procesos
de innovacién con distribucion Poisson. Se hicieron algunos diagnoésticos sencillos, junto con
un ejercicio de simulacién para calcular las potencias de algunas pruebas para determinar
independencia serial.

En el dltimo capitulo se utilizaron las técnicas de simulacién del capitulo 1 y el marco
teorico de los capitulos 3 y 4 para analizar, definir principales propiedades, inferencia basica
y predicciéon en los modelos INARM A. Ademas se implementaron algoritmos para hacer
estimacion, prediccién y determinacion el orden de la estructura de correlacién en datos
reales y simulados.
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Apéndice A
Un poco de teoria de cadenas de Markov

Es importante mencionar que en este texto no se consideraran modelos de cadenas de
Markov a tiempo continuo (que también se conocen como procesos de Markov), i.e. no
se consideraran procesos estocésticos {X;}ier con T un intervalo de R 6 incluso todo R.
Gracias a la naturaleza de la simulacion, s6lo se consideraran procesos estocésticos a tiempo
discreto, i.e. {X¢}ie7 tal que T C NT

A.1. Definiciones y primeros resultados

Una cadena de Markov es una sucesién de variables aleatorias. La indexacién con N se
puede pensar como variables aleatorias que evolucionan a través del tiempo en donde la
probabilidad de un movimiento depende del conjunto particular en el que se encuentra la
cadena.

Aunque esta es una manera muy intutiva de definir el concepto de proceso estocastico,
un forma un poco més “elegante” desde el punto de vista matemético es definir a la cadena
en términos de una funcién que determine estos movimientos; dicha funcién se conoce como
kernel de transicién.

Definicion A.1.1. (Kernel de transicion)

Sea X C RF y B(X) la o-algebra de Borel generada por X. Un kernel de transicion
es una funcion K : X — B(X) tal que

(i) Para todo x € X', K(x,-) es una medida de probabilidad.

(ii) Para todo A € B(X), K(-, A) es medible.
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Observacion A.1.1.

Cuando X es discreto, el kernel de transicion es simplemente una matriz (de trancision),
K, cuyos entradas son
Ppy =P(X, =y|Xp1=2), zyelX

En el caso continuo, el kernel denota la densidad condicional K (z, z) de la transicion K (z, ),
es decir

P(X € Alx) = /AK(J;,Z)dz

\Y

Generalmente la cadena se define en N en vez de en Z, por tanto, la distribucién de X
(el estado inicial de la cadena) juega un papel muy importante. En el caso discreto cuando
el kernel K es una matriz de transiciéon, dada una distribucion inicial v = (wy,wo,...), la
distribucién marginal de X, se obtiene a partir de la expresién

vy =vK (A1)

y multiplicando sucesivamente se tiene que X,, ~ v, = vK". Analogamente, en el caso
continuo, si v denota la distribucién inicial de la cadena, i.e. Xy ~ v, entonces P, denotara
la distribucion de probabilidad de {X,}.

Notaciéon A.1.1.

Cuando X es fija, en particular para v igual a la masa de Dirac d,, se usa la notacién
on 4

Definiciéon A.1.2. (Cadena de Markov)

Dado un kernel de transicién, una sucesion de variables aleatorias {X;}?°, es una
cadena de Markov si para cualquier ¢ € NT la distribucién condicional de X; dado
que Xy 1 =x¢4-1, X9 =T4_9,..., Xy = 2 es la misma que distribucién de X; dado
que X;_ 1 = x4_1; es decir,

P(Xyt1 € Alzo, 21, - ., 7%) = P(Xpq1 € Alzg) = / K (zg,dr)
A
La cadena es homogénea (en el tiempo) si la distibucion de (X,,---,X3,) dado

Xy = @y, es la misma distribucién que la de (X¢ ¢y, -+, Xt,—t,) dado Xo = x4,
para cualquier k € N* y cualesquiera tg < t; < ... < ty.
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Considérese una cadena de Markov, si la distribucién de X se conoce, la construccién
de dicha cadena estd completamente determinada por su kernel de transicion, que basica-
mente es la distribucion de X, dado que X,,_1 = z,,_1.

Generalmente se estudian cadenas de Markov homogéneas y durante el desarrollo de este
trabajo se supondra esto (a menos que se especifique de otra forma); sin embargo, una mala
implementacion de los algoritmos MCMC puede generar cadenas de Markov no-homogéneas
en las cuales no se pueden ocupar los criterios de convergencia que se desarrollaran.

En general, el hecho de que el kernel K determine las propiedades de la cadena {X,}
se puede obtener de las siguientes relaciones

Px(Xl S A) = K(x,Al)

IP’J;((Xl,Xg) € A x AQ) = K(yl,Ag)K(x,dy)
Aq

Pr((Xi,...,Xn) €A1 x---x Ap) = / ce K(yn—1,An)K(z,dy1) - K(Yyn—2, dyn—1)
Aq A

n—1

En particular, la relacion P,(X; € A) = K(x, A1) establece que K (zy,drp41) es una
version de la distribucién condicional de X, 11 dado X,,. Sin embargo, con la definicion
de cadena de Markov que se ha dado, i.e. primero especificando el kernel, no es necesario
considerar las diferentes versiones de las probabilidades condicionales. En este sentido se
puede decir que la construccién de cadenas de Markov a través de kernel es matemética-
mente méas “formal”. Ademés en el estudio de técnicas MCMC los objetos de interés son
estds distribuciones condicionales y es importante no preocuparse por sus diferentes ver-
siones. Las propiedades de una cadena de Markov que se considerardn en este apéndice son
independientes de la versiéon de probabilidad condicional seleccionada.

Notaciéon A.1.2.

Sea K':= K(x, A), el kernel para n transiciones esta dado por

K"(z,A) ::/XK”_l(y,A)K(:c,dy)
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Con 1l siguiente resultado se obtienen férmula de tipo convolucién para K™ y se
conoce como ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

Lema A.1.1. (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov)

Para cualesquiera (m,n) € N2>, x € X y A € B(X)

Kz, A) = / K™ (y, A)K™ (z, dy)
X

En términos vagos, las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov establecen que para ir de
x a A en m+ n pasos, se debe pasar por algin y en el n-ésimo paso. En el caso discreto, el
Lema anterior se puede interpretar simplemente como un producto de matrices y se sigue
directamente de (A.1). En el caso general, se necesita considerar a K como un operador
sobre el éxito de las funciones integrables, i.e. se necesita definir

Kh(z) = / W) K (2, dy), he Li(\)

donde A representa la medida dominante del modelo. Entonces K™ es la n-ésima com-
posiciéon de P, ie. K" = K o K" 1.

Definicién A.1.3. (Resolvante)

Un resolvante asociado con un Kernel P es un kernel de la forma

Ko(x,A)=(1-¢)) 'K'(z,A)
=0

con € € (0,1). La cadena con el kernel K. se conoce como la K.-cadena.

Dada una distribucion inicial v, se puede asociar una cadena { X2} con el kernel K. que
formalmente corresponde a una subcadena de la cadena original {X,,}, donde los indices
de la cadena se generan de una distribucién geométrica con pardmetro 1 — . Por tanto,
K, efectivamente es un kernel y mas adelante se vera que la cadena de Markov {X,,} tiene
ciertas propiedades de regularidad.

Si E,(-) denota la esperanza asociada con la distribucion P,, entonces la propiedad de
Markov débil se puede escribir de la siguiente forma.
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Proposicion A.1.1. (Propiedad de Markov débil)

Para toda distribucién inicial v y para cada muestra (Xo, X1,...,Xn)

Ey(h(Xn+1, Xn+27 e .)’mg, e ,mn) = Ex"<h(X1, XQ, e )) (AZ)

Notese que si h es la funcién indicadora, entonces esta definicién es exactamente la
misma que la definicién de cadena de Markov. Sin embargo, (A.2) se puede generalizar a
otras clases de funciones (por tanto se le llama “débil”) y es particularmente til junto con
el concepto de tiempos de paro se utiliza para asegurar la convergencia de las métodos
MCMC que se estudian en este trabajo.

Definicion A.1.4. (Tiempo de paro, reglas de paro y nimero de visitas)

Sea A € B(X). El primer n para el cual la cadena entra al conjunto A se define como
74 = nf{n e NT: X,, € A} (A.3)

y se conoce como tiempo de paro en A; por convencion 74 = oo si para todo n € Nt
X, ¢ A.

Una funcion (1, z2,...) es una regla de paro si el conjunto {¢ = n} es medible con
respecto a la o-algebra o(X1,...,X,).

Asociado con el conjunto A se define

na = Z TaA(Xyn)
n=1

v se conoce como el ntimero de visitas 4 A.

Generalmente, se tiene interés en las reglas de paro de la forma (A.3) que reflejan el
hecho de que 74 toma el valor n cuando ninguno de los valores de Xi,..., X,,—1 estan en
el conjunto A dado pero en el n-ésimo paso si se alcanza. El siguiente resultado se conoce
como Propiedad de Markov fuerte y se prueba utilizando la propiedad débil condicionando
sobre {{ = n}.
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Proposicion A.1.2. (Propiedad de Markov fuerte)

Para toda distribucién inicial v y para cada tiempo de paro { < ococ.s

Ey(h(X<+1,X<+2, . .)]xl, e ,I‘C) = Exg (h(Xl, XQ, . ))

A.2. lrreductibilidad, 4tomos y conjuntos “pequefios”

A.2.1. lrreductibilidad

Una primera medida de la sensitividad de la cadena de Markov ante condiciones ini-
ciales, zg 6 v es la irreductibilidad. Esta propiedad es muy importante en los algoritmos de
cadenas de Markov Monte-Carlo ya que garantiza la convergencia sin tener que analizar a
detalle el operador de transicion.

Definiciéon A.2.1. (Irreductibilidad - caso discreto)

En el caso discreto, una cadena de Markov es irreducible si todos los estados se
comunican, i.e. si para todo x,y € X

Py (1y < 00) >0

donde 7, es el primer tiempo en el que se visita y.

Observacion A.2.1.

En muchos casos P,(7, < co) es uniformemente igual a cero, por tanto, se tiene que
definir una medida auxiliar ¢ sobre B(X) para definir de manera més formal el concepto
de irreductibilidad. v

Definicion A.2.2. (p-irreductibilidad)

Sea ¢ una medida sobre B(&X). Sea {X,} una cadena de Markov con kernel de
transicion K (x,y). Se dice que {X,,} es p-irreducible si para todo A € B(X), tal que
p(A) > 0, existe n € N tal que K™(z, A) > 0 para todo = € X 6 bien si Py(74 <
00) > 0. Se dice que {X,,} es g-irreducible fuertemente si para todo A € B(X), tal
que ¢(A) > 0, K(z,A) > 0 para todo x € X.
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Teorema A.2.1.

La cadena {X,} es p-irreducible si y solo si para cualesquiera x € X y A € B(X),
tal que ¢(A) > 0, se cumple alguna de las siguientes propiedades:

(i) Existe n € N tal que K™(x, A) >0
(ii) Ez(na) >0
(iii) Para todo € € (0,1) K (z,A) >0

Se usa la cadena K. para construir un kernel estrictamente positivo en caso de que la
cadena sea ¢-irreducible.

La medida ¢ en la definicién de irreductibilidad no es fundamental en el sentido de que
la irreductibilidad es una propiedad intrinseca de {X,}.

Teorema A.2.2.

Si {X,} es una cadena de Markov ¢-irreducible, entonces existe una medida de
probabilidad v sobre B(X') tal que

(i) {X,} es t-irreducible

(i) Si existe una medida 1, tal que {X,,} es ¥,-irreducible, entonces 1) domina a

Yy (e e << )
(iii) Sie(A) =0, entonces P({y € X : Py(14 < 00) >0}) =0
(iv) La medida v es equivalente a

1/)0(A) = //;/Ko_5($,14)g0(d$), VA € B(X)

ie. Y <<y Yo << Y

A través de este resultado se puede “encontrar” (construir) una medida de irreductibil-
idad maximal 1 mediante la medida candidato ¢.
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A.2.2. Atomos y conjuntos “pequefios”

En el caso discreto, el kernel de transiciéon necesariamente es atémico en el sentido
usual, i.e. existen puntos en el espacio de estados con masa (de probabilidad) positiva. La
extension de esta nocion al caso general la introdujo Nummelin (1978) y es suficiente para
controlar la cadena casi de forma tan precisa como en el caso discreto.

Definicién A.2.3. (Atomo)

Se dice que la cadena de Markov {X,,} tiene un dtomo v € B(X) si existe una medida
no nula w tal que para cualesquiera z € v, A € B(X)

K(z,A) = w(A)

Si {X,} es t-irreducible, entonces se dice que el atomo es accesible si ¢(y) > 0

Aunque esta se cumple trivialmente para todo posible valor de X,, en el caso discreto,
en el caso continuo estd nocién generalmente es muy fuerte pues implica que el kernel de
transiciéon es constante en un conjunto de medida positiva. Una generalizacién mas poderosa
es la que se conoce como condicidn de minorizacidn. La condicién de minorizacién establece
que existe un conjunto C' € B(X), una constante ¢ > 0 y una medida de probabilidad w
tal que para cualesquiera z € C; A € B(&X)

K(z,A) > ew(A) (A.4)

Por tanto, la medida de probabilidad v es una componente constante del kernel de tran-
sicion sobre C.

La condicion de minorizacién (A.4) motiva la siguiente definicion.

Definiciéon A.2.4. (Conjunto pequeno)

Un conjunto C es pequefio si existe m € NT y una medida diferente de cero w,, tales
que para cualesquiera x € C, A € B(X)

K™ > wp,(A) (A.5)

Una condiciéon suficiente para que C' sea pequeno es que para m = 1 la K.-cadena
cumpla (A.5). El siguiente resultado establece un nexo entre conjuntos pequenos e irre-
ductibilidad.
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Teorema A.2.3.

Sea {X,} una cadena t-irreducible. Para cualquier conjunto A € B(X') tal que
P(A) > 0 existen m € NT y un conjunto pequeiio C C A tal que w,,(C) > 0.
Ademas X se puede particionar en conjuntos pequefios.

La particion de X en conjuntos pequenos se basa en un conjunto pequeno arbitrario C
y la sucesién

Com ={y: K"(y,C) > 1/m}

Con la condicion (A.4) es més facil exhibir a los conjuntos pequenos que a los atomos. Y
no solo eso, Meyn & Tweedie (1993) probaron que para cadenas de Markov suficientemente
regulares (en un sentido topolégico), todo compacto es pequeno. Sin embargo, los dtomos
son un caso especial de conjuntos pequenos con propiedades de estabilidad mas fuertes ya
que la probabilidad de transicién es invariante sobre ~.

Si la condicién de minorizacion se cumple para {X,,} existen dos formas de obtener una
cadena de Markov {X,} que tenga muchas de las propiedades de {X,} y tenga un atomo
~. El primer método se conoce como separacion de Nummelin y construye una cadena con
dos copias de {X,,} (Nummelin (1978)).

Un segundo método fue desarrollado casi a la par por Athreya & Ney (1978) y utiliza
un tiempo de paro para obtener un atomo.

Definicion A.2.5. (Tiempo de renovacion)

Un tiempo de renovacion (6 tiempo de regeneracion) es una regla de paro 7 con la
propiedad de que (X, X;41,...) es independiente de (X;_1, X;_9,...)

Si se cumple (A.4) y si la probabilidad P, (7¢ < 00) de regreso a C' en un tiempo finito es
idénticamente igual a 1 sobre X', Athreya & Ney (1978) modificaron el kernel del transicion
cuando X,, € C simulando X,, 1 como

K (Xp,)—eco(") (A.6)

w con probabilidad e
XnJrl ~
1—e¢

con probabilidad 1 — e

i.e. simuando X, 1 de w con probabilidad € cada vez que X, esté en C. Esta modifi-
cacién no cambia la distribucion marginal de X, 1 dado z,, ya que para cualquier A € B(X)
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K(zp, A) — ew(A)
1—e€

ew(A)+ (1 —¢) = K(zp, A)

obteniendo tiempos de renovacion para cada j tal que X; € C'y X1 ~ @.

Ahora, claramente se ve como los tiempos de renovacion resultan en cadenas indepen-
dientes. Cuando X1 ~ w, este evento es totalmente independiente de cualquier historia
pasada pues el estado actual de la cadena no tiene efecto sobre la medida w. Notese también
el papel clave de la condicion de minorizacion. Esta permite crear una cadena con la misma
distribucién marginal que la de la cadena original. Para j > 0, sea

m=if{n>1_,:X,eCy Xp11 ~w}

la sucesion de tiempos de renovacion con 7y := 0. Athreya & Ney (1978) definieron el con-
cepto de cadena aumentada (también conocida como cadena que separa) X, = (Xp,@on)
con w, = 1 cuando X,, € C'y X,41 se genera de w. Es facil demostrar que el conjunto
v x {1} es un atomo de la cadena {X,} y la subcadena resultante {X,} sigue siendo de
Markov con kernel de transicion K (zy, -).

La nocién de conjunto pequeno sélo es util en casos finitos y discretos cuando las prob-
abilidades individuales de los estados son demasiado pequenas para permitir una tasa ra-
zonable de renovacién. En estos casos, los conjuntos pequenios se forman de colecciones de
estados y w se define como un minimo de ciertas probabilidades. En otro caso, los conjuntos
pequenios que se reducen a un sélo valor también son atomos.

A.2.3. Ciclos y aperiodicidad

El comportamiento de {X,} a veces se puede restringir de forma determinista en los
movimiento de X, a X, 11. A continuacion, se formalizaran dichas restricciones. Las cade-
nas generadas por métodos de cadenas de Markov Monte-Carlo no presentan este compor-
tamiento y por tanto no se tendran los inconvenientes correspondientes.

Definiciéon A.2.6. (Periodo)

En el caso discreto, se define el periodo de una estado w € X como

d(w) := med{m € N* : K™(w,w) > 0}

Observacion A.2.2.
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El periodo es constante en todos los estados que se comunican con w (i.e. es una
propiedad de clase). En el caso de una cadena de Markov irreducible con espacio de estados
X finito, la matriz de transicion se puede escribir (mediante un posible reordenamiento de
los estados) como una matriz en bloques

0 D O 0
0 0 Do 0
Dg 0 0 --- 0

donde los bloques D; son matrices estocéasticas. Esta representacion ejemplifica la visita
forzada de un grupo de estados a otro con un regreso al grupo inicial cada d-ésimo paso.
Si la cadena es irreducible (i.e. todos los estados se comunican) hay un tnico periodo. Una
cadena irreducible es aperiddica si su periodo es 1. La extensién al caso general requiere la
existencia de un conjunto pequeno. v

Definiciéon A.2.7. (Ciclo)

Una cadena {X,,} t-irreducible tiene un ciclo de longitud d si existen un conjunto
pequeno C, un entero asociado M y una distribuciéon de probabilidad wjs tales que
d es el maximo comun divisor de

{m € NT :35,, > 0 tal que C es pequeio para @, > dwys}

En general, Se puede hacer una descomposicién en matrices estocésticas como la ente-
rior. Se puede demostrar que el nimero d es independiente del conjunto pequeno C' y que
este nimero intrinsecamente caracteriza a la cadena {X,,}. Entonces, el periodo de { X, } se
define como el entero méas grande que satisface la Definicion (A.2.7) y {X,,} es aperiodica
si d = 1. Si existen un conjunto pequeno A y una medida minorizante w; tales que wj(A)
(si es posible ir de A & A en un solo paso se dice que la cadena es fuertemente aperiddica).
Noétese que se puede utilizar la K.-cadena para transformar una cadena aperiédica en una
cadena fuertemente aperiédica.

En espacio de estados discreto, si un estado z € X satisface P,, > 0, entonces la cadena
es aperiddica; aunque esta no es una condicién necesaria.

Cuando la cadena tiene espacio de estados continuo y el kernel de transicién tienen
un componente que es absolutamente continuo con respecto a la medida de Lebesgue,
con densidad f(:|z,), una condicién suficiente para la aperiodicidad es que f(:|z,) sea
positiva en una vecindad de x,. Entonces, la cadena puede permanecer en esta vecindad
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por unnnimero arbitrario de veces antes de visitar cualquier conjunto A.

A.3. Transitoriedad y recurrencia

A.3.1. Clasificacién de cadenas irreducibles

Desde un punto de vista algoritmico, una cadena de Markov debe tener buenas propiedades
de estabilidad que garanticen una aproximaciéon aceptable de modelo simulado. De hecho,
la irreductibilidad garantiza que todo conjunto A sera visitado por la cadena {X,}, pero
esta propiedad no es suficientemente fuerte para garantizar que las trayectorias de {X,,}
pasaran por A un nimero suficiente de veces.

Definiciéon A.3.1. (Estado transitorio)

En un espacio de estados finito X', se dice que un estado w € X es transitorio si el
niamero promedio de visitas a w, Ey, (1), es finito. Y se dird que w € X" es recurrente
si By (nw) = oo.

En cadenas irreducibles, las propiedades de recurrencia y transitoriedad son propiedades
globales (i.e. de clase) més que de estados particulares (hecho que se puede probar facil-
mente con las ecuaciones de Champan-Kolmogorov). Por tanto si 4 es el numero promedio
de visitas a A, para cualquier (z,5y) € X2 o bien ocurre E,(ny) < oo en el caso transitorio
o bien ocurre E; (1) = oo en el caso recurrente. Entonces la cadena se llamara transitoria
o recurrente (dependiendo que propiedad satisfaga) y en el caso irreducible necesariamente
se cumple una de las dos.

El estudio del caso general (i.e. no necesarimente en espacio de estados discreto) se basa
en cadenas con atomos; la extension a cadenas generales (con conjuntos pequenos) se conoce
como separacion y fue propuesto por Athreya & Ney (1978). A continuacion se extenderén
los conceptos de recurrencia y transietoriedad.
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Definicion A.3.2.

(i) Se dice A es recurrente si para todo z € A, E;(n4) = o0

(ii) Se dice que A es uniformente transitorio si existe una constante M tal que para
todox € A, Ey(na) < M

(iii) Se dice que A es transitorio si existe una cubierta de X de conjuntos unifor-
mente transitorios, i.e. una coleccién numerable de conjuntos uniformemente
transitorios B; tales que

A=JB;
i

Teorema A.3.1.
Sea {X,,} una cadena de Markov t-irreducible con un atomo accesible 7
(i) Si~y esrecurrente, entonces cualquier A € B(X) tal que 1)(A) > 0 es recurrente.

(i) Si -y es transitorio, entonces X' es transitorio.

La propiedad (i) es mas relevante en el analisis de técnicas de cadenas de Markov Monte-
Carlo y se puede probar a partir de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. La propiedad
(ii) es més dificil de probar y se usa el hecho de que P (7., < 00) < 1 para un conjunto tran-
sitorio cuando E.(n4) se descompone condicionalmente sobre las tltima visita a v (Meyn
& Tweedie (1993)).

Definicién A.3.3. (Cadena recurrente y cadena transitoria)
Se dice que una cadena de Markov, {X,,}, es recurrente si
(i) Existe una medida 1 tal que {X,} es ¢-irreducible, y
(ii) Para todo A € B(X) tal que ¥(A) >0, E;(na) = o0

Se dice que una cadena de Markov, {X,,}, es transitoria si es ¢-irreducible y X es
transitorio.

La clasificaciéon que se hizo en el Teorema anterior se puede extender facilmente a ca-
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denas fuertemente aperiddicas ya que deben cumplir la condiciéon de minorizacion (A.5) y
por tanto se pueden descomponer como (A.4) cuando la cadena { X, } y su version separada
{X,} son ambas recurrentes 6 ambas transitorias.

La generalizacién a una cadena irreducible arbitraria se sigue de las propiedades de la
K.-cadena correspondiente (que es fuertemente aperiodica) mediante la relacion

o0 1_ o0
DK=Y K!
n=0 n=0

ya que

Eo(na) = Y K"(2,A) = —— =3 K!(,4)
n=0 n=0

1l—¢

Por tanto, se obtiene el siguiente resultado de clasificacion.

Teorema A.3.2.

Una cadena 1-irreducible es o bien recurrente o bien transitoria.

A.3.2. Criterio para recurrencia

Los resultados anteriores establecian una clara dicotomia entre transitoriedad y recur-
rencia para cadenas de Markov irreducibles. Sin embargo, dadas las definiciones de cadena
de Markov recurrente, es tutil tener un criterio simple para recurrencia. Naturalmente, la
primera propuesta que surge como analogia con cadenas de Markov con espacio de estados
discreto es mediante conjuntos pequenos.

Proposicion A.3.1.

Una cadena t)-irreducible {X,,} es recurrente si existe un conjunto pequenio C' tal
que ¥(C) > 0 y para cualquier z € C Py (7¢ < o0) =1

Demostracion:

Primero se probard que el conjunto C' es recurrente. Sea x € C. Considérese u, :=
K"xz,C)y fn:=Pu(X,, € C, X1 ¢ C,..., X1 ¢ C,), que es la probabilidad de visitar
por primera vez C en el nésimo instante. También definase
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U(s):=1+ Zuns", Q(S) := Z fns"
n=1 n=1
La ecuaciéon

Up, :fnﬁLfnflulﬁL-nJrflunfl (A7)

describe la relacion entre la probabilidad de una visita a C' al tiempo n y las probabili-
dades de primera visita a C. Esto implica que

!
C1-Q(s)

Sin embargo, notese que U(s) = Ez(nc) = ooy Q(1) = Py(7¢ < o0) = 1. La ecuacién
(A.7) también es valida para la cadena {X,,} ya que una visita a C'x {0} asegura la indepen-
dencia de la renovacién. Ya que E;(nc) asociada con { X, } es mas grande que Ez(ncxo1)

Ul(s)

asociada con {X,,} y P,(1¢ < o0) de {X,,} es igual a Pz(Tox oy < 00) de {X,}, la recur-
rencia se puede extender de {X,} a {X,}. La recurrencia de {X,} se sigue del teorema
anterior pues C' X {0} es un dtomo recurrente para {X,,}. O

A.3.3. Harris-recurrencia

Es posible hacer mas fuertes las propiedades de estabilidad de una cadena {X,,} pidi-
endo no sélo un ntmero promedio infinito de visitas a cada conjunto pequefio sino también
un numero infinito de visitas para cada trayectoria de la cadena de Markov. Recuérdese que
na es el numero de veces que la cadena pasa por A, y se esté considerando P,(ng = 00) =1
como la probabilidad de visitar A un ntmero infinito de veces.

Definicion A.3.4. (Harris-recurrencia)

Se dice que un conjunto A es Harris-recurrente si para cualquier x € A, Py(na =
o0) = 1. La cadena {X,,} es Harris-recurrente si existe una medida 1 tal que {X,}
es y-irreducible y para todo conjunto A tal que 1)(A) > 0 A es Harris-recurrente.

uér u recurrenci uivali u = un ndicién mas débi
Recuérdese que la recurrencia e alfa a que E;(n, oo y es una condicié as débil
que P, (na = oo) = 1. La siguiente proposicion expresa a la Harris-recurrencia como una
condicion sobre P, (74 < 00).
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Proposicion A.3.2.

Si para cualquier A € B(X), Py(74 < o0) = 1 para todo = € A, entonces para
cualquier x € X, Py(na = 00) = 1y {X,,} es Harris-recurrente.

Demostracion:

Sea B € B(X). El nimero promedio de visitas a B antes de visitar & A es

Us(z,B) = Z]P’x(Xn € B, 74 >n)

n=1

Entonces, Ug(x, A) = Py(74 < o0) ya que si B C A,
P.(X, € B,tA >n)=P,(X,, € B,T =n)=P,(75 =n).

Analogamente, si T4(k) (para k € NT) es el tiempo de la de k-ésima visita a A, entonces
T4 (k) satisface que para todo = € A

Py(74(2) < o0) = /Aﬂ»y(m < 00)Un(x, dy) = 1

e inductivamente

Pr(ta(k+1) < 00) = /AIP’y(TA(k:) < oo)Us(z,dy) =1
Como Py(na > k) = Py(7a(k) < o0) v

Py(na =00) = lim Py(na > k)

k—o0

se tiene que P, (n4 = oo0) = 1 para cualquier z € A. a

Notese que la propiedad de Harris-recurrencia sélo es necesaria cuando X’ es no numer-
able. Si X' es finito o numerable, se puede probar que E,(n,) = oo si y sélo si para todo
x € X Py(1p < 00) =1 con un argumento similar al que se uso6 en la prueba del Teorema
(A.3.1). En el caso general, se puede demostrar que si {X,,} es Harris-recurrente, entonces
para todo z € X, B € B(X) tal que ¥/(B) > 0, P,(ng = 00) = 1. Esta propiedad propor-
ciona una condicion suficiente para Harris-recurrencia, generalizando la Proposicion (A.3.1).
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Teorema A.3.3.

Si {X,} es una cadena de Markov 1-irreducible con un conjunto pequetio C' tal que
para todo x € X P, (7¢ < 00) = 1, entonces {X,,} es Harris recurrente.

Compérese este Teorema con la Proposicion (A.3.1), en donde P,(7¢ < o0) = 1 sblo
para x € C. Este Teorema también permite reemplazar la recurrencia por Harris recurren-
cia en el siguiente Teorema.

Teorema A.3.4.

Sea {X,,} una cadena de Markov t-irreducible. Si existen un conjunto pequeno C'y
una funcién V tales que
Cy(n) :={x:V(zx) <n}

es un conjunto pequefio, para cualquier n; entonces las cadena es recurrente si sobre
C*° se tiene que AV (z) <0

Tierney (1994) y Chan & Geyer (1994) analizaron el papel de la Harris recurrencia
en algoritmos MCMC y observaron que la mayoria de los algoritmos cumplian la Harris-
recurrencia.

A.4. Medidas invariantes

La cadena {X,} tendrad mas estabilidad si la distribuciéon de X,, no depende de n. De
manera mas formal, esto requiere de la existencia de una distribucién de probabilidad 7 tal
que si X, ~ m, entonces X, 11 ~ 7y los métodos de cadenas de Markov Monte-Carlo se
basan en el hecho de esta existencia, que define un tipo particular de convergencia conocida
como recurrencia positiva. Las cadenas de Markov que se construyen mediante métodos
de cadenas de Markov Monte-Carlo tienen buenas propiedades de estabilidad (excepto en
algunos casos muy patologicos). Por tanto, se tiene que discutir ampliamente los conceptos
de medidas invariantes y recurrencia positiva.
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Definiciéon A.4.1. (Medida invariante)

Sea m una medida o-finita. Se dice que 7 es invariante para el kernel de transicion
K(-,-) (y para la cadena asociada) si para todo B € B(X)

W(B):/XK(I,B)TF(CZZ‘)

Observacion A .4.1.

Cuando existe una medida de probabilidad invariante para una cadena v-irreducible (y
por tanto recurrente por el Teorema (A.3.2)) se dice que la cadena es positiva. Las cadenas
recurrentes en las que no existe una medida de probabilidad invariante finita se conocen
como recurrentes nulas. v

La distribucién invariante también se conoce como estacionaria si m es una medida de
probabilidad, ya que X ~ 7 implica que para todo n € N*, X, ~ 7, por tanto la cadena es
estacionaria en distribucion. Cuando 7 no es finita es mas dificil interpretar en términos del
comportamiento de la cadena. Se puede demostrar que si la cadena es irreducible y tiene
una medida invariante o-finita, ésta medida es tinica excepto quiza por una constante multi-
plicativa. El nexo entre la positividad y la recurrencia se enuncia en la siguiente proposicién
y formaliza el hecho intuitivo de que la existencia de una medida invariante evita que la
masa de probabilidad se “escape a infinito”.

Proposicion A.4.1.

Si la cadena {X,} es positiva, entonces es recurrente.

Demostracion:

Si {X,} es transitoria, existe una cubierta de X por conjuntos transitoriamente uni-
formes, Aj, con las cotas

E; (7714]‘) < Mj

para cualesquiera x € A;, j € N. Entonces por la invarianza de 7

W(Aj):/K(:C,Aj)Tr(dx):/K”(m,Aj)ﬂ(da:)
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Entonces, para cuaquier k € N

k
km(Aj) = K"(z,Aj)m(dx) < | Eg j)ﬂ'(da:) < M;,
> / [ Batoa

ya que por la definicion de nimero de visitas & A se sigue que Zﬁ:o K"(z,Aj) <
E;(n4,). Haciendo k tender a oo se tiene que para cualquier j € N m(A;) =0y por tanto
no se puede obtener una medida de probabilidad invariante O

Por tanto, ahora se puede hablar de cadenas positivas o cadenas Harris-positivas sin la
denominacién de recurrente y Harris-recurrente. La proposicién anterior es ttil cuando se
puede probar la positividad de {X,,}, sin embargo, las cadenas generadas por métodos de
cadenas de Markov Monte-Carlo por construccién tienen distribucién invariante.

Un resultado clasico de cadenas de Markov irreducibles con espacio de estados finitos
es que cuando existe la distribucién estacionaria, ésta esta dada por

Ty = [Eac (Tz)]_l

con la interpretacion de E;(7,) como el ntimero promedio de pasos entre dos visitas a
x (este resultado se conoce como Teorema de Kac). También se tiene que [E,(7,)] ! es el
eigenvector asociado con el eigenvalor 1 de la matriz de transicién P. Ahora se enunciara
un resultado mas general cuando {X,,} tiene un atomo.

Teorema A.4.1.

Sea {X,} y-irreducible con atomo . La cadena es positiva si y s6lo si E,(7,) < oo.
En este caso, la distribucién invariante para {X,}, m, satisface

m(y) = [E'y(T'y)rl

Observacion A.4.2.

La notacion E.(-) es valida en este caso pues el kernel de transicion es el mismo para
todo x € v (por la definicion de atomo). Este teorema establece que la positividad es un
propiedad de estabilidad méas fuerte que la recurrencia ya que

Py(7y =00) =0
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Demostracion (del Teorema,):

Si E,(7y) < oo, entonces P, (7, < 00) = 1, y por la proposicion (A.3.1) {X,,} es recur-
rente.

Considérese una medida, 7, definida como

m(A)=> P(X, € A1y >n)

n=1

[ KA = s)EGA) + [ 3 Klan AP, (2 n.d)

n=1

= K(v,A)+ iIP’V(Xn €A1, >n)=mn(A)

n=2

Esta también es finita pues

m(A) = ZP’Y(T’Y >n)= Z Z Py(ry =m)
n=1

n=1m=n

= Z mP+ (7, =m) =E(7,) < 00
m=1

Como 7 es invariante cuando {X,,} es positiva, la unicidad de la distribucién invariante
implica que 7(X) < oo y por tanto E,(7,) < co. Renormalizando 7 a 7/7(X) se tiene que
m(y) = [Ev(m)]’1~ [

Desde una perspectiva mas clisica, se puede tratar el caso general mediante la sepa-
racion de {X,} en {X,,} (que tiene un atomo) y la medida invariante de {X,,} induce una
medida invariante para {X,} mediante marginalizacion.

Teorema A.4.2.

Si {X,} es una cadena recurrente, entonces existe una medida invariante o-finita
lnica, excepto quizd por multiplos escalares.
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A.5. Ergodicidad y convergencia
A5.1. Ergodicidad

Considerar a la cadena de Markov {X,,} desde una perspectiva temporal es natural, por
tanto es importante considerar el comportamiento limite de X,,. La existencia y unicidad de
una distribucién invariante m hace que ésta sea un candidato natural para ser la distribucién
limite. Ahora se estudiaran condiciones suficientes sobre {X,,} para que X, se distribuya
asintéticamente como 7. Los siguientes teoremas son resultados de convergencia de cadenas
de Markov fundamentales y motivan la implementacién de métodos de cadenas de Markov
Monte-Carlo. Sin embargo, dichs resultados son dificiles de establecer y la mayoria de las
pruebas se haran para el caso de espacio de estados discreto, la extension al caso general se
puede revisar en Meyn & Tweedie (1993).

Hay muchas condiciones que se pueden establecer sobre la convergencia de P™ (la dis-
tribucion de X,,) hacia 7. Quizé& una de las mas importantes es el de la ergodicidad, i.e. la
independencia de las condiciones iniciales.

Definicién A.5.1. (Atomo ergddico)

Sea {X,,} una cadena Harris-positiva con distribucion invariante m. Se dice que un
4dtomo 7y es ergddico si

lim |K™(y,7) = m(y)[ =0

n—oo

Observacion A.5.1.

En el caso numerable, la existencia de un atomo ergédico es suficiente para establecer
la convergencia, de acuerdo con la norma de variacién total

|1 — ||y = Sup V1 (A) —12(A)]

Proposiciéon A.5.1.

Sea { X, } una cadena Harris-positiva sobre X', numerable. Si existe un atomo ergodico
v C X, entonces para cualquier x € X

lim [|[K"(z,) — w7y =0

n—o0
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Demostracion:

El primer paso sigue una férmula de descomposicién que se conoce como “primera en-
trada y ultima salida’:

Kn(x’ y) = Pa}(Xn =Y, Ty > n) (A8)
n—1 i
+ (Z Pw(Xk €7, Ty > k)K]_k(777)> P’Y(anj =Y, Ty >n— ]IAQ)
7=1 \k=1

que relaciona K™ (z,y) con la ultima visita de . Esto muestra que la influencia del valor
inicial = ya que P (X,, =y, 7y > n) converge a 0. La expresion

m(A)=> P(X, € A1y >n)

n=1
de la medida invariante implica que
o
m(y) =7() Y Py(X; € A7y > j)
j=1

v con estas dos expresiones se obtiene que

1K™ (@) = 7lloy = Y 1K™ (2,y) = m(y)] < Y Pu(Xy =y, 2 )

) )
n—1| J '
+ Y Y D Pu(Xi €y = RETTE(y,y) — ()| Py (Xnej = 5,7y > 00— j)
y j=1 k=1
o
+ ZW(’Y) Z Py(Xj =y, 7 2 J)
Yy Jj=n—1

El segundo paso de la prueba es demostrar que cada término en la descomposicién se va
a cero cuando n tiende a co. El primer término P, (7, > n) tiende a cero ya que la cadena
es Harris-recurrente. El tercer sumando es el residuo de la serie convergente

2T D PNy =y 2 ) = 3 ()

Y J 1 Y
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El término de en medio es la suma sobre las y’s de la convolucién de dos sucesiones
an = | > p_ 1 Po(Xk € v, 7 = K)K" F(y,7) —7(y)| y b = Py (X, = y, 7, > n). La sucesién
{an} converge a cero ya que el atomo ~ es ergodico. O

La descomposicion (A.8) es muy constructiva ya que muestra el papel del atomo v co-
mo generador de un proceso de renovacion. Ahora se estudiard una extensién que permite
trabajar con el caso general utilizando técnicas de acoplamiento.

El principio de acoplamiento utiliza dos cadenas {X,} y {X]} con el mismo kernel, el
evento de “acoplamiento” ocurre cuando dichas cadenas se encuentran en -, i.e. al primer
tiempo ng tal que Xy, € vy X, € 7. Después de este instante, las propiedades de {X,}
y {X]} son idénticas y si una de las dos cadenas es estacionaria, no hay dependencia de
las condiciones iniciales de ambas cadenas. Por tanto, si se puede mostrar que el tiempo de
acoplamiento (i.e. el tiempo que pasa para que ambas cadenas se encuentren) es finito casi
para todo punto inicial, entonces la ergodicidad de la cadena se cumple.

Para un atomo recurrente vy sobre un espacio numerable X sea 7, (k) la k-ésima visita
avy (k=12,...) yseap=(p(1),p(2),...) la distribucion del tiempo de excursion,
Sk =1y(k+1) — 7y(k)

entre dos visitas a 7. Si ¢ = (¢(0),¢(1),...) es la distribucion de 7,(1) (que depende
de las condiciones inciales xo 6 v), entonces la distribucion de 7,(n + 1) estd dada por la
convolucion g p™* (i.e. la distribucion de la suma de n variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas de acuerdo a p y una variable que se distribuye de acuerdo a

q) ya que

Ty(n+1):5n+--~+51+73y(1)

Por tanto, se consideraran dos sucesiones {S;} y {5/} tales que S1, S2,...y 51,55, ... son
independientes e idénticamente distribuidas de p con Sy ~ ¢qo y S; ~ r. También definase

n n
Zg(n) = Zfsl+...+sj:m Zp(n) := Z Isi+. +s5=n
j=0 7=0

que corresponden a los eventos de que las cadenas { X, } y {X],} visiten 7 al tiempo n.
Entonces, el tiempo de acoplamiento estid dado por

Tqr = min{] : Zq(]) = Zr(]) = 1}

que satisface el siguiente lema.
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Lema A.5.1.

Si el tiempo medio de excursiéon satisface
oo

my = Z np(n) < oo
n=0

y si p es aperiodico (el maximo comin divisor del soporte de p es 1), entonces el
tiempo de acoplamiento T}, es finito c.s., i.e. para todo g,

P(Tpg < 00) =1

Si p es aperiédica con media finita m,, entonces Z, satisface

lim |[P(Z;(n)=1) — m(;1| =0

n—oo

Por tanto, la probabilidad de visitar « al tiempo n es asint6ticamente independiente de
la distribucién inicial.

Teorema A.5.1.

Para una cadena de Markov positivo recurrente y aperiédica sobre un espacio de
estados numerable y para cada estado inicial z se cumple

lim [|[K"(z,) — «|l7v =0
n—oo

Demostracion:

Como {X,,} es positiva recurrente, E (7, ) es finita. Por tanto, m, es finita, lim, . |P(Z,(n) =
1) —mg'| = 0y todo atomo es ergodico. Entonces, por la Proposicion (A.5.1)

lim [|[K"(z,) — w7y =0
n—oo
O

Para espacios de estados generales, se necesita la Harris-recurrencia para asegurar la
convergencia de K™ a .

Observacion A.5.2.




Sec. A.5 Ergodicidad y convergencia

345

Otra caracterizacion de la Harris-recurrencia es la convergencia de || K} — 7|7y a 0 para

todo valor x en vez de para casi todo valor x.

\Y

Teorema A.5.2.

Si {X,,} es Harris-positiva y aperiddica, entonces

=0
TV

lim H/K”(x Yw(dz) — 7

n—oo

para toda distribucién inicial v.

Teorema A.5.3.

Si 7 es una distribuciéon invariante para P, entonces

=0
TV

H/K"(m Yw(dz) — 7

es decreciente como funcién de n

Demostracion:

Primero, una definicién equivalente de la norma de variacién total es

1
|v|Tv = - sup

/ h(z)(dz)

2 p<1
Entonces,
2| Ko Jotde) =y = s | [ H K i) — n(an)
= o / h(y) / K™ (@, dw) K (w, dy)v(dz) — / h(y) / K(w,dy)w(dw)‘

por definicion K" (z,dy) = [ K"(z,dw)K (w,dy) y por la invarianza de m, m(dy) =

| K(w, dy)7(dw). Reacomodando términos se tiene que
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2| K" (a, v (de) — 7|, ‘il‘l<pl /</h (w dy> "z, dw)v /</h (w dy> (dw)‘
< El‘tpl / h(w) K™ (z, dw)v(dz) — / h(w)ﬂ(dw)‘

donde la desigualdad se sigue del hecho de que la cantidad entre paréntesis es una fun-
cién con norma menor que 1. O

Observacion A.5.3.

La equivalencia

1
lvllrv = 5 Sup
|h|<1

/ h(z)v(dz)

lm_[E, (h(X,))E™(X)| =0

n—o0

implica la convergencia

para cualquier funcién acotada h. v

Teorema A.5.4.
Sea {X,,} positiva, recurrente y aperiodica.
(i) Si E™(h(X)) = oo, entonces para cada x € X

Jim B, (JA(X5)[) = oo

(ii) Si [ |h(z)|r(dz) < oo, entonces

lim — sup |Ey(m(Xy)) —E"(m(X))| =0

"0 m(x)|<| k()|

sobre conjuntos pequenos C' tales que

Tci h(Xt)] < 00

t=0

sup E,
yeC
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A.5.2.  Convergencia geométrica

La convergencia del limite del inciso (i) del Teorema anterior, de la esperanza de h(x)
al tiempo n a la esperanza de h(z) bajo la distribuciéon estacionaria m asegura de cierta
manera el “buen comportamiento” de la cadena {X,,} sin importar el valor inicial Xy (o su
distribucion). Una descripcion més precisa de las propiedades de convergencia que involu-
cran el estudio de la velocidad de convergencia de K" a m. Una evaluacién de esta velocidad
es importante para los algoritmos de cadenas de Markov Monte-Carlo en el sentido de que
se estudian las reglas de paro de estos algoritmos. También se requiere una velocidad de
convergencia minima para que se pueda aplicar el Teorema del Limite Central.

Para estudiar la velocidad de convergencia de manera mas precisa, se tiene que definir
una extension de la norma de variacion total, que se denota por || - ||, que permite una cota
superior diferente de uno sobre las funciones. La generalizacion se define como

[ stamtan)

[v]ln = sup
lgI<h

Definicion A.5.2.

Una cadena {X,,} es geométricamente h-ergodica, con h > 1 sobre X, si {X,} es
Harris-positiva, con distribucion estacionaria m tal que E™(h) < oo y existe r, > 1
tal que para todo x € X

(%9
> K (@) = 7l < oo
n=1

El caso h = 1 corresponde a la ergodicidad geométrica de {X,,}

La h-ergodicidad geométrica significa que ||[K™(z,-) — 7|, es decreciente al menos a
velocidad geométrica ya que

o

D rRIK™ () =l < oo

n=1

implica que

con

00
M= |K"(2,) ==l
n=1
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Si {X,,} tiene un atomo, entonces para cualquier ntumero real r > 1,

E. [Z h(Xn)r"] < 00, Z Py (Xpn €7) —m(y)|r" < oo
n=1

n=1

La serie asociada con |P, (X, € v) —m(y)|r™ converge fuera del circulo unitarioi la serie
de potencias asociadas con |P~(7, = n) converge para valores de |r| estrictamente mayores
Y\ Ty
que uno. Este resultado se conoce como Teorema de Kendall.

Definicion A.5.3. (Atomo geométricamente ergddico y dtomo de Kendall)

Se dice que un atomo accesible v es geométricamente ergodico si existe r > 1 tal que
o0
> IK™M(y,7) = w ()"
n=1

v se dice que v es un atomo de Kendall si existe x > 1 tal que

E, (k™) < o0

Teorema A.5.5.

Sea {X,,} es ¢-irreducible, con distribucién invariante 7, si existe un 4tomo geométri-
camente ergddico vy, entonces existen r > 1, kK > 1y R < oo tal que para casi todo
reX

(o]
> K™ (@,) = wllry < RER(K™) < oo
n=1

A.5.3. Ergodicidad uniforme

La propiedad de ergodicidad uniforme es més fuerte que la ergodicidad geométrica en el
sentido de que la tasa de convergencia geométrica debe ser uniforme sobre todo el espacio.
Esto se analizard méas adelante en las aplicaciones del Teorema del Limite Central.
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Definiciéon A.5.4. (Ergodicidad uniforme)

Se dice que la cadena {X,,} es uniformemente ergddica si

, n ) — e
i sup K2, — 7l =0

La ergodicidad se puede establecer mediante alguna de las siguientes propiedades equiv-

alentes:

Teorema A.5.6.
Las siguientes afimaciones son equivalentes:
(i) {X,,} es uniformemente ergodica

(ii) Existen R < oo y r < 1 tales que

R
Ve e X |K"(e,) — gy <

rn
(i) {X,} es aperiodica y X es un conjunto pequeno
(iv) {X,} es aperiddica y existen un conjunto pequeno C'y k > 1 tales que

sup E; (k™) < o0
TEX

Observacion A.5.4.

Si X es pequeno, existe una distribucién de probabilidad, ¢, sobre X y constantes € < 1,

0 >0y n tal que si p(A) > e, entonces

inf K"(z,A) > ¢
TEX

Esta propiedad a veces se conoce como condicidon de Doeblin. Este requisito demuestra
la fortaleza de la ergodicidad uniforme y sugiere algunos problemas con respecto a su
verificacién. En el caso finito, la ergodicidad uniforme se puede obtener del hecho de que

X sea pequenio ya que

P(Xpny1 =ylXn=12) > irzlfpzy =py, T,y X
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lleva a la eleccion de una medida de minorizacion w como

Py
oY) ==
Zze)( Pz
siempre que p, > 0 para algin y € X. Si {X,,} es recurrente y aperiodica, esta condicion
de positividad la cumple la cadena {Y,,} = {X,4} para d suficientemente grande. v

A.6. Teoremas limite

Aunque ya se han motivado algunos resultados para justificar algunas propiedades de los
algoritmos de cadenas de Markov Monte-Carlo, en lo que resta de este apéndice se analizara
lo esencial para el procesamiento de dichos algoritmos. De hecho, los diferentes resultados
de convergencia (béasicamente los de ergodicidad) que se estudiaron con anterioridad sélo
involucran a la medida de probabilidad P}’ (bajo diferentes normas) que solo considera a la
cadena {X,} en el instante n, i.e. se analizan las propiedades probabilisticas del compor-
tamiento promedio de la cadena en un instante fijo. Tales propiedades justifican algunos
métodos de simulacién pero son de menor importancia para el control de la convergencia
de una simulaciéon dada, donde las propiedades de la realizacion {x,} de la cadena son las
Unicas caracteristicas que interesan. Meyn & Tweedie (1993)llaman a este tipo de carac-
teristicas propiedades de trayectorias muestrales.

Se debe considerar la diferencia entre el analisis probabilistico (que describe el compor-
tamiento promedio de las muestras) y la inferencia estadistica (que se debe razonar por
indcutivamente a partir e la muestra observada). Aunque las propiedades probabilisticas
se pueden justificar o refutar, estas no contradicen el hecho de que el andlisis estadistico
se debe hacer condicionado a la muestra observada. Desde una perspectiva de cadenas de
Markov con un anélisis condicional se pueden aprovechar las propiedades de convergencia
de P’ a 7 so6lo para verificar la convergencia, a las cantidades de interés, de funciones de
la trayectoria observada de la cadena. El hecho de que || P} — 7|| sea cercano a 0 ¢ incluso
converja geométricamente rapido a 0 con velocidad p" (0 < p < 1) no da informacion di-
recta acerca de la tinica observacion disponible de P7', X,.

Los problemas de aplicar directamente los teoremas clasicos de convergencia (Leyes de
Grandes Numeros, Ley del logaritmo iterado, Teorema Central del Limite) de la muestra
(X1,...,X,) generalmente se deben a la estructura de dependencia Markoviana entre las
observaciones X; y la no estacionariedad de la sucesion. Solo si Xg ~ m, la cadena sera
estacionaria. Ya que es equivalente integrar sobre las condiciones iniciales y eliminar la
necesidad de anéalisis condicional. Esta condicién especialmente rara en métodos de cadenas
de Markov Monte-Carlo.
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Entonces se supondra que la cadena empieza de un punto Xy cuya distribucién no es la
distribucién estacionaria de la cadena y por tanto se trabajaré directamente con cadenas no
estacionarias. Se empezara con algunos resultados de convergencia analogos a las Leyes de
Grandes Ntuimeros que se en la literatura de simulacién se conocen como Teoremas ergddicos.

A.6.1. Teoremas ergédicos

Dadas X3, ..., X, observaciones de una cadena de Markov, ahora se estudiaré el com-
portamiento de las sumas parciales

Su(h) = >~ h(X)
=1

cuando n — oo volviendo al caso iid a través de la renovacién cuando {X,,} tiene un
atomo. Primero se consideraréd el concepto de funcién harmonica, que se relaciona con la
ergodicidad para las cadenas de Markov Harris-recurrentes.

Definicién A.6.1. (Funcién harmdnica)

Se dice que una funcion h es harmonica para la cadena {X,,} si

E[h(Xn-l-l) ‘$n} = h(zn)

Observacion A.6.1.
Por supuesto que la funcién h en esta definicién debe ser medible, para que la operacién

de esperanza condicional haga sentido. v

Estas funciones son invariantes para el kernel de transicion (en el sentido funcional no
en el probabilistico) y caracterizan la Harris-recurrencia como sigue.

Proposiciéon A.6.1.

Para una cadena de Markov positiva, si las tnicas funciones acotadas harmonicas
son las funciones constantes, entonces la cadena es Harris-recurrente.

Demostracion:

La probabilidad de un nimero infinito de regresos Q(x, A) = P,(na = o), como una
funcion de x, h(x), es una funcién harmonica ya que
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Ey[n(X1)] = Ey[Px, (na = 00)] = Py (14 = o0)

por lo tanto Q(x, A) es constante en x.

La funcién Q(z, A) describe un evento cola, un evento cuya ocurrencia no depende de
X1,..., X, para cualquier m finito. Dichos eventos generalmente satisfen una ley 0-1, i.e.
sus probabilidad de ocurrencia son 0 ¢ 1. Sin embargo, la mayoria de las veces estas leyes
se establecen en el caso independiente y su estudio para cadenas de Markov esté fuera de
los alcances de este trabajo, asi que sélo se dird que Q(z, A) cumple una ley 0-1.

Si 7 es una medida invariante y w(A) > 0, entonces no es posible que Q(x, A) = 0. Para
ver esto, se hard por contradiccion. Supongase que Q(x, A) = 0, entonces la cadena vista &
A so6lo un numero finito de veces y el promedio

1 N
N ZIA(Xi)
i=1

no converge a m(A) (contradiciendo a la Ley Fuerte de Grandes Numeros). Entonces,
para cualquier x, Q(z, A) = 1. Por tanto, la cadena es Harris-recurrente. O

Esta proposiciéon se puede interpretar como una propiedad de continuidad de la tran-
sicion funcional Kh(x) = E,[h(X1)] de la siguienye forma: Por induccion, una funcién
harmonica h satisface h(z) = E;[h(X,,)] y por el Teorema (A.5.4), h(x) es casi seguramente
igual a E™[h(X)], i.e. es constante casi en todos lados. Para cadenas Harris-recurrentes, la
prposicion anterior establece que h(x) es constante en TODOS lados.

La proposicién anterior es muy tutil cuando se quiere determinar la Harris-recurrencia
de algunos métodos de cadenas de Markov Monte-Carlo. También, el comportamiento de
las funciones harmoénicas acotadas caracteriza la Harris-recurrencia.

Lema A.6.1.

Para cadenas de Markov Harris-recurrentes, las constantes son las Ginicas funciones
harmonicas acotadas.

Una consecuencia de este lema es que si {X,,} es Harris-positiva con distribucion esta-
cionaria 7 y si Sp(h) converge vp-casi seguramente a

/X h(z)m(dx)
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para una distribucién inicial vy, esta convergencia ocurrird para toda distribucién inicial v.
De hecho, la convergencia

P (Sn(h)) = E7(h)

es harmonica. De nuevo, esto muestra que la Harris-recurrencia es un tipo superior de
estabilidad en el sentido de que la convergencia casi segura se reemplaza por convergencia
puntual.

El resultado principal de esta seccidon se conoce como Ley Fuerte de Grandes Nimeros
para Cadenas de Markov 6 bien Teorema Ergddico, el cual garantiza la convergencia de

Sn(h).

Teorema A.6.1. (Teorema ergddico)

Si {X,,} tiene una medida invariante o-finita, 7, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) Si f,g € LY(n) tal que [ g(z)dm(x) # 0, entonces

o Salf) _ [ F(@)dn(@)
wre Bulg) [ glw)dn()

(ii) La cadena de Markov {X,,} es Harris-recurrente

Demostracion:

Si (i) se cumple, tomese a f como la funcion indicadora en un conjunto A con medida
finita y g una funcion arbitraria con integral finita y positiva. Si w(A) > 0

P,(X € A infinitas veces) = 1

para cada x € X, que establece la, Harris-recurrencia.

Si (ii) se cumple, so6lo se necesita considerar al caso atémico mediante un argumento de
separacion. Sea v un dtomo y 7 (k) el tiempo de (k+1)-ésima visita a . Si Iy es el naumero
de visitas a v al tiempo N, se tiene las siguientes cotas
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In—1 7y(+1)

N
Y Y ) < Y )

J=0 n=7y(j)+1 k=1
In  T(+1) 74(0)
J=0n=7,(j)+1
Los bloques
7y (j+1)
Si(N=">_ [l
n=7(7)+1

son independientes e idénticamente distribuidos. Por tanto,
n ln T
Yoiq f(x) < In 22720 Si(f) + 2205 f(@e)]/lv
Yic9(@) T Iv—=1 S Si(g) /(v — 1)

por tanto, el teorema se cumple aplicando la Ley Fuerte de Grandes Numeros (para
variables aleatotias independientes e idénticamente distribuidas). g

Observacion A.6.2.

Notese que en este Teorema, m no necesita ser una medida de probabilidad, por tanto
se puede tener algin tipo de estabilidad fuerte incluso si la cadena es recurrente nula. vV

Cuando se trabaja con algoritmos de métodos de cadenas de Markov Monte-Carlo,
generalmente este resultado se ocupa cuando se considera un analisis Bayesiano con medidas
posteriores impropias.

A.6.2. Teoremas del limite central

Existe un camino general de las Leyes de los Grandes Nuimeros al Teorema del Limite
Central. Ademaés, la demostracién del Teorema ergodico sugiere que es una extension direc-
ta del Teorema del Limite Central para variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. Desafortunadamente, este no es el caso debido a las condiciones de varianza
finita que explicitamente involucran al atomo de la cadena que separa. Por esto, se estudi-
aran condiciones alternativas para que se pueda aplicar el Teorema del Limite Central.
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Proposicion A.6.2.
Si {X,} es Harris-positiva con un atomo ~ tal que

(i) Ey(72) < 00

(i) B, [(S7y Ih(Xa)))?] < o0
(ii)) & = 7(1)E, [(Zry(h(Xa) = E7(1))°] > 0

Entonces el Teorema Central del Limite se cumple, es decir

N
v <Z<h<xn> - E’f(h))) Lz

n=1

donde Z ~ N (0, 03)

Demostracion:

Usando la misma notacién que en la demostracion del Teorema ergodico, si h := h —
E™(h) se tiene que

1 In o ) ™
NS ;Sz(h) =N <0,E7 ;h(Xn)]>

segin el Teorema del Limite Central para las variables independientes, S;(f) cuando
N/ln convergen a E(Sp(1)) = [7(y)] ™! casi seguramente. Ya que

In—1 N
Z S;(h) — Zh(Xk) < Sty (|h])
i=1 k=1
Yy
, 1 20151\ — 2017
nlggonzlsi (|h]) = Ew[so(lh‘)]
j:
entonces
, Sty (|R])
lim su N =0
N—)oop \/N
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O
Este resultado establece que una extensiéon del Teorema del Limite Central al caso no
atémico puede ser més delicado con s6lo las suposiciones del Teorema ergddico. De hecho,

se tiene que extender estas suposiciones a la cadena que separa, {X,}.

Un caso sencillo es cuando la cadena es reversible.

Definiciéon A.6.2. (Cadena reversible)

Se dice que una cadena de Markov estacionaria, { X, }, es reversible si la distribucion
de X411/ Xn42 = x es la misma que la de X, 1| X, =z

Por tanto, para una cadena reversible, la direcciéon de tiempo no importa en la dindmica
de la cadena. Con las suposicién de reversbilidad, el Teorema del Limite Central se cumple
debido a la positividad estricta de g,. Esto lo establecieron Kipnis & Varadhan (1986).

Teorema A.6.2.

Si {X,} es aperiddica, irreducible, reversible con distribucién invariante 7, entonces
el Teorema Central del Limite se aplica cuando

0 < 0 = Ex(3%(X0)) +2 ) Ex(9(X0)g( X)) < o0
k=1

Es importante notar que, en general, la reversibilidad es una suposicién muy restricti-
va; aunque en algunos métodos de cadenas de Markov Monte-Carlo se puede inducir esta
reversibilidad agregando pasos adicionales de simulacién.




Apéndice B

Un centavo de autodescomponibilidad

B.1. Introduccién

Definiciéon B.1.1. (Autodescomponibilidad)

Se dice que una distribucién de probabilidad en R se autodescompone si su funcion
caracteristica, ¢, satisface

o(t) = p(ot)po(t), tER,0€(0,1)

donde ¢, es una funciéon caracteristica. Lo cual implica para la correspondiente a
variable aleatoria que

X=0Y+X, 0€(0,1)

donde Y y X, son independientes y X y Y tienen idéntica distribucion.

Observacion B.1.1.

Como en la definicién ¢ € (0,1), ninguna variable aleatorias con soporte contenido en
Z (excepto la variable aleatoria X = 0) puede ser autodescomponible. De hecho, se sabe
que todas las distribuciones autodescomponibles son absolutamente continuas. v

En este anexo se estudiaran algunos analogos de autodescomponibilidad y estabilidad
para distribuciones sobre N.

Las distribuciones que se autodescomponen discretamente y las distribuciones discre-
tas estables comparten algunas propiedades bésicas con sus contrapartes continuas. Por
ejemplo, las distribuciones que se autodescomponen discretamente son unimodales y las
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distribuciones discretas estables son muy “parecidas” a sus anéalogas continuas en (0, 00).

A continuacién se enunciard un lema que se necesitara para definir correctamente estos
conceptos analogos discretos.

Lema B.1.1.
(i) Si G es una funcién generadora de probabilidad entonces

limgp (1 — 2)G'(z) =0

(ii) Sea G una funcién generadora de probabilidad de la distribucion {p;}°, tal
que po € (0,1). G es infinitamente divisible si y so6lo si tiene la forma

G(2) = exp {AE(2) — 1}

donde A > 0 y £ es una funcién generadora de probabilidad (unica) tal que
£(0) = 0. Equivalentemente, G es infinitamente divisible si y sélo si

1
G(2) = exp{~ [ Rlu)du),

donde R(u) = > 2 yropu™ con ry >0y Yo iy < oo e siy solosi {pi}2,

satisface .
(n+ 1)pnt1 = Zpkrn—k, neN
k=0
con rg > 0.
Demostracion:

Por el Teorema del valor medio, para = € [0,1) se tiene que 1 — G(z) = (1 — 2)G'(y)
para algin y € (z,1). Como G’ es no decreciente, entonces

Tl

1-2)G(2)<(1-2)G(y) =1-G(x) —0
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B.2. Autodescomponibilidad discreta

Definicion B.2.1. (Autodescomponibilidad discreta)

Se dice que una distribucién sobre N se autodescompone discretamente si su funcion
generadora de probabilidad, G, satisface

G(2) =G(1 — p— 02)Gy(z), |z| <1,0€(0,1)

donde G, es una funcién generadora de probabilidad.

La expresiéon anterior se puede escribir en términos de variables aleatorias como
X =p0Y +X,

donde po Y y X, son independientes y X y Y son idénticamente distribuidas; y poY se
define (en distribucion) mediante su funcién generadora de probabilidad G(1 — o + pz) 6

como
Y
pooY = Z W;
=1

donde {W;} es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas W; ~ Bnlli(p), independiente de Y.

Notese que poY € toma valoresen N, 10Y =Y, 00Y =0y E(poY) = E[E(poY)|Y] =
E(eY) = ¢E(Y) pues 0o Y[Y =y ~ Bin(y, 0).

A continuacién se establecers la forma candnica de las funciones generadoras de prob-
abilidad que se autodescomponen discretamente.

Teorema B.2.1.

Una funcién generadora de probabilidad se autodescompone discretamente si y sélo

si tiene la forma . ()
1—&(u
G(z) = —-A — 7
(z) = exp { /Z T—u u} ,

donde A > 0 y & es una funcion generadora de probabilidad (unica) tal que £(0) = 0.
O equivalentemente, G se autodescompone discretamente si y 86lo si es infinitamente
divisible y tiene una medida candnica 7, (como en el Lema anterior) que es no
creciente.
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Demostracion:
(=)

Supéngase que G se autodescompone discretamente. Entonces, para r > 0y r(1 —
0n)" ' € NT definase

Qrin(2) 7= (G, ()70
Notese qu Q. es una funcion generadora de probabilidad. Como
G(1—0+02)=G(2)+ (1 —0)(1 —2)G'(2) + o(1 — ), cuando g1 1
Entonces para o, tal que g, 1 1 cuando n — oo se tiene que

Qr(z) := nh_)II(;lo Qrn(2) = exp{—r(l — 2)G'(2)/G(2)}

Como @Q,(z) — 1 cuando z T 1y por el Teorema de continuidad para las funciones generado-
ras de probabilidad, para cualquier r > 0, @, es una funcién generadora de probabilidad.
Por tanto, () := )1 es infinitamente divisible y aplicando el lema anterior a () se tiene que

_G'(z) _ Log(Q(2) _,1-&(2)
R(z) = G(z)i_ 1—2 =A 1—=2

G() = exp {—)\ /: 11__5(5%}

Comparando G(z) = exp{— le R(u)du} y G(2) = exp{ )\fl 16w du} se puede ver
que G es infinitamente divisible con

Concluyendo que

Tn = A 1—293 =A Z g;

j=n+1
que es no creciente.
(<)

Supo6ngase que G es de la forma G(z) = exp{ )\fl 16w du} Entonces G satisface
G(z) = G(1 — o — 02)Gy(z) con

1—p(1-2)
z) = exp{— / w)du}
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l.e. con

con coeficientes

T — Qg% <i>9"(1 — )P > 1 — g”“i <n4.rj>(1 — 0] =0

=0 N J

donde se esta usando el hecho e que {r,} es no creciente. Por tanto G, es infinitamente
divisible. O

La unimodalidad de una distribucién que se autodescompone discretamente es un coro-
lario del siguiente teorema.

Teorema B.2.2.

Sean {pn}5° 4, {rn}22, C R sucesiones tales que para todo n € N* p, > 0, py > 0,
{rn}5°, es no-creciente y ademas

n
(n+ 1)ppt1 = Zpkrn—kz neN
k=0

Entonces, {p,}>2, es unimodal, i.e. p, — pp—1 cambia de signo a los més una vez
(donde p_1 :=0). Y ademas, {p,}o>, es no-creciente si y solo si ro < 1.

Demostracion:

Sean dp, == pn — Pp-1 ¥ An :=7Tp — n—1

n—1
(n+1)dnt1 = (ro — 1)pn — Z AjPn—j—1, n €N
=0

Notese que paran € NT d,, <0< rg < 1. Sea rg > 1 y supbéngase que
dy > O,dz > 0,... 7dn1 > O7d7’L1+1 < 0,...7dn1+m = dn2 < 0,dn2+1 >0
Si para j > n se hace p,—; =0,

Pny—j Spngfjv j:m+17m+2)

pnl*j Spnla ]: 1527"‘7m'
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Y por tanto,

ny—1

(nl + 1)dn1+1 = ( 1 pn1 Z /\jpn1 —j—1 < 0
7=0

no—1

(n2 + 1)dn2+1 = ( 1 png Z >\3an —j—1 > 0
7=0

pero como Z;n;()l AjPny < Z;n;()l A\jPno—j—1 entonces se tiene que 1o =, + Z?;Ol Ay

ni—1
(Tm - 1)pn2 > E )\jpng—j—l
j=1
Es decir,
ni—1 ny—1
Z )\]pnl —7—1 S Z Ajpnl + Z )\gan —7—1
< pnl( ro — m) +pn2( m — 1) <pn(r0 -1
lo cual es una contradiccién. O

Corolario B.2.1.

Sea {pn}22, una distribucién discreta autodescomponible discreta. Entonces,
(i) {pn}s, es unimodal
(ii) {pn}>2 es no-creciente si y soélo si rp = %(1, <1

Equivalentemente, una distribucién sobre N infinitamente divisible (con py > 0) es
unimodal si {r,}7°, es no-creciente, es no-creciente si y solo si rop <1

Observacion B.2.1.

En el teorema anterior no se estd suponiendo que rg,rq, ... son no-negativos, es decir,
esta es una condicion suficiente para la unimodalidad més general que en las distribuciones
infinitamente divisibles. Sin embargo, si {p,}>2, e€s no negativa y no-creciente entonces
{rn}>2, es no negativa. v
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B.3. Estabilidad discreta

El conjunto de distribuciones sobre R que son estables (estrictamente) con exponente -y
es el subconjunto de las distribuciones autodescomponibles que satisface

(s +t)/7 L WX, +¢17X,, s,t>0

donde X; y X5 son independientes y con la misma distribucién que X. Se puede ree-
scribir la ecuacién anterior como

X=aX;+(1-o)"Xs, 0€(0,1)

Reemplazando X por 0o X7y (1—07)Y7 X, por (1—07)'/70 X, se obtiene la definicion
de estabilidad para el caso discreto. En términos de la funcién generadora de probabilidad
se tiene que

G(z) = G(1 = o(1 - 2))G(1 = (1= )'""(1=2)), |2/ <L0€(0,1)

Definicién B.3.1.

Se dice que una funcion generadora de probabilidad G tal que G(0) € (0, 1) es estable
discreta (estrictamente) con coeficiente v > 0 si satisface

G(z) = G(1 = o(1 = 2))G(1 = (1= )""(1=2)), |2/ <Le€(0,1)

A partir de la definicién se puede ver que

1-GU-(-g)/(1-2)  Gl-o(1-2)-G() _m G)
1-o(-2) 1-0(—-2Gl—-e(-2)  G(z)

Haciendo u = (1 — ¢7)'/7, lo anterior significa que

1- G —u(l=2)) uo (1-2)177G(2)
Wi-2y 1 GO

y con z =0,

1-G(1—u) wy P1L
u? YPo
Y por tanto segun las tltimas dos expresiones
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G/(Z) o ]ﬂ — v—1
G po(l ) (B.1)

> 0 (posiblemente infinito), de la expresion anterior se tiene que v € (0, 1].
) se tiene que

Como G'(1
Integrando (B.

)
1
G(z) = Gf‘/(z) =exp{—A1—2)"}, [2|<L,A>0

Entonces G definida de esta manera satisface que

G(z) = G(1 - o(1 - 2))G(1 = (1= 0")/7(1 = 2)), |2[ <1,0€(0,1)

Teorema B.3.1.

Las funciones generadoras de probabilidad discretas estables existen sélo para v €
(0,1] y todas las funciones generadoras de probabilidad con exponente 7 estan dadas

por
G(z) = Gi(z) =exp{—-A1—-2)"}, [2]<1,A>0

Observacion B.3.1.

Las funciones generadoras de probabilidad estables discretas son muy parecidas a las
transformadas de Laplace e de las distribuciones estables sobre (0, cc). v

Corolario B.3.1.

La distribucién Poisson es estable discreta con exponente uno.

Corolario B.3.2.

Una distribucién estable discreta se autodescompone discretamente y por tanto es
unimodal.

Observacion B.3.2.
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Si se define una funciéon generadora de probabilidad en el dominio de atraccion (discreta)
de una funcién generadora de probabilidad G, existe g, tal que

lim [G(1 — 00 + 002)]" = G4 (2)

n—oo

Entonces, todas las distribuciones con primer momento finito son atraidas por la dis-
tribucion Poisson tomando g, = 1/n. Se puede desarrollar una teoria general de atraccion.
Sin embargo, como para v € (0,1) se tiene G (1 — y) = exp(—y”) entonces

G"(1 — ony) = E"eap{Log(1 — 0y)}] "~ E" [exp(—0nyX)]
Una variablea aleatoria X con soporte en N esta en el dominio de atraccion de G%‘ siy
solo si esta en el dominio de atraccion de exp(—Ay?). v

Ahora, se considerara la ecuacion
G(z) =G(1 — o+ 02)Gy(2), |2 <1,0€(0,1)
primero considerando (un analogo més formal de autodescomponibilidad)

G(02)
G(o)

Se pueden tratar estas dos tltimas ecuaciones como equivalente segun el siguiente teo-
rema.

G(z) = Go(2), |2l <1,0€(0,1)

Teorema B.3.2.

Una funciéon generadora de probabilidad, G tal que G(0) > 0 satisface

G(e2)
G(z) = Go(2), |2l <1,0€(0,1)
Glo) ¢
si y sélo si es infinitamente divisible si y sélo si sigue una distribucién Poisson com-

puesta.

Definiendo ¢ * X (en distribucién) mediante su funcién generadora de probabilidad
1 — o0+ 0G(z) 6 por

N
ox X =) X,
j=1

con N como antes, se puede considerar la ecuacion X = p*Y + X, 6 en términos de su
funcion generadora de probabilidad

G(2) = (1 =0+ 0G(2))Gy(2), |2 <1,0€(0,1)




366 Apéndice B Un centavo de autodescomponibilidad

para obtener el siguiente resultado.

Teorema B.3.3.

Una funcién generadora de probabilidad, G tal que G(0) > 0 satisface
G(z) = [1 =0+ 0G(2)]Go(2), |2[ <1,0€(0,1)

si y sélo si es un geométrico compuesto.
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