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Resumen

En este trabajo estudiamos la naturaleza de la transicion de fase de escalares
cargados en presencia de campo magnético para una teoria con rompimiento
espontdneo de simetria. Calculamos correcciones magnéticas y térmicas hasta
orden de diagramas de anillo en el limite de alta temperatura y presentamos
un tratamiento del pardmetro de masa cuadrado negativo. Presentamos el dia-
grama de fases el cual exhibe transiciones de primero y segundo orden para la
region de parametros explorada. También mostramos que la temperatura critica
en presencia de campo magnético es menor en comparacion a la temperatura
critica cuando el campo magnético es cero.

Abstract

We study the nature of the phase transition for charged scalars in the pre-
sence of magnetic field for a theory with spontaneous symmetry breaking. We
calculate magnetic and thermal corrections up to ring order in the high tempe-
rature limit and we show a treatment of the negative square mass parameter.
We show the phase diagram, which displays first and second order transitions
for the region of parameters explored. We also show that the critical temperatu-
re in the presence of magnetic field is lower than the critical temperature when
the magnetic field is zero.
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Introduccion

En este trabajo presento el estudio de la naturaleza de las transiciones de fase de esca-
lares cargados en presencia de campo magnético. La importancia, ademads de técnica, se
centra en la descripcion de sistemas con rompimiento espontaneo de simetria formados
por escalares cargados en presencia de campo magnético. Por mencionar algunos ejemplos
tenemos a los piones cargados que se forman en colisiones de iones pesados, en donde
los campos magnéticos que se forman son intensos y el mecanismo de formacién esta bien
comprendido. Otro ejemplo es el campo de Higgs en el universo temprano, en donde los
campos magnéticos pueden haber surgido mediante la formaciéon de un condensado de
bosones cargados por un efecto analogo al de un ferromagneto[1]. Estos sistemas compar-
ten una caracteristica en particular, cuentan con el mecanismo de rompimiento espontaneo
de la simetria. Para el caso de colisiones de iones pesados la simetria que se rompe es la
simetria quiral mientras que para el universo temprano se trata de la simetria electrodébil.

Simultaneamente, los efectos de la temperatura se toman en cuenta. Durante la transi-
ciéon de fase los piones se encuentran en un medio caliente el cual modifica sus propiedades.
Se sabe que si una simetria estd rota a temperatura cero, tales efectos pueden restaurar la
simetria cuando la temperatura alcance la temperatura critica, si es que la hay. El caso en
ausencia de campo magnético ha sido estudiado anteriormente para un campo escalar a
temperatura finita y por los escenarios antes mencionados resulta natural la extensién que
incluya efectos magnéticos.

En el mecanismo de Higgs, cuando los campos se expanden al rededor del minimo wvy,
consecuencia del rompimiento espontdneo de simetria, el parametro de masa queda dado
en términos del pardmetro de orden v, explicitamente m? = \v? — u%. Esto conduce a la
posibilidad de valores negativos para m? en cierto dominio de v. Con un tratamiento ade-
cuado de este caso obtendremos expresiones que de otro modo presentarian divergencias
y singularidades.

A lo largo de este trabajo se presentan los elementos necesarios para hacer el estudio
de las transiciones de fase para escalares cargados en presencia de campo magnético. El
trabajo estd organizado de la siguiente manera: En el primer capitulo hago una revision

\%
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general sobre transiciones de fase y analizo escenarios donde los campos magnéticos son
relevantes. En el segundo capitulo desarrollo el método del tiempo propio, con el cual se
incorporan el propagador escalar en presencia de campo magnético que posteriormente
emplearemos en el calculo del potencial efectivo. En el tercer capitulo introduzco los con-
ceptos generales de teoria térmica de campos, marco tedrico en el que trabajaremos para
incorporar los efectos térmicos en el propagador escalar. En el capitulo cuarto presento el
calculo del potencial efectivo para un campo escalar y muestro graficamente los resultados.

Finalmente doy las conclusiones.
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1 Campos magnéticos y transiciones de

fase

Muchos problemas importantes tienen que ver de una u otra forma con las transiciones
de fase. Se sabe que una gran cantidad de sistemas pueden mostrar un patron de comporta-
miento cualitativo o fases. Estas fases corresponden a diferentes formas de la organizacion
interna de los componentes del sistema y usualmente dos de estas fases estan separadas
por una frontera. Cruzar dicha frontera implica un cambio en el comportamiento y en las
propiedades del sistema. El estudio de tales cambios o transiciones de fase es crucial para
el entendimiento del entorno que nos rodean.

Las transiciones de fase estdn presentes en diversas areas, sin embargo, nosotros esta-
mos interesados en estudiar las transiciones de fase durante la evolucion del universo, las
cuales han dado lugar al universo tal y como lo conocemos actualmente. Este es un tema
de intensa investigacién gracias a los colisionadores de iones pesados como RHIC o el LHC
en los que es posible recrear las condiciones que el universo tenia en sus primeros momen-
tos y obtener informacién de este. La ocurrencia de una transicién de fase depende de los
pardmetros del sistema, asi como de agentes externos que modifiquen su comportamiento.
En el caso del universo temprano, observaciones de un campo magnético remanente indi-
can que tal background magnético tiene su origen en una etapa temprana del universo. Por
ende, una pregunta natural es como estos campos magnéticos influyen en las transiciones
de fase y las implicaciones fisicas que su presencia pueda tener.

En este capitulo presento una revision estdndar de las transiciones de fase, introduciendo
los conceptos mas importantes como el orden de la transicién y el parametro de orden. En
la segunda parte del capitulo hago una revisiéon de la influencia del campo magnético en
las transiciones de fase en el contexto de las transiciones de fase electrodébil, quiral y
de desconfinamiento. En la parte final presento un mecanismo simple de produccién de
campos magnéticos en colisiones de iones pesados relativistas.



1 Campos magnéticos y transiciones de fase

1.1. Transiciones de fase

Los cambios de fase del agua son una experiencia de la vida cotidiana. El agua se con-
vierte en vapor, el hielo en vapor, etc. Seria dificil imaginar la vida en nuestros dias sin el
incesante ciclo del agua de una fase a otra.

Bajo circunstancias ordinarias las transiciones de fase son transiciones de fase de “pri-
mer orden”. Las transiciones de fase de primer orden son aquellas que involucran un calor
latente: cuando un material sufre una transicion de fase de primer orden desde una tem-
peratura alta hacia una fase de menor temperatura, una cantidad de calor, el calor latente,
es cedida mientras el material se enfria a través de un rango de temperatura infinitesimal
al rededor de la temperatura de transicion 7;. Esta emision de calor en la transicién indica
que la estructura del material estd siendo reordenada a 7. Por ejemplo, el calor latente
L ~ 334Jg~! de la transicién agua-hielo es la energia liberada cuando las moléculas de
agua se arreglan en una red ctbica. Por arriba del punto de congelamiento del agua no
hay red cristalina, mientras que por debajo del punto de congelamiento, la red estd bien
definida. La transicion de fase se realiza mientras el agua se enfria y la energia es liberada
en forma de calor latente.

1.1.1. Transiciones de fase continuas y puntos criticos

Una transicién de fase continua prototipica es la conversion, a la temperatura de Curie
T. = 1043K, del hierro de su forma paramagnética a su forma ferromagnética. AT > T,
el hierro, como otros metales, es paramagnético. Esto es, el material no estd magnetizado
en ausencia de un campo magnético aplicado. Si algin campo débil se aplica, el momento
magnético del material por unidad de volumen es proporcional al campo aplicado: m ~
uB con p una constante positiva. En el estado ferromagnético (7' < 7,), el material estd
magnetizado aun cuando ninguin campo se aplique, y cuando un campo externo se aplica
esta magnetizacion se alinea instantdaneamente con la direccién del campo aplicado. Como
se muestra en la Fig. 1.1.1, la magnitud de la magnetizaciéon m, (7) en B = 0 se hace cero
cuando 7" — T, por la izquierda. Por lo tanto, cuando se calienta una muestra de hierro
y se pasa a través de T, en ausencia de campo magnético, nada dramatico pasa en 7.. La
magnetizacion decrece continuamente hasta alcanzar la temperatura critica 7., donde esta
desaparece completamente. Lo que cambia discontinuamente en 7, es la tasa de cambio
de m, en vez de my misma. La esencia de una transiciéon de fase continua es que las
propiedades del sistema no cambian discontinuamente en 7., pero al menos una de sus
tasas de cambio lo hace. En contraste, cuando el agua se enfria, hay un cambio abrupto en
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1T,
Figura 1.1.1: Magnetizacién del hierro.

las propiedades del sistema y no en sus derivadas, por ejemplo, en la densidad p y el calor
especifico c,.

Como hemos visto hasta este momento, los cambios de fase del agua son de primer or-
den normalmente, aunque existen circunstancias especiales bajo las cuales la transicién
agua-vapor puede ser continua. Las transiciones de primer orden son, en general, defini-
das como aquellas en las que se involucra un calor latente y todos los demds cambios se
consideran continuos. La mayoria de los cambios de fase de primer orden se reducen a
cambios continuos en algtin punto especifico. Pero de ninguna forma todas los cambios de
fase continuos surgen en esta formal[2].

1.1.2. Parametro de orden

El desarrollo de una teoria cuantitativa de transiciones de fase continuas requiere intro-
ducir una cantidad llamada el pardmetro de orden, cuyo promedio térmico se anula en un
lado de la transicion y se hace finito en el otro lado de la transicion.

Se define el parametro de orden como una cantidad que fluctia en el tiempo y espacio
y se introduce con el fin de interpretar fendmenos en términos de sus fluctuaciones. Sin
embargo, en varias aplicaciones estamos solo interesados en el promedio térmico del para-
metro de orden. No hay un esquema general para encontrar el parametro de orden; se tiene
entonces que considerar cada sistema fisico por separado para asignarle un parametro de
orden adecuado.

En 1930, Landau propuso una teoria de campo medio para las transiciones de fase con-
tinuas que relaciona el pardmetro de orden con las subyacentes simetrias del sistema. Una

de las caracteristicas que distinguen las transiciones de fase de primer orden de las con-
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tinuas es el comportamiento del pardmetro de orden en el punto de transicién. En una
transicion de primer orden, el parametro de orden cambia discontinuamente al cruzar la
linea de coexistencia. Ademads, las transiciones de primer orden pueden o no involucrar
el rompimiento de simetria del sistema. Por ejemplo, en las transiciones liquido-sdlido y
vapor-sélido, la simetria traslacional de la fase de temperatura alta se rompe, pero para las
transiciones vapor-liquido ninguna simetria del sistema se rompe.

En una transicién de fase de primer orden, la pendiente de la energia libre cambia discon-
tinuamente en el punto de transiciéon y una simetria puede o no ser rota. En una transiciéon
de fase continua, la pendiente de la curva de energia libre cambia continuamente y una
simetria siempre se rompe. En transiciones continuas, una fase es menos simétrica que la
otra. Usualmente la fase de menor temperatura es menos simétrica, pero este no es siempre
el caso.

Todas las transiciones que involucran una simetria rota y un cambio continuo en la pen-
diente de la energia libre pueden ser descritas en el marco de una teoria de campo medio.
Cerca de la transicion de fase continua la energia libre es una funcién analitica del para-
metro de orden asociado con la fase de menor simetria.

Llamemos, por simplicidad, a la fase mds simétrica simplemente la fase simétrica y a la
fase de menor simetria la fase con simetria rota.

Denotemos el pardmetro de orden mediante 7, tal que toma un valor distinto de cero en
la fase rota y cero en la fase simétrica. La simetria del sistema se incrementa sélo cuando
n es exactamente cero; cualquier valor distinto de cero del pardmetro de orden, aunque
pequefio, trae consigo una disminucion de la simetria.

Matemadticamente, el punto de transicion en un cambio continuo es una singularidad
de las cantidades termodinamicas y en particular del potencial termodinamico ®. Para ver
esto, recordemos que el punto de transicién para una transicion de primer orden no es
una singularidad sino que es un punto en el que los potenciales termodindmicos ®; (P, T)
y &, (P,T) de las dos fases son iguales. Cada una de las funciones ®; y ¥, en ambos
lados del punto de transicion corresponden a un estado de equilibrio del sistema. En una
transicion de fase de segundo orden, sin embargo, el potencial termodindmico de cada
fase, no corresponde a un estado de equilibrio, es decir a un minimo de ®.

El tratamiento cuantitativo de las transiciones de fase de segundo orden se basa en la
consideracién de las cantidades termodindmicas del sistema para determinadas desviacio-
nes del estado de simetria; se puede representar el potencial termodindmico como una
funciéon de P, T y n [3, 4].

La continuidad del cambio de estado en una transiciéon de fase de segundo orden se

4



1 Campos magnéticos y transiciones de fase

expresa matematicamente por el hecho de que la cantidad n toma valores arbitrariamen-
te pequefios cerca del punto de transicién. Considerando la vecindad de este punto, se
expande ¢ (P, T,n) en potencias de 7

O (P, T,n) =d+an+ An* +Cn®* + Bn* + - - -, (1.1.1)

donde los coeficientes o, A, B, C, ... son funciones de Py T.

Se puede demostrar que [3], si los estados con n = 0 y  # 0 son de diferente simetria,
como se supone, el término de primer orden en la expansién 1.1.1 es idénticamente cero:
a = 0. El coeficiente A (P, T') en el segundo término se anula justo en el punto de transicion,
ya que en la fase simétrica el valor » = 0 debe corresponder a un minimo de &, y para que
esto ocurra se necesita que A > 0, mientras que en el otro lado del punto de transicion, en
la fase no simétrica, n # 0 corresponde a un estado estable, es decir al minimo de ® y esto
solo es posible si A < 0. La Fig. 1.1.2 muestra la forma de la funcién ¢ () para A < 0y
A > 0. Debido que A es positiva en un lado del punto de transicién y negativa en el otro,
se tiene que, en el punto mismo debe ser cero.

()

Figura 1.1.2: Transicidn de segundo orden. La figura muestra el comportamiento de la fun-
cién ® para A < 0y A > 0. De aqui se ve que en el punto de transicién A = 0.

Si el punto de transicién mismo es un estado estable, es decir, si  como funcion de 7
tiene un minimo en n = 0, es necesario que el término de tercer orden en la expansion

deba ser cero y el término cudrtico positivo:

A, (P,T) =0, (1.1.2)
C.(P,T) =0, (1.1.3)
B.(P,T) >0, (1.1.4)
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donde el subindice ¢ hace referencia al punto de transicién.

El coeficiente B, el cual es positivo en el punto de transicion, es desde luego también
positivo en la vecindad del punto.

Pueden darse dos casos. Por un lado, el término ctbico puede ser idénticamente cero
debido a la simetria del sistema: C' (P, T") = 0. Entonces sélo queda la condicién A (P,T") =
0 en el punto de transicion, que determina P como funcion de 7. Se tiene entonces que en
el plano PT se dibuja una linea de puntos de transicién de fase de segundo orden.

Si, por otra parte, C' no es idénticamente cero, los puntos de transicién estdn determina-
dos por las dos condiciones A (P,T7) = 0, C (P,T) = 0. En este caso, la transicién de fase
continua puede ocurrir sélo en puntos aislados.

En lo que sigue trataremos sélo el caso en el que existe una linea de puntos de transicio-
nes de fase. Supondremos entonces C' = 0 y la expansion para el potencial termodindmico
toma la forma

® (P, T,n) = (P,T)+AP,T)n*+ B(P,T)n" (1.1.5)

Aqui B > 0, mientras que el coeficiente A > 0 en la fase simétricay A < 0 en la fase no
simétrica; los puntos de transicién estdn determinados por la condiciéon A (P, 7)) = 0.

El coeficiente A (P,T) no tiene singularidades en el punto de transicién, se puede en-
tonces hacer una expansion al rededor de este punto en potencias de la “distancia” a la
transicion

AP,T)=a(P)(T-T.), (1.1.6)

donde T, es la temperatura de transiciéon. El coeficiente B (P,T) se puede remplazar por
B (P,T,). La expansion del potencial termodindmico se convierte en

®(P,T) =0y (P,T)+a(T) (T —T.)n* + B(P,T.)n", (1.1.7)

con B (P) > 0.

La dependencia de n con la temperatura, cerca del punto de transicién, en la fase no

simétrica, esta determinada por la condicién de que ¢ sea un minimo como funcién de 7.

Igualando la derivada 0®/dn a cero, se obtiene 7 (A + 2Bn?) = 0, luego
2 A (T.-T)

= a

_ﬁ - T, (1.1.8)

la solucién n = 0 con A < 0 corresponde a un maximo de ¢, no a un minimo. Notemos
también, que la configuracion de las dos fases depende del signo de a: paraa > 0y a < 0,
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la fase rota corresponde a las temperaturas 7' < 7.y T > T, respectivamente. Supongamos
que a > 0, de acuerdo con lo anterior, la fase rota corresponde a las temperaturas 7' < 7. y,
como sucede en la mayoria de los casos, en la fase simétrica 7' > T.. Despreciando términos
de orden superior de 7, se encuentra que la entropia es

9 [9A) ,
S = —75 =5 (aT)”’ (1.1.9)

el término que contiene a la derivada de 7 con respecto a la temperatura es cero, porque
0®/0n = 0. En la fase simétrica, n = 0y S = Sp; en la fase no simétrica

2

a
S=5S+|(—=|(T-T,). (1.1.10)
o135 2
En el punto de transicién mismo, esta expresion se reduce a S, y la entropia es continua
como se espera.
Determinemos el calor especifico C, = T (g—i) » de las dos fases e el punto de transicion.
Para la fase no simétrica se tiene, derivando Ec. 1.1.10

T.
Cp=0p0+a223. (1.1.11)

Para la fase simétrica S = Sy, y por lo tanto C, = C). Asi el calor especifico tiene una
discontinuidad en el punto de transicion de la fase.

1.1.3. Transiciones de primer orden

Si el parametro de orden es un escalar, entonces no hay razén para deshacerse del tér-
mino cubico en la expansién de ®. En dichos casos, tales sistemas no pueden exhibir una
transicion de fase continua. Para ver esto escribamos ¢ de la siguiente forma

®(P,T)=®(P,T)+ An* + Cn® + Bn* + - -, (1.1.12)

los extremos estdn dados por la condicién (0®/0n) = 0, la cual tiene soluciones

| —3C +/007 — 3248
= 8B ‘

n=0, (1.1.13)
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()

== =533

== -5065

== =585

Figura 1.1.3: Transicién de primer orden. Comportamiento de ® = An? + Cn3 + Bn?*, para
A=2,B=4,y(@) C=-4.5,(b) C=-5.33,(c) C =-5.65, (d) C = —5.85.

Si 9C? — 32AB < 0, el tnico minimo ocurre en = 0, ya que otros valores de 7 son
complejos y no fisicos. Pero cuando 9C? — 32AB > 0, hay dos minimos y un mdaximo. La
Fig.1.1.3 muestra el comportamiento de ® para A > 0, B > 0 y un rango de valores para
C'. Como se ve en la figura, para las curvas a, b y c el estado de equilibrio ocurre en n = 0.
La curva con C' = —5.65 muestra el comportamiento en la temperatura critica del sistema.
En este punto el estado de equilibrio con pardmetro de orden n = 0, cambia a un estado de
equilibrio con n = 7np. Por lo tanto esta es una transicién de fase de primer orden. El punto
de transicién para la transicién de primer orden debe satisfacer las condiciones

d—-d, = 0, (1.1.149)
o
<8_) = 0. (1.1.15)
on PT
Estas dos condiciones dan como solucién n = —C'/2B y A = C?/4B. Por lo tanto, la tran-

sicién de fase de primer orden ocurre cuando A > 0 y ocurre antes de cualquier transicion
continua a medida que se baja la temperatura. Si C' < 0, entonces la transicién ocurrira
para un valor positivo del pardmetro de orden. Mientras que si C' > 0, entonces esta ocurre
para un valor negativo del parametro de orden.

1.2. Campos magnéticos

Los campos magnéticos estdn presentes en muchos sistemas fisicos y juegan un papel
importante pues se sabe que pueden modificar o determinar las propiedades estadisticas
de las particulas que forman algun sistema.

En el contexto que nos interesa, podemos mencionar escenarios en los que el campo
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magnético puede determinar la naturaleza de la transicion de fase del sistema. Tenemos por
ejemplo las colisiones de iones pesados, las estrellas de neutrones y el universo temprano,
en los que los campos magnéticos pueden modificar o ayudar a catalizar la restauracion
quiral, la fase superfluida y la transicion de fase electrodébil, respectivamente.

Las implicaciones de la presencia de campos magnéticos en la evolucién del universo
son varias, una de ellas es la bariogénesis. La presencia de campo magnético puede hacer
la transicion de fase electrodébil fuertemente de primer orden y esto podria explicar la

bariogénesis en el modelo estdndar.

1.2.1. Efecto del campo magnético sobre transiciones de fase

Recientemente se ha puesto atencién en las propiedades de QCD a temperatura finita,
con el fin de describir fenémenos como las colisiones de iones pesados, estrellas de neu-
trones y el universo temprano. Dichos sistemas estdn a menudo sujetos a los efectos de
campos magnéticos. En colisiones periféricas de iones pesados relativistas se estima que se
puedan producir campos magnéticos del orden 10'® — 10'°G, en el interior de una estrella
de neutrones los campos magnéticos que se pueden alcanzar son del orden de 10*2G.

En el contexto de QCD, se ha puesto atencién en la estructura de fase en presencia
de campos magnéticos. En simulaciones de Lattice por ejemplo, se ha mostrado que la
presencia de campo magnético incrementa la temperatura critica conforme la intensidad
del campo magnético aumenta[5].

En QCD se espera que la transicidon de fase ocurra a escalas de energia comparables a
Agep ~ 200M eV . En consecuencia, se estd interesado en campos magnéticos del orden de
B ~ (200MeV)? ~ 2 x 108G. Lo que es compatible con las estimaciones que se han hecho
hasta ahora.

Los escenarios antes mencionados son los dnicos en los que podemos probar “experi-
mentalmente” la estructura de fase de QCD. Se espera que los experimentos de colisiones
de iones pesados se localicen en una region del diagrama de fase donde pueda ocurrir la
transicion de desconfinamiento o restauracion de simetria quiral y de ahi su relevancia.

Un buen ejemplo a citar para ilustrar el efecto de un campo magnético en una transicion
de fase es la transicion de fase electrodébil. Sabemos que el universo comenzé con una
gran explosiéon y al evolucionar se ha ido enfriando y expandiendo, pasando de un estado
en condiciones extremas de densidad y temperatura al universo que conocemos ahora. Esto
sugiere que el universo, eventualmente, tuvo una o mads transiciones de fase[6]. Cuando
se emplea el modelo estdndar para modelar la transicion de fase por la que atravesé el
universo a una temperatura del orden de 100 GeV, se estd hablando de la transicién de
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1 Campos magnéticos y transiciones de fase

T>Tc T<Tc

Figura 1.2.1: Efecto Meissner. Cuando el superconductor alcanza la temperatura critica,
el campo magnético puede penetrar en el material sin oposicidn alguna, es
decir, el efecto Meissner desaparece.

fase electrodébil, la cual consiste en ir de un estado con particulas no masivas a un estado
con particulas masivas.

Hacia finales de los 90’s era generalmente aceptado que la bariogénesis no era posible
dentro del modelo estandar. Sin embargo, a finales de esta década se vid que la presencia de
un campo hipermagnético externo en la transicidn de fase electrodébil afecta la transicion
de fase volviéndola fuertemente de primer orden, con esto se revivid la posibilidad de que
se pudiera dar la bariogénesis en el modelo estdndar[6].

Los campos magnéticos en el universo temprano pueden hacer la transicion de fase elec-
trodébil de primer orden incrementando la diferencia de energia libre entre la fase rota y la
simétrica. Existen varias propuestas de cdmo se generan estos campos magnéticos. Ciertos
tipos de modelos de inflacion pueden producir campos magnéticos[6]. Otros mecanismos
sugieren que la produccion de campos magnéticos se debe a fluctuaciones cuanticas du-
rante la época inflacionaria. Mientras que otros proponen la formacién de dominios ferro-
magnéticos de bosones W en la fase rota de la teoria electrodébil. Dichos dominios pueden
crear campos magnéticos que sobrevirian al decaimiento de los dominios [7, 1].

Aunque al final estamos interesados en determinar si puede ocurrir la bariogénesis, en
primera instancia exploraremos el efecto de campo magnético mismo, es decir, como se
ve afectada la transicién de fase por el campo magnético. El fendmeno es andlogo a lo
que ocurre en superconductores tipo I bajo la influencia de campo magnético externo. Es-
tos materiales no permiten en absoluto que penetre el campo magnético externo, lo cual
conlleva un esfuerzo energético alto y si se supera la temperatura critica, se rompe brus-
camente el estado superconductor. Cuando un material superconductor tipo I estd fuera
del alcance del campo magnético, la transicion a la fase superconductora es una transicién
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continua de segundo orden, pero cuando el campo magnético esta presente la transicion
es de primer orden. Esto no es otra cosa que el efecto Meissner, ver Fig. 1.2.1; en la fase
superconductora el campo magnético no se propaga, esto crea una presion extra que actia
sobre la pared superconductora aumentando la energia dentro de la cavidad.

Ya que el universo temprano puede considerarse como un superconductor podemos ha-
cer una analogia entre lo que pasa a los materiales superconductores tipo I y el universo
temprano durante la transicién de fase electrodébil, esta vez en presencia de un campo
hipermagnético externo. Durante la fase simétrica el campo hipermagnético permea to-
do el espacio. Después, cuando ocurre la transicion de fase electrodébil, una componente
del campo hipermagnético se expulsa de la fase rota y penetra sélo la componente elec-
tromagnética. Esto hace que la diferencia de energia entre las dos fases crezca y como
consecuencia la transicion de fase se haga mas fuerte de primer orden.

Otro escenario en el que los campos magnéticos resultan cruciales es el diagrama de fases
de QCD. Como se menciond antes, los campos magnéticos estan presentes en la formacion
del universo temprano en la transicién de fase electrodébil pero también en la transicion
de fase quiral y de desconfinamiento. Resulta entonces viable preguntarse acerca del efecto
que tiene el campo magnético sobre estas ultimas transiciones de fase.

Resultados de lattice muestran que las transiciones quiral y de desconfinamiento ocurren
en el mismo intervalo de temperatura en ausencia de campo magnético . Por otro lado, se
ha calculado que la presencia de campo magnético intenso deberia separar estas dos lineas
de transicion [8] . En la Fig. (1.2.2) se muestra un esquema de como se verian afectadas las
lineas de transicion en presencia de campo magnético. La transicion de desconfinamiento
ocurre a una menor temperatura en comparacion con la transicion de fase quiral en presen-
cia de campo magnético. La separacién entre estas dos lineas de transicion se hace mayor
mientras el campo magnético se intensifica. En la Ref. [8] muestran que la contribucién al
potencial termodindamico del sector de quarks juega un papel determinante en el sentido de
que su contribucién produce que las lineas de transicion, quiral y de desconfinamiento, se
separen. De otra forma, al no incluir esta contribucion, estas lineas no muestran separacion
y coexisten en el mismo rango de temperatura. Ademads, se espera que esta separacion pue-
da darse para la intensidad de campo alcanzada en colisiones de iones pesados, logrando
un diferencia de temperaturas criticas al rededor de 10 MeV.

1.2.2. Campos magnéticos en colisiones de iones pesados

En el universo de hoy en dia los componentes fundamentales de la materia se encuen-
tran confinados dentro de los nicleos atémicos. Las colisiones de iones pesados llevadas a
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Restored chiral symmetry,
deconfinement

ition
Chiral “‘ags‘ Broken chiral
== = = _ symmetry,
DQC()nfinin deconfinement

Temperature, T
|
|

Broken chiral symmetry,
confinement

Magnetic field, eB

Figura 1.2.2: Imagen del diagrama de fases de QCD a temperatura finita en presencia de
campo magnético[8]. Las lineas punteadas representan crossovers, mientras
que las lineas solidas representan transiciones de primer orden. Una nueva
fase con simetria quiral rota y desconfinamiento aparece en la presencia de
un campo magnético fuerte.

cabo en los colisionadores de particulas como en RHIC o el LHC, hacen posible explorar
esta nueva forma de materia, que de otra forma seria inaccesible, recreando las condicio-
nes del universo temprano a una escala microscdpica. Las temperaturas alcanzadas en las
colisiones liberan a los quarks y gluones que forman los protones y neutrones de los nu-
cleos atdbmicos por un breve lapso de tiempo para formar lo que se conoce como la sopa de
quarks y gluones.

De entre las colisiones podemos distinguir entre centrales y periféricas, en estas ultimas
se ha estudiado la generacion de campo magnético a partir de que ocurre la colisién. Se
ha estimado que la intensidad del campo magnético alcanzable en colisiones periféricas de
iones pesados en RHIC por ejemplo, para una energia v/Syy = 200 GeV, es de eB ~ 3m?
[9]. El mismo célculo muestra que el campo magnético es suficientemente homogéneo en
la region central de la colisién y el andlisis de la densidad de energia en esta regién permite
concluir que el sistema puede alcanzar la restauracién de la simetria quiral.

De un andlisis geométrico se puede estimar el campo magnético producido. La geometria
para una colisién periférica se muestra en la Fig. 1.2.3 en el plano transverso de la colisidon.
El traslape, que es la regidon de interaccidn, tiene la forma de una almendra y es en esta
regién donde el campo puede considerarse homogéneo. La region externa a esta region
central corresponde a la region de particulas espectadoras, es decir, las particulas que no
participan en la colisién.

12
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-b/2 b/2

Figura 1.2.3: Vista transversal de una colision de iones pesados a lo largo del eje del haz
(eje z). Los nucleos tienen radio R y viajan en direcciones opuestas. La coli-
sion tiene un parametro de impacto b. El plano y = 0 es el plano de reaccion.
La region en la que los dos nucleos se intersectan contiene a los participantes
de la colisién y es en donde se forma el campo magnético, mientras que las
demads regiones corresponden a las particulas espectadoras.

Consideremos dos nucleos similares de carga Z y radio R, viajando a una rapidez Y, en
sentidos opuestos en la direccion z. Supongamos que al tiempo ¢ = 0 estos nucleos chocan
con un parametro de impacto b. Al tiempo ¢t = 0, el centro de cada nucleo esta a una
distancia = = 4+b/2 alejado del origen como lo muestra la Fig. 1.2.3

En colisiones de iones pesados, los nucleos viajan a velocidades comparables a la de la
luz. Por ejemplo en RHIC, colisiones Au-Au se llevan a cabo con energias de 200 GeV en
el centro de masa, lo cual corresponde a una rapidez vy ~ 5.4, el factor de Lorentz es
aproximadamente v = 100.

Calculemos el campo magnético de una particula originado por una particula de carga ¢
que se mueve en la direccién positiva del eje z con una rapidez v en la posiciéon x = (x, z).
x, es un vector perpendicular al eje del haz. Se sabe que en este caso, el campo magnético
se puede calcular a través de los potenciales de Liénard-Wiechert y estd dado como

o A
eB (x) = qagy sinh (v) (x| —x1) X 2

(1.2.1)

(x| — x,)* + (tsinhv — z cosh v)2]3/2.

Ahora podemos estimar la intensidad del campo magnético durante la colision sumando la
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contribucion de cada una de las particulas en el nicleo. Podemos distinguir entre el campo
magnético producido por las particulas participantes de la colisién y el originado por los
espectadores, de esta manera tendriamos

B = B}, + B + B}, + By, (1.2.2)

donde =+ se refiere a la direccién en la que viajan las particulas, negativa o positiva. En
primera instancia los espectadores de la colision no se dispersan y su velocidad es w.
Supondremos que al colisionar, los nucleos tendrdan una densidad dada por

2
pe (K1) = 1 VB — (x £ b/2)%0s (x,). (1.2.3)
3

donde x/, es un vector transversal al haz y
0. (X)) =0 [RZ - ((x/ + b/2)2>] . (1.2.4)

Las funciones 0. (x/,) son las proyecciones de los nucleos sobre el plano transverso al eje
del haz. De las Ecs. 1.2.1 y 1.2.3 se encuentra

B:(x) = qapsioh (v F 1) / P ps (%) [1 - 0s (x)]

(x|, —x1) x 2

X . (1.2.5)
(x| — x1)* + 7sinh (v F 77)2} G

Muchas particulas se creardn por la interaccién entre las particulas participantes de la
colisiéon. Sin embargo la carga total se conserva. Por otra parte la distribucion de estas
particulas producidas es casi esférica. De modo que se espera que la contribucién al campo
magnético de estas cargas sea muy pequefia y aun despreciable. Por lo tanto sdlo se tiene
que tomar en cuenta la contribucion de las particulas participantes. Para los participantes
se sabe que viajan de acuerdo con la siguiente funcién de distribucion

a

Jv) = 2 sinh (avy) e,

—vy < v < vp. Se encuentra experimentalmente que a =~ 1/2. A diferencia del caso de los
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eB (MeV?2)

7(tm)

Figura 1.2.4: Campo magnético en el centro de una colisiéon Au-Au para diferentes parame-
tros de impacto: b = 4,8,12 fm[9]. Como se aprecia en la gréfica, el campo
magnético decrece rdpidamente con el tiempo. Para 7 = 1.5fm el campo
magnético ha disminuido casi 3 érdenes de magnitud.

espectadores donde f = vy. Para los participantes se encuentra

V0
B% (x) = *qapy / al2x'l / dvf sinh (vo F 1) p+ (X)) 0= (X))
o
(x|, —x1) x 2

} 3/2°
[(Xl — XJ_)Q + 7 sinh (vy F 77)2} /

X

Kharzeev et al. han evaluado numéricamente la magnitud que pueden alcanzar estos
campos magnéticos en colisiones de iones pesados. Para colisiones de oro (R =79 fm)y
para diferentes valores de rapideces (Y = 4.19,Y = 5.36) los resultados se muestran en la
Fig. 1.2.4. El campo magnético medido en el origen apunta en direccién y. Especialmente
para pardmetros de impacto grandes el campo magnético que se produce es mayor que
para pardmetros de impacto menores, sin embargo, este disminuye mas rdpidamente que
el campo que se produce con pardmetros de impacto menores.

Vemos entonces que en distintos sistemas fisicos aparecen de forma natural campos mag-
néticos que pueden influir en el tipo de transicion de fase que tales sistemas presentan. En
el siguiente capitulo el esquema tedrico que permite calcular el efecto de estos campos
magnéticos dentro de una teoria cuantica de campos, el llamado formalismo del tiempo

propio de Schwinger.
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magnético

El problema de particulas cargadas interactuando con campos electromagnéticos es de
interés general no sélo desde el punto de vista académico sino también porque en con-
figuraciones especiales de campo homogéneo externo es relativamente simple de tratar,
ademas de ser una forma realista de aproximar algunas situaciones fisicas. Se sabe que la
presencia de un campo magnético externo sobre un sistema fisico determina las propieda-
des fisicas de este. Un ejemplo simple a nivel clasico es el comportamiento de particulas
cargadas que se muevan bajo la influencia de un campo magnético constante. En este ca-
so el campo externo rompe la isotropia del espacio y el movimiento de las cargas estara
descrito por la ley de Lorentz.

Una cantidad importante en teoria de campos es el propagador o funciéon de Green, la
cual contiene toda la informaciéon del sistema fisico. En este trabajo estamos interesados
en incorporar efectos de campo magnético mediante la propagacion de un campo escalar
en presencia de un campo magnético externo constante. Para esto es necesario emplear
las técnicas apropiadas que nos permitan hacer esta implementacion. Se han desarrollado
una variedad de técnicas para el célculo de la funcién de propagacién en presencia de un
campo magnético externo constante, podemos citar a Schwinger, Feynman, Dittrich, etc.
que tienen en comun el uso de método del tiempo propio.

En el tratamiento de Schwinger, el cual seguiremos en este trabajo, el pardmetro llamado
tiempo propio juega el papel del tiempo en las ecuaciones de movimiento y estas ecuacio-
nes so6lo involucran los campos electromagnéticos. La utilidad de la técnica del tiempo
propio, ademads de obtener soluciones exactas formales en algunos pocos casos de forma
sencilla, estd en el aislamiento de divergencias en el cédlculo de integrales con respecto al
tiempo propio, un pardmetro que no hace referencia al sistema de coordenadas o la norma.
En el trabajo de Schwinger se dan soluciones explicitas en dos configuraciones de campo
constante.

Este capitulo se centra en presentar el método del tiempo propio de Schwinger y se usa
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para dar una expresion exacta del propagador escalar sometido a un campo magnético
uniforme constante.

2.1. Método del tiempo propio

El método del tiempo propio fue introducido por Schwinger en 1951. Fue desarrolla-
do para tratar acciones efectivas en QED y desde entonces ha sido empleado en diversos
problemas relativistas[10]. Estd basado en la solucién de las ecuaciones de Heisenberg, el
uso de productos ordenados de operadores y condiciones iniciales. La idea es considerar
H como un Hamiltoniano que describe la evolucion en el tiempo propio de algun sistema,
para el cual buscamos la funcién de Green G (x, z’) que satisface[11]

H (1,i0,) G (z,2") = 6* (z — o) (2.1.1)

donde H es un polinomio en J,. La ecuacion anterior es la definiciéon de la funcién de
Green para H (z,p) en la representacién z, en donde

(x|a) = & (z—2)
[z, p"] = —ig"” (2.1.2)

Pu = 10,
Introducimos ahora el operador de evolucién temporal U (z, 2’; s) mediante la ecuacién
. a / /
za—U (x,2';8) = H (x,p) U (z,2; s) (2.1.3)
S

y las condiciones de borde

im0 (z,2';5) = 6 (x—2a), (2.1.4)

S—>
lim U (z,2';s) = 0, (2.1.5)

§——00

tenemos entonces
U(z,2';s)= (x| e ™ |2y = (x| U(s)|2') (2.1.6)
0

G (z,2') = —i/ dsU (z,2;s). (2.1.7)
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La ecuacion 2.1.3 puede escribirse como

s (x| U(s)|a") = (x| H(x,p)U (s)|a’)
= (x| U(s)U" () H (z,p) U (s) | 2'), (2.1.8)

o de otra forma
i0s (x (s) | 2" (0)) = (z (s) | H (z(s),p(s)) | 2 (0)). (2.1.9)

Expresamos ahora H (z (s),p(s)) como funcién de los operadores z (s) y 2’ (0) ordenados
apropiadamente:

(z(s) [ H (x(s),p(s)) | 2'(0)) = F (2,2 5) (x (s) [ 2" (0)). (2.1.10)

Con esto la ecuacién para U (z,2'; s) se convierte en una ecuacion diferencial lineal ordi-
naria que se puede integrar

U(z,2';s) = exp {—z/ ds'F (z,2'; s’)} C(z,2'), (2.1.11)

donde la funcién C (z.2’) tiene que ser determinada de tal modo que U (x, 2’; s) satisfaga
las relaciones correctas entre posicion y momento; por ejemplo

10y, — eAy ()] (x (s) [ 2/ (0)) = (2 (s) [ mu(s) |2 (0)) (2.1.12)
10y, — eAy ()] (x (s) | 2/ (0)) = (2 (s) | 7, (0) | 2(0)), (2.1.13)

donde
T, =D, — eA,. (2.1.14)

2.2. Propagador escalar en presencia de campo magnético

En el caso de una particula escalar que interactia con un campo magnético externo

calculemos la evolucion temporal tomando como operador Hamiltoniano
H =72,

y escojamos el campo magnético B = BZ. Esta eleccion del campo magnético nos per-
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mite distinguir entre direcciones preferenciales y descomponer el Hamiltoniano en parte
transversal y paralela que mds adelante nos ayudara a simplificar los cdlculos. Usemos el
método de Schwinger para calcular el propagador. Procedamos entonces con el cdlculo de
los elementos de matriz del lado derecho de la Ec. 2.1.9[12], para esto requerimos resol-
ver las ecuaciones de Heisenberg y escribir H en términos de los operadores x (s) y x (0)
apropiadamente ordenados[13]:

dr, (s) .

7s = i[Hz,, (2.2.1)
dr,(s) .

s = i[H, 7], (2.2.2)

el cdlculo del conmutador entre el Hamiltoniano y el operador de posicién resulta ser

H,z,) = |7, 2,]
= [vaxu] + [WU7$M] Ty

= 2im,, (2.2.3)

mientras que

H,m,] = [r"m, m,]
= 7" [my, m,) + 77, 1] T
= de(n"F, + F,1")
= ie(2F,, " +1i0"F,,), (2.2.4)

para calcular este ultimo se ha hecho uso de [r,,7,] = ieF),, 'F,, = F,7m" + i0"F,,.
Considerando que para nuestro caso de campo constante 9" F),, = 0, las ecuaciones 2.2.1y

2.2.2 se escriben ahora como

dz
= 2w (2.2.5)
dm .
d_: = _ZGFMVW . (226)
Es conveniente introducir la notacion
a” — (CLO, 07 Oa azg) ) azL - (0, _a17 _CLQ, 0) 5 (2.2.7)
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para vectores arbitrarios a, b. Con estas definiciones

(a-b), = a’t’ — a®b?, (2.2.8)
(a-b), = a'b' +a®b* (2.2.9)

Al separar las Ecs. 2.2.5 y 2.2.6 en parte perpendicular y paralela, estas toman la forma

dei  — _of
@ - (2.2.10)
&L = 2eFir;, i,j=1,2
dx
o = (2.2.11)
o

ds

Trabajemos primero con el conjunto de ecuaciones correspondientes a la componente
transversal. Resolvamos el sistema que corresponde a la componente transversal emplean-

do lenguaje matricial, para esto introduzcamos la siguiente notacion

X, (s) = ( i: 8 ) : I, (s) = ( 2 Ez; ) , (2.2.12)

en este lenguaje, las Ecs. 2.2.10 se escriben simplemente como

dXJS(S) — oI, (s), (2.2.13)
dH;S(S) — —2¢BFII, (s), (2.2.14)

0
donde F = <1 ) . Integrando la ecuacién 2.2.14 tenemos

I, (s) = e 2P¥I1, (0). (2.2.15)

Sustituyendo en la ecuacién 2.2.13 e integrando una vez mas se tiene

2sin (eBs)

XJ_(S)_XJ_(O):_ eB

e PFILL (0), (2.2.16)

donde se han ocupado las siguientes propiedades de la matriz F: F? = —I, F~! = —F = F7T,
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e*¥ = cos (a)I + sin (o) F, donde F? corresponde a la transpuesta de F. Combinando las
ecuaciones 2.2.15 y 2.2.16 se puede escribir II (0) en términos de los operadores X (s) y

X (0) como
eB

M.(0) = - 2sin(eBs)

P (X (s) — X1 (0)). (2.2.17)

El siguiente paso es escribir el Hamiltoniano como funcién de los operadores X, (0) y
X (s) con la ayuda de la ecuacidn anterior. Ademads los operadores de posicion tienen que
aparecer en el orden adecuado, a saber, el operador X (s) tiene que aparecer a la izquierda
de cada término, mientras que X (0) debe aparecer del lado derecho en cada término.
Luego se tiene

H, = T (0)IL(0)
B (63)2

(X1 () X0 () = XL (0) X (s) = XL () X2 (0) + X1 (0) X2 (0)).

X

el tltimo término en el lado derecho de la 2.2.18 no estd ordenado apropiadamente. Para

escribir el Hamiltoniano con los operadores en el orden correcto notemos que

2
XL(0) X1 (s) = X1 () X0 (0) =) [2:(0), i (s)], (2.2.19)
i=1
y usando la Ec. 2.2.16, el conmutador [z; (0), 7, (0)] = id;; y las propiedades de la matriz F
se puede mostrar que

Z [z; (0),z; (s)] = 42’% cos (eBs). (2.2.20)

i=1
Se tiene entonces que H, escrito con los operadores de posicion en el orden adecuado es

H, = —4551622;3) (XI (s) X1 (s) + X1 (0) X, (0) —2XT (s) XT (o))

— ieBcot (eBs). (2.2.21)
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2 Propagador en presencia de campo magnético

Similarmente, la parte longitudinal de las ecuaciones de Heisenberg es

dXCIl_IS(S) — oM (s), (2.2.22)
ans) _ (2.2.23)
ds

y lo que resta es escribir /| en términos de los operadores de posicion en el orden adecua-
do. Para este fin ocupamos

X (0) - X (s) = X (s) - X (0) + i2s. (2.2.24)

Por lo tanto
Hy = M) (2.2.25)
- 4_; (X (s) + X[ (0) = 2X (5) - X (0) —ids) . (2.2.26)

El par de Ecs. 2.2.21 y 2.2.26 nos permite escribir el Hamiltoniano total de la forma

2 2

- 4Si£;32238) (Xi (S) XJ_ (S> + XT (O) XJ_ (O) — QXI (S) XJ_ (O))
— ieBcot (eBs)

+ 1o (X6 X 9+ X] 0 X, 0 2X] (9 X, (0) —4s) . (2:227)

Una vez escrito el Hamiltoniano de esta forma, se puede evaluar el lado derecho de la
ecuacion diferencial que define al propagador, Ec. 2.1.9

(@ (s) | 2" (0)) = (2" (s) | H [ 2"(0)), (2.2.28)
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2 Propagador en presencia de campo magnético

esto es

(@' (s) | H | 2" (0)) = (2 (s) | Hy+ Hy | 2" (0))

ey
=(*®) | far sy

—ieBcot (eBs) | 2" (O)>

(X% (5) + X2 (0) — 2T () X0 (0))

+ (o ) 1 (XF(65) + X3 (0) = 2] () X (0) — ds) | 2" (0))

S

= (2'(s) ] 2" (0))
{ (eB)’

2 2
% 4sin? (eBs) (# + o — 2021
1
— ideBcot (eBs) + = (2 + =? — 22 2] — ids) } (2.2.29)
Integrando la Ec. 2.2.28 se tiene
O ! " ie / " i / "
<{L‘/ (S) | " (0)> — : SIEI-T(;-ZS?) eTB(z —x )i cot(eBs)+ 5 (z'—x )ﬁ7 (2230)

donde C'(2’, 2”) es una funcion por hallar a partir de condiciones de borde. Para determinar
la funcién C (r,r’) empleamos

@ (5) | 7 (s) | 27 (0)) = (—z’ e, <x/>) W (s) | " (0))

con

x (cot (eBs) (2 — 2) + s (v}, — 27))  (2.2.32)

x (cot (eBs) (¢ — 2f) — €jrs (v}, — 2)) . (2.2.33)



2 Propagador en presencia de campo magnético

de donde se obtienen el siguiente sistema de ecuaciones para la funcién C' (z/, z")

B
(i 0 +eA, (z") + e—FW (' — x")u> C,2") = 0, (2.2.34)
Ox), 2
(i 0 _ eA (z") — ﬁF;w (' — x”)y> C(«,2") = 0. (2.2.35)
Ox), 2

La solucion al sistema de ecuaciones es
C (x17 (E”) _C (ZL‘”) eiefdw(Aj(l')‘i’%F(IfftN))’ (2.2.36)

en donde la integral en la Ec. 2.2.36 no depende de la trayectoria de integracion ya que
el rotacional del integrando es cero. Eligiendo como trayectoria de integracion una linea
recta se puede mostrar que el segundo término en la integral del exponente de la Ec. 2.2.36
no contribuye de modo que
C(x, 2" = Cyeie Jor deA(x) (2.2.37)
Para determinar Cj usamos la Ec. 2.2.30 y la condicion 2.1.4. El valor de las constante es
1eB

Co=— o (2.2.38)

De forma similar para la parte longitudinal la constante que acompafia al propagador es

1
Cop=—.
7 4rmi
La Ec.2.2.30 se escribe entonces como
G (") = 8 / T s (0 1") imrsrisP e eoteBtE @ (9.9.30)
’ (4m)* Jo s sin(eBs)

donde ¢ (z/, 2") = e®Jon 44(®)_ Es conveniente reescribir la Ec. 2.2.39 en representacién de
momento[14]

G (.’]),7 l//) — ¢(x,,$/,) g (x/ . l_//)

’ d4k ik (! —x
= ¢,z )/—46 k@ =2 G (k), (2.2.40)
(2m)
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2 Propagador en presencia de campo magnético

donde

d*z .
]{3 — ik-x
G (k) /(27T)4e g (x)
dS —is<m2+k2+ tan(eBs) k2 )
= [ — it k), 2.2.41
/cos (eBs)6 (2.:2.41)

Para obtener la Ec. 2.2.41 se realizaron explicitamente las integrales espaciales que involu-
cran integrales Gaussianas.

2.3. Propagador fermiénico y bosénico en presencia de

campo magnético

A manera de completez se bosqueja la demostracion de la obtencion del propagador
para una particula fermionica en presencia de campo magnético y se da a conocer el de
una particula de norma. El cdlculo para estos propagadores sigue las mismas lineas que el
caso del propagador escalar.

La funcién de Green asociada a un campo de Dirac satisface la siguiente ecuacién

(B —m) G (z,2') = §* (z,2'), (2.3.1)
donde / = II,4* y II,, = P, + eA,,. Las siguientes relaciones de conmutacién se satisfacen

I, x] = igu, (2.3.2)
M,,1L] = ieFe (2.3.3)

pv

donde F:;' = 0, B, — 0, B, es el tensor de campo electromagnético.
Escribiendo de forma matricial la Ec. 2.3.1 se tiene

(M —m)G =1, (2.3.4)

de aqui se tiene

G(x,2')=—i /000 dse” "™ (' (0) |+ m) U (s)|z(0)), (2.3.5)
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2 Propagador en presencia de campo magnético

donde U (s) = e !¢ es el operador de evolucién temporal para H, la cual esta dada por

H = (1)
= —Hz—%eaw,FW. (2.3.6)

Las ecuaciones de Heisenberg para los operadores de posiciéon y momento son

1) (2.3.7)
— I, (2.3.8)
T = i (2.3.9)
= —2F,II", (2.3.10)

donde se ha considerado el caso de campo constante.
Recordemos que la ecuacion que define al propagador es

i0s (' (0) | = (0)) = (2’ (0) |H (z,p)| z (s)) . (2.3.11)

Haciendo uso de las relaciones de conmutacién y de las ecuaciones de Heisenberg, H se
escribe en términos de los operadores de posicidn ordenados adecuadamente

H = —x(s)Kx(s)+z(s) Kz (0) —2(0) Kz (0) — %GUMVFMV
- %TT [eF coth (eF's)] —m?, (2.3.12)
donde K = 1 (eF)? [sinh (eF's)] .

Con el Hamiltoniano ordenado adecuadamente, los elementos de matriz del lado dere-
cho de la Ec.2.3.11 se pueden evaluar directamente

(" (0) [H (z,p)| z (5)) = —%GUWF“” —(z—2') K (z—2)

—%Tr eF coth (eFs)] («/ (0) |2 (s).  (2.3.13)
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2 Propagador en presencia de campo magnético

Sustituyendo en la Ec. 2.3.11 y haciendo una integracion sobre s tenemos

(' (0) | z (s)) = O (z,2") s * exp |:—%T7” In [(eF's)”" sinh (er)]}
X exp [_ZZ (x — 2') eF coth (eF's) (x — 2') + %eam,F’“’] . (2.3.14)

La funcién C (z, 2') se determina a partir de las condiciones

(10, + €Ay (2)) (' (0) | 2 (s))

(—i0), 4+ eA, (x)) (' (0) [z (s)) = (2’ (0) (0)) . (2.3.15)

El lado derecho de la Ec. 2.3.15 esta dado por

(@ (0) [ (s)] = (s)) = % [eF coth (eF's) — eF] (x — ') (2" (0) | = (s)) ,

(" (0) [IL, (0)] = (5)) = % [eF coth (eF's) — eF] (x — a') (z/ (0) | = (s)) . (2.3.16)

Con lo anterior, la funcién C (z, 2’) queda determinada por las siguientes ecuaciones
[z'a# oA, () — %GFW (z — x’)"} Clz,2) = 0 2.3.17)
{—z’é); +eA, (') + %eFW (x — x’)”} C(xz,2") = 0. (2.3.18)

La solucion de este sistema de ecuaciones nos da
Cla.2) = C(')exp [ie / de (A# + %eFW (€ - m)]

= C(z)exp {ie /: d¢ (A# + %eFW (€ — m’)”)} : (2.3.19)

se puede mostrar que el rotacional del integrando es nulo por lo que la integral en la Ec.
2.3.17 es independiente de la trayectoria entre x y z’. Escogiendo una linea recta como
trayectoria de integracién podemos escribir C' (z,2") de la forma

C(z,2") = Cexp {ie /lx déA, (5)} : (2.3.20)
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2 Propagador en presencia de campo magnético

De las condiciones de frontera sobre el propagador se determina la constante C'
C = —i(4m) 2. (2.3.21)

El propagador fermidnico para fermiones cargados en presencia de campo magnético lo
podemos escribir como
G (z,2') =P (z,2") G (z,2), (2.3.22)

donde

G (z,2) = — (47) /m@ [

1
= Mt (eF coth (eF's) — eF) (x — x’)}
0

2

?
X exp {EJWFW — imgs]

X exp |:—%T7“ In ((eF's)”"sinh (eF's)) — i (x — ') (eF coth (eF's)) (x — x')] (2.3.23)

Q(x—12') =exp [ie /lx dértA, (f)] : (2.3.24)

En el caso particular de un campo magnético constante en la direccién z, solamente las
componentes Fj, = —Fy; = B son distintas de cero. El propagador se simplifica un poco y
lo podemos escribir como sigue

< d B
G(z,2) = —i (47‘(‘)2/ S—sﬁ exp [—i (m® + i€) s + ieBsos)

Lo 2
X exp [—Ex” — eBscot (eBs) x]

X

1 eBs .
[m + % <7 x| — m exp (—ieBsos) 7y - xL>} . (2.3.25)

La representacidon en el espacio de momentos del propagador se obtiene haciendo una
transformada de Fourier

4
G (x,a') = / (;17;6‘“““"”9 (p) . (2.3.26)

Finalmente después de efectuar integrales Gaussianas como en el caso escalar, el propaga-
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2 Propagador en presencia de campo magnético

dor fermiodnico se escribe como[15][16]

G lh) = i [ =

, tan (eBs) ,
2 1.2 2
X exp{@s (/{:”—i—k:L i m —i—ze)}

ieBsosz L
X ((m + k) e s (eBa (eBs)) , (2.3.27)

donde m es la masa del fermién correspondiente.
Este método de tiempo propio se ha extendido también al caso de otros campos como
los bosones vectoriales cargados W= para los cuales se tiene

d'k
(2m)*

En el espacio de momento las partes traslacionalmente invariantes del propagador anterior
son

emh =G (k). (2.3.28)

G (2,2') = © (z,2") /

o0 ds . 2 2 tan(eBs) 2,
.G;w L) = zs(k“fkl cBs ~ —M +26)
i (k) /0 cos (eBs)e

in(2¢B 1 — —is(1—¢&)M?
X { [gl’r” + ¢'" cos (2eBs)] + F‘“’w — ( ‘ JVE

+ [( 4 kP (san (¢B5)) /B) x (K + k,F*” (tan (¢ Bs)) /B))

+ zg (F™ — ¢") B tan (eBs)} } (2.3.29)

Cada uno de los propagadores anteriores representan la interaccion de alguna particula,
ya sea escalar, fermiénica o de norma, con el campo magnético. En este trabajo considera-
remos particulas escalares por lo que sélo ocuparemos el propagador escalar. Sin embargo,
un trabajo mas completo en el que se incluyan particulas bosonicas y fermidnicas requeriria
el uso de estos propagadores.

En el capitulo 4 retomaremos el propagador escalar que hemos obtenido en este capitulo
para introducir el efecto de campo magnético sobre el campo escalar en el cdlculo del
potencial efectivo. En el capitulo siguiente desarrollaremos el formalismo de teoria térmica
de campos, que es el marco tedrico en el que se basa nuestro trabajo.
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3 Teoria térmica de campos

La teoria térmica de campos tiene sus origenes en los afios 50 en la descripciéon de mate-
ria condensada bajo condiciones normales de laboratorio pero fue reinventada y estudiada
en 1965 por Fradkin. Su principal motivacién fue el estudio de la transiciéon de fase que
ocurria en la teoria electrodébil a temperatura finita.

La teoria térmica de campos (TTC) es una combinacién de la teoria cudntica de campos
y la mecdnica estadistica. La razén por la que estudiamos TTC es que al juntar estos dos
formalismos tenemos la herramienta necesaria para estudiar sistemas sujetos a condiciones
extremas de temperatura y densidad. Las aplicaciones son varias; el universo temprano,
cosmologia, transiciones de fase en QCD, estrellas compactas, etc.

El universo temprano estd constituido en su mayoria de materia, y s6lo una minima
cantidad de antimateria. Al proceso por el cual ocurri6 este fenémeno se le conoce como
bariogénesis, y de acuerdo con las condiciones de Shakarov, el universo tuvo que haber
estado en desequilibrio, ademas de que debidé haber violacién de niimero baridnico y vio-
lacion de CP. Aunque la violaciéon de niumero baridnico estd considerablemente suprimida
aT = 0, a altas temperaturas no es asi. Se tiene entonces que el universo temprano es
un escenario éptimo para la ocurrencia de bariogénesis y por esto ha sido objeto de una
amplia investigacion.

La otra aplicacién importante de la teoria térmica de campos es en colisiones de iones
pesados. En afios recientes se hizo factible la creacion en el laboratorio del llamado plasma
de quarks y gluones. Calculos de lattice apuntan a que QCD sufra una transicién de fase a
una temperatura critica por encima de la cual los quarks y gluones estan desconfinados y
donde la simetria quiral se restaura. En este escenario la materia estd descrita en términos
de un plasma de quarks y gluones interactuantes y los procesos que ocurren en este plasma
se estudian a través de TTC.

La teoria térmica de campos es la herramienta para describir los anteriormente mencio-
nados fenémenos. Aunque existen varios formalismos, en este capitulo se sigue la formu-
lacion de tiempo imaginario. La otra alternativa es el formalismo de tiempo real, la cual a

diferencia del formalismo de tiempo imaginario, puede describir fenémenos fuera de equi-
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3 Teoria térmica de campos

librio. A continuacién se muestran los aspectos generales de la teoria y se ejemplifica la
teoria con el caso de un campo escalar.

3.1. Formalismo del tiempo imaginario

En la imagen de Schrodinger, sean ¢ (x,0) un operador de campo al tiempo ¢t = 0y
7 (z,0) su operador de momento conjugado. Etiquetemos los eigenestados del operador de
campo como |¢) que satisfacen[17]

¢ (2,0)]¢) = ¢ (x) |¢), (3.1.1)

donde ¢ (z) es el eigenvalor. Ademds se satisfacen las relaciones de completes y ortogona-
lidad

/ 06 () 6) (9] = 1 (3.1.2)
(Pa | Pb) = 0 [P0 () — ¢ ()] . (3.1.3)

De forma similar, para el operador de momento los eigenestados estdn etiquetados por |)

y satisfacen
7 (z,0)|m) =7 (x) |7) . (3.1.4)

Y las condiciones de completes y ortogonalidad son

/”ime@q:1 (3.1.5)
(Ta | mp) = 0 [mq () — mp ()] - (3.1.6)

En teoria de campos, el traslape se puede definir de la siguiente manera

wwﬁwwkffmum@ﬁ. (3.1.7)

Esta es una generalizacion natural de la mecanica cudntica a un nimero infinito de grados
de libertad en teoria cuantica de campos.

La dindmica del sistema estd contenida en el Hamiltoniano, el cual se expresa como una
funcional del campo y de su momento conjugado

H— /d%% (7r ) . (3.1.8)
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3 Teoria térmica de campos

Dado el Hamiltoniano, podemos definir el operador de evolucién que lleva el estado |¢,), al
tiempo ¢ = 0, al estado e~*'7 |¢,) al tiempo ¢;. Se tiene pues que, la amplitud de transicién
de ir del estado |¢,) al estado |¢,), después de un tiempo ty, es (¢, | e 717 | ¢;).

Requerimos de la mecénica estadistica para describir el comportamiento de un sistema
de muchas particulas en teoria de campos. Por este motivo, estamos interesados en el caso
en que el sistema regresa al estado inicial después de un tiempo ¢;. Con el fin de evaluar la
amplitud de transicion en la que estamos interesados, a saber (¢, | e=#'7 | ¢, ), dividimos
el intervalo temporal (0,¢;) en N subintervalos At = t;/N. Ahora, en cada subintervalo de
tiempo insertamos un conjunto completo de estados, alternando entre estados de campo
3.1.2 y momento 3.1.5.

N
el ) =t [ (T2

X (¢a | ) (x| €72 on) (d | 1)
X (mnoa | €A [ gnia) x| m) (my [ e TR 61) (61 | da)  (3.1.9)

y ya que cuando At — 0 el operador de evolucién se puede expresar de la siguiente manera

7~
3
By
.
T
&
&
~
2

(mi | 1 —iHAt | ¢;)

= (1 —iH;At)exp {—z’ / B () ¢ (:c)} (3.1.10)

donde Hz = f d3$H <7TZ‘, ¢Z>
Juntando todos estos resultados tenemos

d
<¢a | eithf | ¢a> - hm / < ﬂ—zd(ﬁz) 5<¢1 - Qba)
X exp{—zAtZ/d3 (7}, ) — (051 ¢y)/At]} (3.1.11)

donde ¢n11 = ¢ = ¢1.
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3 Teoria térmica de campos

Tomando el limite continuo de la Ec. 3.1.11, finalmente, se tiene

(o €15 90 = [ (i / "

xexp[/ /d3 ( ‘%gg .Y H(ﬂ(x,t),gb(x,t)))}. (3.1.12)

Los simbolos [dr] y [d¢] indican integracién funcional definida en 3.1.12. La integracién so-
bre ¢ (x,t) estd restringida por las condiciones de periodicidad mientras que la integracion
sobre 7 (z,t) no tiene alguna restriccion.

Para hacer contacto con la mecénica estadistica recordemos que la funcién de particién
se escribe como

Z = Tre PH (3.1.13)
— /d¢a<¢ayeﬁf’|¢a>. (3.1.14)

Notemos que la funcién de particién tiene una estructura semejante a la amplitud de tran-
sicion Ec. 3.1.12. Atn mas, se puede expresar Z como una integral sobre campos y sus
momentos conjugados tal como 3.1.12 efectuando el cambio a una variable imaginaria
T = it, con limites de integracidn entre 0 y (. La traza que aparece en Ec. 3.1.14 significa
integrar sobre todos los ¢,. Se tiene entones la relaciéon fundamental

Z = / [dr] / [dg] efo 7 J a*=(imG2—H(me)) (3.1.15)
periddicas

aqui, el término periddicas se refiere a las condiciones de equilibrio o condiciones periédi-

cas sobre ¢: ¢ (2,0) = ¢ (z, ) = ¢a.
Para ilustrar lo desarrollado hasta ahora, tratemos el caso de un campo escalar cuyo
Lagrangiano estda dado como

=3 u¢<9“¢ m?¢* — U (¢) (3.1.16)

donde el potencial es
U(¢) = g¢° + \¢* (3.1.17)
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y A > 0 para la estabilidad del vacio. El momento conjugado estd dado como

o oL
9 (0o9)
_ 09
= 3 (3.1.18)
entonces el Hamiltoniano es
_ 99
H = at - L
1
= §7r + = (v¢) m2¢2+U(¢). (3.1.19)

Para calcular la funcién de particion tomemos la Ec. 3.1.11:

dm;
Z = lim / ‘
N—oo - pemodzcas

X exp

i/ (ZWJ (@1 — &5)

—AT (; T (w]) +%m2¢§+U(¢j)>)}. (3.1.20)

Las integrales con respecto al momento se pueden realizar inmediatamente pues son inte-

grales Gaussianas, veamos

/_Oo % exp { |:Z7Tj (Pj+1— ¢5) — (%ﬁ)} }
= dm A ; 2 .
- /_oo 277: o {_ <77) {Wj N é (6541 = (bj)} - ﬁ (@41 — ¢j)2}

(3.1.21)
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El célculo de las integrales Gaussianas nos permite escribir la funcién de particion como
Z = Jim (2n) N/z/ [H d@]
exp{ATZ/d3 [—2 ( ¢J+1AT ¢])>

- 3 (V¢j)2 - %m2¢]2~ -U (fﬁj)} } - (3.1.22)

X

Tomando el limite al continuo finalmente se obtiene

Z = N / [dg] (3.1.23)
periddicas

« exp (—%/f dT/d% ((g_f) + (Vo) +m? + U(¢>)>

donde N’ es una constante de normalizacién y el argumento de la exponencial no es otra
cosa que la accién euclidiana

B 2
Sp = —%/0 dT/d3:E [(%) + (Vo) +m2¢> + U (¢)

en el caso de campos escalares sin interacciones tomamos U (¢) = 0. Realicemos la integral

(3.1.24)

sobre 7 en la 3.1.23, se tiene

(00N [T (09 (99
[ar (@) [ar(2)(2) 25

P Ta (.0 820

_ / dr {_67 (gb_(%)_ _072} (3.1.26)
_ L

= - | adr (3.1.27)

Este ultimo paso nos sirve para reescribir la accion Euclideana de la siguiente forma

_ __/ dT/d?’gc(b [—— — V24 m? } 6. (3.1.28)
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Haciendo una descomposicion del campo en modos de Fourier

n=—0o Pp

donde w,, = 27nT, debido a las condiciones de periodicidad ¢ (x, 3) = ¢ (x,0) para todas
X. wy, son las llamadas frecuencias de Matsubara. Notemos ademas que ¢_, (—p) = ¢} (p)

ya que ¢ (x,T), se tiene que

i D e (p). (3.1.30)

n'=—oc0 p’

ASHY

*

£l

2

I

7 N\
<|w
N—————
|

Al sustituir las Ecs. 3.1.29 y 3.1.30 en la Ec. 3.1.28 se encuentra que

52 (2) [[or [

XD D 0u (D) Ol (1) (wiy + P74 m?) fPxrenn) il

n,n’ p,p’
1 g i(wn+w, /) d*x i(p+p’)x 2 2 2
:—5622 dre'“ntn < ¢ ¢n (P) du (P) (wi + P* +m?)
n,n’ p,p 0

_%522(“3+Wz) ¢n () 9% (P), (3.1.31)

n?p

donde w = (p? + m?)z.
Reescribiendo el campo escalar como ¢, (p) = €®A,, (p)y usando el resultado de la Ec.
3.1.31, escribimos la Ec. 3.1.23 después de una integracion

Z = N’HH[ / dA, (p)e—%@(w%*ﬁ)“%(?)} (3.1.32)
n p

= NTIIT [ @2 +e?)?] (3.1.33)
n P

=

de forma mas formal se puede expresar (3.1.23) como

z = ¥ [ is]ew | -3 6.09)

= N'cte.(det D)~

N[

(3.1.34)
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aqui

2
D = j? (—% —- V24 m2) (3.1.35)
T

en el espacio (x, 7), mientras que
D = p?(—w; + w?) (3.1.36)

en el espacio (p,w,). (¢, D¢) denota el producto interno sobre el espacio de funciones. La
constante que aparece no afecta a la termodinamica y en lo posterior se omitird. La relacion
3.1.34 se sigue de la férmula para integrales de Riemann

N

/ dzy...dx,e " Pu% = 73 (det D)~ 2. (3.1.37)

[e.e]

Tomando el logaritmo natural de la funcién de particién, Ec. 3.1.33

InZ = —%Zgln (8% (2 +u?)] (3.1.38)

n

a partir de la cual, en principio, podemos extraer toda la termodindmica. Antes de obtener
las cantidades termodinamicas notemos que

P2
In [(27n)? + B2w? :/ B —T G A (3.1.39)
[(2m)" + Ff] = | 7T @y [1+ (2mn)7]
El dltimo término de la relacion anterior es independiente de $ y no tiene contribucién a

la termodindmica por lo que puede ser ignorado. Por lo tanto,

o0

1 272 2
> T 0 <1+ . 1) . (3.1.40)

n=—oo

Finalmente,

o (1 1
11122—2/1 do (§+€0_1>. (3.1.41)
p

Llevando a cabo la integracion sobre 6 e ignorando la parte que no tiene dependencia en
3, finalmente se tiene

a3 1 'y
an—V/ (273;3 {—ﬁﬁw—ln (]_—6 B )] i (3.1.42)
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Tenemos asi que la energia libre dada por Q@ = —37'In Z es
Q:v/ﬁ[f+5—lln(1—e—ﬂw)] (3.1.43)
(2m)° L2 ’
el primer término es independiente de la temperatura y corresponde a la contribucién del

vacio, mientras que el segundo término es la aportaciéon de materia. En el limite m? < 7%
y realizando una integracion por partes se obtiene

VTt [ 3
Q = - d
672 /0 Yo 1
v
= — : 3.1.44
30 ( )
Podemos obtener de forma similar la presién y la densidad de energia mediante P = g—‘% y
€= g =3P
v
p =T 3.1.45
%0 ( )
Vi
= : 3.1.46
€ 30 ( )

3.2. Correcciones a primer orden: propagador y funcion de
particion

Como ejemplo de célculo perturbativo, tomemos como término de interaccion en la Ec.
3.1.24[18]

A
U(9) = 59" (3.2.1)
El propagador esta dado por
1
Ax—vy) = —/ d T eS(B)E, (3.2.2)
(z —y) 70 [do] ¢ () ¢ (y)
sujeto a las condiciones ¢ (0,x) = ¢ (/3,x). Haciendo una expansién a primer orden en J,
se tiene
e A [P
SEB) ~ Or (B) (1 _ 5/ d4ng4 (2)) ’ (3.2.3)
- Jo

donde S,(EF) (B) es la accién euclidiana libre. Evaluemos la siguiente cantidad usando el
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XX\:D///y

y4

Figura 3.2.1: Teorema de Wick. Cada contraccion esta representada por una linea uniendo
los argumentos de ¢. La figura muestra las dos posibilidades de términos que
son posibles.

teorema de Wick

Haw = [Wswoweto (1-3 [ @) e2e

El nimero de contracciones que vienen del segundo término de la Ec. 3.2.4 es igual
al ndmero de contracciones de ¢ (), ¢ (y) y ¢* (z). Resulta conveniente representar estas
contracciones mediante un diagrama, dibujando dos puntos externos x y y marcados con
cruces; un vértice ,z, que se deriva de la expansion en potencias de ) y sobre el cual se hara
la integracién. Dado que ¢ (z) estd a la cuarta potencia, el punto z se dibuja como cuatro
puntos separados. Cada contraccion se representa por una linea uniendo los argumentos
de ¢. Dos tipos de términos son posibles, véase la Fig. 3.2.1 y el numero de términos es
12 + 3 = (6 — 1)!!. Para simplificar el diagrama, los cuatro puntos z se juntan en un solo
punto, con el resultado mostrado en la Fig. 3.2.2.

Z
X Z Y X y

(@) (b)

Figura 3.2.2: Diagramas de Feynman. En la figura se muestran los diagramas conectados
(a) y desconectados (b) que contribuyen a la funcién de particién. Los dia-
gramas conectados son los tinicos que contribuyen.

Los diagramas de la figura tal se conocen como diagramas de Feynman, cada diagrama
corresponde a un grupo de términos de la expansion perturbativa. Nuestra integral queda
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como
17,
Ho) =26 (3) (B (o= )= 2 [ atede(o =) ar (=0 Ap (s -y
0
1 B
—g)\/ d*2Ap (v —y) AL (2 = 0)) , (3.2.5)
0

donde Zp (3) es la funcién de particion libre. Los factores 5 y ¢ en la Ec. 3.2.5 se derivan

de la combinatoria del teorema de Wick y se llaman factores de simetria. Para obtener el
propagador, atin se tiene que dividir por la funcién de particion total, calculada al mismo

[ lagjesio (1 -3/ g (z))

= Zp(B) {1 — %A (Ap (z =0))° /06 d4z] . (3.2.6)

orden en )\

12

Z(p)

El segundo término en los paréntesis cuadrados en la Ec. 3.2.6 esta representado por la
Fig. 3.2.3. Para obtener el propagador a primer orden en A, se divide la Ec. 3.2.5 por 3.2.6

Figura 3.2.3: Correccién a primer orden de la funcién de particién.
de lo cual se tiene
1 B
A(x—y):AF(a;—y)—é)\/ d*2Ap (x — 2)
0
X Ap(z=0)Ap(z—y)+0 () (3.2.7)

La Ec. 3.2.7 se representa graficamente en la Fig.3.2.4. La linea sdlida representa el pro-
pagador total o vestido a orden \. Mientras que los diagramas desconectados desaparecen
al dividir por Z (53).
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— +

Figura 3.2.4: Correccién a primer orden del propagador.

En espacio de Fourier
A (iwn, k) = Ap (iwp, k)
A A (i, k) TZ/ﬁA(iw ) ) A (i B) . (3.2.8)
2 F ny - (27T)3 n, ns . Lo
En general, la auto-energia II se define a través de
A7 (i, k) = AR (iwn, k) + 1T (iw,, k) . (3.2.9)

De la Ec. 3.2.8 se tiene que II es independiente del momento externo %k a primer orden en

Ay esta dada por
A AT 3K’ , ,
A k1
_ 5/ iz, 1+ 2). (3.2.11)

A este orden en ), II puede interpretarse como una simple correccién a la masa al cuadrado:
m? — m? + II. Sin embargo, la parte que no depende de la temperatura de la Ec. 3.2.11
contiene una divergencia ultravioleta. Para remediar esto, se tiene que renormalizar la

teoria introduciendo un contra término de masa en la accién Euclideana
1 B
0Sp = §5m2/ d*z¢? (x), (3.2.12)
0

con dm? = —IIr—y. Entonces m es a masa fisica de la particula a T' = 0; si el contra término
se toma en cuenta, Il estard dado por una integral convergente, que se puede integrar
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analiticamente en el caso m = 0

I = 5m%
B é/ d*k n (k)
2 (27‘(’)3 k
A\T?
= S5 3.2.13
o1 ( )
Fijémonos ahora en la energia libre, de la Ec. 3.2.6 se tiene
1 1 )
Q(B) = ] In Zp (8) + §>\V (Ap(x=0))". (3.2.14)

El segundo término en 3.2.14 estd representado graficamente por la Fig. 3.2.3. En el calculo
de A (x = 0) encontramos nuevamente una divergencia ultravioleta ligada a 7" = 0. Pero
se debe tomar en cuenta el contra término de masa 3.2.12, el cual se trata como un término
de interaccion en la accién Euclideana. Para escribir 2 () convenientemente, separemos
Ar de la siguiente forma

Ap = AL 1+ AL (3.2.15)

donde el primer término del lado derecho de la relaciéon anterior es independiente de la
temperatura, mientras que el segundo término toma en cuenta las contribuciones térmicas
al propagador. Se tiene entonces que

om? = —%AEO (x=0). (3.2.16)

La contribucién del contra término a 2 (53) es

%5m2AF (x=0)= —%Affo (r=0)Ar(x=0), (3.2.17)

de modo que la energia libre renormalizada estd dada como

1 AV _ AV
Q(8) = =5 Zr (5) - - (AT (z = 0))* + 5 (AF = 0))*. (3.2.18)
El término proporcional a ALZ=% (z = 0) x AL (x = 0) se ha cancelado gracias a la renormali-
zacién de la masa. Sin embargo el segundo término del lado derecho de la Ec. 3.2.18 es aun

divergente; afortunadamente dicho término es independiente de 7'y puede ser ignorado.

42



3 Teoria térmica de campos

Se define la energia libre renormalizada Qy (5) a través de
Qr (T,m*, ) = Qg (T,m* \) — Qg (T =0,m? ) (3.2.19)

con la misma masa en los tres términos. De esta tltima relacion, se obtiene la correccién a
orden )\ a la presion del gas ideal; en el caso m =0

I Y Bk _ﬂ(/ &’k ”(k‘))2
P = 5] Gy In (1 —e"%) 2 ok (3.2.20)
72T SA
= 5 <1— 647T2>. (3.2.21)

Hasta ahora ninguna divergencia ultravioleta ha aparecido por efecto de la temperatura.
Estas divergencias aparecen en el caso 7" = 0. Asi que, cualquier esquema de regularizacion
y renormalizacion es necesario a 7' = ( y este mismo es suficiente para 7" > 0.

Como se vio, la auto energia calculada a primer orden en ), Ec. 3.2.13, es independiente
del momento externo. Se encontré \T?

m=5- (3.2.22)

y ahora afiadimos el subindice 1 para enfatizar que es a primer orden en A. Este término se
puede interpretar como una masa puramente de origen térmico dmj = II;, de orden AT™.
Recordemos que para el caso m = 0, el inverso del propagador a primer orden en \ esta
dado como

A7 (iwp, k) = w2 + k> 4 0m3 (3.2.23)

Para momentos a lo mds del orden de la masa térmica, k? < \T?, el propagador libre
inverso A;* (iw,, k) = w? + k? es a lo mds del orden \T? y, como se menciono antes, la
correccién que viene de la auto energia es de orden \T2. Esto indica que nuestra serie
perturbativa podria no ser un procedimiento correcto. De hecho, veremos que se necesita
“resumar” una cierta clase de un nimero infinito de diagramas, debido a una divergencia
infrarroja[19].

La contribucién mds importante en el limite infrarrojo (k — 0) es la siguiente
3 x 2T Y / P (A A, - 27y / P A G224
~ (2) (2m)

Resumacion significa considerar todas las correcciones perturbativas, sumando todas es-
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tas correcciones desde N = 1 hasta oo tenemos

d3
1207 / # [Ap + AplLAp + ApIL AL Ap + ..

— 12\T
Z/ om)® 1+ A0H1

= 12)\TZ/ - 3A0+H (3.2.25)

En la expresién anterior vemos que la auto energia es un loop que tiene insertadas auto
energias. Los diagramas correspondientes consisten de un loop con N loops insertados
a este, los llamados “daisy diagrams” o diagramas de anillo. Notese que aun sumando
sobre todos estos diagramas no se toman en cuenta otra clase de diagramas que no tienen
contribucion pero que estdn presentes.

Tenemos entonces que

12)\
2.2
Z/ (72_|_k2+||1 (3 6)

en esta ecuacion la mejor aproximacion es insertar la misma I1

Z/ e k2 it (3.2.27)

esta ultima es una ecuacion integral para II. Para realizar la suma sobre n ocupamos la

siguiente relacién

> ! :£(1+2n(w)) (3.2.28)

w4+ w2 2w
n

y tomamos sélo la parte dependiente de la temperatura de II

:i/ d’p n (VI +1) (3.2.29)
T2 ) @n)® KRR+, o

efectuando el cambio de variable x = y/k?/II + 1 en la Ec. 3.2.29 se obtiene

A 2]
= —2/ do—= . (3.2.30)
dm* Jy exp (51_[;/2%) -1
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Figura 3.2.5: Diagramas de anillo. La suma sobre NV en la Ec. 3.2.33 comienza en N = 2,

porque el diagrama de la Fig. 3.2.3 ya toma en cuenta la correccién a primer
orden.

Si se quiere considerar todos los diagramas se tiene que proceder numéricamente. Sin
embargo, podemos extraer un resultado analitico usando una expansion en serie de la
siguiente funcién

< Vxz—1 272 /1 U
F = dg——mM8M8 = — | — — — | . 3.2.31
(u) 1 xe“x—l " (12 47T+O(u nu)) ( )

Insertando esta expansién en la Ec. 3.2.30 se muestra un resultado interesante

N\ 12
1—
k (247r2> i

El término siguiente que corrige a 1z no es A\?, como se esperaria en teoria de perturbacio-
nes comun y corriente, isino que es del orden \*/?!

AT*?
e =0

(3.2.32)

Este mismo comportamiento aparece en la expansién perturbativa de la funcién de par-
ticion. La resumacion conduce a los llamados diagramas de anillo, Fig. 3.2.5, los cuales
contribuyen a Q = —5In Z ()

l\')

0. - lii Ty / Ph 1 A (i k)Y (3.2.33)
’ N=2 N n (27T)3 ’
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1 =1 d®k , N .
— —§V NZZINT;/(QW)?’ (=1L AF (iw,, k)" + 11 AR (zwn,k)]

1 d*k ) .
_ —VT;/ oy In (1 +ILAF (iwn, k) — I AR (iw,, K)]

2
1 AT2/24\  AT2/24
—§VT;/ [1n(1+w%+k2)—w%+k2].

El término n = 0 en la ecuacién anterior se conoce como el modo estatico. Restringiéndose

VT /A2
Qg ~ ——— (2] 3.2.3
g 127 (24) ( 4)

>k
(2m)*
a este término se encuentra

Una vez més, la correccién es del orden \*/2. De la Ec. 3.2.34 y de los anteriores resultados

que obtuvimos para la presién se tiene

2T 15/ A 157 X \*?
P = - =)+ =2 (2= 3.2.35
90 < 8 <247T2) + 2 (247?2) * ’ ( )

el primer término corresponde al gas ideal de bosones, el segundo al diagrama 3.2.3 y el

tercer término corresponde a los diagramas de anillo.

3.3. Reglas de transformacion a temperatura finita

A temperatura finita podemos establecer ciertas reglas las cuales ocuparemos para con-
vertir expresiones conocidas de teoria de campo a 7' = 0 a expresiones con 7" # 0.

Notemos que el cambio de variable ¢ — —i7 para un campo escalar libre en el espacio de
configuraciones nos lleva a un cambio de la métrica de Minkowski a la métrica de Euclides,

esto es 52
(0,0 — m®) — (—@ -Vi4 m2> : (3.3.1)
y que en el espacio de momento

(kuk* —m?) = (=1) (wa + K>+ m?), (3.3.2)

Veamos que si en la Ec. 3.3.2 hacemos el cambio de variable k; — iw,, en el lado izquierdo,
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obtenemos esencialmente el lado derecho salvo un signo negativo, tenemos entonces que
ko = iwn, (kK" —m?)7 — (=1)7 (w, + k> +m?)". (3.3.3)
Por otro lado las condiciones de frontera impuestas sobre los campos afectan al elemento
d*k dko [ &%k - / d*k
— | — = . (3.3.4)
/ (2m)* 2r J (2r)° nzz_oo (2m)°

A temperatura cero, los vértices y las funciones de Green de dos puntos estan acompaiados

de volumen

por un factor i. En cambio a temperatura distinta de cero, el factor i estd ausente de la
funcién generatriz y como consecuencia ni vértices ni propagadores estaran acompafnados
por factores de i .

De todo lo anterior se desprende que los efectos térmicos que aparecen en los loops sélo
seran visibles en los propagadores.

En el siguiente capitulo utilizaremos los anteriormente descritos elementos de la TTC
junto con la expresién del propagador de Schwinger para incluir los efectos de un campo
magnético externo en el célculo del potencial efectivo de un campo escalar cargado en
presencia de un campo magnético externo.

El estudio de este sistema permite entender si el espacio de pardmetros permite distintos
tipos de transiciones de fase que pueden ser de interés en el estudio de sistema realistas
donde aparecen bosones escalares cargados.
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en presencia de campo magnético

El potencial clasico juega un papel crucial en el estudio del rompimiento de simetria.
Sin embargo, las correcciones radiativas pueden cambiar el comportamiento del potencial
clasico. Se puede dar el caso de que el minimo del potencial cldsico sea inestable ante
correcciones radiativas, También podemos tener el caso de que una simetria rota a nivel
clasico se restaure ante correcciones radiativas o viceversa, que una simetria restaurada
se rompa ante los efectos cudnticos. De aqui la consideracidn para estudiar el potencial
efectivo como cantidad importante pues este contiene las correcciones cudnticas a una
teoria. El potencial efectivo a diferencia del potencial cldsico, es una expansién perturbativa
y por eso lo mds conveniente es analizarlo orden por orden.

Coleman y Wienberg[20] estudiaron los efectos de las correcciones cuanticas sobre el
potencial cldsico. En su trabajo muestran que es posible modificar la simetria de la teoria
al incluir las correcciones cudnticas. A diferencia de Coleman y Wienberg, en cuyo trabajo
no se toman en cuenta los efectos de la temperatura, Dolan y Jackiw [19] muestran que la
simetria puede ser restaurada por arriba de una cierta temperatura critica.

En este trabajo estamos interesados en hacer una extension a los trabajos anteriores que
incorpore el efecto de un campo magnético externo. Para incorporar tal efecto se necesi-
ta de alguna manera modelar la interaccién del campo magnético con un campo escalar
cargado. Nuestra eleccion para trabajar es el modelo de Higgs Abeliano. Este modelo ha
sido estudiado extensamente y proporciona interaccién entre campos escalares complejos
y campos de norma. A continuacion presento las generalidades del modelo de Higgs Abe-
liano asi como una breve discusién de la llamada norma R,. En la segunda parte de este
capitulo muestro el célculo explicito del potencial efectivo para un campo escalar cargado
en presencia de campo magnético hasta orden de diagramas de anillo y finalmente muestro
los resultados y doy las conclusiones.
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4.1. Modelo de Higgs Abeliano

Consideremos una teoria con campo escalar complejo. La densidad Lagrangiana tiene la
forma[21]

L= (Dug)' D6+ p2g'o — 2 (¢'6)° (4.1.1)
donde
D,¢ = 0,0 —ieA,d, (4.1.2)

A, representa el potencial vectorial correspondiente a un campo magnético a lo largo de
la direccioén z,
B
AF = 5 (0, —y, z,0) (4.1.3)

y e la constante de acoplamiento o intensidad de la interaccion. El pardmetro de masa al
cuadrado y? y el autoacoplamiento \ se tomardn positivos. Este modelo se conoce comtin-
mente como el modelo de Higgs Abeliano.

Los campos complejos pueden expresarse de forma equivalente en términos de campos
reales o y x. Asi, definamos

b(x) = %w:cmx(x)), (4.1.4)
o (z) = %(U(w)—ix(w))- (4.1.5)

Para que se dé el rompimiento espontdneo de la simetria, el campo o debera desarrollar un
valor de expectacion v
o— o+, (4.1.6)

la simetria se rompe espontdneamente y haciendo una expansién alrededor de v, nuestro
Lagrangiano toma la siguiente forma:

1 1 4 2,,2
L = 58“08“0 + iaﬂxﬁux — m?o? + % + %A#A“ — evd, A"
+ e(X0u0 — 00,x) A + e®vo A A" + € (0 + x°) A, A"
A A
- 7”0 (% +x%) — 3 (02+X2)2. 4.1.7)

La Ec. 4.1.7 nos muestra que el campo de norma Abeliano y el campo y, que es el campo
de Goldston, se mezclan después del rompimiento de simetria. Consideremos tinicamente
los términos cuadrdticos del Lagrangiano en la Ec. 4.5.5, sabemos que estos términos estdn
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relacionados con la masa de las particulas asi que seran suficientes si queremos ver el

espectro de la teoria.
1 u 1 H 2.2 e’v? H H
Loua = 58“08 o+ 58@(8 X —mo” + TA“A — evd, xA". (4.1.8)

Si definimos ahora .

entonces, nuestro Lagrangiano de términos cuadraticos Ec. 4.1.8 nos queda

e?v?

Loua = %@La@“a —m?0? + TBMB“,

donde vemos que el bosén Goldstone ha desaparecido completamente de nuestro Lagran-
giano. Se dice entonces que el campo x ha sido absorbido en los grados de libertad del
campo A, y ha dado masa al campo de norma. La definicién en la Ec. 4.1.9 tiene la forma
de una transformacién de norma. En nuestro caso trabajaremos en la llamada norma R;.
Aungque la eleccion de norma es arbitraria y no tiene efectos fisicos a veces resulta mas
conveniente para los cdlculos escoger o trabajar alguna norma en particular. Para trabajar
en la norma R, uno tiene que afiadir al Lagrangiano original, Ec. 4.1.7, nuevos términos,
Ly ¥ Lgnost- El primero es el Lagrangiano que fija la norma, mientras que el segundo es
Lagrangiano de fantasmas:

1
Lig+ Lohost = —== (0, A" + cevy)® + Oycotc — ¢ (ev)2 éc — Eetvocc

28
2
1 (9,A")? — evxd, A" — 5(6;)

T

X2+ 0,0t c — € (ev)’ ec — Eetvoce. (4.1.10)

Comparando con la Ec. 4.1.7, vemos que los términos que mezclan el campo x y el cam-
po de A, se cancelan en esta norma. Sin embargo, los campos y y fantasmas originaran

términos de masa dependientes de la norma
2 2 2 2
mx = mghost - g <€U) - gmnorma' (4111)

Pudimos haber escogido otra norma, por ejemplo, una para la cual

x =0. (4.1.12)
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En esta norma el Lagrangiano 4.1.7 se escribe tinicamente en términos de variables fisicas,
pues x = 0. Sin embargo, a diferencia de nuestra eleccién de norma, tendriamos términos
que mezclan campos x y campos de norma.

Dicho lo anterior escribimos el Lagrangiano en términos de los campos o y Yy, el cual
después de efectuar el desplazamiento de la Ec.4.1.6, toma la forma

1 . 2 1 3/\’02 A
L = —5[0(@—2614”) a}—§< 1 —/J,Q)UQ—EOA
1 . 2 1 )\’U2 2 2 )\ 4
- 5[)((8#_26/4#) X]_§(T_N)X_EX
2 A
+ %Qﬂ -t L (4.1.13)

L representa los términos de interaccion después del rompimiento de simetria. De la Ec.
4.1.13 vemos que las masas para los campos ¢ y y son

3

m2 = Zm?—;ﬂ, (4.1.14)
1

mi = Z)\U2—/f. (4.1.15)

A nivel arbol el potencial esta dado por

) 1 A
(rbol) _ _ ~, 2,2 4' 1.1
1% SH + 6" (4.1.16)

Derivando e igualando a cero se obtiene el minimo dado por

2
Vo = \/_% (4.1.17)
Una condicién fisica importante, a saber, relaciona a la masa con la segunda derivada del
potencial
d2v(drbol) 3\ ) )
—_— = —V - .1.18
e iU A (4.1.18)
= m2 (4.1.19)

ademds de que el campo y corresponde al bosén de Goldstone.
Como se menciond anteriormente, el potencial efectivo recibe correcciones cudnticas
orden por orden, tanto del vacio como térmicas, las cuales calculamos a continuacién te-
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4 Potencial efectivo de un campo escalar en presencia de campo magnético

niendo en cuenta la presencia del campo magnético externo uniforme.

4.2. Energia del vacio

Cuando se escribe el campo escalar cargado en términos de sus componentes reales,
como en las Ecs. (4.1.4) y (4.1.5), la forma explicita de la energia del vacio para una de
estas componentes en presencia de campo magnético viene dada por[22]

v / d'k | -1
5 o= 1 7 In(iD) (4.2.1)
(2m)
1 d*k
= — [ dm? / D 2.2
2/ "] (4.2.2)

donde D es el propagador que toma en cuenta la presencia de campo magnético uniforme y
m? es la masa del campo al cuadrado. Aqui es donde se introduce el propagador calculado
en el capitulo 2 dado por el método de Schwinger, a saber

00—1d
D / A5 is(k3-ht g2 om tic) (4.2.3)
cos (¢Bs)
0-is
Recordemos que la convencion para las componentes transversa y longitudinal del momen-
toes ki = k§—kiy kT = ki +k3 y el campo magnético estd a lo largo del eje z. Para efectuar
la integracion sobre el parametro del tiempo propio hacemos una extension hacia el plano
complejo y escogemos una trayectoria adecuada con el fin de que la integral converja. La

trayectoria escogida se muestra en la Fig. 4.2.1.
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4 \\\
\\\ Ii
\\
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% I
<
m2>0

Figura 4.2.1: Trayectoria de integracién. La trayectoria de integracién para la Ec.4.2.3 se
sefiala con la linea punteada, justo por debajo del eje real. Los puntos re-
presentan polos del integrando. Estos polos surgen bajo la condicién de que
sin(¢Bs) = 0y ocurren todos sobre el eje real. En particular para el origen se
tiene un polo doble y es necesario separarlo. Para el caso en que m? < 0 la
trayectoria se cerrard por el semiplano superior y la integral tendrd contribu-
ciones de los polos encerrados.

La integracion sobre momentos cuenta con divergencias ultravioletas y para regularizarla
se emplea el esquema de regularizaciéon dimensional y después de realizar una rotacién de
Wick la integral sobre momentos adquiere la siguiente forma

di A2 [ @R
_.A4_d/ ||/ iy 2.
/ et 02 ) (2n)? (424

donde A es la escala de renormalizacion y el momento transversal k| esta ahora en espacio
euclidiano: ky — —iks [18].

Si calculamos la integral sobre momentos, se tiene que

oo—1id
4 4
d k D = ﬂ dS e’is<kﬁ*ki tar;(gsBs) 7m2+i5)
4 4 I IEY
(2m) (27) | cos (¢Bs)
0l
oc0—1id

2 d—2 tan(gBs 2,
- / . / ATk A7 R is(itoat 2522 om i) 4 9 5)
cos (¢Bs) (2m) (27r)d72

0—1id
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Las integrales sobre los momentos son Gaussianas complejas y estan dadas por

2
dzk]_ _ 2 tan(aBs) 1 7TqB
5 e 1 qB — —2 _—
(2m) (27) itan (¢Bs)

~ —iqBcos (¢Bs)

"~ 4nsin(¢Bs) (4.2.6)
mientras que
/ dd 21{:“ ﬂkz _ 1 ( 1)2
(27r)d72 (27T)d72 is
1
= ——, (4.2.7)
(4mis) 2

la convergencia de la integral longitudinal estd asegurada si Re (d) > 2.
Una vez hechas estas integrales, la Ec. 4.2.1 toma la siguiente forma

1agB A4 d c0—10 —is(mQ—ie)
vy =292 / dm? / S (4.2.8)
24w 47r = sin (¢Bs) (is) 7

Antes de proceder a calcular la integral sobre el pardmetro de tiempo propio s, debemos
resaltar que los términos de masa en la expansion de la Ec. 4.1.13 pueden tomar valores
negativos, esto es, mix puede tomar valores negativos en algun intervalo entre 0 < v < v.
Debido a esto, se distinguen dos casos a tratar para la convergencia de la integral en la Ec.

4.2.8: m* < 0y m? > 0. El primer caso, m?

< 0, puede conducir a divergencias para la
energia del vacio. Sin embargo, en este trabajo se muestra que un tratamiento adecuado
hace posible tener una expresién analitica para la contribucion de la energia del vacio en
el caso m? < 0. Este tratamiento consiste, como veremos en seguida, en la eleccién de un
contorno apropiado para dicha integral y la separacion de los polos que subyacen en el
origen en la Ec. 4.2.8. El contorno que nos servird para realizar la integracion se muestra
en la Fig. 4.2.1, dicho contorno avanza por debajo del eje real, continua por el semiplano
superior y se cierra por el eje imaginario, de modo que los polos del integrando de la Ec.
4.2.1 son encerrados por dicha trayectoria. Para el caso m? > 0 el contorno de integracién
se cierra por el semiplano inferior. Con esta eleccién ningun polo del integrando de la Ec.
4.2.1 estard dentro del contorno de integracion, lo cual conllevard una simplificacién al
célculo de esta integral.

Desarrollemos paso a paso el primer caso, m? < 0. Extendamos la integral en la Ec. 4.2.8
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al plano complejo. La integral entonces se puede escribir sobre un contorno cerrado y para
calcularla emplearemos el teorema de Cauchy.

ds e—is( 2—1'6) 1 e—is(m2—i€)
: — = 2m : — (4.2.9)
55 sin (¢Bs) (is) 2 ; sin (¢Bs) (is) 7
= L+ L+ (4.2.10)

Por otro lado, al efectuar las integrales explicitamente sobre las trayectorias elegidas po-
dremos calcular la integral que nos interesa. En la Ec. 4.2.10 las /s estdn definidas como

00—10 —is(m2—ie
ds e ( )
L = 4.2.11
' /O—icS sin (¢Bs)  (j5)7° ( )
0—id —is(m2—ie
ds e ( )
I, = 2.12
3 /ZOO sin (qBS) (ZS) % ) (4 )

y la integral I, es la integral sobre el cuarto de circulo al infinito, la cual se anula. La
integral que nos interesa es I;.

Para evaluar la integral /3 hacemos el cambio de variable s = iT y separamos la contri-
bucidn del polo doble en el origen para hacer un tratamiento adecuado de este. La integral
entonces tiene dos contribuciones; la primera proveniente de todos los polos simples del
integrando y la segunda que proviene del polo doble en el origen. La Ec. 4.2.12 toma la
siguiente forma

2

o 1 /°° dr em i
B (@')d_Q o sinh(¢B7) +%32 0

[ dr
= QZ/ —€
=070 (1) 7

7[m2—(21+1)gB]

+ I

d\ — 1
. Z (20 +1)gB — m2 "%
p(g_é)g<2_é7l_m_2)
_ : L VAN Y (4.2.13)
2

donde T es la funcién gamma y ¢ es la funcién zeta de Hurwitz!. El término [, corresponde

a la contribucidén del polo doble en s = 0. Para calcular /, separamos los polos mediante el
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cambior — 7 £ ": |

(1 — ¢")sinh (¢B (17 + ¢"))

donde 0 < ¢’ < 0. Tomando en cuenta que las singularidades se encuentran a lo largo de

(4.2.14)

la trayectoria de integracion, se deforma el contorno de integracién tal que los polos sean
contenidos por semicirculos de radio infinitesimal como se muestra en la Fig. 4.2.1. Cada
uno de los polos tiene una contribucidn que estd dada por el valor principal de Cauchy, de
acuerdo con esto

Xy 1 e
I = - X
0 i? ; (sinh (¢Bt) T )

m25/ 7m25/
= 47 lim ¢ _ ¢
§—0 \ sinh (2¢B¢")  2qB0J’
imm?

- T (4.2.15)

Para emplear el teorema de Cauchy evaluaremos la suma sobre los residuos, Ec. 4.2.9,
tomando d = 4

—ism? 2

(& 1 > (_1)n _jnmm
— — e qB
; (is) sin (¢Bs) T Z n o<

1

_ —,iln |:€—i’27<’q";+1> <ez’g(’;32+1) _ e—i’%(?é-i—l))}

T
mm? iTm?
— .2.16
COS(2qB)' 2qB]’ (4 )

~

= —.i {ln (2)+1In

donde m? se debe entender como m? — ie.
Juntando los resultados de las Ecs. 4.2.13, 4.2.15 y 4.2.16 se tiene una expresion para la
integral que nos interesa

m2
Loy s 2r(2—g)§<2—§,§—2q—3>
Lo ~— (is)sin (¢Bs)
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r2-9c¢(2-41_ =
=—-2|In(2)+In cos(wm2>'+ 2-5) ( 7212 2qB> . (4.2.17)

2qB

Al haber obtenido este resultado podemos escribir la energia del vacio Ec. 4.2.1 como sigue

1a0B A4 d 00—1id —is(mZ—ie>
(S / dm? / <
2 47r sin qu

(is) 2

m? d d1l m?

La funcidén I' (z) es analitica excepto en z = 0, —1,—2, ..., mientras que la funcién zeta de

X {m (2)+In

Hurwitz! ¢ (s, a) tiene una singularidad en 0. Para aislar las singularidades de la Ec. 4.2.18
expandimos al rededor de 43¢ = ¢, tomando del limite cuando ¢ — 0 se tiene

w _ 128 s
Vp' = 2 (47)? (Hdn(?qB))
/ 2 {111 (2) + In |cos (;r;n;)’
2 2
) o)) o

X
o
3

aqui ¢’ (0,a) = dcéi’“) l.—0 ¥ 7 es la gamma de Euler. Las siguientes relaciones nos seran
ttiles para reescribir la ecuacién anterior; ¢ (0,a) = + —ay ¢'(0,a) = In (T (a) /V2r).

Quitando los términos irrelevantes cuando ¢ — 0 y reordenando los términos se tiene

yo o~ 1 /d2 3 S YV A
BT o) T e T T T T (B

™m? (T 1 m? 2
S\ 2¢B HECEEEIAE:

™m? 1 m? 2

il I A z
COS(qu)‘+ n( <2 2qB> 77)

+ 2¢B |In

In

} . (4.2.20)

Ver apéndice
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En el dltimo paso se ha elegido A = pe~'/?

como nuestra escala de renormalizacién. u es
el parametro de masa que aparece en el Lagrangiano antes del rompimiento de simetria.

La implementacion de la renormalizacion de Vg) la llevamos a cabo al mismo estilo que
en el capitulo 3, mediante la introduccién de contratérminos que cancelen la divergencia de
términos proporcionales a 1/¢, y algunas constantes. Especificamente, mediante el proceso
de renormalizacién podemos deshacernos de la cantidad m? (1/e + In (27) — ). Con este
procedimiento de renormalizacion de la masa obtenemos una expresion para V3, la cual
estd libre de singularidades y divergencias.

2

El tratamiento anterior es vdlido para m® < 0, lo cual ciertamente sucederd en algun

subintervalo de 0 < v < vy. La energia del vacio es

1 2
Vé12n2<0:—2(4 )Z/demz{—1+ln (—:B>
’ s
2qB m? 1 m? 2
- n|I(=—-— — } 2.21
-+ cos<2qB)‘+n (2 2qB> - 4 )

m2
La idea para calcular la integral en la Ec. 4.2.8 cuando m? > 0 es similar al caso prece-

In

dente. Esta vez, el contorno que nos ayudard, Fig. 4.2.1, serd uno que avanza por debajo
del eje real en el sentido positivo, contintia por el cuarto de circulo al infinito localizado en
el semiplano inferior y finalmente se cierra a lo largo del eje imaginario negativo. Tal con-
torno no encierra ningun polo del integrando, por consiguiente, la suma sobre los residuos
del teorema de Cauchy, Ec. 4.2.9, es nula. Esto simplifica un poco los célculos y una vez
mads invocando el teorema de Cauchy se tiene

% ds efis(meie) 0
sin (¢Bs) (zs)(i?i
= L+ 1L+ (4.2.22)

de nuevo, la integral /; se anula cuando el radio del semicirculo va a infinito y nuestra
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tarea es calcular /5. De forma andloga a la Ec. 4.2.13 obtenemos

2

I — 1 / e dr e
5 (@')d*2 o sinh(¢B7) %52
1 2
— dmzmz{—l +1 (—)
2 (47) / qB
2qB 1 m?
- L (r(5+5) ver )} 4.2.23
3 n( (2+2qB>/ 71') ( )
Siguiendo el mismo esquema de renormalizacién obtenemos para la energia del vacio
o 1
B,m?>0 2 (47T)2

X /dm2m2 {—1 +In <5—;) - 2:1—]23 (m (r (é + %) /\/%))} (4.2.24)

A nivel un loop, el potencial efectivo recibe correcciones del vacio con ¢B = 0, que
denotaremos por V(1), y correcciones que toman en cuenta el efecto del campo magnético.
Ambas calculadas en la seccién anterior. En esta seccién escribiremos el potencial hasta
orden un loop juntando las piezas que tenemos hasta ahora.

Una condicion fisica importante que le pediremos al potencial hasta orden un loop con
gB = 0, es que su minimo y masa permanezcan en sus valores cldsicos, a saber

av >V

- _ - _ 2
. =0, | =22, (4.2.25)

=vg V0

donde V (v) = V¥ (v) + V) (v) y recordemos que V") (v) esta dado por la Ec. 4.1.16

1 A
(tree) — _Z 202 4+ 4 2.2
1% SHY + T (4.2.26)

Lo anterior lo lograremos afiadiendo contratérminos a V' (v) de tal forma que

Sp2 ,  OA
V) = Ve (y) 4y (U)—%vul—(ﬁ .
2 4 1 2 2 4 1 2 2
_ g A Mo L2 e (L2
2 16 (87)* |2 m2 (87)% [2 m2
o 2, OA 4
- — —". 2.2
5 ve + 16U (4 7)
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Para determinar 6.2 y 5\ usamos las condiciones de estabilidad dadas por las Ecs. 4.2.25. La
solucidn a las ecuaciones impuestas sobre V' para los contratérminos arrojan

. (4.2.28)

9\ 9A?
5[[12 = _—2,u27 6)\ - — 2
(87) (87)
Estamos en la posibilidad de escribir la energia del vacio incluyendo las correcciones mag-
néticas y las condiciones de estabilidad. Juntando las Ecs. 4.2.28, 4.1.16, 4.2.21 y 4.2.24

se tiene

9N\ ©? , ( 9N ) Ay
Ve = —(1- -2 )2y (1- 2 ) 2y 4.2.29
= () s AT (*:2:29)
1 1
+ Z <VB’m?<O ™ VB‘m?>O> :
i=0,x

4.3. Correcciones térmicas a un loop

Como ya se ha mencionado, en modelos con rompimiento espontdneo de simetria, la
naturaleza de la restauraciéon de la simetria estd determinada por el potencial efectivo a
temperatura finita. Ademas, el hecho de que la simetria se restaure a altas temperaturas es
consecuencia de la aparicién de un término proporcional a 7?m? en la correccion térmica
a un loop. Conforme la temperatura crezca, las fluctuaciones térmicas dominaran los tér-
minos de masa cuadrada negativa y la simetria se restaurard eventualmente. El potencial
efectivo a un loop de una teoria escalar a temperatura finita tiene un término dominante
~ \?T? y otro término ~ \32¢3T. En principio este tltimo término podria dar origen a
una transicion de fase de primer orden. Sin embargo, las contribuciones de los diagramas
de anillo también son de orden \*? y cancelan exactamente el término ctibico que viene
del orden un loop.

Al incluir la contribucién de los diagramas de anillo al potencial efectivo el término
M3203T es reemplazado por uno que tiene la forma \3/2 [m? + u)\T2]3/ T que para T sufi-
cientemente grande es real. Este término es el que da origen a una transicién de primer
orden en una teoria escalar simple. En este trabajo investigaremos lo correspondiente pero
en presencia del campo magnético.

Calculemos ahora las correcciones debidas al efecto de la temperatura sobre el sistema.
Como hemos visto en el capitulo 3, la teoria térmica de campos en su formulacidn de tiempo
imaginario nos da las herramientas para hacer este tipo de célculos. La contribucién a un
loop a temperatura finita al potencial efectivo ante la presencia de campo magnético esta
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dada como
(1) r &’k [ 2 —1}
V = — In [A W, k;m;
B, T iZUX 2 ; (277')3 BT ( )
T d3k
— — dm2A Wh, k;m?) (4.3.1)
izox 2 ; (2m)°* / Ao )
donde la integracién sobre el momento se ha llevado a espacio Euclideano, w, = —iky =

2nmT corresponde a las frecuencias de Matsubara como ya se habia visto anteriormente y
Ap 1 (wn, k;m?), el propagador de Matsubara viene dado como

Apr (wn, k; mf) =1iD (ko = iwy, k; mf) :
Tomemos la siguiente jerarquia de energias
T? > |mj|,qB,

lo menos que se quiere es restringir el espacio de parametros. Es por eso que una forma
conveniente de trabajar con la Ec. 4.3.1 es separar el modo n = 0 del resto como veremos

a continuacion
AB,T (wn, k; mf) = AB,T (wn7é07 k; mf) + AB,T (wn:Ov k; mf) . (4.3.2)

Para los modos n # 0 se puede hacer hacer una expansion del propagador de Matsubara en
la Ec. 4.3.1 en potencias de ¢B/T? como se hace en la Ref. [23]. Para n = 0, sin embargo,
hacer la misma expansién nos restringiria a la condicién ¢B < |m?|. Para el primer término
de la Ec. 4.3.2 usamos la expansién de campo débil

1
Apr (wnyé(% k; 77%2) =

w2k 4 m?

(¢B)” 2(¢B)" k2
XN\l s = |, (4.3.3)
(W2 + k2 +m3) (W2 + k2 +m3)

mientras que

00—10
ds - (12 1.2 tan(gBs) 2,
A o kim?) = 05 sk g em? —ic). 4.3.4
B,T (wn—OJ 7mz) A_Z6 o (qBS) € a ( )
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Insertando las Ecs. 4.3.3 y 4.3.4 en la Ec. 4.3.1 se obtiene

3
VBQ% - 5 Z Z/ ok /dm?AB,T (wTL#Oak;m?)

1=0,x n#0

+—Z/d3k/dm2A (Wno, ;
BT (Wn=0, m) (4.3.5)

1=0,X

El primer término de la Ec. 4.3.5 se calcula mediante la técnica de la transformada de Me-
llin [35], ver apéndice. Y para calcular las integrales que involucra el modo cero, pedimos
que la m?+ (21 + 1) ¢ B > 0. La condicién para que esto suceda es que ¢B > |m?|. Bajo estas
condiciones

vy - 3 (D Tt ((M) v2-2]1
+ % {ln ((27|TMT|)2> +7+%]
- (aBy lf&)(z?;)? (2:rrLT)2 * 2%2;)2 (2?T>4} +0 |(m?/1)’]

T (2¢B)** 1 m?2+4qB
+ Z 8w ¢ 2’ 2qB ' (4.3.6)

4.4. Diagramas de anillo

Como vimos en el capitulo 2, la correccién a siguiente orden no es dos loops sino las co-
rrecciones siguientes se deben a los diagramas de anillo. Dichas correcciones son de orden
M\3/2) debido a una divergencia infrarroja en la expansién perturbativa. Estas divergencias
son independientes de las divergencias ultravioletas que aparecen a 7' = 0. Mds bien, las
divergencias a 7' > 0, cuando m = 0 se deben al hecho de que I1; # 0. Los campos escalares
desarrollan una masa dindmica cuadrada, m? = II}** ~ AT?. II entonces actia como un
regulador infrarrojo que evita que la masa cuadrada sea negativa. Para nuestros calculos
es suficiente tomar el limite infrarrojo de II;, que es independiente del momento. Ademas
la contribucion dominante a los diagramas de ring viene del limite infrarrojo de II;.

La contribucion de los diagramas de anillo esta dada por [18]

Vi =3 S [ G

i=o,x N

3
@k sIn [14+ HAg 7 (wa, ksmi)] (4.4.1)
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para este cédlculo tomaremos el término dominante de II en el limite de temperatura alta

T2
II= )\E. (4.4.2)

Con esta eleccion la auto energia es independiente de la masa. Si nos restringimos al modo
estatico n = 0, lo cual es suficiente para tomar los efectos de apantallamiento del plasma

i, dgk
Vei' = Gl Z/ (g [ H8sr (wn Ry

l
v | N
—
3|
w
=
W
N
€
3
ko
3

3 2
T Z T(2QB) C(l m; +QB) ' (4.4.3)

4.5. Espacio de parametros

Después de haber calculado el potencial efectivo, nuestro siguiente paso es la exploracién

de su comportamiento. Existen varias regiones del espacio de parametros que considerare-
mos.

El potencial efectivo a temperatura finita en presencia de campo magnético, consideran-
do correcciones hasta orden ring, es

VgD = Ve + Vir + Vg, (4.5.1)

los términos anteriores estan dados por las Ecs. 4.2.29, 4.3.6 y 4.4.3 respectivamente.
El primer caso que presentaremos es el caso en el que no hay campo magnético, ¢B = 0.
Este caso ha sido tratado con anterioridad en A. Ayala et al. (2005) [23] y viene dado por

A\ 2 9A \ A
vemn _ (1 _ ) By (1 ~ ) A s
’ (8m)°) 2 (8m)°/ 16
m; (1 242
—— [ Z 4
i ZX{ 64n? (2+ n[<4wT>2D

2T4 T2 2 T
- (m?+H)3/Q}. (4.5.2)

90 24 127

Para representar los resultados graficaremos el potencial efectivo en unidades de p*, defi-
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Figura 4.5.1: Potencial efectivo V¢// /u* pa-  Figura 4.5.2: Potencial efectivo como fun-

rab =0, = 0.1y tres va- cién de x = v/u para los va-
lores de t = T'/u, los valores lores de b = 2, A\ = 0.1 y tres
de T estan al rededor de la valores de t. Aqui se aprecia
temperatura critica para el ca- que la transicién es de segun-
so ¢B = 0. do orden.

niendo los siguientes parametros adimensionales: © = v/u, b = ¢B/u?, t = T/p.

El potencial efectivo en el caso sin campo magnético, ¢B = 0, se muestra en la Fig. 4.5.1
para tres diferentes temperaturas y con el valor fijo A = 0.1. Aqui se aprecia que existe una
temperatura critica a partir de la cual la simetria se restaura. En lo que sigue incluiremos
los efectos del campo magnético y veremos como modifica el comportamiento del sistema.

El siguiente escenario que nos interesa es cuando el campo magnético es diferente de
cero, ¢B # 0. La Fig. 4.5.2 muestra el potencial efectivo para tres valores de T y las
cantidades fijas ¢B/u?> = 2 y A = 0.1. Los valores que se escogen para t = T'/u estan por
abajo y por arriba de t%=°, la temperatura critica cuando ¢B = 0. Con el fin investigar el
comportamiento del caso ¢B # 0 con respecto a ¢B = 0, mostramos las curvas para el
potencial efectivo en ambos casos para una misma temperatura a saber, la temperatura
critica para ¢B = 0 y A = 0.1. Dicha gréfica corresponde a la Fig. 4.5.3 en donde se nota
que la transicion de fase en presencia de campo magnético esta retrasada con respecto al

caso ¢B = 0.

64



4 Potencial efectivo de un campo escalar en presencia de campo magnético

osF T T T e 110 T T T T T
<t "
3 o
= 3 _
= 04} === b=1.5 - 1 1.05 e 2A=0.1
=) R4
= %
= —— b=0 P 100 A A=05
E_ o3f = J ]
(=] ,’
) s’ S 095F e.
N - & 095 . . . . .
| o2f g g . °
=) o 090F . ° ]
) R —_—
= e A .
< 01f e b N B
. 085F
E; -7 —— . .
_—"- _____ - 4
00— e e e == === : A 0.80 L 4 . . . . .
0.0 05 1.0 s 2.0 14 16 1.8 2.0 22 24
X b

Figura 4.5.3: Para la temperatura critica en  Figura 4.5.4: Comportamiento de la tempe-

el caso b = 0, se muestran los ratura critica en funcién del

potenciales efectivos con b = campo magnético. Los puntos

qB/u?*=0,1.5y A =0.1 mostrados son para valores de
A=0.1,0.5

Un punto interesante es preguntarse acerca de la relacidn entre las correspondientes
temperaturas criticas para ¢B = 0y ¢B # 0. La Fig. 4.5.4 muestra que mientras el campo
magnético se incrementa, la temperatura critica también crece pero se mantiene por debajo
del caso ¢B = 0, para los valores A = 0.1,0.5. Esto es, la presencia de campo magnético
retrasa la transicion de fase, asimismo, la transicidén se ve retrasada cuando el valor de la

constante de acoplamiento \ crece.
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Figura 4.5.5: El condensado vy, dependiente del campo magnético b = ¢B/u?, en unidades
de de p. xy = vo/p para A = 0.1.

Otro objeto importante es vy, el valor del pardmetro de orden. Este crece con la intensi-
dad del campo magnético como se muestra en la Fig. 4.5.5, La grafica muestra z¢y = vo/u
como funcién de b para A\ = 0.1 y T tomada como la temperatura critica para el valor
b=1.6.

El sistema con campo magnético presenta una transicién de fase de segundo orden en el
espacio de pardmetros que hemos explorado, pues como se ha visto hasta ahora, la curva de
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Figura 4.5.6: En esta figura se muestra el

potencial efectivo y se ve que
para cierta elecciéon de para-
metros puede darse una tran-
sicion de primer orden. Los
pardmetros usados b = 1.6,
A = 0.5y tres valores de t.
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Figura 4.5.7: Potencial efectivo en unida-

des de u* para b = 1.8, A =
0.5, y tres valores de t co-
mo funcién de x = v/u. Esta
transicion es de segundo or-
den para los parametros esco-
gidos.

potencial presenta sélo un minimo. Como veremos a continuacion existe una region en el
espacio de parametros en donde la transicién puede ser de primer orden. En la Fig. 4.5.6 se
muestra la transicion de fase de primer orden para tres valores de la variable la temperatura
y los valores especificos de ¢B/u?> = 1.6, y A = 0.5. Dicha transicién se caracteriza por
presentar minimos degenerados como se muestra en la figura. Esta region del espacio de
pardmetros es pequefia ya que al aumentar la intensidad del campo magnético, la transiciéon

se convierte en una de segundo orden nuevamente. Dicho de otro modo, la transicién de

primer orden que presenta el sistema es débil.
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Figura 4.5.8: Aqui se aprecia una transicion  Figura 4.5.9: Diagrama de fase para boso-

de fase de primer orden débil nes escalares cargados en pre-
a uno de segundo orden, en sencia de campo magnético a
funcién del campo magnético. temperatura finita. La parte
El potencial efectivo esta en inferior corresponde a transi-
unidades de p*, A = 0.5y tres ciones de primer orden y la
valores de b a su correspon- esquina superior izquierda a
diente temperatura critica. transiciones de segundo or-

den. En el eje horizontal se
encuentra el autoacoplamien-
to y en el eje vertical el campo
magnético en unidades de p2.

Empezando con el caso de una transicién de primer orden, como el que se muestra en la
Fig. 4.5.6, esta se vuelve de segundo orden cuando el campo magnético aumenta. La Fig.
4.5.7 muestra dicho comportamiento para tres valores de la temperatura en unidades de
u, el valor fijo b = 1.8 y A = 0.5.

El paso de la transicién de primer orden a la de segundo orden, gobernada por la va-
riacion del campo magnético se ilustra en la Fig. 4.5.8, donde se muestra la grafica del
potencial efectivo para tres valores de ¢B/u? a sus correspondientes temperaturas criticas.

Los resultados anteriores se pueden reunir en un diagrama de fases en las variables
campo magnético y autoacoplamiento. En la Fig. 4.5.9 se muestra dicho diagrama de fase,
los tridangulos en rojo corresponden a la transicién de fase de primer orden, mientras que
los circulos en azul corresponden a transiciones de fase de segundo orden. La transicion
de fase de primer orden corresponde a la parte inferior del diagrama y vemos que para
valores suficientemente grandes de campo magnético podemos lograr que la transicion se
vuelva de segundo orden. Vemos entonces que este tipo de sistemas presenta un diagrama
de fases no trivial al variar la intensidad del campo magnético externo y la intensidad del
acoplamiento .
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5 Conclusiones

En el capitulo 4 calculamos el potencial efectivo de un campo escalar cargado en pre-
sencia de un campo magnético uniforme. Trabajamos en el marco del modelo de Higgs
Abeliano con rompimiento espontdneo de simetria para implementar la interaccidon en-
tre el campo magnético y el campo escalar. Consideramos que la jerarquia de escalas es
T? > qB > |m?|, es decir, nuestra escala mdas grande es la temperatura y el cuadrado de la
masa menor que el campo magnético, esta condicion se establece al calcular la contribucién
a un loop térmica. La revisidn de la técnica del tiempo propio de Schwinger que hicimos
en el capitulo 2 la empleamos para escribir el propagador del campo escalar cargado inclu-
yendo el efecto del campo magnético y calcular las correcciones cudnticas y térmicas hasta
orden un loop y anillo respectivamente al potencial efectivo.

La primera dificultad con la que nos encontramos fue al calcular la primera correccién al
potencial efectivo; ya que el parametro de masa puede tomar valores positivos y negativos,
las integrales que involucra la contribucion a la energia del vacio se tienen que hacer con
una eleccion conveniente de los contornos de integracién, pues de otro modo tendriamos
expresiones divergentes. El procedimiento en general es ingenioso, pero el caso m? < 0 es
un resultado a resaltar en este trabajo que hasta ahora no se habia tratado en la literatura.
El contorno de dicha integral encierra en su mayoria polos simples pero, el situado en
el origen es un polo doble el cual se tiene que separar para contar cada contribuciéon de
acuerdo al método de Cauchy.

Después de haber calculado las correcciones a un loop térmicas y las correcciones de
los diagramas de anillo, encontramos que el sistema puede desarrollar transiciones de fase
de primer y segundo orden. Tenemos entonces que las contribuciones térmicas tienen un
papel esencial. Encontramos que las correcciones provenientes de los diagramas de anillo
son las causantes de que el sistema tenga transicion de fase de primer orden. De alguna
manera esta estructura era de esperarse por los resultados que se han obtenido a tempera-
tura finita con B = 0, en donde se muestra que el sistema presenta transicién de fase de
primer orden. Otras contribuciones atenuan la contribucién de anillo de modo que como
resultado tenemos una transicién de primer orden débil. El comportamiento depende, des-
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de luego, de la region del espacio de parametros en que uno se fije; para valores pequeiios
del campo magnético podemos encontrar una region en el espacio de parametros en la
que el sistema tenga una transicion de primer orden aunque esta sea débil, teniendo en
mente la restriccién ¢B > |m?|. La transicién cambia al aumentar la intensidad del campo
magnético, con un valor fijo de ), la transicién cambia de primero a segundo orden. En
comparacion con el caso ¢B = 0 obtenemos que a medida que el campo magnético crece,
la temperatura critica también lo hace pero se mantiene por debajo de T.?=". Tenemos que
mencionar que existe un intervalo de valores para el campo magnético restringido por la
condicién ¢B > |m?|, en el que desconocemos el comportamiento de la temperatura cri-
tica. Esta condicion deriva del tratamiento matematico sobre la correccién térmica a un
loop, el cual involucré la separacién del modo w,—o para después hacer un tratamiento
similar al hecho en la contribucién del vacio. En esta direccion queda trabajo por hacer,
un tratamiento adecuado para valores del campo magnético tales que ¢B < |m?| nos daria
acceso a la region del espacio de parametros restante y nos daria el comportamiento de la
temperatura critica en esta region.

Otra posible jerarquia de escala es cuando 7T es pequefia comparada con m? y B. No
podemos anticipar el comportamiento del sistema en esta jerarquia de escalas. Sin embar-
go, parece un escenario en el que los bosones, gracias a sus propiedades de condensacion,
puedan mostrar un comportamiento interesante.

En este trabajo hemos tratado inicamente con bosones cargados, que debido a sus pro-
piedades de condensacién, son importantes en la descripcién en las transiciones de fase.
Cabe sefialar que nuestro modelo describe de forma efectiva un sistema de bosones carga-
dos, como los que se producen en colisiones de iones pesados relativistas. Una situacién
mas realista incluiria la adicién de particulas fermidnicas al estudio para poder dar una
conclusién global sobre el efecto que tiene el campo magnético sobre sistemas que conten-
gan particulas fermidnicas y bosénicas, como es el caso de QCD. Sin embargo, este modelo
es un buen comienzo con miras hacia un estudio mas detallado y completo que incluya
particulas fermionicas, ya que como se ha visto el comportamiento de los bosones cargados
estd lleno de matices.

La inclusion de un campo magnético en sistemas y su efecto sobre estos es un campo de
investigacion intensa en el que no esta dicha la dltima palabra. A pesar de nuestros resul-
tados en este trabajo no podemos predecir el comportamiento de un sistema tomando en
cuenta grados de libertad fermidnicos, los cuales serian un sistema mas realista. Vimos que
aun para escalares el cdlculo involucra manipulaciones matematicas adecuadas y sutilezas
fisicas.



Apéndice

Transformada de Mellin

La técnica de la transformada de Mellin nos permite evaluar integrales en el régimen de
alta temperatura. En este apéndice se muestran los resultados relevantes de esta técnica,
los detalles pueden consultarse en la Ref. [24]. La transformada de Mellin se define como

F(s) = /OO 2 f (2) du, a < Re(s) < f, (5.0.1)
0
1 c+100

f(x):%/ x PF (s)ds, a<c<pf,

la variable de la transformada de Mellin, s, es compleja, f (x) es la transformada inversa
que estd definida en el intervalo (0, c0).
Estamos interesados en evaluar sumas infinitas del tipo

I= % > flwa), (5.0.2)

donde

dd 2t
fwn) = / P o

(27) (p? + w2 + m2)7’
en este trabajo w,, = 27n/f pues trabajamos con bosones. Notese que el término n = 0 esta
excluido de la suma.
Al tomar la transformada de Mellin de la Ec. 5.0.2 con respecto a w,,, la suma se repre-
senta como

1 efico for\ ~°
I = A (E) C(s) F(s)ds. (5.0.3)

Ahora fijémonos en la transformada de Mellin de f. Utilizando integracién en d-dimensiones,
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se tiene

F(s) = / gy / (Cg;) (p? +yy2t+m2)

B 3/2+t s,
- /d T +m2) (5.0.4)

combinando las Ecs. 5.0.3 y 5.0.4 podemos escribir

Fls) = F(s/2+t)/d+s+2tp 1

s/ 2+t (2m) (p*+y?2+m?)7’

la transformada de Mellin en conjunto con la integracion d-dimensional nos ha ayudado a
escribir F'(s) en términos de funciones gamma I

T (s/2+t)T (0 —d/2—s/2 —t)

F(s)= .0.
(s) 9 (47T)d/2 m2o—d=s=2] (¢) (5.0.5)
con t,o > 0, la integral converge cuando d < 2 (o — t) — s.
Combinando las Ecs. 5.0.3 y 5.0.5 obtenemos
m—20+d+2t 1 c+ioco 27T —S
T (o) (4m)? 3 2mi /cioo (m_ﬁ>
x C(s)T(s/2+ ) (0 —d/2—s/2—1)ds. (5.0.6)

Por el comportamiento del integrando en la ecuacién anterior, un contorno de integraciéon
puede escogerse hacia el infinito en el semiplano real positivo. Los polos que encierra este
contorno son aquellos que provienende I' (o — d/2 — s/2 — t), los cuales son polos simples
ens=2(c—t)—d+2k,parak=0,1,2, ..

Finalmente, al evaluar los residuos el resultado general es

;o 2 <47r)7d/2 (2_7T> d—2(o—t)
p

CQ2k+o—t)—dT (k+a—d/2)(mf2). (5.0.7)




Funcion Zeta de Hurwitz

La funcién Zeta de Hurwitz es una generalizacion de la funcién (. Entre muchas de sus

representaciones podemos dar la siguiente como definicién

C(s,v):Z(n—l—v)_s, Re(s) > 1,0 #0,—-1,-2,....

n=0

Una de sus posibles representaciones integrales es la siguiente

1 oo eftv
5,v) = dt st Re(s) > 1, Re > 0.
Clo) = g |t (5) > 1, Re (1)
con esto, se puede mostrar que ( (s, v) tiene sélo una singularidad, a saber, un polo simple
en s = 1 con residuo 1, y se puede hacer una continuacién analitica al resto del plano
complejo s.

Algunos valores especiales son

C00) =5 v,
¢ (=m,v) = Pzt (0) meN

donde B, (v) denota el 7 — esimo polinomio de Bernoulli .

Su derivada

0

_C (37a)

1
Ep = Inl(a)— 5 In (27)

()

s=0
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