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Prefacio

En la presente se estudia y analiza un problema con valor inicial y de frontera
para una ecuación pseudodiferencial no lineal del tipo Schrödinger⎧⎨⎩ ut +N (u) +Ku = 0, x > 0, t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , x > 0
u (0, t) = 0, t > 0

, (1)

donde u es una función de x ∈ R+ y del tiempo t, denotada por u = u (x, t); N
es el término no lineal definido por

N (u) = ω |u|δ u, (2)

en el que ω ∈C y δ ∈ (0, 1); y, siendo u ∈ C∞0 (0,∞), el operador pseudodifer-
encial K se define como

Ku (x, t) = H (x)
1

2πi

Z i∞

−i∞
epxK (p) eu (p, t) dp, (3)

donde x ∈ R, t ∈ R+, y H es la función de Heaviside

H (x) =

½
1, x > 0
0, x ≤ 0 , (4)

el símbolo del operador K, descrito por

K (p) = |p|
1
2 , (5)

para Re p ≥ 0, se define usando la rama principal del logaritmo (aunque se
tratará muy especialmente por ser una función no analítica); y eu es la tranfor-
mada de Laplace de la función u, con respecto a x, expresada como

eu (p, t) = Lx→p {u (x, t)} =
Z ∞
0

e−pxu (x, t) dx, (6)

para todo p ∈ C. Nótese que la integral en (3) es convergente debido a que eu
decae cuando |p| →∞ (en los Preliminares se precisará la clase de funciones a
que pertenece u).
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El término (2) de la ecuación (1), junto con sus restricciones, deja claro que
aquí se trata de una ecuación del tipo Schrödinger subcuadrática en semirrecta
(para más detalles véase, por ejemplo, [15], [28], [49] u [82]); sin embargo, en el
desarrollo de la presente se explicará por qué y en qué sentido (1) se considera
una ecuación pseudodiferencial (para los fundamentos puede remitirse a [54],
[72] o [76], entre otros).
Aún cuando en [5] se ha tratado un problema algo más complicado que el

representado por la ecuación (1), el desarrollo que aquí se presenta constituye
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y corrigieron el contenido de esta tesis; así como a todas aquellas personas
e instituciones que directa o indirectamente me apoyaron con este proyecto.
(GRACIAS!)



Introducción

0.1. Antecedentes
La teoría de ecuaciones no lineales evolutivas desempeña un papel muy im-

portante en el área de la Física Matemática contemporánea; más aún, tales
ecuaciones aparecen no sólo en la Física Moderna, sino también en diversas
ramas de la Tecnología e Ingenierías, así como en otros campos de la Ciencia
como la Biología y la Química. Algunas de estas importantes ecuaciones son:
La ecuación de Otto-Sudan-Ostrovsky con término no lineal N (u) = uux,

ut + uux + C1

Z x

0

us (s)√
x− s

ds = 0, (7)

cuyo operador pseudodiferencial Ku está definido, en este caso para un segmento
de recta (0, a), por la transformada inversa de Laplace en la siguiente manera

Ku =
1

2πi

Z +i∞

−i∞
epx

∙Z a

0

e−px
½
C1

Z x

0

us (s)√
x− s

ds

¾
dx

¸
dp

=
C1
2πi

Z +i∞

−i∞
epxp

½bu (p)− u (0)− e−pau (a)

p

¾
Γ
¡
1
2

¢
p
1
2

dp

=

√
πC1
2πi

Z +i∞

−i∞
epxp

1
2

½bu (p)− u (0)− e−pau (a)

p

¾
dp,

donde

Γ

µ
1

2

¶
=

Z ∞
0

x−
1
2 e−xdx =

√
π

con símbolo K (p) =
√
πC1p

1
2 , donde C1 se elige por la condición de disipación,

tal que ReC1p
1
2 > 0 para Re p = 0 (ver [32]). La ecuación de Burgers,

estudiada en sistemas viscosos dominados, tiene el término no lineal N (u) =
uux

ut + uux − uxx = 0, (8)

donde el operador pseudodiferencial Ku, en el segmento de recta (0, a), se define
por

Ku =
1

2πi

Z +i∞

−i∞
epx

⎡⎣p2
⎧⎨⎩bu (p)−

2X
j=1

∂j−1x u (0)− e−pa∂j−1x u (a)

pj

⎫⎬⎭
⎤⎦ dp,

vii



viii INTRODUCCIÓN

donde K (p) = pα y α = 2 (ver [11]). La ecuación de Korteweg-de Vries,
relacionada con sistemas no decayentes dispersivos, con término no linealN (u) =
uux

ut + uux + uxxx = 0, (9)

donde Ku se define, en el segmento (0, a), como

Ku =
1

2πi

Z +i∞

−i∞
epx

⎡⎣p3
⎧⎨⎩bu (p)−

3X
j=1

∂j−1x u (0)− e−pa∂j−1x u (a)

pj

⎫⎬⎭
⎤⎦ dp,

con símbolo K(p) = pα y α = 3 (ver [34] y [57]). También es de gran interés
en la Física Matemática, la combinación de estas dos ecuaciones, la así llamada
ecuación de Korteweg-de Vries Burgers, que aparece en acústica no lineal
para líquidos con burbujas de gas (ver [48], [75] [64], [86], [20]), definida como

ut + uux + auxxx − uxx = 0, (10)

donde el operador Ku en el segmento (0, a) se expresa por

Ku =
a

2πi

Z +i∞

−i∞
epx

⎡⎣p3
⎧⎨⎩bu (p)−

3X
j=1

∂j−1x u (0)− e−pa∂j−1x u (a)

pj

⎫⎬⎭
− p2

⎧⎨⎩bu (p)−
2X

j=1

∂j−1x u (0)− e−pa∂j−1x u (a)

pj

⎫⎬⎭
⎤⎦ dp,

con el símbolo K (p) = p3−p2. Más ejemplos interesantes afines a esta discusión
como la ecuación de Klein-Gordon, que aparece en la teoría de campos
(véase, por ejemplo, [20]) y, por supuesto, la ecuación de Schrödinger, que
figura en mecánica cuántica (remítase a las referencias varias aquí citadas, p. e.
[39]). Estas ecuaciones son deducidas de definiciones fundamentales y de leyes
de conservación, tales como: la ley de la conservación de la energía, de la masa o
del impulso, características esenciales de los objetos de estudio. Cabe mencionar
también, que estas ecuaciones tienen una amplia aplicación en la descripción de
distintos procesos en la propagación de ondas, fenómenos que son disímiles a
primera vista.
Con el desarrollo de software y hardware que actualmente se tiene en los

grandes sistemas de computo, se han podido efectuar complicados experimentos
de cálculos numéricos para estudiar ecuaciones no lineales evolutivas, permitién-
dole al investigador descubrir nuevas leyes y efectos no lineales que son difíciles
de enunciar a simple vista y así abrir una nueva ruta de investigación para estu-
dios futuros (ver [25]). De esta manera en 1967 fue desarrollado un método que
se uso para encontrar explícitamente la solución de una clase particular de ecua-
ciones no lineales, este método es conocido actualmente como "Transformada
Inversa de Dispersión"(IST) por sus siglas en ingles (ver [12]). Este método
estudia las propiedades de esta clase particular de ecuaciones no lineales y es
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posible encontrar en muchos casos el comportamiento asintótico de las soluciones
por medio de este método (ver [2] y la literatura señalada aquí).
Desgraciadamente no hay recetas para la solución de alguna ecuación no

lineal evolutiva, porque cada ecuación posee su propia individualidad y requiere
un enfoque especial y hasta un juego de métodos analíticos para su investigación.
Sin embargo, es posible aplicar muchos de los métodos ya desarrollados a algunas
ecuaciones particulares y generalizarlos para algunas clases de EDP no lineales.
Por otro lado, se puede desarrollar las soluciones de las EDP no lineales

mediante métodos asintóticos; ya que en pocas ocasiones se puede resolver ex-
plícitamente una ecuación no lineal evolutiva. Es muy importante tener una rep-
resentación analítica aproximada para las soluciones en forma explícita cerrada
o desarrollada en serie para poder controlar los errores. Los desarrollos asintóti-
cos se utilizan para deducir fácilmente las propiedades básicas de la solución
tales como el crecimiento o decaimiento de la solución en diferentes regiones,
nos permiten saber dónde oscila y dónde es monótona, además de que nos da
información sobre los datos iníciales después de un tiempo grande.
Así, los métodos asintóticos son importantes no sólo desde el punto de vista

teórico sino también son usados provechosamente en la práctica como un com-
plemento para los métodos numéricos. Sin embargo los métodos asintóticos son
difíciles aún en el caso de ecuaciones lineales evolutivas (ver [17], [84]). En el caso
de ecuaciones no lineales es necesario probar la existencia global de soluciones
clásicas y obtener algunas estimaciones adicionales para aclarar las expansiones
asintóticas. Ya que los métodos asintóticos no representan un método general,
es importante decir que cada tipo de no linealidad debe ser estudiado individ-
ualmente, especialmente en el caso de tener datos iníciales grandes, pero en este
trabajo sólo trabajamos con datos iníciales pequeños ya que el método que aquí
desarrollamos no se aplica para datos iníciales grandes, debido a que para pro-
bar la existencia y unicidad de la solución usamos el método de principio de
contracción.
A pesar de la importancia y de la actualidad de los métodos asintóticos,

hay relativamente pocos resultados para las ecuaciones evolutivas no lineales.
Sin embargo una gran cantidad de publicaciones se han ocupado de la repre-
sentación asintótica de soluciones al problema de Cauchy para las ecuaciones
no lineales en los últimos veinte años. Mientras que aún no se ha proporcionado
una revisión completa de este problema en las publicaciones anteriores men-
cionadas, a continuación referimos algunos resultados conocidos (ver [3], [6], [7],
[8], [9],[10], [17], [18], [19], [22], [23], [35], [40], [47], [50], [66], [67], [68], [81],
[88], [89]), donde hay estimaciones óptimas obtenidas del decaimiento del tiem-
po y fórmulas asintóticas de soluciones a diversas ecuaciones no lineales locales
y no locales en el caso de los problemas de Cauchy. Sin embargo, hay sólo al-
gunos resultados referentes al comportamiento asintótico del tiempo grande de
las soluciones para los problemas del valor del inicial y de frontera. Observe que
"tiempo grande", no significa valor necesariamente grande en la solución.
La investigación que se hace en torno a la teoría no lineal desempeña un papel

importante en el desarrollo de la ciencia contemporánea en general. El problema
de valor inicial y de frontera (1) es de gran interés y está íntimamente relaciona-
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do con ecuaciones no lineales que representan fenómenos en Física Moderna,
Biología o Ingenierías. La descripción genérica (1) en realidad puede represen-
tar otras ecuaciones de la Física Matemática. Por ejemplo, la derivada fraccional
(2.3) y el operador pseudodiferencial (3) están relacionados con el términoZ ∞

0

sgn (x− y)uy (y, t)p
|x− y|

dy (11)

que aparece en la ecuación (7) de Ott-Sudan-Ostrovskiy (véase [71]), o gener-
alizaciones de la ecuación KdV ([70]), Kobelev-Osrovskiy ([53]), Nakoryakov-
Shreiber ([63]), entre otras (véanse también las ecuaciones (9 y 10, y la ref-
erencia [66], por ejemplo). Este problema lo podemos ver como una ecuación
pseudodiferencial no lineal considerando

Ku =
Z ∞
0

sgn (x− y)uy (y, t)p
|x− y|

dy,

y término no lineal N (u) = |u|δ u, para la función u = u (x, t), en la semirecta,
con un símbolo no analíticoK (p) = |p|α, con α ∈ (0, 1), que incluye un potencial
de Riesz (véase derivada fraccional 2.3, y las referencias [54], [72] o [76]).
En buena parte de la presente (capítulos 3 y 4), adoptamos el punto de vista

que se trata en el libro ([27]), y que se basa en las estimaciones de la función de
Green, como lo hacemos en el capítulo 2 al analizar el problema lineal.

0.2. Objetivo y Propósito
Se pretende desarrollar un método analítico para estudiar el comportamiento

asintótico de la solución del problema de valor inicial y de frontera descrito en
la ecuación (1).
El propósito de este trabajo es responder algunas de las preguntas más im-

portantes en la teoría de ecuaciones diferenciales parciales no lineales, tales como
la existencia (local), unicidad y el comportamiento asintótico de la solución para
tiempos grandes. También se abordará la pregunta natural que surge al momen-
to de definir nuestro problema : ¿Cuántos valores en frontera se deben considerar
para la existencia y unicidad de la solución?

0.3. Descripción por capítulos
Este trabajo consta de cinco capítulos organizados de la siguiente manera.
El capítulo 1 de la presente, el de Preliminares, se centra en dar la teoría

básica necesaria para facilitar la comprensión del contenido de este trabajo.
Además se define y desarrolla el operador pseudodiferencial Ku, así como la
definición de las integrales de tipo de Cauchy y del operador P.
En el capítulo 2, que aborda El Problema Lineal, se presenta el desarrollo

de la solución para la linealización del problema (1) empleando la metodología



0.3. DESCRIPCIÓN POR CAPÍTULOS xi

de la transformada de Laplace, las propiedades del operador P y teoremas de
Cauchy para construir la función de Green. Al aplicar la transformada inversa
de Laplace se encuentra la solución en forma integral del problema lineal.
El capítulo 3, de las Primeras Estimaciones, se presentan algunas estima-

ciones previas, así como los antecedente para la fórmula asintótica de la función
de Green.
En el capítulo 4, sobre El Problema no Lineal, una vez determinada la

solución al Problema Lineal del capítulo 2, aplicando el principio de Duhamel se
encuentra la solución del problema no lineal. Aquí mismo se enuncia el teorema
de existencia (local) y unicidad de la solución, así como la representación de la
fórmula asintótica de la solución para tiempos grandes.
Finalmente, en el capítulo 5, de Conclusiones, resumimos los resultados

más importantes en relación al propósito y objetivo propuesto en la presente.



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se da a conocer la teoría básica necesaria para facilitar la
comprensión y contextualizar el contenido del presente trabajo. Así mismo, se
implementa la terminología y la notación que se aludirá en cada momento.

1.1. Clases de Funciones

Los teoremas sobre la inversión para la transformada integral de las solu-
ciones para las ecuaciones diferenciales parciales son de un tipo muy general,
pero puesto que estamos interesados sobre todo en usos físicos, consideraremos
solamente las funciones del tipo que se presentan normalmente en el análisis de
problemas físicos.
Si una función f(x) es continua sobre un intervalo abierto (a, b), se dice

que f(x) pertenece a la clase de funciones C(a, b); y si el intervalo sobre el cuál
la función es continua es cerrado, se escribe f ∈C[a, b].
Una función f(x) se dice que es continua a trozos en un intervalo (a, b),

si el intervalo puede ser partido en un número finito de intervalos no autointer-
sectados

(a, a1) , (a1, a2) , · · · , (an−1, b) ,

en cada uno de los cuales la función es continua y tiene límite finito cuando x
se aproxima a cada uno de los puntos extremos de los subintervalos. Entonces
se escribe que f ∈ P (a, b) .
Si ar es el punto extremo izquierdo de unos de los subintervalos en el cuál

(a, b) es particionado, entonces por f(ar−) quiere decir ĺımε→0 f(ar− ε), donde
ε tiende a cero a través de todos los posibles valores positivos de ε.
Cuando una función f(x) y cada una de las primeras m derivadas f 0(x),

f (2)(x), · · · , f (m)(x) son continuas sobre el intervalo abierto (a, b) se dice que
f pertenece a la clase de funciones continuamente diferenciables de orden
m y escribimos f ∈Cm(a, b).
Cuando una función f(x) y cada una de sus derivadas hasta orden m son

continuas a trozos en el intervalo abierto (a, b) se dice que f(x) pertenece a la

1
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clase de funciones continuamente diferenciables a trozos de orden m y
escribimos f ∈ Pm(a, b).
Si todas las derivadas son continuas por trozos en el intervalo abierto (a, b),

es decir, si f ∈Ck(a, b) para todo k tal que 0 ≤ k <∞, decimos que f ∈C∞(a, b),
o que f es infinitamente suave.
Otro espacio de funciones las cuales toman interés en el espacio de dis-

tribuciones es el espacio J (R) de funciones de prueba de rápido descenso. Una
función φ se dice que es una función de prueba de rápido descenso si
φ ∈C∞(R) y si φ y todas sus derivadas decrecen a cero más rápido que cualquier
potencia de |x|−1 , es decir, si éstas satisfacen que¯̄̄

xmφ(k) (x)
¯̄̄
≤ Cmk.

Está condición puede escribirse de forma alternativa como:¯̄̄
φ(k) (x)

¯̄̄
≤ O

³
|x|−m

´
,

para enteros no negativos m y k y para todos los valores de x. Así, J (R) es
llamado el espacio de Schwartz.
Para el mismo propósito se puede introducir el espacio de funciones de

lento crecimiento, que denotaremos por N (R). Se dice que φ ∈ N (R) si
φ ∈C∞(R) y existe un entero positivo N con la propiedad de que para todo

entero no negativo r, φ satisface que
¯̄̄
x−Nφ(r) (x)

¯̄̄
≤ Cr. Está condición también

puede ser escrita de forma alternativa como sigue¯̄̄
φ(r) (x)

¯̄̄
≤ O

³
|x|N

´
, conforme |x|→∞.

Ahora se define formalmente el espacio de funciones de prueba con so-
porte compacto sobre R como sigue

D (R) = {ϕ | ϕ ∈ C∞(R), y con soporte compacto en R} .

El concepto de convergencia en este espacio de funciones es importante desde el
punto de vista de la teoría de distribuciones y por eso enunciamos la siguiente.

DEFINICIÓN 1.1 Se dice que una sucesión de funciones de prueba {φl (x)}
∞
l=1 ,

con x ∈ R, es convergente en D si:

1. φl (x) ∈ D, para todo l = 1, 2, · · · .

2. cada una de las funciones φl (x) se anulan fuera de un intervalo fijo I,
donde este intervalo pertenece a la recta real,

3. para cada entero positivo fijo k,
n
φ
(k)
l (x)

o∞
l=1

converge uniformemente

para todos los valores de x.
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Si φ (x) es la función límite de la sucesión {φl (x)}
∞
l=1 , entonces es fácil

mostrar que φ (x) ∈ D, ya que esta propiedad se hereda directamente del espacio
D debido a que éste último es cerrado bajo convergencia.
Ahora introducimos el conjunto de funciones absolutamente integrables

L1 (R) . Decimos que f ∈ L1 (R) si f es absolutamente integrable sobre R; es
decir, si Z

R

|f (x)| dx <∞.

Similarmente decimos que f ∈ Lr (R) si se satisface queZ
R

|f (x)|r dx <∞.

Si existen constantes reales M > 0 y γ tales que para todo t > N¯̄
e−γtf(t)

¯̄
< M , o bien, |f(t)| < Meγt

se dice que f(t) es una función de orden exponencial γ cuando t → ∞, o
simplemente, que es una función de orden exponencial.
Intuitivamente, las funciones de orden exponencial no pueden crecer en valor

absoluto más rápidamente que Meγt cuando t crece.

DEFINICIÓN 1.2 Sea L un contorno suave y ϕ (q) una función de posición
en L. Decimos que la función ϕ (q) satisface, en L, la condición de Hölder,
o simplemente, que ϕ es Hölder en L, si para cualesquiera dos puntos q1 y q2
de esta curva L

|ϕ (q1)− ϕ (q2)| ≤ C |q1 − q2|λ , (1.1)

donde C y λ son números reales positivos. La constante C es llamada la con-
stante de Hölder y λ es el índice de Hölder. Si, para ϕ : R→ C tal que ϕ (τ)
es Hölder para todo τ finito se verifica que: (1) ϕ (τ) tiende a ϕ (∞) =M <∞
conforme τ → ±∞, y (2) Para τ grande,

|ϕ (τ)− ϕ (∞)| < A

|τ |μ , A,μ > 0, (1.2)

decimos que ϕ es Hölder en infinito.

DEFINICIÓN 1.3 Una función analítica Φ (z) definida en los dos dominios
D+ y D−, complementados uno al otro en todo el plano complejo por las dos
expresiones independientes Φ+ (z) y Φ− (z) será llamada frecuentemente una
función seccionalmente analítica.

1.2. Espacio de Sobolev
Ya que se tiene en mente una aplicación en ecuaciones diferenciales parciales,

se utilizarán espacios de Sobolev para estimar las soluciones de los problemas
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales.
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Se dice que f(x) pertenece al espacio de Sobolev Hk
r (R

+) , si

dj

dxj
f(x) ∈ Lr

¡
R+

¢
,

para j ≤ k.

1.3. Notaciones asintóticas
Decimos que la función f (x) es equivalente a la función g (x) en algún

punto x0 y denotamos f (x) ∼ g (x) cuando x→ x0 si ĺımx→x0
f(x)
g(x) = 1.

Decimos que la función f (x) es infinitesimal con respecto a la función
g (x) en algún punto x0 y escribimos f (x) = o (g (x)) cuando x → x0 si
ĺımx→x0

f(x)
g(x) = 0.

Finalmente decimos que la función f (x) es del mismo orden que la función
g (x) en algún punto x0 y denotamos f (x) = O (g (x)) cuando x → x0 si la
desigualdad |f (x)| ≤ C |g (x)| es válida con una constante C > 0 para una
vecindad del punto x0. También es común escribir f (x) = O (g (x)) para x ∈ D,
cuando la desigualdad |f (x)| ≤ C |g (x)| es verdadera para toda x ∈ D ⊆ Rn,
donde C > 0 es alguna constante.
Decimos que la solución u (x, t) tiene la asintótica:

u (x, t) = Ψ (x, t) +O (ϕ (x, t)) ,
para un tiempo largo t→∞ uniformemente con respecto a x > 0 si existe algún
T0 > 0 y una constante C > 0 la cual no depende de los valores de las variables
x y t, que satisfaga la siguiente estimación

|u (x, t)−Ψ (x, t)| ≤ C |ϕ (x, t)| ,
para todo x > 0, y para todo valor t > T0.

1.4. Principio de mapeo de Contracción
Primero damos una definición.

DEFINICIÓN 1.4 Llamamos a una transformación A, un mapeo de con-
tracción en un espacio métrico X con una distancia ρ si se cumple

1. A:X→ X.

2. ρ(A (x) ,A (y)) ≤ λρ(x, y), para todo x, y ∈ X, donde λ < 1.

El siguiente resultado es usualmente llamado Principio de mapeo de con-
tracción, y es un hecho bien conocido del análisis.

TEOREMA 1.1 Sea X un espacio métrico completo, y A : X→ X un mapeo
de contracción. Entonces existe un único punto fijo ex ∈ X, esto es:

A (ex) = ex.
¤
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1.5. Completés de las funciones continuas

Mencionamos otro hecho clásico del analisis que dará consistencia al presente
trabajo.

PROPOSICIÓN 1.1 El conjunto de funciones continuas ϕ ∈ {C ([a, b])} con
la distancia

ρ (f, g) = máx
a≤t≤b

|g (t)− f (t)| ,

forman un espacio métrico completo.¤

1.6. Transformada de Fourier

DEFINICIÓN 1.5 Definimos la transformada de Fourier como

F (ξ) =
1√
2π

Z ∞
−∞

f(t)e−iξtdt (1.3)

y la transformada inversa de Fourier como

f(t) =
1√
2π

Z ∞
−∞

F (ξ) eiξtdξ (1.4)

donde f(t) es continuamente diferenciable a trozos y absolutamente integrable
sobre R.

El par de fórmulas (1.3) y (1.4) determinan el así llamado, teorema de
inversión de Fourier.
Ahora, estamos interesados en dar un argumento formal en algún sentido

para que la identidad

f (x) =
1

2π

Z ∞
−∞

e−ixξdξ

Z i∞

−i∞
f (u) eiuξdu, (1.5)

sea válida. Esta identidad es conocida como el teorema integral de Fourier.
Se mostrará el teorema integral de Fourier para funciones f(x) las cuales son

continuamente diferenciables a trozos y absolutamente integrables sobre toda la
recta real. El resultado preciso se ununcia a continuación.

TEOREMA 1.2 (de la integral de Fourier) Sea f(t) ∈ P1 (R) , y f(t) ∈
L1 (R) , entonces para toda x ∈ R, se tiene

1

π

Z ∞
0

dξ

Z ∞
−∞

f (t) cos {ξ (x− t)} dt = 1

2
[f (x+) + f (x−)] .

DEMOSTRACIÓN. (ver [80]).
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COROLARIO 1.1 Si, además de los requisitos del teorema de la integral de
Fourier, f(t) es continua en el punto t = x, entonces la siguiente identidad es
válida

1

π

Z ∞
−∞

e−ixξdξ

Z i∞

−i∞
f (t) eiξtdt = f (x) . (1.6)

¤

Si f(t) es una función de variable real con respecto de t, el complejo conju-
gado de su transformada de Fourier esta dada por

F∗ [f ] = 1√
2π

Z ∞
−∞

f (t) eiξtdt, (1.7)

así que
F∗ [f (t) ; ξ] = F [f (t) ;−ξ] .

Con esta notación, se puede escribir (1.7) como

f = F∗F,

y ya que F = Ff, entonces equivalentemente se puede escribir la ecuación

F∗F = I,

en donde I denota el operador identidad. Así, se escribe en forma alternativa

F−1 = F∗, (1.8)

donde F−1 denota el operador inverso del operador F .

1.7. Transformada de Laplace
Primero se dan algunas definiciones.

DEFINICIÓN 1.6 La función f(t) pertenece a la clase de funciones Ta si:

1. Para t < 0 se tiene que f(t) ≡ 0.

2. Para t ≥ 0 : ∀R1, R2 tales que t ∈ [R1, R2] , la función f(t) tiene un
número finito de puntos de discontinuidad de primer tipo.

3. f(t) tiene orden exponencial a, es decir, existen constantes M > 0 y a,
tal que para algun t0 ≥ 0

|f(t)| ≤Meat, (1.9)

para t > t0.

DEFINICIÓN 1.7 La transformada de Laplace de la función f está defini-
da por la integral impropia

bf(p) = Z ∞
0

e−ptf(t)dt, p ∈ C. (1.10)
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La notación que adoptaremos complementa la usada en (1.10) como

bu(x, ξ) = Lt→ξ {u (x, t)} , o bien, eu(p, t) = Lx→p {u (x, t)} .

Y ya que habrá necesidad de utilizar dos transformadas de Laplace en una
función u (x, t), deberá quedar claro cuando escribamos

beu(p, ξ).
TEOREMA 1.3 Si f(t) ∈ Ta la integral (1.10) es convergente en el dominio
Re p > a. También para cualquier x0 > a la integral (1.10) converge uniforme-
mente con respecto a Re p ≥ x0 > a.

DEMOSTRACIÓN. Para Re p > a1 = a+ε y p = x+ iy nosotros usamos
la prueba de comparación para la convergencia de integrales impropias. Por una

parte, considerando la integral del módulo,
¯̄̄ bf(p)¯̄̄ = ¯̄R∞

0
e−ptf(t)dt

¯̄
Z ∞
0

¯̄
e−ptf(t)

¯̄
dt =

Z ∞
0

¯̄
e−pt

¯̄
|f(t)dt|

y aplicando (1.9) y |e−pt| ≤ e−Re pt, se obtieneZ ∞
0

¯̄
e−ptf(t)

¯̄
dt ≤M

Z ∞
0

e−xtea1tdt,

integrando se obtiene que¯̄̄ bf(p)¯̄̄ ≤ ĺım
A→∞

µ
− M

x− a1
e−(x−a1)t

¯̄̄A
0

¶
≤ − ĺım

A→∞

M

x− a1
e−(x−a1)A +

M

x− a1

≤ M

x− a1
,

por lo que bf(p) está acotada para x > a1. Ahora como cada uno de los términos
de la integral de la transformada de Laplace son positivos, la integral es monó-
tona, de aquí la integral

R∞
0

e−ptf(t)dt es convergente para Re p > a. En forma
análoga consideramos el caso para Re p ≥ x0 > a, entonces¯̄̄ bf(p)¯̄̄ = ¯̄̄̄Z ∞

0

e−ptf(t)dt

¯̄̄̄
≤M

Z ∞
0

e−Re ptea1tdt

≤M

Z ∞
0

e−(x0−a1)tdt

≤ − M

x0 − a1
ĺım
A→∞

e−(x0−a1)t
¯̄̄A
0

≤ M

x0 − a1
. (1.11)
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Entonces bf(p) está acotada, es monótona y no depende de x, de aquí que bf(p)
converge uniformemente con respecto al parámetro p en el dominio Re p ≥ x0 >
a.

TEOREMA 1.4 Si f(t) ∈ Ta, entonces la transformada de Laplace bf(p) es
una función analítica para Re p > a.

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema 1.3 la integral

Z ∞
0

e−ptf(t)dt (1.12)

converge en el dominio Re p > a y converge uniformemente para Re p ≥ x0 > a.
Ahora dividimos el intervalo de integración en subintervalos [ti, ti+1] de longitud
finita, donde t0 = 0, y tn →∞ cuando n→∞. Entonces la función bf(p), para
Re p > a, es la suma de una serie

bf(p) = Z ∞
0

e−ptf(t)dt =
∞X
n=0

Z tn+1

tn

e−ptf(t)dt =
∞X
n=0

un(p), (1.13)

donde 0 = t0 < t1... < tn < tn+1... <∞. Note que a partir del n-ésimo término,
la serie (1.13) es igual a

R∞
tn+1

e−ptf(t)dt. Tomando en cuenta que

un(p) =

Z tn+1

tn

e−ptf(t)dt.

Ahora probaremos que la serie
P∞

n=0 un(p) converge uniformemente en el do-
minio Re p > x0 > a. Usando el criterio de Cauchy para convergencia uniforme
se tiene

∀ε > 0,∃A, tal que ∀A1, A2 > A, y para ∀Re p ≥ x0

¯̄̄̄
¯
A2X

n=A1

Z TA2

TA1

e−ptf(t)dt

¯̄̄̄
¯ < ε.
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Desarrollando la serie, se tiene¯̄̄̄
¯
A2X

n=A1

Z Tn+1

Tn

e−ptf(t)dt

¯̄̄̄
¯ ≤

A2X
n=A1

¯̄̄̄
¯
Z Tn+1

Tn

e−ptf(t)dt

¯̄̄̄
¯

≤
A2X

n=A1

Z Tn+1

Tn

¯̄
e−pt

¯̄
|f(t)| dt

≤M

A2X
n=A1

Z Tn+1

Tn

e−(x0−a1)tdt

≤ − M

x0 − a1

A2X
n=A1

e−(x0−a1)t
¯̄̄Tn+1
Tn

≤ − M

x0 − a1

A2X
n=A1

³
e−(x0−a1)Tn+1 − e−(x0−a1)Tn

´
≤ M

x0 − a1

³
e−(x0−a1)TA1 − e−(x0−a1)TA2

´
≤ M

x0 − a1
e−(x0−a1)TA1 < ε

Eligiendo A > TA1 , se cumple el criterio de Cauchy de convergencia uniforme
de la serie para Re p ≥ x0 > a. Cada una de las funciones

un(p) =

Z tn+1

tn

e−ptf(t)dt

están definidas como una integral dependiente de un parámetro p, sobre un
intervalo de longitud finita en el plano complejo t. Con base en las propiedades
generales de integrales de funciones de dos variables complejas dependiente en
un parámetro (ver [83]), las funciones un(p) son funciones enteras con respecto a
p. Del razonamiento anterior se sigue que la serie (1.13) en el dominio Re p > a
satisface todas las condiciones del teorema de Weierstrass (ver [83]), de aquí,
la función bf(p) es analítica en el dominio Re p > a y sus derivadas pueden
calcularse diferenciando la función bajo la integral en (1.12) con respecto al
parámetro p.

TEOREMA 1.5 Si f(t) ∈ Ta y

bf(p) = Z ∞
0

e−ptf(t)dt,

entonces para x > a

f(t) =
1

2πi

Z x+i∞

x−i∞
ept bf(p)dp. (1.14)
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La integral (1.14) es llamada Transformada inversa de Laplace o fór-
mula de Mellin (ver [83] ).
DEMOSTRACIÓN. Por hipótesis la función f(t) existe y tienen orden

de crecimiento a, por lo que

|f(t)| ≤Meat ≤Mext, x > a.

Considerando una función auxiliar

ϕ(t) = e−xtf(t), x > a, (1.15)

que puede ser representada por la transformada de Fourier como.

ϕ(t) =
1

2π

Z ∞
−∞

dξ

Z ∞
−∞

ϕ(η)eiξ(t−η)dη. (1.16)

Usando (1.15) en (1.16) se obtiene

e−xtf(t) =
1

2π

Z ∞
−∞

dξ

Z ∞
−∞

e−xηf(η)eiξ(t−η)dη,

cambiando el orden de integración y como f(η) = 0 para η < 0 se tiene

f(t) =
1

2π

Z ∞
−∞

e(x+iξ)tdξ

Z ∞
0

e−(x+iξ)ηf(η)dη. (1.17)

Denotando p = x + iξ y notamos que la integral interior de (1.17) es la trans-
formación dada bf(p) de la función f(t), entonces la expresión (1.17) se vuelve

f(t) =
1

2πi

Z x+i∞

x−i∞
ept bf(p)dp, (1.18)

que es por definición la fórmula de Mellin.

1.8. Transformada Inversa de Laplace
Aquí nosotros consideraremos algunas condiciones suficientes bajo las cuáles

una función dada bf(p) es la transformación de alguna función f(t). Primero
definimos la clase de funciones Ha.

DEFINICIÓN 1.8 La función bf(p) pertenece a la clase de funciones Ha si:

1. se tiene que bf(p) es analítica en el dominio Re p > a,

2. En el dominio Re p > a ¯̄̄ bf(p)¯̄̄ −→ 0, |p| −→∞, (1.19)

uniformemente con respecto al arg p.
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3. Para todo Re p = x > a, existe M ∈ R+ tal que

Z x+i∞

x−i∞

¯̄̄ bf(p)¯̄̄ dy < M, para todo x > a. (1.20)

El siguiente teorema nos da las condiciones suficientes para que la funciónbf (p) admita una inversión como en la ecuación (1.18), obtenida aplicando el
teorema de inversión de Fourier y también las condiciones impuestas para la
función f(t) como consecuencias de la función bf (p).
TEOREMA 1.6 (transformada inversa de Laplace) Si bf (p) ∈ Ha, en-
tonces

f (t) =
1

2πi

Z x+i∞

x−i∞
ept bf(p)dp, donde x > a, (1.21)

pertenece a Ta.

DEMOSTRACIÓN. Para probar que la integral (1.21) es la original de la
función dada por bf(p), nosotros debemos establecer que: (1) La integral (1.21)
es independiente de x y define la función f(t) y ésta función tiene orden de
crecimiento a; (2) para t < 0, f(t) ≡ 0;(3) la función bf(p) es la transformada
de Laplace de f(t).Ahora probaremos cada una de estas proposiciones. (1) En
el dominio Re p > a, y para cualquier x > x0 > a, se tiene

¯̄̄̄
1

2πi

Z x+i∞

x−i∞
ept bf(p)dp¯̄̄̄ ≤ 1

2π

Z x+i∞

x−i∞

¯̄̄
ept bf(p)dp¯̄̄

≤ 1

2π

Z x+i∞

x−i∞

¯̄̄
ept bf(p)dp¯̄̄

≤ 1

2π
ext
Z x+i∞

x−i∞

¯̄̄ bf(p)¯̄̄ dy,
aplicando (1.20) se obtiene finalmente que

¯̄̄̄
1

2πi

Z x+i∞

x−i∞
ept bf(p)dp¯̄̄̄ ≤ M

2π
ext. (1.22)

Ahora probaremos que (1.22) no depende de x, y que

|f (t)| ≤Meat, t > 0.
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En el dominio Re p > a, considerando el contorno cerrado Γ mostrado en la
Figura 1.1.

x + iA2

x − iA
2x − iA

1

x + iA1

0

y

x

Γ

Fig. 1.1. Contorno cerrado Γ.

Integrando alrededor del contorno cerrado Γ, y como la función es analítica en el
dominio Re p > a, entonces por el teorema de Cauchy, la integral de la función
ept bf (p) alrededor del contorno Γ es cero. Por lo tanto

ĺım
A→∞

"Z x2−iA

x1−iA
ept bf (p) dp+ Z x2+iA

x2−iA
ept bf (p) dp

+

Z x1+iA

x2+iA

ept bf (p) dp+ Z x1−iA

x1+iA

ept bf (p) dp#
= I1 + I2 + I3 + I4 = 0.

Estimando cada integral por separado se obtiene

|I1| = ĺım
A→∞

¯̄̄̄
¯
Z x2−iA

x1−iA
ept bf (p) dp¯̄̄̄¯ ≤ ĺım

A→∞

Z x2−iA

x1−iA

¯̄̄
ept bf (p) dp¯̄̄

≤ ĺım
A→∞

Z x2−iA

x1−iA

¯̄
ept
¯̄ ¯̄̄ bf (p)¯̄̄ |dp| .

Usando la propiedad 2) de la definición 1.8, podemos acotar la transformada de
Laplace como bf (p) ≤ C

|p| . (1.23)

Entonces I1, se puede representar como

|I1| ≤ ĺım
A→∞

Z x2−iA

x1−iA
ext

C

|p| |dp| ,

haciendo el cambio de variable

p = x− iA

dp = dx
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se obtiene

|I1| ≤ ĺım
A→∞

C

Z x2

x1

ext

|x− iA|dx ≤ ĺım
A→∞

C

|x1 − iA|

Z x2

x1

extdx

= ĺım
A→∞

C

(x21 +A2)
1
2

¡
ex1t − ex2t

¢
→ 0.

También la integral I3 → 0, bajo las mismas condiciones. Por lo tanto

ĺım
A→∞

Z x1−iA

x1+iA

ept bf (p) dp = ĺım
A→∞

Z x2+iA

x2−iA
ept bf (p) dp.

y como x1 y x2 son arbitrarios, se prueba la proposición (1). Así la integral
(1.21) es una función de la variable t. Y de la evaluación de (1.22) se sigue
inmediatamente que la integral (1.21) es una función de orden de crecimiento
limitado con respecto a t y el orden de crecimiento es a. (2) Ahora probaremos
que

f (t) = 0, t < 0.

Considerando en el dominio Re p > a, un contorno cerrado Γ como se muestra
en la Figura 1.2, y por el teorema de Cauchy, la integral de la función ept bf (p)
sobre el contorno cerrado Γ es cero.Z

Γ

ept bf (p) dp = 0.

p

x

y

ε
Γ

q

p=0 x=a

x+iR

R

x−iR

RC

Fig. 1.2. Contorno Γ para Re p > a.

Escribimos el círculo CR en forma paramétrica con

p = x+Reiϕ, − π

2
≤ ϕ ≤ π

2

y estimando la integral sobre el círculo

ĺım
R→∞

¯̄̄̄Z
CR

ept bf (p) dp¯̄̄̄ ≤ ĺım
R→∞

Z
CR

¯̄
ept
¯̄ ¯̄̄ bf (p)¯̄̄ dp
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usando (1.23) bf (p) ≤ C

|p| ≤
1

R

y ¯̄
ept
¯̄
=
¯̄̄
e(x+Re

iϕ)t
¯̄̄
≤ e(x+R cosϕ)t

por lo que la integral se estima como

ĺım
R→∞

¯̄̄̄
¯
Z π

2

−π
2

ept bf (p) dp¯̄̄̄¯ ≤ ĺım
R→∞

Z π
2

−π
2

e(x+R cosϕ)t
C

R
Reiϕdϕ

≤ ĺım
R→∞

C

Z π
2

−π
2

e(x+R cosϕ)tdϕ→ 0

por lo tanto

f(t) =
1

2πi

Z x+i∞

x−i∞
ept bf(p)dp ≡ 0 , t < 0.

(3) Ahora probaremos que
LL−1 = E,

construyendo la transformada de Laplace de la función (1.21) y consideraremos
éste valor para algún p0 arbitrario, donde Re p0 > a. Escribimos la integralZ ∞

0

e−p0tf (t) dt =

Z ∞
0

e−p0t
∙
1

2πi

Z x+i∞

x−i∞
ept bf(p)dp¸ dt (1.24)

donde la fórmula de Mellin en (1.24) es independiente de x. Elegimos un valor
de x que satisfaga la condición

a < x < Re p0

y cambiando el orden de integración. Esto es posible debido a la convergencia
uniforme de las integrales correspondientes. Nosotros obtenemosZ ∞

0

e−p0tf (t) dt =
1

2πi

Z x+i∞

x−i∞
bf(p)dpZ ∞

0

e−(p0−p)tdt

=
1

2πi

Z x+i∞

x−i∞

bf(p)
p− p0

dp. (1.25)

La integral (1.25) puede ser calculada con la ayuda de teoría de residuos, debido

a la propiedad 2) de la definición 1.8, la función
¯̄̄ bf (p)¯̄̄ = O ³ 1

|p|

´
. Por lo tanto,

tomando en cuenta que hay una singularidad (un polo simple) en el punto
p = p0 y cerrando el contorno hacia el semiplano derecho como se muestra en
la Figura 1.3, e integrando en dirección negativa se obtieneZ ∞

0

e−p0tf (t) dt = bf(p0).
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p

x

y

ε
Γ

q

p=0 x=a

x+iR

R

x−iR

RC

0
p

Fig. 1.3. Contorno Γ, Re p > a, y p0 punto singular.
Como p0 es un punto arbitrario en el dominio Re p > a, se prueba el teorema.

L{f(t)} = bf(p).
En seguida presentamos algunos hechos importantes a los que haremos refer-

encia. Las demostraciones se pueden hallar en las referencias (véase, por ejemplo,
[46]).
A pesar de que en la ecuación (6) del Prefacio se introdujo la transformada

de Laplace eu, aquí comentamos la notación que se adopta al utilizar dos trans-
formadas de Laplace simultáneamente. Al calcular Lt→ξ {f(t)} = bf(ξ), o bien,
Lx→p {f(x)} = ef(p), en una misma función u (x, t), se escribirábeu (p, ξ) .
Así, tilde (˜) y circunflejo (ˆ), denotan transformadas de Laplace con respecto
a x y t, respectivamente.

TEOREMA 1.7 Se tienen las siguientes propiedades de la Transformada In-
versa de Laplace. Siendo beu una función analítica,
1. Tenemos

L−1
nbeu (p, ξ)o = Θ (x)F−1beu (p, ξ) ,

para todos p, ξ tales que Re (p), Re (ξ) > 0; y F−1 es la transformada de
Fourier Inversa.

2. Para el operador P definido en (2.14), se tiene que

L−1
½
P
½
|p|

1
2

µeu (p, t)− u (0, t)

p

¶¾¾
=

Z ∞
0

sgn (x− y)uy (y, t)p
|x− y|

dy.

3. En el sentido distribucional,

L−1p→x

©
e−py

ª
= δ (x− y)U (x− y) , (1.26)

donde U es el escalón unitario, y δ la función delta de Dirac.
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4. Siendo |∂x|α el operador derivada fraccional como en (4.2), para α ∈ (0, 1),
se tiene que

L−1ξ→t {|∂x|
α bu (x, ξ)} = L−1ξ→t

½
H (x)

1

2πi

Z i∞

−i∞
epxK (p) beu (p, ξ) dp¾

(1.27)

= H (x)
1

2πi

Z i∞

−i∞
epxK (p) eu (p, t) dp = |∂x|α u (x, t) ,

donde H es la función de Heaviside (4).

1.9. Operadores pseudodiferenciales

DEFINICIÓN 1.9 Sea g(x) ∈ L∞ (0, a) y g(x) se extiende a R con g(x) = 0
si x /∈ (0, a) , definimos el espacio de funciones

Da =
©
H (x) g (x) : g (x) ∈ H1

∞ (0, a)
ª
. (1.28)

DEFINICIÓN 1.10 Decimos que la función bg(p) pertenece a la clase de
funciones Aa si

1. Es analítica en todo el plano complejo.

2. |bg (p)| ≤ ( C para |p| < 1
1+|e−pa|

|p| para |p| >> 1.
.

TEOREMA 1.8 Si g(x) ∈ Da, entonces la transformada de Laplace bg (p) ∈
Aa.

DEMOSTRACIÓN. Para demostrar 1) primero vamos a probar que la
transformada de Laplace definida por

bg (p) = Z a

0

e−pxg (x) dx

es convergente para todo p. Como la función g (x) ≡ 0 para x /∈ (0, a) , tiene dis-
continuidades de primer tipo en los extremos del intervalo (0, a) y esta acotada,
podemos usar la prueba de comparación, obteniendo

|bg (p)| =

¯̄̄̄Z a

0

e−pxg (x) dx

¯̄̄̄
≤
Z a

0

¯̄
e−px

¯̄
|g (x)| dx

≤ M

Z a

0

¯̄
e−px

¯̄
dx,
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y aplicando |e−px| ≤ e−Re px, donde p = ξ + iη, por lo tanto

|bg (p)| ≤M

Z a

0

e−ξxdx

≤ M

ξ

¡
1− e−ξa

¢
≤ M

ξ
.

Ahora como cada uno de los términos de la integral de la transformada de
Laplace son positivos, la integral es monótona, de aquí que la integral

R a
0
e−pxg (x) dx

es convergente para ∀p ∈ C. Ahora dividimos el intervalo de integración en
subintervalos [ti, ti+1] de longitud finita, donde t0 = 0 y tn → a cuando n→∞.
Entonces la función bg (p) , es la suma de una serie

bg (p) = Z a

0

e−pxg (x) dx =
∞X
n=0

Z tn+1

tn

e−pxg (x) dx =
∞X
n=0

un(p).

Como la función g (x) ≡ 0 para x /∈ (0, a) y tiene discontinuidad de primer
tipo en los extremos del intervalo (0, a) y esta acotada. Usando la convergencia
de la serie (1.13) la serie

P∞
n=0 un(p) converge uniformemente en el dominio

0 ≤ Re p ≤ a. Cada una de las funciones

un(p) =

Z tn+1

tn

e−pxg(x)dx

están definidas como una integral dependiente de un parámetro p, sobre un
intervalo de longitud finita. Por lo tanto las funciones un(p) son funciones enteras
con respecto a p y se satisfacen las condiciones del teorema de Weierstrass (ver
[83]), de aquí, la función bg(p) es analítica ∀p ∈ C.Ahora probamos 2) usando
integración por partes con respecto a x para p >> 1

|bg (p)| = ¯̄̄̄Z a

0

e−pxg (x) dx

¯̄̄̄
≤
¯̄̄̄
1

p

£
g (0)− e−pag (a)

¤
+
1

p

Z a

0

e−pxg0 (x) dx

¯̄̄̄
≤ C

1 + |e−pa|
|p| +

1

|p|

Z a

0

¯̄
e−px

¯̄
|g0 (x) dx|

≤ C
1 + |e−pa|

|p| +
C

|p|2
¡¯̄
e−pa

¯̄
− 1
¢

≤ C
1 + |e−pa|

|p| +O( 1
|p|2

).

Para el caso p < 1, la exponencial esta acotada por |e−pa| < 1, por lo que

|bg (p)| < C.
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PROPOSICIÓN 1.2 Si g (x) ∈ Cn entonces

L
½
dng (x)

dxn

¾
= pn

⎛⎝bg (p)− nX
j=1

dj−1x g (0)− e−padj−1x g (a)

pj

⎞⎠ . (1.29)

DEMOSTRACIÓN. Usando el principio de inducción matemática, pro-
baremos la fórmula (1.29). Para k = 1, debemos integrar por partes

L
½

d

dx
g (x)

¾
=

Z a

0

e−pxg0(x)dx =

Z a

0

e−pxd (g(x))

= e−pxg (x)
¯̄a
0
+ p

Z a

0

e−pxg(x)dx

= pbg (p)− £g (0)− e−pag (a)
¤

= p

∙bg (p)− g (0)− e−pag (a)

p

¸
.

Ahora supongamos que para k = n− 1 se cumple la fórmula

L
½

dn−1

dxn−1
g (x)

¾
= pn−1

⎛⎝bg (p)− n−1X
j=1

dj−1x (g (0))− e−padj−1x (g (a))

pj

⎞⎠ (1.30)

y probemos el caso k = n, integrando por partes

L
½

dn

dxn
g (x)

¾
=

Z a

0

e−pxg(n)(x)dx =

Z a

0

e−pxd
¡
dn−1x g(x)

¢
= e−pxdn−1x g(x)

¯̄a
0
+ p

Z a

0

e−pxg(n−1)(x)dx. (1.31)

Usando la fórmula (1.30) en (1.31) se obtiene

L
½

dn

dxn
g (x)

¾
= e−pxdn−1x g(x)

¯̄a
0

+p

⎡⎣pn−1
⎛⎝bg (p)− n−1X

j=1

dj−1x g (0)− e−padj−1x g (a)

pj

⎞⎠⎤⎦
= e−padn−1x g(a)− dn−1x g(0)

+pn

⎛⎝bg (p)− n−1X
j=1

dj−1x g (0)− e−padj−1x g (a)

pj

⎞⎠ ,
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desarrollando y reagrupando la suma respecto a la potencia pn se obtiene

L
½

dn

dxn
g (x)

¾
= pn

µbg (p)− g (0)− e−pag (a)

p
− g0 (0)− e−pag0 (a)

p2

· · ·− g(n−2) (0)− e−pag(n−2) (a)

pn−1
− g(n−1)(0)− e−pag(n−1)(a)

pn

¶

= pn

⎛⎝bg (p)− nX
j=1

dj−1x g (0)− e−padj−1x g (a)

pj

⎞⎠ .

Esta última escritura prueba que para k = n se cumple la fórmula (1.29). Luego
la fórmula (1.29) se cumple n ≥ 1.
Por lo que podemos definir el operador diferencial de orden entero n, en

términos de la transformada inversa de Laplace como

dn

dxn
= L−1

⎧⎨⎩pn

⎡⎣bg (p)− nX
j=1

dj−1x g (0)− e−padj−1x g (a)

pj

⎤⎦⎫⎬⎭ .

Ahora definimos la derivada fraccional α, donde α ∈ (0, 1) como

Dα = H (x)L−1 {pαL} .

Notamos que la función pα no es analítica en el semiplano complejo Re p < 0,
por lo que debemos hacer un corte Γ como se muestra en la Figura 1.4, donde
el contorno Γ está definido como

Γ =
©
p ∈

¡
∞e−iπ; 0

¢
∪
¡
0;∞eiπ

¢ª
,

por lo tanto para la correcta definición de derivada fraccional α, se debe multi-
plicar por la característica H (x).

y

x

p

Γ
0

Fig. 1.4. Corte Γ, en Re p < 0, para pα.

Algunas otras fórmulas o propiedades útiles que incluimos sin más demostración.
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TEOREMA 1.9 Se cumplen las siguientes propiedades de la Transformada de
Laplace:

1. Lx→q {u (x, t)} = eu (q, t). En particular,
Lt→ξ {bu (p, t)} = ebu (p, ξ) (1.32)

2. Lx→q {ut (x, t)} = eut (q, t).
3. En general, para n ≥ 0,

Lx→p

n
f (n) (x)

o
= pnF (p)− pn−1f (0)− ...− f (n−1) (0) ,

donde
F (p) = Lx→p {f (x)} = ef (p) .

En particular, para u (x, t), y n = 1, se tiene

Lx→p {ux (x, t)} = p

∙eu (p, t)− u (0, t)

p

¸
= eux (p, t) .

Análogamente,

Lt→ξ {eut (p, t)} = ξ

∙beu (p, ξ)− eu (p, 0)
ξ

¸
. (1.33)

4. Lx→p {uxx} = euxx (p, t) = p2
heu (p, t)− u(0,t)

p − ux(0,t)
p2

i
.

5. Lx→p {uxxx} = euxxx (p, t) = p3
heu (p, t)− ³u(0,t)p + ux(0,t)

p2 + uxx(0,t)
p3

´i
.

6. Lx→q {αuxxx} = αq3
³
Lx→q {u}−

P3
j=1

∂j−1x u(0,t)
qj

´
7. En general se tiene la fórmula para la j-ésima derivada

g
∂jxu = pj

∙eu−Xj

k=1

∂k−1x u (a, t)− e−p∂k−1x u (b, t)

pk

¸
.

8. Ya que Lx→q {u} es analítica para todo Re q > 0, se tiene

eu (q, t) = Lx→q {u} = Pp→q {eu (p, t)} . (1.34)

9.

Lx→q

(Z ∞
0

sgn (x− y)uy (y, t)p
|x− y|

dy

)
= Pp→q

½
|p|

1
2

µeu (p, t)− u(0, t)

p

¶¾
.

(1.35)
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10. eu (p, t) decae como 1
p .

11. eu (p, t) es analítica, para todo Re p > 0.
12. Podemos concluir que

Lx→p {δ (x− x0)} = e−px0 , (1.36)

para todo x0 > 0; y, en particular,

Lx→p {δ (x)} = 1.

Por otra parte, una vez desarrollada la teoría de distribuciones, fue posible
probar que la solución de una ecuación de la forma

P [u] = δ,

donde P denota cualquier operador diferencial parcial lineal con coeficientes
constantes, siempre existe como una distribución. A dicha solución se le conoce
como solución fundamental. Una modificación de una solución fundamental
diseñada para satisfacer algunas condiciones de frontera determinadas es usual-
mente llamada función de Green.

DEFINICIÓN 1.11 Sea Lx un operador diferencial (ordinario o parcial) lin-
eal de orden n (tal vez como Lxg = an (x)

dng
dxn + ... + a1 (x)

dg
dx + a0 (x) g).

Consideremos la ecuación de n−ésimo orden Lxg (x, y) = δ (x− y). Decimos
que g es una función de Green si

1. Lxg (x, y) = 0, para x 6= y.

2. g (x, y) es (n− 2)−véces continuamente diferenciable, con respecto a x,
en x = y.

3. dn−1g(x,y)
dxn−1

¯̄̄x=y+
x=y−

= 1
an(y)

. Aquí y± denota los límites y− y y+ de y − ε y

y + ε, conforme ε → 0, respectivamente, propiciando la condición de
salto para la derivada dn−1g.

El siguiente resultado es conocido en la teoría de distribuciones. Para más
detalles véase, por ejemplo, [29], [30], [46], o bien, [51].

TEOREMA 1.10 La función de Green g (x, y) satisface la ecuación de n−ésimo
orden Lxg (x, y) = δ (x− y), en el sentido distribucional, si, y sólo si, g satisface
las tres condiciones enlistadas en la definición (1.11). Más aún, si la función de
Green g (x, y) existe, entonces la solución de la ecuación Lxu (x) = f (x) está
dada por

u (x) =

Z b

a

g (x, y) f (y) dy.

¤
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1.10. Integrales del tipo de Cauchy
La integral de la forma

1

2πi

Z
C

ϕ (ζ)

ζ − z
dζ,

donde ϕ (ζ) es una función continua en el contorno, a excepción, posiblemente de
un número finito de puntos, donde tiene discontinuidades integrables, se llama
integral de tipo de Cauchy. La función ϕ (ζ) se llama densidad y 1

ζ−z el núcleo de
la integral. La integral del tipo de Cauchy representa una función F (z) analítica
en todo recinto que no contiene puntos del contorno C. Además

F (n) (z) =
n!

2πi

Z
C

ϕ (ζ)

(ζ − z)n+1
dζ.

Supongamos que ϕ (ζ) verifica sobre el contorno C la condición de Hölder,
esto es para dos puntos cualquiera ζ1 y ζ2 sobre C

|ϕ (ζ1)− ϕ (ζ2)| ≤ k |ζ1 − ζ2|
α
,

donde k > 0, 0 < α ≤ 1, Si α = 1, la condición de Hölder se llama condición
de Lipschitz. En estas condiciones, si el punto ζ0 del contorno no es un extremo
suyo, existe la integral singular

F (ζ0) =
1

2πi

Z
C

ϕ (ζ)

ζ − ζ0
dζ,

definida como el valor principal de tipo Cauchy.
Este valor principal se puede expresar a través de una integral impropia

mediante la fórmula

F (ζ0) =
1

2πi

Z
C

ϕ (ζ)− ϕ (ζ0)

ζ − ζ0
dζ +

1

2
ϕ (ζ0) +

ϕ (ζ0)

2πi
Ln

b− ζ0
a− ζ0

,

donde los puntos a y b son los puntos extremos del contorno C, si este no es
cerrado. La rama uniforme de Ln se escoge de manera que en el caso de un
contorno cerrado (a = b) el término con el logaritmo desaparezca y la fórmula
adquiera la forma

F (ζ0) =
1

2πi

Z
C

ϕ (ζ)− ϕ (ζ0)

ζ − ζ0
dζ +

1

2
ϕ (ζ0) .

Si designamos mediante F+ (ζ0) y F
− (ζ0) los valores frontera de la integral

F (z) de tipo de Cauchy cuando z → ζ0 por la izquierda y por la derecha de C,
respectivamente, tendremos las conocidas fórmulas de Sokhotski-Plemelj

F+ (ζ0) = F (ζ0) +
1

2
ϕ (ζ0) , (1.37)

F− (ζ0) = F (ζ0)−
1

2
ϕ (ζ0) ,
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o bien

F (ζ0) =
1

2

£
F+ (ζ0) + F− (ζ0)

¤
, (1.38)

F+ (ζ0)− F− (ζ0) = ϕ (ζ0) .

Si C es un contorno cerrado que se recorre como siempre, F+ (ζ) son los
valores frontera de la función F+ (z) definida en el interior del contorno (recinto
D+), mientras que F− (ζ) son los valores frontera de la función F− (z) definida
en el exterior del contorno (recinto D−) (ver [1], o bien, [26]).
En seguida enunciamos algunos resultados importantes cuya demostración y

argumentos pueden encontrarse en [1] o en [62]. Aunque los daremos por hecho
como aparecen aquí, en el cuerpo del trabajo los enunciamos con la notación
adoptada y, en algunos casos, comentamos de su validez en nuestra teoría.

LEMA 1.1 Dada H (p, ξ), definida para Re p = 0 y ξ ∈ C fijo tal que Reξ > 0,
que satisface la condición de Hölder, se puede representar de manera única en
la forma

H (p, ξ) = U+ (p, ξ)− U− (p, ξ) ,

donde U± (p, ξ) son los valores frontera de las funciones analíticas U± (z),
además de verificarse la condición U± (∞) = 0. Estas funciones están determi-
nadas por

U (z, ξ) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
H (q, ξ) dq.

¤

LEMA 1.2 Dada G (p, ξ), para p ∈ iR y ξ ∈ C fijo tal que Reξ > 0, que
satisface la condición de Hölder, y con índice Ind

IndG (p, ξ) :=
1

2πi

Z i∞

−i∞
d lnG (p, ξ) = 0,

se puede representar de manera única como

G (p, ξ) =
X+ (p, ξ)

X− (p, ξ)
,

donde X± (p, ξ) son los valores límite de las funciones analíticas X± (z, ξ), las
cuales son analíticas en los semiplanos izquierdo y derecho, respectivamente, y
sin ceros en los correspondientes semiplanos. Estas funciones están determi-
nadas, salvo por un factor constante arbitrario, y están dadas por la fórmula

X± (z, ξ) = eΓ
±(z,ξ),

donde

Γ (z, ξ) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
lnG (q, ξ) dq.

¤
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1.11. Proyectores
En esta sección definimos el operador P, y presentamos las propiedades más

útiles para el desarrollo de nuestra teoría.

DEFINICIÓN 1.12 Si φ (q) satisface la condición de Hölder, definimos el
operador P como

Pq→z {φ (q)} = −
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
φ (q) dq, (1.39)

donde Re z 6= 0.

TEOREMA 1.11 Si bf (p) ∈ Aa, entonces P
nbf (p)o = bf .

DEMOSTRACIÓN. Como bf (p) es analítica en todo el plano complejo,
desarrollamos la integral en dos partes

P
nbf (p)o = 1

2πi

Z +i∞

−i∞

e(q−p)a

q − p
bf (q) dq

− 1

2πi

Z +i∞

−i∞

1

q − p
bf (q) dq.

Esta integral la analizamos en tres casos: a) para Re p > 0

P
nbf (p)o = 1

2πi
e−pa

Z +i∞

−i∞

eqa

q − p
bf (q) dq

− 1

2πi

Z +i∞

−i∞

1

q − p
bf (q) dq

= J1 + J2.

Para J1, debemos cerrar el contorno paraRe q < 0, para que la función eqa bf (q)→
0 cuando q →∞ sobre el contorno CR, como se muestra en la Figura 1.5.

Γ

y

x0

p

RC

Fig. 1.5. Contorno para Re q < 0.
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Como la función eqa bf (q) es analítica y dentro del contorno Γ no se encierra
ningún punto singular, entonces aplicando el teorema de Cauchy

J1 = 0.

Ahora evaluamos J2 de la siguiente manera,

J2 = −
1

2πi

Z +i∞

−i∞

1

q − p
bf (q) dq, (1.40)

como la función bf (p) es analítica ∀p ∈ C, la integral (1.40) puede ser calculada
con la ayuda de residuos, tomando en cuenta que hay una singularidad (un polo
simple) en el punto q = p y cerrando el contorno hacia el semiplano derecho como
se muestra en la Figura 1.6, la integración es realizada en dirección negativa,
por lo que

J2 = bf (p) .

Γ

0

y

x

0
p

Fig. 1.6. Contorno para Re q > 0 con punto singular p0.

b) cuando Re p < 0, debemos cerrar el contorno para J1, para Re p < 0 como
se muestra en la Figura 1.5. Como la función eqa bf (q) es analítica dentro del
contorno Γ y tomando en cuenta que hay una singularidad (polo simple) en
q = p, entonces aplicando el teorema de Cauchy se obtiene

J1 =
1

2πi
e−pa

Z +i∞

−i∞

eqa

q − p
bf (q) dq

= e−paepa bf (p)
= bf (p) .

Ahora para el término J2, cerramos en contorno de integración a la derecha
como se muestra en la Figura 1.6, y como Re p < 0, no se encierra ningún punto
singular, entonces aplicando el teorema de Cauchy

J2 = 0.
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c) Ahora consideramos el caso Re p = 0

P
nbf (p)o = 1

2πi
e−pa

Z +i∞

−i∞

eqa

q − p
bf (q) dq

− 1

2πi

Z +i∞

−i∞

1

q − p
bf (q) dq

= J1 + J2.

Γ

p

0

y

x

Fig. 1.7. Contorno para Re q > 0.

Para cada una de las integrales J1 y J2, se debe cerrar el contorno para Re q > 0
como se muestra en la Figura 1.7, y similarmente para Re q < 0, debido a que
Re p = 0, debemos calcular la mitad del residuo en cada integral, por lo que

P
nbf (p)o = 1

2
e−pae−pa bf (p) + 1

2
bf (p)

= bf (p) .
TEOREMA 1.12 Si bf (p) satisface la condición de Hölder para Re p = 0 y¯̄̄ bf (p)¯̄̄ ≤ C

|p|γ , γ > 0 y |p| > 1 entonces P
nbf (p)o ∈ Aa y

L−1
n
P
nbf (p)oo = H (x)

1

2πi

Z +i∞

−i∞
epx bf (p) dp.

DEMOSTRACIÓN. Tenemos por definición

P
nbf (p)o = e−paJ1 + J2,

donde

J1 =
1

2πi

Z +i∞

−i∞
bf (q) eqa

q − p
dq,

J2 = −
1

2πi

Z +i∞

−i∞
bf (q) 1

q − p
dq,



1.11. PROYECTORES 27

Notamos que J1 y J2 son integrales de tipo de Cauchy con núcleos bf (q) eqa
y − bf (q) respectivamente. Debido a las condiciones del teorema ambos núcleos
satisfacen la condición de Lipschitz y obtenemos que J1 y J2 son analíticos para
Re p 6= 0 y satisfacen condición

|Ji| ≤ C
1

|p| , |p| > 1, i = 1, 2.

Además para Re p = 0

J+1 − J−1 = bf (p) epa
J+2 − J−2 = bf (p) ,

donde

J−i = ĺım
z→p,Re z>0

J1(z)

J+i = ĺım
z→p,Re z<0

J1(z).

Entonces para Re p = 0

P
nbf (p)o+ − Pnbf (p)o− = 0.

Por lo tanto, usando el teorema de unicidad de continuación analítica el operador

P
nbf (p)o ∈ Aa.Ahora demostramos la propiedad

L−1
n
P
nbf (p)oo = H (x)

1

2πi

Z +i∞

−i∞
epx bf (p) dp.

Desarrollando la parte izquierda de la igualdad para Re p > 0 con el contorno
mostrado en la Figura 1.8, se obtiene

L−1
n
P
nbf (p)oo = 1

2πi

Z +i∞+ε

−i∞+ε
epx

∙
1

2πi

Z +i∞

−i∞

e(q−p)a − 1
q − p

bf (q) dq¸ dp.
Usando el teorema de Fubini se puede cambiar el orden de integración para
obtener

L−1
n
P
nbf (p)oo = 1

2πi

Z +i∞

−i∞
bf (q) dq 1

2πi

Z +i∞+ε

−i∞+ε

eqa+p(x−a) − epx

q − p
dp.

(1.41)
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0 x

pq

ε

y

Fig. 1.8. Contorno para Re p > 0.

Ahora desarrollamos la integral interior de (1.41) y la llamamos I2

I2 =
1

2πi

Z +i∞+ε

−i∞+ε

eqaep(x−a) − epx

q − p
dp.

En el caso para x < 0 debemos cerrar el contorno a la derecha, como se muestra
en la Figura 1.9, y el punto singular p = q queda fuera del contorno de inte-
gración y como la función

¡
eqaep(x−a) − epx

¢
es analítica dentro del contorno Γ,

por lo tanto usando el teorema de Cauchy

I2 = 0.

0 x

pq

ε

y

Γ

Fig. 1.9. Contorno cerrado para Re p > ε.

En el caso para x > a se debe cerrar el contorno a la izquierda, como se muestra
en la Figura 1.10, por lo que debemos calcular el residuo en el punto singular
p = q (polo simple), aplicando la fórmula integral de Cauchy

I2 = eqaeq(x−a) − eqx = 0.
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0 x

pq

ε

y

Γ

Fig. 1.10. Contorno cerrado para Re p < ε.

Para el caso cuando 0 < x < a separamos I2 en dos partes

I2 =
eqa

2πi

Z +i∞+ε

−i∞+ε

ep(x−a)

q − p
dp− 1

2πi

Z +i∞+ε

−i∞+ε

epx

q − p
dp.

Para la primera integral se tiene que x − a < 0, por lo que se debe cerrar
el contorno a la derecha, como se muestra en la Figura 1.9, por lo tanto no se
encierra ningún punto singular entonces usando el teorema de Cauchy la primera
integral es cero. Para la segunda integral cerramos el contorno de integración a
la izquierda, como se muestra en la Figura 1.10, por lo que debemos calcular el
residuo en el punto singular p = q, entonces obtenemos

I2 = eqx, 0 < x < a.

Por lo tanto finalmente obtenemos

L−1
n
P
nbf (p)oo = H (x)

1

2πi

Z +i∞

−i∞
epx bf (p) dp.

1.12. Operador Ku
Ahora definimos el operador Ku en los siguientes términos:

K (u) (x, t) =
1

2πi

Z i∞

−i∞
epx

µ
ĺım

z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
K (q) eu (q, t) dq¶ dp,

(1.42)

donde x, t ∈ R+, eu (q, t) ∈ Aa y el símbolo K (p) = |p|
1
2 , tal que el operador K

sea disipativo, es decir,

ReK (p) > 0 para valores de p ∈ C tales que Re p = 0. (1.43)
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Para probar la convergencia de la integral (1.42), separamos en dos intervalos
de integración y aplicamos la desigualdad del triángulo

|Ku| =
¯̄̄̄
¯ ĺımR2→∞

1

2πi

Z +iR2

0

epxK (p) bu (p) dp
+ ĺım

R1→∞

1

2πi

Z 0

−iR1

epxK (p) bu (p) dp¯̄̄̄
≤
¯̄̄̄
¯ ĺımR2→∞

1

2πi

Z +iR2

0

epxK (p) bu (p) dp¯̄̄̄¯
+

¯̄̄̄
ĺım

R1→∞

1

2πi

Z 0

−iR1

epxK (p) bu (p) dp¯̄̄̄
= I1 + I2.

Donde

I1 =

¯̄̄̄
¯ ĺımR2→∞

1

2πi

Z +iR2

0

epxK (p) bu (p) dp¯̄̄̄¯
I2 =

¯̄̄̄
ĺım

R1→∞

1

2πi

Z 0

−iR1

epxK (p) bu (p) dp¯̄̄̄ .

Ahora probaremos la convergencia del término I1 usando el criterio de Cauchy
para convergencia simple, es decir ∀ε > 0, ∃A > 0 tal que ∀N > M > A

¯̄̄̄
¯ 12πi

Z iN

iM

epxK (p) bu (p) dp¯̄̄̄¯ < ε.

Integrando por partes con respecto a p y aplicando la desigualdad del trian-
gulo se obtiene
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¯̄̄̄
¯
Z iN

iM

epxK (p) bu (p) dp¯̄̄̄¯ =
¯̄̄̄
¯
Z iN

iM

1

x
K (p) bu (p) d (epx)¯̄̄̄¯

=

¯̄̄̄
1

x
epxK (p) bu (p)|iNiM

− 1
x

Z iN

iM

epx (K0 (p) bu (p) +K (p) bu0 (p)) dp¯̄̄̄¯
≤
¯̄̄̄
1

x
epxK (p) bu (p)|iNiM ¯̄̄̄

+

¯̄̄̄
¯ 1x
Z iN

iM

epxK0 (p) bu (p) dp¯̄̄̄¯+
¯̄̄̄
¯ 1x
Z iN

iM

epxK (p) bu0 (p) dp¯̄̄̄¯
≤ 1

x

¯̄̄
K (p) bu (p)|iNiM ¯̄̄+ 1

x

Z iN

iM

|K0 (p)| |bu (p)| |dp|
+
1

x

Z iN

iM

|K (p)| |bu0 (p)| |dp| .
Usando (1.23) se tiene que |bu (p)| ≤ C

|p| y |bu0 (p)| ≤ C
|p|2 , para |p| > 1 y

K (p) = Cαp
α, y su derivada K0 (p) = Cpα−1.

¯̄̄̄
¯
Z iN

iM

epxK (p) bu (p) dp¯̄̄̄¯ ≤ 1

x

¯̄̄̄
¯Cα |p|α

C

|p|

¯̄̄̄iN
iM

¯̄̄̄
¯+ 1

x

Z iN

iM

¯̄̄
Cα |p|α−1

¯̄̄ 1
|p| |dp|

+
1

x

Z iN

iM

|Cα |p|α|
1

|p|2
|dp|

≤ C

¯̄̄̄
|iN |α 1

|iN |

¯̄̄̄
+ C

¯̄̄̄
|iM |α 1

|iM |

¯̄̄̄
+C

Z iN

iM

|p|α−2 |dp|

≤ C
1

N1−α + C
1

M1−α + C |p|α−1
¯̄̄iN
iM

≤ C
1

M1−α + C
1

N1−α + C
1

M1−α

≤ C
1

M1−α .

Para N > M > A =
¡
1
ε

¢ 1
1−α se cumple el criterio de Cauchy de convergencia

simple. En forma análoga se demuestra la convergencia para el término I2.
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1.13. Funciones inversas K−1 (−ξ)
Para que una ecuación en derivadas parciales (EDP) tenga solución única,

se requieren especificar algunas condiciones adicionales tales como condiciones
iníciales o de frontera.
El paso siguiente en este trabajo es demostrar que sólo se requiere una condi-

ción inicial y no se necesita ninguna condición en frontera, para el problema (1).
Puesto que en el problema (1) sólo existe la primera derivada respecto a t,

se requiere únicamente una condición inicial

u (x, 0) = u0 (x) .

Ahora para plantear la cantidad de condiciones en frontera del problema (1),
damos la siguiente.

DEFINICIÓN 1.13 El símbolo K (p) es disipativo si se cumple

ReK (p) > 0 para valores de p ∈ C tales que Re p = 0.

El siguiente Lema nos muestra que si α ∈ (0, 1), no es necesaria ninguna
condición de frontera.

LEMA 1.3 Sea K (p) = Cαp
α, α ∈ (0, 1), K (p) es disipativo, entonces no

existen funciones inversas para Re ξ > 0 tales que ϕ (ξ) = K−1 (−ξ) , para
Reϕ (ξ) > 0.

DEMOSTRACIÓN. Sea K(p) una función analítica definida en el semi-
plano complejo Re p ≥ 0, y elegimos la rama principal de la función analítica
Cαp

α en el semiplano complejo Re p ≥ 0. Haciendo un cambio de variable con
K(p) = Cαp

α = −ξ para Re ξ > 0 y

−π
2
< arg ξ <

π

2
. (1.44)

El primer paso es hallar las raíces de p como sigue

p =
|ξ|

1
α

|Cα|
1
α

ei(π+arg ξ−argCα+2πk)
1
α = ϕ (ξ)

donde ϕ (ξ) son las funciones inversas. Tomando

Reϕ (ξ) = C cos

µ
(π + arg ξ − argCα + 2πk)

1

α

¶
> 0,

el argumento de ϕ (ξ) debe estar entre los valores

−π
2
<

π

α
+
arg ξ

α
− argCα

α
+
2πk

α
<

π

2
, (1.45)
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despejando el valor de k de la desigualdad (1.45) se obtiene que

−α
4
− 1
2
− arg ξ

2π
+
argCα

2π
< k <

α

4
− 1
2
− arg ξ

2π
+
argCα

2π
,

denotando una nueva variable ψ = −12 −
arg ξ
2π + argCα

2π , reescribimos la desigual-
dad

−α
4
+ ψ < k <

α

4
+ ψ, k ∈ Z. (1.46)

Usando (1.44) tenemos que

−1
4
<
arg ξ

2π
<
1

4
. (1.47)

Como K(p) es disipativo representamos

K (p) = |Cαp
α| e

i(θα±
π

2
α)
,

donde θα = argCα, p = iy, y ∈ R. Notamos que cos(θα ±
π

2
α) > 0, y por lo

tanto ⎧⎪⎨⎪⎩
−1
4
+m− α

4
< argCα

2π <
1

4
+m− α

4

−1
4
+ n+

α

4
< argCα

2π <
1

4
+ n+

α

4
.

(1.48)

Resolviendo el sistema obtenido tenemos

−1
2
+

α

2
< m− n <

1

2
+

α

2
.

Tal que α < 1 y m, n son enteros, vemos que un valor posible es m = n = 0.
Por eso

α− 1
4

<
argCα

2π
<
1− α

4
. (1.49)

Usando (1.49) y (1.47) obtenemos para (1.46)

−α
4
− 1
2
− arg ξ

2π
+
argCα

2π
< k <

α

4
− 1
2
− arg ξ

2π
+
argCα

2π
.

Tomando el máximo de la parte izquierda y el mínimo de la parte derecha de la
desigualdad se obtiene una nueva desigualdad para α

ψ = −1
2
− arg ξ

2π
+
argCα

2π

máx {ψ} = −3
4
+
1− α

4

mı́n {ψ} = −1
4
+

α− 1
4

,
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tomando la desigualdad

−α
4
+mı́n {ψ} <

α

4
+máx {ψ}

−α
4
− 1
4
+

α− 1
4

<
α

4
− 3
4
+
1− α

4

se cancela el argumento de argCα
2π , por lo que queda

−α
4
− 1
4
<

α

4
− 3
4

1

2
<

α

2
1 < α,

por lo que sólo existen valores de k cuando α > 1.
Entonces se demuestra que no es necesario poner condiciones en frontera al

problema (1) para que la solución sea única.



Capítulo 2

El problema lineal

Al plantear nuestro problema original

ut +N (u) +
R i∞
−i∞ epxK (p) eu (p, t) dp = 0, x > 0, t > 0,
u (x, 0) = u0 (x) , x > 0

u (0, t) = 0, t > 0

⎫⎬⎭ , (2.1)

para una función u = u (x, t), mencionamos que el símbolo K (p) = |p|
1
2 , es una

función no analítica. Para resolver el problema (2.1), a lo largo de la presente
tesis desarrollaremos un nuevo método que, en primer lugar, resolverá el prob-
lema lineal asociado con este último. A su vez, mostraremos que la solución al
problema lineal puede obtenerse, escencialmente, de una función de Green que
construiremos, y de cierta relación de esta última con las condiciones iniciales y
de frontera.

2.1. La linealización
Asociamos a (2.1) el siguiente problema lineal

ut (x, t) + |∂x|
1
2 u (x, t) = 0, donde x > 0, t > 0;

u (x, 0) = u0 (x) , x > 0
u (0, t) = 0, t > 0,

⎫⎬⎭ , (2.2)

donde |∂x|
1
2 u es el operador pseudodiferencial derivada módulo-fraccional

definido en R por la ecuación

|∂x|
1
2 u (x, t) = H (x)

1

2πi

Z i∞

−i∞
epx |p|

1
2 eu (p, t) dp, (2.3)

donde eu es la transformada de Laplace Lx→p de u, con respecto a x, definida
explícitamente por

Lx→p {u (x, t)} = eu (p, t) = Z ∞
0

e−pxu (x, t) dx, (2.4)

35
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y H es la función de Heaviside

H (x) =

½
1, x ≥ 0
0, x < 0

. (2.5)

2.2. La función de Green y la solución del prob-
lema lineal

En esta sección construiremos la función de Green asociada al problema
lineal (2.2), y más adelante verificaremos que esta función es solución de dicho
problema.
Para hablar propiamente de la función de Green que construiremos, intro-

ducimos el operador de Green G mediante la fórmula integral definida por

G (t)ϕ (x) =
Z ∞
0

G (x, y, t)ϕ (y) dy, (2.6)

donde G es lo que consideraremos como función de Green y que, según nuestra
construcción, quedará determinada por

G (x, y, t) =
1

4π2

Z i∞

−i∞
eξtdξ

Z i∞

−i∞
epx

Y + (p, ξ)

|p|
1
2 + ξ

Z− (p, ξ, y) dp, (2.7)

donde Z− es

Z− (p, ξ, y) = ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞

e−qy

q − z

1

Y + (q, ξ)
dq (2.8)

=
1

2πi

Z i∞

−i∞

e−qy

q − p

1

Y + (q, ξ)
dq,

y Y + es
Y + (p, ξ) = eΓ

+(p,ξ)ω+ (p) , (2.9)

en la que

Γ+ (p, ξ) = ĺım
z→p,Re z<0

1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
ln

(Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!
ω− (q)

ω+ (q)

)
dq(2.10)

=
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − p
ln

(Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!
ω− (q)

ω+ (q)

)
dq,

y
ω± (q) = (q ∓ 1)

1
4 . (2.11)

PROPOSICIÓN 2.1 Sea el valor inicial u0 (x) ∈ L1 (R+) ∪ L1,μ (R+) ∪
L∞ (R+). Entonces existe una, y sólo una, solución u del problema (2.2), que
tiene una representación integral con base en el operador de Green como

u (x, t) = G (t)u0 (x) =
Z ∞
0

G (x, y, t)u0 (y) dy, (2.12)
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donde la función de Green G está dada por la fórmula (2.7) antes mencionada,
y el espacio pesado L1,μ (R+) se define1 como

L1,μ
¡
R+

¢
=

⎧⎨⎩f : kfk1,μ =
Z
R+

|x|μ |f (x)| dx

⎫⎬⎭ ,
para μ ∈ R.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que existe u solución de (2.2), tal que

u (x, t) = 0, para todo x < 0,

y veamos qué apariencia debe tener esta función. Aplicando la transformada de
Laplace, con respecto a x, al problema lineal (2.2) obtenemos

Lx→q

n
ut (x, t) + |∂x|

1
2 u (x, t)

o
= eut (q, t) + Lx→q

n
|∂x|

1
2 u (x, t)

o
= 0. (2.13)

Por otra parte, definiendo el operador Proyector P como

Pp→z {ϕ (p)} = −
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

p− z
ϕ (p) dp, (2.14)

para Re z 6= 0, podemos expresar el segundo término en (2.13) según este proyec-
tor:

(para Re p = 0, y Re q > 0 tenemos
Z ∞
0

e(p−q)xdx = e(p−q)x

p−q

¯̄̄∞
0
= − 1

p−q )

Lx→q

n
|∂x|

1
2 u (x, t)

o
=

Z ∞
0

e−qx |∂x|
1
2 u (x, t) dx

=

Z ∞
0

dxe−qxH (x)
1

2πi

Z i∞

−i∞
epx |p|

1
2 eu (p, t) dp

(por el teorema de Fubini)

=
1

2πi

Z i∞

−i∞
dp |p|

1
2 eu (p, t) Z ∞

0

e(p−q)xdx

= − 1

2πi

Z i∞

−i∞

1

p− q
|p|

1
2 eu (p, t) dp

= Pp→q

n
|p|

1
2 eu (p, t)o .

1En general, los espacios Ls con peso μ, se definen en Rn como

Ls,μ (Rn) =

⎧⎪⎨⎪⎩f : kfks,μ =

⎛⎝]
Rn

|x|μ |f (x)|s dx

⎞⎠ 1
s

⎫⎪⎬⎪⎭ ,
para 0 ≤ s <∞.
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De aquí que
Lx→q

n
|∂x|

1
2 u (x, t)

o
= Pp→q {K (p) eu (p, t)} , (2.15)

para Re q > 0. También, como la función eut (p, t) es analítica, para Re p > 0,
usando la fórmula integral de Cauchy se obtiene

Pp→q { eut (p, t)} = eut (q, t) . (2.16)

Entonces, reescribiendo la ecuación (2.13), utilizando las fórmulas (2.15) y (2.16),
se tiene

Pp→q { eut (p, t) +K (p) eu (p, t)} = 0 (2.17)eu(p, 0) = fu0 (p) .
Reescribamos (2.17) en la formaeut (p, t) +K(p)eu(p, t) = Φ(p, t),eu(p, 0) =fu0 (p) ,

¾
(2.18)

para alguna función Φ(p, t) que le pedimos

Pp→q {Φ(p, t)} = 0, para todo p tal que Re p > 0, (2.19)

y la condición

|Φ (p, t)| ≤ C |p|−
3
4−ε , para p ∈ C tal que |p| > 1,

para asegurar la convergencia de integrales que involucran algún término de Φ
(véase, por ejemplo, ecuación (2.24) y (2.27), y las estimaciones relacionadas).
Ahora aplicando la transformada de Laplace Lt→ξ (con respecto a t), al

problema (2.18), se obtiene

Lt→ξ { eut (p, t) +K(p)eu(p, t)} = Lt→ξ {Φ(p, t)} = Φ̂(p, ξ).
Y dado que

Lt→ξ {K(p)eu(p, t)} = K(p)beu (p, ξ)
y

Lt→ξ { eut (p, t)} = ξ

∙beu (p, ξ)− eu (p, 0)
ξ

¸
,

podemos reescribir la ecuación anterior como

ξbeu (p, ξ)− eu (p, 0) +K(p)beu(p, ξ) = bΦ(p, ξ),
que, sustituyendo eu(p, 0) = eu0(p), nos conviene escribir mejor como,beu (p, ξ) = 1

K (p) + ξ

³eu0 (p) + bΦ (p, ξ)´ , (2.20)

para Re p > 0 y Re ξ > 0.
Para obtener una fórmula integral para la solución u (x, t) del problema lineal

(2.2), es necesario conocer la función Φ (p, t) (2.18); sin embargo, según podemos
ver en 2.20), debemos hallar primero bΦ (p, ξ), usando propiedades analíticas debeu. En este sentido, primero extendemos beu (p, ξ), para Re p = 0.
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LEMA 2.1 (de valor límite) Sea f− (p) Hölder en Re p = 0 y Hölder en el
infinito. Entonces para Re p = 0, se tiene

f− (p) = − 1
πi
−
Z i∞

−i∞

1

q − p
f− (q) dq. (2.21)

DEMOSTRACIÓN. De la definición (2.14) del proyector P, y del hecho
de que tenemos definida la función analítica

f (z) = Pp→z

©
f− (p)

ª
= − 1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
f− (q) dq,

para Re z > 0. Después junto con la primera fórmula de Sokhotski-Plemelj (1.37)
para el proyector de f− implican que

f− (p) = ĺım
z→p,Re z>0,Re p=0

∙
− 1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
f− (q) dq

¸
= − 1

2πi
−
Z i∞

−i∞

1

q − p
f− (q) dq +

1

2
f− (p) .

De esta última igualdad, después de simplificar, se deduce nuestra afirmación
(fin de lema 2.1).

En seguida estableceremos relaciones útiles para plantear y resolver un prob-
lema de Riemann-Hilbert, así como para determinar la desconocida bΦ (y por
lo tanto Φ) de la ecuación (2.23). Específicamente, la primera parte del sigu-
iente lema representa un problema de Riemann-Hilbert que, en este caso,
consiste en hallar una función seccionalmente analítica Ω, y cuya solución se
conocerá hasta después de este lema.

LEMA 2.2 Existen funciones seccionalmente analíticas Ω y Λ que satisfacen:

1. Para Re p = 0,

Ω+ (p, ξ) =
K (p) + ξ

ξ
Ω− (p, ξ)−K (p)Λ+ (p, ξ) , (2.22)

y, además,

2. Si Ω− decae más que
p
|p|, se verifica que

bΦ (p, ξ) = K (p) + ξ

K (p)

¡
Ω+ (p, ξ)− Ω− (p, ξ)

¢
. (2.23)

DEMOSTRACIÓN. Definamos las funciones auxiliares (seccionalmente
analíticas), dadas por las integrales de tipo Cauchy,

Θ (z, ξ) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z

1

K (q) + ξ
bΦ (q, ξ) dq, (2.24)



40 CAPÍTULO 2. EL PROBLEMA LINEAL

y

Λ (z, ξ) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z

1

K (q) + ξ
eu0 (q) dq. (2.25)

De las fórmulas de Sokhotzki-Plemelj aplicadas a la función (2.24) se obtiene

Θ+ (p, ξ) =
1

2πi
−
Z i∞

−i∞

1

q − p

bΦ (q, ξ)
K (q) + ξ

dq +
1

2

bΦ (p, ξ)
K (p) + ξ

.

Análogamente, para Λ+ obtenemos

Λ+ (p, ξ) =
1

2πi
−
Z i∞

−i∞

1

q − p

eu0 (q)
K (q) + ξ

dq +
1

2

eu0 (p) + bΦ (p, ξ)
K (p) + ξ

.

De aquí que, sumando ambos términos, se tiene

Θ+ + Λ+ =
1

2πi
−
Z i∞

−i∞

1

q − p

1

K (q) + ξ

heu0 (q) + bΦ (q, ξ)i dq +
+
1

2

1

K (p) + ξ

heu0 (p) + bΦ (p, ξ) + bΦ (p, ξ)i
=

1

2πi
−
Z i∞

−i∞

1

q − p
beu (q, ξ) dq + 1

2
beu (p, ξ) ,

y, sustituyendo (2.21) en el segundo sumando de la derecha, se obtiene

Θ+ + Λ+ = 0. (2.26)

Definamos ahora la función auxiliar Ω (seccionalmente analítica):

Ω (z, ξ) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z

K (q)

K (q) + ξ
bΦ (q, ξ) dq. (2.27)

Reescribimos Ω como

Ω (z, ξ) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z

K (q) + ξ − ξ

K (q) + ξ
bΦ (q, ξ) dq

=
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
bΦ (q, ξ) dq − ξ

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z

bΦ (q, ξ)
K (q) + ξ

dq

=
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
bΦ (q, ξ) dq − ξΘ (z, ξ) , según la definción (2.24) de Θ,

y, tomando límite en esta ecuación, por la derecha, tenemos

Ω− (p, ξ) = ĺım
z→p,Rez>0,Rep=0

Ω (z, ξ)

= ĺım
z→p,Rez>0,Rep=0

1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
bΦ (q, ξ) dq − ĺım

z→p,Rez>0,Rep=0
ξΘ (z, ξ)
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pero como se había requerido,

0 = P
³bΦ (p, ξ)´ = − 1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
bΦ (q, ξ) dq,

se tendría
Ω− (p, ξ) = −ξΘ− (p, ξ) . (2.28)

Observemos que, más generalmente, bajo el requisito de que el proyector se anule
en bΦ, para Re z > 0, se tiene

Ω (z, ξ) = −ξΘ (z, ξ) .

Finalmente, para mostrar que se verifica (2.23), utilizamos la definición (2.27)
de Ω junto con la segunda fórmula de Sokhotzki-Plemelj para obtener

Ω+ (p, ξ)− Ω− (p, ξ) = K (p)

K (p) + ξ
bΦ (p, ξ) . (2.29)

Análogamente, de la definición (2.24) de Θ, y la fórmula de Sokhotzki-Plemelj
se tiene

Θ+ (p, ξ)−Θ− (p, ξ) =
bΦ (p, ξ)

K (p) + ξ
. (2.30)

De aquí que

K (p)
¡
Θ+ (p, ξ)−Θ− (p, ξ)

¢
=

K (p)

K (p) + ξ
bΦ (p, ξ) . (2.31)

Entonces, de (2.29), (2.31), (2.26) y (2.28),obtenemos

Ω+ (p, ξ)− Ω− (p, ξ) = K (p)
¡
Θ+ (p, ξ)−Θ− (p, ξ)

¢
= K (p)

µ
−Λ+ (p, ξ) + 1

ξ
Ω− (p, ξ)

¶
= −K (p)Λ+ (p, ξ) +

K (p)

ξ
Ω− (p, ξ) ,

y, despejando Ω+ de esta última igualdad, se ha planteado el problema de Riemann-
Hilbert (fin de lema 2.2).

LEMA 2.3 (Solución del Problema RH) Existe una función seccionalmente
analítica U tal que la función Ω descrita en (2.27), que es solución del problema
de Riemann-Hilbert (2.22), tiene la representación seccional

Ω+ (p, ξ) = ξΛ+ (p, ξ)− Y + (p, ξ)U+ (p, ξ) (2.32)

Ω− (p, ξ) = ξΛ− (p, ξ)− ξ

p
1
2 + ξ

Y − (p, ξ)U− (p, ξ) ,

para Re p > 0 y Re ξ > 0.
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DEMOSTRACIÓN. La ecuación (2.3) corresponde a la condición de fron-
tera de un problema de tipo Riemann-Hilbert no homogéneo para un semiplano.
Para resolverlo debemos modificar su coeficiente, y resolver el problema equiva-
lente:

Ω+ (p, ξ) =
K1 (p) + ξ

ξ

K (p) + ξ

K1 (p) + ξ
Ω− (p, ξ)−K (p)Λ+ (p, ξ) ,

donde
K1 (p) = p

1
2 , p ∈ C. (2.33)

Entonces, para algún punto fijo ξ ∈ C, tal que Re ξ > 0; y para Re p > 0,
definamos eG (p, ξ) = K (p) + ξ

K1 (p) + ξ

ω− (p)

ω+ (p)
, (2.34)

donde

ω± (p) =
p
1
4

(p∓ zo)
1
4

, para z0 ∈ R+. (2.35)

Ahora, observando que (2.34) satisface la condición de Hölder, y que el índice
de G̃

Ind
³ eG (p, ξ)´ = 1

2πi

Z i∞

−i∞
d ln G̃ (p, ξ) = 0,

según el Lema 1.2, existe X (z, ξ) tal que

X± (z, ξ) = eΓ
±(z,ξ),

donde

Γ (z, ξ) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
ln
n eG (q, ξ)o dq (2.36)

=
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
ln

½
K (q) + ξ

K1 (q) + ξ

ω− (q)

ω+ (q)

¾
dq

de manera tal que eG (p, ξ) = X+ (p, ξ)

X− (p, ξ)
, (2.37)

donde

X± (p, ξ) = ĺım
z→p,±Re z<0

X (z, ξ) = ĺım
z→p,±Re z<0

eΓ(z,ξ) = eΓ
±(p,ξ), (2.38)

y, por otra parte, definiendo

Y ± (p, ξ) := X± (p, ξ)ω± (p) = eΓ
±(p,ξ)ω± (p) , (2.39)

de las ecuaciones (2.34) y (2.37), se tiene

K (p) + ξ = (K1 (p) + ξ)
Y + (p, ξ)

Y − (p, ξ)
, (2.40)
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o, equivalentemente,

K (p) + ξ

ξ
=

Y + (p, ξ)

Y − (p, ξ)

µ
K1 (p) + ξ

ξ

¶
. (2.41)

Ahora, después de sustituir la expresión (2.41) en (2.22), dividir por Y + y sumar
el término − ξ

Y +Λ
+ en ambos miembros de (2.22), obtenemos

Ω+ − ξΛ+

Y +
=

K1 (p) + ξ

ξ

Ω−

Y −
− K (p) + ξ

Y +
Λ+. (2.42)

Además, por las fórmulas (1.37, 1.38) de Sokhotzki-Plemelj, y de la repre-
sentación (2.25) para Λ, tenemos

Λ+ (p, ξ) = Λ− (p, ξ) +
eu0 (p)

K (p) + ξ
.

Ahora, al sustituir esta representación de Λ+ en el lado derecho de (2.42), y
haciendo uso de (2.40) obtenemos

Ω+ − ξΛ+

Y +
=

K1 (p) + ξ

ξ

µ
Ω− − ξΛ−

Y −

¶
− eu0 (p)

Y + (p, ξ)
. (2.43)

Por otra parte, ya que eu0 (p) satisface, para Re p = 0, la condición de Hölder,
la función u0(p)

Y +(p,ξ) también satisface esta condición. Por tanto, de acuerdo con
el Lema (1.1), esta última se puede representar de manera única en la forma

eu0 (p)
Y + (p, ξ)

= U+ (p, ξ)− U− (p, ξ) , (2.44)

donde U± son los valores límite (izq. y der.) de la función analítica U definida
por la ecuación

U (z, ξ) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z

eu0 (q)
Y + (q, ξ)

dq. (2.45)

De aquí que la ecuación (2.43) se transforma en

Ω+ − ξΛ+

Y +
+ U+ =

K1 (p) + ξ

ξ

µ
Ω− − ξΛ−

Y −

¶
+ U−,

que es válida para todo p tal que Re = 0; siendo las funciones Ω
+−ξΛ+
Y + + U+,

y K1(p)+ξ
ξ

³
Ω−−ξΛ−

Y −

´
+ U− analíticas en los semiplanos Re z < 0, y Re z > 0,

respectivamente. De aquí que, si definimos

F (z, ξ) =

(
Ω+−ξΛ+

Y + + U+, Re z < 0
K1(p)+ξ

ξ

³
Ω−−ξΛ−

Y −

´
+ U−, Re z > 0,



44 CAPÍTULO 2. EL PROBLEMA LINEAL

podemos demostrar, mediante el teorema de Morera, que F es analítica en todo
C. Además, siendo F acotada, el teorema de Liouville nos permite concluir
que F es una constante A. Por lo tanto, la solución del problema de Riemann,
definida por la condición de frontera (2.22) se determina por

Ω+ = Y +
¡
A− U+

¢
+ ξΛ+ (2.46)

Ω− =
ξ

K1 (p) + ξ
Y −

¡
A− U−

¢
+ ξΛ−.

Sólo nos resta mostrar que A = 0. Para tal fin, observemos que, siendo Ω una
integral de tipo Cauchy, con densidad ψ, las fórmulas (1.37, 1.38) de Sokhotzki-
Plemelj nos permiten escribir

Ω± (z, ξ) = ±1
2
ψ (z, ξ) +

1

2πi
−
Z i∞

−i∞

ψ (q, ξ)

q − z
dq.

De aquí que

ĺım
z→∞,∓Re z>0

Ω± (z, ξ) = ±1
2
ψ (∞, ξ) = 0;

y, por lo tanto, concluimos que A = 0. Y, finalmente, la solución (2.46) del prob-
lema de Riemann la podemos escribir como se indica en (2.32). Esto demuestra
el lema 2.3.

Finalmente, exhibiremos la forma explícita de la solución u descrita en (2.12)
de nuestra Proposición, y de la función de Green descrita en (2.7). Observemos
que, de la ecuación (2.32) para (Ω−), de la relación (2.40), y de las fórmulas
(1.37, 1.38) aplicadas a(2.45), podemos escribir

Ω− (p, ξ) = − ξ

K (p) + ξ
Y +U+ +

ξ

K (p) + ξ
eu0 (p) + ξΛ−.

De ésta última ecuación, y de la expresión (2.32) para Ω+, obtenemos

Ω+ (p, ξ)−Ω− (p, ξ) =
∙

ξ

K (p) + ξ
− 1
¸
Y +U++ξ

∙
Λ+ − Λ− − ξ

K (p) + ξ
eu0 (p)¸ .

Luego, tomando en cuenta (2.23), podemos hallar la función desconocida bΦ de
(2.20), mediante bΦ (p, ξ) = −Y + (p, ξ)U+ (p, ξ) . (2.47)

Entonces podemos concluir que bΦ es un valor de frontera de una función analítica
en el semiplano complejo izquierdo y, por lo tanto, satisface nuestra petición:

Pp→z

nbΦ (p, ξ)o = 0,
para Re z > 0. Habiendo determinado la función bΦ, mediante la ecuación (2.20)
para beu, podemos describir complétamente esta última función como

beu (p, ξ) = 1

K (p) + ξ

¡eu0 (p)− Y + (p, ξ)U+ (p, ξ)
¢
. (2.48)
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Más aún, de la ecuación (2.40) despejando K (p) + ξ, y de las fórmulas de
Sokhotzki (1.37, 1.38) aplicadas a U , definida en (2.45), obtenemos

beu (p, ξ) = − 1

K1 (p) + ξ
Y − (p, ξ)U− (p, ξ) . (2.49)

Esta última ecuación implica que beu es el valor límite de una función analítica en
el semiplano derecho (Re z > 0). Y aplicando transformadas inversas de Laplace,
con respecto a x y t, según la expresión (2.49) obtenemos

u (x, t) =
1

4π2

Z i∞

−i∞
eξtdξ

Z i∞

−i∞
epx

Y + (p, ξ)

K (p) + ξ
U− (p, ξ) dp. (2.50)

Finalmente, recordando que

U− (p, ξ) = ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z

eu0 (q)
Y + (q, ξ)

dq, (2.51)

sustituyendo aquí la definición (1.7) de la transformada de Laplace para eu0 (q),
e intercambiando las integrales, se obtiene la fórmula (2.7) para la función de
Green, lo que nos permite escribir la solución u del problema como

u (x, t) = G (t)u0 (x) =
Z ∞
0

G (x, y, t)u0 (y) dy

donde la función de Green G está definida por la fórmula (2.7). Esto demuestra
nuestro resultado (Proposición 2.1).
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Capítulo 3

Primeras Estimaciones

Considerando el operador de Green G definido por

G (t)ϕ (x) =
Z ∞
0

G (x, y, t)ϕ (y) dy, (3.1)

está claro que las estimaciones que involucren a G demanden desarrollos similares
para la función de Green G.

3.1. Estimaciones para la función de Green

En esta sección demostraremos la siguiente.

PROPOSICIÓN 3.1 La función de Green, dada por la fórmula

G (x, y, t) =
1

4π2

Z i∞

−i∞
eξtdξ

Z i∞

−i∞
epx

Y + (p, ξ)

|p|
1
2 + ξ

Z− (p, ξ, y) dp, (3.2)

donde la función Y +se describe por

Y + (p, ξ) = eΓ
+(p,ξ), (3.3)

para fΓ+ (p, ξ) = Γ+ (p, ξ) + lnω+ (p) , (3.4)

en la que

Γ+ (p, ξ) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − p
ln

(Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!
ω− (q)

ω+ (q)

)
dq, (3.5)

ω± (q) = (q ∓ 1)
1
4 ; (3.6)

47
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y

Z− (p, ξ, y) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

e−qy

q − p

1

Y + (q, ξ)
dq, (3.7)

satisface la representación asintótica

G (x, y, t) = t−2Λ
¡
xt−2

¢
+O

³
t−2(μ+1)yμ

´
, (3.8)

para 0 ≤ μ < 1, y para la cual Λ (s) ∈ L∞ (R+), se define por

Λ (s) =
1

2πi

Z i∞

−i∞
eps−|p|

1
2 dp+

ei
π
8

4π2

Z i∞

−i∞
eps

eΓ
+
0 (p,ξ)ω+ (p)− e−i

π
8

|p|
1
2 + ξ

dp, (3.9)

donde

Γ+0 (p, ξ) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − p
ln

(Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!
ω+ (q)

ω− (q)

)
dq.

DEMOSTRACIÓN. Ya que de la fórmula (1.37) de Sokhotzki-Plemelj se
obtiene

Z− (p, ξ, y) = Z+ (p, ξ, y)− e−py

Y + (p, ξ)
, (3.10)

podemos reescribir la fución de Green (3.2), como

G (x, y, t) =
1

4π2

Z i∞

−i∞
eξtdξ

Z i∞

−i∞
epx

Y + (p, ξ)

|p|
1
2 + ξ

(
¡
Z+ (p, ξ, y)− (3.11)

− e−py

Y + (p, ξ)
)

¶
dp

= G1 (x, y, t) +G2 (x, y, t) ,

donde las componentes de Green quedan definidas por las integrales

G1 (x, y, t) = −
1

4π2

Z i∞

−i∞
eξtdξ

Z i∞

−i∞

ep(x−y)

|p|
1
2 + ξ

dp, (3.12)

o, equivalentemente, de acuerdo con el teorema de Fubini y la fórmula integral
de Cauchy,

G1 (x− y, t) =
1

2πi

Z i∞

−i∞
ep(x−y)−|p|

1
2 tdp; (3.13)

y, por otra parte,

G2 (x, y, t) =
1

4π2

Z i∞

−i∞
eξtdξ

Z i∞

−i∞
epx

Y + (p, ξ)

|p|
1
2 + ξ

Z+ (p, ξ, y) dp (3.14)

=
1

4π2

Z
C1

eξtdξ

Z
C2

epx
Y + (p, ξ)

|p|
1
2 + ξ

Z+ (p, ξ, y) dp,
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para los contornos

C1 =
n
ξ ∈ C : ξ = |ξ| e±i(π2+ε1)

o
y

C2 =
n
p ∈ C : p = |p| e±i(π2+ε1)

o
,

para t, x > 0, donde ε1 > 0.

LEMA 3.1 Para el sumando G1 se verifica la estimación

|G1 (x− y, t)| ≤ Ct−2(1−γ) |x− y|−γ , (3.15)

para γ > 0.
DEMOSTRACIÓN. Para estimar G1, usamos la representación

G1 (r, t) =
1

2πi

Z
C±

epr−|p|
1
2 tdp,

para ±r > 0, donde

C± =
n
p ∈

³
∞e−i(

π
2±ε), 0

´
∪
³
0,∞ei(

π
2±ε)

´o
, ε > 0.

Haciendo el cambio de variable p = zt−2, y usando la desigualdad |ez| ≤ |z|−γ,
para γ > 0, se obtiene la estimación

|G1 (r, t)| ≤ Ct−2(1−γ) |r|−γ ,

o, equivalentemente, para x, y > 0,

|G1 (x− y, t)| ≤ Ct−2(1−γ) |x− y|−γ .

(esto demuestra el lema 3.1).

Continuamos con un segundo lema para estimaciones.

LEMA 3.2 Para la función Γ, descrita en (2.36), se tiene la siguiente esti-
mación

Γ (z, ξ) = i
π

8
sgn (Re z) +O

µ
ξ

z
1
2

¶
+O

µ
z1−ε0

z1−ε

¶
.

En particular,

Γ+ (q, ξ) = −iπ
8
+O

µ
ξ

q
1
2

¶
+O

µ
z1−ε0

q1−ε

¶
,

y, de acuerdo con (2.39), se tiene

Y + (q, ξ) = e−i
π
8 +O

µ
ξ

q
1
2

¶
+O

µ
z1−ε0

q1−ε

¶
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y
1

Y + (q, ξ)
= ei

π
8 +O

µ
ξ

q
1
2

¶
+O

µ
z1−ε0

q1−ε

¶
.

Equivalentemente, para esta última ecuación,¯̄̄̄
1

Y + (q, ξ)
− ei

π
8

¯̄̄̄
≤ C

Ã
|ξ|
|q|

1
2

+
|z0|1−ε

|q|1−ε

!
.

Considerando, en cada situación, ε > 0 (véase demostración).
DEMOSTRACIÓN. (1) Primero, integrando por partes la fórmula inte-

gral (3.5) de Γ+, para Re z > 0, obtenemos

Γ+ (p, ξ) =

Z i∞

−i∞
ln

(Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!
ω− (q)

ω+ (q)

)
d ln (q − z)

= ln

(Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!
ω− (q)

ω+ (q)

)
ln (q − p)

¯̄̄̄
¯
q=i∞

q=−i∞

−
Z i∞

−i∞
ln (q − p) d ln

(Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!
ω− (q)

ω+ (q)

)

= ĺım
R→∞

Ã
ln

(Ã
|R|

1
2 + ξ

(iR)
1
2 + ξ

!
ω− (iR)

ω+ (iR)

)
ln (iR− p)

− ln
(Ã

|R|
1
2 + ξ

(−iR)
1
2 + ξ

!
ω− (−iR)
ω+ (−iR)

)
ln (−iR− p)

!

−
Z i∞

−i∞
ln (q − p) d

Ã
ln

Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!
+ ln

µ
ω− (q)

ω+ (q)

¶!

= −
Z i∞

−i∞
ln (q − p) d ln

Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!

−
Z i∞

−i∞
ln (q − p) d ln

µ
ω− (q)

ω+ (q)

¶
, (términos con R son cero)

= −
Z i∞

−i∞
ln (q − p)

µ
K0 (q)

K (q) + ξ
− K0

1 (q)

K1 (q) + ξ

¶
dq

−1
4

Z i∞

−i∞
ln (q − p)

µ
1

q + 1
− 1

q − 1

¶
dq,

= −
Z i∞

−i∞
ln (q − p)

K0 (q)−K0
1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)
dq

+
1

2

Z i∞

−i∞
ln (q − p)

1

(q + 1) (q − 1)dq,



3.1. ESTIMACIONES PARA LA FUNCIÓN DE GREEN 51

donde K (q) = |q|
1
2 , K1 (q) = q

1
2 . Como K0 (q) = 1

2qK (q) , K0
1 (q) =

1
2qK1 (q).

Además,

− 1

2πi

1

4

Z i∞

−i∞
ln (q − p)

2

(q − 1) (q + 1)dq =
1

4
ln (1− z)

= ln (1− z)
1
4 = lnω+ (p) ,

de donde

fΓ+ (p, ξ) = Γ+ (p, ξ) + lnω+ (p) ,
y se tiene

fΓ+ (p, ξ) = ĺım
z→p,Re z<0

1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
ln

(Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!
ω− (q)

ω+ (q)

)
dq + lnω+ (p)

= − ĺım
z→p,Re z<0

1

2πi

Z i∞

−i∞
ln (q − z)

µ
K0 (q)

K (q) + ξ
− K0

1 (q)

K1 (q) + ξ

¶
dq,

que se reduce a

fΓ+ (p, ξ) = −ξ ĺım
z→p,Re z<0

1

2πi

Z i∞

−i∞
ln (q − z)

K0 (q)−K0
1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)
dq.

(2). Análogamente, para Γ− se tiene

Y − (p, ξ) = eΓ
−(p,ξ),

donde

fΓ− (p, ξ) = − ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞
ln (q − z)

µ
K0 (q)

K (q) + ξ
− K0

1 (q)

K1 (q) + ξ

¶
dq

= −ξ ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞
ln (q − z)

K0 (q)−K0
1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)
dq.

Con el cambio de variable q
|z| = q1, K (q) = |q|

1
2 , K0 (q) = 1

2q |q|
1
2 , K1 (q) = q

1
2 ,
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K0
1 (q) =

1
2q q

1
2 , se tiene

fΓ− (p, ξ) = − ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞
ln (q − z)

µ
K0 (q)

K (q) + ξ
− K0

1 (q)

K1 (q) + ξ

¶
dq

= − ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞
ln

µ
|z|
µ

q

|z| −
z

|z|

¶¶µ
K0 (q)

K (q) + ξ
− K0

1 (q)

K1 (q) + ξ

¶
dq

= − ĺım
z→p,Re z>0

|z|
2πi

Z i∞

−i∞
ln

µ
|z|
µ
q1 −

z

|z|

¶¶⎛⎝ 1
2q1|z| |q1 |z||

1
2

|q1 |z||
1
2 + ξ

−
1

2q1|z| (q1 |z|)
1
2

(q1 |z|)
1
2 + ξ

⎞⎠ dq1

= − ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞
ln

µ
|z|
µ
q1 −

z

|z|

¶¶⎛⎜⎝ |q1|
1
2

|q1|
1
2 + ξ

|z|
1
2

− q
1
2
1

q
1
2
1 +

ξ

|z|
1
2

⎞⎟⎠ dq1
2q1

= − ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞

µ
ln |z|+ ln

µ
q1 −

z

|z|

¶¶⎛⎝ K0 (q)

K (q) + ξ

|z|
1
2

− K0
1 (q)

K1 (q) +
ξ

|z|
1
2

⎞⎠ dq

= − ln |z| ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞
d ln

⎛⎝ K (q) + ξ

|z|
1
2

K1 (q) +
ξ

|z|
1
2

⎞⎠ dq

− ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞
ln

µ
q1 −

z

|z|

¶⎛⎝ K0 (q)

K (q) + ξ

|z|
1
2

− K0
1 (q)

K1 (q) +
ξ

|z|
1
2

⎞⎠ dq

= −Ind

⎛⎝ K (q) + ξ

|z|
1
2

K1 (q) +
ξ

|z|
1
2

⎞⎠ ln |z|
− ĺım

z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞
ln

µ
q1 −

z

|z|

¶⎛⎝ K0 (q)

K (q) + ξ

|z|
1
2

− K0
1 (q)

K1 (q) +
ξ

|z|
1
2

⎞⎠ dq

= −Ind

⎛⎝ K (q) + ξ

|z|
1
2

K1 (q) +
ξ

|z|
1
2

⎞⎠ ln |z|
− ξ

|z|
1
2

ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞
ln

µ
q − z

|z|

¶
K0 (q)−K0

1 (q)µ
K (q) + ξ

|z|
1
2

¶µ
K1 (q) +

ξ

|z|
1
2

¶dq,
(3) Ahora debemos estimar, para Re z > 0, Re ξ < 0. Denotamos ξ

|z|
1
2
= ζ,

Γ10 (ζ, z) = −
ζ

2πi

Z i∞

−i∞
ln

µ
q − z

|z|

¶
K0 (q)−K0

1 (q)

(K (q) + ζ) (K1 (q) + ζ)
dq.

Sea |ζ| ≤ 1, |K (q) + ζ| ≥ C
³
|q|

1
2 + |ζ|

´
; analogamente, con |K1 (q) + ζ| ≥
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C
³
|q|

1
2 + |ζ|

´
y |K0 (q)−K0

1 (q)| ≤ C

|q|
1
2
,
¯̄̄
ln
³
q − z

|z|

´¯̄̄
≤ C ln (1 + |q|) ≤ C (1 + |q|)ε

|Γ10 (ζ, z)| = C |ζ|
Z i∞

−i∞

¯̄̄̄
ln

µ
q − z

|z|

¶¯̄̄̄ ¯̄̄̄
K0 (q)−K0

1 (q)

(K (q) + ζ) (K1 (q) + ζ)

¯̄̄̄
|dq|

≤ C |ζ|
Z i∞

−i∞

(1 + |q|)ε |dq|

|q|
1
2

³
|q|

1
2 + |ζ|

´2
≤ C |ζ|

Z i∞

−i∞

|ζ|2
³
1 + |ζ|2

³
|q|
|ζ|2
´´ε

d
³
|q|
|ζ|2
´

|ζ|3
³
|q|
|ζ|2
´ 1
2

µ³
|q|
|ζ|2
´ 1
2

+ 1

¶2

≤ C

Z ∞
0

³
1 + |ζ|2 q1

´ε
dq1

q
1
2
1

³
q
1
2
1 + 1

´2 ≤ C

Z ∞
0

(1 + q1)
ε dq1

q
1
2
1

³
q
1
2
1 + 1

´2
≤ C

Z 1

0

dq1

q
1
2
1

+ C

Z ∞
1

(1 + q1)
ε
dq1

q
3
2
1

≤ C.

Sea |ζ| > 1,

Γ10 (ζ, z) = −
ζ

2πi

Z i∞

−i∞
ln

µ
q − z

|z|

¶
K0 (q)−K0

1 (q)

(K (q) + ζ) (K1 (q) + ζ)
dq.

Cambiar q
|ζ|2 = q1, q = q1 |ζ|2

Γ10 (ζ, z) = −
ζ

2πi

Z i∞

−i∞
ln

µ
|ζ|2 q1 −

z

|z|

¶ 1
|ζ| (K

0 (q1)−K0
1 (q1))

(|ζ|K (q1) + ζ) (|ζ|K1 (q1) + ζ)
|ζ|2 dq1

= − ζ

2πi

Z i∞

−i∞
ln

µ
|ζ|2 q1 −

z

|z|

¶
|ζ|2 (K0 (q1)−K0

1 (q1))

|ζ|3
³
K (q1) +

ζ
|ζ|

´³
K1 (q1) +

ζ
|ζ|

´dq1
= − 1

2πi

µ
ζ

|ζ|

¶Z i∞

−i∞
ln

Ã
|ζ|2

Ã
q1 −

z

|z| |ζ|2

!!
(K0 (q1)−K0

1 (q1))³
K (q1) +

ζ
|ζ|

´³
K1 (q1) +

ζ
|ζ|

´dq1
= −

µ
ζ

|ζ|

¶
ln |ζ|2 1

2πi

Z i∞

−i∞

(K0 (q1)−K0
1 (q1))³

K (q1) +
ζ
|ζ|

´³
K1 (q1) +

ζ
|ζ|

´dq1
− 1

2πi

µ
ζ

|ζ|

¶Z i∞

−i∞
ln

Ã
q1 −

z

|z| |ζ|2

!
(K0 (q1)−K0

1 (q1))³
K (q1) +

ζ
|ζ|

´³
K1 (q1) +

ζ
|ζ|

´dq1
= −

µ
ζ

|ζ|

¶
ln |ζ|2 Ind

Ã
K (q1) +

ζ
|ζ|

K1 (q1) +
ζ
|ζ|

!

− 1

2πi

µ
ζ

|ζ|

¶Z i∞

−i∞
ln

Ã
q1 −

z

|z| |ζ|2

!
(K0 (q1)−K0

1 (q1))³
K (q1) +

ζ
|ζ|

´³
K1 (q1) +

ζ
|ζ|

´dq1.
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Estimamos

Γ11 (ζ, z) = −
1

2πi

µ
ζ

|ζ|

¶Z i∞

−i∞
ln

Ã
q1 −

z

|z| |ζ|2

!
(K0 (q1)−K0

1 (q1))³
K (q1) +

ζ
|ζ|

´³
K1 (q1) +

ζ
|ζ|

´dq1.
¯̄̄
ln
³
q1 − z

|z||ζ|2
´¯̄̄
≤ C

³
|q1|+ 1

|q1|

´ε
porque

¯̄̄
z

|z||ζ|2

¯̄̄
≤ 1

|Γ11 (ζ, z)| = C

Z i∞

−i∞

¯̄̄̄
¯ln
Ã
q1 −

z

|z| |ζ|2

!¯̄̄̄
¯
¯̄̄̄
¯̄ (K0 (q1)−K0

1 (q1))³
K (q1) +

ζ
|ζ|

´³
K1 (q1) +

ζ
|ζ|

´
¯̄̄̄
¯̄ |dq1|

= C

Z i∞

−i∞

µ
|q1|+

1

|q1|

¶ε ¯̄̄̄¯̄ (K0 (q1)−K0
1 (q1))³

K (q1) +
ζ
|ζ|

´³
K1 (q1) +

ζ
|ζ|

´
¯̄̄̄
¯̄ |dq1|

≤ C

Z ∞
0

³
|q1|+ 1

|q1|

´ε
dq1

|q1|
1
2

³
q
1
2
1 + 1

´2 ≤ C

Z 1

0

dq1

|q1|
1
2+ε

+ C

Z ∞
1

|q1|ε dq1
|q1|

3
2

≤ C.

Obtenemos para |ξ|
|z|

1
2
≤ 1, Re z 6= 0, Re ξ < 0

eΓ = −Ind
⎛⎝ K (q) + ξ

|z|
1
2

K1 (q) +
ξ

|z|
1
2

⎞⎠ ln |z|+O (1) = −µ−1
4

¶
ln |z|+O (1) = ln |z|

1
4+O (1) ,

para |ξ|
|z|

1
2
≥ 1, Re z 6= 0, Re ξ < 0, ζ = ξ

|z|
1
2
, ζ |z|

1
2 = ξ

eΓ = −Ind
⎛⎝ K (q) + ξ

|z|
1
2

K1 (q) +
ξ

|z|
1
2

⎞⎠ ln |z|− Ind

Ã
K (q1) +

ζ
|ζ|

K1 (q1) +
ζ
|ζ|

!µ
ζ

|ζ|

¶
ln |ζ|2 +O (1)

= ln |z|
1
4 +

1

4

µ
ζ

|ζ|

¶
ln |ζ|2 +O (1)

= ln |z|
1
4 +

µ
ζ

|ζ|

¶
ln |ζ|

1
2 +O (1)

= ln
³
|z|

1
4 |ζ|

1
2 (

ζ
|ζ| )
´
+O (1)

= ln

µ¯̄̄
|z|

1
2 ζ
¯̄̄ 1
2

ξ
|ξ|
¶
+O (1)

= ln
³
|ξ|

ξ
2|ξ|
´
+O (1) .
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Además, se tiene

eΓ (z, ξ) = − ξ

2πi

Z i∞

−i∞
ln (q − z)

K0 (q)−K0
1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)
dq

= − ξ

2πi
ln (−z)

Z i∞

−i∞
d ln

Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!

− ξ

2πi

Z i∞

−i∞
ln

µ
q − z

−z

¶
K0 (q)−K0

1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)
dq

= − ξ

2πi
ln (−z) Ind

Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!

− ξ

2πi

Z i∞

−i∞
ln

µ
q − z

−z

¶
K0 (q)−K0

1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)
dq

=
ξ

2πi

1

4
ln (−z)− ξ

2πi

Z i∞

−i∞
ln
³
1− q

z

´ K0 (q)−K0
1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)
dq

= − ξ

2πi
ln (−z)−

1
4 − ξ

2πi

Z i∞

−i∞
ln
³
1− q

z

´ K0 (q)−K0
1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)
dq.

Además,

eΓ (z, ξ) = Z i∞

−i∞
ln (q − z)

K0 (q)−K0
1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)
dq

= ln (−z)
Z i∞

−i∞
d ln

Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!
+

Z i∞

−i∞
ln

µ
q − z

−z

¶
K0 (q)−K0

1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)
dq

= ln (−z) Ind
Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!
+

Z i∞

−i∞
ln

µ
q − z

−z

¶
K0 (q)−K0

1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)
dq

= −1
4
ln (−z) +

Z i∞

−i∞
ln
³
1− q

z

´ K0 (q)−K0
1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)
dq

= ln (−z)−
1
4 +

Z i∞

−i∞
ln
³
1− q

z

´ K0 (q)−K0
1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)
dq,

de donde¯̄̄fΓ+ (z, ξ)¯̄̄ ≤ C

¯̄̄̄Z i

−i
ln (q − z)

µ
K0 (q)

K (q) + ξ
− K0

1 (q)

K1 (q) + ξ

¶
dq

¯̄̄̄
+C

¯̄̄̄
¯ξ
Z
Re q=0,|q|≥1

ln (q − z)

µ
K0 (q)−K0

1 (q)

(K (q) + ξ) (K1 (q) + ξ)

¶
dq

¯̄̄̄
¯

≤ C

¯̄̄̄Z i

−i
|q − z|ε 1

q
dq

¯̄̄̄
+ C

Z
|q|≥1

|q − z|ε dq

|q|
3
2

,
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y ¯̄̄fΓ+ (p, ξ)− ln (−p)− 1
4

¯̄̄
≤ C¯̄̄fΓ+ (p, ξ)− ln (−p) 14 ¯̄̄ ≤ C.

Esto demuestra el lema 3.2.

LEMA 3.3 Con base en la definición (3.23) de la función Z, se tiene que

1. La función Z admite la representación

Z (z, ξ, y) = ei
π
8 e−zy + Z0 (z, ξ, y) ,

para Re z > 0, donde

Z0 (z, ξ, y) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z

µ
1

Y + (q, ξ)
− ei

π
8

¶¡
e−qy − e−zy

¢
dq. (3.16)

2. En particular, la función Z− se puede escribir como

Z− (p, ξ, y) = ei
π
8 e−py + Z−0 (p, ξ, y) ,

donde

Z−0 (p, ξ, y) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − p

µ
1

Y + (q, ξ)
− ei

π
8

¶¡
e−qy − e−py

¢
dq,

para la cual se tiene la estimación

¯̄
Z−0 (p, ξ, y)

¯̄
≤ Cyμ

Ã
|ξ|

|p|
1
2−μ

+
|z0|1−ε

|p|1−ε−μ

!
,

siempre que μ < mı́n
©
1
2 , 1− ε

ª
.

3. De donde ¯̄
Z− (p, ξ, y)

¯̄
≤
¯̄
e−py

¯̄
+ Cyμ

Ã
|ξ|

|p|
1
2−μ

+
|z0|1−ε

|p|1−ε−μ

!

DEMOSTRACIÓN. Empecemos por considerar la función Z, definida por

Z− (p, ξ, y) = ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞

e−qy

q − z

1

Y + (q, ξ)
dq

=
1

2πi

Z i∞

−i∞

e−qy

q − p

1

Y + (q, ξ)
dq

=
1

2πi

Z i∞

−i∞

e−qy

q − p

1

Y − (q, ξ)

K1 (q) + ξ

K (q) + ξ
dq

=
1

2πi

Z
C3

e−qy

q − p

1

Y − (q, ξ)

K1 (q) + ξ

K (q) + ξ
dq,
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donde C3 =
n
q ∈ C; q = |q| e±i(π2−ε1)

o
. |q − p| ≥ C |q| + C |p| ,

¯̄̄̄
q
1
2+ξ

|q|
1
2+ξ

¯̄̄̄
≤ C,

|e−qy| ≤ C
(1+yq1)¯̄

Z+ (p, ξ, y)
¯̄
≤ C

Z
C3

|e−qy|
|q − p|

1

|Y − (q, ξ)|

¯̄̄̄
K1 (q) + ξ

K (q) + ξ

¯̄̄̄
|dq|

≤ C

Z
C3

|e−qy|
|q − p|

³
|q|−

1
4 + |ξ|γ

´ ¯̄̄̄¯ q
1
2 + ξ

|q|
1
2 + ξ

¯̄̄̄
¯ |dq|

≤ C

Z ∞
0

1

(q1 + |p|) (1 + yq1)

³
q
− 1
4

1 + |ξ|γ
´
dq1 ≤ C |ξ|γ |p|−α y−β.

Esto demuestra el lema 3.3.

LEMA 3.4 Para Re z 6= 0, Re ξ < 0 obtenemos

1. Se puede estimar

|Y | ≤ C +máx
³
|z|

1
4 , |ξ|−

ε2
2

´
≤ C + |z|

1
4 + |ξ|−

ε2
2 , ξ ∈ C1 (3.17)

y

|Y | ≥ C

máx
³
|z|−

1
4 , |ξ|

ε2
2

´ ≥ C

|z|−
1
4 + |ξ|

ε2
2

, ξ ∈ C1. (3.18)

2. Se tiene ¯̄
Y + (p, ξ)

¯̄
≤ C2 (1 + |p|)−

1
4 (3.19)

y ¯̄
Y − (p, ξ)

¯̄
≥ C3 (1 + |p|)

1
4 . (3.20)

3. Para Z+ se tiene ¯̄
Z+ (p, ξ, y)

¯̄
≤ C |ξ|γ |p|−α y−β. (3.21)

4. Se tienen las estimaciones del segundo término (3.14) de la función de
Green:

|G2 (x, y, t)| ≤ Cy−μ
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x
p−μ−

1
4

³
p
1
4 + |ξ|−γ

´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄
(3.22)

+Cy−μ2
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x
p−μ2

³
|ξ|γ p 1

4 + 1
´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄ ,

para μ < 3
4 y μ2 < 1.
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DEMOSTRACIÓN. (1) De la definición para Y se obtiene

|Y | =
¯̄̄
eΓ
¯̄̄

=

(
|z|

1
4 +O (1) , para |ξ| ≤ |z|

1
2¯̄̄

e
ξ

2|ξ| ln|ξ|
¯̄̄
+O (1) , para |ξ| ≥ |z|

1
2

=

(
|z|

1
4 +O (1) , para |ξ| ≤ |z|

1
2

eRe
ξ

2|ξ| ln|ξ| +O (1) , para |ξ| ≥ |z|
1
2
,

donde eRe
ξ

2|ξ| ln|ξ| = e
1
2 (cos arg ξ) ln|ξ| = e−

ε2
2 ln|ξ| = |ξ|−

ε2
2 en contorno ξ ∈ C1, o

bien,

|Y | =
¯̄̄
eΓ
¯̄̄
=

(
|z|

1
4 +O (1) , para |ξ| ≤ |z|

1
2

|ξ|−
ε2
2 +O (1) , para |ξ| ≥ |z|

1
2 , ξ ∈ C1

.

(2) Empecemos por considerar la función Z, definida para Re z 6= 0, como

Z (z, ξ, y) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z

1

Y + (q, ξ)
e−qydq. (3.23)

De donde obtenemos

Z− (p, ξ, y) = ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞

e−qy

q − z

1

Y + (q, ξ)
dq

=
1

2πi

Z i∞

−i∞

e−qy

q − p

1

Y + (q, ξ)
dq

=
1

2πi

Z i∞

−i∞

e−qy

q − p

1

Y − (q, ξ)

K1 (q) + ξ

K (q) + ξ
dq

=
1

2πi

Z
C3

e−qy

q − p

1

Y − (q, ξ)

K1 (q) + ξ

K (q) + ξ
dq,

donde C3 =
n
q ∈ C : q = |q| e±i(π2−ε1)

o
. (3) Se tiene

¯̄
Z+ (p, ξ, y)

¯̄
≤ C

Z
C3

|e−qy|
|q − p|

1

|Y − (q, ξ)|

¯̄̄̄
K1 (q) + ξ

K (q) + ξ

¯̄̄̄
|dq|

≤ C

Z
C3

|e−qy|
|q − p|

³
|q|−

1
4 + |ξ|γ

´ ¯̄̄̄¯ q
1
2 + ξ

|q|
1
2 + ξ

¯̄̄̄
¯ |dq|

≤ C

Z ∞
0

1

(q1 + |p|) (1 + yq1)

³
q
− 1
4

1 + |ξ|γ
´
dq1

≤ C |ξ|γ |p|−α y−β,

donde C3 =
n
q ∈ C : q = |q| e±i(π2−ε1)

o
, |q − p| ≥ C |q|+C |p| ,

¯̄̄̄
q
1
2+ξ

|q|
1
2+ξ

¯̄̄̄
≤ C y
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|e−qy| ≤ C
(1+yq1)

(4) Por otra parte, de la fórmula para G2, se obtiene

|G2 (x, y, t)| ≤ C

Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x
|Y + (p, ξ)|¯̄̄
|p|

1
2 + ξ

¯̄̄ ¯̄Z+ (p, ξ, y)¯̄ |dp|
≤ C

Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x

³
p
1
4 |ξ|−γ

´
¯̄̄
|p|

1
2 + ξ

¯̄̄ Z ∞
0

1

(q1 + |p|) (1 + yq1)
μ

³
q
− 1
4

1 |ξ|γ
´
dq1 |dp|

≤ Cy−μ
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x
p
1
4−μ− 1

4¯̄̄
|p|

1
2 + ξ

¯̄̄ µZ ∞
0

1

(q1 + 1) q
μ
1

q
− 1
4

1 dq1

¶
|dp| ,

µ
μ+

1

4
< 1

¶

+Cy−μ2
Z
C1

|dξ| |ξ|γ e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x
p
1
4−μ2¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄ µZ ∞
0

1

(q1 + 1) q
μ2
1

dq1

¶
|dp| , (μ2 < 1)

+Cy−μ
Z
C1

|dξ| |ξ|−γ e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x
p−μ−

1
4¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄ µZ ∞
0

1

(q1 + 1) (q1)
μ q
− 1
4

1 dq1

¶
|dp| ,

µ
μ+

1

4
< 1

¶

+Cy−μ2
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x
p−μ2¯̄̄
|p|

1
2 + ξ

¯̄̄ µZ ∞
0

1

(q1 + 1) q
μ2
1

dq1

¶
|dp| , (μ2 < 1)

≤ Cy−μ
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x
p−μ−

1
4

³
p
1
4 + |ξ|−γ

´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄ ,

µ
μ <

3

4

¶

+Cy−μ2
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x
p−μ2

³
|ξ|γ p 1

4 + 1
´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄ , (μ2 < 1) ,

donde, recordemos, los contornos C1 y C2 están definidos por C1 =
n
ξ ∈ C : ξ = |ξ| e±i(π2+ε1)

o
y C2 =

n
p ∈ C : p = |p| e±i(π2+ε1)

o
, para t, x > 0, donde ε1 > 0. Esto demuestra

el lema 3.4.

Finalmente, de los lemas se demuestra la afirmación (Fin de la Proposición
3.1).

3.2. Estimaciones para el Operador de Green

En la presente sección se mostrarán estimaciones para tiempos pequeños en
espacios Ls,μ (R+), con 1 ≤ s ≤ ∞ y μ ≥ 0, del operador de Green G definido
en (3.1) como

G (t)ϕ (x) =
Z ∞
0

G (x, y, t)ϕ (y) dy.

LEMA 3.5 Estimaciones, para t < 1, en los espacios L∞ (R+) y L2 (R+)
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1. En L∞ (R+) se verifica que

kG (t)ϕkL∞ ≤ Ct−
1
2−γ (kϕkL1 + kϕkL∞) , (3.24)

donde 1
2 < γ < 1. Además,

2. La estimación en L2

kG (t)ϕkL2 ≤ C (kϕkL2 + kϕkL∞) . (3.25)

DEMOSTRACIÓN. La estimación del operador de Green G se obtiene
de estimaciones para G1 (t)ϕ (x) y G2 (t)ϕ (x) definidos como

Gi (t)ϕ (x) =
Z ∞
0

Gi (x, y, t)ϕ (y) dy, i = 1, 2,

de acuerdo con (3.12) y (3.14), respectivamente. De la estimación (3.22) para el
segundo término de la función de Green, se tiene

kG2 (t)ϕ (x)kL∞x ≤ C

°°°°°°y−μ
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x
p−μ−

1
4

³
p
1
4 + |ξ|−γ

´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄
°°°°°°
L∞x

+

°°°°°°y−μ2
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x
p−μ2

³
|ξ|γ p 1

4 + 1
´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄
°°°°°°
L∞x

considerando μ < 3
4 y μ2 < 1, de lo que se obtiene

kG2 (t)ϕ (x)kL∞x ≤ Cy−μ
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

p−μ−
1
4

³
p
1
4 + |ξ|−γ

´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄ ,

+y−μ2
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

p−μ2
³
|ξ|γ p 1

4 + 1
´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄ ,

y, mediante los cambios de variable p = p1t
−2, ξt = ξ1, se deduce

kkL∞x ≤ Cy−μt−1+1+2μ+
1
2

³
t−

1
2 + t2γ

´
t−2
Z
C1

|dξ1| e−C|ξ1|
Z
C2

p−μ−
1
4

³
p
1
4 + |ξ|−γ

´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ1

¯̄̄
+y−μ2t−1+1+2μ2

³
t−2γt−

1
2 + 1

´
t−2
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

p−μ2
³
|ξ|γ p 1

4 + 1
´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄ ,

que resulta en
kG2 (t)ϕ (x)kL∞x ≤ Cy−1+γt−

1
2−γ .
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Además, por otra parte,

kG2 (t)ϕkL2x ≤ C

°°°°°°y−μ
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x
p−μ−

1
4

³
p
1
4 + |ξ|−γ

´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄
°°°°°°
L2x

+

°°°°°°y−μ2
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

e−C|p|x
p−μ2

³
|ξ|γ p 1

4 + 1
´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄
°°°°°°
L2x

,

para μ < 3
4 y μ2 < 1; de lo que se obtiene

kG2 (t)ϕ (x)kL2x ≤ Cy−μ
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

p−μ−
1
4−

1
2

³
p
1
4 + |ξ|−γ

´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄
+y−μ2

Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

p−μ2−
1
2

³
|ξ|γ p 1

4 + 1
´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄ .

Y, considerando los cambios de variable p = p1t
−2, ξt = ξ1,

kG2 (t)ϕ (x)kL2x ≤ Cy−μt−1+1+2μ+
1
2+1

³
t−

1
2 + t2γ

´
t−2
Z
C1

|dξ1| e−C|ξ1|
Z
C2

p−μ−
1
4

³
p
1
4 + |ξ|−γ

´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ1

¯̄̄
+y−μ2t−1+1+2μ2+1

³
t−2γt−

1
2 + 1

´
t−2
Z
C1

|dξ| e−C|ξ|t
Z
C2

p−μ2
³
|ξ|γ p 1

4 + 1
´
|dp|¯̄̄

|p|
1
2 + ξ

¯̄̄ ,

lo que resulta en

kG2 (t)ϕ (x)kL2x ≤ Cy−1+γ .

Entonces se tiene

kG2φ (x)kL∞x ≤
°°°°Z ∞

0

G2 (x, y, t)φ (y) dy

°°°°
L∞x

≤ Ct−
1
2−γ

Z ∞
0

φ (y) y−1+γdy

≤ Ct−
1
2−γ

Z 1

0

φ (y) y−1+γdy + Ct−
1
2−γ

Z ∞
1

φ (y) y−1+γdy

≤ Ct−
1
2−γ kφkL∞

Z 1

0

y−1+γdy + Ct−
1
2−γ

µZ ∞
1

φ2 (y) dy

¶ 1
2
µZ ∞

1

y−2+2γdy

¶ 1
2

≤ Ct−
1
2−γ (kφkL∞ + kφkL2) .
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Además,

kG2 (t)φ (x)kL2x ≤
°°°°Z ∞

0

G2 (x, y, t)φ (y) dy

°°°°
L2x

≤ C

Z ∞
0

φ (y) y−1+γdy

≤ C

Z 1

0

φ (y) y−1+γdy + C

Z ∞
1

φ (y) y−1+γdy

≤ C kφkL∞
Z 1

0

y−1+γdy + C

µZ ∞
1

φ2 (y) dy

¶ 1
2
µZ ∞

1

y−2+2γdy

¶ 1
2

≤ C kφkL∞ + C kφkL2 .

De aquí que
kG (t)ϕ (x)kL∞ ≤ Ct−

1
2−γ (kϕkL2 + kϕkL∞) ,

y
kG (t)ϕ (x)kL2 ≤ C (kϕkL2 + kϕkL∞) .

Esto demuestra la afirmación (fin del lema 3.5).



Capítulo 4

El problema no lineal

Retomando el problema no lineal (1), reescribiéndolo como⎧⎨⎩ ut +N (u) + |∂x|
1
2 u = 0, t > 0, x > 0;

u (x, 0) = u0 (x) , x > 0
u (0, t) = 0, t > 0

, (4.1)

donde el término no lineal N se representa por

N (u) = ω |u|δ u, (2)

para δ ∈ (0, 1), y la derivada fraccionaria |∂x|
1
2 se determina por

|∂x|
1
2 u (x, t) = H (x)

1

2πi

Z i∞

−i∞
epx |p|

1
2 eu (p, t) dp, (4.2)

en la que H es la función de Heaviside (2.5),

H (x) =

½
0, x < 0
1, x ≥ 0 , (2.5)

y eu es la transformada de Laplace (1.7) de u
eu (p, t) = Z ∞

0

e−pxu (x, t) dx. (1.7)

Mostraremos que, al menos localmente, el problema (4.1) tiene una, y sólo
una, solución, utilizando las estimaciones del capítulo 3, y resultados conocidos
de problemas no lineales en general (véase, por ejemplo, [31], [65]).

4.1. Estimación a priori de una solución
De acuerdo con la Proposición 2.1, la única solución del problema lineal

(2.2), se representa por la ecuación integral (2.12). Ahora, según el principio de

63
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Duhamel, el problema con valor inicial y de frontera (4.1) tiene una solución u
que podemos reescribir como

u (x, t) = G (t)u0 (x)−
Z t

0

G (t− τ)N (u) (τ) dτ , (4.3)

que, de acuerdo con la definición del operador de Green G para u0 (x), y
N (u) (τ)

G (t)u0 (x) =

Z ∞
0

G (x, y, t)u0 (y) dy, (2.3)

G (t− τ)N (u) (τ) =

Z ∞
0

G (x, y, t− τ)N (u (y, τ)) dy,

se puede reescribir como

u (x, t) =

Z ∞
0

G (x, y, t)u0 (y) dy −
Z t

0

dτ

Z ∞
0

G (x, y, t− τ)N (u (y, τ)) dy,

(4.4)
donde la función de Green G se define por

G (x, y, t) =
1

4π2

Z i∞

−i∞
eξtdξ

Z i∞

−i∞
epx

Y + (p, ξ)

|p|
1
2 + ξ

Z− (p, ξ, y) dp, (2.4)

donde

Z− (p, ξ, y) = ĺım
z→p,Re z>0

1

2πi

Z i∞

−i∞

e−qy

q − z

1

Y + (q, ξ)
dq (3.6)

=
1

2πi

Z i∞

−i∞

e−qy

q − p

1

Y + (q, ξ)
dq,

y Y + es
Y + (p, ξ) = eΓ

+(p,ξ)ω+ (p) , (2.6)

y

Γ+ (p, ξ) = ĺım
z→p,Re z<0

1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − z
ln

(Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!
ω− (q)

ω+ (q)

)
dq (3.4)

=
1

2πi

Z i∞

−i∞

1

q − p
ln

(Ã
|q|

1
2 + ξ

q
1
2 + ξ

!
ω− (q)

ω+ (q)

)
dq,

y ω es la función de la ecuación (2.11)

ω± (q) = (q ∓ 1)
1
4 . (2.11)

Ahora desmostraremos que si una función u satisface la ecuación (4.4) an-
terior, también satisface el problema no lineal (4.1). Para esto, nótese que es
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suficiente probar que la función de Green G satisface la propiedad distribu-
cional

G (x, y, 0) = δ (y − x) ,

donde δ (y − x) es la funcion delta de Dirac, y la ecuación lineal asociada a
(4.1)

Gt + |∂x|
1
2 G = 0.

En efecto, asumiendo por el momento (véase lema 4.1) que la función de Green G
verifica estas dos ecuaciones, de la ecuacion integral (4.4), empleando convenien-
temente la regla de Leibniz para derivación de integrales, así como propiedades
del operador derivada fraccional, se tiene

ut + |∂x|
1
2 u =

d

dt

µZ ∞
0

G (x, y, t)u0 (y) dy −
Z t

0

dτ

Z ∞
0

G (x, y, t− τ)N (u (y, τ)) dy

¶
+ |∂x|

1
2

µZ ∞
0

G (x, y, t)u0 (y) dy −
Z t

0

dτ

Z ∞
0

G (x, y, t− τ)N (u (y, τ)) dy

¶
=

Z ∞
0

³
Gt + |∂x|

1
2 G
´
u0 (y) dy

−
Z t

0

dτ

Z ∞
0

³
Gt + |∂x|

1
2 G
´
N (u (y, t− τ)) dy

−
Z ∞
0

G (x, y, 0)N (u (y, t)) dy

= −N (u) .

En resumen, los cálculos anteriores podemos resumirlos en los siguientes
hechos:

i La función G es realmente una función de Green; para lo cual presentamos en
esta sección el Lema 4.1.

ii Para hallar una (y sólo una) solución al problema (4.1) sólo hace falta en-
contrar una solución u de la ecuación integral (4.4); lo cual haremos en la
siguiente sección (véase Teorema 4.1.

LEMA 4.1 La función G (x, y, t), definida en la ecuación (3.2), es realmente
una función de Green (véase definición (1.11)); esto es, G satisface:

1. que
G (x, y, 0) = δ (x− y) . (4.5)

2. Además,

Gt + |∂x|
1
2 G = 0. (4.6)

De aquí que G satisface la ecuación lineal (2.2) asociada al problema (4.1).
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DEMOSTRACIÓN. (1) Observemos primero que podemos descomponer
a la función de Green G como G = G1 +G2. Sustituyendo el valor (3.7) de Z−

dentro de la definición (3.2) de G, se tiene

G (x, y, t) = G1 (x− y, t) +G2 (x, y, t) , (4.7)

donde

G1 (x− y, t) =
1

2πi

Z i∞

−i∞
ep(x−y)−K(p)tdp, (4.8)

y

G2 (x, y, t) =
1

4π2

Z i∞

−i∞
eξtdξ

Z i∞

−i∞
epx

Y + (p, ξ)

K (p) + ξ
Z+ (p, ξ, y) dp. (4.9)

Ahora, considerando la propiedad distribucional, la transformada de Laplace y
la integral de Mellin, podemos concluir que

G1 (x− y, 0) = δ (x− y) ,

por lo que sólo nos resta probar que G2 (x, y, 0) = 0. Para esto recordemos
primero la expresión para Z+ y, observando que, para Re p < 0, la fórmula
integral de Cauchy permite escribir

Z+ (p, ξ, y) =
1

2πi

Z i∞

−i∞

e−qy

q − p

µ
1

Y + (q, ξ)
− e−i

π
8

¶
dq; (4.10)

donde, para |ξ| ≥ K (q), se tiene la estimación¯̄̄̄
1

Y + (q, ξ)
− e−i

π
8

¯̄̄̄
≤ C

(K (q))
γ

|ξ|γ , 0 < γ ≤ 1. (4.11)

Ahora, reescribiendo (4.9), luego de sustituir (4.10) ahí, de mover los contornos
de integración para tener C1, C2 y C3, respectivamente (véase comentario más
abajo, y estimaciones 3.7 en capítulo 3), y de usar el teorema de Fubinni (dos
veces) para intercambiar el orden de integración, se obtiene

G2 (x, y, t) = −
1

(2πi)3

Z
C2

epx
µZ

C3

e−qy

q − p

µZ
C1

eξt
Y + (p, ξ)

K (p) + ξ

µ
1

Y + (q, ξ)
− e−i

π
8

¶
dξ

¶
dq

¶
dp,

(4.12)
donde C1, C2 y C3 se construyen para convergencia: Existen ángulos ϕ1, ϕ2 y
ϕ3, suficientemente pequeños, mayores que cero que permiten mover el eje iR a
la izquierda, para integrar en C1 (arg ξ = ±π

2 ±ϕ1); a la izquierda para integrar
en C2 (arg p = ±π

2 ±ϕ2); y a la derecha para integrar en C3 (arg q = ±π
2 ∓ϕ3).

Finalmente, de la estimación (4.11), y de la analiticidad de la función

Y + (p, ξ)

K (p) + ξ

µ
1

Y + (q, ξ)
− e−i

π
8

¶
,

con respecto de ξ, se obtieneZ
C1

Y + (p, ξ)

K (p) + ξ

µ
1

Y + (q, ξ)
− e−i

π
8

¶
dξ = 0. (4.13)
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De esta última igualdad (4.13), y de la ecuación(4.12) concluimos queG2 (x, y, 0) =
0.
(2)Consideremos la ecuación (3.2). Tomando ahí las transformadas de Laplace

con respecto a x y t, respectivamente, se obtiene

beG (p, ξ, y) = − 1

K (p) + ξ
Y + (p, ξ)Z− (p, ξ, y) . (4.14)

De aquí, al multiplicar (4.14) por ξ y luego de sumar y restar K (p) y simplificar
convenientemente usando de nuevo (4.14), obtenemos,

ξ
beG = −Y +Z− −K (p)

beG. (4.15)

Ahora, sustituyendo el valor (3.7) de Z− en (4.15), resulta

ξ
beG− e−py +K (p)

beG = −Y +Z+.

En seguida, tomando la transformada inversa de Laplace, con respecto a p,
recordando propiedades como (1.26) del Teorema 1.7, se tiene

ξ eG (x, y, ξ)− δ (x− y)U (x− y) +H (x)
1

2πi

Z i∞

−i∞
epxK (p)

beG (p, y, ξ) dp =
(4.16a)

= −H (x)
1

2πi

Z i∞

−i∞
epxY + (p, ξ)Z+ (p, ξ, y) dp;

sin embargo, de acuerdo con la estimación de Z+, para el miembro derecho de
(4.16a), se tiene

1

2πi

Z i∞

−i∞
epxY + (p, ξ)Z+ (p, ξ, y) dp = 0.

Por lo que, tomando Laplace inversa, con respecto a ξ, y las correspondientes
propiedades: (1.33), (4.5) y (1.27), en lo que quedó de (4.16a), se verifica la
segunda parte deseada, lo que demuestra el resultado (lema 4.1).

4.2. Teorema de Existencia Local
En esta sección probaremos existencia local, respecto del tiempo t, de solu-

ciones para el problema con valor incial y de frontera (4.1) usando el Principio
del Mapeo de Contracción, el principio de Duhamel, propiedades de la Función
de Green G, y de las Distribuciones (véase, por ejemplo, [46]).

TEOREMA 4.1 (de existencia local) Considérese el problema

ut (x, t) +N (u (x, t)) +Ku (x, t) = 0, x > 0, 0 < t.
u (x, 0) = u0 (x) , x > 0.

u (0, t) = 0, t > 0.

⎫⎬⎭ (4.17)
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Sea la condición inicial u0 (x) ∈ Z, donde

Z = L2 ∩ L∞,

en el que, para ϕ ∈ Z, se tiene kϕkZ <∞, siendo

kϕkZ = kϕkL2 + kϕkL∞ .

Entonces, para algún T > 0, existe una única solución u ∈ XT al problema de
valor inicial y de frontera (4.17), para

XT =
©
ϕ ∈ C

¡
[0, T ] ;L2

¢
∩C ((0, T ] ;L∞) : kϕkXT

<∞
ª
,

donde
kϕkXT

= sup
t∈[0,T ]

kϕkL2 + sup
t∈(0,T ]

t
1
2+γ kϕkL∞ ,

para
¡
1
2 + γ

¢
(1 + δ) < 1, donde

N (u (x, t)) = ω |u|δ u,

para δ ∈ (0, 1). Además, el tiempo de existencia T satisface

T ≤ C kϕk−
σ
k

Z , donde k ∈ (0, 1) y σ > 0.

DEMOSTRACIÓN. Definamos el operador integral

M (u) (x, t) = G (t)u0 (x)−
Z t

0

G (t− τ)N (u (x, τ)) dτ ,

en términos del operador de Green G : Z→ XT , expresado anteriormente como

G (t)u0 (x) =
Z ∞
0

G (x, y, t)u0 (x) dy

=

Z ∞
0

G1 (x, y, t)u0 (x) dy +

Z ∞
0

G2 (x, y, t)u0 (x) dy, (véase 3.12 y 3.14)

= G1 (t)u0 (x) + G2 (t)u0 (x) .

Demostramos queM es mapeo de contraccion. Estimamos kM (u)kXT
. Primero

en espacios L2, luego en L∞. Usamos estimaciones kϕkZ (véase Lema 3.5, y
anteriores)

kG1 (t)φkL2 ≤ C kφkL2 ≤ C (kϕkL2 + kϕkL∞)

kG1 (t)φkL∞ ≤ C kφkL∞ ≤ Ct−
1
2−γ kφkL∞ ≤ Ct−

1
2−γ (kϕkL2 + kϕkL∞) .

Análogamente parakG2 (t)φkL2 y kG2 (t)φkL∞ . De aquí que se tiene

kG (t)ϕkL∞ ≤ Ct−
1
2−γ (kϕkL2 + kϕkL∞) , (4.18)
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y
kG (t)ϕkL2 ≤ C (kϕkL2 + kϕkL∞) . (4.19)

Por otra parte, siendo N (u (x, τ)) = ω |u|δ u, para δ ∈ (0, 1), se tiene

kM (u)kL2 ≤ kG (t)u0kL2 +
°°°°Z t

0

G (t− τ)N (u (x, τ)) dτ

°°°°
L2

≤ C (ku0kL2 + ku0kL∞) +
Z t

0

kG (t− τ)N (u (x, τ))kL2 dτ

≤ C ku0kZ + C

Z t

0

(kN (u (x, τ))kL2 + kN (u (x, τ))kL∞) dτ , según (4.19)

≤ C ku0kZ + C

Z t

0

³
ku (x, τ)k1+δL2+2δ + ku (x, τ)k

1+δ
L∞

´
dτ .

Ahora, considerando

ku (x, τ)kL∞ ≤ τ−
1
2−γ kukXT

,

y
ku (x, τ)kL2 ≤ kukXT

,

se tendrá
ku (x, τ)k1+δL∞ ≤ τ−(

1
2+γ)(1+δ) kuk1+δXT

,

y
ku (x, τ)k1+δL2 ≤ kuk

1+δ
XT

.

Además, usando

ku (x, τ)kL2+2δ ≤
µZ ∞

0

|u (x, τ)|2+2δ
¶ 1

2+2δ

≤ ku (x, τ)k
2δ

2+2δ

L∞

µZ ∞
0

|u (x, τ)|2
¶ 1

2
2

2+2δ

≤ ku (x, τ)k
2δ

2+2δ

L∞ ku (x, τ)k
2

2+2δ

L2

≤ τ−(
1
2+γ)

2δ
2+2δ kuk

2δ
2+2δ

XT
kuk

2
2+2δ

XT
≤ τ−(

1
2+γ)

2δ
2+2δ kukXT

;

con la condición de convergencia
¡
1
2 + γ

¢
(1 + δ) < 1, habiendo supuesto δ ∈

(0, 1), entonces esta es la condición para γ > 0 suficientemente pequeño. En
resumen, tenemos

kM (u)kL2 ≤ C ku0kZ + C

Z t

0

³
τ−(

1
2+γ)

2δ
2+2δ (1+δ) kuk1+δXT

+ τ−(
1
2+γ)(1+δ) kuk1+δXT

´
dτ

≤ C ku0kZ + C kuk1+δXT

Z t

0

³
τ−(

1
2+γ)

2δ
2+2δ (1+δ) + τ−(

1
2+γ)(1+δ)

´
dτ

≤ C ku0kZ + C kuk1+δXT
t1−(

1
2+γ)(1+δ).
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Análogamente,

kM (u)kL∞ ≤ kG (t)u0kL∞ +
°°°°Z t

0

G (t− τ)N (u (x, τ)) dτ

°°°°
L∞

≤ Ct−
1
2−γ (ku0kL2 + ku0kL∞) +

Z t

0

kG (t− τ)N (u (x, τ))kL∞ dτ

≤ Ct−
1
2−γ (ku0kL2 + ku0kL∞) + C

Z t

0

(t− τ)−
1
2−γ (kN (u (x, τ))kL2 +

+ kN (u (x, τ))kL∞) dτ

≤ Ct−
1
2−γ ku0kZ + C

Z t

0

(t− τ)−
1
2−γ

³
ku (x, τ)k1+δL2+2δ + ku (x, τ)k

1+δ
L∞

´
dτ

≤ Ct−
1
2−γ ku0kZ + C

Z t

0

(t− τ)−
1
2−γ

³
τ−(

1
2+γ)

2δ
2+2δ (1+δ) kuk1+δXT

+

+τ−(
1
2+γ)(1+δ) kuk1+δXT

´
dτ

≤ Ct−
1
2−γ ku0kZ + C kuk1+δXT

Z t

0

(t− τ)
− 1
2−γ τ−(

1
2+γ)(1+δ)dτ ;

y Z t

0

(t− τ)−
1
2−γ τ−(

1
2+γ)(1+δ)dτ

≤
Z t

2

0

(t− τ)−
1
2−γ τ−(

1
2+γ)(1+δ)dτ +

Z t

t
2

(t− τ)−
1
2−γ τ−(

1
2+γ)(1+δ)dτ

≤
µ
t

2

¶− 1
2−γ Z t

2

0

τ−(
1
2+γ)(1+δ)dτ +

µ
t

2

¶−( 12+γ)(1+δ) Z t

t
2

(t− τ)
− 1
2−γ dτ

≤ C

µ
t

2

¶− 1
2−γ µ t

2

¶1−( 12+γ)(1+δ)
+ C

µ
t

2

¶−( 12+γ)(1+δ)µ t

2

¶1− 1
2−γ

≤ Ct−
1
2−γ+1−(

1
2+γ)(1+δ).

Obtenemos

kM (u)kL∞ ≤ Ct−
1
2−γ ku0kZ + C kuk1+δXT

t−
1
2−γ+1−(

1
2+γ)(1+δ)

≤ Ct−
1
2−γ

³
ku0kZ + kuk

1+δ
XT

t1−(
1
2+γ)(1+δ)

´

kM (u)kL2 ≤ C
³
ku0kZ + kuk

1+δ
XT

t1−(
1
2+γ)(1+δ)

´
t
1
2+γ kM (u)kL∞ ≤ C

³
ku0kZ + kuk

1+δ
XT

t1−(
1
2+γ)(1+δ)

´
.



4.2. TEOREMA DE EXISTENCIA LOCAL 71

De donde,

kM (u)kXT
= sup

t∈[0,T ]
kM (u)kL2 + sup

t∈(0,T ]
t
1
2+γ kM (u)kL∞

≤ sup
t∈[0,T ]

C
³
ku0kZ + kuk

1+δ
XT

t1−(
1
2+γ)(1+δ)

´
+ sup

t∈(0,T ]
C
³
ku0kZ + kuk

1+δ
XT

t1−(
1
2+γ)(1+δ)

´
≤ C ku0kZ + C kuk1+δXT

sup
t∈(0,T ]

t1−(
1
2+γ)(1+δ)

≤ C ku0kZ + CT 1−(
1
2+γ)(1+δ) kuk1+δXT

≤ ρ

2
+ CT 1−(

1
2+γ)(1+δ)ρ1+δ ≤ ρ;

y podríamos elegir ρ ≥ 2C ku0kZ para T > 0 tal que CT 1−(
1
2+γ)(1+δ)ρ1+δ ≤ ρ

2 .
Esto es,

T 1−(
1
2+γ)(1+δ) ≤ 1

2Cρδ
.

De modo que si kukXT
≤ ρ, entonces kM (u)kXT

≤ ρ. Consideramos

M (u)−M (v) = −
Z t

0

G (t− τ) (N (u (x, τ))−N (v (x, τ))) dτ .

kM (u)−M (v)kL∞ ≤
°°°°Z t

0

G (t− τ) (N (u (x, τ))−N (v (x, τ))) dτ

°°°°
L∞

≤
Z t

0

kG (t− τ) (N (u (x, τ))−N (v (x, τ)))kL∞ dτ

≤ C

Z t

0

(t− τ)
− 1
2−γ (k(N (u (x, τ))−N (v (x, τ)))kL2 + k(N (u (x, τ))−N (v (x, τ)))kL∞) dτ ,

y estimando separadamente,

|N (u)−N (v)| =
¯̄̄
|u|δ u− |v|δ v

¯̄̄
=

¯̄̄̄Z v

u

d

dz

³
|z|δ z

´
dz

¯̄̄̄
≤ C

Z v

u

|z|δ dz ≤ C |u− v|
³
|u|δ + |v|δ

´

kN (u (x, τ))−N (v (x, τ))kL2 ≤ C
°°°|u− v|

³
|u|δ + |v|δ

´°°°
L2

≤ C
³
ku (x, τ)kδL∞ + kv (x, τ)k

δ
L∞

´
ku (x, τ)− v (x, τ)kL2

kN (u (x, τ))−N (v (x, τ))kL∞ ≤ C
³
ku (x, τ)kδL∞ + kv (x, τ)k

δ
L∞

´
ku (x, τ)− v (x, τ)kL∞ ,

donde los últimos factores se estiman como

ku (x, τ)− v (x, τ)kL∞ ≤ τ−
1
2−γ ku− vkXT

,
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y
ku (x, τ)− v (x, τ)kL2 ≤ ku− vkXT

,

se tiene

kM (u)−M (v)kL∞ ≤ C

Z t

0

(t− τ)
− 1
2−γ (k(N (u (x, τ))−N (v (x, τ)))kL2 +

+ k(N (u (x, τ))−N (v (x, τ)))kL∞) dτ

≤ C

Z t

0

(t− τ)
− 1
2−γ

³³
ku (x, τ)kδL∞ + kv (x, τ)k

δ
L∞

´
·

· (ku (x, τ)− v (x, τ)kL2 + ku (x, τ)− v (x, τ)kL∞)) dτ

≤ C
³
kukδXT

+ kvkδXT

´
ku− vkXT

Z t

0

(t− τ)−
1
2−γ

³
τ−(

1
2+γ)

2δ
2+2δ (1+δ)+

+τ−(
1
2+γ)(1+δ)

´
dτ

≤ C
³
kukδXT

+ kvkδXT

´
ku− vkXT

Z t

0

(t− τ)
− 1
2−γ τ−(

1
2+γ)(1+δ)dτ

≤ C
³
kukδXT

+ kvkδXT

´
ku− vkXT

Ct−
1
2−γ+1−(

1
2+γ)(1+δ).

Similarmente,

kM (u)−M (v)kL2 ≤
°°°°Z t

0

G (t− τ) (N (u (x, τ))−N (v (x, τ))) dτ

°°°°
L2

≤
Z t

0

kG (t− τ) (N (u (x, τ))−N (v (x, τ)))kL2 dτ

≤ C

Z t

0

(k(N (u (x, τ))−N (v (x, τ)))kL2 + k(N (u (x, τ))−N (v (x, τ)))kL∞) dτ ,

y

kM (u)−M (v)kL2 ≤ C

Z t

0

(k(N (u (x, τ))−N (v (x, τ)))kL2 +

+ k(N (u (x, τ))−N (v (x, τ)))kL∞) dτ

≤ C

Z t

0

³³
ku (x, τ)kδL∞ + kv (x, τ)k

δ
L∞

´
·

· (ku (x, τ)− v (x, τ)kL2 + ku (x, τ)− v (x, τ)kL∞)) dτ

≤ C
³
kukδXT

+ kvkδXT

´
ku− vkXT

Z t

0

³
τ−(

1
2+γ)

2δ
2+2δ (1+δ) + τ−(

1
2+γ)(1+δ)

´
dτ

≤ C
³
kukδXT

+ kvkδXT

´
ku− vkXT

Z t

0

τ−(
1
2+γ)(1+δ)dτ

≤ C
³
kukδXT

+ kvkδXT

´
ku− vkXT

Ct1−(
1
2+γ)(1+δ).
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Finalmente obtenemos

kM (u)−M (v)kXT
= sup

t∈[0,T ]
kM (u)−M (v)kL2 + sup

t∈(0,T ]
t
1
2+γ kM (u)−M (v)kL∞

≤ sup
t∈[0,T ]

C
³
kukδXT

+ kvkδXT

´
ku− vkXT

t1−(
1
2+γ)(1+δ)

+ sup
t∈(0,T ]

C
³
kukδXT

+ kvkδXT

´
ku− vkXT

t1−(
1
2+γ)(1+δ)

≤ C
³
kukδXT

+ kvkδXT

´
ku− vkXT

sup
t∈(0,T ]

t1−(
1
2+γ)(1+δ)

≤ CT 1−(
1
2+γ)(1+δ)

³
kukδXT

+ kvkδXT

´
ku− vkXT

≤ CT 1−(
1
2+γ)(1+δ)ρδ ku− vkXT

,

eligiendo T > 0 tal que

CT 1−(
1
2+γ)(1+δ)ρδ ≤ 1

2
. (4.20)

De esta manera concluimos que

kM (u)−M (v)kXT
≤ 1
2
ku− vkXT

,

de donde se infiere que M (u) es mapeo de contraccion en el espacio XT con
T > 0 pequeño conforme indica (4.20). Entonces existe la solucion unica en XT

(esto demuestra el teorema local).
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Capítulo 5

Conclusiones

De las conclusiones que podemos resumir del presente trabajo son

¨ Se planteó el problema no lineal para una ecuación del tipo Schrödinger con
condiciones iníciales y de frontera en la semirrecta para la ecuación⎧⎨⎩ ut + ω |u|δ u+ |∂x|

1
2 u = 0, t > 0, x > 0;

u (x, 0) = u0 (x) , x > 0
u (0, t) = 0, t > 0

(5.1)

donde δ ∈ (0, 1) y |∂x|
1
2 u es el operador pseudodiferencial fraccional en la

semirrecta definido como

|∂x|
1
2 u (x, t) = H (x)

1

2πi

Z i∞

−i∞
epx |p|

1
2 eu (p, t) dp, (5.2)

donde

H (x) =

½
1, x > 0
0, x < 0

.

¨ Se presentó el problema lineal asociado y se resolvió a través de la construc-
ción de la función de Green.

¨ Se analizaron las funciones inversas de K (p) = |p|
1
2 para demostrar que solo

se requiere una condición inicial y no se necesita ninguna condición en
frontera para el problema planteado tenga solución única.

¨ Se analizaron las propiedades básicas y estimaciones para la función de Green.

¨ Se presentaron y se demostraron los siguientes teoremas que verifican la uni-
cidad de la solución obtenida.

Considérese el problema

ut (x, t) +N (u (x, t)) +Ku (x, t) = 0, x > 0, 0 < t.
u (x, 0) = u0 (x) , x > 0.

u (0, t) = 0, t > 0.

⎫⎬⎭ (5.3)
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Sea la condición inicial u0 (x) ∈ Z, donde

Z =
©
ϕ ∈ L2 ∩ L∞ : kϕkZ <∞

ª
, donde kϕkZ = kϕkL2 + kϕkL∞ .

Entonces, para algún T > 0, existe una única solución u ∈ XT al problema
de valor inicial y de frontera (4.17), para

XT =
©
ϕ ∈ C

¡
[0, T ] ;L2

¢
∩C ((0, T ] ;L∞) : kϕkXT

<∞
ª
,

donde
kϕkXT

= sup
t∈[0,T ]

kϕkL2 + sup
t∈(0,T ]

t
1
2+γ kϕkL∞ ,

para
¡
1
2 + γ

¢
(1 + δ) < 1, donde

N (u (x, τ)) = ω |u|δ u,

para δ ∈ (0, 1) y ω ∈ C. Además, el tiempo de existencia T satisface

T ≤ C kϕk−
σ
k

Z , donde k ∈ (0, 1) y σ > 0.
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