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Prefacio

En la presente se estudia y analiza un problema con valor inicial y de frontera
para una ecuacién pseudodiferencial no lineal del tipo Schrédinger

u +N(u)+Ku=0,2>0,t>0,
w@0) = (), 2 >0 1)
w(0,6) =0, ¢ >0

donde u es una funcién de z € R y del tiempo t, denotada por u = u (z,t); N
es el término no lineal definido por

N(u)=w |u|6u, (2)

enelquew € Cyd € (0,1);y, siendou € C§° (0, >0), el operador pseudodifer-
encial K se define como

mmw=ﬂm%5/ww%@mmwm 3)

donde z € R, t € R™, y H es la funcién de Heaviside

@ ={ g 12 ®

el simbolo del operador K, descrito por

K (p) = pl?, (5)

para Rep > 0, se define usando la rama principal del logaritmo (aunque se
tratard muy especialmente por ser una funcién no analitica); y @ es la tranfor-
mada de Laplace de la funcién u, con respecto a x, expresada como

amw—czmmmw»=éwfmwawm, (©)

para todo p € C. Nétese que la integral en (3) es convergente debido a que @
decae cuando |p| — oo (en los Preliminares se precisard la clase de funciones a
que pertenece u).
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El término (2) de la ecuacién (1), junto con sus restricciones, deja claro que
aqui se trata de una ecuacién del tipo Schrédinger subcuadrética en semirrecta
(para més detalles véase, por ejemplo, [15], [28], [49] u [82]); sin embargo, en el
desarrollo de la presente se explicard por qué y en qué sentido (1) se considera
una ecuacién pseudodiferencial (para los fundamentos puede remitirse a [54],
[72] o [76], entre otros).

Atin cuando en [5] se ha tratado un problema algo m&s complicado que el
representado por la ecuacién (1), el desarrollo que aqui se presenta constituye
la técnica basica para analizar convenientemente ambos tipos de problemas (los
capitulos 2, 3 y 4 de la presente constituyen el método en si).

La investigacién y el desarrollo de la presente han sido posibles gracias a
las ensenanzas de mi director de tesis: Dr. Pavel Naumkin Venedictova
y de mi codirectora: Dra. Elena Igorevna Kaikina; al financiamiento del
CONACYT por la beca de doctorado, con registro #104211, que me otorgé
(y conservé) durante cuatro anos; a la UNAM por todos los beneficios académi-
cos, econémicos y administrativos que recibi; a la UMSNH: Particularmente
al IFM y a FisMat, por el soporte que me ofrecieron en/con sus instalaciones,
sus profesores y administrativos; a los sinodales y revisores: Dr.Carlos Vil-
legas Blas, Dr. Salvador Pérez Esteva, Dr. Pierre Bayard, Dr. José
Antonio Zapata Ramirez y Dr. Isahi Sdnchez Sudrez, quienes revisaron
y corrigieron el contenido de esta tesis; asi como a todas aquellas personas
e instituciones que directa o indirectamente me apoyaron con este proyecto.

(GRACIAS!)



Introduccion

0.1. Antecedentes

La teorfa de ecuaciones no lineales evolutivas desempenia un papel muy im-
portante en el drea de la Fisica Matemadtica contempordnea; mas atin, tales
ecuaciones aparecen no sélo en la Fisica Moderna, sino también en diversas
ramas de la Tecnologia e Ingenierias, as{ como en otros campos de la Ciencia
como la Biologia y la Quimica. Algunas de estas importantes ecuaciones son:
La ecuacién de Otto-Sudan-Ostrovsky con término no lineal N (u) = wu,,

xr
us (s)
up + uty + C
Cr e /0 VI —s
cuyo operador pseudodiferencial Ku estd definido, en este caso para un segmento
de recta (0, a), por la transformada inversa de Laplace en la siguiente manera

“+1i00 a x
Ku = L eP* [/ e P* {6’1 s (5) ds} dm] dp
0

ds =0, (7

s
0 r—S

C2mi )
Cc, [Tiee N w(0) — e Py (a)) T (%
T ) _ico p p2

L[ o (- 2O ),

2mi —100 p

1 1
'i-)= x 2e dr = 7
2 0

con simbolo K (p) = \/7_7'01])%, donde C] se elige por la condicién de disipacién,
tal que ReCip? > 0 para Rep = 0 (ver [32]). La ecuacién de Burgers,
estudiada en sistemas viscosos dominados, tiene el término no lineal N'(u) =

donde

Uy

U + Uy — Ugy = 0, (8)
donde el operador pseudodiferencial Ku, en el segmento de recta (0, a), se define
por

1 +ioc0 2
Ku = — e’ | p? ﬁ(p)—z

21 J oo

9771 (0) — e P490 " (a)

, dp,
pe p

=1

VII
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donde K (p) = p® y a = 2 (ver [11]). La ecuacién de Korteweg-de Vries,
relacionada con sistemas no decayentes dispersivos, con término no lineal N (u) =
Uy

Ut + Uy + Ugyr = 0, (9)

donde Ku se define, en el segmento (0, a), como

1 free 2L 9i 1y (0) — e P9I 1y (a)
Ku = — pT 3 ) _ T : €T
Yo P ; P

dp,

con simbolo K(p) = p® y a = 3 (ver [34] y [57]). También es de gran interés
en la Fisica Matemadtica, la combinacién de estas dos ecuaciones, la asf llamada
ecuacién de Korteweg-de Vries Burgers, que aparece en actistica no lineal
para liquidos con burbujas de gas (ver [48], [75] [64], [86], [20]), definida como

Ut + Uy + QUzzy — Ugy = 07 (10)
donde el operador Ku en el segmento (0,a) se expresa por

a “+1i00
Ky = — eP” | p3la -
27‘” —100 i—1 pj

con el sfmbolo K (p) = p® —p?. Mds ejemplos interesantes afines a esta discusién
como la ecuacién de Klein-Gordon, que aparece en la teoria de campos
(véase, por ejemplo, [20]) y, por supuesto, la ecuacién de Schrédinger, que
figura en mecdnica cudntica (remitase a las referencias varias aqui citadas, p. e.
[39]). Estas ecuaciones son deducidas de definiciones fundamentales y de leyes
de conservacion, tales como: la ley de la conservacion de la energia, de la masa o
del impulso, caracteristicas esenciales de los objetos de estudio. Cabe mencionar
también, que estas ecuaciones tienen una amplia aplicacién en la descripcién de
distintos procesos en la propagacién de ondas, fenémenos que son disimiles a
primera vista.

Con el desarrollo de software y hardware que actualmente se tiene en los
grandes sistemas de computo, se han podido efectuar complicados experimentos
de célculos numéricos para estudiar ecuaciones no lineales evolutivas, permitién-
dole al investigador descubrir nuevas leyes y efectos no lineales que son dificiles
de enunciar a simple vista y asi abrir una nueva ruta de investigacién para estu-
dios futuros (ver [25]). De esta manera en 1967 fue desarrollado un método que
se uso para encontrar explicitamente la solucién de una clase particular de ecua-
ciones no lineales, este método es conocido actualmente como "Transformada
Inversa de Dispersién"(IST) por sus siglas en ingles (ver [12]). Este método
estudia las propiedades de esta clase particular de ecuaciones no lineales y es



0.1. ANTECEDENTES X

posible encontrar en muchos casos el comportamiento asintético de las soluciones
por medio de este método (ver [2] y la literatura senalada aqui).

Desgraciadamente no hay recetas para la solucién de alguna ecuacién no
lineal evolutiva, porque cada ecuacién posee su propia individualidad y requiere
un enfoque especial y hasta un juego de métodos analiticos para su investigacién.
Sin embargo, es posible aplicar muchos de los métodos ya desarrollados a algunas
ecuaciones particulares y generalizarlos para algunas clases de EDP no lineales.

Por otro lado, se puede desarrollar las soluciones de las EDP no lineales
mediante métodos asintéticos; ya que en pocas ocasiones se puede resolver ex-
plicitamente una ecuacién no lineal evolutiva. Es muy importante tener una rep-
resentacién analitica aproximada para las soluciones en forma explicita cerrada
o desarrollada en serie para poder controlar los errores. Los desarrollos asintéti-
cos se utilizan para deducir facilmente las propiedades bdsicas de la solucién
tales como el crecimiento o decaimiento de la solucién en diferentes regiones,
nos permiten saber dénde oscila y dénde es monétona, ademds de que nos da
informacién sobre los datos iniciales después de un tiempo grande.

Asi, los métodos asintéticos son importantes no sélo desde el punto de vista
tedrico sino también son usados provechosamente en la practica como un com-
plemento para los métodos numéricos. Sin embargo los métodos asintéticos son
dificiles atin en el caso de ecuaciones lineales evolutivas (ver [17], [84]). En el caso
de ecuaciones no lineales es necesario probar la existencia global de soluciones
cldsicas y obtener algunas estimaciones adicionales para aclarar las expansiones
asintéticas. Ya que los métodos asintéticos no representan un método general,
es importante decir que cada tipo de no linealidad debe ser estudiado individ-
ualmente, especialmente en el caso de tener datos iniciales grandes, pero en este
trabajo sélo trabajamos con datos iniciales pequenos ya que el método que aqui
desarrollamos no se aplica para datos iniciales grandes, debido a que para pro-
bar la existencia y unicidad de la solucién usamos el método de principio de
contraccién.

A pesar de la importancia y de la actualidad de los métodos asintéticos,
hay relativamente pocos resultados para las ecuaciones evolutivas no lineales.
Sin embargo una gran cantidad de publicaciones se han ocupado de la repre-
sentacion asintética de soluciones al problema de Cauchy para las ecuaciones
no lineales en los 1ltimos veinte anos. Mientras que atin no se ha proporcionado
una revisién completa de este problema en las publicaciones anteriores men-
cionadas, a continuacién referimos algunos resultados conocidos (ver [3], [6], [7],
(8], [9],[10], [17], [18], [19], [22], [23], [35], [40], [47], [50], [66], [67], [68], [81],
[88], [89]), donde hay estimaciones 6ptimas obtenidas del decaimiento del tiem-
po y férmulas asintéticas de soluciones a diversas ecuaciones no lineales locales
y 1no locales en el caso de los problemas de Cauchy. Sin embargo, hay sélo al-
gunos resultados referentes al comportamiento asintético del tiempo grande de
las soluciones para los problemas del valor del inicial y de frontera. Observe que
"tiempo grande", no significa valor necesariamente grande en la solucién.

La investigacién que se hace en torno a la teoria no lineal desempena un papel
importante en el desarrollo de la ciencia contemporénea en general. El problema
de valor inicial y de frontera (1) es de gran interés y estd intimamente relaciona-
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do con ecuaciones no lineales que representan fenémenos en Fisica Moderna,
Biologfa o Ingenierfas. La descripcion genérica (1) en realidad puede represen-
tar otras ecuaciones de la Fisica Matemaética. Por ejemplo, la derivada fraccional
(2.3) y el operador pseudodiferencial (3) estén relacionados con el término

/‘”sgn(m—y)uy(y,t)d

11
(T Yy (11)

que aparece en la ecuacién (7) de Ott-Sudan-Ostrovskiy (véase [71]), o gener-
alizaciones de la ecuacién KdV ([70]), Kobelev-Osrovskiy ([53]), Nakoryakov-
Shreiber ([63]), entre otras (véanse también las ecuaciones (9 y 10, y la ref-
erencia [66], por ejemplo). Este problema lo podemos ver como una ecuacién
pseudodiferencial no lineal considerando

Ku:/ sgn(z —y)uy (,0) ,
0

Y,
V0T =yl

y término no lineal N'(u) = |u|’ u, para la funcién u = u (z,t), en la semirecta,
con un sfmbolo no analitico K (p) = |p|”, con a € (0, 1), que incluye un potencial
de Riesz (véase derivada fraccional 2.3, y las referencias [54], [72] o [76]).

En buena parte de la presente (capitulos 3 y 4), adoptamos el punto de vista
que se trata en el libro ([27]), y que se basa en las estimaciones de la funcién de
Green, como lo hacemos en el capitulo 2 al analizar el problema lineal.

0.2. Objetivo y Propésito

Se pretende desarrollar un método analitico para estudiar el comportamiento
asintético de la solucion del problema de valor inicial y de frontera descrito en
la ecuacion (1).

El propésito de este trabajo es responder algunas de las preguntas méas im-
portantes en la teoria de ecuaciones diferenciales parciales no lineales, tales como
la existencia (local), unicidad y el comportamiento asintético de la solucién para
tiempos grandes. También se abordard la pregunta natural que surge al momen-
to de definir nuestro problema : ; Cudntos valores en frontera se deben considerar
para la existencia y unicidad de la solucién?

0.3. Descripcién por capitulos

Este trabajo consta de cinco capitulos organizados de la siguiente manera.

El capitulo 1 de la presente, el de Preliminares, se centra en dar la teoria
bésica necesaria para facilitar la comprensién del contenido de este trabajo.
Ademss se define y desarrolla el operador pseudodiferencial Ku, asi como la
definicién de las integrales de tipo de Cauchy y del operador P.

En el capitulo 2, que aborda El Problema Lineal, se presenta el desarrollo
de la solucién para la linealizacién del problema (1) empleando la metodologia
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de la transformada de Laplace, las propiedades del operador P y teoremas de
Cauchy para construir la funcién de Green. Al aplicar la transformada inversa
de Laplace se encuentra la solucién en forma integral del problema lineal.

El capitulo 3, de las Primeras Estimaciones, se presentan algunas estima-
ciones previas, asi como los antecedente para la férmula asintética de la funcién
de Green.

En el capitulo 4, sobre El Problema no Lineal, una vez determinada la
solucion al Problema Lineal del capitulo 2, aplicando el principio de Duhamel se
encuentra la solucién del problema no lineal. Aqui mismo se enuncia el teorema
de existencia (local) y unicidad de la solucién, asi como la representacién de la
férmula asintética de la solucién para tiempos grandes.

Finalmente, en el capitulo 5, de Conclusiones, resumimos los resultados
mds importantes en relacién al propésito y objetivo propuesto en la presente.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se da a conocer la teoria basica necesaria para facilitar la
comprensién y contextualizar el contenido del presente trabajo. Asi mismo, se
implementa la terminologia y la notacién que se aludird en cada momento.

1.1. Clases de Funciones

Los teoremas sobre la inversién para la transformada integral de las solu-
ciones para las ecuaciones diferenciales parciales son de un tipo muy general,
pero puesto que estamos interesados sobre todo en usos fisicos, consideraremos
solamente las funciones del tipo que se presentan normalmente en el andlisis de
problemas fisicos.

Si una funcién f(z) es continua sobre un intervalo abierto (a,b), se dice
que f(x) pertenece a la clase de funciones C(a,b); y si el intervalo sobre el cual
la funcioén es continua es cerrado, se escribe f €Cla, b).

Una funcién f(z) se dice que es continua a trozos en un intervalo (a,b),
si el intervalo puede ser partido en un nimero finito de intervalos no autointer-
sectados

(aaal) ) (011,0,2) [ 7(a'n—1ab) 3

en cada uno de los cuales la funcién es continua y tiene limite finito cuando x
se aproxima a cada uno de los puntos extremos de los subintervalos. Entonces
se escribe que f € P (a,b).

Si a, es el punto extremo izquierdo de unos de los subintervalos en el cual
(a,b) es particionado, entonces por f(a,.—) quiere decir lim._,q f(a, —¢), donde
€ tiende a cero a través de todos los posibles valores positivos de ¢.

Cuando una funcién f(z) y cada una de las primeras m derivadas f'(x),
f@(x), ---, f0™)(x) son continuas sobre el intervalo abierto (a,b) se dice que
f pertenece a la clase de funciones continuamente diferenciables de orden
m y escribimos f €C™(a,b).

Cuando una funcién f(x) y cada una de sus derivadas hasta orden m son
continuas a trozos en el intervalo abierto (a,b) se dice que f(x) pertenece a la
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clase de funciones continuamente diferenciables a trozos de orden m y
escribimos f € P™(a,b).

Si todas las derivadas son continuas por trozos en el intervalo abierto (a,b),
es decir, si f €C*(a,b) para todo k tal que 0 < k < oo, decimos que f €C>(a, b),
o que f es infinitamente suave.

Otro espacio de funciones las cuales toman interés en el espacio de dis-
tribuciones es el espacio J(R) de funciones de prueba de rapido descenso. Una
funcién ¢ se dice que es una funciéon de prueba de rdpido descenso si
¢ €C®(R) y si ¢ y todas sus derivadas decrecen a cero mas rapido que cualquier
potencia de |:zc|71 , es decir, si éstas satisfacen que

‘xm(b(k) (x)‘ < Conk-
Estd condicién puede escribirse de forma alternativa como:
6" @) <0 (J2 ),

para enteros no negativos m y k y para todos los valores de z. Asi, J(R) es
llamado el espacio de Schwartz.

Para el mismo propdsito se puede introducir el espacio de funciones de
lento crecimiento, que denotaremos por N (R). Se dice que ¢ € N (R) si
¢ €C*°(R) y existe un entero positivo N con la propiedad de que para todo

entero no negativo r, ¢ satisface que ‘m_N o™ (x)‘ < C,.. Esté condicién también

puede ser escrita de forma alternativa como sigue
() N
‘qﬁ (x)‘ <0 (\J;| ) , conforme |z| — 0.

Ahora se define formalmente el espacio de funciones de prueba con so-
porte compacto sobre R como sigue

DR)={p|pe C®M), y con soporte compacto en R}.

El concepto de convergencia en este espacio de funciones es importante desde el
punto de vista de la teorfa de distribuciones y por eso enunciamos la siguiente.

DEFINICION 1.1 Se dice que una sucesion de funciones de prueba {¢; (z)};2,
con z € R, es convergente en D su:

1. ¢;(x) € D, para todo 1l =1,2,--- .

2. cada una de las funciones ¢, (x) se anulan fuera de un intervalo fijo I,
donde este intervalo pertenece a la recta real,

o0
8. para cada entero positivo fijo k, {cél(k) (x)} converge uniformemente

para todos los valores de x.
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Si ¢ (z) es la funcién limite de la sucesién {¢; (z)},=,, entonces es fdcil
mostrar que ¢ (z) € D, ya que esta propiedad se hereda directamente del espacio
D debido a que éste dltimo es cerrado bajo convergencia.

Ahora introducimos el conjunto de funciones absolutamente integrables
L! (R). Decimos que f € L' (R) si f es absolutamente integrable sobre R; es
decir, si

|1 @idr <

Similarmente decimos que f € L™ (R) si se satisface que

[l @r s <.

Si existen constantes reales M > 0 y v tales que para todo t > N
le™" f(t)| < M, o bien, |f(t)| < Me"

se dice que f(t) es una funcién de orden exponencial v cuando t — oo, 0
simplemente, que es una funcién de orden exponencial.

Intuitivamente, las funciones de orden exponencial no pueden crecer en valor
absoluto mds rdpidamente que Me?t cuando ¢ crece.

DEFINICION 1.2 Sea L un contorno suave y ¢ () una funcion de posicion
en L. Decimos que la funcion ¢ (q) satisface, en L, la condicion de Holder,
o simplemente, que @ es Hélder en L, si para cualesquiera dos puntos q1 y qo
de esta curva L

o (q1) — ¢ (@) < Clas — a2, (1.1)

donde C' y A son numeros reales positivos. La constante C' es llamada la con-
stante de Hélder y ) es el indice de Hélder. Si, para ¢ : R — C tal que ¢ (1)
es Holder para todo T finito se verifica que: (1) ¢ (1) tiende a ¢ (00) = M < o0
conforme T — 00, y (2) Para T grande,

A
o (1) = (00)] <P A p>0, (1.2)
decimos que ¢ es Holder en infinito.

DEFINICION 1.3 Una funcién analitica ® () definida en los dos dominios
Dt y D=, complementados uno al otro en todo el plano complejo por las dos
expresiones independientes 1 (2) y @~ (2) serd llamada frecuentemente una
funcion seccionalmente analitica.

1.2. Espacio de Sobolev

Ya que se tiene en mente una aplicacién en ecuaciones diferenciales parciales,
se utilizardn espacios de Sobolev para estimar las soluciones de los problemas
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales.
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Se dice que f(x) pertenece al espacio de Sobolev HF (R*), si
a7

@) e (RY),

para j < k.

1.3. Notaciones asintdticas

Decimos que la funcién f (z) es equivalente a la funcién g (z) en algin

punto zo y denotamos f (z) ~ g (z) cuando = — ¢ si limg_ 4, % =1.

Decimos que la funcién f (z) es infinitesimal con respecto a la funcién
g (z) en algin punto zp y escribimos f(x) = o(g(z)) cuando =z — z( si
limg, ., % =0.

Finalmente decimos que la funcién f (x) es del mismo orden que la funcién
g (z) en algin punto zp y denotamos f(z) = O (g(z)) cuando = — =z si la
desigualdad |f (z)] < Clg(z)| es vdlida con una constante C' > 0 para una
vecindad del punto zy. También es comun escribir f (z) = O (g (x)) para z € D,
cuando la desigualdad |f (z)| < C'|g (z)| es verdadera para toda z € D C R",
donde C > 0 es alguna constante.

Decimos que la solucién w (z,t) tiene la asintética:

u(z,t) =V (z,t) + O (¢ (x,t)),

para un tiempo largo t — oo uniformemente con respecto a x > 0 si existe algiin
Ty > 0 y una constante C' > 0 la cual no depende de los valores de las variables
x y t, que satisfaga la siguiente estimacién

lu(z,t) = (z,t)| < Cle(z,1)],
para todo x > 0, y para todo valor t > Tj.

1.4. Principio de mapeo de Contraccién

Primero damos una definicién.

DEFINICION 1.4 Llamamos a una transformacion A, un mapeo de con-
traccion en un espacio métrico X con una distancia p si se cumple

1. A X - X.
2. p(A(z), A(y)) < Ap(z,y), para todo x,y € X, donde \ < 1.

FEl siguiente resultado es usualmente llamado Principio de mapeo de con-
traccién, y es un hecho bien conocido del anélisis.

TEOREMA 1.1 Sea X un espacio métrico completo, y A : X — X un mapeo
de contraccion. Entonces existe un unico punto fijo * € X, esto es:

A@) =7
O
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1.5. Completés de las funciones continuas

Mencionamos otro hecho clédsico del analisis que daré consistencia al presente
trabajo.

PROPOSICION 1.1 El conjunto de funciones continuas ¢ € {C ([a,b])} con
la distancia

p(f,g) = méx |g(t) — f (1),

a<t<b

forman un espacio métrico completo.l]

1.6. Transformada de Fourier

DEFINICION 1.5 Definimos la transformada de Fourier como

ma—7%/mf@e@ﬁ (13)

y la transformada inversa de Fourier como

1= o= [ P e (1.4

donde f(t) es continuamente diferenciable a trozos y absolutamente integrable
sobre R.

El par de férmulas (1.3) y (1.4) determinan el asi llamado, teorema de
inversién de Fourier.

Ahora, estamos interesados en dar un argumento formal en algin sentido
para que la identidad

f (@) 1 /OO e e ~ f (uw) €™ du, (1.5)

2m —o0 —1300
sea valida. Esta identidad es conocida como el teorema integral de Fourier.
Se mostrard el teorema integral de Fourier para funciones f(z) las cuales son

continuamente diferenciables a trozos y absolutamente integrables sobre toda la
recta real. El resultado preciso se ununcia a continuacién.

TEOREMA 1.2 (de la integral de Fourier) Sea f(t) € P* (R), y f(t) €
L' (R), entonces para toda x € R, se tiene

léw%/ff@ﬂw&u—whﬁ=§wuﬂ+fuay

™

DEMOSTRACION. (ver [80]). m
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COROLARIO 1.1 §i, ademds de los requisitos del teorema de la integral de
Fourier, f(t) es continua en el punto t = x, entonces la siguiente identidad es
valida )

1 o0 . 100 .

— / e @ e ft)etdt = f (z). (1.6)

O

Si f(t) es una funcién de variable real con respecto de ¢, el complejo conju-
gado de su transformada de Fourier esta dada por

Ff) = %Z_ﬂ / T f e, (L.7)

asi que
FrIf )€l =FIf (t);—¢].

Con esta notacién, se puede escribir (1.7) como
f=F"F,
v yva que F' = F f, entonces equivalentemente se puede escribir la ecuacién
FF=1,
en donde I denota el operador identidad. Asi, se escribe en forma alternativa
Ft=F", (1.8)

donde F~! denota el operador inverso del operador F.

1.7. Transformada de Laplace

Primero se dan algunas definiciones.
DEFINICION 1.6 La funcion f(t) pertenece a la clase de funciones 7, si:
1. Parat <0 se tiene que f(t) = 0.

2. Parat > 0 : VRy, Ry tales que t € [Ry,Rs], la funcion f(t) tiene un
numero finito de puntos de discontinuidad de primer tipo.

3. f(t) tiene orden exponencial a, es decir, existen constantes M > 0 y a,
tal que para algun tog > 0
[f(&)] < Me™, (1.9)

para t > to.
DEFINICION 1.7 La transformada de Laplace de la funcion f estd defini-

da por la integral impropia

flp) = /00c e P f(t)dt, pe C. (1.10)
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La notacién que adoptaremos complementa la usada en (1.10) como
w(x, &) = Li—e {u(z,t)}, o bien, u(p,t) = Loy {u(z,t)}.

Y ya que habrd necesidad de utilizar dos transformadas de Laplace en una
funcién u (z,t), debera quedar claro cuando escribamos

u(p,£).

TEOREMA 1.3 Si f(t) € 7, la integral (1.10) es convergente en el dominio
Rep > a. También para cualquier xo > a la integral (1.10) converge uniforme-
mente con respecto a Rep > xg > a.

DEMOSTRACION. Para Rep > a; = a+¢ y p = =+ iy nosotros usamos
la prueba de comparacién para la convergencia de integrales impropias. Por una

Fo)| = |fs~ ety

parte, considerando la integral del médulo,

oo 7pt _ oo 7pt
/O|e f(t)] dt /0 le P | f(t)dt]

—Rept 56 obtienc

y aplicando (1.9) y [e P| < e
/ le P f(t)] dt < M/ e e,
0 0

integrando se obtiene que

- M
< i - 7(:v7a1)t’
I N e
< — lim M e~ (maA 4 M
A—oco T — a1 T —ay
M
< )
r — ax

~

por lo que f(p) estd acotada para x > a;. Ahora como cada uno de los términos
de la integral de la transformada de Laplace son positivos, la integral es moné-
tona, de aqui la integral fooo e Pt f(t)dt es convergente para Rep > a. En forma
andloga consideramos el caso para Rep > x¢ > a, entonces

] =| [T el < [T erenenta

< M/OO e~ (@o—a)t gy
- 0
M

lim e*(zof‘“)t‘
g — a1 A—oo

M
< )
To — aq

A
S_

0

(1.11)
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Entonces f(p) estd acotada, es monétona y no depende de x, de aqui que f(p)
converge uniformemente con respecto al pardmetro p en el dominio Rep > zg >
a.

TEOREMA 1.4 Si f(t) € 7,, entonces la transformada de Laplace f(p) es
una funcion analitica para Rep > a.

DEMOSTRACION. Por el teorema 1.3 la integral

/ T e ()t (1.12)

converge en el dominio Rep > a y converge uniformemente para Rep > zg > a.
Ahora dividimos el intervalo de integracién en subintervalos [¢;, t;+1] de longitud

finita, donde tg = 0, y ¢, — oo cuando n — co. Entonces la funcién f(p), para
Rep > a, es la suma de una serie

for= [ ersma=3 [ e Zun (1.13)

donde 0 =ty < t1... <t,, < tpy1... < 0o. Note que a partir del n-ésimo término,
la serie (1.13) es igual a ftOOH e Pt f(t)dt. Tomando en cuenta que

Ahora probaremos que la serie Y~ u,(p) converge uniformemente en el do-
minio Rep > 2y > a. Usando el criterio de Cauchy para convergencia uniforme
se tiene

Ve > 0,34, tal que VA, Ay > A, y para VRep > xg

<e.

Z/T e PLf(t)dt

’I’LAl
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Desarrollando la serie, se tiene
Az
<X

A2 Tn+1
> / e PLE(t)dt
T n=A;

Thi1
/ e PLf(t)dt
n=A1
Az Trt1
< Z/T e 1)

T

n=A1
Az T+t
<M / e~ (rommtgy
n=A1 T
Ao T
< — M Z e~ (zo—a1)t ntl
T mog—ay = T,
Az
< — M Z (e*(zoﬂn)Tnﬂ _ e*(IO*al)Tn)
- o — a1 Sy
< M (e*(CEO*al)TAl . ef(zofal)TAQ)
T xo—ay
< M e~ (@o—a)Ta,
T xo—an

Eligiendo A > Ty,, se cumple el criterio de Cauchy de convergencia uniforme
de la serie para Rep > ¢ > a. Cada una de las funciones

wn(p) = / ey

n

estdn definidas como una integral dependiente de un pardmetro p, sobre un
intervalo de longitud finita en el plano complejo ¢. Con base en las propiedades
generales de integrales de funciones de dos variables complejas dependiente en
un pardmetro (ver [83]), las funciones u, (p) son funciones enteras con respecto a
p. Del razonamiento anterior se sigue que la serie (1.13) en el dominio Rep > a
satisface todas las condiciones del teorema de Weierstrass (ver [83]), de aqui,
la funcién f(p) es analitica en el dominio Rep > a y sus derivadas pueden
calcularse diferenciando la funcién bajo la integral en (1.12) con respecto al

pardmetro p. |

TEOREMA 1.5 Si f(t) € T, y
Fp) = / P f(t)dt,

entonces para x > a

xr+100 N
f(t) = = / & F(p)dp. (1.14)

27 )y ioo
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La integral (1.14) es llamada Transformada inversa de Laplace o fér-
mula de Mellin (ver [83] ).

DEMOSTRACION. Por hipétesis la funcién f(t) existe y tienen orden
de crecimiento a, por lo que

If(t)] < Me™ < Me™, 2 > a.
Considerando una funcién auxiliar
o) =e " f(t), x> a, (1.15)

que puede ser representada por la transformada de Fourier como.

o) = o / ¢ / Jei€(E=) gy (1.16)

Usando (1.15) en (1.16) se obtiene

i) =g [ de [ e,

cambiando el orden de integracién y como f(n) = 0 para i < 0 se tiene

f0) = 5= [ e [T e eren pgay (117)

Denotando p = x 4 i€ y notamos que la integral interior de (1.17) es la trans-
formacion dada f(p) de la funcién f(t), entonces la expresion (1.17) se vuelve

T+100 .
f(t) = — / e F(p)dp, (1.18)

21 —ioco

que es por definicién la férmula de Mellin. m

1.8. Transformada Inversa de Laplace

Aqui nosotros consideraremos algunas condiciones suficientes bajo las cudles
una funcién dada f(p) es la transformacién de alguna funcién f(t). Primero
definimos la clase de funciones H,,.

DEFINICION 1.8 La funcion f(p) pertenece a la clase de funciones H, si:

1. se tiene que f(p) es analitica en el dominio Rep > a,

2. En el dominio Rep > a
Fw)| — 0, Il — o, (1.19)

uniformemente con respecto al argp.
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3. Para todo Rep = z > a, existe M € R tal que

r+100 R
/ ’f(p)’ dy < M, para todo x > a. (1.20)

—100

__ El siguiente teorema nos da las condiciones suficientes para que la funcién
f (p) admita una inversién como en la ecuacién (1.18), obtenida aplicando el
teorema de inversién de Fourier y también las condiciones impuestas para la
funcién f(t) como consecuencias de la funcién f (p).

TEOREMA 1.6 (transformada inversa de Laplace) Si ]?(p) € Ha, en-
tonces

T+100 .
f@ = L/ e’ f(p)dp, donde x > a, (1.21)

211 —i00

pertenece a 7.

DEMOSTRACION. Para probar que la integral (1.21) es la original de la

~

funcién dada por f(p), nosotros debemos establecer que: (1) La integral (1.21)
es independiente de x y define la funcién f(¢) y ésta funcién tiene orden de
crecimiento a; (2) para t < 0, f(t) = 0;(3) la funcién f(p) es la transformada
de Laplace de f(t).Ahora probaremos cada una de estas proposiciones. (1) En

el dominio Rep > a, y para cualquier x > zy > a, se tiene

1 r+100 N 1 r+100 s
o | eiwas <o [ | Fay
1 T+100 .
<o | Fo)
1 . x+100 N
S
aplicando (1.20) se obtiene finalmente que
1 T+1i00 R M N
= e”tf(p)dp’ < Mot (1.22)
T—100

Ahora probaremos que (1.22) no depende de z, y que

If (1) < Me™, t> 0.
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En el dominio Rep > a, considerando el contorno cerrado I' mostrado en la

Figura 1.1.
y X +iA X+ iA

L X~ iA
x—1A r

Fig. 1.1. Contorno cerrado I'.

Integrando alrededor del contorno cerrado I', y como la funcién es analitica en el
dominio Rep > a, entonces por el teorema de Cauchy, la integral de la funcién
eP' f (p) alrededor del contorno I es cero. Por lo tanto

xo—1A R To+iA R
lim [/ eP' f (p) dp +/ e’ f (p)dp

A—o0

lfiA :EzfiA
T1+1A R 1 —1A .
v e Twas [ e Fwd
xo+1A x1+1A

=L +L+I3+1,=0.
Estimando cada integral por separado se obtiene

Zz—iA

IQ—iA ~ —~
|I1| = lim / e’ f (p)dp| < lim e”tf(p)dp‘
A— xl—iA A—oo Il—iA
QCQ—iA Y
< lim ]| F (0)| I .
—o0 x1—i

Usando la propiedad 2) de la definicién 1.8, podemos acotar la transformada de
Laplace como
Foy< o
p) < —.
|
Entonces I1, se puede representar como

(1.23)

xQ—iA C
|| < Ah'm et —

|dp|,
7 Jr—iA |p‘

haciendo el cambio de variable

p = x—iA
dp = dx
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se obtiene

T2 xt C T2
L] < lim c/ —% 4z < lim —/ e"da
A—oo — J |x —iA| A—oo |z —iA| Sy,

C

= lim (et — 1) 5 0,

También la integral Is — 0, bajo las mismas condiciones. Por lo tanto

x1—1A . xo+1A R
lim e’ f (p)dp = lim e’ f (p) dp.

A—oo z14iA A—oco Zo—iA

y como x1 y Zo son arbitrarios, se prueba la proposicién (1). Asi la integral
(1.21) es una funcién de la variable ¢. Y de la evaluacién de (1.22) se sigue
inmediatamente que la integral (1.21) es una funcién de orden de crecimiento
limitado con respecto a t y el orden de crecimiento es a. (2) Ahora probaremos
que

f@)=0,t<0.

Considerando en el dominio Rep > a, un contorno cerrado I' como se muestra
en la Figura 1.2, y por el teorema de Cauchy, la integral de la funcién et f (p)
sobre el contorno cerrado I' es cero.

/ e F(p) dp = 0.
r

y[ [x+iR
q p
Cr
R
p=0 [x=a X
€
r
x—iR

Fig. 1.2. Contorno I' para Rep > a.

Escribimos el circulo Cr en forma paramétrica con

p=x+Re”, —-<op<

ol 3
ol 3

y estimando la integral sobre el circulo

/ eptf(p)dp}ﬁ h'm/ |e”*|
Cr R—o0 Cr

7 p)] dp

lim
R—o0
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usando (1.23)
C

<
Ip|

=

fp) <

|€pt} _ ’e(z+Reiv)t‘ < pl@+Rcosp)t

por lo que la integral se estima como

lim / C o F(p)dp

3 c .
< lim eletReos o)t~ peivg
R—o0 ~ R—oo R 4

™

2

< ifm ¢ | eEtReosotg,

R—o0 o
2
por lo tanto
1 x+100 s
f(t) = 2—7”/ - " f(pdp=0, t<O.

(3) Ahora probaremos que
LL =E,

construyendo la transformada de Laplace de la funcién (1.21) y consideraremos
éste valor para algin pg arbitrario, donde Repy > a. Escribimos la integral

0o 0o r+100 N
/0 e POl (t)dt 2/0 g~ Pot [L/x eptf(p)dp] dt (1.24)

21 oo

donde la férmula de Mellin en (1.24) es independiente de z. Elegimos un valor
de = que satisfaga la condicién

a < x < Repo

y cambiando el orden de integracién. Esto es posible debido a la convergencia
uniforme de las integrales correspondientes. Nosotros obtenemos

1 T+ico

| eriwan=on [ fo [ et
0 0

210 )y ioo

1 T+ico  py
=5 / w4, (1.25)
Tt Jg—ico P —Po

La integral (1.25) puede ser calculada con la ayuda de teoria de residuos, debido

a la propiedad 2) de la definicién 1.8, la funcién ’f(p)‘ =0 (ﬁ) . Por lo tanto,

tomando en cuenta que hay una singularidad (un polo simple) en el punto
p = po y cerrando el contorno hacia el semiplano derecho como se muestra en
la Figura 1.3, e integrando en direccién negativa se obtiene

| e war= o)

0
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y| [x+iR
q p
Cr
R
p=0 [x=a X
o Py
<>
€
r
x=iR

Fig. 1.3. Contorno I', Rep > a, y pp punto singular.
Como pg es un punto arbitrario en el dominio Rep > a, se prueba el teorema.

~

L{f@B)} = f(p)-

[

En seguida presentamos algunos hechos importantes a los que haremos refer-
encia. Las demostraciones se pueden hallar en las referencias (véase, por ejemplo,
[46]).

A pesar de que en la ecuacién (6) del Prefacio se introdujo la transformada
de Laplace u, aqui comentamos la notacién que se adopta al utilizar dos trans-

~

formadas de Laplace simultdneamente. Al calcular £,_.¢ {f(t)} = f(£), o bien,

Lo—p{f(z)} = f(p), en una misma funcién w (z,t), se escribird

~

u(p,§).

Asi, tilde (7) y circunflejo (7), denotan transformadas de Laplace con respecto
a x y t, respectivamente.

TEOREMA 1.7 Se tienen las siguientes propiedades de la Transformada In-
versa de Laplace. Siendo u una funcion analitica,

1. Tenemos

cHiw o} =0 @ F ume),

para todos p, & tales que Re (p), Re(€) > 0; y F~1 es la transformada de
Fourier Inversa.

2. Para el operador P definido en (2.14), se tiene que

3. En el sentido distribucional,
E;iw {e_py} =6(z—y)U(x—vy), (1.26)

donde U es el escalén unitario, y § la funcion delta de Dirac.
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4. Siendo |0;|" el operador derivada fraccional como en (4.2), para o € (0,1),
se tiene que

ct o) =2 @ g [ K e )
(1.27)
— H(2) #/O;ew( ()i (p, ) dp = |94 w (2, 1),

donde H es la funcion de Heaviside (/).

1.9. Operadores pseudodiferenciales

DEFINICION 1.9 Sea g(z) € L= (0,a) y g(z) se extiende a R con g(x) =0
six ¢ (0,a), definimos el espacio de funciones

Dy ={H (z)g(x): g(x) € H, (0,a)}. (1.28)

DEFINICION 1.10 Decimos que la funcién G(p) pertenece a la clase de
funciones A, si

1. Es analitica en todo el plano complejo.
C para |p| <1

2. g < —pa .

9@I= g 1ol para |p| >> 1.

Il

TEOREMA 1.8 Si g(z) € D,, entonces la transformada de Laplace g (p) €
A,

DEMOSTRACION. Para demostrar 1) primero vamos a probar que la
transformada de Laplace definida por

g(p) = /O ’ e Pg(x)d

es convergente para todo p. Como la funcién g () = 0 para x ¢ (0,a) , tiene dis-
continuidades de primer tipo en los extremos del intervalo (0, a) y esta acotada,
podemos usar la prueba de comparacién, obteniendo

g ()| =

/e_p‘”g(x)daj

0

M/ ’efpm‘dx,
0

a
g/ || |g ()] da
0

IN
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y aplicando |e %] < e~ ReP? donde p = £ + in, por lo tanto

Ahora como cada uno de los términos de la integral de la transformada de
Laplace son positivos, la integral es monétona, de aqui que la integral foa e Prg(z)dx
es convergente para Vp € C. Ahora dividimos el intervalo de integracién en
subintervalos [t;, t;11] de longitud finita, donde ty = 0 y ¢, — a cuando n — oo.
Entonces la funcién g (p), es la suma de una serie

30 = [ e dw—Z/ —Wg<w>dx=§;)un<p>

Como la funcién g (z) = 0 para = ¢ (0,a) y tiene discontinuidad de primer
tipo en los extremos del intervalo (0, a) y esta acotada. Usando la convergencia
de la serie (1.13) la serie Y.~ ju,(p) converge uniformemente en el dominio
0 < Rep < a. Cada una de las funciones

tni1
un(p) :/ eipmg(x)dz
tn
estdn definidas como una integral dependiente de un pardametro p, sobre un
intervalo de longitud finita. Por lo tanto las funciones u,, (p) son funciones enteras
con respecto a p y se satisfacen las condiciones del teorema de Weierstrass (ver
[83]), de aqui, la funcién g(p) es analitica Vp € C.Ahora probamos 2) usando
integracién por partes con respecto a x para p >> 1

3 0)| = \/anmg@)dx

<o pag<a>}+1/ ey (@) de

1 pa
<"1 1 +|6 | / }efpm“g d$|
Ip) vl
1+ e” ”al pa
<C—-— —2 (le7m*[ = 1)
Pl Ip|
14 |ePe 1
<L o ),
Ip| |p|

Para el caso p < 1, la exponencial esta acotada por |e"P*| < 1, por lo que

g ()] < C.
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PROPOSICION 1.2 Sig(z) € C" entonces

SCCIN. <§ ST e (a)) C am

dxm™ pI

Jj=1

DEMOSTRACION. Usando el principio de induccién matemstica, pro-
baremos la férmula (1.29). Para k = 1, debemos integrar por partes

c {d%g (:c>} B /0 e g (x)dz = /O e "d(g(x))

=@l | " e g(a)de
=pg(p) — [9(0) —e g (a)]

—p [g(p) _90) - j”“g (a)} _

Ahora supongamos que para k =n — 1 se cumple la férmula

el @} = (mp) By s IU) R il (a”) (1.30)
j=1

P

y probemos el caso k = n, integrando por partes

E{;i—nng(w)}

/ e—Pﬁg(”) (x)dx = / e P*d (d:_lg(x))
0 0

a
= e lg(a)|o +p/ e gD (2)dw. (131)
0
Usando la férmula (1.30) en (1.31) se obtiene

d" —px gn—1 a

n—1 . ;
PR S di=1g(0) — e Pdi~1g (a
+p pnl g(p)_z g() pj g()

Jj=1

+p" | g
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desarrollando y reagrupando la suma respecto a la potencia p” se obtiene

E{ - (w)} =" <§ ) - L0 —c9(@) _¢'(0)=c g ()

—g
P p?

dx™

g2 (0) = g (@) g0 N(0) — e V(a)
T pnfl o pn

(p) _ Z dg;_ g (0) _;j—padg;— g (G,)

Esta ultima escritura prueba que para k = n se cumple la férmula (1.29). Luego
la férmula (1.29) se cumplen > 1. m

Por lo que podemos definir el operador diferencial de orden entero n, en
términos de la transformada inversa de Laplace como

v g (0) - g )
- £_1 n |~ _ x i T
o p" |3 (p) ;:1 p
Ahora definimos la derivada fraccional a, donde « € (0,1) como

D*=H (z) L™ {p“L}.

Notamos que la funcién p® no es analitica en el semiplano complejo Rep < 0,
por lo que debemos hacer un corte I' como se muestra en la Figura 1.4, donde
el contorno I' estd definido como

T ={p e (00e™;0) U (0;00¢™) },

por lo tanto para la correcta definicién de derivada fraccional «, se debe multi-
plicar por la caracteristica H (x).

Fig. 1.4. Corte I', en Rep < 0, para p®.

Algunas otras férmulas o propiedades iitiles que incluimos sin més demostracion.
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TEOREMA 1.9 Se cumplen las siguientes propiedades de la Transformada de
Laplace:

1. Log{u(z,t)} =u(q,t). En particular,
Lo {i(p,t)} =1 (p,8) (1.32)

2. Log{w (z,t)} =7, (g, ).

3. En general, para n > 0,

Loy {1 @)} =p"F (p) =p" £ (0) = . = S (0),

donde B
F(p)=Lop{f(@)}=[(D)-

En particular, para v (z,t), yn =1, se tiene

@ﬂwﬂmm=pkmﬂ— — T (1),

Andlogamente,

(1.33)

et} = [fn) - 22,

§

4- Emﬂp {uzm} = axm (pa t) = p2 [ﬂ (p, t) - # - %} .

5 L:x—>p {U:ra:x} = Upaa (p7 t) — p3 [ﬂ (p, t) o (u(g,t) + uw]()(Q),t) + um;(st),t))] )

q7

J—1
6. Lo—q{ear} = ag? (c%q {up-3%, 2 u(O,t))

7. En general se tiene la férmula para la j-ésima derivada

c‘/ﬁ; — {~ _ Zj Ok=Lu (a,t) — e PO*1u (b, t)] '

u
k=1 pk

8. Ya que L,_.q{u} es analitica para todo Regq > 0, se tiene

u(g,t) = Log{u} =Ppq{u(p,t)}. (1.34)

o [T < o (- )
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10. u (p,t) decae como %,

11. w(p,t) es analitica, para todo Rep > 0.

12. Podemos concluir que
Lo {d(x—z0)} =P, (1.36)

para todo xg > 0; y, en particular,
Lo {5(@)} =1,

Por otra parte, una vez desarrollada la teoria de distribuciones, fue posible
probar que la solucién de una ecuacién de la forma

Plu] =9,

donde P denota cualquier operador diferencial parcial lineal con coeficientes
constantes, siempre existe como una distribucién. A dicha solucién se le conoce
como solucién fundamental. Una modificacién de una solucién fundamental
disenada para satisfacer algunas condiciones de frontera determinadas es usual-
mente llamada funcidn de Green.

DEFINICION 1.11 Sea L, un operador diferencial (ordinario o parcial) lin-
eal de orden mn (tal vez como L,g = an (x) % + ... + a1 () g—g + ap(x)g).
Consideremos la ecuacion de n—ésimo orden Lyg(x,y) = 6 (x —y). Decimos
que g es una funcion de Green si

1. Lyg(z,y) =0, para x # y.

2. g(z,y) es (n— 2) —véces continuamente diferenciable, con respecto a x,

en T =y.
9. Tt 1 ygusyt denota los limites y- y yt d
T = oy Aqui y* denota los limites y~ y y* dey —e y

y + &, conforme ¢ — 0, respectivamente, propiciando la condicion de
salto para la derivada d™'g.

El siguiente resultado es conocido en la teorfa de distribuciones. Para més
detalles véase, por ejemplo, [29], [30], [46], o bien, [51].

TEOREMA 1.10 La funcién de Green g (x,y) satisface la ecuacion de n—ésimo
orden L,g (z,y) = 0 (x — y), en el sentido distribucional, si, y solo si, g satisface
las tres condiciones enlistadas en la definicion (1.11). Mas ain, si la funcion de
Green g (x,y) existe, entonces la solucion de la ecuacion Lyu(x) = f(x) estd
dada por

b
ww:/gmwﬂww
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1.10. Integrales del tipo de Cauchy

La integral de la forma
L [ ¢©

% CC—Z

dg,

donde ¢ (¢) es una funcién continua en el contorno, a excepcién, posiblemente de
un nimero finito de puntos, donde tiene discontinuidades integrables, se llama
integral de tipo de Cauchy. La funcién ¢ (¢) se llama densidad y <—iz el nicleo de
la integral. La integral del tipo de Cauchy representa una funcién F (z) analitica
en todo recinto que no contiene puntos del contorno C. Ademas

Fm (2) = QLﬂ"Z /C (Cf(;;zmdé“-

Supongamos que ¢ (¢) verifica sobre el contorno C la condicién de Holder,
esto es para dos puntos cualquiera (; y ¢, sobre C

lo (¢1) — @ (Ca)l < K¢y —<2|a7

donde £ > 0,0 < a < 1, Si @ = 1, la condicién de Holder se llama condicién
de Lipschitz. En estas condiciones, si el punto (, del contorno no es un extremo
suyo, existe la integral singular

1 v (¢)
F(“)_%’/cccodc’

definida como el valor principal de tipo Cauchy.
Este valor principal se puede expresar a través de una integral impropia
mediante la férmula

1 © Q) — ¢ (Co) ©(Co), b—¢
Sl R o 2 Ay

donde los puntos a y b son los puntos extremos del contorno C, si este no es
cerrado. La rama uniforme de Ln se escoge de manera que en el caso de un
contorno cerrado (a = b) el término con el logaritmo desaparezca y la férmula
adquiera la forma

F(Go) = &+ 50 (Co) +

F(Cy) = L/CQD(%:?O(CO)

- 2mi
Si designamos mediante F'* (¢y) y F~ ({,) los valores frontera de la integral
F (z) de tipo de Cauchy cuando z — ( por la izquierda y por la derecha de C,
respectivamente, tendremos las conocidas férmulas de Sokhotski-Plemelj

4+ 50(Co).

FY(Go) = FlGo)+ 500, (137

F (o) = FlGo)- 500,
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o bien

F(G) =5 [F* (o) + F~ ()] (1.39)
F*(Co) = F~ (Co) = ¢ (Co) -

Si C es un contorno cerrado que se recorre como siempre, F'* () son los
valores frontera de la funcién F* (2) definida en el interior del contorno (recinto
D7), mientras que F~ (¢) son los valores frontera de la funciéon F~ (z2) definida
en el exterior del contorno (recinto D) (ver [1], o bien, [26]).

En seguida enunciamos algunos resultados importantes cuya demostracion y
argumentos pueden encontrarse en [1] o en [62]. Aunque los daremos por hecho
como aparecen aqui, en el cuerpo del trabajo los enunciamos con la notacién
adoptada y, en algunos casos, comentamos de su validez en nuestra teorfa.

LEMA 1.1 Dada H (p,§), definida para Rep =0 y & € C fijo tal que Re§ > 0,
que satisface la condicion de Hélder, se puede representar de manera unica en
la forma

H(pag) = U+ (p)g) -U~ (pvg);

donde U™ (p,&) son los valores frontera de las funciones analiticas U (z),
ademds de verificarse la condicion UT (00) = 0. Estas funciones estdn determi-
nadas por
L[>~ 1
U (Z7 5) = 5

2mi ) 0 q — 2

H(q,€)dq.
O

LEMA 1.2 Dada G (p,§), para p € iR y £ € C fijo tal que Re§ > 0, que
satisface la condicion de Holder, y con indice Ind

4G (.6) = o [ G .6 0.

271 ) _ioo
se puede representar de manera Unica como

+
G(p.§&) = %,

donde X* (p, &) son los valores limite de las funciones analiticas X* (z,&), las
cuales son analiticas en los semiplanos izquierdo y derecho, respectivamente, y
sin ceros en los correspondientes semiplanos. Estas funciones estdn determi-
nadas, salvo por un factor constante arbitrario, y estan dadas por la formula

X (2,6) = e (=9,

donde

1 100

F('va) = 5

2 ) _joo Q@ — 2

InG (q,§) dg.
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1.11. Proyectores

En esta seccién definimos el operador P, y presentamos las propiedades més
ttiles para el desarrollo de nuestra teoria.

DEFINICION 1.12 Si ¢ (q) satisface la condicion de Hélder, definimos el
operador P como
o[> 1
Po—:{o (@)} =—5= ¢ (q) dg, (1.39)

27 ) oo @ — %

donde Re z # 0.

TEOREMA 1.11 Si f (p) € Aq, entonces P {f(p)} =7

DEMOSTRACION. Como f(p) es analitica en todo el plano complejo,
desarrollamos la integral en dos partes

—~ 1 +ico ,(g—pla
P{fo} -5 [ T
—— — F(q) dg.
prl) A— (q) dg

Esta integral la analizamos en tres casos: a) para Rep > 0

. 1 “+i00 eqa R
P = —¢e P d
o} =gzem [  ZFaw
1 +io0 1
—— — d
omi ) q_pf(q) q
=Jy + Jo.

Para J;, debemos cerrar el contorno para Re g < 0, para que la funcién eq“]?(q) —
0 cuando ¢ — oo sobre el contorno Cr, como se muestra en la Figura 1.5.

y

Cr

Fig. 1.5. Contorno para Req < 0.
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Como la funcién eq“f(q) es analftica y dentro del contorno I' no se encierra
ningtin punto singular, entonces aplicando el teorema de Cauchy

Ji1 =0.

Ahora evaluamos Jy de la siguiente manera,

1 +ico 1 ~

= —— o d 1.4
J2 i i q_pf(q) q, ( 0)

como la funcién f(p) es analitica Vp € C, la integral (1.40) puede ser calculada
con la ayuda de residuos, tomando en cuenta que hay una singularidad (un polo
simple) en el punto ¢ = p y cerrando el contorno hacia el semiplano derecho como
se muestra en la Figura 1.6, la integracién es realizada en direccién negativa,
por lo que

Jg:f(p).

y

i
/

Fig. 1.6. Contorno para Req > 0 con punto singular py.

b) cuando Rep < 0, debemos cerrar el contorno para Ji, para Rep < 0 como

se muestra en la Figura 1.5. Como la funcién eq“f(q) es analftica dentro del
contorno I' y tomando en cuenta que hay una singularidad (polo simple) en
q = p, entonces aplicando el teorema de Cauchy se obtiene

1 +i00 ed®
Ji1 = fe‘p“/ f(q)dq
2mi —ico 4P

= efpaep“f(p)
f(p).
Ahora para el término Jy, cerramos en contorno de integracién a la derecha

como se muestra en la Figura 1.6, y como Rep < 0, no se encierra ningin punto
singular, entonces aplicando el teorema de Cauchy

Jo = 0.



26 CAPITULO 1. PRELIMINARES

¢) Ahora consideramos el caso Rep =0

R 1 “+i00 eqa R
— — e Pa
{fo)} =g [ i
1 +i00 1 ~
T omi e Hf(Q)dq
:J1+J2.

y

>/

po

(=)
x

Fig. 1.7. Contorno para Req > 0.

Para cada una de las integrales J; y Ja, se debe cerrar el contorno para Reg > 0
como se muestra en la Figura 1.7, y similarmente para Req < 0, debido a que
Rep = 0, debemos calcular la mitad del residuo en cada integral, por lo que

~

P{F0)} = 5e e F ) + 57 )

fp).

2

~

TEOREMA 1.12 Si f (p) satisface la condicion de Hélder para Rep = 0 y
F@)] < 1% 7> 0y lpl > 1 entonces P{T ()} € Au y

o p{fol} e | " 7 o) dp

21 )i
DEMOSTRACION. Tenemos por definicién

P {f(p)} =e P2 + Jo,

donde ]
o A
Ji=5= q q,
YT omi ) q—p
1 “+i00 . 1
Jo = —-— f(q) ——dg,
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Notamos que Ji y Ja son integrales de tipo de Cauchy con nicleos ]?(q) ed®
y ff(q) respectivamente. Debido a las condiciones del teorema ambos ntcleos
satisfacen la condicién de Lipschitz y obtenemos que J; y Jo son analiticos para
Rep # 0 y satisfacen condicién

1
|Jz‘ < C_> ‘pl > 177' = 172
||
Ademss para Rep =0
Wt = Fwe
Jy—Jy = f),
donde
o = 1,
JZ z%p,lI{Iclz>O Jl (Z)
,Jr = 1,
Jl z%p,lI{Iclz<O Jl (Z)

Entonces para Rep =0

p{im)} -p{fw} =0

Por lo tanto, usando el teorema de unicidad de continuacién analitica el operador
P { S (p)} € A,.Ahora demostramos la propiedad

Hrlfol=rwon [ e o

Desarrollando la parte izquierda de la igualdad para Rep > 0 con el contorno
mostrado en la Figura 1.8, se obtiene

celiol) = o [ e [ [T ] ap

B 2mi —1i00+4€ 2mi —100 q—p

Usando el teorema de Fubini se puede cambiar el orden de integracién para
obtener

=R 1 +ico 1 +ico+¢ eqa+p(w—a) — Pt
r-1ip - dg— — dp.
{ {f (p)}} 27 /_ioo d (q) q277i /—ioo-i—a q—p ?1 1)



28 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Fig. 1.8. Contorno para Rep > 0.

Ahora desarrollamos la integral interior de (1.41) y la llamamos I

1 +ico+e eqaep(:vfa) _ ePT
= — .
27 —100+€ q—Dp

En el caso para x < 0 debemos cerrar el contorno a la derecha, como se muestra
en la Figura 1.9, y el punto singular p = ¢ queda fuera del contorno de inte-
gracién y como la funcién (eqaep(x_“) — epx) es analitica dentro del contorno I,
por lo tanto usando el teorema de Cauchy

I, =0.

Fig. 1.9. Contorno cerrado para Rep > ¢.

En el caso para = > a se debe cerrar el contorno a la izquierda, como se muestra
en la Figura 1.10, por lo que debemos calcular el residuo en el punto singular
p = ¢ (polo simple), aplicando la férmula integral de Cauchy

I = ef%1@=a) _ o7 — (),
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~
Fig. 1.10. Contorno cerrado para Rep < €.

Para el caso cuando 0 < x < a separamos I en dos partes

eda +ioco+¢e ep(wfa) 1 +iocote ebz

271 —i00+4-€ q—p 2mi —icote 4P

Para la primera integral se tiene que x — a < 0, por lo que se debe cerrar
el contorno a la derecha, como se muestra en la Figura 1.9, por lo tanto no se
encierra ningin punto singular entonces usando el teorema de Cauchy la primera
integral es cero. Para la segunda integral cerramos el contorno de integracién a
la izquierda, como se muestra en la Figura 1.10, por lo que debemos calcular el
residuo en el punto singular p = ¢, entonces obtenemos

Iy=¢e" 0<z<a.

Por lo tanto finalmente obtenemos

o)) =rway [ i

21t oo

1.12. Operador Ku

Ahora definimos el operador Ku en los siguientes términos:

= — pT i e U
k=50 [ e (_tm_on [ K@) b,
(1.42)

donde z,t € RT, u(q,t) € A, y el simbolo K (p) = \p|%, tal que el operador K
sea disipativo, es decir,

Re K (p) > 0 para valores de p € C tales que Rep = 0. (1.43)
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Para probar la convergencia de la integral (1.42), separamos en dos intervalos
de integracién y aplicamos la desigualdad del tridngulo

1 +iR2
e L - N
Kl = | Jim s [ K 0 ) dp
0
lim — PT I (p) U
+im o i (p) w(p) dp‘
1 +iR2
<| lfm — P | (p) 4 (p) d
Sldmosg ) © (p)u(p)dp
0
_ pT N
+| o i K (p)U(p)dp‘
=1, + L.
Donde
+iR2
I, = — Pe I (p) 1 (p) d
1 A o ) R @) dp
0
I, = — P K () (p) dp| .
2 A o ﬂ_Rle (p) u(p) p‘

Ahora probaremos la convergencia del término I; usando el criterio de Cauchy
para convergencia simple, es decir Ve > 0, 34 > 0 tal que VN > M > A

iN
L / e’ K (p)u (p) dp

2w Jim

)

<eE.

Integrando por partes con respecto a p y aplicando la desigualdad del trian-
gulo se obtiene
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-/ T lrkmamden

Mz

/ M e K (p) @ (p) dp

- PONT
~|zerrwmamiy

1 / T e (K ()2 (p) + K ()@ () dp

1 . ~ i
<K el

1 iN
+ - / P K (p)u’ (p) dp

1 N
1 / K ()@ (p) dp| +
7 L M

T Jim

iN

<T|K@T@I]+ 1 [ K @lEe) s

N
WL / K (p)| [ ()] |dp] -

T Jim

Usando (1.23) se tiene que |u (p)| < % y @ (p)] < #7 para [p| > 1y

K (p) = Cap®, y su derivada K’ (p) = Cp*~".

iN - N 1 o C iN 1 iN a1 1
oK ()@ (p) dp| < = | Calpl™ | [+ [ | Calpl ™ - ldp)
iM Z |p\ iM T Jim |p|
1 [N o1
+2 / 1o 1° —5 ]
z Jim |p|
1
< C|liN|® — ClliM|* —
< O] wv‘+ [iM] z‘M|‘
N L
e / 1pI°~2 |dyl
M
1 1 et |N
<C C C
- Nl-«a + Ml + |p| iM
1 1 1
< CMl_a +CN1_a +CM1_a
1
<O

1
Para N > M > A= (%) == ge cumple el criterio de Cauchy de convergencia
simple. En forma andloga se demuestra la convergencia para el término Is.
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1.13. Funciones inversas K ! (—¢)

Para que una ecuacién en derivadas parciales (EDP) tenga solucién tnica,
se requieren especificar algunas condiciones adicionales tales como condiciones
iniciales o de frontera.

FEl paso siguiente en este trabajo es demostrar que sélo se requiere una condi-
cién inicial y no se necesita ninguna condicién en frontera, para el problema (1).

Puesto que en el problema (1) sélo existe la primera derivada respecto a t,
se requiere tinicamente una condicién inicial

u(x,0) = up (x).

Ahora para plantear la cantidad de condiciones en frontera del problema (1),
damos la siguiente.

DEFINICION 1.13 El simbolo K (p) es disipativo si se cumple
Re K (p) > 0 para valores de p € C tales que Rep = 0.

El siguiente Lema nos muestra que si @ € (0,1), no es necesaria ninguna
condicién de frontera.

LEMA 1.3 Sea K (p) = Cap®, a € (0,1), K (p) es disipativo, entonces no
existen funciones inversas para Ref > 0 tales que ¢ (§) = K1 (=€), para
Rep (&) > 0.

DEMOSTRACION. Sea K (p) una funcién analitica definida en el semi-
plano complejo Rep > 0, y elegimos la rama principal de la funcién analitica
C,p® en el semiplano complejo Rep > 0. Haciendo un cambio de variable con
K (p) = Cop® = —€ para Re€ > 0y

—g <argé < g (1.44)

El primer paso es hallar las raices de p como sigue

o

_lEF
|Ca

ei(7r+arg E—arg CaJrQﬂ'kJ)é =y (5)

donde ¢ (£) son las funciones inversas. Tomando
1
Rep (¢) = C cos ((71' +arg € — arg C,, + 27k) a) >0,

el argumento de ¢ (§) debe estar entre los valores

C. 2rk
T r, wel aglo 2Tk T (1.45)
2 o o o o 2
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despejando el valor de k de la desigualdad (1.45) se obtiene que

a 1 argé argC, a 1 argé argC,
————— <k<—-—2--— ,
4 2 2 + 21 4 2 27 21
denotando una nueva variable ¢ = —1 — 2& S+ ar%f“ , reescribimos la desigual-

dad o o
—Z+w<k<z+wkez. (1.46)

Usando (1.44) tenemos que

1 argé 1
—. 1.4
15727 ©1 (1.47)

Como K (p) es disipativo representamos

™
(ot —a)
K(p) =[Cap®le 2,

donde 0, = argC,, p = iy, y € R. Notamos que cos(f,, + ga) > 0, y por lo

tanto ) )
f—+m7g<%<—+mfg
g i 2 (1.48)
——tnt— <2l ooy
4 4 2m 4 4
Resolviendo el sistema obtenido tenemos
Lo, <z+2
g Ty smTnsy Ty

Tal que o < 1 y m, n son enteros, vemos que un valor posible es m = n = 0.

Por eso ) o )
a— arg Cy, -«
. 1.49
1 S 27 S T2 (1.49)

Usando (1.49) y (1.47) obtenemos para (1.46)

a 1 argé argC, a 1 argé argC,
——<k<-=-—-—=- —
4 2 2m + 2m ks 4 2 2m + 2m
Tomando el méximo de la parte izquierda y el minimo de la parte derecha de la

desigualdad se obtiene una nueva desigualdad para a

w__l_argg arg C,,
2 27 21

; 3 1—«

méx {¢} = 1T

1 a-1

min {¢} = ~1 +
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tomando la desigualdad

—%—&—ml’n{zﬂ} < %
e a1«
4 4 4 4

arg Cy,

se cancela el argumento de =5

, por lo que queda

por lo que sélo existen valores de k cuando o > 1. m
Entonces se demuestra que no es necesario poner condiciones en frontera al
problema (1) para que la solucién sea tnica.
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El problema lineal

Al plantear nuestro problema original

w+ N (u) + [0 eP"K (p) i (p,t)dp =0, x> 0, ¢ > 0,
w(z,0) =ug (), z>0 , (2.1)
w(0,¢)=0,t>0

para una funcién v = u (x,t), mencionamos que el simbolo K (p) = |p| %, es una
funcién no analitica. Para resolver el problema (2.1), a lo largo de la presente
tesis desarrollaremos un nuevo método que, en primer lugar, resolverd el prob-
lema lineal asociado con este iltimo. A su vez, mostraremos que la solucién al
problema lineal puede obtenerse, escencialmente, de una funcidn de Green que
construiremos, y de cierta relaciéon de esta 1ltima con las condiciones iniciales y
de frontera.

2.1. La linealizacion

Asociamos a (2.1) el siguiente problema lineal

ut(xt)+|8|2 (z,t) =0, donde = > 0, ¢ > 0;
u(z,0) = ug (), x>0 ; (2.2)
u( t)=0,t>0,

donde \Bzﬁ u es el operador pseudodiferencial derivada médulo-fraccional
definido en R por la ecuacién
1 1 [ 1
0% u (2, 1) = H (2) f/ e Ipl? @ (p, ) dp, (2.3)
211 —i0o
donde u es la transformada de Laplace L5, de u, con respecto a x, definida
explicitamente por

Lo {u(a,0)} = T (p, ) = /Oooemu(x,t) dz, (2.4)

35
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v H es la funcion de Heaviside

H(w)Z{(l): e (25)

2.2. La funcién de Green y la solucién del prob-
lema lineal

En esta seccién construiremos la funcién de Green asociada al problema
lineal (2.2), y mds adelante verificaremos que esta funcién es solucién de dicho
problema.

Para hablar propiamente de la funcién de Green que construiremos, intro-
ducimos el operador de Green G mediante la férmula integral definida por

605 (0) = | T 0 (.0 o () dy, (2.6)

donde G es lo que consideraremos como funcién de Green y que, segin nuestra
construccién, quedard determinada por

G (e y.t) = /meftdg T Y 0O e, @21)

S e Pl e
donde Z~ es
1 10 ey 1
2oy = Rt @ Y
R —
2mi ) _iwq—pY 1 (q,6)
y YT es
Y (p,6) = POt (p), (2.9)
en la que

Mg = dm 2 ln{<|q|j+€> w_(q)}dq(ZlO)

z—p,Rez<0 2mi | ;o q— 2 gz +¢& ) wh(q)
. 1
1 oo 1 2 -
= P In |q‘1 +§ d (q) dQ7
210 ) _jo0q — P gz +¢ ) wh(q)
y
() — 1
(@)= (@5 D, (211)

PROPOSICION 2.1 Sea el valor inicial ug(z) € L'(R*) UL (RT) U
L> (R™"). Entonces existe una, y sélo una, solucion u del problema (2.2), que
tiene una representacion integral con base en el operador de Green como

w(e.) =G (0w ) = [ G (1) o (y) dy. (2.12)
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donde la funcién de Green G estd dada por la férmula (2.7) antes mencionada,
y el espacio pesado L' (RT) se define! como

Lt (RY) = { £ |1fly, = / 2l | ()] det b ,
Rt

para i € R.
DEMOSTRACION. Supongamos que existe u solucién de (2.2), tal que
u (z,t) =0, para todo x < 0,

y veamos qué apariencia debe tener esta funcién. Aplicando la transformada de
Laplace, con respecto a x, al problema lineal (2.2) obtenemos

Loy {ut (z,t) + |0s]? u(ac,t)} = (q,8) + Losq {mé u(x,t)} —0. (2.13)
Por otra parte, definiendo el operador Proyector P como

L[> 1
Py} =—5= [ p_zwwwm, (2.14)

para Re z # 0, podemos expresar el segundo término en (2.13) segtin este proyec-

tor:
o)

o0
_ (r—a)=
(para Rep =0, y Req > 0 tenemos /0 eP— DTy = e;:; 0 —ﬁ)

Ly g {|8w‘% u(‘rvt)} :/0 e |0I|% u(z,t)dz

o) 1 100 1
= dee " H — PE p|2 w(p,t) d
| et @ o [ et i i

—100
(por el teorema de Fubini)
1 oo
dp [p|? u (p, t)/ eP=De gy
0

100
- % —1300
1 [ 1 1
=—5= — [p[> u(p,t)dp
27 %mpfq‘| (1)

~Ppy {ll A1)}

1En general, los espacios L® con peso p, se definen en R™ como

L>*(R") = {f: 1flls,, = (R/ || If(w)sdw) }

para 0 < s < oo.
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De aqui que
Loq {10:F u(@,t)} =Pyoy 1K ()T (0,1} (2.15)

para Req > 0. También, como la funcién u; (p,t) es analitica, para Rep > 0,
usando la férmula integral de Cauchy se obtiene

Ppg {te (p,1)} = ue (q,7) . (2.16)

Entonces, reescribiendo la ecuacion (2.13), utilizando las férmulas (2.15) y (2.16),
se tiene

Ppq{ut (p,t) + K (p)u(p,t)} = 0 (2.17)
u(p,0) = uo(p).
Reescribamos (2.17) en la forma
ur (p;t) + K(p)u(p, t) = ®(p,1),
ii(p,0) = 1o (p) } (2.18)

para alguna funcién ®(p,t) que le pedimos

Pp_q {®(p,t)} =0, para todo p tal que Rep > 0, (2.19)
y la condicién

@ (p,t)] < Clp| * %, parap € C tal que [p| > 1,

para asegurar la convergencia de integrales que involucran algiin término de
(véase, por ejemplo, ecuacién (2.24) y (2.27), y las estimaciones relacionadas).

Ahora aplicando la transformada de Laplace L£; ¢ (con respecto a t), al
problema (2.18), se obtiene

Lie{ur (p,t) + K(p)u(p, 1)} = Li—e {P(p, 1)} = 2(p, ).
Y dado que R
Lie {K(p)u(p,t)} = K(p)u(p,§)

Lo (T (p,t)} =€ [5 (p.6) %0)] |

podemos reescribir la ecuaciéon anterior como

€ (p,€) —a (p,0) + K(p)ulp, €) = (p,£),

que, sustituyendo u(p,0) = g (p), nos conviene escribir mejor como,
= 1 - ~
W (p,) = (0 @)+ (3.9)) . (2.20)

K(p)+¢
para Rep > 0y Re& > 0.
Para obtener una férmula integral para la solucién u (z, t) del problema lineal
(2.2), es necesario conocer la funcién ® (p, t) (2.18); sin embargo, segin podemos
ver en 2.20), debemos hallar primero o (p, §), usando propiedades analiticas de

. En este sentido, primero extendemos @ (p, ), para Rep = 0.
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LEMA 2.1 (de valor limite) Sea f~ (p) Hdlder en Rep = 0 y Hélder en el
infinito. Entonces para Rep = 0, se tiene

L[>
- =—— —f" (q) dgq. 2.21
fo)=-— _mquf () dg (2.21)
DEMOSTRACION. De la definicion (2.14) del proyector P, y del hecho
de que tenemos definida la funcién analitica
PO =P W) == [~ @
P 270 ) oG — 2 ’
para Re z > 0. Después junto con la primera férmula de Sokhotski-Plemelj (1.37)
para el proyector de f~ implican que
1 100 1 _
e e MOLL

lim -
z—p,Re 2>0,Re p=0 2mi ) o0 q — 2

= et @t L),

2mi) oo q — P

f~ =

De esta iltima igualdad, después de simplificar, se deduce nuestra afirmacion
(fin de lema 2.1). W

En seguida estableceremos relaciones itiles para plantear y resolver un prob-
lema de Riemann-Hilbert, asi como para determinar la desconocida ® (y por
lo tanto ®) de la ecuacién (2.23). Especificamente, la primera parte del sigu-
iente lema representa un problema de Riemann-Hilbert que, en este caso,
consiste en hallar una funcién seccionalmente analitica 2, y cuya solucién se
conocerd hasta después de este lema.

LEMA 2.2 Euxisten funciones seccionalmente analiticas Q y A que satisfacen:

1. Para Rep =0,

ot p.¢) = 0L

y, ademds,

2. 51 Q™ decae mds que \/|p|, se verifica que

= K(p)+¢

B (p.6) = o (0.6~ (0.0). (2:23)

DEMOSTRACION. Definamos las funciones auziliares (seccionalmente
analiticas), dadas por las integrales de tipo Cauchy,

L[>~ 1 1 -
©(z,¢) = %/_iooq = Zm@(q,f) dq, (2.24)



40 CAPITULO 2. EL PROBLEMA LINEAL

)
1 o[> 1 1
dq. 2.25
M) =g [ g0 da (225)
De las férmulas de Sokhotzki-Plemelj aplicadas a la funcion (2.24) se obtiene
1 100 1 @ , 1 5 ,

2mi)_ioqa — P K (q) + € 2K (p)+¢&

Andlogamente, para AT obtenemos

+ Y i S C) 17 (p) + @ (p, )
A @‘)‘2mf;wq—pK«n+€”+2 Kp)+&

De aqui que, sumando ambos términos, se tiene

VRN O N U
11 _
+2KU+£[<m+¢mo+@m@]
1 100 1 =~ 1~
i e A

y, sustituyendo (2.21) en el sequndo sumando de la derecha, se obtiene
ot +AT =0. (2.26)
Definamos ahora la funcion auziliar Q (seccionalmente analitica):

L1 K@)

Q(Zaf) =

27

Reescribimos Q0 como

mmpifle@“*&mm

21 ) _jooq — 2 K (q) +¢&
1o 1 - £ [ 1 3(q9)
— — 3 dg — —— D5 g
T i) gz (0.€)dg 2m/_iooq—zK(q)+§ 1
1 ZOO

= — —<T> (¢,€)dq — €O (2,€) , segun la defincion (2.24) de ©,

2mi —ic0d —

y, tomando limite en esta ecuacidn, por la derecha, tenemos

Q (p,§) = e 0 (2,6)
. L[>~ 1 - ,

ZHP,REZ>0 Rep=0 271 —icod — % z—p,Rez>0,Rep=0
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pero como se habia requerido,

0=P (6 (p,§)> __ L L3 (¢,6)dq,

27 ) oo @ — 2

se tendria
Q" (p,§) =-€0"(p,§). (2.28)

Observemos que, mds generalmente, bajo el requisito de que el proyector se anule
en @, para Rez > 0, se tiene

Q (Zag) =—£0 (Z’§> :

Finalmente, para mostrar que se verifica (2.23), utilizamos la definicion (2.27)
de Q2 junto con la seqgunda formula de Sokhotzki-Plemelj para obtener

K (p)
K(p)+¢

Andglogamente, de la definicion (2.24) de ©, y la formula de Sokhotzki-Plemelj
se tiene

QF (p, &) —Q (p€) = o (p,€). (2.29)

0% (0.6) - 0 (n6) = 5. (230
De aqui que
K (O (.- 0 (1.6) = 2 0B ne). (23

Entonces, de (2.29), (2.31), (2.26) y (2.28),0btenemos
Q+ <p7 f) -Q (pa E) =K (p) (®+ (pv E) -0 <p7 f))

k) (AT .9+ 10 (6))

=K AT (p,&)+ KT@Q‘ (p,€),

y, despejando QF de esta iltima igualdad, se ha planteado el problema de Riemann-
Hilbert (fin de lema 2.2). m

LEMA 2.3 (Solucién del Problema RH) Existe una funcion seccionalmente
analitica U tal que la funcion Q descrita en (2.27), que es solucion del problema
de Riemann-Hilbert (2.22), tiene la representacion seccional

Q" (p.) = A (&) - V" (pEU (16,
p? +¢§

para Rep >0 y Re& > 0.
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DEMOSTRACION. La ecuacion (2.3) corresponde a la condicion de fron-
tera de un problema de tipo Riemann-Hilbert no homogéneo para un semiplano.
Para resolverlo debemos modificar su coeficiente, y resolver el problema equiva-
lente:

Ki(p)+¢& K(p)+¢&
13 Ky (p)+¢

Qt (p,&) = Q" (p,&) — K (p) AT (p, ),
donde )
Ki(p)=p2,peC. (2.33)

Entonces, para algin punto fijo € € C, tal que Re& > 0; y para Rep > 0,
definamos
~ K(p)+{w (p)

GO = Tt o) (2.34)
donde s
w® (p) = Ly para zp € R (2.35)
(PF 20)*

Ahora, observando que (2.34) satisface la condicion de Hélder, y que el indice
de G

Ind (é(p,g)) = i/iwdlné(p,g) =0,

2T ) oo

segin el Lema 1.2, existe X (z,€) tal que
X* (2,6) = 9,
donde

L6 = 5 /_Z G0} da (2.36)
RN n{Eree @),

o2mi | o q— 2 Ki(q) +&wt (q)

de manera tal que

~ Xt (p,§)
G (p,§) = ———=, 2.37
8= X 0,0 230
donde
+ — ‘ — y [(z8) _ JT%(p.)
X (p7 f) z%p,l&r%{lc z<0 X (Z, f) zap,lll:%lc 2<0 ¢ € ’ (238)
y, por otra parte, definiendo
YE(p,€) 1= X* (p,©) w* (p) = e PO (p), (2:39)

de las ecuaciones (2.34) y (2.37), se tiene

Y+ (p¢)

K (p)+§& = (K (p)-l-f)m;

(2.40)
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o0, equivalentemente,

K(p)+&  Y+(pe) <K1 (p)+€> , (2.41)

& Y (p¢ ¢

Ahora, después de sustituir la expresion (2.41) en (2.22), dividir por YT y sumar
el término —%A* en ambos miembros de (2.22), obtenemos

QF At K@) +€Q K@) +E,
Y+ & Y- Y+ '

(2.42)

Ademds, por las formulas (1.37, 1.38) de Sokhotzki-Plemelj, y de la repre-
sentacion (2.25) para A, tenemos

AT (p,&) =A™ (p¢ L alp)

PO=A OF ) e
Ahora, al sustituir esta representacién de AT en el lado derecho de (2.42), y
haciendo uso de (2.40) obtenemos

Y+ 3 Y- Y+ (p,§) '
Por otra parte, ya que g (p) satisface, para Rep = 0, la condicion de Holder,

la funcidn YT((;))Q también satisface esta condicion. Por tanto, de acuerdo con

el Lema (1.1), esta dltima se puede representar de manera unica en la forma

tg (p)

0. Ut (p,&) —U™ (p,€), (2.44)

donde UT son los valores limite (izq. y der.) de la funcién analitica U definida
por la ecuacion

L1 ()
Ry e e ol (249

De aqui que la ecuacion (2.43) se transforma en

Q+;§A+ Lo K (]2)4-5 <Q—;§A—) LU

+ At
que es vdlida para todo p tal que Re = 0; siendo las funciones %A— +UT,

Y K1(§)+§ (Q_;EA_ + U~ analiticas en los semiplanos Rez < 0, y Rez > 0,

respectivamente. De aqui que, si definimos

QFf—eat
F(z6) = U Res<O
) K1(§)+§ (Q ;ﬁf\ )+U7, Rez > 0,
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podemos demostrar, mediante el teorema de Morera, que F' es analitica en todo
C. Ademdas, siendo F acotada, el teorema de Liouwville nos permite concluir
que F' es una constante A. Por lo tanto, la solucion del problema de Riemann,
definida por la condicion de frontera (2.22) se determina por

Qf = YT (A-U")+éAt (2.46)
-~ 3 e _
Q= Kl(p)%y (A-U")+¢A.

Sdlo nos resta mostrar que A = 0. Para tal fin, observemos que, siendo ) una
integral de tipo Cauchy, con densidad v, las férmulas (1.37, 1.88) de Sokhotzki-
Plemelj nos permiten escribir

1 [ 4 (q,€)

1
+ -+
Q (zag)_:th(zag)—’_Qﬂ_l o qg—=z

dq.

De aqui que
lim Ve (2,6) = iédj (00,8) = 0;

z—00,F Re 2>0
y, por lo tanto, concluimos que A = 0. Y, finalmente, la solucidn (2.46) del prob-
lema de Riemann la podemos escribir como se indica en (2.32). Esto demuestra
el lema 2.5. W

Finalmente, exhibiremos la forma explicita de la solucién u descrita en (2.12)
de nuestra Proposicién, y de la funcién de Green descrita en (2.7). Observemos
que, de la ecuacién (2.32) para (27), de la relacién (2.40), y de las férmulas
(1.37, 1.38) aplicadas a(2.45), podemos escribir

v+

_ § ~ _
Q =—— YU T4+ —=— A,
De ésta ultima ecuacién, y de la expresién (2.32) para QF, obtenemos
_ S - &
o -0 =|—=—-1|YTU" AT AT - —— .
(2, §)— (p,€) [K(p) : 1] +¢ [ ROETR (p)

Luego, tomando en cuenta (2.23), podemos hallar la funcién desconocida d de
(2.20), mediante

O (p,&) =Y+ (p,E)UT (p,€). (2.47)

Entonces podemos concluir que ® es un valor de frontera de una funcién analitica
en el semiplano complejo izquierdo y, por lo tanto, satisface nuestra peticion:

P {® (1.6} =0,

para Re z > 0. Habiendo determinado la funcién </I\>, mediante la ecuacién (2.20)
para u, podemos describir complétamente esta tiltima funcién como
=~ 1

u(p,&) = FOE (o (p) =Y (p, ) U™ (p,9)) (2.48)
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Mss atn, de la ecuacion (2.40) despejando K (p) + &, y de las férmulas de
Sokhotzki (1.37, 1.38) aplicadas a U, definida en (2.45), obtenemos

u(p,&) = — Y~ (p,6) U (p.€). (2.49)

Ky (p)+¢

Esta ltima ecuacién implica que @ es el valor limite de una funcién analitica en
el semiplano derecho (Re z > 0). Y aplicando transformadas inversas de Laplace,
con respecto a  y t, segun la expresién (2.49) obtenemos

100 100 Y+
u(:c,t):ﬁ/; eftde B emﬁ)pf)gU (p, &) dp. (2.50)

Finalmente, recordando que

U o= L[ LRl

2.51
z—p,Rez>0 271 —ico 4 — % Y+ <q7 f) ¢ ( )

sustituyendo aqui la definicién (1.7) de la transformada de Laplace para g (q),
e intercambiando las integrales, se obtiene la férmula (2.7) para la funcién de
Green, lo que nos permite escribir la solucién u del problema como

u(z,t) =G (t)ug (x) = /OOOG (z,y,t) uo (y) dy

donde la funcién de Green G estd definida por la férmula (2.7). Esto demuestra
nuestro resultado (Proposicién 2.1). ®
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Capitulo 3

Primeras Estimaciones

Considerando el operador de Green G definido por

6(0)¢(0) = | TG (.0 0 () dy,

(3.1)

estd claro que las estimaciones que involucren a G demanden desarrollos similares

para la funcién de Green G.

3.1. Estimaciones para la funcién de Green

En esta seccién demostraremos la siguiente.

PROPOSICION 3.1 La funcion de Green, dada por la férmula

100 100 ‘ Y+
€§td§ eP® (p7 6)

G(z,y,t) = —
(3773/7 ) 47_[_2 . . ‘p|% +£

donde la funcion Y T se describe por

Y+ (p> 6) = 6F+(p)£)7

para

I (p,§) =TT (p.§) + mw™ (p),

en la que

1 jal” + €\ w (@)
It (p.¢§) = zm‘/_mqpln{<q%+§ ) w* (q)

I

w (@) =(@F1)

7

47

Z~ (p,&,y)dp,

} dg,

(3.5)

(3.6)
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7 (p.€ )_L/imﬂ;d (3.7)
DS = o ) ea—p Y (0,6 '

satisface la representacion asintdtica
G(z,y,t)=t A2t ?)+ O (tiQ("H)y”) , (3.8)
para 0 < pp < 1, y para la cual A (s) € L™ (RT), se define por

i P i r+(p, 4 =iz
A(s)_i ico e;vx"’—\P‘%dp—f— et /woepse o (0:€), (p) e %

2w 472 | _ioo \p|%—|—£

_ L g +€\ w*(9)
Fg(p’f)_fm/_mq—pm{<q%+§>W‘(q)}dq'

DEMOSTRACION. Ya que de la férmula (1.37) de Sokhotzki-Plemelj se
obtiene

dp, (3.9)

e~ DY
zZ" p)gay :Z+ p)gay TN+ 3.10
&0 = 2" (060 - Fro g (3.10)
podemos reescribir la fucién de Green (3.2), como
100 100 Y+
G<x7yat) ) eftdg epxﬁ((z-ﬁ- (pvgay)_ (311)
4m —i00 —ioco |p|§ + f
e—PY
——) ) dp
o)
- G(1 (.I‘,y,t) + GZ (:Evyat) 3
donde las componentes de Green quedan definidas por las integrales
1 [P 0 p(z—y)
Gi (z,y,t) = ——2/ egtdf/ c T dp, (3.12)
AT )i —ioo[p[? +¢&

o, equivalentemente, de acuerdo con el teorema de Fubini y la férmula integral
de Cauchy,

1 100 1
Gi(w—yt) =5 / BCARAT) (3.13)
y, por otra parte,
100 100 zy+ D,
Go(w,yt) =7 | def e #T (p,&y) dp (3.14)
—ioo —ico [p|* +£

1 v
= —2/ egtdf/ epmﬁZ‘k (pvgay) dpa
472 |, Cs Ip|z +¢
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para los contornos
1 ={¢eCig=|geti(ire)}
C2={peCip=p|e=(Er)},
para t,z > 0, donde ¢; > 0.
LEMA 3.1 Para el sumando Gy se verifica la estimacion
|Gy (z —y,t)| < Ct7 207D g —y| 77, (3.15)
para v > 0.

DEMOSTRACION. Para estimar Gy, usamos la representacion

~ omi

1 1
= [ b
Cy
para £r > 0, donde
Cy = {p € (ooe_i(%ia),0> U (O, ooei(%ie)) } ,e>0.

Haciendo el cambio de variable p = zt=2, y usando la desigualdad |e*| < |z| ™",
para vy > 0, se obtiene la estimacidn

|Gy (r, )] < CE20 |77
o0, equivalentemente, para x,y > 0,
Gi (@ —y, )| < CE20 |z —y| 77
(esto demuestra el lema 3.1). W
Continuamos con un segundo lema para estimaciones.

LEMA 3.2 Para la funcion T, descrita en (2.36), se tiene la siguiente esti-
macion

22 zl—e

1—¢
)+o(5=)
gi—c
2’176
)+o(3=)
qi—c

(2,6 = i%sgn(Rez) +0 (i) +0 (25) .

En particular,

|

Nf=

rw%o=4f+0(
8 q

y, de acuerdo con (2.89), se tiene

|

SCGERA

[V

q
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g e() o )
Y+ (q,¢) qz qt== )"
FEquivalentemente, para esta dltima ecuacion,
1—e
< C( Kl Lol ) ,
a2 lal

Considerando, en cada situacidn, € > 0 (véase demostracion,).
DEMOSTRACION. (1) Primero, integrando por partes la formula inte-
gral (3.5) de TF, para Re z > 0, obtenemos

voao [Tul(laF e @\,

M= [ 1 {<q%+g>w+(q>}‘“ (- 2)
D AR Wi 0] (NN
- {(q%+§>w+(Q)}l (@ p)q}m

lal? + ¢\ v (q)
gz +¢& ) wt(q)

-
g

— €

’ 1
Y+ (q,)

100 —
—/ In(q —p)dln (w (Q)) , (términos con R son cero)

i wt (q)
N K'(g __Ki(g)
- /,m1 (4 p)<K(q)+£ <q>+s>dq

A e () e
_/“” (g p) @K@

e )+ >< ROET
1 700
*5/,1.001 @=P T <q—1> aa.
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donde K (q) = |q|% , K1(q) = q*. Como K'(q) = %K (¢), K{ (¢) = 5-K1 (q).
Ademds,

gt 0D g = §0)
= ln(l—z)% =Inwt (p),
de donde
T+ (p,&) =T (p,&) + nw™ (p),
y se tiene

Frpo)= tm [ L 1n{<Q'”5>“E”}dqﬂnwwp)

—p.Rez<0 27 Ciced — 7 Z+¢ ) whie)
1 K'(q) K1 (q)
= — 1, —_— 1 - - d
Zﬂp,llgelz<0 211 —ico . (q Z) (K (CZ) +£ Kl (Q) +£ ¢

que se reduce a

=€ _lim oo Z 02 G e T
(2). Andlogamente, para T~ se tiene
YT (p.8) = e 0,
donde
== lm 2% O:O (g =2) (KI((;)% - Kﬁlngl s) dq
=—¢ Jm o, o Z Infg - 2) (K(glfgfufqu)ﬁ Gk

Con el cambio de variable & = q1, K (q) = |q|%, K'(q) = Lq |q\%, Ky (q) = q2,

2]
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Ki(¢q) = %qq%, se tiene

I'=(p,&) =— lim L Zool (q—2 (K/() K1(Q)£>dq
\

z—>p,Rez>0 21 +§ Kl ( )

- 1 100 K ( )
- z—»pl,llrlgelz>0 27T’L ; <|Z ( |Z|) ( +£ Kl (1)+§>d

7l Elk B W(QEM)E i
| \le“rﬁ (qrl2)* +¢

|2
= — im — In{( |z
z—p,Re z>0 271 —ico ‘ | e |Z

1
B . e |q1|2 qi dq
=— lim - |z|
z—p,Rez>0 271 —ioo |q |2 + L q2 + Ll 2Q1
|2]2
=—  lim — In|z| + In - ! d
z—p,Re 2>0 271 _ico < ‘ | (ql |Z| L Kl (q) + ﬁj q
2 z|2

%
__1n|z‘z—>phl:1{relz>0 2m dln( %@ +$_) dgq

1212

1 100 K/
— lim In(q — z E — 1(9) 3 dq
z2—p,Re z>0 27T’L ico Z‘ K (q) -|- T K, (q) +
2

1
2| |z]2
K (q)+ l—Tg
=—Ind| ————— | In|z
AT )+ﬁt ||
100 ! !
lim L In <Q1 - i) K (9) Ki(9) dq
z—p,Rez>0 21 J _; |z K (q) + T K, (q) + ﬁ
K(q)+ 5
=—Ind lzlg In |z|
1 (Q) +—1
|2]2
100 ! _ !
| 1n(q_i|> K (q) - K1 () "
2 z—p,Rez> T J_; z
(8) Ahora debemos estimar, para Rez > 0, Re§ < 0. Denotamos | Tl =,
z|2
C/”" ( z) K'(q) — K1 (9)
r yR) = T3 In - T dg.
0= TR Bor 0@ oY

Sea ¢ < 1, |K (q) +¢| = C (lal* +¢1) 5 analogamente, con |K1 (q) + | =
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C (lal* +1¢I) yIK' (@) - K (@) < 5,

'Fw“’z):c'c'[:m(q o) [ o g g

(1+ d
<C|C|/ laD)” | (I|
ioog| 2 Iq\2 +|C|

o [ it 3 >>d<zi'>
K/mg(% ()7 >

In(g—7)| < Cl@+lg) < C 1+ g

l\Jl)—A

<C/oo(141ré|1q1) dq1S / (}+q1)dql
o of (o +1)’ ot (af +1)
<c 1qu1 M <C.
0 q12 1 C]l2
Sea |¢] > 1,
< _z K’ (q) — Ki (q)
FIO (Cvz) 27TZ oo ln (q z|) (K (q)+C) (Kl (Q)+C)dq

Cambiar # =q,9=q \C|2

IR L O 1 (K (@) = K (q))
hol62) =55/ .. ('C' @ z|> (AERIEE
' (K

o 17 (" ) — K (1))
“aaf (e |>|<| (i + &) (Kl )

¢l
(Y T e (K" (q1) — K7 (01)) 1
~5 () [ (s (C’I e ))( K+ &) (Kl s 5
)

( ) WP 2 [ )~ K ()
<l 21 )i (K (a1) + 77) (K2 (@)

S 10 2 (K" (q1) — K1 (q1)

T omi (CI) /m 8 (ql |2| g|2> (K< D+ ‘%l) (Kl (@) + L)dql
- ¢ (@) +
_ <|§|)l P In d<_K1(q1)+%>

S N R (K" (q1) — K{ (1))
2m<|§|)/m1 (ql |z||g|2>( K(q )+%)( (q1)+£_)dql'

—
)
=
~
+
)
~
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Estimamos
IR (K (a0) = K ()
=g () [0 (v i) (Ko ) (s + )

1>
‘ln ((h - —\ZIIZCIQ)’ <C (|Q1| + ﬁ) porque |z | <

n <Q1 - |Z‘ |§|2>
_ ico 1 1\¢ (K" (q1) — K7 (q1))
¢ oo (|q|+|Q1> (K(q1) KI)( (@) + g \)

°°(|Q1|+ 1) dq 1o |15 d
gc/ 1] _c/-—$—+c/ ﬁigﬂgc.
0 0 |qu|2*° L q?
arl? (of +1 il a

200

(K (q1) — ifh))

( () + &) (K1 @)+ )

|dqi |

wn@,ﬂ—c/

—100

|dq: |

<1,Rez#0,Ref <0

Obtenemos para

tol»—-

I

N K (q) + T ) K

[N

|2l

pamliz%217ReZ7é0,Re§<0,C—lll,C|z|2—§

= K@+ K(a)+15\ (¢

|2

ln|z\4 + - L (|2|>IH|C| +0(1)

ln|z\4 + <<|>ln|C% +0(1)
=In (|2* 10 + o (1)
1 £
:m(hpg“)+om

—In (I¢77) + 0 (1).

1
2
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Ademdas, se tiene

N __i 100 N _, K’() Kl()
0= 95, ") wo o W 79"

¢ > la> +¢
_—%ln(—z)limdl <q2 +£>
e (g-z <> ki)
zwz'_m1<—z)<<> % ()
:_iln |Q|2+§
2mi q2—|—§
S () K K
o ,ml <—z)< K+ s)( e
K'(q) — K| (q)

D) T+ 90 75

__in_zfi_i Oon _4g K'(q) — K1 (9)
= om0 ' 1(1 D T+ 0@ @ 79

Ademds,

S [ e K@)~ Ki ()
feo= [ m6-2) Eum e T

i [T lal* +¢ RN K'(q) — Ki(g)
~hn(-) [ di (qZ—i—E) [ () wovam g o

=In(—2)In lg|? +¢& o n q—=z K'(q9) — Ki ()
- )Id<q%‘+s>+/ml (—z>< K@+ @9

3
S S P A Y T e () et ()
= g ”/,ml (-3 T omu g™
it [T 1) K@) K
=In(—2) +/_iooln(1 z)(K() (K 1()+§)dq,

de donde

IRNCNSIENe

' (Kl K
Lln(q )<K(q)+£ Kl(Q)"‘g)dq‘
., K'(q) — Ki (q)
e 5/R_ ne=2) ((K @+ 6 (K (a) 7 s)) “

C/‘Iq—zggdq‘JrC lg— 21 =%,

lg|>1 lq|

IN
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wlm

IN

0% (.6) —m(-p)

T (9,€) — n (~p)

=

IN

Fsto demuestra el lema 3.2. |

LEMA 3.3 Con base en la definicion (3.23) de la funcion Z, se tiene que

1. La funcion Z admite la representacion
Z(2,6y) =e8e ™ + Zy (2,4,y),
para Rez > 0, donde
L[>~ 1 1 x
7 - [ —— i W — e *Y) dgq. (3.16
O(Z7€ay) 27Tl/zooq—2<y+(q,f) 68)(6 € ) q ( )
2. En particular, la funcion Z~ se puede escribir como
Z-(p&y)=eFe P+ Zy (.6y),
donde
1 [ 1 1 .
Zi e =5 [ (—ew) e~ — e 7PY) dg,
o PV =5k ) a—p \F @0 ( )

para la cual se tiene la estimacion

1—e¢
1Zy (p,&,y)| < Cy* |§| + |Z?|_ — .
plz7

siempre que p < min {%, 1-— 5}.

3. De donde

_ _ 1€ z0|'
|Z (pvfay)| S |€ py‘ +Cyu l‘_u + | 1|—5—u
|p|2 Ip|

DEMOSTRACION. Empecemos por considerar la funcion Z, definida por

1 [ emay 1

Z- QPR R B ra vy
(pv 57 y) z—»p,llge}z>0 271 Cic0d — 2 Y+ (Q7§)

1 [i®e v 1
s el
:L/meqy 1 Ei(@9+¢,
211 ) i q =Y (4,6) K (q) +¢
:L/ W 1 K (g +€
21 Je, g —pY ™ (¢,€) K(q)+§

dq

dq,
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1
Z4¢
1

q S C
lg|Z+¢

)

donde C5 = {qe Ciq= IQ\eﬂ(%_El)}- lg —p| > Clg| +Clpl,

- c
le™®] < (I4+yq1)

le=v| 1 ‘Kl( )+§'
z* ¢ !
1Z* (p,&y)| < e la—pl Y~ (0,9 | K (q) +¢ .
le=v| 1 - gt +¢
<C ! T
- /cglq—pl (M e ) lgl> +¢ !

0o 1 ;N )
= C/ T e) dar < ClEl Ipl Ty
o (@1 +1p) 1+ yaq) (ql €] ) gl &7 [l "y

Esto demuestra el lema 5.5. ®
LEMA 3.4 Para Rez # 0, Re& < 0 obtenemos

1. Se puede estimar

Y| < C + méx (|z|% : \gr%z) <O+t 4177, cecy  (3.17)

Y
Y| > ?1 v 2 _lC = € . (3.18)
mix (|27, ¢ %) T |7+ el
2. Se tiene )
Yt (p,&)| < Coa(1+p))" 7 (3.19)
y 1
Y~ (p, )| = C3(1+[p)7*. (3.20)
3. Para Z1 se tiene
1ZF (p.&,y)| < C e[ |p| ™ y~". (3.21)

4. Se tienen las estimaciones del seqgundo término (3.14) de la funcién de
Green:

pr=1 (pi +1¢]77) |dp|
G2 (z,y,1)] SCy’“/ Idilefc\ﬂt/ o—Clplz ( ] )
Cy Co ‘|p|2 +"S‘
(3.22)

2 (1€ p* +1) lap|
_~_Cy*112/ |d§‘670|€|t/ e—Clplz R
1 C2 )Ip\z +§‘

pamu<%yu2<1.
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DEMOSTRACION. (1) De la definicién para Y se obtiene
Y] =|e|

2F + 0 (1), para [¢] < ||
T | 0, para fe] > 12l

[ B0, parajgl < I
= Ci— n 53
eReaa ™l L 0(1), para €] > |2|2

donde ¢R° 711 Il — cd(cosarg ) Inle] — o—F el — |§\_%2 en contorno § € Cy, o
bi
ien, )
v = ) ‘_ ||4+O() para [¢] < |2|?
€7F +0 ), para [g] > |27 € Oy

(2) Empecemos por considerar la funcion Z, definida para Re z # 0, como

2 =g [ g (323)
y —_——¢ q. .
2mi ) _jooq — 2 Y1 (q,6)
De donde obtenemos
1 [ ew 1
Z~ = Ii — ——d
(P &) 2mpRe >0 2717 ico 0 — 2 YT (q,8) e

1 [i® ey 1
_27”/mq pY*(q, E)
:L/meqy 1L Ki@+¢,
211 ) i q =Y (4,6) K (q) +¢&
:L/ e 1 Ki(g)+¢
21 Je, g —pY ™ (¢,€) K(q) +§

dq,

donde Cs = {q €eC:q=|q eii(%fsl)}, (3) Se tiene

le” | ‘Kl (q)+§‘
z+ C d
27 & w)| < cglq pl Y~ q,f K(q)+¢ da]
<o E (i) [
Cs lql® +¢

= C/O (g1 + |p]) (1 4+ yaq1) (ql + €] ) dq

<ClE Il y™7,

1
q2+¢

donde Gy = {g € C:q= gl (T}, g —pl > Cla| + Clp. | £E
q

’<Cy
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le=?¥| < (1+—Cz;ql) (4) Por otra parte, de la férmula para Ga, se obtiene

Y+
|Gs (z,y,1)| < C/C |dé€| e_cl‘flt/c e—Clplwﬁ |Z+ (p,fvy)| |dp|
1 2 P2

i o (PHIETT) ! I
< 0/01 |d€] e C’Et/cge Clpl Mpl% +£’ /O TR (ql |§|V> daqr |dp|

1 1
B B _ . pZ_M_Z o 1 -1 1
< Cy M/ |d€| e C\f\t/ e—Clrl o (/ @+ D 71 4dQ1) |dpl , <N+ 1 < 1)
ol Cs "p|2 +£’ 0 Q1 a1
- 3 o=Clelt [ p~Clple P12 R
+Cy “2/ || 1€l e / e P e </ ﬁdéh) |dpl, (e < 1)
C1 Ca ‘|p|2+£‘ 0 (Q1+ )ql
B —p—7 o0 1 _1 1
+Cy_“/ |dg] [€] ve—C\EIt/ e—Clplﬂvpli4 </ —— 0 4dq1> |dp] <u+ - < 1)
o e b2 +¢[ Vo (@D (@) [
— g oo 1
+Cy_ﬂz/ |d¢| e—CI&It/ ¢—Clplz p1 </ s dql) ldp|, (py < 1)
o x|t g Vo @+

—h=1 (pT 4 1€]77) |d
gcy*“/ |d§\e*0‘flt/ efcmlxp (p 1 €] )I pl, <u< §>
o Cs Ip|2 + ¢ 4

1
p e (IEI”pZ + 1) |dp]
+Cy / dg] e~ C1elt / ¢~Clrle - (s < 1),
€1 Cs pl* +¢

donde, recordemos, los contornos Cy y Co estdn definidos por Cy = {f eC: &= eii(%JrEl)}

yCo = {p €eC:p=lp eii(§+€1)}, parat,x > 0, donde e; > 0. Esto demuestra
el lema 3.4. m

Finalmente, de los lemas se demuestra la afirmacién (Fin de la Proposicién
3.1). m
3.2. Estimaciones para el Operador de Green
En la presente seccién se mostrardn estimaciones para tiempos pequenos en

espacios L¥* (R1), con 1 < s < 0oy p > 0, del operador de Green G definido
en (3.1) como

()¢ (@) = | TG ) o () dy.

LEMA 3.5 Estimaciones, parat < 1, en los espacios L= (RT) y L? (RT)
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1. En L™ (RY) se verifica que

1
G (8) @llLee < CE7277 ([lollLs + llollLe) , (3.24)
donde % <y < 1. Ademas,

2. La estimacion en L?

16 @) #llre < Cllellge + l@lle) - (3.25)

DEMOSTRACION. La estimacién del operador de Green G se obtiene
de estimaciones para G; (t) ¢ (z) y G2 (t) ¢ (z) definidos como

G (t) ¢ () = / TG ) o () dy, i = 1,2,

de acuerdo con (3.12) y (3.14), respectivamente. De la estimacién (3.22) para el
segundo término de la funcién de Green, se tiene

—p—1 l+ —y d
||g2 (t)(P($)||Loo <C y—u/ ‘d§|e—0\5\t/ 6—C|p|wp 4 (P: |§| ) | p‘
“” g c: bl +¢

1
p+= (1€ p* +1) ldp)
+ y—ﬂz/ |d§|e‘c‘£‘t/ e~ Clplz -
1 C2 ’\plz +£’

Lg

Ly
considerando p < % v oy < 1, de lo que se obtiene

p (ph 4177 |
2 ‘IpI% +¢ ‘

1
p+= (1" p* +1) ldp|
+y—u2/ \d§|e_c‘£‘t/ - ,
G Ca ‘\plz +£’

162 (1) ¢ (@) e < Cy* /C de| el /C

y, mediante los cambios de variable p = p1t =2, &t = £, se deduce

phi (p% + |§|7V) |dp|

e < Comratrsamsd (14 i) 12 [ jagyjeelel | :
@ S

p+ (1€l p* +1) |dp]

1
2 ’|p|2+£’

+y—u2t—l+l+2ﬂg (t—2’yt—% 4 1) t_2/ |d£| e—C\f\t/
C1 C

que resulta en )
1G> () ¢ ()| o < Cy~ 7277
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Ademss, por otra parte,

(ot +1g7) Id
162 (1) pllzs < €y [ lagleeiste [ et <)l
’ C Cs ’Ipli +£‘

1
p+= (1 p* +1) lap]
+ y—ua/ |d§\e_c|5|t/ e~ Clplz -
€1 Cz ’Ip\z +§‘

L3

para p < % y t9 < 1; de lo que se obtiene

a3 (% 116 1d
16209 @z < Oy [ ag et [ 4 2(]14 ) b
’ C Cs ‘\plz+£’

_|_y—uz/ || e—C\gu/ piﬂzié (|€|’Yp% + 1) |dp\.
o e [Iel e

Y, considerando los cambios de variable p = p1t =2, £t = &,

Pk (p* +1677) ldpl
2 "Pﬁ + 51‘
p#e (1€ p* +1) lap|

o inlt

G2 (t) o ()]l 12 < Cy_“t‘”l”“*%“ (t_% + t2'y> t_2/ |d&, | e‘clfll/
* o C

gy a2+ (tmt*% n 1) t’Q/ |de| e*lelt/
C1 C

lo que resulta en
IG2 (t) ¢ (2) ]| 2 < Cy~H 7.

Entonces se tiene

G20z < | [ Gaton0rs ) ay

Lg

< Ct‘%‘”/ ¢ (y)y~dy
0

1 (e’
< Ct‘%ﬂ/ ¢(y)y‘1+”dy+0t—%—7/ ¢ (y)y Tdy
0 1

1 o0 % (o9} 2
<Ot F 79| e / y~Hdy + CtE Y </ o (y) dy) (/ y_“”dy)
0 1 1

< Ct 27 (9]l + 91 2) -

[~
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Ademis,

|wxw¢uﬂﬁ<]

/Ooo G (2,9.) 6 (4) dy

< C/ o (y)y "dy
L2 0

1 (e’
SC/O o (y) y’lﬂderC/l o (y)y Ty

1 - 1 . ,
<Clole [ oo ([Tewa) ([T na)

< ¢l +Clloll L2 -

De aqui que )
1G () ¢ (@)l < Ct277 (lellpe + lelle)

16 (1) ¢ (@)lle < C(llellez + llellpe) -

Esto demuestra la afirmacién (fin del lema 3.5). ®



Capitulo 4

El problema no lineal

Retomando el problema no lineal (1), reescribiéndolo como

u + N u)+|0w|%u:0,t>0,aj>0;
u(z,0) =ug(x), z>0 )
w(0,6)=0,1>0

donde el término no lineal N se representa por
N (W) =wlul’u,

i .
para d € (0,1), y la derivada fraccionaria |0,|? se determina por

|axﬁu<x,t>=H<x>i/ e 1pl* @ (p, £) dp,

211 —ico
en la que H es la funcién de Heaviside (2.5),

0, =<0
nw={ ¥ 150

y @ es la transformada de Laplace (1.7) de u

ﬂ(p,t):/ e PPy (x,t) d.
0

(2.5)

(1.7)

Mostraremos que, al menos localmente, el problema (4.1) tiene una, y sélo
una, solucién, utilizando las estimaciones del capitulo 3, y resultados conocidos

de problemas no lineales en general (véase, por ejemplo, [31], [65]).

4.1. Estimacién a priori de una solucién

De acuerdo con la Proposicién 2.1, la tdnica solucién del problema lineal
(2.2), se representa por la ecuacién integral (2.12). Ahora, segun el principio de

63
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Duhamel, el problema con valor inicial y de frontera (4.1) tiene una solucién u
que podemos reescribir como

w(z,t) = G (t) uo (x) — /0 G(t— )N (u) (7) dr, (4.3)

que, de acuerdo con la definicién del operador de Green G para ug (), y

N (u) ()

G () uo (z)

/OOOG (x,y,t) uo (v) dy, (2.3)
G(t— )N () (r) = /Oooau,yw CDN (uly.7)) dy,

se puede reescribir como

u(:r,t):/()OOG(Ly,t)uo(y)dy—/O dT/OOOG(ac,yJ—T)N(u(y,T))dy,

(4.4)
donde la funcién de Green G se define por
100 100 QJYJ,- p’g B
G(l’,y,t) ) eﬁtdg e’ #Z (pa£7y) dp7 (24)
4m —i00 —i00 |p| 2 —|—§
donde
L [ e 1
Z~ = I — ——d 3.6
(p,€,9) R, IS el rpt oy L (3.6)
1 [ ew ]
LT 1,
2mi ) _iss g — P Yt (¢,€)
y YT es
Y (p, &) = e POuT (p), (2.6)
y

It(p&= lm  — mLm{<q|§+5>“(q)}dq (3.4)

1m
z—p,Re 2<0 271 _icod — 2 q% + f wt (q)

Lo gl +€\ v ()
2 ) —jos 4 = P n{(q%Jrf)w*(q)} v

y w es la funcién de la ecuacién (2.11)

I

W (@) = (gF )7 (2.11)

Ahora desmostraremos que si una funcién u satisface la ecuacién (4.4) an-
terior, también satisface el problema no lineal (4.1). Para esto, nétese que es
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suficiente probar que la funcién de Green G satisface la propiedad distribu-
cional
G(%y’O) :5(3/_33)7

donde 0 (y — x) es la funcion delta de Dirac, y la ecuacién lineal asociada a
(4.1)

Gi+ 10,12 G =0.

En efecto, asumiendo por el momento (véase lema 4.1) que la funcién de Green G
verifica estas dos ecuaciones, de la ecuacion integral (4.4), empleando convenien-
temente la regla de Leibniz para derivacién de integrales, asi como propiedades
del operador derivada fraccional, se tiene

wrlltu=3([Toeuiuoa- [ 4 [To@uni-nN wwr)a)
ENE (/Ooocu,y,t)uo<y>dy—/Otdr/:oc*(x,y,t—r)N(u(y,r»dy)
= [ (Gt ) ay
—/Otdf/ooo (Ge+10:1% G) N (u (.t — 7)) dy

_/OOOG(x,y,O)N(U(y,t))dy
=-N(u).

En resumen, los célculos anteriores podemos resumirlos en los siguientes
hechos:

i La funcién G es realmente una funcién de Green; para lo cual presentamos en
esta seccién el Lema 4.1.

ii Para hallar una (y sélo una) solucién al problema (4.1) sélo hace falta en-
contrar una solucién u de la ecuacién integral (4.4); lo cual haremos en la
siguiente seccién (véase Teorema 4.1.

LEMA 4.1 La funcién G (z,y,t), definida en la ecuacion (3.2), es realmente
una funcion de Green (véase definicion (1.11)); esto es, G satisface:

1. que

2. Ademds,
Gy + 10,2 G =0. (4.6)

De aqui que G satisface la ecuacion lineal (2.2) asociada al problema (4.1).
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DEMOSTRACION. (1) Observemos primero que podemos descomponer
a la funcién de Green G como G = G + G3. Sustituyendo el valor (3.7) de Z—
dentro de la definicién (3.2) de G, se tiene

G(.’E,y,t) :Gl (x_yat)+G2 (:L',y,t), (47>
donde ]
1 100
—yt) = — p(z—y)—K(p)t 4.

Gila-nt) =5 [ . (19)

y ] ) N

1 100 100 Y <p é-)
- &t DL ’ +

G2 (LL', Y, t) 47T2 /_loo € dg i € K (p) + §Z (pa 67 y) dp (49)

Ahora, considerando la propiedad distribucional, la transformada de Laplace y
la integral de Mellin, podemos concluir que

Gi(z—9y,00=6(z—y),

por lo que sélo nos resta probar que Gz (x,y,0) = 0. Para esto recordemos
primero la expresién para Z* y, observando que, para Rep < 0, la férmula
integral de Cauchy permite escribir

Z+ ( § ) 1 ico e < 1 Z%> d (4 10)
'S = 5 — |\ ¢ 5 -
Pl = omi) ed—p \Y¥ (0,6 !
donde, para |£] > K (q), se tiene la estimacion
1 iz (K (9)”
—_— e s < (C—=—,0 <1. 4.11
g - <R o< s y

Ahora, reescribiendo (4.9), luego de sustituir (4.10) ahi, de mover los contornos
de integracién para tener Cy, Cy y Cs, respectivamente (véase comentario més
abajo, y estimaciones 3.7 en capitulo 3), y de usar el teorema de Fubinni (dos
veces) para intercambiar el orden de integracion, se obtiene

oten gty | (L5 o) )

donde C, Cs y Cs se construyen para convergencia: Existen dngulos ¢, ¢, y
3, suficientemente pequefios, mayores que cero que permiten mover el eje iR a
la izquierda, para integrar en C (arg§ = =5 £¢,); a la izquierda para integrar
en Cy (argp = &5 £¢,); y a la derecha para integrar en C3 (argq = 5 F ¢3).
Finalmente, de la estimacién (4.11), y de la analiticidad de la funcién

o0 (L a)
K(p) +& \Y*(q,6) ’
con respecto de &, se obtiene

Y*(p¢) L) e
o K(p)+£ (Y+ (2,9 ) d§ = 0. (4.13)
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De esta ultima igualdad (4.13), y de la ecuacién(4.12) concluimos que G (x,y,0) =
0.

(2) Consideremos la ecuacién (3.2). Tomando ahi las transformadas de Laplace
con respecto a = y t, respectivamente, se obtiene

_ v
K (p)+¢

De aqui, al multiplicar (4.14) por £ y luego de sumar y restar K (p) y simplificar
convenientemente usando de nuevo (4.14), obtenemos,

Qv

(p.&y) = — YT (p, &) Z™ (p,&y). (4.14)

—~

¢G=-YtZ —K(@G. (4.15)

Ahora, sustituyendo el valor (3.7) de Z~ en (4.15), resulta

¢G—e P+ K(p)G=-Ytz+.

En seguida, tomando la transformada inversa de Laplace, con respecto a p,
recordando propiedades como (1.26) del Teorema 1.7, se tiene

e’ K (p) G (p,y,€) dp =
(4.16a)

€6 (0.0.6) =z~ U~ ) + H (@) 5 |

—100

— H (1) — / YT (p,€) 77 (p.€,y) dp:

27TZ — 300

sin embargo, de acuerdo con la estimacién de Z¥, para el miembro derecho de
(4.16a), se tiene

N (. €) Z* (p,&,y) dp = 0.

271_2 o ) 1N
Por lo que, tomando Laplace inversa, con respecto a £, y las correspondientes
propiedades: (1.33), (4.5) y (1.27), en lo que quedé6 de (4.16a), se verifica la
segunda parte deseada, lo que demuestra el resultado (lema 4.1). m

4.2. Teorema de Existencia Local

En esta seccién probaremos existencia local, respecto del tiempo ¢, de solu-
ciones para el problema con valor incial y de frontera (4.1) usando el Principio
del Mapeo de Contraccion, el principio de Duhamel, propiedades de la Funcion
de Green G,y de las Distribuciones (véase, por ejemplo, [46]).

TEOREMA 4.1 (de existencia local) Considérese el problema

ug (,t) + N (u(x,t) + Ku(z,t) =0, 2 >0, 0 < t.
u(x,0) =up (z), z > 0. (4.17)
w(0,1) =0, t > 0.



68 CAPITULO 4. EL PROBLEMA NO LINEAL

Sea la condicion inicial ug (z) € Z, donde
Z=L>NL>,
en el que, para p € Z, se tiene |||, < oo, siendo

lellz = llellz + el -

Entonces, para algin T > 0, existe una unica solucion v € Xp al problema de
valor inicial y de frontera (4.17), para

Xz ={p e C([0,T;L*) N C((0,T);L) : [lpllx, < oo},

donde
1
ellx, = sup [l@llz + sup 257 (oo,
t€[0,T] t€(0,7]

para (3 +7) (14 0) <1, donde
N (u(@,t) = wlul’u,
para 6 € (0,1). Ademds, el tiempo de existencia T satisface

T< C||g0||£% , donde k € (0,1) yo > 0.

DEMOSTRACION. Definamos el operador integral
t
M) .) = G )0 (@)~ [ Gt =)\ (w(a, )
0
en términos del operador de Green G : Z — X, expresado anteriormente como
G(t)un(e) = [ Glop.0)ulz)dy
0

= /OOOGl (z,y,t) ug (x) dy + /OOOGQ (z,y,t) ug (z) dy, (véase 3.12 y 3.14)
=G (t)uo () + G2 (t) uo () .

Demostramos que M es mapeo de contraccion. Estimamos || M (u)||x,.. Primero
en espacios L?, luego en L°°. Usamos estimaciones |¢||; (véase Lema 3.5, y
anteriores)

161 (1) dll> < Clidlle < C(llellpe + ll@llLe)
1G: (1) ¢l < Clldllp < CE 37 [l < C 277 (lllge + llollee)

Anslogamente para||Gs (t) ¢|l12 ¥ [|G2 (t) @[y« De aqui que se tiene

IG () @l < CEE (lllpe + llellpe) s (4.18)
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16 @) #lle < Cllellee + llelle) - (4.19)

Por otra parte, siendo N (u (z,7)) = w |u|’ u, para & € (0,1), se tiene

M ()l < 16 (0) wollga + H [ ou-nN @

L2

< C (Juollgs + llto o) + / 1G (t — )N (a2, 7)) g b
< Clluolly +C / (I (s (D)l + I ot (7)) [0) i, sein (4.19)

1
) 9
< Cluly +C [ (e + u o 7)) o
0
Ahora, considerando

—1_
lu (@, T)llgee <7727 [lullx,

y
o (2,7l < Jully »
se tendra .
lu (@, )| 15 < 7~ (342040 gy 100
y

144 146
lu(z, T)llL=" < llullx; -

Ademas, usando

oo 2125
ot (2, 7) s < ( / |u<m>|2+”)
0

22_%5 0 5 %24—25
< lu (7)) 2 ( / |u<m>|)

28

2=
<l ML Nl (2, 7)™

_26 2
< ()t o <o ()

con la condicién de convergencia (1 4+ 7) (14 6) < 1, habiendo supuesto § €
(0,1), entonces esta es la condicién para v > 0 suficientemente pequeno. En
resumen, tenemos

t S
1M (@)l < Cllunlly +C [ (7049 Juied ()0 g 1) or
t
< Cluollg + C Julx / (r ) 0 o = (30)00) g
0

(1
< C |luglly + C |lull i ¢~ (3+2)0+0),
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Andlogamente,

M@ <19 Owlie + | [ =N @ryar|
<O (ol + ol + [ 161N (a7l b

t 1
< O (fuollys + ol ) + € [ (¢ =778 (N (o) +
IV (7)) dr
t 1
<CtH fually + € [ (=07 (Jue Dl + u e IS dr
0

t
<cr 7|\u0\|z+c/ (t =) 27 ()00 i

1= (3+7)+9) ||u||;(+j) dr

t
<ot “”IhmHz-+(7HUH1+5J[ (1 =) 2 e (E) 0 g,
0

y
t 1
/(t—T)_E_’YT_(%—PY)(H_é)dT
0
t t
§/02 (t_T)*%*”T*(%+’*)(1”)dT+ﬁ (t—7) 27 () gy
2
-3-7 i —(3+7)A+8)
< (L) ~° /27-—(%+'y)(1+6)d7_,_ t (3+7) /(t—r)_%_’ydr
T3 N\ (3 ) (1+9) o\ (348 N 1-5 -y
<c(< - c(= -
<o) (3) +o(3) ()
< ot~ (347)(140)
Obtenemos
IM (@)l < CE37 ugllg + C fluflic? ¢34 =(3+9)(+)

<Cr ”(Huol\zjununlﬂs (m)(ua))
M ()2 < (HUOHZ+HUH1+5 (3 +~/)(1+5)>

7 M)l < C (Jluoll + ully - GH0+D).
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De donde,
1
IM@)lx, = sup M)l + sup 277 M (u)]|p-
t€[0,T] t€(0,T]
< swp O (luolly + ulliy ¢~ (F+)0+)
t€[0,T]

(1
+ sup C (Jluolly + Julliy ¢~ (F)0+)
t€(0,T]

1445

(1
< Cuollz + C llullx tT?ZqH'(2+Wx1+®
€(0,

< Clluollz + o1~ (3+7)(1+6) ”u”;a < g I CT17(5+7)<1+5)p1+5 < p:
y podriamos elegir p > 2C' |lug|| para T' > 0 tal que CTI_(%'M)(H‘;)pH‘S <&
Esto es,
Tl—(§+w)(1+5) < 1 .
- 20p°

De modo que si [lul|x,. < p, entonces [|M (u)|x, < p. Consideramos

M (u) — M (v) :7/0 Gt—717) N (u(z,7) =N (v(z,7)))dr.

M (1) — M ()] e < H [ 66-n W) -N )

Lo

S/ 1G(t—71) N (u(z, 7)) =N (v(z, 7))l dT

0

< C/O (=) 2T (W () = N (@ (@ m)lgs + [V (w2, 7)) =N (0 (2, 7)) dr,
y estimando separadamente,

W () = N ()] = [Juf’ = Jol o] =

gc/'m%wgcm—vmmﬁ+mﬂ

/uv diz (\z|6z) dz

C ||t = ol (jul’ + 1o1°)|
L2

C (Jlu (@, 73 + 1o (@ 73 ) @, 7) = (@,7) o

IN

IV (u (2, 7)) = N (v (2, 7))l| e

IN

) )
I (7)) = N (0 D lee < C (I ) e+ Tl Gy e ) e, 7) = 0 (2,7 lgee
donde los ultimos factores se estiman como

_1_
[u(z,7) = v (@ 7)|[gee < 77277 [lu —vlix,
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y
[u(z,7) —v (@) <llu-vlx,,

se tiene
M) =M@l <€ [ =0 (W (0 ) =N 0 Dl +
IV (0o, 7) = A (0 (7)) d
<o [ =m0t (el + ol
(o) =0 @)l + o) =0 (o)) dr
< 0 (Il + o, ) = vl [ (6= 77477 ()it

R

t
<C (||U||§<T + HU||§(T) [lu — UHXT/ (t— T)*%*V +—(347)(146) g
0
<C (||UH§<T + ||UH§<T) Ju—vlx, === (3+7) (1+6)

Similarmente,

M (u V)|lgz <

/ G(t—) ) = N (v (z,7))) dr

L2
< / 1G (- 7) W (u (2, 7)) = N (0 (2,7))lge
0
<c / (N (2, 7)) = N (0 ()l + IO (w2 7)) = N (@ (7)) d,

y

M (1) = M)y < © / (e N () g +
FIN (@) = N (0 (@ 7)) dr
<c| ((nu(x,r)nm o)l )
(e, 7) = v (@ g+ @, 7) v @, 7)) dr

t
<C (||u||§(T + |\v||§(T) lu = vllx, /O (7-—(%+7) 225 (140) 7——(%+v)(1+6)) dr

t
) 5 1 5
<C (||UHXT + ||v|\XT) lu — U||xT/ —(347)@+9) g
0

6 0 (i )
< C (Jlulle, + ol ) llu = vl C#= (320,
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Finalmente obtenemos
1
M (u) = M(v)|lx, = sup [M(u) =M @)|lp + sup 277 M (u) = M (v)||
te[0,T] te(0,T]

5 ) (1 §
< sup O (Ilulle, + ok, ) i = vl (3040
t€[0,T]

0 1) —(1 5
+ s C (JJull, + ol ) i = vl £~ )0
t€(0,T]

5 5 (1 5
< C (lullfey + 03 ) i = v, sup #1=(3+)0+D)
t€(0,T]

(1 F) 8 §
< e =D (il + ol ) e = vlx,
< O () 5y |y

eligiendo T > 0 tal que

o= (G140 0 < = (4.20)

N =

De esta manera concluimos que
1
M (u) = M©)llx, < 5 llu—vlx,,
de donde se infiere que M (u) es mapeo de contraccion en el espacio X con

T > 0 pequeno conforme indica (4.20). Entonces existe la solucion unica en Xy
(esto demuestra el teorema local). m
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Capitulo 5

Conclusiones

De las conclusiones que podemos resumir del presente trabajo son

¢ Se planted el problema no lineal para una ecuacién del tipo Schrodinger con
condiciones iniciales y de frontera en la semirrecta para la ecuacién

ut+w|u|5u+|é)z|éu:0,t>0,x>0;
u(z,0) =ug (x), z >0 (5.1)
w(0,t) =0,t>0

donde § € (0,1) y |8I|% u es el operador pseudodiferencial fraccional en la
semirrecta definido como
1 1 [ 1
ol uw =@ [ e paed 62

donde
1, x>0

H(x):{ 0,2 <0

¢ Se presenté el problema lineal asociado y se resolvié a través de la construc-
cién de la funcién de Green.

1

4 Se analizaron las funciones inversas de K (p) = |p|? para demostrar que solo

se requiere una condicién inicial y no se necesita ninguna condicién en
frontera para el problema planteado tenga solucién tnica.

¢ Se analizaron las propiedades bédsicas y estimaciones para la funcién de Green.

¢ Se presentaron y se demostraron los siguientes teoremas que verifican la uni-
cidad de la solucién obtenida.

= Considérese el problema

u (x,t) + N (u(z,t) + Ku(z,t) =0, 2 > 0,0 < t.
u(x,0) =ug (x), z > 0. (5.3)
w(0,8) =0,¢>0
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Sea la condicién inicial ug (x) € Z, donde
Z={peL?NL>:|¢llz < oo}, donde [¢]z = ll@llg: + ¢l -

Entonces, para algin T' > 0, existe una dnica solucién v € X al problema
de valor inicial y de frontera (4.17), para

Xt = {<p eC ([O,T] ;LQ) NC((0,T];L>®) : HapHXT < oo} ,

donde )
lellx, = sup [l@llgz + sup 277 [y ,
t€[0,T7] te(0,7]

para (3 +7) (1+6) <1, donde
N (u(z, 7)) =w |u|6 u,
para ¢ € (0,1) y w € C. Ademads, el tiempo de existencia T satisface

T< C’||g0||£% , donde k € (0,1) y o0 > 0.
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