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Introduccion

El objetivo de esta tesis es presentar de manera mas comprensible la
demostracién del teorema de Borsuk y Ulam dada por Albrecht Dold y pub-
licada en [2]. El teorema dice lo siguiente:

Teorema Si una aplicacion f : S™ — S™ conmuta con ciertas acciones
libres de un grupo finito no trivial en las esferas S™, S™ entonces n > m.
Sin =m entonces f no es nulhomotdpica.

Para la demostracién hard falta probar dos proposiciones.

En la primera abordaremos la discusién de cémo definir el grado de cier-
tas aplicaciones, para posteriormente, con base en el grado, definir el indice
de punto fijo. El teorema de Sard jugard un rol muy importante en esta
definiciéon, ya que sin él no podriamos extender una primera definicién de
grado a una mas general, haciendo uso de la existencia de valores regulares.
Enseguida, usaremos las propiedades de homotopia del indice, asi como el
teorema de transversalidad de Thom y la teoria de levantamiento de aplica-
ciones para dar fin a la primera proposicién, la cual nos dice qué condiciones
le podemos poner a una aplicaciéon para que su indice de punto fijo tenga
un determinado valor.

En la segunda proposicion nos interesa demostrar la existencia de dos
aplicaciones de una esfera en si misma, que conmuten con una accién libre
de un grupo en ella. Para esto echaremos mano de la teoria de haces y de
complejos simpliciales.

Finalmente utilizamos todas estas herramientas para presentar la prueba
de Dold de manera mas completa y comprensible.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo lo que se busca es que el lector se familiarice con los
temas que serdn usados en los siguientes capitulos, ademéas de dar la prueba
del teorema de Sard, el cual es de gran importancia en la topologia diferen-
cial.

1.1. Particiones de la unidad

Definicion 1.1.1. Sea A C R™ un conjunto cerrado y V. C R™ un conjunto
abierto que contiene a A, o sea A C V C R". Una funcién chipote de A
en V' es una funcion lisa (o sea, que tiene derivadas continuas de todos los
ordenes) h : R" — [0,1], que en A es constante igual a 1 y fuera de V es
constante igual a 0.

Ejemplo 1: Construyamos una funcién chipote de [—1,1] en (—v/2,/2),
para esto definimos:

e~ 1/ siz>0
alz) = ’ 1.1
(z) {0 six <0. (1.1)

Esta funcién es lisa, pues la funcién ¢(x) = e~/ 2® tiene por deriva-
da; ¢(z) = 22 3e"1/%" entonces ¢"(z) = (—62™* + 427 6)e~1/** asi, en
el caso general, podemos observar que (™ (la enésima derivada de ¢) es
P,(z7Y) - e1/** donde P,(z™!) es un polinomio en z. Podemos notar
también que 1/z - e~ 1/** 5 0 cuando = — 07, de donde ™ (z) — 0 cuan-
do x — 07, tenemos pues, que a(z) es lisa, ya que tiene derivadas continuas
de todos los érdenes.
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Figura 1.1: Funcién chipote

Consideremos ahora la funcién £, que también es lisa

B a(l —x)
Ble) = a(l—z) + a(x)’
esta funcién es tal que
Blz) =1 siz <0,
0<pBlx)<l si0<z<l1,
B(x) =0 six > 1.

Consideremos la funcién vy(z) = B(2? — 1). Para x € [-1,1] se tiene
que y(z) = B(@? —1) = 1, y para x € (—o00,—v2)J(v/2,0) se tiene
B(x? — 1) = 0, entonces 7 es una funcién chipote de [—1,1] en (—v/2,v/2),
ver figural.l.

Ejemplo 2: Consideremos A = B(a,r) una bola en R", y una bola

o
abierta un poco méas grande, V' = B (a, s), con r < s, entonces

h(z) =B (W) (1.2)

S r

es una funcién chipote de A en V, pues si z € A entonces ||z —al|>—r? <0y
h(z) =1y si z € V el numerador es mayor que el denominador y h(z) = 0.
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Definicion 1.1.2. Sea V un sistema arbitrario de conjuntos abiertos en R™

yX = U V, X mismo es un abierto de R™. Una particion de la unidad
Vey
subordinada a V es una familia de funciones lisas my : X — [0,1] con

las siguientes propiedades.
1. La funcion wy se anula en X NV, o sea, sélo es positiva en V.

2. Cada punto x € X tiene una vecindad en la cual casi todas las fun-
ciones my se anulan, o sea, solo un numero finito de las funciones
toman valores positivos.

3. > my(xz) =1. Por la propiedad 2 la suma tiene un niumero finito de
Vey
términos para z fija, esta propiedad aclara la designacion de particion

de la unidad.

El siguiente teorema es 1til para los siguientes resultados, pero antes de
probarlo demostraremos dos lemas.

Teorema 1.1.3. Para cada sistema V de conjuntos abiertos en R™ existe
una particion de la unidad subordinada a él.

Lema 1.1.4. Sea V un sistema de conjuntos abiertos en R™, entonces hay en
R™ dos sucesiones de bolas B(aj,7;) C B(aj,s5), 0<r;<s;,j=1,23..
tales que se cumple lo siguiente.

1. Cada una de las bolas B(aj,sj) estd contenida en el menos uno de los
conjuntos V€ V.

2. Cada punto x € X = |J V yace en el interior de al menos una de
Vey
las bolas B(aj,rj).

Demostracion. Consideremos todos los puntos a € Q" y todos los nimeros
racionales s > r > 0 para los cuales B(a, s) estd contenido en al menos una
V €V, o sea, de modo que I se satisface. Como Q™ es numerable, podemos
ordenar el conjunto de las ternas (a,r,s) en una sucesién {a;j,r;,s;} con
j =1,2,3.... Vamos a probar que se satisface 2. Sea x € X, x yace en alguno
de los conjuntos V' € V, digamos = € V{y, como Vj es abierto, existe € > 0 tal
que B(z,e) C Vp, luego elegimos a € Q™ un punto racional y s,r nimeros
racionales de modo que

|l —all <r<s<e—|z—a, (1.3)
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asi, z € B (a,r). Sélo hay que mostrar que (a,r,s) estd en la sucesién
{aj,r;,s;} o sea, B(a,s) estd contenida en una V. Tenemos por (1.3) que
los puntos z € B(a, s) satisfacen ||z—z|| < ||[z—al|+||z—al < s+|z—a| <&,
o sea, z € B(x.e) C Vp, asi B(a,s) C Vjp. O

Lema 1.1.5. Sea V un sistema de conjuntos abiertos en R™ entonces existe
una sucesion {V;} de conjuntos en V y una sucesion de funciones lisas n; :
R™ — [0,00),j = 1,2,3..., con las siguietes propiedades:

1. La funcion n; se anula fuera de V; para toda j =1,2,3....

2. Cada punto x € X = |J V tiene una vecindad en la cual casi todas
Vey
las nj se anulan'.

o0
3. Vx e X, Y nj(xr) > 0, o sea, existe al menos una j para la cual
j=1
nj(x) > 0.
o0
Tenemos en particular que X = |J V = | Vj, pasemos a la prueba
Vey j=1
del lema.

Demostracion. Consideremos las bolas construidas en el lema anterior, cada
bola B(aj,s;) estd contenida en al menos una V' € V), escogemos una y
la llamamos Vj}, después tomamos funciones chipote h; : R — [0, 1] de

B(aj,r;) en B (aj,s;), digamos, como en (1.2). Estas funciones h; se anulan
en R" \ B(aj, s;), por tanto también en R™ \ V; pero en general no cumplen
las condiciones 1 y 2, asi que tenemos que modificarlas un poco, definimos
n; : R — [0, 00) como:

nj(z) = alhy(x) = Y ho (@),

v<j

con c como se defini6 en (1.1). Estas funciones satisfacen 1 pues si hj(z) = 0,

entonces 7j(z) = 0 ya que «(t) = 0si t < 0. Ahora consideremos k un indice

fijo y la bola B(ag,rk), ahi hx(x) = 1. Para j > k y = € B(ag,r) se tiene

que hj(z)— > hy(z) < hj(x)—1 <0, pues 1 < > h,(z). Tenemos entonces
v<j v<j

oo o
que cadaz € X = |J V = (J B (aj,r;) tiene una vecindad en la que casi
Vey j=i

!Todas excepto un niimero finito de las 7;.
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todas las n; se anulan. Esto prueba 2.

Para probar & notemos que para cada x € X hay una j para la cual
hj(xz) > 0, basta con que j sea tal que x € B(aj,r;) porque asi hj(x) = 1.
Si tomamos la minima de estas j, tenemos que hj(z) > 0y hy,(z) = 0 para
v < j, entonces n;(xz) = a(hj(z)) > 0, que es lo que se queria probar. O

Notemos que en la sucesion de las V; puede haber repeticiones, es decir,
puede ser que V; = V; aunque j # ¢, de hecho si V es un conjunto finito
deben existir dichas repeticiones. Con ayuda del lema anterior ya podemos
probar el teorema 1.1.3.

Demostracion. Consideremos las funciones lisas 7; : R" — [0,00) y los
conjuntos V; € V' j = 1,2,3... construidos en el lema anterior y juntemos
aditivamente las funciones 7; que corresponden a la misma V; = V en una
funcién 7, : R™ — [0, 00) como sigue:

ny(x) = Y n(x).

V=V

Esta suma es no vacfa para las V' € V que aparecen en la sucesién {V;}
y si V no pertenece a {V;} definimos 1, = 0.

Como cada x € X tiene una vecindad en la cual casi todas las 7; se anu-
lan, entonces localmente la suma ) 7; tiene un ndmero finito de términos,
V=V
o sea, localmente )’ 1; =, es una suma finita de funciones lisas, por lo
tanto n,, es lisa, acfemés en esta vecindad de x se anulan casi todas las 7,,,
pues estas se obtienen de juntar algunas 7);.

La funcién 7, se anula fuera de V', pues cada 7; se anula fuera de V; =V,
con esto ya tenemos que las 7, satisfacen los incisos 1 y 2 de la definicién
1.1.2.

[e.°]
Por el inciso 3 del lema anterior 1.1.5, tenemos que »_ 7, = > 71; >0
Vey j=1
para todo x € X, entonces para € X podemos dividir entre n(z) = > 7,
Vey
y obtener funciones
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que claramente siguen satisfaciendo 1 y 2y ademas,

i @ X )

7, (z) = = = & =1
D e Vi M OB S M)

O]

Corolario 1.1.6. Cada conjunto cerrado A C R™ tiene una funcion chipote
en cada vecindad abierta U.

Demostracion. Tenemos que Vi3 = U, Vo = R™ A forman un sistema V
de dos conjuntos abiertos y V4 U Vo = R"™. El teorema anterior nos da una
particion de la unidad subordinada a él, es decir, dos funciones lisas 7 y
mg con m + g = 1y mi|gny = 0, m2|4 = 0, 0 sea m|4 = 1. La funcién
71 : R" — [0, 1] es asi una funcién chipote de A en U. O

Podemos refinar un poco este resultado de la siguiente manera.

Corolario 1.1.7. (y definicion) Sea A un conjunto cerrado y U C R™ un
conjunto abierto que contiene a A. Entonces existe una funcién chipote
fina b : R" — [0,1] de A en U, es decir, que incluso en una vecindad de
A es constante igual a 1 y en una vecindad de R™ \ U es constante igual a

0.

Demostracion. Partimos de una funcién chipote arbitraria h de A en U y se
toma después una funcién chipote b’ de A’ = h=1[2/3,1] en U’ = h=1(1/3,1].
Esta sera entonces 1 en la vecindad de h=1(2/3,1) de A y se anulard en la
vecindad h~1[0,1/3) de R* \ U. O

1.2. Teoremas de aproximacion

Teorema 1.2.1. Sea X C R™ un conjunto no vacio, f : X — R una
funcion continua y € > 0. Entonces hay una funcion lisa g : X — R tal
que |f(x) — g(x)| < € para toda x € X.

Demostracion. Para cada nimero entero ¢ € Z sea
Vi={z e X ||f(x) —ie| <e} = fH(i — 1), (i + 1)),

este es un conjunto abierto por ser f continua, cada punto z € X estd en
al menos uno de los conjuntos V;, pues {((i — 1)e, (i + 1)e) };ez cubre a R y
como f es continua entonces {f~1((i —1)e, (i+1)e) }iez cubre a X. Entonces
existe {m; };ez una particién de la unidad subordinada al sistema V = {V;},
asi
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g(z) = Zzsm(:z:)

es la aproximacién buscada. Por la propiedad 3 de particién de la unidad se
tiene que para x fijo, g(x) tiene un nimero finito de términos, ademds g(z)
es lisa, porque las 7; son lisas. Veamos que |f(z)—g(z)| < ¢ para toda z € X.

Tomemos = € X fija, asi f(x) yace exactamente en uno de los intervalos
[ke, (k+ 1)e) con k € Z, as{ x no estd en V;, a menos que i =k oi =k + 1,
entonces m;(z) =0, a menos que i = k 0 i =k + 1, y ya que estamos traba-
jando con una particién de la unidad se tiene que 7 (z) + Ty (x) = 1.

Entonces por la definicién de g,

g(x) = kemp(x) + (k + 1)emp1 ()
= ke(me(2) + M1 (2)) + empra (@)
= ke + empy1(x).

Como 7mi41(x) € [0, 1], entonces g(z) € [ke, (k + 1)e] y se concluye que

[f(x) —g(x)] <e.
O

Teorema 1.2.2. Sea X C R" un conjunto no vacio, f : X — R una
funcion continua y sea € : X — (0,00) una funcion continua. Entonces
existe una funcion lisa g : X — R, tal que |f(x) — g(x)| < e(z) para toda
reX.

Demostracion. Para cada ntimero real » € R sea
Vi={z e X ||f(z)—rl<e(@)},

este conjunto es abierto por ser f y € continuas. Cada punto x € X yace
en al menos uno de los conjuntos V;, por ejemplo z € Vi), por lo tanto
UV =X.
reR

Por el teorema 1.1.3 podemos tomar una particién de la unidad {7, },ecr
subordinada a V = {V, },cr y definir g : X — R con

g(z) = Z re(T).
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Por la propiedad & de particién de la unidad se tiene que para cada
x € X, g(x) tiene un nimero finito de términos, y dado que las m; son lisas,

entonces g(x) también es lisa. Como ) m,(x) = 1, entonces
reR

(@) = g(@)| = /(@) Y_mp(x) = Y rmp(a)| = | Y (f(z) —r)m(@)].

reR reR reR

Asi, tenemos que de todas las funciones 7, por lo menos se anulan en x
aquellas para las cuales |f(x) —r| > €(x), pues en este caso x no estd en V;.
Por lo tanto la ultima ecuacién es menor o igual que

D oIf (@) = rlme(e) < e(@)m,(x) = e(w),
reR reR

esto ultimo porque ) m,(z) = 1. Por lo tanto |f(z) — g(z)| < e(x) O
reR

Teorema 1.2.3. Sean X CR", f:X —R, e:X — (0,00) como en
el teorema enterior, sea también A C R"™ cerrado tal que f es lisa en una
vecindad de ANX . Entonces existe una funcion lisa g : X — R que coincide
con f en ANX, o sea glanx = flanx, y ademds, tal que |f(z)—g(z)| < e(x)
para toda x € X.

Demostracion. Partiremos de una aproximacién lisa v : X — R, como nos
la da el teorema anterior 1.2.2, o sea, |f(x) —v(x)| < e(x). Deseamos modi-
ficarla a una vecindad de A.

Por hipétesis f ya es lisa en una vecindad de A N X, entonces existe un
abierto U C R™ que contiene a A y es tal que f|ynx es lisa. Tomemos una
funcién chipote fina A’ : R™ — [0,1] de A en U como dice el corolario 1.1.7
y sea g : X — R dada por

g(x) =~(z) + W(z)(f(2) - 7(2)).

Por ser i’ una funcién chipote fina, se anula en una vecindad V de R\U,
asi glvnx = v|lvnx es lisa. Se tiene ademds que g|ynx es claramente lisa,
por lo tanto g : X — R es lisa. Luego, si x € AN X entonces h/'(z) =1,y
tenemos que

9(x) =y(x) + f(z) —v(2x) = f(2),

finalmente, para todo z € X, como 1 — h/(z) < 1, entonces
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|f(x) = g(2)] = |f(z) —v(x) —
=1 —h(2)(f(z) -
= (1= W(@)I(f(z) -
<|(f(z) —y(2))]
< e(z).

~— ~—
Q
~—~~
8
~— —
~— ~—

Teorema 1.2.4. Sean X C R", A C R" cerrado y Y tal que X CY C R".
Sea f 'Y — R una funcién continua, que es lisa en una vecindad de
ANX. Finalmente, seac: Y — [0,00) una funcién continua que es positiva
ezactamente en X, es decir X = ¢71(0,00). Entonces eriste una funcion
continua g 1 Y — R que es lisa en X y es tal que |f(y) — g(y)| < e(y)
para toda y € Y y que g(a) = f(a) para toda a € A, diremos que g es un
alisamiento de f .

Demostracion. Aplicamos primero el teorema 1.2.3 a f|x para encontrar
una funcién lisa v : X — R tal que |f(z) — v(z)| < e(x) para z € X y
v(a) = f(a) para a € X [)A. Después se define g : Y — R como sigue

(v) = Y(y), siy€ X, oseace(y) >0,
7= fly), siyeY \ X, oseac(y)=0.

e(y) =

Entonces si y € Y \ X tenemos que e(y) =0y |f(y) —g(y)| <
~1(0) para que

Por lo tanto solo falta ver que g es continua en ¥ ~ X = ¢
tenga las propiedades deseadas.
Sea z € Y . X, se tiene que para toda y € Y

l9(y) —9(2) < lg(w) = FW)| + [f (W) = F(2)| + [/ (2) — g(2)]
<e(y) +1f(y) — f(2)]
< le(y) —e(@)| +[f(y) — F(2)];
dado que € y f son continuas en z, la ultima expresion tiende a cero cuando

y tiende a z, asi también la primera expresién, por lo tanto g es continua en
z. O

Hasta ahora sélo hemos trabajado con funciones f : X — R, pero
nos interesan aplicaciones f : X — R™, f(z) = (fi(z), fa(x),..., fm(2)),
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donde las f;’s son las componentes de f, y f es lisa si y sélo si cada com-
ponente lo es. Aproximar una aplicaciéon continua f : X — R™ por una
aplicacién lisa g : X — R™ significa aproximar la funcién continua f; por
una funcién lisa g; para cada i =1,2,...,m.

1.3. Aplicaciones de rango maximo

Definicién 1.3.1. Sean X y X' subconjuntos abiertos de R™. Una aplicacion
lisa f: X — X' se llama difeomorfismo, si existe una aplicacion lisa
g: X' — X tal que gf(x) =z, fg(a') = 2’ para toda x € X, 2’ € X'.

En otras palabras, f debe ser invertible y su inversa ¢ = f~! también
debe ser lisa.

Definicién 1.3.2. Sea f: X — R" una aplicacion lisa (X C R™ abierto)
y a € X. Decimos que f es un difeomorfismo local alrededor de a, si f
aplica a una vecindad abierta U de a en X, difeomorfamente sobre f(U).

Sabemos del algebra lineal que una aplicacion lineal L : R — R” es
invertible si y sélo si el determinante de su matriz es diferente de cero. Un
analogo para aplicaciones lisas de este hecho es el teorma de la aplicacion
inversa.

Teorema 1.3.3. Sea f : X — R" una aplicacion lisa (X C R"™ abier-
to). Entonces f es un difeomorfismo local alrededor de a € X si y sdlo si
det(dfs) # 0 (donde df, denota la derivada de f en el punto a), o sea, si y
solo si df, : R™ — R"™ es invertible.

No incluimos la demostracién de este teorema, pero es un resultado cono-
cido de célculo, y se puede consultar por ejemplo en [8].

Recordemos que el rango de una aplicacién lineal L : R™ — R™ es la
dimension de la imagen L(R™) (no puede ser mayor que m o n).

Teorema 1.3.4. Sea f : X — R"™ una aplicacion lisa (X C R™ abier-
toym >n), ya € X un punto en el cual df, tiene rango n. Entonces
hay un difeomorfismo ¢ que aplica a una vecindad U C R™ del origen so-
bre una vecindad @(U) C X del punto a de tal forma que p(0) = a y

fo(@t,....am) - f(a) = (a1,...,2,) paraz € U.

Demostracién. Por hipétesis, el jacobiano (gﬁ; (a)) i=1,...,n,5=1,...,m
tiene rango n en el punto a, por lo tanto, tiene n columnas linealmente in-
dependientes. Permutando (si es necesario) las coordenadas de R™, tenemos
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que, precisamente las primeras n columnas son linealmente independientes,

es decir, la matriz (gf (a)) 1,7 = 1,...,n. Podemos suponer adem&s que

J

f(a) =0 (si no, sustituimos a f por f — f(a)). Definamos

P: X — R Y(x)=(fi(x),..., fu(@),Tpt1, ..o Tm).

Esta es una aplicacién lisa cuya matriz funcional tiene la siguiente forma

Ofi
836]'

0

Esta matriz de m x m tiene en el punto a el rango n + (m —n) = m,
y por tanto es invertible. Por el teorema 1.3.3, ¢ es un difeomorfismo local
alrededor de a, y aplica a una vecindad de a difeomorfamente sobre una
vecindad U de ¢ (a) = 0. La aplicacién inversa ¢ aplica a U difeomorfamente
en una vecindad p(U) de a, y ¢¥(¢(x)) = = para toda x € U, pero ¢(p(x)) =

(fl((to(l"))""7fn(so(m))7l'n+l7' "axm)v ana f’t((to('x)) = Z; para 1= 1,...,71
como se afirmo. ]

,j=1,...,n.

1

Definicién 1.3.5. Sea f : X — R™ una aplicacion lisa (X C R™ abierto).
Decimos que un punto x € X es un punto regular de f si rango(df,) es
mdzximo, es decir, igual al minimo entre m y n. Un punto x € X se llama
punto critico de f si rango(df,) no es mdximo, es decir, si es menor que
el minimo entre m y n. Supongamos que y € R™ tiene la propiedad de que
rango(df;) es mdzimo para toda x € f~'(y), es decir, cada punto en la
preimagen de y es un punto reqular, a tal punto y se le llama valor regular
de f. Ast, un valor reqular de f es un punto y € R"™ en cuya preimagen no
hay ningun punto critico.

Consideremos ahora m = n, es decir, R" D X i> R"™. Vamos a denotar

por Sf = {x € X | rango(df;) < n} al conjunto de los puntos criticos de f
y entonces f(Sf) serd el conjunto de valores criticos.

Lo que nos interesa estudiar es R™ ~ f(Sf) que es el conjunto de los
valores regulares de f. Veremos en la seccién 1.5 que este conjunto es denso
en R™.

Proposicién 1.3.6. Si y es un valor reqular de f, entonces cada punto
x € f~Y(y) tiene una vecindad abierta V.=V, C R" a la cual aplica f
difeomorfamente sobre una vecindad abierta W, = f(V,) de y.



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracion. Como y es un valor regular entonces rango(df;) = n para
todo = € f~1(y) y sabemos que si esto pasa entonces flg-1(y) es un difeo-
morfismo, o sea que aqui f es invertible, entonces podemos aplicar el teorema
de la aplicacién inversa 1.3.3 O

Tenemos en particular que V,, no contiene puntos de f _1(y) a excepcion
de x mismo.

Proposicion 1.3.7. Si y es un valor reqular de f, entonces el conjunto
f~Y(y) no tiene puntos de acumulacion en X, es finito o numerable.

Demostracion. Si x € f~1(y), entonces por la proposicién anterior, = es el
tinico punto de f~1(y) que estd en V,, asi, V, N f~1(y) = z, por lo tanto x
no es un punto de acumulacién. Tenemos pues, que f~!(y) es un conjunto
discreto, y sabemos que todo conjunto discreto es a lo mas numerable. [J]

Proposicién 1.3.8. Si f~1(y) es finito, digamos f~1(y) = {x1, 22, ..., 7},
entonces los puntos x; tiene vecindades abiertas ajenas, V; C X, V;NV; =0
st # 7, a cada una de las cuales la aplica f sobre la misma vecindad abierta
W de y.

Demostracion. Consideremos las vecindades abiertas V,, de xj, para j =
1,...p de la proposicién 1.3.6. Se escogen vecindades abiertas ajenas Vj’ C
Vi; de xj, y se hace W = f(V). Poniendo W = ﬂ§:1 WiyV;= Vj’ﬁffl(W)
se obtienen las vecindades buscadas. O

Teorema 1.3.9. Si f : X — R™ es una aplicacion lisa (X C R™ abierto),
Y C R"™ es un conjunto que contiene a f(X), y si f: X — Y es cerrada.
Entonces cada valor regular y € Y tiene una vecindad abierta W C R" tal
que f~Y(W) se descompone en un nimero finito de conjuntos abiertos ajenos
Wl, . Wp, de los cuales cada uno es aplicado difeomorfamente por f sobre
W. Cada valor reqular y € Y tiene sélo un nimero finito de preimdgenes;
el niimero de puntos en f~'(y) es localmente constante como funcién de
yey.

Demostracién. Primero demostraremos que la imagen inversa f~!(y) de ca-
da valor regular es finita. Supongamos que no es asi; tomemos una sucesion
de preimagenes {a:j}]?‘il,:vj € X, f(zj) = y y para cada una de ellas una
vecindad abierta V; C X, a la que aplica difeomorfamente sobre la vecindad
abierta W; = f(V;) C R™ de y (ver 1.3.6). Para cada i escogemos un punto
z € V; tal que z; # @y, ||z — || < 3, [ f(z) —yll < 3. Como en V; f es
biyectiva entonces f(z;) # f(z;) = y, pero la sucesién {f(z;)}52, converge
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a y, en particular {f(z;)}32; no es un conjunto cerrado en Y. Por otro la-

do, la sucesién {z;}3°; no tiene puntos de acumulacién, ya que, si z fuera
punto de acumulacién de {z;}5°; entonces también lo serfa de {z;}:°,, pues
|2 — @]| < %, lo que contradice a 1.3.7.

Ya que {Zi}?; no tiene puntos de acumulacién en X, entonces este es
un conjunto cerrado en X, y como {f(z;)}32; no es cerrado, tenemos una
contradiccién al hecho de que f aplica conjuntos cerrados en conjuntos ce-
rrados, de este modo, concluimos que f~1(y) es finito.

Vamos a construir ahora la vecindad W de y deseada. Ya sabemos que
f~L(y) es finito, digamos que f~'(y) = {z1,...,2,}. Por 1.3.8, los pun-
tos x; tienen vecindades ajenas V; C X a cada una de las cuales aplica
f difeomorfamente sobre la misma vecindad abierta W’ de y. Para cada
e > 0 consideremos el conjunto W, = {£ € W' | |ly — &|| < e}, esta es
una vecindad abierta de y en W’. Afirmamos que existe ¢ > 0 tal que

P
f~Y(W.) c U Vj, para demostrarlo supongamos que no es asi, es decir,

J=1
p
supongamos que f~ (W.)¢ | V; para toda € > 0, entonces, no lo esta en
j=1
particular, para ¢ = % con v = 1,2, .... Podemos escoger puntos &, € W1 y

P

2, € f7H(&) tales que 2, ¢ |J Vj para v =1,2,.... La sucesién {z,}2; no
j=1

tiene puntos de acumulacién en X, de lo contrario, si z fuera un punto de

acumulacién, y puesto que lim {f(z,)} =y, se tendria que f(z) =y, asi, z
V—r0Q0

serfa uno de los puntos z;, lo que es absurdo pues la sucesién {z,} no toca

a la vecindad Vj. Ya que la sucesién {z,} no se acumula en X, es cerrada

en X. Por ser f cerrada, la imagen f{z,} = {£,} es cerrada en Y, y esto

contradice el hecho de que lim {f(z,)} = y. Asi pues existe € > 0 tal que
vV—00

vy c U v
7=1

Vamos a construir nuestra vecindad deseada W como sigue: elegimos &
de tal modo que satisfaga la afirmacién anterior, tomamos W, y definimos
P —
W =W, c W, asi, f/{(W) c UV, entonces W = f~H{W)NV; es
=1

— P
abierto, f aplica difeomorfamente a W; sobre W y f=Y{(W) = |J W; como
j=1

se deseaba. O
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1.4. Conjuntos nulos

Recordaremos conceptos sobre conjuntos nulos (también conocidos como
conjuntos de medida cero), que son intuitivamente faciles de comprender y
vamos a enunciar algunos resultados, cuyas demostraciones en algunos casos
son sencillas y en otros un poco laboriosas, pero que de igual forma no son
dificiles de seguir y entender. Las demostraciones de algunos de éstos pueden
consultarse en [3], en la segunda unidad, seccién 4.

Definicion 1.4.1. Un conjunto arbitrario A en R" es un conjunto nu-
lo (se dice también que tiene medida cero) si puede ser cubierto por una
familia numerable de sdlidos rectangulares (ya sean abiertos, cerrados o par-
cialmente cerrados), con volumen total arbitrariamente pequeno. Un sdlido
rectangular en R™ no es mds que un producto cartesiano de n intervalos en
R y su volumen es el producto de las longitudes de los n intervalos. Ast,
A es un conjunto nulo si, para cada € > 0, existe una coleccion numerable
{851, S2, ...} de sélidos rectangulares en R™ tales que A estd contenido en la
unién de ellos y > 72, vol(S;) < e.

Teorema 1.4.2.

i) St BCACR"y A es un conjunto nulo, entonces también B es un
conjunto nulo.

ii) St Aj C R™ son conjuntos nulos para j = 1,2, ..., entonces también
A= U;’il Aj es un conjunto nulo.

i11) Permutando las coordenadas en R™ va a dar cada conjunto nulo en un
conjunto nulo.

Teorema 1.4.3. Sea A C R™ una uniéon de una coleccion a lo mds nume-
rable de compactos y sea n > 1. Mds aun, supongamos que para cada t € R
la t-seccion

A ={y e R" 1| (t,9) € A} (1.4)

de A es un conjunto nulo en R" 1. Entonces A mismo es un conjunto nulo,
la figura 1.2 da una idea de esto.

Demostracion. Fijémonos en la aplicaciéon 7 : R” — R tal que n(z) = 7,
que denota la proyeccién en la primera coordenada. Si suponemos que A es
compacto entonces también m(A) es compacto, y en particular acotado, es
decir, existe una cota p > 0 tal que A = 0 si [t| > p.
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4

_)v
fe
k.

v

Figura 1.2: A es un conjunto nulo en R?

Sea ¢ > 0, sabemos que para cada t con |[t| < p hay una sucesién de
o
prismas abiertos {Q!}°,, con Q! C R™ ! tal que A; C J Ql=Vty
i=1
(o]
S vol(Q) < 1,- Notemos que no sélo Ay C V! sino que también A, C V!
i=1

para toda 7 suficientemente cercana a t. Para probar esto consideremos el
conjunto A \ (R x V) que es un subconjunto compacto de A pues R x V*
es un subconjunto abierto de R™. Asf pues, 7(A4 \ (R x V?)) es compacto y
en particular cerrado.

Ya que 7 € m(AN (R x VYY) & (1,22,..,72,) € AN (R x V) &
(9, .., ) ¢ VI & AL ¢V tenemos que m(AN (Rx V) = {r e R | A, ¢V},
cuyo complemento {7 € R | A, C V'} es abierto y contiene a t, y por lo
tanto también contiene a un intervalo (¢t~,¢1) alrededor de ¢, asi pues

A, C V' para cada 1 € (t7,t1), (1.5)

como querfamos. Como [t| < p podemos tomar también [t|, [tT] < p.

Por otro lado, ya que 7(A) es compacto, queda cubierto por un nimero
finito de los intervalos (t~,¢"), digamos que por los intervalos (tj_, t;r) para
j=1,2,..., k, omitiendo aquellos intervalos superfluos, es decir, de modo que
m(A) ya no queda cubierto por k — 1 de estos intervalos. Consideremos la
coleccién numerable de prismas Qg = (t;,tj) X ij para j =1,2,...,k, i =
1,2,.... Cada punto a € A tiene la forma a = (7(a), a’) donde a’ € Ay(,). El
ntimero 7(a) yace en al menos uno de los intervalos (tj_, tj), asia’ € Ar@) C
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Viti = U Q por (1.5), por lo tanto a = (7(a),d’) € (t;’t;r) > (E:jl QEJ) c

'Ul Qg. Entonces los prismas @/ con j =1,...,kei=1,2,... cubren a todo
1=
A. La suma de sus volimenes es

k o0 k
D@D =32 1) Y vol @) < D (6 15

j=1 =1 j=1
k
Sélo nos faltarfa probar que (t;r —t;) < 4p. Para esto numeremos
i=1

a los intervalos segun el tamaifio de sus extremos izquierdos t, es decir tal
que t; <t para toda j, se tiene también que t+ <th i1 de otro modo el
1ntervalo ( j_+1’t;r+1) seria superfluo. Por otro lado tenemos que t <t

si no, se tendria que b Sty Stio < t+ < tt

41 S t9+2 y el intervalo

(t=.,,tT ) serfa superfluo.

J+1D j+1
k
2t

=1

Il

(ti —t)+ Z tiv1)

<
Il
—

Mw

Il
—

( J+1 + Z ]+2 ]+1)
J
=t

kel — b1 +tk+2—t2 < 4p.

Esto demuestra el teorema 1.4.3 para A compacto.

o0

Si A no fuera compacto de todos modos se tiene que A = |J K, con
v=1

cada K, compacta, asi, como claramente la t-seccién (K,); C A, se tiene

que (K,)¢ es un conjunto nulo por 1.4.2, por lo tanto K, es un conjunto nulo
o0
por la parte ya probada del teorema 1.4.3, y por 1.4.2 A = |J K, también

v=1
es un conjunto nulo. O

Teorema 1.4.4. Un conjunto nulo A C R™ no tiene puntos interiores

o P —
(A= 0), es decir, su complemento es denso, R* ~ A =R".

Ver [3] para la demostracidn.
A continuacién presentamos algunos ejemplos de conjuntos nulos.
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o
ol
=l o)
[T
[
o=
oo

—

Figura 1.3: El conjunto de Cantor

1. 0.
2. En R", cualquier punto p.
3. Q C R el conjunto de nimeros racionales.

4. El conjunto de Cantor (figura 1.3), que se obtiene de quitar primero
a [0, 1] el tercio medio abierto, luego, a los dos intervalos restantes de
longitud 1/3 quitar nuevamente el tercio medio abierto, etc.

1.5. Teorema de Sard

El propésito de esta seccién es demostrar el teorema de Sard, el cual
tendra un papel muy importante en la definicién de grado y por lo tanto en
la del indice de punto fijo; empezamos con la siguiente afirmacion.

Proposicién 1.5.1. Todo conjunto abierto, todo conjunto cerrado, toda in-
terseccion de un conjunto abierto con un conjunto cerrado pueden ser ex-
presados como una union a lo mds numerable de conjuntos compactos.

O

Teorema 1.5.2. (de Sard) Si f : X — R" es una aplicacion lisa (X C
R™ abierto) y si Sf = {x € X | rango(df,) < n} es el conjunto de los
puntos criticos de f, entonces su imagen f(Sf) C R™ es un conjunto nulo.

Demostracion. Recordemos que f estd dada por n funciones lisas

fi: X — R ,i=1,2,3...,n. Haremos la demostracién por induccién
sobre m. Para tener una base de induccién cémoda, empezaremos con el
espacio de dimensién cero RY, que consta de un solo punto, el que conside-
raremos como prisma de volumen 1. El tinico conjunto nulo en RY es el vacio.
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Si n = 0, entonces Sf = (), obviamente, asi f(Sf) = () es un conjunto
nulo.

Sin > 0, entonces f(Sf) consta de a lo mds un punto y por tanto es
también un conjunto nulo. Supongamos que el teorema es cierto para m — 1.

Vamos a descomponer al conjunto Sf de los puntos criticos en varios
subconjuntos y probaremos que cada una de estos es aplicado por f en un
conjunto nulo. Para p = 0,1,2..., sea S,f el conjunto de todos los puntos
a € Sf en los cuales todas las derivadas parciales hasta la p-ésima incluso,
se anulan, es decir,

d'fi

Spf={acSf| dz;, ... 01, (@) =0,V 1,i,j, 1<1<p1<i<n,1<j<m}
... 0z,

Notemos que estos conjuntos forman una sucesién de conjuntos anidados
Sf=8yf DS1f D Saf.... Demostraremos consecutivamente los siguientes
lemas

Lema 1.5.3. f(Sof \ S1f) es un conjunto nulo.
Lema 1.5.4. f(Spf ~ Sp+1f) es un conjunto nulo para p > 0.
Lema 1.5.5. f(Sif) es un conjunto nulo para k > (%= — 1).
Ya que S(f) = (U,>0(Spf ~ Sp+1f)) U Sk.f quedard probado el teorema.

Empecemos pues con el primer lema.

Demostracion. (De 1.5.3) Si n = 1, entonces Syf = S1f, pues, si a € Syf
es un punto critico de f, entonces la matriz jacobiana tiene dimension cero,
es decir, sélo consta del vector cero, y se anulan todas las primeras derivadas
parciales en a, asi a € S1f, por lo tanto tenemos que f(Sof ~\ S1f) = 0.
Supongamos que n > 1.

Sea a € Sof ~\ S1f. Entonces al menos una de las derivadas parciales

%(a) = 0. Supongamos que i = j = 1, o sea, g—ﬁ(a) # 0 (si no, permuta-

mos las coordenadas, lo cual no afecta los conjuntos nulos).

Consideremos la siguiente aplicacion lisa
h: X —R™ h(z)=(fi(x),z2,....Tm),

su matriz jacobiana tiene la forma
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En el punto a su determinante es g—ﬁ(a) # 0. Asi, por el teorema 1.3.3, h es

un difeomorfismo alrededor de a y aplica a una vecindad abierta V' C X de
a difeomorfamente en un abierto hV'.

Si probamos que f(SpfNV) es un conjunto nulo habremos terminado la
demostracién de 1.5.3, pues cada punto a € (Sof~\ S1f) tendra una vecindad
tal V= V(a) y entre todas ellas por 1.1.5 hay una sucesién {V;}22,, con

UV, =Uvia)

= (Sof S c UV = 0 V;

a

= (Sof ~ Sif) cSofﬂ(fj Vi)

J=1

= (Sof ~ 1) € U (S0 1)
L

= f(Sof~$1f) € U F(Suf1v))
L

y este ultimo es es un conjunto nulo por 1.4.2

Probemos pues que f(Sof NV) es un conjunto nulo. Para esto vamos
a considerar la aplicacién lisa ¢ = fh~! : hV — R", que se distingue
de f|y sélo por la transformacién de coordenadas h; tenemos en particular
que Sog = h(Sof NV) = h(SfNV), pues si x € L(SfNV) = Jy €
Sf N Vtalqueh(y) = x = rango(dfy) < n = rango(d(fh™');) < n =
rango(dg;) < n = x € Syg, por otro lado, si z € Syg = rango(dg,) <
n = rango(d(fh™1);) < ncon h=(z) € SfNV = z € h(SfNV). Asi,
9(Sog) = gh(Sof NV) = f(Sof NV). Tenemos que probar que g(Spg) es un
conjunto nulo. Escribamos los puntos de hV en la forma (¢,y) con t € R,
y = (y2,...,yn) € R*7 1 entonces (t,y) = h(x) = (fi(z),x2,...,2mm) con
x = h~Y(t,y) € V, en particular t = fi(z). Tenemos que

9(t.y) = gh(x) = fh™h(x) = f(2) = (¢, f2(2), ... fm (@),
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asi, g conserva la primera coordenada. Podemos escribir

9(t,y) = (£ 9:(y)), (1.6)

donde g; : (hV); — R"! es una aplicacién lisa que depende de t y
(W) ={y € R™! | (t,y) € RV} es la t-seccién de hV (como en (1.4)).

Podemos aplicar a g; la hipétesis de induccién, asi, g;(Sog:) C R ! es
un conjunto nulo para toda t. Por otro lado, por (1.6) notamos que la matriz
funcional dg de g tiene la forma

(2 ai)

Ademds y € So(gr) < (t,y) € So(g), es decir, So(gr) = (Sog)t, asi,
podemos notar nuevamente por (1.6) que

9t(So(gt)) = 9:((Sog)t) = (9(S09)):-

Queremos aplicar 1.4.3, para esto sélo nos falfa checar que g(Spg) es una
unién a lo mas numerable de conjuntos compactos, pero esto es facil, ya que,
Sog es cerrado en el abierto AV y por 1.5.1, es una unién a lo mas numerable
de compactos, por lo tanto también g(Spg). Ahora si, por 1.4.3 g(Sp)g es un
conjunto nulo. O

Demostracion. (De 1.5.4) Sea a € (Spf ~ Sp+1f), entonces se anulan en
el punto a todas las derivadas parciales de todas las f; hasta la p-ésima,
pero al menos hay una derivada parcial de orden p+ 1 que se no anula en el
punto a; hay pues, al menos una derivada parcial de orden p w : X — R
yuna j € {1,2,...,m} tal que, gT“;(a) # 0. Supongamos que j = 1 (si no,
permutamos las coordenadas) y asi %(a) # 0. Consideremos la aplicacion
lisa

h:X — R™ h(z) = (w(x),x2,...,2Tm).

Su determinante funcional en el punto a es g—;‘i(a) = 0, por lo tanto por 1.3.3,
h aplica a una vecindad abierta adecuada V' C X de a difeomorfamente en
un abierto AV C R™. Si podemos probar que f(Sof()V) es un conjunto
nulo habremos terminado con 1.5.4, pues cada punto a € (Spf ~\ Spi1f)
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tendra una vecindad tal V' = V(a) y entre todas ellas por 1.1.5 hay una

sucesion {V;}52,, con |J V; =UV(a),
j=1 a

— (Spf ~ Sperf) C ﬁlwpf nv;)
L

o0
= [(Spf~Spnf) € U F(S,07))
]:
y este serd nulo por 1.4.2. Demostremos que f(S,f N V) es nulo; tenemos
que para z € (Spf NV), w(z) = 0 pues w es una derivada parcial de orden
p, por lo tanto h(z) = (0,z2,...,2m) ¥y

flx) = (fhil)(h(x)) = fhil(O,ajg, cos @) = (T2, X))

donde 7 : (hV)9 — R™ es la aplicacidn lisa definida por la ultima igualdad;
(hV)o = {y € R™71 | (0,y) € hV} es la O-seccién de hV.

Por hipétesis de induccién ~(Spy) es un conjunto nulo, veamos que
F(Spf NV) Cv(Soy) y por lo tanto también es un conjunto nulo. Sea = €
f(SpfNV) ast h(z) = (0,22,...,2m) = (0,y) € AV, entonces z = h=1(0,y),
asi dy, = dfzdh(_o%y) = 0, esto porque df; = 0 pues x € Spy C S17, pero
dyy = 0 implica que y € S1y C Spy. De este modo f(z) = v(y) € v(Sov)
para toda x € (S, f (V) como queriamos. O

Demostracion. (de 1.5.5) Consideremos un cubo cerrado I C X, probare-
mos que f(Sif N1I) es un conjunto nulo. De ahi se obtiene que f(Sk(f))
es también un conjunto nulo, pues una sucesién adecuada de tales cubos

o0
{I;}32, cubre a todo X. Obtenemos que f(Sif) = U (f(Sxf)NI)y por
j=1
1.4.2 es un conjunto nulo. Tomemos pues a € f(Si) NI y consideremos el
desarrollo de Taylor de orden k + 1 en el punto a para las componentes

fi: X — R de f. Este puede escribirse en la siguiente forma
fila+h) = fi(a) = Tj(a,h) + > cS(a+ 6;h)h*, (1.7)

donde T} es el polinomio de Taylor de orden k que se anula en el punto
a (pues a € Sif), por tanto sélo aparece el término del lado derecho, que
estd formado por las funciones ¢} esencialmente (salvo factores constantes)
coinciden con las derivadas parciales de orden k + 1. Las ¢} se toman en un
punto a + d;h que vive en la recta que une a con a + h, o sea, 0 < ¢; < 1.
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La suma la tomamos sobre todas las m-adas a = (a1, ..., q;) de nimeros
naturales para los cuales a1 +as+...+ oy, = k+1 (esto es porque estamos
tomando las derivadas parciales de orden k + 1), y h* = h{* - h3* ... - h{m.

La férmula 1.7 vale para toda h = (h1, ha, ..., hy,) para la cual (a +h) € I.

En 1.7 sustituimos »_ ¢§(a + d;h) por una cota superior ¢ de la funcién

6
continua ) || en I y los factores h; por < h >= max (|hs]), o sea, h®
o = m

_17 [AAS]

por < h >kFL

Obtenemos que
[fila+h) = fi(a)] < c < h>F (1.8)

donde la constante ¢ sélo depende de I y de f (no de a ni de h). Ademas esto
es cierto también para todo cubo I’ C I y cualquier a € (SfNI’),a+h e I'.

Descomponemos ahora el cubo I en muchos cubos més pequenos I’, des-
componiendo cada arista de I en r partes iguales. En cada uno de los cubos
maés chicos I’ vale la misma estimacién 1.8, suponiendo, eso si, que exista un
punto a € (Sif () I'); los cubos I’ para los cuales Sk f (I’ = 0 de cualquier
forma no nos interesan, puesto que no contribuyen a f (S f). Denotamos por
d ala longitud de las aristas del cubo I, o sea ¢ /r es la longitud de las aristas
de cada cubo I’; aplicando 1.8 a I’ tenemos en particular que f(Skf (1)
estd contenido en un cubo de R™ (con centro en f(a) si a € (Spf (1)), la
longitud de cuyas aristas no excede 2¢(6/r)*+!, y cuyo volumen por tanto
no excede a Dr—"#+1) donde D = (2¢6%+1)". El ntimero de los cubos I’ es
r"™, asi, f(Skf()I) estd contenido en una unién de r™ cubos, tales que la
suma de sus volimenes no excede a

,r_mD,r_—n(k—H) _ D’I“m_n(k+1).

Este nimero es tan pequefio como se quiera si se toma r suficientemente
grande, pues m —n(k + 1) < 0 por hipétesis. Asi f(Skf()I) es un conjunto
nulo como se afirmaba. O

Con esto queda terminada la prueba del teorema de Sard. O



Capitulo 2

El grado de una aplicacion

A lo largo del presente capitulo hablaremos del grado de una aplicacion,
el cual es un nimero entero que puede ser asignado a cualquier aplicacion
continua. Primeramente, definiremos el grado bajo ciertas restriciones de las
cuales nos iremos desprendiendo y al final del capitulo lo que nos intersa es
definir el indice de punto fijo de una aplicacién continua, el cual es un caso
particular del grado.

2.1. Primeras construcciones del grado

Proposicién 2.1.1. Si f : Z — R" es continua y Z es un espacio com-
pacto (Z CR"™ o Z C R"1), entonces f es una aplicacién cerrada. Mds en
general, se tiene que para todo subconjunto Y C R™ la aplicacion restringida

fy=flpapny YY) —Y

también es cerrada.

Demostracion. Sea A C f~1(Y) un cerrado relativo, es decir ANf~1(Y) = A
donde A denota la cerradura de A en Z. Tenemos que probar que f(A) es
también un cerrado relativo en Y. A es cerrado en Z, por tanto es compacto,
y como f es continua, entonces f (Z) es compacto, por lo tanto cerrado en
R", asf f(A)NY es un cerrado relativo en Y. Pero como AN f~1(Y) = A
se deduce que f(A)NY = f(A). O

Sea W C R™ un conjunto abierto y acotado y
g: W —R" (2.1)

23
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una aplicacién continua, cuya restriccién gl es lisa. La cerradura W es
compacta, asi también W ~. W lo es, por lo tanto g(W ~. W) es compacto y
en particular cerrado. As{ Y = R"\g(W W) ={y € R" | g1 (y) C W} es
un subconjunto abierto de R™, y ¢~1(Y) es un subconjunto abierto de W,
por lo tanto también de R™. La aplicacién gy = g|g-1yy : g U Y) — Y es
lisa y cerrada por 2.1.1.

Siy € Y es un valor regular de gy (por lo tanto también valor regular de
glw), entonces g1 (y) es finito (ver 1.3.7), digamos g~ (y) = {z1, 72, ..., 2 }.
En cada punto z;, el determinante del jacobiano det(dg,;) # 0, de modo
que es positivo o negativo. Denotamos por (g,y,+) al niimero de puntos
z; € g '(y) para los cuales det(dg.;) > 0y, correspondientemente, por
(9,y,—) al ntimero de las x; para las cuales det(dg,,;) < 0; en particular

(9,9, +) + (9,9, —) =g (y)| = .
Definimos

grado(g;y) = (9,4, +) — (9, ¥, —),

y llamamos a este nimero entero el grado de g en y.

Por lo pronto sélo definimos el grado cuando y € R™ ~. g(W . W) es un
valor regular de la aplicacién lisa g|y . Sin embargo, por el teorema de Sard
1.5, hay muchas tales y.

Teorema 2.1.2. Cada valor reqular y € R™ ~. g(W ~ W) de g|w tiene una
vecindad abierta V- C R™ . g(W ~ W) tal que toda z € V' es también valor
reqular de glw y ademds

grado(g; z) = grado(g; y)

Demostracién. Tenemos que para Y = R™ . g(W ~ W) la aplicacién gy :
g YY) — Y es lisa, pues gl lo es, y es cerrada por 2.1.1, al ser W
compacto. Aplicando el teorema 1.3.9 tenemos que cada valor regular y € Y
tiene una vecindad abierta V' C R” tal que gy (V) se descompone en un
numero finito de conjuntos abiertos ajenos 171,‘72, ...,XZ, cada uno de los
cuales es aplicado por gy difeomorfamente sobre V. Lo que vale para V
claramente también vale para una vecindad abierta de y més pequena, y
como Y es un abierto de R™, podemos suponer que V C Y, de este modo
9y (V) = g~ 1(V). También podemos suponer que V es conexa, digamos
una bola abierta. Como V es conexa entonces también lo es cada 17} pues es
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difeomorfa a V. Pero ahora, el det(dg,) no puede cambiar de signo en 173 es
decir, det(dg;) < 0 para toda x € ‘7} o det(dg;) > 0 para toda = € 17j Asi,
no sélo cada punto z € V tiene el mismo nimero de preimagenes, a saber r,
sino también los nimeros (g, z,+) y (g, 2z, —) son los mismos. O

Definicién 2.1.3. Sean I el intervalo unitario [0,1] en R, fo : X — Y,
f1: X — Y dos aplicaciones entre espacios topoldgicos X, Y. Decimos que
fo y f1 son homotdpicas si existe una aplicacion continua F: X xI — Y tal
que F(z,0) = fo(z) y F(x,1) = fi(x). Diremos que F es una homotopia
entre fo y f1.

Lo que esto quiere decir es que si tenemos una aplicaciéon fy podemos
deformarla mediante una familia de aplicaciones f; : X — Y (donde
fi(x) = F(x,t)) que cambia gradualmente. El grado puede ser invariante
bajo homotopias, como veremos con el siguiente teorema.

Teorema 2.1.4. Sea F: W x I — R" una homotopia, y € R™ un punto
con las siguientes propiedades:

i) y ¢ fi(W W), es decir f*(y) C W para toda t € [0,1],
ii) folw v filw son ambas lisas, con valor regular y.
Entonces grado(fo; y) = grado(f1;y).

Como la demostracién de este teorema es larga, no la damos aqui. En el
apéndice A se da una idea de la demostracion.

Teorema 2.1.5. Sea g : W — R", con W C R" abierto y acotado, tal que
glw es lisa. Entonces cada punto y € R™ ~. g(W ~ W) (regular o no) tiene
una vecindad abierta V.C R~ g(W ~ W), tal que grado(g; z) tiene el mismo
valor para toda z € V' que es valor reqular de glw. Es decir, si z,2' € V y
ambos son valores requlares para glw, entonces grado(g; z) = grado(g; 2’).

Demostracion. Podemos tomar V' como el conjunto {w € W | |lw—y| < n},
donde n = n(y) denota al minimo de la funcién ||g(z) —y|| para z € W~ W.

Tomemos z, 2’ dos valores regulares de g|y tales que ||z — y|| < |lg(x) —
yll, 112" — yll < llg(x) — y|| para toda x € W ~ W. Tenemos que mostrar
que grado(g; z) = grado(g; ') y para esto queremos aplicar el teorema 2.1.4.
Consideremos pues la homotopia F': W x I — R", dada por

F(z,t) = g(z) + t(z — 2').



26 CAPITULO 2. EL GRADO DE UNA APLICACION

Veremos que z es un punto que satisface las condidiones i) y i) del
teorema 2.1.4. Para i) debemos probar que z # F(z,t) para x € (W W)
y toda t € I. En efecto,

z—F(x,t) =2z —g(z) —t(z — &)
=z—yt+y—tz+td —ty+ty—g(x)
=z—y—tzt+ty+tz —ty+y—gx)
=(1=t)(z—y) +t=' —y) +y—g(x)

11 =8)(z—y) + ' =)l < A=z =l + (" =)l
< =t)llg(x) =yl +tlg(z) -yl
= llg(z) = yll,

por lo tanto z — F(x,t) # 0y z # F(x,t). La condicién ii) se satisface ya
que fo =gy fi1 —z = g— 2 lo que implica que df; = dg. Nétese ademds
que grado(fi;z) = grado(g; '), pues si € f;*(z) entonces fi(z) = z, lo
que quiere decir que g(z) — 2/ = 0, o sea, g(z) = 2/, por lo tanto = aporta
lo mismo tanto en grado(fi;z) como en grado(g;z’). El teorema 2.1.4 nos
asegura que grado(fo; z) = grado(fi;z2), es decir grado(g; z) = grado(g; 2’)
como se afirmo. ]

Teorema 2.1.6. Sean go,g1 : W — R" dos aplicaciones como en (2.1),
que coinciden en W\ W, o sea golyy_y = 91l5 w entonces

grado(go; y) = grado(g1;y)

para todo valor y € R™ N\ go(W ~ W) =R" . g1(W ~ W), que es reqular de
golw y de gi|w-

Demostracién. Consideremos la homotopia F : W x I —3 R™ definida como
F(z,t) = (1—t)go+tg1. F satisface la condicién i) de 2.1.4 pues go(z) = g1(x)
para toda z € (W~ W), asf fi(x) = (1 —t)go(z) +tgo(z) = go(x) para toda
r € (W~W)ytodat e I,porloquey ¢ fy(W~W) = go(W~W). También
satisface la condicion ii) pues fo = go y fi = g1. Aplicando el teorema 2.1.4

tenemos que grado(fo;y) = grado(go;y) = grado(g1;y) = grado(f1;y) para
todo y que satisface lo enunciado en el teorema. O
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2.2. Definicién general del grado de un aplicacion

Después de todos estos resultados ya podemos pasar a la definicién ge-
neral del grado de una aplicacién arbitraria f : W — R™ en un punto
arbitrario y € R™ ~ f(W ~ W), donde W es, como antes, un subconjunto
abierto de R".

Elegimos un alisamiento g de f, es decir, una aplicacién continua ¢ :
W — R™ que coincide con f en W~ W tal que g|w es lisa. Tal alisamiento
existe por el teorema 1.24 con Y = W, X = W, A = W~ W y e(z) =
distancia de x a W ~ W.

Si y es un valor regular de g|y definimos grado(f;y) = grado(g;y). En
general, y no es valor regular, pero los valores regulares de g|y en R" yacen
densamente en virtud del teorema 1.5. En cada vecindad V' de y hay valores
regulares z de g|yw, y por 2.1.5 podemos tomar a V suficientemente pequena
de modo que grado(g; z) es independiete de z € V. Entonces definimos

grado(f;y) = grado(g; 2), (2.2)

donde z es un valor regular arbitrario de g|y suficientemente cercano a y.

Esta definicion es independiente de la eleccion de z. Veamos que tampoco
depende de la eleccién del alisamiento g. Sean gy y g1 dos alisamientos de
f, por lo tanto coinciden en W ~. W; tenemos por 2.1.6 que grado(go; 2) =
grado(gy; 2) para toda z € (R™ . f(W ~. W) que es valor regular para go|w
y g1|w. Estas z también yacen densamente en R", pues los valores regulares
de go, g1 forman un conjunto abierto por 2.1.2. Asi, podemos primero elegir
un valor regular zg de go|y cercano a y y después un valor regular z cercano
a 2p; si éste estd suficientemente cercano a zy también resultara valor regular
de go|w, de donde

grado(go; z) = grado(f;y) = grado(gs; 2).

Concluimos pues que la definicién de grado (2.2) no depende, ni de la elec-
cién de z, ni del alisamiento de f, y con esto queda completa la definicion
de grado de una aplicacién.

Ejemplo. Si a : W — R” es una aplicacién affn no degenerada, es
decir, a(z) = L(z) + a, donde L : R" — R™ es un isomorfismo lineal y a es
un punto dado, entonces
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0 siy ¢ a(W)

grado(o; ) = 9 qe .
{ ‘iei((ﬁ))‘ =41 siyea).

(2.3)

2.3. Algunas propiedades del grado

Como antes, sea f : W — R™ una aplicacién continua, donde W C R”
es abierto y acotado, de manerea que su cerradura, W, es compacta. Luego,
grado(f;y) € Z esta definido para toda y € (R™~ f(W \W)), es decir, para
toda y € R™ con f~!(y) C W. Fijando a f, podemos ver al grado como una
funcion de y:

grado(f; ):R"~N f(W~W)— Z.

Como tal, es continua, por ser localmente constante. Concretamente, ca-
da punto yo € R™ \ f(W ~ W) tiene una vecindad V tal que grado(f;y) =
grado(f;yo) para toda y € V.

Presentamos a continuacién algunas propiedades del grado. Las que mas
nos interesan son 2.3.2 y 2.3.3, asi que sélo haremos las demostraciones de
éstas. La referencia para las demads es [3], vol II, tercera unidad, seccién 6.

Teorema 2.3.1. (Invariancia bajo escision) Sean f : W — R" una
aplicacion continua con W C R™ abierto y acotado, y € (R™ ~ f(W ~\W))
y V C W un conjunto abierto que contiene a f~'(y), entonces

grado(f;y) = grado(fly;v).
0

Teorema 2.3.2. (Invariancia bajo homotopias) Si I : Wx[0,1] — R"
es una homotopia yy € (R™ ~ F((W ~ W) x [0,1])), entonces

grado(Fy;y) = grado(Fi;y).

Demostracién. Tomamos alisamientos gg, g1 : W — R™ de Fy y F} respec-
tivamente. Entonces

gradO(Fi; y) = grado(gi; Z)> 1=0,1,

donde z es un valor regular de gy y de g; suficientemente cercano a y.
Probaremos que grado(go;z) = grado(g;; z). Consideremos homotopia G :
W x [0,1] — R™
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(1 —3t)go(x) + 3tFo(x) para 0<3t<1
G(z,t) = F(x,3t — 1) para 1<3t<2
(3 —3t)Fi(x) + (3t —2)gi1(x) para 2<3t<3.

Cuando 3t = 1 tenemos

(1 =3t)go(x) + 3tFy(x) = Fy(x) = F(x,3t — 1)

y cuando 3t = 2,

(3=3t)Fi(x) + (3t — 2)g1(x) = Fi(z) = F(x,3t — 1)

Asf, G estd bien definida y es continua. Para x € (W W), go(z) = Fo(z)
por definicién de alisamiento, si ademds 3t < 1 tenemos que G(z,t) = Fy(z).
Anslogamente para x € (W ~ W) y 2 < 3t tenemos que G(z,t) = Fi(x).
Finalmente si 1 < 3t < 2, G(z,t) = F(z,3t —1). En particular tenemos que
Y No pertenece a

GUW ~ W) x [0,1]) = F((W ~ W).

Los extremos Gy y G1 de la homotopia G coinciden con gg y g1 que son
lisos en W y tienen a z como valor regular. Podemos aplicar el teorema 2.1.4
a Gy obtener grado(go; z) = grado(gi; z). O

Teorema 2.3.3. (Aditividad) Sean W C R™, abierto y acotado, f : W —
R™ una aplicacion continua y y € R™ ~ f(W ~ W) un punto cuya imagen
inversa f~'(y) se descompone en dos conjuntos cerrados ajenos; f~(y) =
ATUAy, AiN Ay = 0. Si Wy,Wy C W son vecindades abiertas ajenas de
A1 y Ay o, mas generalmente, conjuntos abiertos tales que A; C W; C W,
AL NWy =0 =W N Ag, entonces se tiene para las aplicaciones fi= f|ij
con j=1,2, que

grado(f;y) = grado(f1;y) + grado(f2;y).
0

Demostracién. Podemos suponer que W1 N Wo = (. Por 2.3.1 grado(f;y) =
grado(f]m; y) y por tanto, podemos suponer que W7 U Wy = W. Ahora
escogemos un alisamiento g : Wi U Wy = W U Wy — R” de f y un valor
regular z de g|w,uw, cercano a y, asi grado(f;y) = grado(g; z). Entonces
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gj = g\Wj es también un alisamiento de f; = f |WJ y z es un valor regu-
lar de g;|w;, con grado(fj;y) = grado(gj; z). Pero grado(g; 2) es el niimero
de puntos en g~(2) = g;'(2) U g, '(2) contados con +1, de modo que
grado(g; z) = grado(gy; 2) + grado(g2; 2) O

El teorema anterior se puede generalizar, si en vez de pedir que f~1(y)
se descomponga en dos conjuntos cerrados ajenos, lo haga en n conjuntos
cerrados ajenos. Asi, obtenemos una conclusién correspondiente, en la cual,
el grado de f sera la suma de n drados de ciertas funciones f;.

Hemos definido el grado de aplicaciones continuas f : W — R", donde
W era un conjunto abierto acotado y y € R™ un punto que no yace en
f(W . W). Ahora definiremos el grado de una aplicacién f : X — R™,
donde X C R" es abierto, y un punto y € R™ con preimagen compacta.

Definicion 2.3.4. Sean X C R" abierto, f : X — R"™ continua, y y € R
tal que f~(y) es compacto. Entonces f~'(y) tiene una distancia positiva
d >0 aR"\ X y podemos encontrar una vecindad abierta acotada W de
f~Yy), cuya cerradura también yazca en X, asi f~'(y) Cc W Cc W C X.
Definimos

grado(f;y) = grado(f |3 v),

donde el miembro del lado derecho se define como antes.

Notemos que la tltima ecuaciéon no depende de la elecciéon de W en vir-
tud del teorema 2.3.1

Afortunadamente bajo esta nueva definicién el teorema de invariancia
bajo homotopias sigue valiendo. Presentamos la versién de este teorema
bajo la nueva definicién:

Teorema 2.3.5. (Invariancia bajo homotopias) Sea X C R" abierto,
F: X x[0,1] — R™ continua, y € R" tal que F~1(y) es compacto. Entonces

grado(Fy;y) = grado(Fi;y).

Demostracion. El conjunto compacto F' _1(y) tiene una distancia positiva
d>0a (R"\ X) x [0,1]. Podemos encontrar un conjunto abierto acotado
W C X tal que F~l(y) ¢ W x [0,1] y W x [0,1] C X x [0,1]. Ahora
consideramos la homotopia
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Figura 2.1: Gréfica de f(z) = ze™™

en el sentido de 2.3.2. G~(y) = F~l(y) € W x [0,1] pues F~1(y)
W x [0,1]. Por 2.3.2, grado(Go;y) = grado(G1;y). Pero grado(Go;y)
grado(Fp;y) v grado(G1;y) = grado(Fy;y) por la definicién 2.3.4

onmn

Ejemplo. Consideremos la funcién f : R — R dada por f(z) = ze™®

(figura 2.1) . La derivada f'(x) = (1 — z)e™ " es positiva para z < 1 y nega-
tiva para > 1. De hecho lim f(z) = —ocoy lim f(z)=0.
T——00 T—00

La imagen inversa f~!(y) consta de un punto siy < 00y = 1/e, de dos
puntos si 0 <y < 1/ey f~(y) =0 si y > 1/e. El grado es

1 si y<O0

rado(f,y) =
8 (:9) {0 st y>0.

Notemos que en este caso el grado no depende continuamente de y, pues
no es localmente constante.

Teorema 2.3.6. Sean X C R”, f: X — R" continua y y € R™. Si y
tiene una vecindad K cuya imagen inversa f~1(K) sea compacta, entonces
grado(f;z) es continuo en el punto y. Asi, y tiene una vecindad V C K tal
que grado(f;z) = grado(f;y) para toda z € V. Mds ain, si K es cmpacta,
grado(f;z) estd definida para toda z € K.

Demostracion. Existe un conjunto abierto acotado W C X tal que f~}(K) C
W y W C X. Entonces grado(f;z) = grado(f|y; 2) para toda z € K. El
lado derecho depende continuamente de z pues es el grado de f|y; definido
en la seccién 2.2. O
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2.4. Indice de punto fijo

Definicién 2.4.1. Sea W C R" abierto y acotado y f : W — R una
aplicacion continua. Denotamos por Fix(f) al conjunto de puntos fijos de
f, es decir, Fix(f) = {x € W | f(x) = x}. Este es un subconjunto cerrado y
acotado de R™ que coincide con el conjunto de ceros de (i — f) : W — R",
donde i : W — R" denota la inclusién. Si Fix(f) C W, o sea, cuando no
hay puntos fijos de f en W ~. W, entonces, por lo visto en la seccion 2.2,
el grado de (i — f) estd definido en 0. A este niumero entero lo llamamos
indice de punto fijo de f y lo denotamos por Iy o I(f), asi,

Iy =1I(f) = grado(i — f,0).

Ejemplo. Si f es una aplicacién constante, es decir, f(W) es un solo
punto en R", entonces

| (2.4)
1 sipeW.

{O sipg W
Iy =

Esto se obtiene del ejemplo al final de la seccién 2.2, pues a =i — f es,
en este caso, una aplicacion afin no degenerada, a saber, una traslaciéon. En

la notacién del ejemplo en 2.2, L = Id, a = —p.

Los teoremas que nos interesan, pero esta vez para el indice de punto
fijo, son el teorema de invariancia bajo homotopias y el de aditividad.

Teorema 2.4.2. (Invariancia bajo homotopias) Sea F : W x [0,1] —
R™ una homotopia tal que Fix(Fy) C W para todat € [0, 1], entonces I(Fy) =
I(Fy).

Demostracion. Como Fix(F;) C W, entonces F; no tiene puntos fijos en
la orilla W ~. W para ningtn tiempo ¢, es decir, para y = 0 el grado de
i — F} estd definido. Consideremos la homotopfa G' : W x [0,1] — R"
definida como G(z,t) = = — F(z,t). El teorema 2.3.2 asegura que para
y = 0 grado(Gy; 0) = grado(G1;0), pero Go =i — Fy y G1 =i — F, asi que
I(Fy) = grado(Gp; 0) = grado(G1;0) = I(Fy). O

Teorema 2.4.3. (Aditividad) Sea f : W — R™ una aplicacion continua
(W C R™ abierto y acotado, Fix(f) C W), cuyo conjunto de puntos fijos
n

se descompone en n conjuntos cerrados ajenos; Fix(f) = |J A;. Para toda
j=1
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Jj=1,...,n,sea W; C W un conjunto abierto tal que A; C W; y Ajﬂwi =10
si i # j, entonces se tiene para el indice de punto fijo que

I(f) = > I(fliw,)-
j=1

Demostracion. Se obtiene directamente de 2.3.3 pues (i — f)~(0) = Fiz(f)
y descomponiendo (i — f)~1(0) en n conjuntos cerrados ajenos en vez de
dos. O

El siguiente teorema lo necesitaremos en la siguiente seccién para poder
extender nuestra definicién del indice de punto fijo. No damos la demostracion
pero se puede consultar en [3] vol II.

Teorema 2.4.4. (Conmutatividad)

Sean V.C R™, W C R" conjuntos abiertos acotados y o : V. — R,
B : W — R™ aplicaciones continuas. Consideremos las siguientes composi-
ciones

Boa:VNa (W) —R"™, aof: WNE~HV) — R"
Y supongamos que

Fix(Boa) C (VNa Y(W)), Fix(ao B) C (W N B~LHV)).

Entonces se tiene para los indices de punto fijo que I(f o a) = I(ao ().

2.5. Retractos de vecindad euclidiana

Definicion 2.5.1. Un subespacio X de un espacio topoldgico Y se llama
retracto de Y, si existe una aplicacion continuar:Y — X tal que r(x) =
x para toda x € X. Si denotamos la inclusion con i : X — Y, en vez de
escribir r(x) = x podemos escribir r oi = Ix, donde Ix es la identidad en
X.

Definicion 2.5.2. Un subespacio X de Y se llama retracto de vecindad
de Y si es retracto de una vecindad en Y, es decir, si existe un conjunto
abierto V. C'Y que contiene a X y una retraccionr:V — X.
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A diferencia de la definicién anterior la retraccién r no tiene que estar
definida en todo Y, sino sélo “cerca’de X.

Ejemplo: La esfera estdandar S"~! = {x € R"| || z ||= 1} es retracto de
vecindad, como lo muestra la aplicacién r : R” . {0} — S"~! dada por

r(@) =z/ |z

Teorema 2.5.3. Sea X wun retracto de vecindad de R™ y sea Z C R"
homeomorfo a X, entonces Z es un retracto de vecindad de R™.

Lo que el teorema dice, es que la propiedad de X C R™ de ser retracto de
vecindad sélo depende de X mismo y no de la manera en la que esta metido
en el espacio euclidiano que lo rodea. Por ejemplo, el circulo S' C R? es
retracto de vecindad, asi cualquier nudo manso (formado por un ndmero
finito de segmentos) K C R3, no importa de qué manera complicada pueda
estar enredado, es un retracto de vecindad. La demostracion del teorema se
puede ver en [3], vol II.

Definicion 2.5.4. Un espacio topologico Y se llama retracto de vecindad
euclidiana (escribiremos ENR, por sus siglas en inglés), si es homeomorfo
a un retracto de vecindad de un R™. Esto significa que hay un abierto U en un
R™ y aplicaciones continuasi:Y — U yr:U — Y tales que roi(y) =y
para today € Y. En otras palabras, todos los retractos de vecindad euclidiana
de un R™ y todos los espacios homeomorfos a ellos son ENR ’s.

Nos interesa definir el indice de punto fijo para ENRs; empezaremos con
un lema.

Lema 2.5.5. Sean Y un ENR, V C Y un conjunto abierto relativamente
compacto (o sea V es compacto) y g : V — Y una aplicacién continua.
Entonces existe un conjunto abierto acotado W en un espacio euclidiano R™
y aplicaciones continuas o : V. — W, B: W — Y tales que foa =g y
a(V)cW.

Decimos que V - W i> Y es una descomposicion euclidiana de
g.

Demostracion. Como Y es un ENR, existe un conjunto abierto U C R™ y
aplicaciones continuas i : Y — U, r: U — Y conroi = Iy. Ya que V es
compacto también (V) lo es y, por lo tanto, es cerrado y acotado en R™. Este
conjunto tiene asi una vecindad compacta en U, es decir, hay un conjunto

abierto acotado U’ tal que (V) Cc U' y U’ C U. Sea W = r~1(V)NU".
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Este conjunto contiene a (V) pues (V) C U’ y también (V) C r~1(V),
esto tultimo ya que r(i(v)) = v para toda v € V. Ademds, r(W) C V,
asi (W) C V y como W C U’, W es acotado. Entonces podemos definir las
aplicaciones o y 8 como sigue:

a(v) =i(v)  B(w) = g(r(w)),
entonces o a(v) = goroi(v) = g(v). O

Lema 2.5.6. Con la misma notacion del lema anterior se tiene que: Si
Fix(g) C V, entonces el conjunto de puntos fijos de la aplicacion oo f3 :

W N B~ YV) — R™ yace en W N BV, asi

Fix(g) C V = Fix(a o ) C (W N B~L(V))

y las aplicaciones «, B definen homeomorfismos inversos uno del otro
a: Fix(g) — Fix(ao B) y 5 : Fix(f o a) — Fix(g).

Demostracion. Si z € Fix(ao ) entonces z € WN B~ HV) y aoB(z) = 2 =
B(z) € V = g(8(2)) = B o a(B(2)) = Blaco B(z)) = B(z) = B(z) € Fix(g) C
V = 2z =a(B(z) € a(V) C W, por lo tanto, z € W N V. Lo anterior
también prueba que S(Fix(a o 8)) C Fix(g). Siy € Fix(9) = y € V' y como
Boaly)=y=aly) € (WNE'V)yaoph(aly) =a(Boaly) = aly) =
a(y) € Fix(a o ) = a(Fix(g)) C Fix(a o #). Con esto queda completa la
prueba del lema. ]

Bajo las hipotesis del lema anterior el indice de punto fijo de awo 5 :
W N B=1(V) — R™ estd definido. Ahora sélo nos hace falta verificar que
no depende de la forma en que hayamos descompuesto a g como g = S o a.
El siguiente teorema nos resuelve este problema.

Teorema y definicion 2.5.7. Sea Y un ENR, V C Y un conjunto abierto
relativamente compacto y g : V — Y una aplicacién continua cuyo conjun-
to de puntos fijos yace en V. Entonces g puede descomponerse (por 2.5.5)
en la forma foa =g tal que v : V — W, 8: W — Y con a(V) C W
y W C R"™ abierto y acotado. El conjunto de puntos fijos de la aplicacion
aoB:WnNE~YV) — R" yace en WN BV por 2.5.6. Entonces el indice
de punto fijo I(avo ) depende sdlo de g. Lo denotamos por I(g) y lo lla-
mamos indice de punto fijo de g, es decir I(g) = I(a o ).

Demostracién. Consideremos la inclusién j : V — Y y la descomponemos
segun 2.5.5 como
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j:V#ULY,j:(So%
donde U C R™ es abierto y acotado y v(V) C U. Ahora tomamos

aod:UNI (V) — R",
yoB:WNE Y U) — R™

y les aplicamos la conmutatividad del indice de punto fijo (ver 2.4.4). Asi,
obtenemos las siguientes composiciones

(YoB)o(aod)=yogod:UNs_H(V)Né~t(g~(V)) — R™
(od)o(yof)=aof :WnNLE (V) —R"

y Fix(a o 8) ¢ (W N B~Y(V)) por 2.5.6. Sélo nos falta verificar que Fix(y o
god) C (UNSEHV)NI g1 (V))). En efecto, si x = v o0 go d(x), en-
tonces d(x) = 0 o 'y ogod(r) = god(x) € Fix(g) C V; en particular
res Y V)Nns g \(V )) Més ain, x = yogod(x) =vyod(x) € v(V) C U,
asiz € (UNS L V)N (g 1 (V))).

Podemos entonces aplicar 2.4.4 y obtener que I(ao ) = I(yo god).
El lado derecho es independiente de la descomposicion de g, por lo tanto el
lado izquierdo también. O

Como antes, los resultados que nos interesan son el de invariancia bajo
homotopias y el de aditividad, cuyas demostraciones se pueden ver en [3],
vol IIT sexta unidad, secciéon 10. Se basan en la aplicacién de los teoremas
242y 2.4.3.

Teorema 2.5.8. (Invariancia bajo homotopias) SeaY un ENR,V C Y
un conjunto abierto relativamente compacto. Si G : V x [0,1] — Y es una
homotopia tal que Fix(Gt) C Y para toda t € [0,1], entonces I(Go) = I(Gh).

O]

Teorema 2.5.9. (Aditividad) Sea Y un ENR, V C Y un conjunto abierto
relativamente compacto y g : V. — Y una aplicacién continua cuyo conjun-
to de puntos fijos yace en V. Si el conjunto de puntos fijos de g : V — Y
se descompone en n conjuntos cerrados ajenos

FlX(g) = U Aj, Az mAj == (b

=1
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para i # j, y si V; CV es un conjunto abierto tal que V;NFix(g) = 4; C V;
para toda j = 1,2,...,n, entonces






Capitulo 3

Un poco de topologia
diferencial

En este capitulo llameremos variedades a los espacios donde el entorno
de cada punto es justo como una pequena parte del espacio euclidiano. A
estos espacios les dedicamos la primera seccién, en la cual se intenta dar una
idea clara de lo que son las variedades y algunas de sus propiedades. Los
ejemplos usuales de variedades son las superficies lisas, como la esfera o el
toro, donde cada punto estd en un pequeno disco “curvo” que es homeomorfo
a un disco en el plano.

El teorema que es importante para nosotros es el que presentamos al
final de este capitulo, que es el teorema de homotopia y transversalidad, el
cual es indispensable en las demostraciones del ltimo capitulo.

3.1. Variedades

Si f: X — R" es una aplicacion donde X C R" es cualquier subcon-
junto, diremos que f es lisa si se puede extender localmente a una aplicacién
lisa definida en un conjunto abierto, esto es, para cada x € X existe U C R"
abierto y una aplicacién lisa F' : U — R™ que esxtiende a f es decir

Flornx = f.

Supongamos que X es un subconjunto de algiin RY. Entonces X es una
variedad lisa (en adelante escribiremos variedad en lugar de variedad lisa)
de dimensién k si es localmente difeomorfo a R (la definicién de difeomorfis-
mo se di6 en 1.3.1), lo que quiere decir que cada punto x tiene una vecindad

39
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V en X que es difeomorfa a un conjunto abierto U de R*. Cabe senalar que
la definicién original de variedad es diferente a lo que presentamos aqui; el
hecho de que podamos tomar las variedades metidas en algin RY se debe a
Whitney.

Un difeomorfismo ¢ : U — V es una parametrizaciéon de la vecindad
V. El difeomorfismo inverso ¢! : V —= U es un sistema de coordenadas.
Si escribimos la aplicacién ¢! en coordenadas, p~! = (x1,...,73), las k
funciones lisas se usan para identificar a V' con U de manera implicita y un

punto v € V se identifica con sus coordenadas (z1(v),...,xg(v)) € U.

Ahora podemos enunciar un teorema que nos conecta con el capitulo
anterior. No lo demostramos aqui pero la referencia es [3], vol III, séptima
unidad, seccién 12.

Teorema 3.1.1. Toda variedad lisa es un retracto de vecindad euclidiana.

O
El siguiente teorema es facil de probar pero no incluimos la demostracion

(ver [6]).
Teorema 3.1.2. S5i X y Y son variedades, tambien lo es X XY y
dimX xY =dim X 4+ dimY.

Sea X una variedad de dimensién n. Entonces un subconjunto Z de X es
llamado una subvariedad de dimensidén k, si para cada punto z € Z existe
una vecindad V' C X que contiene a x y un difeomorfismo ¢ : U' — Z NV,
donde U’ es un abierto de R¥. Definimos la codimensién de una subvar-
iedad Z de X mediante la formula codimZ = dim X — dim Z.

Traduciremos la definicion de derivada que conocemos para aplicaciones
que van de un conjunto abierto de R™ a R™ a aplicaciones entre variedades
cualesquiera. Sabemos que la derivada de una aplicacién es su mejor apro-
ximacion lineal, por lo tanto, podemos usar las derivadas para identificar el
espacio lineal que mejor aproxima a una variedad X en el punto z. Sean
X c RV, y ¢ : U — X una parametrizacién local en torno de z, donde
U es un conjunto abierto de R¥, y supongamos que ¢(0) = x. La mejor
aproximacion lineal a ¢ : U — X en 0 es la aplicacién

u — ¢©(0) + dpo(u) = x + dpo(u).
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Definimos el espacio tangente de X en z como la imagen de la trans-
formacién lineal dyg : R¥ — RY. El espacio tangente de X, que denota-
mos por T,(X), es un subespacio vectorial de RY cuya traslacién paralela
x 4+ T, (X) es la aproximacién plana mas cercana a X que pasa por z.

Veamos cual es la mejor aproximancién lineal de una aplicacién lisa
entre variedades arbitrarias f : X — Y en un punto z. Si f(z) = y, esta
derivada debe ser una tranformacién lineal entre los espacios tangentes,
es decir, dfy : Tp(X) — T,(Y). Sean ¢/ : U' — X y ¢ : V — Y
parametrizaciones de X y Y alrededor x y y respectivamente, donde U’ C
R* V C Ry, podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢'(0) = = y
¥(0) = y. Ahora, sean U = (Lo fop) {(V)NU, h= (Lo fop)|luy
© = ¢'|r L. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

VN

P
h<

(4

€
d —
—

=

_
h=v—lofop

La regla de la cadena nos convierte el diagrama anterior en un diagrama
conmutativo de transformaciones lineales:

dgodhoodpy !
_—

T.(X) T,(Y)
d@oT don
R — R
dhg

Como dpg y diyg son isomorfismos, podemos definir df,, como

df = dipo o dhg o dyy .

3.2. Inmersiones y sumersiones

El teorema de la funcién inversa escrito para variedades dice lo siguiente:
Sean X, Y variedades de la misma dimension y supongamos que f : X — Y
es una aplicacién lisa cuya derivada df, en el punto x es invertible, entonces

'En ocasiones en lugar de intersecar conjuntos y restringir funciones diremos que las
vecindades en cuestion son suficientemente pequenas o que se pueden reducir de modo que
las comoposiciones estén bien definidas.
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f es un difeomorfismo local en x.

También podemos reformularlo utilizando coordenadas locales; si df,. es
un isomorfismo, entonces existen parametrizaciones locales ¢ : U — X, :
U — Y con el mismo dominio abierto en R¥, tales que el siguiente diagrama
conmuta

Definicién 3.2.1. Se dice que dos aplicaciones f : X — Y y f': X' — Y’
son equivalentes si existen difeomorfismos « y B tales que el diagrama

x I,y

1

X — Y.
f/
conmuta.

Asi, el teorema de la funcién inversa dice que si df, es un isomorfismo,
entonces f es localmente equivalente a la identidad.

Sea f: X — Y una aplicacién que lleva z en y, donde dim X < dimY’.
Si dfy : Tp(X) — T,(Y) es inyectiva, se dice que f es una inmersién en
x. Si f es una inmersién en cada punto se dice que es una inmersién. La
inmersién canédnica es la inclusién natural de R* en R! para [ > k, donde
(a1,...a) se aplica en (ay,...ax,0,...,0) y de hecho, localmente ésta es la
Unica inmersién salvo difeomorfismos.

Teorema 3.2.2. (De inmersion local) Supongamos que f: X — Y es
una inmersion en z, y y = f(x). Entonces existen coordenadas locales en
torno de x y de y tales que

f(:cl,...,xk):(:cl,...,a;k,O,...,O).

En otras palabras, f es localmente equivalente a la inmersion canonica
cerca de x.



3.2. INMERSIONES Y SUMERSIONES 43

Demostracion. Elegimos parametrizaciones locales alrededor de = y de y =
f(x) de modo que tenemos el siguiente diagrama sea conmutativo

x 1,y

1

U ——1YV,
g
tal que ©(0) = 2,¢(0) =y, donde g = ¢ Lo fopy U Cc R¥ V c R son
abiertos.

Como dgp : R¥ — R! es inyectiva, entonces podemos suponer, mediante
un cambio de base en R!, que tiene una matriz asociada de [ x k de la

siguiente forma:
I,
0 )

donde I es la matriz identidad k& x k.

Si definimos G : U x RI=% — R! como G(z, z) = g(x) + (0, z), podemos
notar que la matriz de dGqg es I; y que G va de un conjunto abierto de
R! a R, por lo tanto, podemos aplicar el teorema de la funcién inversa y
obtener que G es un difeomorfismo local alrededor de 0. Notemos también
que hemos definido G de modo que g = G o (inmersién candnica). Como ¢ y
G son difeomorfismos locales en 0, también 1) o G lo es; de este modo 1 o G
es una parametrizacion local de Y alrededor de y. Ademas, si tomamos U y
V' suficientemente pequenos, el siguiente diagrama conmuta

x L,y

wT woGT

U————)I v

donde, por supuesto, Inm c. quiere decir inmersiéon canénica. Con esto queda
terminada la prueba. O

Decimos que una aplicacién f: X — Y es propia si la imagen inversa
de todo conjunto compacto en Y es compacta en X. A una inmersién que
es inyectiva y propia se le llama encaje.
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Teorema 3.2.3. Un encaje f: X — Y aplica a X de manera difeomorfa
sobre una subvariedad de Y .

Demostracion. Por el teorema de inmersiéon local tenemos que f aplica
cualquier vecindad W suficientemente pequena de un punto arbitrario x
difeomorfamente sobre su imagen f(W) en Y. Para ver que f(X) es una
variedad sélo nos falta ver que f(W) es un abierto de f(X). Supongamos
que f(W) no es abierto en f(X), entonces existe una sucesién de puntos
y; € f(X) que no pertenecen a f(W) y que convergen a un punto y € f(W).
Como el conjunto {y,y;}ien es compacto, entonces su imagen inversa en
X también compacta. Cada punto y; tiene una imagen inversa x; € X, y
y tiene una imagen inversa x que debe pertenecer a W. Como {z,x;}ien
es compacto, entonces tiene una subsucesiéon convergente, podemos suponer
que (para no complicar la notacién) la misma sucesion z;;cy converge a un
punto z € X. Entonces f(z;) — f(z), pero como f(z;) — f(x) =y, la
inyectividad local de f implica que z = x. Por otro lado, W es abierto, de
modo que como x; — x, concluimos que, para i suficientemente grande,
x; € W. Pero esto en una contradiccién al hecho de que y; no pertenece a
f(W). Por lo tanto, f(X) es una variedad. Més ain f: X — f(X) es un
difeomorfismo pues, como f biyectiva y ademds es un difeomorfismo local de
X en f(X) entonces f~!: f(X) — X estd bien definida como aplicacién
entre conjuntos, ademads, localmente, f~! es lisa, por lo tanto es lisa. ]

Sea f : X — Y es una aplicacién que lleva z en y, donde dim X >
dimY. Si df, : T,(X) — Ty(Y) es suprayectiva, se dice que f es una
sumersion en x. Una aplicacién que es una sumersién en cada punto se
llama sumersién. La sumersién canénica es la proyeccién natural de R*
sobre R! para k > [, en la cual (a1,...,a,...,ax) se aplica en (a1,...,q).
Como en las inmersiones, toda sumersién es localmente canoénica, salvo difeo-
morfismos.

Teorema 3.2.4. (De sumersion local) Supongamos que f: X — Y es
una sumersion en x, yy = f(x). Entonces existen coordenadas locales en
torno de x y de y tales que

flay, ... x) = (21, ..., @),
La demostracién ya la hicimos en 1.3.4

Lema 3.2.5. Sean X y Y dos variedades de dimension n y m respectiva-
mente. Si X es una subvariedad de Y, entonces para cada punto x € M hay
una vecindad abierta U de x en'Y y una sumersion g : U — R™™™ tal que

g H0)=XnNU.
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Demostracion. Por definiciéon de subvariedad existe una carta coordenada
p : U — R™ alrededor de x en Y tal que si R™ = R"™ x R™™", entonces
¢ Y(R" x {0}) = X NU. Entonces g = mo ¢, donde 7 : R™ — R™ " ¢s la
proyeccién en el segundo factor, es una sumersién con ¢~ 1(0) = X NU. O

Podemos dar una definicién de valor regular para una aplicacién entre
variedades.

Sea f: X — Y lisa, decimos que un punto y € Y es un valor regular
de f sidfy : Tp(X) — T,(Y) es suprayectiva en cada punto z tal que
f(z) = y. Siz € f~'(y), y y valor regular, diremos que z es un punto
regular, o que f es regular en z.

Teorema 3.2.6. (De la imagen inversa) Sean X yY dos variedades de
dimension n y m respectivamente, donde m > n. Siy es un valor regular de
una aplicacion lisa f: X — Y, entonces f~1(y) es una subvariedad de X
de dimension n —m.

Demostracion. Ya que f es una sumersién en el punto z € f~1(y), pode-
mos elegir sistemas de coordenadas locales alrededor de = y de y tales que
f(z1,...,xn) = (z1,...,Zm) y que y corresponda a (0,...,0). Por lo tanto, si
U es la vecindad coordenada en x en la cual las funciones zi, ..., x, estan
definidas, entonces f~!(y)NU es el conjunto de puntos (0, ..., 0, Tyt 1, -..Tn)-
Asi, las funciones x4+ 1, ...z, forman un sistema de coordenadas en el abierto
relativo f~1(y) NU de f~1(y). O

Sean g¢1,...,q; funciones reales lisas en una variedad X de dimensién
k > 1. jQué podemos decir del conjunto de ceros comunes de las funciones

9i?

Podemos definir g = (g1,...,9;) : X — R/, asi, el conjunto Z = g~1(0)
es una subvariedad de X si 0 es un valor regular de g. Por otro lado como
cada g; es un funcion lisa de X a R, su derivada en = es una transformacion
lineal d(g;), : T.(X) — R, o sea, para cada i, d(g;), es una funcional lineal
en el espacio vectorial T,,(X). Ademds, dg, : T,(X) — R! es suprayectiva si
y sélo si las funcionales d(g1)s, - - ., d(g;)z son linealmente independientes en
T,(X). Si las funciones g; satisfacen lo anterior, diremos que las [ funciones
gi,--.,g; son independientes en x. El teorema de la funcién inversa se
traduce en:
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Teorema 3.2.7. Si las funciones reales lisas g1, ..., g; definidas en X son
independientes en cada punto donde se anulen, entonces el conjunto Z de
ceros comunes es una subvariedad de X con dimension igual a dim X — [.

O
Podemos decir que las [ funciones independientes modelan una subva-
riedad de X de codimensién [. Algo similar sucede en el otro sentido, es
decir, toda subvariedad de una variedad X se modela localmente mediante
funciones independentes, més especificamente; sea Z una subvariedad de X
de codimensién I, y sea z cualquier punto de Z. Entonces existen [ funciones
independientes g1, ..., g; definidas en alguna vecindad abierta W de z en X
de modo que Z N X es el conjunto de ceros comunes de las g;. Esto es una
consecuencia del teorema de imersién local.

Lema 3.2.8. Sea Z la imagen inversa de un valor reqular y € Y bajo la
aplicacion lisa f : X — Y. Entonces el nicleo, N,de la derivada df, :
Tp(X) — Ty (Y) en cualquier punto x € Z es el espacio tangente a Z,
T.(Z).

Demostracion. Claramente f es constante en Z, por lo tanto, df,. se anula en
T:(Z) y como y es valor regular, dfy : T;:(X) — Tt (Y) es suprayectiva;
podemos aplicar el teorema de la imagen inversa (3.2.6) y obtener que la
dimension del nicleo de df, es

dim T3 (X) — dim Tj(,) = dim X — dimY = dim Z.

Asi, T,,(Z) es un subespacio de N que tiene la misma dimensién que N,
por lo tanto, T,,(Z) = N. O

3.3. Transversalidad

Ahora supongamos que Z es una subvariedad de Y y que f : X — Y
es una aplicacién lisa. Queremos cudndo f~!(Z) es una variedad, es decir,
queremos ver que cada punto z € f~!(Z) tiene una vecindad U en X tal
que f~1(Z)NU es una variedad.

Siz € f71(Z) entonces f(x) =y € Z, es decir, podemos ver a Z como
una vecindad de y. Por otro lado, como Z es una subvariedad de Y, exis-
ten funciones independientes ¢gi,...,g; que se anulan en Z, donde [ es la
codimensién de Z en Y. Entonces, cerca de x, f~1(Z) es el conjunto donde
se anulan las funciones g o f,...,g10 f. Sea g = (g1,...,91) : Y — Rl la
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sumersion definida alrededor de y. Aplicando lo que discutimos en la seccion
anterior a la aplicacién go f : X — R! tenemos que (g o f)~(0) es una
variedad cuando 0 es un valor regular de g o f.

Como d(go f)z = dgyodfy, la transformacién lineal d(go f), : T(X) —
R’ es suprayectiva si y sélo si dgy lleva la imagen de df; sobre R!. Pero
dgy, : T,(Y) — R es una transformacién lineal suprayectiva (pues g es una
sumersion en y). Por 3.2.8 el nicleo de dg, es el subespacio Ty (Z). Por lo
tanto, dg, lleva un subespacio de T} (Y") sobre R! si ese subespacio y T,(2)
generan a T, (Y). Asf g o f es una sumersién en el punto z € f~1(Z) si y
solo si dfy(Ty(X)) + Ty(Z) = Ty (Y).

Llegamos asi a una nueva definicion.

Definicion 3.3.1. Sean X y Y dos variedades, y Z una subvariedad de Y .
Entonces se dice que una aplicacion lisa f : X — Y es transversal a Z
en el punto x € f~1(Z) si dfo(To(X)) + Ty(2)(Z) = Ty (Y).

Decimos que f es transversal a Z si f es transversal a Z en x para
toda x € f~1(2).

Hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 3.3.2. Si la aplicacion lisa f : X — Y es transversal a una
subvariedad Z C'Y entonces f~1(Z) es una subvariedad de X. Si f~1(2)
no es vacia, la codimension de f~1(Z) en X es igual a la codimension de Z
enY.

O
Tenemos una nueva definicién y un corolario muy interesante de este
teorema, aunque no lo necesitaremos.

Definicion 3.3.3. Dos subvariedades X, Z de una variedad Y son transver-
sales si la aplicacion inclusion i : X — Y es transversal a Z.

Entonces la condicién de transversalidad dice que Vo € X N Z, T,,(X) +
T.(Z) =T,(Y), ya que di, es la inclusién de T, (X) en T,.(Y).

Corolario 3.3.4. La interseccion de dos subvariedades X, Z, transversales
enY, es de nuevo una subvariedad. Ademds

codim(X N Z) = codimX + codimZ.
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Los detalles de la demostracién se pueden ver en [6], capitulo 1, seccién
5. O

Observacién 3.3.5. La transvarsalidad de dos subvariedades depende de
la dimension de la variedad donde estan metidas. Por ejemplo, los dos ejes
coordenados son transversales en R?, pero no lo son en R3.

3.4. Variedades con frontera

Un subconjunto X de RY es una variedad con frontera de dimensién
k, si cada punto de X tiene una vecindad difeomorfa a un conjunto abierto
en el espacio H¥ C R*, el semiespacio superior que consta de todos los pun-
tos cuya ultima coordenada es no negativa, tal difeomorfismo se llama una
parametrizacién local de X. La frontera de X, denotada por 0X, consta
de todos aquellos puntos que pertenecen a la imagen de la frontera de HF
bajo alguna parametrizacion local. Su complemento es el interior de X, e
intX = X \0X.

Proposicién 3.4.1. El producto de una variedad sin frontera X y una va-
riedad con frontera Y es otra variedad con frontera. Ademds

(X XY)=Xx9Y

dim(X xY) =dim X +dimY

Demostracion. Sean ¢ : U — X y ¢ : V — Y parametrizaciones locales,
con U C RF y V C H abiertos. Se tiene que U x V C RF x Hl = HFF!
es abiertoy ¢ x ¢ : U xV — X xX Y es una paramettrizacién local de
X xY. O

Hay que definir espacios tangentes y derivadas también para variedades
con frontera. Sea ¢ : U € H¥ — R! una aplicacién lisa, si v es un punto
interior de U, entonces la derivada ya la hemos definido. Si v € 9U, como g
es lisa, la podemos extender a otra aplicacion lisa g definida en una vecin-
dad abierta de u en R*. Definimos dg, como la derivada dg, : RF — R..
Se puede demostrar que la definicién de dg, no depende de la eleccién de la
extension, es decir, si g es otra extensién, entonces dg, = dg,,.
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Si X ¢ RY es una variedad de dimensién k con frontera, definimos su
espacio tangente T,,(X) en un punto z € X como la imagen de la derivada
de cualquier parametrizacién local alrededor de z. En el caso de variedades
con frontera, T,(X) es también un subespacio lineal de R de dimensién
k, aunque x sea un punto frontera, y la definicién del espacio tangente es
independiente de la parametrizacién.

Asi, podemos definir la derivada de una aplicaciéon f : X — Y exacta-
mente como antes. Ademas, la regla de la cadena sigue siendo vélida.

A continuacién hacemos dos afirmaciones, la primera de ellas es obvia y
la segunda se puede ver en [6], capitulo 2, seccién 1.

1. Si X es una variedad con frontera, entonces Int(X) es una variedad
sin frontera de la misma dimensiéon que X.

2. Si X es una variedad de dimension k con frontera, entonces 0.X es una
variedad de dimension k — 1 sin frontera.

Si M es una variedad con frontera y f : M — N es una aplicacion lisa,
entonces Jf denotard la restriccion f|gp : OM — N.

El siguiente resultado es una generalizacion de 3.3.2. Para su demostracion
ver [6].

Teorema 3.4.2. Sean X wuna variedad con frontera, Y una variedad sin
frontera, Z una subvariedad de Y sin frontera y f: X — Y una aplicacion
lisa. Entonces, si ambos f y Jf son transversales a Z, la imagen inversa
f~YZ) es una subvariedad de X con frontera

a(f~1(2)) = fH(Z)nox,
y la codimension de f~1(Z) en X es igual a la de Z en'Y .

A continuacion presentamos una versién del teorema de Sard para va-
riedades sin frontera.

Teorema 3.4.3. Si f: X — Y es cualquier aplicacion lisa entre varieda-
des, entonces casi todo punto de Y es un valor regular.

La demostracién de esta version es andloga a la discutida en la seccion
1.5.
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Igualmente, hay una versiéon del teorema de Sard para variedades con
frontera.

Teorema 3.4.4. Para cualquier aplicacion lisa f de una variedad con fron-
tera X en una variedad sin frontera Y, casi cualquier punto de Y es un
valor reqular de f: X — Y yde 0f; X — Y.

Demostracion. Como la derivada de df en un punto z € 90X es la restriccién
de df, al subespacio T, (0X) C T»(X), es claro que si x es un valor regular
para Jf, entonces también es valor regular para f. Asi, un punto y € Y no es
valor regular de ambas funciones f : X — Y y df : 0X — Y sélo cuando
es valor critico de f : Int(X) — Y o de 0f : 90X — Y. Como mencionamos
arriba, Int(X) y 0X son ambas variedades sin frontera, Asi, los conjuntos
de valores criticos de f y df tienen medida cero. Entonces, el complemento
del conjunto de valores regulares comunes para f y 0f es la unién de dos
conjuntos de medida cero y por lo tanto, tiene medida cero. O

Hemos llegado a la parte mas importante de esta seccién: El teorema de
transversalidad, y un poco més importante para nuestros fines, el teorema
de homotopia y transversalidad.

Teorema 3.4.5. Sean X, S, Y wvariedades, donde solo X tiene frontera, Z
una subvariedad sin frontera de Y y F : X xS — Y es una aplicacion
lisa. Ahora, para cada s € S, sea fs: X — Y la aplicacion definida por
fs(x) = F(x,s). Si F y Of son transversales a Z. Entonces para casi toda
s €8, tanto fs: como Ofs son transversales a Z.

Demostracion. W = F~Y(Z) es una subvariedad de X x S con frontera
OW =W NO(X x S) por 3.4.2. Sea 7 : X xS — S la proyeccién natural.

Sea s € S un valor regular para 7. Mostraremos que fs es transversal
a Z, para esto, supongamos que fs(z) = z € Z. Como F(z,s) = zy F es
transversal a Z, entonces

dF(z,s)T(z,s)(X X S) + TZ(Z) = TZ(Y);
es decir, dado a € T,(Y'), existe un b € T(, 4 (X x S) tal que

dF(; (b)) —a € T.(Z).
Queremos exhibir v € T,(X) tal que dfs(v) —a € T,(Z). Ahora,

T(:r:,s)(X X S) = Tx(X) X TS(S),
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de modo que b = (w, e) para ciertos w € T(X) y e € T5(5). Si e se anulara,
ya habriamos acabado, pues, como la restriccién de F' a X x {s} es fs, se
sigue que
dF (g 6(w,0) = dfs(w).
Aunque e no tiene por que anularse, podemos usar la proyeccién 7 para
eliminarlo. Como

dTr(z,s) : Tx(X) X TS(S) — TS(S)

es la proyeccién en el segundo factor, la hipotesis de regularidad de que
dT(3,5) aplica T{, (W) sobre T5(S) nos dice que existe un vector de la forma
(u,e) en Ty o(W). Pero como F : W — Z, se tiene que dF(, , (u,e) €
T.(Z). Asi, v =w — u € T,(X) es nuestra solucién, pues

dfs(v) —a = dF(%S)((w, e) — (u,e)) —a = (dF(w,s)(w, e)—a)— dF(x’s)(u, e),

y los tltimos vectores pertenecen a T, (7).

El mismo argumento muestra que Ofs es tranversal a Z siempre que s
sea un valor regular de On. Por el teorema de Sard, casi cualquier s € S
es un valor regular de ambas aplicaciones, m y 0w, de donde se sigue el
teorema. ]

El siguiente teorema es 1til para terminar con esta seccién, su demostracién
se puede ver en [6] capitulo 2, seccién 3.

Teorema 3.4.6. (De la c-vecindad) Para una variedad compacta y sin
frontera Y en RM y un nimero positivo €, sea Y el conjunto abierto de
puntos en RM cuya distancia a Y es menor que . Si € es suficiente-
mente pequeno, entonces cada punto punto w € Y€ tiene un unico punto
mds cercano en Y, denotado w(w). Ademds, la aplicacion 7 : Y¢ — Y
es una sumersion. Si Y no es compacta sigue existiendo una Sumersion
m:Y® — Y que es la identidad en Y, pero ahora se permite que € sea una
funcion lisa y positiva definida en'Y, y Y¢ se define como

{weRM | |w—y| <ely) para algin yeY?}.

Corolario 3.4.7. Sea f : X — Y wuna aplicacion lisa, donde Y no tiene
frontera. Entonces existe una bola abierta S en algun espacio euclidiano y
una aplicacion lisa F : X x S — Y tal que F(xz,0) = f(x) y para cualquier
x € X ocurre que la aplicacion s — F(z,s) es una sumersion S — Y.
En particular tanto F' como OF son sumersiones.



52 CAPITULO 3. UN POCO DE TOPOLOGIA DIFERENCIAL

Demostracion. Si RM es el espacio euclidiano ambiente de Y y S ¢ RM la
bola unitaria, podemos definir /' : X x S — Y por

F(x,s) = n(f(z) +e(f(s))s).

m:Y® — Y restringido a Y es la identidad, asi, F(x,0) = f(z). Ahora,
para z fijo,

s — f(x) + (ef(x))s

es una sumersién de S — Y, pues es lineal. La aplicacién dada por s —
F(z,s) es una sumersién, por ser composicién de dos sumersiones. F'y OF
son sumersiones, pues lo son restringidas a la subvariedad {z} x S y por
cada punto de X x Sy de (0F) x S pasa una de tales subvariedades. [

Finalmente llegamos al teorema més importante de esta seccion.

Teorema 3.4.8. (De homotopia y transversalidad) Para cualquier
aplicacion lisa f : X — Y vy cualquier subvariedad sin frontera Z de la
variedad sin frontera Y, existe una aplicacion lisa g : X — Y homotdpica
a f tal que g y Og son transveersales a Z.

Demostracion. Sea F : X x S — Y dada por en el corolario 3.4.7. El
teorema de transversalidad 3.4.5 implica que fs y dfs son transversales a Z
para casi toda s € .S, pues como F' y JF son sumersiones, en particular son
sumersiones en cada punto de F~1(Z) y (OF)~!(Z) respectivamente, o sea
F'y OF son transversales a Z. Ademas, la aplicacion H : X x I — Y dada
por H(x,t) = F(x,ts) es una homotopia entre fs y f para cada s. O



Capitulo 4

Un poco de topologia
algebraica

En este capitulo abordaremos varios temas de topologia algebraica, no
profundizaremos mucho en ellos, sin embargo, sera suficiente para el propésito
de este trabajo ya que cada tema jugard en papel importante en los resul-
tados del siguiente capitulo.

4.1. Grupos de homotopia

Dada una trayectoria w : I = [0,1] — X, donde X es un espacio
topolégico, definimos la trayectoria inversa como w : I — X tal que
w(t)=w(l—1t). Siw(0) =9y w(l) = x; entonces w(0) = z1 y W(1l) = xo.
Dos trayectorias w, o son conectables o enchufables si w(0) = o(1); en
este caso podemos definir el producto de w y ¢ como la trayectoria wo :
I — X, tal que

(wo)(t) = .
o2t—1) si 1/2<t<1.

Podemos definir una relacién de equivalencia: diremos que dos trayec-
torias w, o, estan relacionadas si son homotdpicas; denotaremos la clase de
equivalencia de w por [w] y le llamaremos clase de homotopia de w. Nos
interesaremos, en particular, por las clases de lazos basados en un punto es-
pecifico zq, es decir, en trayectorias que empiezan y terminan en el punto xg.

{w(2t) si 0<t<1/2

Si H es una homotopia entre wy y w1 y K es una homotopia entre g y
o1, entonces la homotopia HK : I x I — X, tal que

53
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H(2s,t) si0<s<1/2

(4.1)
K(2s—1,t) sil/2<s<1,

HK(s,t) = {
estd bien definida y HK es una homotopia entre wpog y wioi. Entonces
podemos definir el producto de clases de homotopia de dos trayectorias w y
o conectables (o enchufables) por la férmula

wllo] = [wa].

Teorema y definicién 4.1.1. Sea (X, xz9) un espacio punteado. Entonces
el conjunto

m1(X,z9) = {[A] | A es un lazo basado en xp}

es un grupo respecto a la multiplicacion [A|[u] = [Au], con elemento neutro
la clase del lazo constante en g, [cz,y], y con [A] = [A]7! como inverso de
[A]l. A este grupo se la llama grupo fundamental de X basado en el punto
Q-

O

La definicién del n-ésimo grupo de homotopia, 7, (X, z¢), de un espa-

cio X, es estrictamente analoga a la del grupo fundamental. Reemplazamos

el intervalo I = [0, 1] por el n-cubo I™ que consiste de los puntos (1, ..., t,)

en el espacio euclidiano tal que 0 < ¢; <1 (i=1,...,n). Una (n — 1)-cara de

I™ es obtenida poniendo algin ¢; igual a 0 o 1, la unién de las (n — 1)-caras

forman la frontera 9I™ de I". Consideramos las aplicaiones de I™ a X que

mandan 0I" a xg, entonces los elementos de 7, (X, z¢) son las clases de ho-
motopia de estas aplicaciones.

Denotamos la primera n — 1 cara de I"™ por I"~! poniendo t, = 0. La
unién de todas las n — 1 caras restantes de I" la denotamos por J" 1. Asi

or-=r-tugt, ot =rtngrh

Sean A un subespacio de X y zg un punto de A. Entonces

f : (In7In_17Jn_1) — (Xa Aa ZE())

denotara a una aplicacién continua de I™ a X que lleva I" ' en Ay J* !
en . En particular, f lleva 0I" en A y OI" ! en xy. Denotamos por
F"(X, A, xo) = F™ al conjunto de todas tales funciones.
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Si f1, fo estdan en F™, con n > 2, definimos su producto como la apli-
cacién

fl(Qtl)t27"'7tn) si0< t; < 1/27
fa(2t1 — 1, tg, .. t,)  si1/2 <1t <1,

(fif2)(t) = {

que vuelve a estar en F".

Ahora, si f1, fo son homotépicas a fi y f} respectivamente, podemos
combinar ambas homotopias y obtener una homotopia entre fifo y fif.
Asi, andlogamente a lo dicho para el grupo fundamental, tenemos definido
un producto en el conjunto de clases de homotopia 7, (X, zg), donde el ele-
mento neutro es la clase de homotopia de la aplicacién constante fo(I™) = xo.

En el caso de esferas se tiene que m,(S™,x) es el grupo trivial, para
cualquier x € S" y para todo ¢ < n. Esto tltimo se puede consultar en [11].

4.2. Aplicaciones cubrientes

Definicion 4.2.1. Sea X un espacio topoldgico. Una aplicacion cubrien-
te sobre X es una aplicacion continua p : X — X, X # 0, tal que cada
punto x € X tiene una vecindad U en X que satisface lo siguiente:

1. La imagen inversa de U, p~ 1 (U), es la unién ajena de abiertos ﬁj C )Z',
j € J, donde J es algin conjunto no vacio de indices.

2. Para cada j € J, la restriccion p\ﬁv : ﬁj — U es un homeomorfismo.
J

En particular, por 1, p es suprayectiva. A X se le llama el espacio total
y para cada x € X, a p~!(x) se le conoce como la fibra sobre z, la cual es
no vacia por ser p suprayectiva. Una vecindad U que satisface 1 y 2 se dice
que estd cubierta parejamente por p y a los conjuntos ﬁj se les llaman
hojas sobre U.

Proposicién 4.2.2. Sea p : X — X una aplicacion cubriente, tal que X
es conezo. Si x,y € X, entonces las fibras p~(z) y p~t(y) tienen la misma
cardinalidad. A esta cardinalidad se le llama multiplicidad de la aplicacion
cubriente. Puede ser finita o infinita.
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Demostracion. Por 1 de la definicion 4.2.1, el conjunto de todos los puntos
de X cuyas fibras tienen la misma cardinalidad que p~!(z) es abierto. Si
suponemos que p~!(y) tiene otra cardinalidad, entonces también el conjunto
de todos los puntos de X cuya fibra tiene cardinalidad distinta de p~!(x) es
abierto y no vacio. Esto ultimo contradice la conexidad de X. O

A continuacién enlistamos algunas propiedades de una aplicacién cubri-
ente p: X — X.

1. Para cada z € X la fibra p~!(z) es un espacio discreto.

2. Las vecindades en X cubiertas parejamente forman una base para la
topologia de X; Las hojas que yacen sobre ellas forman una base para
la topologia de X.

3. p es un homeomorfismo local. De hecho, si X es conexo, p es continua,
suprayectiva y abierta.

Ejemplo. Sea p : R — S!| tal que p(t) = ¢?™. Si tomamos U =

S' \ {1}, entonces p~*(U) = R\ Z, de hecho, R\ Z = {J,,cz(n,n+1) y
para cada n, plp 1) @ (n,n + 1) — U en un homeomorfismo. Andloga-
mente el abierto S! \ {—1} est4 cubierto parejamente. Mas generalmente,
si U C S! es cualquier abierto distinto de S', entonces p~(U) = Unez Uny
p|l~]n : ﬁn — U es un homeomorfismo, donde los (7” son abiertos ajenos de

4.3. Grupos de transformaciones

Se dice que un grupo G es un grupo topoldgico si es un espacio
topoldgico y tanto el producto de G, G x G — G, como la funcién de
G en G que manda a cada elemento a su inverso, son continuas.

Definicién 4.3.1. Sea G un grupo topoldgico. Una accidn (izquierda) de
G en un espacio X es una aplicacion continua

w:GxX — X,

donde escribiremos gz en lugar de p(g, ), que satisface las siguientes condi-
ctones:
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1. lxe ==,
2. g1(g2x) = (g192).

Se dice que la accién es pareja o que G actiia parejamente! sobre X si
todo punto x € X tiene una vecindad V, tal que VNgV = () para todo g € G
distinto de 1, donde gV = {gx|z € V}, es abierto pues para cada g € G
la aplicacién f, : X — X dada por f,(z) = gz es un homeomorfismo. Se
dice que una acciéon es libre o que G actiia libremente sobre X si para
todo z € X y para todo g # 1 € G, gr # z. Dado z € X, al subconjunto
Gz = {gz|g € G} de X, se le llama la érbita de x bajo la accién de G en
X. El espacio de 4rbitas o espacio cociente de la accién de G en X es
el espacio cociente X/G = X/ ~, donde z1 ~ x5 si y sélo si 9 = gz para
algin g € G.

Los siguientes dos resultados son faciles de probar.

Proposiciéon 4.3.2. 5i G es un grupo finito que actia en forma libre en un
espacio de Hausdorff X, entonces la accion es pareja.

Proposicién 4.3.3. Si G es un grupo que actia libremente sobre un espacio
X, entonces X es una variedad de dimension n si y solo si X/G es una
variedad de dimension n.

Teorema 4.3.4. Si el grupo topoldgico G actia parejamente en el espa-
cio topoldgico X, entonces la aplicacion cociente q : X — X/G es una
aplicacion cubriente, cuya multiplicidad es la cardinalidad del grupo G.

Demostracién. Sea v € X y sea V una vecindad de z tal que g1V NgoV =10
para todo par de elementos g1 # go € G, entonces la vecindad U = ¢(V)
de q(z) estd cubierta parejamente por ¢, ya que ¢~ H(U) = UgeqgV C X (U
quiere decir unién ajena), asi, cada fibra es equivalente, como conjunto, a G
pues la aplicaciéon h : G — ¢ q(x) = {gz|g € G}, dada por h(g) = gz, es
biyectiva. Por lo tanto la multiplicidad de ¢ es la cardinalidad de G. O

Ejemplo. Consideremos la (2n — 1)-esfera

Sl = {2 =(21,...,20) €C"| |2+ ...+ |z =1},

que es un espacio de Hausdorff y a Zj, el grupo multiplicativo de las k-raices
de 1 en S'. Hay una accién de Zy en S?*~1, dada por (¢, 2) — (Cz1,...,Czn).

1Otros autores le llaman accién propiamente discontinua, pero nosotros consideramos
mas conveniente esta designacion.
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Esta accién es libre pues para toda raiz de 1, ¢, distinta de 1, (z; # z; con
1€ {1,...,n}, y por 4.3.2 es pareja. Por lo tanto, por 4.3.4,

q: S — 7z, (4.2)

es una aplicacion cubriente.

Cuando k es primo, al espacio S?*~!/Z,. se le llama espacio lente, donde
2n — 1 es la dimensién de esta variedad.

El siguiente teorema es muy importante. Su demostracién se basa en el
grado de una aplicacién pero definido de forma diferente a la que presen-
tamos en el segundo capitulo de este trabajo. En [7] se puede consultar la
demostracién, en la cual definen grado grado a travez de la homologia pero
este tema se sale de nuestro objetivo.

Teorema 4.3.5. Zs es el unico grupo no trivial que actia libremente en la
esfera S™ si n es par.

Definicién 4.3.6. Un grupo topolégico de transformaciones (G, X, 1)
consta de un grupo topoldgico G, un espacio topologico X y una accion
continua p: G x X — X.

Definicién 4.3.7. Sean (G, X, pn) y (G', X', 1) dos grupos topoldgicos de
transformaciones y o : G — G’ un morfismo de grupos topoldgicos. Se dice
que una aplicacion continua f: X — X' conmuta con las acciones p y '
0 que f es a-equivariante si se satisface lo siguiente:

flgx) = alg)f(x) para todo g € G y x € X.

Lo anterior es equivalente a decir que el siguiente diagrama es conmuta-
tivo

Gx X2 sx

-

G/ X X//4>X,,
w

asi, f induce una aplicacién continua f tal que también el siguiente diagrama
es conmutativo
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X X'

4.4. Levantamiento

Una de las propiedades més importantes de las aplicaciones cubrientes
es la de levantamiento, la cual analizaremos un poco en esta seccién.

Definicion 4.4.1. Seap: )Af~—> X una aplicacion cubriente y f 1Y — X
continua. A una aplicacion f:Y — X se le llama un levantamiento de
fsipof=/f, es decir, si el siguiente diagrama es conmutativo

st
7 f
Yy —X.
Teorema 4.4.2. Sea p : X — X una aplicacion cubriente. Si'Y es un
€spacio CoONero gf,g Y — X son aplicaciones continuas, taleique pof:
pog, entonces f =g si y sdlo si existe un puntoy € Y, tal que f(y) = g(y).
Demostracion. Basta con demostrar el regreso. Sean y € Y tal que f(y) =
9(y) vy U una vecindad de pf(y) = pg(y) cubierta parejamente por p. Si Uy es
la vecindad de f(y) y Uy es la vecindad de g(y), tales que p: U = U (o sea,
Uy y U son homeomorfos) y p : Uy ~ U, entonces V = f~1(U1) N+ (Us) es
una vecindad de y en Y. Como f(y) = §(y), entonces Uy = Us y f(v/) = §(v/)
para todo punto 3’ € V. Asi, el conjunto en el que coinciden fy g es abierto.
Si f(y) # g(y), entonces Uy Uz = @ y, por tanto, f(y') # (/) para todo
punto y’ € V. Asf, el conjunto en el cual difieren fy g también es abierto.
Como Y es conexo y f, g coinciden en y, entonces el conjunto abierto donde
difieren debe ser vacio. Asi, fy g coinciden en todo punto de Y. O

Lema 4.4.3. Seap: X — X una aplicacion cubriente, entonces para cada
aplicacion H : I? — X continua y para cada punto T en la fibra sobre
H(0,0) existe una tnica aplicacion H : 1> — X, tal que po H = H y

H(0,0) =7
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Este lema lo usaremos para probar el siguiente teorema. Su demostracion
se puede consultar en [9].

Teorema 4.4.4. (Levantamiento tinico de trayectorias) Consideremos
una aplicacion cubriente p : X — X. Para cada trayectoria w : I — X
y para cada punto T, tal que p(T) = w(0), existe un Unico levantamiento de
w, w: 1 — X, tal que w(0) = z; llamemos a este levantamiento L(w, ).
Mads atn, si wy y w1 son trayectorias en X, tales que wy =~ wy rel OI (o sea
que eziste una homotopia entre wy y wy tal que H(xz,t) = wo(x) = wi(x)
para x € {0,1}), y T es un punto tal que p(T) = wo(0) = wi(0), entonces
L(wo,T) ~ L(wi,%) rel 8 en X; en paricular, coinciden los destinos de
ambos levantamientos, es decir, L(wg,Z)(1) = L(w1,Z)(1).

Demostracion. Sea w : I — X una trayectoria, definimos una homo-
topla H : I x I — X, dada por H(s,t) = w(s), asi H(0,0) = w(0) y
si p(7) = w(0), por el lema 4.4.3 existe H : I x I — X, tal que H(0,0) =2
y po H = H. Si definimos la trayectoria w : I — X, por w(s) = H(s,0),
se tiene que w(0) =T y pow = w, es decir, es un levantamiento de w que
comienza en I y, por la unicidad, sabemos que este es el tunico.

Si wo,w1 : I — X son dos trayectorias homotopicas relativamente a 91, y
H:1I 2 X es dicha homotopia, entonces, por 4.4.3, existe una homotopia
H I — X talque po H =H y H(O 0) = z. Pero la trayectoria t +—

H(0,t) yace sobre la fibra de wo(0) = w;(0) y, como las fibras son discretas,
entonces tal trayectoria debe ser constante, andlogamente, la trayectoria
t— H(l t) es constante. Asf, H(0,t) = Z y H(1,t) = 7, para algin punto
y € X fijo en la fibra sobre wo(1) = wi(1) y para todo ¢t € I. Por otro
lado, la trayectoria s — H(s,0) es un levantamiento de wy que empieza en &
y por 4.4.2, I;T(s, 0) y wo(s) deben coincidir, andlogamente, ﬁ(s, 1) y wo(s)
coinciden, por lo tanto, el levantamiento de H, H, es una homotopia wy >~ w;
rel OI. O

4.5. Complejos simpliciales, complejos CW vy fi-
braciones

Empezaremos describiendo brevemente a los complejos simpliciales.

Definicion 4.5.1. Un complejo simplicial K consiste en un conjunto
Vi de puntos, llamados vértices, y para cada enteron > 0 un conjunto K"
cuyos elementos son subconjuntos no vacios de Vi de cardinalidad n + 1,
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llamados n-simplejos (o simplejos de dimension n), con las siguientes
propiedades:

1. Para cada vértice de v € Vi, {v} € KO,

2. Cada subconjunto de un conjunto en K™ con j 4+ 1 elementos yace en
K.

Noétese que un simplejo o € K también puede ser considerado un com-
plejo simplicial.

Ejemplo. Para cada n € N definimos un complejo simplicial D,, como
sigue. Consideramos Vp, = {0,1,...,n}, n > 0. Entonces DF consta de
todos los subconjuntos de la forma {ig, i1, ..., } tal que ig < i3 < ..., < ip.

Definicién 4.5.2. Dado un complejo simplicial K, definimos su realizacion
geométrica como el conjunto

|K|={a: Vi — I |a1(0,1] es un simplejo de K y Y. a(v) =1}.
veVK

Podemos notar que o~ 1(0, 1] es finito. La topologfa métrica de | K| est4 da-
da por la métrica definida por pi(a, 8) = \/Zvevk(a(v) — B(v))?, donde la

suma es finita. Podemos denotar a este espacio métrico por |K|,. Al restrin-
gir la métrica a la realizacién geométrica, |o|, del simplejo o de K, podemos
darle una topologia a |o|. La topologia que le damos a |K| es la siguiente:
diremos que A C |K| es cerrado siy sélo si AN |o| es cerrado para todos los
simplejos 0 € K.

Definicion 4.5.3. Dado n > 0, el n-simplejo estdndar es el espacio
topoldgico

n
A" = {(tg, ..., t,) € R"| Zti:l’ t >0 Vil
=0

Lema 4.5.4. Dado un n—simplejo o en un complejo simplicial K, la reali-
zacion geométrica |o| es homeomorfa al n—simplejo estandar A™.

Demostracion. Dado a € o, donde o = {vg,v1,...,v;}, definimos ¢ :
lo| — A™ por
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donde e; es un generador canénico de R"*!. Entonces ¢ es un homeomor-
fismo con inversa ¢ : A" — |o| dada por

w(étz‘ei)(%‘) = t;.

O

Definicién 4.5.5. Si z es un punto de |K|, entonces x estd en el interior
de exactamente un simplejo de | K|, cuyos vértices son ag, ..., an. Si v es un
vértice arbitrario de K, definimos la coordenada baricéntrica t, : K —
[0,1] de = con respecto a v, poniendo t,(z) =0 siv no es uno de los vértices
n
a; y ty(z) =t; siv=a; para alguna i =0,1,...,n. Asi x = >_ t;a,.
i=0
Definicion 4.5.6. Un morfismo simplicial f : K — L entre complejos
simpliciales es una funcion (de conjuntos) f : Vig — Vp, tal que f(S) es un
simplejo siempre que S sea un simplejo.

A continuaciéon vamos a hablar un poco de complejos CW.

Sea {I,}°°, una sucesién de conjuntos ajenos tal que Iy # (). Empezan-
do con esta sucesion, inductivamente construimos una sucesion de espacios
topoldgicos { X"} como sigue:

i) Para n = 0 ponemos X = I con la topologia discreta en Io.

i) Si X™~! ha sido ya construido, entonces ponemos X" = X"~ !si I, =
(. Sin embargo, si I, # ), asumimos que tenemos una familia de
aplicaciones {¢' : S} — X"~!i € I,}, llamadas aplicaciones
caracteristicas, y ponemos D, = [[;c; D} v Sn = [;cs, S
D,,, (el simbolo [] representa la suma topoldgica de espacios), donde
D} = D" (el disco de dimensién n) y St = S"~L. La familia {¢'}
determina una aplicacién ¢, : S, — X" ! definida por <pn|S?71: it
Entonces definimos X" = X"~ 1 U, D, (la suma conexa de X" !y
D,).

iii) Tenemos encajes cerrados X"~ ' C X™. Definimos X = [J7° , X" con
la topologia de la unién, esto es, K C X es cerrado <& K N X" es
cerrado para toda n.

Definicion 4.5.7. Un espacio topolégico homeomorfo a un espacio X ob-
tenido de esta forma es llamado un complejo CW. El subespacio X" es
llamado el n-esqueleto de X.
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Si X =[Jo2, X™ es un complejo CW, de modo que ) # X™ = X! =
Xm+2 — | es decir, X = Un X™, entonces a X le llamaremos complejo
de dimensién m o m—complejo.

A un subespacio Y de X que a su vez satisface las tres condiciones an-
teriores se le denomina subcomplejo de X.

Sea ¢, : D, LU X" ! — X" la identificacién de (ii), y ponemos @' =

o]
qn|pp. Decimos que e = (D) es una n—célula abierta de X, la cual es
abierta en X" pero en general no es abierta en X. También es homeomorfa

[¢]
a D", y decimos que €} = ¢'(D}) es una n—célula cerrada de X, la cual
es cerrada tanto en X" como en X.

Ejemplo. La esfera S™ es un complejo CW. Esta tiene dos 0—células
(los polos), dos 1—células,. .., y dos n—células (los dos hemisferios).

Ejemplo. Toda variedad topoldgica es del mismo tipo de homotopia que
algin complejo CW. Esto se puede ver en [5].
Ahora vamos a definir qué es una fibracion.

Definicion 4.5.8. Supongamos que p : E — B es continua y que C es
una clase de espacios topologicos. Decimos que p tiene la propiedad de
levantamiento de homotopias con respecto a C, denotado por C-PLH,
si para todo X € C, toda aplicacion f : X — E y toda homotopia H :
X x I — B que inicia con po f, podemos levantar H a una homotopia
H: X x1 — E que inicia con f, es decir,poH = H y H(x,0) = f(x). Si
una aplicacion tiene la C-PLH, también diremos que es una C-fibracion.

Si ponemos esta definicion en un diagrama, tenemos que p tiene la C-PLH
si y solo si para todo cuadrado conmutativo

x—1-F
~ 7
. H -
]D\L // p
X x -2~ B,

donde X € Cy jo: X — X x I es la inclusién jo(x) = (z,0), existe una
aplicacién H, como lo indica la flecha punteada, que hace a los dos tridangulos
conmutativos.
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Definicion 4.5.9. Sea p : E — B una C-fibracion. i C es la clase de com-
plejos CW (o equivalentemente, la clase de hipercubos I™) entonces decimos
que C es una fibracion de Serre.

Definicion 4.5.10. Una aplicacion p : E — B es un haz localmente
trivial con fibra F si todo punto b € B tiene una vecindad U C B y existe
un homeomorfismo oy : U x F — p~Y(U) que hace al siquiente tridngulo
conmutativo

YU

UxF p~H(U)
S A

donde py = plp~*(U) : p~*(U) — U y 7 es la proyeccion en U.

La cubierta abierta de tales conjuntos U se llama cubierta trivializa-
dora del haz y las aplicaciones ¢ aplicaciones trivializadoras.

Ejemplo. Un haz localmente trivial p : £ — B cuya fibra F' es un
espacio discreto es una aplicacién cubriente.

Teorema 4.5.11. Todo haz localmente trivial es una fibracion de Serre.

La demostracién de este teorema se puede consultar en [1] capitulo 4,
seccién 5.

4.6. Mas acerca de particiones de la unidad

La siguiente definicién de particién de la unidad es menos restrictiva que
la que teniamos en 1.1.2 (no se pide que esté subordinada a una familia de
conjuntos), sin embargo, en lo que sigue manejaremos ambas definiciones.

Definicién 4.6.1. Una familia de funciones II = {ms : X — [0,1]}ses,
donde X es un espacio topoldgico y ms es continua para cada s € S, es una

particion de la unidad en X si Y 7, = 1.
seS

Definicion 4.6.2. Un espacio de Hausdorff X es paracompacto si para
cualquier cubierta abierta {Us}secs en X hay una particion de la unidad
{ms}ses en X tal que ms(X ~\ Us) C {0} para toda s € S, es decir, que
estd subordinada a {Us}.
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Definicién 4.6.3. Una particion de la unidad {7s}ses en X es de orden a
lo mds n, si para cada x € X, la cardinalidad del conjunto {s € S|ms(x) >
0} es a lo mds n+ 1.

Definicién 4.6.4. Una particion de la unidad {ns}scs en X es una apro-
ximacion de una particion de la unidad {7s}ses, si ns(x) > 0 implica que
ms(x) > 0 para toda s € S.

Definicién 4.6.5. Dada una particion de la unidad II = {ms}ses en un
espacio X, su nervio N(II) estd definido como el conjunto de todos los
subconjuntos finitos T de S con la propiedad de que existe x € X tal que
ms(x) > 0 para toda s € T'.

Notemos que el nervio N(II) de una particiéon de la unidad 7 es un
complejo simplicial cuyo conjunto de vértices es el conjunto de indices S y
sus simplejos son los subconjuntos finitos de S mencionados arriba. Gracias
al lema 4.5.4 podemos notar tembién que cada simplejo o de | N (II)| satisface
que |o| es homeomorfo a algin simplejo estdndar, asi pues, trataremos al
nervio |[N(II)| como un complejo simplicial cuyos simplejos son simplejos
estardar.

Definicion 4.6.6. Sea U una cubierta abierta de un espacio X. El orden
de U, ord(U), es el entero mds pequeno n, con la propiedad de que cualquier
familia Uy, ..., Uyyo de diferentes elementos de U tiene interseccion vacia.

Lema 4.6.7. Sea n > 0. Si X es un espacio paracompacto, entonces las
siguientes condictones son equivalentes.

1. Cualquier cubierta {Ug} de X tiene un refinamiento V, con ord(V') <
n.

2. Para cualquier cubierta abierta {Us}scs de X, hay una particion de
la unidad {ms}scs de orden a lo mds n tal que, 7s(X \Us) C {0} para
toda s € S.

3. cualquier particion de la unidad {7s}scs en X es aprozimable por
particiones de la unidad de orden a lo mds n.

Demostracion. (1 = 2). Sea {Us}ses una cubierta abierta de X. Elegimos
un refinamiento {V;}ier de {Us}ses cuyo orden es a lo méas n. Sea {n;}ier
una particién de la unidad en X tal que (X \V;) C {0} para toda t € T
Notemos que el orden de {n;}:cr es a lo mas n. Hacemos una particién de
T en subconjuntos ajenos Ty, s € S, tal que (X ~\ Us) C {0} para toda
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t € Ts. Si Ty = () definimos 75 = 0, si no, ms = »_ 7, es inmediato que
teTs
{ms}ses es la particién de la unidad con la propiedad deseada.

(2 = 3). Dada una particién de la unidad {7ms}ses en X ponemos
Vi = 7;1(0,1],5 € S. Tenemos una particién de la unidad {ns}ses en X
de orden a lo mas n tal que ns(X \ V) C {0} para cada s € S. Claramente
{ns}ses aproxima a {ms}ses.

(3= 1). Dada una cubierta abierta {Us}scs en X, tenemos una particién
de la unidad {7s}secs tal que 74(X \ Us) C {0} para cada s € S. Podemos
aproximar a {ms}ses por {7s}scs cuyo orden es a lo mas n. Ponemos V; =
n:1(0,1] y es claro que {Vi}ses es un refinamiento de {Us}scs y su orden
es a lo més n. O

Definicién 4.6.8. Sea X un espacio paracompacto yn > —1. dim(X) = —1
significa que X es vacio. Supongamos que n > 0, decimos que X es a lo
mds de dimension n (dim(X) < n), si alguna de las condiciones 1, 2,
o 8 del lema anterior se satisface. Decimos que X es de dimension n
(dim(X) =n) si dim(X) <n y dim(X) <n —1 no se satisface.

La siguiente proposiciéon nos serd tutil més adelante.

Proposicion 4.6.9. 5i Z es un complejo CW y Y es un espacio paracom-
pacto de dimension d < oo, entonces toda aplicacion n:Y — Z puede ser
deformada a una aplicacién cuya imagen yazca en el d-esqueleto Z% de Z.

Demostracion. Si Z es simplicial con coordenadas baricéntricas \; : Z —
[0,1], j € J (ver 4.5.1 y 4.5.5), entonces {\; o n};jcs es una particién
de la unidad en Y (ver 4.6.1), la cual, por 4.6.7, tiene una aproximacion
{pr 1Y — [0, 1] }kex de orden a lo més d, es decir, para todo punto y € Y’
la cardinalidad del conjunto {k € K| pur(y) > 0} es a lo mas d + 1.

Denotamos por N al nervio de {u}, que es un complejo simplicial, damos
una aplicacién p : Y — |N| como sigue.

Sea Uy = p;.' (0, 1], tenemos que {Ug }rex es una cubierta abierta de Y,
entonces para todo z € Y existen a lo mas d + 1 elementos de la cubierta,
digamos Uy, Us,...,U,; con ¢ < d+ 1, que contienen a z, y en |N| tene-
mos que 1,2,...,q son los vértices del g-simplejo estandar en el cual vive
x, definimos entonces pu(x) € |N| como el punto que tiene por coordenadas
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baricéntricas las definidas por estos 1,2, ..., q vértices.

Ahora damos una aplicacién simplicial f : |[N| — Z%: mandamos ca-
da vértice i a un vértice j tal que p~1(0,1] € n7'A71(0,1], de esta forma,
claramente f es una aplicacién simplicial.

Entonces podemos factorizar 1 como ¥ - |N| Ty zicz

En general, Z puede no ser simplicial pero D = Z" ~. Z"~!, que es una
unién ajena de células, si lo es, y puede ser usado como arriba para deformar
n fuera de D para r > d. O

4.7. Haces

Definicién 4.7.1. Un haz fibrado (o simplemente haz) B consta de:
1. Un espacio E llamado espacio total.
2. Un espacio X llamado espacio base.
8. Una aplicacion continua p : B — X llamada la proyeccion.
4. Un espacio F' llamado la fibra.
5

. Un grupo topoldgico G que actia efectivamente en F, es decir, si
g-y=yVy = g=e, donde e es el idéntico del grupo, G es llamado
el grupo estructural.

6. Una familia {V}};cs de conjuntos abiertos que cubren a X llamados
vecindades coordenadas.

7. Para cada j € J hay un homeomorfismo ¢; : V; x F — p~1(V})
llamado funcion coordenada.

Las funciones coordenadas deben satisfacer las siguientes condiciones.

1. ppj(z,y) =z VxeVjyeF, es decir, conmuta el diagrama

Vi x F—>p~ (V)

pmyl /

V;.
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2. Si la aplicacién ¢, , : F — p~1(z) estd definida poniendo

©ia(y) = pj(T,y),

entonces para cada par 7,j € J y cada x € V; NV}, el homeomorfismo
goj_;gpi’z : FF— F coincide con la operacién de un elemento de G.

3. Para cada par i,j € J la aplicacién
gji : ‘/Z N ‘/J — G
definida por g;j(x) = gpj_’;gpi,m es continua

Notemos que la definicién de g;; nos dice que a cada z € V; NV; lo
mandamos a la funcién cp;;cpi,z que por 2. es un elemento de G. Las g;; son
llamadas transformaciones coordenadas.

Vamos a denotar a p~!(z) por Fj y la llamaremos la fibra de .

Definicién 4.7.2. Sean B y B’ dos haces que tienen la misma fibra y el
mismo grupo estructural. Una aplicacion entre haces h : B — B es
una aplicacion continua h : E — E’ con las siguientes propiedades:

1. h manda a cada fibra Fy de B de manera homeomorfa a una fibra Fy
de B' e induce una aplicacion continua h : X — X' tal que

p'h=hp

2. Six eV ﬂﬁ_l(Vk’), y hy: Fp — Fﬁ(x) es la aplicacion inducida por
h, entonces la aplicacion gy; : F' — F' tal que

gkj(:c) = gogc_gvl,hxgom = plhapja coincide con la operacion de un ele-
mento de G

3. La aplicacion obtenida

Gk Vi ﬂﬁfl(Vk’) — G es continua.

Una aplicacién entre haces comun, es la aplicacién inclusién B C B’ que
se obtiene como sigue. Sea B’ un haz sobre X’ (es decir, X’ el espacio base del
haz B') y X un subespacio de X’. Sean E = p'~!(X), p = p'|g y definimos
las funciones coordenadas de B por ¢; = 90;‘|(Vj’m x)x F- Entonces B es un haz
y la aplicacién inclusion E — E’ es una aplicacién entre haces B — B'.
Decimos que B es B’ restringido a X y usamos la notaciéon B = B'| x.
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Definicion 4.7.3. Sean E un grupo topoldgico y G un subgrupo de cerra-
do E, si x € E/G (el grupo cociente) y g € E definimos la traslacion
izquierda de x por g como

g-v=p(g-e), donde e € p~L(x),
yp: E— E/G denota la proyeccion natural.

Definicién 4.7.4. Un haz B = {E,p, X, F,G} es llamado haz principal
si F'~ G y G actia en F por traslaciones izquierdas.

Definicion 4.7.5. Sea B un haz principal sobre un espacio X con grupo
G. B es n-universal, si para cualquier n-complejo K, subcomplejo L de
K, haz principal B’ sobre K con grupo G y cualquier aplicacion entre haces
h:B'|;, — B, hay una extension de h a una aplicacion de B’ a B.

Esta condicién puede ser parafraseada diciendo que cualquier aplicacion
parcial de un haz a B se puede extender a todo el haz

Ejemplo 4.7.6. Si B es un haz n—universal y B es cualquier haz sobre
el n—complejo K, entonces existe una aplicacion entre haces h : B — B.
Esto se sigue si tomamos a L como el conjunto vacio.

Cerramos este capitulo con el siguiente teorema, el cual caracteriza los
haces universales.

Teorema 4.7.7. Un haz principal B es n-universal si y solo si E es
conectable por trayectorias y m;(E) = 0 para toda 1 < i < n, donde m;(E)
denota al i—ésimo grupo de homotopia de E.

O
La demostracion de este resultado en realidad no es simple pero se puede
consultar en [11] en la seccién 19.4.






Capitulo 5

Resultados de Borsuk-Ulam

Demostrar el siguiente resultado es el propédsito de este trabajo.

Teorema 5.0.8. Si una aplicacion f : S™ — S™ conmuta con algunas
acciones libres de un grupo finito G # 1 en las esferas S™, S™ entonces
n>m. Sin=m, f no es nulhomotdpica.

La prueba la haremos por contradiccion, pero antes de comenzar con ella
requerimos probar dos lemas, para los cuales necesitamos lo siguiente: Dado
que G es un grupo finito, este contiene algiin subgrupo ciclico de orden p,
con p primo. Podemos suponer entonces que G mismo es de orden primo,
digamos

G={ze€C|z’=1}, pprimo (5.1)

y probaremos el teorema para G tomado de esta forma. Recordemos también
que si la dimensiéon de una esfera es par, entonces necesariamente G = Zo
por 4.3.5.

La multiplicacién por escalares define la accién estandar de G en la es-
fera unitaria en C", respectivamente R" si p = 2. Escribimos $" para indicar
que que la k-esfera es tomada con esta operacién estandar.

Empezamos por demostrar lo siguiente:

Lema 5.0.9. Si una aplicacién continua o : §¢ — $* conmuta con la
accion estandar de G, entonces el indice de punto fijo de alpha, I(a) = 0
mod p

71
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Demostracion. Sea m : §* —s LF = $*/G, la proyeccién al espacio de
orbitas (o espacio lente), el cual es una variedad lisa. De la definicién 4.3.7
se tiene que la aplicacién a induce una aplicacién @ : L¥ — L* tal que,
aom = mwoa, que es lisa, pues a y 7w lo son. A su vez @ define una apli-
cacién @ : L¥ — LF x L*, dada por a(x) = (z,a(z)); la imagen de esta
aplicacién es la gréafica de @, y no es dificil verificar que es una subvarie-
dad de dimensién k de la variedad de dimensién 2k, L* x L*. Podemos
notar también que A = {(x,2) | * € L*}, la diagonal de L* x L¥, es otra
subvariedad de dimensién k de L* x L*. Asi, si usamos el teorema 3.4.8,
con X = Lf, Y = LF x LF, f = ay Z = /\, entonces existe una apli-
cacién lisa f : LF — LF x ék homotépica a a y que en particular es
transversal a A. Si llamamos H a la homotopia entre o y (8, tenemos que

E(x, 1) = g(x) = (z,B(x)), donde 3 es homotépica a @ bajo una homotopia

H : L* x I — LF que se obtiene al componer H con la proyeccién al se-
gundo factor.

Por otro lado, por 3.3.2 Eﬁl(A) es una subvariedad de L* de codimen-
sién k, o sea, de dimensién cero, y como A es cerrado en LFx Lk, B_l(A) es
cerrado en L*. Por lo tanto B~1(A) no puede tener puntos de acumulacién
y como L* es compacto, 871(A) es finito, pero 371(A), de hecho consta de
los puntos fijos de /3, sean pues by, ..., by, éstos.

Consideremos el siguiente diagrama

$" - $"

)| I

k o1k Tk
¥ It < L7~ 1%

donde jj es la inclusién jo(z) = (x,0). Como

H o (m,Id;)(z,0) = H(n(z),0) = a(n(z)) = m(a(z)),

entonces H o (m, Id;) es una homotopia que empieza en 7 o o, ademéds 7 :
$k — L* es una aplicacién cubriente (ver el ejemplo del teorema 4.3.4) y
$k es un complejo CW, entonces 7 : $k — L* es una fibracién de Serre (ver
4.5.11) y por lo tanto existe una homotopia H : $k x [ — $k que empieza
en «, es decir, H(z,0) = a(z) y tal que los dos tridngulos del siguiente
diagrama conmutan
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Jo _ - ™
l - l

ko7 otk T Tk
§ X I m L x I —— Lk,

Tenemos que w(H(x,1)) = (H o (m,Id;))(z,1) = B(n(zx)) para toda
x € $k Sea [ el final de H, es decir, f(z) = H(x,1) para toda = € $k,
entonces 7o 3 = o m. Utilizando la invariancia bajo homotopias del indice
de punto fijo (ver 2.5.8 y 3.1.1) tenemos que I(«a) = I(f5).

Ahora veamos que § también conmuta con la accién. Tomemos r € G,
un generador y definamos dos trayectorias o, 7 : [0, 1] — $k dadas por:

o(t)=H(rz,t) y 7(t)=rH(z,t)

con z € $* fijo. Entonces

Por lo tanto, 7o 0 y 7 o T son trayectorias en L* homotépicas relati-
vamente a 0I, y ademés o(0) = H(rz,0) = a(rz) = r(a(x)) = rH(z,0) =
7(0), ya que o conmuta con la accién. Entonces por 4.4.4 7(1) = o(1),
pues 7 y o son levantamientos de m o 7 y m o ¢ respectivamente. Pero
(1) =rH(z,1) =rB(z) y o(1) = H(rz,1) = B(rz), por lo tanto S conmuta
con la accién estandar.

Finalmente, el conjunto de puntos fijos de § consiste en algunas de las
6rbitas m1(b;), pues G es ciclico, actda libremente en $* v B conmuta con la
accion. Asi, podemos separar Fix(/3) en ps conjuntos cerrados ajenos donde
s es el nimero de puntos fijos de B y p era el orden de G (o la multiplicidad
de la aplicacién cubriente 7). Para cada punto a;j, con i = 1,...,p en
ﬂ_l(bj), con j fijoy j =1,...,s, a;j yace en un abierto U;; homeomorfo a la
vecindad abierta V; = m(U;;) de bj;, entonces I(ﬁ]gij) = I(B|Vj) para toda
1 =1,...,p. Entonces por el teorema de aditividad del indice de punto fijo
2.5.9,

S p

18) =Y 1Blg,,) = > pI(Bly,) =p> I(Bly,)
j j=1 j=1

j=1i=1
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Por lo tanto I(a) = I(8) = 0 mod p.
O

Recordemos que al escribir $k estamos diciendo que la accién de G =
{z € C| 2P =1} en S* es la estandar, asi podemos enunciar el siguiente
resultado:

Lema 5.0.10. Para cualquier G-accion libre en la k-esfera S* existen apli-
caciones

1. y:SF — g
2. 6:§" —s Sk,
que conmutan con las acciones.

Demostracion. El inciso 2 se tiene por 4.7.6, pues S es n—universal, ya que
satisface las condiciones del teorema 4.7.7, y ademas $k /G es un n-complejo
por ser una variedad.

Para I, primero vamos a construir una G-aplicacién T' : S¥ — $2k71
para algiin k. Tomamos una cubierta abierta finita V = {Uy, ..., U, } de S¥/G,
que sea una cubierta trivializadora del haz localmente trivial = : S¥ —
S¥/G (ver 4.5.10); entonces, para cada j = 1,...,k tenemos una aplicacién
qj : 7 1(Uj) = U; x G — G C C dada por la proyeccién en G que conmuta
con la accién de G en S*. Se tiene el siguiente diagrama conmutivo

También, tomamos una particién de la unidad p; : S¥/G — [0, 1] subor-
dinada V y definimos T" : S¥ — $2k71 C C* con componentes Ly Sk —s

C, j=1,...,k, dadas por I'j(z) = \/p;(7(z))g;(x); notemos que I';(z) =0
si () no estd en Uj.

I" conmuta con las acciones, pues para cada j = 1,...,k se tiene que

Li(gz) = /pj(m(9z))gi(9z) = /pj(n(x))gg;j(z) = gv/pj(m(2))g;i(z) =

gl';j(x) para todo g € G
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La aplicacién T’ induce una aplicacién T : S¥/G — $2%71/G = L2+~ 1,
Usando 4.6.9 podemos deformar I’ a una aplicacién 7 cuya imagen viva en
LF. Asf, existe una homotopia H tal que H(z,0) =Ty H(x,1) = 7. Se tiene
el siguiente diagrama conmutativo

r

k 2k—1

S —$

Jo //:// ™
- H

k ;) k L 72k—1
St x I (w’,IdI)(S /G) x I —— L**71/G,

donde 7' : SF — SF/G ¥ H es un levantamiento de la homotopia H o
(m, Idr), esto dltimo porque 7 es una fibracién.

Ahora, sea v(z) = H(z,1), el final de H. Se tiene que v : ¥ — $* ya
que

m(v(x)) = w(H(x,1)) = H(r(z),1) = 3(r(2)) € §*/G = L*.
Sélo nos falta ver que v conmuta con las acciones, para esto definimos,
para cada g € G, la aplicaciéon H, : SFx I — $2k71 por Hy(z,t) =
g 'H(gx,t). Tenemos que

Hy(z,0) = g~ H(gz,t) = g~ 'T(gz) = ¢ ‘gL' (z) = I(x),
ademas
w(Hy(x,t)) = n(g " H(gz,t)) = n(H(gx, 1)) =

H(n'(gz),t) = H(r'(x),t) = n(H(z,1)),

por lo tanto

Por dltimo

y(x) = H(x,1) = Hy(x,1) = g~ (H(gz,1)) = g (v(g2)).
Ast gy(x) = v(g2). O
El siguiente resultado es muy interesante y lo vamos a usar junto con los
dos lemas anteriores para demostrar 5.0.8. En el libro de Spanier [10], en la

seccion 4 del capitulo 3 se puede ver la demostracién, la cual es consecuencia
de la teoria de los complejos simplicales.
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Teorema 5.0.11. S¢ m < n, entonces cualquier aplicacion continua f :
S™ — S™ es nulhomotépica.

O
Pasemos a la prueba de 5.0.8.

Demostracion. Por 5.0.10, tenemos aplicaciones v : S" — $" y 6 : §" —
S™. Consideremos la siguiente composicién

g Ssm Lsn 2, g Lo,
la cual conmuta con las acciones pues las componentes conmutan. Por el
lema 5.0.9 tenemos que I(i oy o fod) =0 mod p. Ahora, supongamos que
n < m, entonces f es nulhomotdpica por 5.0.11, y por lo tanto también
ioyo fodloes, asi, se tiene que [(ioyo fod) =1 por 2.5.8 y el primer
ejemplo de la seccién 2.4, lo que es una contradiccion.

Mas aun, si n = m y suponemos que f es nulhomotdpica llegamos a la
misma contradiccién. O

Con esto damos por terminado este trabajo.



Apéndice

7






Apéndice A
Teorema 2.1.4

Pospusimos a este apéndice la demostracién del teorema 2.1.4, por con-
veniencia para el lector volvemos a enunciarlo.

Teorema A.0.12. Sea F': W x I — R"™ una homotopia, y € R"™ un punto
con las siguientes propiedades:

i) y & fr(W W), es decir f7*(y) C W para toda t € [0,1],
ii) folw v filw son ambas lisas, ademds y es valor reqular para ambas.
Entonces grado(fo;y) = grado(fi1;y).

Sea f: X — R™ una aplicacion lisa con X un subconjunto abierto de
R si df, : R™1 — R™ tiene rango maximo n en el punto a, entonces
el teorema 1.3.4 nos da una buena descripcién de f en él cerca de a. Hay
un difeomorfismo ¢ que lleva a una vecindad U C R™*! del origen a una
vecindad ¢(U) C X de a tal que ¢(0) =ay fo(r1,...,2n, Tnt1) — fa) =
(x1,...,2y) Yz € U. Podemos suponer que U es una bola de radio ¢ al
rededor del origen; U = B(0,¢). La imagen inversa de b = f(a) por la
aplicacién f|, gy tiene la siguiente forma

IO (NeU) = p(fr e RO =21 =22 = ... = &, 24| <)),

o sea, la imagen bajo ¢ del intervalo abierto |z,+1| < € sobre el dltimo eje
coordenado, en otras palabras, f~1(b) ()¢ (U) es un arco de curva simple en

e(U).

79
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Lo mismo decimos del conjunto de puntos z € X tal que f(x) = v,
siempre y cuando x yazca en ¢(U) y |ly — b|| < &; este conjunto tiene la
forma

F ) (e) = o({z e R Hay = y; — 0,1 < j < y |zl < }),

que también es un arco de curva simple en ¢(U) (de hecho, es una linea
coordenada).

Si y € R™ es un valor regular de f, cada punto x € f~!(y) tiene una
vecindad abierta V = V, tal que f~!(y)(\V es un arco liso (como en el
parrafo enterior, poniendo p(U) = V).

Las componentes K de f~!(y) (es decir, los conjuntos conexos méxi-
mos) son tanto abiertas como cerradas en f~!(y), también son cerrados en
X (pero en general nos son abiertos), ya que f~!(y) es cerrado en X. Cada
punto x € X tiene una vecindad abierta V, en X tal que, V, no interseca a
f~Yy) (siz ¢ f~(y)) o lo intersecta sélo en una comoponente K (siz € K).

Cada subconjunto compacto 7' de X interseca s6lo un ntmero finito de
componentes de f~1(y), pues T se puede cubrir con un ntimero finito de las
V.. Cada componente compacta K de f~!(y) queda cubierta por un niimero
finito de V,,, en este caso K es una curva cerrada que es homeomorfa al circu-
lo S'. Las componentes no compactas K de f~1(y) no estdn contenidas en
ningdn conjunto compacto 1" de X, ya que son cerradas en X y los subcon-
juntos de un conjunto compacto son compactos, asi pues, las componentes
no compactas de f~1(y) o son no acotadas en R" o son no cerradas en R",
en este ultimo caso los puntos de acumulacién de K estan fuera de X; las
componentes no compactas de f~!(y) son homeomorfas a la recta real.

En cualquier caso f~!(y) tiene un conjunto a lo més numerable de com-
ponentes (esto es andlogo a 1.3.7), pues X mismo se puede cubrir por un
nimero a lo mas numerable de las V, y cada V, interseca a lo méas una
componente.

Ahora daremos unas propiedades analiticas de f~!(y), la cual es una
curva, en la que cada punto z € f~!(y) tiene un espacio tangente T} de
dimensién 1, a saber, el nicleo de df, : R*™1 — R™. El subespacio de
dimensién n normal a T, N, C R™*! es el hiperplano normal a la curva
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f~X(y) en z, la derivada df, lo aplica isomorfamente sobre R™, en particu-
lar hay vectores normales bien definidos vi(x),ve(x),...,v,(x) € N, (que
dependen lisamente de z € f~!(y)) que bajo df, van a los vectores bésicos
candnicos e, eg, ..., e, en R". Los {v;(z)}? constituyen una base de N, que
depende lisamente de z € f~!(y). Si 7 € T, es un vector tangente distin-
to de cero, entonces v1(x),...,v,(x), T es una base de R"*!. Decimos que
7 estd orientado positivamente (negativamente) si el determinante de esta
base es positivo (negativo), en particular uno de los dos vectores unitarios de
T, esta orientado positivamente y el otro negativamente. El vector orientado
positivamente, nos da un sentido de recorrido positivo para la curva f~1(y).

De todo lo dicho anteriormente obtenemos el siguiente teorema; no vamos
a dar la prueba aqui pero también se puede consultar en [3].

Teorema A.0.13. Sea y un valor reqular de f : X — R™ (X abierto en
R™1) y K una componente de f~'(y). Entonces existe una aplicacion lisa
k:R — X de rango constante igual a 1 que aplica a R sobre K, es decir,
E(R) = K y tal que satisface lo siguiente.

1. Si K no es compacto, entonces k es un homeomorfismo.

2. Si K es compacto, entonces k tiene periodo 1, es decir k(t1) = k(t2) <
t1 —to € Z, en este caso k induce un homeomorfismo de R/Z con K.

Podemos pasar ahora a la demostracion de 2.1.4

Demostracion. (de 2.1.4) La prueba es tal que tenemos que hacer las siguien-
tes hipotesis adicionales, de las cuales nos iremos desprendiendo poco a poco.

Caso 1. Agreguemos las siguientes hipétesis a y b.
a) Flwx(,1) es lisay y es valor regular de F'ly(0,1)-

b) F; = Fy y F1—y = F YVt suficientemente pequeno, o sea, 3¢ 67(0, 1/2)
tal que F(z,t) = F(x,0) y F(x,1 —t) = F(z,1) Vt € [0,¢] y Vx € W.

Con estas hipdtesis nuevas sabemos lo siguiente de f~1(y).
¢) Fy ' (y) = F; ' (y) es finito para 0 < t < ¢, pues y es valor regular para

Fyyy ¢ Fo(W ~ W). Digamos que F, '(y) = {a1,a2,...,a,} C W, ya que
lo mismo vale para F; *(y) con 0 < t < &, vemos que F~(y) (W x [0,¢])
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consta de un ndmero finito de segmentos, a saber, {a; x [0,¢]}i=1,._p.

d) Fi'(y) € W consta de un ntmero finito de puntos {by,...,b,} y
F~1(y) (W x [1 —¢,1]) consta del ntimero finito de segmentos {b; x [1 —
€ :

'
Abi=1,.9

e) Como F~(y) es cerrado en W x [0, 1], por ser F' continua, entonces
F~1(y) es compacto y ademas yace en W x [0,1], pues y ¢ F,(W ~ W),
igualmente F~1(y) (W x [e,1 —¢]) = F~YHy) (W x [¢,1 — €]) es com-
pacto. F~1(y) (W x (0,1)) consiste en un sistema de curvas k, de las
cuales cada una de ellas es homeomorfa a la recta real R o al circulo uni-
tario St (ver A.0.13 con X = W x (0,1)), estas curvas son las componentes
de F~1(y) (W x (0,1)). Ya que F~1(y) (W x [e,1 —¢]) es compacto, sélo
un numero finito de las k, intervienen en este conjunto. Més atn, por c) y
d), sélo un nimero finito de las k, intersecan a W x (0,e] y a W x [1 —¢, 1),
por lo tanto, s6lo hay un nimero finito de las k,. Las K, compactas no
intersecan a W x (0,e] ni a W x [1 —¢), es decir, yacen en W x (¢,1—¢). Por
otro lado, las k,, no compactas no pueden yacer en W X [¢, 1 —¢]; ninguna de
las dos partes de k,, que correponden a las semirrectas [0, 00) y (=00, 0] de R
pueden yacer W x [e, 1 —¢]. Las k, no compactas contienen exdctamante dos
de los segmentos a; x (0,€] 0 b; X [1 —¢,1) pues cada uno debe corresponder
a un intervalo de la forma [r,s) o (s,7] en R y tienen que ser cerrados, pero
los tinicos intervalos en R tales son de la forma [r, +00) o (—oo, r]. La figura
A.1, la cual se tomé del libro [3], vol II, da una idea intuitiva de F~1(y).

En la figura A.1 hemos representado por pequenias flechas el sentido
de recorrido (el vector tangente positivamente definido). El homeomorfis-
mo R ~ k, del teorema A.0.13 (ver demostracién en [3]) estd dado por una
parametrizacion lisa que también fija el sentido de recorrido. En particular el
vector tangente en el segmento a; x (0, ) apunta hacia abajo o hacia arriba,
segun si corresponde en R a un intervalo (r, +00) o (—o0,7); en b; x (1—¢,1)
es al revez.

Consideremos un punto a; € Fjy Y(y), este contribuye con 1 o -1 a
grado(Fp,y), dependiendo de si el determinante de d(Fp),, es mayor que
cero o menor que cero. Los vectores normales {vy}r=1, , al segmento a; x
(0,e) yacen en R™ x {0} y el vector tangente 7 en {0} x R, es decir 7 =
(0,...,0,7p+1). Por lo tanto tenemos para el determinante de (v1, ..., v, T),
que es el que fija la direccién, que
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bux [1-2,1) b b bs be bs . b F7m)

Wx(0,1)

K, no compacta

a az as as+ as

0,1
0.1) K, compacta asx (0,e] w

Figura A.1: Idea intuitiva de F~1(y).

det (v, ..., 00, 7) = Tnp1 det(d(Fp)a,)

notemos que d(Fy)q, = d(Fp)a, parat € (0,¢), y d(Fy)q, (vi) = e, € R™. Ve-
mos asi que a; contribuye con +1 6 —1 al grado(Fp; y) segun si 7,1 es mayor
o menor que cero. Lo mismo es cierto para la contribucién de b; € F; ' (y)
al grado(F1;y). El segmento a; x (0,¢) yace en una las curvas no compactas
ky, y k, contiene otro segmento ay x (0,€) 6 by x (1 —¢,1). En el primer
caso el vector tangente 7' del segmento a; x (0,¢) tiene la direccién opues-
ta a la del vector tangente de a; x (0,¢). las contribuciones de a; y a; al
grado(Fp; y) se cancelan. En el segundo caso el vector tangente 7" del seg-
mento bjr x (1 —¢,1) tiene la misma direccién que 7; las contribuciones de a;
y bj a grado(Fp,y) (respectivamente grado(F',y)) coinciden. Para el conteo
del grado(Fp;y) necesitamos considerar sélo las a; del segundo tipo, estas a;
contribuyen al grado(Fp;y) lo mismo que sus asociadas b; a grado(Fi;y) y
por lo tanto vale la igualdad del teorema 2.1.4.

Caso 2. Omitamos ahora la primera hipétesis a) del caso 1 pero con-
servemos la hipétesis b). Supongamos pues que hay una € € (0,1/2) tal que
F(x,t) = F(z,0) y F(z,1—t) = F(x,1) paraz € W y t € [0,¢]. En par-
ticular F es lisa en W x (0,e) y W x (1 —¢,1) elegimos ¢ con 0 < &’ < ¢
y aplicamos el teorema de aproximacén 1.2.4 a F : W x [0,1] — R" (o



84 APENDICE A. TEOREMA 2.1.4

mejor dicho a las componentes F; : W x [0,1] — R de F). En la notacién
de 1.24Y =W x [0,1], X =W x (0,1), A=W x [0,e']UW x [1 — &, 1];
asi W x (0,e) W x (1 —¢,1) es una vecindad abierta de A X, en el cual
F es lisa. Por 1.2.4 hay una aplicacién F’ : W x [0, 1] — R™, que es lisa en
W x (0,1) y es tal que

17 (z, 8) = Fla, )] < ((z,4),Y ~ X)

para toda (x,t) € Y = W x [0,1], F'(x,t) = F(z,t) para toda a € A.
En particular F'(x,t) = F(z,t) siz € W~ W ot € [0,¢]U[1 — €,1],
ast /(W W) =EFE(W-~W)y

F/=F=F=F, F_,=F_=F=F
para toda t € [0,&']. Por lo tanto la aplicaciéon F’ satisface también las
hipétesis del teorema 2.1.4 y la hipétesis adicional b). También es lisa en
W x (0,1), sin embargo, no satisface en general la hipétesis a) del caso 1
pues y no tiene por qué ser valor regular de F’ ‘Wx(D,l) en toda vecindad de
y. Por otro lado, Por el teorema 2.1.2 y tiene una vecindad V C R" tal que
toda z € V es regular para Fy y F1 y

grado(Fy; z) = grado(Fp;y), grado(Fy;z) = grado(F1;y).

Podemos elegir a V suficientemente pequefia para que V' C R~ F (W~

W) para toda t, pues |J F/(W ~W) = F(W < W) x [0,1]) es cerrado
te[0,1]

(por ser compacto). Escogemos ahora un valor regular y' de F'|W x (0,1)

en V, asi podemos aplicar el primer caso de la demostracién a F’ en el pun-

to y' y obtener grado(F{;y’) = grado(F];y’) que por las igualdades dichas

anteriormente se convierte en grado(Fp, y) = grado(F7;y) como desedbamos.

Ahora demostraremos el teorema 2.1.4 sin hipétesis adicionales. Defini-
mos la siguiente homotopia ® : W x [0, 1] — R"™ como sigue

Fo(z) = F(z,0) si0<t<1/3
O(z,t) =< F(x,3t — 1) sil/3<t<2/3
Fi(z)=F(z,1) si2/3<t<1
Esta homotopia también satisface las hipotesis del teorema 2.1.4 y ademéds
la hipétesis adicional b) con e = 1/3. Asi que podemos utilizar el caso 2 y
obtener que grado(®o;y) = grado(®;;y) pero &9 = Fy y ¢ = Fj, Con lo
que terminamos la demostracién. ]
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