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Capitulo 1

Introduccion

En anos recientes se ha prestado mucha atencién al estudio de problemas en gréficas
geométricas, debido a que se ha comprobado que muchas situaciones de la vida real pue-
den ser representadas y analizadas bajo este modelo. Por otro lado, se ha observado que
las graficas geométricas son ideales para modelar redes de computadoras, en las que la
posicién es conocida, tal como redes ad hoc, redes celulares y redes de sensores [18].

Estas redes se caracterizan por tener un alto grado de movilidad, por lo que normal-
mente se catalogan como redes naturalmente dindmicas. Como consecuencia, la aplicacién
de algoritmos con conocimiento global de la red empiezan a ser ineficientes para este tipo
de escenarios [15].

Muchos algoritmos trabajan bajo la suposicién de que se cuenta con informacién glo-
bal y centralizada sobre la topologia de una red [20]. Para los fines de este trabajo no
consideraremos algoritmos de este tipo, ya que el uso de memoria y el mantenimiento de
informacién cuando la red cambia de forma dinamica es muy costoso. Por otro lado se
pierde la esencia de sistemas distribuidos al centralizar cémputo en uno o pocos nodos de
la red. Més atn, la construccién y mantenimiento distribuido (local por nodo) es preferible
debido a los recursos limitados y la movilidad de los nodos [20].

Un algoritmo local se modela como un agente con memoria constante, que tiene la ca-
pacidad de migrar de un nodo a otro, y que toma decisiones basado sélo en la informacién
que contiene en su memoria, y la ubicacién y conectividad del nodo en el que se encuentra.

Los algoritmos locales son algoritmos distribuidos, lo cuales son altamente escalables,
ademds de ser tolerantes a fallas y cambios sobre la topologia de la red [16]. Debido a
esto, los algoritmos locales son empleados para mantener una solucién factible en redes
altamente dindmicas. Por otro lado, pese a ser tolerantes a fallas, una de las restricciones
que tienen los algoritmos locales es la falla del nodo en el que se encuentran, lo cual des-
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4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

conectaria por completo al agente de la grafica.

Si los nodos de una gréafica geométrica plana conocen su posicion en el plano, muchos
problemas pueden ser resueltos mediante algoritmos locales [8], tales como ruteo, donde se
tiene un agente que desea viajar de un nodo u a un nodo v sélo recordando una cantidad
constante de informacion, sin necesidad de conocer la topologia de la red en su totalidad
[4]. También, las soluciones de muchos otros problemas clasicos en gréficas tales como
encontrar un conjunto dominante, la eleccién de un lider, o el coloreo de una gréafica, han
logrado ser trasladadas a algoritmos locales.

En este trabajo se presenta una propuesta de solucién al problema de deteccién de con-
juntos de corte en una grafica, mediante la utilizacién de algoritmos locales. Con esto,
se intenta dar una solucién distribuida y altamente escalable a este problema tan bien
conocido.

En una grafica, una arista de corte es una arista que al eliminarse incrementa el niimero
de componentes conexas de esta. Un conjunto de aristas de corte o conjunto de corte, es
un conjunto de aristas que, al ser eliminado desconecta a la gréfica, es decir, incrementa
su nimero de componentes conexas.

Sea G una grafica geométrica plana, la cual modela un sistema computacional donde
sus elementos tienen un alto grado de movilidad, por ejemplo, una red de sensores, una
red de celulares o una red ad hoc.

Problema 1. Encontrar el o los conjuntos de corte de cardinalidad minima en G de
manera local.

Este problema es de gran importancia dentro del estudio de teoria de graficas, ya que
los conjuntos de corte nos ayudan a detectar el grado de conectividad de una gréfica, es
decir, cuantas aristas necesitan ser removidas para generar nuevas componentes conexas.
Ademsds, es importante senialar que la conexidad de una red se asocia a la vulnerabilidad
de la misma. Por lo tanto, si logramos encontrar en una grafica que el conjunto de corte
de cardinalidad minima contiene tres elementos por ejemplo, estamos asegurando que al
romper esas tres conexiones, la comunicacion en la red se verd afectada de forma dramati-
ca. Mds aun, con este resultado, estamos garantizando que, al desconectar cualesquiera
dos aristas, la red seguird siendo conexa, manteniendo integra la comunicacién entre todos
sus nodos.

En este trabajo se presenta una solucién al problema 1 mediante el desarrollo de un grupo
de algoritmos locales, cuya combinacién y desempeno en conjunto sigue siendo local.



Como se sabe, en toda grafica plana existe por lo menos un vértice de grado menor o
igual a 5 [3], por lo tanto, para el peor de los casos, el conjunto de corte de cardinalidad
minima serd de tamano 5. Por esta razén, solo se presentaran algoritmos para la deteccion
de conjuntos de corte de cardinalidad menor o igual a 5.

En la seccion 2 se presenta una definicion méas detallada de algoritmos locales, asi como
algunos algoritmos que sirvieron como marco referencial para este trabajo. En la seccion
3 se presenta el marco tedrico, las definiciones y teoremas que se utilizan como bases, y
finalmente en la seccién 4 se presentan los algoritmos de identificacién de conjuntos de
corte, los cuales son nuestra propuesta de solucion al problema 1.






Capitulo 2

Algoritmos locales

Un algoritmo local se modela como un agente con memoria constante, que tiene la ca-
pacidad de migrar de un nodo a otro, y que toma decisiones basado sélo en la informacién
que contiene en su memoria, y la ubicacién y conectividad del nodo en el que se encuen-
tra. Por lo tanto, todo nodo o vértice de una gréafica sélo tiene informacién de vértices
que se encuentran a un salto de distancia de ¢l [18]. Los algoritmos locales son altamente
escalables y robustos a cambios en la red, ademas pueden ser usados como subrutinas en
el disenio de algoritmos centralizados y distribuidos [16].

Sea GG una grafica plana. Asuma que cada vértice v en G conoce su posicién en la gréfica
(sus coordenadas) y la posicién de sus vecinos. Existe un algoritmo deterministico que
permitird a un agente A colocado en un vértice u viajar a un vértice v bajo las siguientes
condiciones:

= A tiene memoria constante. En todo momento A conoce sélo la posiciéon de u y v, y
la posicion de un niimero constante de nodos.

= Cuando el agente visita un vértice w de G, este puede usar la lista de vértices
adyacentes a w (y sus posiciones).

= A no deja marcas en su recorrido.

Para ser maés claros en la primera restriccion, bajo esta condicién A tiene un espacio de
memoria constante, en la cual puede almacenar un ntimero constante de posiciones de los
elementos de G. Es facil ver que esto restringe a que el agente nunca posea el conocimiento

global de G [18].

Podria parecer que algunas de las restricciones anteriores son innecesarias, sin embar-
go, si consideramos el comportamiento de redes tan grandes como Internet, entonces éstas
se convierten claramente en condiciones relevantes.
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Por ejemplo, si un mensaje deja una marca cada vez que pasa a través de un nodo en
una red, toda la memoria disponible en el nodo seria rapidamente consumida, de aqui la
necesidad de la tercera condicién.

2.1. Redes de sensores y redes ad hoc

La razén por la cual este tipo de redes son mencionadas en este trabajo es muy simple,
los algoritmos que se emplean para el manejo y control de estas redes, por las caracteristi-
cas propias de la red, necesitan ser locales.

Redes donde los nodos son pequenos sensores, conocida como redes de sensores, permi-
ten monitorear y analizar complejos fenémenos sobre una regién muy extensa y por un
periodo de tiempo relativamente largo. Recientes avances tecnolégicos han permitido la
construccién de sensores mas pequenos y mucho mas baratos, los cuales pueden obtener
una gran cantidad de informacién acerca de fenémenos fisicos, tales como la temperatura,
la humedad, presién, niveles de ruido, niveles de diéxido de carbono, niveles de oxigeno,
campos magnéticos, velocidades de los objetos, direccién, tamano, la presencia de objetos,
etc. Esta gran variedad de opciones permiten que los sensores sean usados en un gran
numero de aplicaciones, y bajo una enorme cantidad de posibles escenarios. El monitoreo
ambiental, monitoreo de la salud, vigilancia militar, vigilancia de maquinaria industrial
y automatizacion de inmuebles son sélo algunas de las aplicaciones mas recientes, en las
cuales las redes de sensores han sido la herramienta principal [19].

El criterio de diseno y requerimientos de una red de sensores varia segin el uso o la apli-
cacién para la cual se desea emplear. Sin embargo, algunos de los requerimientos tipicos
en las redes de sensores son:

= Tolerancia a fallas. Las redes de sensores son propensas a la falla de los nodos. Por
esto, es crucial que los algoritmos empleados para la administracién de estas redes
puedan lidiar con este problema de manera eficiente.

» Escalabilidad. Gracias a que los sensores son cada vez mas baratos, es altamente
probable que las redes de sensores consistan en un enorme nimero de nodos. Por
lo tanto, los algoritmos en redes de sensores deben ser también escalables, teniendo
en cuenta que las redes en las que se van a emplear pueden tener miles e incluso
decenas de miles de nodos.

» Simplicidad. Debido al diseno de los sensores, los recursos disponibles para la aplica-
cién de los algoritmos estan severamente restringidos. Como consecuencia, los algo-
ritmos para redes de sensores deben considerar la capacidad de cémputo, asi como
el espacio de memoria restringida.
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= Independencia de sus operaciones. Las redes de sensores usualmente son utilizadas en
regiones complicadas, donde la atencién individual de los nodos es casi imposible. Por
esto, se necesita que los algoritmos en redes de sensores trabajen de forma oportuna
e independiente, sin necesidad de recibir constantemente indicaciones.

» Dinamismo. Los nodos deben adaptarse a cambios repentinos en su entorno, por
ejemplo, cambios en su conectividad.

Por otro lado, una red ad hoc es un tipo de red descentralizada. La red es ad hoc por-
que no depende de una infraestructura pre-existente, como routers (en redes cableadas)
o de puntos de accesos en redes inalambricas administradas. En lugar de ello, cada nodo
participa en el encaminamiento mediante el reenvio de datos hacia otros nodos [17].

Una red ad hoc se refiere tipicamente a cualquier conjunto de redes donde todos los nodos
tienen el mismo estado dentro de la red, ademas, son libres de asociarse con cualquier otro
dispositivo de red ad hoc en el rango de enlace [12].

Este tipo de red permite la adhesién de nuevos dispositivos, con el sélo hecho de estar
en el rango de alcance de un nodo ya perteneciente a la red establecida. El principal
inconveniente de este tipo de redes radica en el niimero de saltos que debe recorrer la in-
formacion antes de llegar a su destino. Cada nodo que retransmite la informacién implica
un salto, cuanto mas saltos mayor es el tiempo que tarda en llegar la informacion a su
destino. Otra de las caracteristicas determinantes de este tipo de redes es que no se tiene
conocimiento de la topologia de la red [12].

Es facil ver que, todas las caracteristicas que requieren los algoritmos para emplearse
en las redes de sensores o en redes ad hoc, las cumplen en su totalidad los algoritmos
locales. Debido a esto, los algoritmos locales son objeto de gran interés dentro del estudio
de la computacion. A lo largo de este trabajo, nos referiremos a las redes de sensores o las
redes ad hoc para ilustrar algunas caracteristicas de los ambientes que requieren soluciones
locales.

2.2. Algoritmos locales para el control de la topologia en
una red

En este tipo de algoritmos, cada nodo explora de forma independiente el area en el que
se encuentra y los nodos que lo rodean, todo esto lo hace mediante su rango de transmision.
El algoritmo local debe ser suficientemente simple, tal que cada nodo pueda ejecutarlo sin
problemas; por ejemplo, en una red ad hoc, cada dispositivo mévil debera ser capaz de
ejecutar el algoritmo. En este tipo de algoritmos locales, al igual que en todos los demas,
no se consideran las soluciones centralizadas, ya que su ejecucion y mantenimiento son casi
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Figura 2.1: La arista {A,B} y {B,C} se encuentran en la grafica de Gabriel, ya que sus
circulos no contienen ningin otro vértice, mientras que la arista {A,C} no forma parte de
ésta, ya que el circulo con diametro {A,C} contiene al vértice B.

imposible de realizarse en redes de sensores por ejemplo, debido a los limitados recursos
con los que se cuenta (energfa, memoria, procesamiento) y la movilidad de los nodos [19].

En general, los algoritmos locales que se utilizan en el control de la topologia de una
red no requieren que los nodos conozcan sus coordenadas, por otro lado, muchos de estos
algoritmos necesitan que los nodos puedan determinar las distancias o direcciones hacia sus
nodos vecinos, e inclusive algunos otros algoritmos necesitan de un identificador tnico en
cada nodo. Sin embargo, pese a parecer una gran lista de requerimientos, las caracteristi-
cas de redes como las de sensores o las ad hoc, permiten que se pueda proveer facilmente
esta informacion.

Uno de los métodos de construccién de graficas mas conocidos, y que se puede llevar
a cabo de manera local es el de la grdfica de Gabriel [19], el cual construye una grafica de
la siguiente manera: dado un conjunto V' de vértices, dos elementos de V' estan conectados
por una arista si el circulo con esos dos puntos como didmetro no contiene més elementos
de V (figura 2.1).

Es facil ver que cada nodo sélo necesita revisar que vértices se encuentran dentro de su
rango de transmisién, y mediante sencillos calculos, determinar para cada uno de estos si
es posible crear una conexién con él. Este método de construccién es completamente local.
Por otro lado, bajo este modelo, se tiene (entre muchas otras) una pequena restriccion,
la cual nos pide que cada nodo tenga el mismo rango de transmision, requerimiento que
facilmente puede ser cumplido, ya que en una red de sensores por ejemplo, todos los nodos
tienen las mismas caracteristicas, y entre ellas, su rango de comunicacion.

Otros de los métodos para la construccién de gréificas de manera local son los basados en
las triangulaciones de Delaunay [19]. Li y sus co-autores propusieron un gran nimero de
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algoritmos de control de topologia basados en una triangulacion de Delaunay k-localizada,
donde k normalmente es 1 o 2 [13]. La triangulacién de Delaunay 1-localizada no necesa-
riamente entrega una grafica plana, pero una subgrafica con ésta caracteristica puede ser
extraida de ella. Para k > 2, La triangulacién de Delaunay k-localizada siempre es plana.
A continuacion, el algoritmo 1 presenta de manera muy superficial, el método que se lleva
a cabo para el control de la topologia de una red mediante una triangulaciéon de Delaunay
k-localizada.

Algoritmo 1 Control de topologia mediante Delaunay k-localizado
1: Recabar informacion de todos los vecinos que se encuentren a k-saltos de distancia de
cada nodo
2: Encontrar tridngulos incidentes a un nodo al realizar una triangulacién local de De-
launay
Enviar y recibir informacién de los vecinos que se encuentran en el tridngulo
Checar si los triangulos incidentes han sido confirmados por los tres vértices
Agregar las aristas de la grafica de Gabriel
Agregar las aristas de los tridngulos confirmados

2.3. Algoritmos locales de ruteo

Probablemente, el algoritmo més sencillo de ruteo geografico es el greedy forwarding,
también conocido como greedy routing [19], donde cada nodo envia el mensaje (si él no es
el destinatario) a su vecino con la mejor posicién (el nodo més cercano) con respecto al
nodo destino. El greedy forwarding es presentado en el algoritmo 2.

Algoritmo 2 Algoritmo Greedy Routing

1: Empieza en s

2: Envia el mensaje al vecino méas cercano a t

3: Repite el paso 2 hasta alcanzar el nodo ¢ o encontrar una minima local con respecto a
la distancia de t, es decir, llegar a un nodo v sin algiin vecino posicionado mas cerca
del nodo ¢

El algoritmo de greedy routing claramente refleja un alto grado de simplicidad, tanto
en concepto como en implementacién, sin embargo, como se indica en el paso ntimero tres
del algoritmo 2, este presenta un gran problema: es posible que el mensaje quede “atora-
do” en un nodo con minima local, es decir, un nodo sin un vecino mejor posicionado que él.



12 CAPITULO 2. ALGORITMOS LOCALES

El primer algoritmo de ruteo geogréfico (o ruteo por coordenadas) con garantia de en-
trega de mensajes fue el face routing, presentado en [8]. Poco tiempo después, una mejora
del face routing fue presentada en FACE-2 [4]. En ambos casos, el algoritmo se basa en lo
siguiente: una gréafica plana G divide al plano en caras que son regiones clausuradas por
poligonos hechos por aristas de G. Dado un vértice v en una cara f, se puede atravesar la
frontera de f en sentido positivo (sentido negativo si f es la cara externa) usando la regla
de la mano derecha [3]. Utilizando esta técnica para atravesar las caras como subrutina,
en [4] se presenta el siguiente algoritmo para el envio de un paquete del nodo s al nodo ¢,
el cual toma O(n).

Algoritmo 3 Algoritmo de Face Routing

1. p—s

2: repetir
3:  sea f la cara de G con p en su frontera y que intersecta el segmento de linea (p,t)
4:  atraviesa f hasta alcanzar una arista (u, v) que intersecte (p, t) en algtin punto p’ # p
)
6

p—p
: hasta que p=1¢

Después de la aparicién del face routing, muchos otros algoritmos basados en la misma
idea y que también garantizaban la entrega de mensajes fueron presentados, como el AFR
(Adaptative Face Routing) presentado en [10], el cual consiste en una variante del face
routing, cuya modificacion consiste en restringir las aristas para su biisqueda de un camino
de s a t, mediante una elipse dada por las distancias entre estos, o el algoritmo GOAFR™
presentado en [11], el cual realiza una combinacién de greedy routing y face routing de la
siguiente manera: el algoritmo empieza y utiliza el algoritmo de greedy routing hasta llegar
o al nodo destino o a un nodo con minima local, en cuyo caso utiliza el algoritmo de face
routing para resolver ese problema, e inmediatamente después continuar con el recorrido
empleando de nuevo greedy routing. Al final, todos los algoritmos antes mencionados siguen
teniendo complejidad de O(n), mismo orden de complejidad del face routing.

2.4. ;Qué puede ser calculado de manera local?

No todos los problemas en graficas pueden ser resueltos de manera local. Intuitivamen-
te, todo aquel problema que necesite informacién global de la red, o todo aquel cémputo
que necesite almacenamiento proporcional al tamano de grafica, se dice que es inherente-
mente no local [9]. Un buen ejemplo de este tipo de problemas es la bisqueda del camino
mas corto.

Aunque algunos problemas no puedan ser calculados localmente, se ha trabajado sobre
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algoritmos locales que entregan aproximaciones al resultado éptimo, por ejemplo, en [9]
se muestra una cota minima de aproximacién para el problema del conjunto minimo de
cobertura de vértices. Dicho resultado se extiende también para el problema del minimo
conjunto dominante.

Existe un gran nimero de algoritmos locales de aproximacién que dan solucién a proble-
mas recurrentes en teoria de graficas, problemas como bisqueda de arboles generadores
de peso minimo euclidiano, diagramas de Voronoi, y construccién de gréficas generadoras.

Como puede observar, el campo de los algoritmos locales ha tomado gran auge debido
a sus caracteristicas, como la escalabilidad, tolerancia a fallas, y sobre todo su facil adap-
tacién en cuanto a algoritmos distribuidos se refiere.






Capitulo 3

Resultados preliminares

A continuacidn, se presentan definiciones y resultados importantes en teoria de gréficas.
El primer trabajo sobre la teoria de graficas fue escrito por el matematico suizo Leonard
Euler en 1736 [5]. Desde un punto de vista matemético, la teoria de graficas fue insignifi-
cante en un principio, ya que se le asociaba con algunos juegos de entretenimiento. Pero
algunos descubrimientos recientes en matemadticas, y particularmente en sus aplicaciones,
le han dado un gran impulso. Actualmente hay algunos temas en matematicas donde la
teoria de graficas es una herramienta indispensable. Este trabajo estd totalmente basado
en resultados conocidos dentro de la teoria de graficas, por lo tanto, es vital hacer mencion
de algunos de estos resultados.

3.1. Graficas

3.1.1. Definiciones basicas

Una grdfica es un par G = (V, E) de conjuntos V = V(G) y E = E(G). El primero,
V(QG), es una coleccién no vacia de puntos a los que se llama vértices de G y el segundo,
E(G), es una coleccién de lineas que unen elementos de V(G), llamadas aristas de G [3].
Una grafica es finita si tanto su conjunto de vértices como su conjunto de aristas son finitos.

Se dice que dos vértices u,v € V son adyacentes si estan unidos por una arista, gene-
ralmente representada por {uv}, y se dice que estos vértices son los extremos de dicha
arista, 6 dicho de otra manera, esta arista es incidente en u y v.

Una manera muy habitual de representar una gréfica consiste en dibujar un punto por
cada vértice de la grafica, y unir dos de estos puntos con una linea si existe una arista que
una los dos vértices correspondientes. En la Figura 3.1 se puede ver la representacién de
la grafica G = (V, E) con V = {u,v,w,z,y} y E = {ww, uw, xu,vzr}, se pude observar que
v vy u son adyacentes mientras que w y « no lo son, uw es incidente en v y en w y ninguna

15
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arista incide en y. Aunque las aristas {v,z} y {u,w} se crucen en el dibujo su interseccién
no es un vértice de G.

e«

Figura 3.1: Representacién gréfica de G.

Cuando dos aristas se cruzan en la representacién de una grafica se dice que se cortan
y se llama corte al punto de interseccién entre ambas. Por ejemplo, en la Figura 3.1 las
aristas {v,z} y {u,w} se cortan.

Si dos vértices estdan unidos por méas de una arista, se dice que estas son aristas para-
lelas. Una arista que tiene como extremos a un mismo vértice se denomina lazo. Una
grafica se dice que es simple cuando no tiene ni aristas paralelas ni lazos. La grafica G de
la Figura 3.2 es una grafica simple, mientras que G2 no lo es por dos razones: la arista e
es un lazo y las aristas f y g son paralelas.

Es conveniente observar que, en una grafica simple con n vértices, el maximo nimero

posible de aristas es
nn—1) (n
2 \2

pues cada vértice puede tener, a lo mas, n — 1 vértices adyacentes, esto es, n — 1 aristas
incidentes, y si se cuentan todas estas aristas por cada uno de los n vértices, en realidad
se estd contando cada arista dos veces.

Una grdfica geométrica es una grafica en la cual los vértices o nodos son representados
por puntos en el plano, y las aristas son segmentos de lineas rectas que conectan a dos de
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Figura 3.2: Ejemplos de gréaficas simples, aristas paralelas y lazos.

estos. Las gréaficas geométricas también son conocidas como redes geométricas.

Una grdfica dirigida G' = (V',E’) consta de un conjunto V' de vértices y un conjunto
E’ de arcos o aristas, que son pares ordenados de elementos de V'. Se dice que a = (u,v)
denota el arco con origen u y final en v, también se dice que v domina a v. Los arcos o
aristas dirigidas también son denominadas flechas.

Para un vértice v € V', una flecha de entrada serd toda aquella flecha donde u es el
final, mientras que una flecha de salida serd toda aquella flecha donde u es el origen.

3.1.2. Caminos y conexién

Un camino de longitud k£ en una gréfica G es una sucesion alternada de k + 1 vértices
y k aristas W = vpejvieavs ... vp—1e,vk, donde v; son los vértices y e; son las aristas, tal
que los extremos de e; son v;—1 y v; para 1 < i < k [3]. Se dice que W es un camino de vy
a vg. Los vértices vg y vi se llaman el origen y el final del camino W respectivamente, y el
resto de vértices vy, ..., vx_1 son los vértices interiores de W. A veces se denotard también
a W como W = vguy...05_1Vg.

Observacion 3.1.1. La definicién anterior permite que se repitan vértices y/o aristas en
un mismo camino.

Se dice que un camino es un paseo cuando no hay repeticion de aristas, y que es una
trayectoria cuando no hay repeticion de vértices (y en consecuencia, no hay repeticién de
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aristas). Un camino cerrado en G es un camino cuyos vértices origen y final son el mismo;
cuando no exista repeticién de aristas dicho camino cerrado se llamara circuito. Si no existe
repeticién de vértices (y por consiguiente de aristas) dicho camino cerrado se llamara ciclo.

En las siguientes figuras se muestran ejemplos de todos estos tipos de caminos, marcados
con lineas mas gruesas. Por ejemplo, el camino W; = vgejvieavaesvsesviesvseqvsesvaervg
que se muestra en la figura 3.3 tiene longitud 8, con origen vg, final vg y vértices interiores
{v1,v2,v3,v4,v5}. W1 no es una trayectoria, ni un paseo, ni un camino cerrado.

7

V4
€3 V3

€6 €5

Us

(a)

Figura 3.3: Wi = vgejvieavsesvseqviesvseguzesvoervg. Wi es un ejemplo de un camino
que no es trayectoria, ni paseo, ni camino cerrado.

Wo = vgeviesvaegvregusesvoervg, que se muestra en la figura 3.4, es un paseo. W3 =
voeiviegvoervg de la figura 3.5 es una trayectoria. Wy = wvgejveqvaesvsegvregoegvgell
que se muestra en la figura 3.6 es un camino cerrado de longitud 7 pero no es un ciclo.
W35 = vgeivieavoeguge11vg que se muestra en la figura 3.7 es un ciclo de longitud 4.

Una grafica G es coneza si todo par de vértices u,v € G estdn unidos por una tra-
yectoria de u a v. Una consecuencia automatica de esta definicién es que toda gréafica es
la unién disjunta de gréaficas conexas, a los que llamaremos componentes conexas. Fn la
Figura 3.8 GG1 es una gréfica conexa y G2 no lo es, pues tiene 2 componentes conexas.

3.1.3. Subgraficas, eliminacion y adicién

Aparte del estudio de las caracteristicas o propiedades de una grafica en su totalidad,
también se puede estudiar solamente una regién o parte de la misma. Por ejemplo, dada



3.1. GRAFICAS

(b)

Figura 3.4: Wy = vgejvieavaegvregusesvaervg. Wao es un paseo.

(c)

Figura 3.5: W3 = vgejvieavaervg. W3 es una trayectoria.

19
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Vg

(d)

Figura 3.6: W4 = vgejvieavoe3vsegvregvaeigvge11vy. Wy es un camino cerrado de longitud
7, pero no es un ciclo.

V6

(e)

Figura 3.7: W5 = vgeiviesvaergvgerivg. Ws es un ejemplo de un ciclo de longitud 4.
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Figura 3.8: Componentes conexas en G1 y Go. (G es una gréafica conexa, Go no.

una grafica no conexa a veces es conveniente estudiar cada una de sus componentes cone-
xas por separado. Mds atn, podemos estudiar conjuntos arbitrarios de vértices y aristas
de una gréafica cualquiera. Una subgrdfica G’ de una grafica G es una grafica que tiene
todos sus vértices y aristas en G, de manera que toda arista de G’ incida en vértices de G.

La mayor parte de las subgréaficas que vale la pena estudiar son aquellas que difieren
de manera minima de la grafica de partida, pues conservan casi todas sus propiedades y
son las pequenas diferencias las que muestran detalles importantes. Es por ello que existen
ciertas maneras de modificar minimamente una gréafica, como se muestra en los siguientes
parrafos.

Eliminar una arista e de una grafica G es quitarla del conjunto de aristas de G, obte-
niendo una subgréafica de G denotada por G\e. Las graficas también se pueden modificar
anadiendo elementos: por ejemplo, la adicion de una arista e en una grafica G es el re-
sultado de anadir una arista al conjunto E(G) tal que una dos vértices cualesquiera ya
existentes en la gréafica. Se escribe G U e.

Dada una grafica G = (V, E), una arista e € E(G) es una arista de corte de G si al
eliminarla, la subgrafica obtenida tiene m&ds componentes conexas que G. Por ejemplo,
retomando la figura 3.8, la arista e de G es una arista de corte y al eliminarla se obtiene
la grafica Go que, efectivamente, tiene una componente conexa mas que G1.

Prescindir de un vértice en una grafica no es tan simple como eliminar una arista, pues al
quitar un vértice todas las aristas incidentes en este pierden un extremo. En consecuencia,



22 CAPITULO 3. RESULTADOS PRELIMINARES

G

Figura 3.9: Ejemplo de distancias entre vértices. la distancia entre w y v es 3, y la distancia
entre u y v es oo.

es necesaria una buena definicion de esta accion: la eliminacion de un vértice v de una
grafica G consiste en quitar v del conjunto de vértices V(G) y todas las aristas incidentes
a v del conjunto de aristas E(G), obteniendo una subgrafica de G denotada por G\v.

La eliminacién de un conjunto de aristas y/o vértices de una grafica viene definida por
la eliminacién uno a uno de estos elementos, donde sin dificultad se puede probar que
cualquier orden de eliminacion lleva a una misma grafica final.

3.1.4. Distancias

La distancia d(u,v) entre dos vértices u y v de una grafica G es la longitud menor de
todas las trayectorias que los unen. Si v y v no se encuentran en la misma componente
conexa, se dice que d(u,v) = oo. En la figura 3.9 la distancia entre los vétices w y v de
la grafica G es 3, y la distancia entre u y v es 0o porque no se encuentran conectados por
ninguna trayectoria.

3.1.5. Arboles

Se dice que una grafica es un drbol si es conexa y no tiene ciclos. Esta definicion, que
a simple vista no parece ser demasiado restrictiva, en realidad lo es, ya que el niimero de
aristas de un arbol determina su ntimero de vértices y viceversa. Ademas, en los drboles se
tienen caracteristicas muy particulares, como por ejemplo, en un arbol toda arista es una
arista de corte, ademas el niimero de vértices es el nimero de aristas mas uno, es decir

V(&) = |EG)| +1.
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Figura 3.10: Ejemplos de arboles.

En la figura 3.10 se pueden ver diferentes tipos de arboles.

3.2. Planaridad

La planaridad es, a grandes rasgos y de manera intuitiva, la propiedad que tiene un
objeto de poder vivir dentro del plano, esto es, de poder incluirse dentro del mismo sin
perder ninguna de sus propiedades.

3.2.1. Graficas planas y planares

Se dice que una gréafica es planar o que tiene una representacion en el plano si esta
puede ser dibujada sobre el plano asignando puntos a los vértices y lineas a las aristas
(tal como se defini6 la representacién gréfica en la seccién 3.1.1), de tal manera que las
lineas se intersecten entre ellas solamente en sus extremos. Tal representacién grafica de
una grafica GG se llama dibujo sin cortes o representacion planar de G, y se puede entender
como el resultado de una transformacion de la grafica G en el plano tal que a cada vérti-
ce le asigna un punto y a cada arista una linea que une los puntos asociados a sus extremos.

Una grdfica plana es, abusando del lenguaje, una representacién planar de una gréfica
planar. La figura 3.11 muestra una representacién planar de la gréafica planar G. Es im-
portante observar que cualquier subgrafica de una grafica plana es también plana, pues
si la grafica de origen no presenta cortes entre aristas tampoco los presentard ninguna de
sus subgraficas.

La topologia juega un papel muy importante en el estudio de graficas. Los resultados
topoldgicos que son especialmente relevantes en el estudio de las graficas planas, son aque-
llos que tratan sobre las curvas de Jordan.
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Figura 3.11: Una gréafica planar GG, y una representacion planar de ella.

Una curva de Jordan es una curva cerrada y continua que no se autocorta, es decir,
no se intersecta a si misma. La unién de las aristas en un ciclo de una gréfica plana cons-
tituyen una curva de Jordan en el plano; esta es la razén de que se use en esta secciéon un
conocido teorema relacionado con estas curvas para demostrar que las caras en una gréfica
plana son regiones totalmente acotadas por un conjunto de aristas que forman un ciclo (a
excepcién de una tdnica regién no acotada denominada cara externa). Sin embargo, antes
se deben definir ciertos conceptos para poder entender el teorema.

Sea J una curva de Jordan en el plano. Entonces, el resto del plano estd dividido en
dos conjuntos abiertos mutuamente ajenos, uno acotado y el otro no, a los cuales llama-
remos el interior de J y el exterior de J respectivamente. Se escribe int(.J) para denotar
el interior de J y ext(J) para denotar el exterior, donde claramente, int(J)Next(J) = J.

Ahora podemos enunciar el teorema de la curva de Jordan:

Teorema 3.2.1 (Teorema de la curva de Jordan). Dada una curva de Jordan J, cualquier
linea que une un punto de int(J) con un punto de ext(J) debe cortar a J en al menos un
punto (figura 3.12).

Este teorema trata con la topologia del plano y, pese a ser intuitivo, la demostracién
formal del mismo tiene un alto grado de dificultad. La demostracién de este teorema no
se presentara en este trabajo. Se puede encontrar una demostraciéon formal del teorema de
la curva de Jordan en [6].

3.2.2. Graficas duales

Hasta ahora se ha podido observar que toda grafica plana G divide el plano en cierto
nimero de regiones conectadas; de hecho, estas regiones son siempre el interior o exterior
de algin ciclo de la gréfica. Las clausuras de estas regiones se llaman las caras de G [3].
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Figura 3.12: La linea [ corta a J en un punto.

La figura 3.13 muestra una grafica plana G con 6 caras, f1, fo, f3, f1, f5 v fs-

Se denota por F(G) y ¢(G) al conjunto de carasy al nimero de caras, respectivamente,
de una gréfica plana G. Toda grafica plana tiene exactamente una cara no acotada, a la
cual denominamos cara externa o exterior. Por ejemplo, en la figura 3.13 la cara exterior
de G es fi. Las demés caras de G (fa, fs, f4, f5 ¥ f6 en la figura 3.13) se denominan caras
ternas o interiores.

En una grafica plana G se denota frontera de una cara f por b(f). Si G es conexa, en-
tonces b(f) se puede ver como un camino cerrado en el que se pasa dos veces por cada
arista de corte de G; cuando b(f) no contiene aristas de corte es un ciclo de G. Por
ejemplo, en la grafica plana de la figura 3.13 se tiene que b(f2) = viesvaeqvsesvgeivy y
b(f5) = vreiouser1vge1avger1vsegtgegur. Se dice que una cara f es incidente en los vértices
y aristas de su frontera.

Definicién 3.2.1 (Arista frontera). Una arista frontera es toda aquella arista que perte-
nece a dos caras diferentes.

Definicién 3.2.2 (Arista puente). Una arista e es una arista puente si al realizar G\e se
incrementa en uno el niimero de componentes conexas en la grafica resultante.

No es dificil demostrar que una arista puente pertenece a una sola cara de G.

El subconjunto de aristas frontera en G cumplen con el siguiente lema.
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Figura 3.13: Ejemplo de caras de una grafica.

Lema 3.2.1. Para cualquier par de vértices en G unidos por una arista frontera, existen
dos caminos disjuntos que los unen.

Prueba. Sean u y v dos vértices en G unidos por una arista frontera e. Por ser una
arista frontera, e pertenece a dos caras diferentes f y f’, donde por lo menos una de las
caras es una cara interna. Sin pérdida de generalidad diremos que f es una cara interna. u
y v pertenecen al camino cerrado descrito por b(f), y es facil ver que, ignorando las aristas
puente en b(f), u y v pertenecen a un mismo ciclo.

Definiremos como vértice frontera a aquél vértice en f que sélo es adyacente a aristas
frontera. Asi mismo, un vértice puente sera aquel vértice adyacente sélo a aristas puente.
Por otro lado, un vértice hibrido sera aquel que sea adyacente tanto a aristas frontera como
aristas puente.

El grado de una cara f en una gréafica plana G, dG(f), es el nimero de aristas en las
que ella incide, esto es, el nimero de aristas en b(f), donde los puentes se cuentan dos
veces. Por ejemplo, en la figura 3.13, dG(f5) = 6.

Dada una grafica plana G, se puede construir otra grafica G* de la siguiente manera:
G* tiene un vértice f* por cada cara f de GG, y una arista e* por cada arista e de GG; dos
vértices f* y g* estan unidos por la arista e* en G* si y sélo si, sus correspondientes caras
f v g estan separadas por la arista e en G. Se dice que G* es la grifica dual de G.
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Figura 3.14: Ejemplo de una gréafica y su dual.

Existe una manera natural de crear una representacién de G* en el plano, que consis-
te en colocar cada vértice f* en el interior de la cara f de la representacion planar de
G y dibujar cada arista e* de manera que se corte con la correspondiente arista e de G
exactamente una vez y sin cortar ninguna otra arista de G. En la figura 3.14 se muestra
una grafica y su dual, dibujada por el procedimiento natural aqui descrito.

Las siguientes relaciones son consecuencia directa de la definicién de la grafica dual:

Observacion 3.2.1. Si G es una grafica plana con dual G*, se cumple:
= 0(G") = ¢(G)
» e(G¥) = e(G)

3.2.3. Formula de Euler

Existe una féormula sencilla que relaciona el nimero de vértices, el nimero de aristas y
el nimero de caras de una grafica plana conexa. Esta férmula se conoce como Formula de
Euler, en honor al matematico Leonhard Euler. Euler formulé esta relacién para graficas
planas definidas por los vértices y aristas de los poliedros, ademas mostré que esta se podia
extender para graficas planas con una sola componente conexa.

Teorema 3.2.2 (Férmula de Euler). Si G es una grafica plana conexa, entonces

v—e+ f=2
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Prueba. Por induccién en el nimero de aristas en la grafica. Caso base: Si e = 0, la
grafica consiste en un solo vértice y una sola cara. Por lo tanto tenemos 1 —0+ 1 = 2 con
lo que se cumple la igualdad. Paso inductivo: Suponemos que la férmula se cumple para
todas las graficas con a lo méas n aristas. Sea G una gréafica con n + 1 aristas.

Caso 1: G no contiene ciclos. Entonces G es un arbol, por lo tanto se tiene que v = e + 1
y f =1, por lo tanto se tiene que

(e+1)—e+(1)=2

con lo que la férmula se cumple.

Caso 2: G contiene por lo menos un ciclo. Se elige una arista p que pertenezca a un
ciclo. Removemos p para crear una nueva grafica G'. Ya que el ciclo separa el plano en
dos caras, las caras a ambos lados de la arista p deben ser distintas. Cuando se remue-
ve la arista p, se mezclan esas dos caras. Entonces G’ tiene una cara menos que G. Ya
que G’ tiene n aristas, la férmula se cumple para G’ por hipétesis de induccién. Esto es
vV =€+ f =2 Perov =v,¢ =e—1,y f' = f — 1. Sustituyendo se tiene que

v (o= +(F-1) =2
y simplificando se obtiene
v—e+ f=2
U

Corolario 3.2.2.1. Si G es una grafica simple plana conexa, con v vértices, e aristas y f
caras, donde v > 3. Entonces e < 3v — 6.

La suma de dG() (los grados de las caras) en G es igual a dos veces el nimero de
aristas. Pero cada cara debe tener grado > 3 (ya que G es simple). Por lo tanto se tiene
3f < 2e.

La férmula de Euler dice que v—e+ f = 2, por tanto f = e—v+2, y asi 3f = 3e—3v+6.
Combinando esto con 3f < 2e, se tiene que 2e > 3e — 3v + 6. Entonces e < 3v — 6.

Ahora es necesario mencionar el siguiente teorema, esto con el fin de utilizarlo en el
siguiente corolario.

Teorema 3.2.3 (the handshaking theorem). Si G es una gréfica simple no dirigida plana
conexa con e aristas, entonces
Z deg(v) = 2e

veV
es decir, la suma de los grados de todos los vértices en G es dos veces el nimero de aristas
en G.
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Prueba. Claramente esto es cierto para todas las graficas sin vértices, asi como para
las graficas con uno y dos vértices, ya que, para el caso de |V| = 2, debido a que G es
simple y no dirigida, sélo existe una arista que une a los dos tnicos vértices en G, por
tanto cada vértice tendra grado 1, lo cual da como resultado

22:2-1

veV

Ahora se asume que esta propiedad se cumple para cualquier grafica con menos de k
aristas. Sea GG una grafica con k aristas. Se removerd una arista de G, esto dard como
resultado una subgréfica inducida G’ con k — 1 aristas, por lo tanto en G’ la suma de los
grados de todos los vértices sera igual a 2(k — 1) (por hipétesis de induccién). Al colocar
de nuevo la arista, la suma de los grados sera igual a 2(k — 1) + 2 = 2k, por lo tanto el
teorema se cumple para k aristas.

Corolario 3.2.3.1. Si G es una grafica simple plana conexa, entonces G tiene un nodo
de grado menor a seis.

Prueba. Esto es claramente cierto si G tiene uno o dos vértices. Si G tiene al menos
tres vértices, entonces, para una prueba por contradiccion, se supondra que cada vértice
en G tiene al menos grado 6. Por el teorema 3.2.3, 2e es igual a la suma de los grados
de todos los vértices, por tanto se tiene que 2e > 6v. Por el corolario 3.2.2.1 tenemos que
e < 3v & 2e < 6w, con lo cual hemos obtenido una contradicciéon. Por lo tanto, debe
existir por lo menos un vértice de grado menor a 6.

3.3. Conjuntos de corte en graficas planas

Definicién 3.3.1 (Arista de corte). Una arista e € E se denomina arista de corte si es
una arista puente.

Definicién 3.3.2 (Conjunto de corte). Un conjunto de corte ¢ es un conjunto de aristas
de G tal que G\c incrementa el nimero de componentes conexas en la subgréfica restante,
mientras que la eliminacién de cualquier subconjunto propio no lo hace.

Ademads, G'\c genera exactamente una componente conexa mds en la grafica resultante.

Definicion 3.3.3. Una grafica G se denomina k-conezxa si el o los conjuntos de corte de
cardinalidad minima en G son de tamano k.
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Definicién 3.3.4. Sea G una gréfica 2-conexa, y ¢ = {ej,e2} un conjunto de corte de
cardinalidad 2. Nos referiremos a ¢ como par de corte (figura 3.15).

De la definicién 3.3.1 podemos concluir lo siguiente.

Lema 3.3.1. Para un par de corte ey € f;, f; y e2 € fi’,fj’» se debe cumplir que f; # f;, vy
fi # fj, donde f; denota una cara en G.

Teorema 3.3.1. Para toda grafica plana 2-conexa, las aristas de un par de corte perte-
necen a las mismas dos caras.

Prueba. Sea G una grafica plana conexa, y e; eo un par de corte. e; no es de corte, por
lo tanto, e pertenece a dos caras en GG, que sin pérdida de generalidad llamaremos fi y fo.

Eliminamos e; de G, sea G’ la gréfica resultante. Notemos que el tinico cambio en G’
fue la fusién de f1 y fo, lo cual da como resultado una nueva cara, que sin pérdida de
generalidad nombraremos f3. Observemos que en G’ e5 es de corte, mientras que en G no
es asi. Por lo tanto, en G’, ey pertenece a una tnica cara, y sus caras de G tuvieron un
cambio al eliminar eq, pues si sus caras en G’ fueran las mismas de GG, entonces ey seria
de corte en G. Por lo tanto en G’, e pertenece sélo a f3.

Ahora en G’, regresamos a e; para reconstruir G. En G, es no es de corte, por lo tanto
sus caras debieron cambiar, y las tinicas caras que cambiaron fueron f1 y f2, por lo tanto
ez debe pertenecer a f1y f2. g

La prueba anterior se basa en la siguiente observacién. Para una grafica plana G, al
eliminar una arista frontera, solo las dos caras a las que pertenece son modificadas, las
demas caras en G permanecen idénticas.

Lema 3.3.2. Sea G una grafica plana conexa, ¢ un conjunto de corte de cardinalidad
k > 2y sea e; un elemento de c. Al realizar G\ej, en la grafica resultante, c\e; sigue
siendo un conjunto de corte de cardinalidad k& — 1.

Prueba. Por induccién sobre el tamano de k. Para el caso base sea k = 2, al eliminar
una de las aristas del par de corte, la arista ain perteneciente a la grafica resultante
serda una arista de corte, con lo que se cumple la proposicién. Suponemos cierto para
k = n. Para k = n + 1, por ser un conjunto de corte, para que aumenten el nimero de
componentes conexas en G se deben eliminar las n+ 1 aristas del conjunto ¢, sin importar
el orden, por lo tanto, al eliminar una arista, sin importar cual sea, aiin se deben eliminar
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Figura 3.15: Par de corte

las n aristas restantes en ¢ para que la grafica aumente el nimero de sus componentes
conexas, por lo tanto el conjunto ¢ = c\e sigue siendo un conjunto de corte, ahora de
cardinalidad k = n.

Lema 3.3.3. Sea G una grafica plana conexa con F' caras, ¢ un conjunto de corte de
cardinalidad k, y sea G’ = G\c. El nimero de caras en G’ serd F' = F — (k —1).

Prueba. Por ser una grafica plana conexa, la grafica G cumple con la féormula de
Euler(teorema 3.2.2). Por lo tanto tenemos:

F=2+e—-vw
Donde v es el nimero de vértices y e el nimero de aristas en G.

Si eliminamos de G k — 1 aristas pertenecientes a ¢ la grafica resultante seguird siendo
conexa, y tendremos

Fr=24+e—(k—1)—v
De donde, sustituyendo el valor de F' tenemos

Fl=F—(k-1)

Ahora, al eliminar de la gréfica resultante la arista restante del conjunto ¢, la gréfica
dejard de ser conexa y el nimero de caras no cambiard, pues la arista eliminada era de
corte.
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Teorema 3.3.2. Sea c un conjunto de corte y ¢y el conjunto de caras a las que pertenecen
las aristas de c. El conjunto c y el conjunto cy tienen la misma cardinalidad.

Prueba. Sea k la cardinalidad del conjunto c. La prueba se hard por induccién sobre
el tamafo de k. Para el caso base k = 1, por definicién, la arista de corte pertenece a sélo
una cara de la grafica, por lo tanto la propiedad se cumple. Suponemos cierta la propiedad
para k = n.

Sea k = n + 1. Eliminamos una arista e de G tal que e € ¢, sean ¢ = c\e y G’ = G\e.
En G’, ¢ es un conjunto de corte de cardinalidad k& = n, por lo que cumple la hipétesis de
induccién. Al regresar a G’ la arista e, esta formara dos nuevas caras a partir de una cara
existente en G’. Las dos caras se agregardn a cy. Por lo menos una de las dos nuevas caras
es una cara interna, y en la cara interna debe de existir por lo menos otra arista diferente
de e que pertenezca a ¢, ya que de no ser asi el conjunto ¢ no seria de corte. Por lo tanto,
la cara que se modificé al reinsertar e en G’ debié ser una cara perteneciente a cy. Por lo
tanto ¢y incrementars en uno su cardinalidad, por lo que |c¢| =k + 1.5

Teorema 3.3.3. Sea c un conjunto de corte de cardinalidad k > 2y ¢y el conjunto de las
caras a las que pertenece c. En la grafica dual, los elementos de ¢y forman un ciclo.

Prueba. Por induccién sobre el tamafio de c. Sea k = 2 con ¢y = {f1, fo}. En la grafica
dual, f1 v fo son adyacentes a dos aristas paralelas que las conectan, por lo cual forman
un ciclo. Suponemos cierto para k = n.

Para k = n+ 1. Eliminamos una arista e de G tal que e € ¢, sean ¢ = c\e y G' = G\e.
En G’, ¢ es un conjunto de corte de cardinalidad k& = n, por lo que cumple la hipétesis de
induccién. Al regresar a G (G’ U e), e formara dos nuevas caras (f1 y f2) a partir de una
cara de G'(f;). f1 y f2 se agregardn a cy. Como se dedujo en el lema anterior, la cara f;
pertenece a ¢y en G', por lo que f1 y fo tomaran el lugar de f; en la grafica dual, y serdn
adyacentes por la representaciéon de e, ademds formaran parte del ciclo formado por los
elementos de cy.

3.4. Algoritmos locales en graficas planas

3.4.1. Recorrido de una cara en una grafica plana siguiendo la regla de
la mano derecha y la regla de la mano izquierda

La bien conocida regla de la mano derecha, utilizada en muchos algoritmos locales
para el ruteo en gréficas, es de hecho un algoritmo que fue inspirado en el recorrido de
laberintos. El algoritmo es simple, indica que si un jugador en un laberinto camina por este
colocando su mano derecha sobre el muro siempre cuidando de no despegarla, entonces
el jugador eventualmente visitard cada muro del laberinto [14]. Mds especificamente, si el
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Figura 3.16: Recorrido de una cara interna usando la “regla de la mano derecha”.

laberinto es la cara de una gréfica plana, el jugador visitara cada arista y cada vértice de
la cara (figura 3.16).

Asi mismo, podemos utilizar la regla de la mano izquierda para realizar un recorrido
sobre la cara f en sentido contrario al mostrado en la figura 3.16, el cual mantendra las
propiedades y caracteristicas del recorrido hecho siguiendo la regla de la mano derecha,
salvo el orden de visita [14] (figura 3.17).

Figura 3.17: Recorrido de una cara interna usando la “regla de la mano izquierda”.

Debe notarse que, al realizar un recorrido de f siguiendo la regla de la mano derecha,
si f es una cara interna el recorrido se hard en sentido positivo o contrario al giro de las
manecillas del reloj, mientras que el recorrido se hara en sentido negativo o en el mismo
sentido al giro de las manecillas del reloj si f es la cara externa. Lo mismo ocurrira para
un recorrido de f siguiendo la regla de la mano izquierda, donde si f es una cara interna
el recorrido se hara en sentido negativo, y el recorrido se hara en sentido positivo si f es
la cara externa.

A lo largo de este trabajo se supondrd que todos los recorridos de una cara, sin im-
portar que regla se utilice, empezaran en un vértice y no en una arista. Se puede ver que
cuando el punto de inicio de un recorrido se encuentra en el interior de una arista, basta
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con recorrer ese punto hacia uno de los extremos de la arista, en general el punto de inicio
se recorrerd al vértice que se encuentra en sentido contrario del recorrido.

Definicién 3.4.1. Sea G una grafica geométrica plana conexa y f una cara de G. Deno-
minaremos vértice de inicio al vértice donde comience el recorrido de f utilizando alguna
de las dos reglas.

Definicion 3.4.2. Denominaremos arista de inicio a la primer arista que se encuentre al
realizar el recorrido de f utilizando alguna de las dos reglas.

Definicion 3.4.3. Si el recorrido se realiza siguiendo la regla de la mano derecha, deno-
minaremos arista de término a la arista que sea adyacente al vértice de inicio y que forme
el dngulo menor con la arista de inicio. Si el recorrido sigue la regla de la mano izquierda,
la arista de término serd la arista que sea adyacente al vértice de inicio y que forme el
angulo menor en valor absoluto con la arista de inicio, al medir los dngulos en sentido
negativo.

Teorema 3.4.1. El recorrido de una cara en G siguiendo alguna de las dos reglas es de
O(1) en cuanto al uso de memoria.

Prueba. Para que un agente a realice el recorrido completo (recorrer todos los vértices
y aristas) de una cara en G' de manera local, s6lo es necesario seguir una de las dos reglas,
las cuales utilizan un nimero constante de localidades de memoria, ya que a sélo necesita
recordar el vértice de inicio y la arista de término. La condicién de paro en el recorrido
serd si a llega al vértice de inicio mediante la arista de término.

Teorema 3.4.2. FEl recorrido de una cara en G siguiendo alguna de las dos reglas es de
O(n) en cuanto al tiempo de ejecucion.

Prueba. Al realizar un recorrido siguiendo alguna de las dos reglas, una arista puede
ser visitada a lo més dos veces durante el recorrido (una en cada sentido), por lo tanto,
si una cara tiene n aristas, el recorrido completo se realizara en O(n) visitas. Si se asume
que cada visita se realizard en una unidad de tiempo, al final se tendrd que el recorrido
de la cara serd realizado en tiempo de O(n).
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3.4.2. Clasificacion de una cara en una grafica plana

Una grafica geométrica plana conexa divide el plano en cierto nimero de regiones co-
nectadas, las cerraduras de estas regiones se denominan caras. Podemos definir dos tipos
de caras, las caras internas y la cara externa. Una cara es interna si su regiéon queda to-
talmente acotada por un conjunto de aristas que forman un ciclo. En caso de no ser asi se
denominard cara externa. Una representacion de una gréafica plana admite solamente una
cara externa.

Una manera facil de saber si una cara es interna o externa es mediante la suma de sus
angulos internos.

Teorema 3.4.3. La suma de los dngulos internos de un poligono simple de n lados es
igual a - (n — 2).

Corolario 3.4.3.1. La suma de los dngulos externos de un poligono simple de n lados es
igual a - (n + 2).

Como sabemos, no todas las caras internas de una grafica se pueden ver como poligonos
simples, ya que una cara puede tener una o mas aristas puente. A continuacién se presenta
una generalizacion del teorema 3.4.3 a todas las caras internas de una grafica geométrica
plana.

Sea G una gréfica geométrica plana y f una cara interna de GG con n vértices y sin aristas
puente (figura 3.18). Ya que f es un poligono simple, cumple con el teorema 3.4.3. Sea « el
angulo exterior entre las aristas e y €’. Si a = 0 entonces v y v tendran la misma posicion.
Si se superponen los vértices v y v/, también lo harén las aristas e y €’ (figura 3.19). Si se
considera que f sigue siendo un poligono de n vértices y n aristas, f seguird cumpliendo
con el teorema 3.4.3.



36 CAPITULO 3. RESULTADOS PRELIMINARES

Figura 3.18: Cara interna f con n vértices y sin aristas puente.

Figura 3.19: Cara interna f con a = 0.

Ahora consideremos el caso donde se superponen mas de dos vértices. Sea f; el poligono
mostrado en la figura 3.20, donde se tienen m aristas y m vértices, y sea f{ el poligono
resultante de superponer los vértices v, v’ y v” (figuras 3.21 y 3.22). Si se considera que f’
sigue siendo un poligono de m aristas y m vértices, el teorema 3.4.3 se siguird cumpliendo.
Como resultado tenemos que, cada vértice frontera se contard una sola vez, mientras que
cada vértice hibrido debe ser contado segin el nimero de aristas puente que sean adya-
centes a ¢él, mas uno por formar parte de la frontera.
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Figura 3.20: Cara interna f con m aristas y m vértices.

Figura 3.21: Cara interna f con un vértice superpuesto.

37
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Figura 3.22: Cara interna f con dos vértices superpuestos.

Por ultimo los vértices puente, los cuales pueden ser vistos como resultado de la su-
perposicién de un nimero d de vértices, donde d es el grado del vértice puente en G.

Al final podemos decir que, una cara con aristas puente en G puede ser vista como
un poligono con vértices y aristas superpuestos. Por lo tanto, acomodando los resultados
anteriores tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.4.4. La suma de los dngulos internos de una cara interna en G es igual a
- (n' —2), donde n’ = ndmero de vértices frontera + ntimero de vértices hibridos +
nimero de aristas puente adyacentes a vértices hibridos + la suma de los grados de los
vértices puente.

Corolario 3.4.4.1. La suma de los dngulos de la cara externa en G es igual a 7+ (n' +2).

Clasificaciéon local de una cara en una grafica plana

Existe una manera facil de identificar en una grafica geométrica plana si una cara es
interna o externa, ademds este método puede realizarse de forma local.

El método consiste en realizar el recorrido de la cara siguiendo alguna de las dos re-
glas mencionadas en la seccion 3.4.1, contando los saltos durante el recorrido y midiendo
en cada vértice el &ngulo que se forma entre la arista por la cual se arribé y la arista por la
cual se dejard el vértice (figura 3.23). El algoritmo 4 muestra el pseudocédigo que describe
a este método.
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Algoritmo 4 Dada una arista e € f, determinar si f es una cara interna o externa

Entrada: Grafica geométrica plana G = (V, E), y una arista e = {u, v} tal que e € f.
Salida: Sea f la cara que se quiere revisar. La salida serd cierto si f es una cara interna,

y falso si es la cara externa.

Sea u el vértice de orden mayor en e (el vértice con coordena mayor sobre el eje
horizontal, y en caso de empate, coordenada mayor sobre el eje vertical al comparar
los vértices empatados). u serd el vértice de inicio del recorrido.

Si f se encuentra a la derecha al realizar el recorrido de e en sentido u — v entonces se
utilizara para el recorrido la regla de la mano izquierda. En caso contrario se utilizara la
regla de la mano derecha. En ambos casos e sera la arista de inicio.

El ntimero de vértices empezara en uno

4: dngulo total < 0

o

10:
11:
12:
13:
14:
15:

Al dngulo total se le sumard el valor absoluto del angulo que forman la arista de inicio
y la arista término, precisando que se trata del angulo del lado del recorrido
mientras no se arribe a u a través de la arista de término hacer
Se avanzara al siguiente vértice en el recorrido siguiendo la regla correspondiente
El ntimero de vértices se incrementard en uno
Al dangulo total se le sumard el valor absoluto del 4&ngulo que forman la arista siguien-
te en el recorrido y la tltima arista recorrida, precisando que se trata del angulo del
lado del recorrido
fin mientras
si angulo total = 7 - (ntimero de vértices—2) entonces
devolver cierto
si no
devolver falso
fin si
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Figura 3.23: Recorrido de una cara siguiendo la regla de la mano izquierda. Cuando se
arriba al vértice u, se cuenta el vértice y se mide el angulo a.

Teorema 3.4.5. El algoritmo 4 reporta una vez cada vértice frontera de f, cada vértice
hibrido lo reporta una vez por cada arista puente adyacente a él mas una vez por ser parte
de la frontera, y cada vértice puente es reportado una vez por cada arista incidente a él.

Prueba. Se puede observar que el algoritmo 4 contard cada vértice que se encuentre
en el recorrido, sin importar si ya fueron contados o no. Los vértices frontera solo seran
contados una vez, pues el recorrido pasara a través de ellos una sola vez. Los vértices
hibridos se contaran una vez cuando el recorrido se encuentra en la frontera, y una vez por
cada arista puente que sea adyacente a él, ya que por cada una de estas aristas, el recorrido
llegara de nuevo al vértice hibrido, agregandolo cada una de estas veces a la cuenta total.
Por ultimo, cada arista puente sera recorrida dos veces, contando cada vértice puente una
vez por cada arista adyacente a él.

Teorema 3.4.6. El algoritmo 4 tendra complejidad de O(n) en cuanto al tiempo de
ejecucion.

Prueba. El recorrido de la cara se realiza en tiempo O(n) (teorema 3.4.2), y el algo-
ritmo 4 realiza dos recorridos de la cara, uno para saber si f se encuentra a la derecha de
la arista e en sentido u — v, y otro mas para contar los vértices y sumar los angulos.

3.4.3. Eleccién de lider

En algunos algoritmos es necesario designar un vértice o nodo especial, el cual se
denomina como nodo “lider”. El proceso de escoger un lider es conocido como eleccion
de lider. La eleccion de lider no sélo es una forma de romper la simetria en una grafica o
red, también permite traducir algunos problemas a modelos computacionales notables [1].
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En este caso nos concentraremos en el problema de la eleccién de lider en la topologia de
anillos.

Problema 2 (Eleccién de lider). Cada nodo eventualmente decide si es o no el nodo lider,
remarcando el hecho de que al final existe sdlo un lider.

Observaciones:

= De manera mas formal, los nodos estan en uno de los tres estados siguientes: no
decidido, lider o no lider. Inicialmente cada nodo se encuentra en el estado de no
decidido. Una vez que deja el estado de no decidido, un nodo llega hasta un estado
final (lider o no lider).

Definicién 3.4.4 (Uniforme). Un algoritmo es llamado uniforme si el nimero de nodos
n no es conocido por el algoritmo (o por los nodos). Si n es conocido, el algoritmo es
denominado no uniforme [1].

3.4.4. Algoritmo de eleccion de lider en un anillo asincrono uniforme

En este modelo, cada nodo tiene un identificador unico. Teniendo esta informacién,
el problema de eleccién de lider se reduce a la eleccién de un nodo con, por ejemplo, el
identificador con el valor mas alto.

Observacién 3.4.1 (Definicién de ronda). Una ronda en el algoritmo 5 sera equivalente
al envio de un mensaje de un nodo a su vecino inmediato en el anillo. Si dos o mas nodos
realizan un envio de mensajes de manera sincrona, esos envios se realizaran en una sola
ronda. Por el contrario, si el envio se realiza de manera asincrona, entonces cada envio de
mensaje se realizara en una ronda diferente.

Teorema 3.4.7 (Anélisis del algoritmo 5). El algoritmo 5 es correcto. La complejidad en
cuanto a tiempo es de O(n). La complejidad en cuanto a niimero de mensajes es O(n?).

Prueba. Sea z el nodo con el identificador con el valor mas alto dentro de un anillo.
El nodo z envia su identificador en el mismo sentido al giro de las manecillas del reloj,
y ya que ningun otro nodo tiene un valor mayor, eventualmente su mensaje llegard a
el mismo indicando que él es el nodo lider. Cada uno de los nodos restantes podra ser
declarado como no lider almenos cuando termina el recorrido del mensaje de z. Ya que
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Algoritmo 5 Eleccién de lider por paso de mensajes en un solo sentido
1: Cada nodo v ejecuta lo siguiente:
2: v envia un mensaje con su identificador (envia v) a su vecino que se encuentra en
sentido negativo. Si el nodo v ya ha recibido un mensaje w con w > v, entonces puede

omitir este paso.
si v recibe un mensaje w con w > v entonces
v envia w a su vecino que se encuentra en sentido negativo
v decide no ser el lider
si no
si v recibe su propio identificador v entonces
v decide ser el lider
v avisa a todos los nodos del anillo que €l es lider
10:  fin si
11: fin si

hay n identificadores en el sistema, cada nodo enviara a lo mas n mensajes, dando como
resultado una complejidad en el nimero de mensajes de O(n?). Para la complejidad en
tiempo, se supondréd que cada mensaje tomard tiempo de a lo méas una unidad de tiempo
en arribar a su destino, ademas se comenzard midiendo el tiempo desde el instante en que
el primer nodo que despierte envie su identificador a través del anillo. Después de a lo mas
n—1 unidades de tiempo el mensaje llegard al nodo z, despertandolo. El nodo z enviard el
mensaje a través del anillo, lo cual tomara a lo més n unidades de tiempo. Por lo tanto
el nodo z decidird en un tiempo no mayor a 2n — 1 que él es el lider. Los deméas nodos
decidirdn en un tiempo menor.

En la figura 3.24 se muestra el recorrido de los mensajes de todos los nodos o vértices
del anillo al querer realizar una eleccién de lider, cabe senalar que el hecho de que aparezca
el envio de todos los mensajes al mismo tiempo (de manera sincrona) no implica que esto
deba ser asi. El nodo 10 se elige como lider al recibir su propio mensaje en la ronda 6.

Observacion:

= En el algoritmo 5 un vértice necesita distinguir entre vecinos que se encuentran en
sentido al giro de las manecillas del reloj y los que se encuentran en contrasentido. De
hecho esto no es necesario, basta con que un nodo simplemente mande su mensaje
con su identificador a cualquiera de sus vecinos, y reenvie un mensaje m al vecino
del cual no recibié este mensaje. Por lo tanto los nodos necesitan sélo ser capaces de
distinguir entre sus dos vecinos.

i,Se podra mejorar el rendimiento de este algoritmo? A continuacién veremos que el
algoritmo 6 tiene un mejor desempeiio.
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Figura 3.24: Ejemplo del algoritmo de eleccién de lider con mensajes en un solo sentido.
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Algoritmo 6 Eleccién de lider por paso de mensajes en ambos sentidos

1:
2:
3:

Cada nodo v ejecuta lo siguiente:

Inicialmente todos los nodos son candidatos a ser lider.

Cuando un nodo con identificador v recibe un mensaje con un identificador w > v,
entonces v decide no ser lider y deja de ser candidato.

Los nodos candidato buscan en un vecindario de crecimiento exponencial (un vecin-
dario que crece en potencias de 2 de manera simétrica en ambos sentidos del anillo)
ser los nodos con el identificador més alto, mandando un mensaje con el valor de su
identificador. Cada mensaje incluye el valor del identificador del nodo fuente, un bit de
lider, un contador y un niimero de alcance. El niimero de alcance serd 1 y el contador
tendrd un valor de 0 al iniciar la ejecucién del algoritmo (la primera ronda que ejecute
el nodo).

Un nodo al recibir un mensaje comparara el valor del identificador en el mensaje con
el valor de su propio identificador, si el valor del identificador del nodo es mayor al
valor del identificador en el mensaje entonces el nodo encendera el bit de lider en el
mensaje (s6lo si atin no estd encendido). Después, el nodo incrementara el contador en
el mensaje, si el valor del contador es igual al valor del nimero de alcance, el mensaje
serd regresado como un mensaje replay hasta llegar a su nodo fuente usando el paso
de mensajes, de lo contrario el nodo enviard el mensaje a su siguiente vecino

Una vez que un nodo recibe el mensaje de reply, este verificard si no existe un nodo
candidato con un identificador mayor al suyo en el drea de busqueda (verificando si se
encuentra encendido alguno de los bits de lider en los mensajes), si no existe dicho nodo
entonces se duplicard el valor de numero de alcance; el contador se pondré en cero, y
dos nuevos mensajes seran enviados (uno en cada direccién). Si durante la busqueda
se encontré un candidato con un identificador mayor (el bit de lider de alguno de los
mensajes se encontré encendido), entonces sélo se marcard el nodo como no lider y el
nodo dejara de generar mensajes propios (con el valor de su identificador).

Si un nodo v recibe su propio mensaje (el mensaje original, no el mensaje reply) v
decidird convertirse en lider.
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1D: 10
bit lider: 0
alcance: 1

1D: 10
bit lider: 0
alcance: 2

1D: 10 ID: 10
bit lider: 0 bit lider: 0
alcance: 2 alcance: 1

ID: 10 ID: 10
bit lider: 0 bit lider: 0
reply reply

Figura 3.25: Ejemplo del paso de mensajes en el algoritmo 6.

En la Figura 3.26 se muestran todos los mensajes generados por los nodos del anillo
al querer realizar una eleccién de lider, cabe senalar que el hecho de que aparezca el envio
de todos los mensajes al mismo tiempo (de manera sincrona) no implica que esto deba ser
asi [7]. El nodo 10 se elige como lider al recibir su mensaje (no el replay) en la ronda 4 (se
debe notar que en este algoritmo la ejecucién de la i-ésima ronda abarca todo el proceso
desde la salida del mensaje, el arribo de este a hasta los nodos a distancia 2, y el regreso
del mensaje a su nodo fuente).

Teorema 3.4.8 (Analisis del algoritmo 6). El algoritmo 6 es correcto. La complejidad en
cuanto a tiempo es de O(n). La complejidad en cuanto a nimero de mensajes es O(nlogn).

Prueba. La correctez se verifica de la misma manera que en el teorema 3.4.7. La
complejidad en cuanto a tiempo es de O(n), ya que el nodo z con el identificador con el
valor més grande envia mensajes de ida y vuelta tomando 4,8, 16,32, ...,2 - 2¥ unidades
de tiempo, con k < 14 log (n). Probar la complejidad en cuanto al niimero de mensajes
es mas complicado: si un nodo v es candidato a lider al inicio de la ronda ¢, ningin otro
nodo a distancia < 2¢~! (por ambos lados) serd candidato en la siguiente ronda. Dentro
de cualquier grupo consecutivo de 2°=! +1 nodos, por lo menos uno de ellos es candidato a
lider en la i-ésima ronda. Aunque posiblemente todos los n nodos seran candidatos a lider
(y por lo tanto participardn en el envio de mensajes) en la primer ronda (de mensajes a
distancia 1), a lo mas § nodos podran participar en la segunda ronda (mensajes a distancia
2), alo més % en la tercera ronda (mensajes a distancia 4), a lo més £ en la cuarta ronda
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Ronda 2 Ronda 2
. (s)
10
10 @
10
10
Ronda 3 Ronda 4

Figura 3.26: Ejemplo del algoritmo de eleccién de lider con mensajes en ambos sentidos.
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(mensajes a distancia 8), etc.

Un nodo candidato a lider en la i-ésima ronda envia dos mensajes (un mensaje en ca-
da sentido) a distancia 2¢, y la ronda termina al regreso de estos mensajes. Por lo tanto,
al término de la i-ésima ronda cada nodo candidato generé el envio de a lo més 4 - 2°
mensajes. La suma total de todos los mensajes generados (enviados) durante la ejecucién
del algoritmo es

4'(1'n+2'g+4-ﬁ+8-ﬁ+--~+2i "

3 5 '2H+1+"‘)

Cada uno de los términos dentro del paréntesis tiene un valor < 2n, y se tienen a lo mas
1+ (log n) términos. (Ningin nodo generara el envio de mensajes a distancia mayor a 2n,
ya que, una vez que un nodo inicia el envio de mensajes a distancia n o mayor y el mensaje
da toda la vuelta al anillo, el nodo recibe su propio mensaje (no el replay) y se marca
como lider, terminando el envio de mensajes.) Asi, el nimero total de mensajes generados
es menor a

8n + 8(n log n) = O(n log n).






Capitulo 4

Identificacién de conjuntos de
corte

En el presente capitulo se encuentra nuestra propuesta de soluciéon al problema de la
identificacion de conjuntos de corte de cardinalidad minima en gréficas geométricas planas,
mediante el uso de algoritmos locales. Todos los algoritmos presentados en esta seccion
estdn basados en resultados anteriores dentro del drea de teorfa de graficas (capitulo 3).

4.1. Algoritmo de enumeracion efectiva

En esta seccion presentaremos un algoritmo local para reportar una vez cada vértice y
cada arista de una grafica geométrica plana. En [2] se presenta un algoritmo que realiza esto
en O(nlogn). El algoritmo que aqui presentamos tiene la misma complejidad temporal,
sin embargo, consideramos que presenta mayor simplicidad, ademas de estar disenado para
ser un algoritmo completamente local.

4.1.1. Arista dominante de un vértice

Sea G = (V, E) una grafica geométrica plana conexa, donde V' denota al conjunto de
todos los vértices que pertenecen a GG, y E es el conjunto de todas las aristas.

Para todo w € V, u estard caracterizado por sus coordenadas en el plano, ademds se
trabajard bajo el supuesto de que un punto es tinico en su posicién, es decir, dada cual-
quier posicién en el plano existird a lo mas un vértice en esta.

Para definir la arista dominante de un vértice en la grafica G se realizard lo siguiente.
Sea u € V, se traza una semirecta vertical a partir de u en la direccién (0, 1), este rayo se

denominard linea de barrido (figura 4.1).

49
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linea de barrido

Figura 4.1: Definicién de la linea de barrido del vértice w.

Definicion 4.1.1. Sea u € V, y sea c el conjunto de todas las aristas en G que son adya-
centes al vértice u. Se denominard arista dominante de u a aquella arista que pertenezca
a ¢y que forme el dngulo menor con la linea de barrido (figura 4.2).

Lema 4.1.1. Para todo vértice u € V, estd definida exactamente una arista dominante.

Prueba. Sea u cualquier vértice en G. Dado que G es conexa, el conjunto ¢ de aristas
adyacentes a u contiene por lo menos un elemento. Por definicién, sin importar la cardi-
nalidad de ¢, la arista dominante de u serd la arista que pertenezca a ¢ y que forme el
angulo menor con la linea de barrido. No pueden existir dos o més aristas que generen el
mismo angulo con la linea de barrido, ya que G' es geométrica y plana.

4.1.2. Arista de entrada

Una grafica geométrica plana conexa divide el plano en cierto niimero de regiones
conexas, las cerraduras de estas regiones se denominan caras. Si se elimina una de las
aristas frontera de una de las regiones, esta se mezclard y formard una nueva regién (cara)
con la region colindante a la arista que se eliminé. Si este procedimiento se realiza con
todas las caras internas, al final quedara sélo una cara en la grafica, que serd la externa.
Ademéds, si durante el procedimiento se cuida de no romper la conexidad de la gréfica (no
formar mas componentes conexas) entonces al final del procedimiento la gréfica resultante
sera un arbol. Por tanto, se busca definir un conjunto de aristas que, al eliminarlas de una
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linea de barrido

angulo Menor ¢ linea de barrido

€5

(2)

Figura 4.2: Definicién de arista dominante del vértice u. En este caso la arista dominante
de u es la arista ey4.

grafica geométrica plana conexa, resulte un arbol generador de la gréifica. Este conjunto
se denominard conjunto de aristas de entrada.

Definicion 4.1.2. Sea f una cara interna en G y u el vértice con abscisa mayor en f
(en caso de empate, u sera el vértice con la ordenada menor de los vértices empatados).
Entonces se dird que u es el vértice de extrema derecha en f.

Definicién 4.1.3. Sea e = {u,v} con u = (Ty,yu) ¥ v = (Ty, ). Se dird que v es el
vértice de orden mayor en e si Ty > Ty 0 Ty = Ty Y Yo < Yu-
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Ahora, se utilizara una variante de la definicién de linea de barrido.

Sea u € V, se traza una semirecta vertical a partir de u en la direccién (0, —1), este
rayo se denominard linea de barrido invertida.

Definicion 4.1.4. Sea f una cara interna en G y u el vértice de extrema derecha en f.
La arista de entrada en f sera aquella arista de f que sea adyacente a u y que, al trazar
la linea de barrido invertida en u y medir los angulos en sentido negativo, forma el angulo
menor en valor absoluto con la linea de barrido invertida.

Teorema 4.1.1. Toda arista de entrada en G es una arista frontera.

Prueba. Sea f una cara interna y u el vértice de extrema derecha en f. Al trazar
la linea de barrido invertida en u la linea debe encontrarse completamente fuera de f (a
excepcién de su interseccién con u), de no ser asi implicaria que u no es el vértice de
extrema derecha en f. Por lo tanto, al trazar la linea de barrido invertida en v y medir los
angulos en sentido negativo, la arista de f que forme el dngulo menor en valor absoluto
con la linea de barrido invertida debe ser una arista frontera.

Corolario 4.1.1.1. Al eliminar una arista de entrada el niimero de caras en G disminuye
en 1.

Lema 4.1.2. Sean f; y f; dos caras internas cualesquiera en G, y e; y e; sus respectivas
aristas de entrada. Si f; # f; entonces e; # e;.

Prueba. Por contradiccién. Suponemos que f; # f; v e; = e;. Sea e; = {u, v}, donde
sin pérdida de generalidad diremos que u es el vértice de orden mayor en e;. Ya que la
arista de entrada es la misma para las dos caras, u es el vértice de extrema derecha en
ambos casos, ademads e; debe ser colindante por un lado a f; y por el otro a f;. Al trazar la
linea de barrido invertida sobre u, en la region que se encuentra en el angulo que forman
esta linea y la arista e; se debe encontrar una de las caras a las que es adyacente e;, que
sin pérdida de generalidad diremos que es f;. Por esto, o la linea de barrido se encuentra
contenida en f; implicando que u no es el vértice de extrema derecha de f;, o existe una
arista frontera de f; que forma un dngulo menor con la linea de barrido, y claramente
ninguno de los dos casos son validos. Por lo tanto, para que e; = e;, se debe cumplir que
fi = fj, lo cual es una contradiccién.
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Lema 4.1.3. Sea F el conjunto de las caras internas en G con |F| = k, y sea A, el
conjunto de aristas de entrada en G. Al realizar E\ A, la gréfica resultante serd un arbol
generador de G.

Prueba. Por induccién sobre el nimero de caras en G. Sea G' = (V' E’) la grafica
resultante, donde claramente V' =V y E' = E\ A.. Caso base: |F| = 0. G es conexa y ya
que no existen caras internas G’ = G, ademds G’ no contiene ciclos, por lo tanto G’ es un
arbol generador.

Se supondra cierta la propiedad para |F| = k, y se comprobard para |F| = k + 1.
Sea ¢ el conjunto de vértices de extrema derecha de todas las caras internas en G, y
u el vértice con abscisa mayor en ¢ (y en caso de empate, con la ordenada menor de
los vértices empatados). Trazamos la linea de barrido invertida en u. Sea e la arista de
entrada adyacente a u que, al medir los 4ngulos en sentido negativo forma el &ngulo menor
en valor absoluto con la linea, y sea f. la cara para la cual e es la arista de entrada. La
arista e es adyacente a la cara externa (por la posicién de u), por lo tanto al eliminar e,
fe se mezclara con la cara externa, reduciendo en uno el nimero de caras en G (corolario
4.1.1.1) y dejando el resto de las caras internas iguales, por lo que los elementos de c\e
siguen siendo aristas de entradas validas en G\e. Ahora, por hipétesis de induccidn, al
eliminar el resto de las aristas de entrada de G'\e lo que queda es un érbol generador.

Biusqueda de la arista de entrada en una cara interna

A continuacién se presenta el algoritmo 7, el cual muestra el procedimiento que se
debe llevar a cabo para, dada una arista, una direccién sobre la arista y una regla de
recorrido (mano izquierda o derecha), encontrar la arista de entrada de una cara a la que
pertenece. Se puede observar que el algoritmo es local, ya que estd basado en el algoritmo
5 presentado en la seccién 3.4.3.

Es facil ver que el funcionamiento del algoritmo 7 es idéntico al descrito en el algoritmo
de eleccién de lider por paso de mensajes en un solo sentido en la seccién 3.4.3 (a excepcién
de la clasificacién de una cara en interna o externa, cuyo costo es de O(n) (algoritmo 4),
lo cual no afecta el orden de complejidad del algoritmo), por lo que ni la complejidad ni
la correccién de este algoritmo serdn analizadas en esta seccién.

También se presenta el algoritmo 8, el cual muestra el procedimiento para, dada una
arista, saber si es la arista de entrada de una cara a la que pertenece. Se puede observar
que el algoritmo es local, ya que estd basado en el algoritmo 6 presentado en la seccion
3.4.3.
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Algoritmo 7 Dada una arista e, encontrar la arista de entrada de una cara a la que
pertenece

Entrada: Grafica geométrica plana conexa G = (V, E), e = {u,v} tal que e € E, una

direccién a = (u,v), y una regla de recorrido r (regla de la mano derecha o regla de la
mano izquierda).

Salida: Sea f la cara a la que se encuentra a la derecha de la arista e al recorrerla en

sentido a siguiendo la regla de la mano izquierda, o sea f la cara a la que se encuentra
a la izquierda de la arista e al recorrerla en sentido a siguiendo la regla de la mano
derecha (segun el valor de r). La salida serd o la arista de entrada de f si es una cara
interna, o el vértice de extrema derecha de f si es la cara externa.

1: u sera el vértice de inicio del recorrido.

10:
11:
12:

13:
14:
15:

u generara un mensaje que contendra su identificador (sus coordenadas), este mensaje
lo enviard a v siguiendo la regla r.
mientras no llegue el mensaje a u a través de la arista de término (definicién 3.4.3)
hacer
si el vértice w recibe un mensaje con identificador z donde z > w entonces
w enviard un mensaje que contendrd a z a su vecino siguiendo la regla r con
respecto a la arista por la cual recibié el mensaje
si no
w enviard un mensaje que contendra a w a su vecino siguiendo la regla r con
respecto a la arista por la cual recibié el mensaje
fin si
fin mientras
sea x el identificador en el mensaje
si f es una cara interna entonces
devolver ¢/, donde €’ es la arista adyacente a x que pertenecen a f y que, al medir los
angulos en sentido negativo forma el dngulo menor en valor absoluto con respecto
a la linea de barrido invertida trazada en x
si no
devolver x
fin si
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Algoritmo 8 Dada una arista, revisar si es la arista de entrada de una cara a la que
pertenece.

Entrada: Gréfica geométrica plana conexa G = (V, E), e = {u, v} tal que e € E, una direccién a = (u,v),

y una regla de recorrido r (regla de la mano derecha o regla de la mano izquierda).

Salida: Sea f la cara a la que se encuentra a la derecha de la arista e al recorrerla en sentido a siguiendo

14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:

24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:

35:
36:
37:
38:

la regla de la mano izquierda, o sea f la cara a la que se encuentra a la izquierda de la arista e al
recorrerla en sentido a siguiendo la regla de la mano derecha (segin el valor de 7). La salida serd cierto
si e es la arista de entrada en f, y falso en caso contrario.
u sera el vértice de inicio del recorrido.
u enviard dos mensajes, un mensaje siguiendo la regla r al vértice v, y el otro a su vecino que se
encuentra al seguir el recorrido, utilizando la regla opuesta a r y el sentido contrario a a, todo con
respecto a e
Identificar para cada mensaje su arista de inicio y su arista de término
Cada mensaje incluird el identificador de u(sus coordenadas), un nimero de saltos y una variable
llamada alcance. Cuando u genera el mensaje el nimero de saltos es cero. En la primera ejecucién
(ronda) la variable alcance tendrd el valor de uno.
mientras el mensaje m original no llegue a u a través de su arista de término o el mensaje m reply
no llegue a u a través de su arista de inicio hacer
si el mensaje no es reply entonces
Incrementar en uno el nimero de saltos
Sea z el vértice en el que se encuentra m y sea w el identificador en m
si z > w entonces
remplazar el identificador en m por el identificador z
fin si
si nimero de saltos = alcance entonces
invertir el sentido del recorrido de m (cambiar de direccién y de regla), marcar m como reply
y enviar m al vecino siguiente en el recorrido ya invertido
si no
enviar m siguiendo la regla por la cual arrib6 el mensaje
fin si
si no
enviar m siguiendo la regla por la cual arrib6 el mensaje
fin si
fin mientras
si u recibe su mensaje original (no el mensaje reply) entonces
si f es una cara interna entonces
sea € la arista de salida en u que pertenece a f y que, al medir los 4ngulos en sentido negativo,
forma el dngulo menor en valor absoluto con respecto a la linea de barrido invertida trazada en
U
si e = ¢/ entonces
devolver cierto
si no
devolver falso
fin si
si no
devolver falso
fin si
si no
si el identificador en el mensaje de reply es el identificador de u entonces
repetir el envio de mensajes (a partir del paso 1) aumentando al doble el valor de la variable
alcance
si no
devolver falso
fin si
fin si
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El funcionamiento del algoritmo 8 es idéntico al descrito en el algoritmo de eleccién
de lider por paso de mensajes en ambos sentidos en la seccién 3.4.3, por lo que ni la
complejidad ni la correccién de este algoritmo serdn analizadas en esta seccién.

4.1.3. Otros preliminares

Sea e = {u,v} con e € E'y u,v € V, cuyas coordenadas de los vértices en el plano son
u=(x1,y1) y v = (x2,y2). Se dird que la arista e esta siendo revisada por la izquierda si
durante el algoritmo, al estar posicionado el agente sobre el vértice u, zo > x1. Para el
caso donde x1 = x9, se dird que la arista e esta siendo revisada por la izquierda si durante
el algoritmo, al estar posicionado el agente sobre el vértice u, y2 > y1. En la figura 4.3,
suponiendo que el agente esta posicionado sobre u, s6lo para los casos 4.3a, 4.3b y 4.3d la
arista e esta siendo revisada por la izquierda, mientras que en 4.3¢ no es asi.

u (%

a v
u
< a a
u v

v u
(a) (b) (c) (d)

Figura 4.3: Las aristas en 4.3a, 4.3b y 4.3d estdn siendo revisadas por la izquierda, mientras
que en 4.3c no es asi.

Sea u € V. La funcién eDominante(u) recibe como entrada el vértice u y regresa la
arista e = {u, v}, donde e serd la arista dominante del vértice u.

Sea u € V y e € E. La funcién barridoRot(u,e) toma como entrada el vértice u y
la arista e, y regresa el valor €/, donde ¢’ es la arista adyacente a u que forma el dngulo
menor con la arista e al medir los dngulos en sentido positivo (figura 4.4) .

Sea e = {u,v} una arista con u,v € V y e € E. La funcién esDeEntrada(e) la
definiremos como aquella funcién que contestara con un valor booleano a la pregunta jes e
la arista de entrada de alguna cara a la que pertenece?, si es asi la funcién regresara cierto,
de lo contrario regresara falso. La funcién esDeFEntrada() estard descrita por el algoritmo
8, por lo tanto tendrd una complejidad temporal de O(nlogn) amortizado, es decir, la
complejidad estda dada por la ejecucién de la funcién en todas las aristas de GG, mientras
que el tiempo de ejecucion de la funcién para una sola arista es de O(n).
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Figura 4.4: Definicién de la funcién barridoRot(u,e).

Es importante senalar que, para saber si una arista es de entrada para la o las caras a
las que pertenece, es necesario ejecutar dos veces el algoritmo 8, en ambos casos la arista y
la direccién seran las mismas, sin embargo la regla debera cambiar, ya que esto realizara el
cambio de cara que deseamos. Con estas condiciones se asegura que al realizar el algoritmo
seran revisadas todas las caras a las que pertenece la arista.

La funcién sucesor(e), toma como valor de entrada una arista e = {u, v} y devuelve €/,
donde €’ serd la siguiente arista en el recorrido de una cara a la que pertenece e siguiendo
la regla correspondiente. Para especificar la cara en la cual se esta realizando el recorrido
es necesario especificar una direccién sobre la arista e.

4.1.4. Algoritmo de enumeracién efectiva

Sea G = (V, E) una grafica geométrica plana conexa. El algoritmo 9 describe el proce-
dimiento para reportar cada arista y cada vértice de G exactamente una vez, a través de
un recorrido completo de la grafica. Se debe notar que con algunos cambios el algoritmo
puede ser modificado para también reportar todas las caras en la grafica (ya que cada cara
se encuentra asociada a una sola arista de entrada).

Lema 4.1.4. El algoritmo 9 visita cada arista de la grafica exactamente dos veces.

Prueba. Al realizar el recorrido de la grafica se evita recorrer todas aquellas aristas
que sean de entrada, por lo que el recorrido realizado sobre G serd equivalente al recorrido
(siguiendo alguna de las dos reglas) sobre un drbol generador en la grafica. Por esto, cada
arista sera revisada dos veces, una en cada sentido, incluso las aristas de entrada, ya que
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Algoritmo 9 Algoritmo de enumeracion efectiva

Entrada: Grafica geométrica plana conexa G = (V, E), u tal que u € V
Salida: Reporta cada vértice y cada arista de la grafica G una sola vez
1: ey = {u,v} < eDominante(u)

2: a = (u,v)

3: €inicio < €y

4: Qinicio < Q

5: repetir

6: Seaa= (u,v)

7. sie, = eDominante(u) entonces

8: Reportar el vértice u

9: fin si

10:  si e, estd siendo revisada por la izquierda entonces
11: Reportar e,

12 fin si

13:  si esDeEntrada(e,) entonces

14: ey = {u, v} < barridoRot(u, e,,)

15: a < (an{u,v},{u,v}\(aN{u,v}))
16: sino

17: ey = {u,v} < sucesor(ey)

18: a < (an{u,v},{u,v}\(aN{u,v}))
19:  fin si

20: hasta que €y = €inicio Y & = Qinicio
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Figura 4.5: Recorrido en el algoritmo de enumeracion efectiva. El vértice u es el vértice de
inicio, y las aristas en lineas punteadas representan las aristas de entrada de la gréfica.

antes de ser descartadas en el recorrido tendran que ser evaluadas para ver si son aristas
dominantes de algtin vértice o verificar si deben ser reportadas o no.

Teorema 4.1.2. El algoritmo 9 reporta sélo una vez cada arista de la grafica G.

Prueba. Al realizar el recorrido de G, se visitara cada arista e = {u,v} dos veces
(lema 4.1.4), una en sentido (u,v) y otra en sentido (v, u). Por construccién del algoritmo,
la arista sdlo serd reportada si durante el recorrido esta siendo revisada por la izquierda.

O

Teorema 4.1.3. El algoritmo 9 reporta cada vértice una vez.

Prueba. Un vértice es reportado sélo si se desea salir de él a través de su arista
dominante. Por el lema 4.1.4, al realizar el recorrido de la grafica cada arista es revisada
una sola vez en cada sentido, en particular todas las aristas que son dominantes para algin
vértice. Por lo tanto cada vértice serd reportado una sola vez, lo cual ocurrira cuando la
arista dominante del nodo en cuestién sea recorrida y él sea el vértice origen.

Teorema 4.1.4. El algoritmo 9 tiene un tiempo de ejecucién de O(n log n).

Prueba. Las funciones aDominante(), barridoRot() y sucesor() son de O(1). El al-
goritmo 9 ejecuta estas funciones dos veces por cada arista, lo cual tiene una relacién
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lineal con el nimero de vértices en la grafica, por lo tanto el tiempo total de ejecucién de
estas funciones serd de O(n). La funcién esDeEntrada() es una funcién cuyo tiempo de
ejecucion es de O(n log n) amortizado (costo total de ejecucién (teorema 3.4.8)). Por lo
tanto el algoritmo tendrd una complejidad de O(n log n) . o

4.2. Deteccion de aristas de corte

Antes de presentar el algoritmo debemos definir dos conceptos mds. eEntrada(a) es
una funcién que recibe una arista e = {u, v} y devuelve la arista de entrada de una cara a
la que pertenece e. Para especificar la cara de la que se desea saber su arista de entrada es
necesario especificar una direccion sobre la arista e y una regla de recorrido. Esta funcion
esta descrita por el algoritmo 7.

Por ultimo, dada una direccién sobre una arista, a = (u,v), diremos que @ = (v, u), es
decir, @ serd la direccién opuesta de a. Asi también para r, donde, si r es la direccién de
recorrido siguiendo la regla de la mano derecha, 7 serd la direccién de recorrido siguiendo
la regla de la mano izquierda.

A continuacion se presenta el algoritmo 10, el cual realiza la deteccién de aristas de
corte en una grafica geométrica plana conexa. El algoritmo tomaria como entrada una
grafica y una arista de la misma, y contestard si la arista es o no una arista de corte.

Algoritmo 10 Determinar si una arista es de corte

Entrada: Gréfica geométrica plana conexa G = (V, E), e = {u,v} tal que e € E.
Salida: cierto si e es arista de corte en G y falso en caso contrario.
1: a < (u,v) (direccién inicial del recorrido)
r serd la regla del recorrido (mano derecha o mano izquierda)
esuc = {v,w} < sucesor(e) (valores a y r)
a + (v,w)
mientras ey, # ¢y a’ # a hacer
si egue = € y d’ = @ entonces
devolver cierto
Terminar el algoritmo
si no
esuc = {w, 2} < sucesor(egy.) (valores a’ y r)
a <+ (a N{w, z}, {w, z}\(a/ N {w, 2}))
fin si
: fin mientras
devolver falso

— = = = =
Ll
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4.2.1. Correccién

Sea G = (V, E) una gréfica geométrica plana conexa, y e = {u,v} tal que e € E. El
algoritmo 10 determina si e es una arista de corte en G.

Prueba. Por la definicién 3.3.1, para determinar si e es una arista de corte basta con
verificar si e pertenece a una sola cara.

Por construccién, en el algoritmo se realiza un recorrido de una cara a la que pertene-
ce la arista e, la cual es determinada por la direccion y la regla de recorrido que se escoja.

Si al realizar el recorrido se visita la arista e mas de dos veces (punto 6 del algoritmo),
entonces e pertenece a una sola cara. El algoritmo responderd cierto si este es el caso. En
caso de que e sea visitada sélo una vez durante el recorrido (termina el ciclo while), el
algoritmo contestard falso.

4.2.2. Complejidad

El algoritmo 10 toma tiempo O(n) para decidir si e es una arista de corte en G.

Prueba. Por construccion del algoritmo 10, se realiza el recorrido de una cara a la que
pertenece la arista e, para el peor de los casos el recorrido abarcara toda la grafica.

Sin importar si la cara del recorrido es interna o externa, el recorrido nos llevard a re-
correr una sola vez todas las aristas frontera de la cara, y dos veces todas las aristas
puente, por lo tanto el recorrido serd de orden lineal en cuanto al niimero de aristas de
la grafica, lo cual por ser gréafica plana nos dara un orden lineal en cuanto al niimero de
vértices en el grafica. o

Es facil ver que, si el algoritmo 10 es ingresado como una subrutina en el algoritmo
de enumeracién efectiva (algoritmo 9), lo que se tendra sera un algoritmo que, para cada

arista de la grafica, verifique si es 0 no una arista de corte. Dicho algoritmo tendrd una
complejidad de O(n?).

4.3. Deteccién de conjuntos de corte de cardinalidad 2

El algoritmo 11 toma como entrada una grafica geométrica plana conexa y una arista
e = {u,v} perteneciente a esta, y encontrara (si es que existen) todos los pares de corte
que forma e en la grafica.
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Algoritmo 11 Reportar los pares de corte a los que pertenece una arista

Entrada: Grafica geométrica plana conexa G = (V, E), e = {u, v} tal que e € E.
Salida: Reporta todos los pares de aristas de corte que forma e con las demds aristas de

e e e
gy 2o

16:
17:

la grafica
a < (u,v) (direccion inicial del recorrido)
r serd la regla del recorrido (mano derecha o mano izquierda)
Cara(y < eEntrada(e) (valores a y r)
Carap, () < eEntrada(e) (valores a y 7)
candidato = {v,w} + sucesor(e) (valores a y r)
a + (v,w)
mientras candidato # e y a’ # a hacer
Caray < Cara,
Cara;p,y(e) <+ eEntrada(candidato) (valores a’ y 7)
si Cara(e) # Cara, ) entonces
si Carajp,e) = Cara,,() entonces
devolver e y candidato como un par de corte
fin si
fin si
candidato = {w, z} + sucesor(candidato) (valores a’ y r)
a <+ (' N{w, z}, {w, z}\(a’ N {w, 2}))
fin mientras
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4.3.1. Correccién

Sea G = (V, E) una gréfica geométrica plana conexa, y e = {u,v} tal que e € E. El
algoritmo 11 encontrard (si es que existen) todos los pares de corte que forma la arista e
en la grafica G.

Prueba. Por el teorema 3.3.1, una arista e = {u, v} sélo puede formar un par de corte
con aristas que pertenezcan a sus mismas dos caras, por lo tanto, al recorrer una de las
caras a las que pertenece e (la cara a la que se encuentra a la derecha de e al recorrerla
en sentido a siguiendo la regla de la mano izquierda, o la cara a la que se encuentra a la
izquierda de e al recorrerla en sentido a siguiendo la regla de la mano derecha, segun el
valor de r), todas las aristas que se recorren en esa cara son candidatas a formar un par
de corte con e.

Para verificar si una arista candidata forma o no un par de corte con e, es necesario
(para cada una de las aristas candidatas) revisar la otra cara a la que pertenece la arista
candidata. Si se verifica que la arista candidata pertenece a las mismas dos caras a las que
pertenece e (Cara;pye) = Cara,,(.), entonces se reporta esa arista candidata junto con
la arista e como un par de corte y se sigue con el recorrido de la cara, en caso contrario
sélo se descarta esa arista y se sigue la busqueda en las aristas candidatas restantes.

Por dltimo, es importante senalar que el algoritmo distingue un caso muy particular,
cuando tanto la arista candidata como la arista e son aristas de corte (ver linea 10 del
algoritmo 11).

4.3.2. Complejidad

El algoritmo 11 tiene un tiempo de ejecucién de O(n?).

Prueba. En el algoritmo 11 se realiza un recorrido de una de las caras a las que per-
tenece la arista e (la cara a la que se encuentra a la derecha de e al recorrerla en sentido a
siguiendo la regla de la mano izquierda, o la cara a la que se encuentra a la izquierda de e
al recorrerla en sentido a siguiendo la regla de la mano derecha, segin el valor de r), este
recorrido se realiza en tiempo de O(n). Dentro del ciclo, se ejecuta la funcién e Entrada(),
funcién que, dada una arista €', devuelve como valor la arista de entrada de una cara a
la que pertenece €’. Para conocer dicha arista de entrada se tiene que realizar el recorrido
completo de una cara, lo cual toma tiempo de O(n). Esta funcién se tiene que realizar un
numero lineal de veces (una vez por cada arista que se visita en el recorrido de la cara),
por lo tanto el tiempo final de ejecucién del algoritmo es de O(n?). 0

Una vez mas, si el algoritmo 11 es ingresado como una subrutina en el algoritmo de enu-
meracién efectiva (algoritmo 9), lo que se tendra serd un algoritmo que, para cada arista



64 CAPITULO 4. IDENTIFICACION DE CONJUNTOS DE CORTE

de la grafica, reporte los pares de corte a los que pertenece. Dicho algoritmo tendra una
complejidad de O(n3).

4.4. Deteccién de conjuntos de corte de cardinalidad m

El algoritmo 12 es la generalizacién del algoritmo presentado en la seccion anterior. Es
facil ver que, segun el tamano del conjunto de corte es el niimero de caras que se deben
recorrer para saber si forman un ciclo en la grafica dual. Por lo tanto la complejidad del
algoritmo estard dada por el tamano del conjunto de corte que se desea obtener.

Algoritmo 12 Reportar los conjuntos de corte de cardinalidad m a los que pertenece una
arista
Entrada: Grafica geométrica plana conexa G = (V, E), arista e = {u, v} tal que e € E.
Salida: Reporta todos los conjuntos de corte de cardinalidad m que forma e con las demés
aristas de la grafica.
1: Sean Carae y Cara,, ) las caras a las que pertenece e
2: Realizar el recorrido de una de las caras, en este caso el recorrido se hara sobre Cara,
3: para cada arista de Clara, diferente de e hacer
4:  La arista se nombraré candidatol
5. Sean Carac1 y Cara,(.1) las caras a las que pertenece candidatol, con Carac =
Cara,

6:  Realizar un recorrido sobre Cara;,,c)

7. para cada arista de Cara;p,(.1) diferente de candidatol hacer

8: La arista se nombrara candidato,, o

9: Sean Carac(;m—2) y Cara, .m-2) las caras a las que pertenece candidato,, 2, con

Carac(m—Z) = Cara’inv(cl)

10: Realizar un recorrido sobre cara;,yc(m—2)

11: para cada arista de cara;yc(m—2) diferente de candidatoy,—2 hacer

12: La arista se nombrard candidato,,—1

13: Sean Caracm—1) Yy Carajyem-1) 1as caras a las que pertenece candidaton, 1,
con Caracy,—1y = Caraipe(m—2)

14: si las caras {Carae, Caraipy(c1y, - - - » Carainpe(m—2), Caraipyem—1)} son dife-
rentes y Caraippe(m—1) = Caraj, () entonces

15: devolver e, candidatol, ..., candidato,,_o y candidato,,_1 como un con-

junto de corte de cardinalidad m
16: fin si
17: fin para

18:  fin para
19: fin para
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4.4.1. Correccién

El algoritmo 12 basa su correccién en el teorema 3.3.3 y el teorema 3.3.2. El procedi-
miento que sigue es: dada una arista e = {u, v}, primero se verifica cuales son las caras a
las que pertenece. Después se realiza el recorrido de una de las caras (Carae) y se toman las
aristas de esa cara (diferentes de e) como el candidatol. A continuacién se verifica cuales
son las caras a las que pertenece candidatol (Carac y Caran,(c1))- candidatol y la arista
e comparten la cara Caracy = Cara.. Ahora, para la cara Cara;,, 1) se toma una de las
aristas diferentes a candidatol (candidato,,—2) y se verifican las caras a las que pertenece
(Caracim—2)y y Carapye(m—2))- Por tltimo, se realizard el mismo procedimiento que se
realizé para candidatol sobre la arista candidato,,_s, obteniendo asi a candidato,, 1.

Al final, para saber si las aristas candidatas y la arista e forman un conjunto de corte
de cardinalidad m, sélo se debe verificar si todas las caras a las que pertenecen forman un
ciclo en la gréfica dual de G.

4.4.2. Complejidad

La complejidad en cuanto a tiempo de ejecucién del algoritmo 12 es de O(n™).

Para un candidato m — 1 toma tiempo O(n) saber a que caras pertenece. Para un
candidato m — 2 sélo pueden existir un ntmero lineal de candidatos m — 1, por lo tanto,
revisar los conjuntos de corte a partir de un candidato m — 2 tiene una complejidad O(n?).
Para cada candidato m — 3 existen un ntmero lineal de candidatos m — 2, por lo tanto
revisar los conjuntos de corte a partir de un candidato m — 3 tiene una complejidad O(n?).
Por lo tanto, revisar los conjuntos de corte a partir de un candidato 1 tiene una complejidad
O(n(mfl)), y dado que existe un nimero lineal de candidatos 1, al final la complejidad
total del algoritmo serd O(n™). o

4.5. Deteccion de conjuntos de corte de cardinalidad mini-
ma

Por ultimo, se presenta el algoritmo 13, el cual, mediante una busqueda exhaustiva,
reportard el o los conjuntos de corte de cardinalidad minima en una gréafica plana conexa.

El algoritmo tomara como entrada una grafica geométrica plana conexa y para cada
una de las aristas de la grafica revisara si son aristas de corte, si es asi, las aristas de
corte seran reportadas y el algoritmo terminara. De lo contrario, para cada una de las
aristas de la gréfica se reportaran (si es que existen) los conjuntos de corte de cardinalidad
2 a los que pertenecen, si ningin conjunto de cardinalidad 2 es encontrado, entonces se
realizard la buisqueda de conjuntos de corte de cardinalidad 3.
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Este procedimiento se seguird hasta encontrar por lo menos un conjunto de corte, que
para el peor de los casos, serd un conjunto de corte de cardinalidad 5 (ver seccién 3.2.3).

Algoritmo 13 Algoritmo que reporta los conjuntos de corte de cardinalidad minima

Entrada: Grafica geométrica plana conexa G = (V, E), u tal que u € V.
Salida: Reporta el o los conjuntos de corte de cardinalidad minima en G.
1: m<«0

2: repetir

3: ey = {u,v} < eDominante(u)

4 a=(u,v)

o Cinicio < €u

6: Qinicio < Q

7 m<+—m-+1

8: repetir

9: si e, estd siendo revisada por la izquierda entonces
10: si e, forma conjuntos de corte de cardinalidad m entonces
11: Reportar los conjuntos de corte que forma e,
12: Terminar el algoritmo

13: fin si

14: fin si

15: si esDeEntrada(e,) entonces

16: ey = {u,v} < barridoRot(u, e,)

17: a < (an{u,v},{u,v}\(aN{u,v}))

18: si no

19: ey = {u,v} < sucesor(ey)
20: a <+ (an{u,v}, {u,v}\(aN{u,v}))
21: fin si

22: hasta que€ €y = €inijcio Y @& = Ginicio
23: hasta que sea reportado algiin conjunto de corte

4.5.1. Complejidad
El algoritmo 13 tiene un tiempo de ejecucién de O(nf).

Prueba. Para verificar los conjuntos de corte de cardinalidad k en la grafica, se debe
realizar un recorrido completo de la misma. El recorrido de la grafica tiene una complejidad
de O(nlogn). En el peor de los casos, se deberan buscar conjuntos de corte de cardinalidad
1, 2, 3, 4 y 5 para cada arista. Por lo tanto, la complejidad total del algoritmo queda de
la siguiente forma

O(nlogn) +n(O(n)) + n(O(n*)) + n(O(n*)) + n(O(n")) +n(O(n”))

lo cual resulta en la complejidad de O(nf). o
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Conclusiones

A lo largo de la presente investigacion, se estudié un problema muy conocido en gréficas
como es la identificacién de conjuntos de corte, y se ha presentado una propuesta de
solucién local a nuestro problema planteado en el capitulo 1, el cual consistia en encontrar
el o los conjuntos de corte de cardinalidad minima en una grafica geométrica plana conexa,
de manera local. Los algoritmos locales que se presentaron a lo largo de este trabajo son:

Algoritmo Local (salida) Complejidad
Una vez cada vértice y cada arista de una grafica plana O(nlogn)
Si una arista es 6 no de corte O(n)
Los conjuntos de corte de cardinalidad 2 a los que pertenece una arista O(n?)
Los conjuntos de corte de cardinalidad m a los que pertenece una arista O(n™)
Los conjuntos de corte de cardinalidad minima de una grafica plana O(nb)

Como una propuesta de trabajo a futuro, se tiene la implementacién de estos algoritmos
locales en redes fisicas que necesiten de algoritmos de este tipo, como las redes de sensores o
las redes ad hoc. Otra propuesta es la mejora en la complejidad temporal de los algoritmos,
o en su defecto, la demostracion de que estas cotas son justas para este problema en
particular. Cabe senalar que, las propuestas aqui presentadas se basan en la bisqueda
exhaustiva, por lo tanto, cualquier método que mejore esto mejorara la complejidad de los
algoritmos presentados en este trabajo.
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