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Resumen

En esta tesis se desarrollé un modelo analitico que describe la trayectoria de una gota que
es expulsada de una tobera de manera horizontal. Se estudié el comportamiento de la gota
en vuelo y como este comportamiento era afectado por los distintos parametros
adimensionales utilizados para este trabajo.

Dentro de este estudio, se considera el efecto de la fuerza de Basset, efecto que junto a la
fuerza de arrastre, al de la tension superficial y a la gravedad seran los que determinaran el
comportamiento del modelo analitico estudiado. Una vez que es aplicada la segunda ley de
Newton considerando los efectos de la fuerza de arrastre, las fuerzas de presion, la masa
agregada, la fuerza de Basset y la gravedad, se adimensionalizo con el fin de observar

cuales efectos pueden ser despreciados para su simplicidad del modelo.

Adimensionalizado el modelo analitico, se resolvio por medio de la teoria de
perturbaciones, ayudando herramientas matematicas como son; la transformada de
Laplace, descomposicidén en fracciones parciales, asi como la teoria de las ecuaciones
trascendentales. Dentro de la solucién del modelo, se llega a la discusion en la que nos
vemos en dos panoramas, los cuales hacen referencia al tiempo y la fuerza de arrastre. La
discusion radica en que tanto grande o chica puede llegar a ser el pardmetro que representa
el arrastre en comparacion con el que tiempo adimensionalizado, generando un par de

soluciones diferentes que conlleva dos resultados diferentes.

Una vez analizado cada una de las soluciones, se aprecia cual de los dos es el enfoque
correcto, con el fin de usar ese enfoque y con este observar la influencia de cada uno de los

parametros utilizados en el modelo.
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Velocidad de la particula

Velocidad de la gota

Presién

Densidad de la gota

Densidad del fluido

Viscosidad del fluido

Radio de la esfera

Longitud horizontal de la trayectoria de la gota
Perdida de altura de la gota

Reynolds de la particula

NUmero de Weber

Inversa del namero de Ohnesorge

Variable de tiempo para Basset

Variable adimensional en x

Variable adimensional en 'y

Variable adimensional para la fuerza de arrastre
Variable adimensional para la fuerza de masa agregada

Variable adimensional para la fuerza de Basset



Capitulo 1

Introduccion

La mecéanica de fluidos es un campo extensamente amplio que abarca tres estados de la
materia (liquido, gas y plasma). Las situaciones fisicas en las cuales se involucra un fluido
son innumerables y la dinamica del mismo puede depender de numerosos factores tales
como la temperatura, la presion, la densidad, la viscosidad entre otras de gran importancia
fundamental y practica en la ingenieria. Razdn por la cual su estudio constituye un tema
central en Fisica e Ingenieria, por lo que los problemas generados en estos campos es
indispensable el analisis fisico, matematico, numérico, asi como pruebas experimentales

desarrolladas en laboratorios (Diego Cordoba et al. 2005).

Una de estas innumerables situaciones donde la fisica se involucra es la dinamica de las
gotas, refiriéndonos a ellas como gotas de agua, aceite, tinta, etc. Estas pueden ser
encontradas en la naturaleza y en una gran variedad de aplicaciones. En la naturaleza
pueden ser encontradas en el rocio, la niebla, el arcoiris, las nubes, en la lluvia, en las
brisas, etc. Una gran cantidad de gotas en el aire circundante pueden ser generadas por
mangueras de jardin, aerosoles y muchos otros dispositivos de pulverizacion (Huimin Liu.
2000).

El estudio de gotas liquidas y aerosoles se ha desarrollado rapidamente durante las Gltimas
dos décadas debido a su amplia variedad de aplicaciones en el campo de la Ciencia, como
motores de combustion, medicamentos en aerosoles, intercambiadores de calor, generacién

de energia, tecnologias de pulverizacion dentro de las areas aeroespacial, metalulrgica,



quimica, procesamiento de alimentos, agricultura, meteorologia, asi como la emergente
fabricacion de sistemas micro electromecénicos para el uso de la bioquimica y la biomédica
entre otras (George Karniadakis et al. 2005; William A. Sirignano. 1999). Es por ello que el
estudio de este topico es de suma importancia en la mecanica de los fluidos, razén por la
cual modelaremos el comportamiento de una gota una vez que es expulsada por una tobera
de forma horizontal, con la finalidad de observar su trayectoria y por ende saber la
importancia de cada efecto hidrodindmico involucrado con la fisica del problema por
plantear.

1.1. Aspectos Fundamentales

Las gotas pueden ser formadas por un gran namero de dispositivos diferentes entre ellos,
que en algunos casos pueden llegar a ser un tanto complejos. En muchas investigaciones
dedicadas al estudio de la impresion mediante el empleo de la inyeccion de tinta que resulta
en la ruptura de gotas (drop-on-demand), donde la distancia de la boquilla y el sustrato es
pequefia, ha sido investigada tedricamente tomando en cuenta la importancia de conocer
con precision las diferentes trayectorias y regimenes dinamicos involucrados. En la
impresion de inyeccidon de tinta, la velocidad de la gota puede ser obtenida con una cadmara
fotografica de alta velocidad o por métodos laser (Mohammad Masoud Mohebi et al.
2005). Lamentablemente al no contar con este tipo de tecnologias avanzadas, se hace uso
de un modelo analitico, que serd tema central de este trabajo y con el cual se obtendra un
resultado que sera comparado con los resultados obtenidos con la cdmara de alta velocidad
que describe el movimiento real de la gota. La técnica que se estudia en este trabajo
consiste en las trayectorias de vuelo horizontales, que tiene como objetivo observar la

perdida de altura de la gota una vez que es expulsada de la tobera.

La trayectoria de la gota puede modelarse mediante una ecuacion de movimiento, que
puede deducirse de la segunda ley de Newton. La ecuacion de movimiento de pequefias
particulas en un fluido viscoso en reposo se remonta al trabajo de Basset, Boussinesq y

Oseen (Mohammad Rostamiet al. 2006), y se conoce comunmente como la ecuacion de



BBO. Con base a esta ecuacion se modelara la trayectoria y el comportamiento de la gota
una vez que ha sido expulsada.

La ecuacion de BBO incluye la presencia de cinco efectos hidrodinamicos que
corresponden basicamente a la fuerza que esté actuando sobre la particula debido a un flujo
viscoso estacionario, la existencia de gradientes de presion en el fluido que lo rodea, el
efecto inercial debido a la masa agregada a la particula, el efecto temporal representado por
la historia integral de Basset y las fuerzas externas como la gravedad (P.J. Thomas. 1992;
P.J. Thomas. 1997; Mohammad Rostamiet al. 2006). En la siguiente seccidn se dara con
mayor detalle y claridad los antecedentes mismos del problema.

1.2. Antecedentes
1.2.1. Estudios Previos

Las amplias aplicaciones asociadas a mejorar la calidad de la impresion mediante el empleo
de las técnicas de inyeccion de tinta han estimulado la investigacion y el desarrollo
fundamental de las técnicas asociadas a la dinamica de las gotas a pequefa escala. En los
altimos afios, los esfuerzos de solidas investigaciones han dado lugar a avances
significativos en estudios tedricos y experimentales sobre los procesos en la generacion de
gotas. Grandes avances tecnologicos han permitido la modelizacion numérica directa de
ciertas propiedades de la gota. Gracias a ello se ha mejorado significativamente la
comprension fundamental de los fendmenos y procesos asociados con pequefias gotas. Los
conceptos estudiados comunmente son la tension superficial, presion interna, inestabilidad
de las gotas, termodinamica de las gotas, generacidn de las gotas, deformacion de las gotas,
asi como sus caracteristicas de las mismas en las que una de estas variables involucra la
relacion entre el nUmero de Reynolds, Re, y el nimero de Weber, We, de suma importancia
para la validacion de este trabajo, etc. A continuacion se describiran brevemente algunas de

estas investigaciones.

Charles N. Baroudet al. 2010, analizaron la formacion, el transporte y fusion de pequefias
gotas microfluidicas. En este trabajo se concentran en las caracteristicas fisicas que

determinan el flujo de las gotas en microcanales y utilizando conceptos clasicos de la



dindmica de fluidos, consiguen explicar el comportamiento observado. También se estudian
tres aspectos a detalle: la formacién de las gotas y las interacciones dominantes
dependiendo de la geometria en que son formadas; el transporte de las gotas,
particularmente, la evaluacion de la velocidad de caida, las relaciones de presion-velocidad,
y el campo de flujo inducido por la gota y la fusion de las gotas.

P. Garstecki et al. 2005, estudiaron con técnicas hidrodinamicas la formacion de burbujas
de gas en un liquido en sistemas microfluidicos. Estos sistemas comprenden conductos que
tienen anchuras del orden de micrémetros produciendo burbujas con distribuciones de
tamarfio estrechas. La tasa de flujo de los liquidos a través de los dispositivos determina el
mecanismo de formacién de las burbujas de ruptura controlada por la tasa de flujo del
liquido (con bajos numeros capilares y en la presencia de fuerte confinamiento por las
paredes de los microcanales) o bien aquellos casos en que la dindmica es dominada por los

efectos de la inercia (a nimeros altos de Weber).

En el trabajo de G. V. Kharlamov et al. 2010, se presentan los resultados de los célculos de
la dinamica molecular de nanogotas. Los perfiles de densidad, presion, los radios de las
gotas, los radios de la tension, asi como las tensiones superficiales mecénicas y
termodinamicas han sido calculados. Se muestra la disminucion de tension superficial
mecanica y termodindmica con la disminucién del radio de la gota y como es que puede

llegar a ser cero con el mismo radio inicial dependiendo de la temperatura.

H. Tenget al. 1994, hicieron uso de una ecuacion dindmica para predecir el tamafio de las
gotas durante la ruptura de chorros cilindricos liquidos. Esta ecuacion de gotas se aplica a
baja velocidad, liquido en liquido y chorros de liquido en gas con fluidos newtonianos o
no-newtonianos. Este trabajo demuestra claramente la dependencia del tamafio de la gota

con el namero de Ohnesorge.

En el trabajo de N. Nikolopoulos et al. 2011, la colision binaria central de dos gotas de
diferente tamafio se investigd numéricamente empleando para ello la metodologia del
volumen del fluido. EI método numérico basado en la solucion de las ecuaciones de
continuidad y momento en la formacion axisimétrica se acopla con una cuadricula local

adaptativa desarrollada recientemente, permitiendo de este modo una representacion precisa



de la interfaz entre el liquido y la fase gaseosa. Este trabajo se llevd a cabo considerando
una velocidad relativa constante de las gotas que chocan y tomando en cuenta la
combinacion de los pardmetros adimensionales que afectan el proceso de colision; es decir,

la influencia de los nimeros de Weber y Ohnesorge.

Jianzhong Lin et al. 2009, utilizaron un modelo integral basado en las ecuaciones de
Navier-Stokes junto con el método de seguimiento de particulas para estudiar la
atomizacion efervescente para establecer la relacion entre la velocidad de la pequefia gota
cerca de la placa y las diferentes condiciones de funcionamiento. Los modelos y cddigo
numérico se validaron mediante la comparacion de los resultados numéricos con los
resultados experimentales publicados. Los efectos de la relacién de aire a liquido, diametro
de la boquilla, la tasa de flujo del liquido, y la posicién de la placa que coincide con el
namero de Weber, asi como la deposicion de gotas sobre la placa se discutieron

ampliamente.

Boon-Beng Lee et al. 2008, tomando en cuenta el peso de la gota analizaron que la tension
superficial puede ser influenciada por las propiedades del liquido. Este estudio tuvo como
objetivo verificar la validez de los factores de correccion de Harkins-Brown (P. Alartet al.
2006).y la correlacion del numero de Bond. Las muestras de liquidos de tension superficial
conocida y la viscosidad fueron escogidas y clasificadas en seis diferentes grupos. La
validacion se lleva a cabo mediante la comparacion de los datos recogidos en este estudio

con la correlacidn existente y con la ayuda también del analisis adimensional.

S. Sikaloet al. 2006, observaron diferentes elementos caracteristicos de los fenomenos que
pueden aparecer cuando una gota impacta en una superficie. El resultado del impacto
depende de las propiedades de la gota y de la superficie impactada, que puede ser, por
ejemplo, una superficie seca o liquida. Siguiendo un analisis dimensional, el nimero de
parametros independientes se puede reducir a un conjunto de grupos dimensionales que
rigen un proceso considerado. Dentro de estos, un parametro adimensional de suma

importancia para entender los procesos de impacto es el nimero de Weber.



1.2.2. Antecedentes directos

Este trabajo se basa principalmente en tres articulos de los cuales se tomaron varias ideas y

se modificaron algunos detalles. A continuacion se describen brevemente cada uno de ellos

y las condiciones a las que llegaron los autores:

Mohammad Masoud Mohebi et al. 2005. En este trabajo los resultados de una
simple medida experimental fue empleada para estudiar las trayectorias de las gotas
expulsadas por una impresora de inyeccion de tinta. Las gotas de un diametro
promedio de 224um fueron expulsadas desde un inyector con una boquilla de
76um. el recorrido del vuelo registrado se utilizd para encontrar la fuerza de
arrastre, la desaceleracion y por lo tanto la pérdida de altura cuando las gotas fueron
expulsadas horizontalmente. Usando diversos enfoques para flujos semi-
turbulentos, se obtuvieron buenos ajustes para la trayectoria. Se desarrolld un
modelo para incluir el efecto del cambio de forma de la gota, de cilindro a esfera

durante el vuelo, pero esto no mejoro el ajuste de la trayectoria.

P.J. Thomas. 1992, presento un estudio de parametros sobre el desarrollo de la
integral de Basset que aparece en la ecuacion de movimiento de una particula que se
mueve a través de un fluido. EI movimiento de las particulas se investiga
numéricamente para un flujo a través de una descarga aerodinamica. Se ha
encontrado que, para este tipo de flujo, la fuerza de la historia de Basset que actua
sobre la particula se describe por la integral de Basset que puede llegar a ser muchas
veces mayor que el arrastre debido a la viscosidad en la region de choque
inmediato. Se demuestra cdmo esta fuerza afecta el movimiento de las particulas a
través del choque con particulas diferentes. Sin embargo, los resultados obtenidos
muestran que es justificado despreciar la integral de Basset para la descripcion
tedrica del movimiento de los tipos de particulas de uso general en técnicas de

trazadores de medicion de flujo para el tipo de flujo que considero.



e Daehwan Jang et al. 2008. En este trabajo se puede apreciar la importancia de la
impresion de inyeccion de tinta y los patrones que se requieren para obtener una
buena impresion. Para llevar a cabo lo anterior, los fluidos utilizados como suelen
ser tintas industriales deben tener la capacidad de ser de forma estable y precisa. En
este trabajo se investigan la interrelacion entre la capacidad de impresion de chorro
de tinta y propiedades de los fluidos fisicos mediante la supervision de la dindamica
de la formacion de las gotas. La capacidad de impresion de los fluidos se determino
utilizando el inverso Z del nimero de Ohnesorge, Oh, que relaciona a la viscosidad,
tension superficial y la densidad del fluido. Experimentalmente se ha definido que

el rango de impresion dptima se encuentra en el dominio de 4 < Z < 14.
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Figura 1. 1. Secuencia de fotos representativas de la formacion de gotas con valores de Z
que van desde 2 a 17: (a) Z =2.17; (b) Z =3.57; (¢c) Z =4.08; (d) Z =6.57; (e) Z =
7.32;(f) Z = 13.68; and (g) Z = 17.32.



1.3. Objetivo

En este trabajo se desarrollard un modelo analitico bidimensional para una pequefia gota
expulsada por una boquilla con objeto de poder predecir la trayectoria, siguiendo un
procedimiento similar al de Mohammad Masoud Mohebiet al. 2005; sin embargo, la
diferencia fundamental radica en que ademas de la posicion de la gota, en este trabajo se
analiza de manera complementaria la influencia de cinco efectos hidrodinamicos, los cuales
cuatro de ellos ratifican el trabajo de P.J. Thomas. 1997, y uno mas sera el efecto de la
tension superficial de la gota. Cabe mencionar que en este trabajo idealizaremos que la
pequefia gota que se estudia seré rigida y no deformable.

Se plantearan las ecuaciones de cantidad de movimiento en coordenadas cartesianas, sujetas
a las condiciones iniciales para la posicion de la gota. La manera de adimensionalizar las
ecuaciones fue tomando en cuenta que las fuerzas inerciales deben ser controladas por las
fuerzas gravitatorias en primera aproximacion y en consecuencia la gota no puede describir
totalmente una trayectoria horizontal antes de llegar a la superficie. Lo anterior revela
claramente que las correspondientes ecuaciones de movimiento al menos dependeran de los
nameros de Reynolds, Weber y de la inversa del nimero de Ohnesorge. Una vez que se
tiene la ecuacion adimensionalizada se pueden estudiar los diferentes patrones o

trayectorias en términos de estos parametros.

En consecuencia el objetivo central de este trabajo es la prediccidn tedrica de la trayectoria
de la gota una vez que es expulsada por la boquilla y en aquellos casos que sea posible
compararla con los resultados experimentales obtenidos en el trabajo de Mohammad
Masoud Mohebiet al. 2005 mediante el empleo de la camara de alta velocidad utilizada. En
la comparacion anterior, se considera que el término de Basset incluido en el presente
trabajo, puede influir notoriamente la trayectoria de la gota, ya que la pérdida de altura no
se controla Unicamente por la fuerza de gravedad. También como se vera mas adelante es
importante anticipar la importancia que existira entre el nimero de Reynolds y el nimero
de Weber.



Capitulo 2

Modelo Fisico

En este capitulo se explicara con detalle el problema fisico, asi como el modelo matematico

que describe el problema en cuestion.

2.1. Breve Descripcion del modelo a resolver.

Como se dijo anteriormente, el objetivo de este trabajo es analizar la trayectoria de la gota,
asi como determinar la influencia que tiene cada uno de los efectos hidrodinamicos sobre la
trayectoria. Como también se menciona en el trabajo de MohammadMasoudMohebiet al.
2005, para modelar el problema fisico se hace uso de un simple arreglo experimental para
estudiar las trayectorias de las gotas expulsadas por una impresora de inyeccion de tinta.
Pequefas gotas con un diametro de 224um fueron expulsadas desde una boquilla con un
orificio de 76um. Una estacion de impresion disefiada para suspensiones ceramicas fue
modificada para estudiar la trayectoria horizontal de las gotas expulsadas de la boquilla
para modelar el vuelo de las gotas, asi como su pérdida de altura como se muestra en la

siguiente figura.
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Figura 2.1. Esquema fisico del movimiento de la gota.

Ahora bien, analizado el arreglo experimental por el cual se modelara la trayectoria de la
gota, solo queda describir los efectos hidrodindmicos con los cuales se van hacer el modelo

analitico a resolver siendo estos que se mencionan a continuacion.

Un cuerpo inmerso en un fluido, que se desplaza con velocidad relativa no nula respecto a
éste, sufre una fuerza de resistencia al movimiento, debida al efecto neto de la presion
ejercida por el fluido y del esfuerzo de corte producido por la viscosidad del fluido. La

fuerza resultante de ambas contribuciones se denomina arrastre.

La expresion mas general para el arrastre sobre cuerpos sumergidos es,

F, CpA v’
= p—=

Donde A es el area normal proyectada en la direccion del flujo, v la velocidad, p la
densidad y C;, es el coeficiente de arrastre. Este Ultimo es un nimero adimensional, que es
funcion de la forma del cuerpo y del nimero de Reynolds. En el caso particular de esferas

en régimen laminar, es decir para numeros de Reynolds<1, se aplica la ley de Stokes,

24
D = —
Re (2.2)
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Por lo que la fuerza de arrastre es equivalente a,

En donde R es el radio de la esfera.

Cabe mencionar que el nimero de Reynolds Re es una magnitud adimensional definida

como,

K (2.4)
Donde u es la viscosidad.

Fisicamente, el nimero de Reynolds es un cociente entre las fuerzas inerciales, asociadas a

la velocidad y las fuerzas de resistencia viscosa, asociadas a la viscosidad (G. Ahmadi).

La fuerza debido al gradiente de presion es la fuerza que se produce cuando hay una
diferencia en la presion a través de una superficie. Una diferencia en la presion puede
resultar en una aceleracion de acuerdo con la segunda ley de Newton, si no hay ninguna
fuerza adicional para equilibrarlo. La fuerza resultante se dirige siempre a partir de la
region de presion mas alta a la region de menor presion. Cuando un fluido estd en un

estado de equilibrio, el sistema se conoce como estado en equilibrio hidrostatico.

Si hay un fluido, el cual no es viscoso no puede haber friccion o cizallamiento entre el
fluido y cualquier superficie que este en contacto. Esto significa que la Unica fuerza de un
fluido no viscoso puede ejercer contra un limite es normal a la frontera. La componente de
la fuerza perpendicular a la frontera es causada por una presion.

P_ﬁ*ﬁ
A

(2.5)
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El limite no necesita ser el limite real entre el fluido y un objeto. Puede ser una frontera
imaginaria dentro del fluido que nos permitira analizar como la presion contribuye al
movimiento de un fluido. En un fluido no viscoso, la presion es un escalar; sin embargo, la
fuerza es un vector de modo que podriamos esperar que esté relacionado por el gradiente.
Analizando la siguiente figura

P F + AF
—» -
>
X X+ Ax x

Figura 2.2. Presion neta en direccion x sobre un elemento diferencial.

Sumando las fuerzas en la direccion x se tiene que,

AFE, = +PA—(P+AP)A=—-AAP (2.6)
AV=AAx (2.7)
Fx_—AAP

V_ AAXx (28)

Cancelando el area y tomando el limite A x que tienda a infinito.
F, dpP
[=v =&
(2.9)

12



Generalizando facilmente a tres dimensiones se tiene que (Frank M. White. 2008),

f=—VP (2.10)

Cuando una particula se mueve a través del aire, el aire ejerce una fuerza sobre la particula.
Para una particula en movimiento a velocidad constante con respecto al aire, esta se le
llama la fuerza de arrastre y que ha sido bien medida. Si la esfera se mueve con una
velocidad no constante hay fuerzas adicionales (A. H. Techet. 2005). Estas fuerzas
inestables dependen de la aceleracion de la particula. Es obvio que el aire circundante tiene
un profundo efecto sobre el movimiento de la particula, lo que reduce su aceleracién. Una
de las razones por las que la aceleracion se reduce es la fuerza de flotacion. Esta fuerza
actua frente a la fuerza de gravedad y reduce la fuerza neta sobre la particula. También hay
otro efecto de igual importancia. Cuando la particula no solo es la Gnica que se acelera, sino
que también se puede acelerar por el aire que lo rodea. Asi, la particula se puede mover a
través del aire que tiene una inercia mayor que una que se mueve a través del vacio. Este
aumento de la inercia también reduce la aceleracion de la fuerza de gravedad que actla
sobre la particula. EI aumento de la inercia de un objeto que se mueve a través de un

liquido por lo general se le llama masa afiadida 0 masa agregada (J. Pantaleone et al.).

Esta fuerza es usualmente escrita como,
E (dv>
= —m —_
¢ “\dt (2.11)

La masa afiadida es la parte C de la masa del fluido desplazado por la particula del volumen
V.

mg = CpV (2.12)

Donde C es el coeficiente de la masa agregada.
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En el caso mas sencillo a considerar, en el que la particula es de la forma mas simple
(esfera) y se traslada sin rotacion en el fluido no viscoso, la constante C es un escalar y
toma el valor de 0.5 (M. Simcik et al. 2008).

De manera adicional a las fuerzas anteriores, en un cuerpo sumergido en un fluido, las
fuerzas inestables ya mencionadas no son las Unicas y también se puede tomar en cuenta la
influencia de la fuerza de Basset. La trayectoria seguida por una particula pequefia
suspendida en una corriente de fluido; en general se rige por una serie de fuerzas que acttan
sobre la particula. De estas, las fuerzas causadas por un campo externo que interactlia con
la inercia de la particula son las mas demandantes pero las fuerzas hidrodinamicas pueden
actuar de una manera compleja en la determinacion de la trayectoria de las particulas. En
este sentido, el término fuerza de Basset describe la fuerza debido al desarrollo de la capa
limite en retraso con el cambio de la velocidad relativa de los cuerpos que se mueven a
través del fluido. El término Basset aborda efectos viscosos, asi como el retraso temporal en
el desarrollo de la capa limite. La fuerza de Basset es dificil de implementar y se descuida
comunmente por razones practicas; sin embargo, puede ser sustancialmente grande cuando

el cuerpo se acelera a una velocidad alta.

En la mayoria de las investigaciones se supone que la fuerza de arrastre que actua sobre la
particula por el fluido se da mediante la ley de Stokes y es proporcional a la velocidad
relativa de la particula con respecto al fluido. La suposicion de que la fuerza de arrastre esta
dada por esta ley es; sin embargo, valida solo para una particula esférica en suspension en
un flujo uniforme. Para un flujo de fluido viscoso arbitrario, en la ausencia de fronteras
exteriores, el arrastre sobre una particula se puede evaluar usando las leyes de Faxen en
lugar de la ley de Stokes. Para el movimiento de una particula inestable, incluso las leyes de
Faxen logran dar la descripcion completa de las fuerzas hidrodindmicas que actan sobre la
particula. Deben tenerse en cuenta entonces que para la aceleracién del fluido a lo largo de
la particula se incluya también la historia pasada de la aceleracién del fluido, dando lugar a
la masa agregada ya mencionada y la fuerza de Basset que actla sobre la particula,

respectivamente (P. J. Thomas. 1997).
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La fuerza de Basset se define como,

3 e &
dt
FB = ——Dz,/ﬂ'/lfpf'[ dt
2 o VE—1 (2.13)

En donde 7 es una variable muda (N. Lukerchenko; Michael R. Krecic et al. 1996).

Por otro lado, una gota de liquido al no ser capaz de expansionarse libremente, puede
formar una interfaz con un segundo liquido o un gas. Las moléculas inmersas en la masa
liquida se repelen mutuamente debido a su proximidad, pero las moléculas de la superficie
libre estan menos apretadas y se atraen unas a otras. Al faltarles la mitad de sus vecinas,
estas moléculas estan en desequilibrio, y por ello la superficie estd sometida a tension.
Estos efectos de superficie son los que englobados en Mecéanica de Fluidos dentro del

concepto de tension superficial (Frank M. White. 2008).

, TREAP

= _ 2Ry

Figura 2.3. Aumento de presion a través de una entrefase curvada por efecto de la tension

superficial en el interior de una gota esférica.
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En la figura 2.3 se puede ver que el aumento de presion en el interior de una gota esférica

equilibra una fuerza distribuida anularmente, debido a la tensidn superficial, de magnitud:

TR?AP = 2nRy (2.14)
2y
AP = R
(2.15)

Podemos usar este resultado para predecir el aumento de presion existente en el interior de
una pompa de jabon, que tiene dos interfaces con el aire, una interior y otra exterior,
practicamente con el mismo radio R,
AP = 2APyppq = k4

(2.16)

En el siglo XVII no era clara la razon por qué lo que nos tiene sujetos al piso es el mismo
efecto que sostiene a la Luna en orbita alrededor de la Tierra. Fue Newton quien asocié
estos dos fendmenos fisicos mediante el descubrimiento de la gravedad. Fue él quien
dedujo que esta esta presente en todo el universo. Cuando Newton publico por primera vez
su teoria de la gravitacion, para sus contemporaneos fue dificil aceptar la idea de un campo
de fuerza que pudiera actuar a través de la distancia. Un planteamiento alternativo en la
descripcion de la interaccion gravitacional, por lo tanto es introducir el concepto de un
campo gravitacional que cubre cada punto en el espacio (Julio Cesar Macias Zamora).
Cuando una particula de masa m se sitda en un punto donde el campo es el vector g, la

particula experimenta una fuerza dada por,

F, =mg (2.17)

16



La formacion de gotas en un fendmeno extremadamente genérico, coincidente a cualquier
flujo de superficie libre. La fuerza impulsora detras de la separacion de las gotas es la
tension superficial, que por definicion es una energia por unidad de area. Esta es la razon
por la cual la tension superficial favorece configuraciones con una superficie minima, es
decir, gotas esféricas. Lo que determina la distribucion del tamafio de gotas en un aerosol es
en gran parte desconocida y ciertamente depende del carécter del flujo, pero incluso el caso
mas sencillo posible de la ruptura de un chorro cilindrico es no trivial. Es evidente que no
es sdlo un tipo de gota producido en el proceso, debido a la generacion de gotas mucho mas
pequefias conocidas como gotas satélite formadas a partir del cuello alargado entre dos
gotas adyacentes.

et s

Figura 2.4. Formacion del efecto satélite.

La formacion de gotas del tipo ilustrado en la figura 2.4, tiene aplicaciones muy amplias.
Para todas estas aplicaciones, es muy importante controlar con precision el tamafio de la
gota, de este modo gotas satélite son perjudiciales para la calidad, ya que resultan en al
menos dos tamarfios de gotas diferentes. Por lo tanto, es una cuestion natural preguntarse si
es posible controlar la excitacion del chorro dando lugar a la ruptura, de tal manera que s6lo
un tipo de gota vaya a generar. Razon por la cual se hara uso del trabajo de Daehwan Jang
et al. 2008, en donde se plantea la forma de evitar el efecto de las gotas satélite
considerando el numero de Reynolds Re, el nimero de Weber We y la inversa del numero

de Ohnesorge Oh, conocido como Z.

v2Rp
14

We =

Y quedando Z como,

_(Rpy)/2 _ Re

7 =
u (We)1/2
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2.2. Ecuaciones de Conservacion

En esta seccidn se describiran las ecuaciones de conservacion que gobiernan el movimiento
de la gota una vez que es expulsada por la boquilla de la impresora. Las ecuaciones que se
plantean son las de cantidad de movimiento para un flujo bidimensional tomando como
base el trabajo descrito por P. J. Thomas. 1997, quien deduce tedricamente el movimiento
de una particula esférica no deformable (del orden de pm). La ecuacién actualmente se
denomina por la ecuacién de Basset-Boussinesg-Ossen (BBO) y es dada mediante la
siguiente expresion

4 dv 4 4 P 1 (4 ) d

§7TR3,DE=—T[R3pG(l_i—17)—§T[R3—+— 3 —t(ﬁ—ﬁ)

ZR
3 ar 23TV Pr)y

td dt .
+ 6R% /1T ,uj—(ﬁ—ﬁ)—+F
Prls o dt f—1 g (2_18)

Con

G = chz—’;(ﬁ — 9, [s71]

En la ecuacién 2.18, uyv denotan la velocidad del fluido y de la particula
respectivamente. El significado de los cinco términos descritos al lado derecho de la
ecuacion ha sido comentado brevemente en la descripcion tedrica del movimiento de la
gota, tomando en cuenta que se considera a la gota esférica y no deformable en todo su
trayecto. Sin embargo, con la idea de ser méas precisos en esta seccion se pueden hacer los
siguientes comentarios. El primer término representa la fuerza que actua sobre la particula
debido a un flujo viscoso estacionario, mejor conocido como la fuerza de arrastre. El
segundo término es debido al gradiente de presion en el fluido circundante. El tercer
término es referido a la masa agregada o aparente y representa la fuerza necesaria para
acelerar la masa del fluido que rodea a la particula y la que se esta moviéndose con ella;
siendo el incremento de un medio de la masa del fluido desplazado. El cuarto término es la
integral de la historia de Basset, la cual ya se ha comentado y cuya contribucion al
movimiento de la particula es el objeto de estudio. El quinto denota las fuerzas externas

como la gravedad.
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2.3. Suposiciones

Debido a la dificultad del proceso y naturaleza de los fendmenos que se pueden llegar a
presentar a escalas muy pequefias, las cuales ain no estan totalmente comprendidas, es
importante establecer ciertas suposiciones que se tomaran en cuenta para simplificar el

problema y facilitar la solucion. Las suposiciones de este trabajo se enlistan a continuacion.

e El fluido expulsado por la tobera es incompresible y newtoniano.

e Se considera que el movimiento de la gota es similar al movimiento de una particula

esférica en un fluido viscoso.

e El movimiento de la particula a traves de un fluido sera descrita por la ecuacion de

Basset-Boussinesg-Ossen (BBO).

e Para el flujo analizado en este trabajo; es decir, para el flujo a traves de un choque
oblicuo, el término de la presion desaparece en la region aguas abajo, donde las

condiciones del flujo se consideran constantes.

e Se considerara la tension superficial como segundo efecto de estudio en este trabajo.

e Una vez adimensionalizada la ecuacion, se tomarda muy en cuenta aquellos términos
que puedan ser despreciables en comparacion con las de mayor peso para poder

despreciarlos y hacer més accesible la solucion del problema.

Como se menciond en una de las suposiciones, en donde se toma en cuenta a la tension
superficial como otro efecto de estudio para este trabajo por lo que se tendra que agregar a
la ecuacién 2.18, de la misma manera en que se considera la suposicion nimero 4 en donde
se despreciara el efecto del gradiente de presion quedando asi la ecuacion con la cual se

utilizara para este trabajo de la siguiente manera.
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4 14
_ R3 R RS _ _ R3 _
3T pdt 3T pG(u v)+237r ’Dfdt(u V)

4
+ 6R? [mprus f = (u—v)\/_+37rR3pg+4nRy

(2.19)
Con
3 ,Df N N -1
G—gCD%(u—U),[S ]
Introduciendo a G y al C;, dentro de la ecuacion 2.19, se tiene que,
4 v 14
Z 7R3 — _ —Z p3 _
T[R p— d = 6nRur(u—v) + 237'[R Pr; (u V)
4
R? - R3 4mR
+ 6R?\[Tpris jd (u v)\/_+37r pg + AmRy 220)

2.4. Ecuaciones Adimensionales

A continuacion se describe la manera de adimensionalizar la ecuacion de cantidad de
movimiento 2.20 tomando en cuenta la forma en que la gota va perdiendo altura una vez
que es expulsada por la boquilla de la impresora de forma horizontal como se muestra en la

siguiente figura.

_

Fig. 2.5. Perdida de altura de la gota una vez que es expulsada por la boquilla.
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Como se observa en la figura 2.4 existe una distancia entre la boquilla y el substrato en el
cual chocara la gota a una distancia L, asi como una pérdida de altura una vez que es
expulsada la gota hasta que llega al punto de choque nombrada §. Por otro lado y como se
menciono anteriormente, se considera a la fuerza de arrastre y a la fuerza de gravedad como
los principales efectos que se deben considerar para este modelo. Al trabajar con un flujo de
baja viscosidad como lo es el aire, se puede considerar en primera aproximacion que la
fuerza de arrastre juega un papel menor dentro del modelo y debido a ello se considerara
que el factor mas importante es la gravedad ya que es un factor que no se puede depreciar
debido a que la gota pierde altura una vez que es expulsada por la boquilla. De este modo,
una balance de orden de magnitud en primera aproximacién pondra a competir a la inercia

de la gota con la fuerza de gravedad de tal suerte que podemos escribir que,

4R3 dv 4R3
3P T3P

(2.21)

Considerando que la velocidad de la particula tendra una velocidad inicial y una final y
nombrando al tiempo que tarda la gota una vez que es expulsada al substrato como t,,;.;, Se

tiene que,

Vr = Vi~g tyyelo (2.22)

Considerando que la gota es expulsada con una velocidad inicial de cero y considerando
L .
que = = tyyero S€ puede apreciar que,

gL

v
U v

(2.23)
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Como sabemos la particula lleva una trayectoria desde que es expulsado, razén por la cual
la velocidad puede ser puesta en funcion de la posicion y del tiempo.

—dyjd —j dt = vt
v=—ldy=|v y=v

(2.24)

Considerando a y como a y,.4-qc¢ Y Sustituyendo al tiempo y a la velocidad se tiene que,

gL\ (L gL2
Yearact = vdt = (?) (_) =5

(2.25)

Que permite relacionar a la y.q-qc:CON la perdida de altura § mediante la expresion

siguiente,
glL? (2.26)
5 = ‘U_Z

Por lo tanto, nuestras variables adimensionales son,

f: ’r]:}g]'g:

o~ R

Cabe mencionar que la cuarta variable adimensional se explicara mas adelante ya que
requerird de una idealizaciébn para la solucion del modelo. Como se menciond
anteriormente, en el presente trabajo se considera un modelo bidimensional y la ecuacién
2.20 serd la misma tanto para el eje de las abscisas y ordenadas, con la Unica diferencia en

que para el eje x no se agrega el efecto de la gravedad.
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Sustituyendo en 2.20 las variables adimensionales y factorizando se tiene que,

En la direccién x:

d’x 9 pp ( dx) 1 pgp d( dx)

dez ~ 2prz2\" " at) T 2przac\" " @t
9 TPrUF dx dr )4
yTPete f N P
2 PR dr dt PR (2.27)

Como se puede apreciar en esta ecuacion, la derivada es funcién de la posicion y del tiempo
por lo que se requiere una adecuada adimensionalizacion para cada una de estas variables,
razon por la cual utilizando la variable adimensionalizada que corresponde a la de la
distancia recorrida por la gota de forma horizontal se requerira el algebra y las sustituciones

necesarias para tener a la ecuacion 2.27 totalmente adimensionalizada.
Tomando la variable adimensional,
§L=X

y realizando el cambio de variable, se puede escribir que:

d’x  d* d§ds _d§ 1

dt?2 T de?’ dodt  dotyep

y

d2¢ [d d[ldf_ld[df_lddfl]
dtz dt dt dt tvuelo do B tvuelo dold B tvuelo do ldo tvuelo
d?¢ 1 d*% dzx_L 1 d?¢ L d%

a2 t2 . do?’  dt2  Tt?  do? t2, ., do?

vuelo vuelo vuelo

dx _ d§_dfds 1 dx_ L df
dt ~ "dt dodt tygew At tyyero dO
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- L . - -, .
Sabiendo que t,ye10 = -y sustituyendo lo anterior en la ecuacion 2.27 se tiene que,

d?¢ 9 uglLu vdé\ 1lppu d vdé
= 2o (1 "uds) * v a0\ "udo)
udo

do? 2 pR2p? udo/) ' 2 pv do

9,/onuFLvu ft/tvuelo (1 vdE) doy, 3)/ L
T3 " mpRv? doy, m pRZv2 (2.28)

udo

Que puede reescribirse como,
d*¢ _ 9 uplu 9 ppl df 1,0F d*¢
do?  2pR?v?2 2pR?vds 2 p do?

9w/7TpF/VLFijt/tWel° d (df) do,, 3yL
d

2 mpRv om \do/ [0 — 0o, ,DRZVZ (2.29)

Llevando a cabo el mismo procedimiento ahora para el eje de las ordenadas con la Unica
diferencia que en este caso es indispensable incluir el efecto de la fuerza de la gravedad ya

que serd la causante de la perdida de la altura, se tiene que:

4 dzy dyy 2 d dy
x  p3 _ _WN L c o ps, &
3 PR gz = O R K (u dt >+3”R 'Dth( dt)

dt 4
+ 6R ,/nppupf e dt \/_+ 37TR3pg + 4mRy

(2.30)

Aplicando ahora las mismas consideraciones que se hicieron para x pero ahora

considerando la variable adimensional § = =, asi como el cambio de variable, se tiene

que:

d?y d?R dR dRdo dR 1

dez ~ °de?’dt  dodt  do tye,

d*R ddR] d[ldR 1ddR] 1ddR1]

dt2 — dtldt] = dtltye, dol ~ tep doldt] ™ tye, doldo tye,
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d’R 1 d°R d% 1 d?R

dez d?c’ dt? d%o

velo velo

Y sustituyendo en la ecuacion 2.30

d’n _ 9 uru (1 ngn)Jr}pFWi( ngn)

do? 2pR%g vudo) 2 pgl do vu do
9. /mppupvu (t/tvuelo g (1 gL dr)) do,, 3y i1
2 mpRgL dom vudo/ [0 — o, pR2 (2.31)

Eliminando los términos que salen sobrando se tiene la ecuacion adimensionalizada para el

eje y:

d’n 9 upu 9 ppl dn  1ppd®n

do? ZpRZg " 2pR?vdo 2 p do?

9 TTPpUp .]-t/tvuelo d (dn> dO’m 3y 1
2 mpRVY dom \do/ \[6 — oy, ,DRZ (2.32)

En la ecuacion 2.29 y la ecuacion 2.32 se definen los siguientes parametros adimensionales.

_ 9 pplu
~ 2pR2v2

~ 9 upl
~ 2pR%v
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_ 2 TTppUpL
2 mpR\v

Como se puede observar en las ecuaciones 2.29 y 2.32 el efecto de la tension superficial,
que para las dos representan el quinto termino son casi parecidos ya que para una depende
de la trayectoria recorrida por la gota de manera horizontal y la velocidad y la otra de la
gravedad respectivamente, por lo que con la ayuda del trabajo de DaehwanJang et al. 2008,
se pondran ambos términos en funcidn del parametro adimensional Z, que es la inversa del
nimero de Ohnesorge que a su vez es la relacion del nimero de Reynolds y el Nimero de
Weber.

Para la ecuacién 2.29,

__ VRpp

Re, =
P Up

V2R
We = Pr
Y

Rep

 (wey:

Poniendo el siguiente factor en términos de la tension superficial y en términos de Z, se

tiene que
3PFU2R L 2
3yL _ We _ 3prL _ 3prL _ 3LpFi: 3LpF 1 _ Lpr Z
pR?v? V2R?p WeRp WeRp Rp We Rp Re} Rp Re}
72
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Por lo que nuestro nuevo nimero adimensional resulta

_3 Lpr
RpRe}

A

Para la ecuacion 2.32 poniendo el término de la tension superficial en términos de Re,, We

y Z ya comentados se tiene que,

prV*R
3y  3L=We  3Lppv®R _ 3Lppv?  3Lppv* Z?

pR?g pR?g ~ pR*Weg pRgWe  pRg Re2

Por lo que el nuevo parametro adimensional para y resulta

. 3Lppv?
~ pRgRe2

Concluyendo este capitulo las ecuaciones adimensionalizadas se pueden escribir de la

manera siguiente.

En la direccién x:

d? d d? Yeweto d (dE\  do
TS g [ (Y
do do do 0 do, \do /g_gm (2.33)

En la direccion y:

d?n d?n Vtpseto dsdn\  dop,

’ ’dTI ’ 2
doz %P a“”w”fo —dam(E)—/—a_am

+AZ%+1
(2.34)
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Capitulo 3

Solucion del modelo analitico

En este capitulo se resolveran las ecuaciones 2.33 y 2.34 que se estuvieron trabajando en el

capitulo 2 considerando ciertas simplificaciones para su solucion.
3.1. Consideraciones al modelo analitico

Dandole valores especificos a los parametros adimensionales con objeto de identificar los
efectos hidrodindmicos mas importantes de las ecuaciones, tenemos que los parametros S,
ey A representan los efectos de la fuerza de arrastre, el efecto de la fuerza de Basset y el
efecto de la tension superficial; respectivamente, y son algunos de los efectos mas
importantes y que dependiendo de los valores que asuman permaneceran en las ecuaciones
permitiendo despreciar otros efectos para la mayor simplicidad del modelo. Por otro lado,
un punto importante que conviene destacar en la integral que considera al efecto de la
fuerza de Basset de la ecs. (2.33) y (2.34) son los productos de derivadas de a,, y o, por lo

que se simplifica considerando que o = a,,.

Ahora bien, despreciando algunos términos y dejando a otros ya comentados en el parrafo
anterior las ecuaciones que modelaran la trayectoria de la gota quedaran de la siguiente

manera.
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En la direccion x,

= _R—= 2
752 Bda+8 + AZ

A0 \Jo = o (3.1)

d2¢ d¢ ft/tmzo d?¢  do,
0

En la direccion y,

dzT] / dT] t/tvuelo dZTI dO'm

W*B%“L 52 Jo—o

+17%+1
(3.2)

3.2. Teoria de Perturbaciones

La teoria de perturbaciones permite obtener aproximaciones de los valores y funciones
propios de un sistema tomado como punto de partida a un sistema de referencia, que
preferentemente debe tener alguna semejanza con el sistema que se debe estudiar. Este
método de aproximacion se usa ampliamente en diversas ramas de las matematicas
aplicadas para encontrar soluciones aproximadas de mucho tipos de ecuaciones, incluyendo

tanto a las algebraicas, como a las integro-diferenciales.

3.2.1. Desarrollo perturbativo

La eleccidn del sistema de referencia no es Unica, sin embargo es necesario que su solucion
pueda alcanzarse y que sea lo mas parecido posible al sistema real. Cuando esto ocurre la
diferencia entre el Hamiltoniano de referencia y el real sera pequefia, y se espera que sus
soluciones no sean muy diferentes. De tal forma que esa diferencia pueda considerarse
como una pequefia perturbacién sobre el sistema de referencia. Ahora bien, para hablar del
Hamiltoniano, es indispensable la definicion una funcion que describa el estado de un
sistema mecanico que nos permite hallar las ecuaciones de movimiento buscadas, es por
ello que a nuestra solucién, en nuestro caso ¢ y n sera indispensable hacer una separacion

como la que se muestra a continuacion.

29



Supongamos que se desea obtener en forma aproximada los autovalores y las autofunciones
del operador Hamilton H, que para este trabajo son ¢ y n. En este caso, la solucion se puede

separar de la siguiente manera,

§=¢& +&§ + - (3.3)

n=mnyten +-- (3.4)

Como se aprecia, el orden de la aproximacion puede ser mayor pero en nuestro caso se trata
de cambios muy pequefios con respecto al orden 1 y en consecuencia, es mas que suficiente
para acercarnos a la solucion. Las funciones &, y n, representan nuestros hamiltonianos no
perturbados mientras que & y n; son los términos perturbativos adicionales a los
hamiltonianos. El parametro € adimensional representa el efecto de la fuerza de Basset y su
valor es mucho menor que uno. Tomando en cuenta estas consideraciones, las ecuaciones a

resolver quedaran de la siguiente manera.

En el caso de la direccion en x:

d’s,  d*6 d&  d& Vtpero (d2Ey  d2&,\  doy,
) (5

do? T do? do * Sdo do? ¢ dok ) Jo — o,
+ AZ2
(3.5)
de esta manera para la funcion &,se tiene que,
d*§ d$o 2
do? L do +Az
(3.6)
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y para ¢y,

3 _ dé; d*§y dop
T Tl TNy
(3.7)
En el caso de la direccion en y:
d*,  d’n, dny | _dn, Vepuero (A2 d?n,\ dop,
+ ¢ =-p ( —) - ef +¢
do? d02 do 0 doz, dot ) [Jo — op
+Z% +1
(3.8)
y de igual forma n, satisface la siguiente ecuacion:
d?
70 — —B—+/122+1
ks
(3.9)
y similarmente 7, es gobernada por la ecuacion,
d’n, B,dnl d’n, doy,
do? ~ " do do? [6—o
" (3.10)

Una vez obtenido el sistema anterior de ecuaciones, se pueden obtener también las

correspondientes condiciones iniciales para la solucion completa del modelo analitico.
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3.3. Condiciones iniciales

Para la ecuacion en la direccion en x:

d
0=O, EO=O, _dfo(')=1
d
o=0; $1 61_0

=d_€_

Y equivalentemente para la ecuacion en la direccién en y:

dno
o=0 Mo =" = °

dn
o=0; n1=—d01=0

3.4. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es un operador lineal muy Util para la resolucion de ecuaciones
diferenciales. Es comun, sobretodo en fisica matematica, encontrar pares de funciones

relacionadas por expresiones de la forma:

b
9(6) = f FOK O, Ddt

a

donde g(0) se le llama la transformada integral de la funcion f(t) por el kernel K(6,t).
Ahora bien, en vista de la infinidad de kernels y limites de integracion que se nos pueden
ocurrir, la variedad de transformadas integrales posibles para una funcion f(t) es infinita,
aungue la mas comunmente utilizada, ya sea en andlisis matematico o en aplicaciones
matematicas es la Transformada de Laplace, que se define mediante la siguiente regla de

correspondencia:

9(6) = f f®e bdt
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Utilizando la definicion de Laplace para las ecuaciones adimensionales con sus respectivas

condiciones iniciales se tienen los siguientes resultados.

Para x

dzfo dEO 2
L{do_z +B%_AZ }

Que puede resolverse facilmente y expresarse como,

AZ2+ S

$(S) = 25+ 5)

Paray

2o .dno ..
L{ ”°+Bﬂ=azz+1}

o2 do

Quedando como

AZ2+1

no(S) = m

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Ahora bien, como se puede observar para ambas ecuaciones transformadas en el espacio de

Laplace, es indispensable la descomposicidn en fracciones racionales de las funciones asi

derivadas ya que de esta manera sera posible poder aplicar la anti transformada de Laplace

para encontrar la solucion y regresar a la variable independiente original que en este caso es

el tiempo. En consecuencia, en la proxima seccidn se dan los detalles de lo anterior.
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3.4.1. Descomposicion en fracciones racionales

Si P y Q son funciones polindmicas, siempre es tedricamente posible resolver integrales de

la forma:

P(x)

0™

En la practica, la obtencion de dichas integrales depende de que sea posible factorizar el

denominador Q(x). Siendo este el caso, para nuestras ecuaciones a resolver se aplica el

caso 1y el caso 2 de nuestra referencia de fracciones racionales quedando de la siguiente

manera.

AZ:+S  B-2z% AZ2 AZ*-P

WO s s T Es TR

AZ%+1 BZ:2+1 AZ%?+1 AZ%+1
770(5)= 2 N 2 + c2 + 2 ’
S2(S+B) B“Ss B'S B (S +B)

Aplicando la antitrasformada de Laplace para estas dos ecuaciones, tenemos.

AZ2 - B Az B —1Z?
= e_ﬁd + o+
o p? B B?

AZ%+1 _B,G+A’ZZ+1 AZ%+1
No= —_2 ¢ 0~ ;

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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3.5. Sustitucidn en las ecuaciones adimensionales de primer orden

Haciendo la siguiente suposicion

dfy _ dfy
do do,
dno _ dn
do dop,

Las ecuaciones de orden uno se pueden escribir como,

2 t
0 77 m (3.19)
d*m ,d771 doy,

t/tvuelo ,
= — ——f AZ% +1)ePom
o 0

VO~ Im (3.20)

Como se puede apreciar en las dos ecuaciones, la integral es la misma, razon por la cual se
requerird de una variable con la finalidad de que sea mas facil de resolver nuestro modelo.

Para este fin, se define la siguiente variable

X=7

do,, = ady

Por lo que nuestras ecuaciones quedan de la siguiente manera,

26 A ity
doz = P~ ﬁ)azfoe Xm (3.21)
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d 1t d
Y G
do 0 1 -X

d2W1
do?

(3.22)

3.6. Ecuaciones Trascendentales

Por lo que se aprecian en nuestras ecuaciones, el efecto de la fuerza de Basset viene
acompafiado de una integral trascendental que se resolvera con el método de Laplace (Carl
M. Bender et al. 1978) quedando la solucion de la misma de la siguiente manera.

1
j R dy 1
0

,/1—)(~ﬁ_0

Por lo que las ecuaciones a resolver del orden uno se pueden escribir como,

d*§,  d&  (AZ*-p) -2
do? ~ Pdg g’
(3.23)
dny _ o dn (A7241)
do? = P dg g ¢
(3.24)
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Haciendo uso nuevamente de la transformada de Laplace se tiene que,

Para x

—-R— - ‘g

-1 dz‘f1_ déy (2% — ) _%
do? do B

Cuya solucidn se puede escribir como:

__ M-
S0 =-pry 35)\/;

Para y
P d’n, dn, (AZ7+1) 1
do? ~ P dg g °

Donde la solucién equivalentemente sera:

AZ%+1 T

N G OLE

Como se puede ver, la solucién &, (S) como la solucién n,(S) , se tienen productos de dos

funciones, razon por la que se hara uso de las propiedades de convolucion.
3.7. Propiedad de convolucion

Considerando las funciones f y g que poseen transformada de Laplace F(S) y G(S),
respectivamente, la convolucion de f y g denotada por f * g es la integral que se puede

definir mediante la expresion siguiente:

()
frg=[ - g@)up = LIFOGE)]

Aplicando este teorema a las ecuaciones se tiene que,

__AZZ_B 1 Ul — o—B(o—9) }
(o) == {ﬁf L1 ete-plag
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AZ2+1(1
=221

e e

Para la solucion de este par de ecuaciones se puede apreciar que para cada una se tendra un
par de integrales en donde obtendremos dos soluciones para cada una ya que

consideraremos dos apreciaciones diferentes. De esta manera podemos escribir,
e Cuando f<<oypf'<<o

En esta apreciacion se interpreta que el término que representa a la fuerza de arrastre es

mucho menor que el termino adimensional que representa al tiempo, por lo que la solucién

sera.
1
2 _ 2 _ 172 2 _ Ir2)Ir{s
§(o) = AZBZ Be“" +/1§ 0+B sz +e —<AZB B) (F) 5(2) o2
2)
(3.25)
AZ%+1 o AZ2+1 277 +1
n(o) = B—,Ze + B o — B,z
(a 72 4 1> rr3)|] s
+e4— 5 £ 02
r(3)
(3.26)
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e Cuando f>>0ypB>>0

En esta segunda consideracion, el enfoque es que el término de la fuerza de arrastre es
mucho mayor a la adimensionalizacion del tiempo quedando la solucion de la siguiente

manera.
AZ2 — B AZ2 B —AZ?
é(o) = 5 e P 4 3 o+ 52
1
/122—[3)2 1 1 _1 202
+e{— —02——0g 2———eF°
< B B B? B
(3.27)
AZP+1 . 27741 AZ%+1
n() =——5—eFo+ —0 — ~
B B B
1
(/122+1> 2 1 1 1 202
£ — - —02——50 2——-¢
B |8 B* B
(3.28)
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Capitulo 4

Resultados

En el capitulo anterior obtuvimos las ecuaciones que definen la posicion de la trayectoria de
la gota. Ahora en este capitulo se presentan los resultados por lo que ahora corresponde
graficar esas ecuaciones y en el capitulo siguiente se pueda dar las correspondientes
conclusiones. Como referencia, en la Fig. 4.1 se aprecia los valores experimentales
obtenidos por medio de una camara de alta velocidad, para la trayectoria real de las gotas
una vez que fueron expulsadas de la tobera. Esta grafica es tomada del experimento de
MohammadMasoudMohebi et al. 2005.

[ Modelo experimental |

0.0 000000900
°°°o
°, .
0.2 )
°
)
°
-0.4 - ?
?
< 064 °
Q
-0.8 4
1.0 - )
T % T . T T T : T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.1. Modelo experimental tomado por una camara de alta velocidad.
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Ahora bien, se coment6 en el capitulo anterior que se encontraron dos enfoques, por ende
dos posibles soluciones, razén por la cual se van a graficar y acorde a lo visto se analizaran

los efectos hidrodindmicos a mas detalle.

Para el primer caso, en donde los efectos de la fuerza de arrastre son mucho menores que

los del tiempo f<<oy B'<<a.

£(o) = gl _Be‘ﬁ"+

1

2 172 2 _ r)ri{s

: Az* B ;12 e _</1Z 3) ()(2) 3
B B B

B 5 (%

r3)

1

AZP+1 . AZ2P+1 0 AZ%4+1 AZ%+1 F(Z)F(g) 3

n(o) =Te‘8"+ 5 o— 57 £4— 5 z 02
r(z)

Bajo esto limites, se pueden obtener como resultados las siguientes graficas.

Para la figura 4.2 se varia el parametro de Z, dandole un rango de 4 a 10 para poder

apreciar su comportamiento una vez que la gota es expulsada por la boquilla.

° 7=4
@ 7=6
/=8
0.0 4 o0 e 7=
*22233 %4310 7o
o, %030%%0,  Z=12
- 95%0 %0 ° 7=14
-0.2 ™ °e °,
@ ° %9
» ° ?
J °
29 ) °
-0.4 4 » (1 [* ]
¢ °
o® )
? °
0.6 - ° )
:_ 0.6 Y °
°
2 o
-0.8 o o
d o
°
1.0 4 -
°
12 T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

g

Figura 4.2. Modelo analitico con diferentes nimeros de Z.
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Como se puede apreciar para valores crecientes del pardmetro Z se atenta el efecto

gravitatorio.

En la Fig. 4.3 se puede apreciar la comparacion entre el modelo experimental de la figura
4.1 y el mejor modelo analitico cuando se varia el parametro adimensional Z. Como se
puede ver los resultados de tal comparacion son satisfactorios desde el punto de vista
cuantitativo.

@ Modelo experimental
@ Modelo analitico

0.0 4 000000°°°°
Qgss
830
-0.2 °0
a,
0
-0.4 - ) oo
)
] ?
< 064 ®
o
-0.8 4
1.0 4 ]
T A T 4 T ¥ T X T ¥ T
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

g

Figura 4.3. Modelo experimental vs Modelo analitico considerando Z=10.5.

En la Fig. 4.4 se observa la influencia del efecto Basset, y a su vez la importancia de este

mismo efecto para cada uno de los ejes del plano cartesiano, manteniendo el efecto parac;y
g, =0 que se ve representado con la trayectoria en color rojo, mientras que la

representacion de la trayectoria de la gota en color amarillo es la que mantiene el efecto

para g, y € = 0.
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@ Modelo experimental
@ Modelo analitico

@ Modelo analitico con £ =0
0.0 H "hnaagy 'Y Modelo analitico con & =0
-]
68%
%
-0.2 4 >
@
09
°o@
-0.4 4 o @
)
) @
< 064 é
]
-0.8 4
1.0 4 )
T ¥ T L) T L T 4 T % T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

g

Figura 4.4 Influencia del efecto Basset=0 tanto paran como para ¢.

En la Fig. 4.5 se observa la mejor representacion de Z que es igual a 14.5 para evitar la

méaxima pérdida de altura, llamandole a esta situacion, el aumento de la eficiencia.

@ Modelo Experimental
@ Modelo Analitico

004 00000009y
P890
3@0:000
% %o,
.02 4 ° %,
* ] °o
P °
°
-0.4 )
°
< 06 &
°
-0.8 4
-1.0 o ]
T " T . T T T T T " T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

g

Figura 4.5. Pérdida de altura cuando Z=14.
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En la fig. 4.6 se aprecia la variacion del efecto de la fuerza de Basset.

@ Modelo analitico
@ £=0.01
] @ £=0.03
0.0 4 C X ) =
°3§§§§§goo ® =004
] 393070, ® =005
°s9 e o
-0.1 4 0®_o O
@ o 9
* % o
°o° b o°
@ o
-0.2 4 « sy ®
3 ) o e
o e e @ "
-0.3 4 @ o © -
Y
= 2 o
0.4 . - E
: 0 o ®
@ ©
-0.5 - e O
°
-0.6 ]
T ¥ T L T L T ! T Y T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

g

Figura 4.6. Aumento de &, manteniendo a Z=10.5.

Para el segundo caso, donde los efectos de la fuerza de arrastre son mayores a los del

tiempo f>>cy B>>0.

AZ% — B AZ% B —AZ?
£(o) = 37 e Po + 3 o+ 32
1
N (AZZ—B 2 1 1 = 202 .
£{— =02 ——0 2——¢
B B B2 B
AZ2+1 . AZ%+1 AZ%2+1
n@)=———e P +———o-——7
B B B
1
N </122+1 2 1 1 = 202 8o
£4— —02——0 2——-—-¢
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Obteniendo como resultado la siguientes grafica.

En la Fig. 4.7 se aprecia la variacion del parametro Z =5, 8.5 Y 10 del segundo enfoque.

9]
-14_-
164
-18 -
290~

299 .

7=5
7=8.5
e 7=10

Figura 4.7. Segundo modelo analitico con diferentes nimeros de Z.

Como se puede apreciar en esta Ultima figura, los resultados carecen de significado fisico,

razon por la cual no se realizaron las demas graficas, pero esto se hablara mas a detalle en

las conclusiones.
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Capitulo 5

Conclusiones

Como se comentd para el modelo analitico, se generaron dos soluciones, una donde se
consideraba £ y £ que son los valores adimensionales de la fuerza de arrastre muy grandes
0 muy pequefias en comparacion con o que es el tiempo adimensionalizado. Una vez
graficadas las dos aproximaciones, se aprecia que del limite de § muy grande se obtiene la
Fig. 4.7, con distintos numeros de Z para apreciar mejor su comportamiento. Este
comportamiento se desvia dramaticamente y sin sentido de los resultados experimentales
proporcionados por la Fig. 4.1 que muestra la verdadera trayectoria de la gota ya que los
resultados obtenidos en la figura 7 son mucho mayores y por ende muy desviados a los de
la verdadera trayectoria y pérdida de altura obtenida con los del disefio experimental, por lo
que se considera que este modelo analitico obtenido por la consideracion de que f>>ao

carece de significado fisico.

Contrario a lo que se aprecia en el enfoque donde f<<a, se aprecia el movimiento de la
gota recorriendo una trayectoria como la del modelo experimental por lo se puede comentar
que tiene un enorme sentido fisico y que este modelo analitico obtenido es una importante
aproximacion al comportamiento de una gota que ha sido expulsada por una boquilla. En
primera instancia se compara el modelo analitico vs el modelo experimental y se aprecia
que con un nimero de Z =10.5 con nuestro modelo se registra la mejor trayectoria de la
gota, teniendo una ligera desviacion a partir de los 20 centimetros en el eje de las abscisas,
apreciandose con esta una menor pérdida de altura que la que es efectuada realmente una

vez que llega al sustrato a los 25 centimetros.
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En la figura 4.3 se aprecia la influencia de los distintos nimeros de Z en un rango de 4 a 10
y en el dominio del 4 al 7, ocurre que la gota no cruza los 25 centimetros de distancia
recorrida, a diferencia de cuando Z =8, 9 o 10. Esto es lo que realmente explica el nimero
Z, que como se sabe, es la relacion del nimero de Reynolds con el nimero de Weber y que
describe si se generara el efecto satélite una vez que el liquido es expulsado por la boquilla.
Por lo que se puede concluir para esta figura, que cuando la gota no cruza los 25
centimetros se genera el efecto satélite y por ende la gota colapsa en cientos de gotitas.

En la figura 4.4 se aprecia la importancia del efecto Basset ya que cuando este efecto es
eliminado en el eje de las abscisas, la trayectoria generada es casi igual a la trayectoria del
modelo analitico. Un punto a considerar es que cuando se elimina el efecto Basset para la
componente de las ordenadas, se observa que pierde toda relacion con la trayectoria
generada por el modelo analitico. Sin embargo, cabe mencionar que observando el modelo
experimental y en especial en el punto donde la gota llega a los 25 centimetros, esto casi
coincide para la misma distancia recorrida con el modelo analitico desarrollado en este
trabajo despreciando el efecto de la fuerza de Basset para la coordenada de la ordenada. Se
puede apreciar la importancia de este efecto en el eje de las “y” ya que hay mucho mayor
influencia para esta que en el eje de las “x” como se aprecia en la figura 4.4 grafica,
observando con ello la importancia que involucra el no despreciar el efecto Basset;
logrando con esto, tener la mejor aproximacion a nuestro modelo experimental teniendo

una mejor apreciacion a la trayectoria real de la gota.

En la figura 4.5 se hace un comparativo entre la trayectoria experimental de la gota contra
el modelo analitico cuando Z=14 y observando que con este nimero se obtiene la mejor
eficiencia, llamando a esta como la mejor forma de evitar pérdida de altura una vez que es
expulsada la gota de la boquilla. Esto es de gran importancia en la industria ya que para
ciertos procesos de impresion de tinta de forma vertical con una cierta distancia de
separacion entre la boquilla y el substrato, teniendo como objetivo final que la gota sea
impresa de tal forma que no haya pérdida de altura una vez que ha sido expulsada para

lograr que se impregne de forma correcta.

Como una conclusion general se puede llegar a decir que la ecuacion de Basset—

Boussinesq—Oseen que modela el comportamiento del movimiento de una particula puede
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ser utilizada para obtener una muy buena aproximacion de la trayectoria de una gota una
vez que es expulsada de una boquilla. De los puntos de mayor interés se aprecia que cuando
se trata de escalas muy pequefias ciertos efectos son de gran importancia como se aprecia
en el efecto Basset que es despreciable cuando se habla de magnitudes mayores, asi como
la importancia de la tension superficial, tema de gran interés permitiendo con esta que la
gota permanezca en una sola y no en cientos debido al efecto satélite, provocando

desprendimiento dentro de ella.
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