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Introduccion

Los érdenes lineales surgen de conceptos simples y muy comunes en la vida real:
las filas o las listas de objetos. Como sucede muchas veces al generalizar conceptos en
las matematicas, las filas (“de la vida real”) terminan siendo los 6rdenes lineales mas
simples.

Como su nombre lo indica, un orden lineal es un objeto matematico que puede ser
representado sobre una linea. Para describirlo usamos un conjunto L y una relacién
binaria sobre él, muchas veces denotada como <. Su teoria consta de sélo tres axiomas:
el que afirma la antirreflexividad de <, el que garantiza la transitividad de <, y el
que declara la tricotomia de <. Desde el punto de vista de la Légica Matematica,
la podemos pensar como una teoria “simple”, pero esto no significa que sea trivial,
pues es esta misma “simplicidad” la que permite tener una gran variedad de 6rdenes
diferentes entre si, convirtiendo su estudio en algo complicado e interesante. Mas ain,
hay estructuras muy importantes que son érdenes lineales, algunos ejemplos de éstas
son el conjunto de los nimeros naturales, el de los enteros, el de los racionales, el de
los reales y cualquier niimero ordinal.

En cuanto al estudio o clasificacién de los 6rdenes lineales podemos mencionar que
una de las consecuencias del Teorema de Inestabilidad de Shelah es que la Teoria de
Ordenes Lineales es inestable, lo cual puede expresarse de la siguiente manera: para un
cardinal arbitrario x hay una gran cantidad de 6rdenes lineales no isomorfos, de hecho
hay 2*. Esto ya es poco manejable en el caso en que x = w y mucho peor si el cardinal
es ain mas grande. Una forma de interpretar lo anterior es que no es sencillo encontrar
una clasificacién para los 6rdenes lineales.

Guardando el debido respeto a este resultado, trataremos de abordar el estudio de
los 6rdenes lineales desde una perspectiva distinta. Lo que haremos sera estudiar dos
tipos concretos y muy conocidos de érdenes lineales, los discretos y los densos, para
mostrar después el aspecto que tiene un orden lineal con base en ellos. Claro estd que
esto no sera una clasificacién, pero es una pequena aproximacion a este estudio, que
nos permite entender, quiza, cémo esta dispuesto el orden, al tener una imagen mas
clara, o al menos diferente de cémo luce un orden lineal.

Para lograr lo anterior hemos dividido este trabajo en cuatro capitulos. El primero
estd dedicado a los conceptos basicos acerca de los 6rdenes lineales para homologar la
notacién y obtener los resultados mas generales que se usaran en el resto del trabajo.
En el segundo capitulo recordamos algunas de las propiedades de los ordinales, en
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particular aquellas relacionadas con su orden, el comportamiento de las relaciones C
y €, asi como los Teoremas de Recursién e Induccion y los conceptos de cofinalidad
y coinicialidad. El tercer capitulo estd dedicado a los érdenes discretos y densos y a
explorar sus caracteristicas. También en este capitulo introducimos los 6rdenes Z%’s
y los 14’s. En el capitulo cuarto desarrollamos la herramienta de las condensaciones
y aplicamos los conceptos y resultados del capitulo tercero para obtener el resultado
deseado: todo orden lineal es una concatenacién densa de érdenes discretos. Mds atn,
esta representacion puede encontrarse de forma que la concatenacién sea la mas pequena
posible. Por ltimo, incluimos el concepto de la 1-homogeneidad, mostrando que en los
ordenes que cumplen esta propiedad se simplifica la representaciéon arriba mencionada.

Se ocupardn ampliamente los conceptos bésicos relacionados con érdenes lineales
y con los ordinales, estos incluyen definiciones, operaciones y relaciones entre ellos.
Aunque varios de los resultados que los involucran se recuerdan en los capitulos primero
y segundo, se asumird que las personas que lean este trabajo conocen estos conceptos
previamente. Por todo lo anterior, se aconseja que las personas que lean este trabajo
hayan cursado los primeros dos cursos de Teoria de Conjuntos o sus equivalentes, en los
cuales se aprenden la mayoria de los conceptos que se utilizan a lo largo de esta tesis.

VI



Capitulo 1

Preliminares

Este primer capitulo estd dedicado a las propiedades bésicas de los 6rdenes lineales,
asi como a los conceptos necesarios para desarrollar este trabajo.

El propésito de incluir un capitulo asf es el de prevenir confusiones en cuanto al uso
de ciertos conceptos y notaciones, por lo que aquellos teoremas o construcciones cuyas
demostraciones sean demasiado largas o no estén inspiradas en el estudio de érdenes
lineales se omitiran, pero pueden consultarse en (ACM11) o en (HJ99).

1.1. Ordenes Parciales, Lineales y Buenos Ordenes

Las relaciones son objetos matemdticos que aparecen en diferentes areas, en par-
ticular destacan las relaciones binarias. Comenzamos dando las siguientes definiciones
que las involucran.

Definicién 1.1.  I) Sean P un conjunto y < una relacién binaria sobre P.

Decimos que (P, <) es un orden parcial siy sélo si

i) Vee P(x £ x) (< es antirreflexiva) y

ii) Va,y,ze€ Pl(x <y ANy < z) = = < z] (< es transitiva).
Al conjunto P se le suele llamar el campo del orden parcial y se le puede denotar
como cam(<).

IT) Sean L un conjunto y < una relacién binaria sobre L.

Decimos que (L, <) es un orden lineal (u orden total), si y sélo si (L,<) es
un orden parcial y para cualesquiera z,y,z € L se cumple una de las siguientes
condiciones: x <y, y <z oz =y (< es tricotémica).

III) Sean B un conjunto y < una relacién binaria sobre B.

Decimos que (B, <) es un conjunto bien ordenado (o un buen orden) si y sélo
si (B,<) es un orden parcial y para cualquier subconjunto no vacio X de B se
cumple que Jx € XVye X(x <y V z =y) (es decir, X tiene un <-minimo).
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Cuando (P, <) es un orden parcial y x y y son elementos de P, la notacién =z < y
puede usarse para abreviar el hecho x < yVx = y, es importante mencionar esto porque
es algo que utilizaremos frecuentemente.

Los siguientes hechos son bien conocidos.

Proposicién 1.2. i) Si (L, <) es un buen orden, entonces (L, <) es un orden lineal.

ii) Si (P, <) es un orden parcial y X C P, entonces (X, <') es un orden parcial, donde
<'=<nN (X x X). Al orden <" se le llama la restriccion del orden < al conjunto
X y se denota como <|x,' pero por lo general inicamente se escribe <.>

Ademds también es cierto que si (L,<) es un orden lineal o un buen orden,
entonces (X, <[x) es un orden lineal o un buen orden, correspondientemente.

Demostracion. i) Supongamos que (L, <) es un buen orden. Sean a, b€ P. Es suficiente
ver que a < b o b < a para demostrar que es un orden lineal. Tenemos que ) # {a, b} C
P, por lo que {a,b} tiene un primer elemento, el cual puede ser a o b. Asi, a < b o
b<a.

i1) Supongamos que (P, <) es un orden parcial y que X C P. Debemos demostrar
que (X, <[x) es un orden parcial. Sean z,y, z € X. Demostraremos que: -) x £[x =y
que ) siz <|xyyy<|x z entonces x <[x z.

Para ver -), supongamos que z <[x z, entonces (z,z) € <[x = <N (X x X), por
lo que (z,z) € <. Es decir, z < z, lo cual es una contradiccién, pues x € P y < es
antirreflexiva en P.

Resta verificar el inciso --). Supongamos que = <[x y y que y <|x z. De manera
similar a como se hizo en el parrafo anterior, se puede ver que x < y y y < z. Por la
transitividad de <, se tiene que x < z, lo que significa que (z, z) € <. Ademsds, x,z€ X,
por lo que (z,z) € <N (X x X), es decir, z <|x z.

La demostracién de que (X, <[x) es un orden lineal o un buen orden cuando (L, <)
es un orden lineal o un buen orden correspondientemente se hace de manera similar a
la prueba anterior. O

Dado un orden parcial (P, <), podemos definir otro orden parcial, denotado por
(P, <)*, cuyo dominio sea P de manera que se “voltee” la relacién simplemente tomando
la relacién < '= {{(y,z) : (x,y) € <}. Si ademds (P, <) es un orden lineal, entonces se
puede demostrar que (P, <)* = (P, <~!) es un orden lineal, pero el hecho anilogo para
buenos érdenes no siempre sucede, como veremos en uno de los ejemplos siguientes.

Ejemplos 1.3. 1. Si A es un conjunto y r = {{y,2) € A x A :y C z}, entonces
(A,r) es un orden parcial, aunque en general al orden r se le denota precisamente
con C, es decir, (A, C) es un orden parcial®.

1 . .2 .z .. .. .
Aunque esta misma notacién también es utilizada para las restricciones de funciones, el contexto
indicard su uso.
2Ademds, cuando se haga referencia al subconjunto X como un orden parcial, debe entenderse que
se le estd considerando con la relacién <[x, a menos que se haga otra indicacion.
3Esta notacién se utiliza también con la pertenencia, pues escribimos (A, €) en lugar de escribir
(A, s), donde s = {(z,y) € AXx A:z€y}.
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2. Las estructuras numéricas (N, <y), (Z,<z), (Q,<q) y (R, <gr) son érdenes linea-
les. Su construccién conjuntista puede consultarse en (ACM11). Més aun, (N, <y)
es un buen orden. Mas adelante, veremos las caracterizaciones de estas estructuras
como Ordenes lineales.

3. Dado un conjunto z, denotamos con s(x), llamado el sucesor de z, al conjunto
x U {z}. Un conjunto A es inductivo, si y sélo si: i) D€ A y ii) si z € A, entonces
s(z) € A. Se define w como el minimo (con respecto a la contencién) conjunto
inductivo. Se puede demostrar que (w, €) es un buen orden, pero {w,€~1) no lo
es. En efecto, basta ver que para cada elemento = en w hay otro (también en w)
que es € '-menor, algo que se obtiene de la definicién de inductivo, pues si z € w
entonces s(x) € w y como z € s(x), entonces s(r) €1 z.

Consideremos ahora un orden lineal (L, <) cualquiera. Hay ciertos subconjuntos
de L a los cuales llamamos intervalos, el lector posiblemente ya esta familiarizado con
este concepto. Un intervalo I es un subconjunto de L de manera que para cualesquiera
xz,y,z€ L tales que x <y < zy z,z€1, se tiene que y € I. Repasamos aqui esta nocién,
puesto que modificaremos un tanto la notacién usual para ciertos tipos de intervalos.

Si z,y € L, escribiremos (z,y) para indicar la coleccién de elementos de L que estan
entre = y y, es decir:

{ {zel|z <2<y}, siz<y,
(.%', ) = :
{zeLly<z<ua}, siy<uz.
También denotamos con [z,y] a la coleccién de elementos de L que estédn entre z y y
incluyendo a = y a y, en otras palabras:
@ ]:{ {zeL|z<z<y}, siz<y,
’ {zeL|y<z<uz}, siy<uz.
Ambos conjuntos, (z,y) y [z,y], son intervalos de (L, <).

Ahora, en la mayoria de los textos se escribe (z,y) o [z,y], cuando sabemos que
xr < y, pero esta notacién se utilizard sin importar si x < y o y < z. Veamos un
ejemplo, consideremos a (Z, <7z), cominmente se escribe (0, 3) para referirse al conjunto
de numeros formado por 1 y 2, nosotros podremos representarlo asi o también como

(3,0).

Definicién 1.4. Sean (A,r) y (B,s) 6rdenes parciales y f : A — B una funcién.
Decimos que f es un morfismo de drdenes (o simplemente un morfismo) siy sélo si

Va,ye Az ry < f(x)sf(y)),

en cuyo caso lo denotaremos como f : (A,7r) — (B,s) o (A,r) Z¢ (B,s) (y también
de manera simple como (A,r) 2 (B,s)). Si la funcién f es biyectiva y ademds es un
morfismo, diremos que f es un isomorfismo de drdenes (o simplemente isomorfismo),
y que (A,r) y (B,s) son isomorfos, en tal caso lo denotaremos como: (A,r) = (B, s).
Si (A,r) 3 (B,s), pero no ocurre (A,r) = (B, s), podremos denotar este hecho como
(A,r) 3 (B,s). Si (A,r) = (B,s) y f es un isomorfismo, podremos llamar a f un
automorfismo de (A,r) (o simplemente un automorfismo).
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La dominancia, la dominacia estricta y la equipotencia de conjuntos tienen no-
taciones y definiciones similares a las anteriores, pero es importante recalcar aqui su
diferencia. Se dice que x estd dominado por y, escrito = y, si y sélo si hay una funcién
inyectiva con dominio x e imagen contenida en y. La equipotencia de conjuntos es deno-
tada por ~ y se define como x ~ y si y sélo si hay una funcién inyectiva cuyo dominio es
r y cuya imagen es y. Finalmente, la dominancia estricta de conjuntos, denotada por
=<, estd definida como = < y si y sélo si x <y v x = y. Las diferencias radican en que
en la dominacia y equipotencia no se estd considerando un orden para los elementos
de los conjuntos, por ejemplo, N < N, pero no ocurre que (N, <y) 3 (N, <y)*, ni que
(N, <n)* 3 (N, <n). De la misma forma N ~ Z, con lo cual también N < Z, pero no
ocurre que (N, <y) = (Z, <z) y si se tiene que (N, <) 3 (Z, <z), algo que haremos un
poco més especifico en uno de los ejemplos al final de esta seccién.

Proposicién 1.5. Si (P, <) es un orden parcial, entonces existe un conjunto A tal que
(P,<)=(4,Q).

Demostracion. Dado x € P, sean
< ={yeP:y<zVy=uz} y A:={z<:xeP}

Definimos f : P — A tal que para cada z€ P, f(z) = z<. Sean a,be P. Si f(a) C f(b),
entonces a< C b<, de aqui que a # by a € b<. Por lo tanto, a < bV a = by, como
a # b, tenemos que a < b.

Supongamos ahora que a < b. Sea z € P tal que z < a, entonces por la transitividad
de la relacién < se tiene que z < b. Por lo tanto, z€b<, con lo cual a< C b<. Por otro
lado, b £ a 'y a # b, pues a < b, por lo que b ¢ a<, pero beb<. Asi, a< C b<. Hemos
probado que f es un morfismo.

Por como se definieron el conjunto A y la funcién f es claro que f es sobre. Asi,
s6lo queda demostrar que f es inyectiva. Sean xz,y € P tales que f(z) = f(y), entonces
r< = y<. Utilizando este ultimo hecho y la definicién de x<, obtenemos que z € y<,
con lo cual x =y o < y. Si sucediera que = # y, entonces x < y y, cOMo Yy EY< = T<
y x # y, se tiene que y < z; pero, por la transitividad de <, se tendria que z < x, lo
cual es una contradiccién. Es por esto que x = y. Por lo tanto, f es inyectiva. O

La proposicién anterior afirma que bédsicamente el inico orden parcial es la con-
tencién, sin embargo, este resultado no vuelve trivial el estudio de los érdenes parciales,
pues la contencién puede comportarse de maneras muy distintas y complejas.

La siguiente proposicién es muy 1til, pues obtendremos condiciones necesarias y
suficientes, ademads de sencillas, para probar que una funcién es un morfismo de érdenes
lineales.

Proposicién 1.6. Sean (A,r) y (B,s) dos drdenes lineales y sea f : A — B. Si
Ve,yc A(xry — f(x)sf(y)), entonces la funcion f es inyectiva y

Vo,yc Az ry < f(z)sf(y))
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Demostracion. Veamos primero que f es un morfismo. Por las hipdtesis basta, ver que

Va,ye A(f(z)sf(y) = zry).

Sean x,y € A tales que f(x)sf(y). Entonces f(x) # f(y), por lo que = # y. Si y r x,
entonces f(y)sf(z) y, por la transitividad de s, se tendria que f(z)sf(x), lo que con-
tradice la definicién de orden lineal. Por lo tanto, x r y, con lo cual queda demostrado
que f es un morfismo.

Veamos ahora que f es inyectiva. Sean a,b € A, tales que f(a) = f(b). Para de-
mostrar que a = b, es suficiente probar que no sucede ar b ni br a. Como f(a) = f(b),
no sucede que f(a)sf(b) ni que f(b)sf(a) y, dado que f es un morfismo, no se puede
tener que ar b ni que br a. [l

Lo anterior nos dice que los morfismos de 6rdenes lineales son todos inyectivos, y
una forma de interpretar esto es que dado un morfismo de (L, <) en (L', <), hay una
copia fidedigna de (L, <) dentro de (L', <’).

Esto no siempre sucede con los 6rdenes parciales, veamos un ejemplo. Consideremos
los conjuntos {0,1} y {0,1,2}, las relaciones <o= {(0,1)} y <1= {(0,1),(0,2)} y la
funcién f : {0,1,2} — {0,1} tal que f(0) =0y f(1) =1 = f(2). Entonces f es un
morfismo de ({0, 1,2}, <1) en ({0, 1}, <o) que no es inyectivo. Véase la figura 1.1, donde
queda claro que no hay una copia fidedigna de el primer orden parcial en el segundo.

f
0 0

Figura 1.1: La funcién f:{0,1,2} — {0, 1}

Proposiciéon 1.7. La relacion = se comporta como una relacion de equivalencia en
la clase de los drdenes parciales. Es decir, dados (L,<), (L', <) y (L",<"), drdenes
parciales, se tiene que

i) (L, <) = (L, <);
ii) si (L,<) = (L', <), entonces (L', <') 2 (L,<); y
iii) si (L,<) = (L', <"y y (L', <"y =2 (L",<"), entonces (L, <) = (L", <").

Demostracion. i) La funcién identidad de L es un isomorfismo de (L, <) en (L, <).

i1) Si (L,<) = (L', <’), hay una funcién biyectiva f : L — L' que cumple la
propiedad de ser un morfismo de (L, <) en (L', <'), entonces f~! es una funcién biyec-
tiva y més atin, es un morfismo de (L', <’) en (L, <).
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i17) Supongamos ahora que (L, <) = (L', <) y (L', <) = (L",<"), entonces existen
isomorfismos f : (L,<) = (L', <") y g : (L', <) — (L', <”). De manera que go f : L —
L" es un isomorfismo de (L, <) en (L', <"). O

Ejemplos 1.8. 1. Las inclusiones naturales son morfismos, es decir, si (A,r) y B C
A, entonces la inclusién i : B — A tal que i(z) = z, es un morfismo de érdenes.

2. Aunque los conjuntos N y Z son ajenos, suelen verse como si N C Z, en realidad lo
que sucede es que hay un morfismo de érdenes (que preserva estructura no sélo de
orden) de N en Z. Més adelante en este capitulo veremos las caracterizaciones de
estos dos 6rdenes con lo cual sera claro que no son isomorfos, veamos el morfismo.
Definimos ¢ : N — Z por recursién para naturales como sigue,

= g(0n) = 0z,
» sin € N, entonces g(s(n)) = g(n) +z 1z.

Para probar que g es un morfismo mostraremos por inducciéon para naturales
sobre x que

Va,y € N(y <n z = g(y) <z g(z)).
El caso x = 0 se tiene por vacuidad. Sea n € N y supongamos que
Vy € N(y <nn — g(y) <z g(n)).

Sea m € s(n). Si m = n,

g(m) = g(n) <z g(n) +z 1z = g(s(n)).

Supongamos ahora que m <y n, entonces, por la hipétesis de induccion y lo que
acabamos de probar en la linea anterior,

g(m) <z g(n) <z g(s(n)).

Por lo tanto, de la induccién para naturales obtenemos que,

Va,y € N(y <n (z = g(y) <z g(x)),
y, por la proposicién 1.6, g es un morfismo.

3. Si consideramos el conjunto (—1,1) C R y la funcién f : R — (—1,1) de ma-
nera que f(x) = x/(|z| + 1), f resulta ser un morfismo del orden (R, <g) en el
orden ((—1,1),<g), lo cual probaremos en el siguiente parrafo. Mds ain, f es
un isomorfismo entre estos 6rdenes. La funcién g : (—1,1) — R, definida como
g(z) = x/(1 — |z|) es la inversa de f, por lo que f es biyectiva.

Veamos ahora que f es un morfismo. Sean z,y € R tales que z < y. Si 0 < =,
entonces |z| = z, como x < y, |y| =y, por lo que z|y| = y|z|.
Supongamos que y < 0, entonces tanto |r| = —z como |y| = —y, por lo que
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también z|y| = y|z|. Por dltimo, supongamos que x < 0 < y, entonces z|y| < 0 <
ylx|. Luego, si z < y, entonces z|y| < y|z|.
Por lo anterior, tenemos que

z(lyl+1) = zly| + = < ylz| +y = y(|z| + 1)

y, por tanto,
fle) =z/(lz[ +1) <y/(yl +1) = f(y)-

Esto demuestra que f es un morfismo.

4. Si a,beR con a <g b, entonces el intervalo (a,b) es isomorfo al intervalo (0,1).
Se puede verificar que la funcién f : (0,1) — (a,b) tal que f(z) = (b —a)xr + a es
un isomorfismo.

1.2. Tipos de orden

Definiremos ahora el tipo de orden de un orden lineal, aunque en realidad sdlo
definiremos lo que significa que dos érdenes lineales tengan el mismo tipo de orden, de
manera similar a como muchas veces se define el concepto de cardinalidad.

El tipo de orden es una herramienta de gran utilidad en el estudio de los érdenes,
ya que permite conocer propiedades, asi como comparar érdenes de una manera mas
sencilla. En cierto sentido, el tipo de orden de un orden lineal es la esencia del orden
que posee.

Definicién 1.9. Sean (A,r) y (B, s) dos érdenes lineales. Decimos que (A4,r) y (B, s)
tienen el mismo tipo de orden siy sblo si (A,r) = (B, s).

Aunque no hemos definido qué es el tipo de orden de un orden lineal, ya que sélo
hemos dicho qué significa tener el mismo tipo de orden, podemos considerar que el tipo
de orden es un representante de la clase de los 6rdenes lineales isomorfos, esto es 1util
ademaés de cémodo cuando se estudian érdenes.

Una forma de definir el tipo de orden como un representante es utilizando el Axioma
de Eleccién Global!, aunque con sélo el Axioma de Eleccién se puede definir el tipo de
orden como un conjunto’?. Como ya se dijo en el parrafo anterior, para propésitos de
esta tesis el tipo de orden es un orden lineal.

'El Axioma de Eleccién Global dice lo siguiente: “Hay un funcional biyectivo entre V' 'y OR ”. Este
no es un axioma usual de la axiomatizacién de Zermelo Fraenkel con Eleccién (ZFE) que es la més
comun en Teoria de Conjuntos.

2Recordemos que el Axioma de Eleccién es equivalente a la afirmacién “Todo conjunto tiene un
cardinal”. Entonces podemos definir el tipo de orden de (L, <) como el conjunto {{x,<’) : (k,<’) =
(L, <)} € P(k) x P(k X k), si kK = |L|, el representante que se quiere expresar es el conjunto formado
por todos los ordenes isomorfos a (L, <), cuyo campo sea x. Si, ademds, se acepta utilizar el Axioma
de Eleccién Global, podemos elegir un representante de cada una de estas colecciones, logrando asi que
un tipo de orden sea un solo orden lineal (en lugar de un conjunto de érdenes lineales).
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Definicién 1.10. Sean (A,r) y (B,s) dos 6rdenes lineales. Denotaremos al tipo de
orden de (A,r) como 7((A,r)).

Si py v son dos tipos de orden, entonces:

>~

i) decimos que v = p siy s6lo si hay (A, r), (B, s) 6rdenes lineales tales que (A4, r)
(B,s)yv=r1({4,r), pn=1(B,s));

ii) decimos que v < p si y so6lo si hay (A,r), (B,s) érdenes lineales, un morfismo
fo{Asr) = (Bs) yv=7((A,r), p=7((B,s));

iii) decimos que v < psiy sélosiv < py v #p.

Es sencillo constatar que las definiciones anteriores no dependen de los representan-
tes que se utilicen para determinarlas.

Cabe senalar que hay una notacién particular para los tipos de orden que resultan
de “voltear” a otro: si 7 es el tipo de orden de (A,r), entonces el tipo de orden de
(A, 771} es denotado por 7.

Ahora bien, el tipo de orden de un orden lineal es de cierta manera una radiografia
de éste, pues sélo resalta la estructura y se olvida de qué son sus componentes. Es decir,
si imaginamos que los 6rdenes lineales son filas, entonces el tipo de orden nos indica
la clase de fila que es, sin importarle qué o quiénes la forman. Es por esto que para
entender cémo se comportan ciertos érdenes utilizamos otros que le son isomorfos con
los que estamos mas familiarizados, ya que comparten las mismas caracteristicas que
nos interesa estudiar.

Para poder dar ejemplos concretos de la definicién anterior, caracterizaremos a las
estructuras numericas conocidas como N, Z, Q y R. Como ya se dijo, no haremos la
construccién de estas estructuras en este trabajo, que pueden consultarse en (ACM11),
pero dado que ocuparemos algunas de ellas ampliamente es importante recordar las
propiedades de sus érdenes. Las demostraciones completas de estas caracterizaciones
también pueden consultarse en (ACMI1).

Definicién 1.11. Sean (P, <) un orden parcial, X C Py pe P.
i) Decimos que p es una cota inferior de X siy sélosiVee X(p < x Vp = x).
ii) Decimos que p es una cota superior de X siy sélo si Vee X(x < pVx = p).

iii) Decimos que p es un <-minimo (o simplemente un minimo) de X si y sélo si
p€ X y p es cota inferior de X.

iv) Decimos que p es un <-mdzimo (o simplemente un mdzimo) de X si y solo si
p€ X y p es cota superior de X.

Un hecho que se puede demostrar rapidamente es que si un subconjunto X de P tiene
minimo o méaximo, éste es tnico.

Teorema 1.12 (Caracterizacién del tipo de orden de N). Todo buen orden (L,<) sin
maximo, en el que todo subconjunto acotado superiormente tiene mdzximo es isomorfo
a{w, €).
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Demostracion. La prueba formal de este teorema utiliza el Teorema de Recursion para
N, al construir una funcién f tal que f(0) = [, donde [ es el minimo de (L, <), y
f(s(n)) =b, si b es el minimo del conjunto {z : f(n) < x}. Se prueba que esta funcién
f preserva el orden y que es suprayectiva. O

Teorema 1.13 (Caracterizacién del tipo de orden de Z). Todo orden lineal (L, <)
stn minimo, ni mdxrimo, en el que cualquier subconjunto acotado superiormente tiene
mazximo y todo subconjunto acotado inferiormente tiene minimo es isomorfo a (Z,<z).

Demostracion. Se selecciona un elemento [ € L y se demuestra que el conjunto {z :
I < 2} con el orden inducido < y el conjunto {y : y < I} con el orden <! son ambos
isomorfos a N utilizando el resultado anterior. Luego se induce una funcién f de L en
Z a través de los isomorfismos que son provistos de los hechos anteriores. Se prueba
que esta funcién f es un isomorfismo. O

Dadas las caracterizaciones de (Z, <z) y de (N, <), podemos ahora si asegurar que
no son isomorfos como ya habiamos mencionado.

Definicién 1.14. Sea (L, <) un orden lineal y X C L.

i) Decimos que (L, <) es denso siy sélo si para cualesquiera y, z € L tales que y < z,
hay xr€L con y < x < z.

ii) Decimos que X es sin extremo izquierdo si y sélo si X no tiene minimo.
ili) Decimos que X es sin extremo derecho siy sélo si X no tiene maximo.
iv) Decimos que X es sin extremos si y sélo si no tiene méximo ni minimo.

Teorema 1.15 (Caracterizacién del tipo de orden de Q). Todo orden denso, numerable,
sin extremos es isomorfo a (Q, <q).

Hay varias maneras de probar este resultado pero la mayoria se basan en el llamado
“back and forth”, la diferencia entre estas demostraciones reside en cémo es presentada
esta idea.

Definicién 1.16. Sean (L, <) un orden lineal, X, Y C Ly a € L.

i) Decimos que X es denso en L (o simplemente denso) siy sélo si para cualesquiera
y,z€ L tales que y < z, hay x€ X con y < x < z.

ii) Decimos que (L,<) es separable si y s6lo hay un subconjunto denso en L y
numerable.

iii) Decimos que a es <-supremo (o simplemente supremo) de X siy sélo si a es la
minima cota superior de X (es decir, si a es el minimo del conjunto de las cotas
superiores de X).

iv) Decimos que L es completo si y sélo si cualquier subconjunto no vacio de L tiene
supremo.
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Teorema 1.17 (Caracterizacién del tipo de orden de R). Todo orden lineal (L, <)
separable, completo y sin extremos es isomorfo a (R, <g).

La prueba de este resultado se hace utilizando la caracterizacién anterior aplicada
al subconjunto separable de (L, <), pues este subconjunto es isomorfo a Q. Con este
isomorfismo se induce uno sobre L a través de los supremos.

Dado que hemos caracterizado a las estructuras niimericas, daremos nombres espe-
ciales a sus tipos de orden. El tipo de orden de (w, €) serd denotado por w; el de (Z, <z)
por ¢ (aunque a veces se le llama w* + w, notacién que se justifica en la siguiente sec-
cién); para el de (Q, <q) utilizaremos 7; y, para el tipo de orden de (R, <g) utilizaremos
. Finalmente, es importante mencionar, dado que se usara en algunos ejemplos, que si
n € N, el tipo de orden del orden ({m € N: m <y n}, <y), es precisamente n, en otras
palabras, el tipo de orden de un segmento inicial de naturales es el nimero natural que
lo determina.

1.3. Operaciones con ordenes lineales y tipos de orden

En esta seccion vemos cémo combinar 6rdenes lineales para obtener nuevos érdenes.
Una vez definidas estas operaciones, podremos usarlas junto con las caracterizaciones
de las estructuras numeéricas usuales para dar ejemplos comparando tipos de orden.

Definicién 1.18. Sean (A,r) y (B, s) dos 6rdenes lineales y v y u sus tipos de orden,
respectivamente.

i) Definimos la suma de (A,r) y (B,s) denotada por (A,r) + (B,s) como ((A x
{0}UB x{1}),<4rs) (0 ((Ax{0}UB x {1}),<4), si es claro sobre qué érdenes
estamos haciendo la suma), donde:

reAyyeB o,
(,a) <4, (y,b)ysiysolosiq z,ycAyxzryd,
r,yeByzsy.

ii) Definimos el producto de (A,r) y (B, s) denotado por (A,r) - (B,s) como ((4 X
B),<.rs) (0s6lo (A x B, <.), si no hay confusién sobre qué érdenes se estd mul-
tiplicando), donde:

Y5z 0,

(x,y) <.rs (w,z) siy sélo Sl{ y—zyarw

iii) Definimos la suma de v mds p, denotada v+ u, como el tipo de orden de (A,r) +
(B,s)siysblosiv=1((A4,7))y u=1((B,s)).

iv) Definimos el producto de v por p (o v, p veces), denotado por v - p, como el tipo
de orden de (A,r) - (B,s) siy sélosiv=7((A,r) yu=1((B,s)).

Es sencillo mostrar que si (4,r) y (B, s) son dos 6rdenes lineales, entonces ((A x
{0} UB x{1}),<4,s) ¥ ((Ax B),<.,s) son 6rdenes lineales. Ademsds, las definiciones

10
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del producto y suma de tipos de orden no dependen de los representantes elegidos para
determinarlos.

Repasemos la idea de la suma y el producto de tipos de orden, pues basicamente
son estos los que serd util operar.

La suma v + p es Uinicamente la concatenacién de érdenes de manera que primero
coloquemos a v y en seguida a p, es por esto que en la suma de érdenes se requiere que
los conjuntos sean disjuntos antes de sumarlos, véase la figura 1.2.

Figura 1.2: La suma v + pu

Describir el producto v - i1 es menos sencillo, el orden que define es llamado antilexi-
cografico, pues en las parejas ordenadas que lo componen, para saber quién es mayor,
primero comparamos las segundas entradas y después las primeras. Imaginemos a u,
ahora cada punto que conforma a p debemos sustituirlo por una copia de v (véase la
figura 1.3).

o
” ” — ” —

V- p

Figura 1.3: El producto v - pu

Otra manera es la siguiente: dado que p es un orden lineal podemos imaginarlo
como una linea, coloquémosla de manera vertical de forma que si un punto es mayor
que otro, el mayor quede por encima del menor, y en cada punto de u coloquemos una
linea horizontal que represente a v, donde ahora los mayores se sitien a la derecha de
los menores. El orden v - i es el que resulta de considerar que cada punto sobre una
linea horizontal (cada punto de alguna copia de v) es mayor que otro si esta mas arriba
o mas a la derecha que el primero, véase la figura 1.4.

11
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Figura 1.4: El producto v -

Tomemos (A, r) y (B,s) dos 6rdenes lineales. Ahora supongamos que AN B = ),
definimos <4upC (AU B) x (AU B) de manera que

reAyyeB A,
T <Agqupysiysblosi< xz,ycAyxzryo,
r,yeByzsy.

En este caso, se puede demostrar que ((Ax {0}UB x{1}), <4 rs) = (AUB, <auB),
es decir, si vy p son los tipos de orden de (A, r) y (B, s) correspondientemente, entonces
T((AU B, <auB)) = v + pu, pues el orden que acabamos de definir es la concatenacién
de A y B con el orden que se induce de forma natural.

Ejemplos 1.19. Como habiamos prometido, en los siguientes ejemplos usamos las
operaciones y las estructuras nimericas para comparar tipos de orden.

1. Denotamos con NT al conjunto N\ {0}, con Q* a {g€ Q:0 <g ¢} y con RT a
{qg € R: 0 <g ¢}. Gracias a las caracterizaciones, podemos concluir que (Nt <)
y (N, <y) son isomorfos, asi como (QT, <q) y (Q, <q), y (RT,<g) y (R, <g) son
isomorfos respectivamente. Esto se verifica al revisar que (N, <y) es un buen
orden, sin maximo y tal que todo subconjunto no vacio y acotado superiormente
tiene méximo; que (QT, <g) es un orden lineal numerable, denso y sin extremos;
y (RT, <g) cumple con ser separable, completo y sin extremos.

2. El tipo de orden ( es el mismo que w* + w. Una funcién que atestigua esto es la
siguiente: f:Z — (NT x {0}) x (N x {1}), tal que

f(z) ={ (-=2,0) siz<z0,

(z,1) s10<z 2.

Estamos usando como representante del tipo de orden w tanto a N como a NT.
Ademss, asumiremos que, Z~ = {x € Z : —x € N*}; y que Z se puede ver como
la unién de N y Z~. Mostremos que esta funcién es un isomorfismo. Sean x,y € 7Z,
tales que = <z y.

12
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Si 0 <z z, entonces 0 <z y. Por lo tanto,
flx) = (1) <4 {y, 1) = f(y).

Siy <z 0, tenemos que ¢ <z y <z 0 de manera que —y <y —z, por lo que
—x <} —y. Por lo tanto,

f(@) = (—2,0) <4 (—y,0) = f(y).
Six <z 0 <z y, se tiene que
f(@) = (z,0) <4 (y,1) = f(y)

Es por lo anterior y por la proposicién 1.6 que f es un morfismo y una funcién
inyectiva.

Veamos ahora que f es sobre. Sea z€ (Nt x {0}) U (N x {1}).

Si x = (n,0) para algin neNT, entonces —n€Z,y f(—n) = (n,0) = z.
Si z = (n,1) con n€N, tenemos que f(n) = (n,1) = z.

Esto demuestra que f es sobre. Por lo tanto, f es un isomofismo.

3. Para visualizar el producto (Z, <z) - (Z, <z), consideremos los puntos cuyas coor-
denadas son enteros en R x R, y sobre ese conjunto diremos que un punto a es
mayor que otro b si la ordenada de a es mayor que la de b, o si las ordenadas de
a vy b son iguales, pero la abscisa de a es mayor que la de b. Véase la figura 1.5.

7

0> 0—>0—>0—>0: - -

cr0—>0—>0—>0—>0- -

0> 0—>0—>0—>0: -

0> 0—>0—>0—>0: -

0> 0—>0—>0—>0: -

7 X 7
Figura 1.5: (Z x Z,<.)

A pesar de que en este orden todo punto tiene un sucesor inmediato y también
un predecesor inmediato, no es isomorfo a Z. Veamos, por ejemplo, que el sub-
conjunto Z x {0} de Z x Z esta acotado superiormente por (0, 1), pero no tiene
méximo. Supongamos que si lo tiene, sea (a,b) dicho méximo, entonces b = 0 con
lo que (a,b) = (a,0) <. (a + 1,0), lo cual es una contradiccién pues (a + 1,0)
estd en el Z x {0}. Por lo tanto, Z x {0} no tiene maximo (de hecho tampoco
minimo) y utilizando la caracterizacién de Z, Z x Z y Z no son isomorfos.

13
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4. La suma de (w, €) + (R, <g) tiene el mismo tipo de orden que el subconjunto

de R dado por {—1/n : neN\ {0}} U (0,1) (ya se mencion6 que (0,1) y R son
isomorfos) véase la figura 1.6. La funcién

fi(wx{0}H)Uu(0,1) = {-1/n:neN\{0}} U((0,1) x {1})
tal que f(z,0) = —1/(z+ 1)y f(x,1) = x es un isomorfismo. Asi,
T{=1/n:neN\{0}} U (0,1)] =w+ A

<OJ, E> + <R <R>

J

Figura 1.6: w + R

. Ahora que hemos definido los tipos de orden de las estructuras numéricas y las

operaciones de tipos de orden, podemos dar una respuesta a la pregunta ;sera cier-
to que 7 < puy pu < 7 implica que 7 = u? La respuesta es negativa, pues veamos,
por ejemplo, que A < A+ A\, A4+ A< A, pero A+ X # .

El hecho de que A < A + A se sigue de que la funcién
fiR=Rx{0}UR x {1},

definida como f(z) = (z,0) es un morfismo de érdenes.

Ya se ha mencionado que (0,1),(1,2) C R tienen el mismo tipo de orden que R.
Sif:(0,1) > Ryg:(1,2) — R son isomorfismos, entonces

h:(0,1)U(1,2) = R x {0} UR x {1}

definida como (f(x),0) siz<l,

h(“):{ (g) 1) sil<a:
es un isomorfismo, de forma que, como 7[(0,1) U (1,2)] = XA + A, obtenemos que
A+A <A

Observemos que si consideramos a (0,1) como subconjunto de (0,1) U (1,2), este
intervalo no tiene supremo. En efecto, si x € (0, 1) por la densidad de R, hay z€R
tal que < z < 1, de forma que x no es cota superior de (0,1). Por otro lado,
si z€(1,2), = es cota superior de (0, 1), pero volviendo a usar la densidad de R,
hay z €R tal que 1 < z < x, de manera que z € (1,2) y es una cota superior de
(0,1). Sin embargo, z < z, por lo que x no puede ser el supremo de (0,1). Hemos
probado que el (0,1) no tiene supremo en (0,1)U(1,2), por lo tanto, (0,1)U(1,2)
no es completo.

Asi, queda demostrado que A # X + A.

14
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6. El producto (R, <g) - (w, €) es algo que parece complicado, pero en realidad no
lo es. Imaginemos a los naturales con su orden usual, dentro de la linea de R,
entonces debemos sustituir a cada natural por el intervalo (0,1) C R (usando que
(0,1) tiene el mismo tipo de orden que R), pero en lugar de esto coloquémoslo
enfrente, entre el natural y su sucesor, asi obtendremos que (R, <g) - (w €) es
isomorfo al orden lineal que resulta de R al borrarle los enteros positivos, véase
la figura 1.7. Se puede verificar que la funcién f: (0,1) x N — R* definida como
f({z,n)) = n+ x es un isomorfismo.

(0,1)

—)

1 3 g 4 R
<Rv <R> : <w’ €>

Figura 1.7: R-w

El tipo de orden del producto (R, <g) - (w €) es A-w. Como este producto puede
sumergirse en R, obtenemos que A-w < A, y es claro que A < A\ - w. Sin embargo,
puede demostrarse de manera similar a como se hizo en el inciso anterior que

AE N w.

7. Puede representarse a A como (A+ 1) -w, o como (A +1) - (.

Veamos primero que A = (A + 1) - ¢. Para ello primero observamos que un repre-
sentante para el tipo de orden A + 1 es el intervalo (0, 1] contenido en R. Ahora,
definimos la funcién f : (0,1] x Z — R de forma que f(x,n) = n + x. Mostremos
que tal funcién es un isomorfismo.

Sean (x,n), (y,m) € (0,1] X Z tales que (z,n) <. (y, m). Supongamos que n <z, m,
entonces n+x <g m <g m+y, pues z,y € (0, 1]. Por otro lado, sin =my x <g v,

es claro que n +x = m + & <g m + y. Esto demuestra que f es un morfismo,
resta ver que f es sobre.

Sea w R, puede demostrarse que hay un tnico, n€7Z tal que n < w <n + 1, si
xr=w—mn, z€(0,1], ademds f(x,n) = w. Por lo tanto, f es un isomorfismo.

Para ver que A = (A+1)-w, es suficiente demostrar que la funcién g : (0,1] xN —
R™ definida como g(z,n) = n + x es un isomorfismo, lo cual se hace de manera
similar a lo hecho en el parrafo anterior.

Para terminar esta seccién generalicemos la suma de 6rdenes lineales.
Definicién 1.20. Sea (I, <;) un orden lineal y para cada i €I, sea (L;, <;) un orden

lineal. Definimos la suma
> (Li<a)

e(l,<y)

15
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(o simplemente ), ; L;, si es claro qué érdenes se estdn considerando tanto para I,
como para cada L;), como el orden:

<U L; X {i},<z> ,
el
donde (z,i) <s~ (y,j) siy sdlo si:

a) i=jyxr<;y,o

b) i<y j.

Es sencillo verificar que la suma generalizada de érdenes lineales es un orden lineal.
En el caso en que para todo i € I, (L;, <;) = (L, <) para algin (L, <) fijo denotamos

cony .rLad ;L

Proposicién 1.21. Si (L,<) y (I, <) son dos drdenes lineales, entonces
ZL = <L’<> ’ <I’<1>'
iel

Demostracion. Observemos que | J..; L x {i} = L x I, por lo que sélo resta probar que

i€l
<.=<y.Sean r,y € L e i,j € I. Tenemos que (r,i) <y~ (y,j) siyséloi=jyx <y,
01 <y j,y esto dltimo equivale a que (x,7) <. (y,j). O
Ejemplos 1.22. 1. La proposicién anterior nos permite expresar los siguientes tipos

de orden de la siguiente forma:

1) )"wZZnGw)‘;
i) A= (A+1)-C =Y A+ 1.

2. Se ha mencionado ya que la suma de érdenes lineales es siempre un orden lineal,
incluso al tratarse de la suma generalizada. En el siguiente capitulo veremos que
la suma de buenos érdenes resulta ser un buen orden; también el producto de
buenos érdenes es un buen orden. Sin embargo, a través de la suma generalizada
podemos encontrar una forma de sumar de buenos 6rdenes de manera que el
resultado no sea un buen orden (aunque claro estd que debemos involucrar un
orden que no sea buen orden para lograrlo). La suma

E n=w",
.

es decir no es un buen orden. Para comprobar esta igualdad basta tomar (>
y mostrar que es isomorfo a NT, pues asf la suma

*
new* n)
. sera isomorfo a N*.

new
La funcién i
f: (Z n> — Nt

new*

16
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tal que
F((nm}) = (z) o
=0
es un isomorfismo.

Para probar esto, hay que considerar la siguiente propiedad: para cada natural
positivo n hay un tnico natural b tal que

b b+1
Zi <n< Z’L
=0 =0

(este resultado puede probarse definiendo para cada n € N el nimero b :=

min{k € N : Z?:oi <n}).
Sean (n,m), (i, j) € U, x {l} tales que (n,m) <yt (4,7). Entonces (i, j) <>
(n,m),dedonde j < 'm,0j=myi<n Asi m<jy

J

ingk.
k=0 k

=0

Sim < j, entonces
Vi m
J<Y k=YK
k=0 k=0
y, como ademds i < j, pues (i,j) € j X J,
J

f({n,m)) = (Zk) —n<> k< <Zk> —i= f((i,5)).
k=0 k=0

k=0

Sim=jyi<n,

F((n,m)) = <Zk> —n< (Zk> —i= (Zk) —i = £((i,5)).
k=0 k=0 k=0

Lo anterior prueba que f es un morfismo de 6rdenes y una funcién inyectiva, esto
gracias a la proposicién 1.6.

Sea m € NT. Por la propiedad mencionada al inicio de la prueba, hay un tinico

b € w tal que
b b+1
Siemed
=0 i=0
Entonces si
b+1
a= (Z 2) —m,
=0

17
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Capitulo 1 Preliminares

obtenemos que

b+1 b+1 b
a= <Zz> —m<y =Y i=b+1 y
=0 i=0

1=0

b+1
m= (Zz) —a= f({a,b+1)).

=0
Por lo que f es suprayectiva y, dado que se mostré que es un morfismo y una
funcién inyectiva, f es un isomorfismo de érdenes.

18



Capitulo 2

Ordinales

Ahora pasemos al estudio de los ordinales y las propiedades referentes a su estruc-
tura como buenos o6rdenes, entre ellas, veremos los Teoremas de Induccién y Recursién,
pues estos resultados serdan ampliamente utilizados en los capitulos siguientes. Como
en el capitulo anterior, nuestro propdsito es que el lector recuerde estos conocimientos,
por lo que no se darén todas las pruebas.

2.1. Introduccion

Un ordinal es un conjunto que generalmente se utiliza para enlistar a los elementos
de otro de una manera similar a como usamos los niimeros naturales para contar a
los conjuntos finitos. Ejemplos de esto son listas de los alumnos de un cierto grupo
escolar, las instrucciones para ensamblar un equipo de sonido, que justamente enlista-
mos utilizando los nidmeros naturales (aunque generalmente sin utilizar al cero). Sin
embargo, en matematicas también queremos enlistar a conjuntos infinitos, por lo que
necesitamos también definir ordinales infinitos, ademéds de considerar ordinales finitos,
que seran precisamente los muy conocidos nimeros naturales.

Definicién 2.1. Sea x un conjunto.

Decimos que x es un ordinal si y sélo si Vy(y € © — y C z) (es decir, z es un
conjunto transitivo) y (x,€) es un buen orden.

Decimos que x es un nimero natural si 'y sélo si Vy(y € x - y C a) y (z,€) y
(z,€~1) ambos son buenos érdenes.

La definiciéon de ordinal puede expresarse en una férmula del lenguaje de la teoria
de conjuntos unicamente traduciendo a este lenguaje la definicién anterior; denotemos
a esta férmula por ord(z), de manera que « sea un ordinal si y sélo si se cumple que
ord(a).

Es inmediato de la definicién que cualquier ntimero natural es un ordinal, asi que,
por ejemplo, 0 = 0, 1 = {0}, 2 = {0, {0}} son todos ordinales. Las definiciones de los
conjuntos w y N con todas sus propiedades se pueden consultar en (ACM11) de manera
mas detallada; aqui s6lo enunciaremos algunas de ellas. Como ya mencionamos en el

19



20 Capitulo 2 Ordinales

capitulo anterior, el conjunto w se define como el minimo de los conjuntos inductivos.
Ahora, N se define como la clase de los ntimeros naturales. Se puede demostrar que
w = N, por lo que obviamente el tipo de orden de N es el mismo que el de w. También
se puede demostrar que w es un conjunto transitivo y que, como ya dijimos, (w, €) es
un buen orden, por lo que que w es un ordinal.

Proposicion 2.2. Sean o y S ordinales. Se tiene lo siguiente.
i) a ¢ al
it) s(a) = aU{a} es un ordinal.
i11) o= {y € a: 7y es un ordinal}.
w) a C B siy sdlo sia e B.
v) Se cumple una y sdlo una de las siguiente afirmaciones: a € 5, a = o B € a.

Las afirmaciones anteriores nos indican varias cosas, como el hecho de que el orden
en los ordinales sea la contenciéon propia y al mismo tiempo la pertenencia, es decir si
a 'y [ son ordinales entonces, a € 8 si y sélo si a C 8 como afirma el inciso iv) de la
proposicién anterior, pero ademés o C 3 si y sélo si @ € 8 0 @ = 5, remarcamos estos
hechos porque seran usados ampliamente.

Teorema 2.3 (Principio del Minimo Ordinal). Cualquier clase no vacia de ordinales
tiene un elemento minimo, es decir, si C es una clase no vacia de ordinales, entonces
eziste o € C tal que para cualquier B € C se cumple que v € B 0o o = 3.

Recordemos que una clase es una coleccién cuyos elementos son conjuntos, la cual
estd determinada por una férmula. Algunas de estas clases resultan ser conjuntos, aque-
llas que no lo son reciben el nombre de “clases propias”. Ahora bien, la férmula ord(x)
indica si un conjunto es un ordinal o no, de manera que hay una clase determinada por
ella a la que llamaremos OR, es decir, OR := {a : ord(a)}. El teorema anterior nos
indica que si OR fuera un conjunto, entonces (OR, €) serfa un buen orden, es por esto
que en este capitulo utilizaremos la notaciéon o < 3 siempre que o € fy o < 3 siempre
que a C 8 cuando « y ( sean ordinales.

Corolario 2.4 (Paradoja de Burali-Forti). La clase de los ordinales no es un conjunto,
en otras palabras, la clase OR es una clase propia.

Definiciéon 2.5. Sea a un ordinal.
Decimos que « es un ordinal sucesor si'y sélo si hay un ordinal § tal que s(8) = a.
Decimos que « es un ordinal limite si 'y sélo si a # () y a no es ordinal sucesor.

Proposicion 2.6. Sean o un ordinal y A un conjunto de ordinales. Se tiene lo siguien-
te.

!Este hecho es una consecuencia de la definicién de ordinal, sin necesidad de acudir al Axioma de
Buena Fundacién.

20



2.1. Introduccién 21

i) Us(a) =a.

it) o es un ordinal limite si y sélo si | Ja=a y a # 0.

i11) |JA es un ordinal y es el supremo de A.

iv) Si A# 0, entonces (A es un ordinal y es el minimo de A.

v) « es un ordinal limite si y solo si hay un conjunto de ordinales X sin mdximo,

tal que JX =a y a #0.

Demostracion. 1) Si B € «, como a € s(a), entonces B € |Js(a). Por lo que a C

ii)

iii)

iv)

Us(a).

Sea 8 € |Js(a), entonces hay x € s(«) tal que 8 € . Como z € s(a), x = a0
T €a. Sizx=a, € a Supongamos que x € a, pero dado que « es un ordinal,
es transitivo, por lo que  C «, de lo cual obtenemos que 8 € «. Por lo tanto,
también ocurre que | s(a) C a.

Sea « un ordinal limite, entonces o # 0. Como « es transitivo, (Ja C «. Sea
B € «. No es posible que a € s(8), pues si @ € s(f), entonces por el inciso
i1) de la proposicién 2.2 a € f o a = 3, lo cual es una contradiccién al inciso
v) de la misma proposicién. Por lo tanto, s(8) < «a, pero « es limite, de donde
B e s(B) ea Asi,a CJa.

Ahora supongamos que a = |Ja. Si hubiera un ordinal 5 tal que a = s(f),
entonces, ocupando el inciso anterior y estas hipdtesis, obtenemos que

s=JsB)=Ja=0

lo cual contradice que oo = s(3). Por lo tanto, no hay un ordinal 3 tal que a = s(/3)
y, dado que por hipdtesis o # 0, o es un ordinal limite.

Por el Teorema 2.3, basta probar que | J A es un conjunto de ordinales para que
(U A, €) sea un buen orden. Si z € |J A, entonces hay a € A tal que z € a, pero A
es un conjunto de ordinales, por lo que a es un ordinal. Como todos los elementos
de un ordinal son ordinales, x también es un ordinal.

Resta mostrar que |J A es transitivo. Sean y € (JA y x € y. Entonces hay a € A
tal que y € a, como a es un ordinal, 2 € a, por lo cual y € | J A. Con esto queda
demostrado que [J A es transitivo y como también (| J A, €) es un buen orden,
tenemos que |J A es un ordinal. Como J A es el menor de todos los conjuntos z
tales que para cualquier y € A se tiene y C x, | J A es el supremo de A.

Sea a el minimo de A, usando el Teorema 2.3. Como para cualquier x € A,
(A C z, entonces (A C a. Por otro lado, como para cualquier z € A, a C x
y (1A es el méas grande de todos los conjutos que cumple con esta propiedad,
tenemos que a C [ A. Por lo tanto, (] A es el minimo de A.

21



22 Capitulo 2 Ordinales

v) Sea a un ordinal. Si « es limite, por el inciso #) o = |Ja y por el inciso i), |J o
es el supremo de «, por lo que a no tiene méximo y o = (J av.
Ahora, supongamos que X es un conjunto de ordinales sin méximo y que 0 #
a =|J X. Si hubiera un ordinal g tal que s(8) = «, entonces 8 € a = |J X . Asi,
habria 6 € X, tal que 8 € §, de manera que o = s(3) < 4, pero por el inciso i),
0 < « (pues « es el supremo de X), de donde, § = a.. Por lo tanto, a« € X y a es
el méximo de los ordinales de X, lo cual es una contradiccion.

O

2.2. Teoremas de Induccién, Enumeracion y Recursion

Los Teoremas de Induccién y Recursién tienen gran importancia, pues nos brindan
una manera de demostrar propiedades de los ordinales y de definir conceptos a partir
de ellos. Por otra parte, el Teorema de Enumeracion tiene una relacién maés cercana
con los érdenes lineales, pues es a través de este teorema que podemos clasificar a los
buenos érdenes.

Teorema 2.7 (Principio de Induccién Ordinal). Sea ¢ una formula de la teoria de
conjuntos. Si se tiene

Va € OR[VB(B € a = ¢(B)) = p(a)],
entonces Vo € OR(p(a)).!

Corolario 2.8 (Principio de Induccién, segunda forma). Sea ¢ una férmula de la teoria
de conjuntos. Si se cumple que:

a) ¢(0),

b) Ya € OR[p(a) — ¢(s(a))], y

¢) Ya € OR|a es limite AN VB(B € a — o(B) — ¢(a))],
entonces se tiene Yo € OR(p(w)).

Cabe destacar que hay méas versiones del principio de induccién para ordinales,
todas ellas (incluyendo las dos anteriores) equivalentes, pero incluimos sélo aquéllas
que utilizaremos mas frecuentemente en este trabajo. Pasemos ahora al Teorema de
Enumeracion.

Teorema 2.9 (Teorema de Enumeracién). Si (B, <) es un buen orden, entonces hay
un dnico ordinal o tal que (B, <) = (o, €).

'Recordemos que OR es la clase propia de los ordinales, de manera que si escribimos o € OR, es
s6lo una abreviatura de ord(«).
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2.2. Teoremas de Induccién, Enumeracién y Recursién 23

Se hablé en el capitulo anterior acerca de los tipos de orden y de lo complicado
que resulta dar una definicién de tipo de orden de manera que éste resulte un conjunto
y, mas aun, un orden lineal. Sin embargo, gracias al Teorema de Enumeracion, en el
caso de los 6rdenes lineales que son buenos 6rdenes esto resulta muy sencillo, pues cada
ordinal resultard ser de hecho el tipo de orden de los buenos érdenes isomorfos a él.

Definicién 2.10. Sea (B, <) un buen orden. El tipo de orden de (B, <) denotado como
7((B, <)) es el inico ordinal @ que cumple (B, <) = (a, €).

Pasemos ahora al Teorema de Recursién. Algunas clases tienen como elementos
Unicamente parejas ordenadas, a tal tipo de clases las llamamos relacionales, claro que
la utilidad de este nombre es sélo cuando el relacional no es un conjunto (cuando lo
es, decimos que es una relacién). Ahora bien, hay ciertos relacionales no conjuntos, que
poseen una caracteristica especial, la cual es que se comportan como una funcién, de
hecho no pueden ser llamados funcién sélo porque no son conjuntos.

Digamos de manera més formal qué son un relacional y un funcional. Si € = {a :
¥(a)} es una clase, diremos que € es un relacional si y sélo si todos los elementos de
C son parejas ordenadas o, equivalentemente, si hay una férmula ¢ del lenguaje de la
teorfa de conjuntos (con dos variables libres) tal que € = {(z,y) : ¢(z,y)}. Si F es un
relacional determinado por la férmula ¢, entonces diremos que F' es un funcional si y
sélo si

Va,y, z((p(z,y) A p(x, 2)) =y = 2).

Ademss, si VaIy(¢(x,y)), diremos que F' es un funcional del universo. De hecho, 1la-
maremos dom(F') a la clase {z : Jy(¢(x,y))} y si ocurre que p(a,b), al conjunto b lo
denotaremos por F'(a), aunque estrictamente todos éstos son abusos de notacion.

Teorema 2.11 (de Recursién Ordinal). Si G es un funcional del universo, podemos
definir un unico funcional F tal que:

a) dom(F)=OR, y
b) YVa € OR(F(a) = G(Fla])).

Corolario 2.12 (Teorema de Recursién, segunda versién). Si G y H son funcionales
del universo y a es un conjunto, podemos definir un unico funcional F' tal que:

a) dom(F) = OR,

b) F(0) =a,

¢) Ya € OR[F(5(0) = G(F(a)), y

d) Ya € OR[a es limite — F(«) = H(F|a])].

De manera similar como comentamos para el principio de induccién para ordinales,
las versiones del Teorema de Recursiéon que se presentaron son equivalentes y son las
que se usaran. Podria pensarse que el Teorema de Recursién habla de la existencia o
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24 Capitulo 2 Ordinales

la posible construccién de una férmula del lenguaje de la teoria de conjuntos (pues en
pocas palabras el Teorema de Recursién habla de la existencia de un funcional y en ZFE
la manera de referirse a un funcional de manera formal es a través de una férmula),
pero no es asi, pues el teorema puede enunciarse también de la siguiente manera.

Si ¢ es una férmula de la teorfa de conjuntos (con dos variables libres) tal que
Va,y, z((e(x,y) ANo(x, z)) — y = z), entonces Vo € OR existe una tnica funcién f, tal
que Ya, 8 € OR:

i) dom(foz) =,
i) a€B— faCfay

iii) a € B — (fgla) =2 < o(fsla], 2))
En otras palabras, el dltimo inciso afirma que si GG es el funcional determinado

por ¢, entonces fz(a) = G(f3[a]).

Escrito de esta manera, es claro que lo que se postula es la existencia de una
sucesién de funciones que tienen las propiedades que deseamos y aproximan al funcional
descrito en el Teorema 2.11, pero el enunciado del Teorema 2.11 es mucho mas facil de
comprender y aplicar.

2.3. Aritmética ordinal

Definiremos la suma, producto y la exponenciacién ordinal utilizando el Teorema
de Recursion.

Definicién 2.13. (Suma Ordinal) Sean o y 3 ordinales.
Definimos la suma ordinal o mds 8 denotada por a+ 3, por recursion de la siguiente
manera:

1. a4+ 0=aq,
2. V6 € OR(a+ s(0) = s(a +9)),
3. a+v=Us., @+, para cualquier ordinal limite .
Proposicion 2.14. Sean o, 8y~ son ordinales. Se cumplen las siguientes propiedades.
i) a < B sty solo siy+a<y+p.
it) o= siy solo siy+a=v+p (ley de la cancelacion de la suma).
i) a<a+pfya<f+a.

iw) Si a < B, entonces hay un inico ordinal 6 que cumple que o + 6 = 3, el cual
suele denotarse como B — «.

v) (a+p)+~v=a+ (B+7) (asociatividad de la suma,).
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2.3. Aritmética ordinal 25

Demostracion. i) Demostraremos por induccién que para todo 8 € OR se tiene que

ii)

iii)

VaVy(a < f—=v+a <vy+p).

Por vacuidad tenemos que

VavVy(a <0 —=~v+a <y+0).
Sea 8 € OR y supongamos que

VaVy(a < f—v+a <vy+B).

Sean v € OR y o < s(3), entonces a = f o a < 3.
Supongamos que a = 3, entonces

yHa=y+B<s(y+B)=7+s(0).

Si o < B, entonces v+« < v+ (3 (por hipétesis de induccién) y v+ < v+ s(B).
Sea (8 un ordinal limite, supongamos que si § < 3, entonces

VaVy(a < d = v +a <v+90).

Sean v € OR y a < 3, entonces s(a) < 3, y por lo tanto

yra<y+s@ < |(Jr+o=v+5
o<

Hemos demostrado que para cualesquiera «, 8 y vy

a<foay+a<~y+p

Sean a, § y 7y ordinales. Supongamos que v+« < v+ 5, como v+ es un funcional,
a # By también por lo anterior 8 £ «, entonces a < f3.

Si a, By v son ordinales tales que v+ a = 7y + 3, entonces, por el inciso anterior,
aL By B £a,porloque a=0.

Si ay 8 son ordinales, el que @ < v+ 8 se desprende del inciso 7). Pasemos a la
otra parte de la arfirmacién.

Sea S un ordinal, mostraremos por induccién que para cualquier ordinal « se
tiene que a < 4 a. Tenemos que 0 < § = § 4 0. Ahora supongamos que para
un ordinal « ocurre que a < 8+ «. Entonces

s(a) < s(B+a) =B+ s(a).
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26 Capitulo 2 Ordinales

Por dltimo supongamos que « es un ordinal limite y que para cualquier § < «
ocurre que § < 3+ 4. Por lo tanto,

a=Jo<JB+o)=8+a

o<a <o

iv) Sean av y f ordinales tales que a < . Si @ = 3, entonces o + 0 = o = 5.
Supongamos que o < (. Por el inciso ii7), f < a + . Sea

§=min{y: B <a+~},

entonces § < o+ 4 y si € < 6, entonces o + € < S.
Si hay v € OR tal que s(y) = 4, entonces

at+y<p<a+d=a+s(y) =sla+7),

por lo que a4 6 = .
Si § es un ordinal limite, tenemos que si € < 9, entonces a + € < 3, por lo cual

a+6:Ua+e§ﬁ§a+5.

€<

La unicidad es una consecuencia del inciso i1).

v) Se puede demostrar por induccién, usando el inciso anterior para el caso limite.
O

Definicién 2.15. (Producto Ordinal) Sean « y 3 ordinales.
Definimos el producto ordinal « por B denotado por « - 8, por recursiéon de la
siguiente manera:

1. a-0=0,
2. V0 € OR(av- s(0) = - 6 + ),
3. a-y=Us,(a-d), para cualquier ordinal limite .
El producto ordinal tiene las siguientes propiedades.
Proposicion 2.16. Si «, 8 y v son ordinales, se cumplen las siguientes afirmaciones.
i) Siy#0, entonces o < 3 si y solo siy-a<~vy-p.

it) Siy # 0, entonces o« = (8 si y sélo si v-a = - (ley de la cancelacion del
producto).

iii) a- (B-7) = (- B) 7.
w) Sif#£0, a<a-Bya<p-a.
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2.3. Aritmética ordinal 27

v)

a-(B+y)=a-B+a-q.

Demostracion. i) Procederemos de manera similar a la demostracién del inciso 1)

i)

iii)

iv)

de la proposicién 2.14.
El hecho de que
Vavy #0(a <0 —= v -a<v-0),

se tiene por vacuidad.
Sea 8 € OR y supongamos que

VavVy #0(a < =y -a<~vy-p).

Sean v # 0y a < s(f), entonces a = o a < f.
Supongamos que a = 3, entonces

ya=y-B<y-B+y=7-5(8),

pues 0 < 7.
Si a < 8, entonces, por hipdtesis de induccién v - a < 7y - 3. Por el caso anterior,

sabemos que y - 5 < y-s(f), por lo que y - a < y - s(B).

Sea 8 un ordinal limite, supongamos que si § < 3, entonces

VavVy #0(a < d = v-a<y-90).

Sean v # 0y a < f3, entonces s(a) < 8. Y por el caso anterior,

va<y-s(a) < |y o) =78
0<p

Por lo tanto, utilizando el Teorema de Induccién, para cualesquiera «a, 5 y v se
tiene que
a<fB-ov-a<vy-pb.

Sean «, 8 y v ordinales. Supongamos que v-a < -3, dado que - es un funcional,
«a # [y por lo que acabamos de demostrar 5 £ «, entonces a < f3.

Utilizando el inciso anterior tenemos que si «, 8 y v son ordinales tales que v-a =
~v -3, entonces a £ By 8 £ a, por lo que a = f5.

Se puede demostrar por induccién sobre 7.

Este hecho se prueba de manera similar a como se demostro el inciso i) de la
proposicion 2.14.
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28 Capitulo 2 Ordinales

v) Demostremos esta afirmacién por induccién sobre . Sean a y § dos ordinales,
a-(B+0)=a-B=a-+a-0.
Sea  un ordinal y supongamos que a - (8 +7) = a -+ a7, tenemos que
a-Bty+l)=a-(B+y)ta=a-f+ta-yta=a-fta- (y+1)
Sea « un ordinal limite y supongamos que para cualquier § < =,
a-(B+d)=a-f+a-d.

Dado que 8+~ = U5<7(ﬁ + ), por el inciso ii) de la proposicién 2.14 y el inciso
v) de la proposicién 2.6, 5 + 7 es un ordinal limite, por lo que

a-(B+7) = U a- 9.

0< B+
Utilizando el inciso i) de la proposicién 2.14,
{a-(B+0):0<y}C{a-0:0<B+n~}

tenemos que

Ufe-(B+0):6<ytcl|Jla-d:0<B+}=a-(B+7)

También, usando los incisos iv) y i) de la proposicién 2.14, para cualquier § € S+~
hay € € v tal que 6 < 8+ ¢, por lo cual,

Jla-6:6 <8+t J{a-(B+0):6<n}.

Es decir, a- (8+7) = U{a-(8+0) : § < «}. Por otro lado, utilizando argumentos
similares a los anteriores, se puede demostrar que

a-ﬂ—l—a-’y:a-ﬁ—i—Ua-é: U(a-ﬂ—i—a-é).

o<y o<y

Ahora bien, utilizando la hipétesis de induccidn,

Ue-B+6 =@ B+a-d).

o<y o<y

Por lo tanto, a- (B+7y) =a- B+ a-7.

Definicién 2.17. (Exponenciacién Ordinal) Sean « y  ordinales.
Definimos la exponenciacién ordinal o, por recursién de la siguiente manera:

1. a® =1,
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2.3. Aritmética ordinal 29

2. V6 € OR(a*®) = af - a),
3. a7 =Us, o, para cualquier ordinal limite ~.
Proposicion 2.18. Sean o, 8 y v ordinales. Se cumplen las siguientes propiedades.
i) Sil <7, entonces a < B siy sélo si y* < .
i) Si 1 < v, entonces o = f3 si y sélo si v* = 47 (ley de la cancelacion de la
exponenciacion).
i) Sil < o, B, entonces a < of ya < B,

Demostracion. i) Este inciso se prueba de manera similar al incisos i) de las proposi-
ciones 2.14 y 2.16.

ii) Un corolario del inciso anterior pues si o, 8 y 7 son ordinales tales que y* = ~7,
entonces a £ By B £ a, por lo que a = .

iii) La primera parte de este inciso se tiene gracias al inciso i), la segunda parte se
hace por induccién de una manera similar a como se prob¢ el inciso iv) de la
proposicién 2.14.

O

Sin embargo, es importante recalcar que las operaciones con ordinales no son con-
mutativas, por ejemplo, tenemos que:

s w<l+w=,.,1+n<w, perow+1=sw), porloquel+w#w+1.

new

s w<2w=, 2 n<wywewt+lecwtw=(w-1)fw=w-2.

new

» 2=1y2l=2

La siguiente proposicién nos muestra la influencia que tienen los ordinales limite en las
operaciones de ordinales.

Proposicion 2.19. Sean o y v ordinales. Si vy es un ordinal limite, entonces
) a+y es limite;
) a7y es limite;
) a” es limite.

Demostracion. Sean o € OR y  un ordinal limite. Demostremos -). Por el inciso ) de
la proposicién 2.14 tenemos que el conjunto {« + € : € € v} no tiene méximo, por lo
tanto, utilizando la proposicién 2.6

a—l—’y:U{a—i—e:eG’y}

es un ordinal limite.
Las demostraciones de -+) y - - -) son andlogas a la anterior usando el inciso i) de las
proposiciones 2.16 y 2.18 correspondientemente. [l
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30 Capitulo 2 Ordinales

Teorema 2.20 (Algoritmo de la Divisién para Ordinales). Sean o y 8 ordinales. Si
a # 0, entonces existen ordinales unicos v y d tales que:

B=a-v+dyd<a.

Demostracion. Por los incisos i) y iv) de la proposicién 2.16, f < «a- 8 < « - s(8). Por
el principio del minimo ordinal, sea 4" el minimo ordinal que cumple que 8 < a-v'. Si
~'" fuera limite, como tenemos que

B<a-y =] o),

e<y’

entonces habria € < 7 tal que 8 € a - €. Es decir, 8 < a - ¢, pero esto contradice la
minimalidad de 4. Por lo tanto, 7/ es un ordinal sucesor o v/ = 0. Como -0 =0y
B € a-+, tenemos que v # 0, lo que implica que 7/ es un ordinal sucesor.

Sea v € OR tal que 7' = s(), tenemos que

a-y<B<a-v,

entonces, por el inciso iv) de la proposicién 2.14, hay un unico ordinal ¢ tal que (« -
v) +d = B. Si a < § (utilizando de nuevo el inciso iv) de la proposicién 2.14), hay
0 € OR tal que § = a + &', entonces

B=(a-y+d=(a-y)+at+d=la-(y+D]+5>a-v>p.

Asi, de suponer que a < J, obtenemos una contradiccién. Por lo tanto, § < a.
Ahora pasemos a demostrar la unicidad de v y de §. Sean ~1,d8; € OR tales que
B = (a-v1)+ d con d; < a. Entonces

B=(a-m)+dh <(a-m)+a=a-(n+1)
y, por la minimalidad del ordinal 4/ definido arriba, 4/ < 7 +1 con lo que v < 71, pues

v = s(y)-
También ocurre que

an<(amn)+h=06<a-7,

lo cual implica que 71 < 7' = s(), entonces vy, < 7. Por lo tanto, v = ;.
Por lo anterior tenemos que o -y = « - 1, de modo que

(@-7)+6=p=(a-7)+0.
Utilizando esto y el inciso i) de la proposicién 2.14 obtenemos que § = d;. U

Veamos que las operaciones con ordinales son compatibles con las definidas para los
tipos de orden.
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2.3. Aritmética ordinal 31

Lema 2.21. Si a y 8 son ordinales, entonces
(o, €) +(B,€) =(a+p,€) yla€)- (B, €) =({a-f,€)
Demostracion. Sean « 'y 8 ordinales. Mostremos primero que
(a4 B,€) = {(a,€) + (B, €).
Definimos f: a4+ 8 — a x {0} U5 x {1} tal que

B (0,0) sid < a,
f(é)_{ (6 —a,1) sia<é.
Veamos que f es sobre. Sea (x,y) € a x{0} U x{1}. Si y = 0, entonces = € «, de
manera que f(z) = (x,0) = (z,y). Supongamos que y = 1, entonces = € 3, por lo
que a < o+ z € a+ f. También (o 4+ z) — @ = x, por la unicidad mencionada en la
proposicién 2.14, y

fla+z)={((a+2x)—a,l) = (z,1) = (z,y).

Probaremos ahora que f es un morfismo. Sean §,y € a+fcon d <~v.Sid < aya <7,
entonces f(0) € a x {0} y f(v) € 8 x {1} por lo que f(4) <4+ f(v). Supongamos que

Y < a, entonces f(8) = (3,0) y f(3) = (7.0) y como & < 7, f(8) <+ f(3)-
Supongamos ahora que o < §. Tenemos que

a+(d—a)=d<vy=a+(y—a)
y utilizando la cancelacién de la suma ordinal (§ — a) < (y — «). Pero también
a+(d—a)=0<a+8,

y de nuevo por la cancelacién de la suma ordinal (6 — «) € . El hecho v — a € 3 se
demuestra de manera similar a lo anterior. Por lo tanto,

fO) =00 - 1) <4 (v =, 1) = f(7).

Gracias a la proposiciéon 1.6, hemos demostrado que f es un morfismo y que es una
funcién inyectiva, y cémo anteriormente probamos que era un funcién suprayectiva, f
es un isomorfismo.

Resta mostrar que
<C¥'5,€> = <C¥ €> : </87€>

Definimos f: a x  — « - § tal que f({z,y)) = a -y + z. Verifiquemos primero que si
(x,y) € a x 3, entonces a -y +x € o - 5. Sabemos que x € a y y € (3, de manera que
5(2) < a y 5(y) < B, por lo que

(a-y)+az<(a-y)+s@) <(a-y)+a=a-sy) <a-p.
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32 Capitulo 2 Ordinales

Sea € < - (. Utilizando el teorema 2.20 hay ordinales tinicos v y § tales que € = a-v+9
y 0 < a. Si B <y, entonces
a-B<a-vy+d=¢€

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, v € 3, entonces (d,7) € a x 3, ademés

flo,7) =a-v+d=c¢,

lo que demuestra que f es sobre.
Veamos que f es un morfismo. Sean (g, o), (d1,71) € ax [ tales que (5, v0) <. (d1,71)-
Si o < 71, entonces s(7y9) < 71 de donde

f((d0,7)) =a -y +d <a-s(yw) <a-y <a-y+6 = f((61,m))

Supongamos que Yy = 1 ¥ que &y < 1. Entonces

J({d0,70)) =a -y +d <a-v +6 =a- -y +6 = f((d1,7))-

Por lo anterior y la proposicién 1.6, f es un morfismo y una funcién inyectiva.
Por lo tanto, f es un isomorfismo. O

Mencionaremos ahora algunas propiedades de los ordinales iniciales y de los cardi-
nales. La construccién de los ordinales iniciales w, estd motivada por el concepto de
buen orden. En cambio la construccion de los cardinales X, estd basada en encontrar la
cardinalidad siguiente. En realidad w, resultara ser el mismo conjunto que X, y es en
gran parte gracias a esto que los conceptos de ordinal inicial y cardinal coinciden. Sin
embargo, como es usual, en esta tesis, usaremos a w, cuando el orden sea de interés y
a N, cuando sélo importe el tamano de los conjuntos.

Comencemos por los ordinales iniciales.

Definicion 2.22. Si a es un ordinal, decimos que « es un ordinal inicial si y sélo si
no es biyectable con ningin ordinal menor a él.

Equivalentemente, o es un ordinal inicial si y sélo si para todo ordinal 8 € «, 8 < a.

Se puede demostrar que si « es un ordinal, la coleccién dada por {5 : ord(B)AB =< a}
es un conjunto, pero incluso se puede demostrar que es un ordinal. Definiremos ahora
los we’s por recursion, los cuales son ordinales iniciales infinitos, mas ain, resultan ser
todos los ordinales iniciales infinitos.

Definicién 2.23. 1. wy = w.
2. Si a es un ordinal, entonces wy(o) = {B : ord(B) A B =X wa}-
3. Si a es un ordinal limite, wo = Uge, wg-

Como ya se dijo, cada w, es un ordinal inicial y si v es un ordinal inicial, hay un
ordinal 3 tal que v = wg. Pasemos ahora a los cardinales.
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2.3. Aritmética ordinal 33

Definicién 2.24. Un cardinal es un ordinal inicial, es decir, un ordinal no biyectable
con ningun ordial menor.

Es entonces claro que los conceptos de ordinal inicial y de cardinal coinciden, pero
dadas las multiples propiedades que tienen, nos referimos a ellos como cardinales cuando
nos estemos concentrando en su tamano y como ordinales iniciales cuando queramos
destacar su comportamiento como buenos érdenes.

Recordemos que si x y y son dos conjuntos x estd dominado por y, lo cual se
denota por x < ¥, si y sélo si hay una funcién inyectiva cuyo dominio es x y su imagen
estd contenida en y.

Teorema 2.25 (Teorema de Hartog). Para todo conjunto A existe un minimo cardinal
k no dominado por A y dominado por P(P(A x A)).

Demostracion. Ya hemos mencionado que cuando A es un ordinal, la coleccién {« :
ord(a) AN = A} es un ordinal. Demostraremos esto ahora y también comprobaremos
que tal coleccién estd dominada por P(P(A x A)).

Sean A un conjunto y kK = {a : ord(a) N a < A}. Supongamos que A # (). De-
mostraremos que k es un conjunto mas adelante. Suponiendo que si lo es, basta de-
mostrar que sea transitivo para que sea un ordinal. Sean o € 8 € k, entonces también
ocurre que o C 8 <X A, por lo que « € k. Verifiquemos que « es un ordinal inicial, sea
v € K, entonces v = A, si ademds vy ~ k, ocurriria que k ~ v < A, lo que significa que
K € Kk, esto contradice el que k sea un ordinal. Por lo tanto, si k es un conjunto, x es un
ordinal inicial, es decir, un cardinal. Para comprobar que en efecto es el minimo, sea
4 un ordinal no dominado por A; si y € k, 4 = A, contradiciendo nuestra suposicién,
por lo cual k C pu. Aunque no se dijo x no estd dominado por A, pues observemos que,
por ser k un ordinal k ¢ k, de donde xk £ A.

Para terminar esta parte de la prueba debemos ver que k es un conjunto.

Definimos f : P(A x A) = OR usando el Teorema de Enumeracién de manera que

Fr) = { a si {cam(r),r) = (a, €);
1 si {(cam(r),r) no es un buen orden.
Veamos que f[P(A x A)] = k. Observemos primero que si r € P(A x A), cam(r) C A.
Ahora bien, si (cam(r),r) = (a, €), f(r) = a ~ cam(r) C A, por lo que f(r) = o € k.
Si (cam(r),r) no es un buen orden, f(r) =1 =< A, pues A # (.

Sea o < A,y h: @ — A una funcién inyectiva. Si r es el orden que resulta de copiar
el orden € a h[a] a través de h, obtenemos que h(r) = a si y sélo si r # () o hla] no
es un unitario!, pues en tal caso, (h[a],r) = (o, €). Supongamos que r es vacia y que
hla] consta de un solo elemento, entonces o = 1, como A # (), hay a € A, ademéds
f{(a,a)}) = 1.

Resta probar que K < P(P(A x A)), definimos g : kK — P(P(A x A)) tal que
g(a) = fla]. Sean o, B € &, tales que g(a) = g(B). Si a # 1, y r € gla) = g(B),

'Es un hecho, que si (L, <) es un orden lineal, L = cam(<) si y sélo si < es no vacfa o L consta de
més de un elemento.
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34 Capitulo 2 Ordinales

entonces por la definicién de f, (cam(r),r) = (a,€) y (cam(r),r) = (5,€), por lo
cual (a, €) = (B,€), y por el Teorema de Enumeraciéon o« = . Sia =1,y z € A,
tenemos que f({(z,z)}) = 1, por lo cual {(z,z)} € g(a) = g(B) lo cual implica que
1= f({(z,x)}) = B. Por lo tanto, g es inyectiva y k < P(P(A x A)).

En el caso A = (), se puede ver que 1 es el cardinal deseado, pues () no domina a 1
y1 =2~ P1) ~PPO) ~ PP® x0)) y dado que 1 es el ordinal siguiente a () no
puede haber uno menor con tal propiedad. O

Definicién 2.26 (Numero de Hartog). Dado un conjunto A, sea H(A) el minimo
cardinal no dominado por A, llamado el nimero de Hartog de A. Al nimero de Hartog

de un ordinal « lo denotamos por at.

Definicion 2.27. El funcional X : OR — OR se define mediante el Teorema de Recur-
sién como sigue:

i) Ng =w.
ii) Si a es un ordinal, No11 = N},
iii) Si a es un ordinal limite, Ry = (g, Np-
A los ordinales N, con « un ordinal se les puede llamar los “alef’s”.

Proposicion 2.28. Los alef’s son todos y los unicos cardinales infinitos, es decir, para
cada ordinal o, Ry es un cardinal infinito y si k es un cardinal infinito, hay un ordinal
«a tal que kK = N,,.

Demostracion. Se puede demostrar por induccién que para todo ordinal o, R, es un
cardinal infinito. La prueba de que cualquier cardinal infinito es un alef puede hacerse
por contraddicién, usando el principio del minimo ordinal. U

Lema 2.29. Para cada ordinal o, R, = we.

Demostracion. Observemos que para definir por recursién los R, ’s y los w,’s, se usaron
los mismos funcionales, adema&s de que se usé el mismo elemento como base de la recur-
sién. Formalmente, se necesitan dos funcionales para definir por recursiéon un funcional,
como se hizo tanto en el caso del funcional w(.) como en el del funcional R, ademds
del conjunto que se usa como la base de la recursion.

Ahora bien, consideremos el conjunto w y los funcionales [ J (unién de un conjunto)
y H (nimero de Hartog de un conjunto), una de las versiones del Teorema de Recursién
nos asegura la existencia de un unico funcional F, de manera que

i) F(0) = w;
ii) para cada ordinal o, F(a) = H(F(c)); y
iii) para cada ordinal limite v, F'(y) = U F[y] = U{F(B8) : B € 7}

Con esto en mente, repasemos las definiciones de w y N,
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2.4. Cofinalidad y Coinicialidad 35

1. Ng=w y wy = w;
2. para cada ordinal a, No11 = R = H(R,) v
Wat1 = {B 1 0rd(B) N B 2 wa} = H(wa)

3. para cada ordinal limite -,

Ny = UNﬁZU{NﬁZﬁE’}/} V Wy = U(,UB:U{Wﬁlﬁe’Y}

BeY Bey

De esta manera, podemos ver que los funcionales X,y y w.) coinciden con el funcional
F'y, por lo tanto, coinciden entre ellos. O

2.4. Cofinalidad y Coinicialidad

Para finalizar el capitulo hablaremos un poco acerca de cofinalidad y coinicialidad,
pues usaremos estos resultados en los capitulos posteriores.

Definicién 2.30. Sean (L, <) un orden lineal, X C L, Y un conjuntoy f:Y — L

i) Decimos que X es cofinal en (L, <) (o simplemente cofinal) si y sélo si

Vlie L3r € X[l < z].

ii) Decimos que X es coinicial en (L,<) (o simplemente coinicial) si y sélo si

Vie L3z € X[z <.

iii) Decimos que f es cofinal en (L,<) (o simplemente cofinal) si y sélo si f[Y] es
cofinal es (L, <).

iv) Decimos que f es coinicial en (L, <) (o simplemente coinicial) si y sélo si f[Y]
es coinicial es (L, <).

Observemos que si X C L no estd acotado superiormente, es cofinal en (L, <).
De igual manera, si X no estd acotado inferiormente, es coinicial en (L, <). También
sucede que X es cofinal en (L, <) si y s6lo si X es coinicial en (L, <)* y esto implica
que f :Y — L es cofinal en (L, <) siy sélo si f es coinicial en (L,<)*. Pero no es
cierto que los conjuntos cofinales son aquellos que no estan acotados superiormente, de
la misma manera que los coiniciales no son los que no estan acotados inferiormente, el
siguiente ejemplo muestra estos hechos. Consideremos al niimero natural 3, el conjunto
{2} es cofinal en 3, pero esta acotado superiormente y el conjunto {0} es coinicial en 3
y esta acotado inferiormente.

En este trabajo, consideramos las enumeraciones como la imagen de una funcién
biyectiva entre la cardinalidad del conjunto y el conjunto mismo. Es decir, en las enu-
meraciones no hay repeticién de elementos.
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36 Capitulo 2 Ordinales

Teorema 2.31. Si (L, <) es un orden lineal, entonces hay un ordinal « y un morfismo
fila,€) = (L, <) tal que f es cofinal en (L, <).

Demostraciéon. Si L = (), o si por otro lado (L, <) estd acotado superiormente (es decir,
tiene méximo), el ordinal que podemos utilizar para la funcién es 0 o 1 respectivamente.
Supongamos que (L, <) no estd acotado superiormente. Sea {ls}scx una enumeracién
de L, donde |L| = k.

Definiremos una sucesion {3}gcor contenida en L por recursion.
xo = lo;
si o € OR, entonces

lp siza=Ilpy a0,

lsy sixzg #lgoa=0,
donde ¢ es el minimo ordinal
tal que xo <ls y lagt1 <ls

Ta+1 =

y si @ € OR es limite, entonces

lo siel conjunto {zg: 8 € a} no estd acotado superiormente,
ls siel conjunto {xg: f € a} estd acotado superiormente,
donde ¢’ es el minimo ordinal tal que g
es cota superior de {xg : f € a} U {lo}.

Lo =

Como {z : B € OR} C L, la sucesién no puede ser inyectiva y, por cémo fue construida,
hay v € OR distinto de cero, tal que x, = lp. Sea a el minimo de estos ordinales (no
cero), entonces « es limite, pues si 541 = ly, £g = lp también.

Demostraremos ahora que Vy € OR, Tq4~ = lp.

El caso v = 0, es inmediato.

Sea v € OR y supongamos que Ta4~ = lg. Como 0 # «, tenemos que 0 # a + v <
a+v+ 1y, por la definicién de la sucesion xq44+1 = lo.

Sea 7 un ordinal limite tal que V3 € v, o453 = lop. Como z, = lp y o es limite,
tenemos que {xg : € a} no esta acotado, por lo que {zg : f € (a+7)} no estd acotado,
asi o4~ = lp. Entonces si o < 0, x5 = lp.

Por cémo se construyé la sucesién {zg}scor, {5} seaq €s creciente, mostremos que
ademds es no acotada en (L, <), es decir, que VI € L3y € a(l < x,), esto probara que
es cofinal en (L, <).

Seal € L, sil <ly, es claro, pues xg = l.

Supongamos que ly < [, entonces hay § € k tal que | = ls y § # 0. Por cémo
construimos la sucesion, se tiene que l5 < x5.

Definiendo f : @« — L como f(B) = xg obtenemos una funcién creciente. Asi,
utilizando la proposicién 1.6, f es un morfismo y ademés es cofinal en (L, <), pues su
imagen {z3}geq es cofinal en (L, <). O

Corolario 2.32. Si (L, <) es un orden lineal, entonces hay un ordinal « y una morfismo
fila,e) = (L, <) tal que f es coinicial en (L,<).
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2.4. Cofinalidad y Coinicialidad 37

Demostracion. Por el teorema anterior, sabemos que hay un ordinal « y una funcién
f : {a,€) = (L,<)* cofinal, pues (L,<)* es un orden lineal. Entonces la funcién
f:a— L es un morfismo de (o, €)* en (L, <) y ademds es coinicial en (L, <). O

Definicién 2.33. Sea (L, <) un orden lineal.

Definimos la cofinalidad de (L, <) denotada por cof((L,<)) (o simplemente cof(L))
como el minimo ordinal « tal que hay f : o — L cofinal.

Definimos la coinicilidad de (L, <) denotada por coin((L, <)) (o simplemente coin(L))
como o, donde « es el minimo ordinal tal que hay f : o — L coinicial.

Definimos asi la cofinalidad y la coinicialidad para que éstas representen la forma en
que “terminan” o “inician” los drdenes lineales. Aunque no pedimos que las funciones
sean morfismos, puede demostrarse que si cof(L) = a, entonces existe un morfismo!
cofinal g : @ — L, usando la misma técnica que en el teorema 2.31. Lo anélogo se puede
afirmar para el caso de la coinicialidad.

Una forma de interpretar la cofinalidad es como “la minima cantidad de pasos
necesarios para llegar hasta el final de (L, <), sin importar en qué elemento de L
empecemos a contar o el tamano de los pasos”; con la coinicialidad pasa lo dual, la
coinicialidad es “la menor cantidad de pasos que tenemos que retroceder para llegar
hasta el inicio de (L, <), y no importa en qué elemento empecemos a contar, ni el
tamano de los pasos” (véase la figura 2.1).

‘ coin({L, <))
B 5 2 TS S S
w1 I

*—eo—o -+ —O—0—eo -+ —

cof ((L, <))
Figura 2.1: Cofinalidad y Coinicialidad

Proposicién 2.34. Si (L, <) es un orden lineal, entonces
cof({L, <)) = coin((L, <)").

Demostracion. Recordemos que f :Y — L es cofinal en (L, <) si y sélo si es coinicial
en (L, <)*.
Sig:cof((L,<))
coin((L,<)*) C cof ({(L,<)).
Si h : coin((L,<)*) — L es coinicial en (L, <), h es cofinal en (L, <), entonces
cof((L,<)) C coin({L, <)*). O

— L es cofinal en (L,<), g es coinicial en (L, <)*, por lo que

'En libros de teorfa de conjuntos se demuestra que siempre existe una funcién cofinal y creciente
de la cofinalidad de un ordinal en un ordinal. En este caso, ser creciente es quivalente a ser morfismo.
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38 Capitulo 2 Ordinales

Por ultimo es importante sefialar un hecho que ocurre con cualquier orden lineal

<L7 <>7

Cf(COf(<L, <>)) = COf((L, <>) y Cf(COiTL((L, <>)*) = COiTL((L, <>)*7

es decir, tanto cof({L, <)) como coin({L,<))* son ordinales regulares.
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Capitulo 3

Ordenes discretos y densos

Estudiaremos primero algunas propiedades acerca de los érdenes discretos empezan-
do por los érdenes Z% y después viendo algunas propiedades més generales acerca de
ellos. Seguiremos con los érdenes densos, los cuales estudiaremos a través de los 7,’s.

En los dos capitulos siguientes, para hablar de un orden lineal en general usaremos
la notacién (L, <), lo cual implica que el orden para los elementos del conjunto L es <,
el mismo simbolo que en el capitulo anterior se usé para el orden entre ordinales, para
evitar confusiones y abusos de notacién, cuando hablemos de ordinales y relaciones de
orden entre ellos usaremos los simbolos € y C.

3.1. Los ordenes Z*

Como su nombre lo indica los érdenes Z“ son una generalizacién de la exponen-
ciacién de Z para cualquier ordinal «, pues hasta ahora sélo tenemos una definicién para
Z"™ cuando n es un numero natural, gracias a la multiplicacién de érdenes, haciendo su
definicién por recursién. Es gracias a los érdenes Z“ junto con la herramienta de las
condensaciones iteradas que obtendremos una caracterizacién de los érdenes discretos.

Definicion 3.1. Sea « un ordinal.

1. Definimos el conjunto Z® como’

2% ={x €Z: |{B € a: x(B) # 0}| € No}.

2. Definimos < C Z% x Z% por recursiéon de manera que:

i) <%=

ii) si <® estd definida, entonces x <®*! y si y sélo si

z(@) <zyla), o wz(a)=yla) y z[a<yla;

1Como es costumbre, denotamos por X Y al conjunto de las funciones cuyo dominio es X y codominio
esY.
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40 Capitulo 3 Ordenes discretos y densos

iii) si o es un ordinal limite y se tiene definido <® para cada § € a, entonces
x <%y siy soélo si hay 5 € «a tal que x [5<5 yls y para cualquier ordinal
d€a,si B C4, z(6) =0=y(J).

Por la definicién anterior, para cada ordinal «, Z“ es el conjunto de las sucesiones
de longitud « con un numero finito de entradas no cero.

Proposicion 3.2. Las siguientes afirmaciones son vdlidas.

i) Sia €y yx,y €LY son tales que () = 0 = y(d) para cualquier § con o € § C ~y
Y o< Yla, entonces x <7 y.

ii) (Z*,<%) es un orden lineal para cada ordinal cv.

i) Sia € yyw,y € ZY conx <Yy y siempre que o C 6, se tiene que x(d) = 0 = y(0),
entonces T[o<* Ylqa-

Demostracion. i) Haremos la prueba por induccién. El caso v = 0 se tiene por
vacuidad. Sea 7y un ordinal, supongamos que el hecho se tiene para -y, que hay
a € v+ 1 tal que x[o<® ylo ¥y que

VBCy+1(ae B (2(8) =0=y(B))).

Si v = a, entonces z(y + 1) = 0 = y(y + 1), por lo que de la definicién de <7+,
x <VTly.

Supongamos que o € 7, entonces, por la hipétesis de induccién, z [4<7 y [,
ademds de que x(y + 1) = 0 = y(y + 1), y de la definicién de <7*! obtenemos
que z <Y1y,

El caso en que 7y es limite se tiene por la definicién de <7.

ii) Al igual que en la prueba anterior, demostraremos esto por induccién.
Tenemos que (Z°, <%) = ({01}, 1), es claro entonces que (Z°, <°) es un orden lineal.

Sea a un ordinal. Supongamos que (Z%, <®) es un orden lineal. Sea x € Z**!, si
x <t g entonces x(a) <z x(a), 0 z(a) = z(a) y 2[4<® T[4, en el primer caso
esto contradice la definicién del orden <z, el segundo caso contradice la hipdtesis
de induccién.

Sean z,y,z € Z%!, tales que z <! y y y <! 2. Por definicién de <®*!,
obtenemos que:

x(a) <z y(a)’ 0 :C(Oz) = y(a) vy wla<yla ¥
y(a) <z z(a), o yla)=z(a) vy yla<® zla

Si
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3.1. Los érdenes Z% 41

i) z(a) <z yla) y y(a) <z z(a);
i) z(a) <z y(a), yy( ) =2(q) y yla<® z[a 0
iii) z(a) =y(a) y zla< yla, y y(a) <z 2(a),
entonces x(a) <z z(a), con lo cual x <®*1 2
Supongamos ahora el tltimo caso: z(a) = y(a) y z[oa<® yla v y(a) = z(a) ¥
Yla<® z[a. Como por hipétesis de induccion, <% es un orden lineal, z[,<® z[q4.

Ademés, por nuestra suposicién x(a) = z(a), por lo que x <®*! 2. Por lo tanto,
(9t <2F1) es un orden parcial.

Para ver que <®*! es tricotémica, sean z,y € Z*T! con z #y y = £**1 y. Por
la definicién de <®*! tenemos que z(a) #z y(a), de donde y(a) <z z(a). Si
y(a) <z z(a), entonces y <! x. Supongamos que z(a) = y(a), de esto como
x £y, tenemos que x4 £ yla v, por la hipétesis de induccién, obtenemos que

Yla<* x[q. Pero z # y y x(a) = y(a), entonces x[o# yla, con lo que y[,< x[4.
Por lo tanto, y <!z

Supongamos que « es limite y para todo § € a, (Z%, <#) es un orden lineal.

Sea x € Z%, como para todo 8 € a, & £ x, por la contrapositiva de la definicién
de <*, x £%x

Sean x,y, z € Z%, tales que x <* y y y <® z. De la definicién de <* hay ordinales
By 7 tales que z5<” ylg, yly<7 zly,

Vo € a(ﬁ Co— (2(0)=0= y(5))> y

Vo e a(’y Céd—(2(6)=0= y(é)))
Si B C v, por el inciso anterior de esta proposicién, se tiene que z [, <" y[, y
también que

Vo € a(’y Cé— (z(6)=0= y(é)))
De lo anterior y de que por la hipdtesis de induccién <7 es un orden lineal, se
desprende que z[,<7 z[,, ademds como también

Vo€ ay Co— (a(5) =0==2(9)),

se tiene, por la definicion de <%, que x <* z. El caso v C 3 es similar al anterior.
Por lo tanto, (Z%, <) es un orden parcial.

Para demostrar la tricotomia, sean z,y € Z%, tales que x # y y * £% y. Como
T y y son sucesiones con un numero finito de entradas no-cero, hay un ordinal
v € « tal que

v e a(y - (2(8) =0=y()).

de forma que z [y,y [y€ Z7 y x [y# y [y, Pues x # y, pero x £ y, por lo
que z [y£7 y[y. De lo anterior y de la hipétesis de induccién, obtenemos que
yl,<Y x[,. Por lo tanto, y < x
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42 Capitulo 3 Ordenes discretos y densos

iii) Haremos la prueba por induccién. El caso v = 0 se tiene por vacuidad. Sea v un
ordinal, supongamos que el hecho se tiene para v, que x <l yy a € v+ 1 es
tal que

vgey+1(aCB— (2(8) =0=y(®)).

Si v = a, entonces (o + 1) = 0 = y(a + 1), por lo que de la definicién de <+,
eré<a eré

Supongamos que « € 7, entonces, por la definicién de <7*! y dado que z(y) =
0=1y(v), [y<” yl,, y de la hipétesis de induccién, se desprende x[o<* ylq.
Supongamos ahora que v es un ordinal limite, que el hecho se tiene para todo
B €, que z <"y, que a € v, que

v ey(aC B (@A) =0=y®)).

y también que x[,£“ ylo. Dado que por el inciso anterior de esta misma proposi-
cién (Z,<®) es un orden lineal, entonces y[,<® x|, y por la definicién de <7,
y <7 z, lo cual contradice el que (Z7,<7) sea un orden lineal. Por lo tanto,
o< Yla-

O

Cada Z% se puede pensar como un subconjunto de un producto cartesiano y sus ele-
mentos como a-adas ordenadas las cuales estan ordenadas de manera antilexicografica,
hacemos esto asi, ya que no podemos iterar el producto cartesiano de conjuntos una
cantidad infinita de veces por lo que, en principio, tampoco la multiplicacién de érdenes
lineales.

Definiciéon 3.3. Sean « y S ordinales, 5 C a.
I) Definimos ¢* = 7({Z%, <)), es decir, ¢ es el tipo de orden de (Z%, <®).

IT) Definimos la inclusidn candnica i 5 de 7P en Z* como la,g - 78 — 72 tal que

paraxeﬁZ, iap(x) =7y

ia,p(z)(7) = { 96(0’7) :11 ; Egj

En las siguiente dos proposiciones, mostramos que nuestra construccién de los
ordenes Z“ es “apropiada”, es decir, generaliza la multiplicacién de las potencias finitas
del orden lineal Z para poder iterarla una cantidad infinita de veces, ademads, de que
nos muestra cémo “lucen” estos 6rdenes.

Proposicion 3.4. Las siguientes afirmaciones son vdlidas.

1. ¢t =¢.
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3.1. Los érdenes Z% 43

2.

Si o es un ordinal, entonces (Ot = (- (.

3. Para cualesquiera ordinales o y f con o C By x € Z%, ig o(x)[a= 2.

4.

Para cada ordinal o, iq o = idze.

5. Para cada cualesquiera ordinales o,  y -y, sia C 3 C vy, entonces iy goig.q = ivy,qa-

Demostracion. 1. Dada la definicién, Z! = 'Z, la funcién f : Z' — Z tal que

2.

f(z) = x(0) es un isomorfismo, véase figura 3.1.

Sea a un ordinal, para ver que (! = ¢*. ¢, demostraremos que
<Za+1’ <a+1> = <Zaa <a> ' <Z, <Z>'

Definimos f : Zet! — Z® x Z como f(z) = (x |4, z()). Veamos que es un
isomorfismo.

Sean z,y € Z°T! tales que z <! y. Si z(a) <z y(a), por definicién de <.,
tenemos que

f(@) = (2], 2(@)) < (Yla,y(a)) = f(y)-
Siz(a) =y(a) v 2]a< yla, la definicién de <. indica que

f(x) = (@la, (@) < (Yla,y(a)) = f(y)-
Por lo tanto, f es un morfismo de 6rdenes y una funcién inyectiva, resta probar
que es sobre.
Sea (r,y) € Z* x Z, entonces y € Z'y x € Z*, con lo que = : o« — Z.

Definimos z : s(a) = Z, tal que

i) z(B)=z(B)sifeay
i) z(a) =y
Por cémo fue construido z, tenemos que z [,= z y z(a) = y. Por lo tanto,

z € Z°T1 pues x tiene sélo un niimero finito de entradas no-cero y

f(2) = (zla; 2(@)) = (2,9).

. Estas afirmaciones son claras, pues ig,(x) es una sucesién cuyas primeras o

entradas son las de z.

. Como acabamos de mencionar, i, o(2) es una sucesién cuyas primeras a entradas

son las de = y las restantes son cero, por otro lado i, g 0 ig(x) es una sucesién
’ ,y7 7a
cuyas entradas son cero, salvo por las primeras § entradas que son las de ig o (),
pero las primeras a entradas de ig o () son las de x, y las demads son cero, es por
esto que 14,53 018,04 = Ly,a-
O
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44 Capitulo 3 Ordenes discretos y densos

Proposicion 3.5. Las siguientes afirmaciones son vdlidas.
1. Si~y es un ordinal limite, entonces Z7 = Jg_., i 5ZP).

2. Si~y es un ordinal limite, entonces

7 {ZZQ-W*}-F[ZZ&-&)}.

aey* acy

Demostracion. 1. Sea v un ordinal limite, la contencién de derecha a izquierda es
por la definicién, veamos la otra. Sea x € Z7, como z es una sucesién de longitud
con un numero finito de entradas no-cero, hay un ordinal 8 € v (pues 7 es limite)
tal que para cualquier ordinal @ mayor o igual que [ y menor que 7, z(a) = 0,
de modo que i, g(x[3) =z, y x[g€ Z8.

2. Los érdenes que describiremos a continuacién son el resultado de “copiar” el orden

de " e (Z%w)y 3 ey (Z%-w*) alos conjuntos U, (2 X ZF) y Uye, (24 X Z7)
respectivamente’.

a) Se tiene que

1

S @ -w) = (@ x20), <o),

aEy* acy
donde (z,n) <_ (y,m) siy sélo si
i) la longitud de x es mayor que la de y, esto es, x € Z%, y € 7Py B € a,
ii) las longitudes de = y y son las mismas y n < m, o

iii) las longitudes de = y y son las mismas, n = my z <% y, donde x,y € Z*.

b) También
S0y = (|20 x 2, <),

acy acy

I

donde (z,n) <4 (y,m) siy sélo si
i) la longitud de z es menor que la de ¥, es decir, z € Z%, y € ZP y o € f3,
ii) las longitudes de x y y son las mismas y n < m, o
iii) las longitudes de x y y son las mismas, n = my z < y, donde z,y € Z*.
¢) Ademis, 1 = ({0}, €).

'"Recordemos que ZT = {2 €Z:0<z 2} yque Z~ = {2 € Z: z <z 0}
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3.1. Los érdenes Z% 45

w*
— ° ° ° . ° ° ° . ° _—
. ZO ZO ZO ZO ZO ZO ZO ZO ZO .

............................................................................ Y/
w* w
. . . ° o . . . .
-— —_—

................................................................................. e
* * - ° ¥ L - - -
72 7z 72 o7 72 7r 7 72 72 .

o

ZQ DY Zw---

Figura 3.1: Los é6rdenes Z“. El punto en la parte superior o en el primer nivel de la
figura, representa a Z°, en el segundo nivel se coloca un punto al centro, su izquierda estdn
representados w* puntos; y su derecha w puntos, lo cual es una forma de describir a Z. En el
tercer y cuerto nivel se procesde de manera similar al nivel dos, s6lo que ahora se sustituyen
los puntos por el orden Z o Z? correspondientemente, asi obtenemos los érdenes Z? y Z3
respectivamente. En el cuarto nivel expresa que repitiendo este proceso una cantidad « de
veces obtenemos el orden Z.
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46 Capitulo 3 Ordenes discretos y densos

Es por esto que

D@ W)+ 14 3@ w0y = (@ <z u{nyu @ < 2, <),

acy* acy acy acy

donde < es el orden inducido por los érdenes <_, € y <. Por otro lado, tenemos
que

[Z(Zo‘-w*)} Y14 [Z(ZO‘ -w)} ~ [Z(Za-w*)] v [Z(Z“-w)},

acy* acy aEy* acy
pues podemos identificar al 1 de la primera suma con el primer puntode ) . (Z*>x

w) e ir recorriendo el resto de los puntos. En vista de lo anterior, demostraremos
que (véase la figura 3.1)

zr2 | Y] 1+ [ Doz w).

aey* agy

Denotaremos con 0 al elemento de Z” que es la funcién constante 0. Definimos

f7 = | J@* xzm)yu{oyu | @z x zY),

acy acy

tal que f(0) =0y si x # 0, entonces f(z) = (z[g,,2(8;)), donde S, es el tltimo
ordinal § tal que z(3) # 0. Véase la figura 3.2.

Y -2 -1 0
— ———eo—
70w /- w 72w
ZQ w* T w ZP-CU* 7, qu Zd
———o—eo— _—
0 1 2 Y

Figura 3.2: El orden Z”

El isomorfismo propuesto corta a Z” en tres, como se ve en la figura 3.3.
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3.1. Los érdenes Z% 47

Figura 3.3: Comportamiento de f.

Sean x,y € Z7, tales que x <7 y.

Siy =0, entonces f(y) = 0. Como x <7 y = 0, por el inciso iii) de la proposicién
3.2, 2(By) <z 0, con lo cual f(z) € U,e, Z" x Z~. Por lo tanto, f(z) < f(y).

El caso # = 0 es similar al anterior. Si x = 0, entonces f(z) = (). Tenemos que
0 =z <7 y, entonces 0 <z y(By), de modo que f(y) € Uaey Z% X Z7T. Por lo

tanto, f(z) < f(y).

Supongamos que tanto x como ¥y son distintos de 0.
I) Si B, = Py, por el inciso iii) de la proposicién 3.2, obtenemos que g, 41 <PBatl
Yl 8,+1 ¥y por definicién tenemos que:
w 2(B2) <z y(Be) = y(By) 0
m 2(8:) = y(Be) = y(By) ¥ x5, <" ylg.= ylg,

m Supongamos que z(f5;) <z y(By)-
Supongamos que () <z y(By) <z 0, entonces

f), fly) e | Jz7r x2”
acy
y por la definicién de <_, f(x) <_ f(y). Por lo tanto, f(z) < f(y).

El caso 0 <z z(Bz) <z y(By) es similar al anterior. Si 0 <z x(58;) <z y(By),
entonces

@), f) e |z x z*

acy
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y de la definicién de <, f(z) <4 f(y) y, por lo tanto, f(z) < f(y).
Siz(By) <z 0 <z y(By), entonces

f(x) < Bz L UZaXZ_ y
Fy) = (wls,»u(By)) € |J 2% x 27
acy

Por lo tanto, de la definicién de <, f(x) < f(y).
an Si 2(6,) = y(Bx) = y(By) ¥ w15, < yla,= ylg,, entonces
el Uz xz™ o
acy

@), f) e |Jz7 x zt

acy
y, por la definicién de <_ o <4,

f(x) = (2lp,,2(8z)) <- (Wls,,y(By)) = f(y) o

f(x) = (@lg,,2(Be)) <+ (Yls,,y(By)) = f(y)
y, por lo tanto, f(x) < f(y).
II) Si B, € By, entonces z(B,) = 0. Por el inciso iii) de la proposicién 3.2, tenemos

que x[3y+1<5y+1 ylp,+1 y de la definicién de <Bytl
= 2(By) <z y(By), o
= 2(By) =y(By) ¥ $f5y<ﬁy Yl

pero y(By) # 0 = x(By). Por lo cual 0 = x(8y) <z y(By), entonces
Fly) = (yls,y(By) € |J 2% x Z*.

acy

Si z(B;) € Z*, como la longitud de ylp, es mayor que la de x[g,, por la definicién
de <™, tenemos que

f(@) = (2la,,2(Bx)) <" (yls,,u(By)) = f (),

por lo tanto, f(x) < f(y).
Siz(B;) € Z~, tenemos que

flo) = (alg,2(8)) € (J 2 x 27,
acy
por lo tanto, de la definicién de <, f(z) < f(y).

IIT) El caso 3, € (3, es similar al anterior. Si 3, € 3, entonces y(8;) = 0y
por el inciso iii) de la proposicién 3.2, tenemos que x[51+1<5z+1 ylg,+1. Por la
definicién de <P+*1 obtenemos que
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3.2. Ordenes Discretos 49

- x(ﬁm) <z y(ﬁx), o
. x(ﬂa:) = y(ﬁx) y xrﬁz<ﬁz yrﬁgN

pero z(fy) # 0 = y(B). Por lo cual z(8;) <z y(Bz) = 0, entonces

f(@) = (xlg,,x(B:)) € | J 2 x 27

acy
Si y(By) € Z*, tenemos que

F) = Wl y(By)) € | Z2* x 27,

acy

por lo tanto, de la definicién de <, f(z) < f(y).

Siy(By) € Z~, como la longitud de z[g, es mayor que la de yl,, por la definicién
de <_, tenemos que

f(x) = (xlp,,2(Bx)) <- (WYls,, y(By)) = f(y),

por lo tanto, f(x) < f(y).

Hemos demostrado que f es un morfismo, para terminar esta prueba demostraremos
que f es también suprayectiva. Sea

ze | J@* xzyu{oru @z x z").

acy acy

Si z =10, f(0) = 0. Supongamos que z € J,,(Z* x Z7), entonces hay ¢ € v tal

que z € Z° x Z~, por lo que z = (y,m), con y € Z° y m € Z~. Si consideramos la
sucesion w € Z7 tal que w [4= 2z, w(a) = m y si a € f € 7, w(B) = 0, entonces
fw) ==

El caso z € |

Por lo tanto, f es un isomorfismo.

aey (L% X Z1), es analogo al anterior.

3.2. Ordenes Discretos

Esta seccion estd dedicada a propiedades de los érdenes discretos, pero su estudio
y caracterizacién los terminaremos en el siguiente capitulo cuando la herramienta de
condensaciones iteradas esté desarrollada.

Definicién 3.6. Sea (L, <) un orden lineal. Decimos que (L, <) es discreto siy sélo si
para todo D C L, con al menos dos elementos, (D, <[p) no es denso; es decir, si para
todo D C L con al menos dos elementos, hay x,y € D tales que x <y y no hay z € D
conzr <z<y.
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50 Capitulo 3 Ordenes discretos y densos

Obsérvese que cualquier suborden de un orden discreto es discreto.
Ejemplos

1. Cada nimero natural es un orden discreto.
2. Los conjuntos w, y Z con el orden usual son discretos.

3. Cada ordinal es un orden discreto y, por lo tanto, cualquier buen orden también
lo es.

4. Los érdenes Q y R con su orden usual no son discretos.

5. Si (L, <) es discreto, entonces (L, < ') es discreto. La prueba se hace demostrando
que un subconjunto de (L, <) es denso si y s6lo si también lo es en (L, <~ 1).

Teorema 3.7. Sea (L, <) un orden lineal. (L, <) es discreto si y sdlo sin 2 (L,<).

Demostracion. Supongamos que 1 3 (L, <). Sea f : Q — L un morfismo de érdenes.
Mostraremos que (f[Q], <[[q)) es denso. Sean x,y € f[Q] tales que z < y, entonces
hay p,q € Q tales que f(p) =z y f(¢) = y. Dado que f es un isomorfismo, p <g ¢, y
como Q es denso, hay r € Q, tal que p <g 7 <g ¢. Como f es isomorfismo,

z=f(p) < f(r) < flg) =y.

Por lo tanto, (L, <) no es discreto.

Ahora supongamos que (L, <) no es discreto. Entonces hay D C L, con 2 < |D|, tal
que (D, <[p) es denso. Veamos que Q 3 D. Sea {¢, }nec, una enumeracién de Q, D’
el subconjunto de D que resulta de quitarle a D el minimo y el maximo (si los tiene)
y E: P(D')\ {0} — D’ una funcién de eleccién. Definimos la funcién f : Q — D por
recursion: f(qo) = E(D') y si se tiene definida f para ¢; con i <, n € w, entonces
f(@n+1) = a, donde:

i) a=FE({de D' :d< f(g;) para toda i <, n}), si g,+1 <g ¢ para toda i <, n;
ii) a=E({de D' :d> f(q) para toda i <, n}), si go+1 >0 ¢ para toda i <, n;

iii) a = E({d € D" : f(@) <d< f(g;+1)}), si ¢ <q qnt1 <@ ¢i+1 para alguna
1<y M.

Definida asf la funcién f es un morfismo de 6rdenes, lo cual es sencillo verificar (aunque
algo laborioso). De manera que Q X D 3 L. O

Teorema 3.8. Si I es un orden discreto y para cada © € I L; es un orden discreto,
entonces ;. L; es discreto.

launque la siguiente definicién es algo extensa, inicamente se quiere que la relacién que guarda g,
con los gn con m < n se preserve bajo el morfismo
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3.2. Ordenes Discretos 51

Demostracion. Supongamos que ) .. L; no es discreto, entonces Q 2., L;.

Sea f : Q — > ,c; L; un morfismo. Si para cada i € I, im(f) N [L; x {i}] es un
unitario, la funcién g : Q — I, con regla de correspondencia g(q) = i si y sélo si
f(q) € L; x {i} es un morfismo de 6rdenes, lo cual es una contradiccién pues I es
discreto.

Por lo anterior, hay i € I 'y p,q € Q tales quep <g ¢y {f(p), f(q)} C L;x{i}. Como
f es un morfismo, se tiene que f(p) < f(q) y si r es un racional tal que p <g r <q ¢,
obtenemos que f(p) < f(r) < f(q). Asi, se desprende que

lo cual contradice que L; sea discreto. [l

El teorema anterior puede probarse sin usar el teorema 3.7. Mds ain, puede probarse
sin necesidad del Axioma de Eleccién, utilizando el denso apropiado en vez de Q.

Corolario 3.9. Si Ly y Ly son dos drdenes discretos, entonces Ly - Lo es un orden
discreto.

Demostracion. Recordemos que Ly - Lo = Zie Lo L1, utilizando este hecho y el teorema
anterior, tenemos que L1 - Lo es discreto. O

Proposicion 3.10. Para cada ordinal o, Z es un orden discreto.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién.
Es claro que Z es discreto.
Sea o un ordinal y supongamos que Z® es discreto. Hemos visto ya que Z*+1 = 7.7,
Por lo tanto, por la hipétesis de induccién y el corolario anterior, Z**+! es discreto.
Sea v un ordinal limite y supongamos que para todo o < -y, Z% es discreto. Recorde-

mos que
7 = [Zza.w*] + [Zza.w},

acy* acy

entonces para cada a € v, Z% - w y Z% - w* son discretos, con lo cual
Sty Yo
acy* acry
son discretos. Por lo tanto,
DI DA A
acy* acy

es discreto. O

Cuando se haya desarrollado la herramienta de las condensaciones iteradas, ter-
minaremos la clasificacién de este tipo de érdenes.
Para terminar esta seccién veamos el siguiente ejemplo.
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52 Capitulo 3 Ordenes discretos y densos

Consideremos las sucesiones siguientes {ay }new v {bn }new tales que

0 — 0 sites par,
' 1 sii es impar.
b — 1 siqes par,
! 0 i es impar.
Mostraremos que los érdenes

ZZ“" y Zzbn,

new new

no son isomorfos, pero

ozt 3y mhny Yz 3N 7o,

new new new new

concluyendo asi que la relacién 3 no es antisimétrica (incluso si sélo consideramos
6rdenes discretos).

La forma de estos 6rdenes no es muy complicada, vedmoslo. Las sucesiones son de
ceros y unos, de forma alternada, una empieza por cero y la otra por el uno, por lo
que podemos imaginar estas sucesiones como unas lineas de ceros y unos, lo tnico que
hacemos es sustituir los ceros por un punto y los unos por Z en cada una y asi obtenemos
una “imagen”de cada orden, véase la figura 3.4.

-— . . . -—> o «—> (R

bn,
Znéw Z "

Figura 3.4: Las sucesiones Y Z% y > _ 7Zb»

Verificar que no son isomorfos es sencillo, pues el orden ) _ Z% tiene minimo
(este es el tinico elemento del primer sumando, pues el primer sumando es Z°), pero
Y new Zb no (de tener un primer elemento éste estarfa en el primer sumando que es Z,

lo cual no puede suceder).

Las funciones
f Uz x{n} — | Z' x {n},

new new

tal que f(z,n) = (x,n+1)y

g: UZb"x{n}—> UZ“”X{n},

new new
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3.2. Ordenes Discretos 53

tal que g(x,n) = (z,n+ 1) son morfismos lo que hacen estas funciones es “recorrer” las
sucesiones. Dicho de otra manera, cada sucesién es una subsucesién de la otra, lo que
se hace con f y g es reflejar este hecho en los 6rdenes.

Veamos que f es un morfismo, la demostracién de que g también lo es, es analoga
a esta prueba y por ende serd omitida.

Primero mostremos que f(z) estd bien definido para cada z. Sea

(x,n) € | JZm x {1}.

lew

Si n es par, entonces n + 1 es impar y x = 0, de modo que

fla,n) = (z,n+1) € 20 x {n+1} € | JZ" x {1}.

lew

Si n es impar, entonces n + 1 es par y « € Z, por lo que

fle,n) = (z,n+1) € Zx {n+1} | JZ" x {1}.

lew

Sean

(), (y,m) € | JZ x {n},

lew

tales que (z,n) < (y,m) (en el orden de } . Z"). Entonces n € m, o m = ny
x <Z¢1n y
Sinem,n+1€m+ 1y, por lo tanto,

flz,n)=(z,n+1) <(y,m+1)=f(y,m)

(en el orden de ), Z%). Supongamos ahora que m = n 'y x <zan . Por esto ob-
tenemos que x # y, entonces n no es par, por lo que n+ 1 si lo es y x <z y, por lo
tanto,

flx,n)=(z,n+1) <(ym+1) = f(y,m)

(en el orden de Y, Z"). Esto prueba que f es un morfismo.
Hemos probado que

PVAED DA A AL S ALY

new new new new new new

Asi, tenemos un ejemplo de érdenes discretos que no cumplen la antisimétria de la
relacién 3.
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54 Capitulo 3 Ordenes discretos y densos

3.3. Ordenes densos

Recordemos la definicion de orden denso.

Definicién 3.11. Sean (L, <) un orden lineal y X C L.
Decimos que X es denso en L (o simplemente denso) si y sélo si tiene al menos dos
elementos y Vy,z € Lly < z —» Jrv € X(y <z < z)].

Proposicién 3.12. Si (L, <) es un orden lineal denso e I C L es un intervalo con mas
de dos elementos, entonces (I, <) es denso.

Demostracion. Sean a,b € I tales que a < b, al ser (L, <) denso, hay ¢ € L, tal que
a < ¢ < b, pero como [ es un intervalo, ¢ € I. Por lo tanto, (I, <) es denso. O

Pasemos ahora a definir los 6rdenes lineales que de alguna manera representaran a
los érdenes densos, los 1), s.

Si X y Y son subconjuntos de un orden lineal, denotaremos con X < Y al hecho de
que Vo € XVy € Y(z < y). En el caso en que X o Y consistan de un solo elemento a
lo anterior podemos denotarlo como a <Y o X < a. Ademas, si a es un elemento del
orden lineal denotamos con X < a <Y al hecho de que Vo € XVy € Y(z < a < y).

Definicién 3.13. Sean « un ordinal y (L, <) un orden lineal.

Decimos que (L, <) es un 7,-orden (o simplemente un 7,,) si y sélo si para cualesquiera
X,Y C L, de cardinalidad menor que N, tales que X < Y, existe a € L tal que
X <a<Y.

Ahora bien, observemos que QQ puede separar conjuntos finitos, es decir, separa
conjuntos de cardinal menor que Ny, pues de hecho esto es equivalente a la densidad.
Es precisamente por esto que Q es un 7, por lo que podemos decir que n es un 7.

Hemos observado lo que hace un 79 lo que facilita imaginar cémo se comportan los
7o s. La propiedad a simple vista nos indica que un 7, separa conjuntos de cardinalidad
menor que N, pero de hecho esta propiedad implica varias mas.

Si consideramos al conjunto vacio como subconjunto de un 7,, se cumple que () < (),
de aqui se desprende que un 7, es no vacio. También, si tomamos al subconjunto vacio y
un elemento x del 7., tenemos que ) < {z} y {z} < 0, asi, deducimos que un 7, no tiene
extremos y tiene al menos dos elementos. Pero incluso podemos tomar un subconjunto
X del 5, con cardinalidad menor que X, y ocurre que ) < X, X < ) y la definicién
nos dice que el conjunto X esta acotado, tanto superiormente como inferiormente. Lo
anterior puede ser expresado también de la siguiente forma: “cualquier subconjunto X
de un 7, no acotado superiormente o inferiormente tiene cardinal mayor o igual a N,”,
lo cual es una condicién interesante.

Por dltimo, notemos que la propiedad de ser 7, es descendente, en el siguiente
sentido: si (L, <) es un 7, y B € «, entonces (L, <) también es un ng. Por lo anterior,
obtenemos que todos los 7,’s son densos, de hecho el concepto de 7, puede entenderse
como una generalizacién del de densidad.
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3.3. Ordenes densos 95

Teorema 3.14. Sean (L,<) unn, y D C L.
Si D es denso en (L, <), entonces (D, <) es también un 1.

Demostracion. Sean X,Y C D, con X <Y,y de cardinal menor que X,. Tenemos que
también X, Y C L, usando la propiedad de 7, (dos veces) para (L, <) hay a,b € L tales
que X <a <Y y{a} <b<Y.Tenemos que a < by dado que D es denso en (L, <),
hay ¢ € D que cumple que a < ¢ < b, por lo que X <c<Y. [l

Corolario 3.15. Si (L, <) es un n, e I es un intervalo de (L,<) con al menos dos
elementos, entonces (I, <) es un 1.

Demostracion. Como I es un intervalo con mas de dos elementos, (I, <) es denso,
usando la proposicién anterior se tiene que (I, <) es un 7,. [l

A continuacién introducimos la nocién de cortadura de un orden lineal, pues la
usaremos tanto para caracterizar a los n,’s, como en ciertas demostraciones posteriores.

Definicién 3.16. Sean (L, <) un orden lineal y X, Y C L. Decimos que (X,Y’) es una
cortadura de (L, <) si y sélo si

a) Vee XVyeY(z<y)y
b) XUY = L.

Observemos que en la definicién de cortadura no pedimos que ambos conjuntos sean
no vacios, algo que es muy comun, lo hacemos asi, porque serd de utilidad.

Teorema 3.17. Sean (L, <) un orden lineal y o un ordinal.
(L,<) es un ny siy sélo si L # 0 y para cualquier cortadura (A, B) de (L, <), se tiene
que wq C cof(A) U (coin(B)*).

Demostracion. Supongamos que (L, <) es un 7,. Sean (A, B) una cortadura de (L, <),
A" C A cofinal en A y B’ C B coinicial en B tales que A" = cof(A) y B’ = coin(B).
Como A < B, también A’ < B" y dado que (A, B) es una cortadura, no hay elementos
que separen a A y B, por lo que tampoco los hay que separen a A’ y B’, pues estos
ultimos son cofinal y coinicial a A y B respectivamente. Por la contrapuesta de la
definicién de 7, tenemos que

Wo =Ry C|A|U|B'| = cof (A) U coin(B)*.

Para el reciproco, supongamos que para cualquier cortadura (A, B) de (L,<) se
tiene que wy C cof(A) Ucoin(B)* y L # (. Sean X,Y C L tales que | X|,|[Y| € N, v
X<Y.

El caso en que X = () =Y es consecuencia de que L # ().

Supongamos que X y Y son distintos del vacio y que no hay elementos de L que
separen a X y Y. Definimos los siguientes conjuntos

A={leL:FxeX(I<z)} y B={leL:3FyeY(y<l)}
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56 Capitulo 3 Ordenes discretos y densos

Entonces tenemos que A < B, pues X < Y. Ademds, por la tricotomia de (L, <) y
porque no hay elementos entre X y Y, AU B = L, lo que hace a (A, B) una cortadura
de (L, <). Observemos que X C Ay que Y C B, ademads, veamos que cof(A) = cof(X)
y que coin(B)* = coin(Y)*.

Sean f : cof(A) — A cofinal en A, y para cada a € A, elijamos z, € X tal que
a < 7. La funcién g : cof(A) — X tal que g(a) = xf(,) es cofinal en X, pues si
r € X como X C A hay a € cof(A) tal que z < f(a) < x4,y = g(a). Por lo tanto,
cof (X) C cof(A)

Si h:cof(X) — X es cofinal en X, es también cofinal en A, pues si a € A, hay
x € X tal que a < x y, como h es cofinal en X, hay o € cof(X) tal que < h(«a), con
lo que a < h(a). Por lo tanto, cof(A) C cof(X).

La igualdad en el caso de las coinicialidades se obtiene como consecuencia de lo an-
terior aplicado al orden (L, <)*. Asi, cof(A) = cof(X) C |X| y coin(B)* = coin(Y)* C
|Y'|. Por la hipétesis obtenemos que

wa C cof(A)Ucoin(B)* = cof(X)Ucoin(Y)" C | X|U[|Y| € X,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, hay elementos de L que separan a X y a Y.
Loscasos X =0, Y #0y X #0,Y = (), son similares entre si y se hacen de manera
parecida al caso anterior, pero cuando X = () se debe considerar A = L\ B y cuando

Y=0aB=L\A 0

Teorema 3.18. Si (A, <4) y (B, <pB) son dos n,-ordenes y ambos tienen cardinal R,
entonces son isomorfos.

Demostracion. Para probar este teorema utilizaremos una técnica usada también para
demostrar la caracterizacién del tipo de orden de Q, véase por ejemplo (ACM11). Sean
{ag : B e Ny} y {bg : B € Xy} enumeraciones de A y B respectivamente.

Durante esta demostraciéon diremos que una funciéon f es un isomorfismo parcial si
y sélo si f es un isomorfismo de un subconjunto de A en B.

Probaremos que para cualquier isomorfismo parcial f con |dom(f)| € R, y cua-
lesquiera a € Ay b € B, hay un isomorfismo parcial fq tal que f C fo 4, a € dom(fa)
ybe im(fmb).

Sia € dom(f), definimos f, = f.

Si a ¢ dom(f), consideremos siguientes los conjuntos, fla<,] y flas,]. Como
|dom(f)| € Ry y f es un isomorfismo, tenemos que

f[a<A] U f[a’>A] - Zm(f) = Naa

donde aqui < es la dominancia de conjuntos (es decir, se afirma que hay una funcién
inyectiva de im(f) en R,). Ademds, fla<,] <p fla>,]. Dado que (B,<p) es un 74,
hay elementos en B que separan a fla<,]y flas ,]. Sea b, = bg/, donde " es el minimo
ordinal tal que fla<,] <p bg <p flas ,]. Con esto definimos f, = f U {(a,b,)}.

Por como fue definida, f, resulta ser un isomorfismo parcial, para cualquier a € A,
y ldom(f)] € Ra.
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Si b € im(f,), definimos fop = fa.
Supongamos que b ¢ im(f,). Observemos que los conjuntos f1[b,] v f1[bs;]
cumplen que

F by ] U f7 M bs 5] € dom(fa) < R,

y flb<y] <a fibs ). Como (A, <4) es un 1,, hay elementos en A que separan a
FHo<ply £ lbs 4] Sea ay = ag, donde & es el primer ordinal tal que ag separa a

fﬁl[b<3] y fﬁl[b>3]' Definimos fa,b = fa U {<ab7 b>}

Hemos definido f,; para cualesquiera a € A, b € B y f isomorfismo parcial, de
forma que fq resulta ser un isomorfismo parcial y dom(fqp) < Na.

También veamos que si v,k € Ry y {f3}sey con |dom(fg)| € k para cada 3 € v es
una sucesién de funciones anidadas (con respecto a la contencién), entonces | gey I €8
un isomorfismo parcial y

dom U fa ]| € XNa.
pey

Sabemos que al estar anidadas las funciones, | J ey f3 es una funcién, ademas

dom | | fs || = | dom(fs)| <D |dom(fs)| = supf{|dom(fs)[}se~ - 7],

BEY BEY Bey

y dado que para todo 8 € v, |[dom(f3)| € k,

sup{|dom(fs)l}sey - [ € £ - [7] € Ra

Sélo queda demostrar que | J Bery fs es un morfismo para que sea un isomorfismo parcial.

Sean x,y € dom <U Beny fg) tales que z <4 y. Como la sucesion de funciones estd anida-

da, hay ¢ € v, tal que z,y € dom(fs) y dado que fs5 es un isomorfismo parcial tenemos
que

U fs | @) = fs(x) <s fs) = | | f5 | W),

BEY Bey

lo que prueba que UB@ f3 es un morfismo.
Ahora definiremos una sucesién creciente de isomorfismos parciales hg para cada
B € N, por recursién y de tal modo que las condiciones siguientes se satisfagan.

1. hg = 0.
2. Si hg estéd definida para § < R, entonces hgii = (hﬁ)a&bﬁ-
3. Si~y € N, es limite y para toda § € v, hg estd definida, entonces

m:Um

oy

o7



58 Capitulo 3 Ordenes discretos y densos

Dado que tenemos una restricciones en cuanto al cardinal del dominio en cada caso,
veamos que para toda 8 € X,

|dom(hg)| € {as}ses U {bs}toesl-

La prueba de lo anterior se hace por induccién. El caso 0 se tiene, pues dom(hg) = 0 C
{ao} U {bo} Si ,8 € Ny y

|[dom (hs)|  [{as}sep U {bs}tsesl;

entonces
dom(hg1) C dom(hg) U{ag}U{(hs),,,(bs)}.

Por hipétesis de induccion,
[dom(hg) U{ag} U{(hp), s, (05} € Hastses U {bs}oes U{ag} U{(hs),,,, (bs)};

[{as}ses U {bs}ses U {ag} U{(ha)y, s, (bs)} S Has}ses U {bstoes U {ag} U {bs}|

[{astoep U {bstsep U{ag} U{bs} = [{as}sep+1 U {bs}oeptil-

Sea B € N, un ordinal limite y supongamos que la propiedad se cumple para cualquier
~v € B, entonces

dom(hg) = dom(U h,) = U dom(h),
vep vep

U dom(hy)| C Z ]dom(hq/)] - Z ‘({%}567 U {b5}5€’7)‘7

veB veB ves
> 1({as}sey U {bstoer)| = [({as}ses U {bs}oes)| - 18]
yeB

[({as}sep U{bs}sep)| - 18] = [({as}sep U {bs}tsep)l-

Por lo anterior, cada hg estd bien definido y es un isomorfismo parcial. También se
puede ver que {hg}gex, €s una sucesién creciente de isomorfismos parciales.

h=J hs

B<Ra,

Definimos

entonces h es una funcién, dom(h) C A y im(h) C B. Pero, si 8 € N,, entonces
ag € dom(hgy1) € dom(h) y bg € im(hgy1) C im(h),

por lo que A C dom(h) y B C im(h), con lo cual A = dom(h) y B = im(h).
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Demostremos ahora que h es un morfismo. Sean 3,6 € N, tales que ag <4 as.
Como {h},en, estd anidada, hay € € X, tal que ag,as € dom(he) y como he es un
isomorfismo parcial, tenemos que

h(ag) = he(ap) <p he(as) = h(as),

lo que demuestra que h es un morfismo.
Hemos demostrado que h es un morfismo, que dom(h) = A y que im(h) = B. Por
lo tanto, h es un isomorfismo de (A4, <4) en (B, <p). O

Teorema 3.19. Si (L, <) es un 1, y Ny es singular, entonces (L, <) es un no+1.

Demostracion. Sea (A, B) una cortadura de (L, <), entonces por el teorema 3.17, te-
nemos que wy C cof(A) U (coin(B)*). Por hipétesis w, = X, es singular, pero cof(A)
y coin(B) son cardinales regulares, por lo que w, € cof(A) U coin(B)*, es decir,
Wa+t1 C cof (A)Ucoin(B)*, y de nuevo utilizando el teorema 3.17, (L, <) esun ng41. O

Teorema 3.20. Sea (L, <) un 1, para algin ordinal . Sea (A, <) un orden lineal.
i) Si |A] <R,, entonces (A, <4) Z(L,<).
i) Siwe Z (A, <4) ywi Z (A, <a), entonces (A, <a) Z(L,<).!

Demostracion. i) Sea {as : § € k} una enumeracién de A, donde |A| =k < N,.
Definiremos un morfismo f : (A, <4) — (L, <) por induccién fuerte.
Sea B € k. Consideremos los conjuntos:

A™ ={f(as): 0 €Byas<aag} ¥

A+:{f(a5):5€,3ya5 <4 as}.

Ambos conjuntos tienen cardinal menor o igual que 8 y por tanto, menor que N,.
Ademés, A~ < A*. Como (L, <) es un 74, hay z € L tal que A~ < 2 < AT, dicho de
otra forma, hay elementos en L que separan a A~ y A", elegimos f(ag) como uno de
esos elementos.
Ya tenemos definida la funcién f, veamos que f resulta ser un morfismo de érdenes.
Sean 3,7 € K, tales que ag <4 a,. Como B # v, B € v 0o v € 3, supongamos que
~v € B. Entonces

flay) € {f(as): 6 € By ag <aas}> f(ap),
por lo que f(ag) < f(a,). Si f € v, entonces
flag) € {f(as) : 6 € vy as <a ay} < flay),

con lo cual f(ag) < f(ay).
Por lo tanto, (4, <4) 3 (L, <).

L Aunque no se menciona, el orden que se toma al referirse a wq, €s (W, € ara wr es (wq, €)*.
k ) «@ )
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i1) Sean k = |A| y {aq : @ € K} una enumeracién de A.
Definiremos f : (A, <4) — (L, <), por induccién fuerte para cada o € k. Sea 8 € k
tal que
Vo,v € Blas <a ay — flas) < flay)].
Definimos
Li={f(ay):v€BNay<aag} y

Ly ={f(ay) : v € BNag <aa},

entonces Ly < Lz. Como {f(ay)}yep es un morfismo de un subconjunto de A en L,
tenemos que (L1, <), (L2, <) 2 (4, <4).

Sean A; C L; cofinal en Ly y A2 C Lo coinicial en Lo tales que A1 = cof(Ly) y
As = coin(Ls), entonces A; < As.

Si we € cof(Ly), entonces

Way j Cof(Ll) r_j <L1’ <> r_\<./ <A’ <A>’

lo cual es una contradiccién, por lo que cof(L1) € wy.
Si wq C coin(Lg)*, entonces

wy S coin(La) 3 (L2, <) T (A, <4),

lo cual es una contradiccién, por lo que coin(Ly)* € w,. Por lo anterior, tenemos que
|A1], |A2] € R,.

Como (L, <) es un 74, hay elementos en L que separan a A; y a As, elegimos a
f(ag) como uno de ellos. Dado que A; es cofinal en L; y Ay es coinicial en Lo, f(ag)
también separa a L1 y a Lo.

El demostrar que f es un morfismo se hace de forma analoga a como se hizo en el

inciso ¢) de este mismo teorema.
Por lo tanto, (A4, <4) 3 (L, <). O

Hasta ahora hemos probado varias propiedades de los 7, ’s, sin embargo, sélo sabe-
mos de la existencia de los ng’s, pues ya discutimos que (Q, <g) es un 7.
Definiremos ahora los conjuntos ), para cada ordinal a.

Qo =A{z €2: Iy[x(7) = 1AVE € waly € B = (x(8) = 0)]},

es decir, ), es el conjunto de las sucesiones de ceros y unos de longitud w, que tienen
una ultima entrada con valor uno. Ordenaremos a estos conjuntos de manera lexicografi-
ca, es decir, definimos el orden <g, de la siguiente manera: si z,y € Qo y = # y, en-
tonces x <g, y siy solosiz(y) € y(v), donde vy es el primer ordinal tal que z(y) # y(7v).

La construccién de estos (0, ’s tiene como propdsito mostrar que en efecto existen los
Na’s. Ademads, gracias a ellos podremos comprender el aspecto de un 7,. A continuacién
estudiaremos algunas de sus propiedades.

Se define 2<®« como sup{2" : k € N4}, usandoo esta notacién probaremos que la
cardinalidad de cada @ es:
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1. 2% sia=B+1;
2. 2<%a si o es un ordinal lfmite o cero.

Si 6 € wy, definimos @ () como la coleccién de sucesiones cuya iltima entrada “1” es
J. De esta manera, tenemos que {Q(9) : § € wy} es una particién de @, y entonces

|Qa| = Z |Qa(6)|

0EN,

Ahora bien, Q4 (8) < %2 ~ Qu (6 + 1). De manera que

Z |Qa(6)| - Z 2l = Z |Qa(5+ 1)| - Z |Qa(6)| = |Qa|'

6€No¢ 66&)0( 66Na 66Na

|Qa

Por lo que

|Qal = Z ol = sup{210 : § € wa} - Ry = 2N R, = 2Na,
dCEWq

Si ademds o = 5(3), se tiene que 2<Ne = 285,
Teorema 3.21. Si N, es un cardinal regular, entonces Qq €5 un 1q.

Demostracion. Sean X,Y C @),, ambos de cardinal menor que R, tales que X <g, Y.

Sea B = {f € wy : Jxz € X[z(B) = 1]}, veamos que, como R, es regular, B
estd acotado superiormente en wy,.

Para cada x € X, sea (3, el ultimo ordinal § tal que x(8) = 1. Entonces {3, : = €
X} X=X < wy. Ademds {8, : x € X} C B C w,. Como w, es regular, {5, : z € X}
estd acotado superiormente, sea § € w, una de tales cotas. Si 8 € B, hay z € X tal
que z(B) = 1, entonces 8 C B, C . Por lo tanto, B estd acotado superiormente (por
) en wq. Definimos p(X) como el supremo de B. Obsérvese que p(X) € w,, pues la
cota superior § estd en w,.

Ahora, sea C' = {f € wy : Jy € Y[y(B) = 1]}, se puede ver que C estd acotado
superiormente de manera andloga a lo hecho lineas arriba. Sea p(Y) el supremo de C
y sea € = maz{p(X), p(Y)} + 1. Obsérvese que entonces € € wy.

Definiremos un elemento ¢ € @, que separa a X y a Y, por recursion. Sea v € wq
y supongamos que () esta definido para cualquier § € +y, definimos ¢(y) como sigue:

i) t(y)=1,siy=e€eosihayz € X tal que z(y) =1y x [,=1 [
ii) t(y) =0, en cualquier otro caso.

Observemos que si t(y) = 1, v C ¢, pues en el caso en que haya z € X tal que z(y) =1,
v € By vy C sup(B) € e. También obsérvese que si z € X UY, z(e) = 0.

Veamos que X <q, t. Sea z € X, como z(e) =0y t(e) =1, t # x. Sea (3 el primer
ordinal tal que x(3) # t(83), entonces x[g= t[g. Si, ademads, x(3) = 1, por la definicién
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62 Capitulo 3 Ordenes discretos y densos

de t ocurre que t(f8) = 1, lo cual es una contradiccién. Entonces z(3) =0y t(8) =1,
lo que significa que x <g, t. Por lo tanto, X <g, t.

Nos queda demostrar que t <g, Y. Seay € Y, como y(e) =0y t(e) =1, y # s. Sea
7 el primer ordinal tal que y(vy) # t(7), entonces y[,= t[.

Supongamos, para llegar a una contradiccién que t(y) = 1 y y(vy) = 0, por la
definicién de t tendriamos que vy =€ 0y € € y hay x € X tal que z(y) =1y z[,= t[,.

En el segundo caso, como z[,= y[, y y(7) = 0, obtendriamos que y <g, «, lo cual
contradice el que X < Y.

Si se diera el primer caso, que v = €, entonces y(vy) = y(e) =0, t(y) =t(e) =1y

Sea ¢ el ultimo ordinal tal que y(d) = 1. Entonces § C p(Y') € €, como y[.= t[,, tenemos
que yls=tls y 1 = y(d) = t(9). Por la definicién de ¢, tenemos que hay = € X tal que
xzls=tls y (0) = 1. Con lo cual z[s=yls y y(6) = x(J), esto aunado al hecho de que
sid € S, y(B) =0, dan como resultado que y <g, z, lo cual es una contradiccién a la
hipétesis X < Y. Asi, no es posible que v = e.

Por lo anterior, t <g, Y. Hemos mostrado que X <g, t <g, Y. Por lo tanto, Q.
es un 1g. U

Decimos que un cardinal  es inaccesible fuerte si y sélo si k es regular y x = 2<%,
Corolario 3.22. Las siguientes afirmaciones son vdlidas.
i) Para cada ordinal o, hay un na.1-orden de cardinalidad 28 .

it) Asumiendo la Hipdtesis Generalizada del Continuo (HGC), para cada ordinal «
hay un na41-orden de cardinalidad N,y 1.

i11) Si R, es un cardinal inaccesible fuerte, entonces hay un ne-orden de cardinal R, .

i) Si (L,<) es un orden lineal tal que woy1 Z (L,<) y wiy Z (L,<), entonces
|L| < 28e,

Demostracion. i) Si « es un ordinal, R, 41 es regular, con lo cual Q441 €s un 7o41.
Ademss, ya hemos demostrado que |Qqy1| = 28,

ii) Por el teorema anterior, cada Qu+1 €s un 7,41. Y asumiendo la Hipétesis Gener-
alizada del Continuo, obtenemos que

|Qar1] = 2% = Raqp1.
iii) Como X, es inaccesible fuerte,
Ro = 2% = |Qal,

y por ser un cardinal regular, @, es un 7.
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iv) Por el inciso 4i) del teorema 3.20, (L, <) 3 (Qa+1, <Q..,), entonces en particular
existe una funcién inyectiva de L en Qqy1, por lo que L = Qqp1 ~ 2%, Por lo
tanto, |L| < 2%e,

O

Veamos a continuacién que los QQ,’s con R, singular no son 7,’s.
Sean N, un ordinal singular y f : cof(R,) — X, cofinal. Definimos la sucesién

A =A{ai}iccfn,) € Qo como

1 sid C f(9),
@(9) _{ 0 sif(i)es.

De este modo, |A] = [{ai}iccrma)| = cof (Ra) < N, pues R, es singular.

Mostraremos que A no estd acotado superiormente. Sean b € (), 3 el iltimo ordinal
tal que b(8) = 1y ~ el primer ordinal tal que b(y) = 0. Entonces v C s(3), pero v # S.
Como (8 € wy, $(f) € wa, por lo que hay € € cof(R,) tal que s(8) C f(e). De modo
que b [y= age) [, ¥y b(y) = 0. Como v C s(8) C f(e), ape)(y) = 1, asi, tenemos que
bly=age) vy b(vy) € af(v), de modo que b <q, as(), lo cual significa que b no es
cota superior de A. Por lo tanto, ), no es un 7.
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Capitulo 4

Condensaciones y Homogeneidad

En este capitulo desarrollaremos las herramientas llamadas condensaciones y pros-
eguiremos con las condensaciones iteradas, pues gracias a ellas podremos expresar a
cualquier orden lineal como una suma densa de 6rdenes discretos. También con ellas
obtendremos algunos resultados interesantes acerca de los 6rdenes discretos y los 7,’s.
Posteriormente, introduciremos el concepto de 1-homogeneidad y veremos que, cuando
un orden lineal lo cumple, se simplifica la expresion antes mencionada.

4.1. Condensaciones

Recuérdese del capitulo 1 que un intervalo I de un orden lineal (L, <) es un sub-
conjunto de L tal que si z,y € I y x < z < y, entonces z € I. Obsérvese que no hemos
pedido que los intervalos sean no vacios o que tengan mas de un elemento.

Si tenemos un orden lineal (L, <) y una familia de intervalos A de L ajenos dos
a dos, < induce un orden en A al que llamaremos <(<)4 de la siguiente manera: si
I,J € A, entonces I <(<)aJ siy sélosi Ve € IVy € J(z < y). Dado que los elementos
de A son intervalos ajenos, para demostrar que I <(<)4J basta probar que I # J y
dr e I3y € J(x <y).

Definicién 4.1. Sean (L, <) un orden lineal, y L’ una coleccién de intervalos de L.
Decimos que (L', < (<)) es una condensacion de (L, <) siy s6lo si L’ es una particién
de L.

La notacién < (<) parece a primera vista complicada, pero su utilidad saldra a
relucir méas adelante en este capitulo, aunque si es claro el conjunto de intervalos y
el orden sobre el cual estamos trabajando sélo escribiremos <. Mas atn, en la mayor
parte de este capitulo usaremos esta ultima opcién.

Observemos que para definir una condensacién (L', <) sobre (L, <) es suficiente
especificar a L', pues en cualquier caso el orden < es el inducido por < en L’. Es
por esto que para definir una condensacién sobre (L, <) sélo es necesario conocer el
conjunto de intervalos ajenos cuya unién es L. .
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66 Capitulo 4 Condensaciones y Homogeneidad

Si (L', <) es una condensacién de (L, <), L' induce una relacién de equivalencia
sobre L. De manera inversa, si ~ es una relacion de equivalencia sobre I de manera
que para cada x € L, [z]~ es un intervalo, entonces (L/~, <) es una condensacién de
(L, <). Es por esto que, en principio, tenemos dos formas de definir una condensacion:
i) especificando sus elementos y mostrando que cumplen la definicién o éi) definiendo
una relaciéon de equivalencia y verificando que las clases de equivalencia sean intervalos.
En ambos casos se toma el orden inducido.

Ejemplos 4.2. Daremos ahora algunos ejemplos de condensaciones e introduciremos
la definicién de la condensacién finita, que usaremos mas adelante.

1. En el orden (R, <g), la coleccién de intervalos de la forma {[n,n + 1)|n € Z} es
una condensacién.

2. Consideremos ahora el conjunto Z x Z con el orden producto. La coleccién {Z x
{z}|z € Z} es una condensacién.

En los siguientes lemas vemos ejemplos de condensaciones para cualquier orden li-
neal. Recuérdese que en el capitulo uno, dijimos que la notacién [a, b] no necesariamente
implica que a < b, simplemente denota a todos los elementos que estan entre a y b o
son a o b.

Teorema 4.3. Si (L, <) es un orden lineal, definimos la siguiente relacion sobre L, si
z,y € L, &~y y sty sdlo si [z,y] es finito. Entonces ~f(<) tnduce una condensacion
sobre L a la que llamamos la condensacion finita.

Demostracion. El demostrar que es reflexiva y simétrica es sencillo, pues para cua-
lesquiera x,y € L, [z,z] = {z} v [z,y] = [y, z], pero el demostrar que es transitiva
requiere revisar varios casos. Sean z,y,z € L, tales que = ~y) y ¥ ¥ ~y<) 2, entonces
[z,y] ¥ [y, 2] son finitos.

Supongamos que = < y. Si z < x,

[.%',Z] = [27'%'] - [Zay] = [y,z],

con lo que [z, 2] es finito, lo que implica que z ~f) 2. Supongamos que z < z < y,
[z,2] C [x,y], por lo que [z, 2] es finito y = ~g) 2. Si por otro lado, y < z, [r,2] =
[z,y] U [y, 2], por lo que [z, z] es finito y @ ~g ) 2.

El caso en que y < x se verifica de manera analoga. O

Lema 4.4. Si (L,<) es un orden lineal, definimos la siguiente relacion sobre L, x ~y y
st y sélo ([x,y], <) es un buen orden. Entonces ~y induce una condensacion, llamada
la condensacion del buen orden.

Demostracion. De manera similar al lema anterior, la reflexividad y la simetria son
faciles de demostrar, y la transitividad se puede demostrar de manera analoga a como
se hizo lineas arriba, s6lo que ahora se hard referencia a buen orden en lugar de a la
finitud. O

66



4.1. Condensaciones 67

Cuando sea claro qué orden lineal estamos condensando, s6lo escribiremos ~¢ en
lugar de ~.) y [z]f para las clase de equivalencia de x € L. Observemos que de hecho
(L/~¢,<) es un orden lineal, por lo que podemos condensarlo a él como hicimos con
(L,<) y referirnos a sus elementos o intervalos como con cualquier otro orden lineal,
por ejemplo, si xz,y € L [[z]¢, [y]¢] denota a los elementos de L/~¢ entre [z]¢ y [y]f, junto
con [z]¢ y [y]f mismos. Asi, podemos iterar ésta accién, pues cada vez que condensamos,
obtenemos un orden lineal.

Lema 4.5. Si (L, <) es un orden lineal, entonces para cada x € L, [x]s tiene tipo de
orden finito, w, w* o (.

Demostracion. Sea x € L, veamos que cualquier subconjunto no vacio de [z]¢ aco-
tado superiormente tiene méximo y cualquier subconjunto no vacio de [x]f acotado
inferiormente tiene minimo. Una vez verificado esto, haremos un analisis, con el que
obtendremos que [x]; tiene tipo de orden finito, w, w* o (.

Sea X C [z]f no vacio y acotado superiormente. Tomemos y € X y a € [z]¢ una cota
superior de X. Tenemos que y € [y,a] N X y ademds [y, a] es finito, pues y ~¢ = ~¢ a.
Por lo tanto, [y,a] N X tiene maximo, digamos b. Veamos que b es también el méximo
de X.

SizeX,z<yoy<zSiz<y, z<y<bSiy<z z¢e€lyaNX.Porlo tanto,
z < b. Esto demuestra que X tiene méximo.

La demostracién de que cualquier subconjunto no vacio de [z acotado inferiormente
tiene minimo es similar a la anterior.

Sabemos entonces que para cada x € L, [x]f cumple que cualquier subconjunto no
vacio acotado inferiormente tiene minimo y cualquier subconjunto no vacio acotado
superiormente tiene maximo. Se pueden dar los siguientes casos.

1. Ocurre que [z]¢ tiene tanto maximo como minimo, lo que implica que [z]¢ es finito.

2. El conjunto [z]¢ tiene minimo pero no maximo, y por el teorema 1.12, ([x]¢, <) es
isomorfo a (N, <y) = (w, €).

3. La clase de equivalencia [z]f no tiene maximo, ni minimo, por lo que utilizando
el teorema 1.13, ([z]¢, <) es isomorfo a (Z, <z).

4. Si [z] no tiene minimo, pero si maximo, ([z];, <~') cumple las hipétesis del
teorema 1.12, por lo que es isomorfo a (N, <y) y por consecuencia, ([z]¢, <) es
isomorfo a {(w, €)*.

0

Es importante que ahora observemos algo que no se hizo explicito al definir los
6rdenes discretos. Recordemos, un orden (L, <) es discreto si no contiene subconjuntos
densos, lo que implica que en particular el propio orden (L, <) no es denso, es por esto,
que un orden no puede ser discreto y denso.

Lema 4.6. Si (L, <) es un orden denso, entonces (L, <) = (L/~¢, <).
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68 Capitulo 4 Condensaciones y Homogeneidad

Demostracion. Para esto demostraremos que para cualquier z € L, [x]f = {z}.

Sea x € L, supongamos que hay y € [z]f, * # y, entonces [z,y] es finito, y por
el teorema 3.7 es también discreto. Por otro lado, (L, <) es denso y como [z,y] es
uno de sus intervalos, [z,y]| es denso y, por lo anterior, también discreto, lo cual es
una contradicciéon. El isomorfismo buscado es entonces el que a cada x le asocia su
unitario. U

Ejemplos 4.7. Las condensaciones finita y del buen orden son distintas, aunque pueden
coincidir en ciertos casos, veamos ejemplos de esto.

1. Si consideramos el orden (Z, <z), entonces para cada z € Z, [z]f = Z = [z]~,.
Observamos que en este ejemplo tanto la condensaciéon finita como la del buen
orden coinciden. Es interesante observar ademas que las clases de equivalencia de
la condensaciéon del buen orden no son en general buenos 6rdenes; tampoco las
clases de equivalencia de la condensacién finita resultan siempre finitas.

2. En el orden (w+w, €), tenemos que para cada z € L, [z]., = w+w. Sin embargo,
0 =wy
Wwi=w4+w\w={w+n:ncw}
En este ejemplo, las clases de equivalencia de la condensacion del buen orden no
coinciden con las de la condensacion finita.

[0]~,
[ ]
0 1 2 w wtHlw+2 w4 w

Figura 4.1: Condensacién del buen orden

[9]f [f:’]f
R AT .

Figura 4.2: Condensacién finita

4.2. Condensaciones iteradas

Como ya observamos lineas arriba, el hecho de que la condensacién de un orden lineal
sea a su vez un orden lineal nos permite volver a condensar el orden lineal resultante.
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4.2. Condensaciones iteradas 69

Sin embargo, los elementos de esta tltima condensacién ya no serian subconjuntos del
orden lineal original, por lo que necesitamos hacer algunas adecuaciones a esta iteracién
de condensaciones.

Definicién 4.8. Sea (L, <) un orden lineal.

Definimos simultdneamente por recursién, para cada ordinal « tanto la condensacién
(Lo, <a), como la relacién de equivalencia ~, y los conjuntos [z], de la siguiente
manera:

» ~og= Idp, es decir ~og= {(z,x) : © € L};

Lo = {{z}x € L} = L/~o;

<o=<(Lo ¥
« v e L([aly = {a}).
Si « es un ordinal:
» ~ya)C L X L, tal que Yo,y € L(x ~yq) ¥ < [T]a ~i<,) [Y]a);
" L) = L/~s();
= Vo € L([7]s) = [*]~yn) ¥
= <s(a)=<(iLy-
Si a es un ordinal limite:
n ~C L x L, tal que Va,y € L(x ~q y <> 3B € oz ~5 y));
w Lo =L/~g;
w Vo€ L([z]g = [z]~,) ¥
» <o=<(<)L,-
Lema 4.9. Se cumplen las siguientes afirmaciones.

1. Para cualesquiera x € L y v un ordinal limite, (([uv]7 = Upe, [x]g))

2. Para cualesquiera x € L y ordinales o y 3, (a CB—z]a C [m]ﬁ)
3. Para cualesquiera x € L y a un ordinal no cero, ([z]o = Uﬁeeé[ﬂj]ﬁ_l’_l).
Demostracion. 1. Sean z € L y v un ordinal limite.

z€x]y, siysolosi z~,x
siysélosi 38 €v(z ~5 )
siysélosi z € Uge,[2]s
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70 Capitulo 4 Condensaciones y Homogeneidad

2. Este hecho se demuestra por induccién usando que [z], C [x]q41, gracias a que
[z]o ~f [T]a, junto con el inciso anterior.

3. Este inciso se demuestra por casos. El caso en que « limite se tiene gracias al
inciso i) de este lema. Si s(d) = «, utilizando el inciso anterior y el hecho de que
max{f : f € a} = ¢, obtenemos que

U [2]g+1 = [#]s41 = [2]a-

BEa
U
Lema 4.10. Sea (L, <) orden lineal. Si x € L, entonces
Vo € OR([z]ar1 = [[7]a],)-
Demostracion. Sea x € L, entonces:
yeUllz]a], siysélosi hayze [[z]a], tal quey € 2
siy sélosi hay w e L tal que y € [w]s € [[2]a],
siysélosi [y], € [[x]a] )
siysélosi [[#]a,[yla] es finito
siysélosi xr~gi1y
siysélosi y € [z]aq1-
U

La condensacién finita y sus iteraciones generan érdenes colapsando elementos de
uno previo, por lo que en principio los que obtenemos son diferentes al inicial. Sin em-
bargo, el siguiente teorema nos indica que hay un momento en el que seguir condensando
no tiene sentido.

Teorema 4.11. Sea (L,<) un orden lineal no vacio. Si |L| = k, entonces hay un
ordinal o € K tal que para cada x € L y B ordinal con a C 3, se tiene que [x], = [z]a.

Demostracion. Veamos por induccién que si v es un ordinal y para cada z € L, [z, =
[*]a+1, entonces para cualquier x € L y cualquier ordinal v con a C ~, se tiene que
[zo] = [x]y; para esto probaremos que si para cada x € L [z]o = [2]a41, entonces

Vo € LYB € OR([z]q = [x]a+8)-

Los casos § = 0 y 8 limite son claros, ya sea por la definicién o por la hipdtesis de
induccién, usando que « + S es limite cada que 3 sea limite.
Sea B un ordinal y supongamos que

Ve € L([2]a = [#lats)-
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Seay € L,

Y € [x]atpt1 sty sdlosi [[z]ats, [Y]at+s] es finito
siy s6lo si [[x]a, [y]a] es finito,
siysélosi x~qi1y
siysélosi y € [T]at1
sty sélo si y € [2]q.

De lo anterior podemos concluir que, si para cada x € L, [z]o = [%]a+1, entonces
Vo € LVy € OR(a C v = [2]a = [2]).

Sixz € L'y aes un ordinal, [x], € L con lo que no es posible que para cualesquiera
ordinales o y 8 con o € 3 se tenga que [z]o # [|g, ¥y como consecuencia de esto,
de lo que acabamos de probar y de que las clases de equivalencia inducidas por las
condensaciones iteradas estan anidadas, tenemos que hay un ordinal o € 2%, tal que,
[]a # [*]a+1, Pues sbélo hay 2" subconjuntos de L. De hecho,

§:={a € OR|3r € L([7]a # [*]at1)},

es un ordinal, pues § C 2", lo que implica que es un conjunto y por lo que probamos
lineas arriba, es un segmento inicial de ordinales. !
Ahora bien, si « € d, entonces hay x € L tal que [x]o # [2]a+1, POr lo que existe

Y € []at1 \ [7]a,

de modo que [Z]a+1 = [Ylat1 ¥ [*]a # [y]a. Es por esto que, utilizando el axioma de
eleccién, existe una funcién inyectiva de § en L x L. Si F : P(L) — L es una funcién
de eleccién, entonces la funcién f: § — L x L con la regla f(a) = (x4,Yq), donde

zo =E({z € L:[z]o #[x]at1}) ¥

Yo = E({y € L: [Ta]at1 = [Ylat1 A [Tala # [Yla})

es inyectiva. Asi, § < L x L. Si L es finito, Vo € L(L = [z];), con lo cual § =1 € xT.
Si L es infinito como § < L x L, tenemos que § =< k, con lo cual § € k*. Como ¢ ¢ 6,
Vo € L([zs = [als).

Por lo tanto, § € kT y

Vo € LVB € OR(S C 8 — ([a]s = [2]p)).
O

Es natural ahora pensar qué ocurre en el preciso momento en el que las condesa-
ciones de un orden lineal (L, <) empiezan a ser las mismas, es decir, el primer ordinal
«a en el que la condensacion a-ésima es la misma que la o + 1-ésima, pues como vere-
mos més adelante, este momento nos indica la “longitud mas grande” de los segmentos
discretos del orden (L, <). De aqui que presentamos la siguiente definicién.

'Ser un segmento inicial de ordinales implica ser un conjunto transitivo de ordinales.
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72 Capitulo 4 Condensaciones y Homogeneidad

Definicién 4.12. Sea (L, <) un orden lineal.
Definimos el f-rango de (L, <) como el menor ordinal & que cumple que

Vo € LYA((a € B A ord(B)) — ([z]a = [2]5))-

A tal ordinal lo denotaremos como r¢((L, <)).

Ahora responderemos algunas preguntas acerca del comportamiento de las conden-
saciones iteradas y lo que ocurre con el f-rango. Para comenzar hablaremos de lo que
ocurre con (L, <) cuando hacemos la condensacién 7¢({L, <))-ésima.

Teorema 4.13. Si (L, <) es un orden lineal y o = r¢({L, <)), entonces (Lq, <o) €s un
orden denso o es isomorfo a 1.

Demostracion. Supongamos que (Ly, <,) no es isomorfo a 1. Sean x,y € L tales que
[%]a <a [Y]a- Como a = r¢((L, <)), VI € L([l]o = [lJa+1), también tenemos que y ¢ [z]a,

pues [z]a # [y]a-
Si [[#]a,[y]a] fuera finito, entonces z,y € [z]at1, lo cual es una contradiccion,

pues [z]o = [2]at+1. Entonces [[z]q,[y]a] no es finito, por lo que hay z € L tal que
[x]Oé <a [Z]a <a [y]oz-
Por lo tanto, (Ly, <a) es denso. O

FEl siguiente teorema nos habla del comportamiento de las clases de equivalencia de
cada una de las condensaciones iteradas.

Teorema 4.14. Si (L, <) es un orden lineal y o = r¢((L, <)), entonces para cualquier
ordinal B C « y para cualquier x € L, ([z]g, <) 3 (Z°,<P).

Demostracion. Recordemos que i, g es la inclusién candnica de 78 en Z*. Demostraremos
que para todo x € L hay una sucesién de morfismos de 6rdenes {f3 : [2]s = Z°}scat1
tales que {iq 30 f3}sca+1 s un sistema de funciones compatibles.

Sea 8 C « un ordinal tal que para cualquier [ € L tenemos definidas las sucesiones
{fs : [lls = Z°}sep-

Si B = 0, entonces para cada = € L, definimos fo : [z]o — Z° tal que fo(z) = 0.

Supongamos que [ = 3’ + 1. Recordemos que para cada l € L

U ls], = Mg = (115

y que ¢F+1 = ¢# - ¢, con lo cual para demostrar que ([I], <) =X (Z%, <P) basta mostrar
que hay un morfismo de [I]g = [l]gr11 en Z7 - Z.

Sea x € L, como [[x] 5/]1 tiene tipo de orden finito, w, w* o ¢, hay un morfismo
g: [[m]B/]l — 7, mas atn, podemos pedir que g([x]g) = 0. Sea I =im(g) y para cada
i € Iy z € [[x]g]1, elegimos un morfismo g; : z — Z%', usando la hipétesis de induccién,
donde g(z) =i y ademds go = fg.

Definimos fs : [z]g — Z% x Z de forma que f3(y) = (g:(y),4), donde g([y]s) = i.
Veamos que fz es un morfismo. Sean a, b € [z]g, tales que a < b. Si [a]g # [b] g, entonces
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lalg <p [b]g y, por lo tanto, g([a]g) <z g([b]g). Asi, de la definicién de orden de un
producto, obtenemos que

fla) = {gi(a),i) <. (g;(b),j) = f(b),

donde g([alg) =iy g([blgr) = j-

Si [a]g = [b]gr, como cada g; es un morfismo, si i = g([a]g) = g([b]g), tenemos
que g;(a) <% g;(b), por lo que fz(a) <. f5(b). La propiedad de compatibilidad entre la
sucesion {iq s o fs}scp se tiene gracias a que si y € [z]g/, entonces

fa(y) =igp o faly) vy

fdom(ias o fs) : 6 € B} = [2] 5.

Si 8 es limite y tenemos definida la sucesién { fs}scg, de forma que para cada § €
las colecciones {is¢ o fe}ees son compatibles, entonces definimos

fs= U i85 0 fs.

oep

Asi definida, fg resulta ser un morfismo (al final de la demostracién verificaremos que
fs sea una funcién), ademds cumple con la siguiente propiedad

la,8 © [ U isso fa] = Jlagoisso fs) = Jiaso fs

oep oep dep

Asi
la,5° fp = iapo [ Uisso fa} = Jas o fs,
oep o€
por lo cual se sigue cumpliendo la propiedad de compatibilidad.
Para ver que fg es una funcién, debemos mostrar que {ig so f5}sep son compatibles.

Sean 0,8’ € 8, con &’ € §yl € dom(fs)Ndom(fs). Por la hipétesis de induccién tenemos
que f5(1) =55 o fs(1), por lo cual,

igs o f5(l) =igsoiss o for(l) =igs o fs(l).
0

Hemos hablado de algunas propiedades de las condensaciones iteradas de un orden
(L, <), pero no de cémo esta herramienta se ajusta a nuestra meta. La condensacién
finita de un orden colapsa elementos x y y cuyo intervalo [z,y] sea finito, pero pre-
cisamente todos los intervalos cerrados de Z son de este tipo. La segunda condensacién
iterada de (L, <), no sélo colapsa a aquellos elementos [z, y| cuyo intervalo entra en 7Z,
sino a aquéllos cuyo intervalo [z,y] es inmersible en Z2. Siguiendo con esta explicacién,
los elementos z y y colapsados en la iteracién a-ésima, son aquéllos cuyo intervalo [z, y]
puede meterse en Z%. Por lo que en la condensacién correspondiente a 7¢((L, <)), al ser
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74 Capitulo 4 Condensaciones y Homogeneidad

la dltima que tiene sentido hacer, estamos condensando a los elementos x y y de (L, <)
cuyo intervalo es discreto; es decir, las clases de equivalencia son los “trozos discretos”
del orden (L, <), algo que se obtiene como consecuencia del préximo resultado que
presentamos, el corolario 4.15. Mas aun, si ~4 es la relacién dada por x ~g y si y sélo
si [z,y] es discreto, ~4 induce una condensacién en (L, <)y (L/ ~g, <) = (Ly, <a), s
a =r71¢((L,<)). En los siguientes corolarios veremos por qué en este trabajo usamos la
condensacién finita y sus iteraciones.

Corolario 4.15. Sea (L, <) un orden lineal. (L, <) es un orden lineal discreto si y sélo
st hay un ordinal ~y tal que (L, <) 3 7Z7.

Demostracion. Sea oo = r¢((L,<)). Por el teorema 4.13, L, es denso o isomorfo a 1.
Si L, es denso, usando el Axioma de Eleccién, podemos elegir un elemento ¥, de
cada z € L,, por lo que {y. : z € L,} seria denso, lo cual es una contradiccién a que
(L, <) es discreto.
Entonces, L, es isomorfo a 1, lo que significa que para cualquier [ € L, [l], = L. Por
lo tanto, (L, <) = Z“. El reciproco es consecuencia de que cada Z7 sea discreto. O

En el parrafo anterior a este corolario, mencionamos que las clases de equivalencia
de la ultima condensacion son los “trozos discretos”, aclaremos esta afirmacion. Por el
teorema 4.14, la longitud de una clase de equivalencia de una condensacién iterada del
orden (L, <) estd acotada por Z%, donde o = r¢({L, <)). Ahora bien, se puede demostrar
por induccién que [z,y] 3 ZP siy sélosiy € [x] - Asi, utilizando el corolario anterior, y
de nuevo el teorema 4.14, obtenemos que la longitud de un intervalo cerrado y discreto
de (L, <) esta acotada por Z®. Es esta la razén por la que se utilizé la condensacién
finita y sus iteraciones, pues gracias a ella y a la induccién, obtenemos una mejor imagen
de como luce la iltima iteracion, ademas de cémo lucen las clases de equivalencia de
cualquier iteracién. Esto nos permite manejar mejor la tltima condensacién iterada, lo
cual veremos en los siguientes corolarios.

Corolario 4.16. Si (L, <) es un orden lineal, entonces (L,<) es discreto, o hay un
orden denso (D, <p) y para cada d € D drdenes discretos Dy tales que

<L, <> = Z Dy.

deD

Demostracion. Sea a = r¢((L,<)). Si L, es isomorfo a 1, entonces L = [l], para
cualquier [ € Ly por el teorema y corolario anteriores obtenemos que (L, <) es discreto.

Supongamos que L, es denso, entonces (L, <) = ZXeLa X, donde cada X es una
clase de equivalencia de la condensacién a-ésima y en la suma usamos el orden <.
Ademsds cada X € L, es discreto por el teorema y corolario anteriores. U

Corolario 4.17. Si (L, <) es un orden lineal y k = |L|, entonces hay un ordinal o € k™
tal que (L,<) 2 Z%, o hay ordinales o, 8 € Kk tales que (L, <) 3 Z*-D, donde D es
un ng.
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Demostracion. Sea a = r¢((L,<)). Si L, es isomorfo a 1, entonces L = [l], para
cualquier | € L, usando el teorema y corolarios anteriores obtenemos que (L, <) 3 Z%.

Supongamos que L, es denso, entonces sea (D, <p) un 73, donde |L,| = Rg. Como
para cada [ € L, [l]o 3 Z%, entonces tenemos que (L, <) X Z*-D. El que a € r* se
sigue del teorema 4.11; el que B € K es porque |Ly| C |L| = k. O

4.3. Ordenes 1-homogéneos

En esta seccion introduciremos el concepto de 1-homogeneidad, el cual nos permi-
tira simplificar la expresién de “suma densa de 6rdenes discretos” a “producto de un
discreto por un denso”, pero ademads este 1ltimo orden discreto no serd nada menos
que un Z°.

Definicién 4.18. Sean (L, <) un orden lineal y n € w.

Decimos que (L, <) es 1-homogéneo si y sélo si para cualesquiera x,y € L hay un
automorfismo f de (L, <), tal que f(z) =v.

Decimos que (L, <) es n-homogéneo siy sélo si para cualquier nimero natural m C n y
para cualesquiera elementos de L, a1 < ... < @, ¥ b1 < ... < by, existe un automorfismo
f de (L, <) tal que para cada i < m, f(a;) = b;.

Lema 4.19. 1. Si (L, <) es 1-homogéneo y tiene primer o dltimo elemento, entonces
(L,<) = 1.

2. Si(L,<) es 1-homogéneo y (L, <) 2 1, entonces L es infinito.

Demostracion. 1. Supongamos que 2 < |L| y que (L, <) tiene tultimo elemento. Sea
[ € L el ultimo elemento de (L,<) y sea z € L con z # [. Como (L,<) es 1-
homogéneo, hay un automorfismo f tal que f(x) = [, sabemos que z < [, por lo
que | = f(z) < f(1), lo cual es una contradiccién pues [ es el dltimo elemento de
(L,<).

El caso en que (L, <) tenga primer elemento es andlogo al anterior.

2. Demostraremos que para cada elemento de L existe otro mayor. Sea xz € L, como
(L,<)21,hay y € L,z #y. Si x <y, y es el elemento buscado. Si y < z, como
(L, <) es 1-homogéneo, entonces hay un morfismo f, tal que f(y) = z. Dado que
y < x, se tiene que x = f(y) < f(x). Asi, f(x) es el elemento buscado.

O

Proposicién 4.20. Sea (L, <) un orden lineal. Las siguiente afirmaciones son equiva-
lentes.

i) (L,<) es 2-homogéneo.
it) (L,<) es n-homogéneo para cualquier natural n mayor que 2.

i11) (L, <) es n-homogéneo para algin natural n mayor que 2.
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76 Capitulo 4 Condensaciones y Homogeneidad

Demostracion. Son claras las implicaciones del inciso i) al 4i7), y del 7i7) al i), ya sea
por el mismo enunciado o la definicién. Veamos que el inciso ¢) implica el inciso 7).
Sean €N, tal que2 CnyseakeNtal que0 € k € n. Sean aq,...,ax, b1, ...,b; € L. Si
k =1, como (L,<) es 2-homogéneo, es 1-homogéneo y hay un automorfismo llevando
a ay en by. En otro caso, como (L, <) es 2-homogéneo, para cada i € {1, ...,k — 1}, hay
un automorfismo f; tal que fi(a;) =b; y fi(ai+1) = biy1.
Definimos g : L — L tal que para cada x € L
fi(x) siz <aq,
g(@) =9 filz) stai<z<aiy
fe—1(x) siag_1 <.

a1 a2 ag
J1
b1 bz b3 bk

Figura 4.3: Comportamiento de g.

El que g sea sobre es gracias a que (L, <) es un orden lineal, pues los conjuntos
{rel:x<bi},{rel:b,<z}y (b,bi11] tal que 1 <i < k forman una particién
de L.

Observemos que si a; < z, obtenemos que f;i(z) < g(x) y si x < a;, entonces
9(2) < filz).

Veamos que g es un morfismo. Sean x,y € L, tales que = < y.

Siy<ap,ap <z, 00 <z <y < a1, entonces

g(x) = fi(z) < fiy) = 9(y),

donde j =1, j = k, o j =i correspondientemente.

Si @ < ar <y, entonces g(x) = f1(2) < filar) < fi(y) < 9(y).

Siz < ag <y, entonces g(z) < fr(z) < frlar) < fe(y) = g(y).

Si hay 7,7 € N, i # j tales que a; < x < aj41y aj <y < a;q1, entonces 7 € j , por
loquei+1¢€jy b1 <bj de manera que

9(z) < fir1(x) < fix1(air1) = big1 < bj = filay) < fi(y) = 9(y)-

Por lo anterior, g es un automorfismo. O
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Lema 4.21. Si (A, <4) y (B,<p) son dos drdenes lineales 1-homogéneos, entonces
(A, <4) - (B,<p) y (A, <4)* son 1-homogéneos.

Demostracion. Si (A, <4) es 1-homogéneo y aj,as € A, el hecho de que hay un mor-
fismo g : (A, <a)* — (A,<4)* tal que g(a1) = ag, se basa en que haya un morfismo
f: (A, <a) = (A, <4), tal que f(a;) = ay. Esta misma funcién f es un automorfismo
de (A,<4)*, con lo cual (A, <4)* es 1-homogéneo.

Supongamos que (A, <4) y (B, <p) son 1-homogéneos. Sean

<a1,b1>, <a2,b2> € Ax B.
Por la 1-homogeneidad, hay morfismos
f:<Aa<A>—><Aa<A> y g:<B’<B>_><B?<B>,

tales que f(a1) = ag y g(by) = by. La funcién f-g: Ax B — A x B con regla de
correspondencia f - g({x,y)) = (f(x),g(y)) es un automorfismo de (A, <4) - (B,<p)y
cumple que f-g({a1,b1)) = (ag, be). Por lo tanto, (A, <4) (B, <pg) es 1-homogéneo. [

Ejemplos 4.22. 1. Los conjuntos Z, Q y R cada uno con su orden usual son 1-
homogéneos. La funcién de translacion es la que permite esto, es decir, si a, b son
numeros enteros, racionales o reales, la funcién f, tal que f(x) =x+b—aesla
que atestigua que estos conjuntos son 1-homogéneos

2. En cambio, w y cualquier ntimero ordinal mayor o igual que 2 no son 1-homogéneos,
esto por el lema 4.19.

3. El orden Z + Z no es 1-homogéneo. Formalmente nos referimos al orden (Z, <z
) + (Z,<z), €l cual es por definicién ((Z x {0}) U (Z x {1}), <4). Ahora bien, si
0 = (0,0) y 0 = (0,1), 0 <4 0. Observemos que si X C (Z x {0}) U (Z x {1}) y
0 <4 X, X tiene minimo. Por otro lado, la coleccién A = {(n,1) : n € Z} cumple
que 0 <, A, pero no tiene minimo. Si suponemos que Z + Z es 1-homogéneo,
obtendremos una contradiccién, ya que habria un automorfismo f de (Z,<z) +
(Z,<z), tal que £(0) = 0. Dado que f es un morfismoy 0 <4 A, 0 = f(0) <4 f[A],
por lo cual f[A] tendria un minimo, digamos a, y dado que f es un automorfismo,
f~1(a) serfa el miimo de A. Esto demuestra que Z + Z no es 1-homogéneo.

¢ O

Figura 4.4: Z 4 Z no es 1-homogéneo.
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78 Capitulo 4 Condensaciones y Homogeneidad

Lema 4.23. Sea (L,<) un orden lineal. Si f : L — L es un automorfismo, entonces
para cada ordinal o se tiene que

» Vo € L(f|[z]a] = [f(2)]a), donde f[A] es la imagen directa de A bajo f, y

w» fo: Ly — Ly tal que
Va € L(fa([2]a) = [f(2)]a)

es un automorfismo.

Demostracion. Haremos la prueba de ambos incisos por induccién simultaneamente.
Sea z € L,

fllzlo] = fl{z} = {f(2)} = [f(@)]o.
Y es claro que fp es un isomorfismo.
Sea « un ordinal, supongamos que

Vo € L(f[[z]a] = [f(2)]a)

y que f, es un automorfismo.
Ahora bien, sean x,y € L, entonces

f() € fllz)as1] siysdlosi y€ [z]ata
siysélosi x~gr1y
siy solosi [[#]a, [y]a] es finito
siy sélosi [fo([Za]), fa ([y]a)] es finito
siysolosi [[f(2)]a, [f(y)]a] es finito
siysdlosi f(z) ~ast (1)
siysolosi f(y) € [f(z)]at1-

Por lo tanto, [[elas1] = [f(@)]at1.
Veamos que fot1 es automorfismo. Sean z,y € L. Como

far1([zla+1) = fat1([ylat1) siy solo si f“x]anLl] = f[[y]a+1]
siysélosi [z]a+1 = [Y]at1,

fa+1 es una funcién y ademaés es inyectiva. Si z € L, entonces, como f es un automor-
fismo, hay w € L tal que f(w) = z, de modo que

[Z]at1 = [f(w)]at1 = far1([W]as1)-

Por lo que fo41 es sobre. Sean z,y € L, supongamos que [Z]a+1 <at1 [Y]at1, de
modo que [Z]q+1 # [Ylat+1. Como fn41 es inyectiva,

[f(@)]ar1 = for1([T]ar1) # far1(War1) = [f(@)]ar1-

También se tiene que z < y y f es automorfismo por lo que f(z) < f(y). Entonces
[f(®)]a+1 <a+1 [f(W)]ar1. Por lo tanto, fo41 preserva el orden.

Asi, fo41 es un automorfismo.

Sea - un ordinal limite, supongamos que para cualquier « € ~,
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» V2 € L(f[[7]a]) = [f(@)]a ¥y
= f, es un automorfismo.

Sean z,y € L. Tenemos que

fy) € fllz]y] siysdlosi ye[z],
si y sélo si hay a € 7 tal que y € [z],
siy sélosi hay a € v tal que f(y) € f|[z]a]
siy sélosi hay a € 7 tal que f(y) € [f(2)]a
siysélosi f(y) € [f(x)],.

Por lo tanto, f[[uv]]7 = [f(x)]5. Ahora,

[x]“/ = [?/]7 si y solo si f[[x]v] = f“y]'y]
siysélosi [f(x)

]
siysélosi fy([x]y) = fy([yly)-
De manera que f, es una funcién inyectiva. Si z € L, entonces hay w € L tal que

f(w) = z, con lo cual, f([w]y) = [f(w)]y = [z]y. Asi que f, es sobre. Si [z], < [y]y,
entonces [z]y # [y]y v © < y, de modo que

Lf(@)]y = f1([x]y) # () = [f(W)ly

y f(z) < f(y), por lo tanto, fy([z]y) <y f([yly). Asi, fy preserva el orden.
Por lo tanto, f, es un automorfismo. O

Corolario 4.24. Sean (L, <) un orden lineal y f : L — L un automorfismo. Se tiene
que para cualquier ordinal o y cualesquiera x,y € L si f(x) =y, entonces fl,], es un
isomorfismo entre [x]o Y [Y]a-

Demostracion. Como f es un automorfismo, f [(,), es un isomorfismo entre [r]y y
fllz]a], ademés, por el teorema anterior, f[[x]a] = [y]a- O

Corolario 4.25. Sean (L, <) un orden lineal. Si (L,<) es 1-hommogéneo, entonces
para cualquier ordinal o y cualquier | € L, ([l]o, <) es 1-homogéneo.

Demostracion. Sean « un ordinal, [ € L, y z,y € [l]o. Como (L, <) es 1-homogéneo,

hay un automorfismo f : L — L, tal que f(x) = y. Asi, por el corolario anterior,
[ Tja]. s un isomorfismo entre [z]o = [l]o ¥ [yla = [l]a, s decir, un automorfismo de
(o, <)- O

Teorema 4.26. Sea (L, <) un orden lineal no vacio.
Si (L, <) es 1-homogéneo, entonces:

1. (L, <) es discreto; o
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2. hay (D, <p) denso y (D, <p) discreto, ambos 1-homogéneos, tales que
(L, <) =(D,<p) (D,<p).

Demostracion. Para cualesquiera a,b € L, hay f : L — L, tal que f(a) = b. Por el
corolario anterior, se tiene que para cualquier ordinal 3, [a]g = [b]s.

Sean aw =1¢(L), D = Lo, ap € L'y D = [ag]a-

Tenemos que para cualquier a € L hay un isomorfismo h : [a], — [ag]a, por el
Axioma de Eleccién, para cada x € L, = D, elijamos un isomorfismo h, : © — [agla.
Definimos h : L — D x D como

h(a) = (hja), (@), [ala).

Veamos que h es un isomorfismo.

Sean a,b € L, supongamos que a < b, entonces [a]y < [b]q-

Si [a]a < [b]a, entonces h(a) < h(b).

Si [ala = [b]a, como hig), es un isomorfismo, entonces hig), (a) < hiq, (b), por lo
tanto, h(a) < h(b).

Es por esto que h es inyectiva y, ademas es un morfismo de érdenes.

Solo queda mostrar que h es sobre.

Sea (z,y) € D x D, entonces hay a € L tal que y = [a]a, y como hy,, es un
isomorfismo, hay b € [a]o = [b]o tal que hiy), (b) = =, de manera que

h(b) = (), () [bla) = (AL, (), [ala) = (@, y).

Por lo tanto, h es sobre.

El que el orden (D. <p) sea 1-homogéneo es consecuencia del segundo punto del
lema 4.23. Por otro lado, tenemos que (D, <p) = ([ap], <), y por el corolario anterior,
([ag], <) es 1-homogéneo. O

Lema 4.27. Sean (L, <) discreto y 1-homogéneo y a € L, si [a]q # [a]at+1 para algin
a € OR, entonces hay a; € L, i € Z, tales que

[a]aJrl = U{[ai]a|i € Z}a

[a]at1 = Z[ai]a-

1€Z

mas aun

Demostracion. Por el lema 4.10, tenemos que

[ala+1 = [lala), = (J{[Bla : [[ala; [Bla] es finito}.

Sabemos por el lema 4.5, que el tipo de orden de [[a],]1 es finito, w, w* o ¢, por el
lema 4.19, basta demostrar que [[a],]1 es 1-homogéneo y que tiene més de un elemento.
Como consecuencia del lema 4.23, y del que (L, <) sea 1-homogéneo, (L1, <1) es
1-homogéneo. Asi, por el corolario 4.25, [[a],]1 es 1-homogéneo. Por otro lado, tenemos
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que [a]a, [ala+1 C L, [aa C [a]at1 ¥ [ala # [ala+1, por lo que hay b € L tal que
b € [ala+1 ¥ b € [a]a, lo cual es equivalente a que hay b € L tal que [b]o+1 = [a]at1 ¥
[bla # [a]a, de manera que, por la defiicion de condensacion iterada [[a]a], [b]a] es finito,
es decir, [b] € [[a]a],

De lo anterior tenemos que el tipo de orden de [[a],]1 es ¢, por lo tanto hay a; € L
para cada i € Z tal que

“a]a]l = {[ai]a S Z}’

podemos suponer ademas que a = ag, entonces

[alay1 = U Ha]a]l = U{[ai]a i € 7L},

de hecho por nuestra construccion,

[a]ay1 = Z[ai]a'

iE€EZ
[l

Corolario 4.28. Si (L,<) es discreto y 1-homogéneo, entonces (L,<) = 77 donde
v =r¢(L).

Demostracion. La demostracion es andloga al teorema 4.15, salvo que ahora para obten-
er un isomorfismo utilizamos el lema anterior. O

Corolario 4.29. i) Un orden lineal es 1-homogéneo si y sdlo si es isomorfo a Z* o
7~ - D para algin ordinal o y D un orden lineal denso y 1-homogéneo.

i) Un orden lineal contable' es 1-homogéneo si y sélo si tiene tipo de orden (% o
¢ -n para algin o € wi.

Demostracion. i) Si (L,<) es un orden lineal 1-homogéneo, por el teorema 4.26,
(L, <) es discreto y 1-homogéneo, o existen (D, <) discreto y (D, <p) denso am-
bos 1-homogéneos, tales que (L, <) = (D, <p) - (D, <p). Por el corolario anterior,
en cualquier caso hay un ordinal « tal que (L, <) 2 7Z* o (L,<) 2 Z*-(D,<p).

ii) Este resultado es un caso particular del inciso anterior, la restriccion para el orden
denso se tiene porque Q es el tnico orden denso, contable y 1-homogéneo, salvo
isomorfismos; y para el ordinal «, porque sélo si « € wy, (¢ es contable.

O

Ahora bien, aunque (L, <) no sea un orden 1-homogéneo, por el corolario 4.16, es
un hecho que si a = r¢((L, <)),

(L, <) = Z x,

x€Lq

'En este trabajo consideraremos que un conjunto contable es un conjunto cuya cardinalidad es
menor o igual a No.
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es decir, cualquier orden puede expresarse como una suma densa de érdenes discretos (o
es un orden discreto). Cuando este orden es 1-homogéneo, obtenemos que esos 6rdenes
discretos son de hecho isomorfos a un solo Z#. Es natural pensar ahora qué condicién,
si es que existe, sera suficiente y quizé también necesaria para que (Lq, <q) sea un 7,.
La siguiente proposicion nos proporciona dicha condicion, aunque debemos pedir que
también se cumpla la 1-homogeneidad.

Recuérdese que la notacién d. representa al conjunto de los menores que d. Ademas,
d<, d~ y d> representan lo equivalente.

Proposicién 4.30. Sean (L, <) un orden lineal, « = r¢((L,<)) y D C L. Si
i) (L,<) es 1-homogéneo,
ii) (D, <) es un 1y para algin ordinal vy y
iii) si x,y € L y [x,y] no es discreto, entonces (x,y) N D # (.
Entonces (Lo, <a) €5 un 1.

Demostracion. Sean X,Y C L, con | X|U]Y| € R,y X <, Y. Entonces cof(X),coin*(Y) €
w~. Consideraremos los siguientes casos:

a) cof(X) =1=coin*(Y),
b) cof(X) # 1# coin*(Y) y
c) cof(X) =1 %# coin*(y).

Con el ultimo caso se puede demostrar el caso en que cof(X) # 1 = coin*(Y) simple-
mente volteando el orden (L, <).
a) Supongamos cof(X) = 1 = coin*(Y), entonces X y Y tienen méximo y minimo
correspondientemente, digamos [z], ¥ [y]a respectivamente. Asi, [z], <a [y]a por lo
que [z,y] no es discreto, con lo cual (z,y) N D # (). Ahora bien, por el teorema 4.14 y
el corolario 4.15, [x]4 U [y]a es discreto, pero (z,y) N D es un intervalo en (D, <) lo que
implica que es denso, por lo que (z,y) N D € [z]o U [y]a-

Sea d € (z,y) N D tal que d ¢ [z]o U [y]a, entonces [z]o <q [dla <a [Y]a, es decir,
[d]o separaa X ya Y.
b) Si cof(X) # 1 # coin*(Y). Definamos los conjuntos

A={deD:3we X([da<az)} ¥

B={deD:3yeY(y<alda}

Observemos que A y B son intervalos en (D, <), ademéds A < B. Demostraremos que
cof(A) Ccof(X).Sea f:cof(X) — X cofinal y creciente. Definiremos g : cof (X) — A
cofinal. Si 8 € cof(X), tenemos que S+ 1,5+2 € cof(X), pues cof (X) # 1 y entonces

f(B+1) <q f(B+2). Sean xg41, 2542 € L tales que f(B+1) = [zp41]la ¥y fF(B+2) =
[2342]a entonces [xg11, Tg42] no es discreto por lo tanto (zg41, zg12) N D # 0, elegimos
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g(B) como uno de estos elementos. Observemos que se tiene que f(8) <4 [9(8)]a-
Veamos que g es cofinal en A. Si d € A, entonces hay | € L tal que [d]o <4 [l]a ¥
[[]o € X. Como f es cofinal, hay 5 € cof(X) tal que

(o <a f(B) <a [9(B)]a;

por lo cual I < g(p).

Si consideramos este resultado y lo aplicamos a (L, <)*, obtenemos que coin*(B) C
coin*(Y).

Tenemos entonces que cof(A),coin*(B) € w, por lo cual, gracias al teorema 3.17,
(A, B) no es una cortadura de (D, <). Es por esto que hay z € D que separa a Ay a
B.

Si [2]a <o x para algin z € X, z € A, lo cual es una contradiccién. Si hay y € YV
tal que y <, [#]a, entonces z € B, lo cual también es un contradiccién. Por lo tanto,
X <4 [2la <o Y.
¢) Supongamos que cof(X) =1y coin*(Y) # 1, entonces podemos definir

B={deD:3yecY(y<alda)}

de la misma manera que en el inciso b) y obtener que coin*(B) C coin*(Y) € w,.
Necesitamos comprobar que se cumplen las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 1 (L,,<,) es 1-homogéneo y por ende para cualesquiera z,y € L,
cof(z<,) = cof (y<,) y coin(z>,) = coin™(y>.).

Este es un hecho que se desprende de la 1-homogeneidad de (L, <), pues como se
ha visto cada automorfismo f de (L, <) induce un automorfismo f, sobre (L, <), de
manera que para construir un automorfismo que envie a x en y sélo se necesita uno
que envie un elemento de z en y. La misma cualidad de 1-homogeneidad nos indica
que todos los segmentos iniciales y finales determinados por elementos del orden son
isomorfos, con lo cual obtenemos la segunda parte de la afirmacién.

Afirmacion 2 Para todo d € D, w, C (cof(d< N D)) N (coin*(d> N D)).

Observemos que tanto ((d< N D), (d>N D)) como ((d<ND),(d> N D)) son cor-

taduras de (D, <). Por el teorema 3.17, como (D, <) es un 7,

wy C (cof(d< ND)Ucoin*(d>)) y wy C (cof(d<n D)Ucoin*(d>ND)).

Dado que
cof(d< N D) =1=coin*(d> N D),

obtenemos que
wy C (cof(d< N D)) N (coin*(d< N D)) .

Afirmacion 3 Para todo d € D,

cof(de N D) =cof ([dla)<,) v coin*(ds N D)=coin* (([da)>,)-
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Para esto probaremos que

cof(d< N D) Ccof (([dla)<a) v cof ((ldla)<a) € cof(d< N D),

la prueba para las coinicialidades se obtiene de esto mismo aplicado al orden (L, <)*.

Sea d € D. Supongamos que f : cof(d« N D) — (d< N D) es cofinal y creciente.
Definimos f, : cof (d< N D) — ([d]a)<, tal que fo(B) = [f(B)]a- Veamos que la imagen
de f, efectivamente estd contenida en ([d]q)<,. Si S € cof(d< N D), f(B) € (d« N D),
por lo cual f(8) € D. Como (D, <) es denso, (f(8),d)ND lo es también, lo que implica
que [f(5),d] no es discreto, por lo cual [f(8)]a # [d]o. Dado que f(B8) € (d< N D),
f(B) < d, por lo tanto, [f(8)]a <a [d]a, es decir, [f(B8)]a € ([d]a)<,. Demostremos que
f es cofinal en ([d]a)<,, sea | € L tal que [l|o <u [d]o. Entonces I < d y [I,d] no es
discreto, por lo que (I,d)ND # (). Sea d’ € (I,d)N D, por un argumento anélogo al usado
anteriormente, usando que D es denso, [d’,d] no es discreto. Por lo tanto, [d'], <a [d]a
y dado que | < d', [l]o <o [d']a- Como f es cofinal en de N D, hay 8 € cof(d- N D), tal
que d' < f(B), por lo cual

[l]a <a [dl]a <a [f(ﬁ)]oz = foz(/B)

Esto prueba que f, es cofinal en ([d]4)<,. Por lo tanto, cof (([d]a)<,) C cof(d< N D).
Sea g : cof (([dla)<,) = [d]a., cofinal y creciente. Para cada = € L,, sea [, € L
tal que [lz]a = 2. Si 2 <4 [dla, [lz]la = ¢ # [d]a, por lo que [l;,d] no es discreto,
asi (Iy,d) N D # 0. Para cada z € ([d]a)<,, sea di € (lz,d) N D. Observemos que si
x <q |d]a,
T = [lm]a <a [dm]a-
Definimos ¢’ : cof (([d]a)<.) — (d< N D) como ¢'(B) = dgs41)- Sea d’ < d con d' € D,

entonces [d',d] no es discreto, pues (d',d) N D es denso. Asi, [d'] <, [d]o y como g es
cofinal, hay 8 € cof (([d]a)<,) tal que

[d/]a <a g(,@) <a g(/B + 1) - [lg(ﬁ-i-l)]oz <a [dg(ﬁ-i-l)]a - [g/(ﬂ)]aa

lo cual implica que d’ < ¢'(B). Asi, ¢’ es cofinal en d- N D. Por lo tanto, cof (d< N D) C
cof (([dla)<a)-

De las afirmaciones 2 y 3 obtenemos que para todo d € D,

wy € (cof (([dla)<,) N coin® ((da)>,)) -

Como D # (), hay un [d]4 € L, con d € D. Gracias a la afirmacién 1, el conjunto de
todos los menores que algin elemento de L, tienen la misma cofinalidad y coinicialidad.
Asi,

Vo € Lo (wy C (cof(x<,) Ncoin™(z>,))).

Es por esto que Y no es coinicial en xs, para ningin x € L, pues coin*(Y) € w,.
En particular, ¥ no es coinicial en zg,  donde zo es el maximo de X. De lo anterior
obtenemos que hay elementos que separan a X y Y.

Por lo tanto, (Ly, <o) €S un . O
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Obsérvese que la hipétesis de 1-homogeneidad sélo fue necesaria para el caso ¢) de
la demostracién anterior y por ende también es necesaria para el caso andlogo en que

coin*(Y) =1y cof(X) # 1.

Corolario 4.31. Si (L, <) es un orden lineal 1-homogéneo y D C L es denso en L y
es un 1y para algin ordinal 7y, entonces (L, <) es un n,.

Demostracion. Observemos que el hecho de que D sea denso en L, hace que (L, <)
sea denso, entonces por el lema 4.6, (L, <) = (L,,<q), donde o = r¢((L, <)). Asi,
utilizando la proposicién anterior, obtenemos que (L, <) es un 7,. [l

El siguiente ejemplo muestra que la condicién de 1-homogeneidad es necesaria en
la proposicion 4.30. Recordemos que se definieron los 6rdenes lineales ()., para cada
ordinal « en la seccion 3.3 de este trabajo, antes del teorema 3.21 y que cada @), es un
Na, Si N, es regular.

Ejemplos 4.32. Consideremos el orden (L, <) = @1 -w + 1 + Q1 del cual tomaremos
como representante de su tipo de orden a L = (@1 X w) U {1} U@ y < como el orden
de la unién sobre los conjuntos Q1 X w, {1} y Q1 (para el conjunto Q)1 X w el orden del
producto y sobre @1, wy {1} el orden usual). Observemos que (Q1 X w) U Q7 es denso
en (L, <) (recordemos que ()1, por ser un 7y, no tiene extremos, tal y como se probé al
principio de la seccién 3.3). Ademds veamos que es un 7.

Sean X,Y C (Q1 X w) U Q) tales que |[X|,|Y]| <Rgy X <Y.
Caso 1) Si X N Q1 # 0, es decir, si X “toca la ultima copia de 17, entonces Y C 5.
Como X es contable, X N @ también lo es y dado que 1 es un 7y, hay z que separa
aXNEQEpyaY.Por como esta definido el orden <, tenemos que X < X N @4, por lo
cual z separaa X yaY.
Caso 2) Supongamos que X C Q1 xwy que Y C Q1. Como Y es contable, ) <Y y Q4
es un 71, Y estd acotado inferiormente en 1, sea z una de tales cotas inferiores. Dado
que z € @1, X < z, ademds z <Y, por lo que z separaa X ya Y.
Caso 3) Supongamos que X C Q1 X wy Y N (Q1 X w) # 0. Sea

n=min{m €w:Y N(Q1 x {m}) # 0}.

i) Si X N (Q1 x {n}) # 0, separamos a X y a Y de manera similar a como hicimos en
el caso 1), pues Q1 X {n} tiene el mismo tipo de orden que Q;.
ii) Si X N (Q1 x {n}) =0, procedemos de manera similar a como lo hicimos en el caso
2).

Por lo tanto, ((Q1 X w) UQ1,<), es un n;.

Ahora bien, aunque ((Q1 X w)UQ1, <) es un 1y, observemos que (L, <) no lo es. Si x
es un elemento de @)1, entonces cualquier subconjunto de L de la forma {(z,k) : k € w}
no puede ser separado del conjunto {1} y ambos son contables. Definimos (L, <) de esta
manera para que no fuera 1-homogéneo, pero si cumpliera con las demaés las hipotesis
de la proposicién 4.30.

Se probé en el capitulo 3 que un 7, es también un X,-universal, es decir, si (L, <) es
un 74, para cualquier (A, <4) orden lineal tal que |A| < X, ocurre que (A, <4) 2 (L, <)
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(por el inciso i del teroema 3.20). Asi, es natural preguntarse si cualquier N,-universal
es un 7,. La respuesta es negativa y el ejemplo anterior o parte de él nos lo muestra.

El orden @)1 - w es un Ny-universal, puesto que @1 lo es y @1 = @1 - w. Sin embargo,
si x € @ el conjunto {(z,n) : n € w} es contable y no acotado, por lo que @1 - w no es
un 7;.

Recapitulemos lo que hemos hecho. Hemos visto que cualquier orden lineal (L, <)
puede expresarse como una suma densa de 6rdenes discretos. Ademds, si el orden (L, <)
es 1-homogéneo, esta suma se puede ver como un producto de un orden discreto por
uno denso; mas ain, el orden discreto es algin Z%. Es por esto que dedicamos parte de
este trabajo a los érdenes discreto y densos, ya que a raiz de este resultado, cualquier
orden puede ponerse en términos de estos dos tipos especificos de érdenes lineales.

Con respecto a los érdenes discretos, estudiamos algunas de las propiedades de los
7%’s y demostramos que cualquier orden discreto es isomorfo a un subconjunto de
alguno de estos 6rdenes, con lo que dimos por terminada esta descripcién.

En cuanto a los 6rdenes densos, introducimos el concepto de 7, €l cual resultd ser
una generalizacién del de densidad, pues en cierto sentido mide qué tan denso es un
orden. Para comprobar que en realidad si existian 6rdenes 7., definimos a los Qg ’s.
Ademaés, mostramos que si se cumple la Hipétesis Generalizada del Continuo, estos
conjuntos ), cumplen una propiedad muy interesante que también cumple Q, nos refe-
rimos a la llamada x-categoricidad; en concreto, suponiendo la Hipétesis Generalizada
del Continuo, para cada ordinal sucesor «, (), es el unico orden 7, de cardinal N,
salvo por isomorfismos. Otra propiedad interesante que tienen estos 7,’s es que son
N, -universales, lo cual quiere decir que si (L, <) es un 1, y (A, <4) es un orden lineal
y |A] € N, (A, <4q) 2 (L,<). Sin embargo, en nuestro iltimo ejemplo, vimos que
no todos los Ny-universales son 71,’s. A pesar de todos estos resultados sobre 6rdenes
densos, ain hay mucho camino por recorrer para describirlos en su totalidad.

Algunas de las preguntas que se podrian considerar para continuar con este trabajo,
en cuanto a los Q. ’s, dado que en cierto sentido sentido son una generalizacién de QQ son
jseran estos 1-homogéneos? y no sélo eso, Q es k-homogéneo para toda k € w, jtambién
estos Q, cumpliran algo similar? Es decir, si A y B son subconjuntos isomorfos de @,
de cardinal menor que X, jpodréa extenderse este isomorfismo a todo @,?7 De manera
mas formal, si A, B C Qq, |A|,|B]| CRXay f: (4,<qg.) = (B,<q.,) es un isomorfismo,
ihabra un isomorfismo g : Q. — Q. tal que g [a= f?
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