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Introducci on

Este trabajo es una pequena recopilacion de informacion relacionada con la solucion
numérica de la ecuacién de onda, que como sabemos existen diferentes maneras de re-
solverla. En particular se puede resolver utilizando el método de diferencias finitas, el
principal objetivo de este escrito es de dar a conocer dicho método y de proporcionar
conceptos que guardan una estrecha relacion con este. El siguiente documento esta con-
formado de dos capitulos los cuales estan constituidos de la siguiente manera:

= Primer capitulo:
Elastodinamica

Primeramente se da una breve definicién de lo que es una onda, los elementos por
los cuales esté conformada, se mencionan algunas de las clasificaciones de esta como
son: las ondas longitudinales y transversales, ondas planas y ondas esféricas. Por
otro lado, se explica el esfuerzo y la deformacion se enuncia la ley de Hooke, como
esta esta muy relacionada con el concepto de resorte, se da una definicién de resorte,
se visualizan los diferentes sistemas de resortes: en serie y en paralelo, se da una
breve descripcion del trabajo hecho por resortes, la fuerza conservativa de estos, la
fuerza potencial, la fuerza cinética. Se enuncia la segunda ley de Newton que como
sabemos por nuestros cursos de fisica es: F=ma; se explica que relacién existe entre
la transformada de Fourier con respecto a las ondas planas; y de la misma manera se
explica en que consiste la formula de D’Alembert. Se desglosa la ecuacion de Navier,
la cual como sabemos se puede plantear tanto en 3-D como en 2-D y son las que
veremos en el presente escrito.

= Segundo capitulo:
Método de diferencias finitas

Se explica en que consiste el método de diferencias finitas y se desglosa como se
obtienen las formulas de este, se muestran las diferentes formulas de las diferencias
finitas como son: la progresiva, la centrada y la regresiva y se extiende este proce-
dimiento al caso de funciones de varias variables. Se da una definicién de esquema
explicito e implicito, se visualizan diferentes esquemas como el de contra el viento,
el de Lax-Wendroff, el de caja, el de saltar por encima, asi como se muestran sus



esténciles. Y por ultimo se explica la propagacion de paquetes de ondas, la disipacién
y dispersion de los esquemas numéricos.




‘Capitulo 1

Elastodinamica

La mécanica y la elasticidad de medios continuos (elastodindmica) estudian el compor-
tamiento de la materia sin considerar su granularidad (estructura atémica). En la mode-
lacion de fenémenos ondulatorios la granularidad puede ser muy pequenia y depender de
la relacion entre el espectro de longitudes de onda que se propagan y las dimensiones de
los objetos explorados. A continuacién definiremos algunos conceptos relacionados con la
elastodindmica tales como: medio continuo, algunos conceptos relacionados con las ondas,
esfuerzo y deformaciones.

1.1. Medio continuo

Un medio continuo, es una porciéon de materia conformada por un conjunto ”infinito” de
particulas, sin considerar las posibles discontinuidades que existen en el nivel microscépico.
Por lo tanto se suele decir que no hay discontinuidades entre sus particulas y que su
descripcion matematica y la de sus propiedades pueden realizarse a través de funciones
continuas.

1.2. Ondas

Una onda es un disturbio ¢ una variaciéon que transfiere energia consecutivamente de un
punto a otro, en un medio y que puede poseer la forma de una deformacién elastica, una

Figura 1.1: Un medio continuo
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Figura 1.2: Elementos de una onda.

variacion de presion, variacion de intensidad eléctrica, etc. Las ondas estan constituidas
por: su cresta que es la parte superior de la onda, su valle que es la parte inferior de las
ondas, su amplitud que es la mitad de la diferencia entre el maximo y el minimo de la
onda, longitud de onda que es la distancia entre dos maximos consecutivos, el nodo que
es el punto de equilibrio entre la onda, el periodo que es el tiempo que pasa para que se
generen dos maximos consecutivos y la frecuencia que es el inverso del periodo.

1.2.1. Ondas en una dimension

Consideremos un pulso que se propaga en una cuerda (la cual es una onda mecénica que se
propaga en un medio). Durante su trayecto, el pulso transmite movimiento a los puntos de
la cuerda. Por otro lado, si hacemos un experimento observaremos que el pulso se propaga
a través de la cuerda con una rapidez constante y casi sin deformaciéon. Construyamos
un modelo matematico para este "problema”, sea un eje coordenado x a lo largo de la
cuerda, imaginemos que enviamos un pulso tal que los puntos de la cuerda permanecen
siempre en el mismo plano y escogemos el eje y para que el plano x-y coincida con el
plano del movimiento de los puntos de la cuerda. Como podemos ver podemos utilizar la
coordenada x para referirnos a los puntos de la cuerda. Por lo tanto la altura de un punto
(P) de la cuerda estara en funcién de z, (la posicién del punto P) y del tiempo lo cual
es: yp(t) = u(zp,t). Sea f(s) una funcion real de una variable real, cuyo grafo sea igual
con una imagen instantdnea del pulso (sea en ¢ = 0), como sabemos si el pulso viaja sin
deformacién con una rapidez v a través de la cuerda la funcién wu(z,t) serd de la forma
u(z,t) = f(x £ vt) donde + y - nos indican un movimiento del pulso a la izquierda o a
la derecha respectivamente. Si nosotros observamos las ondas producidas en la superficie
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Figura 1.3: Ejemplo de onda en una dimension

de un charco tranquilo, bajo algunas condiciones se podrian observar dos ondas que se
encuentran interactuando produciendo una cresta més alta o anulandose por completo,
para después seguir propagandose de la misma forma que tenian antes de interectuar. Este

fenémeno se llama principio de superposicién y las ondas que obedecen al principio de
d?f(s)

superposicion las llamaremos ondas lineales. Sea g(s) = =—5=~, en este caso las segundas
derivadas parciales de u(x,t) son:

Du(z, 1)

O*u(z,t

% = vg(z £ vt) (1.2)

de donde u(z,t) satisface la siguiente ecuacién diferencial hiperbdlica en derivadas par-
ciales de segundo orden:

OPu(w,t) — U—t@fu(w, t) =0. (1.3)

A esta ecuacién la llamaremos ecuacion de onda unidimensional sin fuente, y es el inicio
de la modelacién de los fendmenos ondulatorios. El parametro v representa la velocidad de
fase. Una de las propiedades de la ecuacion de onda es que es lineal, por lo tanto las ondas
que satisfagan la ecuacion anterior satisfacen el principio de superposiciéon. Supongamos
que uy(z,t) v ug(z,t) son soluciones de la ecuacién de onda y que a es un nimero real
entonces

O, 1) + i, 1)] — 508 (1) + s, 1)) =

1 1
= Q’uy(m,t) — ﬁaful(x,t) +a | Puy(z,t) — ﬁﬁfu(m‘, t)| =0. (1.4)
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Figura 1.4: Onda longitudinal y onda transversal. En estas fotos podemos observar un
ejemplo de onda longitudinal (arriba) y transversal (abajo) en un muelle.

Dicho de otra forma, u(z,t) = uy(z,t) + aus(x,t) es una solucién de la ecuacién de onda,
lo que es la representacion matematica del principio de superposicion.

1.2.2. Ondas longitudinales y transversales

Existen varias clasificaciones para las ondas. Una de ellas las clasifica en ondas longitudi-
nales y ondas transversales. En las longitudinales la perturbacién es paralela a la direccion
de propagacion. Ejemplo de estas son: las ondas de presién en un fluido y las ondas tipo
P en un medio elastico. En las transversales la perturbacién es ortogonal a la direccion
de propagacién. Ejemplo de estas son: las ondas electromagnéticas y las ondas S en un
medio elastico.

1.2.3. Ondas armonicas

Existen algunas soluciones muy particulares de la ecuacién de onda que las conocemos en
conjunto como ondas arménicas monocromaticas. Dichas soluciones se pueden expresar
en una de las siguientes formas:

u(z,t) = Acos(kx — wt + ¢)
u(z,t) = Asen(kz — wt + ¢)
[

(
(
( ) Rel Ae i(kx— wt)] (
u(, 1) = ImfAc/t=v0) (
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Figura 1.5: Onda armoénica

donde A, k y w son constantes reales, y =Ae’®. Las constantes k y w llamadas nimero
de onda y frecuencia angular respectivamente no son independientes, puesto que estan
relacionados por la velocidad de fase por medio de la relacion de dispersion:

,w2

k2= — (1.9)

(%

6w =+ | v |Y2 k. La amplitud A en el caso de las ondas de campo eléctrico tiene
una dimensién [A] = %lt, y en el caso de las ondas transversales en una cuerda tiene

dimensiones de longitud. La siguiente cantidad representa un periodo espacial de las ondas

armoénicas:
21

A= 1.10
5 (1.10)
como puede observarse de la cadena de igualdades:

cos[k(x + X) £ wt + ¢| = cos(kx £ wt + ¢ + 2w) = cos(kx £ wt + ¢). (1.11)

Es por dicha razén que a A se le llama longitud de onda. La frecuencia angular define el
periodo temporal 7" de una onda arménica por medio de la identidad T' = %’r Las ondas
armonicas poseen, una caracteristica de acuerdo al teorema de Fourier:

Teorema 1.1 Toda solucion de la ecuacion de onda unidimensional en un intervalo [a, b]
puede expresarse como:

u(x,t) = ZA(w)ei(k(w)’m) (1.12)

en donde, la suma se da en las frecuencias, los numeros de onda dados a cada frecuencia
son k(w) = % y (w) nos dice que las amplitudes de las ondas arménicas cuya superposicion
sintetiza u(x,t) son diferentes (y dependen de u(z,t)).
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1.2.4. Ondas en dos y tres dimensiones

Los fenémenos ondulatorios lineales pueden producirse en dos y tres dimensiones espa-
ciales. Por ejemplo: las vibraciones del cuero de un tambor, por otro lado en tres dimen-
siones tenemos las ondas acusticas y eldsticas. Los modelos mateméaticos que describen
estos fendémenos se fundamentan en las soluciones de las ecuaciones de onda en dos y tres
dimensiones (6 como lo denotan los fisicos en 241 y 3+1 dimensiones).

1
OFulw, y;t) + Ojulw, y;t) — —0fu(w,y;t) =0 (1.13)
para 241,y
1
Opu(w,y, z;t) + Oqulw,y, z;t) + Ozu(w,y, z;t) — 5 0fu(z,y, ;1) =0 (1.14)
v
para 3+1.
Definiendo el operador de Laplace como:
V=400 +. .. (1.15)
se pueden resumir las ecuaciones de onda en los casos d + 1 como sigue:
1
Viu(T;t) — Su(Z;t) =0 (1.16)
v

parad=1,2 6 3.

Ondas planas

Estas se forman como generalizaciones de las ondas viajeras unidimensionales y necesitan
de un vector unitario n que dara la direcciéon de propagacion de la onda y de una funcion
real de variable real f(s) la cual posee segunda derivada continua. Como podemos observar
las funciones

w(Z;t) = f(n.d £ ot) (1.17)
son ondas que se propagan paralela o antiparalelamente al vector n segin el signo relativo
que se da en el argumento. Las soluciones se llaman planas porque cuando nos encontramos
en el caso tridimensional para cada instante tomando en cuenta un tiempo fijo, sea tg, el
lugar geométrico de los puntos de fase constante son los planos siguientes:

AT = vty (1.18)

Estos planos son llamados frentes de onda los cuales como podemos observar son orto-
gonales a los vectores de propagacion n, cuya velocidad esta dada por: £v. Utilizando la
notacion de funciones complejas, sea entonces una onda arménica plana monocromaética:

w(i,t) = Ae'(k.& — wt) (1.19)

donde el vector de onda k estd emparentado con la frecuencia angular por

2
g w
|k |*= = (1.20)
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Figura 1.6: Fotografia de una onda plana. En la fotografia podemos ver a la izquierda una
onda plana que se propaga, al llegar a una pared con un pequeno orificio la onda se abre
formando ondas circulares.

Ondas esféricas

Cuando el operador de Laplace ¢ laplaciano 572 actia sobre funciones, su accién toma la
siguiente forma en coordenadas cilindricas:

1 1
VU (p.0.2) = <00, ) + OB + 02U (1.21)
y para coordenadas esféricas:
1 1
U= -02(r¥ Dp(5enB0p W) + ——— 02 0. 1.22
v r H(rl) + r2senf b(senbOpV) + r2sen26 ¢ (1.22)

Nosotros nos enfocaremos al caso esféricamente simétrico, es decir a soluciones de la
ecuaciéon de onda que dependen solamente de la distancia radial r y del tiempo. En este
caso, la ecuacién de ondas es la siguiente:

Loy Lo
;(1 (ru(r,t)) — ﬁﬁtu(r, t)=0 (1.23)
que tiene como solucion general:
1 1
u(r,t) = ;fl(r + vt) + ;fg(?" — vt) (1.24)

donde fi(s) y fo(s) son funciones reales de una variable real con segundas derivadas
continuas. Es facil ver que en el caso de las ondas esféricas los frentes de onda son esféricas.
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Figura 1.7: Onda esferica

Figura 1.8: Onda cilindrica

Nosotros podemos encontrar el caso armoénico monocromatico, que trigonométricamente

esta dado por:
2

A
u(r,t) = ?cos(k:r —wt +¢), con k*= % (1.25)

1.3. Esfuerzo

Las fuerzas internas de un elemento se encuentran dentro del material por tal motivo se
distribuyen en toda el area; esto es lo que se llama esfuerzo a la fuerza por unidad de
area, la cual denotaremos con la letra griega sigma o

P

donde: P = Fuerza axial; A = Area de la seccién transversal.

Hacemos notar que la fuerza empleada en la ecuacién debe de ser perpendicular al area
analizada y ubicada en el centroide del drea para tener o constante que se distribuye
uniformemente en el area aplicada. La ecuacion anterior no es valida para los otros tipos
de fuerzas internas: fuerza cortante, momento flector y momento torsor. El esfuerzo se
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Figura 1.9: Ilustracion del esfuerzo

mide por N/m? o pascal (Pa). Esta unidad es pequefia por lo tanto es mas usual utilizar
multiplos como el kilopascal (kpa), megapascal (M Pa), o gigapascal (GPa). En el sistema,
americano, la fuerza se mide en libras y el area en pulgadas cuadradas, asi el esfuerzo se
mide en libras sobre pulgadas cuadradas (psi). Consideremos un corte imaginario en medio
de la figura. Sea A el drea de tal corte, subdividimos la superficie A en un elemento de
area AA y sea n el vector normal unitario asignado a ella. Una fuerza pequena AF', que
actua sobre cada elemento, de los cuales uno contiene un punto P. Definimos el vector de
esfuerzos t" como:
@ .. AF
t;’ = lim —-,
AA—0 AA
el cual se ejerce sobre un elemento de superficie alrededor de P con normal n. Los es-
fuerzos poseen dimensiones fisicas de fuerzas por unidad de drea. Sea un plano paralelo
al plano xox3 que corta un medio arbitrario para cualquier x;. Entonces expresamos las
componentes del vector de esfuerzo sobre este plano como:

(1.27)

tgél) = 011 téél) = 012 t:())él) = 013 (128)
donde )
AF = AFji + AFyj + AFsk (1.29)

En oy, el indice 7 nos indica la direccién del vector normal y el indice j nos indica la
direccién en la que actia la componente del vector traccion. Poniendo los otros planos
en el punto P paralelos a los planos xyxy v 123, tenemos las otras seis componentes del
tensor de esfuerzos g9, 021, 023 que actian sobre la cara de xo y 033,031,032 que actian
sobre la cara de x3. Las componentes anteriores son funciones implicitas que dependen
del espacio y del tiempo. Para representar la distribucién completa de fuerzas internas en
el punto P, para cualquier superficie posible que intersecta a P. Esto lo podemos hacer
balanceando las fuerzas en un tetraedro con tres caras paralelas al plano cartesiano y
las cuatro caras con una orientacion arbitraria con normal 7. Tomando en cuenta los
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términos de los cosenos directores definidos en la figura y elementos de area, tenemos que:
AA; = AAcos(0;) y n = nyi + ngj + ngk = cos(61)i + cos(03)] + cos(fs)k. Como sabemos
en un cuerpo en equilibrio la suma de las fuerzas que actian en él, deben de ser cero,
balanceando las fuerzas en la direccion de z;, tenemos que:

Z F,, =0=tAA—011AAcos(6h) — 021AAcos(0y) — 031 A Acos(03). (1.30)

entonces
tl = 0111 + O21N2 + 031N3. (131)

De manera analoga, para > F,, = >_ F,, = 0, tenemos que:

tg = 099M9 + 012N + O32MN3. (132)
tg = 033N3 + 013N1 + O23N9. (133)

De forma general: .
tgn) = 0;inj, (134)

que la conocemos como la formula de Cauchy.

1.4. Deformacion

El analisis de las deformaciones se relaciona con los cambios en la estructura que forman
las cargas aplicadas. Si a una barra le aplicamos una fuerza axial de tracciéon aumentara
su longitud inicial; también podemos ver que bajo la misma carga pero con una longitud
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mayor el aumento o alargamiento aumentara también. Por lo tanto matematicamente la
deformacion es:

e= 2 (1.35)

donde € = deformacion, 6 = alargamiento y L = longitud inicial.

Al ver la ecuacién anterior tenemos que la deformacion es un valor adimensional teniendo
un orden de magnitud en los casos del andlisis estructural de alrededor de 107%. De-
seamos describir la deformacién arbitraria de un cuerpo, para esto consideremos el cuerpo
mostrado en la figura 1.13. Sea P(z1,x2, x3), la posicién inicial de un punto en el cuerpo
y P'(ay,as,a3), la posicién final. Entonces el vector de desplazamiento es: w; = a; — z;.
Consideremos que a; esta en funcién de z1, xq, 3, es decir, a; = a;(x1, x2,z3), donde Py
@ son dos puntos cercanos con una distancia dsg y Q(z1 +dxq, xo+dzy, x3+dxs). Al defor-
marse el sélido la distancia entre P’y @' serd de ds, donde Q'(ay +day, az + das, a3+ das).
Entonces

(dso)? = (dr1)* + (dx9)® + (dw3)? (1.36)
(ds)? = (day)? + (day)® + (daz)*. (1.37)
Con la convension de Einstein para indices, tenemos que:
(dso)? = dxidx; y  (ds)* = dayda;. (1.38)
Tomando la diferencia, tenemos:
(ds)? — (dso)? = da;da; — dzida;. (1.39)
Como a; = a;(x1,x2,23) v a; = u; + x;, tenemos que:

Gai auz

entonces
da;da; = |6 — 0+ =— | drpdx; — (6 — | dxyd
diaa ( lk+8xk) ( l+8$l) TR ( kT 83;[ +8xk+8xk8xl) TR

3y g
( J + 8:cj + 3@ + 6’@ 8:(:j

Por otro lado

entonces

(d8)2—<d80)2 _ <8Ul 8uj 1 8uk 8uk

axj + a,j(,’z axz 8{[‘]) dmldx] — (d8)2—<d80)2 = 2Eijdl'id$j, (143)
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de donde

1 [ 0u; | Ouy | Ouy Ouy,

la cual es conocida como el tensor de esfuerzos de deformacién de Green y mide el cambio

de longitudes en un medio. Si consideramos que las derivadas son pequenas, entonces los
productos de estas lo seran maés, por lo que el término no lineal se puede eliminar. Asi,

tenemos que:
1 8ul 6uj
== , 1.45
8] 2 <E)x] + 8%) ( )

que es llamado el tensor de deformaciones infinitesimales de Cauchy. El desplazamiento
de P a P’ puede ser expresado como:

Ui<I1, 1’27333) = UZ(P>, (146)
de la misma forma, el desplazamiento de Q) a @)’ como:
ui(xl +dl’1,l’2 +d£€2,l‘3+dl’3) = UZ(Q), (147)

desarrollando en serie deTaylor w;(Q)) tenemos que:

Ou; (P)
o, +...,

i (Q) = u;(x1, 29, w3) + (1.48)

en donde se han quitado términos de orden superior. Esta ecuacion puede expresarse

‘ : 1 /0 0 1 /0 0
‘ o 1 u; U, 1 Ui Ouy '
ui(Q) = wi(P) + 5 ( z; + xz) dx; + 5 < z; $z> dx;. (1.49)

En la ecuaciéon anterior el primer término expresa una traslacion del cuerpo rigido, el
segundo expresa el tensor de deformacion el cual mide cambios de longitud y el tercero
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mide la rotacién de las particulas. El siguiente tensor es conocido como tensor de rotacion.

1 (0u; Ou;
Wij = = - J (150)
2 al'j 81‘1
Como podemos observar €;; es un tensor simétrico €;; = €;; y wij = —wj;.

1.5. Ley de Hooke

La ley de Hooke nos dice que el limite de la deformacién de un cuerpo es directamente
proporcional a la fuerza. Analizando e interpretando la ley de Hooke se pueden estudiar
aspectos relacionados con la ley de fuerzas, trabajo, fuerzas conservativas y energia de
resortes.

1.5.1. Elasticidad y resortes

Si a un cuerpo le aplicamos una fuerza que lo deforma, y regresa a su forma o tamano origi-
nal cuando desaparece la fuerza deformadora entonces decimos que es un cuerpo elastico.
Las fuerzas elasticas reaccionan en contra de la fuerza deformadora para mantener estable
la estructura molecular del cuerpo. El primero en demostrar el comportamiento sencillo
relativo a la elasticidad de un cuerpo fue Robert Hooke (1635-1703) fisico-matematico,
quimico y astrénomo inglés. Hooke estudié los efectos producidos por las fuerzas de ten-
sion, observé que existia un incremento de la longitud del cuerpo el cual era proporcional
a la fuerza aplicada.

Ley de Hooke: Cuando se trata de deformar un solido, este se opone a la deformacion,
siempre que esta no sea demasiado grande. Hooke establecié una ley que relaciona la
fuerza aplicada y la deformacion producida. Para una deformacion unidimensional, la ley
de Hooke se puede expresar de la siguiente manera:

F=—kX (1.51)

donde: k es la constante de proporcionalidad o de elasticidad y X esla deformacién, que es
lo que se ha comprimido o estirado el cuerpo el cual inicia a partir del estado que no hay de-
formacién. También es conocida como el alargamiento de su posicion de equilibrio. Por otro
lado tenemos que F es la fuerza de resistencia del sélido. El signo (-) es debido a la fuerza
restauradora que posee sentido contrario al desplazamiento. Esta fuerza se opone o se re-
siste a la deformacién. Las unidades son: Newton/metro (New/m), Libras/pies(Lb/p).
Si el cuerpo se deforma mas allda de un cierto punto y el cuerpo no vuelve a su tamano
o forma original, entonces ha adquirido una deformacion permanente. Nosotros llamamos
limite de elasticidad a la fuerza mas pequena que produce la deformacion permanente. El
limite de elasticidad es la mayor longitud a la que puede alargarse un cuerpo elastico sin
perder sus caracteristicas originales. Para fuerzas deformadoras que rebasan el limite de
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Figura 1.15: Limite de elasticidad.
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Figura 1.16: Mdédulo de elasticidad.

elasticidad no es aplicable la ley de Hooke. Mientras la deformacion no sobrepase el limite
elastico, las vibraciones mécanicas son iguales a las de los osciladores armonicos.

Modédulo de elasticidad. La relacion que existe entre cada uno de los tres tipos de
esfuerzo (tensor-normal-tangencial) y sus deformaciones son muy importantes en la rama
de la fisica llamada teoria de la elasticidad o su equivalente de ingenieria, resistencias de
materiales. Al inicio de la curva el esfuerzo y la deformacién son proporcionales hasta
el punto H, el cual es el limite de proporcionalidad. Este hecho de que el esfuerzo y
la deformacién sean proporcionales en una region se le llama ley de Hooke. De H a F,
el esfuerzo y la deformacion son proporcionales; sin embargo si quitamos el esfuerzo en
cualquier punto localizado entre O y F| la curva recorrera el itinerario inverso y el material
regresarda a su longitud inicial. En la regién OF, decimos que el material es elastico y el
punto F lo llamamos limite de elasticidad. Hasta este punto, las fuerzas ejercidas por el
material son conservativas; cuando el material vuelve a su forma original, se recupera el
trabajo hecho en la produccion de la deformacion. En este caso decimos que la deformacion
es reversible.

Si continuamos cargando el material, la deformacion se incrementa rapidamente, pero si
quitamos la carga en cualquier punto mas alla de F/, por ejemplo C', el material no regresa
a su longitud inicial. El cuerpo no conserva sus caracteristicas de cohesién molecular. La
longitud que esta asignada al esfuerzo nulo es mayor que la longitud inicial, y decimos que
el material presenta una deformacién permanente. Al incrementar la carga mas alld de
C, se realiza un gran incremento de la deformacién hasta el punto R, donde se produce
la ruptura. De E a R, decimos que el metal tiene deformacion plastica.

Una deformacion plastica es irreversible, si existe una deformacion plastica grande entre
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el limite de elasticidad y el punto de fractura, el material es ductil. Por otro lado, si
la fractura sucede después del limite de elasticidad, el material se llama quebradizo. La
mayoria de las estructuras se fabrican para sufrir pequenas deformaciones, que tocan solo
la parte lineal del diagrama esfuerzo-deformacion, donde el esfuerzo P es directamente
proporcional a la deformacién unitaria D y se puede expresar de la siguiente manera:
P =Y.D. Donde Y se conoce como el modulo de elasticidad o modulo de Young.

1.5.2. Resortes (Viscoelasticidad)

El resorte es un artefacto fabricado con un material elastico, en el cual se realiza una
deformacién significativa que sin embargo es reversible cuando se le aplica una fuerza.
Los resortes son de gran utilidad para pesar objetos en las basculas de resorte o para
almacenar energia mecanica, un ejemplo de esto son los relojes de cuerda. Estos tam-
bién son utilizados para absorber impactos y reducir vibraciones, como en los resortes
de ballestas empleados en las suspensiones de automovil. Existen diferentes formas de
resortes, por ejemplo en una béscula de resorte por lo regular esta arrollado en forma de
hélice y su elongacién (estiramiento) es proporcional a la fuerza aplicada. A estos resortes
helicoidales se les llama muelles. Los resortes de relojes estan arrollados en forma de es-
piral. Los resortes de ballesta estan conformados por un grupo de ldminas u hojas que
estan colocadas una sobre otra.

Sistemas de resortes

Los resortes se pueden configurar en dos sistemas: en serie y en paralelo. Sistema en serie,
es cuando se dispone de los resortes uno a continuaciéon del otro. La constante eldstica
equivalente (k.,) la definimos de la siguiente manera:

1 1
B 1.52
o > . (1.52)

Por ejemplo:
» Para dos resortes iguales la constante de elasticidad del sistema es: k/2

» Para n resortes iguales la constante es: k/n.

Un sistema de resortes en paralelo es cuando los resortes poseen un punto en comin de
conexion. La constante eldstica equivalente k., la definimos de la siguiente manera:

keq - Z kz (153)
Por ejemplo:

= Para dos resortes iguales la constante de elasticidad del sistema es: 2k.
= Para n resortes iguales la constante es: nk.

= Para dos resortes diferentes en paralelos la constante es:
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Figura 1.19: Sistema de resortes en serie.

Figura 1.20: Sistema de resortes en paralelo.
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La ley de fuerzas de resortes

La ley de fuerza para el resorte es la Ley de Hooke. Segtin lo cual el resorte es estirado (o
comprimido) cada vez maés, la fuerza de recuperacion del resorte se hace mayor y por lo
tanto es necesario aplicarle una fuerza mayor. Entonces tenemos que la fuerza aplicada F'
es directamente proporcional al desplazamiento o al cambio de longitud del resorte. Esto
lo podemos ver como:

F=kAX = k(X — Xo) (1.55)
ocon Xog=0, F=kX (1.56)

Como podemos observar la fuerza varia con X. Esto lo expresamos diciendo que la fuerza
esta en funcién de la posicién. La k es una constante de proporcionalidad y se le suele
llamar la constante del resorte o de la fuerza restauradora. Entre mas grande sea el valor
de k, mas rigido o fuerte serd el resorte. La ecuacién anterior la satisfacen sélo los resortes
ideales. Los resortes verdaderos solo se aproximan a esta relacion lineal dentro de ciertos
limites.

Un resorte ejerce una fuerza (Fj) igual y opuesta
F,=—-kX (1.57)

Fy, = —k(X — Xp) (1.58)

El signo menos nos indica que la fuerza del resorte es opuesta al desplazamiento si el
resorte se estira o se comprime. Esta ecuacion es una derivacién de la ley de Hooke. Esta
es la magnitud de la fuerza ejercida por un resorte que es estirado de una posicion de
reposo X, a una posiciéon X. Dado que el desplazamiento tiene posicion vertical, las X
por lo regular son reemplazados por Y. De los resortes se deriva el movimiento arménico

simple (M.A.S.)

Trabajo hecho por resortes

El trabajo también lo puede hacer una fuerza que varie en magnitud o direccién en el
desplazamiento del cuerpo en el que actia. Un resorte realiza un trabajo con una fuerza
variable. Puesto que cuando se tira lentamente de un resorte, la fuerza que se necesita para
estirarlo se incrementa poco a poco a medida que este se alarga. Sea una masa m ligada
horizontalmente a un resorte. Apliquemos una fuerza F sobre la masa, con el propdsito
de estirar el resorte, asi logramos que la masa m se desplace con respecto a la posicion
Xp la cual es su posicién inicial. La fuerza que se ejerce segin Hooke es:

F=—kX (1.59)

Calculamos el area bajo la curva para una compresion X, y dicha area corresponde a la
medida de la energia que se transfiere al empujar el resorte, y entonces es igual al trabajo
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realizado el cual numéricamente es igual al area del tridngulo. La pendiente de la grafica
es k. F aumenta uniformemente con X. La fuerza promedio (F prom) es:

. oy o . F
Fprom = + Fo En particular, si Fy =0  entonces Fprom = 7 (1.60)
Asi para obtener el trabajo realizado al estirar o comprimir el resorte es:
, F 4
T = FpromX = EX; como F =kX (1.61)
El trabajo realizado es:
1
T = 5lg(X)2 (1.62)
El trabajo de estirar un resorte de X; a Xs es:
1 2 1 2
Ths = ék’(X2) - Ek(Xl) : (1.63)

Fuerza conservativa de resortes

La ley de Hooke es una fuerza conservativa de caracteristica variable. Si unimos un objeto
a un resorte el cual se mueve desde un valor de alargamiento del resorte a cualquier otro,
el trabajo de la fuerza elastica es también independiente de la trayectoria y de hecho es
igual a la diferencia de los valores final e inicial de una funcion llamada energia potencial
elastica. Si solamente la fuerza elastica actia sobre el objeto, entonces se conserva la
suma las energias cinética y potencial elastica; entonces, la fuerza elastica es una fuerza
conservativa. Si tomamos un resorte de masa despreciable atorado por uno de sus extremos
a un muro y un bloque de masa m; los dos en el piso, asi que si impulsamos el bloque, se
dirigira hacia el resorte con una velocidad constante 1% (en el supuesto de que la fuerza de
rozamiento entre el bloque y el piso es cero). Por lo tanto la inica fuerza exterior que actiia
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sobre el movimiento del cuerpo viene del resorte. Conforme el bloque va comprimiendo
al resorte tanto su velocidad como su energia cinética se van disminuyendo hasta que se
detienen. Al aplicar la ley Hooke podemos calcular la compresién que se produce. Después
el bloque invierte el sentido de su movimiento y conserva su direccion, va incrementando
su velocidad de tal manera que el resorte regresa a su longitud original; cuando ocurre
esto el bloque posee la misma velocidad (signo contrario) que tenia antes de comprimir
el resorte. La energia cinética disminuye en el bloque durante su movimiento pero se
vuelve a incrementar totalmente cuando retorna al punto de partida. Recordemos que
la variacion de la energia cinética nos indica que hay trabajo mecénico; como podemos
observar, al finalizar un recorrido de ida y vuelta, la capacidad del bloque permanece
igual para realizar trabajo; se conservo. A la fuerza eléstica que es ejercida por el resorte
ideal y a otras fuerzas cuyo comportamiento es igual se les llaman fuerzas conservativas.
A las fuerzas que no son conservativas se les llama disipativas. Un ejemplo de fuerza
conservativa es la fuerza de gravedad.

Por otro lado podemos definir a una fuerza conservativa por el trabajo hecho por la fuerza.
Si no existe cambio en la energia cinética de un cuerpo, el trabajo realizado en el debe
ser cero si dicha trayectoria es cerrada. 7' = E. = 0. La fuerza del resorte debe de ser
conservativa porque el trabajo realizado a través de cualquier trayectoria es siempre igual.
Energia potencial de resortes
La energia potencial E, que esta almacenada en un resorte estirado o comprimido se
puede obtener por:
1 2 , . s .
E, = §k(X> (Energia potencial eldstica) (1.64)

que es igual al trabajo realizado por el resorte.

Energia cinética de resortes

La energia cinética de un cuerpo es el trabajo que puede realizar antes de permanecer en
reposo. Asi que si tenemos una masa m que oscila en un resorte posee energia cinética:

E,=-m(V)? (1.65)

De esta manera la energia cinética y la energia potencial juntas nos dan la energia mécanica
total del sistema

1 1
E = §m(V)2 + §k;(X)2 (1.66)
Después de analizar a un resorte que se comprime una distancia Xy. Durante un periodo,
la masa pasa por X = 0, se estira X = Xy y retorna a X = —X,. Al moverse la

masa cambian las energias cinética y potencial asociadas al sistema. Estas energias son
inversamente proporcionales, una aumenta y la otra disminuye.
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1.6. Segunda ley de Newton

La segunda ley de Newton, también es conocida como la ley Fundamental de la Dinamica,
la cual determina que existe una relaciéon proporcional entre la fuerza y la variaciéon de la
cantidad de movimiento o momento lineal del cuerpo. Dicho de otra manera, la fuerza es
directamente proporcional a la masa y a la aceleracion del cuerpo.

Fuerza/masa = aceleracion (1.67)
F =ma (1.68)

Por otro lado, la Fisica Clasica de Newton sostenia que una fuerza constante podria acele-
rar una masa hasta el infinito. Durante el transcurso de los afios se le han realizado varias
modificaciones a la segunda ley de Newton una de ellas por la Teoria de la Relatividad
Especial de Einstein al tomar el fenémeno del aumento de la masa de un cuerpo con la
velocidad y, después por la Relatividad General al introducir perturbaciones del espacio-
tiempo. Con esto una fuerza constante ya no puede acelerar una masa hasta el infinito.
Sin embargo la relacién de proporcionalidad entre masa y fuerza que genera la aceleracion
se sigue conservando para la masa en un instante determinado. De esta manera la masa
y la energia se transforman en dos manifestaciones de la misma cosa. Los principios de
la conservacién de la masa y de la energia de la mecanica clasica pasan a conformar el
principio de conservacion de la energia-masa relativista mas en general. Sin embargo, la
Teoria de la Relatividad de Einstein no nos dice que es eso que se manifiesta como masa
0 como energia.

Ademas de la Teoria de la Equivalencia Global se derivan varias cosas relacionadas a la no
existencia de las tipicas singularidades relativistas y de la compatibilidad entre la teoria
del atomo. El principio de igualdad que existe entre masa inercial y masa gravitatoria
nos deja encuadrar en la Ley Fundamental de la Dindmica a la fuerza de gravedad de
los planetas. Sin embargo la fisica Relativista de Einstein mantiene dicho principio, pero
cambia el espacio y el tiempo para que cuadren pequenas diferencias que fueron observadas
en la érbita de Mercurio y de los planetas.

Ademas de introducir la variacién de la masa fisica con la velocidad, la Ley de la Gravedad
Global introduce la variacién de la fuerza gravitacional con la velocidad para un mismo
punto de la globina. En el nuevo modelo de la Dinamica Global, la segunda ley de Newton,
se continua cumpliendo en lo que respecta a la proporcionalidad entre fuerza, masa y
aceleracion. Cuando la velocidad es parecida a la velocidad de la luz, el incremento de la
masa fisica es provocado por la conversion entre la fuerza aplicada la cual proviene o no de
la energia gravitacional y de la energia cinética. Dicho incremento serd compensado con
un aumento de la atraccién gravitacional. Dicho de otra manera, de las dos componentes
de la atractis causa, de la originada de la tensién de la curvatura longitudinal de la globina
y la originada de la velocidad de los cuerpos con masa respecto a la globina, solamente la
segunda es la que ocasiona la variacion adicional de la fuerza gravitacional que provoca
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la precesién anomala de las orbitas de los planetas en lo que respecta a lo visto por la ley
de Gravitacién Universal de Newton.

En resumen, la Dindmica Global conserva idéntico el comportamiento de la masa fisica en
movimiento con o sin fuerzas de gravedad en lo que respecta a la proporcionalidad entre
fuerza, masa y aceleracién, con algunas modificaciones:

= Kl principio de igualdad que existe entre masa inercial y masa gravitatoria de Newton
y Einstein se convierte en una realidad de las caracteristicas del movimiento de la
masa fisica.

= Debido a la velocidad se incrementa la masa fisica. Sin embargo, con algunas dife-
rencias conceptuales con respecto al marco de referencia del movimiento, de manera
parecida sucede en la Mécanica Relativista y en la Dindamica Global.

= La precesion anémala que existe en la 6rbita de los planetas se entiende en la Dinami-
ca Global como una fuerza extra de la interaccién masa-globina que surge de la
velocidad. En la Mecanica Relativista de Einstein y en la Mecanica Cuéntica, tal
precesiéon se explica con modificaciones del espacio-tiempo.

Recordemos que la Teoria de la Equivalencia Global matiza la Segunda ley de Newton y
lo hace a través de un contexto en el que el movimiento de los cuerpos no se realiza en un
vacio abstracto sino en la estructura reticular tridimensional de la materia o globina, con su
respectiva caracteristica de simetria radial en un espacio euclidiano. La Mecénica Global
explica el efecto tinel y el experimento de doble rendija y sostiene que el movimiento de
la érbita de los electrones se debe al movimiento de los puntos de relajacion de la tension
gravito-magnética de la globina.

El Newton en el Sistema Internacional es la unidad de fuerza y se representa por una N.
Un Newton es la fuerza que hay que aplicar en un cuerpo de un kilogramo de masa para
que tenga una aceleracién de 1m/s?, es decir, IN = 1Kg.1m/s% La ecuacién anterior
se cumple para cuerpos cuya masa sea constante. En el caso de que la masa varie, como
por ejemplo en un cohete que va quemando combustible, no ocurre puesto que para que
esto suceda debemos generalizarla. Para esto primero definimos una magnitud fisica que
es la cantidad de movimiento que la representaremos por una p y que se define como el
producto de la masa de un cuerpo por su velocidad, esto es

p=m.u (1.69)

A la cantidad de movimiento también se le suele llamar momento lineal. La cantidad de
movimiento es una magnitud vectorial y, en el Sistema Internacional se mide en kg.m/s.
En términos de estd magnitud fisica, la Segunda ley de Newton queda expresada de la
siguiente manera: La Fuerza que actiia sobre un cuerpo es igual a la variacién temporal
de la cantidad de movimiento de dicho cuerpo, esto es:

F = dp/dt (1.70)
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de esta manera cubrimos el caso de cuerpos cuya masa no sea constante. Para verificar
que dicha generalizacién también nos sirve para el caso de que la masa sea constante,
recordando la definicién de cantidad de movimiento y la regla para derivar un producto
tenemos:

F =d(m.w)/dt = m.dv/dt + dm/dt.v (1.71)

como la masa es constante entonces:
dm/dt =0 (1.72)
y utilizando la definicién de aceleracién, tenemos que:
F =ma (1.73)
que es lo que habiamos visto anteriormente.

Otra derivacién de la expresién de la Segunda ley de Newton utilizando la cantidad de
movimiento es lo que se llama Principio de conservacion de la cantidad de movimiento.
Si la fuerza total que es ejercida en un cuerpo es cero, la Segunda ley de Newton nos dice
que:

0 =dp/dt (1.74)

es decir, la derivada de la cantidad de movimiento con respecto al tiempo es cero. Como
sabemos de nuestros cursos de cédlculo esto nos dice que la cantidad de movimiento debe
ser constante en el tiempo. Esto es lo que se conoce como Principio de conservacion de la
cantidad de movimiento: si la fuerza total que actua sobre un cuerpo es nula, la cantidad
de movimiento del cuerpo permanece constante en el tiempo.

Sea una particula de masa m sometida a varias fuerzas la segunda ley de Newton nos dice
que:

> F=ma (1.75)

nosotros podemos considerar al vector de aceleracién como a = (ay, as, a3z)’ que tiene com-
ponentes a; para las tres direcciones z; con j = 1,2y 3. Y como sabemos el indice superior
T nos indica la operacién transpuesta. Como la velocidad es el cambio del desplazamiento
con el tiempo y la aceleracion es el cambio de la velocidad con el tiempo. Entonces, de
lo anterior tenemos que la aceleracion es la segunda derivada del desplazamiento 0 con
respecto al tiempo lo cual denotamos como:

d*o

“T e

(1.76)
La mecéanica de Newton explica el movimiento tanto de los cuerpos celestes como de los
objetos comunes. Sean las coordenadas cartesianas y teniendo el equilibrio dentro de un
continuo nosotros podemos plantear la segunda ley de Newton por unidad de volimen
de manera actualizada usando notacion indizada y derivadas parciales con respecto a las
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variables. Esto lo podemos realizar gracias a la definicion del tensor tensién desarrollado
por Cauchy. Entonces podemos escribir:

=0 (1.77)

donde u;(z,t) es el vector de desplazamiento del punto z el cual representamos por x; con
j = 1,2y 3, respectivamente, o por z,y y z. El tiempo esta dado por ¢, oj;(x,t) son las
componentes del tensor tension que esta sobre las caras de una particula orientada hacia el
eje j, fi; es la fuerza del cuerpo por unidad de volimen, p es la densidad de masa y el lado
derecho de la ecuacion es la masa por unidad de volimen multiplicado por la aceleracion.
Por otro lado podemos garantizar sobre los momentos de equilibrio que el tensor tension
puede ser simétrico, es decir 0j; = 0;;. El equilibrio nos proporciona una frontera sujeta
a atracciones o fuerzas por unidad de area la cual nos conduce a la ecuacion de Cauchy
oin; = tg") el cual relaciona el tensor tensién en un punto con la traccién asociada a un

vector normal dado.

Si el movimiento en el punto x+dx esta dentro de una vecindad alrededor de x lo podemos
expresar de la siguiente manera:

wi(x + dx,t) = u(z, t) + gul

day (1.78)

Ty

El primero y tercer término de la ecuacién anterior nos muestra al movimiento = + dx
como la composicion de un cuerpo rigido trasladado y rotado lo cual no produce ningin
esfuerzo. El segundo término implica esfuerzo y es el producto del tensor de esfuerzo
infinitesimal de Cauchy y las diferenciales espaciales dzy.

€ik = 5 (axk + 0%) , (1.79)

En la actualidad nosotros expresamos la ley de Hooke de la siguiente forma: F' = k x §
donde F es la fuerza, k es la constante de elasticidad o rigidez, y 0 es el desplazamiento.
Para materiales eldsticos lineales la ley constitutiva mas general esta dada por:

Tij = CijpgCpy, (1.80)

llamada ley de Hooke que expresa una relacién lineal entre la tensién o;; y el esfuerzo
epq €n un punto. En el tensor c¢;j,, podemos apreciar las propiedades elasticas y el cual
como observamos es de cuarto orden. Dado un punto, esto nos genera 81 entradas, pero al
considerar las simetrias de los tensores de tension y esfuerzo nosotros solamente tenemos 36
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constantes independientes. Debido a las consideraciones de la energia solamente podemos
tener 21 constantes para un solido anisétropo en general. Si el medio es isétropo tenemos
la siguiente ecuacion:

Cijpg = AdijOpq + 11(0ip0jq + digOip), (1.81)

donde 0;; es la delta de Kronecker que como sabemos es igual a 1 si ¢ = j; y es igual a 0 si
it # 7; por otro lado notamos que d;; = 3 y las constantes A, i son las constantes de Lamé.
En la ecuacion (1.81) podemos ver que con solo dos constantes independientes podemos
expresar un soélido isétropo lineal. Para materiales isotropicos la ley de Hooke se puede
expresar:

Tij = Nexrdij + 2p1€;;. (1.82)

Sustituyendo o;; de la ecuacién (1.82) en la ecuacién (1.77) y considerando la ecuacién de
esfuerzo en (1.79) entonces nosotros podemos expresar la ecuacién de movimiento dentro
de un medio elastico como:

82’&1' 8QUj 62 (%
] 1.
doom;, T AT WG, T e (183)

L

conocida como la ecuacién de Navier. Podemos ver que bajo ciertas circunstancias las
soluciones homogéneas para f; = 0 se puede representar como:

¢ Oy, Oy,

=90 O 9V _ ), 1.84
U oz, + €ijk 9z, con B, ( )

donde ¢ = p(x,t) v ¥p = ¥i(x,t) son funciones que se conocen como potenciales. El
primero es un escalar y el segundo es un vector. Incluso estas funciones pueden ser solu-
ciones de las ecuaciones de onda homogéneo.

Po 1% Po 10

0x;0m; o202 On0m; B2 o2

Esto es sustentado por el teorema de Lamé, donde o = /(A + 2u)/py 6= +/j/p son las
velocidades de onda compresional o P y ondas de corte o S. La existencia de estos dos

tipos de ondas fue descubierto gracias a experimentos realizados que muestran a la luz
como ondas polarizadas transversalmente. Por otro lado Poisson utilizé fuerzas elasticas
intermoleculares newtonianas y encontr6 tedricamente la existencia de las ondas Py S.
Sus aceveraciones le permitieron concluir que a = v/33. Esto ocurre cuando A = u (o
v =0,25), a un medio con esta caracteristica es llamado sélido de Poisson.

(1.85)

Para medios lineales elasticos, isétropos, elasticos homogéneos la ecuaciéon de Navier se
puede resolver a través de superposiciones de soluciones de la ecuacion de onda conocidas
como potenciales. Existen muchos métodos para encontrar las soluciones. Probablemente
la solucién més simple es la que propuso D’Alembert un personaje que vivié en Francia
en el siglo diciocho. Extendiendo su idea nosotros tenemos que:

M@w:fe—m?ﬂ+ge+xmﬂ, (1.86)

(0%
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la cual es una solucién de la ecuacion de onda para casi cualquier funcion f y g, que se
propagan a lo largo de los vectores unitarios ny y —ny, respectivamente. Sean xpn; = s
que es la ecuacién de un plano en el espacio de 3D y que estd a una distancia s del origen,
medido a lo largo de n;. Lo cual nosotros podemos expresar como: x.n = s. Esta es la
definicién de una nueva coordenada s

1.6.1. La transformada de Fourier y las ondas planas

Consideremos la siguiente funcién:

£() = - /OOF(w)exp(—l—iwt)dw, (1.87)

:%oo

donde F(w) es la transformada de Fourier de f(¢) dada por:

F(w) = /_00 f(t)exp(—iwt)dt. (1.88)

La ecuacion (1.87) nos muestra una funcién arbitraria en términos de superposicién con-
tinua de senos y cosenos. Como t es variable entonces nosotros lo podemos sustituir por
el argumento de D’Alembert (¢ — s/c) por lo tanto tenemos que:

1 o0
Flt = 5/0) = o= / Flw)exp|iw(t — s/c)|dw (1.89)
7T —00
1 [ ) )
=5 F(w)exp|—iws/clexp[+iwt]dw.

7T — 00
La contribucién de la onda plana la da la funcién de transferencia que multiplica la
transformada de Fourier de la senal. Sea la funcion de transferencia:

exp[—iws/c|] = exp[—i(w/c)n.x] = exp[—ik.x], (1.90)

la cual simboliza una onda plana armoénica que se propaga e indica que el vector de onda
k = (w/c)n nos proporciona la direccién de propagacion de la onda plana, donde n es un
vector unitario (n} 4+ n3 +n2 = 1). De hecho se puede extender la idea del vector unitario
n de que este pueda tener valores complejos por lo tanto nosotros podemos tener ondas
planas no homogéneas. Ejemplo de esto es una onda esférica armonica que es el resultado
de la superposicion de ondas planas homogéneas y no homogéneas, utilizando la integral
de Weyl tenemos que:

1 R 1 exp(—tk,x —ikyy —v | 2 |)
= —w— | = — 1.91
R 6TP < iw c) o // 5 dk,dk,, (1.91)

donde v = \/w2/02 — k2 — k2, por el signo nos damos cuenta que Re v > 0y que R =

x? + y? + 2z2. Entonces las ondas planas son trozos edificados para construir soluciones
para problemas de espacios medios y capas medias.
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1.7. La formula de D’Alembert

Sea el problema de Cauchy en todo R.

Uy — Uy = 0, zeR, t>0
{ " (1.92)

u(z,0) = f(2), u(w,0) = ¥(z), wcR
a Uy — Uz, se le suele llamar el d’alembertiano el cual es un operador que involucra

derivadas parciales, de hecho se suele simbolizar con [J. Su version multi-dimensional de
este es:

N
O=0] -0, =0} -) 02, (1.93)

i=1
En un espacio de una dimension la ecuacién de onda es un modelo que simplifica las
vibraciones de pequenia amplitud de una cuerda y qué através de u = u(x,t) describe

las deformaciones verticales de esta. La solucién de (1.92) puede calcularse de manera
explicita. De hecho dicha solucién es de la forma:

u(z,t) = %[f(ac +t)+ flx—1t)] + % /: Yp(s)ds. (1.94)

donde u es de la siguiente forma:

u(z,t) =F(x+1t)+ Gz —1t) (1.95)
Y 1 1 /[

M$—§ﬂ$+iAwWMm (1.96)

mgzéﬂg+;/¢@ma (1.97)

Por otro lado es bueno mencionar que cualquier funcién de la forma (1.95) es solucién de
(1.92). Esto corresponde a la factorizacion del operador de D’Alembert

0= at2 - ag = (at - aa:)(at + a:c) - (at + a:t:)(at - a:c)7 (198>

la cual nos dice que el operador de onda es la composiciéon de los dos operadores de
transporte de primer orden 0; + 0,, en donde sus soluciones son ondas viajeras de la
forma §(z +t) o G(z —t).

En (1.93) podemos observar otra de las propiedades de la ecuacién de onda: la velocidad
finita de propagacion. Asi que el valor de la solucién u en el punto (z,t) depende de los
valores de los datos iniciales en el intervalo de dependencia [x —t, x +t]. Por otro lado, una
perturbacion de los datos iniciales en el instante t = 0 en el punto xy solamente afecta al
valor de la solucién en el cono de influencia | x — x [<| ¢ |.
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Otra de las propiedades es la de no tener efecto regularizante. Podemos deducir que
la solucion u, en cualquier instante t > 0, es tan regular como el dato inicial f para la
posicién y adquiere una derivada con respecto a la velocidad inicial ¥. De la misma manera
la velocidad u; posee la misma regularidad que v y pierde una derivada con respecto a f.

Como podemos observar las incognitas del problema son u y u;. Por tal motivo debemos
dar los datos iniciales de las dos incognitas para asegurar la existencia y la unicidad de las
soluciones. Considerando lo anterior es usual escribir la ecuacién (1.92) como un sistema

de la siguiente forma:
{ = (1.99)

Vg = Ugy

o como un sistema de leyes de conservacion hiperbdlica

{“t — (1.100)

Wt = Uy

Algunas de estas propiedades de la ecuacién prevalecen en mas de una dimensién espacial.
Otra de las propiedades de la ecuacién de onda es la ley de conservacion de la energia.
En esta ocasién la energia correspondiente es:

B(O) =5 [ o) P + | wilo,0) Pl (1.101)
R

lo cual podemos comprobar multiplicando (1.92) por u; e integrando en R. Esta ley
nos dice que el espacio H*(R) x L*(R) es un marco funcional el cual es propicio para
la resolucién de la ecuacién de onda. Por lo tanto tenemos que para todo dato inicial
(f,v)e H(R) x L*(R) hay una tnica solucién de (1.92) en la clase u que pertenece
C([0,00); HY(R)) N C*(]0, 00); L*(R)). Como podemos observar el vector incégnita con-
serva la continuidad en el tiempo, la regularidad en los datos iniciales.

1.8. Ecuacion de Navier

Se puede demostrar que en un sélido que es continuo, elastico, homogéneo e isotropo la
ecuacién que representa la propagacién de las ondas, se puede escribir de la siguiente
manera:

0%

pV2a+ A+ p)V(VE) + f = P o (1.102)

donde @ = (u,v,w) es un vector que simboliza el desplazamiento en las tres direcciones
del espacio x, ¥, z, correspondientes, y ¢ representa el tiempo, \ y p son los pardmetros de
Lamé y p es la densidad. V? es el laplaciano y V es el operador nabla. Esta es la llamada
ecuacién de Navier sin fuerzas de volumen. Para un campo vectorial dado V, se puede
demostrar que se satisface utilizando el teorema de Helmholtz,

V2V = V(VV)+V x (VxV) (1.103)
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en la ecuacién de Navier (1.102) se tiene:

0%
A+ 20)V(V.A0) + uV x (V x @) + f = ,08—;; (1.104)

Expresada de esta manera la podemos separar en dos partes. Por una parte podemos
suponer que el desplazamiento se origina sin alterar el volimen, por tal motivo su diver-
gencia es cero, y entonces tenemos que:

. 1 0%u
Vaia=0 (1.106)
donde 3 = %, es la velocidad con que se propagan las ondas equivolumétricas o de

portante. Estas son las llamadas ondas S u ondas secundarias o de cizalla. En esta ecuacién
el vector de desplazamiento es perpendicular a la direccién de propagacion. A estas ondas
se les suele clasificar segin su polarizacion en ondas SH y ondas SV, ambas pertenecientes
al plano perpendicular a la direcciéon de propagacién del frente de ondas. Las ondas SH
estan polarizadas en el plano horizontal, y las ondas SV estan polarizadas en el plano
vertical.

Por otra parte, considerando que el movimiento se origina sin rotacién de particulas, de
tal manera que el rotacional de la ecuacion se anula, entonces obtenemos que:
1 0%

f+ V= 5 (1.107)

V xi=0 (1.108)

donde a = ,/’\*% es la velocidad de propagacion de las ondas compresionales o irrota-

cionales. A estas se les denomina ondas P y su velocidad de propagacién es mayor que
las de las ondas S, por tal razon se les suele llamar primarias. En esta ocasion el campo
de desplazamientos es paralelo a la direcciéon en la que se propaga la onda.

1.8.1. Planteamiento del problema en 3-D

La primera ecuacién se puede expresar en varios sistemas de coordenadas, como en las
cartesianas, coordenadas polares, cilindricas, esfericas, etc. El esquema en desplazamientos
para coordenadas cartesianas en 3D, lo podemos escribir como:

d%u 0%u 0%u o*u O%*u 92u

Pam = A +2)7 + Mo Traz (A + ,u)ayax + A+t fa (1109)
821) 821} 82’0 821) 2’U 82’0

Pam = Hams +(A+ 2’“‘)8_3/2 thg (A “)axay + (A + “)az—ay +f,  (1.110)
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0w 0w 0%w 0w 0w *w
= - A+ 20) 5 + (A + + (A +
P~ Mg Thge T2 T g+ g o
donde f,, fy, f. simbolizan la fuerza por unidad de volimen en las tres direcciones del
espacio x,y y z,respectivamente. La expresion en desplazamientos-esfuerzos de la misma
ecuacion es:

+f (L111)

82'& aom aoxy ao_:z}z
= +

. 1112
P9z " or oy 0. (1.112)
v 0oy 0oy 00y,
_ 111
"o T or T oy 9. T (1.113)
2
0w 0o, Doy n 00, Lt (1.114)

Porr =~ 6 " oy ' 62

donde o;; es el tensor de esfuerzos, que podemos escribir como:

Opz = ()\—I—Q,u)%%—/\g—zjt)\g—f (1.115)
Uyy:)\%+()\+2u)g—z+)\g—t: (1.116)
azzzA%+>\g—Z+(A+2u)g—f (1.117)
Oy = I <Z—Z + %) (1.118)
Ops = 4 (% + g-:) (1.119)
Oy =l <% + g—Z) (1.120)

Las dos expresiones anteriores son formas diferentes de representar la ecuaciéon de Navier.
Aunque en realidad es la misma ecuacién, el utilizar una expresion o la otra, nos lleva
a esquemas de diferencias finitas distintos. Nosotros desarrollaremos un esquema en la
expresion en desplazamientos.

1.8.2. Planteamiento del problema en 2-D

Cuando se plantea el problema de la propagacién de ondas en dos dimensiones, se separa
el problema en dos partes. Por una parte se trabaja con las ondas SH, y por la otra con
las ondas P y SV. El problema SH es un problema escalar en donde el desplazamiento de
la particula es perpendicular al sentido de propagacion de la onda y al plano 2 — D. Por
otro lado, el problema P — SV es un problema vectorial, en donde el desplazamiento se
produce en el plano que se considerd. Aqui el desplazamiento de la particula y la direccion
de propagacion de la onda estan en el mismo plano.
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Ondas SH. El plano de propagacion de estas ondas es el z,z. Sin embargo, sélo hay
desplazamiento en la direccion y, en otras palabras el desplazamiento v. La expresion en
desplazamientos es:

0*v 0*v 0*v

En esta ocasion se trata de una ecuaciéon en la que tenemos tres derivadas parciales de
segundo orden. Estas pueden ser aproximadas por esquemas de diferencias finitas. Sin
embargo, existen otras expresiones, como por ejemplo la expresion en desplazamientos-
esfuerzos, que para esta ocasiéon SH lo podemos expresar como:

v Doy 0oy,

P = e T oe T (1.122)
ov

0oy = g (1.123)
v

Oys = Hp (1.124)

Por otro lado, la expresién en velocidad-esfuerzos nos queda como:

Ov Doy, n doy.

p% - Oz 0z
004y ov

+ fy (1.125)

= U= 1.12
o Mox (1.126)
do,.  Ov

donde v es la velocidad del desplazamiento v, dicho de otra forma v = %

Ondas P-SV. Como en las ondas S H, el movimiento se realiza en el plano x — z, siempre
y cuando no exista desplazamiento en la direccién y. Considerando lo anterior podemos
escribir las ecuaciones que representan el problema P — SV en la expresion de desplaza-
mientos en coordenadas cartesianas, como:

0%u 0%u 0%u 0*w 0*w
—_— = 2 1.12
P~ W2 gs t s A e, T (1.128)
0w 0w 0w 0*u 0*u
-7 = 1.1
p ot? H 0x? + (At 2p) 022 + 'uazﬁx + )\axaz + (1.129)

A continuacién se presenta la expresion de esta ecuacién en términos de desplazamientos-

esfuerzos,
Pu 0oy 00,

patQ O 0z
0*w 00y, | 0o,
oz = or ' 82

+ fa (1.130)

+ [ (1.131)
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Opz = (A +2 )%—F/\g—z: (1.132)
0., = Ag—z + (A + 2@2—2 (1.133)
Opz = [ (% %) (1.134)
Por 1ltimo, se presenta la expresion en velocidad-esfuerzos, la cual queda como:
p% = ag;x + agf + (1.135)
p 0 O | Oy, (1.136)
O = (A + Zu)% + )\aa—z] (1.137)
o :A%JF(AJFQ )Z—Z (1.138)
Opr = (% g—:) (1.139)

donde u y w es la velocidad en las direcciones del espacio x y z respectivamente, es decir,

— Ou — Ow
u=7g;yw=%.




‘Capitulo 2

M étodo de diferencias finitas

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden.

0*® 0*® 0% 0P 0P
A B DY +E— +Fbo+G = 2.1
7+ 8x8y+08y2 TDg tEg +G=0 (2.1)

donde ® = ®(z,y) es una funcién y x,y son las variables independientes, en algiin punto
en particular (z,y) del dominio  C R? de la funcidn, la cual se clasifica en:

» Eliptica si (B* —4AC) < 0, (No existe direccién caracteristica en (a, b));

cuya ecuacion es:

*®  9*P
= 2.2
Or2 + ayZ 0 o ( )
*® 9P

entre estas encontramos la ecuacion de Laplace y la ecuacién de Poisson.
» Parabdlica si (B? — 4AC) = 0, (Existe 1 direccién caracteristica en (a,b) );
v 0?P
ot Ox?

con A\ constante. Ejemplos de estas son la ecuacion de Fourier y la ecuacién de
difusion pura.

(2.4)

» Hiperbdlica si (B* — 4AC) > 0, (Existen 2 direcciones caracteristicas en (a,b));
e o2 0*®

- == 2.5
ot? 0x? © (25)
0P 0P
— +k—=0 2.6
ot " ou (2:6)
con C k constantes.Entre estas estan la ecuacion de onda y la ecuacién de adveccion

pura.

39
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Para resolver dichas ecuaciones existen varios métodos, pero en el presente trabajo nos
enfocaremos en uno en particular, que es el método de diferencias finitas, el cual en paginas
posteriores utilizaremos para resolver la ecuacién de onda.

2.1. Diferencias finitas

El método de diferencias finitas se fundamenta en lo siguiente: las funciones de argumentos
continuos que muestran el estado del flujo son sustituidos por funciones que son definidas
en un numero finito de puntos de la grilla o malla del dominio considerado.Las derivadas
son sustituidas por diferencias divididas. Asi , dicha ecuacién diferencial es sustituida por
operaciones algebraicas de diferencias finitas. La grilla de calculo es una region finita de
puntos que cubren el mismo dominio en el plano (x,t) como pasa con las funciones de
argumentos continuos. Este cuadrillado es el dominio de definicién de las funciones de
argumentos discretos a los cuales conoceremos como funciones de grilla é malla.

2.2. Formulas de diferencias finitas

La sustitucion de la expresion diferencial por su anédloga diferencia finita es una aproxi-
macién cuyo grado se le llama error de truncamiento u orden de aprorimacion. Las apro-
ximaciones pueden desarrollarse de la siguiente manera. Sea u(x) una funcién de clase
C™ (] 0,L |) y h un ntimero real, el valor de la funcién en (z + h) puede desarrollarse
en serie de Taylor por:

du h? d*u h™ d™u hmHL dmtly

e+ h) = () b )+ o w) o )+ e

(&) (2.7)

donde x < £ < x+h. En la ecuacion anterior al tltimo sumando se le suele llamar el resto.
Si se comete un error en el resto del desarrollo lo cual denotaremos como O(h™!) este
se produce debido al truncamiento del desarrollo de Taylor en su término (m + 1)-ésimo
y por tal razén se le nombra como error de truncamiento (o de truncatura).

Sea m =1y h > 0 entonces:

du

u(x 4+ h) = u(x) + h.—(x) (2.8)
dx
de lo cual J ( h) ()
U u(xr + —ulx
— ~ 2.
@) ) (29)
en donde el error de truncamiento es:
h d*u

La ecuacién (2.9) se conoce como férmula en diferencias finitas progresivas de primer
orden que se utiliza para aproximar la primera derivada de una funcién, puesto que si
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h > 0 se utiliza para aproximar el valor de la primera derivada en z a la funcién evaluada
en x y en un punto (z + h) adelantado respecto a .
Con h > 0 consideremos el siguiente desarrollo:

du h? d*u

u(zr —h) =u(x) — h.—(z) + —

o 5772 (&) (2.11)

lo cual haciendo el proceso anterior, obtendremos la formula en diferencias finitas regresiva
de primer orden para aproximar la primera derivada de una funcion:

du, . u(xr)—u(r—nh)

— ~ 2.12
() ) (212)
en la cual existe un error de truncamiento:
h d*u
b= 35 (6) — By = O(h) (213

Pero por otro lado también podemos combinar desarrollos en serie. Asi, si tenemos:

du h? d*u h? d3u

du h? d*u h? dPu

&) (2.14)

—h) = h.— —— 2.1
ule — ) = ulw) — b (@) + o () = T T (2.15)
si a la primera ecuacion le restamos la segunda obtenemos:
du h? d3u d3u
h) — —h)=2.h.— —. (== () + == (" 2.1
u(e + B) —uz —h) = 2050 () + (A (@) + TH(E) (2.16)
y utilizando la igualdad %(5) (§” ) = i?f(f) la cual obtenemos del siguiente

teorema:

Teorema 2.1 Sea f una funcidn continua en [a,b], con {&}1, un conjunto de puntos de
la,b] y {a}l, un conjunto de nimeros reales del mismo signo, diferentes de cero entonces
existe un punto ela,b] tal que:

Zozl (&) = <Za> (2.17)

entonces tenemos que:
du, . ulx+h)—ulx—h) h* du
i = 2.h "6

donde x — h < £ < x + h. De esta ecuacién obtenemos la formula de diferencias finitas
centrada:

(2.18)

du, . u(r+h)—ulx—h)

() ~ o (2.19)
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en la cual el error de truncamiento es:
h? d3u 9
Ahora sumando los siguientes desarrollos en serie:

du h? d*u h? dPu ht d*u

w(x + h) =u(z) + h%(x) + E@(x) + E%(x) + ﬂ'@@,) (2.21)
du h? d*u h3 d3u ht d*u
u(x —h) = u(x) — h%(l') + ?@(a:) — E@(x) + ﬁ'%@ ) (2.22)
de lo cual:
b B — 9 2 d*u nt du, . du,, 593
u(z +h) +ule —h) = 2u(e) + b7 o (@) + 57 (55 (E) + =5 (7)) (2.23)

de donde tenemos que:

du,  u(r—h) —2.u(x) +u(z+h)

en donde existe un error de truncamiento:
h* du )

Podemos extender este procedimiento al caso de funciones de varias variables. En esta
ocasion lo expondremos para funciones de 2 variables. Para esto suponemos la suficiente
regularidad a nuestras funciones y con h > 0 y £ > 0 consideraremos los siguientes
desarrollos en serie:

ou h? 0%u h? O3u
u(@ +hy) = ulz,y) + b (v,y) + 55 (@y) + a5 (@ )+ (2.26)
h* 0%
ou h? 9%u h3 93u
u(@ = hy) = uz,y) = ho(@,y) + 555 (@ y) = =g (@, y)+ (2.27)
ht 0*u
ou k% 0%u kE* 93
E* 0*u
ou k% 0%u k2 03w

u(z,y — k) =u(zr,y) — k:a—y(x, y) + Eﬁ_yz(x’y) — E.a—yg(m,y)—k (2.29)
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k_4 @( >_|_
219y x,y)+ ...
ou ou h? 82
62 k2 82 h3 83

+h.k;.axay(x YY)+ — >3y Z(x y) + — e 3(:70 y)+

@ﬂ(w )+h'_k2ﬂ(x )+k3 83( )+ ..
2 0x2ay T T away Y T 6 g Y

du du h* 9%*u

82“( )+k_2@( )+h_3@( )_@ 83”( )+
Oxdy e 2 Oy? oY 6 x5 Y 2 0220y i

hk? OPu (z )_E@@ ) +
2 Ox0y? Y 6 Oy3 YT

—h.k.

ou ou h? 9%u
9%u k% 0%u h? 3u h2k O%u
—h-k-axay(ﬂﬁ,y)Jr?-a—yQ(%y) - E-@(%y)ﬂLT-axTay(%y)—
Y Rl
2 ozoyr Y TG g Y T
ou ou h? 0%u
9%u k? 0%u h? 3u hrk O%u
+h‘k'axay( y)+§ m( y)—g-@(%y)—T-m(%y)—
th 83 k3 0%u

De la ecuacién (2.26) despejamos la primera derivada parcial de w con respecto a x

obteniendo:
ou _u(z+h,y) —u(r,y)

%(‘T ) y) ~ h
la cual es la formula de diferencias finitas progresiva con la que podemos aproximar la
derivada parcial con respecto a x de la funcién u en (z,y) la cual posee un error de
truncatura:

(2.34)

h 2
Etr:__au
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Diferencias
regresK u) u(x+h)
|
up-h) | | Diferencias
Diferencias ~ cenfradas
progrqsivos
| |
| |
| |
|
|
¥-N X X+h
Figura 2.1:

De la ecuacién (2.27) despejamos la derivada parcial con respecto a z en la cual obtenemos:

du _u(z,y) —u(x —h,y)

(2.36)

la cual es la féormula de diferencias finitas regresiva la que nos permite aproximar la
derivada parcial con respecto a x de la funcién u en el punto (z,y) con un error de
truncatura:

h 0*u
Si restamos la segunda a la primera obtenemos la formula centrada:
ou u(z + h,y) —ulz — h,y)
— ~ 2.
e — (235)
la cual tiene un error de truncatura:
h* 93u )

Haciendo lo mismo con las ecuaciones (2.28) y (2.29) obtenemos para aproximar la primera
derivada parcial con respecto a y las siguientes féormulas:

ou _u(z,y+ k) —u(r,y)
)~ ) (2.40)
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k 0%*u
que es la formula progresiva
o (z,y) ~ p (2.42)
k 0%u

que es la formula regresiva

k* &%u
Etr = —ga—?f)’(ﬁf’C) — Et’r‘ = O(k?2) (245)

que es la féormula centrada.

Para obtener una aproximacion de la segunda derivada parcial de u con respecto a x en
el punto (z,y), sumamos la primera y la segunda ecuacién con lo cual obtenemos:

0*u u(r = h,y) = 2u(z,y) + u(@ + h,y)
que es una formula centrada en la que se tiene un error de truncatura:
h? 0*u
Eyw=——.7—— By = O(h? :

2.3. Esquemas explicito e implicito

2.3.1. Esquema explicito

Un esquema de diferencia explicita es en el cual las variables de flujo en cualquier punto
7 en el nivel de tiempo ¢, pueden ser obtenidos basdndose en unos cuantos puntos
adyacentes en el nivel de tiempo t,. Este tipo de esquemas no nos lleva a un sistema de
ecuaciones algebraicas, ya que cada punto puede ser obtenido separadamente. O dicho de
otra manera, es un esquema que puede ser escrito de la forma:

. ’
v =a que es una suma finita de 0", con n’ <n. (2.48)

Estos esquemas deben de cumplir con un criterio de estabilidad la cual se refiere a la
habilidad del esquema para no permitir que los errores numéricos crezcan sin cota alguna.




2.3 Esquemas explicito e implicito 46

Teorema 2.2 Para un esquema explicito de la ecuacion hipérbolica u; + au, = 0 de la
forma vttt = awl_| + Bul + vl con k/h = X que permanece constante, es necesaria
para la estabilidad la condicion de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)

la) [< 1. (2.49)

Para sistemas de ecuaciones en los cuales v es un vector y «, 3,7 son matrices, nosotros
podemos tener | a;\ |< 1 para todos los eigenvalores a; de la matriz A.

Primer caso: sea una ecuacién simple. Si | a |> 1, entonces consideremos el punto
(t,z) = (1,0) como podemos ver la solucién de la ecuacién diferencial parcial depende
de los valores de ug(x) en x = a, . Pero el esquema v} tendra que depender de v?, sélo
para m < n, por el comportamiento del esquema. Por tal motivo h = A~'k, nosotros
tenemos que: mh < A'kn = A7! entonces kn = 1. As{ v depende de z solo para
|z |< A7! <] a|. De esto tenemos que: v} no puede converger a u(1,0) cuando h — 0,
con h/k = 1. Con esto se demuestra el teorema para este caso.

Segundo caso: sea un sistema de ecuaciones. Tenemos que: u(1, z) depende de ug(z)
para = que pertenece al intervalo [—a, a], donde a es la magnitud maxima de la velocidad
caracteristica a;. Si | ;A |> 1 para alguna velocidad caracteristica a;, entonces podemos
tomar los datos iniciales que son cero en el intervalo [—=A™* A7!] pero que no sean cero
cerca de a;. Entonces u(1, ) no sera cero, en general, y aun vy con nk = 1 serd cero. Por
lo tanto v™ no converge a u(1,.)

Del mismo modo existe otro teorema que nos dice que no hay un esquema explicito que
sea consistente para las ecuaciones diferenciales parciales hipérbolicas que sea estable para
todos los valores de A (con A constante cuando h,k — 0.)

A continuacién enunciamos el teorema:

Teorema 2.3 No existe un esquema explicito, incondicionalmente estable, consistente
de esquemas de diferencia finita para los sistemas hiperbolicos de ecuaciones diferenciales
parciales.

2.3.2. Esquema implicito

Un esquema de diferencia implicita es cuando las incégnitas para més de un punto o para
cada una de las filas de puntos en el tiempo se resuelven de una vez. Las ecuaciones en
diferencias en el tiempo a calcular se desarrollan de tal manera que a cada punto de la
malla en la direccién z son incluidos. El esquema se forma de tal manera que cuando se
evaluan las ecuaciones en los puntos de la malla existen igual nimero de incégnitas que
de ecuaciones.

A continuacién nosotros veremos dos esquemas implicitos para la ecuacién de onda en
una direccién, estos son consistentes y estables para todos los valores de A, esto nos dice
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[ A ]
XX XN ]
[ [ ]
[ ) LN |
N X ) ¢ 00 X
*0 00 [ 2 o S ]
-a -1\ 1\ a
Figura 2.2:

que el teorema 2.3 no se aplica a los esquemas implicitos, los esquemas son el esquema
tiempo-hacia atras, espacio-central

+1 n n+1 n+1
vt — v Uiy — Uyt

k 2h

y el esquema tiempo-hacia atras, espacio-hacia atras

n+1 n n+l _ ,n+l
U = = Uy + avm Upm—1

=0 2.51
? ; (2.51)

a nosotros no nos interesa en este punto como resolver para los valores v dados los
valores en el nivel n del tiempo, no es dificil de verificar que los esquemas son consistentes.

Ejemplo: Demostraremos que el esquema tiempo- hacia atras espacio-hacia atras es estable
cuando a es positivo y A es algin niimero positivo. Esto demuestra que el teorema 2.3 no
se aplica a esquemas implicitos.
Primero nosotros escribimos el esquema 2.51 como:

(14 aN)vs = o + a\v! (2.52)

m—1
elevando al cuadrado obtenemos:

(L+aX)? [ P<[op, [* 420X o, (] op5 [ +(ad)* [ o5 (2.53)

m m

< (L+ad) [op, [P +@ad + (X)) [op (2.54)

m—1
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tomando la sumatoria de todos los valores de m tenemos:

o0 [e.9] [e.9]

(L+a))? > [ P<@4ad) Yo Jop P Hah+ (@h)?) > [opt P (2.55)

m=—0oQ m=—00 m=—0Q0

lo cual nos da el estimado

o0 o0

Dol P Y e P (2.56)

m=—00 m=—0oQ

con esto demostramos que el esquema es estable para cada valor de A cuando a es mayor
que cero.

2.3.3. Esquemas
El esquema llamado contra el viento

Para calcular una solucién numérica del problema con valores iniciales

ou  Ou
TE 2t R 9.
8t+b8x 0, reR, t>0, (2.57)
con
u(z,0) = v(z), reR (2.58)

nosotros vamos a utilizar una malla de puntos de la forma (z;,t") que definimos por:
r; = jAx (7=0,+1,£2,...), t" = nAt (n=0,1,2,...), (2.59)

para alguna malla espacial de tamano Ax y el paso del tiempo At. Para esto nosotros
vamos a considerar dos casos.

Primer caso: cuando ”b > 07; es decir, u(x,t) = v(z — bt) es la onda de propagacién en la
direccion positiva x. Para la derivada del tiempo %(xj, t™) utilizamos la aproximacién de
diferencias hacia adelante. Escogemos la derivada espacial g—g(xj, t™), como podemos ver
u(z,t) es constante a lo largo de la caracteristica  — bt = C' con C'e¢R. En particular,
nosotros tenemos que u(z;,t") = u(z; — bAE, ") y, por lo tanto b > 0, esta ecuaciéon
nos sugiere utilizar la aproximacion de diferencias hacia atras para la derivada espacial
ou

po (x;,t"). A la aproximacion de u(z;,t") nosotros la denotamos por uf , entonces nosotros

obtenemos el esquema de diferencias

1 1 b
A este esquema se le conoce como el esquema contra el viento porque utiliza la solucién
numérica en la malla de puntos (z;_1,t"), la cual tiende a contra el viento de (z;,t"*1).

La dependencia de los valores numéricos u;‘“ en el recien nivel de tiempo "' sobre los
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/ A

Figura 2.3: Estencil para el esquema contra el viento.

valores numéricos u}(k = j,j — 1) en el antiguo nivel de tiempo " se ve en la figura 2.3.
El esquema (2.60) se puede reescribir de la siguiente manera:

ntl — ul —c(uj —uj_y), (2.61)

U;

donde ¢ es el nimero de Courant, el cual se define de la siguiente forma:

DA

CZ—A—m.

(2.62)
A continuacién veremos una derivacion alternativa del esquema de contra el viento. Sea
bAt < Az, con z; — bAte[z;_1,x;]. Entonces u(z; — bAL, ") y u(z;, "), pueden ser
aproximados por interpolacién lineal como lo podemos ver en la figura 2.3.

Veamos la estabilidad del esquema, para esto, tomemos una solucién de onda plana de la
forma:

u;’L — einxj—iwt"7 (263)

donde & es el nimero de onda y w es la frecuencia. Esta onda es una solucién de (2.61),
no tomando en cuenta ninguna condicién de frontera, siempre que satisfaga la relacion de
dispersién discreta

eTWA = 1 — ¢(1 — eTiRATY, (2.64)

Esta ecuacién es mas dificil de manejar entonces nosotros implementaremos la reduccion
de la dependencia en frecuencia y al nimero de onda, dos nuevas variables, el aumento al
factor A y la fase angular ¢, esto es:

A= e WAL ¢ = KA. (2.65)
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Por otro lado nosotros notamos que:
ui = \"eV?. (2.66)

Combinando (2.64) y (2.65) tenemos que:

. 1
Me)=1—c(l—e ) =1—2csen? (§<p> — icseny. (2.67)

Los modos de Fourier (2.65) se pueden representar en una malla de espacio fijo que tiene
una fase ¢ que se extiende desde cero, que corresponden a la constante modo u} = A",
hasta 7, que corresponde al modo de gran frecuencia u} = A"(—1)’ de longitud de onda
27 /k = 2Ax. Entonces nosotros analizaremos A(¢) para 0 < ¢ < 7. Aplicando el médulo
a (2.67), tenemos que:

1 2
| M) [*= (1 — 2csen® (ﬁgp)) + c?sen®y (2.68)
5 (1

=1—4c(l —c)sen 3® (2.69)

para que sea estable se requiere que | A(¢) |< 1; y esto sucede cuando

bAL

=-— <L 2.70
C=xNp S (2.70)

Esto restringe el seleccionar del paso del tiempo por esta razén el esquema es solamente
condicionalmente estable. A continuacién terminaremos nuestro célculo del error de dis-
cretizacion local d7, el cual definimos como:

dj = Kt(u(xj,t Y —u(zy, t") + A_x(u(xj’t ) —u(xj_q1,t")). (2.71)
entonces el error d} es el residuo del esquema diferencia (2.60) después de haber sustituido
la solucion exacta de la siguiente ecuaciéon

ou  Ou

— +b—=0 R t>0 2.72

ot N Ox ’ e ’ (2.72)
Suponiendo que u(x,t) es suave y utilizando las expansiones de series de Taylor de u(z,t)
alrededor de (x;,t"), tenemos que:

. 1, 0% | 0*u n 9 9
1 1\ 0%u
= —At|{1—=) = (z;,t") + O(At?.
2 < c) (9152(%’ )+ O(AF)
El segundo renglén de (2.73) se sigue de la siguiente relacién ‘?9277; = bz%, la cual se sigue

de (2.72). Entonces tenemos que el esquema es consistente en primer orden en el paso At
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y en el tamano de la malla espacial Az, lo cual es lo que nosotros sospechabamos que
sucedia, por lo tanto nosotros solamente utilizaremos un lado de las diferencias para las

Segundo caso: Para el otro caso, donde ”b < 0,”la derivacién es analoga. En este ca-
so nosotros usamos la aproximacion en diferencias progresivas para la derivada espacial

8 (x;,t") con lo cual tenemos:

1 n+1 n b n n
E(UjJr —Uj)—f—E(UjJrl—uj) =0. (274)

El nimero de Courant es negativo y la condicién de estabilidad es:

— > -1 2.75

Ax — ( )
Este esquema vuelve a ser consistente de primer orden en At y Az, por lo tanto nosotros
utilizamos un lado de las diferencias para las derivadas % y g_Z' De hecho nosotros podemos
combinar los esquemas de diferencias (2.60) y (2.74) para el caso general es decir cuando
el signo(b) no se conoce. Al realizar esto nosotros dividimos la velocidad b en:

b=0b"+b", bt := max(b,0) > 0, b~ := min(b,0) < 0. (2.76)
Una generalizacion directa de ambos esquemas seria:

donde b" es la aproximacién en diferencias regresivas de b*%(xj,t”) y representa una
onda de propagacién en la direccién z positiva. Por otro lado, el término b~ en (2.77)
es la aproximacién en diferencias progresivas de b_g—g(xj, t™) y es la onda de propagacion
en la direccién z negativa. Como podemos ver el signo de b* determina la direccién de
contra el viento es decir la direccién de un lado de la aproximacion de %(xj, t"). De esta
manera deducimos que esta versién del esquema contra el viento es consistente de primer
orden en At y Az. Por tltimo veremos la estabilidad del esquema (2.77), sustituyendo la
moda de Fourier (2.66) en (2.77), nosotros tenemos la siguiente expresién para el factor
de amplificacion:
1

A P= 1= el (1= e Psen? (3¢ (2.78)
de (2.78) nosotros tenemos que el esquema contra el viento (2.77) es estable con la condi-
cién

15| At
< 1. .
AL <1 (2.79)

Esta condicion puede ser interpretado como la condicion CFL.
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Figura 2.4: Estencil para el esquema de Lax-Wendroff

El esquema de Lax-Wendroff

Consideremos la expansién en series de Taylor

ou 0?
(g 1) = g, 1) + SOy, ) 4 S AP, ) £ O(A), (280)
la cual logra una exactitud de segundo orden en At. Utilizando la relacion ‘?% b? 822 y
sustituyendola en (2.80) tenemos la siguiente expansién:
n+1 n 8 n 1 2 282U n 3
u(x, ") = u(xj,t )—bAta (xj,t )+§b At W(:rj,t )+ O(At”). (2.81)
x

para obtener un esquema que sea también de segundo orden de exactitud en Az, aproxi-
mamos el espacio derivado en (2.81) por las diferencias centrales para obtener el esquema
Lax-Wendroff

1

1
it =uj - §C(U?+1 1)+ 2 (ufpy — 2uf +ufy). (2.82)

El estencil de este esquema lo podemos ver en la figura 2.4. Una derivaciéon alternativa de
(2.82) es la aproximacion u(z;, ") = u(x; — bAL, ") por interpolacién cuadratica de los
valores uf(k = j,j £ 1) en el nivel de tiempo ¢".

A continuacién veremos la estabilidad de (2.82) sustituyendo la moda de Fourier en (2.66),
nosotros tenemos la siguiente ecuacién para el factor de amplificacion:

1
Mg) =1 —2c%sen? (§g0) — icseny. (2.83)
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sacandole el modulo a A(¢), tenemos:

1
| M) =1 —4c*(1 — *)sen® (égp) ) (2.84)
de lo cual concluimos que el esquema de Lax-Wendroff es estable si
| b| At
= <1. 2.85
el= = < (285)

Para localizar el error de discretizacién local, nosotros tenemos que adaptar (2.82) para
que sea compatible con la ecuacién de adveccién (2.57), para obtener:

1
At

el error d} del esquema Lax-Wendroff lo encontramos como el residuo de (2.86) después
de haber sustituido la solucion exacta. Asi que nosotros obtenemos:

d} = mg (g, ") =l 1) + 555 (u(@jen, 1) — u(zj-1,t"))
— 588 (ulyen,17) = 2u(y, ) + w1, 1)) (2.87)

(u’”rl u}) + E(u?-‘rl —uj_ ) — m( T —2ul +uf ) =0. (2.86)

suponiendo que u(z,t) es suficientemente suave, nosotros podemos calcular d} sustituyen-
do expansiones de Taylor de u(z,t) alrededor de (z;,t") en (2.87) para tener:

n 1 283 1 83 n 3
— 1A 2 83 n O(A 3
= 5 t 1—— pove —(z;,t") + O(A?”). (2.88)
el segundo renglén en (2.88) viene de la relacion % = —b3g £, como podemos ver el

esquema de Lax-Wendroff es de segundo orden consistente en Aty Ax.

Esquemas no disipativos

Los esquemas nimericos que nosotros hemos visto son disipativos, lo cual nos dice que la
soluciéon numerica esta amortiguada. A continuacion veremos dos esquemas no disipativos:
el esquema caja y el esquema salto por encima, estos esquemas son muy convenientes
para el célculo de soluciones suaves de (2.72), sin embargo para soluciones no suaves estos
métodos no son recomendables debido a la fase error y a la falta de amortiguamiento.

El esquema caja

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

— = —iwu, welR (2.89)
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una solucién tipica es u(z,t) = Ce™™! la cual posee la propiedad que | u(t) |=| C'| para
toda ¢. Utilizando la regla trapezoidal en (2.89) nos queda:

1 — LiwAt
Wt = —2——", 2.90
1+ JiwAt (2:90)
con u" siendo la aproximacién numérica de u(t"). Como podemos ver | u" ™! |=| u™ | lo

cual es no creciente y no descomponible cuyas propiedades surgen de la solucion exacta.
Entonces nosotros llamamos al tiempo del esquema de integracién (2.90) no disipativo.
Supongamos que (2.72) esta definido en z€(0,1), si b > 0 entonces nosotros tenemos
que establecer u en la frontera izquierda z = 0, si b < 0 entonces nosotros establecemos
esto en x = 1. Para calcular una solucién numérica, nosotros cubrimos el dominio 2 =
0,1] x [0,00) con una malla que contenga los puntos (z;,t") la cual esta definida como:

z; = jAx (j=0,1,2,..., M), t" = nAt (n=0,1,2,...), (2.91)

con la malla espacial de tamano Az = 1/M y el paso del tiempo At > 0. Para la
integracion del tiempo nosotros utilizamos la regla trapezoidal. Para analizar el compor-
tamiento de segundo orden de la regla trapezoidal, nosotros utilizamos la aproximacion
de diferencias central para el espacio derivativo. Para conservar el estencil compacto,
aplicamos el esquema de diferencias central en los puntos intermedios x ;11 dados como:

1 )
Tjsijz = 525+ 2p), (=01, M —1). (2.92)

asi nosotros obtenemos el esquema:

1
At
Por 1ltimo, nosotros aproximamos los valores intermedios u(x;;1/2,t™)(m = n,n+1) por

interpolacién lineal directa, la cual es de segundo orden de exactitud, para encontrar el
esquema caja

(W1 )y = Whap) + AL (W = uf) + (ujig —uj™h)) =0. (2.93)

u?"'l + u?jll — (U +ufy) +e(ujy, —ul + u’;jfll - U?H) = 0. (2.94)

El estencil de este esquema lo podemos ver en la figura 2.5.

Este esquema es implicito con dos variables desconocidas en el nuevo nivel de tiempo

"1 esto nos conduce a un sistema lineal bidiagonal. Si b > 0, entonces u{ "' esta dado y

nosotros podemos calcular otros valores u?“ en orden creciente de j desde
n+l _ n l—c n n+1 . M

De la misma manera, si b < 0, el valor frontera uﬁjl esta dado y nosotros podemos calcular

u;‘“ en orden decreciente de j desde

1+e¢ .
W =t C(uy—u;%ﬁ), (j=M-1,M-2,...,0). (2.96)




2.3 Esquemas explicito e implicito 55

n+1 o °

At

j j+1

Figura 2.5: Estencil para el esquema caja.
Los circulos abiertos son los puntos intermedios de la malla.

Ahora veremos la relacién de dispersién numérica, sustituimos el modo (2.65) en (2.95) y
nosotros obtenemos la relacion

1—c¢
1+¢

donde ¢ = kAz. Entonces nosotros tenemos que:

e =1+ (e — \), (2.97)

(1+c)e ™2+ (1 —c)e®/?  coszp —icsenzp
(14 c)e#/2+ (1 — ¢~/ coslp +icseniep

Alp) = (2.98)
de esto nosotros decimos que | A(¢) |= 1, existe un pequeno inconveniente en el esquema,
este sufre de dispersién. Al comparar (2.98) con la representacién polar A =| X | e=%,
utilizando férmulas de trigonometria elemental, nosotros tenemos que:

1 1 1
CoS5 P cosy + csen seny = cos 5P (2.99)
1 1 1
—csengp cosyh + CoS S seny = csen (2.100)
de este sistema nosotros tenemos para el angulo fase 1 que:
1 1
tanéw = ctan?p. (2.101)

el error fase del esquema caja es:

2 1
eg=1-— s tan™! <ctan§g0) , (2.102)
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Figura 2.6: La fase de error del esquema caja

donde tan™' : R — [0, ) esta definida como:

arctan si >0,
tan"'(q) := { 1 1= (2.103)
arctang+m si g <O0.

lo cual lo podemos ver en la figura 2.6

Ejemplo: Calculemos dos soluciones numéricas de la ecuacion de adveccion (2.57) en
el intervalo (0,1) utilizando el esquema caja (2.95). La condicién inicial es v(z,t) =
sen8m(x — 0,2t) o la funcién paso

1 si <02
v(x) = _
0 si >0,2

También nosotros escogemos los valores de los pardmetros b = 0,2, Az = 2,5 x 1072, y
At = 5 x 1072, La solucién numérica después de 40 pasos de tiempo lo podemos ver en las
figuras 2.7 y 2.8. La onda seno es bien resuelta y solamente una pequena fase cambiada
se puede observar. Por otro lado la funcién paso es corrompida por oscilaciones que son
originadas por la gran fase de error de los componentes de gran frecuencia en la solucion.
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Figura 2.7: Seno de la onda numerica
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Figura 2.8: La funcién paso calculada con el esquema caja
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Figura 2.9: Estencil para el esquema saltar por encima

El esquema saltar por encima

Como anteriormente nosotros consideramos la ecuacién de adveccién en el intervalo (0, 1)
y para encontrar su soluciéon numérica nosotros utilizamos la malla que definimos en
(2.91), el esquema numérico es la regla del medio punto para la integracién del tiempo
con la contribucion del esquema de diferencias central para el espacio derivado. Los dos
son de segundo orden de exactitud, el esquema que nos resulta es el siguiente:

1 n+1 n—1 b n n
ﬁ(uj+ — U’j ) —+ E(uj+1 — U’]?l) = O (2105)

reacomodando términos tenemos:

It =ul T —e(uf —uly); (2.106)

que se le conoce como el esquema saltar por encima, su estencil lo podemos ver en la
figura 2.9, nosotros hemos encontrado una segunda condicién ”inicial”en ¢! = At, nosotros
podemos obtener una relaciéon de dispersiéon numérica:

1 ) )
A= T c(e” —e™*) (2.107)

por lo tanto el factor de amplificaciéon cumple la ecuacion cuadratica siguiente:
M 4 2ichsenyp — 1 =0 (2.108)

la cual tiene como soluciones:
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Figura 2.10: Fase de error relativo del esquema saltar por encima

Ap) = £4/1 — csen?p — icseny (2.109)

como podemos observar si | ¢ |< 1, entonces | A(¢) |= 1; por otro lado, el producto de
dichas raices es —1 ; entonces son totalmente complejas. Por lo tanto, las dos raices son
unimodulares, entonces el esquema es no disipativo, si | ¢ |[> 1, entonces | A(p) |> 1 para
algiun ¢, quedandonos un esquema inestable. Una de las caracteristicas del esquema saltar
por encima es que introduce soluciones adicionales, para ver esto, nosotros aplicamos la
regla del medio punto en la ecuacién diferencial ordinaria del problema (2.89), lo cual nos
resulta:

"t =" = 2iw At (2.110)

donde u" es la aproximacién de u(t"). Una solucién tipica es: u™ = u" la cual existe si
cumple la ecuacién caracteristica:

1?4 2iwAtp — 1 = 0. (2.111)
para At — 0 nosotros obtenemos ”las dos expansiones”para las dos raices
. . 1 2 2 . . 1 2 2

p =1 —iwAt + W At po = —1 — iwAt — v At (2.112)

como aproximaciones del factor de amplificacién exacto e %, De las dos anteriores raices
solamente la primera tiene sentido, para esta raiz nosotros podemos deducir de (2.89) y
de su representacién polar A =| \ | e= la siguiente relacién:
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seny = cseny, cosyp >0 (2.113)

para la fase 1. Por otro lado, invirtiendo esta relacion, nosotros tenemos la fase error

1
ep=1-— Jarcsen(csengp) (2.114)

de la figura 2.10 nosotros podemos concluir que la fase error del esquema saltar por encima
es extenso y por lo tanto el esquema es ampliamente dispersivo.

Propagacion de paquetes de ondas

Los paquetes de ondas son superposiciones de ondas planas donde casi todas tienen el
mismo nimero de onda y de la fase de velocidad. Consideremos la siguiente ecuacién

u(z,0) = "% f(ex) (2.115)

que representa un paquete de onda en el tiempo ¢ = 0 para un particular niimero de onda
Ko Vv un parametro . Supongamos que los modos que constituyen el paquete de onda
cumple la relacién de dispersién w = w(k), el paquete de onda correspondiente a (2.115)
es el siguiente:

u(w,t) = e™or ol fe(x — wit)), (2.116)

donde wy = w(ko) v wy = W' (ko). Esto nos dice que todas las crestas de las ondas se
propagan con velocidad fase wy/ko; por otro lado, la cubierta del paquete se propaga con
la velocidad del grupo wj. Para el caso particular de la ecuacién de adveccién nosotros
tenemos que: w(k) = bk; y por lo tanto wy/ke = wj, = b. Los modos se propagan en fases
diferentes de velocidades con aproximaciones numeéricas de paquetes de ondas, con lo que
concluimos que un esquema numeérico es dispersivo. Formulemos la relacién de dispersion
discreta en términos de la frecuencia numérica real €2 como sigue:

Q(k) == Pr =V /AL, (2.117)

donde (3 es la fase de velocidad numérica, de la misma manera se hace con el caso continto,
nosotros definimos el grupo de velocidades numérica v,,, como:

Q1 dv
Ung = de At dk’

combinando la relacién (2.101) con la definicién de v,,,, nosotros tenemos que:

cos®t 1 1 -t
U_Zg - cosﬁgo = <0032 (§g0> + Zsen? (54,0)) (2.119)
2

para el grupo de velocidades numérico. En la figura 2.11 tenemos los dibujos de las graficas
de estas funciones para varios valores de c.

(2.118)
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Figura 2.11: Grupo de velocidades numericas del esquema caja

Ejemplo: ITlustremos el efecto del grupo de velocidades numérico en un paquete de on-
das, nosotros calculamos una solucién numérica de la ecuacién de adveccion (2.57) en el
intervalo (0,4), que satisface la siguiente condicién inicial

v(z) = e sen(amx). (2.120)

escogiendo los valores de los pardmetros b = 1,6 = 10, y a = 16, aplicamos el esquema
caja con Az = 1,25 x 1072 y At = 2,5 x 1072, con ¢ = 2, lo que sucede en t = 2 lo
podemos ver en la figura 2.12, la linea solida nos indica el paquete de ondas numérico y
la linea de puntos nos indica la cobertura de la solucién exacta. En esta circunstancia la
soluciéon numérica posee una fase ¢ = arAz = 7/5, y debido a esto v,, ~ 0,78, lo cual
lo podemos ver en la figura 2.11, los paquetes de ondas exacto y niimerico han viajado a
las distancias 1.55 y 2 en t = 2, como podemos observar en la figura 2.12.

2.4. Disipacion y dispersion de los esquemas nimeri-
cos

En esta seccion nosotros veremos un andlisis de Fourier para el esquema contra el viento
y el esquema de Lax-Wendroff, consideremos la ecuacién % + bg—z =0, conzeR, t >0,
nosotros buscaremos una solucion de una onda plana de la forma:

u(x,t) = etmr=t) (2.121)
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Figura 2.12: Efecto del grupo de velocidades numerico en un paquete de ondas calculado
con el esquema caja

donde & es el nimero de onda y w es la frecuencia, sustituyendo (2.121) en 8t bau =0
nosotros obtenemos la relacion de dispersion
w(k) = bk (2.122)

esto nos dice que cada modo de la forma (2.122)se propaga con velocidad fase b = w/k,
asi que también nosotros podriamos escribir

u(x.t) = @b (2.123)

e (2.121) y (2.122) concluimos que la onda plana exacta amplificada por el factor
*Zb"‘At = e~ por el paso del tiempo At, nos queda:

w(wj, ") = e TRy (2, 17) = e Pu(x;, 1) (2.124)

nosotros comparamos esta amplificacién con la solucién numérica, utilizando la relacién
de dispersién numérica formulada en términos del factor de amplificacion y angulo fase,
nosotros obtenemos la siguiente relacién A = A(¢), como podemos observar el factor de
amplificacién A(¢) de la soluciéon numérica es una aproximacién del factor de amplificacién
e~ de la onda plana exacta, asi que tiene sentido escribir A de manera polar:

A=|A|e™ (2.125)

donde | A | es la amplitud y ¢ es la fase del factor de amplificacién, el argumento v es
como una aproximacién de cp = brkAt, entonces nosotros definimos una velocidad fase
numérica 3 como

v

i

(2.126)
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introduciendo (2.125) y (2.126), nosotros obtenemos la siguiente expresién del modo
numérico (2.66): '
wl =| | e A (2.127)

este es el modo de propagacién con velocidad (3 , para comparar (2.127) con (2.123)
definiremos el error de amplitud ¢, y el error de fase relativo e;:

A
N b

€a i =1—| A |, €f 1= " 1—

(2.128)

para comprender la definicién del error de amplitud €,, uno podria pensar que la solucién
exacta tiene una amplitud | e™¥ |=1, si 0 < ¢, < 1 y esto ocurre cuando el esquema es
estable, por otro lado concluimos que para €; > 0 la solucién numérica se retrasa atras
de la solucién exacta, mientras que para e€; < 0 se propaga mas rapido, combinando las
definiciones de €, y €; con la expresién (2.127), nosotros obtenemos la siguiente relacién
entre los modos exactos y numéricos:

uj = ((1 — eq)exp(iesep)) u(;, t") (2.129)

Apliquemos esto al esquema contra el viento, combinando la expresién polar (2.61) con
la expresién (2.67), nosotros obtenemos las siguientes relaciones para la amplitud | A | y
la fase 1:

1 cSeny
A= /1 —4e(1 — 2 (= t = 2.130
BY V/ c(1 —c)sen (2¢)7 ani 1 — 2csen?®(1¢) ( )

de la primera relaciéon nosotros podemos determinar el error de amplitud, para derivar una
expresién para la fase error, nosotros invertimos la segunda relacién de (2.130), entonces

0<¢y<my
_ cseny
— tan-! , 2.131
¥ = tan (1 - 2056712(%@)) ( )

donde tan™! : R — [0, 7) es la funcién dada por:

arctang si qg=>0,

tan"'(q) := { _ (2.132)

arctang + si ¢g<0

en la figura 2.13 podemos ver dibujado a €, y €; como funciones de ¢, nosotros podemos
observar que las componentes de baja frecuencia, se caracterizan por tener un ntimero de
onda pequeno k y una fase pequena del angulo ¢. Por otro lado, los componentes de alta
frecuencia los cuales k = 7/Ax y ¢ & m, poseen una amplitud y errores de fase significante,
estos son gravemente amortiguados y propagados en una velocidad inadecuada.

Consideremos el esquema de Lax-Wendroff (2.82), el factor de amplificacién A(¢) el de la
ecuacion (2.83), con la amplitud | A | y la fase ¢ entonces tenemos que:
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Figura 2.13: La amplitud y errores de fase del esquema contra el viento (izquierda) y el
esquema de Lax-Wendroff (derecha)

1 cseny
A=y /1 —4c2(1 — ¢ 4= t = 2.133
’ ’ \/ c ( c )Sen (2g0)7 anw 1 o 2625677/2(%('0) ( )

mezclando las ecuaciones (2.128) y (2.133), obtenemos la amplitud y las fases de los erro-
res del esquema de Lax-Wendroftf, los cuales podemos ver en la figura 2.13, comparando el
esquema contra el viento con el esquema de Lax-Wendroff notamos que el error de ampli-
tud del segundo es mucho mas cercano a cero para modos de frecuencia bajo, esto quiere
decir que los modos de Fourier no son tan grandemente amortiguados por el esquema de
Lax-Wendroff como por el esquema contra el viento.

El crecimiento o decrecimiento del modo numérico (2.127) es establecido por la amplitud
| M) | , de hecho debe satisfacer | A(¢) |< 1; 1. e. el esquema tiene que ser estable,
basandonos en esto tenemos la siguiente definicién.

Definicién 2.1 Un esquema numérico para la ecuacion de adveccion % + b% =0, con
zeR, t > 0 se dice ser disipativo si | A(¢) |< 1 para toda ¢ (0 < ¢ < 7) y la desigualdad
se mantiene para al menos una @, por otro lado un esquema numérico se dice Ser no
disipativo si | A(¢) |= 1 para toda ¢ (0 < ¢ < 7).

Un esquema no disipativo no amortigua la solucién numérica y de esta manera le corres-
ponde un error de amplitud ¢, = 0, en estos es mas dificil de recuperar la velocidad fase
corregida, de hecho la fase de velocidad numérica 3 depende del niimero de onda k. Esto
nos lleva a la siguiente definicién.
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Definicién 2.2 Un esquema numérico para la ecuacion de adveccion % —l—bg—g =0, con

xeR, t > 0 se dice ser dispersivo si la fase de velocidad numérica B depende del nimero
de onda K i.e. dB/drk # 0.

En un esquema dispersivo cada modo en una soluciéon se propagara con su propia fase
de velocidad numérica 3 dependiendo del nimero de onda &, por tal razén la solucion se
dispersa.




‘Capitulo 3

Conclusiones

Como pudimos observar a través del siguiente escrito, el método de diferencias finitas
pertenece al conjunto de soluciones de la ecuacion de onda y como se vio dicho método
se puede generalizar para funciones de 2 variables o mas e incluso se puede calcular
el error de truncamiento de las diferentes férmulas de las diferencias finitas, las cuales
como pudimos ver las podemos obtener a través de desarrollos de series de Taylor, con
todo esto concluimos que dicho método es muy facil y practico para poder resolver dicha
ecuacion, como se vio existen diferentes clasificaciones para las ondas, vimos la diferencia
que existe entre el esfuerzo y la deformacién, la ley de Hooke, los resortes, la segunda ley
de Newton,la transformada de Fourier y la formula de D‘Alembert, la ecuacion de Navier,
se visualizaron los diferentes tipos de esquemas (explicito e implicito), se mostraron varios
esténciles de estos, la disipacion y dispersién de los esquemas numéricos.
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