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Resumen

La motivacion fundamental del presente trabajo fue desarrollar modelos
matematicos de flujo monofasico anémalo, debido a que en ciertos casos se ha
observado que las pruebas de presién en yacimientos naturalmente fractura-
dos, exhiben un comportamiento diferente al previsto por modelos obtenidos
con geometria Euclidiana. Algunos autores consideran que dicho comporta-
miento se puede describir mediante modelos que consideren las caracteristicas
fractales de los yacimientos. Mas recientemente se han introducido medidas
fraccionales para medios fractales isotropos o anisétropos y se han aplicado
a problemas en mecanica de medios continuos desde un enfoque fractal.

El objetivo de esta tesis fue establecer una metodologia sistematica para
derivar modelos en medios continuos con propiedades fractales, partiendo de
una revision de la metodologia sistematica de la modelacion de medios con-
tinuos y después generalizandola con la teoria de medios continuos fractales
desarrollada primero para medios isétropos y luego para medios anisétropos.

Aplicando la metodologia establecida, se derivaron tres modelos de flujo
monofasico en medios porosos con propiedades fractales desde un enfoque
de la modelaciéon matemaética y computacional. Primero se desarrollaron dos
modelos para medios isotropos fractales, uno basado en la ley de Darcy con-
vencional y otro basado en una ley de Darcy derivada para medios fractales
is6tropos, luego se desarrollé un tercer modelo para medios fractales anisétro-
pos basado en una ley de Darcy derivada para medios fractales anisétropos.

Las ecuaciones diferenciales fraccionales de los modelos obtenidos se pue-
den expresar como ecuaciones convencionales en derivadas enteras con coefi-
cientes numéricos adicionales. Los experimentos numéricos arrojaron un com-
portamiento coherente con la cuestién de la difusién anémala, donde la pre-
sion cae a un ritmo més rapido o mas lento con respecto al modelo de flujo
convencional en funcién de los pardametros fractales de los modelos, es decir,
de la dimensién fractal de masa (D) o de la dimensién fractal de frontera (d).

\Y



VI

RESUMEN



Indice general

Dedicatoria
Agradecimientos
Resumen

Indice general
Lista de figuras
Lista de cuadros
Introduccién

1. Modelacion de Sistemas Continuos

1.1.
1.2.

1.3.
1.4.
1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

EQEQ@@EE

Teoria de los sistemas continuos . . . . . . .. .. ... ....
Propiedades intensivas . . . . . . . . ... ... ... ... ..
1.2.1. Representacion Lagrangiana . . . . . . . . .. .. ...
1.2.2. Representacién Euleriana . . . . . . . . .. ... ...
1.2.3. La derivada material . . . . . ... ... .. ... ...
Propiedades extensivas . . . . . . . ... .. ... ... ...
Ecuaciéon de balance global . . . . . . . ... ...
Condiciones de balance local . . . . . .. ... ... ... ...
1.5.1. Ecuacion diferencial de balance local . . . . . . . . ..
1.5.2. Condicion de salto de balance local . . . . . .. .. ..
Teoremas . . . . . . . . ..
1.6.1. Teorema de Gauss extendido . . . . . . .. .. .. ...
1.6.2. Teorema de transporte de Reynolds extendido . . . . .
1.6.3. Lema de Dubois-Reymond extendido . . . .. ... ..
De la ecuacion de balance global

a las ecuaciones de balance local . . . . . . .. ... ... ... @
Ejemplo . . . . . . .. E]

B 1B RIS ICACAEIETE IR

Il



VIII

1.9. Ecuaciones bésicas de la MMC . . . . .
1.9.1. Ecuaciones de balance de masa

INDICE GENERAL

1.9.2. Ecuaciones de balance de momento lineal . . . . . . . . E

1.9.3. Ecuaciones de balance de energia
1.10. Modelos de fases multiples . . . . . . .
1.11. Modelos completos . . . . . . .. ...

1.11.1. Condiciones iniciales . . . . . .

1.11.2. Condiciones de frontera . . . . .

. Modelo de Flujo Monofasico

2.1. Modelo conceptual . . . ... ... ..

2.2. Modelo matematico . . . . .. ... ..

2.3. Modelo numérico . . . . ... ... ..

2.4. Modelo computacional . . . . . .. ..
2.4.1. Geometria . . . ... ... ...
2.4.2. Mallado . .. ... ... ....
2.4.3. Fronteras . .. ... ......

2.5. Implementacion en COMSOL . . . . .

. Revision de Modelos de Flujo Anémalo
3.1. Modelo de Barker . . . . ... ... ..
3.1.1. Supuestos . ... ... .....
3.1.2. Descripcién de la derivacion . .
3.1.3. Modelo resultante . . . . . . ..
3.1.4. Interpretacién del modelo . . .
3.2. Modelo de Chang y Yortsos . . .. ..
3.2.1. Supuestos . . . ... ... ...
3.2.2. Descripcién de la derivacion . .
3.2.3. Modelo resultante . . . . . . ..
3.2.4. Interpretacién del modelo . . .
3.3. Modelo de Metzler . . . ... ... ..
3.3.1. Supuestos . .. ... .. ....
3.3.2. Descripcién de la derivacion . .
3.3.3. Modelo resultante . . . . . . ..
3.3.4. Interpretacién del Modelo . . .

. Modelacién de Sistemas Continuos Fractales @

4.1. Dimensién de masa fractal . . . . . . .
4.2. Medios continuos fractales isétropos . .
4.2.1. Operadores fraccionales . . . . .

4.2.2. Propiedades intensivas y extensivas . . . . . . .. . .. @



INDICE GENERAL

4.3.

4.2.3. Ecuacion de balance global . . . . . . .. .. ... ...
4.2.4. Condiciones de balance local . . . . . . ... ... ...
4.25. Teoremas . . . . . . . . . . . ...
4.2.6. De la ecuacion de balance global

a las ecuaciones de blance local . . . . . ... ... ..
4.2.7. Ec. béasicas de la MMC fraccional . . . . ... ... ..
Medios continuos fractales anisétropos . . . . . .. . .. ...
4.3.1. Proceso de homogenizacién para fractales . . . . . . . .
4.3.2. Operadores fraccionales . . . . . . . ... .. ... ...
4.3.3. Teoremas fraccionales . . . . . . . . ... ... .. ...
4.3.4. Propiedades extensivas e intensivas . . . . . . . . ...
4.3.5. Ecuacion de balance global fraccional . . . . . . . . ..
4.3.6. Ecuacion de balance local fraccional . . . . . . . . . ..
4.3.7. De la ecuacion de balance global a la ecuacién de ba-

lance local . . . . . .. . ...
4.3.8. Ecuacion de conservacién de la masa fraccional
4.3.9. Ecuacion de balance de momento lineal fraccional . . .
4.3.10. Ecuacién de flujo de Navier-Stokes fraccional para me-

dios anisétropos . . . . . . ...

5. Modelos de Flujo Monofasico Fraccional

o.1.

d.2.

5.3.

Modelouno . . . . . . . . ... ...
5.1.1. Modelo conceptual . . . . ... ...
5.1.2. Modelo matematico . . . . . . . .. .. ...
5.1.3. Implementacion en COMSOL . . . . . ... ... ...
5.1.4. Modelo uno con simetria radial . . . . ... ... ...
Modelodos . . . . . . . . .. ... ...
5.2.1. Modelo conceptual . . . . .. ..o
5.2.2. Modelo matematico . . . . . . ... ... ...
5.2.3. Implementacion en COMSOL . . . . . ... ... ...
5.2.4. Modelo dos con simetria radial . . . . ... ... ...
Modelo tres . . . . . . . ...
5.3.1. Modelo conceptual . . . . . ... ... L.
5.3.2. Modelo matematico . . . . . . ... ... ...
5.3.3. Implementacion en COMSOL . . . . . ... ... ...

6. Simulaciones Numéricas y Andlisis de Resultados

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.

Simulaciones del modelouno . . . . . . .. ... ...
Simulaciones del modelodos . . . . . .. ... ... ... ...
Simulaciones del modelo tres . . . . . . .. ... ... ... ..
Analisis de resultados . . . . . . . ...



X INDICE GENERAL

Conclusiones

Apéndices

A. Ley de Darcy Convencional

B. Ley de Darcy Fraccional para medios is6tropos

C. Ley de Darcy Fraccional para medios anisétropos

el Bl ] Bl B El

Bibliografia



Lista de figuras

1.1.
1.2.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

4.1.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.
6.7.
6.8.
6.9.
6.10
6.11
6.12
6.13
6.14
6.15
6.16

Esquema de un cuerpo material B(t) en movimiento . . . . . . B
Esquema de un cuerpo material B(t) . . . . . ... ... ... 6
Flujo radial unidimensional . . . . . .. ... ... ... ... @
Graficade —FEi(—y) . . . . ... 31
Gréfica de la solucién semi-analitica del modelo convencional . [33

Dominio de definicién del modelo computacional . . . . . . . .
Mallado del dominio del modelo computacional . . . . . . .. 4
Fronteras del dominio del modelo computacional . . . . . . . . B4
Soluciéon numérica en la malla del modelo de flujo convencional m
Evolucion de la presién en el pozo . . . . . . . . ... ... ..
Grafica de la presién vs. distancia al pozo para distintos tiempos a1l

Relacién entre los coeficientes de transformacion anisétropos . [zd

Modelo 1: presién vs. tiempo (D =2) . . . . ... ... .... o2
Modelo 1: presién vs. distancia al pozo (D =2) . . ... ... o3
Modelo 1: presion vs. tiempo (D =1.5) . . . . ... ... ... lo4
Modelo 1: presion vs. distancia al pozo (D =1.5) . ... ... %
Modelo 1: presién vs tiempo (d=1). . . . .. ... ... ... fod
Modelo 1: presion vs. distancia al pozo (d=1) . . . . .. ... i
Modelo 1: presién vs tiempo (d=1.5) . . . . . ... ... ... lod
Modelo 1: presion vs. distancia al pozo (d=1.5) . . . .. . .. lod
Modelo 2: presién vs tiempo (D =2) . . ... ... ... ... [10d
. Modelo 2: presion vs distancia al pozo (D =2). ... ... .. 101
. Modelo 2: presién vs. el tiempo (D =1.5) . . ... ... ... 102
. Modelo 2: presiéon vs. distancia al pozo (D =1.5) . . ... .. 103
. Modelo 2: presién vs. tiempo (d=1) . . ... ... ... ... 104
. Modelo 2: presién vs. distancia al pozo (d=1) . . . . ... .. 107
. Modelo 2: presion vs. tiempo (d=1.5) . ... ... ... ... [Lod
. Modelo 2: presién vs. distancia al pozo (d=1.5) . . . . . . .. 107

XI



XII

6.17.
6.18.
6.19.
6.20.
6.21.
6.22.
6.23.
6.24.
6.25.
6.26.

Modelo 3:
Modelo 3:
Modelo 3:
Modelo 3:
Modelo 3:
Modelo 3:
Modelo 3:
Modelo 3:
Modelo 3:
Modelo 3:

LISTA DE FIGURAS

presién vs. tiempo (a; =1.0). . . . . ... ... L.
presién vs. tiempo (ay =0.9) . . . . . ...
presién vs. tiempo (ay =0.75) . . . .. ...
presién vs. tiempo (ay =0.6) . . . . . . ... L.

Soluciéon en la malla con oy
Soluciéon en la malla con oy
Soluciéon en la malla con oy
Soluciéon en la malla con aq
Soluciéon en la malla con aq
Soluciéon en la malla con oy

=0.9 Yy Qg = 09.....
=10ya;=09.. ...
=0.75y ay = 0.75.

=09y a,=0.75 ...
= 0.6 y Qg = 0.6.. ...

=07ya,=06. ...




Lista de cuadros

2.1. Pardmetros para un yacimiento . . . . . ... ... ... ...

2.2. Conversion de unidades al sistema cgs . . . . . . . ... ...

2.3. Valores de la presion obtenidos con la soluciéon semi-analitica
para distintos tiempos. . . . . . ... ...

XIII



X1V LISTA DE CUADROS



Introduccion

XV



XVI INTRODUCCION

La motivacién fundamental del presente trabajo fue desarrollar modelos
matematicos de flujo monofasico anoémalo en medios porosos con propiedades
fractales, debido a que en ciertos casos se ha observado que las pruebas de
presion para prever la produccion en yacimientos naturalmente fracturados,
exhiben un comportamiento diferente de la presién al previsto por modelos
obtenidos con geometria Euclidiana.

Algunos autores como Camacho [5], Barker [3], Metzler [I7], Chang y
Yortsos [7], entre muchos otros, consideran que la razén de dicho compor-
tamiento diferente en la presién se puede encontrar en la distribucién de
fracturas dentro del yacimiento y proponen que la teoria fractal puede con-
tribuir a explicar lo anterior. Por lo tanto desarrollaron algunos modelos
matematicos en medios continuos que describen este tipo de comportamien-
to anémalo de la presion; sin embargo el desarrollo de dichos modelos no
fue muy riguroso debido a que sélo hacen algunas modificaciones al modelo
de flujo convencional, tomando en cuenta algunas caracteristicas fractales
del medio. Mds recientemente, Tarasov [27] [24] [22] [26] [25] [23] y Osto-
ja [21] [19] [20] [13] [14] [15] introdujeron medidas fraccionales para medios
con propiedades fractales isotropos y anisétropos respectivamente.

El objetivo de esta tesis fue establecer una metodologia sistematica para
derivar de manera simplificada y elegante modelos matematicos siguiendo
el enfoque de los medios continuos fractales usando dos cosas, primero, ha-
ciendo una revision de la metodologia sistematica clasica de la modelacién
de medios continuos, y luego generalizandola, usando la teoria de medios
continuos fractales. Una vez establecida dicha metodologia, se derivaron tres
modelos de flujo monoféasico para medios porosos con propiedades fractales,
para estudiar sus caracteristicas a partir de las soluciones numéricas.

La manera en que se derivaron los modelos fue siguiendo el enfoque de
la modelacion matemdtica y computacional, la cual es una metodologia con-
veniente para modelar que consta de cuatro etapas. En la primera etapa se
define un modelo conceptual del problema a resolver donde se establecen los
supuestos, los alcances y las limitaciones del modelo. En la segunda etapa
se deriva el modelo matemdtico, que consiste en el conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales con condiciones iniciales y valores de fronteras que
describen satisfactoriamente las hipotesis del modelo conceptual, aplicando
la formulacién sistematica de la modelacién de medios continuos fractales.
Mientras que en la tercera etapa se elige el modelo numérico que siempre
es una version discretizada del modelo matematico, donde en éste caso se
aplicé el método de elementos finitos. Finalmente, en la cuarta etapa se
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implementa el modelo computacional que consiste en la programacién del
método numérico en una plataforma computacional y para este fin se uso el
programa COMSOL Multiphysics en el modo PDE en la forma de coeficien-
tes para el analisis dependiente del tiempo.

En el capitulo uno se hizo una revision de la metodologia sistematica
de la modelacién de los medios continuos convencional, haciendo un breve
repaso a la teoria de los sistemas continuos, donde se definen y se relacionan
las propiedades intensivas y extensivas, se enuncia la ecuacién de balance glo-
bal y a partir de ésta, se deducen las ecuaciones de balance local, se derivan
algunas de las ecuaciones de balance basicas de la mecanica de los medios
continuos. Finalmente se explican brevemente los modelos de fases multiples
asi como los modelos completos.

En el capitulo dos, se desarroll6 un modelo de flujo monofasico conven-
cional. El modelo matemaético se derivé aplicando la metodologia del capitulo
anterior. Se encontré una solucién semi-analitica y se compard con la solu-
ciéon numérica para un caso particular. Se describe el método numérico y el
modelo computacional que se utilizé en todos los modelos posteriores, puesto
que los problemas se plantearon en un dominio circular donde hay un pozo
productor en el centro, las fronteras estan cerradas al flujo y en el pozo hay
una tasa de produccién constante.

En el capitulo tres, se hizo una revisién de tres modelos clasicos de
flujo anémalo, de los siguientes autores: Barker [3], Chang y Yortsos [7] y
Metzler [I7]. En cada modelo se consideraron, los supuestos, la notacién, la

descripcion de la derivacion, el modelo resultante y la interpretacion del mo-
delo.

En el capitulo cuatro se generalizé la metodologia sisteméatica de la
modelacién de medios continuos con la teoria de medios continuos fractales
desarrollada primero para medios isétropos considerando que existe simetria
radial alrededor del pozo y posteriormente para medios anisétropos conside-
rando una medida producto la cual puede tener diferentes dimensiones en
diferentes direcciones, captando mejor la anisotropia de la geometria fractal.
Las ecuaciones derivadas para medios fractales dependen explicitamente de
la dimensién fractal y se pueden expresar en términos de integrales y deriva-
das fraccionales las cuales se reducen con coeficientes numéricos adicionales
a ecuaciones convencionales para medios continuos con geometria Euclidiana
con dimensiones enteras.
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En el capitulo cinco se derivaron tres modelos de flujo anémalo. Prime-
ro se desarrollaron dos modelos para medios fractales isétropos, uno basado
en la ley de Darcy convencional y otro en una ley de Darcy para medios frac-
tales isotropos, luego se desarrolld un tercer modelo para medios fractales
anisétropos basado en una ley de Darcy para medios fractales anisétropos.
Ambas leyes de Darcy para medios fractales fueron derivadas a partir de la
ecuacion de balance de momento lineal para medios fractales.

En el capitulo seis, se realizaron las simulaciones numéricas de cada
uno de los tres modelos de flujo anémalo, para diferentes valores de la di-
mensién fractal de masa (D) y la dimensién fractal de la frontera (d) en el
caso de los dos modelos para medios fractales isétropos y para diferentes va-
lores de D = a1 + a5 en el caso del modelo para medios fractales anisétropos.
Posteriormente, se analizaron e interpretaron los resultados obtenidos de los
experimentos numéricos de cada uno de los modelos de flujo anémalo.

Se demostro que la metodologia de la modelaciéon matematica y compu-
tacional es una metodologia adecuada y apropiada para desarrollar modelos.
Por otro lado, aplicando la metodologia sisteméatica desarrollada, resulta su-
ficiente con establecer las relaciones entre propiedades intensivas y extensivas
para derivar modelos matematicos de medios continuos con propiedades frac-
tales de manera directa, simple y elegante.

Una de las ventajas de los modelos matematicos de flujo anémalo obteni-
dos en el presente trabajo es que son ecuaciones diferenciales convencionales
con coeficientes numéricos adicionales, es decir, las ecuaciones diferenciales
fraccionales se pueden expresar como ecuaciones con derivadas enteras, lo
cual es una gran ventaja en su solucion numérica y sobre todo en su imple-
mentacién computacional. Los experimentos numéricos arrojaron un compor-
tamiento coherente con la cuestion de la difusion anémala, donde la presion
cae a un ritmo més rapido o mas lento con respecto al modelo de flujo con-
vencional en funcién de los parametros fractales de los modelos.

Como trabajo futuro, la metodologia desarrollada se puede extender a
modelos multicomponentes y multifasicos de transporte en medios porosos
con propiedades fractales, con un gran potencial en su aplicacién a la mode-
lacién de yacimientos heterogéneos.
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2 CAPITULO 1. MODELACION DE SISTEMAS CONTINUOS

1.1. Teoria de los sistemas continuos

Los sistemas continuos estan constituidos por cuerpos. Un cuerpo es
un conjunto infinito de puntos materiales que en cualquier instante dado ocu-
pa una region o dominio, en el sentido matematico, del espacio tridimensional.

Un punto espacial es un punto fijo en el espacio y un punto material
es un punto que puede ocupar distintos puntos espaciales en su movimiento
a lo largo del tiempo.

Hipodtesis basica de los sistemas continuos

Consiste en considerar que un sistema continuo llena todo el espacio que
ocupa, es decir, cada punto del sistema continuo esta lleno de materia. En
la teoria de los sistemas continuos se trabaja con los promedios de sus pro-
piedades fisicas y existe un volumen llamado representativo, para el cual se
calculan y son validos los promedios de dichas propiedades.

Sea B un cuerpo y B(t) el dominio ocupado por B en el instante ¢. De-
bido a la hipotesis basica de los sistemas continuos, en cualquier instante de
tiempo t fijo, y en cada punto z € B(t) de la regién ocupada por el cuerpo,
hay solo un punto material del cuerpo B (ver figura [L.T]).

La configuracion espacial del cuerpo B en el instante ¢, es el lugar
geométrico de las posiciones que ocupan en el espacio los puntos materiales
del cuerpo en dicho instante. Se le denomina configuraciéon de referencia
a la configuracion espacial en el instante inicial ¢y del intervalo de interés.

Coordenadas materiales o lagrangianas: Son las coordenadas del
vector de posicion X = (X7, Xs, X3) que ocupa un punto material del cuerpo
B en el instante inicial £y en la configuracién de referencia.

Coordenadas espaciales o eulerianas: Son las coordenadas del vec-
tor de posicién x = (21,2, x3) = p(X,t) = (p1,p2,p3) que ocupa el punto
material X del cuerpo B en el instante ¢ en la configuracién espacial.

Al haber una relacién biunivoca, podemos definir la inversa de la funcion
p(X,t) a la cual denotaremos por p~'(z,t) = X. La regién ocupada por
el cuerpo B cambia con el tiempo debido al movimiento y la definiremos
formalmente para cualquier instante ¢ en el tiempo como

B(t)z{geR?’ | 3XeB y z=pX,1)}.
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X3
N
Configuracion
de referencia
del cuerpo B movimiento
al tiempo # p (X1
b [
&y
P (4
X Configuracion
X espacial del
cuerpo B al
tiempo ¢
>X2

X1

Figura 1.1: Esquema de la relacién entre la configuracion de referencia del
cuerpo B, las coordenadas materiales X y las coordenadas espaciales x de
un punto material X € B.

Si fijamos el tiempo ¢ entonces B(t) = p(B,t). Para observar la trayectoria
de un punto material X, sélo debemos fijar dicho punto y variar ¢ en la
funcién p(X,t), lo cual permite obtener la velocidad V (X, t) de cualquier
punto material X, importante para describir su movimiento. La velocidad se
define como la derivada con respecto al tiempo a la posicién cuando el punto
material se mantiene fijo, es decir,

V(X 1) = (X0
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1.2. Propiedades intensivas

Son propiedades muy especificas que no dependen de la cantidad de la
materia, por ejemplo, la densidad de masa o la densidad de volumen y que
pueden expresarse como funciones definidas para cada tiempo en cada uno
de los puntos del sistema continuo, es decir, son funciones que estan defini-
das en la posicién x del punto material X al tiempo t. Pueden ser funciones
escalares como la concentracion de cierta sustancia al tiempo t o vectoria-
les como la velocidad, que depende del punto material X y del tiempo ¢.
Una propiedad intensiva con valores vectoriales es equivalente a tres escala-
res, correspondientes a cada una de sus tres componentes. En resumen, las
propiedades intensivas son funciones definidas en los puntos materiales de un
cuerpo, es decir, son funciones que hacen corresponder a cada punto material
y cada tiempo en un numero real o un vector del espacio Euclidiano tridi-
mensional R3. Hay dos formas de representar a las propiedades intensivas: la
representacion euleriana y la representacion lagrangiana.

1.2.1. Representacién Lagrangiana

Consideremos una propiedad intensiva escalar, tal que en el instante ¢
toma en el punto material X el valor

P(X, 1)

definiendo una funcién ¢ : B — R! para cada instante ¢, a la que se le
llama representacion lagrangiana de la propiedad intensiva considerada. Esta
representacion es més utilizada en el estudio de los sélidos.

1.2.2. Representaciéon Euleriana

Consideremos una propiedad intensiva, tal que en el instante ¢ toma en
el punto material que ocupa la posicién z el valor

U(z,t)

definiendo una fucién v : B(t) — R! para cada instante ¢, a la que se le lla-
ma representacion euleriana de la funcién considerada. Esta representacién
es mas utilizada en el estudio de los fluidos.

Ambas representaciones satisfacen las siguientes identidades

o X, t) =9 (p(X,1),t) vy  U(zt)=o@p (X, 1)1
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Por ejemplo, la representacion lagrangiana de la velocidad de un punto ma-
terial
dp

ot

donde v(z,t) es la representacién euleriana de la velocidad, entonces

o(z,t) =V(p~H(z,t),1)

Es decir, que la velocidad en el punto z del espacio fisico, es igual a la
velocidad del punto material que pasa por dicho punto en el instante t.

- (X, 1) = V(X 1) = u(p(X, 1), 1)

1.2.3. La derivada material

Si obtenemos la derivada parcial con respecto al tiempo de la representa-
cién lagrangiana, ¢(X,t), de una propiedad intensiva, de acuerdo a la defini-
cién de la derivada parcial de una funcién, es la tasa de cambio con respecto
al tiempo que ocurre en un punto material fijo. Es decir, si nos montamos
en un punto material y medimos a la propiedad intensiva y luego los valores
asi obtenidos los derivamos con respecto al tiempo, el resultado final es

¢ 8¢ oY

Op;
E(—’ t) = at ot

)615

(X, t) = +v-Vo

Tiene interés evaluar la tasa de cambio con respecto al tiempo que ocurre en
un punto material fijo. La derivada material se puede denotar por el siguiente

operador:

D 6

1.3. Propiedades extensivas

Son propiedades muy generales de cualquier sustancia que dependen de la
cantidad de la materia, por ejemplo, el peso, la masa, el volumen, la longitud,
etc. Se denotan por E(t) o bien E(B,t) y funciones que a cada cuerpo B de
un sistema continuo y a cada tiempo ¢ le asocia un ntimero real o un vector
en R? y puede expresarse como sigue:

/ P(z,t)d (1.2)

donde ¥(z, ) es la representacion euleriana de una propiedad intensiva.
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Existe una relaciéon biunivoca entre las propiedades extensivas e intensi-
vas, por que dada la representacién euleriana ¢ (zx,t) de cualquier propiedad
intensiva, su integral sobre el dominio ocupado por cualquier cuerpo define
una propiedad extensiva e inversamente, dada una propiedad extensiva cuan-
do el integrando se expresa en la forma de la ecuaciéon de arriba define una
propiedad intensiva, por ejemplo, la masa y la densidad de masa.

1.4. Ecuacién de balance global

Los modelos matematicos de los sistemas continuos estan constituidos por
balances de propiedades extensivas. En la mecanica de medios continuos se
realiza un balance de las propiedades extensivas en las que se basa el modelo,
en cada cuerpo del sistema continuo. Para realizar estos balances, debemos
identificar las causas por las que las propiedades extensivas de cualquier
cuerpo pueden cambiar, las cuales pueden ser:

= Por lo que se genera o se destruye en el interior del cuerpo.
= Por el flujo que se importa o exporta a través de la frontera.

En la teoria de sistemas continuos, la hipotesis basica desde el punto de vista
fisico para la formulacién de las ecuaciones de balance de las propiedades
extensivas es que cualquier variacion de la propiedad extensiva proviene de
lo que se genera o se destruye dentro del cuerpo o de lo que entra o sale a
través de su frontera, pero también debemos tener en cuenta que puede haber
discontinuidades (ver figura [[.2]).

Figura 1.2: Esquema de un cuerpo material B(t) con frontera 0B(t), donde n
es su vector normal externo. La superficie de discontinuidad ¥(t) tiene vector
normal ny, y se mueve con velocidad vy,. B(t) se mueve a velocidad v.
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Esto conduce a la siguiente ecuacion de balance global:

%E(t): /Q(Lt)d£+ / q(z,t)dg+/gz(£,t)d£ (1.3)

B(t) dB(t) (1)

m g(z,t) es el término fuente en el interior del cuerpo B(t), por unidad
de volumen por unidad de tiempo.

= g(z,t) es lo que se importa o exporta a través de la frontera del cuerpo
0B(t), es decir, es el fluyjo de la propiedad extensiva a través de la
frontera del cuerpo, por unidad de area, por unidad de tiempo.

= gs(z,t) es término fuente por unidad de drea en X(t).

Como para cada tiempo ¢, existe un campo vectorial 7(z,t) tal que

q(z.t) = 7(x,t) - n(z,t)

donde n es la normal exterior a la frontera 0B(t) (ver figura [[2)), entonces

g = / oz, H)dz + / r(x,1) - nlz, t)dz + / go(z.t)dz  (1.4)

B(t) OB(t) (1)

1.5. Condiciones de balance local

Las ecuaciones de balance correspondientes a una coleccién de propieda-
des extensivas constituyen a los modelos de los sistemas continuos, de esta
manera, a cada sistema continuo le corresponde una familia de propiedades
extensivas, tal que, el modelo matematico del sistema estd constituido por
las condiciones de balance de cada una de las propiedades extensivas de di-
cha familia. Sin embargo, las propiedades extensivas mismas no se utilizan
directamente en la formulaciéon del modelo, en su lugar se usan las propie-
dades intensivas asociadas a cada una de ellas. Esto es posible porque las
ecuactones de balance global son equivalentes a las llamadas condiciones de
balance local, las cuales se expresan en términos de las propiedades intensi-
vas correspondientes. Las condiciones de balance local son de dos clases: las
ecuaciones diferenciales de balance local y las condiciones de salto.
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1.5.1. Ecuacion diferencial de balance local

Son ecuaciones diferenciales parciales que se deben satisfacer en cada
punto del espacio ocupado por el sistema continuo, y son de la forma:
N

StV W) =g+V-1 Vz € B(t) \ X(t) (1.5)

desarrollando la divergencia en el lado izquierdo

%—f+g-v¢+¢v-g:g+v-z Vz € B(t)\X(t)  (L.6)

por definicion de derivada material de v, obtenemos

%erv-y:ngV-z Va € B(t) \ X(t) (1.7)

Por lo tanto, la ecuacién diferencial de balance local puede expresarse en
términos de la derivada material, que usaremos para expresar la ecuacién
diferencial de balance local de las ecuaciones basicas de la mecénica de medios
continuos.

1.5.2. Condicion de salto de balance local

Las condiciones de salto son ecuaciones algebraicas que las discontinuida-
des deben satisfacer donde ocurren, es decir, en cada punto de la superficie
de discontinuidad X(t). Las propiedades intensivas pueden tener discontinui-
dades de salto exclusivamente a través de la superficie (), donde los limites
por ambos lados de () existen, pero son diferentes.

[V(v—vy) — 7] -0y = g5 Vz € 3(t). (1.8)
donde [f] = 11’%1+ f(z) — 11/%17 f(z) es el salto de la funcién f.

Las ecuaciones diferenciales de balance local son de uso mucho mas am-
plio que las condiciones de salto, pues estas tltimas tinicamente se aplican
en problemas de cardcter especial donde las propiedades intensivas son dis-
continuas, mientras que las primeras en todo punto del espacio ocupado por
el sistema continuo.
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1.6. Teoremas

En esta seccion, enunciamos los teoremas que se utilizaran en la derivacion
de las condiciones de balance local, a partir de la ecuacion de balance global.

1.6.1. Teorema de Gauss extendido

Sea B(t) una regién conexa con frontera 0B(t) donde n es un vector
normal unitario y 7(z,t) una funcién vectorial continuamente diferenciable
en B(t) excepto en ¥(t) con vector normal unitario ny, entonces

1.6.2. Teorema de transporte de Reynolds extendido

Sea B(t) una regién conexa (el dominio de un cuerpo) con velocidad v
y %(t) una superficie que interseca a B(t), con vector normal unitario ny, y
velocidad vy, . Si ¢(z,t) es una funcién de valores reales definida en B(t)
continuamente diferenciable excepto en la superficie 3(t), entonces

& [ vwnaz= [ (%—fw-(w)) dot [ (o)) node (110)
B(t) ()

B(t)

1.6.3. Lema de Dubois-Reymond extendido

Sea f(z) continua excepto en X(t) y g(z) continua en 3(t). Si

/f(&)dz + /9@)6@:0 (1.11)

B(t) ()

entonces  f(z)=0, Ve B()\X(t) vy glz)=0, VzeX).
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1.7. De la ecuacion de balance global
a las ecuaciones de balance local

Afirmamos que en un sistema continuo, la ecuacion de balance global, se
satisface para todo cuerpo del sistema continuo, si y solamente si, se cumplen

las condiciones de balance local. En efecto, sustituyendo en la ecuacién de
balance global (L)) la definicién de propiedad extensiva (L.2l)

%/wdgz/gdg—l— / z-@d£+/ggd£ (1.12)

B(t) B(t) dB(t) (t)

aplicando al segundo sumando (L) el teorema de Gauss extendido

%/wdz = /gd£+/V~zd£+/[[z]]-ﬂzd£+/gzd£

B(t) B(t) B(t) (1) 0
= [@+Vendes [ mpramd (113)
B(t) (1)

aplicando en la izquierda (.10) el teorema de transporte de Reynolds exten-
dido

ot

B(t) S(t

- /(g(z,t)JrV.z)ngr /([[I]]’ﬂ2+gz(£,t))d£ (1'14>

B(t) ()

W rv- () ) da v —vy)] - npdz
[ (G+v )+ )W_ us)] - nd

agrupando términos del lado izquierdo de la igualdad

(57 00~ () + 7 0} ds
B(t)
" / ([0 — ) — 7] - 1, — g £))dz = O (1.15)

%(t)

aplicando (LIT]) el lema de Dubois-Reymond extendido, obtenemos la ecua-
cion de balance local y la condicion de salto de balance local respectivamente:

%_f+v.(¢g) —g(a,)+ V-1,  Voe B\ (1.16)

[V(v —vs) — 7] -0y = gs(z, 1), Vo € X(t) (1.17)
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1.8. Ejemplo

Consideremos el cuerpo de un fluido incompresible, el cual llena comple-
tamente el volumen en que se encuentra. Su movimiento ocurre en un espacio
libre tomando en cuenta la siguiente hipétesis:

Los cuerpos conservan su volumen en el movimiento de sustan-
cias incompresibles (sélidas o fluidas).

Sea V() el volumen del fluido contenido en el cuerpo y B(t) el dominio
del espacio fisico ocupado por el cuerpo, de esta manera, el volumen del flui-
do es igual al volumen de la region que ocupa y esto se expresa de la siguiente
forma:

Vi(t) = / dz (1.18)

B(t)
El volumen del fluido es una propiedad extensiva — E(t) = Vi(t)
y su propiedad intensiva correspondiente esta dada por Yz, t) =1

Por hipdtesis, el volumen de los cuerpos se conserva durante su movimiento:

%vf(t) 0 (1.19)

Es decir, la ecuaciéon de balance global esta dada por

d
%Vf(t) = / Odx + / Odx + / 0dz =0 (1.20)
B(t) dB(t) S(t)
ecuacion diferencial de balance local:
V-v=0 Ve € B(t) \ X(¢) (1.21)

condicién de salto de balance local:

[v] ny=0 Vz € X(t) (1.22)



12 CAPITULO 1. MODELACION DE SISTEMAS CONTINUOS
1.9. Ecuaciones basicas de la MMC

1.9.1. Ecuaciones de balance de masa

M(t) = / plz, t)dz (1.23)

B(t)

Propiedad extensiva: masa M (t)

Propiedad intensiva: densidad 1) = p

Si tenemos que: ¢ =0, g» =0y 7 = 0, existe conservacién de masa

Ecuaciéon de balance global

d
—M(@)=0 1.24
S M) (1.24)
Ecuacién de balance local:
Dp
E—l—pv-yzo ;. Vx e B(t)\ X(t). (1.25)

también es conocida como ecuacion de continuidad en mecdnica de fluidos.

Condiciones de salto:

[p(v —vs)]-ne =0 ; VzeX(t). (1.26)

1.9.2. Ecuaciones de balance de momento lineal

M(t) = / p(z, t)o(z, t)dz (1.27)

B(t)

Propiedad extensiva: momento lineal 9t(t)

Propiedad intensiva: densidad de momento lineal ¢ = pv.
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Si tenemos que g = pb, g =0y T

Il
IS

donde

= pb— fuerzas de cuerpo por unidad de volumen
m g— tensor de los esfuerzos

s g-n =1T— fuerzas de traccion.

IS}

Ecuacion de balance global:

ism(t): /pbdm / o - ndzx (1.28)

dt=—— =
B(t) dB(t)
Ecuacion de balance local:
Dpv
ﬁ—l—pyv-yzv-g—%pé ; Yz e B(t)\ X(t) (1.29)

Esta ecuacion se puede interpretar como un sistema de ecuaciones si la ex-
presamos como

Dpv;
Dt

+puiV v =V oi+pb 3 i=123; (1.30)
dondeg:(gl’QQ’Q?)) ;b= (b1, b2,0bs3).

Desarrollando la derivada material en el término izquierdo

Dv Dp Do Dp Dv
a0l Vv =p=—=1+0v | =L 4+ V. = p—_= 1.31
(‘ Dt ¢ Dt) S T (Dt —U) o 3

D o
ya que 77 + pV - v = 0 por conservacién de la masa. Entonces obtenemos la

ecuacién D
pﬁf —V.g+pb Vz € B(t)\ 2(t) (1.32)

que constituye la 1¢ ley de cauchy de la mecdanica de medios continuos.

Condiciones de salto:

[rp(w—vs)—a] -ne=0;  VazeX() (1.33)
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Ecuacién general de flujo de Navier-Stokes
Sean
= pb - fuerzas de cuerpo por unidad de volumen.
= D - la parte simétrica del tensor de las velocidades Vo, donde

Q — %(VQ + (VQ)T), es decir, Dij = % <§§; + g?)

IS

= —pL + AV -v)L +2uD - es el tensor de los esfuerzos.

Usando la notacion de Einstein para los indices repetidos

V()=

Analogamente
V- (AV-u)I) =AV(V -v)

_ _ 9 (Ovi Ov\_ 9 v O Oy
V-(2pD) = uV-(2D) = N o, (al’j " 3%') 0w, 0, 000,
0 v, 9 0O

= uV(V-v) + pVu

Como la divergencia es un operador lineal

Vig = Vo(=p) +V-(AMV-0)D) + V- (2uD)
= —Vp+uVu+ A+ pV(V-v)

al sustituir en la ecuacion de balance de momento lineal, obtenemos

D
P ==V +pViu+ A+ mV(V-v) (1.34)

que es la ecuacion general de flujo de Navier-Stokes.

Desarrollando en la izquierda la derivada material y dividiendo entre p
de ambos lados, es la ecuacion que utilizaremos para deducir la ley de Darcy.

SIS
<
_l’_

IS

<

<
I

IS
|

1
Vp + %v?w O F V(Y 0) (1.35)
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1.9.3. Ecuaciones de balance de energia

et = [ s (E+§ v \2) dn (1.36)

B(t)

Propiedad extensiva: Energia £(t)

Propiedad intensiva: ¥ = p(E + 1 | v |?)

donde E es la energia interna por unidad de masa.

Si tenemos que: g = p(h+b-v), gs =0y 7 = ¢+ o -v donde

ph- fuente de calor por unidad de volumen

pb - v- trabajo por unidad de tiempo por unidad de volumen realizado
por las fuerzas del cuerpo

= ¢ - n- flujo de calor a través de la frontera por unidad de tiempo por
unidad de area

(c-v)-n=(g-v)-v=T-v- trabajo por unidad de tiempo por unidad
de area realizado por las fuerzas de traccién.

Ecuacion de balance global:

%5(15) = /p(h+b-y)d£+ / (¢+g-v) ndx (1.37)
B(t) dB(t)

Ecuacion de balance local:

%(p <E+%Q'y)) +p<E+%9'ﬂ)V'@:V(wg-y)w(hw-y)
(1.38)

Desarrollando el término de la derivada material resulta:

D (p (E+ ly-ty)) DE +pD(%Q'Q) L Dr (E+ ly-y) (1.39)

Dt 2 Dy Dt Dt 2

Sustituyendo (2.30) en el miembro izquierdo de la ecuacién (2.28) obtenemos:

DE = D(5v-uv) 1 Dp
ot T\ Etguu) (o +oV-u) =V-(gtav)+p(htbo)
(1.40)
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ya que % + pV - v = 0 por conservacion de masa, resulta:

DE = D(zu-v)

=V- . ‘). 1.41
N = Velg+a v)+ph+b-v) (1.41)
Si tenemos en cuenta que:
D(iv- D
Vilgv)=v-(V-g)+2-Vu y (ﬁw:y-—%
entonces
DE Dv
- A p==—vV.g— . VA . ] 1.49
TR <th V-a pb) V-g+ph+a-Vu (1.42)

. D .z
Si tenemos en cuenta que p7- —V-g — pb = 0 por la ecuacién de balance
del momento lineal, obtenemos la ecuacién de balance de energia:

DE

P =V.q+ph+ag-Vu, VzeB(t)\X() (1.43)

1.10. Modelos de fases miultiples

Como introduccién a los modelos de sistemas continuos de fases multi-
ples, comenzaremos con un ejemplo muy sencillo, para después dar un salto a
las ecuaciones de los modelos de fases multiples y varias componentes. Ima-
ginemos un vaso de vidrio transparente con agua de sabor y algunos hielos.
Si miramos el contenido dentro del vaso, observaremos que hay dos fases:

Fase 1: La fase liquida (agua de sabor)
Fase 2: La fase sélida (hielos)

Desde este enfoque macroscopico suponemos que en cada punto de la re-
gién ocupada por el contenido del vaso en el espacio fisico (R3), existe sélo
un punto material de cada una de las fases y cada una se mueve con su propia
velocidad. Ahora, si agitamos circularmente el vaso, observaremos que ambas
fases se mueven con distintas velocidades.
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El agua de sabor (la fase liquida) tiene dos componentes:

* Componente 1: agua pura liquida
* Componente 2: saborizante

La fase sélida soélo tiene una componente: agua pura sélida

En la teoria de los sistemas continuos, los modelos para procesos como el
que se acaba de describir, se conceptualizan como se explica a continuacion.
Se considera que hay dos fases: la fase liquida y la fase sélida. En cada punto
del espacio fisico (R?) hay un punto material de cada una de las fases y cada
una de ellas se mueve con su propia velocidad. Por lo mismo, cada dominio
de R? define dos cuerpos, que son los formados por los conjuntos de puntos
materiales correspondientes a cada una de las fases. Ademads, en cada punto
tenemos definidas dos velocidades, que en general pueden ser diferentes, por
lo que los dos cuerpos que en un tiempo ocupan el mismo dominio de R? |
en general en otros tiempos ocupan dominios que no coinciden. En el caso
que nos ocupa es posible hacer el balance de masa o de otras propiedades
extensivas, pero en ellas debe utilizarse la velocidad asociada con la fase que
corresponda.

Las ecuaciones de balance global del ejemplo son las siguientes:

d

aEf(t)Z /gi(z,t)dw / zi(z,t)ﬂ(z,t)dﬁ/gzi(z,t)dz
B(1) aB(t) S(t)

d

aEgl(t)z /gé(g,t)dw / z%(g,t)-n(z,t)dﬁ/gzé(g,t)dg
B(t) aB(t) ()

d

aEf(t)z /gf(g,t)dw / 3z, t) oz, t)de + | gsi(z, t)dzx
B(1) aB(t) (1)

Ecuaciones diferenciales de balance local

SV @) =gl 4 Vo, Vae B\ D)
0
StV u) =g+ V-1, Ve BH)\X()

0
SRV W) =@+ Y rh Yaee B\ S0
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Condiciones de salto de balance local

[1(@w" —vs") — 1] - ny = 951, Va € (t)
[thy(0" —vs') — 73] - ny = 953, Vo € (1)
[V —vs?) — 73] - ny = 957 Vo € (1)

A continuacién se explica como se construyen los modelos de los proce-
sos, pues mas que los sistemas mismos, se modelan sus procesos. Primero,
se identifica a un conjunto finito, o familia, de propiedades extensivas, lue-
go a cada una de las propiedades extensivas de esa familia se les impone
la condicién de satisfacer la ecuacién de balance global en cada cuerpo del
sistema continuo, lo cual es equivalente a la ecuacién diferencial de balance
local y a la condicion de salto. Esta forma de proceder se aplica no solamente
a sistemas continuos de una sola fase, sino también a sistemas de varias fases.

Las fases contienen varios componentes superpuestos que se mueven a la
misma velocidad. Si consideramos un sistema con N fases donde cada fase
tiene M, componentes y a cada componente le corresponde una propiedad
intensiva ¢ asociada a la propiedad extensiva EF, donde a denota el numero
de la fase (« = 1,..., N) y v denota el nimero de la componente dentro de
dicha fase (v =1, ..., M,), entonces las ecuaciones de balance globlal, al igual
que las ecuaciones de balance local, se plantean por componentes.

La propiedad intensiva asociada a la propiedad extensiva ES es ¢ (z,1):

= / VS (z,t)dz (1.45)

Ecuaciones de balance global

2B = [geoas [ 5w o+ [ oo 10

at 7
B(t) 9B(t) %(t)

Ecuaciones diferenciales de balance local

0

T °‘+V (1/13 vY) :gf'Y‘+V-I§‘ , Ve € B(t) \ X(t) (1.47)
Condiciones de salto de balance local
(09w —us®) = 22]] -1y = g3, ,  VzeX() (1.48)

Estas son las ecuaciones basicas que gobiernan a una gran diversidad de
sistemas continuos. Sin embargo, ellas no constituyen modelos completos, los
cuales explicaremos con méas detalle a continuacion.
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1.11. Modelos completos

En general las ecuaciones diferenciales tienen muchas soluciones, por lo
que es necesario complementarlas con condiciones iniciales y de frontera.
El modelo de un sistema continuo es completo si define un problema bien
planteado. Un problema de valores iniciales y de frontera es bien planteado
si se cumple que existe una tnica solucion y ésta depende de las condiciones
iniciales y de frontera de manera continua.

1.11.1. Condiciones iniciales

Cuando en la ecuacién diferencial interviene el tiempo, se incluyen con-
diciones iniciales que expresan el valor de la funcién al tiempo inicial ¢t = 0.

c(z,0) = co(2) (1.49)

1.11.2. Condiciones de frontera

Se imponen en la frontera exterior del dominio

(a) Dirichlet

Especifica los valores que toma la funcién ¢(z,t) en la frontera 0B(t)
c(z,t) = f(z) (1.50)

(b) Neumman

Se prescribe la derivada normal en la frontera, por lo tanto aqui se conoce
el valor de la derivada de la funcién c(z,t) con respecto a la normal n a lo
largo de la frontera 0B(t)

Ve(z,t) -n = g(z) (1.51)

(c) Robin

Esta condicion es una combinacion lineal de las dos anteriores.
a(z)e(z,t) +b(z)Ve(z, t) -n=y(z,t) (1.52)

v(z,t) es la funcién prescrita en la frontera exterior.
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Para obtener modelos completos, ademas de las condiciones de balance
local, ecuacién diferencial de balance local y condicién de salto de balan-
ce local, es necesario evaluar la generacion interna, determinada por g(z,t)
y gs(z,t), y el camplo de flujo 7(z,t), en términos de las funciones cono-
cidas de las propiedades intensivas asociadas. A través de estas ecuaciones
constitutivas, se integra el conocimiento cientifico y tecnolégico en los mode-
los matematicos, todo depende de la clase de los procesos involucrados. En
conclusion, los modelos de los sistemas continuos estan constituidos por:

= Una coleccion de propiedades intensivas y extensivas.

= Un conjunto de condiciones de balance local correspondientes a cada
propiedad intensiva, en cada una de las cuales, la velocidad de los pun-
tos materiales es la de la fase correspondiente.

= Condiciones iniciales y de frontera que deben satisfacer las propiedades
intensivas.

» Suficientes relaciones que ligan a las propiedades intensivas entre si y
que definen a g, 7 y v en términos de éstas, conocidas como leyes
constitutivas.
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2.1.

CAPITULO 2. MODELO DE FLUJO MONOFASICO

Modelo conceptual

. El flujo del fluido en el medio poroso es monofasico con un componente.

. Consideraremos un fluido Newtoniano que ocupa el espacio intersticial

del medio poroso, bajo condiciones isotérmicas.
Se considera la ley de Darcy.

El flujo de la masa debido a la dispersién y difusion son tan pequenos
con relacién al flujo de la masa que se pueden despreciar.

La interfase fluido-sélido es una superficie material con respecto a la
masa del fluido tal que ninguna masa del fluido puede cruzarla.

Hay conservacién en la masa del fluido.

El medio es isétropo y el sistema de flujo es radial hacia un pozo.

Notacion

¢ - porosidad en el medio poroso

p - densidad del fluido por unidad de volumen
u - velocidad de Darcy

k - tensor de permeabilidad absoluta del medio poroso
1 - viscosidad del fluido

~v - magnitud de la aceleracion gravitacional

z - profundidad

p - presion

cy - Compresibilidad del fluido

cr - Compresibilidad de la roca

¢; - Compresibilidad total

rw - Radio del pozo
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2.2. Modelo matematico

Los modelos matematicos de yacimientos petroleros han sido utilizados
desde el siglo X1X y consisten en un conjunto de ecuaciones que describen el
flujo de fluidos en un yacimiento petrolero, junto con un conjunto apropiado
de condiciones iniciales y de frontera. El movimiento del fluido esta goberna-
do por las ecuaciones de conservaciéon de masa, momento y energia.

Usando el enfoque sistemético para la modelacion de sistemas continuos
derivaremos a continuacion las ecuaciones que constituyen el modelo ma-
tematico de flujo monofdsico a través de un medio poroso [I]. El sistema
estd formado por dos fases; pero el movimiento de la fase sdlida esta en
reposo, trataremos solamente la fase fluida que consta de una sola compo-
nente [10].

El modelo del flujo se construye basandose en una propiedad extensiva:
la masa del fluido My y por la hipétesis de que el medio poroso esta saturado,
la propiedad intensiva es el producto de la densidad por la porosidad
p(z, t)p(z,t), donde ¢ es la porosidad, es decir, la fraccién del volumen del
espacio fisico ocupado por los poros y como el material poroso esta saturado,
es igual a la fraccién de volumen ocupado por el fluido.

My(t) = /p(Lt)cb(Lt) dx (2.1)

B(t)

Al considerar que hay conservacion en la masa del fluido, entonces no hay
una fuente y no existen discontinuidades, por lo tanto, la ecuacién de balance
global esta expresada de la siguiente manera:

%Mf(t) —0 (2.2)

y la ecuacion diferencial de balance local esta determinada por:

O (p6) + V(o) =0, Ve B\ B() (2.3)

La velocidad en el medio poroso o velocidad de Darcy se define como u = ¢v,
entonces la ecuacion de balance local en un medio poroso se define como:

09 = -V (), Ve B(H)\S() 2.4)
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Efecto de la elasticidad del sistema fluido-soélido

Podemos expresar el término d¢p/0t en una forma ampliamente utilizada
en la aplicaciones de este tipo [I0]. Desarrollando éste término, obtenemos
que

709 =65 + 0y
Esta ecuacién estd integrada por la contribucion de la compresibilidad del
fluido y por la contribucion de la compresibilidad de la roca.

(2.5)

La compresibilidad del fluido ¢; se define como [10]:

109p
c 2.6
F= o (2.6)
La compresibilidad de la roca cg se define como [§]:
10¢
= —-— 2.7
S op 27)
La compresibilidad total ¢; se define como [§]:
1 0p 1 0¢
— 247 2.8
G=cf+cgp= + 5 (2.8)

La densidad del fluido satisface una ecuacion de estado de acuerdo con la
cual la densidad del agua es una funcién de su presién [10]

0 dp O
dp _Opdp (2.9)
ot Opot
por definicién de compresibilidad del fluido (2.6]), tenemos que
8p p
2.10

Analogamente, la porosidad de la roca satisface una ecuacién de estado de
acuerdo con la cual la porosidad de la roca es una funcién de su presién

99 _ 0¢dp
2.11
ot dp ot (2.11)
por definicién de compresibilidad de la roca (Z7]), tenemos que
0
af = cR¢ (2.12)
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sustituyedo (210) y (ZI2) en (Z3]), obtenemos que

dpo

8 Op 0
5 = orc S pocrRy, = 0p (cf +cr) 2 (2.13)

ot ot

por definicién de compresibilidad total (2.8]), obtenemos que

%0 — ppe 2 (2.14)

sustituyendo en la ecuacion (2.4]) obtenemos que
Ip
opcimy ==V - (pu),  Vre B(t)\E(1) (2.15)

Modelo resultante

Aplicando la ley de Darcy convencional (ver apéndice [Al), obtenemos la
ecuacion diferencial basica que describe el flujo de un fluido ligeramente com-
presible en un medio poroso B(t) CR" con 1 <n < 3 [§].

pe 2 = v(%«w—mwo, vee B\ (216)

¢— es la porosidad del medio.

p— es la densidad del fluido.

c;— es la compresibilidad total = ¢y + cg

p— es la presién del fluido.

p— es la viscosidad del fluido.

k— es el tensor de permeabilidad del medio poroso.

v— es la magnitud de la aceleracion gravitacional.
z— es la altura.

Solucion semi-analitica

En ésta seccién, se obtiene una solucién semi-analitica para la ecuacion
(2I6) que se puede utilizar para compararse con una solucién obtenida me-
diante un método numérico para el flujo de un fluido en medios porosos [§].
Supongamos que B(t) es un medio isétropo, entonces K = kI, donde I es el
tensor identidad y k = cte. - B
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En coordenadas cilindricas (r, 6, x3) la ecuacién (2.16]) esta dada por:
0 L0 ok (0o
pctat oror | op \Or pv@r
L Lo [ok (0
200 | u \oa " og

CBE@EeE)] e

O

,u

Figura 2.1: Flujo radial unidimensional

Consideremos un yacimiento B con una extension infinita en direccién ho-
rizontal. Supongamos que hay un pozo con una produccién aislada (localizada
en (0,0, z3)) en este yacimiento, que todas sus propiedades son simétricas con
respecto al eje de éste pozo y que el yacimiento es homogéneo en direccién
vertical (ver figura RI). Si el efecto de gravedad y el cambio de densidad
son ignorados, entonces la ecuacién (ZIT) se reduce a

dp 10 (rk (Op
—=——1|— (= 2.1
(bctat ror (,LL (87")) (2.18)
Asfi la presién p es una funcién de r y ¢ solamente. Es decir, el flujo es uni-

dimensional en la direccién radial. Encontraremos ahora una solucién semi-
analitica a la ecuacién unidimensional (2.I§]).

Condicion inicial:
p(r,0) = p, con relf0,00) y p,=cte. (2.19)
Condiciones de frontera:

p(r,t) = p, con r—o0 y t>0 (2.20)
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. op _ Qu
or 2wkH

con r—0 y t>0 (2.21)

donde

r = radio del pozo

() = tasa fija de produccion del pozo
1 = viscosidad del fluido

k = permeabilidad del medio poroso
H = grosor de la reserva

Desarrollando el lado derecho de la ecuacién (2.I8)

op k1 ( & Op k(0% 10p
op _ KL (9P Op\_FK (P 10p 2.22
o o pur (Taﬂ * or o\ Or? * ror (222)
despejando
op E (0*p 10p
Yy A 2.2
ot ppcy <8r2 ror (2.23)
Si definimos "
= 2.24
X= 5 (2.24)
y sustituimos en la ecuacién (2:23) obtenemos
op ?p 10p
LN (e A 2.2
o~ X (87’2 ror (2:25)
haciendo un sencillo despeje
10p &*p 10p
i T 2.2
x ot  Or? + ror (2:26)

Buscaremos una solucién analitica a esta ecuacién unidimensional, intro-
duciendo el siguiente cambio de variable

7”2

= Tix con t>0 (2.27)

Y

entonces:
dy r oy  r?

o 2ty U ot T aey

de esta manera, al derivar p con respecto a r

(2.28)

Op _dpdy _dp 1

£ _ s 2 2.2
or dyor dy2ty (2:29)
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derivando nuevamente p con respecto a r
Op _ 0 (0p\_ 0 (dp r
orz — or \or)  Or \dy2ty
_ dpo (N, 9 (dp
 dyor \ 2ty 2ty Or \ dy

_dp (LN, d(op
 dy \ 2ty 2ty dy \ Or

Ldp v d (dpoy
2tx dy 2ty dy \dyOr

1 dp n r &p [ r

C 2xdy 2ty dy? \ 2ty

_ P\ Ay 1

o dy? \ 2ty dy 2ty
ahora derivando p con respecto a t

O _dpdy _dp (—1*\ __dp ¢
ot dyot dy \4t2y /)

Sustituyendo (229), (230) y (231) en ([2:28])

T dp\ _( Ldp (N
X 42y dy )\ 2ty dy 2ty ) dy?

despejando

1 d 2 d? 1 d 2 d
__p + r _p + __p + r _p — 0
2tx dy 4t2x? ) dy? 2ty dy — 4t?x* dy

reagrupando términos

i@_}_ i_i_’l“—z @_0
422 dy? ty 422 ) dy

multiplicando por ¢ty de ambos lados

2 12 2
R N SR N
Aty dy? Aty ) dy

1/ r dp
_|._ — -
r \ 2ty dy

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

y por definicién de y en (Z27), obtenemos la siguiente ecuacién diferencial

d?p

Yoy

d
+(1+y)a—§:0

(2.36)
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Para resolver esta ecuacién diferencial, definimos

dp
— 2.37
wly) = 5 (2.37)
sustituyendo en (2.36))
dw(y
y% +(1+y)w(y)=0 (2.38)
entonces
dy y
haciendo un sencillo despeje
1 d 1
w(y) dy y
integrando de ambos lados
/ vyl (2.41)

Solucién de la integral izquierda en (2.41])
Sea v = wly) = du=uw'(y)dy

sustituyendo

/ w'(y) dy = / %du =log(u) + C = log(w(y)) + C (2.42)

w
Solucién de la integral derecha en (2.41))
Sea s = y+1 = ds=dy

sustituyendo

yrl, y+1 / s / 1
/ /y+1—1 s—17° a1 )"
= / )ds+/ds:log(s—1)+s+01

= log( y+1)— D+ (y+1)+c =log(y) +y—c (2.43)
Sustituyendo (2:42)) y (243) en (24T
log(w(y)) = —y — log(y) + ¢ (2.44)
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Despejando w(y) con ayuda de la funcién exponencial
w(y) = Cev con ¢ = cte. (2.45)
Yy

por definicién de w(y) en ([237)) y aplicando la condicién de frontera

dp_cy_ @Qn e

= —¢ Y = 2.46
dy ye ArkH vy ( )
Notemos que
St y=00 y t=0 = P = Po (2.47)
2
Sty = t>0 — = t 2.48
Py=ge v p=p(rt) (2.48)
Integrando la ecuacién (2.46]) desde 0 a cualquier ¢
Qu [e
t) = po, — —d 24
p(rt) =po— W (2.49)

2
4tx

Por definicién de la funcién integral exponencial

/ a5 (- 4tx)—Ez-<—y> (2.50)

Por consiguiente, se deduce de ([Z49) que la presién para cualquier r es:

Qp r’
,t o+ ——E | —— t>0 2.51

P =po oy ity o (2:51)
La grafica de —FEi(—y) en términos de y (Figura 22)), demuestra que con-
forme y aumenta (r incrementa o ¢ disminuye), —Fi(—y) disminuye, por lo
que p(r,t) incrementa y py — p disminuye. La funcién integral exponencial
E;(—y), puede ser expandida en la serie

Ei(—y) =~ +In(y) — ! ! Y+ (2.52)

2_
to Y T3

donde vy es la constante de Euler y esta definida como

/e Y In(y) dy ~ 0.5772 (2.53)
0
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Lor Ay

0.5 1.0 1.5

Figura 2.2: Gréfica de —Ei(—y)

Si 0 <y < 0.1 entonces E;(—y) ~ In(y) +~. Dado que r = r,, es pequeno,
entonces en pocos segundos

7,2
— <001 2.54
T (2.54)

asi que una buena aproximacién de la funcién integral exponencial es:

r? 4ty 2.25ty
Eil—— ) ~—-In—2 5772 = —1 2.
( 4@() n<r2)+0577 ( ” ) (2.55)

con un error de aproximacién menor a (.25 por ciento.

Por lo tanto la solucidén semi-analitica es:

N Qu 2.25tx
p(r,t) = po 47rk:Hln (2.56)

72
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Para observar la forma que toma la solucion semi-analitica, considerare-
mos un yacimiento cuyos parametros se encuentran en el cuadro (2.1)):

simbolo | Descripcién Valor Unidad
Do Presion inicial 3600 DSt
1 Viscosidad del petréleo 1.06 cP
k Permeabilidad 0.3 darcy
H Grosor del yacimiento 100 ft
T Radio del pozo 0.1875 ft
cy Compresibilidad del petréleo 0.00001 1/psi
CR Compresibilidad de la roca 0.000004 1/psi
Ct Compresibilidad total 0.000014 1/psi
0] Porosidad 0.2 Constante
Q, Tasa de produccion de petréleo 300 STB/D
D Presion en el punto de burbujeo 2000 pSt
B,y Factor de volumen de la
formaciéon de petréleo en py 1.063 Constante

Cuadro 2.1: Pardmetros para un yacimiento

Con el cuadro (Z2), podemos hacer las conversiones de unidades al siste-
ma cgs y al final expresar la solucion semi-analitica en psi.

Unidad | Nombre Conversion
psi Pounds per Square Inch 1psi = 68947.5729 (CnﬁsQ)
P Poise 1P=1 (Cn%s)
cP | centiPoise 1cP =001 (2%)
d darcy 1 darcy = 9.86923 x 1079 cm?
ft feet (pie) 1 ft =30.48 em
STB/D | Stock Tank Barrels / Day | 1 STB/D = %W <ﬂss)

Cuadro 2.2: Conversion de unidades al sistema cgs
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Po

cf

CR

Cy

Qo

3600 psi

g
cm - s

) — 106 x 104—9

cm - S

1.06 cp = (1.06) (0.01
0.3 darcy = (0.3)(9.86923 x 10~° em?) = 2.960769 x 10~? cm?
100 ft = (100)(30.48 cm) = 3048 cm

0.1875 ft = (0.1875)(30.48 ¢m) =5.715 cm

1 82
1x107° — =(1x107%) <145 x 1077 7 )

psi g

L2
145 x 10712 <%

g

1 52
4x107% — = (4x107%) (145 x 1077 L2 )
psi g
58 % 10-12 S
g
, Cm-s?
cf+ep=203x107"7 ——
g
0.2
k 0.3 x 1078 em?

duce  (0.2)(106 x 1071 -£-)(203 x 10712 <)

cm-s
2

6970.908077 %

STB 0.1589873 x 10 em? cm?
300 i) (300)( 26100 s ) 552.039 .
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By = 1.063
py, = 2000 psi

By = Boy(1—cs(po—pb))

1
= (1.063) (1 — 1 x 1075 —(3600 psi — 2000 psi))
pSt
= 1.045992

3 3
Q = ByQy = (1.045992) (552.0392 @> = 577.4286 -

S S

. g g 1 ,
psi = G89AT.5729 = ; om -2 68947.57290"
577.4286 <) (106 x 10~* -2
@ _ 2)(106 ) _ 53966.8554 Y
ArkH 47(2.960769 x 10~ ¢m?)(3048 cm) cm - s2

1

—  (53266.8554) [ ————
(53266.8554) (68947.5729 bs

z) = 0.77257 psi

Por otro lado, como el tiempo lo estamos midiendo en segundos, entonces

2.2 2.25)(t 5)(6970.908077 <2
Ln( 5tx) . (( )t 5)( s>>m(4go.2191 0

72 (5.715)% cm?
asi que
Qu 2.25tx ,
47TkHLn - = (0.77257)Ln(480.2191 t) psi
y como pg = 3600 psi entonces expresando la presién (en unidades psi)

obtenida en la solucién semi-analitica (ecuacién [Z506]) tenemos que

p(r,t) = 3600 psi — (0.77257)Ln(480.2191 t) psi (2.57)
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tiempo [dias| | p [psi] | tiempo [dias] | p [psi] | tiempo [dias] | p [psi]
0.1 3588.08 1.5 3585.96 2.8 3585.47
0.2 3587.54 1.6 3585.91 2.9 3585.45
0.3 3587.22 1.7 3585.86 3.0 3585.42
0.4 3587.00 1.8 3585.82 3.1 3585.39
0.5 3586.82 1.9 3585.78 3.2 3585.37
0.6 3586.68 2.0 3585.74 3.3 3585.34
0.7 3586.56 2.1 3585.70 3.4 3585.32
0.8 3586.45 2.2 3585.66 3.5 3585.30
0.9 3586.36 2.3 3585.63 3.6 3585.28
1.0 3586.28 24 3585.59 3.7 3585.25
1.1 3586.20 2.5 3585.56 3.8 3585.23
1.2 3586.14 2.6 3585.53 3.9 3585.21
1.3 3586.07 2.7 3585.50 4.0 3585.19

Cuadro 2.3: Valores de la presion obtenidos con la soluciéon semi-analitica
para distintos tiempos.

Presion [psi] Presiéon vs Tiempo
3596

3594
3592
3590
3588
3586

3584
0 05 1 15 2 25 3 35 4

Tiempo [dias]

Figura 2.3: Evolucién de la presion en el pozo al transcurrir el tiempo durante
4 dias.
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2.3. Modelo numérico

La etapa de la modelacion numérica consiste en hacer una aproxima-
ciéon numérica a partir del modelo matematico desarrollado, la cual pueda
ser implementada en un programa de computo. Los modelos numéricos son
versiones discretas de los modelos matematicos, cuyas soluciones son apro-
ximadas hasta cierto nivel de error pero a su vez deben ser consistentes con
la solucion del modelo matemaético. La modelacion numérica de las ecuacio-
nes de flujo monofasico fue realizada mediante la formulacion estandar del
método de elementos finitos y su implementacion fué realizada en el modo
de PDE en la forma de coeficientes para el andlisis dependiente del tiempo
en COMSOL Multiphysics.

El método de elementos finitos provee una manera sistematica y simple
de generar funciones base en un dominio con geometria poligonal [6], lo cual
permite obtener una soluciéon numérica aproximada sobre un cuerpo, estruc-
tura o dominio (medio continuo, sobre el que estan definidas las ecuaciones
diferenciales que caracterizan el problema fisico del problema), dividiéndolo
en subdominios no intersectantes entre si, denominados elementos finitos.

El conjunto de elementos finitos forma una particion del dominio tam-
bién denominada discretizacion. Dentro de cada elemento se distinguen una
serie de puntos representativos llamados nodos. Dos nodos son adyacentes
si pertenecen al mismo elemento finito; un nodo puede pertenecer a varios
elementos. El conjunto de nodos considerando sus relaciones de adyacencia
se llama malla. De acuerdo con estas relaciones de adyacencia o conectividad
se relaciona el valor de un conjunto de variables incégnitas definidas en cada
nodo y denominadas grados de libertad.

El conjunto de relaciones entre el valor de una determinada variable en-
tre los nodos se puede escribir en forma de sistema de ecuaciones lineales (o
linealizadas). El ntimero de ecuaciones de dicho sistema es proporcional al
nimero de nodos. La solucién obtenida por el método de elementos finitos
es sOlo aproximada en un ntmero finito de puntos llamados nodos, mientras
que en los puntos que no son nodos, la solucién se obtiene interpolando a
partir de los resultados obtenidos para los nodos.

En el capitulo donde se derivan los modelos de flujo anémalo, se
aplic6 el mismo método numérico al usado en la presente seccion.
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2.4. Modelo computacional

Describiremos los aspectos de la implementacién computacional del mo-
delo de flujo en COMSOL Multiphysics (2008) cuya plataforma numérica
se basa en el método de elementos finitos para la soluciéon de problemas de
ecuaciones diferenciales parciales con condiciones iniciales y de frontera.

2.4.1. Geometria

El dominio del modelo computacional es un circulo de radio= 1234.44[m).

2500 |
2000
o0 of

1000 [

0 500 1000 1500 2000 2500

Figura 2.4: Dominio de definicién del modelo computacional

2.4.2. Mallado

Como el método numérico en el que esta basado el software es el método
de elemento finito, entonces, para resolver el problema planteado, se genera
una malla formada por tridngulos (figura [Z7]), la cual se adapta a la fuente
que esta en el centro. Observamos que es una malla casi uniforme.

2.4.3. Fronteras

En la figura (2.6]) se muestran las fronteras de nuestro dominio y la inde-
xacion convenida por COMSOL en automatico.
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Figura 2.5: Mallado del dominio de definicién, con 4,021 grados de libertad
y 1,954 elementos triangulares del tipo Lagrange cuadraticos.

2500
2000
1500
1000

500

0 500 1000 1500 2000 2500

Figura 2.6: Fronteras con su indexacion, del dominio computacional.

En el capitulo donde se derivan los modelos de flujo anémalo, se aplico el
mismo modelo computacional al usado en la presente seccion.
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2.5. Implementacion en COMSOL

La implementacion fué realizada en el modo de PDE en la forma de coe-
ficientes para el analisis dependiente del tiempo en COMSOL Multiphysics.

Considerando que el efecto de gravedad y el cambio de densidad son
ignorados, entonces la ecuacion diferencial (ZI0) del modelo matemético de
flujo monofésico a través de un medio poroso, se puede reescribir para una
region en dos dimensiones de la siguiente manera:

dp 1
R v AR i = 2.
ey g \% (M: Vp) 0 (2.58)
Donde en notacién de COMSOL (PDE, Coefficient Form):
0*u du
eaﬁ—l—daa—v-(cVu+au—7)+B-Vu+au—f (2.59)

u=yp, dazgzﬁctycziﬁ,mientrasqueazvzﬂza:ea:fEO,
que es como se expresé en la ecuacién (2.5).

El tensor de permeabilidad se puede escribir para el caso simétrico como:

o ]{311 0
oo [ ) o0
Condicién inicial
p(to) = po (2.61)

Condiciones de frontera

En las cuatro fronteras de no flujo (1-4) (ver figura[Z0]) se han implementado
condiciones de frontera de tipo Neumann como a continuacion:

n-Vp=0 (2.62)

COMSOL tiene una forma generalizada para las condiciones de frontera de
tipo Neumann, que se expresa de la siguiente manera:

n-(Vp+ap—v)+qp=g (2.63)

donde a = ¢ = g = 0 es como se expresaron en la ecuacién (2.62)).

Solucion numeérica

La solucion numérica sobre el dominio definido en la malla se puede ob-
servar en la figura 2.7
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Figura 2.7: Solucién numérica en la malla del modelo de flujo convencional

En la figura (2.8)) se muestra la grafica de la evolucion de la presion en el
pozo que se encuentra en el centro del dominio, durante un periodo de cuatro
dfas. La forma de la curva en la figura (2.8) se debe a que al estar producien-
do, la presion disminuye conforme transcurre el tiempo, comenzando desde
la presién inicial, cuando el yacimiento se encontraba en reposo, es decir, en
3,600 [psi], hasta el dia cuatro cuando se produjo a una tasa fija. Al igual
que en la solucion semi-analitica, podemos observar que la presién en el pozo
decae rapidamente en los primeros instantes de tiempo y después diminuye
mas lentamente.

En la figura (2.9) se muestra la gréfica de la presién vs. distancia al pozo
para distintos tiempos, donde podemos ver que cuando el pozo esta en repo-
s0, la presion es la misma en cualquier direccion y longitud cerca o lejos del
pozo, pero en cuanto comienza a producir, obtenemos curvas que registran
diariamente cémo era la presién en el yacimiento. Claramente observamos
que la presion en cada punto es diferente conforme pasan los dias cuando se
esta produciendo en dicho pozo. La presién disminuye conforme transcurren
los dias cerca del pozo, pero tiende a converger a la presién inicial, confor-
me uno se va alejando del pozo, aunque pasen los dias y el pozo continue
produciendo.
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Figura 2.8: Evolucién de la presion en el pozo durante 4 dias.
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Figura 2.9: Grafica de la presién vs. distancia al pozo para distintos tiempos
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3.1.

CAPITULO 3. REVISION DE MODELOS DE FLUJO ANOMALO

Modelo de Barker

El modelo propuesto por Barker [3] se define como sigue:

3.1.1. Supuestos

1.

El flujo es radial y n-dimensional de una sola fuente en un medio
fracturado isétropo y homogéneo, caracterizado por una conductividad
hidraulica k; y almacenamiento Sg;.

. La ley de Darcy se aplica a través de todo el sistema.

La fuente es una esfera n-dimensional (proyectado a través de un espa-
cio tridimensional, por ejemplo, un cilindro finito en dos dimensiones)
de radio 7, y capacidad de almacenamiento S,,,.

. La fuente tiene una cubierta infinitesimal caracterizada por un factor

de cubierta Sy: la pérdida de presiéon cruzando la superficie de la fuente
es proporcional a Sy y la velocidad de flujo a través de la superficie.

Cualquier piezémetro en el sistema de fracturas tiene un tamano y
capacidad de almacenamiento insignificante.

Notacion

k¢ - conductividad hidraulica en el sistema de fracturas.
Sgy - almacenamiento especifico del sistema de fracturas.
r - distancia radial desde el centro de la fuente.

n - dimension del flujo del sistema de fracturas.

a,, - area de una esfera unitaria en n—dimensiones.

p - presion en el sistema de fracturas.

V' - volumen de agua en el sistema de fracturas.

q - velocidad de flujo de agua.

b - extension de la region de flujo.
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3.1.2. Descripcion de la derivacion

Barker [3] considerd una prueba tipica hidraulica en roca fracturada, don-
de el agua se inyecta dentro de un intervalo en un pozo que contiene al menos
una fractura y afirmé que el problema que naturalmente surge cuando se ana-
lizan los datos de una prueba es el de elegir una geometria apropiada para el
sistema de fracturas en la que se produce el flujo, dado que si la densidad de
fractura es grande y la distribucion tiene isotropia, entonces una geometria
de tres dimensiones puede ser apropiada; pero si la densidad de fractura es
baja o el sistema es muy anisétropo, entonces un modelo de flujo de una o
dos dimensiones probablemente sera el adecuado.

Cuando surgio el problema de elegir una dimension, se hicieron varios in-
tentos para utilizar modelos de una, dos y tres dimensiones, pero ninguno de
los modelos fué claramente superior, o dio una representacion satisfactoria
del conjunto de datos entero. Después de considerar posibles variaciones en
los modelos se decidié generalizar la dimension del flujo a valores no enteros,
manteniendo los mismos supuestos de flujo radial y homogeneidad [3].

Los problemas asociados con el modelo, fueron discutidos y relacionados con
problemas practicos de aplicacién a los datos de campo, éstas dificultades
dejaron ver la necesidad de desarrollar un modelo que representara el flujo
en las dimensiones no enteras y se generalizaran los resultados conocidos en
una, dos y tres dimensiones.

Ecuaciones

Consideremos una regién acotada por dos superficies de radio r y r + Ar.
Estas superficies son proyecciones de esferas n—dimensionales a través del
espacio tridimensional en una cantidad de ~".

Por ejemplo, cuando n = 2, las superficies son cilindros de longitud b.

Una esfera de radio r tiene un &rea a,r" ! donde a, es el area de una
esfera unitaria en n-dimensiones, es decir:

2m™/?
o, = W (3.1)



46  CAPITULO 3. REVISION DE MODELOS DE FLUJO ANOMALO

donde:
['(x) - es la funcién Gamma.

La regién entre las cascaras tienen un volumen
3— —1
b "o, T Ar (3.2)

donde Ar es pequeno.

Supongamos que durante un periodo pequeno At, la presion en ésta cascara
cambia por Ap. Asi que el volumen V' del agua entrando en el depdsito es

AV = Sg, b e, r" T ArAp (3.3)

que se desprende de la definicion de almacenamiento especifico.
De la ley de Darcy, la velocidad de flujo hacia el interior de la cascara es:
3n n10 no10
q= K" "y, |(r+ Ar) Ep(r + Art)—r Ep(r, t) (3.4)
donde
q - es la velocidad de flujo de agua.
Ky - es la conductividad hidrdulica del sistema de fracturas.
p(r,t) - es la presién.
a,, - es el area de la esfera unitaria en n—dimensiones
n - es la dimension de flujo del sistema de fracturas.

La ecuacion de conservacion para el agua en la cdscara toma la forma simple
AV = qAt (3.5)
Sustituyendo AV y ¢ de (83) y ([B4)) respectivamente en (B.5) obtenemos

Ss; V" T ArAp = AtK b, | (r + Ar)n_lagp(r + Ar,t) — Tn_lagp(ra t)
r r
(3.6)



3.1. MODELO DE BARKER 47

despejando algunos términos y eliminando otros, obtenemos

Ap K (r+ Ar)”_lgp(r + Ar,t) — r"‘lgp(r, t)

Sss At - rn—l Ar

(3.7)

Finalmente tomando los limites en (3.7]), obtenemos la ecuacién de Barker

5, _ K 0 <r"—1@) (3.8)

Pot — m—1or or

3.1.3. Modelo resultante

Barker lo llamé modelo de flujo radial generalizado.

ap _ Kf ﬁ n—l@
St ot rm1or <T or (8.9)

donde:

Ssr = Almacenamiento especifico en el sistema de fracturas.
p(r,t) = presién en el sistema de fracturas.

K; = conductividad hidrdulica en el sistema de fracturas.

r = distancia radial desde el centro de la fuente.

n = dimensién del sistema de flujo fracturado.

3.1.4. Interpretaciéon del modelo

Este modelo es una generalizacion de los modelos comunmente usados
en la época de Barker, para el andlisis de datos de pruebas hidraulicas con
respecto a la dimensién de la corriente, pues considera a la dimensién como
un parametro no necesariamente entero y que puede ser determinado empiri-
camente. El modelo fue presentado como un modelo de medios fracturados,
de los que es mas probable encontrar una aplicacion debido al problema de
la eleccion de la dimensién de flujo apropiada.
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3.2.

El modelo propuesto por Chang y Yortsos [7] se define como sigue:

CAPITULO 3. REVISION DE MODELOS DE FLUJO ANOMALO

3.2.1. Supuestos

1.

Hay dos medios (matriz / red de fracturas) con diferente permeabilidad

y porosidad.

La matriz es un objeto Euclidiano (es decir, de dimensién D = 2 para
una reserva de simetria cilindrica) en el que la red de fracturas estd in-
corporada. La red de fracturas es también Euclidiana con dimension
D = 2 en el caso de porosidad dual o D = 1 en el caso de una fractura.

La matriz no esta interconectada, por lo tanto el flujo de fluido ha-
cia y desde los pozos se produce solo a través de la red de fracturas

perfectamente conectado.

Notacion

Vs - Volumen promedio de los poros
n(r) - numero de poros

¢y - Compresibilidad del fluido

p - presién

p - densidad

a - porosidad de la fractura

r - radio

G - Geometria del pozo

¢ - porosidad

u - velocidad de Darcy

@, - velocidad de flujo volumétrico
1 - viscosidad

m - permeabilidad

Modelo de Chang y Yortsos
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= 0 - exponente espectral de la red fractal

D - Dimension de masa fractal

t - tiempo

Sgy - almacenamiento del Sistema de fracturas

97
oty

derivada fraccional de orden ~

3.2.2. Descripciéon de la derivaciéon

Supongamos que el almacenamiento del flujo en el fractal ocurre en sitios
de volumen V; (suponiendo lo mismo para cada sitio) y densidad n(r), tal
que n(r)dr es el numero de sitios en la cdscara Euclidiana encerrada entre
r y r + dr. Denotemos la velocidad de flujo cruzando la céscara como Q.
Chang y Yortsos [7] propusieron la siguiente ecuacién diferencial de balance
de masa para un fluido ligeramente compresible.

dp

C JES—
T ot
Como el objeto es fractal y los sitios son de volumen constante, n expresa la

masa fractal; entonces debe estar relacionado a la dimensién de masa fractal
D

Vin(r) + %QT =0 (3.10)

n, = ar?! (3.11)

Notemos que en el limite Euclidiano (D = d), el pardmetro a estd directa-
mente relacionado a la porosidad de la fractura. Si GG describe la simetria
apropiada, por ejemplo una simetria rectilinear o una cilindrica o una esféri-
ca, entonces

Go = aV, (3.12)

Inversamente si definimos a la porosidad de la fractura en este contexto,
obtendremos en la céscara (r,r + dr)

_ Vol(poros)  ViarP~'Ar

= = 1
Vol(masa)  Grd — 1Ar (8:13)

op

entonces
B aVyrP—d
¢f - G
NOTA: ¢; no es constante para una red de fractura fractal.
Por otro lado, si consideramos la velocidad de flujo u, donde

(3.14)

Qr = GTD_IU (315)
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Chang y Yortsos [7] proponen la siguente forma lineal de la ley de Darcy, la
cual, afirman que bajo condiciones de flujo lento, no deberia estar afectado
por esta geometria.

ky(r) Op

En contraste a un objeto Euclidiano, la permeabilidad convencional para el
flujo del fluido en el fractal no es constante, ni es una propiedad local del
medio.

kp(r) = “gsmr—" (3.17)

donde m es una propiedad estructural local de la red fractal similar a la per-
meabilidad convencional y expresa la conectividad y la conductancia del flujo.

Por otro lado, # esta relacionado al exponente espectral de la red fractal,
y en principio, esta definida desde la estructura del objeto. En general, la
relacion entre € y D en un objeto multifractal es desconocido, aunque varias
conjeturas han sido propuestas para fractales derivados en percolacién. Lo
anterior es para reducir las nociones familiares en el caso de las geometrias
euclidianas D = d y 8 = 0, donde m se convierte en

ky
m= — 3.18
5 (315)
Insertando la ecuacién ([BIT) dentro de las ecuaciones ([3.16) y (B.13)
GrP=1k 0
Q, = -G ) op (3.19)

I or

Ahora, combinando esta ecuacién con las ecuaciones ([3.10) y ([B.I1]), podemos
obtener la ecuacién que describe el flujo de un fluido ligeramente compresible
en una red fractal en términos de D, 8 y m.

dp _m 1 0 ( ;0p
Cfa = ;TD_IE <’f’ 5) (320)

donde =D —6—1
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3.2.3. Modelo resultante

dp m 1 0 ( 40p
“Tor ~ prP=tor (T 87’) (3:21)

donde:

Cy— compresibilidad del fluido

p(r,t)— presién

m— permeabilidad

p— viscosidad

r— radio

6=D—-60-1

D— Dimensién de masa fractal

f— exponente espectral de la red fractal

3.2.4. Interpretacién del modelo

Este modelo es una generalizacién no local para cualquier D de la ecua-
ciéon de difusion tradicional, usada rutinariamente para pruebas de pozos y
también abarca los casos con geometria Euclidiana (D =1,2,3y 6 =0).
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3.3. Modelo de Metzler

El modelo propuesto por Metzler [17] se define como sigue:

3.3.1. Supuestos

1. El proceso de difusién anémala esta representado por el desplazamiento
de una caminata aleatoria < r2(t) >~ t*/%_donde d,, es el exponente
de difusion anémala en un espacio regular euclidiano de dimension d,
con d un entero positivo.

2. Existen obstaculos geométricos en todas las escalas de longitud que
ralentizan la caminata aleatoria.

3.3.2. Descripcion de la derivacion

El fenémeno de la difusiéon anémala ha atraido mas y mas la atencion.
Varios autores presentaron funciones de densidad de probabilidad para la
ubicacion de una caminata aleatoria en un objeto fractal. Como esta funcién
de densidad y la dependencia del tiempo de su segundo momento se encuen-
tran bien establecidos, se formula una ecuacién de difusiéon modificada que
proporciona el resultado correcto.

En espacios euclidianos regulares de dimension entera positiva d, el des-
plazamiento de un caminante aleatorio estd dado por < 72(t) >« t. Sin
embargo, la difusién anémala esta tedricamente predicha y observada expe-
rimentalmente. Un proceso se conoce como difusion andémala si

< 72 (t) > ¢t (3.22)

donde d,, es el exponente de difusiéon anémala. En ambos casos el aumento
y la reduccion de la velocidad de difusion son posibles, sin embargo, para
una caminata aleatoria en un objeto fractal sélo el segundo caso ocurre, es
decir, d,, > 2. La razon es que los obstaculos geométricos existen en todas
las escalas de longitud alentando la caminata aleatoria. Ademas d,, puede ser
calculada.

Sea
P(r,t) «w At=ds/dwo=cr/R) (3.23)
la densidad de probabilidad con /R >> 1y t — oc.
Sean
R=(<r2(t) >)Y? (3.24)
du
u = (3.25)
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Sin embargo, este comportamiento puede considerarse como una propiedad
general de paseos aleatorios en objetos fractales de cualquier tipo. La limita-
cién asintdtica donde (B:23)) es valida cuando se habla del comportamiento
asintético de las densidades de probabilidad. En (3:23)) dos pardmetros libres
se producen: El exponente difusiéon anémala d,, y la dimension fractal d; del
objeto. La fraccién 2dy/d,, es la dimension fraccional del fractal.

Metzler [17] demostré que la difusién anémala ([B:23]) es proporcionada
por la ecuacién de difusién

P ity = -2 (1 2 pi (3.26)
e A e s i U P '

la cual es una ecuacién diferencial parcial fraccionaria en el tiempo. En com-
paracién con la ecuacién de difusion isétropa ordinaria en d dimensiones

B 1 0,0

el operador laplaciano es generalizado mediante la introduccién de una di-
mension d no entera y el operador diferencial se sustituye por una derivacion
fraccional de orden 2/d,,, que se define a través de la convolucién

2/ dw 1 o [! P(r,T)
o VD = 5 o o /0 S (3.28)

para 0 < 2/d,, < 1. A partir de una ecuacién de difusién modificada muy
general, la ecuacion de difusion fraccional es compatible con las condiciones
B22) y 323) y los pardametros en (3:26) se determinan de manera unica.

Ecuaciones propuestas anteriormente

Antes de empezar a derivar la ecuacién (3.1), primero repasaremos algu-
nas ecuaciones de difusién modificadas. O’Shaugnessy y Procaccia derivaron

la ecuacion
oP(r,t) 1 0 p_10P(r,t)
ot rP-1or (K(r)r or (3.29)

donde K (r) = Kr~® con K constante y © = D+a—2. El operador laplaciano
es modificado por la introduccién de una dimensién general D en el exponente
de r. D es la dimensién de Hausdorff de la estructura fractal y o un coeficiente
de dispersion espectral modificado.
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Caso general

Metzler propone la siguiente una ecuacion de difusion generalizada

o7 1 0 o p_1 0
ol ) =51, ( =Gl (3.50)
donde 5 9
7
—_— = — 3.31
2+06 d, ( )
La ecuaciéon de difusion estandar en una dimension es
0 9?
—P(r,t) = =—P(r,t 3.32
at (7', ) 87"2 (r7 ) ( )
luego
81/2 P 8 P
y después de varios calculos
/e 12—d2 O am-1/9

3.3.3. Modelo resultante

Metzler lo llamo6 modelo de ecuacién fraccional para difusién andémala

aopP 1 0 p_g_10P
ot rP-19r (Kr 87’) (8:35)

3.3.4. Interpretaciéon del Modelo

Los pardametros de esta ecuacion diferencial parcial fraccional estdn de-
terminados unicamente por la dimension fractal de Hausdorff del objeto y el
exponente de difusion anémala.
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4.1. Dimension de masa fractal

El pilar de los fractales es el significado de la dimensién fractal que puede
ser facilmente medida para un medio fractal por el método de conteo de
cajas, dibujando una caja de tamano R y contando la masa que hay dentro.
La masa de un medio fractal obedece a la siguiente relacion de potencia

M =pRP (D <n) (4.1)

donde M es la masa del medio fractal , p es la densidad de la masa, R es el
tamafio de la caja (o el radio de una esfera en R™) y D es la dimensién de
masa fractal.

La dimension de masa fractal se puede obtener despejando D de la ecua-
cién ([T]). Los fractales son conjuntos métricos medibles cuya propiedad prin-
cipal es una dimension no entera.

Definicién: Conjunto fractal

Sea B un conjunto en R" con dimensién de masa fractal D. Si D es no
entera, se dice que el conjunto B es un conjunto fractal.

4.2. Medios continuos fractales isétropos

Un medio fractal es llamado medio fractal homogéneo si la relacién de
potencia (ec. A1) no depende de la traslacién o rotacién de la regién. Pode-
mos considerar a los medios porosos como medios fractales homogéneos [24].

Para describir los medios fractales, podemos usar los modelos en medios
continuos tales que las propiedades de fractalidad y homogeneidad se cumplen
de la siguiente forma:

s Fractalidad:

La masa de la region B en R™ del medio fractal obedece a la siguiente

relacion de potencia:
Mp(B) = pRP

donde D < ny R es el radio de la bola.

= Homogeneidad:

La densidad local del medio fractal homogéneo es invariante bajo tras-
laciones y rotaciones que tienen la forma: p(z) = py =constante.
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4.2.1. Operadores fraccionales

Integral fraccional

La dimension de masa fractal esta relacionada con el orden de las inte-
grales fraccionales. Por lo tanto, las integrales fraccionales pueden ser usadas
para describir medios fractales con dimensiones de masa no enteras.

Sea B un conjunto fractal con dimensién de masa fractal D y z, € B.
Definimos la integral fraccional en R" en la forma de Riesz por la ecuacién:

(1P0(a) = [ (@) dun (42)

donde

dup = c,(D,r)du,

cn(Dyr) = 2’?‘D 5((;//22)) rP="du,,

I es la medida de Lebesgue

r= |z —z,| donde x € B

y Z, es el punto inicial de la integral fraccional.

Localizaremos el punto inicial de la integral fraccional en x, = 0. Debido
a que ¢, (D, r) sélo depende de r, entonces se estd suponiendo isotropia alre-
dedor de r = 0.

Derivada material fraccional

d 0
(), = g0+ D nw-ww )

- _ oD—-d—1T(D/2)T((n—1)/2) d—D
= o(D,d,r) = ;" (D, r)cya(d,r) = 2P~ HRR(EL/2) 1y

d es la dimensién en la frontera 0B

_ —nT'(D/2) n—
» . 1(D,r)=2P F((n//2))r b

o Coi(d,r) = 207D/

Observacién: La forma de la derivada material fraccional tiene una gran
similitud con la forma de la derivada material (I.T]).



58 CAPITULO 4. MODELACION DE SISTEMAS CONTINUOS FRACTALES

Divergencia fraccional
VP A=c Y (D,r)V - (ch1(d,7)A) (4.4)
Gradiente fraccional
VPA=c Y(D,r)V(c,_1(d,r)A) (4.5)
Derivada fraccional respecto a cada coordenada

Ocp—1(d,m)A

VA= (D)=

Integral fraccional sobre la frontera

Sea d la dimension fractal de la frontera 0B

/ I(L t) . ﬂ(£7 t)dﬂd = / Cn—l(d, T)I(z, t) . ﬂ(£7 t)dﬂn—l (47)
aB(t) oB(0)
» dpg = cp1(d, r)dpin
s cpi(d,r) = 2n1mdln =D/ pdonl

T(d/2)

4.2.2. Propiedades intensivas y extensivas

Recordemos que las propiedades intensivas estan definidas para cada pun-
to material de un cuerpo y para cada tiempo, mientras que las propiedades
extensivas estan expresadas como la integral de una propiedad intensiva so-
bre el cuerpo. La integracién fraccional, puede ser utilizada para describir
procesos dindmicos en los medios fractales. Consideremos la regién B(t) del
medio, con dimensién de masa fractal D. Las propiedades extensivas E(t) y
las propiedades intensivas 1 (z, t) se relacionan de la siguiente forma:

E(t) = / Y(z,t) dup (4.8)
B(t)

4.2.3. Ecuaciéon de balance global

La ecuacion de balance global para medios continuos fraccionales es

CB() = / o(z,1) dup + / (1) - nle, 1) dpa + / gz 1) dpig (4.9)

B(t) 8B(t) =(t)
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(z,t) es lo que se genera o se destruye en el interior del cuerpo fractal B(t)
(z,t) es lo que se importa o exporta a través de la frontera 0B(t)
(z,t) es la normal exterior a la frontera 0B(t)

(t) es la superficie de discontinuidad dentro del cuerpo B(t)

s(z,t) es el término fuente en ¥(¢)

o MIS Y

4.2.4. Condiciones de balance local

Ecuacion diferencial de balance local

(%)[fﬁ + VP oy =g+ VP 1, Vo € B(t)\ X(t) (4.10)

La forma de esta ecuacion tiene un gran parecido con la forma de la ecuacion

diferencial de balance local (ver cap. 2) en términos de la derivada material

(CI). La ecuacién ([AI0) también puede expresarse de la siguiente manera
N

StV () =g+ V71 (4.11)

debido a que

(%)wavl’-y: <%+C(D’d’“”)g'w) A

— 8@_@? + ¢, (D, r)ena(d,r)u - Vi + 9 (¢, (D, 1)V - (en-a(d, 7))

— aa_f +¢, (D7) (ena(dy 1)) - VY + 9V - (i (d, 7)0))

0 0
= a—qf + Cgl(D,T>v . (Cn_l(d, T)Q¢) = a_qf + vD . (wy)

sustituyendo en la ecuacién (£I0), obtenemos la ecuacién (II]).

Condiciéon de salto de balance local

[V (v—wg)—T] ng=gs, VoeX(t) (4.12)

4.2.5. Teoremas

Tarasov [24] y Ostoja [20] derivaron el teorema de Gauss fraccional y el
teorema de tranporte de Reynolds fraccional repectivamente. En esta sec-
cién derivaremos sus extensiones para el ajuste con un salto [r] sobre una
superficie de discontinuidad ¥ cruzando al conjunto B.



60CAPITULO 4. MODELACION DE SISTEMAS CONTINUOS FRACTALES

Teorema de Gauss fraccional

Siguiendo a Tarasov [24] y a Ostoja [20] derivaremos la generalizacion
fraccional del teorema de Gauss. Sea d la dimensién fractal de la frontera
0B. Aplicando la definicién de integral fraccional sobre la frontera (4.7)

/ (e, t) - n(e, 1) dpg = / tos(dr) T, 1) - n(e, 1) dpy (413)

OB(t) 0B(t)

aplicando el teorema de Gauss estandard por la derecha

/ 7(2,1) - n(z.t) dpg = / Vo (ear(dr) 2(@,0) dpn  (414)

dB(t) B(t)

y sustituyendo du,, = ¢, '(D,r) dup obtenemos el teo. fracc. de Gauss:

/ T-ndig = / M D,r) V- (coi(d,r) T)dup = | VP -7 dup (4.15)

dB(t) B(t) B(t)

Teorema de Gauss fraccional extendido

Ahora derivaremos el teorema de Gauss fraccional extendido para el ajus-
te con un salto [r] sobre una superficie de discontinuidad ¥ cruzando a B.
Siguiendo el mismo camino que en mecanica de medios continuos conven-
cional: dividiendo la region B en dos partes separadas por Y y aplicando el
teorema de Gauss fraccional a cada parte mientras se toma en cuenta el salto
desde cada lado y combinando ambos resultados [20]. Aplicando el teorema
de Gauss fraccional a B, (t) y B_(t), obtenemos

/VD'Id,uDZ /I'ﬁd#d—/ﬂhfg+lﬂ'ﬂzdﬂd (4.16)

B4 () 0B (t) PIEN())

[ v zaw= [ wau- [ || o an @
o

B (1) 8B (1) =)

sumando las dos ecuaciones anteriores

/VD'Id,UD: /I-ﬁd,ud—/[[z]]-ﬁzdud (4.18)
B(t)

dB(t) =(t)
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finalmente haciendo un sencillo despeje llegamos al resultado deseado

/z-@d,ud:/VD-zd,uD—i-/[[z]]-ﬂzd,ud (4.19)
OB(t) B(t) (t)
Teorema de Reynolds fraccional extendido

Derivaremos el teorema fraccional de transporte de Reynolds extendido

para el ajuste con un salto [-] sobre una superficie de discontinuidad ¥ cru-
zando B.

Partiendo del teorema fraccional de transporte de Reynolds [20]

/ Y dup = / <—)D Y dup + / YVP v dup (4.20)
B()

B(t)

aplicamos el teorema de Gauss fraccional al segundo término de la derecha

/wduD—/(—)DwduD+ / Guomdpg  (421)

B(t B(t) 0B(1)
aplicando ésta ecuacién a las regiones B, (t) y B_(t)
d
- — d d ‘nd
dt/?MMp / (dt)Dw fp + / Y v-ndug
B4 () B4 () 0B (t)
b [ (v es) ) o (122)
z—Xt
S4(t)
d / Y d = / d Y dpp + / Yu-nd
di HD = dt) , HD V-n apq
B_(t) B_(t) OB_(t)

- / ( i Uz) ny, djig (4.23)

$_(t)
sumando las dos ecuaciones anteriores

/wdua = /(%)D¢dup+/¢y-@dud

B(t B(t) 0B(t)

/H¢Uzﬂ s dfiq

0
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aplicando el teorema de Gauss fraccional extendido al segundo sumando

d B d D
E/wdup = /(E)Dwduw/w v dup
B(t)

B(t) B(t)

+ /[Wy]]-ﬂzdud— [ s |- ny dug
)

() S(t

@

B(t)

+ /M(y—yg)ﬂ'ﬁzdud

%(t)

4.2.6. De la ecuacion de balance global
a las ecuaciones de blance local

En esta seccion demostraremos la manera en que puede ser derivada la
ecuacion diferencial de balance local y la condicién de salto de balance local
a partir de la ecuacion de balance global, aplicando los teoremas fraccionales
extendidos en presencia de discontinuidades.

Partiendo de la ecuacion de balance global y sustituyendo en el lado iz-
quierdo la definicion de propiedad extensiva obtenemos la siguiente expresion

d
a/wd,UD:/gdﬂD‘i‘ /I'ﬂdﬂd+/gzdud (4.25)

B(t) B(t) OB(t) ()

alpicando el teorema de Gauss generalizado fraccional al segundo sumando

d
E/QMMD = /gdﬂD+/VD'IdMD

B(t) B(t) B(t)
+ / [7] - ns dpa + / gs dpq (4.26)
(t) (t)

_ /(g+vD.I) d“D+/([[I]]'ﬁz+gz)dud

B(t) ()
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aplicando el teorema de transporte de Reynolds fraccional extendido
d D
) vrevTv)dpp+ [ Y (v-us) ] ns dua
Bt v o)

:/(ngvD.z) duDJr/([[z]].ﬂergz)dﬂd (4.27)

B(t) %(t)
restando los términos de la derecha a los de la izquierda y reagrupandolos
d D D
— v+oVPu—(g+V’-z) ) dup
dt) ,
B(t)

+/<w (0—vg)— 7] ng— g5 ) dua =0 (4.28)

(t)

aplicando el lema de Dubois-Reymond

(%)wavl’-y—(gwl’-z):& vz € B(t) \ X(?)

y también
[ W—vg)—7] ngy—gs=0, VzeX()
haciendo un despeje obtenemos la ecuacion diferencial de balance local

d

(—) Y+yYVP =g+ VP .1, VazeB@)\X()
dt ),

y la condicién de salto de balance local

[¢v (v—wvg)—7] ng=9s, VoeX(t)

4.2.7. Ec. basicas de la MMC fraccional

Las integrales fraccionales ademas de ser utilizadas para calcular la di-
mensién de la masa del medio fractal, también se utilizan para describir los
procesos dimamicos en el medio fractal [22]. Usando integrales fraccionales,
podemos derivar la generalizacion fraccional de las ecuaciones bésicas de la
mecanica de medios continuos para medios fractales.
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Ecuacion de balance de densidad de masa

Propiedad extensiva: masa Mp(t)

Propiedad intensiva: densidad 1) = p

Mp(t) = / plz, O)dup (4.29)
B(t)

Sig=0, go =0y 71 =0, existe conservacién de la masa y la ecuaciéon de
balance de masa esta descrita por la siguiente ecuacion

Ecuaciéon de balance global

d

Mo (t) =0 (4.30)

Ecuacién diferencial de balance local:

<%)Dp +pVP v =0, Vo € B(t) \ X(¢) (4.31)

Condicién de salto de balance local

[p (W—vg) ] ng=0, VzeX(t) (4.32)

Ecuaciones de balance de densidad de momento lineal

M, (t) = / pv dpip (4.33)
B(t)

Propiedad extensiva: momento lineal M (t)
Propiedad intensiva: densidad de momento lineal ¢ = pv.

Si tenemos que g = pb, g =0y 7 = g, donde
= pb— fuerzas del cuerpo por unidad de volumen

= g— tensor de los esfuerzos.

n g -n = T— fuerzas de traccion.
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Ecuacion de balance global de densidad de momento lineal

d
G0 = [ bdup+ [ oondug (4.34)

dt
B(t) dB(t)

Ecuacion diferencial de balance local de densidad de momento lineal

<%)D (pv) + (p0)VP v =pb+ V" -0, VzeB()\I(t) (4.35)

esta ecuacion se puede interpretar como un sistema de ecuaciones si

d

<—) (pvi) + (pv) VP 0w = pbi + VP - a0, i=1,..n
dt ),

donde ¢ = (g, ...,0,) ; b= (b1,...,D,).

Desarrollando la derivada material fraccional en el término izquierdo

<p <%)Dy+y (%)DP) + VP v (4.36)
@) (o) (D) o

ya que por conservacion de la masa, el segundo sumando es igual a cero

p(G) e=mt ¥ MzeBO\DW @3

Condiciéon de salto de balance local

[pv (w—uy) — ] -ny=0, VzeX() (4.39)
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Ecuacién fraccional de flujo de Navier-Stokes

Sean

pb = fuerzas de cuerpo por unidad de volumen.

= D =1(Vu+ (Vo)) = parte simétrica del tensor de velocidades V.

>

) 9
i = 5(500 + 9e; Vi)

[ ]
» 0= —pl+ ANV -v)]+2uD = tensor de los esfuerzos.
Por otro lado, utilizando la notaciéon de Einstein para indices repetidos

VP (-pl) =-Vip=-V"p

Analogamente
VP (MV-0)L) = A\VP(V -v)

0 0
VP (2uD) = MVZD%%’ + UV-DTJ.W = uVP - (Vo) + pVP (V)"

ahora, utilizando estos tres resultados

VP g ==-Vp+AV?(V-v) +uV? - (V) + uV?(V - 0)" (4.40)

al sustituir en la ecuacién de balance de momento lineal, obtenemos
d
p <£) v=pb— VP p+AVP(V - 0) +uV? - (Vo) + uVP(V-0)" (4.41)
D

que es la ecuacion fraccional de flujo de Navier-Stokes.

Ecuaciones de balance de energia

E(t) = / p (E + % | v |2) dpp (4.42)

B(t)

Propiedad extensiva: energia £(t).

Propiedad intensiva: ¢ = p(E + 3 | v [?)

donde E es la energia interna por unidad de masa.

Si tenemos que: g = p(h+b-v), g =0y 7 = ¢+ g -v donde

» ph- fuente de calor por unidad de volumen
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= pb - v- trabajo por unidad de tiempo por unidad de volumen realizado
por las fuerzas del cuerpo

» ¢ - n- flujo de calor a través de la frontera por unidad de tiempo por
unidad de area

» (¢-v)-n=(cg-v)-v="T-v- trabajo por unidad de tiempo por unidad
de area realizado por las fuerzas de traccién.

Ecuacion de balance global:

d
%E(t):/p(h—iré-y) dup + /(g+g~y)~@dud (4.43)
B(t) 0B(t)

Ecuacion de balance local:

d 1 1
— ) p(E+sf)+p( E+ ) VP u=ph+b-v)+ V- (¢+0-v)
dt ) , 2 2 Tz
(4.44)
desarrollando el término de la derivada material fraccional

(2, (e 2) = (8) 0 ), B3 ),

Sustituyendo esta ecuacién en la ecuacién anterior

d d\ 1 1 d
— | E — ] Zu- E+—-v- — b 4.4
(@), oo (@), e (2o gee) (@) e o) 00

=ph+b-v)+V” (¢g+c-v)

como (%) pP+ pVP .y =0 por conservacién de masa, resulta:
d d 1 D
,o<£)DE+p(E)Diy-y:p(thb-g)jLV (g+a-v) (4.47)
Si tenemos en cuenta que
VP (g-v)=v-V” 0+ C(D,d,n,r)g- Vv (4.48)

y que

(%)D%y.y:y. <%)Dy (4.49)
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IS

entonces
d d D D
P\ E+v-|p 7 v—V7-ga—pb|=V"-q+ph+ec(D,d,n,r)a-Vv
D D
(4.50)

Si tenemos en cuenta que p (%)Dg - VP -g — pb = 0 por la ecuacién de
balance del momento lineal, obtenemos la ecuaciéon de balance de energia:

d
p (@) E=ph+C(D,dn,r)g-Vo+V".q, VzeB(t)\X(t) (4.51)
D
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4.3. Medios continuos fractales anisétropos

Tarasov [24] [27] [22] [26] [25] [23] utiliza la regularizacién dimensional
para mapear un problema de la mecanica de un fractal sobre un problema
en el espacio euclidiano en el que se incluye este fractal. Su acercamiento a la
regularizacion dimensional de los objetos fractales emplea integrales fraccio-
nales en el espacio euclidiano y se basa en el potencial de Riesz, lo cual es mas
apropiado para medios isétropos fractales pero tiene algunos inconvenientes:

1. Involucra una derivada fraccional (Riemann-Liouville), que cuando se
opera en una constante, generalmente no da cero.

2. Es limitada a los medios isétropos.

Estas cuestiones motivaron a Li y Ostoja-Starzewski [21] [19] [20] [13] [14]
[15] a desarrollar otra formulacién, sin estos inconvenientes para representar
a medios heterogéneos mas generales, introduciendo un modelo basado en
una medida producto. Esta medida tiene diferentes dimensiones fractales en
diferentes direcciones y capta mejor la anisotropia de la geometria fractal.
Consideraremos una relacion de potencia respecto a cada coordenada.

m(zy, o, x3) ~ o w5’ x? (4.53)

La distribucién de la masa se especifica a través de una medida producto

m(B) = / / / o1, 29, 23) Lo, (22)lo, (w2)dlas (w5)  (A.54)

mientras que la medida de longitud a lo largo de cada coordenada se da a
través de los coeficientes de transformacion cgk)

dlo, (z1) = cgk)(ozk, xy)dxy, k=1,2,3 (no suma) (4.55)

La ecuacién (L£53) implica que la dimensién de masa fractal D = oy +as+as
a lo largo de las diagonales, |z1| = |z2| = |z3], donde «y es la dimensién frac-
tal en la direccion . Si bien se observa que, en otras direcciones la dimensién
fractal de un cuerpo fractal anisétropo no es necesariamente la suma de las
dimensiones fractales proyectadas, dado que muchos fractales encontrados en
la practica no son en realidad productos, pero en lo que sigue, esperamos que
la igualdad D = a3 + as + a3 se mantenga para fractales encontrados en la
practica, mientras que una prueba rigurosa de esta propiedad sigue siendo
un tema abierto de investigacién.
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El elemento de volumen infinitesimal fraccional dVp es

AVp = dlg, (2)dla, (22)dla, (23) = VP P daydusdas = csdVy  (4.56)

Para el coeficiente de transformacion de superficie cgk), considramos un
elemento de volumen cubico, dV3 = dxdrsdxs, cuyos elementos de superficie

estan especificados por el vector normal a lo largo de los ejes i,j o k en la
figura (4.1]). por lo tanto, cék) asociada con la superficie S ék es

&) =) =/ it ik (4.57)

La suma d® = a; + a; con i # j e i,j # k, es la dimensién fractal de la
superficie Sc(lk) a lo largo de las diagonales |z;| = |z;| en S ék). Esta igualdad
no es necesariamente cierto en otras partes, pero se espera que se mantenga
durante los fractales encontrados en la practica como se ha discutido ante-
riormente. La figura (1)) ilustra la relacién entre los coeficientes de trans-

sz k . . . .
formacion cg ) y los respectivos coeficientes de transformacion de superficie

y volumen cgk) y ¢3 que se definiran. Notemos que, cuando D — 3 con ca-
da a; — 1 el concepto convencional de la masa es recuperado. Adoptamos
la integral fraccional de Riemann-Liouville modificada de Jumarie para los

coeficientes de transformacion cg )

l o ak—l
Cgk) — o (klix’f) ., k=1,2,3 (no suma) (4.58)
kO

donde [}, es la longitud total a lo largo de x; v lxo es la longitud caracteristica
en la direccion dada.

§®) Volume Vp— ¢y = ¢cPc®
d

0 Surface Sf) s eP= U0 %
; S J 1
S )
Cl(f)

S(g;‘) > o) = c Ol =

3 i 4
Sg )\ cz(k):cl()cl(J):Fz_y
1

Figura 4.1: Relacién entre los coeficientes de transformacién cgi), cgk) y c3 en

la homogeneizacién de un cuerpo fractal de volumen dVp, superficie dSy, y
longitudes dl, en un paralelepipedo de volumen euclidiano dVj3, superficie
dSs y longitud dz.
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4.3.1. Proceso de homogenizacién para fractales

La ecuacién (A.54]) para la masa fractal expresa la ley de potencia de masa
con las integrales fraccionarias. Desde un punto de vista de la homogenei-
zacion, esta relacién permite una interpretacién del medio fractal como un
continuo intrinsecamente discontinuo con una métrica fractal contenido en
el modelo continuo homogeneizado equivalente como se muestra en la figura
(&T). En esta figura, dl,,, dSy, dVp representan a los elementos de linea, super-
ficie y volumen en el medio fractal respectivamente, mientras dx;, dSs y dVs,
denotan a estos elementos en el modelo continuo homogenizado, respectiva-
mente.

Los coeficientes cgi), cgk), c3 proporcionan la relacién entre el medio fractal
y el modelo continuo homogeneizado:

dl,, = ctdw;, dS;= cgk)dSQ, dVp = c3dV3,  (no suma) (4.59)

Las formulaciones anteriores proporcionan una opcion del calculo de los
fractales, es decir, a través de productos integrales fraccionarios (ec. [.54)
para reflejar la ley de escala masiva (ec. [L53) de los medios de fractales. La
ventaja de éste enfoque es que se conecta con el calculo convencional a través
de los coeficientes cq, ¢o, c3 y por lo tanto es muy adecuado para el desarrollo
de la mecénica de medios continuos y las ecuaciones diferenciales parciales
en medios fractales como veremos en las siguientes secciones. Ademads, la
formulacién del producto permite un desacoplamiento de las coordenadas de
las variables, lo que simplifica profundamente muchos resultados.

4.3.2. Operadores fraccionales

Gradiente fraccional

Dy D D D _ iaf iaf Laf
\V4 f—(vl f;vg fuv?, f>_ <cg1)axlvcg2)axzvcg3)ax3

Divergencia fraccional

(18ﬁ, 1 0fy 1 0fs 1ofi 10f 1 0fs

VS = o g o | fos f3) = <55 gt g ot
Cgl) Ot ng) O ng) 8:173) (f1, f2, f3) cgl) o1y 052) O 053) O3

Derivada material fraccional

d e
(E)le— gﬂLQVlD

La derivada material fraccional = la derivada material convencional.
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4.3.3. Teoremas fraccionales

Teorema de Gauss fraccional

/fﬂdsd:/(VD'i) dVp (4.60)
0B

B

Teorema de transporte de Reynolds fraccional

/deD /<—¢+v (wy)) vy (4.61)

B(t)

Ahora tenemos el marco para desarrollar la mecénica de medios continuos
en un entorno fractal. En este caso, las ecuaciones de los medios fractales se
formularan de manera andloga a las ecuaciones de campo de la mecénica de
medios continuos clasica, pero se expresan en términos de integrales fraccio-
narias y derivadas fractales.

4.3.4. Propiedades extensivas e intensivas

/w (z,t) dVp (4.62)

B(t)

donde E(t) es la propiedad extensiva y ¢ (z,t) es la propiedad intensiva.

4.3.5. Ecuacién de balance global fraccional

CZE( t) = /Q(L t) dVp + / 7(z,t) - n(z,t) dSy (4.63)

B(t) OB(t)
g(z,t) es lo que se genera o se destruye en el interior del cuerpo fractal B(t)

(z,t) es lo que se importa o exporta a través de la frontera 0B(t)
n(z,t) es la normal exterior a la frontera 0B(t)

=

4.3.6. FEcuacion de balance local fraccional

%—‘f+v (o) =g+VP-1 (4.64)
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4.3.7. De la ecuacién de balance global a la ecuacion
de balance local

Partiendo de la definicion de propiedad extensiva y aplicando el teorema
de transporte de Reynolds fraccional

%E(t) = / Yz, t) dVp = / (aa_@f + V. (¢Q>) dVp (4.65)
B(t)

B(t)
Por otro lado, aplicando el teorema de Gauss fraccional
[owoavor [ @ ntdsi= [(g+v22) dvo (100
B(t) OB(t) B

Sustituyendo las ecuaciones (.GH]) y (£.60]) en la ecuacién (AG3)

/ (a_hvw@) Vo= [(g+V71) vy (167

ot
B(t)

restando el lado izquierdo a el lado derecho

/ (%—f +V - (o) — (g + VP -I)) dVp =0 (4.68)

B(t)
aplicando el lema de Dubois-Reymond

%—f+v-(¢g):g+vl’~z (4.69)

4.3.8. Ecuacion de conservacion de la masa fraccional

Propiedad Extensiva

M(t) = / pla,t) dVo (4.70)

S M) =0 (4.71)

Ecuacion de balance local

dp B
% +V-(pv) =0 (4.72)
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4.3.9. Ecuacion de balance de momento lineal fraccio-
nal

Propiedad extensiva

2= [ puavy (173
B(t)
Ecuacién de balance global
d
s = [avo+ [ oouds, (4.74)

Ecuacion de balance local

WL LY () = b+ V7 g (4.75)
Por otro lado observemos que
dpv [ 0Ov op [ Ov
E—FV ((pv)v) = (at+vv v) (8t+V(pv))—p(8t+vV v)

(4.76)
pues por conservacion de la masa at L4V (pu) = 0 sustituyendo en la ecuacién
anterior tenemos que la ecuacién de balance de momento lineal fraccional
puede quedar como sigue

0
p (8: +oV - v) = pb+ VDg (4.77)

4.3.10. Ecuacion de flujo de Navier-Stokes fraccional
para medios anisotropos
Sean
= D =1(Vu+ (Vo)) = parte simétrica del tensor de velocidades V.
» 0= —pl+ ANV -v)L+2uD = tensor de los esfuerzos.
entonces
VP g ==-VPp+AVP(V - 0) +uV” - (Vo + (Vo)h) (4.78)

al sustituir en la ecuacion de balance de momento lineal, obtenemos

ot

que es la ecuacion de flujo de Navier-Stokes fraccional para medios anisotro-
Pos.

(gv +oV - v) = pb— VPp+ AVP(V - v) + uVP - (Vo + (Vo)) (4.79)
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5.1. Modelo uno

5.1.1. Modelo conceptual

1.

El flujo del fluido en el medio poroso fractal es monofasico con un
componente.

El fluido ocupa el espacio intersticial del medio poroso fractal.
Se considera la ley de Darcy convencional.

El flujo de la masa debido a la dispersion y difusién son tan pequenos
con relacién al flujo de la masa que se pueden despreciar.

La interfase fluido-sélido es una superficie material con respecto a la
masa del fluido tal que ninguna masa del fluido puede cruzarla.

Hay conservacion en la masa del fluido en el medio poroso fractal.

El medio poroso fractal es isétropo y el sistema de flujo es radial hacia
un pozo.

Notacion

Mp - masa del fluido en el medio poroso fractal

D - dimensién de masa fractal

B(t) - medio poroso fractal homogéneo

d - dimensién de la frontera B(t)

p - densidad local de la masa para un medio fractal homogéneo
¢ - porosidad del medio fractal

u - velocidad de Darcy

k - tensor de permeabilidad absoluta del medio poroso
1 - viscosidad del fluido

p - presion

cy - compresibilidad del fluido

cr - compresibilidad de la roca

¢; - compresibilidad total
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5.1.2. Modelo matematico

Aplicando la teoria de los modelos continuos fraccionales del capitulo
anterior, definimos a la propiedad extensiva como la masa del fluido en el
medio fractal homogéneo Mp y la propiedad intensiva como el producto de
la densidad p por la porosidad ¢ en un medio fractal

Mo(®) = [ plz.6(at) dun (5.1
B(t)
como hay conservacion de la masa del fluido entonces la ecuacion de balance
global de la masa del fluido para el medio poroso fractal es

d
SMp(t) = 0 (5.2)

y la ecuacion diferencial fraccional de balance local es

%W) + VP (pgu) =0, Vaze B(t)\S(1) (5.3)

como la velocidad de un fluido en un medio poroso es u = ¢v, entonces
0
5;(P9) + VP (pu) =0,  VzeB(t)\X() (5.4)

Podemos expresar el término d¢pp/0t en una forma ampliamente utilizada
en la aplicaciones de este tipo [10]. Desarrollando éste término, obtenemos
que

0 8¢
O om) =00 4 o5 (55)

Esta ecuacién estd integrada por la contrlbumon de la compresibilidad del
fluido y por la contribucién de la compresibilidad de la roca.

La compresibilidad del fluido ¢ se define como [10]:

10p
c 5.6
= Lo (5.6)
La compresibilidad de la roca cg se define como [§]:
10¢
= —— 5.7
Cr & Op (5.7)
La compresibilidad total ¢; se define como [§]:
10p 10
C —cf+cR— __p 99 (5.8)

o p
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La densidad del fluido satisface una ecuacion de estado de acuerdo con la
cual la densidad del agua es una funcién de su presién [10]

dp _ Op0p

at  dpot (5.9)

por definicién de compresibilidad del fluido (ecuacién [B.6]), tenemos que

8/) op

ot~ o (5.10)

Analogamente, la porosidad de la roca satisface una ecuacién de estado de
acuerdo con la cual la porosidad de la roca es una funcién de su presion

96 o p

ot dp ot (5.11)

por definicién de compresibilidad de la roca (ecuacién [5.7), tenemos que
99 _
ot

sustituyedo (5.10) y (512) en (5.5) y por definicién de compresibilidad total
(ecuacién £.8), tenemos que

op0
ot

R¢— (5.12)

6p JOp 6
= ¢pc rg t P¢CR = ¢p(cs + CR) = op Ct (5.13)
sustituyendo en la ecuacién (5.4]) y aplicando la ley de Darcy convencional
(ver apéndice [A]), despreciando el efecto de gravedad, obtenemos la ecuacién
del modelo uno que describe el flujo de un fluido ligeramente compresible
en un medio poroso fractal.

quct% =VvP. (5@ : vp) ., Yz eBt)\X(t) (5.14)

donde p es la densidad del fluido, ¢ es la porosidad de la roca, ¢; es la com-
presibilidad total, p es la presion del fluido, p es la viscosidad del fluido y
k es el tensor de permeabilidad del medio poroso. Debido a que el opera-
dor fraccionario VP involucra a c(n,r), se estd suponiendo que hay simetria
alrededor de r = 0 y la presién p es slo funcién de r y t.
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5.1.3. Implementacion en COMSOL

Considerando que el cambio de densidad es ignorado, entonces la ecuacion
diferencial fraccional (5.14) del modelo matematico uno de flujo monofésico
anémalo, a través de un medio poroso con propiedades fractales, se puede
expresar como:

dp D (1 )
c— —V - -k-Vp| =0 5.15

Para una region en dos dimensiones, desarrollamos la divergencia fraccional
en R? (ver capitulo 4) y multiplicamos ambos lados por cy(D, ), para obtener
la siguiente ecuacién diferencial con una divergencia convencional

1
ca(D, r)qbct@ -V <cl(d, r)—k - Vp) =0 (5.16)
ot =
Donde en notacién de COMSOL (PDE, Coefficient Form):
0*u ou
eaw—%daa—v-(cVu—i—ozu—v)%—B-Vu%—au-f (5.17)

u=p, d, = ¢ccea(D,r), cEcl(d,r)ﬁﬁ Yy eo=a=y=pF=a=f=0,
que es la manera como se expreso6 en la ecuacion (5.16]).

El tensor de permeabilidad se puede escribir como:
. ]{311 0
|0 ko

p(to) = po (5.18)

ey

Condicidén inicial
Condiciones de frontera

En las cuatro fronteras de no flujo (1-4) (ver figura[Z0]) se han implementado
condiciones de frontera de tipo Neumann como a continuacion:

n-Vp=20 (5.19)

COMSOL tiene una forma generalizada para las condiciones de frontera de
tipo Neumann, que se expresa de la siguiente manera:

n-(Vp+ap—7)+agp=g (5.20)

donde a = v = ¢ = g =0 es como se expresaron en la ecuacién (5.19).
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5.1.4. Modelo uno con simetria radial

Por definicién de divergencia fraccional en la ec. (5.14]), obtenemos

pgzﬁct% = C~Y(D,r)V - <Cn_1(d, r)ﬁﬁ : Vp) (5.21)

1
= a(D,d,n) 5V - (Td—(n—l)gé : Vp)

donde
D/2)I'((n —1)/2)

T(n/2)0(d/2)

multiplicando por a~'(D,d,n) de ambos lados obtenemos que

r
a(D,d,n) = 2P~41 (

_ Op 1 P
1 It . d—(n-1)F 4. .
a " (D,d,n)ppc, g V (7’ Mé Vp)

TD—n

N 1 0 d—(n—2) pk 8])
~ D gy (7’ o or (5:22)

Si consideramos un medio fractal en 3 dimensiones (n = 3) y tomamos D = 3
y d = 2, el modelo uno se reduce al modelo convencional. Si queremos obtener
un modelo para un medio fractal en dos dimensiones (n = 2) y consideramos
que el cambio de densidad es ignorado, entonces el modelo uno queda como

sigue:
_ dp 1 0 k Op
1 _— = —_ d——
o ot rP=1or (r w 87’) (5:23)

donde a = /m2P~4"1T1(D/2)/T'(d/2). Observemos que si tomamos D = 2y
d = 1, obtenemos el modelo convencional.
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Comparacién con los modelos clasicos

Modelo obtenido en esta tesis

_ op 1 0 k Op
Lhe 22 — — |22 5.24
o ot rP-19or (7‘ ,uar) (5.24)
Ecuacion de difusion en n-dimensiones
op 1 0 _,0p
£ - 2 | n1ZE 2
ot rr1or (T or (5.25)

En un espacio euclidiano, la dimensién de masa es n y la dimensiéon de su
frontera es n — 1 con n un valor entero, desde luego a = 1 para estos valores
enteros.

Barker [3] ) L )
sza—zz = (T’D_l—p) (526)

D=1 9 or
Este modelo es muy parecido al modelo de difusién n dimensional, pero con
valores no enteros para la dimension de masa D, y la dimensién de la frontera
la dedujo como d = D — 1, desde luego agrega el coeficiente Sg; para descri-
bir la interaccion entre la porosidad del medio y las caracterisiticas del fluido.

O’Shaugnessy y Procaccia [I7]

dp 1 0 _9_10p

El dimensién de la frontera se puede tomar como d = D — 6 — 1, entonces
d # D — 1 cuando # # 0, lo cual hace una mejor aproximacién al concepto
de la dimensién de la frontera. Desde luego, K denota la interaccion entre
las propiedades del medio y el fluido.

Chang y Yortsos [7]

dp m 1 0 [ p o ,0p
Cfa = ;’[“D_lg (7“ E (528)

Entre el modelo de Chang y Yortsos y el de O’Sahugnessy y Procaccia, so-
lamente se diferencian en que las propiedades del medio y el fluido las con-
sideran constantes. La dimension de la frontera se puede ver al igual que en
el modelo anterior como d =D — 6 — 1.
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5.2. Modelo dos

5.2.1. Modelo conceptual

1.

El flujo del fluido en el medio poroso fractal es monofasico con un
componente.

El fluido ocupa el espacio intersticial del medio poroso fractal.
Se considera una ley de Darcy para medios fractales.

El flujo de la masa debido a la dispersion y difusién son tan pequenos
con relacién al flujo de la masa que se pueden despreciar.

La interfase fluido-sélido es una superficie material con respecto a la
masa del fluido tal que ninguna masa del fluido puede cruzarla.

Hay conservacion en la masa del fluido en el medio poroso fractal.

El medio poroso fractal es isétropo y el sistema de flujo es radial hacia
un pozo.

Notacion

Mp - masa del fluido en el medio poroso fractal

D - dimensién de masa fractal

B(t) - medio poroso fractal homogéneo

d - dimensién de la frontera B(t)

p - densidad local de la masa para un medio fractal homogéneo
¢ - porosidad del medio fractal

u - velocidad de Darcy

k - tensor de permeabilidad absoluta del medio poroso
1 - viscosidad del fluido

p - presion

cy - compresibilidad del fluido

cr - compresibilidad de la roca

¢; - compresibilidad total
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5.2.2. Modelo matematico

Aplicando la teoria de los modelos continuos fraccionales del capitulo
anterior, definimos a la propiedad extensiva como la masa del fluido en el
medio fractal homogéneo Mp y la propiedad intensiva como el producto de
la densidad p por la porosidad ¢ en un medio fractal

Mp(t) = / p(z,t)¢(z,t) dup (5.29)
B(t)
como hay conservacion de la masa del fluido entonces la ecuacion de balance
global de la masa del fluido para el medio poroso fractal es

d
ZMp(t) =0 (5.30)

y la ecuacion diferencial fraccional de balance local es

9 (p6) + V7 (o) =0, Vo€ B{#)\S() (5.31)

como la velocidad de un fluido en un medio poroso es u = ¢v, entonces
0
5;(P9) + VP (pu) =0,  VzeB(t)\X() (5.32)

Podemos expresar el término d¢pp/0t en una forma ampliamente utilizada
en la aplicaciones de este tipo [10]. Desarrollando éste término, obtenemos
que

0 8¢
9 (00) = 6 +p%2 (5.33)

Esta ecuacién estd integrada por la contrlbumon de la compresibilidad del
fluido y por la contribucién de la compresibilidad de la roca.

La compresibilidad del fluido ¢ se define como [10]:

10p
c 5.34
= Lo (5.34)
La compresibilidad de la roca cg se define como [§]:
10¢
= —— 5.35
oo (5:85)
La compresibilidad total ¢; se define como [§]:
10p 10
Ct =Cf+cCcr= ——p ¢ (536)

o p
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La densidad del fluido satisface una ecuacion de estado de acuerdo con la
cual la densidad del agua es una funcién de su presién [10]

o _ opop

ot Op ot (5.37)
por definicién de compresibilidad del fluido (5.34)), tenemos que

(9p op

ot~ o (5.38)

Analogamente, la porosidad de la roca satisface una ecuacién de estado de
acuerdo con la cual la porosidad de la roca es una funcién de su presién

¢ _ 9¢ dp
5.39
ot dp ot (5:39)
por definicién de compresibilidad de la roca (5.35]), tenemos que
¢ _
5.40
FT R¢ (5.40)
sustituyedo (5.38) y (.40) en (5.33)
(9pq5 dp dp op
= — 41
- = Peigy +p¢CRat op(cr+cr) 5 (5.41)
por definicién de compresibilidad de total (5.36), obtenemos que
Ipp dp
il bt 42
o~ e (5.42)

sustituyendo en la ecuacién (5.32) y aplicando la ley de Darcy fraccional (ver
apéndice [Bl), despreciando el efecto de gravedad obtenemos la ecuacién del
modelo dos que describe el flujo de un fluido ligeramente compresible en
un medio poroso fractal.

/- P D

donde p es la densidad del fluido, ¢ es la porosidad de la roca, ¢; es la compre-
sibilidad total, u es la viscosidad del fluido, £ es el tensor de permeabilidad
del medio poroso y p es la presion del fluido.
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5.2.3. Implementacion en COMSOL

Considerando que el cambio de densidad es ignorado, entonces la ecuacion
diferencial fraccional (5:43]) del modelo matemético dos de flujo monofasico
anémalo, a través de un medio poroso con propiedades fractales, se puede
expresar como:

qbct% - vP. (%é . VDp) =0 (5.44)

Para una regiéon en dos dimensiones, desarrollamos la divergencia fraccional
en R? (ver capitulo 4) y multiplicamos ambos lados por cy(D, r), para obtener
la siguiente ecuacién diferencial con una divergencia convencional

1
c2(D, r)qbct% -V <C(D, d,2, r);ﬁ -V(ei(d, r)p)) =0 (5.45)
desarrollando el gradiente del producto
0 1 1
pciea(D, r)a—zz -V <<ﬁ£ -Vp + C;ﬁ(d — 1)7’_2§p) =0 (5.46)

donde ¢ := ¢y ' (D, 7)ei(d, r)ei(d, ).

En notacion de COMSOL (PDE, Coefficient Form):

0? 0
6a_p _|,_ da_p —
ot? ot
donde d, = écico(D, 1), ¢ = C%ﬁ y o= Cié(d — 1)r~2z mientras que
e, =7v7=p=a= f=0, que es como se expresé en la ecuacién (5.40).

V-(cVptap—v)+B-Vpt+ap=f (5.47)

Condicién inicial
p(to) = po (5.48)

Condiciones de frontera

En las cuatro fronteras de no flujo (1-4) (ver figura[Z0]) se han implementado
condiciones de frontera de tipo Neumann como a continuacion:

n-Vp=20 (5.49)

COMSOL tiene una forma generalizada para las condiciones de frontera de
tipo Neumann, que se expresa de la siguiente manera:

n-(Vp+ap—7)+ap=g (5.50)

donde a = v = ¢ = g =0 es como se expresaron en la ecuacién (5.49).
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5.2.4. Modelo dos con simetria radial

Por definicién de divergencia fraccional y gradiente fraccional en la ecua-
cién (B43)) (ver capitulo 4), dado que ¢, (D, r) entonces para ser consistentes
se debe tener simetria radial.

quct% = C(D,r)V - <Cn_1(d, r)ﬁg -V (Cha(d, T)p)) (5.51)

1
= a2(D> d, n),,aD——nV . (’rd—(D—l) gé AV (T’d_(n_l)p))
donde

opean D(D/2)T((n —1)/2)
a(D,d,n) =2 I'(n/2)T'(d/2)

multiplicando por a=2(D, d,n) de ambos lados e ignorando el cambio de den-
sidad

1 1
a %(D,d, n)gbct% = fer—nV ) <rd_(D_l)ﬁ£ Bvi (rd—(D—l)p>)

1 0 Dk O, 4
= ma (Td (D 2)p5 (’f’d ( l)p>) (552)

Si consideramos un medio fractal en 3 dimensiones (n = 3) y tomamos D = 3
y d = 2, el modelo dos se reduce al modelo convencional. Si queremos obtener
un modelo para un medio fractal en dos dimensiones (n = 2) , entonces el
modelo dos queda como sigue:

a_2gbct%: L 9 (rd_(D_mEg(rd_lp)) (5.53)

rD=1 9r 1 or
donde a = /m2P~1"11(D/2)/T'(d/2).

Observemos que si tomamos D = 2 y d = 1, obtenemos el modelo con-
vencional. En el presente modelo dos, podemos observar algunas diferencias
con el modelo uno (ecuacién [(.23)) en los exponentes y un término nuevo,
debido a que en el modelo dos se ha aplicado la ley de Darcy para medios
fractales, la cual impone un gradiente fraccional a la presion.
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5.3. Modelo tres

5.3.1. Modelo conceptual

1.

87

El flujo del fluido en el medio poroso fractal es monofasico con un

componente.

. El fluido ocupa el espacio intersticial del medio poroso fractal.

Se considera la ley de Darcy convencional.

con relacion al flujo de la masa que se pueden despreciar.

masa del fluido tal que ninguna masa del fluido puede cruzarla.

. Hay conservacion en la masa del fluido en el medio poroso fractal.

pozo.

Notacion

Mp - masa del fluido en el medio poroso fractal

D - dimensién de masa fractal

B(t) - medio poroso fractal homogéneo

d - dimensién de la frontera 0B(t)

p - densidad local de la masa para un medio fractal homogéneo
¢ - porosidad del medio fractal

u - velocidad de Darcy

k - tensor de permeabilidad absoluta del medio poroso
1 - viscosidad del fluido

P - presion

¢y - compresibilidad del fluido

cr - compresibilidad de la roca

¢; - compresibilidad total

. El flujo de la masa debido a la dispersion y difusién son tan pequenos

. La interfase fluido-sélido es una superficie material con respecto a la

. El medio poroso fractal es anisétropo y el sistema de flujo es hacia un
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5.3.2. Modelo matematico

Aplicando la teoria de los modelos continuos fraccionales para medios
anisotropos, definimos a la propiedad extensiva como la masa del fluido en
el medio fractal homogéneo Mp y la propiedad intensiva como el producto
de la densidad p por la porosidad ¢ en un medio fractal

Mo(t) = [ ol )6(z0) duo (554
B(t)
como hay conservacién de la masa del fluido entonces la ecuacién de balance
global de la masa del fluido para el medio poroso fractal es

d
ZMp(t) =0 (5.55)

y la ecuacion diferencial fraccional de balance local es

O (p0) + V- (pon) =0, Ve e BH)\S() (5.56)

como la velocidad de un fluido en un medio poroso es u = ¢uv, entonces
0
5 (P9 TV - (pu) =0, vz e B()\E() (5.57)

Podemos expresar el término d¢p/0t en una forma ampliamente utilizada
en la aplicaciones de este tipo [I0]. Desarrollando éste término, obtenemos
que

0 8¢
9 (60) = 62 +p%2 (5.58)

Esta ecuacién estd integrada por la contrlbucmn de la compresibilidad del
fluido y por la contribucién de la compresibilidad de la roca.

La compresibilidad del fluido ¢; se define como [10]:

10p
c 5.59
F= Lo (5.59)
La compresibilidad de la roca cg se define como [8]:
10¢
= —— 5.60
oo (5.60)
La compresibilidad total ¢, se define como [§]:
10p 10
Ct =Cf+cr= __P ¢ (561)

b p
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La densidad del fluido satisface una ecuacién de estado de acuerdo con la
cual la densidad del agua es una funcién de su presién [10]

dp _ Op0p

ot dpot (5.62)

por definicién de compresibilidad del fluido (ecuacién [£.59), tenemos que

8p op

ot~ ot (5.63)

Anélogamente, la porosidad de la roca satisface una ecuacién de estado de
acuerdo con la cual la porosidad de la roca es una funcién de su presién

96 0o

ot Op ot (5.64)

por definicién de compresibilidad de la roca (ecuacién [.60), tenemos que
99
ot

sustituyedo (5.63) y (5.65) en (B.58) y por definicién de compresibilidad total
(ecuacién [B.61)), tenemos que

op0
ot

R¢— (5.65)

8p Op dp
= ¢pc 1ot /J¢CR = ¢p(cs+ CR) = ¢p Ct (5.66)
sustituyendo en la ecuacién (5.57) y aplicando la ley de Darcy fractal para
medios anisétropos (ver apéndice [(), despreciando el efecto de gravedad, ob-
tenemos el modelo de flujo monofasico fractal anisétropo que describe
el flujo de un fluido en un medio poroso fractal anisétropo.

quct% =V (5@ : va) . Yz e B(t)\X(t) (5.67)

donde p es la densidad del fluido, ¢ es la porosidad de la roca, ¢; es la
compresibilidad total, p es la presién del fluido, u es la viscosidad del fluido
y k es el tensor de permeabilidad del medio poroso.



90CAPITULO 5. MODELOS DE FLUJO MONOFASICO FRACCIONAL

5.3.3. Implementacion en COMSOL

Considerando que el cambio de densidad es ignorado, entonces la ecua-
cién diferencial fraccional (0.67) del modelo matematico de flujo monofasico
anémalo, a través de un medio poroso anisétropo con propiedades fractales,
se puede expresar como:

op 1 o\
donde en notacién de COMSOL (PDE, Coefficient Form):
0*u Ju
eaw%—daa—v-(cVu+ozu—7)+6-Vu+au:f (5.69)

u=p, dy=¢c, c=k ye,=a=y=F=a=[=0

y el tensor de permeabilidad se puede escribir como:

L — ]{fll/Cgl) 0
= 0 k22/C§_2)

que es la manera como se expreso en la ecuacion (5.68)).

Condicion inicial
p(to) = po (5.70)

Condiciones de frontera

En las cuatro fronteras de no flujo (1-4) (ver figura[2.6]) se han implementado
condiciones de frontera de tipo Neumann como a continuacion:

n-Vp=20 (5.71)

COMSOL tiene una forma generalizada para las condiciones de frontera de
tipo Neumann, que se expresa de la siguiente manera:

n-(Vp+ap—v)+egp=g (5.72)

donde a =y = ¢ =g =0 es como se expresaron en la ecuacién (B.71]).
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6.1. Simulaciones del modelo uno

Presién vs Tiempo (D=2.0)

3600| ¥ 5 g ; f : ] [—d=18
: : : —~d=16
d=1.4
3508 i
| ——d=1.0
3506 |
2 3594
c f . . ;
H.=] : : ; ;
[a H

3500

3586

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4
Tiempo [dias]

Figura 6.1: Presion en el pozo durante 4 dias, para distintos valores de la
dimensién de la frontera (1 < d < 2), mientras que la dimensién de masa
fractal se mantiene fija en D = 2 y la presion inicial es py = 3600 [psi].
Se compara con el modelo convencional donde la dimension de masa fractal
D = 2 y la dimension de la frontera d = 1.

En la figura (610), observamos que la presién en el pozo es menor, pro-
duciendo en una menor cantidad, conforme el valor de la dimensién de la
frontera (d) aumenta y se aproxima al valor de la dimensién de masa fractal

(D), esto se puede interpretar como que la conectividad del medio crece con
el valor de la dimensién de la frontera (d).
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Presion vs distancia al pozo (D=2.0)

3600 -

* —d=18

——d=16

3598 d=14
: : —+—d=1.2

Presion [ps

3588

3584 : : : : : :
0 2000 400 600 800 1000 1200

Distancia al pozo [m]

Figura 6.2: Comportamiento de la presion vs. distancia al pozo en el yaci-
miento al dia cuatro, para distintos valores de la dimension de la frontera
(1 < d < 2), mientras que la dimensién de masa fractal se matiene fija en
D = 2. Se muestra el comportamiento de la presion vs. distancia al pozo del
modelo convencional (D =2y d=1).

En la figura (62), observamos que si la dimension de la frontera (d) au-
menta y se aproxima a la dimensién de masa fractal D = 2, la presién se
estabiliza a una menor distancia al pozo, aproximandose a la presién inicial a
una mayor distancia; por otro lado, si la dimensién de la frontera disminuye
y se aleja de la dimension de masa fractal D = 2, la presion se estabiliza a
una mayor distancia al pozo y se aproxima a la presién inicial a una menor
distancia, provocando que se observe un punto de cruce donde independien-
temente del valor de la dimensién de la frontera (d), la presién es la misma
a una distancia de 700[m] aproximadamente.
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Presién vs Tiempo (D=1.5)

3600 [ 4 1 [+ d=15
d=1.4
——d=1.3
3595 d=1.2
j ——d=1.1
; ; : —d=1.0
2 ;
g
e i i i i
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0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4
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Figura 6.3: Presién en el pozo durante 4 dias, para distintos valores de la
dimension de la frontera (1 < d < 1.5), mientras que la dimensién de masa
fractal se mantiene fija en D = 1.5 y la presién inicial es py = 3600[psi].

En la figura (6.3]), observamos que la presién en el pozo decae linealmente
en el tiempo con la misma pendiente para cualquier valor de la dimension de
la frontera (d). Conforme el valor de la dimension de la frontera (d) aumenta
y se aproxima al valor de la dimensién de masa fractal (D), la caida de presién
es menor, produciendo en una menor cantidad.
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Presion vs distancia al pozo (D=1.5)
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Figura 6.4: Presion vs. distancia al pozo en el yacimiento al dia cuatro, para
distintos valores de la dimensién de la frontera (1 < d < 1.5), mientras que
la dimension de masa fractal se mantiene fija en D = 1.5.

En la figura (6.4]), observamos que si la dimensién de la frontera (d)
aumenta y se aproxima al valor de la dimensién de masa fractal D = 1.5,
la presién se estabiliza a una menor distancia al pozo, pero se aproxima a
la presion inicial a una mayor distancia; por otro lado, si la dimensién de la
frontera disminuye y se aleja de la dimension de masa fractal D = 1.5, la
presién se estabiliza a una mayor distancia al pozo y se aproxima a la presién
inicial a una menor distancia, provocando que se observe un punto de cruce
donde independientemente del valor de la dimensién de la frontera (d), la
presién es la misma a una distancia de 550[m| aproximadamente.
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Presién vs Tiempo (d=1.0)

3600 E————
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Figura 6.5: Presién en el pozo durante 4 dias, para distintos valores de la

dimensién de masa fractal (1 < D < 2), mientras que la dimensién de la

frontera se mantiene fija en d = 1 y la presién inicial es py = 3600 [psi]. Se
compara con el modelo convencional (D =2y d=1).

En la figura (€.3]), observamos que la caida de la presién en el pozo es
mayor, produciendo en una mayor cantidad, conforme el valor de la dimensién
de masa fractal (D) disminuye y se aproxima al valor de la dimensién de la
frontera (d), esto se puede interpretar como que la conectividad del medio
disminuye con el valor de la dimensién de masa fractal (D). La presién en
el pozo decae linealmente en el tiempo en curvas que se estabilizan en rectas
con distinta pendiente para cada valor de la dimensién de masa fractal (D).
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Presion vs distancia al pozo (d=1.0)
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Figura 6.6: Comportamiento de la presion vs. distancia al pozo en el yaci-
miento al dia cuatro, para distintos valores de la dimensién de masa fractal
(1 < D < 2), mientras que la dimensién de la frontera se mantiene fija en
d = 1. Se hace la comparacién con el modelo convencional (D =2y d =1).

En la figura (6.0), observamos que cuando el valor de la dimensién de masa
fractal (D) disminuye y se aproxima al valor de la dimensién de la frontera
que esta fijo en d = 1, la presion en el yacimiento alrededor del pozo, se
estabiliza casi de la misma manera para cualquier valor de la dimension de
masa fractal (D), de hecho, la forma de la curva es casi la misma, sélo que
estd movida verticalmente y se aproxima a la presion inicial a una mayor
distancia al pozo.
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Presién vs Tiempo (d=1.5)
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Figura 6.7: Presién en el pozo durante 4 dias, para distintos valores de la
dimensién de masa fractal (1.5 < D < 2), mientras que la dimensién de la
frontera se mantiene fija en d = 1.5 y la presion inicial es py = 3600 [psi].

En la figura (67), observamos que la presién en el pozo es mayor, pro-
duciendo en una mayor cantidad, conforme el valor de la dimension de masa
fractal (D) disminuye y se aproxima al valor de la dimensién de la frontera
(d), esto se puede interpretar como que la conectividad del medio disminuye
con el valor de la dimensién de masa fractal (D). La presién en el pozo decae
linealmente en el tiempo en curvas que se estabilizan en rectas con distinta
pendiente para cada valor de la dimensién de masa fractal (D).
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Figura 6.8: Comportamiento de la presion vs. distancia al pozo en el yaci-
miento al dia cuatro, para distintos valores de la dimensién de masa fractal
(1.5 < D < 2), mientras que la dimensién de la frontera se mantiene fija en

d=1.5.

En la figura (6.8)), observamos que cuando el valor de la dimensién de masa
fractal (D) disminuye y se aproxima al valor de la dimensién de la frontera
que esta fija en d = 1.5, la presién en el yacimiento alrededor del pozo, se
estabiliza casi de la misma manera para cualquier valor de la dimension de
masa fractal (D), de hecho, la forma de la curva es casi la misma, sélo que
estd movida verticalmente y se aproxima a la presién inicial a una mayor
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6.2. Simulaciones del modelo dos

Presién vs Tiempo (D=2.0)
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Figura 6.9: Presion en el pozo durante 4 dias, para distintos valores de la
dimensién de la frontera (1 < d < 2), mientras dimensién de masa fractal
se mantiene fija en D = 2 y la presién inicial es py = 3600 [psi]. Se hace la
comparaciéon con el modelo convencional (D =2y d=1).

En la figura (69), observamos que la caida de presién en el pozo es mayor,
produciendo en una mayor cantidad, conforme el valor de la dimension de la
frontera (d) aumenta y se aproxima al valor de la dimensién de masa fractal
(D). La presién en el pozo decae linealmente en el tiempo en curvas que se
estabilizan en rectas casi horizontales solo que estan movidas verticalmente.
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Presion vs distancia al pozo (D=2.0)
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Figura 6.10: Comportamiento de la presion vs. distancia al pozo en el ya-
cimiento al dia cuatro, para distintos valores de la dimension de la frontera
(1 < d < 2), mientras que la dimensién de masa fractal se mantiene fija en
D = 2. Se hace la comparacién con el modelo convencional (D =2y d=1).

En la figura (6.10), observamos que cuando la dimensién de la frontera (d)
aumenta y se aproxima a la dimension de masa fractal D = 2, la presién en el
yacimiento alrededor del pozo se estabiliza a una mayor distancia al pozo; por
otro lado, conforme la dimensién de la frontera (d) disminuye y se aleja de la
dimensién de masa fractal D = 2, la presion en el yacimiento alrededor del
pozo, se estabiliza a una menor distancia al pozo. La presion en el yacimiento
rebasa a la presion inicial a una distancia al pozo de 800[m| aproximadamente
independientemente del valor de la dimensién de la frontera (d).



102CAPITULO 6. SIMULACIONES NUMERICAS Y ANALISIS DE RESULTADOS

Presion vs Tiempo (D=1.5)
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Figura 6.11: Presion en el pozo durante 4 dias, para distintos valores de la
dimension de la frontera (1 < d < 1.5), mientras que la dimensién de masa
fractal se mantiene fija en D = 1.5 y la presién inicial es pg = 3600 [psi].

En la figura (6€.11]), observamos que la presién en el pozo es mayor, pro-
duciendo en una mayor cantidad, conforme el valor de la dimensién de la
frontera (d) aumenta y se aproxima al valor de la dimensién de masa fractal
(D). La presién en el pozo decae linealmente en el tiempo en curvas que se
estabilizan en rectas casi horizontales solo que estan movidas verticalmente.
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Presion vs distancia al pozo (D=1.5)
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Figura 6.12: Comportamiento de la presion vs. distancia al pozo en el ya-
cimiento al dia cuatro, para distintos valores de la dimension de la frontera
(1 <d < 1.5), mientras que la dimensién de masa fractal se matiene fija en
D =1.5.

En la figura (612), observamos que cuando la dimensién de la frontera
(d) aumenta y se aproxima a la dimensién de masa fractal D = 1.5, la
presion se estabiliza a una mayor distancia al pozo; por otro lado, conforme
la dimension de la frontera (d) disminuye y se aleja de la dimensién de masa
fractal D = 1.5, la presion en el yacimiento alrededor del pozo, se estabiliza
a una menor distancia. La presion en el yacimiento rebasa a la presion inicial
a una distancia al pozo de 700[m] aproximadamente independientemente del
valor de la dimensién de la frontera (d).



104CAPITULO 6. SIMULACIONES NUMERICAS Y ANALISIS DE RESULTADOS

Presion vs Timepo (d=1.0)
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Figura 6.13: Presion en el pozo durante 4 dias, para distintos valores de la
dimensién de masa fractal (1 < D < 2), mientras que la dimensién de la
frontera se mantiene fija en d = 1 y la presién inicial es py = 3600 [psi]. Se
hace la comparacién con el modelo convencional (D =2y d =1).

En la figura (613), observamos que la presién es mayor, produciendo en
una mayor cantidad, conforme el valor de la dimensién de masa fractal (D)
disminuye y se aproxima al valor de la dimensién de la frontera (d), esto se
puede interpretar como que la conectividad del medio disminuye con el valor
de la dimensién de masa fractal (D). La presion en el pozo decae linealmente
en el tiempo en curvas que se estabilizan en rectas con distinta pendiente
para cada valor de la dimensién de masa fractal (D).
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Presion vs distancia al pozo
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Figura 6.14: Comportamiento de la presion vs. distancia al pozo en el yaci-
miento al dia cuatro, para distintos valores de la dimensién de masa fractal
(1 < D < 2), mientras que la dimensién de frontera se mantiene fijaen d = 1.
Se hace la comparacién con el modelo convencional (D =2y d = 1).

En la figura (6I4)), observamos que cuando el valor de la dimension de
masa fractal (D) disminuye y se aproxima al valor de la dimensién de la
frontera que esta fija en d = 1, la presion en el yacimiento alrededor del
pozo, se estabiliza mas rapido, pero se aproxima a la presién inicial a una
mayor distancia al pozo. Si el valor de la dimensién de masa fractal (D)
aumenta y se aleja del valor de la dimensién de la frontera que estd fija en
d =1, la presién que existe en el yacimiento alrededor del pozo se aproxima
a la presion inicial en una menor distancia al pozo y la forma de la curva es
casi la misma, sélo que estda movida verticalmente.
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Presion vs Tiempo (d=1.5)
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Figura 6.15: Presion en el pozo durante 4 dias, para distintos valores de la
dimensién de masa fractal (1.5 < D < 2), mientras que la dimensién de la
frontera se mantiene fija en d = 1.5 y la presion inicial es py = 3600 [psi].

En la figura (615), observamos que la presién en el pozo es ligeramente
mayor, produciendo en una mayor cantidad, aunque sin mucha diferencia,
conforme el valor de la dimensién de masa fractal (D) aumenta y se aleja
del valor de la dimensién de la frontera (d). La presién en el pozo decae
linealmente en el tiempo en curvas muy cercanas que se estabilizan en rectas
casi horizontales sélo que estan movidas verticalmente.
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Presion vs distancia al pozo (d=1.5)
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Figura 6.16: Comportamiento de la presion vs. distancia al pozo en el yaci-
miento al dia cuatro, para distintos valores de la dimensién de masa fractal
(1.5 < D < 2), mientras que la dimensién de la frontera se mantiene fija en
d=1.5.

En la figura (616), observamos que cuando el valor de la dimensién de
masa fractal (D) disminuye y se aproxima al valor de la dimensién de la
frontera d = 1.5, la presién en el yacimiento alrededor del pozo rebasa la
presion inicial a una menor distancia al pozo. Conforme el valor de la dimen-
sién de masa fractal (D) aumenta y se aleja del valor de la dimensién de la
frontera en d = 1.5, la presién que existe en el yacimiento alrededor del pozo,
se estabiliza a una menor distancia al pozo.
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6.3. Simulaciones del modelo tres

Presion vs tiempo en el pozo (alfal = 1.0)
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Figura 6.17: Presion en el pozo durante 4 dias, para distintos valores de
ag, mientras a3 = 1.0 y la presién inicial es py = 3600[psi]. Se hace la
comparaciéon con el modelo convencional donde a; =1 = ap

En la figura (6I7), se observa que la presién en el pozo decae linealmen-
te en el tiempo. La presion es mayor, produciendo en una mayor cantidad
conforme el valor de la dimensién fractal de masa D = a; + ay aumenta y
se aproxima al valor de la dimension Euclidiana D = 2, esto se puede inter-
pretar como que la conectividad del medio decrece conforme el valor de la
dimensién fractal de masa aumenta. La presion es menor que la obtenida por
el modelo convencional.
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Presion vs tiempo en el pozo (alfal = 0.9)
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Figura 6.18: Presién en el pozo durante 4 dias, para distintos valores de
ap, mientras oy = 0.9 y la presién inicial es py = 3600[psi|. Se hace la
comparacion con el modelo convencional donde a; =1 = ay

En la figura (618, se observa que la presién es mayor, produciendo en
una mayor cantidad conforme el valor de la dimensién fractal de masa D =
a1 + a9 aumenta, esto se puede interpretar como que la conectividad del
medio decrece conforme el valor de la dimension fractal de masa aumenta.
La presion en el pozo decae linealmente en el tiempo y es menor que la
obtenida por el modelo convencional.
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Presion vs tiempo en el pozo (alfal = 0.75)
600[. ——alfa2 =056

i f : : f f alfa2 = 0.75
—<—alfa2 = 0.9
—+—alfa2 = 1.0
— convencional

359% |

Basoql | o

psi]

Presion

L T —-
3590 b NG

P EES W S T

3586 : : ‘ : : : 5 5
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Tiempo [dias]

Figura 6.19: Presion en el pozo durante 4 dias, para distintos valores de
ag, mientras oy = 0.75 y la presién inicial es py = 3600[psi]. Se hace la
comparacion con el modelo convencional donde a; = 1 =

En la figura (6.19) se observa que la presién decae linealmente en el tiempo
y es menor que la obtenida por el modelo convencional. Conforme el valor
de la dimension fractal de masa D = a; + o aumenta, la presiéon es mayor,
produciendo en una mayor cantidad, lo cual se puede interpretar como que
la conectividad del medio decrece conforme el valor de la dimensién fractal
de masa aumenta.
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Presion vs tiempo en el pozo (alfal = 0.6)

3600 |4 —~—alfa2 =06
alfa2 = 0.75
—<—alfa2 =0.9
3598 —~—alfa2 = 1.0
— convencional
3596 -
| oy
] ; ; ; ; ; ;
o T o z
3586 —

0O 05 1 15 2 25 3 35 4
Tiempo [dias]

Figura 6.20: Presion en el pozo durante 4 dias, para distintos valores de s,
mientras a; = 0.6 y la presién inicial es py = 3600[psi]. Se compara con el
modelo convencional (a3 =1 = ay).

En la figura (6.20) se observa que conforme el valor de la dimensién
fractal de masa D = a; + ap aumenta, la caida de la presién es mayor,
produciendo en una mayor cantidad, lo cual se puede interpretar como que
la conectividad del medio decrece conforme el valor de la dimensién fractal
de masa aumenta. La presion en el pozo decae linealmente en el tiempo y es
menor que la obtenida con el modelo convencional.
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Figura 6.21: Solucién en la malla con a; = 0.9 y as = 0.9.

En la figura (62I)), se muestra el comportamiento de la presién en el
yacimiento cuando la dimension fractal de masa D = 1.8 y ay = 0.9 = sy
debido a que el medio fractal es isétropo. Podemos observar que hay cierta
simetria alrededor del pozo y se puede apreciar mejor que el comportamiento
de la presion en el yacimiento es muy diferente a la presién en el yacimiento
del modelo de flujo convencional (figura 2.7).
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Figura 6.22: Solucién en la malla con oy = 1.0 y ap = 0.9.

En la figura ([622)), se muestra el comportamiento de la presién en el
yacimiento cuando la dimension fractal de masa D = a3 + a, = 1.0+ 0.9 =
1.9. Se puede apreciar mejor el comportamiento asimétrico de la presion
alrededor del pozo debido a que el medio fractal es anisétropo.
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Figura 6.23: Solucién en la malla con a; = 0.75 y ap = 0.75.

En la figura (623), se muestra el comportamiento de la presién en el
yacimiento cuando la dimension fractal de masa D = 1.5y a; = 0.75 = a»
debido a que el medio fractal es isétropo. Podemos observar que hay cierta
simetria alrededor del pozo y se puede apreciar mejor que el comportamiento
de la presion en el yacimiento es muy diferente a la presién en el yacimiento
del modelo de flujo convencional (figura 2.7]).



6.3. SIMULACIONES DEL MODELO TRES 115

2500

2000

1500

1000

S00

] 200 1000 1500 2000 2500

Figura 6.24: Solucién en la malla con a; = 0.9 y ap = 0.75.

En la figura ([624]), se muestra el comportamiento de la presién en el
yacimiento cuando la dimensién fractal de masa D = a3 +as = 0.940.75 =
1.65. Se puede apreciar mejor el comportamiento asimétrico de la presion
alrededor del pozo debido a que el medio fractal es anisétropo.
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Figura 6.25: Solucién en la malla con a; = 0.6 y as = 0.6.

En la figura (6.20]), se muestra el comportamiento de la presién en el
yacimiento cuando la dimension fractal de masa D = 1.2y ay = 0.6 = ay
debido a que el medio fractal es isétropo. Podemos observar que hay cierta
simetria alrededor del pozo y se puede apreciar mejor que el comportamiento
de la presion en el yacimiento es muy diferente a la presion en el yacimiento
del modelo de flujo convencional (figura [2.7]).
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Figura 6.26: Solucion en la malla con ay = 0.75 y ay = 0.6.

En la figura ([626]), se muestra el comportamiento de la presién en el
yacimiento cuando la dimension fractal de masa D = a; +as = 0.75+ 0.6 =
1.35. Se puede apreciar mejor el comportamiento asimétrico de la presién
alrededor del pozo debido a que el medio fractal es anisétropo.
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6.4. Analisis de resultados

Los experimentos numéricos que se realizaron con los tres modelos arro-
jaron un comportamiento coherente con la cuestion de la difusion anémala,
donde la presion cae a un ritmo mas rapido o mas lento con respecto al mode-
lo de flujo convencional en funcién de los parametros fractales de los modelos.
Las soluciones numéricas de los modelos de flujo anémalo se reducen a la so-
luciéon numérica del modelo convencional si se toman las dimensiones enteras
correspondientes al modelo convencional (D =2y d =10 a; =1 = ).
Otra observacion es que la presion en el pozo decae linealmente en el tiempo.

En el modelo uno, la caida de la presién en el pozo es mayor, producien-
do en una mayor cantidad, conforme la dimensién de masa fractal (D) y la
dimension de la frontera (d) se aproximan a n — 1 y los cambios en la di-
mensién de masa fractal (D) producen una influencia més significativa que la
dimension de la frontera (d) en la presién en el yacimiento alrededor del pozo.

En el modelo dos, la caida de la presiéon en el pozo es mayor, produciendo
en una mayor cantidad, conforme el valor tanto de la dimensiéon de masa frac-
tal (D), como el valor de la dimensién de la frontera (d) son muy préximos
y los cambios tanto en la dimensién de masa fractal (D) como en la dimen-
sion de la frontera (d > 1) tienen una influencia igual de significativa en la
presién en el yacimiento alrededor del pozo y llega a haber cierta distancia
al pozo en el yacimiento en la que se produce una presién mayor que la inicial.

Al aplicar la ley de Darcy no convencional al modelo dos de flujo anémalo,
se impone un gradiente fraccional de la presion, lo que origind un cambio en
el comportamiento tanto en la grafica de la caida de la presién en el pozo,
como en la grafica de la presion vs. distancia al pozo, en comparacién con
las graficas del modelo uno al que se le aplico la ley de Darcy convencional.

En el modelo tres, la caida de la presion en el pozo es mayor, produciendo
en una mayor cantidad conforme el valor de la dimensién fractal de masa
D = oy + ap aumenta, esto se puede interpretar como que la conectividad
del medio decrece conforme el valor de la dimensién fractal de masa aumenta.
La presion en el pozo decae linealmente en el tiempo y es menor que la caida
de la presién del modelo de flujo convencional. El comportamiento de la
presion en el yacimiento alrededor del pozo es simétrico si el medio fractal es
isétropo (a1 = ag) y asimtétrico si el medio fractal es anisétropo (ag # as).



Conclusiones

Se establecié una metodologia para derivar sistematicamente modelos ma-
teméaticos de medios continuos fractales de manera simple y elegante. Al com-
binar las medidas fraccionales de medios con propiedades fractales introduci-
das por Tarasov [27] [24] [22] [26] [25] [23] y Ostoja [21] [19] [20] [13] [14] [15]
con la metodologia sistematica establecida para medios continuos convencio-
nales se obtuvieron dos formulaciones para medios continuos fractales isétro-
pos y anisétropos respectivamente.

Aplicando la metodologia desarrollada, resulta suficiente establecer las
relaciones entre propiedades intensivas y extensivas para poder derivar las
ecuaciones de balance local de masa, momento lineal y energia para proble-
mas en medios con propiedades fractales de manera sencilla y directa.

Uno de los aspectos mas importantes a destacar es que todos los modelos
desarrollados fueron derivados siguiendo el enfoque metodolégico de la mo-
delacion matemdtica y computacional, el cual consta de cuatro etapas. En la
primera etapa se define un modelo conceptual del problema a resolver donde
se establecen los supuestos, los alcances y las limitaciones del modelo. En la
segunda etapa se deriva el modelo matemadtico, que consiste en el conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales con condiciones iniciales y valores de fron-
teras que describen satisfactoriamente las hipotesis del modelo conceptual,
aplicando la formulacién sistematica de la modelacion de medios continuos
fractales. Mientras que en la tercera etapa se elige el modelo numérico que
siempre es una version discretizada del modelo matematico, donde en éste
caso se aplico el método de elementos finitos. Finalmente, en la cuarta etapa
se implementa el modelo computacional que consiste en la programacion del
método numérico en una plataforma computacional y para este fin se uso el
programa COMSOL Multiphysics en el modo PDE en la forma de coeficientes
para el andlisis dependiente del tiempo.

119



120 CONCLUSIONES

A partir de la ecuacién de balance de masa para medios fractales, se de-
rivaron tres modelos de flujo anémalo. Primero se desarrollaron dos modelos
para medios fractales isétropos, uno basado en la ley de Darcy convencional
del cual pueden derivarse tanto el modelo convencional, como los modelos
clasicos de flujo anémalo de Barker [3], Chang y Yortsos [7], y Metzler [17],
e incluso los modelos recientes publicados en 2012 por Balankin [2] y por
Herrera-Hernandez [I1]; mientras que el segundo modelo se basé en una ley
de Darcy para medios fractales isotropos. Después se desarrollé un tercer
modelo para medios anisotropos basado en una ley de Darcy para medios
fractales anisétropos. Ambas leyes de Darcy para medios fractales fueron de-
rivadas a partir de la ecuacion de balance de momento lineal para medios
fractales. Los experimentos numéricos arrojaron un comportamiento cohe-
rente con la cuestion de la difusiéon anémala, donde la presion cae a un ritmo
mas rapido o mas lento con respecto al modelo de flujo convencional en fun-
cién de los parametros fractales de los modelos.

Una de las ventajas de los modelos mateméticos de flujo anémalo obteni-
dos en el presente trabajo es que son ecuaciones diferenciales convencionales
con coeficientes numéricos adicionales, es decir, las ecuaciones diferenciales
fraccionales se pueden expresar en ecuaciones en derivadas enteras, siendo
esto ultimo una gran ventaja para su solucion numérica e implementacién
computacional. Las soluciones numéricas de los modelos de flujo anémalo se
reducen a la soluciéon numérica del modelo convencional si se toman las di-
mensiones enteras correspondientes al modelo convencional (D =2y d =1
0o a; =1 = a), debido a que bajo dichas condiciones, los modelos de flujo
anomalo se reducen al modelo de flujo monofasico convencional.

Al aplicar la ley de Darcy no convencional al modelo dos, se impone un
gradiente fraccional de la presion, lo que origina un comportamiento dife-
rente en la grafica de la caida de la presién en el pozo y en la grafica de la
presion contra distancia al pozo, en comparacién con las graficas del modelo
uno al que se le aplico la ley de Darcy convencional. En el modelo tres, la
caida de la presion en el pozo es mayor, produciendo en una mayor cantidad
conforme la dimension fractal de masa D aumenta y el comportamiento de
la presién en el yacimiento alrededor del pozo es simétrico si el medio fractal
es is6tropo (a = ag) y asimtétrico si el medio fractal es anisétropo (g # az).

Como trabajo futuro, la metodologia desarrollada se puede extender a
modelos multicomponentes y multifasicos de transporte en medios porosos
con propiedades fractales [I1], con un gran potencial en su aplicacién a la
modelacién de yacimientos heterogéneos.
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Apéndice A
Ley de Darcy Convencional

El movimiento del fluido en una reserva petrolera esta gobernado por las
ecuaciones de conservacién de la masa, momento y energia (ver capitulo 1).
En la simulacién del flujo en la reserva, la ecuacion de balance de momento
estd dada en la forma de la ley de Darcy [§]. Sus bases tedricas fueron pro-
porcionadas por Bear [4], pero en general hay bastante literatura de flujo de
fluidos en medios porosos.

La ley de Darcy, fué propuesta en el siglo XX por el ingeniero francés
Darcy. Esta ley es una ecuacion constitutiva, empirica, que relaciona a la ve-
locidad efectiva del fluido con su presién, indicando una relacién lineal entre
la velocidad del fluido en el medio poroso y el gradiente de la presion, siendo
utilizada ampliamente para la modelacién de flujo en medios porosos [10].

Para derivar la ley de Darcy, necesitamos suponer que el flujo es

1. Incompresible
2. Estacionario

3. Laminar

Cada uno de éstos conceptos los explicaremos mas detalladamente en las
siguientes paginas, pues los aplicaremos a la ecuacion de general de flujo de
Navier-Stokes derivada a partir de la ecuacién de balance de momento lineal.

123



124 APENDICE A. LEY DE DARCY CONVENCIONAL

Incompresibilidad

Un fluido es incompresible si todo cuerpo conserva el volumen de fluido en
su movimiento [10]. Cuando un fluido llena completamente el espacio fisico
que ocupa el cuerpo, el volumen del fluido Vi(t) es igual al volumen del
dominio que ocupa el cuerpo, de esta manera:

Vi = [ da (A1)
B(t)

El volumen del fluido es una propiedad extensiva y su propiedad intensiva
correspondiente es ¢ = 1. Por otro lado, por hipdtesis de incompresibilidad
g=gs =0y 1 =0 entonces la ecuacion de balance global es:

Ly )y =0 (A.2)
de 7N ‘
Finalmente, La ecuacion diferencial de balance local es

V-v=0 (A.3)
Esta ecuacion es conocida como condicion de incompresibilidad y cual-
quier fluido incompresible satisface esta ecuacién.

Numero de Reynolds

El nimero de Reynolds, es un nimero adimensional introducido por Os-
borne Reynolds y denota la razon entre las fuerzas inerciales y las fuerzas

viscosas, es decir:
fuerzas inerciales

R, = ‘ A4
fuerzas viscosas (A-4)
La fuerza de inercia por unidad de volumen = %
La fuerza viscosa por unidad de volumen = %3
pv? 272
= v° L vl vl oL
Ro=4 =" /e (A.5)
= poL W - \Y%

v = velocidad media del fluido.(cm/s )

L = longitud caracteristica. (¢m)

p = viscosidad dindmica (absoluta) del fluido.

v = p/p = viscosidad cinemética del fluido. (cm?/s)
p = densidad del fluido.
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Flujo laminar

El flujo laminar ocurre donde las fuerzas viscosas son dominantes y se ca-
racteriza por un movimiento del fluido suave y constante [9]. El movimiento
del fluido es casi estéatico y la rapidez de cambio del momento es despreciable,
esto significa que la teoria considera movimientos del fluido, en que los cam-
bios de la velocidad del fluido ocurren muy lentamente [10]. El flujo laminar
ocurre a numeros de Reynolds pequenos, es decir, R, << 1.

Derivacion de la ley de Darcy

Considerando la ecuacién general de flujo de Navier-Stokes (IL33]) para
un flujo incompresible (V - v = 0) y estacionario (Zv = 0)

1
v-Vu=b=Vp+ IV (A.6)
P p
v - Vu es del orden de magnitud de %
EV?v es del orden de magnitud de 27

La relacién entre ambos es precisamente el niimero de Reynolds

v? 2 2
= vipL vplL vl L A
£ poL 1 P’ v

Por esta razon, si el nimero de Reynolds es pequeno, el término v - Vv
puede despreciarse de la ecuacién de Navier-Stokes [12], de modo que si la
velocidad del fluido v es pequena, la aceleracién advectiva v - Vv se puede
despreciar [16], obteniendo

pV?*0 — Vp+pb =0 (A.8)
despejando el laplaciano de la velocidad
1
Vi = ;(Vp — pb) (A.9)

Suponiendo que la fuerza de resistencia viscosa es proporcional a la velo-
cidad [I§]

—puk = i(Vp — pb) (A.10)

depejando la velocidad de Darcy u = ¢v
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u= k- (Vp— ) (A11)

Ahora, tomando en cuenta que b = ¢ y si consideramos a z como la altura
respecto a un nivel de referencia dado y la coordenada x5 = z [10], entonces
el vector aceleracion de la gravedad se puede expresar como

g=-Vz (A.12)

donde v es la constante de gravedad y sustituyendo en la ecuacién anterior
obtenemos la ley de Darcy

1
u= —;ﬁ (Vp +pVz) (A.13)

pu— viscosidad del fluido.

k— tensor de permeabilidad del medio poroso.
p— presién del fluido.

p— densidad del fluido.

~v— magnitud de la aceleracion gravitacional.

z— altura.

En algunos casos es posible suponer que k = diag(ki1, ko2, ks3)-
Un medio es isotropo si k11 = koo = k33, en otro caso es anisotropo.



Apéndice B

Ley de Darcy Fraccional para
medios isétropos
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Considerando la ecuacion fraccional de flujo de Navier-Stokes para medios
isdtropos (ec. A1), para un flujo incompresible, estacionario y laminar:

pb — VPp + VP - (Vo) + uVP (Vo) =0 (B.1)
entonces

VP (Vo) + V2(Vo)T = %(V% b (B.2)

Suponiendo que la fuerza de resistencia viscosa es proporcional a la velo-
cidad en el medio poroso [I§]

Gk = i(va b (B.3)

depejando la velocidad de Darcy u = ¢v

w= =k (V70— pb) (B.4)

Ahora, tomando en cuenta que b = ¢ y si consideramos a z como la altura
respecto a un nivel de referencia dado , entonces el vector aceleracion de la
gravedad se puede expresar como

g=-Vz (B.5)

donde v es la constante de gravedad y sustituyendo en la ecuacién anterior
obtenemos la ley de Darcy equivalente para medios porosos fractales

u= —%ﬁ (VPp+ pyV2) (B.6)

donde p es la viscosidad del fluido, £ es el tensor de permeabilidad del medio
poroso, p es la presion del fluido, p es la densidad del fluido, v es la magnitud
de la aceleracion gravitacional, z es la altura.

Al comparar con la ley de Darcy convencional, observamos que se tienen
gradientes fraccionales, en lugar de gradientes convencionales. La forma de
ésta ley de Darcy para medios fractales, es similar a la obtenida recientemente
por Balankin [2].



Apéndice C

Ley de Darcy Fraccional para
medios anisétropos

Considerando la ecuacion fraccional de flujo de Navier-Stokes para medios
anisdtropos (ec. [L79), para un flujo incompresible, estacionario y laminar:

pb— VP + VP - (Vo + (Vo)) =0 (C.1)
entonces

VP (Vo + (Vo)) = %W% b) (C2)

Suponiendo que la fuerza de resistencia viscosa es proporcional a la velo-
cidad en el medio poroso [I§]

Gk = %(va — pb) (C.3)

depejando la velocidad de Darcy u = ¢v

u= —%ﬁ - (VPp — pb) (C4)

Ahora, tomando en cuenta que b = g y si consideramos a z como la altura
respecto a un nivel de referencia dado , entonces el vector aceleracién de la
gravedad se puede expresar como g = —yVz donde v es la constante de
gravedad y sustituyendo en la ecuacién anterior obtenemos la ley de Darcy
equivalente para medios porosos fractales

u= —ik - (VPp+pyV2) (C.5)

donde i es la viscosidad del fluido, £ es el tensor de permeabilidad del medio
poroso, p es la presion del fluido, p es la densidad del fluido, ~v es la magnitud
de la aceleracion gravitacional, z es la altura.
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