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Resumen

En este trabajo estudiamos el decaimiento de la fidelidad en dos modelos,
el modelo de ensembles anidados de k cuerpos para bosones distribuidos en
dos niveles (BEE(k) por sus siglas en inglés) y el modelo de Bose-Hubbard
para dos pozos.

Para el primero de ellos se obtuvo una expresién para el tiempo de du-
racién del congelamiento de la fidelidad o ending time (t.). En este célculo
se uso la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo a cuarto orden.
Una vez obtenida, dicha expresién para t. fue comparada con simulaciones
numéricas, lograndose muy buen acuerdo entre las dos.

Para el modelo de Bose-Hubbard se usé el mismo método de teoria de per-
turbaciones y se encontré que a pesar de que en algunos casos funciona, éste
no es en general el adecuado para tratar dicho problema.

Se realizaron simulaciones numéricas para estados iniciales coherentes,
obteniéndose diferentes relaciones entre los pardmetros del modelo de Bose-
Hubbard, como son el nimero de bosones, el pardametro de tunelamiento, la
interaccion in situ de los bosones, con la fidelidad y el ending time.






IX

Abstract

In this work it was studied the fidelity decay in two different models, the k
body embedded ensemble BEE(k) for bosons distributed in two levels, and
the Bose-Hubbard model for two wells.

For the first one an expression for the ending time (¢.) of the fidelity was
obtained. For this calculation a fourth order time-dependent pertubation
theory was required. Once obtained, t, was compared with numerical simu-
lations, with a very good agreement between them.

For the Bose-Hubbard model the same perturbation method was applied.
Although in some cases it works, there are situations where perturbation
theory is not appropriate.

We thus employed numerical simulations that make it possible to establish
different relationships between the parameters of the Bose-Hubbard model,
fidelity and the ending time, for coherent states.
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cAPITULO 1

INTRODUCCION

La teoria de perturbaciones es uno de los esquemas mas usados para estudiar
sistemas fisicos tanto en mecéanica clasica como en mecénica cuantica. Cuan-
do dicha teoria es usada, puede preguntarse qué tanto cambia el sistema al
ser perturbado. En particular, en mecanica cuantica existe una forma de re-
sponder a ésta cuestion. Si hacemos el traslape del estado obtenido después
de la evolucién temporal del sistema sin perturbar, con el estado obtenido
después de la evolucién temporal del sistema bajo perturbacién, podemos
cuantificar qué tan sensible es el sistema frente a la perturbacién aplicada.

A éste traslape de estados, tras su respectivas evoluciones temporales, se le
conoce con el nombre de amplitud de fidelidad. El moédulo al cuadrado de
dicha cantidad se le denomina fidelidad. [1]. Es claro que cuando el traslape
de los estado, tras las evoluciones temporales del sistema perturbado y sin
perturbar, es el mismo, la amplitud de fidelidad es igual a uno. Por otro lado,
cuando el traslape de los estados del sistema perturbado y sin perturbar es
diferente, luego de sendas evoluciones temporales, la amplitud de fidelidad
generalmente decrece con el tiempo.

La fidelidad tiene gran utilidad para estudiar sistemas de interés en diversos
campos de la fisica, como son: la teoria de la informacién, el caos cuantico,
la fisica de muchos cuerpos, etc. Es precisamente en esta tltima area, que la
fidelidad se ha usado para estudiar sistemas bosénicos [2] y fermiénicos [3]
fuertemente interactuantes.
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Al estudiar el comportamiento dindmico de la fidelidad, podemos ver que
ésta es muy util para medir la estabilidad de un sistema cuéntico frente a
una perturbacion. Una de las cosas que se puede obervar es que para tiem-
pos muy cortos, el llamado régimen de Zenén [1], la fidelidad decae siempre
cuadraticamente en el tiempo. Para tiempos mayores al tiempo de Zendn, el
decaimiento depende fundamentalmente de si el sistema cuantico que esta-
mos estudiando tiene como contraparte clasica un sistema cadtico; en este
caso el decaimiento de la fidelidad es proporcional a ¢; mientras que para
sistemas cuya contraparte clasica es integrable, el decaimiento de la fidelidad
es una funcién cuadrética del tiempo, esto es, 1 — F(t) oc t2 [1].

Por otra parte, existe un interesante fendmeno que se presenta para cierta
clase de perturbaciones. Si el hamiltoniano del sistema lo escribimos como
una parte de referencia y otra de perturbacion, esto es

H = Hy+\V, (1.1)

y si la parte diagonal de V' es idénticamente cero en la eigenbase de Hy , en-
tonces la fidelidad toma un valor constante durante un intervalo de tiempo.
A esto se le conoce como el congelamiento de la fidelidad [5], [6]. Mientras
la fidelidad permanece congelada, ésta puede presentar resurgimientos [2].

En este trabajo estudiaremos el decaimiento de la fidelidad de un gas de
bosones en un pozo doble, considerando dos modelos: el modelo de los en-
sembles anidados de k cuerpos (k body embedded ensemble) BEE(k) y el
modelo de Bose-Hubbard. Veremos que para estos sistemas, la fidelidad de-
caerd cuadraticamente con el tiempo a tiempos muy cortos, o a tiempos muy
largos (después del congelamiento).

Tanto en el modelo de los ensembles anidados como en el modelo de Bose-
Hubbard, existe una base en la cual la parte diagonal de la perturbacion es
cero, luego el congelamiento de la fidelidad se puede obervar. Esto nos lleva
a preguntarnos por cuanto tiempo la fidelidad permanece congelada. Existe
entonces una cantidad llamada ending time (t.) que mide dicho tiempo
[3]. La evidencia numérica [2] muestra que en el modelo de los ensembles
anidados, t. escala con la perturbacion de acuerdo con la expresién

te oc AL (1.2)

Por lo tanto uno de los principales objetivos de este trabajo es encontrar
una expresién anélitica para t. en el modelo de los BEE(k).



CAPITULO 1. INTRODUCCION 3

En cuanto al decaimiento de la fidelidad en el modelo de Bose-Hubbard,
existen trabajos en los cuales ésta ha sido usada para estudiar transiciones
de fase [7] y también para explorar el comportamiento de bosones interac-
tuantes [8].

Dado que el modelo de los ensembles anidados y el modelo de Bose-Hubbard
estan relacionados entre si, ya que el primero puede entenderse como una
generalizacién del segundo, estudiar los aspectos en comun entre estos dos
modelos es interesante, y serd otro de los objetivos del presente trabajo.

La estructura de la presente tesis es como sigue. Luego de un pequeno re-
sumen de las ideas bésicas del BEE(k) y el modelo de Bose-Hubbard, pasare-
mos al segundo capitulo donde mostraremos los calculos analiticos y numéri-
cos del decaimiento de la fideliad para el modelo de BEE(k); para culminar
con una expresién para el ending time.

En el tercer capitulo nos concentraremos en el modelo de Bose Hubbard,
y mostraremos como la teoria de perturbaciones a cuarto orden (serie de
Dyson) no reproduce los resultados numéricos en algunos casos.

En el cuarto capitulo, mostraremos algunos calculos numéricos para el mode-
lo de Bose-Hubbard usando estados coherentes como estados iniciales, donde
se podra apreciar como escalan diferentes parametros del modelo entre si.

Terminaremos con algunas conclusiones para este trabajo y cuél es el camino
propuesto para avanzar en este tema.

1.1. Ensemble anidado de £ cuerpos en dos niveles

A pesar del éxito de la teorfa de matrices aleatorias (RMT), para describir
sistemas de muchos cuerpos, pronto se hizo claro que ésta no era completa-
mente realista para modelar a dichos sistemas, ya que algunos de ellos son
gobernados efectivamente por interacciones de uno y dos cuerpos. Esto mo-
tivé la introduccién de los modelos de ensembles aleatorios de dos cuerpos
(TBRE por sus siglas en inglés) [12], cuyas complicaciones inherentes, de-
bidas al algebra asociada al momento angular, le hacian poco practico desde
el punto de vista andlitico.

Por esta razén Mon y French [10] introdujeron los ensembles anidados de
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k cuerpos (BEE(k)) para modelar de forma més sencilla, y por lo tanto
analiticamente mds til, a los sistemas anteriormente mencionados. La his-
toria de los BEE(k) es amplia, y basta decir que existen modelos de los
BEE(k) para fermiones y bosones. En particular para estos tltimos, pode-
mos definir al BEE(k) como el modelo que describe a n bosones sin espin
distribuidos sobre [ estados degenerados de una particula y que considera
todas las posibles interacciones aleatorias de k-cuerpos [12]. Para el presente
trabajo nos concentraremos en el caso mas sencillo, éste es [ = 2, que queda
descrito por el hamiltoniano para k-cuerpos de dos niveles

k 55 (a
KPP T )

donde k es el rango de la interaccién, que toma valores 1 < k < n; vfni)

son los elementos de matriz de la interaccion de k cuerpos, que tomaremos
como numeros aleatorios Gaussianamente distribuidos con promedio cero y
varianza fija (v} = 1); y 8 es el pardmetro de Dyson que permite distinguir
entre los ensembles Gaussianos ortogonales (3 =1 — GOE), o los ensem-
bles Gaussianos unitarios (8 =2 — GUE).

Para calcular el decaimiento de la fidelidad primero debemos definir los
hamiltonianos de referencia y de perturbacién. Para el hamiltoniano de re-
ferencia usaremos la parte diagonal de (1.3), esto es

1 A

— Hj—y + —H9, (1.4)

7'ZO(/Ba /\) W Wk

Es importante mencionar que los elementos de Hj_; no son aleatorios, es
decir, son valores fijos, relacionados con la energia del estado base de cada
uno de los pozos. Ademaés, dado que cada término tiene un rango espectral
diferente, es necesario normalizar a cada uno de ellos con su correspondiente
ancho espectral Wy, [2]

- k
tr[HP12 = AO (k) + 57\71 STAG (- k),

s=0

AR <n;s) <n+2—|—1>.

La barra superior indica que se hace un promedio sobre el ensemble.

1
Wk:ﬁ

donde



CAPITULO 1. INTRODUCCION 5

Para la perturbacion, usaremos los términos restantes de la intreaccién de
k-cuerpos que se encuentran fuera de la diagonal

k A T(A —T(A S(A —S
() = 30 o Q@I @@t g
r,s=0

etk — )2 sl (k — s)1]1/2

1.2. El modelo de Bose-Hubbard

El estudio de los condesados de Bose-Einstein (BEC) involucra diferentes
campos de la fisica, y desde su concepcién en 1924-25 se han usado diversos
modelos tedricos para comprenderlos. En particular el comportamiento de
un BEC que se encuentra en un pozo doble, ver figura (1.1), ha despertado
gran interés, ya que las aplicaciones a campos como el de la dptica [17], la
intreferometria [18], y la fisica de muchos cuerpos [15] son diversos. Por otro
lado, la relativa facilidad con la que ahora se pueden hacer experimentos con
gases ultrafrios ha hecho posible que dichos modelos puedan ser estudiados
experimentalmente de forma sistematica.

€1 €2
| !

Figura 1.1: Representacion esquemdtica de un condensado de Bose-FEinstein
en un pozo doble
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Uno de los modelos que describe a los condensados de Bose-Einstein en un
pozo doble es el modelo de Bose-Hubbard, dado por el Hamiltoniano (ver
por ejemplo [13])

. .U o e At
Hpp = €1 11 + €2 Ng + ) [n1(ng — 1) 4+ fg(ne — 1)] — J3 [a}ag +a§al ;

]
(1.6)

donde &3, a; y n; = d;-rdi son los operadores que crean, destruyen y cuen-
tan bosones en cada uno de los pozos, €; hace referencia al estado base de
cada uno de los pozos, U es un parametro que representa la interaccion en-
tre bosones que se encuentran en un mismo pozo, y Ji es el pardmetro de
tunelamiento de una particula.

Si deseamos introducir en este modelo interacciones de més cuerpos, es nece-
sario incluir los términos relativos a la interaccién que involucra el movimien-
to de dos cuerpos a través de los pozos. Si definimos a Jo como el parametro
de tunelamiento de dos particulas, podemos entonces escribir una versién
extendida del modelo de Bose-Hubbard

. . vu.. .. .
Hppy = €1 i + €2 fg + — [ (R — 1) + na(ne — 1)] )
1.7
—Jp [alas + adar] — 2 |(@})%(ar)? + (@) (dn)?|

donde J; > Jo. Usaremos esta version extendida del modelo de Bose-Hubbard
para buscar en el congelamiento de la fidelidad como se manifiestan las in-
teracciones de uno y dos cuerpos.

Vale la pena mencionar que dependiendo de la razén entre los parametros
U y J se pueden definir tres regimenes [16]. El régimen de Rabi, donde se
considera a los bosones como particulas no interactuantes, el régimen de
Josepshon, en el cual la interaccion entre los bosones es débil y el régimen
de Fock en donde la interaccion de los bosones es fuerte. El presente trabajo
estard enmarcado en este ultimo régimen, ya que la se considerd U > J.
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1.3. Breve nota sobre aspectos experimentales de
los BEC

Existen diferentes técnicas para confinar bosones en un potencial de pozo
doble. Ver por ejemplo el apéndice A de [16] y las referencias alli men-
cionadas. En particular, para la realizacién de sus experimentos, en dicho
trabajo usaron dos trampas dipolares 6pticas ortogonales, y dos rayos laser
contrapropagantes, que generan un potencial de confinamiento de la forma

2

1
de =

v
im(w?cazz + wzyz + w?2?) + ?0 [1 + cos (

srd)].as)

SW

Este potencial puede entenserse como una trampa armoénica caracterizada
por las frecuencias w?, wi y w?. Los laseres contrapropagantes crean un po-
tencial periédico 1D, que actia como barrera. Adicionalmente se introduce
un desfase entre estos dltimos, para controlar la asimetria de la onda esta-
cionaria respecto al minimo del potencial arménico, dando como resultado la
diferencia de altura de los pozos. La combinacién de estos elementos genera
un potencial neto, que se puede ver en figura (1.2). De esta figura podemos
reconocer la linea roja como el potencial de pozo doble esquematizado en la

figura (1.1).

Figura 1.2: Representacion del potencial experimental de la ecuacion (1.8).
El potencial tiene una altura Vo, una periodicidad ds, y una fase d.
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La trampa arménica (linea negra) es el potencial de confinamiento del con-
densado. Esta se relaciona con los términos diagonales correspondientes a
k =1 (es decir aquellos de interaccién de un cuerpo) en la ecuacién (1.3) del
modelo de los ensembles anidados; o bien con aquellos términos que cuentan
el nimero de bosones del sistema, en la ecuacién (1.6), para el modelo de
Bose-Hubbard.

También puede notarse que el término § en la ecuacién (1.8) se encuen-
tra directamente relacionado con el estado base de cada uno de los pozos,
es decir con aquellos elementos de matriz diagonales de vﬁg) cuando k£ =1

para el BEE(k); o bien con los valores de ¢; para el modelo de Bose-Hubbard.

Es importante mencionar que tanto el modelo de los ensembles anidados co-
mo el modelo de Bose-Hubbard, son modelos apropiados para describir a un
condensado de Bose-Einstein en un pozo doble, si se supone que el espectro
de energia del sistema es tal que el primer nivel excitado no interfiere en
la dindmica del sistema, es decir, dicho estado excitado se supone alejado
de los estados base de cada uno de los pozos (lineas punteadas en la figura
(1.2)), y por lo tanto la tinica manera por la cual puede pasar un bosén
de un pozo a otro, es a través del tunelamiento. Esta suposicién conocida
como la aproximacién de dos modos [16], reduce la dimensién del espacio de
Hilbert; y por lo tanto sélo los estados base de cada uno de los pozo jugaran
un papel importante en la dindmica del sistema. Con ésto la dimension del
espacio de Hilbert es n + 1, donde n es el nimero de bosones del sistema.

Para terminar esta seccién, se mencionara brevemente la propuesta hecha
en [17], en donde se plantea que los sistemas de muchos cuerpos fuerte-
mente interactuantes, tales como electrones en solidos cristalinos, super redes
semiconductoras o BEC en redes opticas, podrian estudiarse, aprovechando
las analogias existentes entre la 6ptica ondulatoria y la mecédnica cuantica,
usando redes foténicas; es decir, arreglos periddicos de guias de onda dpticas
acopladas evanescentemente. !

Usando dichas redes, se ha propuesto construir un andlogo éptico para el
hamiltoniano de Bose-Hubbard, pues en dichas redes se podria visualizar la
dinamica de un sistema cuantico, al mapear la evolucién temporal de dicho

1El acoplamiento de onda evanescente es un proceso por el cual ondas electromagnéticas
se transmiten desde un medio a otro, a través de ondas evanescentes; que son aquellas ondas
cuya intensidad decae exponencialmente con la distancia y son las que se “transmiten”
cuando hay reflexién total interna.
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sistema, en la propoagacion espacial de ondas de luz (ldseres), en un arreglo
compuesto de n + 1 guias de onda especialmente configuradas.

En la propuesta se simula numéricamente un arreglo de 10 guias de onda,
en el cual la distribucién de la distancia entre éstas, modela el tunelamiento;
mientras que el perfil del indice de refraccién, modela la interaccién de los
bosones en un mismo pozo.

Dicha propuesta es interesante, pues de construirse dichas redes, podria
medirse la fidelidad haciendo interferir dos rayos laser, uno que previamente
ha pasado por el arreglo de guias de onda, y otro que no lo ha hecho.
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CAPITULO 2

INTERACCIONES ALEATORIAS

En este capitulo vamos a calcular la fidelidad hasta cuarto orden en teoria de
perturbaciones (serie de Dyson), estimaremos el ending time y haremos la
comparacién entre los calculos numeéricos y la prediccién analitica. De forma
similar veremos las relaciones que existen entre el rango de la interaccién y
el ending time.

2.1. Fidelidad a segundo orden para el modelo de
los ensembles anidados

Para calcular el decaimiento de la fidelidad a segundo orden, recordamos
que el Hamiltoniano para el BEE(k) lo escribimos como,

1 (8) = Ho + AVi(B), (2.1)

donde !

5 (2.2)

k &TT&T k—'r&lsd k—s
Vk(ﬁ) _ Z 'Ur(*ﬁ) ( 1) ( 2)! () ( 2) !]1/2 (1—(57,75). (2.3)

A - i .
'Recordemos que Ho = WilHk:1 + ﬁHklag, donde los elementos de Hy—1 son valores
fijos.

11
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Usando la base de nimero de ocupacién, donde |u) = |u,n — ) y n es el
nimero de bosones del sistema, la ecuacion de Schrodinger del Hamiltoniano
de referencia la escribimos como

Ho(B, N, n — i) = EL(B,\) |, n — p),

y con las relaciones usuales para los operadores de creacién y aniquilacién
podemos calcular el espectro de energia del hamiltoniano de referencia

k

- A
EO g = entla—e)n A S~ )~ 9.4
W (B ) W W ;:0 vAGk), (2.4)

donde € y €2 son parametros fijos del modelo (relacionados con la altura de
los pozos, ver figura (1.1)) y donde

o= (") (321, (25)

Con las ecuaciones anteriores tenemos todo listo para calcular la fidelidad.
Para empezar, conviene expresar el tiempo fisico ¢ en términos del tiempo
de Heisenberg ty = 2wh/d, donde d = (€1 — e2)/W7; entonces t = t'/ty. De
esta manera el operador de evolucién temporal lo podemos escribir como

0870) = exp (=22 (5,0t ).

Usando la ecuacién anterior podemos definir la amplitud de fidelidad como
[1]
faa(t) = (Wo|Mp A(1)|Wo), (2.6)

donde Mg \(t) = Uéﬁ)(—t)U)(\ﬁ)(t) es el operador de eco [1] y |¥p) es el

estado inicial del sistema. El médulo al cuadrado de (2.6) es conocido como
la fidelidad

Fea(t) = [ fan(0)]*. (2.7)

Tomando a A como un parametro de perturbacién, podemos calcular el
desarrollo en serie de Dyson a segundo orden del operador de eco, también
conocida como la respuesta lineal del sistema [1]

t t tl
) = (|1 — i) /0 Ve (1) — (@ih)? /0 ity /0 dtsVE (0 VP (12)]|W0),
(2.8)
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donde hemos usado el Hamiltoniano dependiente del tiempo Vi(t) en la
representacién de la interaccién [2]

A

Vi) =P ()P e),

w = 27/ (dWy,).

Dado que el Hamiltoniano (2.1) se ha construido como un ensemble de hamil-
tonianos, estamos interesados en estudiar las propiedades estadisticas de di-
cho ensemble. En particular queremos calcular el promedio sobre el ensemble
de la amplitud de fidelidad

P
) =1~ iwk)\ZAZAy/ dty (VY (t1)|v)
0

2214

. " (2.9)
NS A [ an [ deatuvi v,

donde el estado incial |¥() se ha escrito como una combinacién de estados
de la base de ocupacién de nimero, en la cual Hy es diagonal,

o) = 3 Aulu), (2.10)
©n=0

con n el nimero de bosones del sistema.

Ahora queremos calcular los promedios que aparecen en las integrales. Para
la primer integral y usando la definicién de VIfB (t)

WV (t)v) = (U (—t) V(BUS? (1) 1) = (] (eieflotr) Vi (8) (eiatlotr) 1),

donde a = 27/d. Aplicando Ho(8,A) a los estados de niimero de ocupacién
y usando la ecuacién (2.4) tenemos

(WIV7 (1)) = (B =B ) Vi (B) ).
Si hacemos 5Z\L,u(t1) = exp[ia(E/SO) - E,SO))tl], entonces

(lVf (t)v) = e}, (t) (ulVi(B) ). (2.11)
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Para calcular los elementos de matriz (u|Vi(8)|v) de la ecuacién (2.11),
usamos la ecuacién (2.3)

k ____
WVi(B)lv) =3 ol [GHGR (u=rly—s),  (212)
r#s
donde : :
G/ = D @) @) (@) )
por s [r1(k — r)11/2[s!(k — s)!]1/2
Como hemos partido del hecho que bielementos de matriz vﬁg) tienen

promedio cero y varianza fija, entonces v,(,g) = 0. Esto implica que la ecuacién

(2.11) es idénticamente cero.

Para la segunda intergral en (2.9), introducimos la relacién de completez de
la base, lo cual nos permite escribir

(Vi (t)V] (t2) v Ze () (Vi (B) o) (plVi(B)Iv).  (2.13)

Esta integral la podemos trabajar en dos partes gracias a que los elementos
de matriz de la parte diagonal son independientes estadisticamente de los
elementos de la parte no diagonal. La primera parte de la integral es el
promedio sobre los coeficientes que son funciones del tiempo

211 211
62,p(7§1) (tg) = exp |: = (E;(LO) E( ))tl + 7(E£0) _ Ez(/O))tQ:| .

Usando la ecuacién (2.4), cancelando los términos proporcionales a n y fac-
torizando tenemos

(0D, () = exp [mm o)t (p— ptal

WA Zv [(GF) — BNty + (GY) - G(y’fﬂ)tgﬂ :

donde hemos usado las definiciones para d y wy.

Si en esta ecuacién hacemos

Ayp = exp2mi[(u — p)t1 + (p — p)ta]],
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Gr(t) = [(GF) — Gt + (GY) — GUts]

podemos escribir el promedio de (2.14), como

np(t)es , (t2) =
/ H 1 ((v,(«’f)) + 2iwr o3 Xk: v,(«B,)Gr(t)> dvy
Uﬁ \/ 27 s r=0 ’ ’

agz{l st f=2 (2.15)

donde

2 si =1

Completando cuadrados en el exponente para vm« )2

k
(tl)E)‘ (tQ) (Aupexp[l(wk/\ag QZ Gk 2})

r—=

(Ug\/% H/ deexp

Si hacemos el cambio de variable

—_

k 2
('Uié) +iwgAog Y vﬁf?r)Gr(t)) ]) .
r=0

k
Tpp = U(ﬁ) + iwrAog Z vﬁ'g)Gr(t),
r=0

la integral en el segundo paréntesis es la integral Gaussiana, cuyo resultado
es 1. Luego

C1(wpros)? 30 (R —Gtk) ) _ )
eh (t)ed, (t2) = (eww—p)(tl_m)l) 2(rdop)” 2 (Grr=CorltiH(Gpr=Gurltal?

Haciendo un desarrollo en serie respecto a A, el promedio sobre los coefi-
cientes que son funciones de t finalmente nos queda

(751) (tg) (e 2Tri[(u—p)(t1—tz)]>

k "
(1  Nados)? SIEE - GEty + (@R) - a2 + 0<A4>).

r=0
(2.16)
La segunda expresién en (2.13) toma la forma
(I Vi(8) o) ol Vie(8) Z Z R AN

r17#s1 roF#ts
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Usando la contracciéon de Wick (ver Apéndice E de [1]) el promedio sobre
los elementos del ensemble se puede escribir como

vf(‘/i)ﬁ U7(“§,)82 = U%(5T1782581,T2 + 5,37167”177’2581,52)' (2.17)

De aqui en adelante por simplicidad, nos restringiremos al caso en que g = 2.

Para el caso de 8 = 1 se obtienen resultados cualitativamente similares a los

aqui descritos [2]. Usando (2.12) y la definicién para GELk,), tenemos

(Ve (2)1p) ol Vi (2) ) =

k k
k k k k
Z Z [GEL,'E'I Gf(J;glGl(szzGI(J;gz]l/Q(M - 7‘1|p - 81><p - TQ‘V - 52> 5r1,52551,r2,

T1#£81 T2F#52

usando (2.17)

(Vi) (Vi (2)lr) =

k
k k k k
DGR GELGELGEL 2 (= rlp = s1)(p — silv —11) -
T17£S1

Esta ultima expresién se hace cero a menos que u — r; = p — s1, entonces
podemos reemplazar u — 1 en el segundo bracket y asi obtener

(V@) o) (Vi (2)V) = GE)Suws (2.18)

donde

G/fm Gé’fﬁl (w—r1lp—s1) = gL(L’f[))_

Usando (2.16) y (2.18) en la ecuacién para la amplitud de fidelidad (2.9),
tenemos

2

w )\2 t t1 i B
P =1- = /O dty /O dty Y (e2rill=)th=tl)gh)5,
B p

La expresion anterior es diferente de cero sélo si u = v; donde se ha usado
|Au|? ~ 1/N, siendo N = n+1 la dimensién del espacio de Hilbert; y donde
hemos despreciado los términos proporcionales a A\? en la ecuacién (2.16).
Si resolvemos las integrales obtenemos una expresién para la amplitud de la
fidelidad

W22 1
S B T

142mi(p—p)t—e 2 =Pt (2.19)
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La fidelidad se calcula como el médulo al cuadrado de (2.19)

P () =1- 2“)]’?2 S g ! _[;‘;S([z”_(”p if Mooy, @)

La ecuacién anterior da una aproximacién de la fidelidad a segundo orden
en A. Nétese que esta expresiéon es el modulo al cuadrado del promedio de la
amplitud de fidelidad. En la figura (2.1) podemos apreciar el comportamien-
to de la fidelidad, ecuacién (2.20), para el modelo de ensembles anidados de
matrices aleatorias de k-cuerpos.

HFEp

log (1 —(F(t))

_20 | | | I | | | | l
-4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

log(t)

Figura 2.1: Fidelidad para f =1, n = 512 bosones, A\=1x 1076 y k =2

Una de las caracteristicas més interesantes que podemos apreciar en la figu-
ra, es lo que se conoce como el congelamiento de la fidelidad, es decir cuando
la fidelidad toma un valor constante por un periodo de tiempo suficiente-
mente largo [2]. Si tomamos el minimo valor de la fidelidad mientras hay con-
gelamiento, entonces podemos escribir una estimacién para el congelamiento

de la fidelidad
w%)@og

m2(n+1)

gfff}, 2.21
2 T o 220

donde hemos incluido nuevamente la varianza og. Como se dijo en la intro-
duccién, este fenémeno ocurre cuando, entre otros, la parte diagonal de la

F,=1
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perturbacién es idénticamente cero [5, 6]. Un rapido vistazo a las ecuaciones
(2.1) y (2.3) nos muestran que este sistema cumple con dicha condicién;
luego el congelamiento de la fidelidad aparece.

2.2. Fidelidad a cuarto orden para el modelo de
los ensembles anidados

Tal y como se vié en la seccién anterior, el BEE(k) satisface las condiciones
para que la fidelidad se congele. Para estimar el tiempo que ésta dura con-
gelada, que llamaremos ending time t., es necesario calcular la fidelidad a
cuarto orden en la perturbacién [3]. Esto se hace tomando los siguientes
términos en la serie de Dyson. Si hacemos esto, la ecuacién (2.9) se modifica
de la siguiente manera

0 =1—iwA Y Az a, /dtl Ve () )

o,V

t1
—(wi)) ZA*A /dtl/ dty (u|VE (t0)VE (t2)|v)

t1 to
i) S A%A, /0 dty /0 dt /0 dts (VP (V] (t2)V] (t3)0)
L,V

t t1 to t3
) S AnA, /0 dty /0 it /0 dts /0 dts (VP )V )V )V (t)l).
L,V
(2.22)

Nuevamente el término de primer orden y todos los términos con potencias
impares en A son idénticamente cero, ya que la distribuciéon es Gaussiana
y por lo tanto su primer momento es cero. Esto significa que solamente el
segundo y el cuarto orden en A sobreviven. Tal y como hicimos en la seccion
2.1, introducimos las relaciones de completez y el integrando del tltimo
término de (2.22) lo escribimos como

(lVE )V () V() VE (o)) = > e (t2)ed - (t3)e , (ta)

p;0,T

(Vi (B) o) (p[Vie(B)|o) (o[ Vi (B) ) (T |Vi(B) ).
(2.23)
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El primer factor lo obtenemos haciendo un céalculo similar al que hicimos
para obtener (2.16)

np(t)en o (t2)ed - (t3)e2 , (ta) =
[e 2m’[<u—p>t1+<p—a>t2+<a—T>t3+<T—u>t41} %

k
[1 — —(wpAag)? Z[ Nt + (G — GE)ta +

%
Il
=)

Para la segunda parte de (2.23) tenemos

(Vi ()]0 (p|Vi(B)| o) (o[ Vi (B) | ) (T Vi (B) [v) =
k k k

> 2 Z > (G, GG, G, G, G, G, G2
2752 Ta s Tas

<M —11lp — s1){p — ro|o — so) (o — r3|T — s3) (T — 4|V — 54),
(2.25)

nuevamente para 3 = 2 tenemos para los elementos de matriz

OO RNC R
1,52

Ury,s1Ura,s2Urz,s3Vrq,s4 =

+ 57‘1 ,S4 68477“2 51”2 »S3 652 T3 ) .

51,72 57“3784 553 T4 + 51”1 »S3 681 T3 57“2 54 552 T4

(2.26)

Siguiendo un proceso similar al descrito para el segundo orden, obtenemos
para el segundo factor de la ecuacién (2.23)

Wl = Z (e 27ri[(u—p)(t1—t2)+(l/—‘r)(t3—t4)]> gﬁkggﬁ I

p,T

S (e2riltun—tsio=otata)) GG 1

P,
Z (e 27ri[(,u,fp)t1+(pfa')t2+(0‘*7')t3+(T*V)t4]) foﬁ;f S
0,0,T

(2.27)
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donde

WTT = Z Z G(k G(k GE) k) k) k)

Pyr3 PTz g,rq4 — 0,73 T T,T1

) G2
T1FT3 TaF Ty (2.28)

(uw—r1lp —1r3)(o —r3|T — ra) (T — ralv — ro).
Reemplazando (2.24) y (2.27) en (2.22) la amplitud de fidelidad para cuarto
orden nos queda:

N t t1
f>(\4) (t) —1_ (w;;\?\)2 ngb]f;))fdh fdtz (6 27ri[(lt—/))(t1_t2)])

Hop 0

(kaUB) Z g k)B(k fdtl J‘dt (e 2mi[(p—p)(t1— tz)]) (tl _ t2>2

1
+(wk/1\\75) > g#ﬂ #detl fdt2 fdt3 fdt4 (e QM[(“_p)(tl_t2)+(V_T)(t3_t4)])

P T
ty
wk)\a(f) Z gkag ,r()lfgfdtlfdt2fdt3fdt4 (6 2mi[(u—p)(t1—ta)+(p—0)(ts— t4)])
10,0

+(wk)]\\7ﬁ)4 E ngq-fdtljdtQIdt3fdt4 (6 Qﬂi[(u—p)tl+(p—0’)t2(0’—7’)t3+(7’—#)t4])’
105057
(2.29)

donde hemos usado |A,|* ~ 1/N y se han considerado los términos propor-
cionales a A\? en (2.24). Ademas hemos definido

k
5= 0

r=0

?v

(2.30)

b/\

Haciendo las integrales en (2.22), se obtiene la amplitud de la fidelidad a
cuarto orden. Esta expresion se puede consultar en el apéndice A. Dado que
nuestro interes principal es estimar el ending time, para ello tendremos en
cuenta Unicamente a aquellos términos que son los dominantes a tiempos
largos, que para este caso resultan ser proporcionales a t2. Por lo tanto, una
expresion aproximada para el cuarto orden de la amplitud de la fidelidad
puede escribirse como

n

(wrV)? (+) [1+ 2mi(p — p)t — e 2mllnp)]

N %F07 27 (n = p)I?

£ ) ~

(2.31)

f\
>/
\_/
3
~
[\
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La fidelidad se obtiene calculando el médulo al cuadrado de la amplitud de

la fidelidad, es decir F ’ f)\ , luego
@) wk)\ [1 — cos[2m(p — p)t]
o= Zog e~ )P
)\ or , (2.32)
gHg® )
ZO o9 o) — )~ 7)

El ending time t. puede ser estimado si comparamos los coeficientes domi-
nantes, a tiempos largos, para el segundo y cuarto orden [3]; ignorando los
términos que van como N2, y donde por generalidad hemos introducido
nuevamente la varianza og.

n

Wk)‘aﬂ Z gup

—  Segundo orden

wrrs) - ol
- N@2n)? i—pu—n — Cuartoorden
M7p77—:0

Definimos el ending time como la razén entre los coeficientes anteriores, si
estos se aproximan a la unidad

(wrAog)* GiGL
N(2m)? e (u—p)(p—)

wk)\ag Z gfﬁ,))
[(u—p))?

matt'z‘ =

Si escribimos explicitamente la suma del término de orden cuarto,
n

gk & 6 & g
Z( )_ZZ( *)z_:(

H,0,7=0 . p)('u 1=0 p=0 H=P =0 Mf’r)

es posible notar que la suma sobre p es igual a la suma sobre 7. Despejando
para t. tenemos

1/2

donde pu #p (2.33)
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Esta ecuacién es uno de los resultados importantes de este trabajo. En [2]
se observé numéricamente que t. ~ A~!. Podemos ver entonces que (2.33)
estd en total acuerdo con lo obtenido en dicha referencia, ya que predice el
escalamiento observado.

2.3.

Comparacién del calculo perturbativo con simulacio-
nes numeéricas

El procedimiento seguido para hacer las simulaciones numéricas del modelo
fue el siguiente [9]: fijando los pardmetros n y A, se calcul6 el Hamiltoniano
de referencia Hg; después se hicieron 1000 realizaciones independientes del
Hamiltoniano Vk en donde los elementos del ensemble vﬁf) fueron escogidos
como miembros del GOE. Para cada realizacion se calculé la evolucién tem-
poral de un estado inicial aleatorio, lo cual permite obtener la amplitud de

la fidelidad para dicha realizacién. Luego se calculé el promedio de fy(¢).

Finalmente calculamos la fidelidad usando Fy(t) = |fx(2)]>.
OH ‘ Numérico | e
— — — Analitico (segundo orden
— — — Analitico (cuarto orden)

_5 - ’ .
___-10f ! 1
Y TR it Iy f' v
EL‘/ | | I “ I . | ‘\ ‘M ‘| | J #’“ '

| | i iy |,‘r ni'l I'l i i
- ‘ (RN ¥ I,I ” a 1: I;| I:‘: |
. I
) | ‘ e
| ! } o
y i
I I
|
|
-30 I T
1 1 1 1 1
-5 0 5 10 15
log(t)

Figura 2.2: Comparacion entre la prediccion analitica y el cdlculo numérico
para B=1,n=128, A=1x100yk=3
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En la figura (2.2) podemos apreciar el comportamiento tipico de la fidelidad,
usando el procedimiento numérico descrito anteriormente. Ahora podemos
usar la ecuacién (2.20) y (2.32) para hacer comparaciones entre el célculo
numérico y la prediccién analitica.

En la figura (2.2) podemos apreciar que tanto el cdlculo numérico como el
analitico presentan escencialmente las mismas caracteristicas importantes,
dependiendo del valor que toma la fidelidad a distintos tiempos.

Para tiempos menores que el tiempo de Heisenberg (¢ < tg), la fidelidad
decae cuadraticamente [6].

Para tiempos iguales al tiempo de Heisenberg(t = ty = 1), la fidelidad se
aproxima a la unidad, este comprotamiento es conocido como resurgimiento
de la fidelidad [2].

Para tiempos mayores que el tiempo de Heisenberg (¢, > t > tj7) observamos
que la fidelidad oscila y toma su valor minimo, de acuerdo con la ecuacion
(2.21); es decir el decaimiento de la fidelidad se congela.

Numéricamente podemos hacer una estimacién para el ending time y com-
pararla con la ecuacién (2.33). Este ending time numérico té"), se puede
estimar de la siguiente manera (ver figura (2.3)): del resultado numérico va-
mos a elegir los primeros 40 minimos (puntos verdes), que también nos dan
una estimacién para [, numérico; y de forma similar elegiremos 40 puntos
de la parte en la que la fidelidad decae cuadréticamente (puntos azul claro).
Luego hacemos un ajuste lineal para estos conjuntos de puntos (lineas roja

y magenta). Luego el t,(gn) estard dado como la interseccién de las dos rectas

by — b
-1 (2.34)

t(n) ,
¢ alp — ag

donde b1, by son los puntos de corte y ai, as las pendientes para las lineas
roja y magenta respectivamente.
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_57 -
= -10f 1
£
|
= RN ]
5 ”U”H A
_207 -
-25
%2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
log(t)
Figura 2.3: Estimacion numérica del ending time
O,

-10} _
log(tﬁ,,”)) — 9664 log(t.) = 9.678

log (1 —(F(t)))

T p
ﬂv*'{ﬁ"ﬂv !y

Wulw

5 \1
hi w

‘ iv‘: \ \:: |
1

Il

Figura 2.4: Comparacion numérica y analitica para el ending time. En esta
figura hemos usado B=1,n =128, A\=1x107% k=3
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Dado nuestro interés en comparar (2.33) y (2.34), graficamos estos valores
para el caso particular descrito en la figura (2.4). En dicha gréfica podemos
apreciar que existe un muy buen acuerdo entre el ending time numérico y
analitico; asi como en el F), numérico (linea cian) y el F, tedrico (linea negra)
dado por (2.21).

Ahora bien, queremos saber cual es la dependencia de t. respecto a n y k.
Por ejemplo si hacemos que el rango de la interaccion k, sea igual al niimero
de bosones, vemos que t. disminuye a medida que n aumenta; mientras que
para k = 3y k = 4 el ending time no depende escencialmente en del nimero
de bosones. Ver figuras (2.5) y (2.6).

x 10

0
T T
— © — Numérico

— 0

;;/Z’f_/,v S O

0 | | | | |

|
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

Figura 2.5: Ending time analitico (linea sdlida) y numérico (linea punteada)
como funcion del nimero de bosones para f =1, k =2 (azul), k =3 (rojo),
k=4 (verde), k =n (negro)
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T T
O n vst. (Analitico)
Ajuste

9.5

8.5

log(t.)

log (t.) = —0.52047 log (n) + log (10.048)

2 3 4 5 6 7
log (n)

Figura 2.6: Ajuste para el caso k =n

Esto ultimo se puede apreciar mejor en la figura (2.6), de donde es posible

apreciar que
te ocn /2 (2.35)

cuando k = n.



CAPITULO 3

DECAIMIENTO DE LA FIDELIDAD EN EL MODELO
DE BOSE-HUBBARD

En este capitulo estamos interesados en aplicar las mismas técnicas que
fueron usadas en el capitulo de las interacciones aleatorias, al modelo de
Bose-Hubbard.

3.1. Fidelidad a segundo orden para el modelo de
Bose-Hubbard

Como se vio en la introduccién, el modelo de Bose-Hubbard esta descrito por
el Hamiltoniano (1.7). Ahora calcularemos el decaimiento de la fidelidad para
el modelo de Bose-Hubbard, usando la serie de Dyson, de manera aniloga
a como lo hicimos en el capitulo anterior. Para ello escribimos (1.7) de la
forma Hpy = ﬁo + AV donde:

A . . Ur. . A

Hy=¢€1 11+ ¢ n2+§[n1(n1 —1)—|—n2(n2—1)}, (31)
N . . J R R N R
V== fala +aja) - 7 [(@h)?@)? + @)@ 32)

De aqui en adelante, haremos A = 1 y dado que consideraremos a .J, muy
pequeno lo tomaremos como el parametro de la perturbacion.

27
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De la misma forma como se hizo en el capitulo anterior, escribimos la am-
plitud de fidelidad a segundo orden como [1]

i\ [
2w=1-(3) [ atiiiv

SN 2 " t
+<2> / dty / dt (1o |V (£) Vi (t) o),

Vi(t) = Upny(—t) V U, (t) — Up,(t) = exp [—Zmﬁot}

(3.3)

donde

siendo Up, (t) el operador de evolucién temporal en la representacion de la
interaccién, Hy es el Hamiltoniano de referencia dado por (3.1) y [tp) un
estado inicial del sistema.

A diferencia del modelo de los ensembles anidados, Hy no es un ensem-
ble de Hamiltonianos. Mas atn, este Hamiltoniano puede considerarse como
una realizacién especifica del ensemble de Hamiltonianos dados por (2.2),
relaciondandose de esta manera el modelo de los BEE(k) y el modelo de Bose-
Hubbard.

Usamos la misma base de ocupacién de ntimero que en el modelo de los
BEE(k), satisfaciéndose las mismas condiciones que en el caso anterior (Hy

diagonal y parte diagonal de V idénticamente cero). El estado inicial del
sistema puede escribirse como

Wo) =D Aul), = ) =l — p). (3.4)

Haciendo uso del operador de evolucién temporal, la amplitud de fidelidad
a segundo orden para el modelo de Bose-Hubbard se escribe como

( ) ZA Au,zgupgpu/t/ dtl/ tye %E(O) B4) o (5 7))

donde hemos aplicando el operador Up,(—t) al bra (u| y Up,(t) al ket |v),

obteniendo ©0)  (0)
i (g By
O e P
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(0)

siendo F},” son los eigenvalores de Ho, y donde hemos definido
A ata J2 [ 12,
guw = {ul-Ty @}z + adan] — T |(@h)* (@) + @) @2)?| v) . (35)
Si medimos el tiempo en unidades del tiempo de Heisenberg ty = 2%71, siendo

d el espaciamiento promedio de niveles de Hy, entonces tty = t/, y hacemos
el cambio de variable, tenemos

t = aht’ a=

Por otro lado, si definimos

Q= -t (3.6)
t .
1W[t,Q,,] = (ia) / dt, e (19Shuvts), (3.7)
0
t tl . .
120t,9Q,,,Q,,] = (ia)? / dit, / dty e (19upts) ¢ (aput2) (3.8)
0 0

podemos obtener una expresién que nos permite calcular la amplitud de la
fidelidad a segundo orden para el modelo de Bose-Hubbard

A —1—ZA* v G TV [, Q0]

(3.9)
+ZA*A Z Gup9pv L t QH pr$p, v]-

Para simplificar esta ecuacién debemos calcular los eigenvalores de Hy. Esto
lo hacemos usando la ecuaciéon de Schrédinger para el sistema de referencia
y la base de ocupacién de nimero

Holp,n — p) = €1 fulp,n — p) + ez folp,n — 1)
Ur. . A
+5[n1(n1—1)+n2(n2—1) |, n — )

Usando las definiciones usuales para los operadores de creacién y aniquilacién,
y observando que la expresién para la energia es cuadrética en p escribimos
los eigenvalores Hy como

A=U
EQ =A> +Bu+ By B=e —e—Un (3.10)

U
E0262n+7n(n—1),
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Ahora podemos darle un vistazo al espectro del Hamiltoniano no perturbado.
Para ello conviene mostrar como funciona la base de niimero de ocupacion.
Supongamos que tenemos un sistema de 4 bosones confinados en un doble
pozo. (Ver figura 1.1). Existen 5 formas diferentes en las cuales los bosones
del sistema se puede distribuir

) = |p,m — )
0) = 10,4)
)= 11,3)
2) = 12,2)
3)=13,1)
[4) = 14,0)

Esto es 0 bosones en el primer pozo, 4 en el segundo; 1 boson en el primer
pozo, 3 en el segundo; . ..etc. Luego i es el nimero de bosones (estado de
ocupacién) que se encuentran en el primer pozo. Como el niimero de bosones
se conserva, una vez dado n, es trivial conocer cuantos bosones hay en el

segundo pozo

E£©)

n

Energia

Estado de ocupacion

0

Figura 3.1: Espectro de energias no degenerado de Hy. n es el nimero total
de bosones del sistema

En la figura (3.1) se puede apreciar de forma esquemédtica cémo se dis-
tribuyen los estados de ocupaciéon con respecto a la energia. La forma de
pardbola del espectro es debida a la forma cuadratica de la ecuacién para

E,(LO), ecuacién (3.10).
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Es importante notar que el espectro de IEIO puede estar o no degenerado, y
que esta situacién dependerd fundamentalmente de los valores que tome n,
U, €1 y €2. A menos que se indique lo contrario, de acd en adelante haremos
que n =101, U = 1 y cambiaremos seglin sea necesario €; y €s, para romper
o no la degeneracion del espectro.

Una vez calculados los eigenvalores (3.10), podemos obtener las frecuencias
(3.6) en términos de Ay B

Quy =[A(p+v) + Bl(p—v), (3.11)

v el espaciamiento promedio entre niveles

- 1
i=- (BQ.. —ED.). (3.12)
donde E,S?Zaz y E;(z?,)“n son el valor més grande y més pequeno de la energia
respectivamente.

Tomaremos ahora como estados iniciales a los eigenestados de Hy. Adicional-
mente de aqui en adelante haremos Jo = 0 por simplicidad, ya que incluir
términos de este tipo introduce complicaciones en las expresiones a obtener.
Dicho esto vemos entonces que las tnicas contribuciones de (3.9) que no se
anulan son aquéllas en lasque v=p+1yv=pu+2.

f}?) (t) =1- Zg,u,,u—l-l A;A“+1I(1)[t; Q,u,u—l] + 9up—1 AZAu—II(l)[t; Q,u,,u—l]
I

"’Z [Qu,;ﬂrl Ju41,pu+2 A;Auﬂ e [t Q15 Q1 2]
"
t9u,p+1 Jutip A;AM e [t Q15 Qpt1,4]

t9up—1 Gu—1,u A;AM e [t Q=15 Qp—1,]

t 91 Ju—1,u-2 A;Auﬂ 1 (5 Q=15 Qu—1,p—2]

Si elegimos el eigenestado [1g) = €*®|m), donde ahora m es un estado de
ocupacién dado y ¢ es una fase arbitraria; entonces A, = eiqﬁ&%m.

rdan nicion par uacién (3.5), vemos qu xpresion
Recordando la definicién para g, ,,, ecuacién (3.5), vemos que esta expresio
puede considerarse como el operador que mueve uno o dos bosones entre
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los pozos, cambiando el estado de ocupacién del sistema de |u) al estado
|v). Dicho esto, solo aquellos términos en los que el sistema va del estado
|m) al estado |m £ 1) (y viceversa) son diferentes de cero, lo cual reduce la
amplitud de la fidelidad a una expresiéon mucho mas sencilla

ff) t)=1+ |Gmm1 PT Ot Q1 Qs 1,m)
+ |gm,m—1 ‘2](2) [t; Qm,m—lv Qm—l,m]] .

De la ecuacion (3.11) podemos ver que 2y, m+1 = —Qm+1,m. Ademads, usando
la definicién (3.8) tenemos que

t t1 )
fL(If) (t)=1-a? [ \9m,m+1|2/ dtl/ dty " @Stmm+1(t1—t2)
0 0

t t1 '
+ ‘gm,m—1‘2/ dtl/ dty e’Lan,m,—l(tl—tQ):|.
0 0

Si suponemos que el espectro de Hp no es degenerado, es decir £, 41 # 0,
e integrando la ecuacién anterior, tenemos como resultado

(3.13)

|2 1 — etafdm mr1(t1—t2) + iaﬂm,m+1t

GQan,m-i-l (3 14)
e10hm,m—1(t1—t2) 4 1am, m—1t] '

fﬁ) (t)=1- a’ [|9m,m+1

2 1-—
+|gm,m—1 ’ 202
m,m—1

Para encontrar la fidelidad usamos (2.7), es decir, calculamos el médulo
cuadrado de f}?) (t) como

FP(t) =1 -2Re[fP(1)].

Esto nos da como resultado

2 1 — cos(afdm m+1t) 1 — cos(afdmm—1t)
F}l)(t) =1-2 |:|gm7m+1‘2 QQ L + ‘gm,m—1|2 CLZQQ == ’
m,m-+1 m,m—1
usando . 5 )
sin?(z) = —cc2)s(a:) sinc(x) = M,
x

podemos escribir finalmente la fidelidad a segundo orden para el modelo de
Bose-Hubbard

F}f) () =1 (at)? [(gm,m+1 sinc (%»2 N (gm’mfl sinc (W»?] .
(3.15)
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3.2. Fidelidad a cuarto orden para el modelo de
Bose-Hubbard

De forma similar a como se hizo en la seccién anterior, podemos calcular
la fidelidad para el cuarto orden en la perturbacién. Para ello es necesario
incluir términos adicionales en la serie de Dyson

4 { *
=1~ 7 > g AL AT [0
uv
1 x
2 Z AuA,, Z up Gpv 1 [t5 Qup, Qpu ]
v p
3
? *
hd Z A Ay Z Gup Gpo Gou T [t Dy, oo, Vo]
1% po

1 *
+ﬁ Z AMAV Z up Gpo Jor Grv 1(4) [t7 QHP? QPU> QG’T? QTU]'
1224 poT
(3.16)

Nuevamente, tomamos un eigenestado de Hy como estado inicial, de la mis-
ma forma que en el caso anterior, son diferentes de cero solo aquellos térmi-
nos relacionados con el cambio de estado de sistema de m a m 4 2, a través
de m £ 1, que resultan ser en este caso términos del cuarto orden

f4 = ’gm,m—l ‘2 ’gm,m—&—l ‘21(4) [t; Qm,m—ly Qm—l,ma Qm,m—i—la Qm—l—l,m]

+‘gm,m+1 ‘2 ‘gm+1,m+2‘21(4) [t§ Qm,m—l—h Qm+1,m+27 Qm+27m+17 Qm+1,m]
"Hgm,m—l ‘2|gm,m—1 ‘21(4) [t; Qm,m—la Qm—l,ma Qm,m—h Qm—l,m]
+|gm,m+1 ‘2|gm,m+1 ‘2](4) [t; Qm,m+17 Qm+1,ma Qm,erl’ Qm+1,m]
‘Hgm,mfl |2 ‘gmfl,mf2|21(4) [t; Qm,mfly mel,m727 meQ,mfly mel,m]

+‘gm,m+1 |2‘gm,m71 |21(4) [t; Qm,m+17 Qerl,ma Qm,mfla mel,m] ] ,

(3.17)

donde
1(4) [t§ Qupa me Qor, Qru] =

t th Lo t3 , , , , (3.18)
(ia)4/ dtl/ dtg/ dts dty eStmetigiflpatz oiQorts (ilruta
0 0 0 0
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La expresién para la amplitud de fidelidad dependera fundamentalmente de
la degeneracién del espectro de Hy. Esto es, la integral () [ -] tendra dife-
rentes resultados dependiendo si las frecuencias €2 son o no diferentes de cero.

Como veremos més adelante, la expresién que se obtiene para f(t) con la
teoria de perturbaciones tendra consecuencias importantes cuando el espec-
tro sea degenerado.

Por el momento, supongamos que todas las frecuencias son distintas de
cero. Calculando las integrales en (3.17) y usando (2.7), podemos escribir la
fidelidad a cuarto orden como

Fy(t) = 2Re(£)) + 2Re(f2) + 1157 151, (3.19)

donde 2 Re( f{g?) es la ecuacién que obtuvimos en (3.15). Para los otros dos
términos de la anterior ecuacién existen expresiones que por simplicidad no
escribiremos aqui (ver el apéndice para la ecuacién completa de F(t)). De
(3.15) tomaremos tinicamente aquellos términos que son proporcionales a t2
en f4. Esto lo hacemos por dos razones: la primera, estamos interesados en
el comportamiento de F'(t) a tiempos largos. La segunda, el decaimiento de
la fidelidad es proporcional a 2. Por lo tanto, una expresién aproximada
para la fidelidad esta dada por

R )

2
+ (\gm,m_ﬂ sinc (%))

-9 (at)2 [|gm,m+1|2 + |gm,m12:|2
Qm,m—&—l Qm,m—l

(3.20)

En la figura (3.2) hacemos una comparacién entre la expresién completa
para la fidelidad a cuarto orden (3.19) (ver apéndice), y la aproximacién
dada por la ecuacién (3.20). De ella concluimos que aquéllos términos que
no son proporcionales a t? pueden suponerse bastante pequefios en compara-
cién con los términos de orden 2 y con los que son proporcionales a t2, y
por lo tanto pueden ignorarse. Esto nos asegura que (3.20) es una buena

aproximacion de Fﬁ) (1).



CAPITULO 3. FIDELIDAD EN EL MODELO DE BOSE-HUBBARD 35

T
Fidelidad

_1[| — — — Fidelidad aproximada

log(1 — F(t))

log(t)

Figura 3.2: Comparacion entre la fidelidad (negra) y aprozimacion para la
misma (roja)

3.3. Comparacién del modelo de Bose-Hubbard
con simulaciones numéricas

Dado que podemos considerar al modelo de Bose-Hubbard como una
realizacién del BEE(k), es sencillo adaptar el programa que calculaba numéri-
camente la fidelidad en el modelo de los ensembles anidados para ahora cal-
cular numéricamente la fidelidad en el modelo de Bose-Hubbard. Es entonces
natural querer comparar ecuacioén (3.19) con las simulaciones numéricas.

El problema ahora radica en que las ecuaciones (3.19) y (3.20) no son expre-
siones generales, por el contrario son validas inicamente cuando el espectro
de Hy no es degenerado.
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Ya que la forma funcional de la fidelidad cambia con los pardmetros del
modelo, una expresién para Fj, (t) va a depender de la eleccién de la altura
de los pozos (€1 y €2), U y n, ya que estos pardametros definen si el espectro
es o no degenerado.

Por ejemplo, en la expresion (3.8)

t t . .
1@, Qpups Qo] = (ia)Q/ dty dty € 19%ett) g (0 vt2)
0 0

vemos que si hay degeneracion en el espectro, es decir si alguna de las fre-
cuencias €2, , = 0; entonces en la amplitud de la fidelidad aparecen términos
proporcionales a ¢t. De forma analoga, cuando las dos frecuencias son cero,
aparecen entonces términos que son proporcionales a t?. Cosas similares
suceden para las integrales de la forma I®[. - -].

Debemos entonces encontrar expresiones para la fidelidad, anédlogas a (3.20),
para los casos en los que el espectro es degenerado. Para ello es conveniente
hallar una expresién que relacione €; con €2. La més sencilla es cuando
€1 = €3 = 0, que nos genera un espectro como el de la figura (3.5).

Una expresién més general se obtiene si igualamos a cero (3.11) y usando
(3.10) obtenemos

€1 —ea=Un— (p+v), (3.21)
Una vez dado el valor de ¢; podemos encontrar un €5 que hace que el es-
pectro tenga degeneraciones. Cualquier otra combinacién diferente a las ex-

presadas anteriormente producirdn un espectro de energias no degenerado,
para el cual la ecuacién (3.20) es correcta.

Dicho lo anterior sobre el espectro, vamos a analizar tres casos que son de
interés.

3.3.1. Espectro no degenerado

El primer caso que analizaremos es cuando elegimos €1 y €2 de tal forma que
el espectro de Hy no esté degenerado. Ver figura (3.1).
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log(1 — F(1))

10

10

10

10

10

10

10

10"

n=101J;=1x107* J,

T
| — Numérico
— — — Analitico

=0U=1

10

10 10 10 10

log(t)

Figura 3.3: Comparacidn entre la expresidn andlitica de la fidelidad y la simulacion
numérica. Hemos usado ¢, = 0.7618036, €3 = 0.9299698 y m = 52 como estado

inicial.

log(1 = F(t))

10" T
Ji=1x1072
J=1x10"3
|| h=1x10"
101 Ji=1x1075
— J=1x10"°
10° |
10° |
loflO N d
10,12 N
10’14 1 1 1 1 1 1
10 107 10° 10° 10" 10° 10° 10"

log(t)

Figura 3.4: Fidelidad para distintos valores de Ji. Hemos usado para este
caso €1 = 0.1618036, €5 = 0.3299698 y m = 30.
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En la figura (3.3) podemos obervar la comparacién entre la expresion
andlitica para la fidelidad, ecuacién (3.15) y su contraparte numérica. Puede
verse que el acuerdo entre las dos expresiones es muy bueno. Nétese que en
este caso la fidelidad permanece congelada por un lapso muy largo, y para
valores de t ~ 10'° no se observa decaimiento.

Lo anterior lo podemos apreciar en la figura (3.4), donde hemos graficado la
fidelidad para distintos valores de la perturbacion. Resultados similares se
obtienen para diferentes elecciones de los parametros del modelo de Bose-

Hubbard.

3.3.2. Espectro degenerado

El segundo caso de interés se presenta cuando el espectro es degenerado tal
y como se muestra en la figura (3.5)

) [ ]
Y ’
Y 1
1Y 1

1Y ’
(Y )
’

Al
Y U

A ’
\ 1
L] ® m+2
A ’
‘ ’
A} ’
. ’
A ’
A Y .
e ® m+l
A Y .
A Y .,
A Y .
AY .
A 4
. .
3 # m=52
\‘ l'
~§ 'O
T 2
m-1

Figura 3.5: Espectro de Hy. m = 52, n =101, €, =0 yea =1

En este caso en particular, elegimos un estado inicial (m) que se encuentra
contiguo al minimo de energia del sistema (m — 1). De esta figura podemos
observar que las frecuencias 2 m+1 # Qmm—1 7 Qmt1m+2 7 Qn—1,m—2 #
0. Luego la ecuacién (3.19) nos permite calcular la fidelidad.

En la figura (3.6) hacemos la comparacién entre la simulacién numérica y la
expresién analitica para distintos valores de la perturbacién. En ella pode-
mos ver que el acuerdo entre las dos es excelente.
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n=101e=0e&=1J=0U=1m=2>52

10 T T T T T T
Numérico K
— — — Analitico +\9
107 | S\//‘\/ ‘\Qﬁ 4
+
//\ Q/@ i
» +'\
g Xy <
: m
E I v/ s/
|
il I'l s/
mm.. mwumw Ve
MW mm.,m i

8 10

10° 10 10

log(t)
Figura 3.6: Comparacién entre la simulacion numérica y la expresion analitica para
distintos valores de J1. Hemos usado como estado inicial el eigenestado 52

n=101e=0e&=1J=0U=1m=70

T T T T T

—_— Numcuco
_¢ | L=—— — Analitico

10° | , 4

log(1 - F(t))

Figura 3.7: Comparacién entre la simulacion numérica y la expresion analitica para

distintos valores de J1. Hemos usado como estado inicial el eigenestado 70
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Noétese que para este caso, la fidelidad se congela durante un periodo de
tiempo, luego de éste, el sistema decae.

Si en lugar de elegir como estado inicial al estado m = 52 elegimos a cualquier
otro eigenestado, entonces el decaimiento de la fidelidad se congela por un
tiempo muy largo, siempre y cuando la perturbacion sea lo suficientemente
pequeiia, esto es para valores J; ~ 1074,

3.3.3. Cuando la teoria de perturbaciones falla...

Ahora veremos que existe al menos un caso para el cual la teoria de per-
turbaciones tal y como la hemos usado, es insuficiente para reproducir los
calculos numéricos. Veamos que sucede cuando, el espectro es degenerado
como en la figura (3.8).

Esta situacién corresponde a ;-1 m—2 = 0. De la ecuacién (3.17) vemos
que la quinta integral es de la forma

~Smm

Figura 3.8: Espectro de Hy. m = 92, n=101, €1 =0 yea =0
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n=101e¢,=0e=1J,=0U=1m=2>52

10° — 7§uriﬁljico ‘ ‘ T MI‘"W T y”\
nalitico I
10° | “
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Figura 3.9: Comparacion entre la fidelidad numérica, y la expresion dada
por (3.22) para diferentes valores de Jy.

Para este caso una expresion aproximada para la fidelidad puede escribirse
como

2 2
F}f) (t)~1- (at)2 [(gm’m+1 sinc (%)) + (Qm,mf1 sinc (%)) ]

2

|gmm+1|2 |gmm1|2> |gmm 1| |gm 1,m— 2|2

2 : + : + cos(apmm—_1t) | ,
(@2 02 (@6hmanat)

m,m—1

—(at)?

(3.22)

De la figura (3.9) se puede observar que la serie de Dyson no reproduce las
caracteristicas del modelo de Bose-Hubbard cuando la perturbacion es del
orden de 107°.

A partir de este valor la expresion (3.22) solo es valida para tiempos menores
que t ~ 10* para J; = 1 x 107° y t ~ 10% para J; = 1 x 107, Esto
indica que la teoria de perturbaciones que hemos usado hasta el momento
no incorpora apropiadamente las caracteristicas del espectro, y por lo tanto
debemos buscar un método més apropiado para este tipo de sistemas.
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cAPITULO 4

ESTADOS COHERENTES

En este capitulo vamos a calcular numéricamente el decaimiento de la fi-
delidad en el modelo de Bose-Hubbard usando estados coherentes como es-
tados iniciales. Esto lo hacemos motivados por los trabajos de Gross et. al
[16] y Gati et.al [18] en los cuales se usan estados coherentes para estudiar
experimentalmente uniones de Josephson con gases ultrafrios e interferéme-
tros respectivamente. Tanto en uno como en otro experiemento, se utilizan
condensados de Bose-Einstein en un doble pozo, que como vimos puede ser
estudiado con el modelo de Bose Hubbard. Encontrar entonces cémo se rela-
cionan los diferentes parametros de este modelo entre si es de interés en estos
campos de investigacion.

De acuerdo con Glauber [19], los estados coherentes se pueden definir de tres
maneras. Sean |a) estados de un sistema cudntico, decimos entonces que son
estados coherentes si cumplen cualquiera de las siguientes definiciones

= Son eigenestados del operador de aniquilacion del oscilador arménico.
ala) = ala)
= Pueden obtenerse al aplicar el operador de desplazamiento D(«) sobre
el estado del vacio del oscilador arménico.
la) = D(a)|0), donde D(a)= explad—a*all.
= Son los estados cudnticos de minima incertidumbre

e = (3)

43
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Dichos estados tienen especial importancia en 6ptica cuantica y en la fisica
de laseres, asi como también en la descripcién de la superfluidez y la fisica
de los condensados de Bose-Einstein. Es justamente en este tultimo tema
donde los estados coherentes se han usado para medir experimentalmente el
numero de bosones condensados.

Por ejemplo, para los condensados de Bose-Einstein en un pozo doble, el
valor esperado de la perturbacién estd directamente relacionado con la
diferencia de poblacién relativa [16]. Esto significa que para el modelo de

Bose-Hubbard los eigenestados de Hy resultan ser estados coherentes de la
forma

) = A(a +ab)"|0,0) ,
donde n es el nimero de bosones del sistema y A una constante de norma-

lizacién. De acuerdo con [18], al aplicar el operador de evolucién temporal

A

U(t) al estado |1), éste adquiere una fase relativa ¢.
) = A(a] +e*af)"|0,0).

Ahora, usando el binomio de Newton, tenemos que

n
—A i(n—s)o T\ fys/at (n—s) 0.0).
=3 et ({)@hrah oo
De la definicion del operador de creacion es posible ver que

n . 1/2
@iy = (Vo) e

luego

) = A it (7 [s!(n — s)1]M/2|s,m — s).
(1)

| s .
v es facil ver

Si usamos la definicién del coeficiente binomial (Z) = s

que la anterior expresién se escribe como
no n 1/2
W) = (n)2AN e“"—sw( ) |s,n — s).
s
s=0

Con esta expresién podemos calcular (¢[1)) y obtener la constante de nor-

malizacién A )

© [nl2n]1/2’
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donde hemos usado Y (Z) = 2". Entonces un estado coherente para un
condensado de Bose-Einstein en un doble pozo lo escribimos
LS s ()
_ i(n—s)o _
1) CORE Zoe (S> |s,n — s) (4.1)
s=l

4.1. Decaimiento de la fidelidad y estados coherentes

Usaremos ahora los estados coherentes (4.1) como estados iniciales de Hy
para calcular numéricamente el decaimiento de la fidelidad en el modelo de
Bose-Hubbard.

La primera diferencia con respecto al caso estudiado en el capitulo ante-
rior (eigenestados como estados iniciales) es que ahora tenemos un nuevo
parametro: la fase relativa ¢. Queremos ver como se comporta F(t) para
diferentes valores de ¢, €1 y €s.
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Figura 4.1: Decaimiento de la fidelidad para distintos valores de ¢. Las
figuras inferiores izquierda y derecha son ampliaciones de los recuadros negro
y rojo respectivamente, pero en escala lineal.



46 CAPITULO 4. ESTADOS COHERENTES

n=101e=0e&=0J=1x100 L =0U=1

100 T T T T T M T T T
= s ]
& 10
|
=
iﬁo 10710 |
il P | il 1 - Ll
10° 10" 10 10° 10* 10° 10°
log(t)
x10™% x10”
56 1.2
1.15
< 54 =
& g U
[ [
L 1108
1
5
2 2.1 2.2 2.3 2.4 6770 6770.1 67702 6770.3 6770.4

t

Figura 4.2: Decaimiento de la fidelidad para distintos valores de ¢. Las figuras
inferiores izquierda y derecha son ampliaciones de los recuadros negro y rojo res-

pectivamente, pero en escala lineal.
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Figura 4.3: Decaimiento de la fidelidad para distintos valores de ¢. Las figuras

inferiores izquierda y derecha son ampliaciones de los recuadros megro y rojo res-

pectivamente, pero en escala lineal.
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De las figuras (4.1) a (4.3), podemos obervar que el comportamiento de la
fidelidad es globalmente el mismo para cada una de las fases, es decir, los
valores de el congelamiento y el ending time no presentan cambios significa-
tivos. Una inspeccion a distintos tiempos y en escala lineal, muestra que la
fidelidad se comporta de forma muy similiar para cada una de las fases.

Como se muestra en [18], la fase relativa ¢ estd estrechamente relacionada
con la diferencia del nimero de bosones en cada uno de los pozos. Esta
diferencia se conoce como el desbalance poblacional. Dado que para tiempos
cortos la fidelidad es diferente para distintos valores de ¢, entonces podria
usarse F'(t) para medir dicho desbalance.

Nos concentraremos ahora en analizar por separado cada una de las configu-
raciones del espectro que definimos en el capitulo 3. (Ver figura (4.4)). Estu-
diaremos entonces cémo se comporta la fidelidad para distintos parametros
del modelo de Bose-Hubbard, tales como el congelamiento de la fidelidad,
Ffreeze, €l ending time, t., la perturbacién J, y el nimero de bosones n.

a b c
e . D, oY o

Figura 4.4: a) Caso 1 (e1 = 0.7, €2 = 0.9). b) Caso 2 (e1 = 0, €2 = 1). c¢) Caso 3 (e1 = 0,
e2=0.)

4.1.1. Espectro no degenerado. (Caso 1)

Hasta el momento no habiamos tomado en cuenta al parametro de pertur-
bacién que mueve dos cuerpos Jo. Dado que los estados coherentes pueden
ser mas interesantes que los eigenestados, incluiremos de ahora en adelante
en nuestro andlisis el efecto que tiene sobre el sistema el hecho de que puedan
tunelar dos particulas.

Para ello graficamos 1 — F'(t) como funcién del tiempo de Heisenberg. En
la figura (4.5) podemos ver que tanto el congelamiento de la fidelidad como
el ending time no se ven afectados por el hecho de que exista o no Js. Sin
embargo se observa un cambio en Fypee.e ¥ te cuando J; =0y Jo # 0.
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Figura 4.5: Decaimiento de la fidelidad para distintas perturbaciones.
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De forma similar a como se hizo en el capitulo 2, podemos estimar numéri-
camente Ffreeze. Esto nos permite estimar como escala este parametro con
distintos valores de la perturbacién. De la figura (4.6) vemos como el ajuste
de los datos obtenidos nos permite afirmar que

1 — Fpreese < J72. (4.2)

Ahora bien, si queremos encontrar la relacién que existe entre el decaimiento
de la fidelidad y el nimero de particulas, graficamos 1 — F'(t) como funcién
de t para distintos valores n.

En la figura (4.7), claramente se observa que el fidelity freeze depende del
nimero de particulas del sistema. Si queremos saber como escala este com-
portamiento, graficamos el logaritmo de (1 — Ffreeze) como funcién del
nimero de bosones para diferentes valores de la perturbacion, y hacemos
los respectivos ajustes. Figura (4.8).
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Figura 4.7: Decaimiento de la fidelidad para distintos valores del nimero de
bosones del sistema.
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Figura 4.8: Congelamiento de la fidelidad para distintos valores de n

De la figura (4.8) vemos que el congelamiento de la fidelidad se ve afectado
por la presencia de términos en el tunelaje de una o dos particulas. Esto
puede puede resumirse de la siguiente manera

- Ffreeze o8 n3/2 — J1 7é 0 5 Jo =0 (43&)
1- Ffreeze X n7/2 — J1=0;J 7é 0 (4.3b)
Es importante resaltar que el comportamiento de Ffy ez €n términos de n

cambia de ser dominado por J; (n pequena) a ser dominado por Jo (n mds
grande). Este tipo de cambios podrian ser medidos experimentalemte.

Finalmente, en la figura (4.9) vemos cémo cambia el ending time como
funcién de Jy y Jo. Esto nos permite ver cémo escala t, como funcion de J;,
ver figura (4.10). Una vez hecho el ajuste, podemos apreciar que

te oc J ! (4.4)
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Figura 4.9: Decaimiento de la fidelidad para distintos valores de J1 y Ja.
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4.1.2. Espectro degenerado. (Caso 2)

Siguiendo el mismo esquema de la seccién anterior, veremos como se com-
porta Ffpee.e como funcién de la perturbacion, el nimero de bosones y el
ending time, como funcién de J,..

Lo primero que vemos es que cuando el espectro presenta la degeneracion
como la mostrada en la figura (4.4) b, el decaimiento de la fidelidad puede
depender de si el niimero de bosones del sistema es par o impar. En la figura
(4.11) vemos que el sistema se comporta cualitativamente igual, tanto para
n par como para n impar, cuando hay términos de tunelaje de uno y dos
bosones simultaneamente (lineas rojas)

e=06=1U=1¢=mn/4

Ji= 0 Jy=1x10"%
- — = =1x10"%  JL=1x10"
J=0

log(1 — F(1))
5

log(1 — (1))
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2 6 8 10

10* 10
log(t)

10 10 10

Figura 4.11: Decaimiento de la fidelidad para distintos valores de J. y n.
Numero de bosones impar (arriba). Numero de bosones par (abajo)

Por otro lado, cuando n es impar, el tunelamiento de dos particulas es mas
relevante que el tunelamiento de una sola. Esto se sigue tras oberservar que
las lineas roja y azul son esencialmente la misma. Lo cual indica que el sis-
tema se ve méas influenciado por la interaccién de dos cuerpos. Cuando n es
par, la situacion es justamente la opuesta, es decir es ahora la interaccion
de uno cuerpo la que es méas relevante que la de dos cuerpos.
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Figura 4.12: Freeze como funcion de Jy

Si tomamos un numero impar de bosones (n = 101), podemos estimar el
congelamiento de la fidelidad y encontrar cémo escala con respecto a a la
perturbacién (J; para este caso). En la figura (4.12) el ajuste nos permite

afirmar
1 — Fpreese < Ji (4.5)

Resultados equivalentes a (4.5) se encuentran si tomamos n par.

En cuanto a la relacién entre el nimero de particulas y el congelamiento
de la fidelidad podemos ver que si hacemos Ji, y Jo diferentes de cero, el
decaimiento de la fidelidad se ve cémo en la figura (4.13). En esta figura
hemos tomado a n par. Es importante notar que encuentra un resultado
similar al tomar n impar.

Ahora, podemos ver cémo escalan n (par) y Ffreeze entre si, figura (4.14)
(cuadrados negros). Como es de esperarse el comportamiento de n par, como
funcién de Ffpee.e s similar si hacemos o no Jy = 0. Esto lo podemos ver
claramente en la figura (4.14) (circulos rojos).
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Figura 4.13: Fidelidad para distinto numero de particulas
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Por otro lado, cuando J; = 0 y n es par, la fidelidad se congela para valores
mas pequenos en comparacioén con la figura (4.13).

Esto se puede apreciar en la figura (4.15) donde podemos ver a la fidelidad
como funcién de t para J; = 0y Jy = 1 x 1078, De esta figura podemos
estimar Ff eeze y hallar el escalamiento de esta cantidad como funcién de el
nimero de bosones , ver figura (4.16).
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Figura 4.16: 1 — Ffreeze como funcion de n

Una vez hechos los respectivos ajustes para las figuras (4.14) y (4.16), vemos
que

1- Ffreeze X 77,72/5 — Jl 7é 0 X JQ 7é 0 (46&)
1- Ffreeze X n7/2 - Ji=0 ; J2#0 (46b)

También de la figura (4.15), vemos que el ending time toma diferentes va-
lores al cambiar al nimero de bosones; por lo tanto podemos indagar sobre
como escala t. y n. Esto se ilustra en la figura (4.17).

Finalmente, de la figura (4.18) podemos ver como cambia el ending time
como funcién de Ji. Estos resultados los podemos resumir como sigue

te o J (4.7)

teocn ! (4.8)
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4.1.3. Espectro degenerado (Caso 3)

Cuando el espectro es como el de la figura (4.4) c), tenemos el caso opuesto al
descrito en la anterior seccién. Ahora los papeles se invierten y para cuando
n es impar, la interaccion de dos cuerpos parece ser mas importante que la
de un cuerpo; mientras que para n par es la interaccion de un cuerpo la mas
relevante, tal y como se aprecia en la figura (4.19).
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Figura 4.19: Decaimiento de la fidelidad para distintos valores de J, y n. Nidmero
de bosones impar (arriba). Numero de bosones par (abajo)

Si hacemos un anélisis similar al de la seccién anterior, es posible ver como
escala Ffrecze como funcién de Jo. Figura (4.21). De esta grafica es posible
concluir que

1 — Fpreese X J3 (4.9)
Luego, podemos obtener el congelamiento de la fidelidad en funcién de n.
Figura (4.22)

1 — Ffreeze 0 n3/? (4.10)
Finalmente tenemos el ending time en funcién de la perturbacion Jo. Figura

(4.23). De esta figura vemos
teoc Jy (4.11)
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Estos resultados son similares a los obtenidos para el caso 2 como se puede
ver al comparar las ecuacién (4.5) con (4.9), y (4.7) con (4.11). Esto es
debido a que existe una ambigiiedad al distinguir el caso 2 del caso 3. Dicha
ambigiiedad es debida al hecho de que elegimos a los parametros €1 y €5 para
cambiar la configuracién del espectro (recordar ecuacion (3.21) del capitulo
3). Bien podrian haberse dejado fija la altura de los pozos y distinguir las
diferentes configuraciones del esprectro mediante n par o impar, lo cual nos
habria llevado a los mismos resultados.
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CAPITULO b

CONCLUSIONES

En este trabajo calculamos expresiones para la fidelidad, tanto para el mode-
lo de los ensembles anidados de k cuerpos BEE(k), como para el modelo de
Bose-Hubbard.

En el capitulo 2 obtuvimos la fidelidad en el modelo de los ensembles anida-
dos de k cuerpos BEE(k), promediada sobre el ensemble a cuarto orden en
la perturbacién. De este calculo fue posible obtener una expresion analitica
para ending time, ecuacién (2.33)

- S1/2
n n gfl,k;))
V2 EO p;o (1—p)?
te = 5 donde pu #p (5.1)
wk)‘aﬂ n n gl(‘k;))
Eo pZ::O (n—p)

Esta expresion fue contrastada con simulaciones numéricas, ver figura (2.5),
en donde puede notarse que el acuerdo entre (5.1) y la simulacién numérica
es excelente. Dicho de otra manera, hemos encontrado la constante de pro-
porcionalidad de la relacién t. oc A™1, la cual habia sido observada numéri-
camente en [2].
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En el capitulo 3 se obtuvieron expresiones para la fidelidad en el modelo
de Bose-Hubbard. Dichas expresiones fueron comparadas con simulaciones
numéricas, siendo estas estimaciones buenas cuando ninguna de las frecuen-
cias definidas en (3.11) se anula, casos 1y 2.

En el capitulo 4 se usaron los estados coherentes para hacer simulaciones
numéricas que nos permitieron obtener algunos resultados interesantes.

Primero se investigé como cambia la fidelidad para las distintas fases y para
cada uno de los casos (no degenerado y degenerados); encontrandose que los
valores para el congelamiento de la fidelidad y el ending time no presentan
cambios de importancia a medida que variamos el valor de la fase realiva ¢.

También observamos como numéricamente, figura (4.8), hay un cambio en
la pendiente de la gréfica para el congelamiento de la fidelidad como fun-
cién del nimero de particulas. Dicho cambio de la pendiente nos permite ver
claramente como el comportamiento de el congelamiento de la fidelidad se ve
influenciado por la presencia de interacciones que mueven simultaneamente
dos cuerpos.

De igual forma encontramos distintos escalamientos entre los parametros del
modelo. Dichos escalamientos necesitan ser corroborados por una teoria de
perturbaciones que incluya de forma efectiva degeneracion del espectro .

De esta ultima conclusién podemos infererir que el paso a seguir es el de
implementar dicha teoria de perturbaciones y asi poder mejorar las expre-
siones para el decaimiento de la fidelidad para que sean correctas a tiempos
mas largos.



APENDICE A

I—EXPRESIONES PARA LA AMPLITUD DE LA
FIDELIDAD

En el presente apéndice vamos a escribir las expresiones para la amplitud de
la fidelidad, que por ser extensas, no incluimos en los respectivos capitulos.

A.1. Amplitud de la fidelidad para BEE(k)

La amplitud de la fidelidad para el modelo de los ensembles anidados puede
escribirse en forma general como (2.29)

t

t
f/gfl))\(t) =1— (Wk?\?ﬂ)z Zg;(fgfdtl fdtZ (6 Qﬂi[(ufp)(tlfh)])
' 0 0

(wm\tfﬁ) Z gﬂ ) (k) fdtl f dto (6 27ri[(u—p)(t1—t2)]) (tl _ t2)2
0

t oty g 4
+(Wk§\7ﬁ) S g lg’fgfdtlfdtzfd%fdm (e 2milli=p)(tr—t2) (v =) (ts—ta)])
1,7 0
(wiAog) k k) b btz ;
4 eege) g fdt fdtgfdtgfdt4 (e ZM[(u—p)(tl—t4)+(p—0)(t3—t4)])
uprf 0
t t

t ts

_i_(wk?\‘;rﬁ) S D,,ngdtlfdtgfdtgfdM (6 27ri[(u—p)t1+(p—a)t2(U—T)t3+(7'—u)t4])’
s30T

(A.1)

Haciendo las integrales en (A.1), y recordando las definiciones de gff}, (2.18),
Df,]fgﬁ (2.28) y B,(ﬁ,l (2.30), podemos escribir la amplitud de la fidelidad a
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cuarto orden como sigue:

(4) 1 (ka05)2 (wk)\O'g)4 _2
faat) =1 N A+ ~ 5 +C+D+E, (A.2)
donde
- Gt : 2ril(u—p)t]
A= 2 Br(p— )P [1 +2mi(p —p)t —e ] (A.3)

6(1—e 2ﬂi[(/t—p)t])

- Rr(u— )P
e (A.4)
+2i(2m) (1 — p)t(1+ 2> =P) 4 o (u — p)t)Pe >l p)”]
*) (k) 1 — e 2mil(k—p)t] B 1 — e 2mil(k—p)t]
N Z IRl [ 2 =P =7 Ca = —7)
2u—p—T)it B t2
@m)3(p—p)2(p—T7)* 20@2m)2*(k—p)(p—
(A.5)
*) (k) 1 — e 2mil(k—p)t] (0 —p) B 1 — e 27i(2u—p—o)t]
uer: og o l 2m)H(p—p)B(p—0)?  (2m)*p—p)2(p—2p+0)?
1+ e 2=, [i(27) (u — p)t — 1] it
@2m)*(u—p)3(p—o) (2m)3(p—p)*(p—2p+0)
(A.6)
1 — e 2mil(p—0o)i] 1 — e 2mil(n—p)t]
. ; oDP TI@m (u—0)?(p—o)o—7) @m*u—p)>(p—0o)oc—71)
1 — e 2mil(p—")t] it
e u—1P-T)o—7)  @m)3u—7)(u—p)(u- )]
(A7)

A.2. Amplitud de la fidelidad para Bose-Hubbard

Para el modelo de Bose-Hubbard, primero escribimos la amplitud de la fide-
lidad a cuarto orden, tomando como estados iniciales a eigenestados de Hy
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como .
P& =1+ fa+ fa, (A.8)

donde
f2 = [ ’97(7:,)m+1 ‘2‘[(2) [t7 Qm,m—i—la Qm-‘rl,m]

" 2@ (A.9)
—Hgm,m—l‘ I [t; Qm,m—h Qm—l,m]] 5

fi= [ |Gmm—1gmm1 T D[ Q1 Qon—1.ms Qormet 15 Qo 1,m)
+ |gmma1 |2|gm+1,m+2|21(4) [t Q15 Yt 1m425 Qmt2,m+ 1, Qb 1,m]
1 gmam—11Gmm—1 PTO0 Q-1 Q1m0 Qo1 Qo 1.m)
+ 1 gmmt1 21 Gmme1 PTOT Qo1 Qo t.ms Qmm 1, Qg 1,m)
+ |Gm,m—1 lz\gm—1,m—2|21(4) [t Qnm—15 Qm—1.m-2, Cm—2.m—1, Lm—1,m]

+ |gm,m+1 ’2‘gm,m—1 ’21(4) [t; Qm,m—s—la Qm—l—l,my Qm,m—la Qm—l,m]
(A.10)

Recordando las definiciones para I?)[---], (3.8) y I¥]---], (3.18), y usando
la siguiente convencién

Ql = Qm,erl

Q2 = Qm,mfl
Q3 = Qg1,m+2
Q= Qp1,m—2

tenemos entonces que la amplitud de la fidelidad cuando todas las frecuencias
son diferentes de cero es de la forma

) =1-A+[B+C+D+E+G), (A.11)
donde
93 : 95 :
A= 712 [1+iaQt — elaﬂlt] + % [1+ iaQt — e’aQQt} (A.12)
Q5 Q3
Q%Q% 3 iaQat 3 jaQt
B=2 Q3 (1 — €2ty — Q3(1 — el
Q?Q%(Ql . QZ) 1( € ) 2( € )
. 3 3 a*t 2002
—zat((hQQ — Ql Qg) — 7(9192(91 — Qg))

(A.13)
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C

G

9193 3/ a1 +Qs)t aQyt

—Qg (iant(l + eiant) +2(1 - eiaﬁlt))

_Qg (391(1 — eiant) +ia?Q3t(1 + Zeiaﬂlt)> —iatQi{’Qgelet}
(A.14)

4

, ; 1
D — % [3(1 o eza(ht) + iant(Q + emﬁlt) _ 2a2Q%t2} (A.15)
1

4

| . 1
E-2 [3<1 — ¢9921) 4 jaQat(2 + €72 — 2a295t2] (A.16)
2

g%gi 3/ ia(Qa+Q4)t jaQot
Q303(Q2 + Q)2 [Q2(€m( P

o 4y 20— o)
03 (30(1 — € Y) + ia2QBH(1 + 2% —m}
(A.17)
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