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Resumen.

En el presente trabajo se estudia la generacion optica de segundo armonico por dispersion
de una placa delgada de material centrosimétrico y homogéneo cuando es iluminado con haces
Gaussianos de orden superior. Se considera que la polarizacién inducida de segundo orden es
del tipo cuadrupolar (E- V)E, la cual depende de las inhomogeneidades del campo eléctrico
fundamental E. Se calculan los patrones angulares de radiacion del segundo armoénico para
distintos casos de iluminacién con haces de estructura espacial transversal y polarizacion
arbitraria. En particular, se considera que el haz consiste en modos Hermite-Gauss (HG)
o modos Laguerre-Gauss (LG). Se analizan combinaciones de modos HG llamadas 'modos
donas’ de polarizacion radial o azimutal y modos helicoidales LG con momento angular
orbital optico de polarizacion lineal o circular. Se encontrdé que la generaciéon de segundo
amrmonico (GSA) del tipo cuadrupolar depende sensiblemente de la estructura transversal y
de la polarizacion del campo fundamental. La respuesta a VE introduce un factor E(E - K)
en la componente de Fourier de la amplitud de dispersién en el segundo armdnico, ausente
en el caso dipolar. Este nuevo factor puede dar origen a lineas o anillos de intensidad nula
en los patrones de radiacion del segundo armoénico, cambios en la polarizaciéon o un cambio
en la fase azimutal en la radiacion. Para haces con polarizacion circular (o = £1) y con un
frente de onda helicoidal de momento angular 6rbital [, se encontré que el haz generado en
el segundo armonico adquiere una fase helicoidal Iy, = 2[, 4+ o, en contraste con el caso de

segundo armoénico dipolar en el que el momento angular orbital se dobla. Estas caracteristicas
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podrian ser empleadas para identificar procesos de GSA del tipo cuadrupolar o producir
un haz en 2w de patron angular y polarizacion deseada. FEn particular, se podria utilizar la
inhomogeneidad de los nuevos haces y los cambios de polarizaciéon en areas como nano-optica,

fotonica y confinamiento de particulas.

Miguel Angel G.



Summary.

In this thesis we study the optical second-harmonic generation by scattering from a ho-
mogeneous centrosymmetric thin composite material when is illuminated with higher-order
Gaussian beams. It is considered that the induced polarization is of the second order quadru-
polar type (E-V)E, which depends on the inhomoheneity of the incident electric field E. We
calculate the angular patterns of second-harmonic radiation to different cases of illumination
with transverse spatial structure and arbitrary polarization beams. In particular, it is consi-
dered that the beam consist of Hermite-Gaussian modes (HG) or Laguerre-Gaussian modes
(LG). We analize combinations of HG modes called doughnut modes with radial or azimut-
hal polarization and LG helical modes with optical orbital angular momentum of linear or
circular polarization. We found that the quadrupole type second harmonic generation (SHG)
depends sensitively on the transverse structure and polarization of the fundamental field.
The responds to VE introduces a factor E(E-K) for the Fourier component of the scattering
amplitude in the second harmonic absent in the dipole case. This new factor may give rise
to zero lines intensity or rings patterns of second-harmonic radiation, changes in polarization
or a change in the azimuthal phase radiation. For circularly polarized beams ( 0 = £1 ) and
a helical wavefront orbital angular momentum [, it was found that the beam generated at
the second harmonic acquires a helical phase [, = 2[, + o, in contrast to the case of dipolar
second harmonic which the orbital angular momentum doubles. These characteristics could

be used to identify SHG processes quadrupole type or produce a beam in 2w with angular
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and polarization pattern desired. In particular, one could use the inhomogeneity of the new
beams and the polarization changes in areas such as nano-optics, photonics and trapping

particle.

Miguel Angel G.
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Capitulo 1

Introduccion.

La invencion del laser hace méas de 50 anos permitié la posibilidad de generar luz coherente
de muy alta intensidad [1]. Una de sus principales aplicaciones ha sido estudiar los procesos en
los que ocurren modificaciones de las propiedades 6pticas de un material debido a la presencia
de luz o radiacion electromagnética muy intensa [2,3]. Estos procesos constituyen el area de
estudio de la dptica no lineal que inici6 a partir del descubrimiento del fenémeno 6ptico
llamado generacion de sequndo armdnico (GSA). Este ultimo consiste en el doblamiento de
la frecuencia w de emision de un laser debido a su interaccion con un medio [4].

La GSA se utiliza como una prueba espectroscopica de superficies ya que en los medios que
poseen simetria de inversion espacial (centrosimétricos), la senal de radiacion con frecuencia
doblada es fuertemente suprimida en el interior pero no en la superficie e interfaces donde se
rompe la simetria [2,3,5]. Muchos estudios han hecho uso de esta regla de seleccion general
para la investigacion de superficies de medios centrosimétricos [5-7].

Aunque la mayor parte de los estudios se han centrado en superficies e interfases planas,
otras geometrias también han sido exploradas como es el caso de las particulas esféricas. Por
ejemplo, se utilizé la GSA en suspensiones coloidales centrosimétricas, particulas cuyo radio

a es del orden de la longitud de onda A (@ ~ A). En éstas se demostro la sensibilidad de este



proceso no lineal a la superficie de las microparticulas [8,9]. Este descubrimiento planteé la
necesidad de una mayor investigacion tedrica y experimental sobre las propiedades opticas
de particulas ya que anteriormente se pensaba que la GSA por esferas era nula debido a la
centrosimetria.

Recientemente se empleo la senal del segundo armoénico en el estudio de la superficie de
nanoparticulas esféricas, especificamente, en nanocristales de Si (NC-Si). Estos ultimos son
de suma importancia por sus miiltiples aplicaciones como memorias no volatiles y dispositivos
emisores de luz [10,11]. Por esta razon Y. Jiang et al. utilizaron la GSA en la investigacion de
peliculas compuestas NC-Si embebidos en una matriz de SiO [12]. Sus resultados mostraron
que la senial del segundo armoénico proviene de los NC-Si y no de la matriz. Esto demostro la
sensibilidad de la GSA a la superficie de las nanoparticulas y su utilidad para explorar no-
vedosos dispositivos. Adicionalmente, observaron que la intensidad transmitida del segundo
armonico presentoé una senal muy cercana a la direccion frontal, lo que fue inesperado ya que
los resultados teoricos demuestran que al iluminar una esfera con una onda plana no se genera
radiacion en 2w a lo largo de la direccion frontal [13]. Esta teoria se desarrollo para esferas
iluminadas por ondas planas (esferas de radio a < \), sin embargo, la respuesta no lineal de
las particulas depende del tipo de campo con el que se excita como demostraron Brudny et al.
obteniendo resultados alternativos al utilizar un campo longitudinal [14]. Por esta razéon Mo-
chan et al. desarrollan la teoria de la respuesta de esferas centrosimétricas iluminadas por un
campo no homogéneo y calculan el segundo armoénico generado al emplear un haz Gaussiano
sobre un arreglo homogéneo de nanoesferas [15]. El mecanismo obtenido de la polarizacion
no lineal mostré un comportamiento de naturaleza cuadrupolar en la respuesta del sistema
considerado, es decir, una polarizacion proporcional al producto del campo eléctrico y sus
derivadas espaciales o< E - VE [2,3]. Esto fue verificado experimentalmente al comparar los
resultados teoricos con los experimentales de la pelicula de NC-Si, confirmando el modelo

fenomenologico de la polarizacion |16].



En este contexto resulta interesante analizar la respuesta del sistema considerado ilumi-
nado con otro tipo de campo incidente con una estructura espacial mas inhomogénea que el
fundamental y que sea sensible al término del gradiente en la polarizaciéon cuadrupolar, como
es el caso de los haces que se utilizan en nano-6ptica [17]. En particular son de nuestro interés
los haces Hermite-Gauss (HG) y Laguerre-Gauss (LG) por sus multiples aplicaciones, por
ejemplo, se han empleado para guiar atomos, atrapar y manipular particulas, entrelazamiento
cuantico y en la teorfa de informacion cuéantica [18,19]. Los haces LG son de gran importancia
en la nano-6ptica porque ademas del espin asociado a la polarizacion circular de la luz poseen
un momento angular orbital (MAQO) asociado a sus frentes de ondas helicoidales [18,20].

Lo anterior da resultados mostraron por Bernal et al. al calcular la GSA por un sis-
tema compuesto de nanoesferas pero utilizando combinaciones transversales de dos haces
HG polarizados linealmente [21]. Analizaron la respuesta de varias combinaciones de estos
haces y encontraron una regla de seleccion para combinaciones de dos HG con polarizacio-
nes cruzadas, en la que se genera radiacion del segundo armonico en la direccion frontal de
propagacion.

Siguiendo esta teoria, en el presente trabajo se investigan los patrones angulares de ra-
diacién del segundo armonico cuadrupolar, generados por la aplicacién de haces del tipo
Hermite-Gauss (HG) y Laguerre-Gauss (LG) polarizados linealmente o circularmente [17].
En particular, se considera incidencia con modos dona polarizados radial o azimutalmen-
te [18], combinaciones asimétricas de modos HG [21], modos helicoidales con espin y momen-
to angular 6ptico de tipo orbital [19,20] y superposicion de modos con diferentes estados de
polarizacion [22-24].

La mayor parte de la investigacion de GSA por haces Gaussianos, se ha efectuado en
sistemas de polarizacion dipolar y con haces fuertemente enfocados [25-27]. En el presente
trabajo se explorard la GSA cuadrupolar por haces Gaussianos pero sin enfocamiento y

empleando la aproximacion paraxial. También se investigard el momento angular total del



segundo armonico, motivados por recientes trabajos de MAO en la GSA dipolar, en los que

se mostr6 que el haz generado adquiere el doble del momento angular orbital [19].



Capitulo 2

(Generacion optica de segundo armonico.

"Un sintoma de que te acercas
a una crisis nerviosa
es creer que tu trabajo

es tremendamente importante."

(BERTRAND RUSSELL.)

La optica no-lineal es la rama de la 6ptica que estudia el comportamiento de la luz en
medios no lineales, es decir, en medios cuya respuesta ante un campo eléctrico no varfa en
forma lineal con el campo. Esta rama se inicio a partir del descubrimiento de la generacion
de sequndo armdnico (GSA). Este se define como el proceso éptico que ocurre cuando dos
fotones con frecuencia w interaccionan en un medio no lineal y se produce un nuevo fotén con

el doble de la frecuencia 2w (Figura 2.1). Fue observada por primera vez por Franken et al.

w :
- > Medio 2w
w :
no-lineal >

Figura 2.1: Proceso de la generacion de sequndo armdnico. Se ilustra la recombinacion de
dos fotones con frecuencia w con un medio no lineal para producir un foton con el doble de
la frecuencia 2w.
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en el afo de 1961' al iluminar un curazo con un laser de rubi y detectar un haz transmitido
al doble de la frecuencia [4].

La GSA o doblamiento de frecuencia se utiliza para el estudio de superficies debido a
que su senal es fuertemente suprimida en el interior (o bulto) de medios centrosimétricos?
pero no en la superficie donde la simetria de inversion espacial se rompe [2]. Muchos estudios
han hecho uso de esta regla de seleccion para la investigacion de superficies e interfases de
medios centrosimétricos, por ejemplo, se utiliza para determinar la orientacion molecular de
moléculas adsorbidas y en espectroscopia.

En las siguientes secciones se obtendran expresiones matematicas para el segundo ar-
monico a partir de la polarizacién no lineal y se mostrara su teoria en superficies planas y

particulas centrosimeétricas.

2.1. Optica No-lineal

La optica no-lineal estudia los fenémenos que aparecen cuando la respuesta de un medio a
la amplitud del campo electromagnético de la luz no es lineal. Estos so6lo pueden ser observados
en presencia de campos electromagnéticos muy intensos. De hecho, en el laboratorio los laseres
son la tinica fuente capaz de generar ondas electromagnéticas o luz lo suficientemente intensa
para observar un proceso 6ptico no lineal. Estos tltimos se clasifican de acuerdo al orden de
la susceptibilidad eléctrica X' que se presenta en un medio no lineal, la cual se define como
la variable de proporcionalidad entre la polarizacion eléctrica P y el campo eléctrico que la
produjo o potencias de éste. Cuando los campos electromagnéticos son relativamente débiles

la relacion entre la polarizacion del medio y campo eléctrico es lineal:

P(t) = ¢ - E(t). (2.1)

1S6lo un afio después de la demostracion del primer ldser en 1960 por Maiman et al [1].
2Se llama, centrosimétrico a un medio con simetria de inversion espacial.
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En el régimen no-lineal, es decir, campos electromagnéticos muy intensos, ¥ depende de

la intensidad del campo eléctrico y se puede escribir como una expansion de E(t):

Pit) = {W-EW)+{? :EQE®) +¢® i EQOEQE®W) +... , (2.2)

= PYO)+POD)+PO )+ ...,

donde ¥ es la susceptibilidad de n-ésimo orden (tensor de rango n + 1).

El tensor ¥ clasifica a los procesos opticos, por ejemplo en medios lineales (2.1) Y1 #£0
es posible observar efectos 6pticos como reflexion, absorcion y dispersion de la luz. En un
medio no lineal de segundo orden x® # 0 describe procesos como la mezcla de tres ondas,
el efecto Pockels y la GSA. En medios de tercer orden x® # 0 se pueden observar procesos
como el efecto Kerr, el efecto Raman, la mezcla de cuatro ondas y la generacion de tercer
armonico [3]. En general cualquier medio con ¥ # 0 con n > 1 es llamado medio no lineal.

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) son modelos fenomenologicos de como las cargas en un me-
dio se desplazan debido a la presencia de un campo eléctrico; las cargas desplazadas pueden
representarse como series de momentos multipolares eléctricos (dipolos, cuadrupolos, octa-
polos, etc). El campo del dipolo eléctrico es usualmente el que aporta la mayor contribucion
a la polarizacion eléctrica y seguido en orden de importancia se encuentra el cuadrupolo
eléctrico. Las expresiones anteriores se obtienen de considerar sélo las contribuciones de los
dipolos eléctricos por lo que esta aproximacion es llamada aproximacion dipolar eléctrica.

Un gran niimero de procesos no lineales pueden ser resueltos considerando solamente esta
aproximacion, sin embargo en algunos casos se necesita ir més alld de ésta y considerar el
siguiente momento dipolar, es decir, el cuadrupolo eléctrico. Un ejemplo de lo anterior es
cuando se toman en cuenta gradientes del campo o de densidad como los que se pueden
encontrar en la interfase de dos medios.

En la siguiente seccién se mostrara como la parte no lineal en la polarizacion del medio,

puede ser fuente de ondas electromagnéticas, para ésto se partira de las ecuaciones de Maxwell
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y de ellas obtener la ecuacién de onda no lineal que describe la propagacion de luz en medios

no lineales.

2.2. Ecuacion de onda para medios no lineales.

El comportamiento de las ondas electromagnéticas en medios puede ser descrito utilizando

las ecuaciones de Maxwell:

V- D(r,1) = dmp(r, 1), (2.3)

V- B(r,t) =0, (2.4)

V x E(r,t) = —%aB(;’t), (2.5)

V x Hir, ) = %% + %J(r,t), (2.6)

donde D es el desplazamiento eléctrico, p la densidad de carga, B la induccién magnética, E
el campo eléctrico, H el campo magnético y J es la densidad de corriente eléctrica [28].

Nos interesara la solucion de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes, por lo que p(r,t) =0
y J(r,t) = 0. Ademas los materiales o medios usados a lo largo de este trabajo son no
magnéticos, es decir B = H.

En el caso de un medio no lineal la relacion entre D y E es:
D(r,t) = E(r,t) + 47P(r,1). (2.7)

Aplicando el rotacional en (2.5), empleando (2.6) e intercambiando el orden de las derivadas

espacial y temporal:
1 9°D(r, 1)

V><V><E(r,t)—|—c2 9

=0. (2.8)
Utilizando (2.7) en (2.8)

1 PE(r,t)  4n O°P(r,t)

VXVXE(I"t)—i_CQT__C? o

(2.9)
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La ecuacion (2.9) es la forma més general de la ecuacion de onda en la 6ptica no lineal pero

puede reescribirse empleando la identidad vectorial:
VxVxE=V(V-E)- VE. (2.10)

El factor V(V - E) puede ser despreciado para campos transversales o utilizando la apro-
ximacion de variacion lenta de amplitud, la cual se vera con mas detalle en la Seccion 4.1.

Ignorando V(V - E) y utilizando la identidad (2.9) en (2.10) se obtiene:

1 PE(r,t) _ 4n 9°P(r,1)
2 o2 2 o2

V2E(r,t) (2.11)

Si en (2.11) se separan la polarizacion que varia linealmente con E y la polarizacion no lineal
P(r,t) = PO(r,¢) + PPl(r,¢) y se utiliza que DO (r,t) = E(r,t) + 47PWU(r, 1), se puede

reescribir la ecuacion anterior en la formas:

19°DD(r, 1) 4r 02P(r, 1)

2 —_ e
VoE(r,?) c2 ot? c2 ot?

(2.12)
La ecuacion (2.12) puede reducirse para el caso de medios isotropicos y no dispersivos usando
DW(r,t) = (I+4x¥W) E(r,1),
— (T4 47 5y) - B, 1),
= WYE(r,t), (2.13)
donde T es la matriz identidad, d;; es la delta de Kronecker y e es una cantidad escalar

llamada permitividad eléctrica |2].

Utilizando (2.13) en (2.12)

1) 92 E)(r t) 47 O? Pnl(r t)
2 € ) 9
V°E(r,t) — =z 2 a2 v . (2.14)

La ecuacion (2.14) puede interpretarse como una ecuaciéon de onda no homogénea en la que

821)[1]

5z s una medida

una polarizaciéon no lineal pnl genera un campo eléctrico E. La cantidad
de las cargas aceleradas en un medio, por lo que esta ecuacion es consistente con el teorema
de Larmor de electromagnetismo que dice que cargas aceleradas son fuente de radiacion

electromagnética [28].
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2.3. Generacion de segundo armodnico (GSA)

La GSA es un caso especial de un proceso no lineal de segundo orden, en el cual dos ondas
incidentes con una misma frecuencia w dan origen a través de la P 3 una tercera onda con
el doble de la frecuencia 2w. Con el proposito de ilustrar ésto, se tomard un haz laser con

dependencia armoénica en el tiempo cuyo campo eléctrico es representado como:
E(t) = Ee ™" + Ee™". (2.15)
Al emplear este campo sobre un medio con x?) # 0 la polarizacién no lineal es (2.2):
PP (1) = 2¢\PEE* 4+ (Y@ E2e 2t 4 QI E2ei2t) (2.16)

entonces la polarizaciéon de segundo orden consiste de una contribucién a frecuencia cero® y

una contribucién a frecuencia 2w o segundo armonico.

2.4. GSA en superficies planas

Como se mencion6 anteriormente la GSA dentro de la aproximacion dipolar es fuertemente
suprimida en el bulto de medios centrosimétricos, para ejemplificar lo anterior se considera-
r4 solo la polarizacion de segundo orden de la ecuacion (2.2), es decir P = ¢® : EE.
Aplicando inversién espacial —P?) = Y?) : (—E)(—E), donde Y?) es la susceptibilidad con
inversion espacial. Sin embargo, como el medio posee simetria de inversién espacial entonces:
Y?) = £ ® lo que implica que la polarizacién es igual a su inversa —P®?) = P®) Lo anterior
solo se cumple si P = 0y por lo tanto ¥® = 0 lo que indicarfa que no hay segundo armo-
nico de tipo EE en medios centrosimétricos. Sin embargo, cerca de la interfase la simetria de
inversion se rompe en una capa delgada superficial, la cual puede emitir senal de doblamiento

de frecuencia por reflexion (Figura 2.2).

3El primer término es un proceso conocido como rectificacion dptica, el cual consiste en la creacién de un
campo eléctrico estatico dentro del cristal no lineal.
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Medio
centrosimétrico

2w

‘

= ¥ =0
w

\

Simetria rota en la
superficie.

Figura 2.2: La GSA en un medio centrosimétrico es un proceso prohibido pero éste puede

existir en la superficie donde se rompe la simetria inversion.

La intensidad de luz emitida por la capa delgada depende sensiblemente de las propiedades
estructurales de la superficie y de moléculas adsorbidas en ésta, debido a lo anterior, la GSA es
una poderosa herramienta para el estudio de superficies e incluso puede ser usado sin emplear
ultra alto vacio y se ha demostrado que es una prueba sensible a interfases enterradas [2].

Existen otras contribuciones al segundo armoénico debidas al bulto pero estas son de un
origen no dipolar, por lo que se debe ir més alla de la aproximacién dipolar y asi considerar
la siguiente contribucion a la polarizacion, es decir el momento cuadrupolar eléctrico (Figura
2.3).

GSA por bulto.

‘

2w
- @

i) ==

/

n

GSA por superficie.

Figura 2.3: GSA de superficie de tipo dipolar y por bulto del tipo cuadrupolar.
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2.5. GSA en particulas centrosimétricas

Las primeras observaciones de la GSA en suspensiones coloidales centrosimétricas demos-
traron la sensibilidad de este proceso no lineal a la superficie de las microparticulas [8]. Este
descubrimiento planteo6 la necesidad de profundizar en la investigaciéon tedrica y experimental
sobre las propiedades Opticas de particulas, méas alla de superficies e interfases planas. Desde
entonces los estudios experimentales sobre la GSA en particulas esféricas centrosimétricas fue
en aumento, por ejemplo, N. Yang et al. realizaron medidas de la radiacion en particulas es-
féricas centrosimétricas con distintos didmetros (~ A) y diferentes estados de polarizacion [9].
Los resultados de este experimento revelaron que la GSA en particulas centrosimétricas es
sensiblemente dependiente a la polarizacion y que no existe radiacién en la direcciéon frontal.

En el siguiente capitulo se describira la teoria electromagnética para el esparcimiento de
Rayleigh del segundo armoénico que se genera al iluminar una onda plana en una esfera de
material centrosimétrico. Ademas, se presentara un experimento de mediciones de la GSA en
un arreglo de nanoparticulas centrosimétricas en el que se observo senal de segundo arménico
muy cercana a la direccion frontal. Este resultado fue inesperado ya que las mediciones en
particulas coloidales mostraban aperturas muy grandes en la radiacion, por lo que en el

siguiente capitulo también se mostraré la teoria que explica este experimento.



Capitulo 3

Esparcimiento 6ptico no lineal por

nanoparticulas.

"La verdadera grandeza
de la ciencia acaba

valorandose por su utilidad."

(GREGORIO MARANON.)

Como se menciono en el capitulo anterior la GSA se utiliza habitualmente para el estudio
de superficies y peliculas delgadas. Incluso se ha utilizado en superficies no planas como, por
ejemplo, en particulas coloidales (a ~ \) y recientemente en peliculas de nanocristales (NC)
esféricos de Si' embebidos en una matriz de SiO, (NC-Si/SiO,). Estas tltimas son de suma
importancia debido a sus multiples aplicaciones como memorias no volatiles y dispositivos
emisores de luz [10, 11]. Motivados por lo anterior Y.Jiang et al. utilizaron la GSA para
estudiarlas, sus resultados demostraron la sensibilidad del segundo armonico a la superficie
de las nanoparticulas y su utilidad para estudiar novedosos dispositivos [12].

Un resultado interesante fue que las mediciones de la intensidad transmitida present6 dos

I'Nanoparticulas de radio a < .



3.1. SEGUNDO ARMONICO EN UNA ESFERA DE MATERIAL
CENTROSIMETRICO 15

picos muy cercanos de la direccion frontal y con una apertura angular muy estrecha (Seccion
3.2). Esto fue inesperado ya que los resultados teoricos obtenidos por Dadap et al. [13]
demuestran que al emplear una onda plana en una esfera no se genera radiaciéon en 2w a lo
largo de la direccion frontal (Seccion 3.1). La teoria anterior fue desarrollada para esferas
iluminadas por ondas planas, pero la respuesta no lineal de las particulas depende del tipo de
campo con el que se excita como demostraron Brudny et al. al obtener resultados alternativos
al utilizar un campo longitudinal [14]. Por esta razon Mochén et al. desarrollan la teorfa de la
respuesta de esferas centrosimétricas iluminadas por un campo no homogéneo [15]. Ademés
calculan el segundo armonico generado al iluminar con un haz laser un sistema homogéneo

construido por una mezcla de nanoesferas, y comparan sus resultados con los de la pelicula

de NC-Si/SiO, (Seccion 3.3).

3.1. Segundo armoénico en una esfera de material centro-
simétrico

Dadap et al. desarrollan la teoria electromagnética del esparcimiento de Rayleigh en el
segundo armonico generado al iluminar con una onda plana una esfera pequena de material
centrosimétrico [13]. En este trabajo se usaron expansiones multipolares para poder ir méas
alld de la aproximacion dipolar eléctrica, con esto pudieron identificar los mecanismos de
excitacion y radiacion (Figura 3.1).

El anéalisis presentado revel6 que las contribuciones predominantes a la radiacién provienen
de dos fuentes: un momento dipolar eléctrico no local efectivo p® y un momento cuadrupolar
eléctrico Q. Por lo que la radiacion en el campo lejano es:

E(Qw)(r) _ .:E;:(; {ﬁ y <p(2) _ %(Nﬁ))] X 1, (3.1)

donde € es la funcion dieléctrica del medio fuera de la esfera, K7 = [ (2w)}% 2q es la magnitud
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Figura 3.1: GSA por esparcimiento de Rayleigh en una esfera de material centrosimétrico
[15].
del vector de onda del segundo arménico fuera de la esfera, ¢ = w/c y Q(n) representa el
cuadrupolo proyectado en la direccion de observacion n [13|. En cuanto al dipolo eléctrico
se observo una orientacién inusual en la direccion de propagacion? k. Esto demostrd que

su contribuciéon a la radiaciéon proviene de una excitacion no local, es decir, de gradientes

del campo (Figura 3.2). También se observo que la potencia radiada escala como w® lo

cual contrasta con el caso lineal que escala con w* [29]. Estas diferencias pueden entenderse
observando que para el caso lineal existe contribuciéon de bulto a orden dipolar pero para el
caso del segundo armoénico, la contribuciéon del dipolo eléctrico a segundo orden se obtiene

de un proceso no local en la superficie (p ~ VE).

Figura 3.2: Momentos dipolar y cuadrupolar no lineales inducidos en una esfera por una
onda plana. El dipolo apunta en la direccion del gradiente del campo mientras que el cua-

drupolo es paralelo al campo eléctrico aplicado.

2A diferencia del régimen lineal de esparcimiento en donde el dipolo eléctrico se orienta en la direccién
del campo eléctrico.
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Ademas obtuvieron los patrones angulares de radiacién de los momentos no lineales, los
cuales mostraron que ninguno posee radiacion en la direccion frontal. Por lo tanto demos-
traron que una esfera centrosimétrica iluminada por una onda plana no genera radiaciéon del
segundo armonico en la direccion frontal. El resultado anterior no se restringe a esferas pe-
quenas sino se cumple para esferas de radio arbitrario y ha sido verificado experimentalmente

en suspensiones coloidales [9].

3.2. Nanocristales de Si en una matriz de SiO-.

El experimento de Y. Jiang et al. consistié6 de emplear un laser de Ti:S con pulsos de
duracion 7, = 200 fs sobre una pelicula de NC-Si/SiO; para medir la GSA en transmision [12].

Las muestras de nanocristales fueron preparadas por implantaciéon secuencial de iones
de Si a seis diferentes energias (35 keV a 500 keV) dentro de sustratos SiO.® de 0.9 mm
de espesor. Con esto formaron una densidad homogénea de iones de Si implantados a una
profundidad de 1 m. La formaciéon de NCs de didmetro promedio de 3 nm y con fluctuaciones
en el tamano del 30 % fue precipitada por una pos-implantacién de recocido en Ar o en una
mezcla de Ar/Hy. En 1 mm del ancho de la muestra no se implantan NCs para normalizar

la senal espectroscopica en esta region (Figura 3.3).

i

|
unimplanted NC implanted
glass margin area

Figura 3.3: Fotografia de la muestra con una capa amarillenta de NCs de Si. No se
implantan NC-Si en 1 mm de la muestra. Adaptado de [39]

3Comunmente llamada silica fundida o vidrio
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Los pulsos del laser con estructura espacial Gaussiana y de cintura wy ~ 10 pm, fueron
enfocados en incidencia normal en la muestra para medir el segundo arménico transmitido

con un espectrometro y observarse con un CCD (Figura 3.4).

®
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-
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Figura 3.4: Arreglo experimental mostrando el haz Gaussiano incidente polarizado lineal-
mente. Adaptado de [16]

Los resultados mostraron que la regién de la pelicula donde no se implanté NCs no
producian ninguna senal detectable del segundo armoénico. Sin embargo al pasar el haz por la
zona implantada, la sefial aumentaba inmediatamente a ~~100 fotones con 2w por segundo,
probando que la sefial provenia de los NCs (Figura 3.5-izquierda). Por otro lado, se observo en

un CCD el patron de radiacion del haz de una region uniforme de NC-Si (Figura 3.5-derecha).

El haz mostré una estructura de dos l6bulos con una apertura angular muy estrecha de tan

200

1o SiNC implant
o 160 s
§ wo]  region
‘:r':; 120 e
8 ‘x‘ . e glass
o 80 s e :
Z o] . margin

40 A

204

0 Y'un.p----a--v

T T T
45 10 05 0.0 05 1.0
sample position (mm)

Figura 3.5: Medidas experimentales. Del lado izquierdo la senal mostrada por el espectro-
metro, en la grifica se observa que la GSA proviene solamente de la region implantada con
NCs. Del lado derecho la imagen mostrada por el CCD, en esta se observa un modo con
estructura TEM, . Adaptado de [16]

solo 1°, a diferencia de las mediciones con particulas coloidales en la que la apertura angular
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era de «~ 50° [9]. Yang et al. sugirieron que estas diferencias en la radiaciéon eran debidas a
fluctuaciones en la densidad, tamano y forma de las particulas pero la distribucion angular
de la radiacion es inconsistente con la senal incoherente esperada en fluctuaciones [14]|. No
obstante, se puede presentar radiacion coherente cuando una muestra es iluminada con un
haz de un ancho finito, como el usado en este experimento.

Lo anterior puede entenderse de la Figura 3.6, en la que se muestran esquematicamente
los dipolos inducidos al iluminar el arreglo con un haz enfocado. Cerca del centro del haz,
los dipolos apuntan en la direccion frontal por lo que no podréin radiar en ésta. Sin embargo
cuando se aproxima el borde de la mancha la amplitud fundamental decae y el gradiente
creado desvia los dipolos fuera de la direcciéon frontal. En consecuencia, estos dipolos podran

radiar cerca de la direccion frontal.

Figura 3.6: Esquema de los dipolos inducidos por un haz enfocado en un compuesto de
esferas centrosimétricas. Adaptado de [15]

En la siguiente seccion se presentard la teoria de Mochan et al. para la radiaciéon coherente
de un arreglo de nanoesferas centrosimétricas iluminadas no por una onda plana (como en la

teoria de Dadap et al.) sino por un haz finito (como en el experimento).
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3.3. Segundo armoénico en una pelicula de nanoparticulas
esféricas.

Mochan et al. desarrollan la teoria del segundo armoénico producido por un campo eléctrico
arbitrario no homogéneo actuando sobre una esfera centrosimétrica [15]. Se encontr6 que las
contribuciones mas importantes del segundo armoénico son: un momento dipolar no local
p? o (E-V)E y un momento cuadrupolar Q(Q). Ademas se encontrd la polarizacion no
lineal de un arreglo compuesto de esferas centrosimétricas. Se obtuvo la polarizacion del

arreglo considerando las contribuciones dipolar y cuadrupolar de cada esfera:
i 2 _ 1 Q®
P™ = nyep'” — évnNCQ ; (3.2)

con nyc la densidad de nanoesferas en el arreglo. La ecuacion (3.2) resulta de promediar
esféricamente las contribuciones dipolares de superficie y cuadrupolares del bulto por esfera.
Al sustituir los momentos multipolares obtenidos para el caso de una esfera centrosimétrica
se obtiene:

Pl — A'E.VE + parte no radiativa, (3.3)

donde la funciéon A’ se encuentra en términos de las hiperpolarizibilidades que caracterizan
las respuestas multipolares de bulto y superficie de una sola esfera.

Ahora se considerara un medio de ancho [ en el plano z = 0 iluminado por un haz finito
con cintura wy, suponiendo que el sistema considerado es muy angosto comparado con la
longitud de onda, como la pelicula de NCs de la seccion 3.2 (Figura 3.7).

De acuerdo a (2.14) el haz incidente inducira una polarizaciéon no lineal (3.3), la cual seré

fuente de un nuevo campo eléctrico con el doble de la frecuencia:

1 PEau(r,t) 4 P (r,1)

2Ky, (v, t) — —
VB (r.t) 2 Ot2 c? otz

(3.4)

donde se tomé €M) = 1, la cual es la permitividad del vacio.
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S
2

Figura 3.7: Haz Gaussiano con mancha de radio wo enfocado en una pequena pelicula con
un ancho 1 originando radiacion en el segundo armdnico. Adaptado de [15].

Los resultados experimentales y tedricos pueden compararse si se obtiene la intensidad
o . . 1: 1.0 dlo, (B . .

de la radiacion del segundo arménico por angulo sélido %W, para facilitar los calculos se

consideraré el potencial vectorial Ay, pero en la norma de radiacion o transversal, ya que ésta

separa convenientemente la parte transversal en la polarizaciéon no lineal [PHI]T responsable

de la radiacion [28]. En esta norma los campos se reescriben como

19A4,(r,t
Eo(r, 1) = _E%’ (3.5)

ng(r,t) = V x A2w<r,t).

Empleando (3.5) en (3.4) y efectuando las derivadas temporales tomando en cuenta el dobla-

miento de frecuencia se obtiene:

4
VAT (1) + (2¢)2A”(v) = 2ig—[P™(r)]7, (3.6)
c
en donde el superindice T indica que sblo se toma la parte transversal.
La ecuacion (3.6), es una ecuacion de Helmholtz no homogénea cuya solucion se encuentra
con el método de la funcidn de Green [30]

T . e2ialr—rl nl/ T 53
A% (r) = —2iq [P ()] dr'. (3.7)

v —r'|
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La integral anterior puede simplificarse si se asume que el punto de observacion r estad muy
lejos del sistema considerado y del punto de iluminacion, es decir, si se utiliza la aproximacion

de zona de radiacion [28]. En ésta se puede aproximar:
2ig|r—r’| 2igr
€ ~ & —(igar
r —r/| T

Y

con N = (sin @ cos @, sin @ sin @, cos §) un vector unitario en la direccion de r y (r, 0, ¢) las coor-
denadas esféricas. Si ademas se supone que el sistema considerado es muy angosto comparado

con la longitud de onda, gl < 1, el potencial vectorial (3.7) es

2iqr

e
A" (r) = —2igl— (P"), (3.8)

donde se introdujo la transformada de Fourier 2-D
(PHI)K — /Pnl(r7 y = O)efiK-rH dI'H, (39)

con K = 2¢qn = 2¢sinf(cos pX +sinpy) = K,x + K, § y r| = aX + y¥.

Con el propésito de comparar los resultados teéricos con los experimentales, se considera
que en z = 0 el campo incidente E esta dado por un haz Gaussiano de ancho wy > A\ y se
propaga nominalmente en la direccion z (Figura 3.8). El haz en z = 0 linealmente polarizado

puede ser representado por (Capitulo 4):

E(r),0) = Bpe "1/"0%. (3.10)

Considerando sélo la parte transversal de (3.3) en la ecuacion (3.9)

(PHI)K = A,/S_iK'qE-VEdI‘”, (3.11)
s _K2w2 ~
= Kauge Koo . (3.12)

Sustituyendo en el potencial vectorial (3.8):

9 - 2iqr R
AT(r) = 27rl0—0 cos e~ 2 /% QTA’ES X, (3.13)
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Figura 3.8: Intensidad de un haz Gaussiano linealmente polarizado en x.

donde se utilizdé que 6y = q%o ~ wio < 1. .sinf=~4.

Con el potencial vectorial se puede obtener el campo eléctrico radiado E” = 2igAT y con

éste el vector de Poynting S(rfi) = $=|E"[’D para obtener finalmente, la intensidad de la

radiacion del segundo armoénico en la direccién i por unidad de angulo sélido [28]:

dls, (D ~ A~
Zém = r*S(rn) - n,
— T28i’ET|27
m
- T28%]2iqAT|2. (3.14)

Sustituyendo el potencial vectorial (3.13) en (3.14)

dlz, () Y VTP —262/63
= —7°(2q)"|AlE;— /%12, .
0 g () |A LB 5= cos e (3.15)

Por lo tanto para un haz Gaussiano incidente polarizado linealmente, el patron de radiacion
en 2w [(E- V)E], tiene la estructura espacial mostrada en la Figura 3.9, muy similar a
la observada experimentalmente. La estructura de este modo y la escala en la intensidad
confirma la predicciéon de una polarizacion no lineal proporcional a (E - V)E [16].

En este trabajo se iluminoé la pelicula con un haz Gaussiano pero existen otros haces cuya
estructura espacial difiere en gran medida del haz Gaussiano convencional, por ejemplo, los
haces Hermite-Gauss y Laguerre-Gauss los cuales tienen muchas aplicaciones en nano-6ptica

y en fotonica [18]. En este contexto resulta interesante estudiar la respuesta a estos haces de
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Figura 3.9: Comparacion del experimento (izquierda) y la teoria desarrollada en [15] (de-
recha).

un sistema con polarizacion proporcional a (E- V)E. En el siguiente capitulo presentaremos

la teoria de los haces Gaussianos con los que trabajaremos mas adelante.



Capitulo 4

Haces Gaussianos.

"Las Matemaéticas pueden

ser definidas como aquel tema
en el cual ni sabemos nunca
lo que decimos ni si lo que

decimos es verdadero."

(BERTRAND RUSSELL.)

En 6ptica un haz Gaussiano es un haz de radiaciéon electromagnética cuya distribucion de
campo eléctrico y amplitud puede ser aproximado por funciones Gaussianas. Estos haces se
utilizan en la descripcion de los perfiles de la mayoria de laseres debido a que cumplen con la
ecuacion de Helmholtz parazial, que describe la propagacion de ondas electromagnéticas cuyas
variaciones en fase y amplitud son lentas en una distancia z, es decir, ondas con dependencia
armonica en el tiempo y con una amplitud que varia muy lentamente en una longitud de
onda.

En un haz de este tipo no existe campo eléctrico ni magnético en la direccién de propa-
gacion, por lo que también es llamado modo transversal electromagnético TEMpo. Un haz

con un perfil Gaussiano no es la tinica solucion de la ecuacion de Helmholtz paraxial, existen
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otras soluciones como los haces Hermite-Gauss y Laguerre-Gauss llamados modos de orden
superior [17]. Estos modos poseen muchas aplicaciones, por ejemplo se han empleado para
guiar dtomos, atrapar y manipular particulas, entrelazamiento cuantico y en la teoria de in-
formacion cuéantica [18,19]. En particular los modos Laguerre-Gauss son de gran importancia
en la nano-6ptica porque ademas del espin asociado a la polarizaciéon circular de la luz poseen
un momento angular orbital asociado a sus frentes de ondas helicoidales [18,20].

En este capitulo se deducird la ecuacion de Helmholtz paraxial para de ésta obtener los
modos Gaussianos con los que trabajaremos en el capitulo 5, ademas se mostraran propieda-

des de estos haces y de combinaciones de ellos.

4.1. Ecuaciéon de Helmholtz paraxial

En esta seccion se obtendra la ecuacion de Helmhotlz paraxial cuyas soluciones son los
haces Gaussianos, para esto se partird de la ecuacion (2.11) con polarizacion igual a cero, es

decir, la ecuacion de onda en el vacio:

_1PE(,Y)

¢z ot?

V2E(r, t) =0. (4.1)

—twt A

Al proponer una dependencia armoénica en los campos electromagnéticos E(r, t) = E(r)e "“'é

en (4.1), se obtiene la ecuacion de Helmholtz:
(V2 +¢*)E(r) =0, (4.2)

donde ¢ = w/ec.

La solucion mas simple de (4.2) en un medio homogéneo es la onda plana
E(r) = Ae™a™, (4.3)

donde A es una constante compleja que representa la amplitud de la onda y q = (¢4, gy, ¢2)

es el vector de onda. Si se toma el eje z en la direcciéon del vector de onda q

E(r) = Ae'”, (4.4)
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Para obtener la ecuacion de Helmholtz paraxial se considerara el campo de la 6ptica geo-
métrica, en el que la luz es representada como rayos que al incidir en superficies reflectoras
forman angulos. Los rayos reflejados con angulos muy pequenos respecto al eje de la super-
ficie, se les conoce como rayos parariales y la aproximaciéon de solo considerar este tipo de
rayos es llamada aprozimacion paraxial. Las reglas o resultados de lo anterior es el campo
conocido como dptica parazial [17].

Las ondas cuya normal de frente de onda puede ser representadas por un rayo paraxial se
llaman ondas paraziales. Una forma de crear una onda paraxial es iniciar con una onda plana
y modular su amplitud compleja A(r) haciéndola una funcién que varie lentamente con la
posicién:

E(r) = A(r)e'”. (4.5)
La onda paraxial cumple con la ecuacién de Helmholtz si la envolvente de la onda paraxial
cumple con otra ecuacion obtenida al sustituir (4.5) en (4.2). Se supuso que la envolvente

A(r) varia lentamente con respecto a z, entonces en una distancia Az = X el cambio AA

es mucho menor que A (Figura 4.1). Por esta razon en la ecuaciéon obtenida de los pasos

’pT’T I 4/
N

SUUUYIN UUM@U} 7

Figura 4.1: Magnitud de una onda parazial como una funcion de z, la envolvente compleja
A cambia muy lentamente en una longitud de onda A.

0?A 0A

anteriores se puede despreciar 52 en comparacion con qa— o ¢*A, por lo cual, la ecuacién
z z

de la envolvente se reduce a:

. 0A
V3A+ 2iq - =0, (4.6)
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0? 0?
donde V2 = — + — es el laplaciano transversal.
ox?  Oy?

La ecuacion (4.6) es la aproximacion de envolvente lenta de la ecuacion de Helmholtz
comtinmente llamada ecuaciéon de Helmholtz paraxial'. Una solucién es el haz Gaussiano
simple (Seccion 4.1.1), sin embargo existen otras soluciones llamadas modos de orden superior
como los haces Hermite-Gauss y Laguerre-Gauss. Los primeros son soluciones en coordenadas
cartesianas por lo que son ttiles para describir modos de luz laser con simetria cartesiana

(Seccion 4.1.2). Mientras que los segundos son soluciones en coordenadas cilindricas por lo

que son tutiles para modelar modos de luz laser con simetria cilindrica (Seccion 4.1.3).

4.1.1. Haz Gaussiano.

El haz Gaussiano o la solucion a orden cero de (4.5), se obtiene al introducir la funcion

de prueba [17]:

ig(z+y?)

E(Qj’ y? Z) = Eoe 24(2) elp(Z)' (4.7)

Se puede comprobar facilmente que la ecuacion (4.7) es solucion de (4.6). Por lo que la
solucion a la ecuacion de Helmholtz paraxial se reduce a encontrar las funciones ¢(z) y p(z).
La funcion de prueba fija la dependencia de las coordenadas x y y, forzando la solucion a
tener un perfil transversal simétrico.

Al sustituir la ecuacion (4.7) en (4.6) y escoger una solucién compleja para ¢(z), se

encuentra que el campo eléctrico para un haz Gaussiano puede reescribirse de la forma [31]:

W), 77‘2 . . 'r2 .
0_puri ¢ 0o any o) g (4.8)

w(z) ’

donde 72 = 2%2+y?, & es un vector en la direccién transversal, Fy es una constante asociada a la

E(Ta Z) = EO

amplitud del campo eléctrico, w(z) = wo, /1 + (%)2 es la cintura del haz a cualquier distancia

2
Twq

de z, wo es el ancho del haz (10um en el experimento del capitulo anterior), zp = =

S}

!Esta ecuacién posee una forma similar a la ecuaciéon de Schddinger dependiente del tiempo por lo que
también posee soluciones similares.
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conocido como el rango de Rayleigh, R(z) = z [1 + (22)?] es el radio de curvatura del frente

deonday p(z) = tan_l(i) es la fase de Gouy. En la Figura 4.2 se muestra un haz Gaussiano.

Figura 4.2: Haz Gaussiano con ancho w(z) como funcion de z, wg es la cintura del haz
y 2R es el rango de Rayleigh.

4.1.2. Haz Hermite-Gauss.

Las soluciones de orden superior de la ecuacion Helmholtz paraxial dependen del sistema
de coordenadas que se elija, por ejemplo en coordenadas cartesianas se puede considerar una
funcion de prueba mas general [17]:

ia(z2+y?)

E(z,y,2) = Eog(x, 2)h(y, 2)e 5C P, (4.9)

A diferencia del haz Gaussiano simple ahora se ha propuesto una solucién que permita fun-
ciones independientes en = y y. Al sustituir la funcién de prueba (4.9) en (4.6) se obtienen dos

ecuaciones diferenciales de Hermite para g y h. Entonces la solucion final tiene la forma [31]

Wo \/§$ \/§y
w) [m] . lm

donde m y n son el orden de los polinomios de Hermite H en x y y respectivamente, y

_2?+? @)
e w? e 2Re) e imnlZ)g, (4.10)

E(z,y,z) = E

Omn(2) = (m +n + 1) tan"!(£) es el desplazamiento de la fase de Gouy [17].

20

El haz (4.10) es conocido como modo Hermite-Gauss o modo transversal rectangular

TEM,, », donde el indice m y n describen el polinomio de Hermite en = y y respectivamente.
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Si los indices m y n son iguales a cero, este modo se reduce al caso de un haz Gaussiano
simple o TEM .

Por simplicidad se consideraran los modos Hermite-Gauss en z = 0 los cuales se reducen

E(z,y) = EoH,

ﬂl’] Hn [\/iy] €_T2/w3é’

Wo Wo
= EOHGmmé, (4.11)

donde se ha introducido la notaciéon H,, [‘5—20‘”] H, [{—203’} e/ — HG,, . En la Figura 4.3

se muestran distintos modos Hermite-Gauss.

HGLO HGQ’O HGl,l HGQ,l HGQ,Q

Figura 4.3: Modos Hermite-Gauss (HGp, ) con distinto orden.

Ahora se considerara la superposicion de dos modos Hermite-Gauss en z = 0 con la misma

amplitud (Ey = 1) pero con distintas direcciones transversales €; y €,
E(‘Ta y) = HGanlal + HGmg,nQ/éZ' (412)

Ejemplos de la superposicion de dos modos HG son los tres modos dona que se presentaran
a continuacion.

El primer modo dona importante es el haz generado al combinar dos modos HG en la
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forma

HG10X + HGo,1y,

V2 —m 22

—2xe YOX+ —ye "y,

Wo Wo

2V2 -

ire WB T, (4.13)

Wo

este nuevo haz generado es conocido como dona Gaussiana radialmente polarizada debido a

su estructura espacial y polarizacion (Figura 4.4).

v

Figura 4.4: Intensidad de la superposicion de los modos HGy oT y HGo 1Y cuya combinacion
genera la dona radialmente polarizada.

El segundo modo dona destacado se puede obtener al superponer dos modos en la forma

E(z,y)

I—IG0,1§ - HGl,OS’\a

—17re "0 (b, (414)

este haz es llamado dona Gaussiana azimutalmente polarizada (Figura 4.5).

Las donas polarizadas radialmente y azimutalmente son interesantes por las propiedades

especiales que se originan al ser fuertemente enfocados. En particular, el haz radialmente

polarizado cuando se enfoca fuertemente genera un campo eléctrico longitudinal en la ve-

cindad del punto focal, el cual puede usarse para atrapar particulas o para microscopia de
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Figura 4.5: Intensidad de la superposicion de los modos HGo 12 y HG1 0y cuya combinacion
genera la dona azimutalmente polarizada.

alta resolucion [18|. En cambio, el haz polarizado azimutalmente es interesante porque al
enfocarse fuertemente conserva el hueco en la distribucion de intensidad cerca de la region
focal, el cual puede ser una herramienta efectiva para enfocar un haz atémico [32].

El tercer modo dona interesante se puede obtener al combinar dos modos en la forma

E(I,y) = HG170§+Z.HG0’1§,

V2 - 2V2
= —xe "0X+1 ye “0X,
Wo Wo
2V2
= L—re v %, (4.15)

Wo

este haz es llamado dona Gaussiana linealmente polarizada (Figura 4.6), el cual es equivalente
a un modo haz Laguerre-Gauss. Las donas con polarizacion lineal se han utilizado para

atrapar, manipular y desplazar macroparticulas de 100um a .5m de distancia |33].

4.1.3. Haz Laguerre-Gauss.

Los haces Laguerre-Gauss se obtienen de resolver la ecuaciéon de Helmholtz paraxial en

coordenadas cilindricas, para esto se propone una funcién de prueba de la forma

ig(z®4y%)
E(T, 925, Z) = Eog (—wzz)) e 2q(t) elp(z)-ﬁ-l(ﬁ' (416)
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Figura 4.6: Intensidad de la superposicion de los modos Hy 0% y iHo 1T cuya combinacion
genera la dona linealmente polarizada.

Sustituyendo (4.16) en (4.6) y después de unos célculos [31] se obtiene:

donde p y [ son los 6rdenes del polinomio generalizado de Laguerre Lé.

Los modos Laguerre-Gauss tienen la forma

2
fr Lp e w2 e 2R(z zl¢ ZLppl(Z)é7
w(z) wo wk

donde @u(2) = (2p+ 14 1) tan™ (£ =) es el desplazamiento de la fase de Gouy [17].

[
E 2 2] 22 .
me = 1) 1 fig] e
0
E
_ OLGZ ~

Wo

E(r,¢,z) =

Enz=0

2
donde se hemos introducido la notacién LGrﬁ7 = ( > Ll [2" } “’(2) eild,

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Estos haces tienen una estructura de anillos con amplitud nula en el centro y son descritos

por el indice [ el cual caracteriza la dependencia de la fase €%, y el indice p que determina

el nimero de anillos concéntricos (Figura 4.7).
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LGY  LG?2 LG9 LGY LGY

Figura 4.7: Haces Laguerre-Gauss con distinto orden.

Cuando el haz (4.19) toma los indices p = 0 y | # 0 se reduce a

!
E, 2 2
E(r0) = w-(%) ¢ et
Ey
= LG8 4.20
wo Oev ( )

estos haces poseen estructuras anulares cominmente llamadas modos de dona, con radio de
dona igual a wy+/1/2 [22].

El término mas interesante de (4.18) es el que contiene la fase l¢. Si se ignoran las
correcciones debidas al radio de curvatura del frente de fase R(z) y la fase de Gouy ¢p(2),

la fase se reescribe de la forma
U(r,¢,2) = qz +19. (4.21)

Paral =1yl = —1 los puntos de fase constante forman una sola hélice o superficie helicoidal.
En cambio, para [ > 1 el frente de onda consiste de [ hélices intercaladas (Figura 4.8). En
r = 0 la fase no esta definida, en ese punto existe una singularidad de fase o vortice y la
amplitud de onda es cero.

Como se mencion6 anteriormente, los haces Laguerre-Gauss poseen momento angular
orbital (MAO). Este es diferente del momento angular de espin, el cual es asociado a la
polarizacion circular de la luz. El MAO de la luz se ha discutido ampliamente en la literatura

[20]. Puede ser entendido intuitivamente analizando la Figura 4.8, en ésta se muestra como el
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Figura 4.8: Frentes de onda helicoidal para distintos haces LG%. La superficies helicoidales
son formadas por puntos donde la onda tiene la misma fase. Adaptado de [23].

[=-1 [=0

L= [=2 [=3

T
"

MAO es originado de frentes de onda con fase helicoidal, en los cuales el vector de Poynting
(Flecha verde) ya no es paralelo al eje del haz. En cualquier radio fijo dentro del haz, el
vector de Poynting sigue una trayectoria espiral alrededor del eje. Una derivacion rigurosa
muestra que el MAO del haz a lo largo de la direccién de propagaciéon es proporcional a [, el
numero de hélices intercaladas |20], por lo que el momento angular total J por foton puede

ser expresado como:

J = hl + ho, (4.22)

donde o = +1 representa el momento angular de espin por foton. Al dividir (4.22) entre la

energia por foton se obtiene
J _h(l+4o) l+o
E  hw  w

(4.23)



Capitulo 5

GSA cuadrupolar por haces (Gaussianos.

"No hay que llamar ciencia
mas que al conjunto de féormulas
que siempre tiene tanto éxito.

Todo el resto es literatura."

(PAUL VALERY)

En el capitulo 3 se calcul6 la intensidad de radiaciéon generada al incidir un haz Gaussiano
en un arreglo de particulas centrosimétricas. Se comparé la prediccion tedrica con los resul-
tados experimentales obtenidos para el caso de peliculas de NC-Si/SiO,. La similitud de los
resultados tedricos y experimentales confirm6 el caracter cuadrupolar de la polarizaciéon no
lineal de la pelicula.

Debido a lo anterior, es de interés analizar la respuesta del sistema considerado ante otros
haces que posean una estructura espacial inhomogénea sensible al término del gradiente en
la polarizacién no lineal, por ejemplo, los modos Hermite-Gauss y Laguerre-Gauss. Por esta
razOn, Bernal et al. repiten el célculo de la GSA en un sistema compuesto pero usando
combinaciones de dos modos HG,,, [21]. Analizan varias combinaciones transversales de

estos haces y encuentran una regla de selecciéon para combinaciones especificas de modos
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Hermite-Gauss en la que existe radiacion del segundo armoénico en la direcciéon frontal, pero
no consideran los modos dona ni los haces LG;, cuyas aplicaciones fueron discutidas en el
capitulo 4.

Motivados por lo anterior, en este capitulo se calculara teéricamente la intensidad de
radiacion en 2w para combinaciones de modos HG,,, ,, y para modos LG;. Con estos resultados,
en el capitulo 6 se analizaran los patrones angulares de radiacién del segundo armoénico para
las donas Gaussianas obtenidas en la seccién 4.1.2. También, se analizard la respuesta de
combinaciones de modos Laguerre-Gauss con diferentes estados de polarizacion y distinto

momento angular.

5.1. Teoria.

En esta seccion se obtendra la intensidad de radiacion por angulo so6lido generada al incidir
un haz o una combinacién sobre el sistema compuesto considerado, para esto se considera la

polarizacion macroscopica (3.3)

Pl U A'E. VE,

y el potencial vectorial (3.8)

2iqr

AT(r) = —2igl—— (PI)T,

r

donde (P, es de (3.11)
P = A / e KTIE - VE dry.

Sustituyendo en la intensidad de radiacion por angulo solido (3.14)

dly,, ()

2 € 15 AT|2
= 2 |2igA
¢ 2 2 nl\r |2
= (20200 | (PP

(5.1)
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A. GSA por un s6lo modo incidente.

A continuacién se obtendra el patron de radiacion de un haz con polarizacion transversal

é, para esto se desarrolla el término E - VE en (3.11)
Loia 2
E-VEZEe(e-VE), (5.2)
empleando esta expresion en (3.11)

1 )
P ='ee. 3 / dr) e " ®TIVE?(r)). (5.3)

La integral (5.3) puede ser simplificada al integrar por partes:
/dr” T KTIVE? = /dr” [v (E2€—iK~rH) _ B2y (e_iK'rH)] 7

— fd(l)s E2672'K-r“ o /dr” EQV (efiK-rH) 7

N J/
'

—0 SI S—oo

= 1K /dI‘ E2(I'||)6_iK'r”. (54)

Entonces
P = A'e (e K) % / dr E*(r))e” "™ (5.5)

La ecuacion (5.5) reduce el problema de la radiacion generada al iluminar un sistema
compuesto con un haz de estructura Gaussiana, al calculo de la transformada de Fourier 2-D
del cuadrado del campo. La integral es andloga al problema de calcular el campo lejano de
una P EE, es decir, el caso de un segundo arménico tipo dipolar. El factor (é - K)

proviene del gradiente del campo en la polarizaciéon no lineal y se puede reducir a

. K K cos(p — a) para polarizacion lineal &€ = cos aXx + sin ay.
e K=
\%(Km +iK,) = \%K@iw para polarizacion circular € = 6, = \%(f{ +iy).
(5.6)
La ecuacion (5.6) muestra que al emplear el haz con polarizacion lineal el patréon de

radiacion tendra un corte o una linea de intensidad nula correspondiente al factor € - K. En
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cambio, si se trata de un haz polarizado circularmente se producirad un cero en el origen y

una fase extra asociada al MAO.

B. GSA por un haz incidente con dos modos.

En esta seccion se obtendran los patrones de radiacién de una superposiciéon de dos modos

(Gaussianos, para esto se considera
E(r|) = Ei(r))é1 + Ex(r))é. (5.7)
Desarrollando el termino E - VE para la superposicién anterior:

1 1
E-VE = 5él(él-VE%)+§<§2(<§2-VE%)+(éléz+éZél)-V(ElEQ)

—FE585(é, - VE|) — E181(é2- VE,), (5.8)

1. . 1. . 1,. . A A
= 561(81 . VE%) + 582(92 . VEQZ) + 5( 1€2 + eQel) . V(ElEg)
1
+§(é1 X éQ) X <E1VE2 — EQVEl) . (59)

Empleando (5.9) en (5.5)

1

o Pk =

N | .

~ A —K-r Z ~ -~ —K-r
(S3] (el : K) /dI‘ Ef(r”)e Ko + 5 €9 (62 : K) /dI‘ E22(I’||)€ Ko

~.

+ = (AléQ -+ égél) K /dI‘ E (r”)E2<rH)€7iK.rH

N — Do

+ (é1 X ég) X /dr” G_iK'ql(ElVEQ — EQVEl) (510)

Los dos primeros términos en (5.10) son equivalentes al caso de iluminar la pelicula con un
s6lo modo, el tercer término involucra la mezcla de dos modos en una direccién determinada
por el factor (€185 + &:8;) - K, el cuarto término necesita un mayor andlisis para determinar
su direccion.

Las ecuaciones (5.5) y (5.10) se emplearan en las siguientes secciones para calcular los

patrones angulares en 2w de modos HG,,,, ¥ LGL.
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5.2. Excitaciéon por haces Hermite-Gauss.

5.2.1. Modo Hermite-Gauss

A continuacion se considera un haz HG,, , en z = 0 con polarizacion transversal & (4.11)

E(z,y) = Epe /v, [\fx] H, [@] 8. (5.11)

Wo Wo

Al sustituir en (5.5) y aplicando separacion de variables

1 PP —iK-r
E(PHI)K = §e(e'K)/E2($7y)€ Kridr,
= 3Egé(é-K)/ (_”32/“’ H,, [\/_x]> e e g0 x
2 — 0o Wy
00 \/5 2
X / <e—y2/w3Hn[ y]) e~ Hudy. (5.12)
o Wo

Empleando la identidad (A.1) en (5.12), se obtiene la polarizacién no lineal inducida por el

haz (B.1):

I Sl z'mug 2 A —(K24K2)w3 /8 A
E(P Kk = TEO Cn (K, Ky)(é-K)e ety é, (5.13)

donde
Cij(Ky, Ky) = Crpnynyn; = 27" <mIn L=< (K2wg/4) Li>7"< (Kng /4),  (5.14)

con m (m<)=max(min){m,ms} y n=(n.)=max(min){ny,ns}.
El factor C1(K,, K,) en (5.13) puede reescribirse al emplear la identidad (A.2) para
n =m y con el desarrollo matematico mostrado en el Apéndice B.
(=) Cy = Y Y alp. q) Hameap(Kawo/2) Hopzg (K ywo/2) - (5.15)
p=0 ¢=0

donde a(p, q) = (—4)PT9P,,(0) P2y (0)Hs,(0)H24(0) con p,q =0,1,2,3, ...



5.2. EXCITACION POR HACES HERMITE-GAUSS. 41

Esto quiere decir que el proceso de segundo arménico transforma un haz HG incidente en
un haz en el segundo armoénico compuesto de una combinaciéon de HG de orden par, esto es:
h m n
(24,2 2 ~ 8 (72 2y, 2 ~ N
€ @ty )/onlm(x7 y)e_g>€ (KI+Ky)w()/8 Z Z Cl(p, Q)HQm—Qp,Qn—Qq(KxU)O/Qa Kyw0/2) (e'K)e

p=0 ¢=0

(5.16)

5.2.2. Combinacion de dos modos Hermite-Gauss

Ahora se obtendra la polarizacion no lineal para una superposicion de dos modos HG,

para esto se considera una superposicion de la forma:
E(QC, y) = E071HGm17n161 + Eongszynzég. (517)

Al sustituir en (5.10), se obtienen cuatro integrales distintas. Las dos primeras integrales I; y
I, son equivalentes al caso de un haz Hermite-Gauss (5.13). La tercera integral I3, se resuelve

con separacion de variables y empleando la identidad (A.1)

_lewo )(m> —m<)( _Z-Kywo )(n>—n<)
NG NG
X L=< [K2wg [A]Ly> "< [KZwi /4] (818, + 8,8;) - K. (5.18)

iﬂ-wg M<+n< | | —K2w2/8
13 = E071E0722 mc«n<:e 0

4

La integral restante I, es

Ey1 E O 22 H,.,H, i
o= PR g x [ [, (G ) e 0 gy
_ _ mqddn,

o0 —00

donde se utilizo EfV(g—f) = E1VE; — E;VE,. La integral en (5.19) se resuelve al desarrollar

el gradiente y empleando la identidad (A.1):

— m>-—m< _ (n>7’n<)
Iy = inEy1Ep2(é x &3) X 2m<+"<m<!n<!e_K2“’3/8 ( K, wo) ( 1K, wo)

X LI [ 2wl AL jw§/4]< e nly) - (5.20)

)



5.3. EXCITACION POR HACES LAGUERRE-GAUSS. 42

Al sustituir las cuatro integrales obtenidas en la polarizacion no lineal (5.10):

1
<

- 2
imTw . CK2w2/8 A
Pnl)K - LB Ci(Ky Ky)(81-K)e KEui/Se,

; 2
1TWy

E(2)72 022(Kx7 Ky>(é2 . K) e*sz(Q]/S é2

_Z'wao )(m>—m<)( —z'KywO )(”> —ng)
V2 V2
(6162 + €261) - K

: (m>—mc) : (n>-n<)
. —K?w —1K,w —iK,w
+im B By 2 Cra(Ky, K,) e 70/8 (TO) (T;0>

A A ma ni .
(61 X &) X ( y) . (5.21)
K, K,

El cuarto término en (5.21) es interesante ya que para combinaciones especificas de modos

2
T

Eo1Eo2 Cra(K,, Ky) e K7/ (

HG,,.,, produce radiaciéon en la direccion frontal como se vera en el capitulo 6.

5.3. Excitacion por haces Laguerre-Gauss.

5.3.1. Modo Laguerre-Gauss.

Un haz LG} toma la forma en z = 0 (4.19)

E(r,¢) = ” (2{) p{w—8] e_;i%e“%. (5.22)

Sustituyendo en la polarizacion (5.5)

21
1 . 2 E2 92 2 2 22 )
N (Pnl) _ Z e K / / ( ) (Lé |:_UTQ :|) e T w €Z(2l)¢672K7‘cos(¢7¢)rd¢dr.
0

(5.23)

La integral de ¢ se puede resolver usando la identidad (A.4) en (5.23):

1 PP 2r 2
E(PHI)K = %e(e . K)/O w_ (:L{;) ( v [%]) e 8 2mi?e'CD? I (Kr)rdr. (5.24)
0 0
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La ecuacion (5.24) se reduce en el caso particular de p =0 a

1 -
A/(PHI)K—ze(e K)ie!?e 0 2 / (i{) e : ng(Kr)rdr (5.25)
0 Jo 0
Empleando la identidad (A.5) en (5.25):
L onl o [ Wo Ao A (A —K2w2/8 121 i(2])
K(P )k = ik} 7 22l+26(e~K)€ 0 K= P (5.26)

La ecuacion (5.26), es la polarizacion no lineal obtenida cuando se incide con un modo LG}
con un estado de polarizacion y MAO arbitrario.
Si ahora p es un entero positivo arbitrario en (5.24), se puede emplear la identidad (A.6)

para obtener:

I ol 2 A z(2l)g0K2l K2w2/8
E(P )k = ie(e-K)Ej 7 22z+26 7 I(p+1+10)e™ 0" x

Z n;?ill)/f) (n)?— 1/2)L§;[K2w§/4]. (5.27)

La ecuacion (5.27) es la polarizacion no lineal obtenida al incidir con un haz de p + 1 anillos
concéntricos con polarizacion y MAO arbitrario.

Un caso particular de (5.27) es p = 1:

2L 91
(Pnl)[{ — E2 ('ZUO) ? é(é . K) /8K2l (20

J2) 2 (14 1) = LY (K*w5/4)] -

(5.28)

l\l)lr—l

A

5.3.2. Combinacién de dos modos Laguerre-Gauss.

En esta seccion se obtendra la P01 generada por la superposicion de dos modos LG; con

p1 =0y ps =0 en z =0 de la siguiente forma:

[L] |l2]
E I s E
E(r,¢) = — (fr) et g 4 =22 <\/_T> 3 e”” (5.29)

Wy Wy Wo Wo
Sustituyendo en (5.10) se obtienen cuatro integrales distintas, que se resuelven al considerar

dos casos distintos de interés en los indices [y y [5.
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En el primer caso se asume que los momentos angulares orbitales [ y lo tienen el mismo

signo, es decir, [;ls > 0. La polarizacion no lineal en este caso es (Apéndice C):

1 wo 211] j121l )y ‘
(P™)x ~ imEG, (—) e (8r - K)e Kb/ il gihe
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El segundo caso se asume que los momentos angulares orbitales l; y [y poseen signos

distintos, es decir, [;ls < 0. La polarizacion no lineal en este caso es (Apéndice C):
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Con las ecuaciones anteriores se pueden obtener el patréon de radiacion en el segundo

armonico para distintas combinaciones de haces LG. Es interesante notar de la ecuacion
(5.30), que si se cumple que |l1|+ |l2| — 1 existira radiacion en la direccion frontal. Aunque es
necesario un analisis mas profundo para dar una interpretacion correcta a los casos anteriores.

Por lo que se dejara como trabajo futuro.



Capitulo 6

Resultados.

"Es mejor saber después

de haber pensado y discutido

que aceptar los saberes

que nadie discute

para no tener que pensar."

(FERNANDO SAVATER.)

En este capitulo se presentan resultados de interés de la respuesta del sistema compuesto
de nanoesferas con P1l ~ (E-V)E para distintos casos de iluminaciéon, por ejemplo, al
emplear los haces LG;, o las donas Gaussianas obtenidas a partir de combinaciones de dos
modos HG,, . Adicionalmente, se analizara el efecto de la estructura espacial inhomogénea
y del vector del polarizacion del haz en los patrones angulares de radiaciéon en 2w. También

se estudiara el efecto del segundo armoénico cuadrupolar en el MAO y el espin de la luz.

6.1. Radiacién por un haz Gaussiano.

A continuacion se considerara el caso cuando se ilumina el sistema con el modo TEM

con polarizacién lineal o circular.
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En la Figura 6.1 se muestran dos distribuciones angulares de radiacién en 2w; como resul-
tado de incidir un haz con € = X se obtiene un haz similar al modo HG; X que corresponde
al resultado obtenido experimentalmente en la pelicula de NC-Si/SiO, [16], en cambio al

utilizar € = & se obtiene un modo dona similar al haz LG}é .
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Figura 6.1: Distribucion angular de la radiacion en 2w generada por un haz Gaussiano
polarizado en X (izquierda) y & (derecha).

Las variaciones en las distribuciones anteriores son debidas al efecto del gradiente en el

vector del haz usado en cada caso, esto puede verse del factor (€ - K) en (5.6):

K, para polarizacion lineal & = X.

é- K= ' (6.1)
\%(Km +iK,) = \%Kew para polarizacion circular é = & .
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La ecuacion anterior muestra que al incidir con polarizacion lineal € = X el patréon angular
de radiacion posee una linea de intensidad nula K, = 0. Mientras que al iluminar con
polarizacion circular 6 el haz generado posee un anillo de intensidad nula en el origen
y fase helicoidal [ = 1. Esto tltimo es debido a la conservacién del momento angular total del
segundo armonico Jo,, ya que dos fotones con MAO pueden crear un fotén con el doble del
momento angular, pero dos fotones con espin no pueden crear un fotén con el doble de espin,
por lo que existe una transferencia de espin a MAO resultando en un foton con Jo, = 1+ 0.

Este tipo de conversiéon también se ha observado experimentalmente al enfocar fuertemen-
te un laser en aire, superando su punto de ionizacion y creando plasma [35|. En consecuencia
el segundo armoénico observado se obtiene a través de gradientes de densidad del plasma. Aun-
que ese fenomeno fisico es totalmente distinto al del sistema compuesto considerado aqui, las
ecuaciones para la GSA en gases isotropicos son similares [34], 1o que sugiere explorar el caso
en que el doblamiento de frecuencia via gradientes de densidad se genere por campos con
modos de mayor orden que el fundamental.

Por otro lado, los resultados obtenidos para el haz Gaussiano circularmente polarizado
podrian verificarse experimentalmente en la pelicula de NC-Si/SiOs, lo que daria otra prueba

del caracter cuadrupolar de la GSA.

6.2. Radiaciéon por haces Hermite-Gauss.

En esta seccion se considera el caso cuando se emplean modos HG,, 5, por ejemplo el haz

HG, ¢ cuya polarizacion no lineal inducida es (5.13):

1 iﬁwo —K2w2/8 é- KU)O ngg N
(P~ T s (7200 (5 Bt ) g (62)
2v/2 V2 2

En la Figura 6.2 se muestran patrones angulares generados para distintos valores de €.

Las variaciones originadas por el tipo de polarizacién no lineal pueden comprenderse al

considerar una P2l oc EE inducida por este mismo modo (Figura 6.3).
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Figura 6.2: Patrones angulares de radiacion en 2w inducidos por el modo HG1 o para
distintos estados de polarizacion.
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Figura 6.3: Patron angular de radiacion en 2w obtenida al incidir con el modo HG1 o
para una P x EE ~ E2.

Al comparar ambas figuras se observa que el efecto del gradiente del campo produce una
linea de intensidad nula en el patron angular de la Figura 6.3, determinada por el factor
(¢-K) en (6.2).

Otro ejemplo interesante es cuando se utiliza el modo HGy 1, que induce la pul.

: A 2, 2

] Wy 2,28 (€ Kuwg K2w? K wg\ .

(POl ~ 0 K (7) (2 LR N P (6.3)
2V/2 V2 2 2

En la Figura 6.4 se muestran las distribuciones angulares para distintos casos de &, al igual

que el caso anterior, si se comparan los patrones obtenidos con los de una P « EE inducida
por este mismo modo, se observa que los patrones del caso cuadrupolar pueden obtenerse del

dipolar con unas lineas de intensidad nula determinadas por el factor (& - K) (Figura 6.5).
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Figura 6.4: Distribuciones angulares inducidas por el modo HG1 1 para distintos valores
de é.
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Figura 6.5: Patron angular de radiacion obtenida al emplear el modo HG1 1 para una
P" x EE.

6.2.1. Radiacién debida a los tres modos dona.

A continuacion se considerara el caso cuando se utiliza alguna de las tres donas Gaussianas
obtenidas al combinar modos HG,,, , (Secciéon 4.1.2):
Modo dona con polarizacién radial.

Al incidir con la dona radialmente polarizada (4.13) se induce la polarizacion no lineal:

) 2,2 K2w2 KUJ
pily, ~ Y0 —K2uj/s (4— 0) ( 0). 6.4
(P~ S0 ) (55 (6.4

La ecuacién anterior muestra que el patréon angular de radiaciéon tendré dos anillos polarizados

radialmente pero de sentidos contrarios (Figura 6.6), por lo que este nuevo modo obtenido
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podria utilizarse para atrapar y manipular particulas.
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Figura 6.6: Distribucion angular en 2w obtenida al emplear la dona Gaussiana radialmente
polarizada.

Modo dona con polarizacién azimutal.

Si ahora se utiliza un haz con estructura de dona azimutalmente polarizada (4.14) la pul

es:

) 2,2 4Kw
Pl ~ D0 i/ (—”> . 6.5
( )K 2\/§€ \/5 ( )

Este caso es interesante ya que se observa que el estado de polarizacion cambia de azimutal
a radial al pasar por el sistema compuesto (Figura 6.7).
Modo dona con polarizacién lineal.

Al emplear la dona linealmente polarizada (4.15) se induce la polarizacién no lineal:

i’ﬂ"lU() K202 Kwo 2 ; —sz()f(
(PHI)K ~ e K2wg/8 eZup _ a0 (66)
2v/2 V2 V2

La ecuacion anterior muestra que la distribucion angular tendra una linea de intensidad nula

determinada por K, ademas el haz transmitido tendr& un cambio de signo en su polarizacion

lineal por lo que su estado de polarizacion sera de +x (Figura 6.8).
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Figura 6.7: Patrdn angular de radiacion en 2w obtenido al utilizar la dona azimutalmente
polarizada.
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Figura 6.8: Distribucion angular en 2w obtenida al utilizar la dona linealmente polarizada.
6.2.2. Radiacién por una combinacién asimétrica.

Como se mencion6 anteriormente Bernal et al. obtuvieron una regla de seleccion para
combinaciones de dos modos HG,,,, en la que existe radiacion en la direccion frontal [21].

Ellos encontraron que si los modos no son colineales y sus indices cumplen con:
(m> — m<) ‘I‘ (n> — n<) - ]_7 (67)

entonces existe radiacion en la direccion frontal, lo anterior puede deducirse de los exponentes
de la ecuacion (5.21). Un ejemplo de (6.7) es la combinacion de modos HG, o%X y HGy ¢¥ cuyo

patréon angular generado se observa en la Figura 6.9.
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Figura 6.9: Patron angular de radiacion en 2w generado por la combinacion

HGQ’(])A(—FHGLOS’.

Si ahora se utiliza una combinaciéon que no cumple con la ecuacion (6.7), por ejemplo,
el haz generado al combinar los modos HGypX y HG; ;¥ se obtiene el patréon angular de la

Figura 6.10.
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Figura 6.10: Distribucion angular en el sequndo armdnico generado por la superposicion
HGooX+HG1 1Y .
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6.3. Radiaciéon por haces Laguerre-Gauss

Un ejemplo interesante de radiacién por un haz LG;, es la P inducida por el modo LG}

(5.26):

(el

2l 91
nl .o [ Wo ¢ A —K2w/8 120 i(20)
(P )K ~ Z7TE0 <E) 92112 (e . K) (& 0/ K“e ¥

Si el haz incidente posee € = 6. y se utilizan distintos valores de [, se obtienen los patrones
angulares mostrados en la Figura 6.11, en la que se observa como al aumentar [ el anillo crece
en tamano. De la ecuacion anterior se observa que al usar € = 6, el momento angular total

Jo, estard compuesto de 21 + 1 de fase helicoidal y uno de espin.
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Figura 6.11: Distribuciones angulares de radiacion obtenidos al utilizar el modo LGf)c?ur
para distintos valores de [.

Otro ejemplo importante es el haz LGfDZl, el cual induce la P (5.28):

Wo

V2

Si se utiliza [ = 1 y se toman distintos valores de €, se obtienen las distribuciones angulares

2l .9 4 1
) #é(é . K)e—K2w§/8K21€z(2l)w 3 [(l +1) — L%l(KQw(Q)/éL)] '

Py, ~ in B2 (

mostradas en la Figura 6.12.
Debido a que se utilizo el indice p = 1, las distribuciones consisten de dos anillos con una

linea de intensidad nula correspondiente al factor (& - K).
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Figura 6.12: Distribuciones angulares de radiacion obtenidas al utilizar el modo LG} para
distintos valores del vector é.



Capitulo 7

Conclusiones.

"La conclusiéon es que sabemos muy poco
y sin embargo es asombroso

lo mucho que conocemos.

Y més asombroso todavia

que un conocimiento tan pequeno

pueda dar tanto poder."

(BERTRAND RUSSELL.)

En este trabajo se estudia la generacion Optica de segundo armoénico que se produce por
esparcimiento en una pelicula delgada, homogénea de material centrosimétrico, en la que la
polarizacion no lineal es de tipo cuadrupolar E- VE, cuando se ilumina con haces Gaussianos
de orden superior con estructura transversal y polarizacion arbitrarias.

Este estudio fue motivado por recientes experimentos de esparcimiento dptico no lineal en
sistemas compuestos formados por NC de Si implantados en una matriz de SiO,, en los que se
reporta una sefial de GSA proveniente de las interfaces nanoparticula/matriz. La teorfa elec-
tromagnética del doblamiento de frecuencia generado en un sistema compuesto desarrollada

por Mochén et al. mostr6 que los momentos dipolares no lineales en 2w inducidos en cada
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particula (superficie y volumen) tienen la forma no-local ~ E - VE, ya que la contribucion
cuadratica ~ EE asociada al caracter localmente no centrosimétrico de la superficie es nula
en virtud de la centrosimétria global de la esfera. Si a esto se anaden las contribuciones de
los momentos cuadrupolares la polarizacién no lineal resultante es precisamente x E - VE.
En consecuencia, lo que se tiene es un fenémeno sensible a la superficie de las nanoparticulas
que involucra la variacion espacial del campo eléctrico VE. Con este tipo de fuente no lineal
fue posible explicar el patron de radiacién armonica observado, tomando en cuenta que el
campo eléctrico aplicado era el de un haz finito (Gaussiano fundamental) y no el de una onda
plana [15].

Siguiendo esta teoria, en este trabajo se investigan los patrones angulares de radiacion
en el segundo armoénico generados por la iluminacion con haces Gaussianos de orden mayor.
El hecho de que la respuesta no lineal dependa de VE sugiere la aplicacion de campos
con una estructura espacial mas compleja como los que se utilizan en multiples estudios de
nano-optica. En particular se estudiaron haces del tipo Hermite-Gauss (HG) y Laguerre-
Gauss (LG) polarizados linealmente o circularmente. Por ejemplo, al iluminar con modos
dona polarizados radial o azimutalmente, combinaciones asimétricas de modos HG, modos
helicoidales con espin y momento angular 6ptico de tipo orbital, y superposiciéon de modos

con diferentes estados de polarizacion.

Iluminacion con haces Hermite-Gauss
Un Hermite-Gauss.

Un resultado importante al iluminar con un sélo haz HG,, ,,, es que el proceso de segundo
armoénico transforma un modo HG en un haz de segundo arménico compuesto de una com-
binacion de modos HG de orden par (5.16). Esto es util e interesante, porque conociendo

el modo incidente se puede inferir como serd la estructura espacial del haz generado con
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frecuencia doblada (Seccion 5.2.1).

Otros resultados sobresalientes pueden obtenerse de la ecuacion (5.13). Uno de ellos es
que un haz HG con polarizacion lineal posee una linea de intensidad nula determinada por el
factor (é-K) que proviene del gradiente en el patron de radiacion del segundo arménico. Por
esta razon, al iluminar con el haz HGq X (haz finito con polarizaciéon lineal como el usado
en el experimento [12]), el patron de radiacion a frecuencia doblada consiste en un modo de
estructura espacial similar al HG1 g% (Figura 6.1 - izquierda). Por otro lado, al emplear el haz
HGg polarizado circularmente (0 = £1), equivalente al TEM y al LGY, el haz generado
en 2w consiste de un anillo con intensidad nula en el centro y debido a la conservacién del
momento angular total en el segundo armoénico (Ja,), el haz generado adquiere una fase extra
¢''? en el momento angular orbital (MAO) con [ = %1, de tal forma que el momento angular
total por foton es Jo, =+ 0 = £2 (Figura 6.1 - derecha). Lo anterior puede ser entendido
de la siguiente manera; el proceso de segundo armoénico convierte dos fotones de frecuencia
w en un foton con frecuencia 2w, pero si los dos fotones iniciales poseen momento angular
el nuevo foton con frecuencia doblada debera poseer la suma del momento angular de los
fotones originales. Por lo tanto un haz con espin pero sin MAO (/=0) produce en el segundo
armoénico un haz con MAO [=1.

En la siguiente tabla se ilustra como el proceso de GSA cuadrupolar dobla el momento

angular total del haz generado cuando se utiliza el haz HGg o:

w 2w
oc==+1 oc==1
[=0 [ = =1

Jo=0c==x1| Jo, =1l4+0=42=2I,
Los tipos anteriores de conversion de haces, se han observado en GSA pero en un me-
canismo no lineal distinto que consiste en gradientes de densidad (Vn) [34]. El experimento

se basa en enfocar fuertemente un laser en aire superando su punto de ionizaciéon y creando
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plasma, en consecuencia el segundo armoénico observado se obtiene a través de gradientes de

electrones libres del plasma [35].

Superposicién de dos Hermite-Gauss.

En cuanto al caso de una superposicion de dos modos HG (Secciéon 6.2), se obtuvo una
expresion para el patron de radiacion generado en 2w (5.21), que se utilizo para describir
distintos tipos de incidencia, como es el caso de los resultados obtenidos al usar uno de los

tres modos dona (Seccion 6.2.1) o alguna combinaciéon asimétrica (Seccion 6.2.2).

Modos dona.

Al utilizar el modo dona con polarizacion radial (HGy oX + HGg1¥), el haz generado en
2w consiste de dos donas concéntricas, la dona interior posee polarizacion radial hacia afuera
y la dona exterior polarizacion radial hacia adentro (Figura 6.6). El segundo modo dona
analizado es la superposicion HGg 1% — HG1 ¥ (modo dona con polarizacion azimutal), cuyo
haz generado consiste en un modo dona polarizado radialmente (Figura 6.7). El tercer modo
dona consiste en la superposicion HGy X +i HGg 1% (modo dona con polarizacion lineal),
para este caso el haz generado en 2w consta de dos l6bulos con polarizacion lineal (Figura

6.8).

Combinacién asimétrica.

Otro resultado notable para la superposicién de dos modos HG es que sélo ciertas com-
binaciones de haces no colineales cuyos modos cumplan con (6.7), tienen radiacion en la
direccion frontal. En otras palabras, lo anterior presenta una regla de seleccion para ciertas
combinaciones asimétricas de los indices m y n en la que existe GSA en la direccion fron-
tal, a diferencia de las observaciones experimentales en las que usan ondas planas o el haz

Gaussiano fundamental [9,12,16,37].
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Iluminacién con haces Laguerre-Gauss.

En cuanto al caso de iluminaci6on con un s6lo modo LGi,, se obtuvo una ecuacién que
describe el patron de radiacion generado al doble de la frecuencia (5.27). A partir de ésta se
hizo variar la polarizacion del haz y sus modos (p y [) para describir distintos haces generados.
Por ejemplo, al utilizar polarizacion lineal en el haz incidente el patrén en 2w consta de p+1
anillos cortados por una linea de intensidad nula debida al factor (& - K). Mientras que al
emplear polarizacion circular la estructura del haz generado posee p + 1 anillos concéntricos
(Figura 6.12).

Resulta interesante que el momento angular total de los haces LG es Jo, = lo, + 0 =
2(ly + ) 0 Jo, = 2J,, (Seccion 6.3), en contraste con el caso dipolar que es Jo, = 21 [23]. El

andlisis del momento angular total puede ser mejor entendido con la siguiente tabla:

w 2w

o=+1 o==xl

l, =1 lo, =2l,+0
Jo=l+o || Jow=Ql,+0)+0=1l,+0

Esta conversion de espin a MAO que proviene del gradiente del campo, no es posible en el
caso de una GSA dipolar porque violaria la conservacion de Jo,,, es decir, no se doblaria el

momento angular total:

w 2w
o=-+1 o==xl
l,=1 lay, = 21,
Jo=1l,+0 || Jo =2, 4+ 0 F# 2J,

Lo anterior resulta interesante ya que la GSA cuadrupolar ofrece la posibilidad de crear
haces helicoidales con momento angular impar o par, a diferencia del caso dipolar que esta

restringida a la generacion de haces helicoidales con momento angular par.



60

Después de analizar los distintos modos de iluminacién podemos concluir que la distribu-
cion angular del segundo armoénico cuadrupolar es muy sensible a la estructura transversal
y a la polarizacion del campo fundamental. Ademas, los resultados en Jy, para un haz LG
podrian verificarse experimentalmente en la pelicula de NC-Si. Esto apoyaria la existencia
del mecanismo E - VE de la GSA en medios compuestos. El caso méas sencillo de realizar
corresponde al modo LGgp con polarizacién circular, cuya respuesta equivale a la del haz
Gaussiano fundamental mostrado en la Figura 6.1 - derecha. Por lo que al medir experi-
mentalmente el patréon de radiacién en 2w deberia observarse una estructura tipo anillo con
momento angular [ = 1 y polarizacion circularmente a la derecha oy =1 (Ja, = 2).

Los haces generados en 2w son interesantes por sus diversas y posibles aplicaciones ba-
sadas en estos. En particular, se podria utilizar la inhomogeneidad de los nuevos haces y
los cambios de polarizacion en areas como nano-Optica, fotonica y atrapado de particulas.
También podrian ser utilizadas sus caracteristicas para identificar procesos de GSA del tipo
cruadrupolar o producir una haz con frecuencia doblada de patron y polarizacion deseada.

Como trabajo futuro seria interesante investigar con mas detalle esta aparente interaccion
o conversion entre espin y el MAO de la luz. Ademas de analizar la respuesta del sistema
considerado a otro tipo de haces Gaussianos, como los haces Bessel-Gauss [41] y Airy-Gauss
[42]. Asi como estudiar el campo cercano de los haces en el segundo armonico, el caso de
haces Gaussianos fuertemente enfocados y la GSA cuadrupolar para distintas geometrias.
Igualmente, serfa interesante estudiar la GSA por gradientes de densidad y su analogia con

nuestros resultados publicados [43].



Apéndice A
Identidades empleadas.

En este apéndice se mostraran las identidades utilizadas en los calculos analiticos reali-

zados.

De [36] (integral 7.374.7, pag. 837):

/ VL [ Hpfelde = /A2 malym L 2] (A1)

o0

[my < mg).

Ecuacion (11) de [20],

Mzm(zz')kp,i”’“m’“) () Hy () Hi () = 2o ] D7 )Ly ety (nzm)
k=0 (=D"nl(z + iy "Ly (@ +y?)  (m=n)
(A.2)
donde
_1\k gk
PR (0) = —(zkz %[(1 =" a+") (A.3)

Identidad de [24]:
27
/ eime iz cos(d)ﬂp)dgb — 2ﬂlm€lmwjm<x) (A4)
0

De [36] (integral 6.631.4, p. 717)

/ e ] (Bx) do = 5—6_52/40‘ [Rea >0, Rev > —1]. (A.5)
0

(2a)v+1 ’
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De [36] (integral 7.422.1, pag. 848)

v

/ooxwrleﬁx? [LZ/2(5x2)]2 J(ry)dr = :p‘r(p +14+v/2)(28)7 eV (A.6)
. !

v 2
n+1+v/2)(p—n) Leay/28)
[y >0,Rel >0, Rev > —1].

P (=)' (p—n+1/2)T(n+1/2
X};( %ﬁp /2)0( /2)

De [36] (integral 6.632.10, pag. 718)

o 2 ! 1
/ e T P (224/2)dr = %6_225“[/;(2)
0

[n=0,1,...;n+Rep > —1]. (A.7)



Apéndice B
Derivacion de la ecuaciéon 5.16.

En este apéndice se mostrara que al iluminar con un s6lo modo HG el proceso de GSA cua-
drupolar generd un haz compuesto de la combinacién de haces HG de orden par a frecuencia
doblada.

Partiendo del patréon de radiaciéon para el haz HG

2o D) 9
E(z,y) = Boe " /"M, [Q] o [Q] )

Wo Wo
es
1
A

iTws

E2C1 (K, K,)(8 - K) e KHHE /85

donde
Cij(Ky, Ky) = Crppnymyn; = 2™ " <mIn L=< (K2wg/4) Ly>7n< (Kng /4),

con ms (m<)=max(min){m,ms} y n-(n.)=max(min){ny,ns}.
De la ecuacion (11) de la referencia [40],
= ko (=) ml(z +ay)" " Ly (2% + %) (n = m)
> (@20)F P (0) Hy o () Hy () = 27
k=0 (=Dmnl(z +iy)" "Ly (@ + ) (m = n)
(B.1)
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Donde
ke —1)F d*
prrmR gy = CUZ e pny pgym| B.2
R 0) = e - | (B.2)
Sin=myy=0 laformula se reduce
2n
> i) PR (0) Hap () Hi (0) = 22(—1)"nl LY (27) ; (B.3)
k=0

como Hy(0) = 0 para k impares, todos los términos de la suma son reales y solo incluye
polinomios de orden par.

Por lo tanto se puede escribir
(—Dhtmohtmcy, = (=D)LL (Kwg/4)] [((=1)™22™m L), (K wi/4)]  (B.4)

211 2ma

= YD g i 0) (B.5)

X HQll—k [%] H2m1—k’ [@] Hk(())Hk/(O) .

0 Wo

De la formula de Rodrigues, P %"=%)(0) = P,(0), con P, un polinomio de Legendre;

P,(0) = 0 para n impar. Entonces,

(-1 Gy = i%<22')k+k/Pk(O)Pk'(O)Hk(O)Hk'(O)Hzl k V2 Hom, - 2y
k=0 k'=0 T wo " Wo
L 1 \/E.I \/5
Y
= ZZG(ZLQ)HZH*%) w_()] H2m172q [’UJ_O (BG)
p=0 ¢=0

donde a(p, q) = (—4)PT9Py,(0) P2y (0)Hs,(0) H24(0) con p,q = 0,1,2,3, ...

Por lo tanto, el proceso de GSA transforma un sélo haz HG incidente en un haz en el
segundo armonico compuesto de una combinaciéon de HG de orden par, esto es:
6—(9[;2+g;2)/w(2)Hlm(x7 y)é Shg, —(KZ+K3)wi /8 [Z Z a(p, q) Hom—opon—2q(Kawo/2, Kywo/Z)](é-K)é

p=0 ¢=0

(B.7)



Apéndice C
Derivacion de la ecuacion 5.31.

En este apéndice se mostrara el cdlculo analitico realizado para obtener la polarizaciéon
no lineal de una superposiciéon de dos modos LG.

Sea una superposicion de dos modos LGL en z =0 con indices p1 =0y po =0

IN ll2|
( &) ) EOl <\/_T> ;0 LT L+ @ <\/_T‘> “’0 ezb(b (Cl)

Wo Wo Wo

Desarrollando el operador:

1 1. . 1 oo L
E-VE = §e1(e1 VE?) + §e2(e2 -VE3) + §(e1e2 +eyey) - V(ELE,)
1 E.
+ 5 (@1 x &) x E2V (Ef) (C.2)

donde se utilizé que E'VE,; — E;VE, = EQV(E—Q)
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La polarizacién no lineal es:

1
E(PHI)K = /E-VEdr,

[211]
27 2 2
_ —el s, . / / EOl (\/_7“> e 21”78@2il1¢6_iKTCOS(¢_@)T’dgde’
|2l2]
2 f2 r _2w? )
+ 82 S, - / / 0,2 (\/_ > P ezzlzqse—zKrcoS(qS—go)rd(ﬁdr

o p E 5 lal el o
(8162 +6281 K/ / 0,1440,2 < T> e w0€ (ll+lg)qi>efiKrt:os(¢>7gz>),’0(1¢d,’n

Wo

121 (ll2]=111)
E E _z? 2 .
+ =(€; x &) // 01702 T2 (%) ci2hoy ({U_T> i(la—11)¢
0 0

eI eos(@=)p debl, (C.3)

_|_

l\.’)l@

l\.’)b—*

Para resolver las cuatro integrales anteriores, se consideraran dos distintos casos de interés

en los indices [; y Is.

a) Caso l1ls >0

Las dos primeras integrales I; y I, son equivalentes a la integral resuelta para un solo

modo LGY}. La tercera integral I3 es:

[L1]4+12] 5
o > (2" Fo,E r _2t :
[3 — 5(8162 + e2e1) . K/ / 0,1 . 0,2 <\/_ ) e wd 61(11+l2)¢6—zKT cos(d)—cp)r d¢ dr.
0 Jo Wy

Wo
(CA4)
Primero se resuelve la integral azimutal empleando la identidad:
/ Mol cos(O=9) oy — omime™? ] (). (C.5)
0

Ademas, utilizando que J,,(—x) = (=1)"J(z) y J_in(—2x) = (=1)"Jn(2), entonces, i" J,, (z) =
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i (2) = i T (x) = i™ J (2). La integral se reduce a
2SN “Eoq1 E 2

Iy = %(eleg—l—egel)-K / 0,1 20,2 (\/_7“
0 Wy Wo

Empleando la identidad (6.631.4 del Gradshteyn):
v 2
AR - (C.7)

OO v+1, —ax?
/Ov X + e Jy(,@l’)dﬂ? = We
[Rea > 0, Rev > —1],

la[+]l2|+1 )2
) e 8 [2#(—1)|ll+l2| |l1+l2\(]‘l (Kr) i(lit2)e | gy
(C.6)

con l;l; > 0, entonces |l; + 5| = |l1| + |l2|. La integral I3 es
(C.8)

Wo

]3 = ’L.’7TE071E072 (E

2] iy |+ )
W e|ey + e2el) . Ke_K wo/sK\l1|+\lz| (l1+l2) .
1

La integral I, es:
(lt2]=1ta])
\/57") eillz=l)é e—iKTCOS(qb—@)ngde‘

E E f% 2 :
I, = e1><e2 // 0.1770.2 ™3 <—\/_T) 2oy (—
Wo

Para resolver 1y, se desarrollara el término del gradiente en coordenadas cilindricas

12| =[] 12| =]
v (@) pilla—11) :<§?+%a%$) (%) gilla—1)6 |
0

(C.9)

Wo

[ ll2|—[la|-1 li2| =i
2 2\ . 1 2 ‘ ~
(Ila] = |12]) (ﬂ) (\/__> ellz=e | 5 1 = |i(ly — 1)) (ﬂ) eil=)é | 3
Wo T Wo

Wo

Wo

|l2]=]l1]-1
\/§r> (\/_§> ei(l2711)¢ <?+zsgn(l1)$>,

([la] = [ta]) (w—o "

: RS
(@) (\/_§> pilla—l1)¢ ((”2’ — )T +i(ly — l1)<$> ;

Wo

donde se utilizo que sgn(ls) = sgn(ly).
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Si se reescriben los operadores unitarios en coordenadas cartesianas, empleando: T =
oS ¢X + SN ¢y v & = — sin ¢X + cos ¢y, se obtiene que T = ip = eT%(X £ 4y). Por lo tanto,
el gradiente se puede reescribir de la forma:

s |11 (ll2|=ll])—1
5 ‘ 9 2 . . ~ . -~
<ﬂ> 0| = (|11 ) <‘W> <f> i1 TSI R (1))
Wy

Wo Wo

Al sustituir el término anterior en Iy:

lo+11—1
1. ~ ~ " EoaE -3
L= 5@ xe) x @+isen(t)s) [ [ 2] - [u) <f> V2 2 st-sgni
w

0 Jo 0 Wo

g KT cos(9—¢),. dodr.

Resolviendo la integral de ¢ con (C.5):

1 B \/§ lat+ly
L = ;@ x8&) ><(§+z'sgn(zl)§>/ S22 ([l — L)) <—T) e "3 2miln+lz—sgn()|
w Wo

0 0
( 1)|11+l2 sgn(i) ‘J|ll+l2 sgn(ll)\(KT’) itz =SgN(l1)e 44

Al considerar que |l; + lo —sgn(ly)| = |l1] + |lo| — 1, ya que sgn(ly) = sgn(ly), y empleando

(C.7) en la integral anterior:

Eo1Ep 1Wo izl 2, o
Iy =i ([lo| = L)) ——=— (-2\/5) (€1 x8,) x (X+isng(ly)y)e' (b H2=S8)e grihltlizl =1, =K wo/8,
w,

0

(C.10)

Finalmente, al sumar las cuatro integrales se encuentra que la (Pnl)K para l1ls > 0 es

1 wo 211] j121l )y ‘
(PIl VK~ mE&l (—) ———&,(&; K)e‘K wy/8 12l i(2h)e

V2 2l2ix+2
[202] )21
2 [ Wo el ~K2w2 /8 1-(20a] i(22)
+Z7TE0’2 E WGQ(GQ-K)G 0/° K e ® (Cll)

|+l |1y |+l
Wo 1 ~ o~ ~ K202 i
) <6162 + egel) Ke K2wj /8 K|l1\+|l2\ez(l1+12)cp

E oll1|+[la[+2

E E K [l1]4+|l2]—1 .
+ 7 (|la| — |l1!)—2 02(&, X 85) X Gy e FuB/8 ( 12\;0_ ) gllitlaFl)e,
Wo

A continuacion se calculara la (Pnl)K para otro caso de interés.

+ Z.7TE071E072 (
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b) Caso [;l; < 0.

Ahora se considerara el caso donde los modos tienen los indices I; > 0 y lo < 0. Al aplicar
lo anterior en (C.3), las dos primeras integrales I] y I}, se resuelven de manera similar al caso

a). La tercera integral I} se reescribe como:

' 7 B Bos (VB
~ o~ ~ ~ 2r T ;
Ié = %(elez + egel) . K/ / 0,1 - 0,2 < > e FOez(ll—\l2|)¢>e—zKrcos(d)—cp),r, d¢ dr.
0 Jo w

Wo

Utilizando (C.5) en la ecuacion anterior:

' ©p B \/5 li+|l2|+1 9,2
I, = %(6162+€261)-K / Ofu . ( T) e 8 [2m(—1)Melihlely ) (Kor)elmIzDe] dp,
0

Wo

Si ahora se emplea la identidad (6.631.10 pag. 718 Gradshteyn):

[e.@] ' 1
/ e gt (20y/Z) = %e"zz?“LZ(z) (C.12)
0

[n=0,1,...;n+ Rep > —1].

donde x = \1{7", =1 —|lkl,n=I|kLly vz= % I} se reduce a:

. 11 —l2]| 2,,,2 2,2

1K wo [T G Wl T

= i R .
2\/5

Fq1E,
I, = im|ly| =222

(61/8\2 + egel) K <
(C.13)

La integral I} es:

(ll2]=11)

7‘2
I, = e1><e2 // E01E02 e (@> 2oy <@> gl(lzl=l)e

e HKreosO=O)pdpdr.  (C.14)

Al desarrollar el gradiente:

(ll2|=11) (ll2|=t)
\V/ <\/_T> i=llel=l)e | — (@) ei(=ll2|=l)¢ [(|l2| — )T+ i(—|l] — 11)5] 7

Wo

(l2]=1)
2 ) R . R .
= <_\/_r> ¢! lll=h)e Ulﬂe”’(x —iy) — e (X + zy)} .

(C.15)
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Al sustituir (C.15) en (C.14) y utilizando la identidad (C.5) para la integral azimutal:

)

LK ~ 22 (/5 (lt2]+11)
~ -~ - r . ; ~ i~
I, =7 Oigo’Q(elxez)x/O e v <_> [umul|12+1€z(zl|12+1>soJ|ll_ZQHH(_KT)(XH},)

0 Wo

— Lyl it =l =e 7, (—K) (X — 2'37)] dr. (C.16)

Al emplear la identidad (C.12):

EoEpo K202 i K wa\ [z - K22\
L/l = 7%0072@@([17”2‘)W€7T0<81 X e2) % [‘l2|(|12‘ + 1)' < 2\/50) L};;H‘ll?l—i_l' ( < 0> o

K [t —[l2]—1] K202
11 Wy 11—l —1 w ~
Al <— 2\/§> L}l; 2l =1l (TO> a_]. (C.17)

Sumando las cuatro integrales se obtiene (Pnl)K para el caso [l < 0:

K o1 NG BYTETAA 2 e

Wo 2| Z.QUQI 2,2 ;
+ Z'7TE§72 (_) —_ é2(é2 . K) e~ K wi /8 r2lla| pi(=2ll2])e

\/i 22‘l2|+2
EnE N o K [l —|l2]| _ K? 2 K202
+ il OZ = (€162 +€2e1) - K ( ! w0> L)l (_wo) e eihlizle

N 2\/§ [l2] 8
2,2
1 7 BoaBoz o2t 5 6,

2?1)0

. [T —|l2|+1] 2,,,2
ZKU}[) 11—l K- w ~
[|l2|(|l2| +1)! (— Wi ) Lil;Hllz\Jrl\ <TO) o4

. li—|l2|—1
_11”2" (_ZKUJ[)> ‘ 2| | L|§1_|12‘_1‘ <@) /0"\_] .
2\/§ |l2] 8
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