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Dr. Jesús Alberto Maytorena Córdova
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Resumen de la tesis presentada por Roćıo Margoth Córdova Castro:

Efectos de forma en las resonancias plasmónicas de nanopart́ıculas

Se presenta un estudio teórico de la interacción de luz con nanopart́ıculas metálicas
aisladas y soportadas por sustratos. Estudiamos primero el caso de esferas homogéneas
que son pequeñas en comparación con la longitud de onda de iluminación, encontrando
que las curvas espectrales de extinción revelan la presencia de resonancias. Estas
resonancias se conocen como resonancias del plasmón localizado de superficie. Para
part́ıculas más grandes, la resonancia se recorre hacia el rojo, al mismo tiempo que
pueden aparecer efectos debidos a resonancias multipolares.

De especial interés en la tesis es el caso de part́ıculas no esféricas. Abordamos el
problema con base en el método de la aproximación de dipolos discretos, y usando
la superfórmula de Gielis para definir el contorno de las part́ıculas. Con esta her-
ramienta computacional, estudiamos los efectos de forma en la eficiencia de extinción
de nanopart́ıculas de oro y plata. Encontramos que, el romper con la simetŕıa esférica de
la part́ıcula, puede aumentar significativamente la intensidad de la resonancia, además
de que, con respecto a los resultados para esferas, la longitud de onda de resonancia
se puede recorrer hacia el rojo de manera considerable. Es entonces posible diseñar
part́ıculas cuyas resonancias plasmónicas aparecen sobre un amplio intervalo de fre-
cuencias, cambiando solamente su forma.

Finalmente, estudiamos la posibilidad de mejorar la eficiencia de celdas fotovoltáicas
de silicio usando las intensificaciones asociadas a las resonancias plasmónicas de part́ıculas
metálicas depositadas sobre la superficie de la celda. Con base en un modelo sencillo
de celda solar, realizamos cálculos de la intensidad del campo dentro de la celda, en-
contrando que, efectivamente, la eficiencia de la celda puede mejorar por la presencia
de las part́ıculas metálicas.

Palabras Clave: Esparcimiento de luz, part́ıculas no esféricas, plasmones lo-
calizados (LSP), celdas solares plasmónicas.
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Abstract of the thesis presented by Roćıo Margoth Córdova Castro:

Shape effects in the resonances of plasmonic nanoparticles

We present a theoretical study of the interaction of light with isolated and supported
metallic nanoparticles. We first consider the case of homogeneous spheres that are small
compared with the illumination wavelength, finding that the spectral extinction curves
reveal the presence of resonances. These are called localized surface plasmon resonances.
For larger particles the resonance shifts towards the red and, at the same time, effects
due to multipolar resonances may appear.

Of special interest in this thesis is the case of non spherical particles. We approach
the problem on the basis of the discrete dipole approximation method, and using Gielis
superformula to define the particle contours. With this computational tool, we study the
effects of particle shape in the extinction efficiency of gold and silver nanoparticles. We
find that the departure from the the spherical symmetry of the particle can increment
significantly the strength of the resonance and that, with respect to the results for the
sphere, the wavelength of resonance can be considerably red-shifted. It is the possible
to design particles whose plasmonic resonances appear over a broad frequency range,
by changing only their shape.

Finally, we study the possibility of improving the efficiency of silicon photovoltaic
cells using the enhancements associated with the plasmonic resonances of metalic nanopar-
ticles deposited on the surface of the cell. Based on a simple solar cell model, we have
calculated the field intensity inside the cell, finding that the performance of the cell can
indeed improve by the presence of the particles.

Keywords: Light scattering, localized surface plasmons (LSP), non-spherical
particles, plasmonic solar cells.
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Al Dr. Demetrio Maćıas y Dra. Anne-Laure B. por la oportunidad que me dieron de

trabajar con ellos en LNIO-UTT, Francia.

Al Dr. Alejandro Reyes y Dra. Catalina López por sus valiosas observaciones.
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diámetro iluminada con luz con una longitud de onda de 576 nm. Se muestra

también un diagrama polar de la intensidad esparcida en el campo lejano

normalizada por la irradiancia incidente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

27 Ilustración de la radiación dipolar para incidencia con luz linealmente polar-

izada. Se ilustran los planos A, B y C que cortan la figura del patrón de

radiación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

28 Mapa de intensidad del campo cercano en escala lineal, para una esfera de
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circular de diferentes materiales oro y plata. La geometŕıa de incidencia es de
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los metales tienen electrones que se pueden mover libremente bajo la influencia de

campos eléctricos. Estos electrones, llamados electrones de conducción, son los que le

dan a los metales sus propiedades conductoras y, a frecuencias ópticas, su brillo car-

acteŕıstico. Se trata de materiales en los que sus propiedades dependen fuertemente

de la frecuencia de la onda electromagnética que los excita. Es decir, que son mate-

riales con una muy alta dispersión. Esto se puede visualizar fácilmente comparando

las propiedades de un metal a frecuencias bajas (como ondas de radio), a frecuencias

ópticas y a las frecuencias del UV o de los rayos X; en estas dos últimas, el material se

comporta básicamente como un dieléctrico absorbente.

Los metales nanoestructurados presentan propiedades ópticas únicas que tienen que

ver con la presencia de estos electrones libres. Estamos hablando de los llamados efectos

plasmónicos y, en particular, de los plasmones polaritones de superficie (PPS o SPP

por sus siglas en inglés) y de las resonancias de plasmón de superficie localizado (RPSL

o LSPR, por sus siglas en inglés). Los PPS son ondas viajeras que pueden excitarse

en la interfaz entre un dieléctrico y un metal, mientras que los LSPR son excitaciones

resonantes que ocurren en nanopart́ıculas metálicas.

Al incidir una onda electromagnética en la superficie de un metal, una buena parte

de la luz es reflejada. Existe, sin embargo, una cierta penetración de la onda en el

medio. La distancia de penetración se conoce como la profundidad de piel del metal.

En la región visible del espectro, para metales como el oro y la plata, esta distancia es de
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algunas decenas de nanómetros. Para part́ıculas cuyas dimensiones son comparables o

menores que esta profundidad de piel, el campo eléctrico asociado a la onda óptica ejerce

una influencia sobre todos los electrones libres de la part́ıcula, induciendo oscilaciones

colectivas. Esta situación se da principalmente a frecuencias del visible y del infrarrojo

cercano.

La combinación de estas oscilaciones colectivas con la dispersión del material (de-

pendencia con la frecuencia ω), da origen a resonancias ópticas en part́ıculas que son

mucho más pequeñas que la longitud de onda. Estas resonancias solo ocurren con met-

ales, pues las resonancias que presentan las part́ıculas dieléctricas son de naturaleza

distinta y ocurren con part́ıculas cuyas dimensiones son mayores que la longitud de

onda. Esto, aunado al hecho de que las LSPR dependen fuertemente de la forma de la

part́ıcula, le da un carácter único a estas resonancias plasmónicas. Dichas resonancias

constituyen el tema principal de estudio en esta tesis.

El uso de las propiedades ópticas de nanopart́ıculas metálicas para dar color a ma-

teriales se remonta a la época de los Romanos y puede apreciarse en obras de arte

y en vitrales de algunas catedrales medievales. Los fundamentos matemáticos para

entender este fenómeno se establecieron a principios del siglo pasado [Zenneck., 1907,

Mie, 1908, Sommerfeld, 1909] al menos para el caso de part́ıculas esféricas. Gustav

Mie, en el que posiblemente sea el trabajo más conocido sobre el tema, presentó una

solución anaĺıtica a las ecuaciones de Maxwell que describe de manera rigurosa la in-

teracción de luz con part́ıculas esféricas. Con esta teoŕıa es posible calcular el espectro

de extinción (pérdidas en la interacción por absorción y esparcimiento) de part́ıculas

esféricas homogéneas de tamaño y composición arbitraria. A pesar de que tiene más

de un siglo, esta teoŕıa sigue siendo importante pues se trata de la solución rigurosa

más completa para estudiar la interacción de luz con part́ıculas pequeñas. La teoŕıa de
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Mie y el método cuasiestático siguen siendo importantes para desarrollar la intuición

f́ısica sobre el problema. Debido a esto, estudiamos con cierto detalle el caso de es-

feras homogéneas aisladas, lo cual resultó también de utilidad para validar los métodos

numéricos. El tema de esparcimiento por part́ıculas no esféricas ha cobrado importancia

recientemente debido a que hoy en d́ıa es posible fabricar y caracterizar nanopart́ıculas

con tamaños y formas variadas y controladas. El estudio de las propiedades ópticas de

part́ıculas metálicas ha cobrado nuevos bŕıos debido a los reportes recientes de nuevos

efectos y aplicaciones. La plasmónica, que forma parte del campo de la nanofotónica,

es de los campos que más se han desarrollo en las últimas décadas. Aun aśı, debido a

la complejidad del problema, hay pocos estudios sistemáticos de los efectos del cambio

de la forma en la respuesta plasmónica de nanopart́ıculas.

Esta tesis tiene como objetivo general estudiar el origen de las resonancias y realizar

estudios numéricos sistemáticos sobre su dependencia con la forma. Entre los métodos

numéricos que se han desarrollado para tratar el caso de part́ıculas no esféricas, podemos

mencionar el método de la integral de superficie [Maradudin et al., 1990], el método de

diferencias finitas en el dominio del tiempo (FDTD por sus siglas en inglés) [Toland y

Houshmand, 1993] y el método de la aproximación de dipolos discretos (ADD o DDA por

su siglas en inglés, [Purcell y Pennypacker, 1973]), entre otros. Los cálculos numéricos

presentados en esta tesis están basados en este último. Escogimos este método por la

relativa simplicidad para su instrumentación y porque es adecuado para tratar el caso

de sistemas pequeños, como es el caso de nanopart́ıculas metálicas. Además, existen

códigos en lenguaje fortran que están disponibles en la red y pueden ser modificados para

nuestros objetivos. Una de nuestras contribuciones fue introducir en estos programas

una subrutina con la superfórmula de Gielis [2003], la cual permite describir de forma

anaĺıtica cuerpos con geometŕıa muy variada. De esta manera, contamos ahora con una
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herramienta computacional que permite la resolución de problemas de interacción de

ondas electromagnéticas con part́ıculas de forma bastante arbitraria, ya sean aisladas

o soportadas por sustratos. Esto nos permitió realizar un estudio sistemático de la

dependencia de la resonancia de los plasmones de superficie localizados con la forma de

part́ıculas nanométricas. De especial interés fue la ubicación espectral y la eficiencia de

extinción del modo dipolar, que es el modo dominante con part́ıculas de unos cuantos

nanómetros. También se puso cierta atención a la visualización de la intensificación del

campo cercano en condiciones de resonancia.

Nos interesa, en particular, la posibilidad de utilizar estos efectos para incrementar

la eficiencia de celdas solares fotovoltáicas. La mayor parte de la luz solar que incide

sobre una celda solar se pierde debido a la alta reflectancia del semiconductor que

compone la celda, ya que se trata de materiales con alto ı́ndice de refracción. Para

disminuir el costo de las celdas solares, existe actualmente una tendencia a reducir el

espesor de la capa activa; las llamadas celdas solares delgadas. En particular, el silicio,

que es el semiconductor más usado en celdas fotovoltáicas, no absorbe mucho en el

intervalo de longitudes de onda comprendido entre los 600 y 1100 nm. Con las celdas

solares delgadas esto representa un problema. Resulta entonces de gran importancia

el favorecer el confinamiento de la luz en la capa activa de la fotocelda. Estudios

anteriores [Pala et al., 2009, Catchpole y Polman., 2008, Atwater y Polman., 2010] han

sugerido que es posible intensificar el campo local en la celda utilizando nanopart́ıculas

metálicas. Se trata de las llamadas celdas solares plasmónicas. Sin embargo no se

han reportado estudios sistemáticos en los que se cuantifique la mejora sugerida y

tampoco se ha explorado mucho la influencia de la forma de la nanopart́ıcula. La

mayoŕıa de los estudios con celdas plasmónicas han supuesto que las part́ıculas son

esféricas o ciĺındricas. Nuestra propuesta es considerar part́ıculas con geometŕıas que
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conducen a intensificaciones mayores del campo. En este trabajo, presentamos estudios

cuantitativos de sistemas que ofrecen la posibilidad de mejorar la eficiencia de celdas

solares de silicio mediante el depósito de nanopart́ıculas metálicas no esféricas. Los

mapas de intensidad y la cuantificación de la distribución volumétrica del campo en

la capa activa de la celda muestran que colocar nanopart́ıculas sobre una celda solar

convencional puede aumentar su eficiencia.

A continuación se describe la organización de la tesis. Después de este caṕıtulo

introductorio, en el caṕıtulo 2 se presenta una revisión de las propiedades ópticas de

los metales. Iniciamos presentando las ecuaciones de Maxwell en medios materiales y

derivando la función dieléctrica asociada al modelo del gas de electrones libres. Las

propiedades ópticas de los materiales que utilizamos en nuestros cálculos son las de-

scritas por el modelo de Drude-Lorentz, ajustados a los datos experimentales de Johnson

y Christy [1972] para la función dieléctrica. Esto nos permite tener modelos anaĺıticos

realistas para la respuesta óptica de metales como el oro y la plata. En el caṕıtulo

3 se presenta una revisión de los conceptos básicos de esparcimiento por part́ıculas

pequeñas, presentando algunas definiciones que serán utilizadas a lo largo de la tesis.

También se abordan en este caṕıtulo las herramientas anaĺıticas más importantes en

el tema, que son la teoŕıa de Mie, que representa una solución formal para el caso de

esparcimiento por part́ıculas pequeñas, y el ĺımite en el que la part́ıcula es pequeña

comparada con la longitud de onda. Este ĺımite coincide con la solución de la llamada

aproximación cuasiestática, que se presenta en el apéndice A. El caṕıtulo 4 contiene

una breve revisión de técnicas numéricas para tratar problemas de esparcimiento por

part́ıculas. En particular se describe con cierto detalle el método de la Aproximación de

Dipolos Discretos (DDA). Este es el método que sirve de base a los estudios presentados

en esta tesis. En el caṕıtulo 5 se presentan resultados de cálculos de las propiedades
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ópticas de part́ıculas metálicas de diferentes formas. Estudiamos la dependencia de

las resonancias con la forma, el tamaño y los materiales con los que están compuestas

las part́ıculas. También se presentan cálculos de campo cercano, los cuales permiten

visualizar la distribución de campo en la vecindad de la part́ıcula cuando se presentan

resonancias. Se discute también en este caṕıtulo la influencia que tiene la presencia de

un sustrato en las resonancias de la part́ıcula. En el caṕıtulo 6 aplicamos nuestro estu-

dio al caso de celdas solares plasmónicas, considerando sustratos de silicio sobre los que

se depositan part́ıculas metálicas. Finalmente, en el caṕıtulo 7, se presenta un resumen

del trabajo, aśı como las observaciones y conclusiones más importantes de éste.
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Caṕıtulo 2

Propiedades ópticas de metales

Las propiedades ópticas de nanoestructuras metálicas se pueden entender con base en

las teoŕıas del electromagnetismo y del estado sólido. En este caṕıtulo presentamos una

breve revisión de las ecuaciones de Maxwell en medios materiales, enfocando nuestro

estudio al caso de metales. Derivamos la función dieléctrica asociada al modelo del gas

de electrones libres y discutimos la contribución de los electrones ligados, dada por el

modelo de Drude-Lorentz y ajustamos los parámetros de estos modelos comparando

con los datos experimentales de Johnson y Christy [1972] para las propiedades ópticas

del oro y la plata. De esta manera, podemos realizar cálculos utilizando propiedades

ópticas de metales realistas. Vale la pena mencionar que a lo largo de este trabajo

utilizamos el sistema gaussiano de unidades y consideramos materiales no magnéticos

(µ = 1).

2.1 El ı́ndice de refracción complejo

Las ecuaciones fundamentales que rigen la evolución de los campos electromagnéticos

en presencia de cargas, corrientes y medios polarizables son las ecuaciones de Maxwell.

Para incluir situaciones que involucran la materia, es útil distinguir los campos ex-

ternos y los campos internos producidos por la respuesta del material. Enfocaremos

nuestra atención en medios conductores y particularmente en metales, en los que la

conductividad juega un papel importante en la respuesta óptica.

Comenzamos considerando un medio isotrópico y homogéneo que, en presencia de
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un campo eléctrico, permite un desplazamiento ~r de sus electrones. El desplazamiento

de cada electrón tiene asociado con un momento dipolar ~p, que se escribe como

~p = e~r. (1)

El efecto acumulativo de todos los momentos dipolares da una polarización macroscópica

por unidad de volumen, ~P = N~p, donde N es el número de electrones por unidad de

volumen. Esta polarización macroscópica ~P puede expresarse en términos del campo

eléctrico externo ~E(ω) de la siguiente manera

~P (ω) = χe(ω) ~E(ω), (2)

donde χe(ω) es una constante de proporcionalidad que se conoce como la susceptibilidad

eléctrica del medio. En la expresión (2) hemos considerado que los términos no lineales

son despreciables. El vector de desplazamiento eléctrico ~D(ω), está relacionado con el

campo eléctrico y con la polarización macroscópica a través de la expresión

~D(ω) = ε(ω) ~E(ω) = ~E(ω) + 4π ~P (ω), (3)

donde hemos supuesto que el medio es isotrópico y que el campo ~E es paralelo al vector

de polarización ~P , de tal forma que

~D(ω) = (1 + 4πχe(ω)) ~E. (4)

La función dieléctrica ε(ω) puede entonces ser expresada en términos de la susceptibil-

idad de la forma

ε(ω) = 1 + 4πχe(ω). (5)

Similarmente, el campo magnético esta relacionado con la magnetización ~M , de la

forma

~H(ω) = ~B(ω)− 4π ~M =
1

µ
~B. (6)
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Sin embargo, como ya hemos mencionado, en este trabajo estaremos considerando que

µ = 1.

Las relaciones que describen la respuesta del material se conocen como las rela-

ciones constitutivas. Estas relacionan la densidad de corriente eléctrica ~J con el campo

eléctrico ~E, el campo magnético ~B con el campo magnético ~H, y el vector de desplaza-

miento eléctrico ~D con el campo eléctrico ~E

~J = σ ~E, ~B = µ ~H, ~D = ε ~E. (7)

Los coeficientes fenomenológicos σ, µ y ε (conductividad, permeabilidad y permitividad

eléctrica) dependen del medio en consideración, pero son independientes de los campos

si el medio es lineal. Para medios homogéneos e isotrópicos estos coeficientes son inde-

pendientes de la posición y de la dirección del campo, pero dependen, sin embargo, de

la frecuencia de oscilación de la onda electromagnética.

Las fuentes de los nuevos campos ~D y ~H son la densidad de carga libre ρ y la

densidad de corriente ~J , respectivamente. Con estas fuentes las ecuaciones de Maxwell

para medios materiales se pueden escribir de la forma

∇ · ~D = 4πρ, (8)

∇ · ~B = 0, (9)

∇× ~H =
4π

c
~J +

1

c

∂

∂t
~D, (10)

∇× ~E = −1

c

∂

∂t
~B. (11)

Este conjunto de ecuaciones (junto con las apropiadas condiciones de frontera y la

conservación de enerǵıa y de carga) son suficientes para describir la evolución temporal

y espacial de los campos electromagnéticos en el material.
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Consideramos, por ejemplo, una fluctuación o perturbación en la distribución de

carga en un material conductor isotrópico y homogéneo. Tomando la divergencia de

(10),

∇ · (∇× ~H) =
4π

c
∇ · ~J +

1

c

∂

∂t
∇ · ~D, (12)

y usando (8) y (7), obtenemos

0 =
4π

c
σ∇ · ~E +

1

c
4π
∂ρ

∂t
. (13)

Utilizando ~E = ~D/ε de la ecuación (7) y, una vez más, la ecuación (8) encontramos

que

∂ρ

∂t
+

4πσ

ε
ρ = 0. (14)

Esta ecuación diferencial describe el reacomodo de la densidad de carga después de

una perturbación. La solución de esta ecuación diferencial es de la forma

ρ = ρ0e
− t
τ , (15)

donde τ = ε
4πσ

se conoce como el tiempo de relajación.

Vemos entonces que una fluctuación en densidad de carga decaerá exponencialmente

en el tiempo. El tiempo de relajación es pequeño comparado con el periodo de la onda

electromagnética incidente para medios con conductividad apreciable. Por ejemplo,

para un metal como el cobre e iluminación con luz en la región visible del espectro,

el periodo de la oscilación es del orden de 10−15 seg., mientras que τ
ε

es del orden de

2 × 10−19 seg. Es por esto que en metales se supone que la densidad de carga ρ es

uniforme y para cuerpos no cargados, es cero.

Para ondas monocromáticas podemos escribir el campo eléctrico en función de la

posición ~r y el tiempo t de la forma ~E(~r, t) = ~E(~r)e−iωt, donde ~E(~r) representa la ampli-

tud compleja y ω es la frecuencia angular de la onda. Se pueden introducir dependencias
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temporales más complicadas utilizando una superposición de campos armónicos. Con

esta dependencia temporal tenemos que el operador ∂/∂t = −iω y las ecuaciones (10)

y (11) se pueden reescribir como

∇× ~H +
iω

c

(
ε+ i

4πσ

ω

)
~E = 0, (16)

∇× ~E − iωµ

c
H = 0. (17)

Tomando el rotacional de (17), utilizando la ecuación (16) y tomando en cuenta que

estamos suponiendo que ρ = 0, encontramos que ~E satisface una ecuación de Helmholtz

de la forma

∇2 ~E + k2 ~E = 0, (18)

donde k2 = ω2µ
c2

(
ε+ i4πσ

ω

)
. Esta ecuación es formalmente idéntica a la que se encuentra

para medios no conductores pero, en este caso, la constante dieléctrica es compleja, y

está dada por

ε(ω) = ε− i4πσ
ω
. (19)

Siguiendo la analoǵıa con un medio no conductor, se tiene ahora un número de

onda complejo. Introducimos también una velocidad de fase compleja y un ı́ndice de

refracción complejo nc, definidos por

v =
c√
µε(ω)

, nc =
c

v
=
√
µε(ω) =

c

ω
k. (20)

Es decir, que

nc = nr + ini, (21)

donde nr y ni son reales y ni es llamado el ı́ndice de atenuación. Estas cantidades

se pueden expresar en términos de las constantes del material ε, µ, y σ. Elevando al

cuadrado la ecuación (21) y utilizando las ecuaciónes (19) y (20), podemos escribir

n2
r − n2

i = µε, (22)
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nrni = −2πµσ

ω
, (23)

de donde encontramos que

n2
r =

µ

2


√
ε2 +

(
4πσ

ω

)2

+ ε

 , (24)

n2
i =

µ

2


√
ε2 +

(
4πσ

ω

)2

− ε

 . (25)

Para la mayoŕıa de los metales σ es del orden de 1017seg−1, por lo que con una longitud

de onda de λ = 550 nm, correspondiente a ν = 25 × 1014seg−1, se tiene que σ
2ν

v 100.

Es decir que en las ecuaciones (24) y (25), ε es despreciable en comparación con este

término.

Una solución simple de la ecuación (18) es una onda plana, cuya amplitud compleja

es de la forma

~E(~r) = ~E0e
ik(~r·ŝ), (26)

donde ŝ representa un vector unitario en la dirección en la que viaja la onda. Susti-

tuyendo k de la ecuación (20) encontramos que

~E(~r) = ~E0e
−ω
c
ni(~r·ŝ)ei

ω
c
nr(~r·ŝ). (27)

Como la densidad de enerǵıa de la onda es proporcional al promedio temporal de ~E2,

la densidad de enerǵıa decrece de acuerdo con la relación

W = W0e
−β(~r·ŝ), (28)

donde

β =
2ω

c
ni. (29)

La constante β se conoce como el coeficiente de absorción.
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Un conductor perfecto se caracteriza por tener una conductividad infinita (σ →∞)

y no permitir la penetración de una onda electromagnética. Las superficies metálicas

que tienen muy alta conductividad pueden servir como buenos espejos. En ellos, los

electrones libres oscilan 180 grados fuera de fase a la dirección del campo eléctrico

aplicado y, en consecuencia, poseen una constante dieléctrica negativa a frecuencias

ópticas.

Hemos visto que la función dieléctrica está determinada por la tendencia de un ma-

terial a polarizarse en presencia de un campo eléctrico externo, anulando parcialmente el

campo interno del material. La respuesta de los metales a la radiación electromagnética

esta intŕınsecamente relacionada con los electrones libres de conducción en el metal. Los

electrones en la banda de valencia no intervienen en la conducción eléctrica. Para esto,

se necesitan electrones en la banda de conducción. En consecuencia, para que un ma-

terial sea buen conductor, debe haber poca o ninguna separación entre la banda de

valencia y la banda de conducción, de manera que los electrones puedan saltar entre

estas bandas. De lo contrario el material se comportará como un aislante. Aunque las

propiedades ópticas de metales están determinadas principalmente por los electrones

de conducción, las excitaciones interbanda, que se dan si la enerǵıa del fotón excede

cierto valor, pueden aportar una respuesta óptica adicional.

2.2 La respuesta óptica de los metales

Un modelo simple para tratar de describir las propiedades ópticas de metales fue de-

sarrollado por Drude en 1900. El modelo supone que el conductor contiene electrones

libres e independientes, con un tiempo de relajación común. El análisis es similar al que

se usa para modelar un gas ideal. Posteriormente, Sommerfeld incorporó correcciones
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que provienen del principio de exclusión de Pauli, adoptando distribuciones de veloci-

dad de Fermi-Dirac para estos electrones libres. Este modelo, llamado de electrones

libres, fue posteriormente modificado para incluir correcciones debido a la estructura

de bandas del material; las llamadas transiciones interbanda. El modelo es conocido

como el modelo de electrones cuasi-libres o de Drude-Lorentz, pues fue desarrollado por

Lorentz.

A pesar de estar basado en conceptos muy simples, este modelo describe con éxito

la respuesta electromagnética de varios metales en el infrarojo. A frecuencias ópticas ya

no es tan bueno, debido a la presencia de transiciones interbandas. Como veremos en la

última sección de este caṕıtulo, la constante dieléctrica calculada con base en la forma

dada por el modelo de Lorentz, puede ajustar bastante bien los datos experimentales

de las constantes dielectricas del oro y de la plata en el visible.

Como punto de partida, en la siguiente subsección presentamos una revisión del

modelo de Drude.

2.2.1 Modelo de Drude-Sommerfeld

La teoŕıa trata un metal como un medio conductor continuo caracterizado por su con-

stante dieléctrica ε(ω), permeabilidad magnética µ y conductividad eléctrica σ. La idea

básica para esta teoŕıa es considerar que se tiene un gas de electrones. Los electrones

se mueven libremente entre colisiones con centros de colisión independientes y no es-

pecificados (pueden ser iones, otros electrones, defectos, fonones, etc). Estas colisiones

ocurren con una tasa promedio Γ. Cada colisión da lugar a una pérdida completa de la

información direccional, de manera que el movimiento de los electrones sufre un redi-

reccionamiento al azar después del evento. El efecto promedio de estas colisiones es

equivalente a tener una fuerza de amortiguamiento proporcional y opuesta a la veloci-
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dad de los electrones. La ecuación de movimiento de un electrón con carga e y masa

me bajo la influencia de un campo eléctrico externo ~E que se adopta con este modelo

es

me
∂2~r

∂t2
+meΓ

∂~r

∂t
= e ~E. (30)

Para entender el significado de la constante de amortiguamiento Γ consideremos

primero el caso en el que no hay campo externo. Tenemos entonces la siguiente ecuación

diferencial para la velocidad

∂~v

∂t
+ Γ~v = 0, (31)

con solución

~v = ~v0e
−Γt. (32)

Vemos que en este caso el electrón comienza con una velocidad ~v0 que disminuye de

forma exponencial con una constante de decaimiento Γ. El tiempo τ = 1
Γ

es el tiempo

de decaimiento.

En presencia de un campo externo los electrones son acelerados entre colisiones, lo

que ocasiona un movimiento de deriva de los electrones libres. Suponiendo el caso de un

solo electrón bajo la influencia de un campo eléctrico externo de la forma ~E(t) = ~E0e
−iωt

se tiene la ecuación de movimiento

me
∂2~r

∂t2
+meΓ

∂~r

∂t
= e ~E0e

−iωt. (33)

La solución de esta ecuación diferencial es

~r(t) = − e

me(ω2 + iΓω)
~E(t). (34)

El momento dipolar se puede entonces calcular de la ecuación (1). Si hay N elec-

trones por unidad de volumen, entonces la polarización total ~P es

~P = N~p = − Ne2

me(ω2 + iΓω)
~E. (35)
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Tomando en cuenta las ecuaciones (2) y (5) tenemos entonces que

εDrude(ω) = 1− 4πNe2

me(ω2 + iΓω)
, (36)

que se puede escribir como

εDrude(ω) = 1−
ω2
p

ω2 + iΓω
, (37)

donde ωp representa la frecuencia de plasma, definida en este modelo por la relación

ω2
p =

4πNe2

me

. (38)

Para ω � Γ las partes real e imaginaria de ε(ω) se pueden escribir como

εr(ω) ∼= 1−
ω2
p

ω2
, εi(ω) ∼= 1−

ω2
p

ω3
Γ. (39)

La primera relación ilustra el hecho de que cuando la frecuencia ω es igual a la frecuencia

de plasma ωp, εr(ω) = 0.

Este modelo da buenos resultados para describir las propiedades ópticas de al-

gunos metales en el infrarrojo. En particular, esto es cierto para los metales alcalinos,

como el Sodio y el Potasio. Estos metales que están situados en el grupo uno de la

tabla periódica, son conocidos como metales de electrón libre, pues la mayoŕıa de las

propiedades electrónicas y ópticas son debidas solamente a sus electrones de conducción.

El modelo también funciona bien con algunos algunos metales nobles en ciertos rangos

de frecuencia.

2.2.2 Transiciones interbanda

Los metales nobles tienen completamente llena las bandas de valencia y parcialmente

llenas las bandas de conducción. Por ejemplo el cobre, la plata y el oro tienen comple-

tamente llenas las capas 3d, 4d y 5d, respectivamente, y tienen solo un electrón en las
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bandas 4s, 5s y 6s. Hay una región intermedia, entre las transiciones puras de Drude,

que relacionan a los electrones de conducción de la última capa d y las contribuciones de

las transiciones interbandas que se pueden dar en los electrones s más unidos al núcleo.

Los electrones que dan lugar a transiciones interbanda añaden una contribución a la

susceptibilidad compleja, tomando la parte imaginaria una mayor importancia en la

respuesta del metal.

Esto se debe a que los fotones con enerǵıas más altas, pueden causar la excitación de

electrones de bandas internas. En el caso de metales en los que sus capas electrónicas

no están llenas, es posible excitar electrones ligados al núcleo a niveles con espacios

vaćıos.

En un contexto clásico, esta transición se puede describir a través de una modifi-

cación a la ecuación de movimiento de los electrones. Para un electrón ligado tenemos

que

me
∂2~r

∂t2
+meγ

∂~r

∂t
+meω

2
0~r = e ~E0e

−iωt, (40)

donde γ es una constante de amortiguamiento fenomenológica, que se debe tanto a

fuerzas de reacción de radiación, como a otros aspectos. De la solución de la ecuación

(40) y siguiendo un procedimiento similar al de la sección anterior, encontramos que

εInterbanda(ω) = 1 +
κ2

(ω2
0 − ω2)− iγω

, (41)

donde κ =
√

4πñe2/me y ñ es la densidad de electrones ligados. Separando las partes

real e imaginaria de la ecuación (41)

εInterbanda(ω) = 1 +
κ2(ω2

0 − ω2)

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

+ i
γκ2ω

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2)

. (42)

Esta respuesta óptica no tiene el mismo significado que el gas de electrones ya que

no se debe a los electrones que se mueven libremente por el sólido, sino a los electrones
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ligados. Este modelo clásico permite ajustar la respuesta del material, aun en casos en

los que aparecen varias resonancias, considerando constantes de resorte distintas.

2.2.3 Ajustes a valores experimentales

Con el modelo de Drude-Lorentz es posible ajustar a los datos experimentales medidos

por Johnson y Christy [1972], tomando en cuenta la aportación de electrones libres

junto con las transiciones interbanda a la función dieléctrica. Es decir que

ε(ω) = εDrude(ω) + εInterbanda(ω). (43)

Para el caso de la plata se utilizó una función dieléctrica de la forma [Rakic et al.,

1998]

εAg(ω) = 1−
ω2
p

ω2 + iΓω
+
∑
j=1,4

fjκ
2
j(

ω2
j − ω2

)
− iωγj

. (44)

Los primeros dos términos representan el modelo del electrón libre, mientras que los de la

sumatoria representan las correcciones debidas a la contribución de electrones cercanos

al núcleo. En nuestro caso, se consideran cuatro oscilaciones interbanda. Los datos

utilizados para nuestro ajuste son los reportados por Rakic et al. [1998] con un par de

modificaciones. Las constantes utilizadas se muestran en la tabla 1 y el comportamiento

de la función dieléctrica en función de la longitud de onda se muestra en la figura 1,

junto con los resultados del modelo de Drude y los resultados experimentales de Johnson

y Christy [1972].

Las propiedades ópticas del oro son más dif́ıciles de modelar anaĺıticamente en la

región del visible. Esto se debe a que las contribuciones interbanda son más impor-

tantes. En particular hay transiciones importantes a las longitudes de onda de 470 nm

y 330 nm. Estas deben ser incluidas en cualquier modelo realista de la respuesta óptica

del material. Tomando como referencia el art́ıculo de Etchegoin et al. [2006], realizamos
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Tabla 1. Parámetros utilizados para ajustar la función dieléctrica de plata con el modelo de Drude-
Lorentz.

Parámetro Valor [eV/~]

ωp 9.04

Γ 0.02125

f1 0.09

γ1 0.452

κ1 4.281

f2 0.011

γ2 0.065

κ2 8.185

f3 0.84

γ3 0.916

κ3 9.083

f4 5.646

γ4 2.419

κ4 20.29

un ajuste a los datos experimentales de la función dieléctrica del oro, con base en la

expresión

εAu(λ) = ε∞ −
1

λ2
p

(
1/λ2 + i/ξpλ

)
+
∑
j=1,2

Aj
λj

[
eiφj(

1/λj − 1/λ− i/ξj
) +

e−iφj(
1/λj + 1/λ+ i/ξj

)] (45)

donde λj = 2πc/γj, λp = 2πc/ωp es la longitud de onda de plasma, ξp = 2πc/γp

es la constante de amortiguamiento a la frecuencia de plasma, λj = 2πc/κj son las

longitudes de onda de las transiciones interbanda, ξj = 2πc/γj son las constantes de
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Figura 1. Ajustes de los modelos de Drude y Drude-Lorentz (ecuación (44)) a la función
dieléctrica de la plata. (a) Partes real e (b) imaginaria de la función dieléctrica. Se presentan
también curvas con los datos experimentales de Johnson y Christy [1972].

amortiguamiento de estas transiciones y Aj = Cj/κj son parámetros adimensionales

que representan puntos de amplitud cŕıticos. La primera linea de la expresión (45)

representa al contribución del modelo de Drude, mientras que la segunda toma en

cuenta las dos transiciones interbanda. Como se explica con detalle en el art́ıculo de

Etchegoin et al. [2006] esta expresión difiere un poco de un modelo de Lorentz puro.

Para el ajuste, se utilizaron los parámetros mostrados en la tabla 2. El comportamiento

de la función dieléctrica en función de la longitud de onda se ilustra en la figura 2,

donde también se muestran resultados de la teoŕıa de Drude, aśı como los resultados

experimentales de Johnson y Christy [1972].

Los ajustes a los datos experimentales de Johnson y Christy [1972] presentados en

esta sección son los que utilizaremos a lo largo de la tesis para los cálculos espectrales

de esparcimiento por part́ıculas de oro y plata.
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Tabla 2. Parámetros utilizados para ajustar la función dieléctrica del oro con base en la ecuación (45)

Parámetro Dato

ε∞ 1.54

λp 143 nm

ξp 14500 nm

A1 1.2755

λ1 470 nm

ξ1 1900 nm

A2 1.1

λ2 325 nm

ξ2 1060 nm

Figura 2. Ajustes de los modelos de Drude y de Etchegoin et al. [2006] a la función dieléctrica
del oro. (a) Partes real e (b) imaginaria de la función dieléctrica. Se presentan también curvas
con los datos experimentales de Johnson y Christy [1972].
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Caṕıtulo 3

Esparcimiento por part́ıculas esféricas

En el caṕıtulo anterior vimos que los metales exhiben caracteŕısticas ópticas partic-

ulares debido a su alta conductividad. Si, además, el metal está confinado en tres

dimensiones, la respuesta del sistema bajo la influencia de campos electromagnéticos

exhibe caracteŕısticas interesantes de absorción y esparcimiento. En la región del espec-

tro electromagnético de frecuencias visibles, la penetración de la onda electromagnética

en metales juega un papel importante en el caso de part́ıculas más pequeñas que la

longitud de la onda incidente. En tal situación, el campo puede atravesar por completo

la part́ıcula, influyendo en el movimiento de las cargas dentro de ella. Para nuestro

estudio de plasmones localizados es de gran importancia entender los conceptos y la

teoŕıa de esparcimiento por part́ıculas pequeñas.

En la primera sección de este caṕıtulo describimos las definiciones generales de la

teoŕıa de esparcimiento por part́ıculas. Después, nos enfocamos en la solución del

problema para esferas de un material homogéneo e isotrópico. Dicha solución está

dada por la teoŕıa de Mie [Mie, 1908], que estudiamos ampliamente en este caṕıtulo.

Enfocamos posteriormente nuestra atención al caso ĺımite de esta solución general para

part́ıculas muy pequeñas comparadas con la longitud de onda de la luz incidente. En

este ĺımite resulta importante analizar la llamada solución cuasiestática, pues nos da

elementos importantes para la discusión del origen f́ısico de las resonancias plasmónicas.

Estas dos teoŕıas coinciden en el ĺımite de part́ıculas muy pequeñas comparadas con la

longitud de onda. Para el visible se trata de un régimen en el que las part́ıculas son a
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lo más de unos 20 nm de diámetro.

Finalmente, en este caṕıtulo también presentamos cálculos basados en la teoŕıa de

Mie, materializada en los algoritmos de Wiscombe [1980] y Bohren y Huffman [1983].

Exploramos la dependencia de las resonancias de plasmón de superficie localizado en el

tamaño, composición y el medio que envuelve la esfera.

Posiblemente, el primer trabajo sobre las propiedades ópticas de part́ıculas metálicas

fue realizado por Garnett [1904], quien consideró el paso de la luz a través de un

medio dieléctrico que conteńıa esferas metálicas muy pequeñas con una densidad alta.

Con la ayuda de la fórmula de Lorentz-Lorenz, también llamada ecuación de Clausius-

Mossotti, Maxwell Garnett mostró que tal sistema era ópticamente equivalente a un

medio homogéneo cuyo ı́ndice de refracción complejo estaba relacionado con el ı́ndice

de refracción de las esferas metálicas. En un art́ıculo publicado en 1908, Gustav Mie,

motivado por explicar los fenómenos que daban lugar a los colores bien definidos que

exhiben las suspensiones con part́ıculas metálicas, obtuvo una solución rigurosa para la

difracción de una onda plana monocromática por una esfera homogénea de cualquier

diámetro y material, situada en un medio homogéneo. Una solución equivalente del

mismo problema fue publicada poco tiempo después por Debye [1909] en un art́ıculo

en el que estudiaba la fuerza mecánica ejercida por la luz sobre una esfera conductora.

Después de más de un siglo, el problema de la interacción de luz con part́ıculas ha

tomado aún más importancia por sus múltiples aplicaciones en diferentes áreas de la

ciencia y la tecnoloǵıa. Por citar algunos ejemplos de aplicaciones e ilustrar lo variado

de ellas, mencionamos los estudios de las propiedades de absorción y esparcimiento de

luz por polvo atmosférico y part́ıculas interestelares, la teoŕıa del arcoiris, la corona

solar y las propiedades ópticas de las nubes y la niebla.
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3.1 Amplitud de esparcimiento

Si un obstáculo, que podŕıa ser un electrón, un átomo, una molécula, o una part́ıcula,

es iluminado por radiación electromagnética, las cargas eléctricas en el obstáculo es-

tarán bajo la influencia del campo eléctrico incidente. Este campo, polariza el material

e induce oscilaciones de los electrones. Las cargas eléctricas aceleradas radián enerǵıa

electromagnética en muchas direcciones, produciendo la radiación secundaria o rera-

diación que llamamos esparcimiento. En el medio externo a la part́ıcula, esta onda

reradiada puede interferir con la onda electromagnética incidente. A su vez, las cargas

excitadas transforman parte de la enerǵıa electromagnética incidente en otro tipo de

enerǵıa, la cual se queda en el obstáculo que esparce (como enerǵıa térmica). Este pro-

ceso se llama absorción. El campo resultante en cualquier punto externo a la part́ıcula

es la suma de los campos primarios y secundarios, es decir el incidente y el reradiado o

esparcido,

~E = ~Ein + ~Esca. (46)

Los dos procesos, tanto el de esparcimiento como el de absorción, remueven enerǵıa

del haz de luz incidente, atenuándolo. A esta atenuación se le llama extinción y se

puede medir comparando directamente el haz que atraviesa un medio transparente con

el que atraviesa el medio con la part́ıcula o part́ıculas. En este contexto decimos que la

extinción es la atenuación de la onda electromagnética por esparcimiento y absorción

al atravesar un medio con part́ıculas.

En el dominio de la óptica lineal la intensidad del campo esparcido por una part́ıcula

de forma y composición arbitrarias es una función lineal de la intensidad del campo que

incide en la part́ıcula. También existe una relación lineal entre las amplitudes.

Consideramos una part́ıcula de tamaño, forma y propiedades ópticas especificas, ilu-
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minada por una onda electromagnética (ver figura 3). Desde el punto de vista teórico,

nuestro problema es determinar el campo electromagnético en cualquier punto del es-

pacio e incluso dentro de la part́ıcula.

Especificamos ahora el sistema de referencia para el problema que tratamos en esta

sección, colocando la part́ıcula en el origen del sistema cartesiano que se ilustra en la

figura 3. Consideramos que el campo incidente sobre la part́ıcula es una onda plana

monocromática que viaja en la dirección del eje z. Nos referiremos a esta dirección

de propagación como hacia adelante. Cualquier punto de la part́ıcula se puede escoger

como el origen O de coordenadas, pero para part́ıculas esféricas es conveniente escoger

el origen como el centro de la part́ıcula. En coordenadas cartesianas los vectores base

ortonormales êx, êy, êz, están en la dirección positiva de los ejes x, y, z, respectivamente.

La dirección de esparcimiento êr y la dirección hacia adelante êz definen el llamado plano

de esparcimiento. El plano de esparcimiento se puede especificar de manera única por

el ángulo azimutal φ, excepto cuando êr es paralelo al eje z, pues el eje z está contenido

en cualquier plano de esparcimiento.

Los campos eléctrico y magnético incidentes están dados por

~Ein(~r, t) = Ein(~r)e−iωt = ~E0e
(i~k0·~r−iωt), (47)

~Hin(~r, t) = ~Hin(~r)e−iωt = ~H0e
(i~k0·~r−iωt), (48)

donde ~Ein(~r) y ~Hin(~r) representan las amplitudes complejas de los campos eléctricos

y magnéticos incidentes. Como ya hemos mencionado, suponemos que ~k0 está en la

dirección del eje z y que k =
∣∣∣~k0

∣∣∣ = 2πn2

λ
es el número de onda de la onda incidente en

el medio 2, con ı́ndice de refracción n2.

Denotando el campo dentro de la part́ıcula por ( ~E1, ~H1), el campo en el medio

que rodea a la part́ıcula ( ~E2, ~H2) es la superposición del campo incidente ( ~Ein, ~Hin) y
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Figura 3. Sistema de referencia utilizado en esta sección, se muestra el plano de esparcimiento
y el campo incidente en la dirección z.

el campo esparcido ( ~Esca, ~Hsca). Es decir que ~E2 = ~Ein + ~Esca y ~H2 = ~Hin + ~Hsca.

Suponemos además que en la región de interés no hay fuentes de campo, de manera

que las amplitudes complejas satisfacen ecuaciones de Helmholtz homogéneas.

Es conveniente expresar la amplitud compleja del campo eléctrico de la onda in-

cidente ~Ein(~r), que por la transversalidad del campo debe estar sobre el plano xy,

en términos de sus componentes paralela (Eqin) y perpendicular (E⊥in) al plano de

esparcimiento, de la forma

~Ein = (E0qêqin + E0⊥ê⊥in) exp(ik0z) = Eqinêqin + E⊥inê⊥in. (49)

Los vectores êqin y ê⊥in se pueden expresar en términos de los vectores de la base

cartesiana como êqin = cosφ êx+senφ êy y ê⊥in = senφ êx−cosφ êy, teniéndose además

que ê⊥in× êqin = êz. También tenemos que ê⊥in = −êφ y êqin = sen θ êr +cos θ êθ, donde

êr, êθ, êφ son los vectores base ortonormales asociados al sistema de las coordenadas

esféricas (r, θ, φ). Denotando las componentes x y y del campo incidente por Exin y
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Eyin, tenemos que

Eqin = cosφExin + senφEyin, (50)

E⊥in = senφExin − cosφEyin. (51)

A distancias grandes del origen (kr � 1), en la región de campo lejano, el campo

eléctrico esparcido ~Esca es aproximadamente transversal (es decir que êr · ~Esca ' 0) y

tiene la forma asintótica

~Esca ∼
eikr

−ikr
~A, kr � 1, (52)

donde êr · ~A = 0. El campo esparcido en la región de campo lejano se puede escribir de

forma genérica como

~Esca = Eqscaêqsca + E⊥scaê⊥sca, (53)

donde los vectores unitarios ê⊥sca = −êφ y êqsca = êθ, que son perpendiculares y parale-

los al plano de esparcimiento se ilustran también en la figura 3. Se tiene además que

ê⊥sca × êqsca = êr. Vale la pena recalcar que ~Esca y ~Ein están definidos en términos de

conjuntos de vectores base distintos

Como ya hemos mencionado, la amplitud del campo esparcido por una part́ıcula

de forma y composición arbitrarias es una función lineal de la amplitud del campo que

incide en la part́ıcula. Es conveniente escribir la relación entre los campos incidente y

esparcido de la forma [Bohren y Huffman, 1983] Eqsca

E⊥sca

 =
eik(r−z)

−ikr

 S2 S3

S4 S1


 Eqin

E⊥in

 , (54)

donde los elementos Sj(θ, φ)(j = 1, 2, 3, 4) de la matriz de amplitud de esparcimiento

dependen, en general, del ángulo de esparcimiento θ y del ángulo azimutal φ. El es-

parcimiento en cualquier dirección está descrita por estas cuatro funciones. Dependi-
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endo de la simetŕıa del sistema, algunos de los elementos de esta matriz pueden ser

cero.

Ángulos cercanos a cero grados indican que la luz es esparcida cerca de la dirección de

incidencia. Esto es lo que antes mencionamos como dirección hacia adelante. Ángulos

cercanos a 180 grados, indican que la luz es esparcida hacia atrás, o hacia la fuente.

Esto es lo que se conoce como esparcimiento hacia atrás.

3.1.1 Secciones transversales

En general, el flujo de enerǵıa electromagnética que se propaga a través de un medio ar-

bitrario está dado por el vector de Poynting ~Sr = c
4π

( ~Er× ~Hr), donde ~Er = <
{
~E(~r)e−iωt

}
y ~Hr = <

{
~H(~r)e−iωt

}
representan los campos reales y ~E(~r) y ~H(~r) son amplitudes

complejas. La magnitud de este vector tiene dimensiones de [enerǵıa/área× tiempo].

En términos de las amplitudes complejas, el vector de Poynting promediado en el tiempo

está dado por

~S =
c

8π
<
{
~E × ~H∗

}
. (55)

Una vez que se tienen los campos electromagnéticos dentro y fuera de la part́ıcula, se

puede determinar el vector de Poynting en cualquier punto.

En la región 2, fuera de la part́ıcula, el campo es la interferencia entre el campo

incidente y el campo esparcido de modo que ~E2 = ~Ein + ~Esca y ~H2 = ~Hin + ~Hsca. El

promedio temporal del vector de Poynting ~S en cualquier punto en el medio que rodea

a la part́ıcula puede escribirse entonces como

~S =
c

8π
<
{

( ~Ein + ~Esca)× ( ~H∗in + ~H∗sca)
}

(56)

~S = ~Sin + ~Ssca + ~Sext, (57)
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donde el vector de Poynting ~Sin asociado con la onda incidente, está dado por

~Sin =
c

8π
<
{
~Ein × ~H∗in

}
, (58)

mientras que el vector de Poynting ~Ssca del campo esparcido está dado por

~Ssca =
c

8π
<
{
~Esca × ~H∗sca

}
, (59)

y ~Sext es un término que se interpreta como debido a la interacción entre la onda

incidente y la esparcida. Es decir, que se trata de un término de interferencia entre dos

estos campos. Tenemos entonces que

~Sext =
c

8π
<
{
~Ein × ~H∗sca + ~Esca × ~H∗in

}
. (60)

La potencia neta (la que entra y la que sale) con la que la enerǵıa electromagnética

atraviesa la esfera imaginaria hacia adentro es

Wabs = −
∫
A

~S · êrdA, (61)

donde êr es el vector normal que apunta hacia afuera de la superficie esférica imagi-

naria. En nuestro caso, la part́ıcula absorbe parte de la enerǵıa incidente y Wabs > 0.

Considerando que ~S es la suma de tres términos, podemos escribir que

Wabs = Win −Wsca +Wext, (62)

donde

Win = −
∫
A

~Sin · êrdA, (63)

Wsca =

∫
A

~Ssca · êrdA, (64)

Wext = −
∫
A

~Sext · êrdA. (65)
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El término Win desaparece para un medio no absorbente, Wsca es la razón a la cual la

enerǵıa esparcida atraviesa la superficie A y Wext es la suma de la potencia absorbida

y la potencia esparcida

Wext = Wabs +Wsca. (66)

Por conveniencia tomamos el campo eléctrico incidente ~Ein = Einêx, como un campo

linealmente polarizado en la dirección x. Debido a que el medio donde está la part́ıcula

no es absorbente, Wabs es independiente del radio r de la esfera imaginaria. Escogemos

entonces r lo suficientemente grande como para estar en la región de campo lejano. En

esta zona tenemos que

~Esca ∼
eik(r−z)

−ikr
~XE0, (67)

~Hsca = êr × ~Esca, (68)

donde êr · ~X = 0. El vector ~X se relaciona con los elementos Sj de la matriz de amplitud

de esparcimiento de la forma

~X = (S2 cosφ+ S3 senφ) êqsca + (S4 cosφ+ S1 senφ) ê⊥sca. (69)

.

La potencia que se perdió en la interacción de la luz con la part́ıcula se puede

calcular por medio del teorema óptico. En el ĺımite cuando kr → ∞ tenemos [Bohren

y Huffman, 1983]

Wext = Iin
4π

k2
<
{(

~X(θ = 0) · êx
)}

. (70)

Dividiendo esta potencia entre la irradiancia incidente, definimos la sección transversal

de extinción como

Cext =
Wext

Iin
=

4π

k2
<
{(

~X(θ = 0) · êx
)}

. (71)
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De la ecuación (66), vemos que la sección transversal de extinción tiene dos con-

tribuciones, que son la sección transversal de absorción y la sección transversal de

esparcimiento, de modo que

Cext = Cabs + Csca, (72)

donde

Cabs =
Wabs

Iin
, Csca =

Wsca

Iin
. (73)

Para unas condiciones de iluminación dadas, las secciones transversales representan

propiedades ópticas de la part́ıcula. La potencia absorbida, por ejemplo, se obtiene

multiplicando la irradiancia incidente por la sección transversal de absorción. Para

una orientación de la part́ıcula y una dirección de incidencia, la part́ıcula presenta una

sección transversal geométrica G bien definida. Por ejemplo, para una esfera de radio

a, G = πa2. Las cantidades adimensionales

Qext =
Cext
G

, Qsca =
Csca
G

, Qabs =
Cabs
G

. (74)

se conocen como los factores de eficiencia para la extinción, el esparcimiento y la ab-

sorción. En general, estos factores dependen de la orientación de la part́ıcula con

respecto al haz incidente, aśı como del estado de polarización y la longitud de la onda

incidente. También dependen del tamaño, el material de la part́ıcula y el medio en el

que está embebida. De la ecuación (72) tenemos también que

Qext = Qabs +Qsca. (75)

Vale la pena recalcar que las eficiencias de extinción no tienen como máximo la unidad.

Esto no quiere decir que no se conserve la enerǵıa, sino que la part́ıcula puede tener

influencia sobre una zona mucho mayor que su sección transversal geométrica. La

eficiencia de extinción nos da información sobre las pérdidas que sufre un haz de luz
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Figura 4. Marco de referencia utilizado para los cálculos de esparcimiento de luz por una
esfera. Se muestra el campo incidente en la dirección del eje z.

en la dirección original de incidencia. Esta eficiencia es una de las propiedades más

importantes para nuestro estudios.

3.2 Teoŕıa de Mie

En esta sección presentamos la teoŕıa de Mie [Mie, 1908] para resolver el problema de

la interacción de una onda monocromática plana con una part́ıcula esférica homogénea

e isotrópica siguiendo el tratamiento presentado por Bohren y Huffman [1983]. Pos-

teriormente, presentamos algunos resultados que ilustran fenómenos importantes para

nuestro trabajo.

Como en la sección anterior, suponemos que la part́ıcula es iluminada con una onda

plana monocromática linealmente polarizada que viaja en la dirección del eje z. El

medio en el que está embebida la esfera es homogéneo, isotrópico y no absorbente,

además de libre de fuentes. Suponemos que los campos tienen una dependencia tempo-

ral de la forma e−iωt, pero suprimimos esta dependencia de la notación. Las amplitudes
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complejas de los campos deben satisfacer ecuaciones de Helmholtz, tanto dentro como

fuera de la esfera:

∇2 ~E + k2 ~E = 0, ∇2 ~H + k2 ~H = 0, (76)

donde k2 = ω2

c2
µε(ω). Debido a la simetŕıa de la part́ıcula, es conveniente utilizar un

sistema de coordenadas esféricas polares, por lo que es necesario considerar la ecuación

de Helmholtz en coordenadas esféricas.

Suponemos ahora que dada una función escalar arbitraria ψ y un vector constante

arbitrario ~b podemos construir una función vectorial ~M tal que

~M = ∇× (~bψ). (77)

Ya que la divergencia de cualquier producto cruz es nula, si aplicamos la divergencia a

la ecuación anterior tenemos que

∇ · ~M = 0. (78)

Usando las identidades vectoriales

∇× ( ~A× ~B) = ~A(∇ · ~B)− ~B(∇ · ~A) + ( ~B · ∇) ~A− ( ~A · ∇) ~B, (79)

y

∇( ~A · ~B) = ~A× (∇× ~B) + ~B × (∇× ~A) + ( ~B · ∇) ~A+ ( ~A · ∇) ~B, (80)

se puede mostrar que

∇2 ~M + k2 ~M = ∇×
[
~b(∇2ψ + k2ψ)

]
. (81)

Vemos que ~M satisface una ecuación de onda vectorial si, a su vez, ψ es una solución

de la ecuación de onda escalar

∇2ψ + k2ψ = 0. (82)



34

También podemos escribir ~M = −~b×∇ψ, lo cual muestra que ~M es perpendicular a ~b,

y podemos construir otra función vectorial

~N =
∇× ~M

k
, (83)

con divergencia cero, que también satisface la ecuación vectorial

∇2 ~N + k2 ~N = 0. (84)

Se puede también mostrar que se cumple que ∇× ~N = k ~M .

Los campos vectoriales ~M y ~N tienen todas las propiedades requeridas de los campos

electromagnéticos, satisfacen la ecuación de onda, su divergencia es cero, y el rotacional

de ~M es proporcional a ~N y el rotacional de ~N es proporcional a ~M . Esto es, el

problema de encontrar soluciones a las ecuaciones de los campos se reduce al problema

comparativamente simple de encontrar una solución de la ecuación de onda escalar.

La función escalar ψ será llamada la función generatriz de los vectores armónicos ~M y

~N . En este contexto, el vector constante ~b es el llamado vector piloto o vector gúıa.

Haciendo referencia una vez más a la figura 4, consideramos los ejes de coordenadas

(x, y, z). El radio vector del punto (x, y, z) se denota por ~r. El ángulo formado por ~r y

el eje z es θ y el ángulo de la proyección de ~r en el plano (x, y) con el eje x es φ. Con

esto, las coordenadas polares del punto son (r, θ, φ).

Dada la simetŕıa del problema, escogemos funciones ψ que satisfacen la ecuación de

onda escalar en coordenadas esféricas polares. La elección del vector piloto no es tan

obvia, pero si tomamos

~M = ∇× (~rψ), (85)

donde ~r es el radio vector, entonces ~M es la solución de la ecuación de onda vectorial

en coordenadas esféricas polares. En problemas que involucran simetŕıa esférica, se
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toma ~M y el campo vectorial asociado ~N como nuestras soluciones fundamentales a

las ecuaciones de los campos. Vale la pena mencionar que ~M es siempre tangencial a

cualquier esfera |r| =constante. Esto es, ~r · ~M = 0.

La ecuación de onda escalar en coordenadas esféricas es

1

r2

∂

∂r

(
r2∂ψ

∂r

)
+

1

r2sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

r2sen2θ

∂2ψ

∂φ2 + k2ψ = 0. (86)

Esta ecuación se puede resolver por el método de separación de variables. Buscamos

soluciones de la forma

ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ). (87)

Sustituyendo en (86), encontramos las siguientes tres ecuaciones [Bohren y Huffman,

1983]

d2Φ(φ)

dφ2 +m2Φ(φ) = 0, (88)

1

sen θ

d

dθ

(
sen θ

dΘ(θ)

dθ

)
+ (l(l + 1)− m2

sen2θ
)Θ(θ) = 0, (89)

d

dr

(
r2dR(r)

dr

)
+
[
r2k2 − l(l + 1)

]
R(r) = 0, (90)

donde las constantes de separación m y l están determinadas por las condiciones que ψ

debe satisfacer.

Vemos que si para un m dado, Φm es una solución de (88), entonces Φ−m no es

una solución linealmente independiente. Las soluciones linealmente independientes son

Φp = cosmφ y Φi = senmφ, donde los subindices indican que se trata de soluciones

con simetŕıa par e impar. Dado que ψ debe ser una función univaluada del ángulo

azimutal φ se debe cumplir que limv→2πψ(φ + v) = ψ(φ), para todo φ en puntos

interiores de regiones homogéneas. Esta condición requiere que m sea entero o cero y

los valores positivos de m son suficientes para generar todas las soluciones linealmente

independientes de la ecuación (88).
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Las soluciones de (89) que son finitas en θ = 0 y θ = π, son las funciones asociadas

de Legendre de primer tipo Pm
l (cos θ) de grado l y orden m, donde l = m,m + 1, ...

[Courant y Hilbert, 1953]

Para la solución de la ecuación (90) introducimos la variable adimensional % = kr y

definmos la función Z = R
√
%. Reescribimos entonces esta ecuación de la forma

%
d

d%

(
%
dZ

d%

)
+

[
%2 − (l +

1

2
)2

]
Z = 0. (91)

Las soluciones linealmente independientes de esta ecuación son las funciones de Bessel

de primera y segunda especie Jν y Yν , donde el orden ν = l+ 1
2

es un medio entero. Por

lo tanto, las soluciones linealmente independientes de (91) son las funciones esféricas

de Bessel

jl(%) =

√
π

2%
Jl+1/2(%), (92)

yl(%) =

√
π

2%
Yl+1/2(%), (93)

donde por conveniencia se ha introducido el factor
√
π/2.

Cualquier combinación lineal de jl(%) y yl(%) es también una solución de (91) de

manera que podemos tomar como solución fundamental cualquier combinación lineal de

estas funciones. En particular, podemos tomar como soluciones las funciones esféricas

de Hankel, o funciones esféricas de Bessel de tercera especie,

h
(1)
l (%) = jl(%) + iyl(%), (94)

h
(2)
l (%) = jl(%)− iyl(%). (95)

Podemos construir ahora funciones generadoras que satisfacen la ecuación de onda

escalar en coordenadas esféricas polares

ψpml = cosmφPm
l (cos θ)zl(kr), (96)
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ψiml = senmφPm
l (cos θ)zl(kr), (97)

donde zn es cualquier de las cuatro funciones esféricas de Bessel ya sea jl, yl, h
(1)
l , ó

h
(2)
l . Además, debido a las propiedades de completez de las funciones cosmφ, senmφ,

Pm
l (cos θ) y zl(kr), cualquier función que satisfaga la ecuación de onda escalar en co-

ordenadas esféricas puede desarrollarse como una serie infinita en las funciones ψpml y

ψiml.

Aśı mismo, los vectores esféricos armónicos generados por estas funciones son

~Mpml = ∇× (~rψpml), (98)

~Npml =
∇× ~Mpml

k
, (99)

para el caso de las soluciones par, teniendose expresiones similares para las soluciones

impar. Los vectores armónicos esféricos ~M y ~N , son los modos normales electro-

magnéticos de la part́ıcula esférica.

Considerando ahora que la esfera se ilumina con una onda plana, debemos expresar

este campo en términos de los armónicos esféricos. Después de algo de álgebra, se

encuentra que [Bohren y Huffman, 1983]

~Ein = E0

∞∑
l=1

il
2l + 1

l(l + 1)
( ~M

(1)
i1l − i ~N

(1)
p1l ). (100)

Es importante hacer notar que, debido a las propiedades de ortogonalidad de los

armónicos esféricos vectoriales, varios coeficientes de la expansión deben ser cero y, en

particular, solo sobreviven los términos con m = 1. Del rotacional de la relación anterior

y de las ecuaciones de Maxwell encontramos la expresión para el campo magnético

(suponiendo µ = 1)

~Hin = −E0

∞∑
l=1

il
2l + 1

l(l + 1)
( ~M

(1)
p1l + i ~N

(1)
i1l ). (101)
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De manera similar, se expande en armónicos esféricos el campo electromagnético

esparcido ( ~Esca, ~Hsca) y el campo ( ~E1, ~H1) dentro de la esfera. La expansión en esféricos

armónicos del campo dentro de la esfera ( ~E1, ~H1) está dada por [Bohren y Huffman,

1983]

~E1 =
∞∑
l=1

El(cl ~M
(1)
i1l − idl ~N

(1)
p1l ), (102)

~H1 = −
∞∑
l=1

El(dl ~M
(1)
p1l + icl ~N

(1)
i1l ), (103)

donde El = ilE0(2l+ 1)/l(l+ 1). Como en casos anteriores hemos supuesto que µ = 1.

Dado que el campo interno debe ser finito en el origen, la dependencia radial de las

funciones generatrices (96) y (97) involucra solamente a las funciones esféricas de Bessel

de primera especie jl, las cuales decaen en el origen. El supeŕındice (1) de los armónicos

esféricos involucran solamente a las funciones esféricas de Bessel jl.

En la región fuera de la esfera, tanto las funciones esféricas de Bessel de primera es-

pecie, como las de segunda especie, tienen buen comportamiento, y se puede mostrar que

para la expansión del campo esparcido solamente son necesarias las funciones esféricas

de Hankel h
(1)
l , que son funciones Bessel de tercera especie. La expresión en términos

de los vectores armónicos para el campo esparcido es entonces

~Esca =
∞∑
l=1

El(ial ~N
(3)
p1l − bl ~M

(3)
i1l ), (104)

~Hsca =
∞∑
l=1

El(ibl ~N
(3)
i1l + al ~M

(3)
p1l ), (105)

donde el supeŕındice (3) indica que son las funciones h
(1)
l las que están involucradas en

las expansiones de los armónicos esféricos.

En general, el campo esparcido es una superposición de modos normales, cada uno

ponderado por un coeficiente al ó bl. Hay condiciones para las cuales solo un modo



39

normal es excitado o domina sobre la respuesta de otros modos. Para cada l hay

dos distintos tipos de modos, uno para el cual no hay componente radial del campo

magnético, llamados modos transversales magnéticos (ondas E) y otro para el cual no

hay componente radial del campo eléctrico, llamados modos transversales eléctricos

(ondas H).

Para resolver el problema es necesario tener expĺıcitamente los coeficientes de es-

parcimiento. Para un l dado hay cuatro coeficientes, al, bl, cl y dl. Es decir que para

resolver el problema necesitamos cuatro ecuaciones independientes, las cuales se ob-

tienen de las condiciones de frontera entre la esfera y el medio que la rodea (en r = a).

Se puede mostrar que los coeficientes deben satisfacer las siguientes cuatro ecuaciones

[Bohren y Huffman, 1983]

jl(n̄x)cl + h
(1)
l (x)bl = jl(x), (106)

[n̄xjl(n̄x)]′cl + [xh
(1)
l (x)]′bl = [xjl(x)]′, (107)

n̄jl(n̄x)dl + h
(1)
l (x)al = jl(x), (108)

[n̄xjl(n̄x)]′dl + n̄[xh
(1)
l (x)]′al = n̄[xjl(x)]′. (109)

donde las primas indican diferenciación con respecto al argumento entre paréntesis y el

parámetro de tamaño x y el ı́ndice de refracción relativo n̄ están definidos como

x = ka =
2πn2a

λ
, (110)

n̄ =
nc1
n2

, (111)

donde nc1 es el ı́ndice de refracción complejo de la part́ıcula y n2 es el ı́ndice de refracción

del medio que la rodea.
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Figura 5. Patrones de campo eléctrico de los modos normales, Mie [1908].

Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales se encuentra que los coeficientes que

determinan el campo dentro de la part́ıcula están dados por

cl =
jl(x)[xh

(1)
l (x)]′ − h(1)

l (x)[xjl(x)]′

jl(n̄x)[xh
(1)
l (x)]′ − h(1)

l (x)[n̄xjl(n̄x)]′
, (112)

dl =
n̄jl(x)[xh

(1)
l (x)]′ − n̄h(1)

l (x)[xjl(x)]′

n̄2jl(n̄x)[xh
(1)
l (x)]′ − h(1)

l (x)[n̄xjl(n̄x)]′
. (113)

Por otro lado, los coeficientes al y bl, determinan las amplitudes de esféricos armónicos

vectoriales fuera de la esfera, están dados por las expresiones

al =
n̄2jl(n̄x)[xjl(x)]′ − jl(x)[n̄xjl(n̄x)]′

n̄2jl(n̄x)[xh
(1)
l (x)]′ − h(1)

l (x)[n̄xjl(n̄x)]′
, (114)

bl =
jl(n̄x)[xjl(x)]′ − jl(x)[n̄xjl(n̄x)]′

jl(n̄x)[xh
(1)
l (x)]′ − h(1)

l (x)[n̄xjl(n̄x)]′
. (115)
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En el art́ıculo original de Mie [1908] se ilustran las ĺıneas de campo eléctrico cor-

respondientes a los componentes transversales de los primeros cuatro modos normales.

Las ilustraciones que se reproducen en la figura 5, muestran proyecciones de las ĺıneas

de fuerza eléctricas en el plano x − z. En cada caso, se indica el vector de armónicos

esféricos correspondiente, aśı como el coeficiente del desarrollo del campo esparcido.

3.2.1 Secciones transversales y distribución angular de esparcimiento

Teniendo los coeficientes para los campos interno y externo, se pueden determinar

todas las cantidades asociadas al esparcimiento y la absorción, tales como las secciones

transversales de esparcimiento y extinción de la esfera. Las secciones transversales de

absorción y esparcimiento, por ejemplo, están dadas por [Bohren y Huffman, 1983]

Csca =
Ws

Ii
=

2π

k2

∞∑
l=1

(2l + 1)(|al|2 + |bl|2), (116)

Cext =
Wext

Ii
=

2π

k2

∞∑
l=1

(2l + 1)<{al + bl}. (117)

El campo esparcido evaluado en regiones muy lejanas de la part́ıcula puede verse

como una onda esférica cuya amplitud y fase depende de los ángulos polar y azimu-

tal. En coordenadas esféricas polares, los componentes del campo esparcido se pueden

escribir de la forma [Bohren y Huffman, 1983]

ESθ = E0
eikr

−ikr
cosφS2(cos θ), (118)

ESφ = −E0
eikr

−ikr
senφS1(cos θ), (119)

donde

S1 =
∑
l

2l + 1

l(l + 1)
(alπl + blτ l), (120)

S2 =
∑
l

2l + 1

l(l + 1)
(alτ l + blπl). (121)
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Las funciones πl y τ l dependen del ángulo θ y están definidas como πl =
P 1
l

sen θ
y τ l =

dP 1
l

dθ
.

La expresión (54), que relaciona las amplitudes del campo incidente y el esparcido,

se puede escribir para el caso de una part́ıcula esférica como Eqsca

E⊥sca

 =
eik(r−z)

−ikr

 S2 0

0 S1


 Eqi

E⊥i

 . (122)

En la dirección hacia adelante, cuando θ = 0, tenemos que

S2(0◦) = S1(0◦) = S(0◦) =
1

2

∑
l

(2l + 1)(al + bl), (123)

que al sustituirse en el teorema óptico (70), produce una expresin para la sección

transversal de extinción en términos de los elementos de la matriz de esparcimiento

Cext =
4π

k2
<{S2(0◦)} . (124)

Para luz incidente linealmente polarizada, paralela al plano de esparcimiento, la

irradiancia esparcida, normalizada por la irradiancia incidente está dada por

Iscaq = |S2|2 , (125)

mientras que para luz polarizada perpendicularmente al plano de esparcimiento, está

dada por

Isca⊥ = |S1|2 . (126)

Por otro lado, la intensidad de esparcimiento para luz incidente no polarizada está dada

por

Iscanp =
1

2
(| S2 |2 + | S1 |2). (127)

3.2.2 Plasmones localizados de superficie en esferas

Hemos visto que la teoŕıa de esparcimiento y absorción de radiación por una esfera

pequeña está basada en los modos asociados a la geometŕıa esférica. Las expansiones del
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Figura 6. Eficiencias de extinción, absorción y esparcimiento en función de longitud de onda
para diferentes tamaños de part́ıculas esféricas de oro en aire. La iluminación está dada por
ondas planas no polarizadas.

campo interno y el campo esparcido se expresan en términos de un conjunto de modos

normales, conocidos como los vectores armónicos esféricos. Las secciones transversales

de esparcimiento (116) y extinción (117) están expresadas en términos de contribuciones

multipolares; l = 1 dipolar, l = 2 cuadrupolar, l = 3 octupolar, y aśı sucesivamente.

Dentro de la esfera estas contribuciones multipolares se pueden visualizar en términos

de las ĺıneas de campo, como se indica en la figura 5. A continuación, presentamos

cálculos de campo lejano utilizando algoritmos basados en la solución de Mie [Mie,

1908] para el esparcimiento por esferas metálicas iluminadas por una onda plana no

polarizada. Para esto, utilizamos los ajustes a las constantes dieléctricas del oro y la

plata presentados en el caṕıtulo anterior.

En las figuras 6 y 7 presentamos resultados para las eficiencias de absorción, es-

parcimiento y extinción en función de la longitud de onda, para esferas de oro y plata
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de diferentes tamaños. Para el caso del oro, (figura 6), podemos observar que para

esferas de 20 nm de diámetro se tiene una resonancia al incidir con una longitud de

onda de alrededor de 500 nm. Esta resonancia es debida a la oscilación colectiva de

los electrones de la part́ıcula y se conoce como la resonancia del plasmón localizado

de superficie (LSPR, por sus siglas en inglés). Al aumentar el diámetro de la esfera a

50 nm, la resonancia se recorre ligeramente hacia el rojo y la intensidad de la resonancia

aumenta. Para part́ıculas con estas dimensiones las pérdidas por absorción dominan y

se presenta solo un modo natural l = 1 de la ecuación (117).

Para un diámetro de 200 nm las pérdidas por esparcimiento dominan a las perdidas

por absorción y la curva de resonancia es más ancha. Se observa un incremento en

la eficiencia al aumentar el diámetro. Para esferas de oro con diámetro de 400 nm se

observan dos resonancias en la curva de extinción, una aproximadamente en los 530 nm

y otra al rededor de los 650 nm. En este caso tenemos una ligera disminución en la

eficiencia al surgir otro modo. Vemos que, al aumentar el radio de la esfera, el balance

entre las secciones transversales de esparcimiento y absorción cambia. Para part́ıculas

muy chicas, menores a 50 nm, la eficiencia de esparcimiento es pequeña comparada con

la eficiencia de absorción. En este caso la eficiencia de extinción está determinada por

la absorción. En cambio para part́ıculas mayores a 100 nm dominan normalmente los

efectos de esparcimiento.

En la figura 7 se muestran gráficas de las eficiencias de absorción, esparcimiento

y extinción para esferas de plata. Para la esfera de plata de 20 nm de diámetro la

resonancia aparece alrededor de 350 nm y dominan las pérdidas por absorción. En este

caso, la curva de resonancia es más angosta que en el caso del oro debido a que el

material presenta menos absorción en esa zona del espectro. Al aumentar el diámetro

de la esfera de plata a 50 nm los efectos de esparcimiento son más importantes, aunque
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Figura 7. Eficiencias de extinción, absorción y esparcimiento en función de longitud de onda
para diferentes tamaños de part́ıculas esféricas de plata en aire. La iluminación está dada por
ondas planas no polarizadas.
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dominan todav́ıa las perdidas por absorción. Hay un ligero corrimiento del pico de

absorción hacia el rojo.

Para un diámetro de 200 nm domina el esparcimiento y se alcanza a observar en la

curva de excitación tres modos resonantes. Debido a que los picos espectrales son más

angostos en el caso de la plata, los modos resonantes se resuelven mejor en este caso

que en el del oro. Para la esfera de plata de 400 nm de diámetro se observan hasta

cuatro resonancias en la curva de extinción. En estos dos últimos casos la intensidad

de la curva de extinción disminuye al surgir otras resonancias.

Presentamos a continuación curvas de extinción de esferas de oro y plata de 100 nm,

junto con diagramas polares de la intensidad de esparcimiento en función del ángulo θ

dados por la ecuación (127). Para part́ıculas dieléctricas es conocido que al aumentar el

radio de la esfera el comportamiento angular de la intensidad esparcida tiende a cargarse

en la dirección de la onda incidente, lo que llamamos anteriormente como esparcimiento

hacia adelante. En metales, bajo ciertas condiciones, se presentan casos en los que el

esparcimiento es en la dirección hacia atrás. También se presentan efectos interesantes

en la distribución angular al pasar por una resonancia

En la figura 8 se muestran cálculos de las eficiencias de extinción, absorción y es-

parcimiento para una esfera de oro de 100 nm de diámetro. El pico de resonancia en

la extinción se encuentra a una longitud de onda de 526 nm. Se muestra también la

distribución angular de la intensidad de luz esparcida justo en la longitud de onda del

pico de resonancia, y en longitudes de onda en la vecindad de ésta. Para una ilumi-

nación con longitud de onda de 445 nm, la absorción es mayor que el esparcimiento y

vemos que en el diagrama polar domina el esparcimiento hacia adelante. Para 600 nm,

el esparcimiento es mayor que la absorción y la distribución angular de la intensidad de

esparcimiento se carga un poco hacia atrás. La distribución angular de la intensidad
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Figura 8. Eficiencias de extinción, absorción y esparcimiento de oro de 100 nm de diámetro
embebida en aire. Se muestra la distribución angular de esparcimiento. La iluminación es de
izquierda a derecha con una onda plana no polarizada, considerando tres longitudes de onda.

Figura 9. Eficiencias de extinción, absorción y esparcimiento de una esfera de plata de 100 nm
de diámetro embebida en aire. Se muestra la distribución angular de esparcimiento. La
iluminación es de izquierda a derecha con una onda plana no polarizada, considerando tres
longitudes de onda.

de esparcimiento es simétrica justo en la longitud de onda de resonancia, presentando

en este caso un comportamiento de tipo dipolar.

La figura 9 muestra resultados similares para una esfera de plata de 100 nm de

diámetro embebida en aire. Se observa que la curva de absorción presenta un pico que

no se resuelve bien alrededor de los 350 nm. Se presenta una resonancia a los 392 nm

en la curva de extinción la cual es dominada mayormente por el esparcimiento. La

distribución angular de esparcimiento es de tipo dipolar. Para longitudes de onda may-

ores la distribución angular de esparcimiento está cargada hacia atrás. Como ejemplo
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se muestra la distribución angular asimétrica para una longitud de onda de 430 nm,

que es simétrica. Para longitudes de onda menores que la de resonancia, la curva de

esparcimiento esta cargada hacia adelante, como se muestra en la figura 9 para la lon-

gitud de onda 320 nm. En estos casos sólo en la resonancia la distribución angular es

simétrica.

Normalmente las part́ıculas muy pequeñas comparadas con la longitud de onda

presentan distribuciones angulares de esparcimiento simétricas, de tipo dipolar. Las

part́ıculas más grandes presentan distribuciones angulares más cargadas hacia adelante.

Esto, tanto para part́ıculas metálicas como dieléctricas. Ejemplos de la evolución de esta

distribución en función del aumento del parámetro de tamaño x se pueden encontrar

en diversos libros y publicaciones [Bohren y Huffman, 1983, Van de Hulst, 1981, Mie,

1908]. Sin embargo, en algunos sistemas metálicos, se encuentra un comportamiento

de esparcimiento más cargado hacia atrás, como se muestra en las figuras 8 y 9.

En la figura 10 presentamos las eficiencias para esferas de oro y plata de 10 nm

de diámetro, junto con la distribución angular de esparcimiento en la resonancia y en

longitudes de onda cercanas a la resonancia. En este caso, la esfera es muy pequeña

comparada con la longitud de onda incidente, y la contribución a la extinción viene de

los efectos de absorción. En el caso de esferas de oro el pico de resonancia se presenta

en los 501 nm. Se muestra el diagrama angular de la intensidad de esparcimiento para

tres longitudes de onda; la longitud de onda de resonancia, una longitud de onda a la

izquierda y otra a la derecha del pico de resonancia. En los tres casos las distribuciones

angulares son simétricas respecto a la dirección de incidencia y a un plano perpendicular

a ésta. Para la esfera de plata tenemos una situación similar con la resonancia alrededor

de los 350 nm.

Con part́ıculas de menos de 100 nm de diámetro, la extinción está dominada por
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Figura 10. Eficiencia de extinción, absorción y esparcimiento para una part́ıcula de oro y plata
de 10 nm en aire, iluminada por una onda plana no polarizada.

efectos de absorción. Estos tamaños, en los que la resonancia es predominante dipolar,

son los que son de mayor interés en esta tesis. Para esferas, la posición del pico de

resonancia se ubica alrededor de los 500 nm para el oro y alrededor de los 350 nm para

la plata.

La figura 11 muestra curvas espectrales de extinción para esferas de oro y plata de

diámetros entre 20 y 100 nanómetros. En el caso del oro se observa que al aumentar

el diámetro de la esfera la resonancia se recorre hacia la parte del rojo del espectro,

con un corrimiento total aproximado de 25 nm, para esferas de 100 nm de diámetro. La

intensidad del modo resonante para diámetros de 95 en adelante rebasa la respuesta

debido a las excitaciones interbanda. Para esferas de plata el pico principal de resonan-

cia se recorre hacia el rojo de 350 hasta 400 nm. También se observa que al aumentar

el tamaño de part́ıcula el pico de resonancia se ensancha. Para las esferas más grandes
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Figura 11. Eficiencia de extinción de part́ıculas esféricas de oro y plata para diámetros entre
20 y 100 nm. Para estos cálculos de Mie suponemos luz no polarizada y esferas en aire.

parece ser que hay dos resonancias que no se alcanzan a resolver del todo; una alrededor

de 350 nm y otra alrededor de los 400 nm. Sin embargo el pico de resonancia del primer

modo se recorre muy poco (5 nm) al aumentar el tamaño de la esfera.

Comparando con las curvas espectrales de la esfera del oro las curvas de extinción

para la plata siempre presentan resonancias más angostas. Por otro lado las curvas

de extinción de la plata son más intensas que las del oro. Los resultados presentados

muestran que la ubicación del pico de resonancia del plasmón localizado depende del

tamaño y material de la esfera. Más adelante, mostraremos que la forma de la part́ıcula

juega un papel muy importante en la ubicación espectral y en la intensidad de estas

resonancias.

3.2.3 El ĺımite ka << 1

Con las computadoras modernas es posible programar la solución de Mie para calcular

las secciones transversales y los elementos de la matriz de esparcimiento para esferas de

cualquier tamaño y composición. Es útil sin embargo, considerar el caso de part́ıculas

muy pequeñas por la intuición f́ısica que estos resultados anaĺıticos pueden proporcionar.
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Figura 12. Esquema de una nanopart́ıcula polarizada al ser iluminada por luz cuya longitud
de onda es mucho mayor que el tamaño caracteŕıstico de la part́ıcula.

La situación f́ısica considerada se ilustra en la figura 12. Para longitudes de onda

mucho mayores que el tamaño de la part́ıcula, en un momento dado, las part́ıculas

están sujetas a un campo eléctrico sin variaciones espaciales y la polarizabilidad de la

part́ıcula presenta una resonancia que es la llamada resonancia del plasmón localizado

de superficie.

Mediante desarrollos en serie de potencia de las funciones esféricas de Bessel, es

posible llegar a desarrollos para los coeficientes de esparcimiento al y bl. Normalmente

nos interesa el orden más significativo.

En este ĺımite la eficiencia de esparcimiento está dada por [Bohren y Huffman, 1983]

Qsca =
8

3
x4

∣∣∣∣ε1(ω)− 1

ε1(ω) + 2

∣∣∣∣2 , (128)

mientras que la eficiencia de absorción es

Qabs = 4x=
{
ε1(ω)− 1

ε1(ω) + 2

}
. (129)

Este tipo de esparcimiento se conoce como esparcimiento de Rayleigh, aunque la teoŕıa
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de Rayleigh no considera expĺıcitamente part́ıculas que absorben, como las que nos

conciernen en este trabajo.

Cuando la luz es esparcida por part́ıculas que son muy pequeñas comparadas con

la longitud de onda, la razón de las amplitudes de vibración de la luz esparcida y la

luz incidente vaŕıa inversamente proporcional al cuadrado de la longitud de onda y la

intensidad de la luz como el inverso de la cuarta potencia. En este ĺımite, el término

de la solución general de la teoŕıa de Mie que domina es el término l = 1 [Bohren y

Huffman, 1983].

Un análisis alternativo para el caso de part́ıculas pequeñas consiste en buscar la

solución del problema en la aproximación cuasiestática, despreciando efectos de re-

tardo. Esto quiere decir que suponemos que todos los electrones de la part́ıcula están

sujetos, simultáneamente, al mismo campo incidente. En este caso la fase del campo

electromagnético incidente es constante sobre el volumen de la part́ıcula y se puede

calcular la respuesta suponiendo una part́ıcula esférica homogénea de radio a inmersa

en un campo uniforme electroestático. Este ĺımite es válido si las dimensiones que car-

acterizan al objeto son pequeñas comparadas con la longitud de onda. En el apéndice se

muestra que la solución que se encuentra con estas suposiciones coincide con el resultado

de Mie representado por las ecuaciones (128) y (129).

En la figura 13 se grafican curvas espectrales de la eficiencia de extinción (o ab-

sorción) para part́ıculas metálicas esféricas mucho menores que la longitud de onda

del visible. Las esferas de plata presentan las resonancias alrededor de 300 y 400 nm,

mientras que las esferas de oro las presentan alrededor de 500 y 600 nm. En la figura 13

se indica con una barra el valor de la longitud de onda al cual el material tiene función

dieléctrica ε1(ω) = −2. Para el caso de plata la resonancia se presenta justo donde lo

indica la teórica electrostática, en el caso del oro la curva de resonancia aparece recor-
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Figura 13. Curva espectral de eficiencia de extinción de luz no polarizada incidente sobre
part́ıculas esféricas metálicas de 10 nm de diámetro embebidas en diferentes medios, en el aire
o vaćıo, en agua y en vidrio.

rida a ste valor. Esto se debe a efectos de absorción, ya que el material presenta más

transiciones interbanda incrementando la parte imaginaria de la función dieléctrica.

Al aumentar el ı́ndice de refracción del medio que rodea a la esfera el pico de

resonancia se recorre hacia el rojo y es más intenso. Por otro lado, en ambos casos las

curvas de extinción son más angostas al aumentar el ı́ndice del medio exterior.

Apoyándonos en la solución exacta que existe para esferas, Hemos visto tres parámetros

de los que depende la resonancia del plasmón localizado en part́ıculas metálicas. Si

solamente estuviéramos interesados en el análisis de esparcimiento y absorción por

esferas aisladas no necesitaŕıamos mas que la solución exacta de Mie sin recurrir a

aproximación alguna. Para explorar la dependencia de la forma de la part́ıcula en las

condiciones de resonancia del plasmón localizado no es posible, en general, proceder de

manera anaĺıtica. Para esto, debemos recurrir a métodos computacionales de solución

de las ecuaciones de Maxwell sujetos a las condiciones de frontera determinadas por la
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iluminación y la forma de la part́ıcula. Estos están basados en distintos métodos com-

putacionales que han sido desarrollados para resolver el problema de esparcimiento.

Existen acercamientos muy variados y aproximaciones de diferente naturaleza. Con to-

dos estos casos es importante evaluar su validez y precisión comparando con resultados

obtenidos realizando comparaciones con la teoŕıa de Mie.
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Caṕıtulo 4

La aproximación de dipolos discretos

En este caṕıtulo se describen los principios en los que se basa el método de la aproxi-

mación de dipolos discretos (DDA, por sus siglas en inglés), además de algunas consid-

eraciones para realizar cálculos de esparcimiento con esta técnica.

Los principios f́ısicos del método DDA fueron establecidos por Purcell y Penny-

packer [1973]. Se trata de una técnica general para calcular las propiedades ópticas de

part́ıculas de cualquier forma. Este método tiene como justificación f́ısica el hecho de

que la respuesta óptica de un sistema macroscópico se debe a la suma de la respuesta

microscópica de los átomos o moléculas que lo componen.

La aproximación del método DDA radica en que se reemplaza la part́ıcula sólida

por un arreglo de N dipolos puntuales, con una separación entre dipolos muy pequeña

comparada con la longitud de onda de luz incidente sobre el objeto. Esto se muestra

esquemáticamente en la figura 14. Cada dipolo tiene una polarización que es el resultado

de dos excitaciones electromagnéticas; el campo externo incidente y el campo eléctrico

Figura 14. Esquema de part́ıculas discretizadas por dipolos puntuales
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debido a todos los demás dipolos en el arreglo.

Purcell y Pennypacker [1973] mostraron que su procedimiento iterativo de solución

converǵıa para sistemas de hasta 256 dipolos, encontrando algunas dificultades de con-

vergencia para sistemas mayores. Posteriormente Shapiro [1975] utilizó un método de

inversión para encontrar la solución directa del sistema matricial y calcular propiedades

ópticas de polvo interestelar. Esta técnica solo funciona para un número de dipolos

acoplados relativamente pequeño.

El método DDA fue utilizado subsecuentemente por Druger et al. [1979] para cal-

cular esparcimiento por esferoides no homogéneos con N = 389, y fue utilizado por

Kattawar y Humphreys [1980] para calcular esparcimiento por dos esferas cercanas com-

puesta cada una por N = 64 dipolos. En 1978, Young utiliza un nuevo método iterativo

para resolver el sistema de ecuaciones lineales y logra calcular secciones transversales

para esferas definidas por N = 15600 dipolos. Aunque el algoritmo tiene problemas

de convergencia para part́ıculas con ı́ndice de refracción alto, este método aumentó

considerablemente el número de dipolos que se pod́ıa manejar. Singham y Bohren

[1987] también presentaron una técnica iterativa para obtener soluciones numéricas al

problema de esparcimiento con DDA.

En 1988, Draine presentó una versión revisada del método presentado por Purcell

y Pennypacker, aplicando correcciones de reacción de radiación [Draine, 1988]. Con

este nuevo formalismo, a diferencia del dado por Purcell y Pennypacker, logró obtener

secciones transversales que satisfaćıan el teorema óptico. También examinó los criterios

de validación del método y presentó un algoritmo iterativo basado en el método del

gradiente conjugado para la solución de la ecuación matricial. Con este algoritmo

la solución converge consistentemente, tanto para funciones dieléctricas reales como

complejas. Draine validó el método comparando sus cálculos de esferas discretizadas
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por dipolos con resultados de la teoŕıa de Mie [Mie, 1908].

Posteriormente se han desarrollado algoritmos y reportado mejoras al método para

agilizar la convergencia y mejorar la precisión de los cálculos, además de extender su

utilidad y aplicabilidad. Una de las extensiones del método es que puede ser utilizado

para sistemas irregulares y no homogéneos. Draine y Flatau [1994] hicieron del dominio

público un programa de cálculo de esparcimiento por part́ıculas basado en esta técnica.

Estos programas incorporan un método de transformada rápida de Fourier para acelerar

el cálculo del campo cercano.

La facilidad de acceder a estos códigos en lenguaje Fortran ha ayudado a su mejo-

ramiento constante. La versión más nueva de estos códigos publicada en junio del 2013,

es la versión ddscat 7.3, que constituye una de las herramientas más versátiles y com-

pletas basada en el método DDA; permite cálculos de campo lejano y campo cercano

en tres dimensiones para part́ıculas aisladas y arreglos de part́ıculas soportadas o no

soportadas por capas delgadas.

En este trabajo se utilizó la versión 7.3 del programa ddscat para estudiar propiedades

ópticas de part́ıculas pequeñas. En la página oficial de Draine se encuentran los art́ıculos

en los que se basa el programa ddscat, aśı como un extenso manual con la descripción

del método y la operación del programa. Aun aśı, se trata de una técnica compleja que

debe ser entendida a partir de sus fundamentos f́ısicos y probada en situaciones cono-

cidas. Para desarrollar un cálculo se debe cuidar la variación de muchos parámetros

que entran en juego para llegar a tener cálculos con sentido f́ısico y con un mı́nimo

de errores. Parte de la flexibilidad del método es que puede calcular esparcimiento y

absorción para part́ıculas de cualquier forma. En particular, el programa ddscat ofrece

la posibilidad de realizar cálculos de esparcimiento con muchas formas canónicas. Una

contribución de mi trabajo ha sido incluir la llamada superfórmula de Gielis [2003] a
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los algoritmos de ddscat para realizar cálculos con part́ıculas con forma de barra o

varilla con base variable. Con esta fórmula, se pueden generar contornos arbitrarios

cambiando solamente cuatro parámetros.

Los avances en las técnicas numéricas, junto con el incremento de rapidez y memoria

en los sistemas computacionales han hecho posible la realización de cálculos con estruc-

turas cuyas dimensiones son mayores que la longitud de onda. Sin embargo el método

basado en la aproximación de dipolos discretos no es favorable para obtener resultados

con estructuras con un ı́ndice de refracción muy alto. El método trabaja bien cuando

las dimensiones del objeto esparcidor son, a lo más, cinco veces la longitud de onda

de la luz incidente. La aproximación de dipolos discretos se ha utilizado en cálculos

de esparcimiento y absorción por micro y nanoestructuras en una variedad de situa-

ciones. Aunque el programa ddscat fue implementado principalmente para estudios

astronómicos, como granos interestelares, cristales de hielo en la atmósfera de la tierra

e, incluso, en otros planetas, esta técnica es adecuada para estudiar el esparcimiento por

nanoestructuras, ya que éstas tienen dimensiones comparables o menores a la longitud

de onda de la luz visible.

Después de esta breve introducción al método se presenta a continuación una de-

scripción de éste y de las bases f́ısicas que lo sostienen.

4.1 Principios del método de la aproximación de dipolos discretos

Como ya hemos dicho, con el método DDA se reemplaza la part́ıcula por un arreglo de

N entidades polarizables. Éstas se pueden considerar como dipolos que rad́ıan bajo la

influencia del campo externo. Cada elemento de subvolumen en los que se discretizó la

nanopart́ıcula, representado por un dipolo, radiará como un dipolo puntual aislado que
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actúa en respuesta al campo eléctrico local.

La cuestión estriba en modelar la respuesta óptica de estos pequeños elementos

de volumen que conforman la nanoestructura para obtener la respuesta óptica de la

part́ıcula. En la siguiente subsección se explica brevemente el procedimiento para asig-

nar esta polarizabilidad a entidades polarizables colocadas periódicamente en una red

cúbica simple, llegando a la relación conocida como de Clausius-Mossotti [Jackson,

1983]. Posteriormente, se presentan algunas correcciones a la polarizabilidad, llegando

a la forma de la polarizabilidad que utiliza el programa ddscat para los elementos en

los que se discretizó la part́ıcula.

4.1.1 La polarizabilidad de Clausius-Mossotti

En el método de la aproximación de dipolos discretos se modela la respuesta del ma-

terial que conforma la part́ıcula como un conjunto de dipolos con polarizabilidad α,

acomodados en una red cúbica simple. Macroscópicamente, el material responde a

un campo eléctrico externo con una polarización ~P . En el ámbito de la óptica lineal,

tenemos que

~P = χe ~E. (130)

A su vez, la suceptibilidad eléctrica macroscópica χe está relacionada con la constante

dieléctrica ε(ω) a través de la ecuación (5).

Para asignar una polarizabilidad α a los dipolos, que modele adecuadamente la

respuesta macroscópica del material, es necesario establecer una relación entre α y ε(ω).

En esta sección, presentamos el tratamiento estándar para establecer esta relación en

una red cúbica simple [Jackson, 1983].

Sin pérdida de generalidad, consideramos el campo eléctrico local sobre un dipolo

que se encuentra en el origen de coordenadas. Este campo es la suma del campo externo
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Figura 15. Esfera imaginaria I en la red, inmersa en un medio II.

y otro que resulta de la polarización de todos los otros dipolos. Escribimos entonces

que

~Eloc = ~E + ~Ei. (131)

Normalmente, se evalúa ~Ei en términos de la suma de dos contribuciones; una de

los dipolos cercanos y otra de los lejanos. Para evaluar esta última, se puede considerar

el material como un continuo, mientras que para la primera es necesario considerar la

discretización del material.

Para evaluar la contribución de los dipolos lejanos, consideramos una cavidad esférica

centrada en el origen (en donde está el dipolo de interés) rodeada por el material en

cuestión (ver figura 15). La esfera debe ser grande comparada con la distancia entre

dipolos, pero pequeña comparada con la longitud de onda. Para evaluar esta con-

tribución, que llamamos II, necesitamos calcular el campo producido por la densidad

de carga inducida en la superficie de la esfera por la polarización de los dipolos externos

a la cavidad.

Dada la relativa lejańıa de los dipolos podemos considerar que ~P es continuo fuera

de la cavidad. La densidad de carga inducida por esta polarización, ∇ · ~P , es entonces

cero, excepto en la frontera, donde la discontinuidad da origen a una densidad de carga

superficial σ = −~P · n̂, donde n̂ es la normal hacia afuera [Jackson, 1983].
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Por simplicidad, consideramos ~E a lo largo de z, de manera que ~P , también está en

esa dirección. El campo producido por una diferencial de carga en la superficie en la

esfera se puede escribir como

d ~E
(II)
i = − σ

r2
d~s, (132)

donde d~s está en la dirección de n̂.

Dada la simetŕıa del problema, es claro que ~Ei también debe estar a lo largo de

z. Basta entonces con calcular esta componente. Escribimos entonces que el campo

debido a la región II es

~E
(II)
iz = −

∫
esfera

−
~P cos θ

r2
cos θr2dΩ =

4π

3
~P . (133)

La otra contribución al campo interno es, en general, más dif́ıcil de obtener. Ésta

se puede escribir de la forma

~E
(I)
i =

∑
i

~E(~P ,−~Ri), (134)

donde ~E(~p, ~r) es el campo eléctrico en el origen, debido a un dipolo en la posición ~r,

con momento dipolar ~p,

~E(~p, ~r) = −∇
(
~p · ~r
r2

)
=

3(~p · ~r)r̂ − ~p
r3

. (135)

La suma en la ecuación (134) está restringida a los vectores ~Ri dentro de la cavidad.

Usando argumentos que dependen de la simetŕıa del problema, Lorentz mostró que para

átomos (dipolos) en una red cúbica simple, este término es cero [Jackson, 1983]. Con

esto tenemos que

~Eloc = ~E +

(
4π

3

)
~P . (136)

El momento dipolar inducido en cada sitio es entonces

~p = α~Eloc, (137)
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y la polarizabilidad macroscópica está entonces dada por

~P = Nα

[
~E +

4π

3
~P

]
, (138)

que se puede reescribir de la siguiente forma

~P =

[
Nα

1− (4π/3)Nα

]
~E. (139)

Dado que ~P = χe ~E, el factor entre paréntesis cuadrados debe ser la susceptibilidad

macroscópica χe. Se tiene entonces que

χe(ω) =
Nα

1− (4π/3)Nα
, (140)

y dada la relación (5), encontramos que

α =
3

4πN

(
ε− 1

ε+ 2

)
. (141)

Esta es la relación de Clausius-Mossotti. Esta relación constituye una buena aproxi-

mación en el ĺımite de longitud de onda larga. Esto es kd � 1. La representación de

un medio continuo de esta manera es apropiada para part́ıculas grandes comparadas

con la separación interatómica.

La inspiración f́ısica del método DDA se basa en que las propiedades dieléctricas de

una sustancia están determinadas por las polarizabilidades de los átomos o moléculas

que la componen.

Dado que los puntos polarizables están en una red cúbica simple con constante de

red d (separación entre dipolos), N = 1
d3

, y podemos escribir

α(CM) =
3d3

4π

(
n2
c − 1

n2
c + 2

)
, (142)

donde nc es el indice de refracción del material. Para una red cúbica infinita, esta

ecuación es exacta sólo en el limite estático.
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4.1.2 Correcciones a la polarizabilidad

Después de la primera publicación del método DDA por Purcell y Pennypacker [1973],

entre 1988 y 1993 se reportaron mejoras a la formulación del método, comenzando

con una amplia revisión por Draine en 1988 [Draine, 1988]. Posteriormente, muchos

autores han reportado modificaciones y perfeccionado esta técnica. Describimos a con-

tinuación, de manera breve, algunas de las correcciones más significativas, hasta llegar a

la polarizabilidad que utilizan los programas utilizados. La primera implementación de

DDA se basó en la relación de Clausius-Mossotti (CM) descrita en la sección anterior.

En esta aproximación la polarizabilidad α esta dada por la ecuación (142) [Purcell y

Pennypacker, 1973].

Las secciones transversales de extinción Cabs y de absorción Cext, se pueden calcular

del campo interno resultante y debe cumplirse que Csca = Cext − Cabs. Sin embargo,

Draine notó que con este formalismo, al incrementar el número de dipolos se tiene

mayor error cuando Cabs >> Csca y que los resultados no satisfacen el teorema óptico.

Como argumenta Draine [Draine, 1988], este problema se debe a que en el formalismo

original no se toman en cuenta efectos de reacción de radiación.

Es conocido que para satisfacer criterios de conservación de enerǵıa en la radiación

de un dipolo es necesario introducir una parte imaginaria en la polarizabilidad. La

polarizabilidad, corregida por efectos de reacción de radiación está dada por

α(RR) =
α(CM)

1− (2
3
)ik3α(CM)

, (143)

donde α(CM) representa la polarizabilidad de Clausius-Mossoti. Con esta corrección,

la sección transversal de extinción calculada con el método del DDA cumple con el

teorema óptico. Sin embargo, la polarizabilidad (143) sigue siendo una aproximación de

onda larga en la que el campo eléctrico se considera uniforme sobre regiones cúbicas de
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volumen d3. Esta suposición introduce un error de orden O[(kd)2]. Estudios posteriores

han tratado de introducir correcciones válidas a órdenes más altos.

La idea es calcular la polarizabilidad de una red infinita de puntos polarizables y

buscar que tenga la misma respuesta que un medio continuo con un ı́ndice de refracción

complejo determinado. Con base en un cálculo de la relación de dispersión para una

red infinita (LDR por sus siglas en ingles), Draine y Goodman [1993] encontraron una

expresión para la polarizabilidad α(w) en el ĺımite de longitud de onda larga (kd� 1),

válida hasta términos O[(kd)3]. La expresión para esta nueva polarizabilidad incorpo-

rada al método DDA [Draine y Goodman, 1993] es

α(LDR) ∼=
α(CM)

1 +
(
αCM

d3

)
[(b1 +m2b2 +m2b3S)(kd)2 − (2/3)i(kd)3]

, (144)

donde b1 = −1.891531, b2 = −0.1648469, b3 = −1.7700004 y S ≡
∑3

j=1(âj êj)
2. En esta

expresion, â y ê son los vectores unitarios de propagación y polarización, respectiva-

mente, y las direcciones j = 1, 2, 3 corresponden a los ejes de la red de dipolos. Esta

polarizabilidad está optimizada para describir la propagación de la onda en una red

infinita, aunque se espera que también sea buena para arreglos finitos. Este formalismo

está mejor adaptado a cálculos con arreglos de part́ıculas periódicas que para part́ıculas

aisladas.

En 2002, Rahmani, Chaumet y Bryant (RCB) [Rahmani et al., 2002] reportaron

un método novedoso para determinar la polarizabilidad de los dipolos. El método está

basado en una solución electrostática del problema de esparcimiento. Estos autores

consideran una part́ıcula continua en el régimen estático, sujeta a un campo eléctrico

uniforme. El campo eléctrico en cualquier punto se relaciona de manera lineal con el

campo incidente. Utilizando el tensor de Green, obtienen la polarizabilidad en el ĺımite



65

estático, de forma que

α
(RCB)
j = d3

(
m2
j − 1

4π

)
Λ−1
j , (145)

donde el tensor de 3× 3

Λ−1
j ≡ Cj −

∑
k 6=j

~Ajk

(
m2
k − 1

4π

)
d3C−1

k Cj (146)

puede evaluarse e invertirse fácilmente si se conoce el tensor de 3×3, Cj, que depende de

la posición del dipolo j, de la geometŕıa global de la part́ıcula y de su composición. La

polarizabilidad obtenida con la formulación RCB es, por construcción, exacta en el lim-

ite estático, pero requiere del conocimiento del tensor C. En general esto requiere de la

solución numérica del problema electrostático. Para geometŕıas compuestas por medios

homogéneos e isotrópicos, y formas simples, el tensor Cj puede obtenerse anaĺıticamente

y no depende de la posición de la part́ıcula. Esto aplica para los casos de elipses, capas

infinitas, cilindros infinitos y, en especial, para esferas. Esta solución es válida solo si

el tensor es constante dentro de la part́ıcula.

Collinge y Draine [2004] combinaron las aproximaciones LDR y RCB para obtener

polarizabilidades que toman en cuenta tanto el caso de longitud de onda finita como

las correcciones de campo local en la part́ıcula. En vez de α(CM), adoptaron la polar-

izabilidad α(RCB) (ecuación (145)) como el término no radiativo en la ecuación (144),

que es la polarizabilidad del dipolo j en el ĺımite en el que kd tiende a cero, y apli-

caron correcciones O[(kd)3] basados en la formulación LDR. La polarizabilidad con la

corrección de superficie de la relación de dispersión de la red (SCLDR por sus siglas en

inglés) está dada por

α
(SCLDR)
j = α

(RCB)
j

[
1 +

(
α

(RCB)
j

d3

)
B

]−1

, (147)
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donde la matriz B está definida por

Bij = (b1 +m2b2 +m2b3a
2
i δij)(kd)2 − (2/3)i(kd)3, (148)

donde δij es una delta de Kronecker.

Al comparar con la solución anaĺıtica de Mie [Mie, 1908], se obtienen soluciones

numéricas más precisas que con las otras aproximaciones. La polarizabilidad α
(SCLDR)
j es

la que se utiliza en los programas ddscat y, hasta ahora, parece ser la más exacta para

el método DDA.

4.1.3 Solución al problema de esparcimiento

A continuación revisaremos brevemente en que consiste la solución electromagnética del

problema de esparcimiento por part́ıculas por medio del método DDA. Considerando

que el sistema se ilumina con una onda monocromática, debemos encontrar los mo-

mentos dipolares oscilantes ~pj. Una vez que tenemos estos ~pj, se calculan las secciones

transversales de absorción y esparcimiento.

Para un arreglo finito de dipolos puntuales las polarizaciones de cada subvolumen,

se pueden encontrar resolviendo una ecuación matricial. Es decir que, en principio, la

única aproximación de este método consiste en reemplazar la part́ıcula sólida por el

arreglo de N dipolos puntuales.

El método DDA puede utilizarse con cualquier tipo de iluminación, por ejemplo

un haz Gaussiano o algún tipo de haz más complicado. Sin embargo, para nuestros

cálculos solo consideramos ondas planas monocromáticas. Consideramos entonces una

iluminación representada por la expresión

~Ein(~r, t) = ~E0e
(i~k0·~r−iωt). (149)
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Este campo excita el arreglo de dipolos y la radiación de éstos modifica el campo local.

Los dipolos están entonces bajo la influencia del campo externo incidente más el campo

generado por todos los demás N − 1 dipolos. El dipolo j, con polarizabilidad αj y

localizado en la posición ~rj tiene una polarización

~pj = αj ~Ej, (150)

donde ~Ej es el campo eléctrico en el dipolo j. Suponemos que cada dipolo rad́ıa como

un dipolo aislado, pero sujeto al campo producido por todos los demás dipolos. El

campo en la posición ~rj debido al dipolo situado en ~rk con momento dipolar ~pk está

dado por [Jackson, 1983]

~Ejk = −ω
2

c2
n̂jk × (n̂jk × ~pk)

e
iwrjk
c

rjk
+

(
1

r3
jk

+
iω

cr2
jk

)
(3n̂jk(n̂jk · ~pk)− ~pk)e

iwrjk
c , (151)

donde ~rjk = ~rj − ~rk, rjk = ‖~rjk‖ y n̂jk =
~rjk
rjk

.

Representando esta contribución del campo eléctrico como

~Ejk = −Ã
′

jk~pk, (152)

en donde generalmente es necesario incluir efectos de retardo, expresamos el campo

eléctrico en el elemento j de la forma

~Ej = ~Einj −
∑
k 6=j

Ã
′

jk~pk. (153)

Definiendo Ãjk = Ãjk

′

para j 6= k y los elementos diagonales de la matriz Ãjk como

Ajj = α−1
j , se reduce el problema de esparcimiento a encontrar las polarizaciones ~pj que

satisfagan un sistema de 3N ecuaciones lineales complejas con 3N incógnitas (~px(~rj),

~py(~rj), ~pz(~rj)). Tenemos que el problema se reduce a resolver la ecuación matricial

N∑
k=1

Ãjk~pk = ~Ein,j. (154)
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Los momentos dipolares ~pj, que son desconocidos, se encuentran resolviendo la

ecuación matricial (154) para todos los dipolos (j = 1, . . . , N). El problema se puede

interpretar como un ecuación de matrices del tipo A~x = ~b. Usualmente el sistema

de ecuaciones se resuelve utilizando el método de gradiente conjugado complejo. La

forma del sistema permite la solución, casi simultánea, de problemas con varios cam-

pos incidentes sin incrementar considerablemente el tiempo de cómputo. La principal

complejidad para encontrar la solución estriba en que la matriz Ã es muy grande,

aunque tiene muchos elementos que son cero. La descomposición LU es el método que

se utiliza normalmente para resolver problemas con un número N de dipolos que no es

muy grande. Sin embargo, esto solamente ocurre para granos moleculares o part́ıculas

extremadamente pequeñas. Para part́ıculas más grandes, el número de dipolos puede

crecer mucho y, con la descomposición LU, el tiempo computacional requerido aumenta

progresivamente, pues es proporcional a N3.

Una vez que se ha resuelto la ecuación y se conocen los momentos dipolares ~pj, las

secciones transversales de absorción y extinción se evalúan con las expresiones [Draine,

1988]

Cext =
4πk

| ~E0 |2

N∑
j=1

=( ~E∗in,j · ~pj), (155)

Cabs =
4πk

| ~E0 |2

N∑
j=1

{
=
[
~pj · (α−1

j )∗~p∗j
]
− 2

3
k3 | ~pj |2

}
. (156)

La sección transversal de esparcimiento se obtiene a través de la relación Csca =

Cext−Cabs. También se puede obtener la sección transversal diferencial de esparcimiento

a partir de los momentos dipolares ~pj. En la región de campo lejano el campo eléctrico

esparcido está dado por [Draine, 1988]

~Esca(~r) =
k2eikr

r

N∑
j=1

e(ikr̂·~rj)[(r̂ × ~pj)× r̂]. (157)
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Figura 16. Ejemplo de contornos generados utilizando la superfórmula de Gielis. Bajo las
figuras se muestran los valores de los parámetros m,n1, n2, n3 utilizados en cada caso.

Una manera alternativa de obtener Csca consiste en integrar la intensidad esparcida y

normalizarla por la potencia incidente.

4.2 Generación de contornos de part́ıculas

La superfórmula de Gielis [2003] permite generar curvas cerradas muy variadas modif-

icando solamente cuatro parámetros. Con ella, se pueden obtener geometŕıas que van

desde ćırculos hasta curvas con muchas esquinas. La superfórmula se puede escribir de

la siguiente manera [Tassadit et al., 2011]

r(θ) = rint

[∣∣∣∣∣cos(mθ
4

)

a

∣∣∣∣∣
n2

+

∣∣∣∣∣sen(mθ
4

)

b

∣∣∣∣∣
n3
]− 1

n1

, (158)

donde m,n1, n2, n3 son los parámetros reales que definen la geometŕıa y rint es un

parámetro que define las dimensiones de la part́ıcula. La figura 16 muestra algunas de

las formas que se pueden obtener en dos dimensiones con esta fórmula, junto con los

parámetros utilizados para obtenerlas.

En este trabajo utilizamos la superfórmula para generar perfiles de part́ıculas de

varias formas y realizar cálculos de esparcimiento. El uso de esta fórmula anaĺıtica en

el programa ddscat permite realizar estudios de esparcimiento con part́ıculas de formas

muy variadas. De especial interés para nosotros es la generación de secciones transver-

sales variadas para part́ıculas con geometŕıas ciĺındricas. Una de las contribuciones de

este trabajo fue incorporar una rutina con la superfórmula de Gielis [2003] al programa

ddscat.
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Figura 17. Ilustración del tipo de part́ıculas estudiadas. Se ilustra también la discretización
con entidades polarizables.

Figura 18. Ilustración de part́ıculas soportadas por sustratos.

La figura 17 muestra esquemáticamente la formación de las estructuras utilizando

dipolos y la superfórmula. Una vez que se tiene la base de la part́ıcula, se hace crecer

a lo largo del eje perpendicular a ésta. Las part́ıculas pueden estar aisladas (figura 17)

o sobre un sustrato, como se ilustra en la figura 18.

4.3 Validación y ĺımites

Para evitar efectos de esparcimiento o difracción por el arreglo de entidades polarizables,

la separación entre ellas debe ser mucho menor que la longitud de onda de incidencia y

que las dimensiones de la part́ıcula.

El volumen de una celda cúbica unitaria en el arreglo de dipolos es d3. Esta celda

unitaria se repite periódicamente para llenar la part́ıcula, que tiene un volumen V . La

part́ıcula contiene N celdas cúbicas con volumen d3 cada una y, por lo tanto, N dipolos
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puntuales polarizables, de manera que V = Nd3. El número de entidades polarizables

por unidad de volumen es entonces 1
d3

.

Aśı como resultó conveniente expresar el esparcimiento por part́ıculas esféricas en

términos de un parámetro de tamaño x = ka, donde k es el número de onda y a el

radio de la esfera, es conveniente definir un parámetro de tamaño para part́ıculas de

otras formas. Para esto, consideramos una esfera con el mismo volumen que la part́ıcula

de interés, de manera que V = Nd3 = 4
3
πa3. Podemos entonces definir, para nuestra

part́ıcula un radio equivalente

aeq =

(
4π

3N

)−1/3

d. (159)

Esto nos permite definir un parámetro de tamaño x = kaeq para nuestra part́ıcula.

Para el caso de part́ıculas bidimensionales (invariantes en una dirección) se define

el radio equivalente en términos de la superficie del ćırculo, que representa la sección

transversal del cilindro infinito.

De gran importancia para el método DDA es la selección del parámetro de red d.

Dado que

d =

(
4π

3N

)1/3

aeq. (160)

Si la discretización es adecuada, los resultados que se obtienen no deben depender del

valor espećıfico de d. Por ejemplo, si el parámetro de tamaño x se mantiene constante,

debemos obtener siempre el mismo patrón de esparcimiento, aunque el número de

dipolos cambie. Es decir que, para una longitud de onda fija y un radio equivalente fijo,

un cambio en el número de dipolos debe producir el mismo patrón de esparcimiento.

Para evitar efectos de difracción y esparcimiento en la red de dipolos, es importante

que el parámetro de red d � λ. Es decir que kd � 2π. Para un material con ı́ndice

de refracción complejo nc, k = nc
ω
c
, donde ω

c
es el número de onda en el vaćıo. Debe
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entonces cumplirse que

|nc|
ω

c
d� 2π. (161)

A través de experimentos numéricos, se ha sugerido que para tener buenos resultados,

debe cumplirse que

|nc|
ω

c
d ≤ 0.5. (162)

Adicionalmente, el número de dipolos N debe ser grande para describir adecuada-

mente la estructura. Se debe cumplir entonces que N > (4π/3) | nc |3 (kaeq)
3. Objetos

con valores grandes del ı́ndice de refracción o con valores de kaeq grandes requieren de

un gran número de dipolos para representar la estructura. Draine [1988] muestra que

aún en el ĺımite kd → 0, las polarizaciones son muy grandes en la superficie de una

monocapa de dipolos de una pseudoesfera. Errores similares ocurren en part́ıculas con

otras geometŕıas. Cuando | nc |≫ 1 el método DDA puede sobreestimar el valor de la

sección transversal de absorción aún en el ĺımite | nc | kd < 1.

4.3.1 Cilindro infinito

Para validar los cálculos basados en el programa ddscat, calculamos el esparcimiento

por un cilindro infinito. El sistema consiste de un arreglo periódico infinito, cuya celda

unitaria está representada por una monocapa de dipolos en forma de disco. La celda

se replica a lo largo del eje perpendicular al disco, como se ilustra en la figura 19.

El cilindro se ilumina con una onda plana cuyo vector de propagación ~k0 hace un

ángulo α0 con el eje del cilindro. Debido a la invariancia del sistema a lo largo de

este eje, la componente del vector de propagación en esa dirección se conserva. La luz

esparcida describe entonces un cono, definido por un ángulo αs = α0, como se muestran

en la figura 19. Para los cálculos, consideramos una onda plana monocromática con
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Figura 19. Diagrama esquemático del esparcimiento por un cilindro. Se ilustra el cono de
esparcimiento y el ángulo de esparcimiento.

Figura 20. Intensidad de luz esparcida angularmente por un cilindro infinito con parámetro de
tamaño x = 25.

longitud de onda 628 nm un ángulo de incidencia α0 = 60◦. El parámetro de tamaño x

del sistema fue πD
λ

= 25, donde D es el diámetro del cilindro y λ la longitud de onda

de la luz incidente.

En la figura 20 mostramos resultados para la intensidad de luz esparcida a lo largo

del cono, como función de un ángulo medido a partir de la dirección de incidencia (ver

figura 19). Los resultados corresponden a iluminación con luz no polarizada. Dada

la simetŕıa del problema, solamente se presentan resultados para la mitad del cono de

esparcimiento.

Nuestros cálculos convergen bien con la condición | nc | ωc d = 0.436 y son indis-

tinguibles con los obtenidos por Draine y Flatau [2008] para cilindros infinitos. Vale

la pena mencionar que en nuestros cálculos utilizamos la superfórmula para formar

el disco que se reproduce periódicamente para formar el cilindro infinito. Esto mues-
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tra que es posible utilizar la superfórmula en combinación con el ddscat para estudiar

nanoestructuras invariantes en una dirección.

4.3.2 Esfera homogénea

Como un segundo ejemplo de validación de la herramienta numérica utilizada, con-

sideramos el esparcimiento por part́ıculas esféricas. En este caso es posible realizar

comparaciones con la teoŕıa de Mie. Para esto, realizamos cálculos de la distribución

angular, cálculos espectrales de la eficiencias de extinción y cálculos de campo cercano.

Consideramos tanto esferas dieléctricas como esferas de oro y plata.

Primero consideramos una esfera de 423 nm de radio e indice de refracción nc =

1.33 + i0.01, iluminada por una onda plana monocromática no polarizada con longitud

de onda de 532 nm. El parámetro de tamaño es entonces x = ka = 5. Los resultados

para la distribución angular de esparcimiento se muestran en la figura 21. La curva de

la intensidad de esparcimiento en función del ángulo de esparcimiento, es indistinguible

con cálculos reportados por Goodman y Draine [1991] quien compara en su art́ıculo sus

resultados con la solución de Mie.

Consideramos ahora cálculos espectrales con una esfera metálica de 10 nm de diámetro

embebida en aire. Se ilumina la part́ıcula con una onda plana con polarización lineal a

lo largo del eje y y exploramos la precision de los resultados al cambiar N . Los resulta-

dos se muestran en la figura 22 para el oro y la plata. Estas curvas se deben comparar

con los resultados de Mie presentados en la figura 10. Se observa que si no se tiene el

suficiente número de dipolos para modelar la geometŕıa pueden aparecer resonancias

espurias debido a efectos de muestreo. Por ejemplo, para la plata se observa claramente

lo que pareceŕıa ser un modo resonante alrededor de los 680 nm, pero esto se debe a

una mala discretización; sabemos (de la teoŕıa de Mie, en la figura 10) que para este
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Figura 21. Esparcimiento por una esfera con indice de refracción nc = 1.33 + 0.01i para
x = ka = 5. En escala logaŕıtmica y distribución radial.
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Figura 22. Curvas espectrales de la eficiencia de extinción de esferas de oro (izquierda) y plata
(derecha) de 10 nanómetros de diámetro embebidas en aire. Se indica el número de dipolos
N utilizado en el cálculo.

Figura 23. Mapas de intensidad de campo cercano para una esfera de oro de 10 nm de diámetro
embebida en aire iluminada con una onda plana monocromática de izquierda a derecha con
polarización lineal a lo largo de y.

sistema solo se tiene un modo ubicado alrededor de los 350 nm.

La figura 23 muestra mapas de la intensidad del campo cercano para una esfera

de oro de 10 nm embebida en aire en donde exploramos los efectos de discretización.

Consideramos iluminación por una onda plana de 503 nm con polarización lineal a lo

largo del eje y, justo en la resonancia del modo dipolar plasmónico del sistema. En

la figura del lado izquierdo se observan efectos de discretización en el interior de la

part́ıcula. El lado derecho de la figura 23 muestra que al aumentar el número de

dipolos se tiene mejor definición en los cálculos de campo cercano.
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Caṕıtulo 5

Plasmones de superficie localizados

En este caṕıtulo presentamos resultados de cálculos obtenidos utilizando el método

de la aproximación de dipolos discretos. Para generar los contornos de las part́ıculas

utilizamos la superfórmula de Gielis [2003]. Consideramos esferas, discos y barras, con

secciones transversales no circulares.

En todos los casos presentados hemos considerado part́ıculas metálicas en aire, ilu-

minadas con luz linealmente polarizada. Para la función dieléctrica de los metales

utilizaremos los ajustes discutidos en el caṕıtulo 2. Denotamos por Ip la distribución

angular de la intensidad esparcida normalizada por la irradiancia incidente. El sub́ındice

p indica que la polarización de la luz incidente es paralela al plano de esparcimiento. La

intensidad normalizada se puede escribir en términos de la amplitud de esparcimiento

definida en el caṕıtulo 3. En términos de los elementos de la matriz de esparcimiento

tenemos que Ip = |S1|2.

En la primera sección de este caṕıtulo se presentan cálculos de campo cercano para

esferas. Para escoger la longitud de onda de la iluminación, nos apoyamos en los

resultados espectrales para la eficiencia de extinción presentados en el caṕıtulo 3. En las

secciones posteriores presentamos cálculos para part́ıculas no esféricas. En particular,

consideramos part́ıculas en forma de discos. Es decir, part́ıculas cuya altura es pequeña

comparada con el diámetro de la base. Variamos después la altura hasta llegar a el

caso de barras cuya longitud es grande comparada con sus dimensiones transversales.

Exploramos también el efecto de cambiar la sección transversal de part́ıculas en forma
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de barra con longitud fija. Se presentan primero curvas espectrales de extinción para

después presentar mapas de intensidad de campo cercano en la región de resonancia.

5.1 El campo cercano

En esta sección presentamos cálculos del campo cercano esparcido por part́ıculas esféricas

metálicas, comenzando con part́ıculas cuyas dimensiones son del orden de la longitud

de onda de la luz incidente y terminando con part́ıculas pequeñas comparadas con la

longitud de onda. Este tipo de problema ya fue estudiado en el caṕıtulo 3, pero con base

en la teoŕıa de Mie. En este caṕıtulo lo hacemos con el método DDA, enfocándonos

sobre cálculos de campo cercano.

Iniciamos revisando los resultados mostrados en la figura 7 del caṕıtulo 3, donde se

presenta la eficiencia de extinción para una esfera de plata de 200 nm de diámetro. La

curva espectral muestra tres resonancias, que ocurren longitudes de onda de 350 nm,

394 nm y 576 nm. En las figuras 24, 25, y 26 presentamos mapas de la intensidad de

campo cercano en la vecindad de la esfera de plata al iluminarla con luz con estas tres

longitudes de onda, respectivamente. Para cada longitud de onda se calculó también el

diagrama angular de la intensidad esparcida. La incidencia es de izquierda a derecha,

como se indica en los mapas de intensidad de campo cercano. En el mapa de intensidad

mostrado en la figura 24, vemos que el campo no alcanza a penetrar toda la part́ıcula

de 200 nm y se observa una intensificación cerca de la superficie. En la distribución

angular de campo lejano la irradiancia esparcida presenta un lóbulo principal orientado

en la dirección de incidencia de la onda incidente, lo cual es representativo de lo que

pasa con part́ıculas grandes.

En la figura 25 se muestran resultados de campo cercano y de la irradiancia esparcida
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Figura 24. Mapa de intensidad de campo cercano para una esfera de plata de 200 nm de
diámetro iluminada con luz con una longitud de onda de 350 nm. Se muestra también un
diagrama polar de la intensidad esparcida en el campo lejano normalizada por la irradiancia
incidente.

Figura 25. Mapa de intensidad de campo cercano para una esfera de plata de 200 nm de
diámetro iluminada con luz con una longitud de onda de 394 nm. Se muestra también un
diagrama polar de la intensidad esparcida en el campo lejano normalizada por la irradiancia
incidente.
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Figura 26. Mapa de intensidad de campo cercano para una esfera de plata de 200 nm de
diámetro iluminada con luz con una longitud de onda de 576 nm. Se muestra también un
diagrama polar de la intensidad esparcida en el campo lejano normalizada por la irradiancia
incidente.

en campo lejano para la longitud de onda de 394 nm. Como en el caso anterior, vemos

que el campo no alcanza a penetrar toda la part́ıcula e incluso penetra menos que

para la longitud de onda de 350 nm. En el mapa de campo cercano se aprecia lo

que pareciera ser una distribución cuadrupolar, mientras que en el diagrama angular

de esparcimiento, además del lóbulo de esparcimiento hacia adelante, se observan dos

lóbulos perpendiculares a esta dirección.

En la figura 26 se muestran resultados de campo cercano e irradiancia esparcida

en campo lejano para una esfera iluminada con luz de longitud de onda de 576 nm.

En este caso, el campo penetra aún menos dentro de la part́ıcula. Vemos también

que el diagrama angular de esparcimiento en el campo lejano tiene la forma t́ıpica

de la radiación dipolar y que el mapa de campo cercano es consistente con esta idea,

mostrando intensificación de campo en lo que podŕıamos llamar el norte y sur de la

part́ıcula.

Para la esfera de plata de 200 nm de diámetro, la resonancia más intensa que se

observa en la figura 7 ocurre a una longitud de onda de 394 nm. De la forma de campo
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Figura 27. Ilustración de la radiación dipolar para incidencia con luz linealmente polarizada.
Se ilustran los planos A, B y C que cortan la figura del patrón de radiación.

cercano y lejano que tenemos en la figura 25, vemos que la excitación no corresponde al

modo dipolar, sino que más bien parece dominar el modo cuadrupolar. Por otro lado

para una longitud de onda de 576 nm la excitación parece ser dipolar, lo que indica que

este modo se corre más de 200 nm al rojo, comparado en el caso de part́ıculas pequeñas

(figura 10). La resonancia que ocurre a 350 nm pareceŕıa tener más que ver con el modo

octupolar.

Consideramos ahora part́ıculas más pequeñas, del orden de 10 nm de diámetro.

Como se discutió en la sección 3.3, para part́ıculas de estas dimensiones se espera que

la principal contribución se deba al modo dipolar. Es decir que el modo dipolar debe

predominar sobre las contribuciones de otros modos como el cuadrupolar o el octupolar.

En la figura 27 mostramos planos ortogonales que cortan a la part́ıcula por el cen-

tro, indicando los planos de observación A, B y C, en los que la radiación dipolar se

visualizará de forma distinta. Si la figura se corta con un plano perpendicular al campo

eléctrico incidente se estaŕıa observando un ćırculo en el plano A. Si se hace el corte en

el plano definido por la dirección de la onda incidente y la dirección de polarización,
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Figura 28. Mapa de intensidad del campo cercano en escala lineal, para una esfera de plata
de 10 nm de diámetro iluminada con luz de una longitud de onda de 348 nm (en la resonancia
del sistema). Se muestran dos planos de visión: el plano donde incide la onda y el plano
perpendicular.

Figura 29. Mapa de intensidad del campo eléctrico en escala logaŕıtmica, para una esfera
de plata de 10 nm de diámetro iluminada con luz con longitud de onda de 348 nm (en la
resonancia del sistema). Se muestran dos planos de visión: el plano donde incide la onda y el
plano perpendicular.
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Figura 30. Mapa de intensidad de campo cercano, para una esfera de oro de 10 nm de diámetro
iluminada con una longitud de onda 505 nm. La escala es logaŕıtmica.

tenemos el plano B, y si cortamos esta figura con un plano perpendicular a la onda inci-

dente y paralelo al campo incidente tenemos el plano de visión C. En estos dos planos,

B y C, se observa una especie de ocho que es caracteŕıstico de la radiación dipolar, y

en el que se aprecian dos lóbulos saliendo de la part́ıcula en dirección perpendicular a

la dirección de vibración del campo eléctrico incidente.

En la curva espectral de la eficiencia de extinción para una esfera de plata de 10 nm

que se presenta en la figura 10, vemos una resonancia bien definida en los 348 nm.

Presentamos en la figura 28 cálculos de campo cercano en escala lineal para esta longitud

de onda. La figura de la izquierda representa un corte que pasa por el centro de la

part́ıcula, en un plano definido por la dirección de incidencia ~k0 y la dirección del

campo eléctrico de la onda incidente ~Ein. La figura de la derecha representa un corte

en un plano perpendicular a la dirección de la onda incidente. En esta escala se resalta

la estructura del campo dentro de la part́ıcula. Como en este caso la profundidad de

piel es más grande que la part́ıcula, el campo tiene el mismo efecto sobre las cargas

libres de toda la part́ıcula y esto tiene como consecuencia una intensificación del campo
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Figura 31. Mapa de intensidad del campo eléctrico para una esfera de oro de 10 nm de diámetro
iluminada con luz de una longitud de onda de 505 nm. Se ilustran los planos A, B y C en las
figuras que muestran planos ortogonales que cortan la part́ıcula como en la figura 27.

excitado en los extremos de la part́ıcula en la dirección del campo incidente ~Ein.

La figura 10 muestra el mismo cálculo pero en una escala logaŕıtmica. En esta escala

(figura 10), en el mapa de la izquierda se alcanza a ver el mismo efecto que se observa

con part́ıculas más grandes, que consiste en que la intensidad de campo eléctrico se

carga hacia la derecha, es decir, en la dirección de la onda incidente. En el mapa de la

derecha observamos en cambio una radiación de campo simétrica y t́ıpica de un dipolo

oscilante. Escogimos en este caso un mapa de intensidad en escala logaŕıtmica para

mostrar la distribución de campo en zonas menos intensas.

Para explorar el efecto de la profundidad de piel consideramos ahora part́ıculas

esféricas de oro de 10 nm de diámetro. Escogemos iluminarla con luz de una longitud

de onda de 505 nm, que representa la resonancia de este sistema, como se puede ver en

la figura 10. Dado que la profundidad de piel del oro a esta longitud de onda es menor

que para la plata, el campo penetra menos en la part́ıcula.

La figura 31 muestra cálculos de la intensidad de campo cercano de la esfera de oro
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de 10 nm iluminada a la longitud de onda de resonancia. La parte izquierda de la figura

31 muestra el plano de visión A, con el vector de campo eléctrico saliendo de la página.

Los planos B y C cortan la dona de la figura que representa la radiación dipolar. Vemos

que los dos lóbulos que se forman en cada plano B y C son ortogonales al vector de

campo eléctrico. El mapa de intensidad de la derecha de la figura 31 muestra en el

plano B que el campo se distribuye a lo largo del vector del campo eléctrico para la

zona cercana a la part́ıcula. Sólo en zonas muy cercanas a la superficie de la part́ıcula

se observa esta distribución de campo orientada con la dirección de vibración del campo

incidente.

De los resultados del caṕıtulo 3 y los que presentamos en esta sección podemos

concluir que las part́ıculas metálicas esféricas de unos cuantos nanómetros presentan

resonancias de plasmón localizado. Los colores bien definidos que se aprecian en coloides

con part́ıculas de entre 10 y 50 nm son debidos a resonancias del modo dipolar. En el

caso de part́ıculas esféricas más grandes se presenta resonancias de más alto orden. No

siempre la resonancia más intensa es debida al modo dipolar.

Si nos mantenemos en tamaños en los que el modo dipolar es el dominante, al

aumentar un poco el diámetro de la esfera el pico de la resonancia se mueve ligeramente

hacia el rojo (figura 11), pero normalmente no más de unos 25 nm. Al aumentar más el

diámetro de la part́ıcula, se presentan otros modos del plasmón localizado. Es posible

sintonizar diferentes frecuencias de resonancia sin cambiar el material de la esfera ni

el del medio en el que ésta está embebida. Sin embargo, el intervalo sobre el que

se puede sintonizar la resonancia no es muy amplio (figura 11). La geometŕıa, por

otro lado, permite una sintonización más amplia. El método de la aproximación de

dipolos discretos es adecuado para tratar también el caso de particulas no esféricas. A

continuación presentamos cálculos para estudiar el efecto de modificar la geometŕıa del
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sistema, manteniéndonos en el régimen dipolar.

5.2 Influencia de la forma de la part́ıcula en la resonancia

En esta sección presentamos cálculos de esparcimiento de part́ıculas metálicas con ge-

ometŕıas no esféricas. El estudio se enfocó al caso de geometŕıas con simetŕıa ciĺındrica,

variando la forma de la sección transversal del cilindro. Para generar anaĺıticamente

la curva que define la sección transversal de la part́ıcula utilizamos la superfórmula de

Gielis [2003]. Estudiamos también los efectos de variar las dimensiones de la part́ıcula, y

en particular, la longitud y la sección transversal. Comenzamos estudiando geometŕıas

en forma de discos. Es decir, part́ıculas cuya altura es pequeña comparada con la

sección transversal y nos concentramos primero sobre el efecto de la forma de la sección

transversal. Después, incrementamos la altura del cilindro y estudiamos los modos que

se pueden excitar a lo largo de éste. Analizamos posteriormente el efecto del material

en las resonancias y, por último, ilustramos el efecto de colocar la part́ıcula sobre un

sustrato.

5.2.1 Part́ıculas en forma de discos

Comenzamos el estudio explorando el efecto en la eficiencia de extinción, de cambiar la

sección transversal de las part́ıculas en forma de discos. Consideramos part́ıculas con

base circular, en forma de pentágono, de cuadrado, de triángulo, de estrella y cuadrado

con los lados hundidos. Las part́ıculas son de oro y tienen una sección transversal

caracteŕıstica del orden de 10 nm; con esto, queremos decir que el contorno está inscrito

en un ćırculo de 10 nm de diámetro Las part́ıculas se iluminan de manera perpendicular

al disco, como se indica en la figura 32. Para los cálculos utilizamos entre 15000 y 18000

dipolos.
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Figura 32. Curva espectral de eficiencia de extinción para part́ıculas de oro en forma de disco
y diferentes secciones transversales. Como referencia las dimensiones caracteŕısticas de la
sección transversal son de aproximadamente 10 nm.

Los resultados para la eficiencia de extinción se muestran en la figura 32. Como

referencia también se gráfica el caso de una esfera de oro de 10 nm de diámetro. Ob-

servamos que al cambiar de esfera a cilindro con sección transversal circular tenemos

un aumento considerable en la eficiencia, además de un corrimiento al rojo por más de

60 nm; la resonancia ocurre ahora a los 556 nm. Manteniendo la geometŕıa de disco,

pero cambiando la sección transversal a un pentágono, se observa un corrimiento de más

de 10 nm en el pico de resonancia. Al cambiar la geometŕıa a un prisma cuadrangular

vemos que la eficiencia aumenta, observándose un corrimiento aún mayor; la resonancia

se ubica ahora en 585 nm. Se obtiene un corrimiento todav́ıa mayor para part́ıculas con

una sección transversal triangular. En este caso la resonancia se presenta en 619 nm.

Comparando los resultados de la part́ıcula con sección transversal circular con los

de una part́ıcula con sección transversal con forma de estrella con 19 picos, vemos
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que la curva espectral se ensancha considerablemente y que aparece lo que pareciera

ser otro modo que no se resuelve bien. Vemos también que disminuye la eficiencia

del modo resonante principal. Si deformamos un cuadrado, haciendo las esquinas más

pronunciadas el hundir las caras de éste, se observa un corrimiento al rojo considerable

y se presenta otro modo resonante. El primer modo está ubicado alrededor de 671 nm

y el segundo al rededor de los 725 nm.

Utilizando los resultados obtenidos en la figura 32, calculamos mapas de intensidad

de campo cercano para todas estas part́ıculas a la longitud de onda de sus respectivas

resonancias. Los resultados se muestran en la figura 33. El plano de observación que

estamos presentando corresponde al plano C de la figura 27, que es un corte transversal

del disco. La forma de las part́ıculas se aprecia claramente en la figura 33. Para el

disco con cara circular, la intensidad de campo cercano muestra una intensificación

en los extremos norte y sur de la part́ıcula, por lo que podemos decir que se trata

de un modo claramente dipolar, como en el caso de la esfera con estas dimensiones.

Comparado con la figura de abajo, que corresponde a la estrella con 19 picos, vemos

que el campo se distribuye de forma similar a lo largo del vector de campo eléctrico,

pero la intensidad es mayor en este caso. La segunda figura de arriba, que corresponde

a la part́ıcula en forma de pentágono, muestra que la localización del campo en el

pentágono es más sensible a la dirección de la polarización, ya que las esquinas donde

se concentra el campo están orientadas con la dirección del vector del campo eléctrico

incidente.

Observamos el mismo efecto en la part́ıcula con sección transversal triangular. Las

esquinas en las que se intensifica el campo están orientadas con la dirección del campo

incidente. La tercer figura de arriba muestra que el campo se distribuye en las cuatro

esquinas. Ahora, si estas esquinas son más pronunciadas, como en la figura de abajo,
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Figura 33. Mapa de intensidad de campo cercano para part́ıculas en forma de disco con
diferente forma de su sección transversal. La escala del mapa es lineal.

el campo es todav́ıa más intenso dentro de la part́ıcula.

En todas las figuras se aprecia que las regiones en las que el campo cercano es más

intenso están alineadas con la polarización del campo eléctrico.

Ahora, con la misma idea que en la sección anterior, mostramos en la figura 34

estos mismos resultados pero en escala logaŕıtmica. Esto nos permite visualizar la dis-

tribución de campo cercano en regiones con menos intensidad. En las tres figuras de

arriba, que corresponden al ćırculo, el pentágono y el cuadrado, se aprecia claramente

una excitación de tipo dipolar a lo largo de la polarización del campo incidente y, al

,-, .. ~ ,- .,, ~ ,-.!.> -
,-_ .. ~, 

r '" ~ ~ , , '" , . • , 
,.' , 

~ , , , 'H , ~ 

'" •• - - ', ,, •• 

,-.." "" ,- '" "" ,. '" "" 
-~ 

r ," .,,~ 

r' •• '. ,~ ~ • 1 " . . . , 
" .,.' '. • .. ." ,H 

•• 
• • .. •• 

..... ~ .. "' - ,., .. -
,-,,~, 

r '" ~ ~ , , '" • . . , 
,.' , 

~ , , , 
'" , ~ 

,n 
, . 

• • ',,, ,. 
, . ." ,~ ,."'''" ,. '" "" --" 

r ,oc 
.,,~ 

" 
,., 

'. . , • 1 , " . , , 
" '. . .... • • ." 

" , , . 
• ,'- • ,. 



90

Figura 34. Mapa de intensidad de campo cercano en escala logaŕıtmica, de discos con diferente
forma de su sección transversal. La barra de intensidad es en escala lineal.
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Figura 35. Diagrama polar de esparcimiento para part́ıculas ciĺındricas de oro con base circular
de 10 nm de diámetro. La onda incidente viaja de izquierda a derecha.

alejarnos, un campo menos intenso cuyos máximos están orientados ortogonalmente

con la polarización. Las figuras de abajo muestran una radiación menos simétrica en

la zona cercana a la part́ıcula. En el caso de la estrella de 19 picos incluso se observa

una especie de rotación del mapa en contra del movimiento de las manecillas del reloj.

El triángulo presenta una radiación ligeramente cargada en la dirección de incidencia.

La part́ıcula con las cuatro esquinas pronunciadas presenta una distribución del campo

que no pareciera dipolar, con dos lóbulos de radiación ortogonales al campo incidente.

Sin embargo, aun en este caso, el patrón de radiación sigue siendo predominantemente

dipolar. En la figura 35 presentamos el diagrama polar de esparcimiento en la zona le-

jana, que tiene la misma forma en todos estos casos. Vemos que la irradiancia esparcida

presenta un patrón de radiación de tipo dipolar para todas las part́ıculas presentadas

en las figuras 32 a 34.

Los cálculos realizados con discos de diferentes formas muestran que la resonancia del

plasmón localizado es muy sensible a la forma de la seccion transversal. Exploramos
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Figura 36. Curva espectral de la eficiencia de extinción para part́ıculas con geometŕıa ciĺındrica
y base hexagonal. Suponemos part́ıculas de oro y cambiamos la altura (a) y la sección transver-
sal (b).

ahora los efectos del tamaño, manteniendo fija la forma de la part́ıcula. Escogemos

part́ıculas con una sección transversal hexagonal. Los resultados obtenidos cambiando el

tamaño del hexágono y la altura de la part́ıcula se muestran en a figura 36. La figura de

la izquierda muestra cálculos en las que variamos la altura, manteniendo fijo el tamaño

del hexágono. El hexágono está inscrito en un ćırculo de 30 nm, mientras que las alturas

consideradas para las part́ıculas son de 5, 10 y 20 nm. Se observa que al aumentar la

altura tenemos un corrimiento al azul del pico de resonancia y que la eficiencia decae.

La gráfica de la derecha muestra resultados de curvas de extinción manteniendo fija la

altura de la part́ıcula (5 nm) y variando el diámetro (20, 30 y 50 nm). Vemos que al

aumentar las dimensiones de la cara del prisma hexagonal aumenta considerablemente

la eficiencia en el pico de resonancia y tenemos un corrimiento de la resonancia al rojo.

En las gráficas (a) y (b) de la figura 36 se observa que el pico de resonancia se ubica

a la derecha de la resonancia que se tiene para part́ıculas esféricas de entre 10 y 50 nm

(figura 11).

Al aumentar la longitud de la part́ıcula, manteniendo la polarización a lo largo del

eje de ésta, la amplitud de la resonancia disminuye considerablemente. Esta resonancia,
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dominada principalmente por la forma y dimensiones de la base del disco es cada vez

menos significativa. Sin embargo, para esta longitud, la extinción de este modo no es

significativa y no alcanza a apreciarse, a pesar de que el campo está a lo largo del eje.

De los resultados mostrados en la figura 32 vemos que al cambiar de la simetŕıa

esférica a formas más complicadas, el pico de resonancia sufre un corrimiento hacia el

rojo del espectro visible. También se observa que al cambiar la forma de las part́ıculas

de oro es posible sintonizar la posición de la resonancia del modo dipolar. Los efectos de

forma en la posición de la resonancia del plasmón localizado son más importantes que

el tamaño. En todos los casos presentados en las figura 32 y 36 dominan los efectos de

absorción sobre los de esparcimiento. Hemos visto que a través de cambios en la longitud

y la sección transversal del disco se puede controlar la posición del pico de resonancia

del plasmón localizado y que es posible sintonizar las resonancias plasmónicas dipolares

en todo el espectro visible.

5.2.2 Part́ıculas en forma de barras

Exploramos también el caso de part́ıculas con geometŕıas ciĺındricas cuya longitud es

mayor que su sección transversal. En la figura 37, presentamos cálculos espectrales de

la eficiencia de extinción para un cilindro de oro con sección transversal circular. El

cilindro se ilumina con luz linealmente polarizada utilizando tres geometŕıas diferentes,

que se ilustran en la figura 37. En la primera la incidencia es a lo largo del eje del

cilindro, de manera que el vector de campo eléctrico es paralelo a la sección transversal.

En la segunda la incidencia es perpendicular al eje del cilindro y el vector de campo

eléctrico es paralelo a este eje (θ0 = 90◦). En la tercera, la dirección de incidencia hace

45◦ con el eje del cilindro y el vector de campo eléctrico está en el plano definido por

la dirección de incidencia y el eje del cilindro (θ0 = 45◦).
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Figura 37. Ejemplo de part́ıculas alargadas que analizamos en esta sección. Cilindro circular
largo, con los vectores de onda y de campo incidentes en la cara a lo largo del eje y a 45
grados del eje.

Los resultados de extinción para un cilindro de 100 nm de largo y 20 nm de diámetro

se muestran en la gráfica de la figura 38. En general, es posible excitar modos tanto a

lo largo del cilindro como en la dirección perpendicular a éste. En este caso, dadas las

dimensiones de la part́ıcula, se trata de modos dipolares. Para el primer caso (θ0 = 0◦)

vemos que se excita una resonancia cuando la longitud de onda es λ ' 0.532µm. Esta

resonancia se debe a oscilaciones de carga en una direccion perpendicular al eje del

cilindro. Para la incidencia con θ0 = 90◦ las oscilaciones de carga a lo largo del cilindro

presentan una resonancia mucho más fuerte, alrededor de λ ' 0.6µm. Para el caso de

incidencia a 45 grados solo se aprecia un modo resonante, a pesar de que se pueden

excitar los dos modos. Esto se debe a que la resonancia asociada a las oscilaciones

de carga a lo largo del cilindro, es mucho más intensa que la otra. En la figura 39 se

muestra el mapa de intensidad de campo cercano para el caso θ0 = 90◦ a la longitud

de onda de resonancia (λ ' 0.6µm). Del mapa vemos que la intensificación en los

extremos parece ser compatible con un modo dipolar, como era de esperarse.

Exploramos ahora el efecto de cambiar la sección transversal de la part́ıcula ciĺındrica.

En la figura 40, mostramos resultados espectrales para la eficiencia de extinción de una

part́ıcula de oro de forma ciĺındrica pero con sección transversal en forma de estrella.
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Figura 38. Curvas espectrales de eficiencia de extinción para una part́ıcula ciĺındrica de oro
con base circular de 100 nm de largo y 20 nm de diámetro. Las tres geometŕıas de incidencia
se ilustran en la figura 37 y están etiquetadas por el ángulo que hace la dirección de incidencia
con el eje del cilindro.

Figura 39. Mapa de intensidad de campo cercano para el cilindro de oro, iluminado a la longitud
de onda de resonancia con un ángulo de incidencia noventa grados y una polarización lineal
a lo largo del eje del cilindro.
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Figura 40. Curvas espectrales de eficiencia de extinción para una part́ıcula ciĺındrica de oro
con base en forma de estrella de 100 nm de largo y 20 nm de diámetro. Las tres geometŕıas de
incidencia se ilustran en la figura 37 y están etiquetadas por el ángulo que hace la dirección
de incidencia con el eje del cilindro.

Figura 41. Mapa de intensidad de campo cercano para el cilindro de oro con sección transversal
en forma de estrella, iluminado a la longitud de onda de resonancia con un ángulo de incidencia
noventa grados y una polarización lineal a lo largo del eje del cilindro.
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Consideramos las mismas tres condiciones de incidencia que en el caso anterior. En

el caso θ0 = 0◦ el modo excitado perpendicularmente al eje del cilindro presenta una

resonancia alrededor de los 550 nm. Para el caso θ0 = 90◦, vemos que el modo reso-

nante ocurre alrededor de los 702 nm. Este modo, debido a oscilaciones de electrones a

lo largo del eje de la part́ıcula, es mucho más intenso que el otro y también es mucho

más intenso que el del caso anterior. También como en el caso anterior, para θ0 = 45◦

el modo longitudinal domina sobre el transversal. La figura 41 muestra un mapa de

intensidad de campo cercano para esta part́ıcula con sección transversal en forma de

estrella de 5 picos. Vemos que hay una intensificación del campo en los picos de la

estrella y que la intensidad es considerablemente mayor que para el cilindro con cara

circular. Como en el caso anterior, se trata de un modo dipolar plasmónico.

Vemos entonces que es posible sintonizar la resonancia en diferentes regiones del

espectro cambiando la sección transversal de la part́ıcula ciĺındrica. Vale la pena resaltar

que, aunque el modo que predomina es debido a excitaciones a lo largo del cilindro, los

efectos de forma en la sección transversal son importantes para determinar la posición

de la resonancia. El efecto del material cambia la posición e intensidad de la resonancia

de manera notable.

5.3 Dependencia de las resonancias con el material

Como pudimos ver en el caṕıtulo 3, para el caso de part́ıculas esféricas, la frecuencia

de resonancia del plasmón localizado depende principalmente del metal del que está

compuesta la part́ıcula y del medio en que está embebida. En esta sección exploramos

esta dependencia para el caso de part́ıculas no esféricas. La figura 42 muestra cálculos

de la eficiencia de extinción de part́ıculas de plata de la misma forma y condiciones de
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Figura 42. Curva espectral de eficiencia de extinción para part́ıculas de plata en forma de disco
y diferentes secciones transversales. Las dimensiones caracteŕısticas de la sección transversal
son de aproximadamente de 10 nm de diámetro.

iluminación que los presentados en la figura 32 para part́ıculas de oro. Consideramos

entonces discos de plata de 10 nm de diámetro embebidos en aire, iluminados perpen-

dicularmente por una onda polarizada linealmente. El campo eléctrico oscila entonces

en planos paralelos a la cara del disco. Por completez, graficamos también la eficiencia

de una esfera de 10 nm de diámetro. Comparando este resultado con el del disco de base

circular, vemos que hay un corrimiento hacia el rojo por aproximadamente 100 nm. El

disco con forma de pentágono recorre el pico de resonancia aún más. En este caso, la

resonancia que se observa en la curva espectral es más ancha y menos intensa.

Cuando la sección transversal es cuadrada, el pico de resonancia se recorre hacia

el rojo y es todav́ıa es más angosto y más intenso que en las demás geometŕıas. Las

secciones transversales más complicadas, como la estrella de cuatro picos y la estrella de

19 picos presentan una eficiencia menor y se puede apreciar que aparecen otros modos,
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Figura 43. Esquema de figuras discretizadas con dipolos de discos con base hexagonal, circular
y en forma de estrella. Se muestra la incidencia y las dimensiones de la part́ıcula.

Figura 44. Curva espectral de eficiencia de extinción de part́ıculas de plata (a) y oro (b) de
30 nm de ancho y 5 nm de alto.

además del dipolar. Este efecto se observa también con esferas de plata de mayor

tamaño (figura 11); al aumentar el tamaño de la esfera, la aparición de nuevos modos

disminuye la intensidad de la resonancia.

Presentamos a continuación una comparación de las eficiencias de extinción en-

tre part́ıculas de plata y oro de 30 nm de diámetro y 5 nm de altura con geometŕıas

ciĺındricas con base hexagonal, circular y en forma de estrella. Las geometŕıas se ilus-

tran en la figura 43. Las eficiencias de extinción se presentan en la figura 44. Dado que el

hexágono y el ćırculo son muy parecidos podemos apreciar los efectos de estos pequeños

cambios en los dos materiales. Vemos que las curvas espectrales son muy parecidas las

resonancias; son ligeramente más intensas para el disco con cara hexagonal, debido
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presumiblemente a la concentración del campo en las esquinas del hexágono. Para el

caso de la estrella con cinco picos las esquinas son más pronunciadas y los cambios son

más importantes.

Con plata (figura 44 (a)) se observan dos modos bien definidos. La aparición de este

otro modo disminuye la intensidad del otro pico de resonancia y se aprecia también

un corrimiento al rojo. En el caso del oro (figura 44 (b)), se observa que la eficiencia

aumenta con respecto a la de los discos circular y hexagonal, aśı como un corrimiento

al rojo del pico de resonancia por aproximadamente 100 nm.

En la figura 45 se compara la eficiencia de extinción de cilindros de 100 nm de largo

y 20 nm de diámetro, iluminados a θ0 = 45◦ para el caso del oro y la plata. Los

resultados para el oro ya se hab́ıan presentado en la figura 38. Vemos que la resonancia

que presenta el cilindro de plata es mucho más intensa que la que se tiene con el cilindro

de oro. Además, el pico de resonancia del plasmón localizado de la plata está mejor

definido y es más angosto.

En todos los casos estudiados la resonancia del plasmón localizado que se obtiene

con part́ıculas de plata es más intensa y mejor definida que los que se obtienen con

part́ıculas de oro. La conclusión es entonces la misma que se obtiene con part́ıculas

esféricas. Seguramente esta conclusión esta relacionada con el hecho de que la parte

imaginaria de la función dieléctrica de la plata es menor que la del oro en esta región

del espectro.

Con part́ıculas de plata se puede barrer una gama más amplia del espectro de

frecuencias visible, ya que la resonancia para la esfera se encuentra a 350 nm y las

deformaciones de la part́ıcula generan corrimientos hacia el rojo. En consecuencia, con

la plata se pueden obtener resonancias a lo largo de todo el espectro visible.
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Figura 45. Curva espectral de eficiencia de extinción para part́ıculas ciĺındricas con cara circular
de diferentes materiales oro y plata. La geometŕıa de incidencia es de 45 grados respecto al
eje del cilindro.

5.4 Part́ıculas sobre capas delgadas dieléctricas

Cuando las part́ıculas están sobre un sustrato se tiene un efecto parecido al que se

observa cuando la part́ıcula esta embebida en otro medio, obteniéndose un corrimiento

hacia el rojo en la resonancia plasmónica del sistema.

Presentamos a continuación el caso de colocar una part́ıcula metálica sobre una capa

delgada de ITO (Indium Titanium Oxide) como se muestra en la figura 46. Las gráficas

de la figura 47 muestran resultados de la eficiencia de extinción para una part́ıcula

ciĺındrica aislada y la misma part́ıcula colocada sobre una capa dieléctrica transparente.

La part́ıcula de oro es ciĺındrica con sección transversal circular de 30 nm de diámetro y

30 nm de altura. Cuando se encuentra aislada (figura 47 (a)) se observa una resonancia

de extinción alrededor de los 525 nm. En la figura 47 (b) se presentan cálculos que

corresponden a la misma part́ıcula sobre una capa delgada ITO (Indium Titanium
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Figura 46. Esquema de un cilindro de oro de 30 nm de diámetro y 30 nm de ancho, soportado
sobre una capa de ITO de 70 nm.

Figura 47. Curva espectral de la eficiencia de extinción de un cilindro de oro de 30 nm de
diámetro y 30 nm de ancho en aire (a) y (b) depositado sobre una capa de ITO de 70 nm.

Oxide) de 100 nm de espesor. El ITO se comporta como un dieléctrico transparente

a frecuencias ópticas, con un ı́ndice de refracción n = 1.5098. Observamos que la

resonancia del cilindro se mantiene pero aparece otro modo debido al efecto del sustrato.

El sustrato transparente da un efecto de imagen y su efecto es parecido al de tener un

cilindro más largo o dos cilindros de diferentes materiales en contacto.
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Caṕıtulo 6

Celdas solares plasmónicas

De los resultados que hemos presentado en caṕıtulos anteriores, vemos que una selección

apropiada de la forma de una nanopart́ıcula puede intensificar el campo óptico alrededor

de ella. Las caracteŕısticas de la interacción, y sus consecuencias en las propiedades

de absorción y del campo esparcido, pueden dar origen a muchas aplicaciones. Por

ejemplo, en el caso de los dispositivos fotovoltáicos, es posible aprovechar fenómenos

plasmónicos para intensificar el campo en la capa activa del dispositivo depositando

nanopart́ıculas metálicas en su superficie.

El silicio es el material más utilizado en aplicaciones fotovoltáicas debido a su rel-

ativo bajo costo y a su abundancia. Además, no es tóxico, tiene estabilidad a largo

plazo, las técnicas para su fabricación y producción están muy desarrolladas, y es un

material muy estudiado. Sin embargo, para su implementación a gran escala, el costo

de los módulos fotovoltáicos debe reducirse significativamente. Una opción para re-

ducir el costo consiste en adelgazar la capa activa de silicio. Las llamadas celdas solares

delgadas o de segunda generación, tienen eficiencias bajas comparada con las celdas so-

lares de espesor mayor. Esto se debe principalmente a que, por su espesor reducido, la

absorción de luz es menor, sobre todo en las longitudes de onda largas. Para mejorar la

absorción en celdas solares convencionales se han utilizado varias técnicas. Por ejemplo,

la introducción de superficies rugosas para disminuir la reflectancia y atrapar la luz en

la celda. Sin embargo, para celdas solares delgadas, en las que la capa activa es muy

delgada, esta técnica no representa una opción para mejorar la eficiencia. Encontrar
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Figura 48. Esquema de la celda solar plasmónica de silicio. Se ilustra la nanoestrutura metálica
sobre la celda.

maneras alternativas de realizar esto es de gran importancia para que las celdas solares

delgadas de Si sean una opción que pueda competir con las celdas de bulto que dominan

el mercado.

Como hemos visto, la interacción de luz incidente con nanopart́ıculas metálicas

puede provocar una intensificación del campo local en la vecindad de la part́ıcula.

Estos efectos plasmónicos pueden ser aprovechados para exaltar el campo en la celda

solar y mejorar su eficiencia. La idea consiste en colocar nanopart́ıculas sobre o dentro

de una capa de semiconductor, como se muestra en la figura 48. Recientemente se

han reportado trabajos experimentales orientados a incrementar la absorción de luz en

celdas solares de silicio [Catchpole y Polman., 2008, Atwater y Polman., 2010, Pala

et al., 2009].

Es importante analizar las caracteŕısticas que, en conjunto, darán una mejor efi-

ciencia a la celda. Por ejemplo el material y la ubicación de las part́ıculas (dentro o

sobre la celda), su forma, su distribución y su densidad. Es necesario, además, tener en

cuenta las propiedades de absorción y de conversión del silicio en las diferentes regiones

del espectro solar.
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Figura 49. Esquema del modelo de celda de silicio que se utilizó para los cálculos.

Figura 50. Mapa de intensidad de campo cercano en la capa de silicio considerada. La ge-
ometŕıa de iluminación se muestra en la figura 49. Vista superior (a) y vista lateral (b).

En este caṕıtulo presentamos cálculos de lo que seŕıan los principios de una celda

solar plasmónica. Utilizamos para esto un modelo sencillo que consiste de una part́ıcula

plasmónica colocada sobre una capa de silicio.

En la figura 49 se presenta el diagrama de nuestro modelo de celda sin part́ıcula. Se

tiene una capa de SiO2 de 10 nm de espesor sobre otra de silicio de 200 nm. Se ilumina

esta celda modelo con una onda plana linealmente polarizada con una longitud de onda

de 557 nm, que incide perpendicularmente a la superficie de la celda. En la figura 50 se

presentan cálculos de la distribución de intensidad de campo cercano en la vecindad de

la celda sin part́ıculas metálicas. Se observa una distribución uniforme de campo con

-r '-
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Figura 51. Esquema del modelo de celda de silicio con nanopart́ıcula que se utilizó para los
cálculos.

Figura 52. Mapa de intensidad de campo cercano en la celda modelo con una part́ıcula ciĺındrica
de oro. Vista superior (a) y vista lateral (b).

una intensidad menor a 1.4, en una escala con unidades arbitrarias.

En la figura 51 se ilustra la geometŕıa de nuestro modelo de celda solar plasmónica.

Sobre la celda se tiene ahora una part́ıcula ciĺındrica de oro de 30 nm de diámetro

y 15 nm de altura. En la figura 52 se muestran cálculos de campo cercano con este

sistema. La luz incidente tienen una longitud de onda de 557 nm, que coincide con la

longitud de onda a la que se tiene el pico de resonancia del plasmón localizado de la

part́ıcula metálica aislada. Cuando observamos el sistema por arriba (figura 52 (a)) se
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Figura 53. Mapa de intensidad de campo cercano para la celda plasmónica. La longitud de
onda de la iluminación coincide con la resonancia de la part́ıcula aislada. (a) Cortes en los
planos transversales indicados en (b).

aprecia la polarización de la part́ıcula a lo largo del campo incidente. Observando el

sistema lateralmente (figura 52 (b)) se aprecia el efecto de la distribución del campo

en el interior del semiconductor. Vemos que la intensidad es mayor que para el caso

de la celda sin part́ıcula, lo cual indica que la part́ıcula ayudó a concentrar el campo

en el interior de la celda. Es decir, que la part́ıcula actúa como una especie de antena,

redirigiendo y concentrando el campo.

En la figura 53 se presentan los mismos cálculos, pero presentados de otra forma y

en escala logaŕıtmica. Del lado derecho se muestran cortes de la intensidad de campo

cercano en dos planos ortogonales que pasan por el centro de la part́ıcula. El primero

contiene tanto al vector de onda de la onda incidente como al vector de campo eléctrico,
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Figura 54. Mapa de intensidad de campo cercano para la celda plasmónica con una part́ıcula
cilindrica de plata. Iluminada con la longitud de onda de resonancia de la part́ıcula aislada
(430 nm). Vista superior (a) y vista lateral (b).

mientras que el segundo es perpendicular a éste y contiene también al vector de onda.

En la figura se muestran también cortes horizontales de la distribución del campo

cercano a varias alturas dentro de la capa activa de Si, etiquetadas del 1 al 5. Vemos

que la intensidad del campo aumenta en la cercańıa de la part́ıcula. Observamos que,

aunque la intensidad no es uniforme dentro de la celda, hay un incremento con respecto

a lo que se tiene sin part́ıcula.

En la figura 54 se muestran cálculos de la distribución de intensidad de campo

cercano para el modelo de la celda con una part́ıcula de plata. La geometŕıa es la

misma que con la part́ıcula de oro, pero en este caso la onda incidente tienen una

longitud de onda de 430 nm, que es la longitud de onda a la que ocurre la resonancia

plasmónica de la part́ıcula de plata aislada. Se observa una intensificación del campo

en el interior de la capa de silicio, aśı como una especie de lóbulos.

Presentamos, también en este caso, una ilustración alternativa de la intensidad en la

celda. La figura 55 muestra la intensidad del campo cercano en dos planos laterales; en

la figura (a) el plano contiene al vector de campo y al vector de onda, y en la figura (b)
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Figura 55. Mapa de intensidad de campo cercano para la celda plasmónica con una part́ıcula
ciĺındrica de plata. La longitud de onda de iluminación coincide con la resonancia de la
part́ıcula aislada. (a) Cortes en los planos transversales indicados en (b).
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Figura 56. Mapa de intensidad de campo cercano para la celda plasmónica con una part́ıcula
cilindrica de oro con sección transversal de estrella. Iluminada con la longitud de resonancia
de la part́ıcula aislada (690 nm). Vista superior (a) y vista lateral (b).

el vector de campo sale de la página. Se observa una intensificación muy grande dentro

de la part́ıcula de plata y en la zona que está por abajo de la part́ıcula. Vemos también

que en la capa de silicio la intensidad de campo cercano tiene valores superiores que en

el caso de la celda sin part́ıcula.

En la parte de arriba de la figura 55 (b) se muestran etiquetas del 1 al 6 que indican

la posición del plano transversal que se ilustra en la figura 55 (a). Estos seis planos

se muestran en la parte izquierda. Hacemos notar que estos cálculos corresponden a

la longitud de onda de resonancia del modo dipolar plasmónico. Los resultados se

muestran en diferente escala de colores para apreciar el contraste en intensidad.

En la figura 56 presentamos cálculos realizados con nuestro modelo de celda plasmónica

en los que la part́ıcula tiene una sección transversal en forma de estrella de cinco picos.

La geometŕıa es similar a la de la figura 51. El sistema se ilumina con luz cuya longitud

de onda coincide con la resonancia plasmónica de la part́ıcula aislada, que ocurre a los

690 nm. Se observa una intensificación aún mayor que en el caso anterior.

Por último, en la figura 57 mostramos cálculos de la intensidad del campo cercano
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Figura 57. Mapa de intensidad de campo cercano para la celda plasmónica con una part́ıcula
cilindrica de oro con sección transversal de estrella, en escala logaŕıtmica. La longitud de
onda de iluminación coincide con la resonancia de la part́ıcula aislada 690 nm. (a) Cortes en
los planos transversales indicados en (b).



112

en escala logaŕıtmica. Se presenta en la parte derecha de la figura el campo cercano

sobre dos planos; uno que contiene el vector de campo eléctrico y el vector de onda,

y otro en el que el vector de campo esta saliente a la pagina. En la capa de silicio se

observa una distribución del campo mas uniforme que para cilindros. Comparando los

resultados de las dos part́ıculas de oro, vemos que la part́ıcula con sección transversal

en forma de estrella presenta una intensificación mayor en la capa de la celda.

Con los resultados anteriores podemos decir que la resonancia plasmónica modifica

el campo dentro de la celda y pareceŕıa mejorarlo. Para examinar cuantitativamente

esta posible mejora, evaluamos numéricamente la integral de la intensidad dentro de la

capa de silicio para los casos estudiados. El resultado fue dividido entre la intensidad

integrada para la celda sin part́ıcula. Este cociente, η, da una idea del cambio en la

eficiencia que se puede lograr al tener la part́ıcula. Si η > 1 se tendrá un incremento

en la eficiencia de la celda.

Tabla 3. Cociente para las celdas solares plasmónicas modeladas.

Tipo de part́ıcula λ (nm) cociente η

cilindro de plata 430 1.41

cilindro de oro 557 2.07

estrella de oro 690 3.04

Para todas las longitudes de onda de incidencia utilizados con la celda convencional,

la intensidad de campo eléctrico integrada en el silicio fue 3.36 x 107. Con la part́ıcula

de plata en forma de disco circular la intensidad integrada fue de 4.76 x 107. Con

part́ıcula de oro en forma de disco circular fue de 6.96 x 107 y con la part́ıcula de oro

en forma de disco con sección transversal de estrella fue de 10.21 x 107. Los resultados
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para el cociente η se muestran en la tabla 3.

Debido a la naturaleza resonante de los efectos plasmónicos, a la longitud de onda

de resonancia se presenta una mayor absorción, aśı como una exaltación del campo en

la vecindad de la part́ıcula. Hemos visto que las part́ıculas plasmónicas sobre silicio

favorecen la absorción en el semiconductor. Vale la pena mencionar que la eficiencia

de la celda también puede aumentar en otras regiones del espectro, a pesar de que la

longitud de onda de la luz incidente no coincida con la longitud de onda de resonancia.
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Caṕıtulo 7

Resumen y conclusiones

En este caṕıtulo se presenta un resumen del trabajo realizado, aśı como las observaciones

y conclusiones más importantes encontradas a lo largo de esta investigación.

Comenzamos presentando las ecuaciones de Maxwell en medios materiales, aśı como

los modelos que utilizamos para caracterizar los metales que consideramos para nue-

stros cálculos. Hicimos un ajuste de datos experimentales con una función dieléctrica

tipo Drude-Lorentz para que nuestros cálculos correspondieran a propiedades realis-

tas de los metales estudiados. Después de esto, se introdujeron los conceptos de las

secciones transversales de esparcimiento y absorción y, en particular, procedimos a pre-

sentar la teoŕıa de Mie para esferas homogéneas aisladas. Para nanopart́ıculas metálicas

encontramos que, bajo ciertas condiciones, el sistema presenta una resonancia que se

manifiesta como un pico en la curva espectral de extinción. El campo incidente puede

excitar modos dipolares o de más alto orden en la part́ıcula, dependiendo del parámetro

de tamaño x de la esfera. Para part́ıculas dieléctricas las resonancias solo se presentan

en part́ıculas cuyas dimensiones son comparables o mayores a la longitud de onda, mien-

tras que para part́ıculas metálicas se observan resonancias bien definidas con tamaños

de unos cuantos nanómetros.

De especial interés es el ĺımite de esta solución general de Mie para el caso de

part́ıculas pequeñas comparadas con la longitud de onda de la luz incidente. En este

ĺımite resulta interesante analizar también la solución cuasiestática, pues ésta nos per-

mite explorar con más detalle el origen f́ısico de las resonancias plasmónicas. Para
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part́ıculas esféricas de 20 nm de diámetro o menos, las dos teoŕıas coinciden y se en-

cuentra que domina la absorción sobre los efectos de esparcimiento. En este caso, la

resonancia dipolar se presenta cuando ε(ω) = −2εm, donde εm es la constante dieléctrica

del medio en el que está embebida la part́ıcula. Al aumentar el diámetro de la part́ıcula

hasta 100 nm, la resonancia se recorre al rojo por unos 25 nm. Para tamaños mayores,

el esparcimiento toma una importancia mayor e incluso domina sobre la absorción. Por

otro lado, el incremento en el tamaño caracteŕıstico de la part́ıcula da pie al surgimiento

de resonancias multipolares, disminuyendo la intensidad del modo dipolar.

Para explorar los efectos de forma en la resonancia plasmónica utilizamos el método

de la aproximación de dipolos discretos (DDA). El método se describe con cierto detalle

en el caṕıtulo 4. Los programas del dominio público que se encuentran disponibles en la

red se modificaron para definir el contorno de la part́ıcula con base en la superfórmula

de Gielis [2003]. Esto nos permitió desarrollar una herramienta computacional para

estudiar el problema de esparcimiento por part́ıculas con formas complejas, ya sean

aisladas o soportadas por capas delgadas.

Con esta herramienta, estudiamos los efectos de forma en la eficiencia de extinción

de nanopart́ıculas de oro y plata. Encontramos que, tanto la posición espectral, como

la intensidad del pico de resonancia son muy sensibles a la forma de la part́ıcula. Al

romper la simetŕıa esférica de la part́ıcula, se aumenta la intensidad de la resonancia

considerablemente y el pico de resonancia se recorre hacia el rojo. Esto se ve muy claro,

por ejemplo, al comparar la eficiencia de extinción espectral de una esfera con la de

un disco circular. Al cambiar la sección transversal circular del disco a formas más

complejas, el pico de resonancia se puede mover todav́ıa más hacia el rojo y también se

puede aumentar todav́ıa más la intensidad. Para part́ıculas muy pequeñas, del orden

de 10 nm, aunque la forma sea muy compleja, la resonancia sigue siendo predominan-
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temente dipolar. Es decir que, fijando el material de la part́ıcula, el medio exterior y

las dimensiones caracteŕısticas, es posible diseñar part́ıculas para sintonizar resonan-

cias plasmónicas de tipo dipolar sobre un intervalo espectral muy amplio, cambiando

solamente su forma.

Para part́ıculas en forma de cilindros largos, toma importancia también el modo

longitudinal de la part́ıcula y hemos encontrado que la ubicación espectral del modo

longitudinal depende de la sección transversal del ciĺındro.

Hemos visto que la posición espectral de la resonancia plasmónica está determinada

primordialmente por la forma de la part́ıcula y la función dieléctrica del metal. La

resonancia siempre se recorre al rojo con respecto a la resonancia del sistema más

básico, que es la esfera homogénea de 10 nm (o menos) embebida en aire. Para las

part́ıculas de oro, se presenta esta resonancia alrededor de los 500 nm, de manera que

los sistemas más complejos presentarán la resonancia espectral a longitudes de onda

más largas. En el caso de part́ıculas de plata, la resonancia de la esfera de 10 nm de

diámetro embebida en aire ocurre alrededor de los 350 nm. Con nanopart́ıculas de plata

es entonces posible sintonizar resonancias sobre todo el espectro visible.

En lo que respecta al efecto de cambiar de material, hemos visto que para part́ıculas

de la misma forma y dimensiones, con la plata siempre se obtienen resonancias más

intensas que con el oro. Sin embargo, con la plata aparecen modos multipolares más

rápidamente, lo que provoca una disminución en la intensidad del modo dipolar.

Al colocar las part́ıculas sobre un sustrato puede aparecer un nuevo pico de reso-

nancia y, en general, se observa un ensanchamiento del pico y un corrimiento al rojo de

la resonancia.

Con la herramienta computacional que tenemos es posible hacer cálculos con apli-

caciones en muchas áreas. Como un ejemplo, en el caṕıtulo 6 presentamos cálculos
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con un sistema que representa un modelo sencillo de celda solar plasmónica; el sistema

estudiado consiste de una part́ıcula plasmónica depositada sobre una capa de silicio.

Los resultados muestran que la part́ıcula metálica puede producir una intensificación

del campo eléctrico dentro de la capa de silicio, comparado con lo que se tiene sin la

part́ıcula metálica. Además de la intensificación del campo, las nanopart́ıculas fun-

cionan como elementos esparcidores para acoplar parte de la luz solar incidente a la

capa de silicio. Utilizando este modelo sencillo de celda solar plasmónica se cuantificó

el campo total dentro de la celda. Encontramos que, en todos los casos estudiados, la

intensidad total en el interior de la celda es mayor cuando se tiene la nanopart́ıcula

metálica.
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Apéndice A

El ĺımite cuasiestático

En la solución del problema de la interacción de luz con una esfera muy pequeña

por medio de la aproximación cuasiestática se desprecian efectos de retardo. Esto

quiere decir que suponemos que todos los electrones de la part́ıcula están sujetos, si-

multáneamente, al mismo campo incidente. En este caso la fase del campo electro-

magnético incidente es constante sobre el volumen de la part́ıcula y se puede calcular

la respuesta suponiendo una part́ıcula esférica homogénea de radio a inmersa en un

campo eléctrico uniforme. Este ĺımite es válido si las dimensiones que caracterizan al

objeto son pequeñas comparadas con la longitud de onda.

A diferencia de la geometŕıa utilizada en el caṕıtulo 3, en donde el campo eléctrico se

supońıa en la dirección del eje x, por conveniencia suponemos ahora que la part́ıcula está

bajo la influencia de un campo eléctrico constante en la dirección del eje z (ver figura

58), y que el medio exterior es isotrópico y no absorbente, con constante dieléctrica

ε2. La respuesta dieléctrica de la esfera, cuyo centro está en el origen, está descrita

por la función ε1(ω). Las cargas positivas se suponen inmóviles ante la presencia del

campo eléctrico pero las negativas, es decir los electrones de conducción, se pueden

mover dentro de la part́ıcula.

Tomando el tamaño caracteŕıstico de la part́ıcula como d, definimos un nuevo sis-

tema de coordenadas x
′

= x
d
, y

′
= y

d
y z

′
= z

d
, de manera que ∂

∂x
= 1

d
∂
∂x′

, etc. En este

nuevo sistema, las ecuaciones de Maxwell que involucran a los rotacionales se pueden
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Figura 58. Esquema de referencia.

escribir de la forma

∇′ × ~E = −iω
c
d ~B, (163)

∇′ × ~H = i
ω

c
dε ~E. (164)

Dado que estamos suponiendo que la part́ıcula es muy pequeña comparada con la

longitud de onda, se cumple que ω
c
d� 1. Podemos entonces escribir que

∇′ × ~E = 0, (165)

∇′ × ~H = 0. (166)

Esto podŕıa interpretarse como que la velocidad de la luz es infinitamente grande o

que la respuesta es instantánea. Es decir que estamos en un régimen en el que no hay

retardo.

En este ĺımite los campos son irrotacionales y están desacoplados, pues el campo

eléctrico ~E ya no da origen a un campo magnético ~B. Esto es precisamente lo que ocurre

en electroestática. El régimen cuasiestático está caracterizado porque se mantiene la

dependencia temporal pero no la espacial del campo electromagnético.

-
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Es conveniente resolver el problema en términos del potencial eléctrico ψ, tal que

~E = −∇ψ. De la ecuación (165) vemos que el potencial debe satisfacer la ecuación

de Laplace ∇2ψ = 0, aśı como las condiciones de frontera del problema. Éstas se

pueden representar por la condición ε1
∂ψ
∂n

= ε2
∂ψ
∂n

, además de que el potencial debe ser

continuo en todo el espacio, incluyendo las fronteras. El potencial también debe ser

finito, excepto en fuentes puntuales externas.

Dada la geometŕıa del problema, consideramos aqúı la solución de la ecuación de

Laplace en coordenadas esféricas (r,θ,φ). Es decir

1

r2

∂

∂r

(
r2∂ψ

∂r

)
+

1

r2sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

r2sen2θ

∂2ψ

∂φ2 = 0. (167)

Debido a la simetŕıa del problema, tenemos que la solución debe ser independiente del

ángulo azimutal φ. Proponemos entonces soluciones de la forma

ψ(r, θ) =
U(r)

r
P (θ), (168)

de manera que se cumple

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

(
U(r)

r

))
P (θ) +

1

sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂P (θ)

∂θ

)
U(r)

r
= 0. (169)

Dividiendo entre (168) tenemos que

r

U(r)

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

(
U(r)

r

))
+

1

P (θ)

1

sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂P (θ)

∂θ

)
= 0. (170)

Vemos que el primer término es solamente función de r, mientras que el segundo es

solamente función de θ. Para que la igualdad se cumpla, el primer término (función de

r) debe ser igual al negativo del segundo (función de θ). Esto solamente puede ocurrir

si cada uno de estos términos es igual a una constante. Sean estas constantes +Q para

la parte radial y −Q para la angular. La ecuación para la dependencia angular se puede
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entonces escribir de la forma

1

sen θ

d

dθ

(
sen θ

dP (θ)

dθ

)
+ P (θ)Q = 0. (171)

Con el cambio de variable x = cos θ, tenemos que d
dθ

= −sen θ d
dx

y podemos reescribir

esta ecuación de la forma

d

dx

(
(1− x2)

dP (x)

dx

)
+QP (x) = 0. (172)

Escogemos la constante Q = `(` + 1) [Courant y Hilbert, 1953], con ` entero. Se

trata entonces de la ecuación de Legendre, cuya solución está dada por los polinomios

de Legendre P`(x). Estos se pueden escribir de manera compacta con la fórmula de

Rodŕıguez

P`(x) =
1

2``!

d`

dx`
(x2 − 1)`. (173)

Los primeros cuatro de estos polinomios son P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) = 1
2
(3x2 − 1)

y P3(x) = 1
2
(5x2 − 3x).

Por otro lado, para la ecuación radial tenemos

d

dr

(
r2 ∂

∂r

(
U(r)

r

))
=
U(r)

r
`(`+ 1), (174)

que podemos reescribir como

d2U(r)

dr2
− U(r)

r2
`(`+ 1) = 0. (175)

La solución general de esta ecuación es de la forma

U = Ar`+1 +Br−`. (176)

Dentro de la esfera el potencial tiene que ser finito en el origen, por lo que la solución

debe ser de la forma

ψ1(r, θ) =
∞∑
`=0

C`r
`P`(cos θ). (177)
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Fuera de la esfera tenemos entonces que

ψ2(r, θ) =
∞∑
`=0

[
A`r

` +B`r
−(`+1)

]
P`(cos θ). (178)

Muy lejos de la esfera, el potencial del campo aplicado debe ser de la forma −E0z =

−E0r cos θ. Entonces, cuando r −→∞

ψ2(r, θ) =
∞∑
`=0

A`r
`P`(cos θ) = −E0r cos θ (179)

dado que P1(cos θ) = cos θ, para empatar la dependencia en r nos quedamos solamente

con el término ` = 1, de manera que

A1 = −E0. (180)

Tenemos también que A0 = 0 y, para ` > 1, que A` = 0.

En r = a el potencial debe ser continuo, de manera que debe cumplirse que

ψ2(a, θ) = ψ1(a, θ). Por lo que

−E0a cos θ +
B1

a2
cos θ = C1a cos θ. (181)

Por otro lado, también debe cumplirse que

ε1
∂ψ1

∂r
= ε2

∂ψ2

∂r
, (182)

de manera que

ε2

[
−E0 cos θ − 2

B1

r3
cos θ

]
= ε1C1 cos θ. (183)

De (181) y (183) encontramos finalmente que

B1 = a3E0
(ε1 − ε2)

(2ε2 + ε1)
, (184)

y
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C1 = E0

(
−3ε2

2ε2 + ε1

)
. (185)

El potencial dentro de la esfera es entonces

ψ1(r, θ) = −E0

(
3ε2ε1r cos θ

2ε2 + ε1

)
, (186)

mientras que el potencial fuera de la esfera es

ψ2(r, θ) = −E0r cos θ +
(ε1 − ε2)

(2ε2 + ε1)

a3

r2
E0 cos θ. (187)

Dado que el campo está dado por ~E = −∇ψ, vemos entonces que dentro de la esfera

el campo es uniforme

~E1 = E0

(
3ε2ε1

2ε2 + ε1

)
ẑ. (188)

El segundo término del potencial (187) tiene la forma del potencial de un dipolo

ψd(r, θ) = −p cos θ

ε2r2
. (189)

donde p es la magnitud del momento dipolar. Comparado con el potencial esparcido

ψ2sca =
(ε1 − ε2)

(2ε2 + ε1)

a3

r2
E0 cos θ, (190)

concluimos que el momento dipolar de la esfera está entonces dadó por

p = ε2
(ε2 − ε1)

(2ε2 + ε1)
a3E0 (191)

la polarizabilidad α de la esfera es entonces

α =
ε2 (ε2 − ε1)

(2ε2 + ε1)
a3. (192)

En esta aproximación no ocurren excitaciones debido al campo magnético.

Consideramos ahora que la part́ıcula se ilumina con una onda plana que viaja en la

dirección x, con el campo en la dirección del eje z. Se tiene entonces un dipolo oscilante
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Figura 59. Distribución angular de la intensidad de esparcimiento de un dipolo para luz
polarizada horizontal y verticalmente.

que produce radiación. La respuesta dieléctrica de la part́ıcula ε1(ω) depende entonces

de la frecuencia de oscilación y es posible encontrar condiciones de resonancia. El

campo interno y la polarizabilidad en la esfera metálica muestran un comportamiento

resonante cuando el denominador de estas ecuaciones se minimiza. Esto es, cuando

|ε1 + 2ε2| → 0.

Si la parte imaginaria de la función dieléctrica ε2 es pequeña o despreciable, la

frecuencia de resonancia puede establecerse mediante la relación

ε1(ω) = −2ε2. (193)

Utilizando el modelo del gas de electrones libres, donde ε1 = 1 − ω2
p

ω2 , se encuentra

que la frecuencia de resonancia estaŕıa dada, en este caso por la relación

ω =
ωp√

3
. (194)

El campo radiado por un dipolo oscilando a lo largo de z está dado, en la zona de

ondas (kr >> 1), por la expresión [Jackson, 1983]

Eθ = −pk
2sen θ

r
ei(kr−ωt). (195)

Se tiene además que Hφ = Eθ y que Er = Eθ = Br = Bθ = 0. En nuestro caso, p

estaŕıa dado por la ecuación (191). El patrón de radiación en intensidad se muestra en
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la figura 59. Este es el tipo de distribución angular que se observa en el esparcimiento

de part́ıculas muy pequeñas.

La amplitud compleja del campo radiado puede escribirse de la forma

~Esca
E0

= S(θ, φ)
eikr

−ikr
θ̂, (196)

donde

S(θ, φ) = iαk3sen θ. (197)

Sabemos que la sección transversal de extinción está relacionada con la amplitud

de esparcimiento en la dirección de incidencia (ecuación (124)). En nuestro sistema de

coordenadas podemos entonces escribir

Cext =
4π

k2
<
{
S(θ =

π

2
, φ = 0)

}
. (198)

substituyendo (197), encontramos que

Cext = 4πk={α} , (199)

donde α está dada por la ecuación (192). Substituyendo α encontramos que

Cext = πa24x=
{
ε2 (ε2 − ε1)

(2ε2 + ε1)

}
. (200)

Con lo que la eficiencia de extinción se puede escribir como

Qext = 4x=
{
ε2 (ε2 − ε1)

(2ε2 + ε1)

}
. (201)

Vemos que para el caso ε2 = 1, esta fórmula coincide con la ecuación (129) cuando

Qsca << Qabs.


	Portada

	Contenido
	Capítulo 1. Introducción

	Capítulo 2. Propiedades  Ópticas de Metales

	Capítulo 3. Esparcimiento por Partículas Esféricas

	Capítulo 4. La Aproximación de Dipolos Discretos 

	Capítulo 5. Plasmones de Superficie Localizados

	Capítulo 6. Celdas Solares Plasmónicas

	Capítulo 7. Resumen y Conclusiones

	Referencias
	Apéndices


