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Resumen

El estudio de los sistemas de sefializacién celular ha sido desarrollado en los
altimos afios usando un enfoque matematico cuantitativo, en el que se considera
que al interior de la célula el transporte pasivo de las proteinas ocurre mediante
difusiéon. Con esta idea se ha estudiado la dindmica espacio-temporal y los esta-
dos estacionarios de las concentraciones de fosfo-proteinas para diferentes tipos
de sefiales de entrada. Recientemente, Mufioz-Garcia y colaboradores (2010) han
propuesto y analizado un sistema de ecuaciones de reaccién-difusiéon que simula
la dindmica espacio-temporal de una cascada con N mdédulos en una dimension
espacial. No obstante, su modelo no considera términos de regulaciéon que estan
presentes en las cascada de sefializacion reales. En esta tesis se analiza un mode-
lo de seis ciclos, pensando en la cascada MAP Cinasa, en el que se incluyen dos
términos de regulacién negativa ejercidos por la cinasa ERK que acttian sobre dos
componenetes, SOS y Raf, rio arriba en la cascada. Se analizan tres regimenes de-
tinidos por los valores del parametro de regulacién enzimética: (i) p < 1, (i) p =1
y (iii) > 1. Se concluye que el escenario mas favorable para que ocurra la trans-
duccién de la sefial al ntcleo es cuando, ¢ = 10, que se puede relacionar con un
consumo 6ptimo de energia. Este resultado es consistente con observaciones expe-
rimentales en células COS donde la concentracién de ERK es seis veces mayor a la

concentracién de la cinasa Raf.



Capitulo 1

Introduccion.

La célula es la unidad fundamental de la vida, capaz de reproducirse, despla-
zarse, crecer, sensar el medio que la rodea, y responder a estimulos. Todos estos
procesos los realiza a través de reacciones bioquimicas especificas en una secuen-
cia precisa, eficaz y eficiente, que han sido seleccionadas durante el proceso de
evolucién, a través de millones de afios. Las macromoléculas que participan en es-
tos procesos —y la mas abundantes al interior de la célula— son las proteinas, que
estdn compuestas por cadenas de aminodcidos que conforman un polipéptido en
una combinacién tnica formada de 20 posibles residuos en todos los organismos.
Estas cadenas toman una forma tridimensional especifica guiada por las fuerzas
de atraccién, repulsién y entrépicas entre los &tomos de los residuos que las com-
ponen. Es asi como todos los organismos vivos forman una gama amplia de pro-
ductos tales como enzimas, hormonas, anticuerpos, transportadores, antibiéticos,

y un gran numero de sustancias con actividades bioldgicas diversas [1].

En un contexto fisiolégico, es en la célula donde ocurren todos los procesos
basicos de la vida a nivel molecular y provee un sistema de referencia tanto en

espacio como en tiempo que permite integrar y describir las diferentes familias de
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proteinas, la composicién genética, examinar el nivel de transcripcién de los men-
sajeros ribonucleicos asi como obtener la informacién biofisica y bioquimica de las
moléculas de las que estan hechos los seres vivos. Las células tienen diferentes for-
mas y tamafos, y en organismos multicelulares realizan una funcién especifica, por
lo que se pueden clasificar en muchas clases o tipos. No obstante, todas las células
eucariotas tienen algunas partes en comiin como son: la membrana, el citoplasma y
el nicleo. La membrana celular es una membrana delgada semi-permeable consti-
tuida por lipidos y proteinas que contienen al citoplasma de la célula manteniendo
todas sus partes internas integradas y controla el paso de moléculas hacia adentro
y hacia afuera de ella. También sirve como base del citoesqueleto en algunos orga-
nismos o como pared celular en otros, contribuyendo a darle forma y plasticidad.
El citoplasma esta formado principalmente de agua y contiene enzimas, sales, y
varias otras moléculas orgdnicas, y en células eucariotas contiene algunos organe-
los tales como la mitocondria y los ribosomas. Dentro del citoplasma también se
localiza el citoesqueleto que da forma y platicidad a la estructura de la célula. El
nucleo de la células eucariotas contienen el ADN, el material genético de la célula.
El ADN contiene la informacion necesaria para direccionar una gran variedad de
tareas de sintesis que realiza la célula como parte basica del proceso de la vida, in-
cluyendo el proceso de reproduccién. En especial, las enzimas son los componen-
tes fundamentales que catalizan a las reacciones quimicas al interior de la célula.
Las enzimas son proteinas o complejos proteinicos, en ocasiones combinados con
iones metdlicos y /o moléculas simples denominadas cofactores. Las enzimas tie-
nen varias partes especializadas para interactuar con los sustratos, por ejemplo, los
sitios activos, los sitios de regulacién y los sitios de unién covalente. El sitio activo,
tiene la conformacion estructural necesaria para la union con su sustrato y tiene las

propiedades electroquimicas apropiadas para lograr que ocurra una reaccioén bio-
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quimica especifica en el interior de la célula. La combinacién de aminoacidos tinica
que conforma una proteina estd codificada en el material genético de la célula, y
la transcripcién y la traduccion de esta informacion se realiza a partir de comple-
jos proteinicos que interacttian con el ADN. Las interacciones entre el ADN y las
proteinas han evolucionado para responder a los cambios de concentracién de al-
gunos complejos quimicos vitales o sefializadores tanto en el interior como en el

exterior de cada célula.

La transduccién de sefiales del medio extracelular al interior de la célula se ori-
gina en la membrana celular en cuya superficie se localiza una gran cantidad de
diferentes proteinas receptoras. Estos receptores estan especializados para recono-
cer sefiales bioquimicas extracelulares especificas, -ligandos—, como son: hormo-
nas, factores de crecimiento, nutrientes, etcétera. La funcién de los receptores es de
reconocer y unirse eventualmente a moléculas que se localizan en el exterior de la
célula para generar una sefializacién interna que produzca una respuesta especifi-
ca. La especificidad entre receptor y ligando es debida a una complementariedad
estructural que es mediada por fuerzas de Van der Waals. La unién con el ligando
induce la activacién del dominio efector, que se une con el siguiente elemento en
el proceso de sefializacién. Dependiendo del dominio efector, ésta uniéon puede ser

covalente o no covalente. Los tres tipos de receptores mas comunes son [2]:

= Recepetores acoplados GTPasa: Tienen una estructura caracteristica de siete
dominios transmembranales y se activan a través de la via de transduccién

de proteina G, que produce segundos mensajeros.

= Receptores acopladas a proteina Cinasa o Fosfatasa . Se encuentran al me-
nos como dimeros, y se activan unos a otros por trans-autofosforilacién o

-defosforilacién. Existen tres tipos de receptores cinasa:
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e Histidina cinasa, que se encuentra principalmente en células procario-

tas.
e Cinasa Serina/Treonina, abundante en todos los organismos.

e Cinasa Tirosina, que hasta ahora se ha encontrado solamente en células

animales.

= Receptores acoplados a canales iénicos. Tienen uno o més sitios de unién y

se encuentran tanto en células eucariotas como procariotas.

La presencia de un “ligando” en el medio extracelular se transmite al interior de
la célula a través de un cambio en la conformacién de la proteina receptora, proceso
que ocurre en una escala de longitud nanométrica. La informacién codificada en el
cambio de la conformacién de la proteina receptora debe transmitirse en la escala

de longitud del tamafio de las células que es del orden de micrémetros.

Para que sea posible la amplificacién y la transmisién de la sefial al interior
de la célula debe ocurrir un “mecanismo de acoplamiento” de estas dos escalas
de longitud: la formacién de una via de transduccién celular, que consiste de una
serie de “reacciones quimicas en cascada” localizadas al interior de la célula, que
ocurren como consecuencia del movimiento molecular. En algunas vias de sefali-
zacion, los procesos de amplificacién y transmision de la sefial ocurren cuando el
receptor activado, mediante la accién de un ligando, cataliza la activacién de mu-
chas moléculas de una segunda enzima, y cada una de las cuales activa a muchas
moléculas de una tercera enzima, y asi sucesivamente [1]. El mecanismo basico de
este proceso de transmision de la sefial bioquimica es la activaciéon de la molécu-
la A que activa a la molécula B la que activa una molécula C, etc., mediante un

mecanismo de transporte molecular que en el caso més simple es un proceso de



difusion. A este proceso de transmision de la sefial se le denomina transduccién
celular. Los tipos de modificacion para la activacién de las proteinas son: por fos-
forilacién, por oxidacién, por metilacion, por acetilacién o por defosforilacién, pro-
cesos que ocurren en uno o mas residuos de una enzima [3]]. En el caso mas comtn
es la fosforilacion de proteinas en la que las cinasas y fosfatasas producen la acti-
vacion y desactivacion de proteinas, adhiriendo o removiendo un grupo fosfato,
respectivamente. Las células animales expresan un ntimero enorme de proteinas
cinasas que son responsables de la fosforilacién como mecanismo de transmision.
Existen series de cinasas que se fosforilan unas a otras para establecer la cascada

de senializacion [3].

En un mamifero tipico se han identificado mas de 100 sefiales moleculares ex-
tracelulares que se transmiten al interior de la célula a través de diversas vias de
transduccién de la sefial para que ésta llegue a su objetivo final, que puede ser
el nicleo celular o algun objetivo en el citoplasma. Entre las vias que llegan al
nucleo, existe una familia altamente conservada entre los Receptores Tirosina Ci-
nasa (RTK, por sus siglas en inglés), que es la activacion de la via de transduccién
MAP Cinasa, mitégeno activado por proteina cinasa, (MAPK, por sus siglas en
inglés). La MAP Cinasa puede fosforilar diferentes proteinas, incluyendo factores
de transcripcién que regulan la expresion de ciclos celulares importantes asi como
proteinas de diferenciacion especifica [4]. Hasta ahora se han identificado cinco
distintas cascadas de sefializacion MAPK y se han denominada de acuerdo a las

componentes en cada nivel de la cascada MAPK [2]. Estas cascadas son:

» Cinasa regulada por sefial extracelular (ERK)

» Cinasa Jun N-terminal (JNK)



= p3SMAPK
s Gran MAPK también conocida como ERK5

= ERKY7

La activacion de la via ERK/MAPK ocurre mediante una cascada de fosforila-
cién de proteinas cinasa que operan en una secuencia posterior a la activacion de la
subfamilia “Sarcoma de Rata” (Ras, por sus siglas en inglés ) . La activacion de esta
cascada en dos células diferentes que dependiendo de la especificidad de la célu-
la puede conducir a respuestas similares o totalmente diferentes; de igual modo,

ligandos diferentes pueden activar la misma cascada ERK en algunas células.

Figura 1.1: Esquema de la activacion de la cascada de sefializacon MAP Cinasa.

En la figura (1.1) se muestra el esquema de activacién de la cascada MAPK. En

el primer ciclo o médulo, se activa Ras mediante el intercambio de GDP por GTP,



en el segundo ciclo, la molécula activa de Ras, Ras-GTP se une a la Terminal N del
dominio regulatorio de Raf activando la molécula. En el tercer ciclo, el proceso de
hidrolisis de Ras-GTP a Ras-GDP libera la molécula de Raf activada, la que en el
ciclo siguiente, cuarto ciclo, fosforila y asi activa la proteina MEK. Posteriormente
en el quinto ciclo, la molécula MEK activada fosforila y activa de esta forma a la
cinasa, MAPK. Finalmente, en el sexto ciclo, la forma dimérica de la cinasa MAPK
se transporta al niicleo donde fosforila diferentes proteinas, incluyendo factores de

transcripcion nuclear, que definen la respuesta celular [4].

En algunos casos, diferentes niveles de una cascada se cruzan o interconectan
con las componentes de otras cascadas regulando la sefial de la via de transduccién
de interés, de manera positiva o negativa. La regulacién mutua de dos componen-
tes se denomina retroalimentacién y puede ser positiva, si contribuye a aumen-
tar la concentracién de alguna de las componentes de la cascada, o bien, puede
ser negativa si contribuye a disminuir la concentracién de alguna de las compo-
nentes de la cascada. La regulacién mas comin que se observa en las células es
la retroalimentacién negativa tanto en sus vias metabdlicas como en las cascadas
de sefializaciéon multienzimética. Algunos ejemplos de mecanismos de regulaciéon
negativa que se oponen a la propagacion de la sefial son: las fosfatasas MKP-1,
MKP-2, MKP-3 y PAC-1 que catalizan la desactivacién de la cascada ERK por des-
fosforilacion. Es importante notar que la mayoria de los procesos de sefializacién
son muy complicados debido a la comunicacién entre las vias de sefializacion , lo

que se conoce como una “red de transduccién celular.”

De acuerdo con lo anterior, la determinacién de las propiedades in vivo de las
biomoléculas, en particular de las proteinas, es un paso crucial para analizar sus

funciones y descubrir los mecanismos involucrados en los diferentes procesos ce-
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lulares. La movilidad de las proteinas en general es muy heterogénea, tanto en su
localizacién espacial como temporal. Debido a ésto se requieren diferentes méto-
dos de microscopia de alta resolucién para obtener un mapa de la distribucién
y movilidad de las proteinas en la célula. El analisis de las fluctuaciones de las
concentraciones locales mediante diferentes métodos de microscopia fluorescente
provee informacion relacionada con la movilidad de las moléculas marcadas, sus
propiedades de difusién y sus concentraciones absolutas lo que permite la cuanti-
ficacion de la dindmica espacio-temporal de los procesos de transduccién celular.
La dindmica temporal y el estado estacionario de las concentraciones de sefializa-
cién por simulaciénes computacionales ha sido extensamente analizado, iniciando
con la simulacién numérica de Stadman y Chock [5], y seguidos por una explo-
racion tedrica de las respuestas de los estados estacionarios de entrada y salida
por un ciclo de safializacién realizada por Goldbeter y Koshland [6]. La distribu-
cién espacial de proteinas en una cascada de safializacién del tipo MAP Cinasa
ha sido estudiada matematica y computacionalmente por Mufioz-Garcia y colabo-
radores [7], mostrando que una cascada de proteinas cinasa forma gradientes de
concentraciénes que podrian ser relevantes para la division celular. Sin embargo,
en su modelo propuesto no considera mecanismos de retroalimentacién, algunos

observados in vivo [8].

La sefializacion celular, al igual que otros entes biol6gicos, han desarrollado
mecanismos de retroalimentacién, de prevencion y de restauracién que los man-
tienen en un estado optimo de funcionamiento— homeostasis—. Una cascada sin
mecanismos de desactivaciéon puede promover la proliferacion celular desmedi-
da asociada a enfermedades como el cancer; y una regulacién con mecanismos de

desactivacién excesiva puede aniquilar las sefiales externas impidiendo la comu-
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nicacién. Por lo tanto los mecanismo de regulacién deben promover que la cascada
de sefializacion se mantenga en un estado homeostatico, y que se pueda transmitir
de manera eficiente. En la célula se han estudiado extensamente los mecanismo
de regulacién existentes en los procesos metabdlicos y se han observado estos me-
canismos en algunas vias de sefializacion. Las moléculas que componen una via
de sefializacién son reguladas por la concentracién de sustancias o la expresién

genetica influenciada por una molécula de la misma via o de una diferente.

El objetivo de esta tesis, es desarrollar un modelo cuantitativo que describa la
dindmica espacio-temporal de una cascada de transduccién celular con seis ciclos
de modificacion covalente con un mecanismo de retroalimentacién negativa. Cada
ciclo corresponde a la concentracién de una de las componenets de la MAP Cina-
sa, el sexto simula la activacion de un factor de transcripcién que es fosforilado
por la proteina MAPK. Primero se analiza el modelo sin retroalimentacién, simi-
lar al modelo introducido por Mufioz-Garcia y colaboradores [7], para estudiar las
condiciones bajo las que ocurre transmision de la sefial en los tres casos de con-
centraciones: menores al valor de K, es decir, en la regién no-saturada, iguales al
valor de K, y en el caso de saturacion enzimaética, valores de las concentraciones
mucho mayores a K. Posteriormente se incluye en el modelo el término de regu-
lacién o retroalimentacion negativa entre las proteinas cinasa. Esto es similar al de
un dispositivo electrénico en el que la corriente de salida regula la corriente de en-
trada, eliminando el ruido de entrada, haciendo mas robusta la sefial. El sistema de
ecuaciones acopladas de reaccién-difusion se resuelve numéricamente usando ru-
tinas de la biblioteca IMSL y el c6digo del programa se escribe en lenguaje Fortran

90.
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Capitulo 2

Modelo Cuantitativo de una via de

transduccion celular.

En esta tesis se plantea un modelo matemaético simplificado en donde el movi-
miento molecular ocurre mediante la difusiéon de proteinas y se analiza en detalle
la dindmica espacio-temporal de una via de transduccién compuesta de seis ciclos
béasicos. Cada ciclo consiste de una enzima “activadora” que cambia la conforma-
cién de la proteina que lleva la sefal codificada y de otra enzima “inhibidora”
que al encontrarse con la proteina “activada” la regresa a su estado de confor-
macién original, en donde se ignoran los efectos de sintesis, degradacién y se-
cuestro de proteinas. Especificamente se propone un conjunto de ecuaciones de
reaccion-difusion para describir el comportamiento de la concentracién como una
funcién de las coordenadas espaciales y del tiempo. El ejemplo tipico de esta via
de transduccién o sefializaciéon celular lo constituye el proceso de fosforilacion-
defosforilaciéon de una proteina, presente en la mayoria de los procesos de trans-
duccién celular. El proceso de fosforilacién consiste en la adicion de fosfato a una

molécula orgénica, por ejemplo, la fosforilacién puede consistir en la adicién de
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fosfato al ADP (difosfato de adenosina) para producir ATP (trifosfato de adeno-
sina). La fosforilacién se realiza mediante la acciéon de enzimas conocidas como
cinasas. Por otra parte, el proceso de defosforilaciéon consiste en la remocién del

grupo fosfato de la molécula orgénica mediante el proceso de hidrélisis.

En la siguiente subseccién se presenta el modelo matematico considerando que
las enzimas se transportan dentro de la célula medante difusiéon. También se in-
troducen términos que describen las reacciones enzimaticas de activacién e inhibi-

cidn. El sistema de ecuaciones resultante se denomina de “"Reaccién-Difusion”.

2.1. Ecuaciénes de Reaccion-Difusion.

Un sistema de ecuaciones de Reaccion-Difusion describe la difusion de diferen-
tes especies moleculares localizadas dentro de un volumen V, incluyendo términos
que describen la cinética de las posibles reacciones quimicas entre diferentes espe-
cies moleculares. La concentracién de la especie i, C;(7, t), representa la cantidad
de moléculas, N;, de la especie i, en la posicién 7, al tiempo ¢, dentro del volu-
men V' y se define como: C; = N;/V. Formalmente un sistema de ecuaciones de

reaccion-difusion se escribe como:

oC;
ot

= D16201 + Fi<Cla ceey Cn)a 1= 1, 2, ..... ,n, (21)

donde D; representa el coeficiente de difusién de la especie 7 y tiene un valor
positivo. Este es un conjunto de n ecuaciones diferenciales parciales acopladas en
la variable C;(7,t), donde F,,(C4,...,C,) es una funcién que depende de las con-
centraciones de cada especie molecular, C;, y es una medida de la tasa a la cual la

especie i se crea o se destruye debido a las reacciones quimicas entre diferentes es-
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pecies [9]. Suponiendo que cada especie molecular satisface la ley de Fick de forma
independiente de las otras especies, se puede escribir una relacién para del flujo,

J;, de cada especie.

J = —D,NGC, (2.2)

Aplicando el teorema de la divergencia se obtiene la ecuacién de la conserva-

cién de masa de la especie i

8(,)? = -V . J,+ F(C,...,Cy). (2.3)

Para analizar la dindmica espacio-temporal de las concentraciones de las pro-
teinas que participan en la via de sefializacon célular se escribiran las ecuaciones
cinéticas especificas para la proteina activada y para la inhibida o desactivada de
acuerdo con la referencia [7]. Considerando una cascada de seis ciclos o médulos
donde 5™ representa la tasa de activacion catalizada por cinasas y v/ representa
la tasa de desactivacion catalizada por la fosfatasa, las ecuaciones que describen la

dindmica de las concentraciones de las proteinas activadas, C{“, se escriben:

ac«act .
a; = DV2Ceet — st (2.4)
act
ag: = DV?Coet 4 pyein — ylost (2.5)

donde n = 2,3,4,5,6 y por simplicidad se considera que los coeficientes de
difusion de las enzimas participantes tiene el mismo valor, es decir, D; = D. Es
importante notar que la primera ecuacién del sistema no tiene el término que co-

rresponde a la tasa de fosforilacién, v, debido a que la cinasa del primer ciclo se
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fosforila en la membrana celular. Se supondra que los términos de reaccién estdn
descritos por la cinética enzimatica de Michaelis-Menten. Para simplificar la solu-
cion de las Ecs. consideraremos una célula con geometria esférica, es decir,
supondremos que las concentraciones, C¢“, dependen solamente del radio de la
célula. Las condiciones de frontera estan relacionadas con el flujo de moléculas en

la membrana celular, » = L, y en el ntcleo, r = 0, es decir,

acvact ) 8Cact
D 1 o _cn D 1 e )
or ‘T—L v, or ’r_O 0 (2 6)
8Cact aCact
D" |,—o= D= = :
5 Ir=0="0, G Ir=2=0 2.7)

en el primer ciclo, el flujo difusivo en la membrana es igual a la tasa de fos-
forilacién superficial mientras que los flujos en cualquiera de los otros ciclos son
cero tanto en la membrana como en el nticleo. Ademas, se considera que al tiempo
inicial, ¢ = 0, no hay proteinas activadas, es decir, C¢“(z,0) = 0, con i = 1,2, ..,6.
Con la finalidad de simplificar atin més el andlisis del sistema se utilizaran termi-
nos de difusién en una dimensién cartesiana, en donde se desprecian los efectos
relacionados con la curvatura. Este cambio no afecta de manera significativa los
resultados del anélisis. Considerando esto tltimo el sistema de ecuaciones se rees-

cribe como:

aCiLct _ D82Ciwt B fosf

ot Ox? “i 28)

aogct 82030t
ot b 0x?

+ Vcin . Vfosf
n n
donde se ha sustituido la coordenada r por la coordenada cartesiana z, y por

16



conveniencia se redefine la posiciéon de la membrana en, x = 0, y la del ntcleo
en v = L. Asi pues, con la nueva variable z, y el ajuste en las posiciones de la

membrana y el nicleo las condiciones de frontera se reescriben como:

acact ) acact
D a; ‘120: _me> D 871“ ‘ac:L: 0 (29)
oCe! ot
D o |l z=0=0, D g le==0 (2.10)

2.2. Cinética de Michaelis-Menten.

Las enzimas son la maquinaria basica que hace que ocurran las reacciones
quimicas en las células vivas y estan formadas por cadenas de aminoécidos con
longitudes que varian entre varios cientos y miles. Estas cadenas se doblan so-
bre si mismas e interaccionan con otras proteinas para formar una gran variedad
de estructuras. La estructura y cualquier modificacién subsecuente de estas cade-
nas de aminodcidos gobiernan la funcién de las enzimas que son necesarias en
los organismos vivos. Las reacciones quimicas usualmente requieren de energia
de activacién, que es la energia necesaria para formar el estado de transicién entre
reactantes y productos. Una reacciéon energéticamente favorable puede pasar de
reactantes a productos, pero no necesariamente ocurrird con rapidez. En realidad
es la energia de activacion la que determina la tasa a la que procedera la reaccién.
La energia de activacién, E, y la constante cinética, k, se relacionan a través de la
ecuaciéon de Arrhenius, & = Aexp(—E,/RT), donde A es una constante empiri-
ca que depende de la reaccién, R es la constante universal de los gases y T es la

temperatura expresada en grados Kelvin. Las enzimas estabilizan los estados de
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transicion de las reacciones y en consecuencia disminuyen la energia de activacion
necesaria para que éstas ocurran. La cinética enzimética de Michaelis-Menten se
basa en el concepto de que la enzima forma un complejo no-covalente con su subs-
trato antes de catalizar la reaccion para posteriormente disociarse del producto

como se muestra en el siguiente esquema de reaccién:

[E] + [S] >y [ES] ="t [P] + [E] (2.11)

donde k,, es una tasa constante asociada a la unién entre la enzima y el sustrato;
kors es una tasa constante de la disociacion del complejo E'S, liberando a la enzima
y al sustrato; y k.. es una tasa constante de la disociacén del complejo ES en la
enzima libre y el producto. La primera es una reaccién reversible entre la enzima y
el sustratro y la segunda es una reaccién en una sola direcciéon. De acuerdo con la
ley de accién de masas, la tasa de cambio de la reaccion es proporcional al producto
de las concentraciones de los reactantes, por lo tanto, obtenemos las siguientes

ecuaciones:

W = _kon[E][S]_'_koff[ES] (2.12)
% = —lion[E][S] + (kogs + beat) [ES] (213)
AL 18] — oy + ) 58] (2.14)
d[P]

7 = kcat[ES] (215)
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Es la tasa de cambio del producto [P], —tltima ecuacidon-, la que debe resolverse
como funcién de las concentraciones. La pentultima ecuacién, describe el cambio
de [ES], y es la mas importante para nuestro propésito. En la mayoria de los ca-
sos la concentracién [E'S] despties de una fase de rdpido crecimiento, se aproxima
rdpidamente a un estado estable en el que su concentraciéon permanece casi cons-
tante hasta que se consuma la mayoria del sustrato [1]]. La aproximacion usual para
esta ecuacion, introducida por Briggs y Haldane, considera que la etapa inicial del
complejo [ES], se forma muy rapido despties de la cual se encuentra esencialmente

en equilibrio, es decir:

— =0
dt

Para determinar la tasa de formacién del producto, es necesario reorganizar
la ecuacién de la concentracién [ES]. Sabemos que la concentracién de la enzima
[E] es igual a la concentracién total [E]:; menos la concentracién [ES], por lo que

resulta:

kon([E]tot - [ES])[S] - (koff + kmt)[ES] (216)

Lo que da como resultado:

d[P] — [E]tot[s]
dt kc@t(kof£+kcat) + 9] (2.17)

Asi pues, la tasa de formacién del producto es una funcién no lineal del sustra-

to. El término V.. = keat[E]ior Tepresenta la velocidad maxima de reaccién para

koff +kecat

concentraciones del sustrato saturadas; mientras que el término K, = —

, €S
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la concentracién para la cual la velocidad de reaccién es la mitad de la velocidad

maxima [1]].

Figura 2.1: Concentracién vs Velocidad de reaccién.

Para el modelo de cascada de sefializacién por proteinas cinasa mediante fos-
forilacion, podemos ajustar las tasas de la activacién de las cinasas y las fosfatasa
a la cinética de Michaelis-Menten. En el caso de la fosforilacién, se considera co-
mo enzima catalizadora a la cinasa activada de nivel superior en la cascada, como
sustrato a la cinasa inactiva del nivel siguiente y a esta cinasa ya activada como el

producto.

cin ac [C’Wm]
Vj = kcat[ J —tl] cin ’ ina
Ky + 107

5]

(2.18)

En la desfosforilacién se considera como enzima a la fosfatasa, y como sustrato
y producto a la cinasa activada sobre la cual acttia y a esta misma cinasa inactiva

respectivamente.
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Vfos — Vfos [CaCt]

_— 2.19
max,n K]]\C/Zjl + [Cact] ( )

Debido a que en el modelo consideramos como constantes a las concentraciones

de las fosfatasas, este término se incluye en el parametro / fos

max,n*
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Capitulo 3

Modelo de una via de transduccion

celular sin regulacion

En este capitulo se analiza la dindmica de una cascada de fosforilaciéon-defosfori-
lacion con seis ciclos de modificacion, de una forma activa a una inactiva, mediante
el analisis de las soluciones estacionarias, —estados estacionarios—, de las ecuacio-
nes. Para ello se resuelven numéricamente las ecuaciones de reacciéon-difusion su-
jetas a las condiciones de frontera descritas en el capitulo anterior. Ignorando los
procesos de sintesis, degradacion y secuestro de proteinas, la concentracién total
de cada cinasa se puede considerar constante a través de la célula, asi pues se tiene

la siguiente relacion:

Cil 1) = O (a, 1) + Co (2, ) (3.1)

Estas concentraciones miden la cantidad de moléculas en cada posicién, z, al
interior de la célula. La dindmica espacio-temporal de las concentraciones de las

cinasas activadas, normalizadas a la concentracion total, C%%!(x. t), estd descrita
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por las siguientes ecuaciones de reaccion-difusion:

801 8201 i C1

a ~ P hivs

dc; D%c; ; (1 —¢j)ei

= p— S — A 3.2
ot or? ]1+—+] 1+ =y (3.2)

donde se ha incorporado la cinética de Michaelis-Menten en los términos co-
rrespondientes a reacciones quimicas. En éstas ecuaciones, ki = V/% /K1 f 75 son la

maz,j

actividad de las fosfatasas del sustrato j, y k{ = Voo, | /K5f y k) = VTSLZ;c /K51,
representan la actividad de las cinasas del sustrato j. Estas dltimas actividades
determinan la escala temporal de la reacciéon. La velocidad maxima de reaccién

de las cinasas es, V" . = [cin (total

maz,j cat,j~3—17

y las constantes de Michaelis adimensio-
nales para las fosfatasas y las cinasas quedan definidas como, m! = K ]{f‘;/ Cletal,
y m§ = K§j;/Ci”", respectivamente. Bajo estas condiciones las concentraciones

normalizadas c; representan la fraccién de proteina activada en una posiciéon z al

interior de la célula para cada nivel de la cascada.

Para la cinasa correspondiente al primer ciclo de la cascada el flujo de entrada
en la posicién de la membrana, z = 0, es igual a la tasa de fosforilacién en la
superficie de la membrana, v{™", y es cero en el polo opuesto, = L, localizado en
el ntcleo. La tasa v{"* y la velocidad de reaccién V57 | tienen unidades de flujo
(wm/s) debido a la naturaleza superficial de los receptores. Para las cinasas en los
ciclos o niveles subsecuentes de la cascada no hay flujo en ninguno de los dos

polos.
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801 1— C1

Do lemo = —ki‘@ (3.3)
%|wL = 0 (3.4)
%bzo =0 (3.5)
%!H = 0 (3.6)

Los parametros cinéticos de Michaelis, m® y m’, estan relacionados con la con-
centracion total del sustrato, Cotal | y las constantes de Michaelis-Menten, f\}"] y
K ]{40 ‘;, en una correspondencia tal que si, C’;Ot“l < f\}]‘], entonces, m® > 1, considera-
da regi6n de valores lejana a la saturacién de la cinasa, y si, Ci*“! > K§7 , entonces
m® < 1, denominada saturacién de la cinasa. Andlogamente, para la cinética de

la fosfatasa si C1”"* < K {jj, entonces, m* > 1, que corresponde a una region leja-

na a la saturacion de la fosfatasa, y finalmente, si C;"m’ > K }\cj;, entonces m’ < 1,
que corresponde a una regién de valores de saturacion de la fosfatasa. Las cinéti-

cas enzimaticas de las componentes antagénicas se pueden visualizar en las grafi-

cas (3.1).

Se observa que en éste sistema, la ecuacién correspondiente al primer nivel no
esta acoplada a los otros niveles y es independiente de ellos. En la regién lejana
a la saturacién, concentraciones mucho menores a Ky, la primera ecuacién tiene
tasas lineales y se puede obtener analiticamente la solucién correspondiente al es-

tado estacionario. Esta solucion se expresa en términos de la suma de funciones
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Figura 3.1: Cinetica enzimatica de las cinasas y las fosfatasas, donde V (%Ogl) es la veloci-
dad de reaccién y [C] (mol) es la concentracién del sustrato. Se visualizan las
regiones de valores lejanos a la saturacién, en azul, y de saturacién, en rojo, con
respecto a K, para los pardmetros m® y m/".

exponenciales con una longitud de decaimiento, a~!, definida como:

1 D
Y el 7
= (3.7)

La solucién estacionaria se estudia en el apéndice I de esta tesis. Las ecuaciones
se pueden escribir en forma adimensional utilizando el pardmetro o', como lon-
gitud caracteristica y una escala temporal definida por la constante cinética de las

cinasas, 1/k“. Con estas consideraciones las ecuaciones [3.2|se reescriben como:
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861 8201 C1

e _ 3.8
or o T iy e 65)
aCj 82Cj Cj (1 — Cj)cj—l
R A e (39)
J m;
con las condiciones de frontera:

oc 1—c Ooc

5 0 = v g, =0 (3.10)

oc; oc;

3_3? lo=0 = 0, 8_35 |2=2= 0. (3.11)

Es importante notar que las ecuaciones anteriores describen el comportamiento
dindmico de las concentraciones normalizadas de las proteinas activadas. Ademas,
se ha considerado por simplicidad, que la actividad de las fosfatasas es la misma
entre los diferentes niveles de la cascadas, al igual que la actividad de las cinasas.
En estas ecuaciones el pardmetro, v = ]f—i, es clave, y representa el cociente en-
tre la actividad de la fosfatasa y la cinasa, que pueden ser diferentes entre si. El
parametro, v = ﬁ, define la intensidad de la sefial en la membrana y deter-

mina la concentracion, ¢;(0) = %, de la cinasa activada en el primer nivel de
)

(1+v

fosforilacion en la membrana.

En la regién de valores lejana a la saturacion, m!, >> 1, y m2 >> 1, se ob-
tienen tasas cinéticas que son funciones lineales de la concentracién de los sus-
tratos y la dindmica depende solamente del pardmetro 7. En el limite opuesto,

K ]’\[j‘; > ClMx,t), y K5ty > Cl*(x,t), las ecuaciones dindmicas dependeran de
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los pardmetros, v, m® y m},. Para calcular las soluciones numéricas supondremos
que el tamafio —en unidades adimensionalizadas— de la célula es de, L = 100, y
que v = 1. Adicionalmente, en la region lejana a la saturacion se pueden determi-
nar los valores de v para los que la sefial se transmite, no obstante, en el limite de
saturacion solamente se pueden estimar las regiones en el espacio de tres parame-
tros, (v, mZ, m:), para los cuales se transmite la sefal a los diferentes niveles de la

cascada.

3.1. Estados estacionarios

En este capitulo se presentan los resultados de las soluciones estacionarias del
sistema de ecuaciones de reaccién-difusiéon que representa el modelo de una cas-
cada de transduccién celular formada por seis ciclos. Debido a que el sistema de
ecuaciones diferenciales es no-lineal se obtuvieron las soluciones numéricas usan-
do la rutina “MOLCH" de la biblioteca “Math/Library” IMSL [10]. Los resultados
sugieren que para tiempos suficientemente grandes los perfiles de concentracion
de las proteinas activadas alcanzan un estado estacionario, es decir, un perfil de
concentraciones que es constante en el tiempo. Como se verd en el capitulo de la
evolucién temporal, las soluciones estacionarias son las de maximo alcanze al in-
terior y de mayor concentracién activada, por lo que uno de los objetivos de esta
tesis es analizar las condiciones necesarias bajo las cuales la sefial se transmite de

forma estacionaria al ntcleo de la célula en la cascada de transduccidn.

Se realizarén las simulaciones para diferentes valores del pardmetro vy en la re-
gion lejana a la saturacién. Para los valores y < 1, los resultados obtenidos sugieren

que la sefial se transmite a través de la cascada conforme transcurre el tiempo, has-
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ta alcanzar un estado estacionario. En este caso la actividad de las cinasas es mayor
que la actividad de las fosfatasas, lo que implica que las proteinas mensajeras de
cada nivel se fosforilan més rapido de lo que tardan las fosfatasas en desactivar-
las. Por otra parte, para valores v > 1, ocurre lo contrario, es decir, la sefial no se
transmite a los dltimos niveles de la cascada porque los perfiles de concentracion
decrecen exponencialmente y el alcance espacial al interior de la célula es muy
corto. Esto se debe a que la actividad de las fosfatasas es mayor, por lo que un
mensajero activado tiene mds probabilidades de ser desactivado antes de poder

transmitir el mensaje al ciclo siguiente.

En la grafica se muestra el comportamiento de los perfiles de concentra-
cién normalizada como funciones de la posicién cuando, v = 0,1, con la membrana
localizada en el punto, = 0, y el nticleo en, z = 100, para un tiempo, ¢t = 10, 000,
(en unidades reducidas) suficientemente grande para que en cada simulacién el
sistema alcance el estado estacionario. Se observa que los perfiles de concentracion
de los dos tltimos niveles alcanzan un valor constante de 0,9, formando una mese-
ta en los puntos cercanos a la membrana. Se obtiene que el perfil de concentracién
de las proteinas activadas en cualquier nivel es mayor que el perfil de concentra-
cién del nivel inmediato anterior, para cada punto en el interior de la célula. Por lo
tanto, a pesar de que la sefial del primer nivel decae rapidamente como funcién de
la posicién al interior de la célula, la proteina en el tltimo ciclo se mantiene activa-
da alcanzando el ntcleo. Este tipo de comportamiento del perfil de concentracién
se denominard “transduccién favorable”. Debido a que los perfiles de concentra-
cién estacionarios de las proteinas activadas varfan como funcién de la posicion
se forman gradientes de concentracion de proteinas en los diferentes niveles de la

cascada.
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Figura 3.2: Perfiles de concentracién normalizados para un valor del pardmetro, v = 0,1.

En la figura (3.3p) se muestra el comportamiento de los perfiles de concentra-
cién como funcién de la posicién cuando v = 10 para un tiempo, ¢ = 10,000 en el
que se obtiene un estado estacionario caracterizado por perfiles de concentracién
pequefios en cada uno los niveles. En el recuadro de la misma gréfica se observa
que los perfiles decaen exponencialmente como funcién de la distancia al interior
de la célula. Ademés, los perfiles de concentraciéon activada de cada ciclo son me-
nores a los perfiles de concentracién de los niveles previos, de forma tal que los
altimos niveles ni siquiera reciben la sefial de forma significativa. Este comporta-

miento sugiere que el tiltimo mensajero no llega a su objetivo en el nticleo y a éste
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escenario se le denominard de “transducciéon no favorable”.

O0000.0

[ NS B NS R N

C(x,t)

Figura 3.3: Perfiles de concentracion para los pardmetros cineticos, m® y m’, en la region
de valores menores a K,,,: a) v = 10, b) v = 1.

En la figura (3.3p) se muestran los resultados de los perfiles de concentracion
como funcién de la posicion en el caso en que la actividad quimica de las fosfatasas
esigual al de las cinasas, es decir, 7 = 1. Se encuentra que para posiciones cercanas
a la membrana los perfiles de concentracién activada decaen més lentamente que
una exponencial y los niveles superiores tienen perfiles que son menores que los
de los niveles inmediatos anteriores. No obstante, para posiciones maés alejadas de

la membrana los perfiles de concentracién de los niveles superiores son mayores
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que la de los inmediatos anteriores y tienen mayor alcance al interior de la célula,

por lo que se identifica con un escenario de transduccién favorable.

De los resultados anteriores, validos para la regién de valores lejanos a la sa-
turacién, se deduce que el pardmetro v divide el espacio de parametros en tres
dominios: (i) v < 1, (ii) v = 1 y (iii) v > 1. La region (i) corresponde al caso en que
la actividad de las fosfatasas es menor que la de las cinasa, y la sefial se transmite,
la region (iii) corresponde al caso opuesto, donde la sefial no se transmite, mientras
que la region (ii) corresponde al caso intermedio en el que las actividades de las

cinasas y fosfatasas son iguales y separa las dos regiones anteriores.

En el regimen cinético, m’ < 1, y m* < 1, las ecuaciones dindmicas son no-
lineales y dependen de los tres pardmetros relevantes, v, m? y m},, cuyas diferen-
tes combinaciénes dan lugar a diferentes escenarios del proceso de sefializacién y
contienen informacién mds general de la cinética del sistema. En lo que sigue se
analizaran en detalle los escenarios favorables de la cinética para la transduccién

de la senal.

Como ya se menciond, para tiempos suficientemente largos se obtienen como
soluciones de las ecuaciones no-lineales 3.9} soluciones estacionarias. De estos esta-
dos estacionarios se encuentran dos tipos de soluciones a saber: (i) Aquéllas donde
los perfiles de concentracién de las cinasas activadas de cualquier nivel son mayo-
res que las correspondientes a los niveles inferiores y que en tltimos niveles de
la cascada alcanzan una meseta en una regién del espacio cercana a la membrana
de tal forma que la sefial se transmite de manera robusta al interior de la célula,
y (ii) aquéllas donde los perfiles de concentracién decaen exponencialmente como
funcién de la posiciéon y la sefial no se transmite. En las soluciones del tipo (i) los

perfiles de concentracién convergen a un valor de meseta maximo en los niveles
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mads altos de la cascada, es decir, la segunda derivada de la concentracién respecto
de la posicién es cero, mientras que las soluciones del tipo (ii) se presentan prin-
cipalmente en el primer nivel de la cascada con una distancia de decaimiento que
depende del cociente entre la constante de difusion y de la constante cinética de la

fosfatasa como se expresa en la ecuacion

Las soluciones que son de mayor interés biolégico son las del tipo (i) y estdn

definidas por la ecuacion:

~ye(0) (1 =¢(0))e(0)
1+ 6(0‘) 1+ 1—¢(0)

m? ma

0=

(3.12)

Esta ecuacion se obtiene de la segunda de las ecuaciones|3.9|considerando que
la solucién es estacionaria y que los titimos niveles de la cascada alcanzan un valor
de meseta, ¢,_; =~ ¢, = ¢(0) en posiciones cercanas a la membrana. La ecuacic’)nm
esta escrita en términos de los tres pardmetros cinéticos, (m®,m’,~v) y el valor de
meseta, ¢(0). El valor ¢(0) se puede considerar como un pardmetro ajustable en el
intervalo, 0 < ¢(0) < 1, y preferiblemente se elige su valor tal que sea mayor que el
perfil de concentracién de la primera cinasa en la membrana celular. Es importante
recordar que el valor de este perfil de concentracién depende del valor asignado a
la intensidad de la sefial externa, v. En las soluciones que se analizan en esta tesis
se us6, v = 1, lo que resulta en un perfil de concentracién activada de la primer

cinasa de, ¢;(z = 0) = 0,5.

Para hacer una descripcién integral de la cinética enzimatica se escribe el pardme-
tro m® como una funcién del parametro m’ para diferentes valores de ~. De esta
forma se obtienen trayectorias en el plano (m®, m’) que se muestran en la figu-

ra (3.4). En esta figura se grafican trayectorias con cuatro colores diferentes para
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los siguientes valores del parametro, v = 0.05 (rojo), 0.1 (azul), 1.0 (negro) y, 10.0
(verde), para concentraciones, ¢(0) = 0,9 (lineas gruesas) y ¢(0) = 0,95 (lineas del-

gadas).

Figura 3.4: Grafica de los pardmetros m® y m' en escala logaritmica, para diferentes valores
del pardmetro .

En esta grafica el plano se divide en cuatro cuadrantes o regiones como se
muestra en la figura (3.5) y se numeran en el sentido contrario del giro de las ma-
necillas del reloj correspondiendo a valores cinéticos tales que, (i) m® > 1y m' > 1;

() m*>1ym' < 1;@{ii)m*<lym' < Ly@{v)m*<lym' > 1.

El cuadrante (i) contiene la region de valores lejanos a la saturacion analizada
al principio de esta seccién. Utilizando esta nueva clasificacién podemos comple-
mentar los resultados obtenidos para concentraciones en la regién de parametros
cinéticos, m® >> 1y m! >> 1, donde la ecuacién se reduce a la siguiente

relacion,

v=1-1¢(0), (3.13)
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Figura 3.5: El espacio de parametros m’ vs m® dividido en cuatro regiones correspondien-
tes a diferentes escenarios de tranduccién.

por lo que no es sorpresivo ver en este cuadrante contenida la curva correspon-
diente al valor de, v = 0,1, en donde la concentracién alcanza un valor de meseta,
¢(0) = 0,9, como se mostré en los resultados de la grafica (3.2). De la relacion [3.13]
se deduce que para v < 1 se obtiene transduccién de la sefial en la regién donde
las concentraciones totales son mucho menores a las K, de las cinasas y fosfa-
tasas. Lo anterior se ve reflejado en la figura donde se presentan los estdos

estacionarios de las concentraciones de los diferentes niveles de la cascada.

La gréfica (3.6p) corresponde al estado estacionario de una cascada de seis ciclos
con valores de los pardmetros (y = 0,1, m* = 10,m’ = 100), valores que estan
ubicados en la regién (i). El valor de meseta del dltimo ciclo es, ¢(0) = 0,9, lo
que es consistente con el valor predicho por la ecuaciéon Por otra parte, la
gréfica (B.6b) muestra los perfiles de concentracién estacionarios para valores de

los parametros (7 = 0,05, m® = 10, m’ = 200) con un valor de meseta ¢(0) = 0,95.

El cuadrante (ii) corresponde a la region de valores lejanos a la saturacién para

las cinasas pero de saturacion para las fosfatasas. Analogamente al caso anterior,
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Figura 3.6: Perfiles de concentracién del estado estacionario para valores de los pardmetros
cinéticos: a) v = 0,1, m® = 10, y m’ = 100, b) v = 0,05, m® = 10, y m' = 200 .

manipulando la ecuacién se obtiene la siguiente relacién,

c(0)

me

v=(1-1¢(0)(1+ ), (3.14)

donde se observa que existen dos subconjuntos de posibles soluciones, cuando

v < 1y~ > 1. Utilizando esta ecuacién y, considerando valores ¢(0) > 0, se obtiene:

Si v<1 entonces m'>1-—c(0)
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Si v>1 entonces m' <1—¢(0) (3.15)

Por lo tanto, se observa que cuando la actividad de las fosfatasas es més alta que
la de las cinasas, v > 1, la reaccién de las fosfatasas debe de estar saturada para que
se favorezca la propagacion de la sefial. Esto provee de una primera aproximacion

del comportamiento del sistema en la regién de saturacién de las cinasas.

En las graficas (3.7a) y (3.7b) se muestran los perfiles de concentracion de los
estados estacionarios correspondientes a los valores, (y = 1, m* = 1000, m* = 0,1)

y (v = 10, m® = 100, m’ = 0,01), respectivamente.

El cuadrante (iv) corresponde a la regién lejana a la saturacion de las fosfatasas
y de saturacion de las cinasas. Reajustando los parametros de la ecuaciéon para
valores lejanos a la saturacion de las fosfatasas, m' >> 1, obtenemos la siguiente

relacion.

1 —¢(0)

S (3.16)

/Y

Recordando que la condicién para que exista transduccién de la sefial es que,
0 <1—-¢(0) <1,y que por definicién m® > 0, la ecuacién anterior indica que, vy < 1.
Esto indica que para valores de saturacion de las cinasas la actividad de las mismas
debe ser mayor que la actividad de las fosfatasas para que exista transduccién

favorable de la senal.

En la gréfica (3.8) se muestra el perfil de concentracién en el estado estacionario
obtenido para los valores (y = 0,05, m* = 0,1, m’ = 100). En ésta se observa que los
primeros seis ciclos no alcanzan el valor de meseta correspondiente, sin embargo,

una cascada de doce niveles si alcanza el valor de ¢(0) = 0,9. Esto es debido a que

36



lIIIIIIII|IIII|IIIIIIII lIIIIIIII|IIII|IIII|IIII

i @) i i (b) —

C
C
— C
C
C

1
2
3
4
5
6

C(x,t)

I|Il|||||||

30 40 50

Illllllllllllllll

20 30 40 50
X

Figura 3.7: Perfiles de concentracion del estado estacionario de los valores cinéticos: a) v =
1, m® = 1000, y m* = 0,1, b) v = 10, m® = 100, y m* = 0,01

en la ecuacion que relaciona a los tres pardmetros cinéticos con ¢(0), no esta
en forma explicita el numero de ciclos necesarios para que exista la condiciéon de

meseta.

Por dltimo, en el cuadrante (iii) se observa que estdn contenidas las curvas para
todos los valores de v y corresponde a una regién de saturacién tanto para las

cinasas como para las fosfatasas. En esta region los valores de m® y m’ son muy

pequerios y la relacion se aproxima a la ecuacion
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Figura 3.8: Perfiles de concentracién del estado estacionario de una cascada de transduc-
cién compuesta de 12 ciclos con pafametros v = 0,05, m® = 10, m* = 200.

me = (3.17)

Esta es una aproximacion inestable que afecta las condiciones de frontera y
da como resultado soluciones al sistema de ecuaciones que no estdn determina-
das de manera univoca. Por lo tanto, los puntos en estas curvas en el espacio de
pardmetros corresponden a cascadas con transduccién no favorable. Los resulta-
dos con valores de los parametros localizados en este cuadrante muestran que no

se alcanza la condicién de transduccidn favorable ni la de meseta. Con la finalidad
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de estudiar la robustez de los resultados obtenidos con la longitud —-numero de
ciclos— de la cascada se calcularén los perfiles de concentracion estacionarios para

cascadas con un mayor numero de ciclos y se obtuvieron los mismos resultados.

Una reaccién enzimética que cumple con la ecuacion de Michaelis-Menten es-
ta determinada por las constantes cinéticas, ¥}, y Kun, para cada enzima. La
velocidad méaxima de reaccion, V.., es proporcional a la constante k57, y a la con-
centracion total de la enzima. Por lo que el valor del pardmetro v, es proporcional
a la concentracion total de la enzima si se trata de una cinasa e inversamente pro-
porcional si se trata de una fosfatasa. Por otro lado, los pardmetros, m® y m’, son
inversamente proporcionales a la concentracion total del sustrato y se localizan
por lo general en la region de valores lejanos a la saturacion (region azul) [1], de
acuerdo con la figura (3.T). Por otra parte se sabe que la concentracion total de los
sustratos en el interior de la célula estd determinada por la expresion de los ge-
nes que los codifican. Ademads, todas las cascadas de sefializacién se encuentran
interconectadas por lo que la sobre expresion o la inhibicién genes pueden ser re-
guladas por sefiales procedentes de otras vias de transduccién lo que da lugar a
cambios en los valores de m® y de m'. Estos cambios en los pardmetros cinéticos
pueden inhibir o amplificar la sefial dando lugar a cambios biolégicos importantes
en los organismos. Por lo anterior, es interesante extender el modelo bésico que se
ha estudiado en el presente capitulo con la finalidad de estudiar otros escenarios
posibles que se presentan al interior de la célula. En el siguiente capitulo se adicio-
na al modelo basico un término que introduce regulacion de la cinética enzimética

y que se introduce en el modelo mediante términos de retroalimentacién negativa.
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Capitulo 4

Modelo de una via de transduccion

celular con regulacion.

Como ya se menciond al final del capitulo anterior, ademas de los ciclos cinasa-
fosfatasa hay también procesos de inhibicién o regulacién que ocurren cuando el
producto final de una reaccién interfiere con la enzima que contribuyé a produ-
cirlo. La inhibicién se presenta cuando las enzimas tienen un segundo sitio activo
—que difiere de aquel sitio en el que se uni6 el sustrato inicial- al cual se une el pro-
ducto de la reaccion para producir un cambio en la conformacién (de la enzima)
evitando asi que se una al sustrato inicial. El propésito de los ciclos de inhibicién
es prevenir que el producto se genere en exceso. Asi también, en rutas metabolicas
contribuyen a equilibrar los procesos de sintesis o degradacién de las moléculas
que son fuentes de energia para la célula, por ejemplo, la glucosa, dependiendo de

las necesidades del sistema.

La regulacién mutua de dos componentes se considera como una retroalimen-

tacion que puede ser positiva, si contribuye a aumentar la concentracién de alguna
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de las componentes de la cascada, o bien, puede ser negativa si contribuye a dismi-
nuir dicha concentracion. Usualmente en las células se observa regulacion negativa
tanto en sus vias metabdlicas como en las cascadas de sefializacion multi-enziméti-
cas. Se sabe que en la via de transduccién MAP Cinasa (MAPK) existe regulacion
negativa de uno de los componentes tardios en la cascada que contribuye en la des-
activacion del complejo formado con el receptor [8], [11]. La unién de esta cinasa
con el complejo adaptador del receptor modifica su estructura mediante fosforila-
cién desactivando éste dltimo. Por lo general, la cinasa que regula al sistema en
la cascada de sefializacion es la proteina MAPK. También se ha comprobado que
esta cinasa contribuye a la atenuacién de la actividad de la proteina Raf, una de las

componentes tempranas de la cascada MAPK.

Recordando que en el capitulo anterior se analiz6 la dindmica de una casca-
da con seis ciclos basicos de fosforilacién-defosforilaciéon y se obtuvieron los esce-
narios favorables para la transduccién de la sefial, en este capitulo se analizardn
los efectos de la adicién de regulaciéon inhibitoria para simular la via de trans-
duccién MAPK. La cascada esta formada por seis ciclos basicos de fosforilacion-
defosforilaciéon y dos términos de regulacién, uno en el primer ciclo y el otro en el

tercer ciclo, que se introducen en el modelo en la forma de regulacién negativa.

El sistema de ecuaciones diferenciales que define la dindmica de las concentra-
ciones —normalizadas a la concentracion total en cada ciclo—, del sistema de interés

es:

Ocy 0%cy 1 c1C5

= _ — 4.1

ot Torr T iy e TP a (1)
my my
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3 mg mg
ey, d%c,, Cn, (1 —cp)en
T - 4.3
ot 78:102 71+%+ 1_1_1;1271 (4.3)

donde en las ecuaciones correspondientes al primero y tercer ciclos se ha in-
troducido una tasa de desactivacion caracterizada por las constantes cinéticas, 1y
m”, que representan regulacién negativa. La cinasa del quinto nivel, c;, es la en-
zima que cumple con la funcién de desactivar los receptores representados en el
primer ciclo de la cascada y la cinasa c3, localizada en el citoplasma. Las ecua-
ciones se escribierén en forma adimensional y para ello se usaron la longitud y
tiempo caracteristicos del modelo sin regulacién del capitulo anterior. El parame-
tro de regulacion, u = k™9 /k“™, representa la razon entre la actividad de la enzima

reguladora y la actividad de la cinasa activadora del ciclo inmediato inferior.

Las condiciones de frontera que deben satisfacer las soluciones del sistema de
ecuaciones corresponden a la ausencia de flujo tanto en la membrana, x = 0, como

en el nicleo, z = L, para los ciclos posteriores al primero, es decir,

1— C1 801

o = V0, == 0 4_4
ax ’ 0 Vl + 17;21 ax ’ L ( )
80n 8cn

— = = 0’ - |le=L— O 4-5
5 o= 5 1oL (4.5)

Este modelo pretende complementar el que se propone en la referencia [7] y
que se estudio en el capitulo anterior introduciendo los efectos de regulacién en

la dindmica de la cascada de transduccién. Una posible interpretacion del térmi-
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no de retroalimentacion en el primer ciclo es regular la cinasa que da inicio a la
cascada y de filtrar el “ruido externo” producido por los diferentes ligandos que
no estdn asociados a la via de sefializacion pero que tienen una forma similar a
los ligandos que son complementarios de los receptores. El término de regulacién
en el tercer ciclo atenua el “ruido” producido por el cruzamiento de otras vias de
sefializacién que no contribuyen explicitamente a la sefial. Debido a que los térmi-
nos de regulacion negativa inhiben la produccién de cinasas en el primero y tercer
ciclos de la cascada, las trayectorias en el plano (m® m’) para diferentes valores
de v del presente modelo estdn acotadas por las trayectorias correspondientes al
modelo basico donde se encontré transduccién. Se conciderara que la cinética de
las cinasas es identica, como en el caso sin retroalimentacién, por lo que se tiene

que, m" = m*

Recordando la definicién del pardmetro de regulacién o retroalimentaciéon g,

que regula los ciclos, 1y 3, se puede reexpresar como,

j= kTSR = RO RO, n=1,y 3. (4.6)

Considerado que £ tiene el mismo valor en cada uno de los seis ciclos de la
cascada, entonces, u = CL"/CI', que representa una proporcion entre las concen-
traciones totales de las cinasas reguladora y regulada. Por lo anterior, al variar el
valor de CL" y dejar fijas las concentraciones de los demés ciclos se varia automati-
camente el valor del pardametro de regulacién, . Cuando la concentracién total de
la cinasa, Ci’, es diferente a la concentracion de las cinasas de los demas ciclos,
—que se consideran todas iguales—, los pardmetros cinéticos, p, v, mg y mk, son

diferentes entre ellos.
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En el andlisis se consederaran tres valores representativos del pardmetro de
regulacién, p, con diferentes valores , también representativos, de los pardmetros
cinéticos, a saber: (1) Cuando el pardmetro de regulacion, ;o = 1, que corresponde
al caso en que las concentraciones totales, C),, de todos los ciclos son iguales, y con
valores de los parametros cinéticos, 75 = 7, m¢ = m®y mi = m'. (2) Cuando el
parametro de regulacién, u = 10, que corresponde al caso en que la concentraciéon
total C; es diez veces mas grande que las otras concentraciones —que se consideran
iguales—, es decir, C" = 10 x C}**, con los siguientes pardmetros cinéticos, 75 =
v/10, mg¢ = m®/10 y mi = m'/10, y, (3) Cuando el pardmetro de regulacion, u = 0,1,
que corresponde al caso en que la concentracion totale Cs es una décima parte de
las otras concentraciones Ct = C1'/10, con los siguientes pardmetros cinéticos,

76 = 10 X v, mg = 10 x m®y m} = 10 x m".

A continuacién, se analizara el comportamiento de los perfiles de concentracién
estacionarios cuando se tiene regulaciéon negativa en el primero y tercer ciclo de la
cascada en la regién de pardmetros, (m®, m’,m") correspondiente a la region de
concentraciones lejanas a la saturacion, (m® >> 1,m* >> 1,m” >> 1). En este
limite las soluciones de las ecuaciones dependen solamente de los pardmetros, v
y 1, lo que da una primera aproximacién al comportamiento de la cascada con
regulacion. Recordando que en el primer modelo se encontré que en este limite
ocurre transduccién cuando, v < 1, el andlisis del presente modelo se hard en este

intervalo de valores de ~.

Por otra parte, en el régimen de concentraciones saturadas la dindmica depen-
de de los tres pardmetros cinéticos, m®, m’ y m”. En éste régimen se estudiaran los
cuadrantes (ii) y (iv) de la figura (3.5), que corresponden a los escenarios: de satura-

cién de las fosfatasas con valores lejanos a la saturacién de las cinasas y, saturacion
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de las cinasas con valores lejanos a la saturacion de las fosfatasas, respectivamente.
Se omitird el analisis del cuadrante (iii) —(m* < 1, m’ < 1)-, porque en éste el siste-
ma es inestable, es decir, las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales son
inestables. También se realizara el andlisis cuando los valores de los parametros
cinéticos son iguales a la unidad, (m* = 1,m' = 1,m" = 1), que define el punto
de frontera entre los cuatro cuadrantes, como se muestran en la figura (3.5), y que
ademads, representa valores cineticos més reales, ya que se reporta que las concen-
traciones de las componentes de la cascada son, por lo general, cercanas al valor

de K,,.

4.1. Estados estacionarios

En el modelo con regulacion las ecuaciones que describen la dindmica del siste-
ma son no-lineales atin en la regién de concentraciones lejanas a la saturacién por
lo que se tienen que resolver las ecuaciones 4.3 numéricamente. Consideraremos
que la intensidad de la sefial en la membrana tiene el valor, v = 1, y que la longitud
adimensionalizada de la célula es, L. = 100, al igual que en el caso sin regulacion, se
expresaran los resultados en unidades de la distancia caracteristica, o, definida
en la ecuaciéon y la escala de tiempo en unidades, 1/k%, definida por la activi-
dad de la cinasa. Como en el modelo sin regulacién aqui se omitirdn los procesos
de sintesis, secuestro y degradacion de proteinas por lo que las concentraciones to-
tales de las enzimas en cada ciclo se consideran constantes. La solucién numérica
de las ecuaciones se obtuvo hasta un tiempo, ¢ = 10,000, que corresponde a un
tiempo suficientemente largo para obtener perfiles de concentracion estacionarios

en el presente modelo.
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En la regién de valores lejanos a la saturaciéon de ambas enzimas, (m® >>
1,m' >> 1,m" >> 1), y recordando que en el modelo sin regulacién hay trans-
duccién de la sefial cuando, v < 1, aqui se calcularén las soluciones estacionarias
de las ecuaciones para los siguientes valores de los pardmetros cinéticos, (y = 0,1,
m® = 1000, m* = 1000, m" = 1000). Los perfiles de concentracion para cada uno de

los niveles de la cascada se muestran en la figura (@.Ta).
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Figura 4.1: Perfiles de concentracién estacionarios de una cascada con v = 0,1 en la regién
de concentraciones lejanas a la saturacion para diferentes valores del pardmetro
deregulacién:a) p = 1,b) o = 10, ¢) 4 = 0,1 y d) o = 0 perfiles de concentracién
del modelo sin regulacién .

Comparando los resultados de las graficas (4.1p) y (4.1d) -modelo sin regula-
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cién—, se observa que en el modelo con regulacién las fracciones de concentracion,
c1 y c3, son menores para cada uno de los puntos al interior de la célula. Esto se
debe a los términos de regulacién (retroalimentacion negativa) que desactivan a
las cinasas. También se observa que el alcance de la cascada al interior de la célula
es menor cuando hay regulacién negativa que cuando no la hay, no obstante, el

valor de la concentracion de meseta es el mismo, ¢ = 0,9, en ambos casos.

Se calcularén los perfiles de concentracién estacionarios cuando, ¢ = 10, que
corresponde al escenario (2), con valores de los pardmetros cinéticos, (m® = 1000, m" =
1000,m” = 1000), y los resultados se muestran en la figura (@.1b). En esta grafica
se observa que las fracciones de concentracion estacionarias de los primeros tres
ciclos son menores al 10 % de proteina activada en todos los puntos al interior de
la célula, no obstante, el ciclo ¢4, presenta un perfil de concentraciéon con valores
favorables -mas del 50 %— que penetran al interior de la célula, similar al caso sin

regulacion.

En el escenario opuesto, caso (3), cuando, ;x = 0,1, se obtuvieron las soluciones
numéricas de los perfiles de concentracién estacionarios para los mismos valores
de los parametros cinéticos, (m® = 1000, m* = 1000, m" = 1000), los cuales se mues-
tran en la figura (@.Ik). Se observa que debido a la baja concentracién de la cinasa,
C, el efecto de la retroalimentacion negativa es infimo en los primeros ciclos de
la cascada y tiene un efecto importante en el perfil de concentracion, cg, que resulta
poco favorable para la tranduccién de la sefial comparado con los resultados del
modelo sin regulacién, con un valor menor al 50 % en cada punto al interior de la
célula y su longitud de penetracién es menor que la correspondiente al perfil de

concentracion, cs.

En las regiénes de saturaciéon de una de las enzimas, cuadrantes (ii) y (iv), en
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donde la concentracién total de los sustratos es cercana a las constantes K, los
pardmetros m®, m' y m” estan presentes en las ecuaciones de la dindmica del sis-
tema. Se omitird el andlisis del cuadrante (iii) debido a que las soluciones del mo-
delo sin regulacion son inestables. Asi pues, se analizard la dindmica usando el
valor representativo, vy = 0,1, para el que ocurre transduccién de la sefial en ambos

cuadrantes.

Se iniciara el anélisis en el punto frontera, (m® = 1,m’ = 1,m" = 1), de los cua-
drantes descritos, comparando los resultados de ambos modelos para los mismos
pardmetros cinético. En este punto las concentraciones de las cinasas son iguales a
la constante de Michaelis-Mente, K, y por general es una propiedad presente en

la transduccion de seniales en las células [1]].

La gréfica (#.2a) muestra los perfiles de concentracién estacionarios de ambos
modelos donde se observa que si hay tranduccién de la sefial. Se aprecia en el
sistema con regulacion que los perfiles de concentracion de las cinasas de los tres
primeros ciclos estdn fuertemente inhibidas debido a la accién reguladora de la
quinta cinasa, no obstante, se observa que la sexta cinasa alcanza un porcentaje
alto de proteina activada, 93 % cerca de la membrana y la penetracion de la sefial

al interior de la célula decae més rdpidamente cuando hay regulacién.

En el escenario (2) el pardmetro de retroalimentacién tiene el valor, ¢ = 10, y
la concentracion total de la quinta cinasa es 10 veces mayor que las otras concen-

traciones obteniendose los perfiles de concentracion estacionarios que se muestran

en la gréfica (4.2p).

En este caso los perfiles de concentracion estacionarios correspondientes a los

primeros ciclos de la cascada disminuyen drasticamente como funcién de la dis-
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Figura 4.2: Perfiles de concentracién estacionarios de una cascada con pardmetros cinéticos
v =0,1,m* =1, m" = 1 para diferentes valores del pardmetro de regulacion: a)
pw=1D>b)p=10,c)p=0,1yd)p=0perfiles de concentracién del modelo sin
regulacion.

tancia al interior de la célula mientras que el dltimo ciclo mantiene un perfil de
concentracién estacionario que es favorable, es decir, un alto porcentaje de acti-
vacion cerca de la membrana y penetra al interior de la célula. La cinasa corres-
pondiente al quinto ciclo muestra una concentracién de la enzima activada menor
al 20 %, sin embargo, como su concentracion total es 10 veces mayor esto signifi-
ca que, comparada con el resto, alcanza un perfil favorable para la transduccién.
Debido a que los primeros niveles son fuertemente inhibidos por la cinasa c;, se

sugiere que transcurrido cierto tiempo, despues de la activacién de los receptores,
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los primeros niveles de la cascada no son importantes para la transduccién de la

sefial.

En el escenario (3) el pardmetro de retroalimentacion tiene el valor, ¢ = 0,1y la
concentracion total de la cinasa del quinto ciclo es diez veces menor que las cinasas
de los otros ciclos. Los perfiles de concentraciéon estacionarios se muestran en la
figura (#.2c). donde se observa que éstos difieren en varios aspectos al compararlos

con los obtenidos en los escenarios (1) y (2).

Se encuentra que cuando hay regulacién los primeros cinco niveles tienen per-
files de concentracion similares a los obtenidos en el caso sin regulacién al interior
de la célula, lo que favorece la transduccién de la sefial. El perfil de concentra-
cién normalizada, c;, puede parecer engafioso debido a que, aunque muestra un
perfil de concentracién cercano a la unidad en la posiciéon de la membrana, debe
recordarse que su concentracion total es diez veces menor a la de las demaés, por lo
que en comparacion, transmite una sefial débil y en consecuencia la concentracién

activada de la cinasa cg, es menor al 50 %, como se observa en la figura (4.2f).

Los resultados anteriores para el modelo con regulaciéon muestran que en la re-
gion de concentraciones lejanas a la saturacion de las reacciones los perfiles de con-
centracion de los estados estacionarios de la cascada tienen una menor penetracion
que los correspondientes al modelo sin regulacién, y por otra parte, el porcentaje
de activacién en cada punto al interior de la célula es menor cuando hay regula-
cién. Cuando las concentraciones de las cinasas son iguales al valor K, m* =1y

m! = 1, se obtienen resultados similares.

En lo que sigue se consideran los casos en los que una de las enzimas tiene

una reaccion saturada mientras que la otra tiene una reaccién con concentraciones
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lejanas a la saturacién, casos que corresponden a los cuadrantes (ii) y (iv) de la
tigura (3.5). Se espera encontrar un consenso del parametro p para el que exista
transduccion favorable de la sefial en el modelo de cascada con regulacién negati-

va.

Primero se considera un escenario en donde se tienen concentraciones lejanas
a la saturacioén de las cinasas, m* = 1000, y saturacién de las fosfatasas, m' = 0,5,
—punto que se localiza en el cuadrante (ii)- con un pardmetro de retralimentacion,
v = 1. Los perfiles de concentracién estacionarios se muestran en la figura (#.3p) en
los que se encuentra que se produce transduccién de la sefial. Ademas, se observa
que los perfiles de concentracién de las cinasas correspondientes al primer y tercer

ciclos tienen porcentajes de activacion que son menores que los restantes.

Por otra parte, cuando el parametro de regulacion tienen el valor, ;1 = 10, con
pardmetros cinéticos, m® = 1000, y m’ = 0,5, se obtuvieron los perfiles de concen-
tracion estacionarios que se muestran en la figura (#.3b). Los resultados sugieren
que hay transduccién de la sefial y, como ocurre en la region de valores lejanos a
la saturacion, las cinasas de los cuatro primeros ciclos de la cascada tienen porcen-
tajes de activacion bajos en el interior de la célula, no obstante, la cinasa del sexto

ciclo muestra un perfil de transduccién de la sefial favorable.

En el escenario (3) , cuando el pardmetro de regulacion tienen el valor, 1o = 0,1,
con parametros cinéticos, m* = 1000, y m* = 0,5, se obtuvieron los perfiles de
concentracién estacionarios que se muestran en la figura (#.3c). Como en los casos
anteriores, nuevamente, se encuentra que la transduccién de la sefial es favorable,
aunque el porcentaje de activacién en el sexto ciclo es menor al 70 % debido a la
baja concentracion total de la quinta cinasa y tiene una baja penetracion al interior

de la célula que el caso sin regulacién, figura (4.3d).
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Figura 4.3: Perfiles de concentracién estacionarios de una cascada con pardmetros cinéti-
cos v = 0,1, m* = 1000, m* = 0,5 para diferentes valores del pardmetro de
regulacién: a) p = 1,b) p = 10, ¢) p = 0,1 y d) p = 0 perfiles de concentracién
del modelo sin regulacién.

En el escenario (1) cuando el pardmetro de regulacion tiene el valor p = 1, para
el cuadrante (iv), se obtuvieron los resultados mostrados en la figura (#.4p), donde
en los perfiles de concentracion estacionarios se observa que existe transduccién
de la sefial con las mismas propiedades que se obtuvieron para el cuadrante (ii),
es decir, una concentracién activada menor al 30 % al interior de la célula pra los
dos primeros ciclos, pero un perfil del sexto ciclo comparable con los resultados

del modelo sin regulacién, figura([4.4d).
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Figura 4.4: Perfiles de concentracién estacionarios de una cascada con pardmetros cinéti-
cos v = 0,1, m* = 0,9, m* = 1000 para diferentes valores del pardmetro de
regulacién: a) u = 1,b) p = 10, ¢) p = 0,1 y d) u = 0 perfiles de concentracién
del modelo sin regulacién.

En la figura (4.4b) se muestran los perfiles de concentracién estacionarios cuan-
do el pardmetro de regulacién es, ;1 = 10y v = 0,1 correspondiente al escenario (2)
con pardmetros cinéticos, m® = 0,9 y m’ = 1000 en el cuadrante (iv). Los resultados
sugieren que hay transduccién favorable de la sefial con porcentajes de activacion
bajos para los primeros cuatro ciclos, no obstante, el sexto ciclo tiene un perfil de
concentracién con alto porcentaje de activacién y una longitud de penetracién al

interior de la célula similar a los resultados obtenidos del modelo sin regulacién.
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En la figura ([@.4c) se muestran los perfiles de concentracién estacionarios cuan-
do el parametro de regulacién es, n = 0,1 y v = 0,1 correspondiente al escenario
(3) con pardmetros cinéticos, m® = 0,9 y m’ = 1000 en el cuadrante (iv). La grafica
muestra perfiles de concentracién con las mismas caracteristicas observadas cuan-
do se tienen parametros cinéticos localizados en (ii), es decir, se observa transduc-
cién de la sefial con un porcentaje de activacion bajo para la cinasa correspondiente

al altimo ciclo y una penetracion al interior mas baja que los ciclos que le preceden.

De los resultados anteriores podemos concluir que en todos los casos la trans-
duccién de la sefial es parcialmente favorable, es decir, cumple con la propiedad
de ser un sistema de amplificacién para la sefial por la formacién de gradientes de
concentracion, solo para algtinos ciclos de la cascada dependiendo del pardmetro
de regulacion. La diferencia significativa ocurre en el sexto ciclo. Enel caso, 1 = 0,1,
los resultados muestran que la transduccién de la sefial no es favorable por que no
hay una amplificacién de la sefial recibida del quinto ciclo. Por otra parte, en los
casos, it = 1y oo = 10, el perfil de concentracion de la cinasa correspondiente al sex-
to ciclo es mayor y tiene tiene una longitud de penetracion al interior de la célula
que es también mayor que los ciclos que le preceden. Ademas, los resultados su-
gieren que, en los casos, ;t = 1y u = 10, el consumo de grupos fosfato se reduce de
manera significativa debido a la inhibicién de los primeros niveles que no impide

la transduccidn favorable de la sefial.

Es importante enfatizar que existe evidencia experimental de que la via de
sefializacion MAPK exhibe propiedades de regulacién negativa. En particular se
ha encontrado que, en la cascada compuesta por las proteinas Raf, MEK y ERK,
la proporcién entre sus concentraciones es 1:3:6 en las células COS y de 1:0.7:9 en

los fibloblastos NIH 3T3 [12]. Estas proporciones corresponde al escenario (2) con
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pardmetro de regulacién, ;i = 10, en los que CL” es diez veces mayor a las demas.
Lo anterior sugiere que los resultados obtenidos para este escenario, en relacién al
bajo consumo de grupos fosfato, son consistentes con lo que podria estar ocurrien-

do en la cascada MAPK in vivo.

En esta seccion se estudié en detalle el comportamiento de las concentraciones
estacionarias de las enzimas de los diferentes ciclos de la cascada como funcién
de la posicién en el interior de la célula. Los resultados muestran tres propiedades
de los modelos de cascada con transduccion favorable: (i) en cada nivel la sefial se
amplifica; (ii) la amplificaciéon es debida a la formacién de gradientes de concen-
tracién, atin en el sistema que esta regulado negativamente; y (iii) la cascada con
pardmetro de regulacion, i = 10, muestra lo que podria ser un menor consumo de
energia. En afios recientes se han desarrollado diferentes técnicas de microscopia
para medir la concentracién de las proteinas activada como funcién de su posiciéon
al interior de la célula y se han comprobando las dos primeras propiedades en el

estado estacionario [13].

Para completar el anélisis de los modelos, en el siguiente capitulo se analizaré la
evolucion temporal de la cascada sin regulacién y con regulacién, para tratar de
entender las diferencias principales entre ambos modelos en la formacién de los

perfiles de concentracién estacionarios para los escenarios de transduccién favora-

ble.
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Capitulo 5

Evolucion temporal de la via de

transduccion.

Para entender la dindmica de la cascada antes del estado estacionario es im-
portante e interesante analizar la evolucion temporal de las concentraciones de
proteinas activadas en cada ciclo de la cascada. Con la finalidad de simplificar el
andlisis, se define la concentracion total activada de la proteina al tiempo ¢ en el
nivel n de la cascada al interior de la célula, ¢,(t), como la integral sobre todas las
posiciones al interior de la célula de los perfiles de concentracién reducida, ¢, (z, t),

es decir:

enlt) = /0 (o t) da 5.1)

En el caso de una via de transduccién no regulada se encontré que la concen-
tracién de proteina activada, ¢,(t), tiene un comportamiento monétono creciente
en el tiempo hasta que las concentraciones alcanzan un comportamiento estaciona-

rio sugiriendo que, ¢, (z,t), alcanza sus valores mdximos en el estado estacionario.
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Figura 5.1: Evolucién temporal de la concentraciones, ¢, (t), de cada uno de los ciclos de
la cascada, n = 1,2, ..,6, en la regién de concentraciones lejanas a la saturacion
con, v = 0,1, para diferentes valores del pardmetro de regulacién: a) u = 1, b)
pu=10,¢c) p =0,1yd) = 0evolucién temporal del modelo sin retroalimenta-
cién.

Por lo anterior, el andlisis temporal en el caso sin regulacién no es de mucha im-
portancia, no obstante, con la finalidad de comparar los tiempos de respuesta con
los correspondientes a la via de transduccién con regulacion se analizafan los com-

portamientos de ambas cascadas como funcién del tiempo.

La figura (5.1a) muestra la evoluciéon temporal de las concentraciones totales,
n(t), conn = 1,2,..,6, de cada uno de los ciclos de la cascada en la regién de va-

lores lejanos a la saturacién tanto para las cinasas como para las fosfatasas, con
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v = 0,1,y ¢ = 1, en un intervalo entre 0 < ¢ < 200, tiempo suficientemente lar-
go para el sistema con regulacién en el que las concentraciones totales activadas,
¢,(t), alcanzan un estado estacionario. Comparando ambas gréficas se observa que
la concentracién total activada en cada nivel de la cascada con regulacién es una
fraccién de la intensidad de la sefial —concentracién total- que cuando no hay re-
gulacién, figura (5.1d). También se observa que en la cascada regulada el “estado
transitorio” transcurre en un tiempo menor y que los ciclos que son regulados au-
mentan su fraccién de activacién al principio del proceso, no obstante, despties
de un cierto tiempo, t ~ 5, tal fracciéon disminuye. Es este intervalo en el que la
sefial de regulacion es mas intensa y produce la disminucién de la fosforilacién.
Es decir, las concentraciones, ¢,(t) y ¢3(t) alcanzan su valor mdximo en, ¢t =~ 5y
despties disminuyen debido a la regulacién hasta un estado estacionario en equi-
librio. Sin embargo, los otros niveles de la cascada aumentan monoténicamente
hasta alcanzar su estado estacionario, aunque, el valor estacionario de los perfiles

de concentracién es 50 % menor que en el caso de la cascada sin regulacion.

Enla figura (5.1pb) se muestra la evolucion temporal de los perfiles de concentra-
cién total de cada uno de los ciclos de la cascada en la region lejana a la saturacion
con, v = 0,1, para un valor del pardmetro de regulacion, u = 10. Se observa que los
perfiles de concentracién de los primeros tres ciclos son pequefios, menores que la
unidad, mientras que el correspondiente al quinto alcanza su valor estacionario,
¢5(t) = 2, a partir del tiempo, ¢ ~ 15, sugiriendo la transmision robusta de la sefial.
No obstante, el perfil de concentracién del sexto ciclo aumenta monoténicamente
en el intervalo de tiempo considerado y parece que alcanza su estado estaciona-
rio para tiempos mayores que 200 —similar al de la cascada sin regulacién— con un

porcentaje de concentracién activada alto, aproximadamente cinco veces el valor
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de la concentracién del quinto ciclo. Esto sugiere que la alta concentraciéon de la
quinta cinasa compensa la inhibicién de los primeros ciclos de la cascada. En la
figura (5.1k) se muestran el caso, 1 = 0,1, en el que los perfiles de concentracién
total activada de los primeros tres ciclos son relativamente pequefios, ¢, < 3, con,
n = 1,2, 3, similar al caso sin regulacién negativa, esto se debe a que la concentra-
cién del quinto ciclo, ¢;, de la proteina activada es menor a las demés y su tasa de
desactivacion para las cinasas, c; y cs, es baja. Se observa que alcanzan su estado

estacionario en un tiempo ¢ ~ 70, més rdpido que en el modelo sin regulacién.

En lo que sigue se analizard la evolucion temporal de la cascada no regulada y
regulada cuando la concentracion de los sustratos es igual a K. En la figura (5.2p)
se muestran los perfiles de concentracion total, ¢, (t) de la cascada con regulacién,
comparada con los perfiles del modelo sin regulacion (5.2d), obtenidos con los si-
guientes valores de los pardmetros cinéticos,(m® = 1,m* = 1), que corresponden
al caso en el que las concentraciones de las cinasas son iguales al valor K. La
concentracion, ¢,(t), de la cascada sin retroalimentacion muestra que la concen-
tracion activada en el nivel n, al interior de la célula, crece monténicamente hasta
alcanzar el estado estacionario. Los primeros ciclos alcanzan el estado estaciona-
rio mds rdpido comparados con los tltimos, en particular el sexto ciclo es el que
tarda mds, requiriendo del orden de ¢t > 200 unidades de tiempo reducidas. En
comparacion, se observa que los niveles de la cascada con regulacién alcanzan el
estado estacionario en tiempos mds cortos, los primeros ciclos requieren de apro-
ximadamente, ¢ > 70, mientras que el sexto ciclo requiere de ¢ ~ 130 unidades
de tiempo. Ademads se observa que los efectos de regulacién, —decrecimiento de la
concentracién despuies del méximo y antes de alcanzar el estado estacionario—, en

los primeros ciclos ocurren en tiempos del orden de, ¢ < 20, mientras que en los
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Figura 5.2: Evolucion temporal de la concentraciones, ¢,(t), de cada uno de los ciclos de la
cascada, n = 1,2, ..,6, con pardmetros cinéticos, v = 0,1, m* =1, mt =1, para
diferentes valores del parametro de regulacién: a) p =1,b) p =10,c) p=0,1y
d) 1 = 0 evolucién temporal del modelo sin retroalimentacion.

dos ultimos ciclos los efectos de la regulacion se presentan para tiempos, ¢t > 30.

Por otra parte, en la figura (5.2b) se muestran los perfiles de concentracion,

¢, (t), en el caso en que el parametro de regulacicon es, y = 10, que corresponde

al caso en el que la concentracion total de la quinta cinasa en diez veces mayor

que las demds. Se observa que las concentraciones totales activadas de los cinco

primeros ciclos al interior de la célula, ¢,(t), alcanzan un maximo después del cual

decaen hasta alcanzar el estado estacionario de baja concentracién. No obstante,
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la concentracién del sexto nivel, é(t), aumenta rapidamente durante las primeras
t = 60 unidades de tiempo para posteriormente mostrar un creciemiento lento y

alcanzar su estado estacionario para tiempos ¢ > 200 unidades.

La evolucion temporal de las concentraciones, ¢, (t), cuando el pardmetro de re-
gulacion tiene el valor, 1 = 0,1, que corresponde a la situacién en que la concentra-
cién total de la quinta cinasa, Ct”, es diez veces menor que las demds, se muestran
en la figura (5.2c). En esta grafica se observa que la regulacién no produce “estado
transitorio” alguno con concentracién activada mayor que el estado estacionario.
Es decir, conforme transcurre el tiempo aumentan monoténicamente hasta alcan-
zar su valor estacionario favorable para la transduccién, comportamiento andlogo
al caso de una cascada sin regulacion. Este resultado sugiere que la regulacién no
tiene gran influencia debido a la baja concentracién total de la cinasa del quinto

ciclo comparada con el resto.

De los resultados anteriores se deduce que la evolucién temporal de los per-
files de concentracion total activada en cada uno de los niveles de la cascada sin
regulacion tienen valores mds grandes que los correspondientes a la cascada con
regulacién, por otra parte el estado transitorio de la cascada con retroalimentacién
es menor al de la cascada sin regulacion. Se observa que la evoluciéon temporal del
primer modelo, cascada sin regulacién, es monotonicamente creciente para todos
los escenarios de transducciéon favorable, alcanzando sus valores maximos en el
estado estacionario. El anélisis subsecuente se enfocara especificamente en el mo-
delo con regulacién, mostrando que esta regla del primero modelo no se cumple

para la cascada con retroalimentacién negativa.

En la grafica (5.3p) se muestran los resultados de la evoluciéon temporal de las

concentraciones totales, ¢,(t), cuando v = 0,1 y con valores de los pardmetros
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Figura 5.3: Evolucion temporal de la concentraciones, ¢, (t), de cada uno de los ciclos de la
cascada, n = 1,2,..,6, con pardmetros cinéticos, v = 0,1, m® = 1000, m* = 0,5,
para diferentes valores del pardmetro de regulacién: a) p = 1, b) o = 10, ¢)
1 =0,1yd)p = 0evoluciéon temporal del modelo sin retroalimentacion.

cinéticos, m* = 1000 y m’ = 0,5, y pardmetro de regulacion, ;1 = 1. Estos valo-
res de los pardmetros cinéticos se localizan en el cuadrante (ii) de la figura y
representan cascadas con concentraciones de las cinasas lejanas a la saturacién y
reaccion saturada de las fosfatasas. La grafica muestra la evoluciéon temporal de la
concentracion total de las cinasas, é,(t), de los ciclos regulados. Se observa que pa-
ra tiempos, t < 30, las concentraciones totales aumentan monotonicamente hasta

alcanzar su valor estacionario para ¢ > 30.
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En la grafica (5.3p) se muestran los perfiles de concentracién cuando el pardme-
tro de regulacion es, u = 10, para valores de los pardmetros cinéticos localizados
en el cuadrante (ii) de la figura que corresponden a situaciones en las que las
concentraciones de las cinasas tienen valores lejanos a la saturacion y la reaccién de
las fosfatasas es saturadas. Se encuentra que la evoluciéon temporal de las concen-
traciones totales de las cinasas de los cuatro primeros ciclos son pequends compa-
radas con las del quinto y sexto ciclo y su comportamiento es tal que aumentan en
el transcurso del tiempo hasta alcanzar un maximo a tiempos relativamente cortos
para desptes disminuir monoténicamente a un valor muy pequefio. El perfil de
concentracién de la cinasa del quinto ciclo presenta un comportamiento similar al
anterior excepto que alcanza su valor mdximo en un tiempo que es aproximada-
mente cinco veces mds grande que el que tarda en ocurrir el maximo en los ciclos
anteriores, para depues alcanzar su estado estacionario. A diferencia de lo anterior,
el comportamiento de la concentracion de la cinasa correspondiente al sexto ciclo
aumenta monoténicamente al transcurrir el tiempo alcanzando su valor méximo

en el estado estacionario para tiempos muy largos, ¢t > 200.

En la gréfica (5.3k) se muestra la evolucién temporal de las concentraciones to-
tales activadas, ¢, (), con parametros cinéticos, v = 0,1, m* = 1000 y m' = 0,5, en
el cuadrante (ii) y con parametro de regulacién, 1 = 0,1. Se observa que en los pri-
meros cuatro ciclos las concentraciones de las cinasas aumentan y los efectos de la
regulacion son casi imperceptibles. La concentracién de la cinasa correspondiente
al quinto ciclo aumenta monoténicamente y es mayor que las concentraciones de
las cinasas de los otros ciclos, sin embargo, éste resultado es aparente ya que su
concentracion total es diez veces menor a las demads y por lo tanto, su porcentaje

de activacién es mucho mayor. El sexto ciclo alcanza el estado estacionario en un
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tiempo mayor que los ciclos que le preceden.
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Figura 5.4: Evolucion temporal de la concentraciones, ¢, (t), de cada uno de los ciclos de la
cascada, n = 1,2, ..,6, con pardmetros cinéticos, v = 0,1, m® = 0,9, m’ = 1000,
para diferentes valores del pardmetro de regulacién: a) p = 1, b) . = 10, ¢)
= 0,1yd) pu = 0 evolucién temporal del modelo sin retroalimentacién.

La evolucion temporal de los perfiles de concentracién totales de cada ciclo en
la grafica ) son para valores de los pardmetros cinéticos, m* = 0,9y m! = 1000,
localizados en el cuadrante (iv), con v = 0,1, y pardmetro de regulaciéon 1 = 1.
Estos valores representan escenarios en los que las cinasas estdn saturadas y las
fosfatasas tienen valores de raccion lejanos de la saturacién. Se observa que los va-

lores de ¢,(t) de los primeros cinco ciclos aumentan al transcurrir el tiempo hasta
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alcanzar un maximo a tiempos relativamente cortos en el intervalo, 10 < ¢ < 30.
Para tiempos mayores los primeros tres decaen a un valor pequefio cercano a cero,
mientras que los ciclos cuatro y cinco disminuyen ligeramente hasta alcanzar su
estado estacionario para tiempos mayores que ¢ = 40. A diferencia de los otros
ciclos, la concentracién del sexto ciclo aumenta monoténicamente y alcanza el es-

tado estacionario, ¢¢ ~ 5, para tiempos, ¢ > 50.

Por otra parte, en la figura (5.4b) se muestra el comportamiento de los perfi-
les de concentracién para un valor del parametro de regulacién, ¢ = 10 y con los
mismos pardmetros cinéticos, v = 0,1, m* = 0,9 y m* = 1000. Se observa que
las concentraciones de las cinasas de los primeros cinco clclos se inhiben répida-
mente, alcanzan su valor méaximo, ¢, < 1, (n = 1,2,3,4,5) para tiempos ¢ < 15
y despties decrecen en forma importante hasta alcanzar su estado estacionario. A
diferencia de este comportamiento, la concentracion de la cinasa del ciclo seis cre-
ce monoténicamente alcanzando su estado estacionario, ¢ ~ 6 para t > 200. Este
resultado es similar al que se obtuvo anteriormente para valores analogos de los

pardmetros cinéticos, m® y m'.

Finalmente, cuando el pardmetro de regulacién es pequefio, 1 = 0,1, y los
pardmetros cinéticos son los mismos que en los casos anteriores, m® = 0,9 y m’ =
1000, —en el cuadrante (iv)-, y v = 0,1, se obtuvieron los resultados que se mues-
tran en la gréfica (5.4c). Se observa que las concentraciones de las cinasas de los
seis ciclos aumentan monoténicamente hasta alcanzar un estado estacionario casi
sin poder percibirse los efectos de los terminos de regulacién. Como en ningun
se presenta un maximo diferente del estado estacionario, el caso del parametro,
i = 0,1 es cercano al caso sin regulacion, excepto en el sexto ciclo para el cual

su concentracion total activada estd reducida debido a la baja concentraciéon de la
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quinta cinasa. Por lo que esta regulacion en particular afecta la transduccién en el

ultimo ciclo.

El andlisis de la evolucién temporal de las concentraciones totales activadas,
¢n(t), sugiere que, en el caso sin regulacion, los perfiles de concentracién en el es-
tado estacionario representan valores maximos para la cascada, mientras que en
el caso con regulacién se puede presentar un valor méximo antes del estado es-
tacionario a diferentes tiempo para los primeros ciclos de la cascada. Ademas, se
observa que el estado transitorio es de corta duracién principalmente para los pri-
mero cinco ciclos de la cascada. Particularmente, los resultados correspondientes
a los casos de regulacién (1), ¢ = 1, y (2), p = 10, muestran que a pesar de un
bajo porcentaje de activacion de cinasas en los primeros ciclos hay una propaga-
cién favorable de la sefial en los dltimos ciclos de la cascada lo que sugiere que el

consumo de energia es menor que en la cascada sin regulacion.
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Capitulo 6

Conclusiones

Del modelo sin retroalimentacién se obtiene una relacién de los pardmetros,
v, m*, m' y de la concentraciéon denomida de meseta para los ultimos niveles de
la cascada. Esta determina perfiles de concentraciéon de transduccién favorable,
vistos en el estado estacionario, t = 10,000, en las diferentes regiones de concen-
tracion respecto al valor K, para ambas enzimas. Unicamente, esta relacién no es
valida en en la region (III) donde la aproximacién de los pardmetros da una ecua-
cién inestable que tiene como resultado soluciones a las ecuaciones diferenciales

que no estdn determinadas de manera univoca.

Al incluir al modelo los terminos de regulacién negativa, en general, se obtie-
nen resultados identificados con transduccion favorable de la sefial para las mis-
mas regiones de concentracién en las que el primer modelo presenta esta cuali-
dad. Se deducen de las ecuaciones tres tipos de regulacion asociados al valor del
parametro, p, a saber: (i) ¢ = 1, (if) 4 > 1y (iii) 4 < 1. De los tres escenarios de
regulacién, analizados para las diferentes regiones de concentracién, en el caso,
it = 1, se observa una disminucién de las concentraciones activadas, ¢; y ¢5, con

un alcance, al interior de la célula, similar al de la cascada sin regulacién; el caso,
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i = 10, muestra una disminucién significativa de las concentraciones activadas, c,,
de todas las proteinas en la cascada, excepto en el sexto ciclo, el cual tiene un perfil
de transduccién favorable en su penetracién hacia el nicleo en todas las regiones
de transduccién del modelo inicial; finalmente, en el caso, u = 0,1, se ven perfiles
similares al caso sin regulacién, ¢ = 0, para los primeros cinco ciclos, sin embargo,
la concentracion activada del sexto nivel muestra un perfil poco favorable para la

transmision de la sefial a su objetivo en el ntcleo.

La informacién experimental de la via de sefializacion MAPK con regulacién
muestra que las proteinas Raf:MEK:ERK tienen una proporcién entre sus concen-
traciones de 1:3:6 en células COS y de 1:0.7:9 en los fibroblastos NIH 3T3 [12]. Esta
proporcién es similar al modelo con un pardmetro p = 10, el cual sugiere una trans-
duccién favorable de la sefial con un consumo menor de energia que la cascada sin

regulacién.

El analisis de la evoluciéon temporal del modelo sin retroalimentacién muestra
que el estado transitorio es de corta duracién y en él se desarrolla un crecimiento
monotonico de las concentraciones activadas hasta alcanzar el estado estacionario,
el cual es de valor méximo y por lo tanto, de mayor alcance al interior de la célu-
la. De la evolucién temporal del modelo con retroalimentacion se deduce que las
concentraciones totales activadas al interior de la célula pueden alcanzar un valor
maximo, durante el estado transitorio, que es mayor al estado estacionario, esto
es debido a la influencia de los terminos de retroalimentacién que a cierto tiempo
se vuelven més intensos, aniquilando la sefial de los ciclo regulados. Estos valores
maximos en el estado transitorio podrian ser importantes para el incremento acele-
rado de la sefial en los ultimos ciclos, la cual, pasado ese tiempo, puede sostenerse

en el estado estacionario.
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Apéndice I

Solucidn estacionaria del primer ciclo.

Las ecuaciones diferenciales parciales que conforman el modelo de cascada de
seis ciclos, con la cinética de Michaelis-Menten, son no lineales. Sin embargo, en
el estado estacionario, la primera ecuacién puede resolverse analiticamente en la
regién de concentraciones de los sustratos lejanas a la saturacién. El problema se
reduce a una ecuacién de segundo orden con condiciones de frontera de tipo Neu-

mann y se reescribe en la ecuacién[6.1|como:

d*c ;
0= D%; — kie, 6.1)
Oc "
Daa_; =0 = —ki(1—c1)
C1
D— |, = 0
ox o=t

La solucién a la ecuacién resulta de la suma de dos exponenciales de la

forma:
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ci(x) = Ae*™ + Be™ (6.2)

Donde el valor parametro a —que tiene unidades de longitud inversa- se obtie-
ne al sustituir la solucién[6.2en la ecuacioén diferencial [p.1} La longitud caracteristi-
ca o~ ! que depende del cociente entre el coeficiente de difusién, D, y la constante
cinética, k°, representa la distancia a la cual la contribucién de la exponencial es
1/e, con e = 2,71828183.

Asi pues, la longitud caracteristica o' se expresa como,

(6.3)

Aplicando a la condicién de frontera en el punto z = L, se obtiene la siguiente
relacion entre los coeficientes Ay B.
B = Ae* (6.4)

Evaluando en la frontera = = 0, que corresponde al punto en la membrana, se

obtiene el valor algebraico del coeficiente A,

k® 1
A= 6.5
(ka—Da)l—l—ne?L (65)
donde 7 se expresa como:
_ k"+ Da
7= ko~ Da
Por lo tanto, la solucién analitica a la ecuacién diferencial es,
k@ T + 62Lefo¢:c
- 6.6
C1 (l’) (ka . DO{) 1+ 7]€2L ( )
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