
UNIVERSIDAD NACIONAL
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TRANSDUCCIÓN CELULAR MAP CINASA GENERADA POR

GRADIENTES DE CONCENTRACIÓN DE PROTEÍNAS
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Resumen

El estudio de los sistemas de señalización celular ha sido desarrollado en los

últimos años usando un enfoque matemático cuantitativo, en el que se considera

que al interior de la célula el transporte pası́vo de las proteı́nas ocurre mediante

difusión. Con esta idea se ha estudiado la dinámica espacio-temporal y los esta-

dos estacionarios de las concentraciones de fosfo-proteı́nas para diferentes tipos

de señales de entrada. Recientemente, Muñoz-Garcı́a y colaboradores (2010) han

propuesto y analizado un sistema de ecuaciones de reacción-difusión que simula

la dinámica espacio-temporal de una cascada con N módulos en una dimensión

espacial. No obstante, su modelo no considera términos de regulación que están

presentes en las cascada de señalización reales. En esta tesis se analiza un mode-

lo de seis ciclos, pensando en la cascada MAP Cinasa, en el que se incluyen dos

términos de regulación negativa ejercidos por la cinasa ERK que actúan sobre dos

componenetes, SOS y Raf, rı́o arriba en la cascada. Se analizan tres regı́menes de-

finidos por los valores del parámetro de regulación enzimática: (i) µ < 1, (ii) µ = 1

y (iii) µ > 1. Se concluye que el escenario más favorable para que ocurra la trans-

ducción de la señal al núcleo es cuando, µ = 10, que se puede relacionar con un

consumo óptimo de energı́a. Este resultado es consistente con observaciones expe-

rimentales en células COS donde la concentración de ERK es seis veces mayor a la

concentración de la cinasa Raf.
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Capı́tulo 1

Introducción.

La célula es la unidad fundamental de la vida, capaz de reproducirse, despla-

zarse, crecer, sensar el medio que la rodea, y responder a estı́mulos. Todos estos

procesos los realiza a través de reacciones bioquı́micas especı́ficas en una secuen-

cia precisa, eficaz y eficiente, que han sido seleccionadas durante el proceso de

evolución, a través de millones de años. Las macromoléculas que participan en es-

tos procesos –y la más abundantes al interior de la célula– son las proteı́nas, que

están compuestas por cadenas de aminoácidos que conforman un polipéptido en

una combinación única formada de 20 posibles residuos en todos los organismos.

Estas cadenas toman una forma tridimensional especı́fica guiada por las fuerzas

de atracción, repulsión y entrópicas entre los átomos de los residuos que las com-

ponen. Es ası́ como todos los organismos vivos forman una gama amplia de pro-

ductos tales como enzimas, hormonas, anticuerpos, transportadores, antibióticos,

y un gran numero de sustancias con actividades biológicas diversas [1].

En un contexto fisiológico, es en la célula donde ocurren todos los procesos

básicos de la vida a nivel molecular y provee un sistema de referencia tanto en

espacio como en tiempo que permite integrar y describir las diferentes familias de
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proteı́nas, la composición genética, examinar el nivel de transcripción de los men-

sajeros ribonucleicos ası́ como obtener la información biofı́sica y bioquı́mica de las

moléculas de las que están hechos los seres vivos. Las células tienen diferentes for-

mas y tamaños, y en organismos multicelulares realizan una función especı́fica, por

lo que se pueden clasificar en muchas clases o tipos. No obstante, todas las células

eucariotas tienen algunas partes en común como son: la membrana, el citoplasma y

el núcleo. La membrana celular es una membrana delgada semi-permeable consti-

tuida por lı́pidos y proteı́nas que contienen al citoplasma de la célula manteniendo

todas sus partes internas integradas y controla el paso de moléculas hacia adentro

y hacia afuera de ella. También sirve como base del citoesqueleto en algunos orga-

nismos o como pared celular en otros, contribuyendo a darle forma y plasticidad.

El citoplasma esta formado principalmente de agua y contiene enzimas, sales, y

varias otras moléculas orgánicas, y en células eucariotas contiene algunos organe-

los tales como la mitocondria y los ribosomas. Dentro del citoplasma también se

localiza el citoesqueleto que da forma y platicidad a la estructura de la célula. El

núcleo de la células eucariotas contienen el ADN, el material genético de la célula.

El ADN contiene la información necesaria para direccionar una gran variedad de

tareas de sı́ntesis que realiza la célula como parte básica del proceso de la vida, in-

cluyendo el proceso de reproducción. En especial, las enzimas son los componen-

tes fundamentales que catalizan a las reacciones quı́micas al interior de la célula.

Las enzimas son proteı́nas o complejos proteı́nicos, en ocasiones combinados con

iones metálicos y/o moléculas simples denominadas cofactores. Las enzimas tie-

nen varias partes especializadas para interactuar con los sustratos, por ejemplo, los

sitios activos, los sitios de regulación y los sitios de unión covalente. El sitio activo,

tiene la conformación estructural necesaria para la unión con su sustrato y tiene las

propiedades electroquı́micas apropiadas para lograr que ocurra una reacción bio-
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quı́mica especı́fica en el interior de la célula. La combinación de aminoácidos única

que conforma una proteı́na está codificada en el material genético de la célula, y

la transcripción y la traducción de esta información se realiza a partir de comple-

jos proteı́nicos que interactúan con el ADN. Las interacciones entre el ADN y las

proteı́nas han evolucionado para responder a los cambios de concentración de al-

gunos complejos quı́micos vitales o señalizadores tanto en el interior como en el

exterior de cada célula.

La transducción de señales del medio extracelular al interior de la célula se ori-

gina en la membrana celular en cuya superficie se localiza una gran cantidad de

diferentes proteı́nas receptoras. Estos receptores están especializados para recono-

cer señales bioquı́micas extracelulares especı́ficas, –ligandos–, como son: hormo-

nas, factores de crecimiento, nutrientes, etcétera. La función de los receptores es de

reconocer y unirse eventualmente a moléculas que se localizan en el exterior de la

célula para generar una señalización interna que produzca una respuesta especı́fi-

ca. La especificidad entre receptor y ligando es debida a una complementariedad

estructural que es mediada por fuerzas de Van der Waals. La unión con el ligando

induce la activación del dominio efector, que se une con el siguiente elemento en

el proceso de señalización. Dependiendo del dominio efector, ésta unión puede ser

covalente o no covalente. Los tres tipos de receptores más comunes son [2]:

Recepetores acoplados GTPasa: Tienen una estructura caracterı́stica de siete

dominios transmembranales y se activan a través de la vı́a de transducción

de proteı́na G, que produce segundos mensajeros.

Receptores acopladas a proteı́na Cinasa o Fosfatasa . Se encuentran al me-

nos como dı́meros, y se activan unos a otros por trans-autofosforilación o

-defosforilación. Existen tres tipos de receptores cinasa:
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• Histidina cinasa, que se encuentra principalmente en células procario-

tas.

• Cinasa Serina/Treonina, abundante en todos los organismos.

• Cinasa Tirosina, que hasta ahora se ha encontrado solamente en células

animales.

Receptores acoplados a canales iónicos. Tienen uno o más sitios de unión y

se encuentran tanto en células eucariotas como procariotas.

La presencia de un “ligando” en el medio extracelular se transmite al interior de

la célula a través de un cambio en la conformación de la proteı́na receptora, proceso

que ocurre en una escala de longitud nanométrica. La información codificada en el

cambio de la conformación de la proteı́na receptora debe transmitirse en la escala

de longitud del tamaño de las células que es del orden de micrómetros.

Para que sea posible la amplificación y la transmisión de la señal al interior

de la célula debe ocurrir un “mecanismo de acoplamiento” de estas dos escalas

de longitud: la formación de una vı́a de transducción celular, que consiste de una

serie de “reacciones quı́micas en cascada” localizadas al interior de la célula, que

ocurren como consecuencia del movimiento molecular. En algunas vı́as de señali-

zación, los procesos de amplificación y transmisión de la señal ocurren cuando el

receptor activado, mediante la acción de un ligando, cataliza la activación de mu-

chas moléculas de una segunda enzima, y cada una de las cuales activa a muchas

moléculas de una tercera enzima, y ası́ sucesivamente [1]. El mecanismo básico de

este proceso de transmisión de la señal bioquı́mica es la activación de la molécu-

la A que activa a la molécula B la que activa una molécula C, etc., mediante un

mecanismo de transporte molecular que en el caso más simple es un proceso de
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difusión. A este proceso de transmisión de la señal se le denomina transducción

celular. Los tipos de modificación para la activación de las proteı́nas son: por fos-

forilación, por oxidación, por metilación, por acetilación o por defosforilación, pro-

cesos que ocurren en uno o más residuos de una enzima [3]. En el caso más común

es la fosforilación de proteı́nas en la que las cinasas y fosfatasas producen la acti-

vación y desactivación de proteı́nas, adhiriendo o removiendo un grupo fosfato,

respectivamente. Las células animales expresan un número enorme de proteı́nas

cinasas que son responsables de la fosforilación como mecanismo de transmisión.

Existen series de cinasas que se fosforilan unas a otras para establecer la cascada

de señalización [3].

En un mamı́fero tı́pico se han identificado más de 100 señales moleculares ex-

tracelulares que se transmiten al interior de la célula a través de diversas vı́as de

transducción de la señal para que ésta llegue a su objetivo final, que puede ser

el núcleo celular o algun objetivo en el citoplasma. Entre las vı́as que llegan al

núcleo, existe una familia altamente conservada entre los Receptores Tirosina Ci-

nasa (RTK, por sus siglas en inglés), que es la activación de la vı́a de transducción

MAP Cinasa, mitógeno activado por proteı́na cinasa, (MAPK, por sus siglas en

inglés). La MAP Cinasa puede fosforilar diferentes proteı́nas, incluyendo factores

de transcripción que regulan la expresión de ciclos celulares importantes ası́ como

proteı́nas de diferenciación especifica [4]. Hasta ahora se han identificado cinco

distintas cascadas de señalización MAPK y se han denominada de acuerdo a las

componentes en cada nivel de la cascada MAPK [2]. Estas cascadas son:

Cinasa regulada por señal extracelular (ERK)

Cinasa Jun N-terminal (JNK)
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p38MAPK

Gran MAPK también conocida como ERK5

ERK7

La activación de la vı́a ERK/MAPK ocurre mediante una cascada de fosforila-

ción de proteı́nas cinasa que operan en una secuencia posterior a la activación de la

subfamilia “Sarcoma de Rata” (Ras, por sus siglas en inglés ) . La activación de esta

cascada en dos células diferentes que dependiendo de la especificidad de la célu-

la puede conducir a respuestas similares o totalmente diferentes; de igual modo,

ligandos diferentes pueden activar la misma cascada ERK en algunas células.

Figura 1.1: Esquema de la activación de la cascada de señalizacón MAP Cinasa.

En la figura (1.1) se muestra el esquema de activación de la cascada MAPK. En

el primer ciclo o módulo, se activa Ras mediante el intercambio de GDP por GTP,
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en el segundo ciclo, la molécula activa de Ras, Ras-GTP se une a la Terminal N del

dominio regulatorio de Raf activando la molécula. En el tercer ciclo, el proceso de

hidrólisis de Ras-GTP a Ras-GDP libera la molécula de Raf activada, la que en el

ciclo siguiente, cuarto ciclo, fosforila y ası́ activa la proteı́na MEK. Posteriormente

en el quinto ciclo, la molécula MEK activada fosforı́la y activa de esta forma a la

cinasa, MAPK. Finalmente, en el sexto ciclo, la forma dimérica de la cinasa MAPK

se transporta al núcleo donde fosforila diferentes proteı́nas, incluyendo factores de

transcripción nuclear, que definen la respuesta celular [4].

En algunos casos, diferentes niveles de una cascada se cruzan o interconectan

con las componentes de otras cascadas regulando la señal de la vı́a de transducción

de interés, de manera positiva o negativa. La regulación mutua de dos componen-

tes se denomina retroalimentación y puede ser positiva, si contribuye a aumen-

tar la concentración de alguna de las componentes de la cascada, o bien, puede

ser negativa si contribuye a disminuir la concentración de alguna de las compo-

nentes de la cascada. La regulación más común que se observa en las células es

la retroalimentación negativa tanto en sus vı́as metabólicas como en las cascadas

de señalización multienzimática. Algunos ejemplos de mecanismos de regulación

negativa que se oponen a la propagación de la señal son: las fosfatasas MKP-1,

MKP-2, MKP-3 y PAC-1 que catalizan la desactivación de la cascada ERK por des-

fosforilación. Es importante notar que la mayorı́a de los procesos de señalización

son muy complicados debido a la comunicación entre las vı́as de señalización , lo

que se conoce como una ”red de transducción celular.”

De acuerdo con lo anterior, la determinación de las propiedades in vivo de las

biomoléculas, en particular de las proteı́nas, es un paso crucial para analizar sus

funciones y descubrir los mecanismos involucrados en los diferentes procesos ce-
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lulares. La movilidad de las proteı́nas en general es muy heterogénea, tanto en su

localización espacial como temporal. Debido a ésto se requieren diferentes méto-

dos de microscopı́a de alta resolución para obtener un mapa de la distribución

y movilidad de las proteı́nas en la célula. El análisis de las fluctuaciones de las

concentraciones locales mediante diferentes métodos de microscopı́a fluorescente

provee información relacionada con la movilidad de las moléculas marcadas, sus

propiedades de difusión y sus concentraciones absolutas lo que permite la cuanti-

ficación de la dinámica espacio-temporal de los procesos de transducción celular.

La dinámica temporal y el estado estacionario de las concentraciones de señaliza-

ción por simulaciónes computacionales ha sido extensamente analizado, iniciando

con la simulación numérica de Stadman y Chock [5], y seguidos por una explo-

ración teórica de las respuestas de los estados estacionarios de entrada y salida

por un ciclo de sañalización realizada por Goldbeter y Koshland [6]. La distribu-

ción espacial de proteinas en una cascada de sañalización del tipo MAP Cinasa

ha sido estudiada matemática y computacionalmente por Muñoz-Garcı́a y colabo-

radores [7], mostrando que una cascada de proteinas cinasa forma gradientes de

concentraciónes que podrian ser relevantes para la división celular. Sin embargo,

en su modelo propuesto no considera mecanismos de retroalimentación, algunos

observados in vivo [8].

La señalización celular, al igual que otros entes biológicos, han desarrollado

mecanismos de retroalimentación, de prevención y de restauración que los man-

tienen en un estado optimo de funcionamiento– homeostasis–. Una cascada sin

mecanismos de desactivación puede promover la proliferación celular desmedi-

da asociada a enfermedades como el cancer; y una regulación con mecanismos de

desactivación excesiva puede aniquilar las señales externas impidiendo la comu-
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nicación. Por lo tanto los mecanismo de regulación deben promover que la cascada

de señalización se mantenga en un estado homeostático, y que se pueda transmitir

de manera eficiente. En la célula se han estudiado extensamente los mecanismo

de regulación existentes en los procesos metabólicos y se han observado estos me-

canismos en algunas vı́as de señalización. Las moléculas que componen una vı́a

de señalización son reguladas por la concentración de sustancias o la expresión

genetica influenciada por una molécula de la misma vı́a o de una diferente.

El objetivo de esta tesis, es desarrollar un modelo cuantitativo que describa la

dinámica espacio-temporal de una cascada de transducción celular con seis ciclos

de modificacion covalente con un mecanismo de retroalimentación negativa. Cada

ciclo corresponde a la concentración de una de las componenets de la MAP Cina-

sa, el sexto simula la activación de un factor de transcripción que es fosforilado

por la proteı́na MAPK. Primero se analiza el modelo sin retroalimentación, simi-

lar al modelo introducido por Muñoz-Garcı́a y colaboradores [7], para estudiar las

condiciones bajo las que ocurre transmisión de la señal en los tres casos de con-

centraciones: menores al valor de KM , es decir, en la región no-saturada, iguales al

valor de KM y en el caso de saturación enzimática, valores de las concentraciones

mucho mayores a KM . Posteriormente se incluye en el modelo el término de regu-

lación o retroalimentación negativa entre las proteı́nas cinasa. Esto es similar al de

un dispositivo electrónico en el que la corriente de salida regula la corriente de en-

trada, eliminando el ruido de entrada, haciendo mas robusta la señal. El sistema de

ecuaciones acopladas de reacción-difusión se resuelve numéricamente usando ru-

tinas de la biblioteca IMSL y el código del programa se escribe en lenguaje Fortran

90.
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Capı́tulo 2

Modelo Cuantitativo de una vı́a de

transducción celular.

En esta tesis se plantea un modelo matemático simplificado en donde el movi-

miento molecular ocurre mediante la difusión de proteı́nas y se analiza en detalle

la dinámica espacio-temporal de una vı́a de transducción compuesta de seis ciclos

básicos. Cada ciclo consiste de una enzima “activadora” que cambia la conforma-

ción de la proteı́na que lleva la señal codificada y de otra enzima “inhibidora”

que al encontrarse con la proteı́na “activada” la regresa a su estado de confor-

mación original, en donde se ignoran los efectos de sı́ntesis, degradación y se-

cuestro de proteinas. Especı́ficamente se propone un conjunto de ecuaciones de

reacción-difusión para describir el comportamiento de la concentración como una

función de las coordenadas espaciales y del tiempo. El ejemplo tı́pico de esta vı́a

de transducción o señalización celular lo constituye el proceso de fosforilación-

defosforilación de una proteı́na, presente en la mayorı́a de los procesos de trans-

ducción celular. El proceso de fosforilación consiste en la adición de fosfato a una

molécula orgánica, por ejemplo, la fosforilación puede consistir en la adición de
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fosfato al ADP (difosfato de adenosina) para producir ATP (trifosfato de adeno-

sina). La fosforilación se realiza mediante la acción de enzimas conocidas como

cinasas. Por otra parte, el proceso de defosforilación consiste en la remoción del

grupo fosfato de la molécula orgánica mediante el proceso de hidrólisis.

En la siguiente subsección se presenta el modelo matemático considerando que

las enzimas se transportan dentro de la célula medante difusión. También se in-

troducen términos que describen las reacciones enzimaticas de activación e inhibi-

ción. El sistema de ecuaciones resultante se denomina de ”Reacción-Difusión”.

2.1. Ecuaciónes de Reacción-Difusión.

Un sistema de ecuaciones de Reacción-Difusión describe la difusión de diferen-

tes especies moleculares localizadas dentro de un volumen V , incluyendo términos

que describen la cinética de las posibles reacciones quı́micas entre diferentes espe-

cies moleculares. La concentración de la especie i, Ci(~r, t), representa la cantidad

de moléculas, Ni, de la especie i, en la posición ~r, al tiempo t, dentro del volu-

men V y se define como: Ci = Ni/V . Formalmente un sistema de ecuaciones de

reacción-difusión se escribe como:

∂Ci
∂t

= Di
~∇2Ci + Fi(C1, ..., Cn), i = 1, 2, ....., n, (2.1)

donde Di representa el coeficiente de difusión de la especie i y tiene un valor

positivo. Este es un conjunto de n ecuaciones diferenciales parciales acopladas en

la variable Ci(~r, t), donde Fn(C1, ..., Cn) es una función que depende de las con-

centraciones de cada especie molecular, Ci, y es una medida de la tasa a la cual la

especie i se crea o se destruye debido a las reacciones quı́micas entre diferentes es-
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pecies [9]. Suponiendo que cada especie molecular satisface la ley de Fick de forma

independiente de las otras especies, se puede escribir una relación para del flujo,

~Ji, de cada especie.

~Ji = −Di
~∇Ci (2.2)

Aplicando el teorema de la divergencia se obtiene la ecuación de la conserva-

ción de masa de la especie i:

∂Ci
∂t

= −~∇ · ~Ji + Fi(C1, ..., Cn). (2.3)

Para analizar la dinámica espacio-temporal de las concentraciones de las pro-

teı́nas que participan en la vı́a de señalizacón célular se escribiran las ecuaciones

cinéticas especı́ficas para la proteı́na activada y para la inhibida o desactivada de

acuerdo con la referencia [7]. Considerando una cascada de seis ciclos o módulos

donde νcinn representa la tasa de activación catalizada por cinasas y νfosn representa

la tasa de desactivación catalizada por la fosfatasa, las ecuaciones que describen la

dinámica de las concentraciones de las proteı́nas activadas, Cact
i , se escriben:

∂Cact
1

∂t
= D~∇2Cact

1 − ν
fosf
1 (2.4)

∂Cact
n

∂t
= D~∇2Cact

n + νcinn − νfosfn , (2.5)

donde n = 2, 3, 4, 5, 6 y por simplicidad se considera que los coeficientes de

difusión de las enzimas participantes tiene el mismo valor, es decir, Di = D. Es

importante notar que la primera ecuación del sistema no tiene el término que co-

rresponde a la tasa de fosforilación, νcin1 , debido a que la cinasa del primer ciclo se
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fosforila en la membrana celular. Se supondrá que los términos de reacción están

descritos por la cinética enzimática de Michaelis-Menten. Para simplificar la solu-

ción de las Ecs. 2.4, 2.5 consideraremos una célula con geometrı́a esférica, es decir,

supondremos que las concentraciones, Cact
i , dependen solamente del radio de la

célula. Las condiciones de frontera estan relacionadas con el flujo de moléculas en

la membrana celular, r = L, y en el núcleo, r = 0, es decir,

D
∂Cact

1

∂r
|r=L= −νcin1 , D

∂Cact
1

∂r
|r=0= 0 (2.6)

D
∂Cact

n

∂r
|r=0= 0, D

∂Cact
n

∂r
|r=L= 0 (2.7)

en el primer ciclo, el flujo difusivo en la membrana es igual a la tasa de fos-

forilación superficial mientras que los flujos en cualquiera de los otros ciclos son

cero tanto en la membrana como en el núcleo. Además, se considera que al tiempo

inicial, t = 0, no hay proteı́nas activadas, es decir, Cact
i (x, 0) = 0, con i = 1, 2, ..,6.

Con la finalidad de simplificar aún más el análisis del sistema se utilizarán termi-

nos de difusión en una dimensión cartesiana, en donde se desprecian los efectos

relacionados con la curvatura. Este cambio no afecta de manera significativa los

resultados del análisis. Considerando esto último el sistema de ecuaciones se rees-

cribe como:

∂Cact
1

∂t
= D

∂2Cact
1

∂x2
− νfosf1 (2.8)

∂Cact
n

∂t
= D

∂2Cact
n

∂x2
+ νcinn − νfosfn

donde se ha sustituido la coordenada r por la coordenada cartesiana x, y por
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conveniencia se redefine la posición de la membrana en, x = 0, y la del núcleo

en x = L. Ası́ pues, con la nueva variable x, y el ajuste en las posiciones de la

membrana y el núcleo las condiciones de frontera se reescriben como:

D
∂Cact

1

∂x
|x=0= −νcin1 , D

∂Cact
1

∂r
|x=L= 0 (2.9)

D
∂Cact

n

∂x
|x=0= 0, D

∂Cact
n

∂x
|x=L= 0 (2.10)

2.2. Cinética de Michaelis-Menten.

Las enzimas son la maquinaria básica que hace que ocurran las reacciones

quı́micas en las células vivas y estan formadas por cadenas de aminoácidos con

longitudes que varian entre varios cientos y miles. Estas cadenas se doblan so-

bre si mismas e interaccionan con otras proteı́nas para formar una gran variedad

de estructuras. La estructura y cualquier modificación subsecuente de estas cade-

nas de aminoácidos gobiernan la función de las enzimas que son necesarias en

los organismos vivos. Las reacciones quı́micas usualmente requieren de energı́a

de activación, que es la energı́a necesaria para formar el estado de transición entre

reactantes y productos. Una reacción energéticamente favorable puede pasar de

reactantes a productos, pero no necesariamente ocurrirá con rapidez. En realidad

es la energı́a de activación la que determina la tasa a la que procederá la reacción.

La energı́a de activación, Eo y la constante cinética, k, se relacionan a través de la

ecuación de Arrhenius, k = A exp(−Eo/RT ), donde A es una constante empı́ri-

ca que depende de la reacción, R es la constante universal de los gases y T es la

temperatura expresada en grados Kelvin. Las enzimas estabilizan los estados de
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transición de las reacciones y en consecuencia disminuyen la energı́a de activación

necesaria para que éstas ocurran. La cinética enzimática de Michaelis-Menten se

basa en el concepto de que la enzima forma un complejo no-covalente con su subs-

trato antes de catalizar la reacción para posteriormente disociarse del producto

como se muestra en el siguiente esquema de reacción:

[E] + [S]↔kon
koff

[ES]→kcat [P ] + [E] (2.11)

donde kon es una tasa constante asociada a la unión entre la enzima y el sustrato;

koff es una tasa constante de la disociación del complejo ES, liberando a la enzima

y al sustrato; y kcat es una tasa constante de la disociacón del complejo ES en la

enzima libre y el producto. La primera es una reacción reversible entre la enzima y

el sustratro y la segunda es una reacción en una sola dirección. De acuerdo con la

ley de acción de masas, la tasa de cambio de la reacción es proporcional al producto

de las concentraciones de los reactantes, por lo tanto, obtenemos las siguientes

ecuaciones:

d[S]

dt
= −kon[E][S] + koff [ES] (2.12)

d[E]

dt
= −kon[E][S] + (koff + kcat)[ES] (2.13)

d[ES]

dt
= kon[E][S]− (koff + kcat)[ES] (2.14)

d[P ]

dt
= kcat[ES] (2.15)
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Es la tasa de cambio del producto [P ], –última ecuación–, la que debe resolverse

como función de las concentraciones. La penúltima ecuación, describe el cambio

de [ES], y es la más importante para nuestro propósito. En la mayorı́a de los ca-

sos la concentración [ES] despúes de una fase de rápido crecimiento, se aproxima

rápidamente a un estado estable en el que su concentración permanece casi cons-

tante hasta que se consuma la mayoria del sustrato [1]. La aproximación usual para

esta ecuación, introducida por Briggs y Haldane, considera que la etapa inicial del

complejo [ES], se forma muy rápido despúes de la cual se encuentra esencialmente

en equilibrio, es decir:

d[ES]

dt
= 0

Para determinar la tasa de formación del producto, es necesario reorganizar

la ecuación de la concentración [ES]. Sabemos que la concentración de la enzima

[E] es igual a la concentración total [E]tot menos la concentración [ES], por lo que

resulta:

kon([E]tot − [ES])[S] = (koff + kcat)[ES] (2.16)

Lo que da como resultado:

d[P ]

dt
= kcat

[E]tot[S]

(
koff+kcat

kon
) + [S]

(2.17)

Ası́ pues, la tasa de formación del producto es una función no lineal del sustra-

to. El término Vmax = kcat[E]tot representa la velocidad máxima de reacción para

concentraciones del sustrato saturadas; mientras que el término KM =
koff+kcat

kon
, es
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la concentración para la cual la velocidad de reacción es la mitad de la velocidad

máxima [1].

Figura 2.1: Concentración vs Velocidad de reacción.

Para el modelo de cascada de señalización por proteı́nas cinasa mediante fos-

forilación, podemos ajustar las tasas de la activación de las cinasas y las fosfatasa

a la cinética de Michaelis-Menten. En el caso de la fosforilación, se considera co-

mo enzima catalizadora a la cinasa activada de nivel superior en la cascada, como

sustrato a la cinasa inactiva del nivel siguiente y a esta cinasa ya activada como el

producto.

νcinj = kcat[C
act
j−1]

[Cina
j ]

Kcin
M,j + [Cina

j ]
(2.18)

En la desfosforilación se considera como enzima a la fosfatasa, y como sustrato

y producto a la cinasa activada sobre la cual actúa y a esta misma cinasa inactiva

respectivamente.
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νfosn = V fos
max,n

[Cact]

Kfos
M,n + [Cact]

(2.19)

Debido a que en el modelo consideramos como constantes a las concentraciones

de las fosfatasas, este término se incluye en el parámetro V fos
max,n.
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Capı́tulo 3

Modelo de una vı́a de transducción

celular sin regulación

En este capitulo se analiza la dinámica de una cascada de fosforilación-defosfori-

lación con seis ciclos de modificación, de una forma activa a una inactiva, mediante

el análisis de las soluciones estacionarias, –estados estacionarios–, de las ecuacio-

nes. Para ello se resuelven numéricamente las ecuaciones de reacción-difusión su-

jetas a las condiciones de frontera descritas en el capitulo anterior. Ignorando los

procesos de sı́ntesis, degradación y secuestro de proteinas, la concentración total

de cada cinasa se puede considerar constante a través de la célula, ası́ pues se tiene

la siguiente relación:

Ctotal
n (x, t) = Cina

n (x, t) + Cact
n (x, t) (3.1)

Estas concentraciones miden la cantidad de moléculas en cada posición, x, al

interior de la célula. La dinámica espacio-temporal de las concentraciones de las

cinasas activadas, normalizadas a la concentración total, Ctotal
n (x, t), está descrita
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por las siguientes ecuaciones de reacción-difusión:

∂c1
∂t

= D
∂2c1
∂x2
− ki1

c1
1 + c1

mi
1

∂cj
∂t

= D
∂2cj
∂x2
− kij

cj
1 +

cj
mi

j

+ kaj
(1− cj)cj−1

1 +
1−cj
ma

j

. (3.2)

donde se ha incorporado la cinética de Michaelis-Menten en los términos co-

rrespondientes a reacciones quı́micas. En éstas ecuaciones, kij = V fos
max,j/K

fos
M,j son la

actividad de las fosfatasas del sustrato j, y ka1 = V cin
max,1/K

cin
M,1 y kaj = V cin

max,j/K
cin
M,n

representan la actividad de las cinasas del sustrato j. Estas últimas actividades

determinan la escala temporal de la reacción. La velocidad máxima de reacción

de las cinasas es, V cin
max,j = kcincat,jC

total
j−1 , y las constantes de Michaelis adimensio-

nales para las fosfatasas y las cinasas quedan definidas como, mi
j = K

fos/
M,j C

total
j ,

y ma
j = Kcin

M,j/C
total
j , respectivamente. Bajo estas condiciones las concentraciones

normalizadas cj representan la fracción de proteı́na activada en una posición x al

interior de la célula para cada nivel de la cascada.

Para la cinasa correspondiente al primer ciclo de la cascada el flujo de entrada

en la posición de la membrana, x = 0, es igual a la tasa de fosforilación en la

superficie de la membrana, νcin1 , y es cero en el polo opuesto, x = L, localizado en

el núcleo. La tasa νcin1 y la velocidad de reacción V cin
max,1 tienen unidades de flujo

(µm/s) debido a la naturaleza superficial de los receptores. Para las cinasas en los

ciclos o niveles subsecuentes de la cascada no hay flujo en ninguno de los dos

polos.
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D
∂c1
∂x
|x=0 = −ka1

1− c1
1 + 1−c1

ma
1

(3.3)

∂c1
∂x
|x=L = 0 (3.4)

∂cn
∂x
|x=0 = 0 (3.5)

∂cn
∂x
|x=L = 0. (3.6)

Los parámetros cinéticos de Michaelis, ma y mi, están relacionados con la con-

centración total del sustrato, Ctotal
n , y las constantes de Michaelis-Menten, Kcin

M,j y

Kfos
M,j , en una correspondencia tal que si,Ctotal

j < Kcin
M,j , entonces,ma > 1, considera-

da región de valores lejana a la saturación de la cinasa, y si, Ctotal
n > Kcin

M,n, entonces

ma < 1, denominada saturación de la cinasa. Análogamente, para la cinética de

la fosfatasa si Ctotal
j < Kfos

M,j , entonces, mi > 1, que corresponde a una región leja-

na a la saturación de la fosfatasa, y finalmente, si Ctotal
j > Kfos

M,j , entonces mi < 1,

que corresponde a una región de valores de saturación de la fosfatasa. Las cinéti-

cas enzimáticas de las componentes antagónicas se pueden visualizar en las gráfi-

cas (3.1).

Se observa que en éste sistema, la ecuación correspondiente al primer nivel no

esta acoplada a los otros niveles y es independiente de ellos. En la región lejana

a la saturación, concentraciones mucho menores a KM , la primera ecuación tiene

tasas lineales y se puede obtener analı́ticamente la solución correspondiente al es-

tado estacionario. Esta solución se expresa en términos de la suma de funciones
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Figura 3.1: Cinetica enzimatica de las cinasas y las fosfatasas, donde V (molseg ) es la veloci-
dad de reacción y [C] (mol) es la concentración del sustrato. Se visualizan las
regiones de valores lejanos a la saturación, en azul, y de saturación, en rojo, con
respecto a Km, para los parámetros ma y mi.

exponenciales con una longitud de decaimiento, α−1, definida como:

1

α
=

√
D

ki1
(3.7)

La solución estacionaria se estudia en el apéndice I de esta tesis. Las ecuaciones

se pueden escribir en forma adimensional utilizando el parámetro α−1, como lon-

gitud caracterı́stica y una escala temporal definida por la constante cinética de las

cinasas, 1/ka. Con estas consideraciones las ecuaciones 3.2 se reescriben como:
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∂c1
∂t

= γ
∂2c1
∂x2
− γ c1

1 + c1
mi

1

, (3.8)

∂cj
∂t

= γ
∂2cj
∂x2
− γ cj

1 +
cj
mi

j

+
(1− cj)cj−1

1 +
1−cj
ma

j

. (3.9)

con las condiciones de frontera:

∂c1
∂x
|x=0 = −ν 1− c1

1 + 1−c1
ma

1

,
∂c1
∂x
|x=L= 0, (3.10)

∂cj
∂x
|x=0 = 0,

∂cj
∂x
|x=L= 0. (3.11)

Es importante notar que las ecuaciones anteriores describen el comportamiento

dinámico de las concentraciones normalizadas de las proteı́nas activadas. Además,

se ha considerado por simplicidad, que la actividad de las fosfatasas es la misma

entre los diferentes niveles de la cascadas, al igual que la actividad de las cinasas.

En estas ecuaciones el parámetro, γ = ki

ka
, es clave, y representa el cociente en-

tre la actividad de la fosfatasa y la cinasa, que pueden ser diferentes entre si. El

parámetro, ν = ka

(kiD)2
, define la intensidad de la señal en la membrana y deter-

mina la concentración, c1(0) = ν
(1+ν)

, de la cinasa activada en el primer nivel de

fosforilación en la membrana.

En la región de valores lejana a la saturación, mi
n >> 1, y ma

n >> 1, se ob-

tienen tasas cinéticas que son funciones lineales de la concentración de los sus-

tratos y la dinámica depende solamente del parámetro γ. En el lı́mite opuesto,

Kfos
M,n ≥ Ctot

n (x, t), y Kcin
M,n ≥ Ctot

n (x, t), las ecuaciones dinámicas dependerán de
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los parámetros, γ, ma
n y mi

n. Para calcular las soluciones numéricas supondremos

que el tamaño –en unidades adimensionalizadas– de la célula es de, L = 100, y

que ν = 1. Adicionalmente, en la región lejana a la saturación se pueden determi-

nar los valores de γ para los que la señal se transmite, no obstante, en el lı́mite de

saturación solamente se pueden estimar las regiones en el espacio de tres paráme-

tros, (γ,ma
n,m

i
n), para los cuales se transmite la señal a los diferentes niveles de la

cascada.

3.1. Estados estacionarios

En este capitulo se presentan los resultados de las soluciones estacionarias del

sistema de ecuaciones de reacción-difusión que representa el modelo de una cas-

cada de transducción celular formada por seis ciclos. Debido a que el sistema de

ecuaciones diferenciales es no-lineal se obtuvieron las soluciones numéricas usan-

do la rutina “MOLCH” de la biblioteca “Math/Library” IMSL [10]. Los resultados

sugieren que para tiempos suficientemente grandes los perfiles de concentración

de las proteı́nas activadas alcanzan un estado estacionario, es decir, un perfil de

concentraciones que es constante en el tiempo. Como se verá en el capı́tulo de la

evolución temporal, las soluciones estacionarias son las de máximo alcanze al in-

terior y de mayor concentración activada, por lo que uno de los objetivos de esta

tesis es analizar las condiciones necesarias bajo las cuales la señal se transmite de

forma estacionaria al núcleo de la célula en la cascada de transducción.

Se realizarón las simulaciones para diferentes valores del parámetro γ en la re-

gión lejana a la saturación. Para los valores γ < 1, los resultados obtenidos sugieren

que la señal se transmite a través de la cascada conforme transcurre el tiempo, has-
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ta alcanzar un estado estacionario. En este caso la actividad de las cinasas es mayor

que la actividad de las fosfatasas, lo que implica que las proteı́nas mensajeras de

cada nivel se fosforilan más rápido de lo que tardan las fosfatasas en desactivar-

las. Por otra parte, para valores γ > 1, ocurre lo contrario, es decir, la señal no se

transmite a los últimos niveles de la cascada porque los perfiles de concentración

decrecen exponencialmente y el alcance espacial al interior de la célula es muy

corto. Esto se debe a que la actividad de las fosfatasas es mayor, por lo que un

mensajero activado tiene más probabilidades de ser desactivado antes de poder

transmitir el mensaje al ciclo siguiente.

En la gráfica (3.2) se muestra el comportamiento de los perfiles de concentra-

ción normalizada como funciones de la posición cuando, γ = 0,1, con la membrana

localizada en el punto, x = 0, y el núcleo en, x = 100, para un tiempo, t = 10, 000,

(en unidades reducidas) suficientemente grande para que en cada simulación el

sistema alcance el estado estacionario. Se observa que los perfiles de concentracı́on

de los dos últimos niveles alcanzan un valor constante de 0,9, formando una mese-

ta en los puntos cercanos a la membrana. Se obtiene que el perfil de concentración

de las proteı́nas activadas en cualquier nivel es mayor que el perfil de concentra-

ción del nivel inmediato anterior, para cada punto en el interior de la célula. Por lo

tanto, a pesar de que la señal del primer nivel decae rápidamente como función de

la posición al interior de la célula, la proteı́na en el último ciclo se mantiene activa-

da alcanzando el núcleo. Este tipo de comportamiento del perfil de concentración

se denominará “transducción favorable”. Debido a que los perfiles de concentra-

ción estacionarios de las proteı́nas activadas varı́an como función de la posición

se forman gradientes de concentración de proteı́nas en los diferentes niveles de la

cascada.
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Figura 3.2: Perfiles de concentración normalizados para un valor del parámetro, γ = 0,1.

En la figura (3.3a) se muestra el comportamiento de los perfiles de concentra-

ción como función de la posición cuando γ = 10 para un tiempo, t = 10, 000 en el

que se obtiene un estado estacionario caracterizado por perfiles de concentración

pequeños en cada uno los niveles. En el recuadro de la misma gráfica se observa

que los perfiles decaen exponencialmente como función de la distancia al interior

de la célula. Además, los perfiles de concentración activada de cada ciclo son me-

nores a los perfiles de concentración de los niveles previos, de forma tal que los

últimos niveles ni siquiera reciben la señal de forma significativa. Este comporta-

miento sugiere que el último mensajero no llega a su objetivo en el núcleo y a éste
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escenario se le denominará de “transducción no favorable”.
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Figura 3.3: Perfiles de concentración para los parámetros cineticos, ma y mi, en la región
de valores menores a Km: a) γ = 10, b) γ = 1.

En la figura (3.3b) se muestran los resultados de los perfiles de concentración

como función de la posición en el caso en que la actividad quı́mica de las fosfatasas

es igual al de las cinasas, es decir, γ = 1. Se encuentra que para posiciones cercanas

a la membrana los perfiles de concentración activada decaen más lentamente que

una exponencial y los niveles superiores tienen perfiles que son menores que los

de los niveles inmediatos anteriores. No obstante, para posiciones más alejadas de

la membrana los perfiles de concentración de los niveles superiores son mayores
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que la de los inmediatos anteriores y tienen mayor alcance al interior de la célula,

por lo que se identifica con un escenario de transducción favorable.

De los resultados anteriores, válidos para la región de valores lejanos a la sa-

turación, se deduce que el parámetro γ divide el espacio de parámetros en tres

dominios: (i) γ < 1, (ii) γ = 1 y (iii) γ > 1. La región (i) corresponde al caso en que

la actividad de las fosfatasas es menor que la de las cinasa, y la señal se transmite,

la región (iii) corresponde al caso opuesto, donde la señal no se transmite, mientras

que la región (ii) corresponde al caso intermedio en el que las actividades de las

cinasas y fosfatasas son iguales y separa las dos regiones anteriores.

En el regimen cinético, mi ≤ 1, y ma ≤ 1, las ecuaciones dinámicas son no-

lineales y dependen de los tres parámetros relevantes, γ, ma
n y mi

n, cuyas diferen-

tes combinaciónes dan lugar a diferentes escenarios del proceso de señalización y

contienen información más general de la cinética del sistema. En lo que sigue se

analizarán en detalle los escenarios favorables de la cinética para la transducción

de la señal.

Como ya se mencionó, para tiempos suficientemente largos se obtienen como

soluciones de las ecuaciones no-lineales 3.9, soluciones estacionarias. De estos esta-

dos estacionarios se encuentran dos tipos de soluciones a saber: (i) Aquéllas donde

los perfiles de concentración de las cinasas activadas de cualquier nivel son mayo-

res que las correspondientes a los niveles inferiores y que en últimos niveles de

la cascada alcanzan una meseta en una región del espacio cercana a la membrana

de tal forma que la señal se transmite de manera robusta al interior de la célula,

y (ii) aquéllas donde los perfiles de concentración decaen exponencialmente como

función de la posición y la señal no se transmite. En las soluciones del tipo (i) los

perfiles de concentración convergen a un valor de meseta máximo en los niveles
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más altos de la cascada, es decir, la segunda derivada de la concentración respecto

de la posición es cero, mientras que las soluciones del tipo (ii) se presentan prin-

cipalmente en el primer nivel de la cascada con una distancia de decaimiento que

depende del cociente entre la constante de difusión y de la constante cinética de la

fosfatasa como se expresa en la ecuación 3.7.

Las soluciones que son de mayor interés biológico son las del tipo (i) y están

definidas por la ecuación:

0 = − γc(0)

1 + c(0)
mi

+
(1− c(0))c(0)
1 + 1−c(0)

ma

. (3.12)

Esta ecuación se obtiene de la segunda de las ecuaciones 3.9 considerando que

la solución es estacionaria y que los útimos niveles de la cascada alcanzan un valor

de meseta, cn−1 ≈ cn = c(0) en posiciones cercanas a la membrana. La ecuación 3.12

esta escrita en términos de los tres parámetros cinéticos, (ma,mi, γ) y el valor de

meseta, c(0). El valor c(0) se puede considerar como un parámetro ajustable en el

intervalo, 0 ≤ c(0) ≤ 1, y preferiblemente se elige su valor tal que sea mayor que el

perfil de concentración de la primera cinasa en la membrana celular. Es importante

recordar que el valor de este perfil de concentración depende del valor asignado a

la intensidad de la señal externa, ν. En las soluciones que se analizan en esta tesis

se usó, ν = 1, lo que resulta en un perfil de concentración activada de la primer

cinasa de, c1(x = 0) = 0,5.

Para hacer una descripción integral de la cinética enzimática se escribe el paráme-

tro ma como una función del parámetro mi para diferentes valores de γ. De esta

forma se obtienen trayectorias en el plano (ma,mi) que se muestran en la figu-

ra (3.4). En esta figura se grafican trayectorias con cuatro colores diferentes para
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los siguientes valores del parámetro, γ = 0.05 (rojo), 0.1 (azul), 1.0 (negro) y, 10.0

(verde), para concentraciones, c(0) = 0,9 (lı́neas gruesas) y c(0) = 0,95 (lı́neas del-

gadas).

Figura 3.4: Grafica de los parámetrosma ymi en escala logaritmica, para diferentes valores
del parámetro γ.

En esta gráfica el plano se divide en cuatro cuadrantes o regiones como se

muestra en la figura (3.5) y se numerán en el sentido contrario del giro de las ma-

necillas del reloj correspondiendo a valores cinéticos tales que, (i) ma > 1 y mi > 1;

(ii) ma > 1 y mi < 1; (iii) ma < 1 y mi < 1; y (iv) ma < 1 y mi > 1.

El cuadrante (i) contiene la región de valores lejanos a la saturación analizada

al principio de esta sección. Utilizando esta nueva clasificación podemos comple-

mentar los resultados obtenidos para concentraciones en la región de parámetros

cinéticos, ma >> 1 y mi >> 1, donde la ecuación 3.12 se reduce a la siguiente

relación,

γ = 1− c(0), (3.13)
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Figura 3.5: El espacio de parámetros mi vs ma dividido en cuatro regiones correspondien-
tes a diferentes escenarios de tranducción.

por lo que no es sorpresivo ver en este cuadrante contenida la curva correspon-

diente al valor de, γ = 0,1, en donde la concentración alcanza un valor de meseta,

c(0) = 0,9, como se mostró en los resultados de la gráfica (3.2). De la relación 3.13

se deduce que para γ < 1 se obtiene transducción de la señal en la región donde

las concentraciones totales son mucho menores a las Km de las cinasas y fosfa-

tasas. Lo anterior se ve reflejado en la figura (3.6) donde se presentan los estdos

estacionarios de las concentraciones de los diferentes niveles de la cascada.

La gráfica (3.6a) corresponde al estado estacionario de una cascada de seis ciclos

con valores de los parámetros (γ = 0,1,ma = 10,mi = 100), valores que están

ubicados en la región (i). El valor de meseta del último ciclo es, c(0) = 0,9, lo

que es consistente con el valor predicho por la ecuación 3.13. Por otra parte, la

gráfica (3.6b) muestra los perfiles de concentración estacionarios para valores de

los parámetros (γ = 0,05,ma = 10,mi = 200) con un valor de meseta c(0) = 0,95.

El cuadrante (ii) corresponde a la región de valores lejanos a la saturación para

las cinasas pero de saturación para las fosfatasas. Análogamente al caso anterior,
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Figura 3.6: Perfiles de concentración del estado estacionario para valores de los parámetros
cinéticos: a) γ = 0,1, ma = 10, y mi = 100, b) γ = 0,05, ma = 10, y mi = 200 .

manipulando la ecuación 3.12 se obtiene la siguiente relación,

γ = (1− c(0))(1 + c(0)

mi
), (3.14)

donde se observa que existen dos subconjuntos de posibles soluciones, cuando

γ ≤ 1 y γ ≥ 1. Utilizando esta ecuación y, considerando valores c(0) > 0, se obtiene:

Si γ ≤ 1 entonces mi ≥ 1− c(0)
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Si γ ≥ 1 entonces mi ≤ 1− c(0) (3.15)

Por lo tanto, se observa que cuando la actividad de las fosfatasas es más alta que

la de las cinasas, γ > 1, la reacción de las fosfatasas debe de estar saturada para que

se favorezca la propagación de la señal. Esto provee de una primera aproximación

del comportamiento del sistema en la región de saturación de las cinasas.

En las gráficas (3.7a) y (3.7b) se muestran los perfiles de concentración de los

estados estacionarios correspondientes a los valores, (γ = 1,ma = 1000,mi = 0,1)

y (γ = 10,ma = 100,mi = 0,01), respectivamente.

El cuadrante (iv) corresponde a la región lejana a la saturación de las fosfatasas

y de saturación de las cinasas. Reajustando los parámetros de la ecuación 3.12 para

valores lejanos a la saturación de las fosfatasas, mi >> 1, obtenemos la siguiente

relación.

γ =
1− c(0)

1− c(0) +ma
. (3.16)

Recordando que la condición para que exista transducción de la señal es que,

0 ≤ 1−c(0) ≤ 1, y que por definiciónma > 0, la ecuación anterior indı́ca que, γ < 1.

Esto indı́ca que para valores de saturación de las cinasas la actividad de las mismas

debe ser mayor que la actividad de las fosfatasas para que exista transducción

favorable de la señal.

En la gráfica (3.8) se muestra el perfil de concentración en el estado estacionario

obtenido para los valores (γ = 0,05,ma = 0,1,mi = 100). En ésta se observa que los

primeros seis ciclos no alcanzan el valor de meseta correspondiente, sin embargo,

una cascada de doce niveles si alcanza el valor de c(0) = 0,9. Esto es debido a que
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Figura 3.7: Perfiles de concentración del estado estacionario de los valores cinéticos: a) γ =
1, ma = 1000, y mi = 0,1, b) γ = 10, ma = 100, y mi = 0,01

en la ecuación 3.12 que relaciona a los tres parámetros cinéticos con c(0), no esta

en forma explı́cita el numero de ciclos necesarios para que exista la condición de

meseta.

Por último, en el cuadrante (iii) se observa que están contenidas las curvas para

todos los valores de γ y corresponde a una región de saturación tanto para las

cinasas como para las fosfatasas. En esta región los valores de ma y mi son muy

pequeños y la relación 3.12 se aproxima a la ecuación 3.17.
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Figura 3.8: Perfiles de concentración del estado estacionario de una cascada de transduc-
ción compuesta de 12 ciclos con paŕametros γ = 0,05, ma = 10, mi = 200.

ma =
γ

c(0)
mi (3.17)

Esta es una aproximación inestable que afecta las condiciones de frontera y

da como resultado soluciones al sistema de ecuaciones que no están determina-

das de manera univoca. Por lo tanto, los puntos en estas curvas en el espacio de

parámetros corresponden a cascadas con transducción no favorable. Los resulta-

dos con valores de los parámetros localizados en este cuadrante muestran que no

se alcanza la condición de transducción favorable ni la de meseta. Con la finalidad
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de estudiar la robustez de los resultados obtenidos con la longitud –numero de

ciclos– de la cascada se calcularón los perfiles de concentración estacionarios para

cascadas con un mayor numero de ciclos y se obtuvieron los mismos resultados.

Una reacción enzimática que cumple con la ecuación de Michaelis-Menten es-

ta determinada por las constantes cinéticas, kcatM,n y KM,n, para cada enzima. La

velocidad máxima de reacción, Vmax, es proporcional a la constante kcatM,n y a la con-

centración total de la enzima. Por lo que el valor del parámetro γ, es proporcional

a la concentración total de la enzima si se trata de una cinasa e inversamente pro-

porcional si se trata de una fosfatasa. Por otro lado, los parámetros, ma y mi, son

inversamente proporcionales a la concentración total del sustrato y se localizan

por lo general en la región de valores lejanos a la saturación (región azul) [1], de

acuerdo con la figura (3.1). Por otra parte se sabe que la concentración total de los

sustratos en el interior de la célula está determinada por la expresión de los ge-

nes que los codifican. Además, todas las cascadas de señalización se encuentran

interconectadas por lo que la sobre expresión o la inhibición genes pueden ser re-

guladas por señales procedentes de otras vı́as de transducción lo que da lugar a

cambios en los valores de ma y de mi. Estos cambios en los parámetros cinéticos

pueden inhibir o amplificar la señal dando lugar a cambios biológicos importantes

en los organismos. Por lo anterior, es interesante extender el modelo básico que se

ha estudiado en el presente capı́tulo con la finalidad de estudiar otros escenarios

posibles que se presentan al interior de la célula. En el siguiente capı́tulo se adicio-

na al modelo básico un término que introduce regulación de la cinética enzimática

y que se introduce en el modelo mediante términos de retroalimentación negativa.
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Capı́tulo 4

Modelo de una vı́a de transducción

celular con regulación.

Como ya se mencionó al final del capı́tulo anterior, además de los ciclos cinasa-

fosfatasa hay también procesos de inhibición o regulación que ocurren cuando el

producto final de una reacción interfiere con la enzima que contribuyó a produ-

cirlo. La inhibición se presenta cuando las enzimas tienen un segundo sitio activo

–que difiere de aquel sitio en el que se unió el sustrato inicial– al cual se une el pro-

ducto de la reacción para producir un cambio en la conformación (de la enzima)

evitando ası́ que se una al sustrato inicial. El propósito de los ciclos de inhibición

es prevenir que el producto se genere en exceso. Ası́ también, en rutas metabolicas

contribuyen a equilibrar los procesos de sintesis o degradación de las moléculas

que son fuentes de energı́a para la célula, por ejemplo, la glucosa, dependiendo de

las necesidades del sistema.

La regulación mutua de dos componentes se considera como una retroalimen-

tación que puede ser positiva, si contribuye a aumentar la concentración de alguna
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de las componentes de la cascada, o bien, puede ser negativa si contribuye a dismi-

nuir dicha concentración. Usualmente en las células se observa regulación negativa

tanto en sus vı́as metabólicas como en las cascadas de señalización multi-enzimáti-

cas. Se sabe que en la vı́a de transducción MAP Cinasa (MAPK) existe regulación

negativa de uno de los componentes tardios en la cascada que contribuye en la des-

activación del complejo formado con el receptor [8], [11]. La unión de esta cinasa

con el complejo adaptador del receptor modifica su estructura mediante fosforila-

ción desactivando éste último. Por lo general, la cinasa que regula al sistema en

la cascada de señalización es la proteı́na MAPK. También se ha comprobado que

esta cinasa contribuye a la atenuación de la actividad de la proteina Raf, una de las

componentes tempranas de la cascada MAPK.

Recordando que en el capı́tulo anterior se analizó la dinámica de una casca-

da con seis ciclos básicos de fosforilación-defosforilación y se obtuvieron los esce-

narios favorables para la transducción de la señal, en este capı́tulo se analizarán

los efectos de la adición de regulación inhibitoria para simular la vı́a de trans-

ducción MAPK. La cascada está formada por seis ciclos básicos de fosforilación-

defosforilación y dos términos de regulación, uno en el primer ciclo y el otro en el

tercer ciclo, que se introducen en el modelo en la forma de regulación negativa.

El sistema de ecuaciones diferenciales que define la dinámica de las concentra-

ciones –normalizadas a la concentración total en cada ciclo–, del sistema de interés

es:

∂c1
∂t

= γ
∂2c1
∂x2
− γ c1

1 + c1
mi

1

− µ c1c5
1 + c1

mr
1

(4.1)
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∂c3
∂t

= γ
∂2c3
∂x2
− γ c3

1 + c3
mi

3

+
(1− c3)c2
1 + 1−c3

ma
3

− µ c3c5
1 + c3

mr
3

(4.2)

∂cn
∂t

= γ
∂2cn
∂x2

− γ cn
1 + cn

mi
n

+
(1− cn)cn−1

1 + 1−cn
ma

n

(4.3)

donde en las ecuaciones correspondientes al primero y tercer ciclos se ha in-

troducido una tasa de desactivación caracterizada por las constantes cinéticas, µ y

mr, que representan regulación negativa. La cinasa del quinto nivel, c5, es la en-

zima que cumple con la función de desactivar los receptores representados en el

primer ciclo de la cascada y la cinasa c3, localizada en el citoplasma. Las ecua-

ciones se escribierón en forma adimensional y para ello se usaron la longitud y

tiempo caracterı́sticos del modelo sin regulación del capı́tulo anterior. El paráme-

tro de regulación, µ = kreg/kcin, representa la razón entre la actividad de la enzima

reguladora y la actividad de la cinasa activadora del ciclo inmediato inferior.

Las condiciones de frontera que deben satisfacer las soluciones del sistema de

ecuaciones corresponden a la ausencia de flujo tanto en la membrana, x = 0, como

en el núcleo, x = L, para los ciclos posteriores al primero, es decir,

∂c1
∂x
|x=0 = −ν 1− c1

1 + 1−c1
ma

1

,
∂c1
∂x
|x=L= 0 (4.4)

∂cn
∂x
|x=0 = 0,

∂cn
∂x
|x=L= 0 (4.5)

Este modelo pretende complementar el que se propone en la referencia [7] y

que se estudio en el capı́tulo anterior introduciendo los efectos de regulación en

la dinámica de la cascada de transducción. Una posible interpretación del térmi-
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no de retroalimentación en el primer ciclo es regular la cinasa que da inicio a la

cascada y de filtrar el “ruido externo” producido por los diferentes ligandos que

no están asociados a la vı́a de señalización pero que tienen una forma similar a

los ligandos que son complementarios de los receptores. El término de regulación

en el tercer ciclo atenua el “ruido” producido por el cruzamiento de otras vı́as de

señalización que no contribuyen explı́citamente a la señal. Debido a que los térmi-

nos de regulación negativa inhiben la producción de cinasas en el primero y tercer

ciclos de la cascada, las trayectorias en el plano (ma,mi) para diferentes valores

de γ del presente modelo están acotadas por las trayectorias correspondientes al

modelo básico donde se encontró transducción. Se conciderara que la cinética de

las cinasas es identica, como en el caso sin retroalimentación, por lo que se tiene

que, mr = ma

Recordando la definición del parámetro de regulación o retroalimentación µ,

que regula los ciclos, 1 y 3, se puede reexpresar como,

µ = kreg/kcinn = kcatCtot
5 /kcatn Ctot

n , n = 1, y 3. (4.6)

Considerado que kcat tiene el mismo valor en cada uno de los seis ciclos de la

cascada, entonces, µ = Ctot
5 /Ctot

n , que representa una proporción entre las concen-

traciones totales de las cinasas reguladora y regulada. Por lo anterior, al variar el

valor de Ctot
5 y dejar fijas las concentraciones de los demás ciclos se varı́a automáti-

camente el valor del parámetro de regulación, µ. Cuando la concentración total de

la cinasa, Ctot
5 , es diferente a la concentración de las cinasas de los demás ciclos,

–que se consideran todas iguales–, los parámetros cinéticos, µ, γ6, ma
5 y mi

5, son

diferentes entre ellos.
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En el análisis se consederarán tres valores representativos del parámetro de

regulación, µ, con diferentes valores , también representativos, de los parámetros

cinéticos, a saber: (1) Cuando el parámetro de regulación, µ = 1, que corresponde

al caso en que las concentraciones totales, Cn, de todos los ciclos son iguales, y con

valores de los parámetros cinéticos, γ6 = γ, ma
5 = ma y mi

5 = mi. (2) Cuando el

parámetro de regulación, µ = 10, que corresponde al caso en que la concentración

total C5 es diez veces más grande que las otras concentraciones –que se consideran

iguales–, es decir, Ctot
5 = 10 × Ctot

1 , con los siguientes parámetros cinéticos, γ6 =

γ/10,ma
5 = ma/10 ymi

5 = mi/10, y, (3) Cuando el parámetro de regulación, µ = 0,1,

que corresponde al caso en que la concentración totale C5 es una décima parte de

las otras concentraciones Ctot
5 = Ctot

1 /10, con los siguientes parámetros cinéticos,

γ6 = 10× γ, ma
5 = 10×ma y mi

5 = 10×mi.

A continuación, se analizará el comportamiento de los perfiles de concentración

estacionarios cuando se tiene regulación negativa en el primero y tercer ciclo de la

cascada en la región de parámetros, (ma,mi,mr) correspondiente a la región de

concentraciones lejanas a la saturación, (ma >> 1,mi >> 1,mr >> 1). En este

lı́mite las soluciones de las ecuaciones dependen solamente de los parámetros, γ

y µ, lo que da una primera aproximación al comportamiento de la cascada con

regulación. Recordando que en el primer modelo se encontró que en este lı́mite

ocurre transducción cuando, γ < 1, el análisis del presente modelo se hará en este

intervalo de valores de γ.

Por otra parte, en el régimen de concentraciones saturadas la dinámica depen-

de de los tres parámetros cinéticos, ma, mi y mr. En éste régimen se estudiarán los

cuadrantes (ii) y (iv) de la figura (3.5), que corresponden a los escenarios: de satura-

ción de las fosfatasas con valores lejanos a la saturación de las cinasas y, saturación
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de las cinasas con valores lejanos a la saturación de las fosfatasas, respectivamente.

Se omitirá el análisis del cuadrante (iii) –(ma < 1,mi < 1)–, porque en éste el siste-

ma es inestable, es decir, las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales son

inestables. También se realizará el análisis cuando los valores de los parámetros

cinéticos son iguales a la unidad, (ma = 1,mi = 1,mr = 1), que define el punto

de frontera entre los cuatro cuadrantes, como se muestran en la figura (3.5), y que

además, representa valores cineticos más reales, ya que se reporta que las concen-

traciones de las componentes de la cascada son, por lo general, cercanas al valor

de Km.

4.1. Estados estacionarios

En el modelo con regulación las ecuaciones que describen la dinámica del siste-

ma son no-lineales aún en la región de concentraciones lejanas a la saturación por

lo que se tienen que resolver las ecuaciones 4.3 numéricamente. Consideraremos

que la intensidad de la señal en la membrana tiene el valor, ν = 1, y que la longitud

adimensionalizada de la célula es, L = 100, al igual que en el caso sin regulación, se

expresarán los resultados en unidades de la distancia caracterı́stica, α−1, definida

en la ecuación 3.7 y la escala de tiempo en unidades, 1/ka, definida por la activi-

dad de la cinasa. Como en el modelo sin regulación aquı́ se omitirán los procesos

de sı́ntesis, secuestro y degradación de proteı́nas por lo que las concentraciones to-

tales de las enzimas en cada ciclo se consideran constantes. La solución numérica

de las ecuaciones se obtuvo hasta un tiempo, t = 10, 000, que corresponde a un

tiempo suficientemente largo para obtener perfiles de concentración estacionarios

en el presente modelo.
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En la región de valores lejanos a la saturación de ambas enzimas, (ma >>

1,mi >> 1,mr >> 1), y recordando que en el modelo sin regulación hay trans-

ducción de la señal cuando, γ < 1, aquı́ se calcularón las soluciones estacionarias

de las ecuaciones para los siguientes valores de los parámetros cinéticos, (γ = 0,1,

ma = 1000, mi = 1000, mr = 1000). Los perfiles de concentración para cada uno de

los niveles de la cascada se muestran en la figura (4.1a).
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Figura 4.1: Perfiles de concentración estacionarios de una cascada con γ = 0,1 en la región
de concentraciones lejanas a la saturación para diferentes valores del parámetro
de regulación: a) µ = 1, b) µ = 10, c) µ = 0,1 y d) µ = 0 perfiles de concentración
del modelo sin regulación .

Comparando los resultados de las gráficas (4.1a) y (4.1d) –modelo sin regula-
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ción– , se observa que en el modelo con regulación las fracciones de concentración,

c1 y c3, son menores para cada uno de los puntos al interior de la célula. Esto se

debe a los términos de regulación (retroalimentación negativa) que desactivan a

las cinasas. También se observa que el alcance de la cascada al interior de la célula

es menor cuando hay regulación negativa que cuando no la hay, no obstante, el

valor de la concentración de meseta es el mismo, c6 = 0,9, en ambos casos.

Se calcularón los perfiles de concentración estacionarios cuando, µ = 10, que

corresponde al escenario (2), con valores de los parámetros cinéticos, (ma = 1000,mi =

1000,mr = 1000), y los resultados se muestran en la figura (4.1b). En esta gráfica

se observa que las fracciones de concentración estacionarias de los primeros tres

ciclos son menores al 10% de proteı́na activada en todos los puntos al interior de

la célula, no obstante, el ciclo c6, presenta un perfil de concentración con valores

favorables –más del 50 %– que penetran al interior de la célula, similar al caso sin

regulación.

En el escenario opuesto, caso (3), cuando, µ = 0,1, se obtuvieron las soluciones

numéricas de los perfiles de concentración estacionarios para los mismos valores

de los parámetros cinéticos, (ma = 1000,mi = 1000,mr = 1000), los cuales se mues-

tran en la figura (4.1c). Se observa que debido a la baja concentración de la cinasa,

Ctot
5 , el efecto de la retroalimentación negativa es ı́nfimo en los primeros ciclos de

la cascada y tiene un efecto importante en el perfil de concentración, c6, que resulta

poco favorable para la tranducción de la señal comparado con los resultados del

modelo sin regulación, con un valor menor al 50% en cada punto al interior de la

célula y su longitud de penetración es menor que la correspondiente al perfil de

concentración, c5.

En las regiónes de saturación de una de las enzimas, cuadrantes (ii) y (iv), en
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donde la concentración total de los sustratos es cercana a las constantes KM,n, los

parámetros ma, mi y mr están presentes en las ecuaciones de la dinámica del sis-

tema. Se omitirá el análisis del cuadrante (iii) debido a que las soluciones del mo-

delo sin regulación son inestables. Ası́ pues, se analizará la dinámica usando el

valor representativo, γ = 0,1, para el que ocurre transducción de la señal en ambos

cuadrantes.

Se iniciara el análisis en el punto frontera, (ma = 1,mi = 1,mr = 1), de los cua-

drantes descritos, comparando los resultados de ambos modelos para los mismos

parámetros cinético. En este punto las concentraciones de las cinasas son iguales a

la constante de Michaelis-Mente, KM , y por general es una propiedad presente en

la transducción de señales en las células [1].

La gráfica (4.2a) muestra los perfiles de concentración estacionarios de ambos

modelos donde se observa que sı́ hay tranducción de la señal. Se aprecia en el

sistema con regulación que los perfiles de concentración de las cinasas de los tres

primeros ciclos están fuertemente inhibidas debido a la acción reguladora de la

quinta cinasa, no obstante, se observa que la sexta cinasa alcanza un porcentaje

alto de proteı́na activada, 93% cerca de la membrana y la penetración de la señal

al interior de la célula decae más rápidamente cuando hay regulación.

En el escenario (2) el parámetro de retroalimentación tiene el valor, µ = 10, y

la concentración total de la quinta cinasa es 10 veces mayor que las otras concen-

traciones obteniendose los perfiles de concentración estacionarios que se muestran

en la gráfica (4.2b).

En este caso los perfiles de concentración estacionarios correspondientes a los

primeros ciclos de la cascada disminuyen drásticamente como función de la dis-
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Figura 4.2: Perfiles de concentración estacionarios de una cascada con parámetros cinéticos
γ = 0,1, ma = 1, mi = 1 para diferentes valores del parámetro de regulación: a)
µ = 1, b) µ = 10, c) µ = 0,1 y d) µ = 0 perfiles de concentración del modelo sin
regulación.

tancia al interior de la célula mientras que el último ciclo mantiene un perfil de

concentración estacionario que es favorable, es decir, un alto porcentaje de acti-

vación cerca de la membrana y penetra al interior de la célula. La cinasa corres-

pondiente al quinto ciclo muestra una concentración de la enzima activada menor

al 20%, sin embargo, como su concentración total es 10 veces mayor esto signifi-

ca que, comparada con el resto, alcanza un perfil favorable para la transducción.

Debido a que los primeros niveles son fuertemente inhibidos por la cinasa c5, se

sugiere que transcurrido cierto tiempo, despues de la activación de los receptores,
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los primeros niveles de la cascada no son importantes para la transducción de la

señal.

En el escenario (3) el parámetro de retroalimentación tiene el valor, µ = 0,1 y la

concentración total de la cinasa del quinto ciclo es diez veces menor que las cinasas

de los otros ciclos. Los perfiles de concentración estacionarios se muestran en la

figura (4.2c). donde se observa que éstos difieren en varios aspectos al compararlos

con los obtenidos en los escenarios (1) y (2).

Se encuentra que cuando hay regulación los primeros cinco niveles tienen per-

files de concentración similares a los obtenidos en el caso sin regulación al interior

de la célula, lo que favorece la transducción de la señal. El perfil de concentra-

ción normalizada, c5, puede parecer engañoso debido a que, aunque muestra un

perfil de concentración cercano a la unidad en la posición de la membrana, debe

recordarse que su concentración total es diez veces menor a la de las demás, por lo

que en comparación, transmite una señal débil y en consecuencia la concentración

activada de la cinasa c6, es menor al 50%, como se observa en la figura (4.2c).

Los resultados anteriores para el modelo con regulación muestran que en la re-

gión de concentraciones lejanas a la saturación de las reacciones los perfiles de con-

centración de los estados estacionarios de la cascada tienen una menor penetración

que los correspondientes al modelo sin regulación, y por otra parte, el porcentaje

de activación en cada punto al interior de la célula es menor cuando hay regula-

ción. Cuando las concentraciones de las cinasas son iguales al valor KM , ma = 1 y

mi = 1, se obtienen resultados similares.

En lo que sigue se consideran los casos en los que una de las enzimas tiene

una reacción saturada mientras que la otra tiene una reacción con concentraciones
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lejanas a la saturación, casos que corresponden a los cuadrantes (ii) y (iv) de la

figura (3.5). Se espera encontrar un consenso del parámetro µ para el que exista

transducción favorable de la señal en el modelo de cascada con regulación negati-

va.

Primero se considera un escenario en donde se tienen concentraciones lejanas

a la saturación de las cinasas, ma = 1000, y saturación de las fosfatasas, mi = 0,5,

–punto que se localiza en el cuadrante (ii)– con un parámetro de retralimentación,

µ = 1. Los perfiles de concentración estacionarios se muestran en la figura (4.3a) en

los que se encuentra que se produce transducción de la señal. Además, se observa

que los perfiles de concentración de las cinasas correspondientes al primer y tercer

ciclos tienen porcentajes de activación que son menores que los restantes.

Por otra parte, cuando el parámetro de regulación tienen el valor, µ = 10, con

parámetros cinéticos, ma = 1000, y mi = 0,5, se obtuvieron los perfiles de concen-

tración estacionarios que se muestran en la figura (4.3b). Los resultados sugieren

que hay transducción de la señal y, como ocurre en la región de valores lejanos a

la saturación, las cinasas de los cuatro primeros ciclos de la cascada tienen porcen-

tajes de activación bajos en el interior de la célula, no obstante, la cinasa del sexto

ciclo muestra un perfil de transducción de la señal favorable.

En el escenario (3) , cuando el parámetro de regulación tienen el valor, µ = 0,1,

con parámetros cinéticos, ma = 1000, y mi = 0,5, se obtuvieron los perfiles de

concentración estacionarios que se muestran en la figura (4.3c). Como en los casos

anteriores, nuevamente, se encuentra que la transducción de la señal es favorable,

aunque el porcentaje de activación en el sexto ciclo es menor al 70% debido a la

baja concentración total de la quinta cinasa y tiene una baja penetración al interior

de la célula que el caso sin regulación, figura (4.3d).
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Figura 4.3: Perfiles de concentración estacionarios de una cascada con parámetros cinéti-
cos γ = 0,1, ma = 1000, mi = 0,5 para diferentes valores del parámetro de
regulación: a) µ = 1, b) µ = 10, c) µ = 0,1 y d) µ = 0 perfiles de concentración
del modelo sin regulación.

En el escenario (1) cuando el parámetro de regulación tiene el valor µ = 1, para

el cuadrante (iv), se obtuvieron los resultados mostrados en la figura (4.4a), donde

en los perfiles de concentración estacionarios se observa que existe transducción

de la señal con las mismas propiedades que se obtuvieron para el cuadrante (ii),

es decir, una concentración activada menor al 30% al interior de la célula pra los

dos primeros ciclos, pero un perfil del sexto ciclo comparable con los resultados

del modelo sin regulación, figura( 4.4d).
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Figura 4.4: Perfiles de concentración estacionarios de una cascada con parámetros cinéti-
cos γ = 0,1, ma = 0,9, mi = 1000 para diferentes valores del parámetro de
regulación: a) µ = 1, b) µ = 10, c) µ = 0,1 y d) µ = 0 perfiles de concentración
del modelo sin regulación.

En la figura (4.4b) se muestran los perfiles de concentración estacionarios cuan-

do el parámetro de regulación es, µ = 10 y γ = 0,1 correspondiente al escenario (2)

con parámetros cinéticos,ma = 0,9 ymi = 1000 en el cuadrante (iv). Los resultados

sugieren que hay transducción favorable de la señal con porcentajes de activación

bajos para los primeros cuatro ciclos, no obstante, el sexto ciclo tiene un perfil de

concentración con alto porcentaje de activación y una longitud de penetración al

interior de la célula similar a los resultados obtenidos del modelo sin regulación.
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En la figura (4.4c) se muestran los perfiles de concentración estacionarios cuan-

do el parámetro de regulación es, µ = 0,1 y γ = 0,1 correspondiente al escenario

(3) con parámetros cinéticos, ma = 0,9 y mi = 1000 en el cuadrante (iv). La gráfica

muestra perfiles de concentración con las mismas caracterı́sticas observadas cuan-

do se tienen parámetros cinéticos localizados en (ii), es decir, se observa transduc-

ción de la señal con un porcentaje de activación bajo para la cinasa correspondiente

al último ciclo y una penetración al interior mas baja que los ciclos que le preceden.

De los resultados anteriores podemos concluir que en todos los casos la trans-

ducción de la señal es parcialmente favorable, es decir, cumple con la propiedad

de ser un sistema de amplificación para la señal por la formación de gradientes de

concentración, solo para algúnos ciclos de la cascada dependiendo del parámetro

de regulación. La diferencia significativa ocurre en el sexto ciclo. En el caso, µ = 0,1,

los resultados muestran que la transducción de la señal no es favorable por que no

hay una amplificación de la señal recibida del quinto ciclo. Por otra parte, en los

casos, µ = 1 y µ = 10, el perfil de concentración de la cinasa correspondiente al sex-

to ciclo es mayor y tiene tiene una longitud de penetración al interior de la célula

que es también mayor que los ciclos que le preceden. Además, los resultados su-

gieren que, en los casos, µ = 1 y µ = 10, el consumo de grupos fosfato se reduce de

manera significativa debido a la inhibición de los primeros niveles que no impide

la transducción favorable de la señal.

Es importante enfatizar que existe evidencia experimental de que la vı́a de

señalización MAPK exhibe propiedades de regulación negativa. En particular se

ha encontrado que, en la cascada compuesta por las proteinas Raf, MEK y ERK,

la proporción entre sus concentraciones es 1:3:6 en las células COS y de 1:0.7:9 en

los fibloblastos NIH 3T3 [12]. Estas proporciones corresponde al escenario (2) con
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parámetro de regulación, µ = 10, en los que Ctot
5 es diez veces mayor a las demás.

Lo anterior sugiere que los resultados obtenidos para este escenario, en relación al

bajo consumo de grupos fosfato, son consistentes con lo que podrı́a estar ocurrien-

do en la cascada MAPK in vivo.

En esta sección se estudió en detalle el comportamiento de las concentraciones

estacionarias de las enzimas de los diferentes ciclos de la cascada como función

de la posición en el interior de la célula. Los resultados muestran tres propiedades

de los modelos de cascada con transducción favorable: (i) en cada nivel la señal se

amplifica; (ii) la amplificación es debida a la formación de gradientes de concen-

tración, aún en el sistema que esta regulado negatı́vamente; y (iii) la cascada con

parámetro de regulación, µ = 10, muestra lo que podrı́a ser un menor consumo de

energı́a. En años recientes se han desarrollado diferentes técnicas de microscopı́a

para medir la concentración de las proteinas activada como función de su posición

al interior de la célula y se han comprobando las dos primeras propiedades en el

estado estacionario [13].

Para completar el análisis de los modelos, en el siguı́ente capı́tulo se analizará la

evolución temporal de la cascada sin regulación y con regulación, para tratar de

entender las diferencias principales entre ambos modelos en la formación de los

perfiles de concentración estacionarios para los escenarios de transducción favora-

ble.
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Capı́tulo 5

Evolución temporal de la vı́a de

transducción.

Para entender la dinámica de la cascada antes del estado estacionario es im-

portante e interesante analizar la evolución temporal de las concentraciones de

proteı́nas activadas en cada ciclo de la cascada. Con la finalidad de simplificar el

análisis, se define la concentración total activada de la proteı́na al tiempo t en el

nivel n de la cascada al interior de la célula, c̃n(t), como la integral sobre todas las

posiciones al interior de la célula de los perfiles de concentración reducida, cn(x, t),

es decir:

c̃n(t) =

∫ L

0

cn(x, t) dx (5.1)

En el caso de una vı́a de transducción no regulada se encontró que la concen-

tración de proteı́na activada, c̃n(t), tiene un comportamiento monótono creciente

en el tiempo hasta que las concentraciones alcanzan un comportamiento estaciona-

rio sugiriendo que, cn(x, t), alcanza sus valores máximos en el estado estacionario.
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Figura 5.1: Evolución temporal de la concentraciones, c̃n(t), de cada uno de los ciclos de
la cascada, n = 1, 2, ..,6, en la región de concentraciones lejanas a la saturación
con, γ = 0,1, para diferentes valores del parámetro de regulación: a) µ = 1, b)
µ = 10, c) µ = 0,1 y d) µ = 0 evolución temporal del modelo sin retroalimenta-
ción.

Por lo anterior, el análisis temporal en el caso sin regulación no es de mucha im-

portancia, no obstante, con la finalidad de comparar los tiempos de respuesta con

los correspondientes a la vı́a de transducción con regulación se analizaŕan los com-

portamientos de ambas cascadas como función del tiempo.

La figura (5.1a) muestra la evolución temporal de las concentraciones totales,

c̃n(t), con n = 1, 2, ..,6, de cada uno de los ciclos de la cascada en la región de va-

lores lejanos a la saturación tanto para las cinasas como para las fosfatasas, con
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γ = 0,1, y µ = 1, en un intervalo entre 0 ≤ t ≤ 200, tiempo suficientemente lar-

go para el sistema con regulación en el que las concentraciones totales activadas,

c̃n(t), alcanzan un estado estacionario. Comparando ambas gráficas se observa que

la concentración total activada en cada nivel de la cascada con regulación es una

fracción de la intensidad de la señal –concentración total– que cuando no hay re-

gulación, figura (5.1d). También se observa que en la cascada regulada el “estado

transitorio” transcurre en un tiempo menor y que los ciclos que son regulados au-

mentan su fracción de activación al principio del proceso, no obstante, despúes

de un cierto tiempo, t ≈ 5, tal fracción disminuye. Es este intervalo en el que la

señal de regulación es más intensa y produce la disminución de la fosforilación.

Es decir, las concentraciones, c̃1(t) y c̃3(t) alcanzan su valor máximo en, t ≈ 5 y

despúes disminuyen debido a la regulación hasta un estado estacionario en equi-

librio. Sin embargo, los otros niveles de la cascada aumentan monotónicamente

hasta alcanzar su estado estacionario, aunque, el valor estacionario de los perfiles

de concentración es 50 % menor que en el caso de la cascada sin regulación.

En la figura (5.1b) se muestra la evolución temporal de los perfiles de concentra-

ción total de cada uno de los ciclos de la cascada en la región lejana a la saturación

con, γ = 0,1, para un valor del parámetro de regulación, µ = 10. Se observa que los

perfiles de concentración de los primeros tres ciclos son pequeños, menores que la

unidad, mientras que el correspondiente al quinto alcanza su valor estacionario,

c̃5(t) ≈ 2, a partir del tiempo, t ≈ 15, sugiriendo la transmisión robusta de la señal.

No obstante, el perfil de concentración del sexto ciclo aumenta monotónicamente

en el intervalo de tiempo considerado y parece que alcanza su estado estaciona-

rio para tiempos mayores que 200 –similar al de la cascada sin regulación– con un

porcentaje de concentración activada alto, aproximadamente cinco veces el valor
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de la concentración del quinto ciclo. Esto sugiere que la alta concentración de la

quinta cinasa compensa la inhibición de los primeros ciclos de la cascada. En la

figura (5.1c) se muestran el caso, µ = 0,1, en el que los perfiles de concentración

total activada de los primeros tres ciclos son relativamente pequeños, c̃n ≤ 3, con,

n = 1, 2, 3, similar al caso sin regulación negativa, esto se debe a que la concentra-

ción del quinto ciclo, c̃5, de la proteı́na activada es menor a las demás y su tasa de

desactivación para las cinasas, c1 y c3, es baja. Se observa que alcanzan su estado

estacionario en un tiempo t ≈ 70, más rápido que en el modelo sin regulación.

En lo que sigue se analizará la evolución temporal de la cascada no regulada y

regulada cuando la concentración de los sustratos es igual aKM . En la figura (5.2a)

se muestran los perfiles de concentración total, c̃n(t) de la cascada con regulación,

comparada con los perfiles del modelo sin regulación (5.2d), obtenidos con los si-

guientes valores de los parámetros cinéticos,(ma = 1,mi = 1), que corresponden

al caso en el que las concentraciones de las cinasas son iguales al valor KM . La

concentración, c̃n(t), de la cascada sin retroalimentación muestra que la concen-

tración activada en el nivel n, al interior de la célula, crece montónicamente hasta

alcanzar el estado estacionario. Los primeros ciclos alcanzan el estado estaciona-

rio más rápido comparados con los últimos, en particular el sexto ciclo es el que

tarda más, requiriendo del orden de t ≥ 200 unidades de tiempo reducidas. En

comparación, se observa que los niveles de la cascada con regulación alcanzan el

estado estacionario en tiempos más cortos, los primeros ciclos requieren de apro-

ximadamente, t ≥ 70, mientras que el sexto ciclo requiere de t ≈ 130 unidades

de tiempo. Además se observa que los efectos de regulación, –decrecimiento de la

concentración despúes del máximo y antes de alcanzar el estado estacionario–, en

los primeros ciclos ocurren en tiempos del orden de, t ≤ 20, mientras que en los
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Figura 5.2: Evolución temporal de la concentraciones, c̃n(t), de cada uno de los ciclos de la
cascada, n = 1, 2, ..,6, con parámetros cinéticos, γ = 0,1, ma = 1, mi = 1, para
diferentes valores del parámetro de regulación: a) µ = 1, b) µ = 10, c) µ = 0,1 y
d) µ = 0 evolución temporal del modelo sin retroalimentación.

dos ultimos ciclos los efectos de la regulación se presentan para tiempos, t > 30.

Por otra parte, en la figura (5.2b) se muestran los perfiles de concentración,

c̃n(t), en el caso en que el parámetro de regulacicón es, µ = 10, que corresponde

al caso en el que la concentracion total de la quinta cinasa en diez veces mayor

que las demás. Se observa que las concentraciones totales activadas de los cinco

primeros ciclos al interior de la célula, c̃n(t), alcanzan un máximo después del cual

decaen hasta alcanzar el estado estacionario de baja concentración. No obstante,
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la concentración del sexto nivel, c̃6(t), aumenta rápidamente durante las primeras

t = 60 unidades de tiempo para posteriormente mostrar un creciemiento lento y

alcanzar su estado estacionario para tiempos t ≥ 200 unidades.

La evolución temporal de las concentraciones, c̃n(t), cuando el parámetro de re-

gulación tiene el valor, µ = 0,1, que corresponde a la situación en que la concentra-

ción total de la quinta cinasa, Ctot
5 , es diez veces menor que las demás, se muestran

en la figura (5.2c). En esta gráfica se observa que la regulación no produce “estado

transitorio” alguno con concentración activada mayor que el estado estacionario.

Es decir, conforme transcurre el tiempo aumentan monotónicamente hasta alcan-

zar su valor estacionario favorable para la transducción, comportamiento análogo

al caso de una cascada sin regulación. Este resultado sugiere que la regulación no

tiene gran influencia debido a la baja concentración total de la cinasa del quinto

ciclo comparada con el resto.

De los resultados anteriores se deduce que la evolución temporal de los per-

files de concentración total activada en cada uno de los niveles de la cascada sin

regulación tienen valores más grandes que los correspondientes a la cascada con

regulación, por otra parte el estado transitorio de la cascada con retroalimentación

es menor al de la cascada sin regulación. Se observa que la evolución temporal del

primer modelo, cascada sin regulación, es monotonicamente creciente para todos

los escenarios de transducción favorable, alcanzando sus valores máximos en el

estado estacionario. El análisis subsecuente se enfocara especı́ficamente en el mo-

delo con regulación, mostrando que esta regla del primero modelo no se cumple

para la cascada con retroalimentación negativa.

En la gráfica (5.3a) se muestran los resultados de la evolución temporal de las

concentraciones totales, c̃n(t), cuando γ = 0,1 y con valores de los parámetros
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Figura 5.3: Evolución temporal de la concentraciones, c̃n(t), de cada uno de los ciclos de la
cascada, n = 1, 2, ..,6, con parámetros cinéticos, γ = 0,1, ma = 1000, mi = 0,5,
para diferentes valores del parámetro de regulación: a) µ = 1, b) µ = 10, c)
µ = 0,1 y d) µ = 0 evolución temporal del modelo sin retroalimentación.

cinéticos, ma = 1000 y mi = 0,5, y parámetro de regulación, µ = 1. Estos valo-

res de los parámetros cinéticos se localizan en el cuadrante (ii) de la figura (3.5) y

representan cascadas con concentraciones de las cinasas lejanas a la saturación y

reacción saturada de las fosfatasas. La gráfica muestra la evolución temporal de la

concentración total de las cinasas, c̃n(t), de los ciclos regulados. Se observa que pa-

ra tiempos, t ≤ 30, las concentraciones totales aumentan monotónicamente hasta

alcanzar su valor estacionario para t > 30.
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En la gráfica (5.3b) se muestran los perfiles de concentración cuando el paráme-

tro de regulación es, µ = 10, para valores de los parámetros cinéticos localizados

en el cuadrante (ii) de la figura (3.5) que corresponden a situaciones en las que las

concentraciones de las cinasas tienen valores lejanos a la saturación y la reacción de

las fosfatasas es saturadas. Se encuentra que la evolución temporal de las concen-

traciones totales de las cinasas de los cuatro primeros ciclos son pequenãs compa-

radas con las del quinto y sexto ciclo y su comportamiento es tal que aumentan en

el transcurso del tiempo hasta alcanzar un máximo a tiempos relativamente cortos

para despúes disminuir monotónicamente a un valor muy pequeño. El perfil de

concentración de la cinasa del quinto ciclo presenta un comportamiento similar al

anterior excepto que alcanza su valor máximo en un tiempo que es aproximada-

mente cinco veces más grande que el que tarda en ocurrir el máximo en los ciclos

anteriores, para depues alcanzar su estado estacionario. A diferencia de lo anterior,

el comportamiento de la concentración de la cinasa correspondiente al sexto ciclo

aumenta monotónicamente al transcurrir el tiempo alcanzando su valor máximo

en el estado estacionario para tiempos muy largos, t > 200.

En la gráfica (5.3c) se muestra la evolución temporal de las concentraciones to-

tales activadas, c̃n(t), con parámetros cinéticos, γ = 0,1, ma = 1000 y mi = 0,5, en

el cuadrante (ii) y con parámetro de regulación, µ = 0,1. Se observa que en los pri-

meros cuatro ciclos las concentraciones de las cinasas aumentan y los efectos de la

regulación son casi imperceptibles. La concentración de la cinasa correspondiente

al quinto ciclo aumenta monotónicamente y es mayor que las concentraciones de

las cinasas de los otros ciclos, sin embargo, éste resultado es aparente ya que su

concentración total es diez veces menor a las demás y por lo tanto, su porcentaje

de activación es mucho mayor. El sexto ciclo alcanza el estado estacionario en un
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tiempo mayor que los ciclos que le preceden.
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Figura 5.4: Evolución temporal de la concentraciones, c̃n(t), de cada uno de los ciclos de la
cascada, n = 1, 2, ..,6, con parámetros cinéticos, γ = 0,1, ma = 0,9, mi = 1000,
para diferentes valores del parámetro de regulación: a) µ = 1, b) µ = 10, c)
µ = 0,1 y d) µ = 0 evolución temporal del modelo sin retroalimentación.

La evolución temporal de los perfiles de concentración totales de cada ciclo en

la gráfica (5.4a) son para valores de los parámetros cinéticos, ma = 0,9 y mi = 1000,

localizados en el cuadrante (iv), con γ = 0,1, y parámetro de regulación µ = 1.

Estos valores representan escenarios en los que las cinasas están saturadas y las

fosfatasas tienen valores de racción lejanos de la saturación. Se observa que los va-

lores de c̃n(t) de los primeros cinco ciclos aumentan al transcurrir el tiempo hasta
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alcanzar un máximo a tiempos relativamente cortos en el intervalo, 10 ≤ t < 30.

Para tiempos mayores los primeros tres decaen a un valor pequeño cercano a cero,

mientras que los ciclos cuatro y cinco disminuyen ligeramente hasta alcanzar su

estado estacionario para tiempos mayores que t = 40. A diferencia de los otros

ciclos, la concentración del sexto ciclo aumenta monotónicamente y alcanza el es-

tado estacionario, c̃6 ≈ 5, para tiempos, t > 50.

Por otra parte, en la figura (5.4b) se muestra el comportamiento de los perfi-

les de concentración para un valor del parámetro de regulación, µ = 10 y con los

mismos parámetros cinéticos, γ = 0,1, ma = 0,9 y mi = 1000. Se observa que

las concentraciones de las cinasas de los primeros cinco clclos se inhiben rápida-

mente, alcanzan su valor máximo, c̃n / 1, (n = 1, 2, 3, 4, 5) para tiempos t < 15

y despúes decrecen en forma importante hasta alcanzar su estado estacionario. A

diferencia de este comportamiento, la concentración de la cinasa del ciclo seis cre-

ce monotónicamente alcanzando su estado estacionario, c̃6 ≈ 6 para t > 200. Este

resultado es similar al que se obtuvo anteriormente para valores análogos de los

parámetros cinéticos, ma y mi.

Finalmente, cuando el parámetro de regulación es pequeño, µ = 0,1, y los

parámetros cinéticos son los mismos que en los casos anteriores, ma = 0,9 y mi =

1000, –en el cuadrante (iv)–, y γ = 0,1, se obtuvieron los resultados que se mues-

tran en la gráfica (5.4c). Se observa que las concentraciones de las cinasas de los

seis ciclos aumentan monotónicamente hasta alcanzar un estado estacionario casi

sin poder percibirse los efectos de los terminos de regulación. Como en ningun

se presenta un máximo diferente del estado estacionario, el caso del parámetro,

µ = 0,1 es cercano al caso sin regulación, excepto en el sexto ciclo para el cual

su concentración total activada está reducida debido a la baja concentración de la
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quinta cinasa. Por lo que esta regulación en particular afecta la transducción en el

último ciclo.

El análisis de la evolución temporal de las concentraciones totales activadas,

c̃n(t), sugiere que, en el caso sin regulación, los perfiles de concentración en el es-

tado estacionario representan valores máximos para la cascada, mientras que en

el caso con regulación se puede presentar un valor máximo antes del estado es-

tacionario a diferentes tiempo para los primeros ciclos de la cascada. Además, se

observa que el estado transitorio es de corta duración principalmente para los pri-

mero cinco ciclos de la cascada. Particularmente, los resultados correspondientes

a los casos de regulación (1), µ = 1, y (2), µ = 10, muestran que a pesar de un

bajo porcentaje de activación de cinasas en los primeros ciclos hay una propaga-

ción favorable de la señal en los últimos ciclos de la cascada lo que sugiere que el

consumo de energı́a es menor que en la cascada sin regulación.
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Capı́tulo 6

Conclusiones

Del modelo sin retroalimentación se obtiene una relación de los parámetros,

γ, ma, mi y de la concentración denomida de meseta para los últimos niveles de

la cascada. Ésta determina perfiles de concentración de transducción favorable,

vistos en el estado estacionario, t = 10, 000, en las diferentes regiones de concen-

tración respecto al valor Km para ambas enzimas. Unicamente, esta relación no es

valida en en la región (III) donde la aproximación de los parámetros da una ecua-

ción inestable que tiene como resultado soluciones a las ecuaciones diferenciales

que no están determinadas de manera univoca.

Al incluir al modelo los terminos de regulación negativa, en general, se obtie-

nen resultados identificados con transducción favorable de la señal para las mis-

mas regiones de concentración en las que el primer modelo presenta esta cuali-

dad. Se deducen de las ecuaciones tres tipos de regulacion asociados al valor del

parámetro, µ, a saber: (i) µ = 1, (ii) µ > 1 y (iii) µ < 1. De los tres escenarios de

regulación, analizados para las diferentes regiones de concentración, en el caso,

µ = 1, se observa una disminución de las concentraciones activadas, c1 y c5, con

un alcance, al interior de la célula, similar al de la cascada sin regulación; el caso,
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µ = 10, muestra una disminución significativa de las concentraciones activadas, cn,

de todas las proteı́nas en la cascada, excepto en el sexto ciclo, el cual tiene un perfil

de transducción favorable en su penetración hacia el núcleo en todas las regiones

de transducción del modelo inicial; finalmente, en el caso, µ = 0,1, se ven perfiles

similares al caso sin regulación, µ = 0, para los primeros cinco ciclos, sin embargo,

la concentración activada del sexto nivel muestra un perfil poco favorable para la

transmisión de la señal a su objetivo en el núcleo.

La información experimental de la vı́a de señalización MAPK con regulación

muestra que las proteı́nas Raf:MEK:ERK tienen una proporción entre sus concen-

traciones de 1:3:6 en células COS y de 1:0.7:9 en los fibroblastos NIH 3T3 [12]. Esta

proporción es similar al modelo con un parámetro µ = 10, el cual sugiere una trans-

ducción favorable de la señal con un consumo menor de energı́a que la cascada sin

regulación.

El análisis de la evolución temporal del modelo sin retroalimentación muestra

que el estado transitorio es de corta duración y en él se desarrolla un crecimiento

monotonico de las concentraciones activadas hasta alcanzar el estado estacionario,

el cual es de valor máximo y por lo tanto, de mayor alcance al interior de la célu-

la. De la evolución temporal del modelo con retroalimentación se deduce que las

concentraciones totales activadas al interior de la célula pueden alcanzar un valor

máximo, durante el estado transitorio, que es mayor al estado estacionario, esto

es debido a la influencia de los terminos de retroalimentación que a cierto tiempo

se vuelven más intensos, aniquilando la señal de los ciclo regulados. Estos valores

maximos en el estado transitorio podrian ser importantes para el incremento acele-

rado de la señal en los ultimos ciclos, la cual, pasado ese tiempo, puede sostenerse

en el estado estacionario.
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Freeman and Company, Quinta edición, E.U.A.

[2] Marks F., U. Klingmuller, K. Muller-Decker. 2009. Cellular Signal Processing.

Garland Science, E.U.A.

[3] Berridge J. M. 2012. Cell Signalling Biology. doi:10.1042/csb0001001

[4] Lodish H., A. Berk, P. Matsudaira, C. A. Kaiser, M. Krieger, M. P. Scott, L. Zi-

pursky, J. Darnell. 2012. Molecular Cell Biology. W. H. Freeman and Company,

Quinta edición, E.U.A.

[5] Stadtman ER, Chock PB. 1977. Superiority of Interconvertible Enzyme Cascades in

Metabolic Regulation: Analysis of Monocyclic Systems. Proc NatlAcad Sci 74. pp

2761-2765.

[6] Goldbeter A, Koshland DE. 1981. An Amplified Sensitivity Arising from Covalent

Modification in Biological Systems. Proc Natl Acad Sci 78. pp 6840-6844.

[7] Muños-Garcı́a J., Z. Neufeld, B. N. Kholodenko. 2009. Positional Information

Generated by Spatially Distributed Signaling Cascades. PLoS Computational Bio-

logy, Volumen 5, Número 3.
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Biochem. J., Número 277, p.p. 573-576.

[9] Taylor M. E. 1997. Partial Differential Equations III. Nolinear Equations. Applied

Mathematical Scence 117, Springer, E. U. A.

[10] IMSL Fortran Subroutines for Mathematical Applications, pp. 717

[11] Brunet A., G. Pagés, J. Pouysségur. 1994. Growth factor-stimulated MAP kinase

induces rapid retrophosphorylation and inhibition of MAP kinase kinase (MEK1).
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Apéndice I

Solución estacionaria del primer ciclo.

Las ecuaciones diferenciales parciales que conforman el modelo de cascada de

seis ciclos, con la cinética de Michaelis-Menten, son no lineales. Sin embargo, en

el estado estacionario, la primera ecuación puede resolverse analı́ticamente en la

región de concentraciones de los sustratos lejanas a la saturación. El problema se

reduce a una ecuación de segundo orden con condiciones de frontera de tipo Neu-

mann y se reescribe en la ecuación 6.1 como:

0 = D
d2c1
dx2
− ki1c1 (6.1)

D
∂c1
∂x
|x=0 = −ka1(1− c1)

D
∂c1
∂x
|x=L = 0

La solución a la ecuación 6.1 resulta de la suma de dos exponenciales de la

forma:
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c1(x) = Aeαx +Be−αx (6.2)

Donde el valor parámetro α –que tiene unidades de longitud inversa– se obtie-

ne al sustituir la solución 6.2 en la ecuación diferencial 6.1. La longitud caracterı́sti-

ca α−1 que depende del cociente entre el coeficiente de difusión, D, y la constante

cinética, ki, representa la distancia a la cual la contribución de la exponencial es

1/e, con e = 2,71828183.

Ası́ pues, la longitud caracterı́stica α−1 se expresa como,

1

α
=

√
D

ki
(6.3)

Aplicando a la condición de frontera en el punto x = L, se obtiene la siguiente

relación entre los coeficientes A y B.

B = Ae2αL (6.4)

Evaluando en la frontera x = 0, que corresponde al punto en la membrana, se

obtiene el valor algebraico del coeficiente A,

A = (
ka

ka −Dα
)

1

1 + ηe2L
(6.5)

donde η se expresa como:

η =
ka +Dα

ka −Dα

Por lo tanto, la solución analı́tica a la ecuación diferencial es,

c1(x) = (
ka

ka −Dα
)
eαx + e2Le−αx

1 + ηe2L
(6.6)
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