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Capitulo 1

Introduccion

Es bien sabido que en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias estd el teorema de
existencia y unicidad, el cual es facil de generalizar para las ecuaciones diferenciales sobre
variedades, lo cual hace que el estudio moderno de las ecuaciones ordinarias se reduzca a la
clasificacion de los posibles flujos y sus aplicaciones. En contraparte la teoria de ecuaciones
diferenciales parciales no tiene un teorema general de existencia de soluciones y menos uno
de unicidad, esto hace que, en muchas ocasiones, demostrar que una ecuacion tenga solucién
sea bastante dificil, con casos donde no tenga solucién tnica y que los métodos utilizados en
una ecuacién no sirvan para otra. Al principio del siglo XX la teoria de ecuaciones diferen-
ciales parciales era considerada la cumbre de las matematicas, por la dificultad y el asombro
de ver cémo era fundamental utilizar otras areas emergentes de las matemadticas, grandes
matematicos como Cartan, Courant, Frobenius, Sobolev, Poincaré y Hilbert, entre muchos
otros, dieron grandes aportes para la teoria moderna.

Dentro de las ecuaciones parciales uno de los operadores mas importantes es el operador de
Laplace que en R" esta dado por la suma de las n segundas derivadas parciales de una fun-
ciéon de R™ a R; con este operador se definen algunas de las ecuaciones de segundo orden mas
importantes para el desarrollo de las matematicas y mas antiguas; la ecuacién de Laplace
asociada al nicleo del operador de Laplace y la ecuaciéon de Poisson, que es el operador de
Laplace igualada a una funcién cualquiera, que tuvo su origen en la teoria del potencial, la
ecuacion de onda que se origind en el problema de la cuerda vibrante homogénea, el cual
fue un problema importante para los matematicos del siglo XVIII, la ecuacion de calor, que
tuvo su origen en el siglo XIX, que posteriomente da pie al anélisis de Fourier, mas adelante
en ese mismo siglo veria la luz la ecuacion de Navier-Stokes que, a diferencia de las demas,
tiene un cardacter vectorial (tiene un operador de Laplace vectorial), no es lineal y hoy en
dia existe un problema abierto de los llamados Problemas del Siglo por Clay Mathematics
Institute. En el siglo XX con la fisica cuantica nace la ecuacién de Schrodinger la cual se
caracteriza por ser compleja. Rapidamente el operador de Laplace fue asociado a distintas
areas de las matematicas como las funciones holomorfas, el estudio de superficies minimas y
la teoria de ecuaciones estocasticas.

La teoria de Hodge para variedades reales es la respuesta a la existencia de la solucién a
la ecuacién de Poisson y cuantas soluciones linealmente independientes tiene la ecuacion de
Laplace en el lenguaje de formas diferenciales sobre variedades reales. En lo personal me
asombré mucho la teoria de Hodge la primera vez que me involucré con ella por dos cosas:



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

la primera es el ver como la topologia algebraica puede contar el ntimero de soluciones de
la ecuacion; la segunda es el hecho de que la ecuacion de Laplace esta asociada a muchas
areas de las matematicas lo cual hace muy rica la teoria. Mas adelante en mi trabajo al
involucrarme en el estudio de las variedades complejas me encontré con la cohomologia de
Dolbeault, lo cual me llevé a descubrir que la geometria algebraica y la teoria de Hodge
estaban intimamente ligados en otro de los Problemas del Siglo: la Conjetura de Hodge, la
cual lamentablemente no se expone por motivos de espacio. Esto muestra lo amplia y viva
que es la teoria y, espero, una motivacion por estudiarla.

Para la lectura de este trabajo es necesario el conocimiento previo del lenguaje de formas
diferenciales reales y el teorema de Stokes, la nocién de que es una variedad riemanniana,
los resultados basicos de la cohomologia de De Rham y la teoria de espacios de Hilbert.

El primer capitulo consta de la construccion de un producto interior en el algebra exterior
para poder dar una estructura de espacio de Hilbert a ésta, gracias a esto podremos cons
truir el operador adjunto a la derivada exterior y con ellos el operador de Laplace. Como
es comun ya que el espacio es completo podremos estudiar la ecuacién de Laplace asociada
a una forma de grado p y calcular la dimension del p-ésimo grupo de cohomologia de De
Rham. Con esto podremos hacer unas aplicaciones para concluir.

En el segundo capitulo pasaremos a los espacios vectoriales complejos: definiremos la llamada
estructura cuasi compleja en un espacio vectorial de dimension par y la relacion con un espa-
cio vectorial complejo. Construiremos las formas diferenciales complejas con sus propiedades
mas importantes. Gracias a la estructura cuasi compleja podremos hacer una descomposi-
cién en funciones holomorfas y antiholomorfas, asi mismo se definiran las derivadas exteriores
holomorfa y atiholomorfa. Demostraremos que estos operadores cumplen propiedades analo-
gas a la derivada exterior; asi definiremos la cohomologia de Dolbeault y la compararemos
con la de De Rham compleja, hasta llegar a la conclusién de que no coinciden en lo general.
En analogia con el capitulo uno daremos la estructura de espacio de Hilbert y la construccién
de los operadores de Laplace asociados a cada derivada exterior.

En el tercer capitulo daremos la demostracién del teorema de Hodge en variedades comple-
jas, las consecuencias mas importantes y algunas aplicaciones.

Por 1ltimo en el cuarto capitulo veremos cuando las dos cohomologias coinciden; como ejem-
plo importante calcularemos la cohomologia de Dolbeault del plano proyectivo.

De antemano gracias al lector.



Capitulo 2

Teorema de Hodge para variedades
reales

2.1. Construccién del operador de Laplace

Consideremos V' un espacio vectorial de dimensiéon n sobre un campo K, dotado de un
producto escalar <, >. Recordemos que en este caso, V' se puede identificar con su espacio
dual V* asociando a cada v € V' la transformacion w — (v, w).

Definicién 2.1.1. Llamamos p-tensor alternante en V' a una funcion p-lineal w : VP — K
que cumple
W(V1, -y U,y Vi, ooy Up) = —W(V1, oo, Vg1, Ujy e, Up)

para todo j € {1,...,p—1}.

El conjunto de los p-tensores alternantes sobre V', con la suma y el producto por un
escalar definidos de manera natural, es un espacio vectorial sobre K que denotaremos por
AP(V). Una vez definida la operacién cuna entre tensores, se puede mostrar que dada una
base eq,...,e, de V* una base de AP(V') estd dada por

ey Ao ANey, con 1 <ip <---<ip <n.

Usando el producto escalar de V' dotamos al espacio dual V* de un producto escalar, como
sigue: Si eq, ..., e, es una base de V* dual a una base ortonormal de V', entonces imponemos
la condicién de que eq, ..., e, sea ortonormal y extendemos el producto por linealidad. Esto
nos permite dar al dlgebra exterior un producto escalar.

Definicién 2.1.2. Dados vy, ..., vy, w1, ..., w, € V*, definimos
<V AV A Avp,wy Awg A -+ Aw, >= det(< v, wj >).
FEste producto se extiende por linealidad a todo AP(V).
Consideremos una base ortonormal ey, ..., e, de V* y la base de A?(V') dada por

ey, N Nej, conl <y <--- <y <.

3
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Un tensor de este tipo tiene norma uno, pues
<ep N A €iys €iy VANRRRIVAY €i, >= det(< €i; 5 €iy, >) = det(éjk) =1.

Por otro lado, los tensores distintos e;, A---Ae;, y ej, A---Ae;, son ortonormales. En este
caso, por lo menos existe un e, en el primer producto que no estd en el segundo; entonces
la matriz (< e;, , ej >) tiene un vector renglén cero y por tanto

< €y /\~-~/\eip,ej1 /\-~-/\ejp >= det(< €y €5, >) =0,

dado que < e, e; >= 0 para toda jj.
Ahora veremos que el producto es positivo definido. Sea o« € AP(V') dada por
o= Z iy, ip€iy N s N €
i1<...<1p

entonces

<oa,a> = < E Q.. Ciy A A €y, E Q3 Cin A A €, >
1< <ip J1<--<Jp

= E E Oy i Xy i < €5 VANEIEIAN €iyy €41 VASERWA €j, >

i1 <o <ip J1 < <Jp

= Z ozflw',ip > 0.

i< <ip

Podemos extender el producto < , > sobre el dlgebra exterior A(V') imponiendo que A?(V)
y A?(V) sean ortogonales para toda p # q.

Definicién 2.1.3. Si V es orientable, definimos el operador estrella u operador de Hodge'
x: AP(V) — A"P(V) donde 0<p<nmn,
como sique: Sea ey, ..., e, una base ortonormal de V*. Entonces

(1) = Feg A+ Aep,
x(eg N Ney) = =£1,
x(eg Ao Nep) = Fepig A Ney,

donde tomamos el signo + st ey, ..., €p, €pi1,. .., €, €5 una base positiva de V* y el signo —
en caso contrario. Fxtendemos x por linealidad.

Una propiedad importante del producto cuna es que si A : V* — V* es una transforma-
cion lineal y vq,...,v, € V*, se tiene que

Avy A -+ N Avy, = (det A)vy A -+ A vy;

William Vallance Douglas Hodge (17 junio de 1903- 7 julio de 1975) matemético escocés.



2.1. CONSTRUCCION DEL OPERADOR DE LAPLACE D

de aqui se sigue que
*(Avg A -+ AN Avy) = *((det A)vg A - Awy) = (det A) * (v A~ Awy)

Esto nos dice que el operador estrella no depende de la elecciéon de la base ortonormal,
pues cualesquiera dos bases ortonormales estan relacionadas por una transformacién con
determinante uno.

Lema 2.1.4. xx =: AP(V) — AP(V), dado por +x = (—1)P"P)id
Demostracion. Sea eq, ..., e, una base ortonormal positiva de V*; entonces
#(er Ao Aep) = eppi A Aey;

por lo tanto,
xx (e Ao ANey) =xer A Neyp.

Para determinar el signo basta ver si ep;1,...¢e,,€1,. .., €, es una base negativa o positiva;
pero
er N NepNepri Ao Nep = (—1)Peprr Aer A= Aep Aepra A+ Aey:

repitiendo el procedimiento, en total (n — p) veces,
erAAepNepi Ao Ney = (1P Pe, A Aey, Aep A~ Aep.
El resultado se extiende por linealidad. O
Lema 2.1.5. Para todo v,w € AP(V),
<v,w >=x(w A *v) = *(v A *w).

Demostracion. Mostraremos que se cumple la igualdad < v, w >= x(vAxw). La otra igualdad
se demuestra de manera analoga. Por linealidad, basta suponer que

’U:€Z‘1/\"'/\€Z‘p y w:ejl/\~-~/\ejp.
Tenemos que
Ko Axw) = x(e;; A Ney, Ax(ej, Ao Nej,)) =x(e, Ao Ney, A(Fej,. ) A Aej,),

donde el signo = depende sie;j,, ..., ej,, ..., e;, es una base positiva o negativa. Si {i,...,i,} =
{j1,---,Jp} tenemos que

(v Axw) = *(e;, A Ney, A(Fej ) A Aej,) =1 =<v,w>.

En caso de que {i, . . .,1i,} sea distinto de {ji, ..., jp }, los conjuntos {i1, ..., iy} v {Jps1s - -, Jn}
tienen por lo menos un término en comun y

(v Axw) = *(e;, A Ney, A(Fej ) A Aej,) =0=<v,w>. O
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Lema 2.1.6. Dada una base positiva arbitraria de V* se tiene

1
(1) = VLA Ay
Vdet(< v;,v; >)
Demostracion. Sea eq,...,e, una base ortonormal positiva de V* y A una transformacién
lineal que lleva la base eq,...,¢e, en vy,...,v,. Por un lado,

<ULA - AU, 01 A Ay, >= det(< v, v5 >);
por otro,
SULA - AVp, 01 A= Ay >=< (det A)e; A--- Aey, (det A)e; A=+ A e, >= (det A)%

Por lo tanto
det(< vy, v; >)% = (det A)

1
B Vdet(< v, v; >)

x(1)=ey A+ Ney VA A, O

Ahora pensemos en una variedad riemanniana M orientable de dimensién n.

Definiciéon 2.1.7. Sea p € M. Denotamos por T,M al espacio tangente a M en el punto
p, por T'M al conjunto de todos los espacios tangentes a M y lo llamamos el haz tangente
a M. Ademds, denotaremos por Ty M al espacio dual o cotangente a M en el punto p, de
modo que los elementos de T M son funcionales lineales sobre el espacio tangente a p. T M
es el conjunto de todos los espacios cotangentes a M y lo llamamos el haz cotangente de M.
Andlogamente, definimos AP(M) de M como la union de los p-tensores alternantes AP(T,M)
de cada espacio tangente y A(M) serd la union de las AP(M).

Se puede mostrar que T'M, T*M y AP(M) admiten estructuras de variedades diferencia-
bles de manera natural. Usamos esto para definir varias transformaciones suaves importantes.

Definicién 2.1.8. Decimos que una transformacion X : M — TM es un campo vectorial
en M, si X asocia a cada punto x € M un vector en T, M. En caso de que la transformacion
sea infinitamente diferenciable diremos que X es un campo vectorial suave.

Una transformacion suave w : M — T*M es una 1-forma diferencial en M si w asigna
a cada punto x € M una funcional lineal w, € T} M.

Una p-forma diferencial en M es una transformacion suave w : M — AP(M) que a cada
punto x € M le asigna un p-tensor alternante en T, M.

El conjunto AP(M) de las p-formas en M es un médulo sobre el anillo C*°(M) de funciones
infinitamente diferenciables de M en R.

Puesto que hemos supuesto que la variedad M es orientable, podemos dar una orientacion
positiva a T}, M en cada punto. Esto induce una orientacién positiva sobre los espacios cotan-
gentes de manera consistente, pues como la variedad es orientable la transicion de una carta
a otra respeta la orientacién y no depende de la eleccién de la carta.
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Por otro lado, gracias a la estructura riemanniana tenemos un producto interior en cada
plano tangente y podemos definir el operador estrella

« AP(T*M) — A"P(T*M)

que denotamos por
«: AP(M) — A""P(M).

Recordando que la métrica en T M estd dada por g = (g;;)~" y suponiendo que la base

dxy,...,dx, es positiva, por el Lema 2.1.6 tenemos
1 1
x(1) = dri A+ Ndx, = ——— dx1 N --- Ndz,.
\/det(< dl‘i, dl‘j >) det(gij)‘l

Por lo tanto

*(1) = \/det(gij) d.ﬁlfl VANRRIIVAY dl‘n,

de modo que la expresion para la forma de volumen es

Vol(M) = /*(1).

Ahora podemos definir un producto escalar para las p-formas sobre M.

Definicién 2.1.9. Sean «, 5 € AP(M) con soporte compacto, definimos

(a, B) == / < a,f>x%(1).

M

Es facil dotar a la variedad M de una o-dlgebra y de una medida, gracias a las cartas
tenemos abiertos de R™ que son homeomorfos a un abierto en M. Tomando la interseccién
de los borelianos de R™ con cada uno de los abiertos obtenemos una o-algebra sobre cada
abierto, dado que las operaciones de conjuntos se preservan bajo la imagen inversa, la familia
de conjuntos que son imagen de algin elemento en la o-algebra de R™ bajo alguno de estos
homeomorfismos constituye una o-algebra en M, de la misma forma la medida de Lebesgue
en R" induce una medida de M y se conoce como la medida de Lebesgue inducida.

Una consideracion importante es que para obtener una norma en el espacio de p-formas y no
una seminorma, a partir de ahora pensaremos a las p-formas como representantes de clases
de equivalencia donde decimos que dos p-formas son equivalentes si y solo si coinciden casi
donde quiera con respecto a la medida de Lebesgue inducida por las cartas. De esta manera
una p-forma tiene norma cero si y sélo si es la clase del cero.

Sean oy 5 € AP(M). Gracias al Lema 2.1.5 y dado que *(aA * ) es una 0-forma,

/<a,6>*(1):/*(a/\*ﬁ)*(l):/**(1)(a/\>x<ﬂ).

M M M

La tultima igualdad es gracias a que el operador estrella saca escalares (O-formas). Por el
Lema 2.1.4

(a,ﬁ):/a/\*ﬁ.

M
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Por la definicién, el producto es simétrico, bilineal y definido positivo. Llamaremos norma
£? a aquella inducida por este producto escalar.

Ahora ya podemos trabajar con la norma £? sobre AP(M). Como sabemos el espacio de
las funciones C°*°(M) no es un espacio completo bajo la norma £2. Andlogamente se puede
ver que AP(M) con la norma £? no es un espacio completo.

Definicién 2.1.10. Denotamos por L*(AP(M)) a la complecion de AP(M) con respecto a la
norma L.

Ahora tenemos un espacio de Hilbert y la teoria del andlisis funcional. En particular,
gracias a que el espacio A(M) ya estd dotado de un producto interior tiene sentido hablar
del adjunto d* del operador derivada exterior con respecto a la norma £2.

Ya sabemos que si a € AP71(M), se tiene que da € AP(M), por otro lado si 8 € AP(M)
pensemos de qué espacio a qué espacio lleva el operador d*. Como el adjunto debe satisfacer

(da, B) = (a,d"P)

por lo tanto d* manda AP(M) en AP~Y(M).
Una pregunta interesante es ver si podemos poner d* en términos de d y del operador de
Hodge.

Corolario 2.1.11. Podemos expresar a d* como
d = (1)L g 5
Demostracion. Supongamos que o € AP~ (M) y 8 € AP(M). Entonces
dlaANxB) =da A3+ (=1)PtaAdx* B
por las propiedades de la derivada del producto exterior. Ademas,
da N\ x5 + (—l)p_l(—l)(p_l)("_p+l)a Axxdx [

=da A8+ (=1)"PHDF20 A x s d x 3
=da A — (=1)"PHDFLg A x s d x 3

por el Lema 2.1.4 ya que d * 3 es una (n — p + 1)-forma, por el Lema 2.1.6
(da A *5) =% (da A *f) = x < da, B >;
de la misma forma

— (=)D (G A xxdx B) = —(=1)"PHDFLws(a A xd % B)
— (=) <o xd x B >
por lo tanto
da A *f3) = (< do, B > —(=1)"PIH < o xdx  >)
integrando
/d(a A*f3) = /*(< da, B > —(—1)"PTH < o xdx 5 >)
M M
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por el teorema de Stokes

0 = [*(<da,B>—(—1)""H <o xdx B >)

(< da, B> —(=1)"PH < o xd x 3 >) x (1)

I
S~ S—

por lo que
(da,B) = / <da,f > x(1) = / <o, (—1)MPEDHL g% B > %(1)
M M
= (o, (=1)"H wd 5 5)
para toda o € AP"}(M) y B € AP(M). O

Definicién 2.1.12. EIl operador de Laplace-Beltrami sobre AP(M) estd dado por
A:ANP(M) — AP(M), A:=dd +dd.

Veamos si esta definicién coincide con la que teniamos del laplaciano aplicado a una
0-forma f € A°(M) con M un subconjunto compacto en R™:

Af = (dd* +d*d)f = (d(—1)"" xdx +(—=1)*"" xd*d)f
El exponente 2n viene de que d* esta aplicado a una 1-forma y en el otro sumando a una

0-forma.
Pero % f es una n-forma, por lo tanto d x f = 0, de modo que

(=) s dxdf = (=1 s d * Z &Cdel

Si llamamos dz; a la (p — 1)-forma que tenga todas las dz; menos la i-ésima

(1) wd( > gj d;) + (1)« d() gf dz;)

A i . i
7 lImpar 7 par
= (- () a2fd:)3 A drg) + (—1)7F2 % Z da: A da;)
p a Z 1 2 2 Z
7 Impar 7 par
0 0
= (—1)>" « ( Z 502 fdxl A Aday) + (—1)23 « (Z 8xfdx1 A= ANdxy)

i impar i i par v

_ (_1)2n+1 Z 8 _
i=1

También concluimos que d* aplicada a una 1—forma es la divergencia.

= —div(gradf). (2.1)
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Veamos ahora si la definicion del operador laplaciano también coincide con la que teniamos
para una funcién f: M — R. Con g el determinante de la métrica y a € C*°(M),

(Af,a) = (d*df,a):(df,da):/<df,da>*(1)

M

B 0f aa

2]1

Integrando por partes en un n-cubo que contenga al soporte compacto de «

Z\/_QZ]8 olj—aer — Z/ axlfg’ja )ozd:cl/\ -Adzx,

t,j=1 t,j=1

/\/_817\/7”

)a\/_dxl A Adxy,

zgl

Llegamos a

@)= (3 _%%ii ﬁg“%)’“)

1,j=1

para toda o € C*°(M), por lo tanto

n

= Lo —0fN_ _
Af = i:;jﬂ 3 <8:ci V99 8—x2) = —div(gradf). (2.2)

Hemos obtenido el operador de Laplace-Beltrami para funciones de variedades riemannianas
a los reales.

Por tltimo calculemos el operador de Laplace aplicado a una p-forma en R™. Primero
hagdmoslo para la 1-forma w = fdy en R3 para darnos una idea de qué es lo que esté pasando;
calculemos por partes:

d(fdy) = ?MA@+?MA@—?MAd—g@AW
xd(fdy) = %dz - g—ﬁd
dxd(fdy) = azédz/\dz+ aa;aj;dy/\dz— aa:afzdy/\dz ;‘édz/\dz
dxd(fdy) = ;édx/\dz—i-aa;éf dy N dz —i—aazf dz N\ dy +£d:¢/\dz
(=13 D+ s d s d(fdy) = giédy - 3 8f dx + ;;gzd — %dy
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N U . I
ddfdy) = =52 W+ 55z + yaz P~ g W
Por otro lado
*(fdy) = —fdx N dz
_of _of
x (fdy) = a—ydy/\da:/\dz = ayd:c/\aly/\alz
of of
" — (_1)30+1)+1 — (_1\3+H)+1-S P
d*(fdy) = (1) wdx (fdy) = (=1) dy oy
. _0*f 0 f 0 f
dd*(fdy) = _&E@ydx ~ 0y dy — aZaydz.
Por lo tanto o 52 52
(dd* +d*d)f = ——fd — —fd — —fd

Ox? 0y? 022

Ya estamos listos para calcular el operador sobre una p-forma.
i, dxi Ao Ndwx, y sea {dx;,, ..., dx;,,dxj,, ... dv;,_ } una base positiva.

.......

Entonces

L i”datjk Ndzi A+ Adxg,.
k=1 ik

Si llamamos dz;, a la (n — (p+ 1))-forma que tenga todas las dx;, menos la k-ésima y que
tampoco tenga a dzxy,, ..., dr;,, entonces

n—p a
_10Wiy . iy .
sl = Y (—1pHET e g
k=1 0,

Dado que movimos p + k — 1 veces el elemento dz;,,

n—p p n—p
0w, . A
dxdw = Z(—l)p+k_1 allém.ﬂp dflfjk VAN dl']k + Z Z p+k lﬁd$il VAN dl‘jk
k=1 Ik I=1 k=1 Ik

Si llamamos d;, a la (n — (p + 1))-forma que tenga todas las dz;, menos la k-ésima y que
tampoco tenga a dzxy,, ..., dz;,,

o P, P nw Puss,
kd*dw = Z( 1)prh-lk=lap(n- p)Mdajll/\ Adz; —i—ZZ 1P Rt g s Adi,
k=1 axjk =1 k=1 axilﬁxjk

Ya que movemos k — 1 veces para ordenar las j; de forma creciente y luego movemos n — p
veces cada elemento para llevarlo al primer término, tenemos que

n—p 9 p n—p
n— d Wiy, n—l—la Wity A
*d * dw = Z(_l)p-l—p( p)ﬁTpdflfh AN dxzp + Z Z p deil A dx]}w

k=1 Ik =1 k=1
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de modo que

d*dw — (_1)n(p+2)+1 wd % dw — (_1)_p2+p+1 wiléu-ﬂpd G A A dl’zp
k=1 axjk
p n—p 2
0°w
_1 l+1 1150005 Zpd i /\ d
! lZ:; kz:;( ) Ow;, 0x;, i gl

Dado que para cualquier p tenemos que —p? + p es par,

<% 92w, P R b Pwi
d*dw = Tt gy A A, + P g A dE
P 8xjk P ; ; Ox;, 0z, 4§
Analogamente
*w = Wy, drg, N Ndg,
Ow;
dxw = 0“ """ Ldxy, Ndxj, A Ndx,
=1 Liy
d i( l)p(d p)+d— p+l+18w21 lpdA
* W = ——ax;
—1 8@-[ K
P 82(,02' i
d*x d*xw= Z(—l)P(n—p)+n—p+l+178;;" Edx;, A\ d;,
I=1 i
n—p p ( . 182(A)Z ;
+ p"”*" pil Z U g A dR
; ; Ox;, 0x; K
P 82(4)1 i
d *x dxw = Z(_l)P(n p)+n— p—l—l#d g N /\dxlp
=1 i
n—p p ( l 82(4)@ ;
+ ypin= p)+n—p+i+1 Lo e A di
; ; Ox;, 0x;, K
dd*w = (—1)"PHHL  dyw = (—1) P P! Wir,..., “’dml A dT;
a 1 l
=1 :c”
g Pw;
+ 1) PR T g A

Pero como p? + p es par para todo entero p,

id Pr, s da,
ddw=—-Y Wxﬁd% A dy, + Z S (1) ST gy A d,

=1 gi k=1 I=1
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por lo tanto
n92
0 Wiq,.eip

Aw = - ox?

dl‘il VANRRRIVAY dIZ‘p.
=1

Un resultado inmediato pero muy importante es el siguiente.

Lema 2.1.13. El operador A es autoadjunto.

Demostracion.

(A, B) = ((dd*+d*d)o, B) = ((d" + d)a, (d" + d)5)
= (a,(d"d+dd")p) = (o, AB). O

Otro resultado inmediato pero mas importante para nuestros objetivos es
Corolario 2.1.14. Para toda a € AP(M) se tiene que (Aa, ) > 0.

Demostracion.
(A, a) = (dd*a, ) + (d*do, ) = (d*a, d*a) + (da, da) > 0. O

Definicién 2.1.15. Decimos que w € AP(M) es una p-forma armonica si Aw = 0.
Una caracterizacion de las p-formas arménicas es la siguiente.

Lema 2.1.16. « es p-forma armdnica si y solo si dao =0 y d*a = 0.

Demostracion. Supongamos « armoénica basta observar que
0= (Aq,a) = (d*a,d*a) + (do, do)
por lo tanto dao =0y d*a = 0. O

En particular, si @ es arménica entonces es cerrada. Pronto veremos que no toda forma
cerrada es armonica. De esta forma pasamos de una ecuacién de segundo orden a 2 de primer
orden, es decir

da=0 y d'a=0.

Corolario 2.1.17. Sobre una variedad riemanniana toda funcion armonica es constante.

Demostracion. Sea « una 0-forma cerrada y x1,...,x, unas coordenadas locales de M.
Entonces P
e
dao = —dx; =0
8@-
por lo tanto
O
=0
825‘2'
para toda ¢ =1,...,n, lo que implica que « es constante. O

Lema 2.1.18. El operador A conmuta con * 3y d.
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Demostracion. Veamos primero que el Laplaciano conmuta con x:

*A = x(dd* + d*d) = *d[(—=1)"PEIH w ds] + «[(— ) P+ dx]d
(= 1) s dxed 5 4 [(—1)PFEDF (1) (=) (=(0=p)) g4] g
(—1)"PHIH s ded s +[(—1)"PFEDFL (1) PP d[(—1)PP) ¢ 4]
= (=D)L dad + [(—1)"PTDTIROT) 4] )
(

multiplicando por (—1)"*" = 1 y recordando que (—1)™ = (—1)~", para el segundo factor

notemos que
n(p+2)+1+2p(n—p)+n*+n=n((n—p)+1)+1+2(n+pn—p),
por lo tanto
*A = ((=1)MO=PFDH o gud 4 [(—1)" PTG ds)x = (d*d 4 dd*)x = A * .
Ahora veamos que el Laplaciano conmuta con d:
dA = d(dd* + d*d) = d(d[(=1)"PTDT s ds] + [(=1)"PFDH « dx]d)

dA = d[(—=1)"P+HDH 4 d4]d
Ad = (dd* + d*d)d = (d[(—=1)"PFDHL s ds] + [(—=1)"PHFL & d]d)d
Ad = d[(—1)"PTDF x dx]d
por lo tanto Ad = dA. O

2.2. Teorema de Hodge

Consideremos una variedad riemanniana M compacta, orientable, sin frontera y de di-
mension n.

Definicién 2.2.1. Denotamos por HP(M) el conjunto de las p-formas armdnicas en M, es
decir, HP(M) = {w € AP(M) : Aw = 0}. Cuando no haya confusion escribiremos sélo HP.
Denotaremos por H a la proyeccion que a cada p-forma le asocia su parte armdnica,

H: AP(M) — HP(M).

Recordemos que cada funcional lineal en un espacio con producto interior estd represen-
tada de manera unica mediante el producto con un elemento del espacio. Asi, una funcional
¢ en AP(M) se representa como ¢(n) = (w,n) para toda o € AP(M), con w tunica. Estos
resultados inspiran la siguiente definicion:

Definicién 2.2.2. Se dice que la funcional { es una solucion débil de la ecuacion Aw = «
si L(AY) = (e, ¥) para toda ¢ € AP(M).

Para nuestros fines usaremos los siguientes resultados, que no demostraremos aqui.

Teorema 2.2.3 ([12], pagina 223). Si «, es una sucesion de p-formas suaves en M, que
cumplen ||a,|| < ¢ y ||Aay|| < ¢ para toda n, entonces existe una subsucesion de o, que es
de Cauchy en AP(M).
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Teorema 2.2.4 (de regularidad; [12], pagina 223). Dadas o € AP(M) y £ una solucion débil
de Aw = «, entonces existe w € AP(M) tal que ¢(B) = (w, ) para toda B € AP; en otras
palabras,

Aw = a.

Lema 2.2.5. Eziste una constante ¢ que depende unicamente de la métrica rimanniana de
M tal que para toda w € (HP(M))* se tiene que
Jwl] < cf| Awl].

Demostracion. Procederemos por contradiccién. Sea w; una subsucesién en (HP(M))* tal
que ||w;|| =1y [|[Aw;|| = 0sii — oo. Por el teorema 2.2.3 existe una subsucesién de Cauchy,
que denotamos nuevamente por w;. Si definimos

() = lim (w0 0), ¥ € AP(M),

sabemos que este limite siempre existe para toda ) € AP(M), pues toda sucesion que converge
en la norma converge débilmente. Afirmamos que ¢ es un operador acotado. De hecho,

()] < lwillll9ll = NIl < oo

U(AY) = lim (wi, AY) = E}m(Awi,w) = 0.

Como (0,v) = 0 para toda ¥ € AP(M), por la definicién 2.2.2 ¢ es una solucién débil
de Ap = 0. Por el teorema de regularidad existe w € AP(M) tal que £(¢)) = (w,?). En
consecuencia

() = (w, ) = lim (w;, )

i—00

Por lo tanto w es el limite débil de w;, lo que implica que w; — w en la norma (si una sucesién

converge en la norma y débilmente el limite es el mismo), con |jw;| = 1y w; € (HP(M))*,
se sigue que ||w]| =1y w € (HP(M))*, pero por el teorema de regularidad 2.2.4 se tiene que
Aw = 0 por lo tanto w € HP(M), lo cual es una contradiccion. O

Teorema 2.2.6 (Descomposicién de Hodge). Para todo entero p con 0 < p < n se tiene que
la dimension de HP(M) es finita y AP(M) se puede ver como la siguiente suma directa:

AP = A(AP(M)) & H? = dd*(AP(M)) & d*d(AP(M)) & H? = d(APY) & d* (AP & HP. (2.3)

Demostracién. Primero se demostrard que HP(M) es de dimensién finita; se procederd por
contradiccion.

Consideremos una sucesiéon «,, de vectores ortonormales en HP(M) y sea ¢ > 1; ésta
cumple que [|a,|| < ¢y ||Aa,|| < ¢ luego, por el teorema 2.2.3 existe una subsucesién de
Cauchy de «,,, 1o que es una contradiccién, ya que la distancia entre cualesquiera dos vectores
ortonormales distintos es v/2. Por lo tanto H?(M) es de dimensién finita.

Para la primer suma directa, ndtese que si {w;} con ¢ € {1,2,...,m} es un conjunto de
vectores ortonormales de H?(M) y aw € AP(M), podemos escribir a « en su serie de Fourier

m

a=p8+ (wia)w. conBeAN(M))

i=1
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Basta demostrar que (HP(M))+ = A(AP(M)). Veamos primero que A(AP(M)) C (HP(M))*.
Sean w € AP(M) y o € HP(M); entonces

(Aw, a) = (w, Aa) = 0;

para la otra contencion se usara la desigualdad del Lema 2.2.5.
Ahora queremos ver que (HP(M))t C A(AP(M)). Sea o € (HP(M))=*. Definimos la funcional
lineal ¢ sobre A(AP(M)) dada por

UAY) = (o, ¢), ¢ € A"(M).

Veamos que esta bien definida: Si Ay = Ay, entonces 11 — ¢y € HP(M); de aqui se sigue
que (a, 11 — o) = 0, por lo tanto (a, 1) = (o, o).

Pero ¢ esta definida sobre A(AP(M)), tenemos que extender ¢ a todo AP(M) para poder usar
el teorema de regularizaciéon. Esto llama a usar el teorema de Hahh-Banach. Veamos que ¢
es acotada: si ¢ € AP(M), tenemos que 1) satisface ¢ = ¢ — H(yp):

[(Ap)| = 6(AY)] = [(, )| < lall |9l < cllafl [Av] = cllall - [Agl]-

Ahora podemos usar el teorema de Hahn-Banach y por tanto ¢ se puede extender a AP(M);
mas aun, ¢ es una solucién débil a Aw = a. Por el teorema de regularidad se tiene que
existe w € AP(M) tal que Aw = «; por lo tanto a € A(AP(M)), lo que implica que
(HP(M))* = A(AP(M)). O

Veamos que cada clase de cohomologia tiene un 1inico representante armonico, para esto
definiremos el operador de Green y veremos algunas propiedades.

Definicién 2.2.7. El operador de Green G : AP(M) — (HP(M))* estd dado por
G(a) = w donde w es la inica solucion a la ecuacion Aw = o — H(«). En otras palabras
G = (A|(HP(M))1) ™t o1, donde 11 es la proyeccion de AP(M) sobre (HP(M))>.

Veamos que w es tnica: Sean w; y wy € (HP(M))* tales que Aw; = a — H(a) y
Aws = a — H(a); restando las ecuaciones tenemos que Aw; — Awy = 0 = A(w; — ws); por
lo tanto wy — wy € HP(M); dado que wy — wy € (HP(M))* y w; —wy € HP(M) tenemos que
w1 —wy = 0.

Afirmamos que G|ar(ar) es inyectiva. Sea a € A(AP(M)) tal que G(a) = 0; entonces
0 =a — H(a), lo que implica que o = 0 por la descomposicién de Hodge.

Como (HP(M))* = A(AP) para cualquier a € (HP(M))* existe w € AP(M) tal que
Aw = a; por lo tanto, tiene sentido hablar de (A|(HP(M))+)~L.

Lema 2.2.8. G conmuta con cualquier operador lineal que conmute con el Laplaciano A.

Demostracion. Sea T : AP(M) — AP(M) un operador tal que 7o A = A oT. Nétese que
T(HP(M)) C HP(M)y T((HP(M))*) C (HP(M))*:Sia € HP(M), AoT(a) = ToA(a) =0,
por lo tanto T'(a) € HP(M). Por otro lado, sea a € (HP(M))*, entoces Aw = « para alguna
w € AP(M); esto implica que AoT(w) = ToA(w) = T(a) y tenemos que T'(«) € (HP(M))*.

Notemos que la proyeccién I : AP(M) — (HP(M))* conmuta con T: Si o € HP(M),
Toll(a) = T(0) = 0; por otro lado, ITo T'(a) = 0 ya que T'(a) € HP(M). Si o € (HP(M))*,
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T o Il(a) = T(a) pero Mo T(a) = T(a) ya que T(a) € (HP(M))*. Asf se tiene que
Toll =IToT.

Si se restringe el Laplaciano a (H?(M))*, dado que (A|(HP(M))*)oT = To(A|(HP(M))*)
podemos hacer lo siguiente:

(A[(HP(M))F) ™ o (A[(HP(M))") o T =T = (A|(H?(M))*) ™ o T o (A|(HP(M))™)
de donde

To (A[(HM(M))7)™ = (A[(HP(M))")™ o T o (A[(HP(M)))™ o (A|(HP(M))")~
= (A|(H(M)") o

Esto implica que
(A[(HP(M))F) ™ o T =T o (A[(HP(M))")™
es decir, T' conmuta con G. O

Por el Lema 2.1.18 concluimos que d y d* conmutan con G.

Definicion 2.2.9. Denotamos al conjunto de las p-formas cerradas en M por
Zh p(M) :={a € AP(M) : do = 0}
y al de las p-formas exactas en M por
BE (M) :={a € AP(M) : 38 € A»"1(M) tal que df = a}.
El p-ésimo grupo de cohomologia de De Rham de M estd dado por

Zhor(M)
HY (M) = %-

El resultado siguiente es uno de los mas importantes de la teoria de Hodge.

Teorema 2.2.10. Cada clase de cohomologia de De Rham sobre una variedad riemanniana
M compacta y orientable contiene una unica forma armonica.

Demostracion. Sea « una p-forma en M; se tiene la siguiente identidad:
a=(AocG+H)(a)=(dod"ocG+d odoG+ H)(a)
pues si G(a) = w, entonces Aw = a — H(«); por lo tanto
a=(AoG+ H)(a)=(a— H(a))+ H(a)

y es cierta la identidad.
Para la existencia, si « es una p-forma cerrada,

a=(dod" oG+d oGod+ H)(a) =dod" oG(a) + H(a),



18 CAPITULO 2. TEOREMA DE HODGE PARA VARIEDADES REALES

Entonces H(«) es una p-forma armoénica de la misma clase de cohomologia de De Rham que
.
Para la unicidad, sean «; y ais dos formas armonicas cohomélogas, de modo que

a; —ag =df yseaw € HP(M).
((.U,Oél - Oég) = (wadﬂ) = (d*waﬁ) = (Oaﬁ) =0;

por lo tanto df es ortogonal a H?(M); por la descomposicién de Hodge se tiene que df = 0,
lo que implica que a; = as. O

Teorema 2.2.11 (Isomorfismo de Hodge). En una variedad M compacta, riemanniana y
sin frontera se cumple que HY p(M) ~ HP(M). ?

Demostracion. De acuerdo a la descomposicién de Hodge (2.3),

Bjp(M) = d(A""H (M)

Zyer(M) = ker d(AP(M)) = H?(M) & d(A"™} (M),

de modo que

ngR(M> _ deR(M) o HP(M) @d(Ap—l(M))

SBL,00  ddeany @D -

Corolario 2.2.12. Todos los grupos de cohomologia de De Rham sobre una variedad rie-
manniana M compacta son de dimension finita.

Demostracion. El teorema de Hodge (2.2.6) nos asegura que H?(M) tiene dimension finita
y por el teorema de isomorfismo de Hodge (2.2.11) concluimos que HY, (M) es de dimensién
finita. O

Sabemos entonces que cada grupo de cohomologia de De Rham tiene una tunica forma
armoénica y por otro lado que el espacio de las p-formas arménicas es de dimensién finita.

2.3. Teorema de dualidad de Poincaré
Definicién 2.3.1. Definimos la funcion bilineal

HE, (M) x HG2 () = R
dada por

(CAC) =/¢Aw,

donde ¢ € H?_ (M) y b € HIP(M).

2Los resultados de este capitulo fueron descubiertos en la década de 1940 por Hodge y De Rham, entre
otros.
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Veamos que esta transformacion esta bien definida. Si ¢; = ¢ + d§, entonces

A[mw:ﬂ[mw/dww:/¢Aw+/d<£w>;

M M M

]wa:ﬂ[cmw,

de modo que la transformacion esta bien definida.

por el teorema de Stokes,

Teorema 2.3.2 (Dualidad de Poincaré). Sea M wuna variedad riemanniana, compacta y
orientable. La transformacion antes definida es no singular y determina un isomorfismo de
H} (M) con el espacio (HY, p(M))*.

Demostracion. A cada ¢ € H) V(M) le asociamos una funcional lineal L, de la siguiente
forma:

L¢<¢>=<¢,w>=/¢w.

Para ver que es no singular consideremos una clase de cohomologia [¢| € H) (M) que
sea distinta de la clase del cero, con ¢ el representante arménico. Notemos que *¢ es una
(n — p)-forma armonica, gracias a la conmutatividad de A con *. Por lo tanto,

L. o() = (], [+g)]) = / b A xd= 6] > 0.

El resultado muestra que L = 0 si y sélo si ¢ € H (M) es la clase del cero, lo que a su
vez ocurre si y sélo si ¢ = 0.

Sélo falta ver que L es suprayectiva; para esto procederemos con una técnica muy comun
en estos casos. Consideremos L € (HY ,(M))*y ¢1, ..., ¢, una base ortonormal de HY_ (M),
por lo tanto cualquier ¢ € H} (M) es una combinacién lineal de la base. Entonces

<Zaz¢z) = Z a; L(¢;)

=1

Aseguramos que ¢ = Y1 L(¢;) * ¢; es el elemento de H} Y (M) que define la funcional L
dada, pues tenemos que

Ly(o) = <¢7iL(¢i)*¢i) :/¢AiL(¢i)*¢i:iL(¢i)/¢A*¢i
— ZL(@)/Z%@/\*@ aZ (&) /gﬁz/\*gﬁz Z“Z (¢:) = L(¢). O
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Definicién 2.3.3. Denotamos por H,(M) al p-ésimo grupo de homologia de M y por b,(M)
al nimero de Betti® de H,(M).

Teorema 2.3.4 (De Rham; [9], pagina 428). Para toda variedad suave M de dimension n
y todo entero no negativo p se tiene que

Hep(M) = Hy(M).

Gracias al teorema de dualidad obtenemos una relacion entre la homologia y la coho-
mologia. Més precisamente,
Hn—P(M) = ngR(M)

y tenemos una bonita relaciéon entre los niimeros de Betti, gracias al teorema de De Rham
bp(M) = by—p(M).

Corolario 2.3.5. Si M es una variedad riemanniana compacta, conexa y orientable, en-

tonces HY, p(M) ~ R.

Demostracion. El resultado es consecuencia de que HS, p(M) ~ R: es decir, de que las tnicas
O-formas cerradas son las constantes. O

2.4. Descomposicion de Hodge y descomposicién de
Helmholtz

En célculo vectorial en 3 dimensiones uno de sus resultados més importantes es la descom-

posiciéon de campos vectoriales bajo con algunas condiciones de integrabilidad en términos
de los operadores gradiente y rotacional. En lo personal a mi siempre me llamo la atencién
este resultado pero mas ain que soélo fuera valido en dimensién 3, esto por el hecho de que
en el célculo vectorial el operador rotacional no esta definido en dimensiones mas altas, esto
nos lleva a pensar que tal vez exista una generalizaciéon para cualquier dimensiéon pero en el
lenguaje de formas diferenciales donde afortunadamente ya tenemos una generalizacién de
los operadores mencionados.
Consideremos X un campo vectorial en una variedad riemanniana M de dimension 3 com-
pacta. Si X es un campo vectorial sobre M, gracias a la métrica riemanniana podemos
identificar a X con una 1 — forma diferencial a. Por el teorema de descomposicién de Hodge
sabemos que podemos ver a « como una combinacion tnica,

a=w+dp+dA

donde
weHM) ¢ AN (M) AecA*(M).

3Enrico Betti (21 octubre 1823 - 11 agosto 1892) fue un matemético italiano, ahora recordado principal-
mente por su articulo de 1871 sobre topologia que llevé a nombrar los niimeros de Betti. Trabajé también
en la teoria de ecuaciones, dando los primeros planteamientos de la teoria de Galois. También descubrié el
teorema de Betti, un resultado en la teoria de la elasticidad.
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Veamos quiénes son d¢ y d*A en coordenadas locales, como ¢ es una 0-forma

¢ ¢ ¢
dp =—d —d —duxs.
14 0:)31 T + 01'2 2 * 81’3 3
Podemos identificar a d¢ con el vector gradiente de la funcién ¢ y si A tiene la siguiente
forma

A= Agdl’l N dl’g — Agdl’l N dl’g + dl’g N dl’g

aplicando d*
dA=—*xd*xA=—x% d(Aldl'l + Agdl’g + A3d1'3)

0A, oA, 04, 04, 0As 0A

(g gl Y2 Y2 s vas
= >I<( 81’2 dl’g/\dl’l—l- 01'2 dl’gAdl’1+ (91’1 d!L’M\dl’g‘F 81’3 dl’g/\dl’g‘l’ 01'1 dl’l/\dl’3+ 81’2 dl’g/\dl’g)
B DAy 04 DAs  OAs 0As  OA,
=—x*(( 90 Om Ydxy A dzg + (axl o, Ydxy A dxs + ( 9z, 72 Ydzo A dx3)
A, 04, dAs DA, dA;  9A,
( 81’2 0:)31 )dl’g ( 81’1 0:)31 )dlé ( 81’2 01'3 )dl’l

Como en variedades de dimensién 3 existe un isomorfismo entre las 2 — formas y los campos
vectoriales por lo tanto identificamos a A con un campo vectorial A’ y de la misma forma
si asociamos a d*A el campo vectorial rotacional de A’ (para ver con més detalle cémo se
identificar los campos con las formas, ver [3], padg. 195). De la misma forma identificamos
w con un campo w y V es de la forma

X=w+Vp+VxA

Gracias a que estamos en una variedad M de dimensién 3, la dimensién de A'(M) es la misma
que A%(M) por lo tanto podemos identificar a los 2 conjuntos con los campos vectoriales
de M. En la literatura se le conoce a este resultado sobre R?® como la descomposicién de
Helmholtz([4] Apéndice B), el cual asegura que todo campo vectorial podemos verlo como
el gradiente de una funcion mas el rotacional de un campo vectorial. Identificando las 1 —
formas y las 2 — formas con campos vectoriales vemos que la descomposiciéon de Hodge es
una generalizaciéon de la descomposicién de Helmholtz y en el caso en que HJ (M) no sea
trivial hay que agregar las formas arménicas.

Ahora veremos cémo la compacidad sin fronteras es un ingrediente importante de la teoria
de Hodge, ya que si M es una variedad orientable siempre podemos construir el operador d*
aunque éste no sea adjunto de d.

Ejemplo 2.4.1. Consideremos una variedad compacta con frontera, rescatemos las cuentas
del Corolario 2.1.11

dla A xfB) = x(< da,f > —(—1)"PTIH < o xd % 3 >)

integrando

/d(a A*f3) = /*(< da, > —(=1)"PTH < o wd x 5 >)
M

M
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por el teorema de Stokes

/ aA*f = /(< da, > —(=1)"PTH < o xdx §>) * (1)
oM o

por lo que

(das, B) = / a A*B+ (0, dB)

oM

para toda o € AP~ M) y 8 € AP(M). Por lo tanto d* no es adjunto de d. Notemos que si

M no es compacta no podemos aplicar el teorema de Stokes y concluir que d* es adjunto de
d.

Ejemplo 2.4.2. Veamos que si M no es compacta entonces pueden existir formas que sean
d — cerradas y d* — cerradas pero no armonicas.
Consideremos R3 — {0} con la métrica euclidiana. Sea X el campo vectorial sobre R3 — {0}

dado por
1
X = (2,9, 2)
(22 4+ y2 + zz)%

que salvo unas constantes es la fuerza de gravedad de Newton ( o fuerza de Coulomb), como
sabemos al ser el gradiente de la funcion V = —ﬁ el rotacional del campo se tiene
Tty +2z°)2
que anular, mds interesante es el hecho de que este campo también tenga divergencia cero.

2 2 2
V.Y 3 3_3(x+y+z220
(22 +y2+22)5 (a2 +y?+22)3

Ahora definimos la siguiente 2 — forma

zdx N dy — ydx N\ dz + xdy N dz)

(22 +y2 + 22)2

Por construccion d*w = 0, ahora veamos que w es d — cerrada.
)

o — (dzNdx Ndy —dy ANde ANdz+dx Ndy A dz) _3(x2+y2+z2)d:c/\dy/\dz _0

(22 412 + 22)3 (22 + 2 + 22)3

w es una 2 — forma d — cerrada y d* — cerrada pero Aw # 0. En efecto, por la ecuacion
2.1 el operador de Laplace estd dado por

3 2 3 5 _
Aw:zaa_ _ 0% (zdx Ndy ydx/\dz—i—xdy/\dz))
i=1

(
= o (a2 + 92 + 22)5
por lo tanto basta ver que un de los coeficientes de la base es distintos de cero

2. 92 2z —6

(0 (i 4y )T (g2

i=
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usando la formula del cdlculo vectorial A(fg) = fAg+2Vg-Vf + gAf

Afirmamos que w € Hi p(R*—{0}). Esto estd intimamente ligado con la fisica del problema,
integremos qw sobre una esfera de radio r donde q es la carga o la masa. Para esto definimos
el cambio de coordenadas esféricas F(¢p,1) = r(cosisend, senipcoso, cos).

0 0
qw = q Frw= q/ DF DF
/52@) /[O,W]X[O,%r] [0,7] x [0,27] o ((%) ( w))

(xdx N\ dy — ydx N\ dz + zdy A dz) 0 0
— g DF(Z) DF
/[OW]X[O%T] ( (5¢) (W

Usando el hecho de que X(zdx A dy — ydx Ndz+ zdy Adz) es la forma de drea de la esfera
([7] pdg. 266)

r2send do N dw 0 8 /2” /
=q sengdpdy) = 4mq
/[Ow}x[o 27] T 3<f> 3¢ bdpdy =

)

r3

Podremos notar que w € H3 p(R*—{0}) tiene como consecuencia inmediata la ley de Gauss
para el campo eléctrico en este caso particular.

Para ver que [w] es la inica clase de cohomologia, veamos el caso mds general de R™ — {0}
con 3 <n (el caso n =2 se discutird en el siguiente capitulo), definiendo

1 1 B > (1) adzy
n=2(30 a2 (3o 78)2

w = *d

(2.4)

donde dz; es la (n—1)— forma que tiene entre sus productos todas las dx; menos la j-ésima.
Otra vez w es d* cerrada por construccion. Veamos que es d — cerrada

dw — Z;L:l(_l)]_ldx] A dZE\] N n(ZZ 1 z)dxl JARERIAN dxn -0

(i, a2)e (0w, x?)”?

Pero no es exacta dado que si integramos sobre la esfera de radio v con centro en el origen
tenemos y usamos el hecho de que la suma Y. (=1)"'2dZ; es la diferencial de drea de
1= r

una esfera ([7] pdg 266),
/ w = vol(S™1)
Sn=i(r)

La integral no depende de r y concluimos que w € Hl 7 (R™ — {0}).
Definimos F(x,t) : (R* —{0}) x [0,1] — (R™ — {0}) como
x

Fla,t) = to+ (1=t

Por lo tanto (R™ — {0}) es homotdpico a S"™1 y podemos concluir que [w] es la unica clase
de cohomologia en Hlj: (R™ —{0}). Por lo tanto encontramos un representante de R™ — {0}
que es d* — cerrado y no es armonico.
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Ejemplo 2.4.3. Veamos como puede existir una forma armonica que no sea d cerrada.

Consideremos la 0 — forma dada por V. = ———=2—— por lo tanto
ey +22)

_ xdr + ydy + zdz

av 3
(2 + 92 + 22)3

zdx N dy — ydx N\ dz + xzdy N dz
(x2+y2+z2)%
(dzNdx Ndy —dy Ndx Ndz + dx A\ dy A dz) _3(:)52—|—y2+22)dx/\dy/\dz_0
(22 + 32 + 22)3 (a2 + 9> + 22)3

xdV =

d+*dV =

1

ﬁ es armonica.
Ti4yc+22)2

Por un lado concluimos que la 0 — forma V = —

. "L 0P 1
AV =d*"dV = x dw = — 5= =10
0T (a2 4yt 22)e

Claramente V ¢ H} o(R3 —{0}) dado que dV # 0, V' es armdnica pero no es representante
de ningun grupo de cohomologia.

Con esto vemos la importancia de la compacidad sin frontera.

2.5. Aplicaciones del teorema de Hodge

Ejemplo 2.5.1. ConsideremosT™ el toro de dimension n equipado con la métrica euclidiana
inducida por la proyeccion candnica m : R™ — T". Por la ecuacion 2.1 tenemos que el
laplaciano estd dado por

n 2
a wilr“’

i
A(wih___,ipdl’il A=A dl’lp) = — 8;13‘2 pdl'il FANKIIIVAN d![’ip
J

j=1

Por lo tanto una 1 — forma sobre T™ es armodnica <= todos los coeficientes de la base
dx;;, N -+ N dx;, son armdnicos y por el Corolario 2.1.17 sabemos que la tnica funcion
armonica en una variedad compacta es la constante, por lo tanto

n
by(T") = dim HP(T") = dim AP(T") = ( )
p
Ahora veremos una relacién entre la curvatura de Ricci? de una variedad compacta sin
frontera y las 1 — formas armoénicas de ésta. Haremos uso del concepto de conexion y el
tensor de Riemann.

4Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925) matematico italiano. Es famoso como el inventor del cdlculo tenso-
rial pero publicé trabajos importantes en muchos campos. Su publicacién més famosa es ”el célculo diferencial
absoluto”, fue publicada bajo el nombre de Ricci y como co-autor su ex estudiante Tullio Levi-Civita. Parece
ser la unica vez que Ricci-Curbastro utilizé la forma acortada de su nombre en una publicacion, lo cual ha
causado confusién hasta hoy.
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Teorema 2.5.2. Si M es una variedad compacta y f : M — R una funcion suave entonces

/MAf*(l):O.

Demostracion. Dada la ecuacién 2.2 tenemos que

/MAf*(l):—/Mdd*f*(l):—/EjMd*f*(l)zo.
O

Nota 2.5.3. Denotamos por R(,) al tensor de Riemann. Denotaremos el tensor Ricci por
Ric( , ).

Teorema 2.5.4. [8](pdg 171) (Férmula de Weitzenbick’) Dada una variedad M con un
marco ortonormal local ey, ..., e, donde n es la dimension de M y ¢1,...,¢, €s un marco
ortonormal dual entonces el operador de Laplace opera sobre las p — formas como

A=— Z Veivei - Z ¢2 VAN i(ej)R(ei, €j>.
=1 3,j7=1

Lema 2.5.5. Sea una variedad M donde ey, ..., e, es un marco local ortonormal sobre M
Y &1, ..., On €l marco dual. Para una 1 — forma n tenemos que

—A<nn>=2(—-<Ann> +Z <Ven, Ven > — Z <n,¢; Ni(e;)R(e;, e;)n >
i=1 1,7=1

Demostracion. Recordando que el laplaciano de una funcién puede escribirse en términos de
la conexion, tenemos

—A <y >=) Vo Ve, <nn>=2) < Ven,Ven >+ <0,V Ve >

i=1 i=1
sustituyendo la formula de Weitzenbock tenemos que

—A<nn>=-2<Ann>+2<V.anVon>-2<nn Aile;)R(e;, e)n >

Lema 2.5.6. Sin es una 1 — forma entonces

—A<nn>=-2<Ann> —|—2\V7}|2 + 2Ric(n,n)

®Roland Weitzenbick (26 mayo 1885 - 24 julio 1955) matemdtico austriaco, trabajé en geometria dife
rencial. Fue nombrado profesor de matemaéticas en la Universidad de Amsterdam en 1921 por iniciativa de
Brouwer.



26 CAPITULO 2. TEOREMA DE HODGE PARA VARIEDADES REALES

Demostracion. Sea n = > ;_, NkPk, tratemos el término del tensor de Riemann de Lema
2.5.5

Z <n, i Nie;)R(es, e)n >= Z < ZW@, ¢ Ni(ej)R(e;, e5) ancbk >
=1 k=1

i,j=1 1,7=1

= > nm < 0n 61 Aile;) Reis ) >

i g k=1
== > e < b, & Ni(es) Rimigdm >=— Y met < ey Rugign >
ik bm=1 ik l=1
= > ek Buje; = —Ric(n,m).
Ok

por otro lado

> < Ven, Ven >=|Vy|?

i+1
O
Corolario 2.5.7. Siw es una 1 — forma armodnica sobre M tenemos que
-A<w,w>=2<V, w, V,w>+2Ric(w,w).
Demostracion. Usando el Lema 2.5.6 y el hecho de que 1 es armoénica se sigue que
< An,n>=0
O

Teorema 2.5.8. (Bdchner)

1. Sea M una variedad riemanniana compacta de dimension n con curvatura de Ricci no
negativa entonces toda 1 — forma armdnica es paralela (Vw = 0) y tenemos que

La igualdad se da <= M es un toro plano.

2. Si M es una variedad riemanniana compacta de dimension n con curvatura de Ricci
positiva entonces M no tiene 1 — formas armonicas no triviales.

Demostracion. 1. Integrando la férmula del Corolario 2.5.7 y usando el Corolario 2.5.2
0= —/ A <w,w>x%(1)= 2/ [[Vw|? + Ric(w,w)] * (1) (2.5)
M M

pero el lado derecho es no negativo por hipdtesis con lo que concluimos que

Vw=0
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Ric(w,w) =0

por lo que w es paralela.

Sabemos que la dimension del espacio vectorial de las 1 — formas paralelas es a lo més
la dimension del espacio cotangente, con lo que obtenemos que by (M) < n.

Por el Ejemplo 2.5.1 sabemos que b1 (T™) = n. El regreso usa resultados de la topologia
algebrdica que el lector puede ver en ([10] pag 289).

2. Si M tiene curvatura de Ricci positiva y suponemos que w es armonica, tenemos que
Ric(w,w) > 0, por otra parte usando la ecuacién 2.5

[ 19al == [ Ricto,)]« )

el lado derecho de la ecuacion es negativo, lo cual es una contradiccién, por lo que la
Unica opcion es que w = 0.

O



Capitulo 3

Variedades complejas y formas
diferenciales complejas

3.1. La estructura cuasi compleja

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y par.

Definicién 3.1.1. Un endomorfismo J : V. — V tal que J* = —id es llamado una estructura
cuast compleja sobre V.

A partir de aqui abreviaremos estructura cuasi compleja como e.c.c.

Ejemplo 3.1.2. Sea V = R? y consideremos J(x,y) = (—y,z). Esta transformacidn es
biyectiva y cumple que J*(x,y) = —(x,y). Analicemos la matriz asociada a la transformacion

con respecto a la base canonica:
0 —1
(1 0 ) € 0(2).

Notemos que ésta es la rotacién por 3 ; recordemos que multiplicar por i es la rotacidn

por el mismo dngulo en el plano complejo. Si asociamos al nimero complejo z = x + iy la
pareja (x,y) se cumple que

i(r+iy) =iz —y — (—y,x);

asi podemos pensar la multiplicacion por ¢ de un nimero complejo como la aplicacion de J
a la pareja correspondiente; de aqui el nombre de estructura cuast compleja.
Esto es facilmente generalizable en R*® usando la matriz

_ 0n><n _Zdnxn
/= <Zdn><n 0n><n )

Notemos que la base de R*" dada por ei, ..., en, enti,- .., € cumple que

J(enri) =—€; y J(e) =eny; con i€ {l,... ,n}.

28
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Sabemos que el espacio vectorial C" sobre el campo R tiene dimensién 2n ya que, por

ejemplo, los vectores (1,0,...,0) y (4,0, ...,0) son linealmente independientes . Por otro lado,
el espacio C" sobre el campo C es de dimensién n; en este caso y por ejemplo, (1,0,...,0)
y (4,0,...,0) son linealmente dependientes.

Lema 3.1.3. Si J es una e.c.c. sobre un espacio vectorial real V' entonces (V,J) admite la
estructura de espacio vectorial complejo.

Demostracién. Dado v € V, definimos (a + ib)v = av + bJ(v) donde a,b € R. Verificaremos
la asociatividad de esta estructura. Sean a, b, ¢,d € R. Si hacemos las operaciones complejas
comunes tenemos que

(a+ib)(c+id)v = ((ac — bd) + i(ad + bc))v = (ac — bd)v + (ad + be)J (v).
Si operamos usando la estructura cuasi compleja,
(a+ib)(c+id)v = (a+ib)(cv+dJ(v))

= acv+adJ(v) 4+ bJ(cv) +bJ(dJ(v))
= (ac —bd)v + (ad + be)J (v),

donde hemos usado J? = —id. Ademés, esta definicién respeta la operacién i?v = —v:

i(iv) =iJ(v) = J(J(v)) = —v. O
Definicién 3.1.4. Denotaremos por S : C* — R?" q la siguiente transformacion lineal
S(Zl,...,Zn) = (xla-"axnayla-">yn)>

donde z; = x; +1iy; conj=1,...,n.

Al existir una transformacion lineal y biyectiva podemos reducir el estudio del espacio
vectorial real V' de dimension 2n al de un espacio vectorial C" con el campo R. Gracias a la
e.c.c. podemos darle a un espacio vectorial real V' la estructura de espacio vectorial complejo.

Ejemplo 3.1.5. Sea (x1,...,Zn,Y1,---,Yn) €V ya,beR.

(a—i—ib)S‘l(:cl, e Ty Yy e Yn) = (a+0) (21 +iyr, . X, F 1Y)

=a(xy + Y1, .., Tn + 1Y) + b(—y1 + i1, ..., =Yy + ixy)
por el otro lado
(a+bJ)(T1, Ty Y1y Yn) = A(T1,y o Ty Yty ooy Yn) F0(=Y1, ooy =Yy 1, e, Ty)
ST (a+bI) (@1, Ty Y1y - Yn)
=a(zy +iyr, .., T +iYn) + 0(—=y1 + i1, ..., —Yn + 124).

La suma se respeta dado que S es lineal. Esta es llamada la estructura compleja estandar.

La estructura compleja y estructura cuasi compleja son nociones equivalentes en un es-
pacio vectorial.
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Corolario 3.1.6. Cualquier e.c.c. induce una orientacion sobre V.

Gracias al lema 3.1.3 podemos heredar la orientacion que tendria el espacio vectorial
pensandolo como un espacio real donde la orientacion esta dada por la base estandar
{1,1} = {e1,1e1} (para el caso de n = 1), la orientacién estd bien definida bajo el automor-
fismo y la nueva base orientada es {ey, J(e1)}.

Definicién 3.1.7. Para un espacio vectorial real V' con una e.c.c. podemos definir su com-
plejificacion a partir del producto tensorial con C, actuando como V ® C y lo denotamos por
Ve.

El espacio vectorial V' estéa naturalmente contenido en V¢ via el mapeo v — v ® 1; por lo
tanto V' C Vi y tenemos que la parte izquierda del producto tensorial queda invariante bajo
la conjugacion, sobre V¢ es decir v @ A = v ® \ para todav € V y A € C, dado que v es un
vector en un espacio real.

Definicién 3.1.8.

Jo@A)=Jw) A

Ahora podemos ver a J como un endomorfismo V¢ — V. Calculemos sus valores propios:
Sea v un vector propio con valor propio A, entonces

—v = J%*v) = A\,

de donde concluimos que los valores propios en V¢ son +i. Esto da pie a la siguiente

Definicién 3.1.9. Dada una e.c.c. J sobre un espacio vectorial real V' y dado J : Vo — V¢
la extension C-lineal, denotamos a los espacios propios de los valores propios i, —i por V0
y VOl respectivamente; en otras palabras

VI ={ve Ve | J(v) = iv}
VOl =lve Ve | J(v) = —iv}.

Lema 3.1.10. Dado un espacio vectorial real V' equipado con e.c.c. entonces
V(C — vl,(] D VO,I
y la conjugacion compleja sobre Ve es un isomorfismo de V10 q Vo1,

Demostracion. Sabemos que espacios propios con valores propios distintos forman una suma
directa de algin subespacio de V', de modo que basta ver que la suma es todo V. Sea v € V;
notemos que podemos escribirlo como

1 _ 1 .
v = 5(1} —iJ(v)) + 5(1} +iJ(v));
veamos que cada uno de los sumandos pertenece a V10 y V%! respectivamente:

J%(v i) = %(Jv i) = %(Jv i) = %(—i(i)m +iv) = i%(v —i):
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analogamente,

1 1 1 1 1
J§(v +iJ(v)) = §(JU +iJJ(v)) = §(JU — ) = 5(—i(i)JU —w) = —i§(U +iJv).
Asi, todo elemento de V¢ es expresado como la suma de elementos en V10 y V%! v la suma
es directa.

Veamos que la conjugacién es un isomorfismo de V10 a V01

1 . 1 —_— 1 .

5(1} —iJ(v)) = 5(@ +iJ(v)) = 5(@ +1iJ(D)).

Con esto vemos que la funcién estd bien definida. Para la inyectividad, sea z = x4 iy € V10
tal que Z = 0 por lo tanto x = 0 y y = 0, concluimos que z = 0.

Por tltimo demostremos que es suprayectiva, sea w € V%!, Veamos que w € V! | como J
es un endomorfismo real tenemos que Jw = Jw = iw = —iw y sabemos que W = w. 0

Corolario 3.1.11. Dado V' un espacio vectorial real equipado con una e.c.c. J, el espacio

dual a 'V tiene una e.c.c. dada por J(f)(v) = f(J(v)) que induce una descomposicion sobre
(V*)c = Homg(V,C) = (Vi)* dada por

(V)Y ={f € Homp(V.C) | f(Jv) =if(v)} = (V)"
(V)™ ={f € Homg(V,C) | f(Jv) = —if(v)} = (V*')".

Definicién 3.1.12. Si V es un espacio real de dimension 2n, el dlgebra exterior de V' es
2n
A(V) =P A* V)
k=0
andlogamente tenemos
2n
A(Ve) = P A (Vo).
k=0

Maés ain, A(Ve) = AV ®g C y A(V) es un subespacio real de Vg, invariante bajo la
conjugacion compleja.

Si V es un espacio vectorial real de dimensién 2n y estd equipado con una e.c.c., entonces
podemos descomponer AP?(V) de la siguiente manera:

APV = AP(VE0) Ae A7(VOD)

donde V10 y V01 son espacios de dimensién n. Si o € AP4(V) decimos que tiene un bigrado
(p, q). Aqui usamos que toda suma directa sobre el espacio vectorial induce una suma directa
sobre el algebra exterior.

Lema 3.1.13. Dado V un espacio vectorial real equipado con e.c.c. tenemos que

1. AP9(V) es un subespacio de AP*T9(V¢).
2. N (Vo) = @, o APU(V).
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3. La conjugacion sobre A*V¢ define un isomorfismo entre AP4V y ADPV
4. El producto cuna de dos tensores define un mapeo AP1V x A"V — APFTTIHsY/

Demostracion. Primero obtendremos una base para AP?(V'). Como ya vimos, V estd con-
tenido en V¢. Si tomamos bases vy, ..., v, de AYV y wy, ..., w, de A»'V | considerando los
productos cuiia vy, A---Avg, = vg y wj; A---Awj, = wy donde cada 1 < ky <--- <k, <n
y1<j <+ <j, <nesuna coleccion creciente de indices, afirmamos que los productos
v A wy forman una base de AP4(V).

Veamos que son linealmente independientes. Sean Ag ; € R tales que

E )\K’JUK/\U)J:O;

K,J
evaluando en €K, EJgry donde CKr = {eki,...,e%}, ey = {ej{,...,ejé} y Uk(ek/) = 5kk’7
w;(e;) = 6;;, entonces

E )\K’J'UK N wJ(eK/, 6]/) = >\K’7Jl =0.
K,J

Concluimos que Ak = 0 para todo par de conjuntos de indices.

Para ver que los productos cufia generan a AP4(V'), consideremos « € AP4(V') arbitrario;
sabemos que « es una combinacion lineal de todos los productos cuna sin importar el orden,
lo que reescribimos como sigue:

E Nt yeookipsgteomda Ukt AN =0 A Uy Awjy A=+ A wj,
k17---7kp7j17---7jq

= > O (1" Merdipiireda Vs A e Ay Ay Ao A,

1<k < <kp<p,1<j1 < <jg<q

donde s es el numero de permutaciones necesario para obtener un conjunto creciente de
indices para cada {ki1,...,kp, J1 ..., j,}- Logramos hacer una combinacién lineal, por lo tanto
el conjunto vx A w; genera y es una base.

1. Ahora mostraremos cada inciso del lema. Sabemos que
Uk AWy =0, QLA Avp, @ LAw;, LA+ ANwj, @ 1 € APTIV;
por lo tanto, vg Awy; € APTIV.

2. Cualquier suma directa sobre un espacio vectorial induce una suma directa en las
(p, q)-formas del espacio. Como Vg = V0@ V%! y tenemos que APVIOAAIVOL C ARV

para toda p 4+ g = k llegamos a que @p+q:k APAV C ARV,

3. Dado que la conjugacion abre la suma y la multiplicacién se sigue que

WAW =W QW —wWe X =W Qwo —wWo XwWp =W X Wy — Wy Xwp =wi NAwsy

y dado que V10 = VOl = (V)10 = (V/*)0.1, 0
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Asumamos que z = %(1’ —1y) € V1Y y veamos qué implica esto:

J() = (@) ~ i (y) = iz = 5y + ix)

y encontramos que y = J(z) y © = —J(y) que como ya vimos en el ejemplo 3.1.2 esto lo
que cumple la base de V' al aplicarle J, de modo que si consideramos {1, ..., Zn, Y1, ..., Yn}
base de V' llegamos a que {z; = %(1’] —iy;), j = 1,...,n} es una base natural para V0.
Por el lema 3.1.10 sabemos que zZ € V%!, pues

J(E) = 5 (I() + () = Gy — i) = iz

asf que andlogamente {Z; = 2(z; +iy;), j = 1,...,n} es una base natural de V*'. Esto da
pie a la siguiente identidad:

Lema 3.1.14. Para toda m < dimcV'° tenemos

(—%) (AAZD) A A (2 AZm) = (31 AY) A A (T A Yn)-
Esto define la forma de volumen para el caso m = n.

Demostracidn. Basta calcular £(z AZ):

—§(Z1 NZ1) = —5((361 — i) A (@1 + i) = —5(561 Aiyr — iy1 A 1)

= —%(z‘(azl Ayr) =iy A1) = —%(2i(w1 A1) =21 Ay

Por lo tanto,

(zm AZm) = (@1 Ay) A AT A Ym)

N | .

(%) (zlAz—l)A-~-A(zm/\m):%(zl/\z—l)/\~-~A

y para el caso m = n tenemos que

(%)n(zlAz)A---A(znAz)Z(xlAyl)A-“/\(%Ayn)' -

Este operador nos servird para definir la extensién compleja de la derivada exterior.

Definicién 3.1.15. Sea (V,<,>) un espacio vectorial real de dimension 2n equipado con
un producto escalar. Decimos que una e.c.c. J sobre V es compatible con el producto escalar
<,> s1 < J(v), J(w) >=< v,w > para todo v,w € V.

Podemos extender el producto interior a V¢ para obtener un producto hermitiano de la
siguiente forma.

Definicién 3.1.16. < v ®@ A\, w ® p >c:= (M) < v,w >, donde v,w € V y A\, u € C.
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Corolario 3.1.17. Si (V, <, >) es un espacio vectorial euclidiano equipado con una e.c.c. tal
que sea compatible con <,>, entonces los espacios VI? y VOl son ortogonales con respecto
a <,>c.

Demostracion. Dado que cualquier elemento de V0 es de la forma v — iJ(v) y cualquier
elemento en V%! es de la forma w + i.J(w), al hacer los calculos tenemos

<v—iJ),w+iJ(w) >c = <v,w>c+ <v,iJ(w) >¢
+ < —J(v),w >¢c + < —iJ(v),iJ(w) >¢
= <v,w>+(—i) <v,J(w) >
+(—i) < J(v),w > +(i%) < J(v), J(w) >
= <vw>—<J(W),J(w)>
+H(=i) (< v, J(w) >+ < J(v),w >
= (—i)(<v, J(w) >+ < JJ(v), Jw >)
= (=i)(<v,J(w)>—-<v,Jw>)=0. O

3.2. Formas diferenciales

Empecemos con un abierto U C C", visto como un abierto de un espacio vectorial real
de dimensién 2n. Para cada x tenemos un espacio tangente 7,,U de dimension 2n, con una
base dada por los vectores

0 o 0 0
Oxy" " Ox," dyr” T Oyn
donde z; = x; + 12, son las coordenadas estdandar para C"; més atn los vectores 8%1, cee %

son una trivializacién local de T'U.
Cada espacio tangente T, U admite una e.c.c. J : T,U — T,U definida por
0 0 0 0

ox; ” 8%’ Oy ” _8%"

Anélogamente, la base dual a T,U es denotada por dx1,...,dzr,, dy,,...,dy, y podemos
inducir una e.c.c. en T, M* dada por

Proposicién 3.2.1. La complejificacion del haz tangente TeU :=TU ®C tiene una descom-
posicion en una suma directa

TcU =THU ¢ T,

donde se satisface que
J|T1,0 =1i-id Yy J‘To,l = —1 - 1d.

Cada haz vectorial TY°U y TY'U es trivializado por

o _ L9 9, 0 10 .0

),
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coni=1,...,n. Dela misma forma, la complejificacion del haz cotangente TcU* := TU*®C
admite una descomposicion

T(CU* — TI,OU* D TOJU*,
donde TYOU* y T'U* son trivializados por dz; = dx; + idy; y dz; = dx; — idy;.
Definicién 3.2.2. Dado un abierto U C C", definimos el haz vectorial complejo sobre U
API = AP((TU)1) @ AT(TU")")

Denotamos por AL(U) y ARYU) al espacio de las secciones de AEU := A*TeU* y AP4(U),
respectivamente.
Gracias al lema 3.1.13 tenemos las descomposiciones naturales

AUy = @ M)y AU = @ A (3.1)

p+q=Fk p+q=k

Definicién 3.2.3. Definimos la derivada exterior compleja d : AL(U) — ALTH(U) como
sigue: Si o € AL(U), entonces

oa;
da = d( Z Qi jkdzjl/\' ) '/\dzjk) = Z Z ajl ..... Ji dZm/\dZﬂ/\ /\dz],c
1<j1 << jp<n 1<ji<<jp<nm=l *m

Adicionalmente, si 11”7 : AVe — APV denota la proyeccion natural con respecto a la suma
directa de las k-formas, definimos

0 AZYU) — AEFY(U)

como

9 :=TP 0
Y

0 : AR(U) — AZ"H(U)

como

0 =TIt od

Observemos que B
d=0+0. (3.2)

En coordenadas locales tenemos que

O(fdziy N+ Ndz, NdzZ;, N--- NdZ;,) = Z P ——dzpy Ndzyy N+ Ndz, NdZ;, N - NdEj,
k

A(fdziy A+ Ndzy) NdZj A+ NdZ,) = 28 dzp Ndziy Ao Ndzg) NdZy A AN,
<k
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Recordemos que

8—1(8—1’8) 8_1(8_”,8)
0z,  2'0x; Y; 4 0z; 2 0x; 0y;

y que si f es una 0-forma,
df = Z Fa i+ Z

por otro lado

of . _N~1,0f _0f R
adeZZ - Z (axl 8yl)(dzl+ dyl +Z 8x2 +Z8yl)(dzl Zdyl)

of
:Za

Corolario 3.2.4. Una 0-forma f en C es holomorfa si y sélo si Of = 0.
Demostracion. Supongamos que f = u(x,y) + iv(x, y); entonces,
LOu 500 40 %
2°0x O oy Oy
1 0u Ov ov  Ou
= —(— — — — + —))(dz — idy).
3G = o) il + S lde — idy)

Usando el hecho de que f = u + v es holomorfa si y sélo si u,v son de clase C* y cumplen
las condiciones de Cauchy-Riemann obtenemos el resultado. O

of = —( (u+iv) +z’§y(u+iv))(dz—zdy) — ) (dx —idy)

A partir de aqui llamaremos a V19(U) el haz vectorial antiholomorfo y a V%'(U) el haz
vectorial holomorfo (definicién 3.1.9).

Observacién 3.2.5. El operador % tiene un comportamiento atipico, dado lo siguiente:

g_ 1,0 0 _ 1
5= 5(%+za—y)(:)§+zy)—§(1—l)—0

0 1,0 0 . 1
P —(%4— 8—)(I—zy)—§(1+1)—1.

0~ 0

Uno esperaria que 5=z =1 en analogia a 5-x = 1.
Veamos qué pasa pam funciones F(Z) y F(z) donde F es una funcion diferenciable en el
sentido real

o 1,0 .9 1o, 0z O, 1 o
5P =55, +ig )P @) = 5(FEF +iF(E)5) = 5(F(E) +2F/(2) =0
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Lema 3.2.6. Los operadores O y 0 cumplen las siguientes propiedades:
1. d=0+0.
2. P =9 =0y =—00.
3. Como toda buena derivada, se cumple la regla de Leibniz:

IaApB) = Oa)AB+ (=1 aAd(B),
AanpB) = da)AB+ (=1)PTa Ad(B).

Demostracion. 1. Esta es la ecuacién 3.2.

2. Para este caso se puede hacer un célculo directo de 9% y Gl (andlogo a demostrar que
d?> = 0) o podemos usar el primer inciso de este Lema y el hecho de que d* = 0: Sea «
una (p, ¢)-forma donde p + ¢ = k; entonces

d2a = (0+0)2a = (> + 00+ 00+ 9 )a = 0.

Ahora 9%*a es una (p + 2, q)-forma, dda y d0a son (p + 1,q + 1)-formas y por tltimo

9’a es una (p, q + 2)-forma. Dado que d*a € AF(U) = @, y— 1o APU(U), al tener
una combinacién lineal igualada a cero donde los sumandos pertenecen a subespacios

distintos de la suma directa, obtenemos que 9*a = 0, da=0 y (00 4+ 90)a = 0.

3. Estas igualdades se demuestran como su andloga en el caso del operador d. Por linealidad
basta demostrarlas para el caso en que o = «a(z)dz; A dZ; sea una p,g-forma y
B = B(z)dzy A dZp una p', ¢’-forma, entonces

aAB=a(z)B(z)dzi, A Nziy NZjy N NZj Ndzny N N2, N2y Ao A Zim,;

aplicando la definiciéon de 0 y la regla de Leibniz para funciones,

op _ _ _ _
Z aZkﬁ—l—ozaZk)dzk/\dzil/\---/\zip/\zjl/\---/\zjq/\dznl/\---/\znp,/\zml/\---/\zmq,

Z& dog Nz, Ao Nz NZjy N NZjy A Bdz, Ao Nz, Ny Ae e Ny,
<k

‘l‘OédZil/\'"/\Zip/\gjl/\"'/\gj p+qzaz dzk/\dzru '/\an/ /\zm1/\"'/\zmq/;
k

esto dltimo dado que intercalamos dzy (p + q) veces; asi,
AaAB)=0(a)AB+ (—1)PTa Ad(B). O

El lema nos dice que podemos estar seguros que las derivadas definidas son razonables
en el sentido que cumplen lo andlogo a la derivada exterior. Ahora nace una pregunta natu-
ral: ;Existiran resultados equivalentes al lema de Poincaré, la cohomologia de De Rham, al
teorema de De Rham y el teorema de dualidad de Poincaré? Mas adelante veremos que la
respuesta es si aunque en algunos casos sélo daremos una idea de las demostraciones.
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3.3. Variedades complejas

Antes de sumergirnos en la teoria de Hodge para variedades complejas introduciremos
las nociones basicas de éstas.

Definicién 3.3.1. Sea M un espacio topoldgico. La pareja (U;, ¢;) tal que U; es un abierto
de M y ¢; : U; — Vi es un homeomorfismo sobre un abierto V; de R*" le llamamos una
carta de M, decimos que dos cartas son compatibles si siempre que U; NU; # @ entonces
la funcion ¢;; = ¢; o qb;l : Uj — U; es una funcion diferenciable. Un conjunto de cartas
(Us, ¢:)ier tal que UjefU; = My todas las cartas son compatibles es llamado atlas de M.
Si logramos dotar a M de un atlas decimos que M es una variedad de dimension 2n. Si
identificamos R*" con C" decimos que el atlas es holomorfo si para cada i,7 € I tal que
UiNU; # @ la funcion de transicion dada por ¢;; = ¢; o ¢j_1 es holomorfa. El par (U;, ¢;)
es llamado una carta holomorfa. Naturalmente decimos que dos atlas holomorfos (U, ¢;) y

(U3, ¢%) son equivalentes si para cada U; N U} # & la funcion ¢; o (qb;-)_l es holomorfa.

Definicién 3.3.2. Decimos que una funcion f : M — N entre dos variedades comple-
jas es holomorfa si para cualesquiera cartas (U, @) y (V,¢) de M y N respectivamente, la
composicion 1 o f o ¢~ es holomorfa. Dos variedades M, N son biholomorfas si existe un
homeomorfismo holomorfo f : M — N con inversa holomorfa.

En particular, nos interesaran las funciones holomorfas f : M — C. Recordemos el
siguiente importante resultado.

Teorema 3.3.3 (Teorema de Liouville). Una funcion f: C — C holomorfa y acotada es
constante.

Observacién 3.3.4. La diferencia esencial entre las variedades diferenciales reales y las
complejas es que siempre podemos cubrir una variedad real con subconjuntos abiertos difeo-
morfos a R™, pero en constraste, en general no podemos cubrir una variedad compleja por
subconjuntos abiertos biholomorfos a C", pues C no es biholomorfo al disco abierto por el
teorema de Liouville.

Como sabemos el conjunto de las funciones holomorfas de C" en C" es un subconjunto de
las funciones suaves de C" en C"; el conjunto de funciones holomorfas tiene una estructura
mas fuerte que se refleja en el teorema 3.3.3. Otra consecuencia de este teorema es que no
existe una particion de la unidad holomorfa.

Ejemplo 3.3.5. El plano proyectivo CP" es el ejemplo mdas importante de una variedad
compacta compleja, por definicion CP" es el conjunto de lineas en C"que pasan por el
origen; es decir,

CP" = (C™*' - {0})/C)).

Denotaremos a cada clase de equivalencia de CP™ por (z1 : -+ : z,) y entenderemos que si
A € Clospuntos (z1: -+ :zp) y (Az1 @ -+ Azy,) pertenecen a la misma clase de equivalencia.
Saolo el origen (0 : ---:0) no define un punto en CP".

La forma mds convencional de cubrir P™ por abiertos utiliza los siguientes conjuntos :

Up={(z1:-:2,)|z #0} CP"
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y definimos el mapeo ¢; : U; — C™ como

21 Zi—1 Ri+1 Z,
g1t z) = (=, =, ZJT sy =)

y el mapeo de transicion ¢;; : ¢; o gbj_l queda dado por

¢ij(21,...,2n):(2—i,..., ;Z y ;Z goeoy % ,Z—i,z—i,...,z—i)

donde z; # 0; por lo tanto ¢;; es biholomorfo.

Ejemplo 3.3.6. Claramente C" es una variedad que se puede cubrir con una sola carta y ¢
es la funcion identidad. Lo andlogo ocurre con todo subespacio de C™.

Ejemplo 3.3.7. La esfera compleja de dimension n es una variedad que podemos cubrir con
dos cartas gracias a la proyeccion estereogrdfica, que sabemos es biholomorfa.

Ejemplo 3.3.8. El toro complejo estd dado por el cociente C"*/Z*". Con la proyeccion
candnica 11 : C* — C"/Z*" dada por 1l(x) = [z], x € C", podemos dar al toro la topologia
cociente donde los abiertos U son aquellos tales que II7Y(U) =V es un abierto de la topologia
estandar de C". Por construccion Il es un operador abierto. Para construir el atlas holomorfo
consideremos el abierto (0,1)x---x (0,1) y notemos que IT : (0,1)x---x(0,1) — C"/Z>" es
un homeomorfismo, dado que 11 es suprayectivo por ser abierto y al restringir esta transfor-
macion al cubo obtenemos una transformacion inyectiva, que por construccion es continua
con inversa continua. Por lo tanto, (I1((0,1) x -+ x (0,1)),II71) es una carta del toro com-
plejo. Para cubrir el resto del toro consideramos las n cartas generadas por las traslaciones
por los vectores candnicos, es decir, (II(3e; 4+ (0,1) x -+ x (0,1)),II71). Obtenemos un atlas
holomorfo dado que la funcion de traslacion es holomorfa.

Definicién 3.3.9. Sea x € M. Denotamos por T, M al espacio tangente complejo a M en el
punto x, por T'M al conjunto de todos los espacios tangentes complejos a M y lo llamamos
el haz tangente complejo a M. Ademds, denotaremos por Ty M al espacio dual o cotangente
complejo a M en el punto x, de modo que los elementos de TyM son funcionales lineales
sobre el espacio tangente a x. T*M es el conjunto de todos los espacios cotangentes complejos
a M y lo llamamos el haz cotangente complejo de M. Andlogamente, definimos el dlgebra
exterior AP(M) de M como la unién de AP(T,M) de cada espacio tangente.

Se puede mostrar que TM, T*M y AP(M) admiten estructuras de variedades complejas
diferenciables de manera natural. Usamos esto para definir varias transformaciones suaves
importantes.

Definicién 3.3.10. Decimos que una transformacion X : M — TM es un campo vectorial
en M, si X asocia a cada punto x € M un vector en T, M. En caso de que la transformacion
sea infinitamente diferenciable diremos que X es un campo vectorial suave.

Una transformacion suave w : M — T*M es una 1-forma diferencial en M si w asigna
a cada punto x € M una funcional lineal w, € Ty M.

Una p-forma diferencial en M es una transformacion suave w : M — AP(M) que a cada
punto x € M le asigna un p-tensor alternante en T, M.
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El conjunto AP(M) de las p-formas en M es un mddulo sobre el anillo C*° (M) de funciones
complejas infinitamente difenrenciables en el sentido real de M en C.

Lema 3.3.11. Dada una variedad M compleja y dado un punto x € M, el espacio tangente
T.(M), visto como espacio real, admite una e.c.c. y ésta no depende de las cartas.

Demostracion. Sea U un abierto de M donde x € U y h una funciéon holomorfa tal que
h(U) =U" C C" con U’ un abierto, gracias a que Tj(;)C" = C" ya tiene una e.c.c. podemos
inducir una sobre T, (M). Llamemos J a la e.c.c. de Th(2)C" = C" y sea D}, el jacobiano de la
funcién, afirmamos que J = Dy 0 J o Dj-1 es una e.c.c. Por construccién J : T, (M) — T,.(M)
y al ser composicién de transformaciones biyectivas tenemos que J es un endomorfismo; por
lo tanto basta ver que J? = —udr, (M)

J?=DpoJoDy-10DyoJoDy-1=DypoJoJoDy1=
Dh 9] —’Ld(cn 9] thl = _Dh o thl = —Zde(M)

Veamos que la e.c.c. J no depende de la carta: si (V,g) es otra carta holomorfa compatible
con (U,h) de M, y si consideramos la funcién de transicién g o h™!, podemos expresar el
cambio de una carta a la otra por funciones reales holomorfas

§=ulz,y) n=wv(zy)

donde &, n,z,y € R", { +in = (¢ € Ty)C" y x +iy = z € TjC". El Jacobiano de la
transformacion estd dado por (la expresaremos en bloques de 2 x 2 para ver las propiedades

que cumplen):
Oug Ouq Ova Ouq
ox oy . oy oy
ova ova | = | Oua  ova
Oxrg  Oyg dys dys

esto ultimo por las condiciones de ser coordenadas holomorfas por lo tanto podemos pensarlo
como bloques de la forma
< ij bij) con j,i=1,...,n
—bij  ai

podemos pensar a D(go h™!) como una matriz de 2n x 2n, formada por cuatro bloques de
n x n donde consideraremos la base ordenada (x1,...,Zn, Y1, .-, Yn)

- Apsn Bpxan
Digoh™) = (—B i Anx )

denotemos a la e.c.c. estandar de T}, C" por J, que es de la forma

_ Onxn _]-nxn
/= (1 Ousen )
y por J' a la e.c.c. estdndar de T} (,)C" representada por la misma matriz J.
Veremos que D(goh ) oJ =JoD(goh™).

-1\ __ Onxn _1n><n Anxn ann _ ann _Anxn
JD(gOh )_<1n><n Onxn _ann Anxn N Anxn ann
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de la misma forma
pgonyy= (g fe) (G o) = (B ).
Ahora veremos que las e.c.c. son equivalentes; en la nueva carta tenemos que la e.c.c. es
J = Dy, 0 Dgoh*1 oJo Dhog*1 o Dp-1
por otro lado
J=DpoJoDy1=DyoJo Dgoh*1 © Dhog*1 o Dy-1=Dpo Dgoh*1 oJo Dhog*1 oDy =]

O

Gracias a que tenemos una e.c.c. en T, M podemos hacer una extension de la Definicion
3.1.9 y considerar los espacios propios de la e.c.c en T, M. Los Lemas 3.1.10 y 3.1.13 se
extienden de manera natural a T,M.

Definicién 3.3.12. Denotemos por AP%(M) al conjuntos de las (p,q) — formas en M. Este
es un mdodulo sobre el anillo C*°(M) de funciones complejas infinitamente diferenciables en
el sentido real.

3.4. Cohomologia compleja

En analogfa al caso real definiremos la cohomologia de De Rham en términos del operador
d. Dado que el operador 0 cumple las propiedades de un operador frontera, definiremos la
cohomologia de Dolbeault, veremos qué informacion tiene cada cohomologia y las compara-
remos.

Definicién 3.4.1. De manera andloga al caso real definimos las formas cerradas con respecto
a d como

Zh p(M) :={a € A/(M):da =0}
y las formas exactas con respecto a d como
BE R(M) = {a € A(M) : 38 € AP (M)tal que df = o}
Definiciéon 3.4.2. Definimos el p-ésimo grupo de cohomologia compleja de De Rham como

Zhr(M)
HY p(M,C) = %-

Definicién 3.4.3. Definimos los numeros de Betti como
dimH% (M, C) =P (M)

Definicién 3.4.4. Dada una variedad M compleja, denotamos al grupo p-ésimo de ho-
mologia compleja por Hy(M) con 0 < p < 2n y por b*(M) al nimero de Betti del p-ésimo
grupo de homologia de M.
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Teorema 3.4.5. ( De Rham)([5] pdg. 43) Para toda variedad compleja M de dimension 2n
y para todo entero no negativo p tenemos que

Hgep(M) = (Hy(M))"

Calculemos algunos grupos de cohomologia compleja de De Rham.

Teorema 3.4.6. Sea M una variedad compleja, compacta y simplemente conexa. Afirmamos
que HS, (M, C) = C.

Demostracién. Sea a € A°(M) una forma cerrada. Por lo tanto, % =0y W = 0 de
aqui que o = ¢ con ¢ € C.
Concluimos que HY 5(M,C) =C y by(M) = 1. O

En general HY (M, C) cuenta el ntimero de componentes conexas de M.

Teorema 3.4.7. Consideremos C"; afirmamos que HY,p(C") = C y HS .(C") = 0 para
1 <p.

Demostracion. Sea a € Z3,p(C™) por lo tanto,

", O« Oa

por lo tanto o = ¢ con ¢ € C, dado que BY,;(C™) = 0 concluimos que HY, ,(C") = C.
Gracias al teorema de De Rham 3.4.5 y que C" tiene la clase de homotopia de un punto,
tenemos que HY p(C") =0 con 1 < p. O

Ejemplo 3.4.8. Calculemos los grupos de cohomologia de De Rham de C—{0}. Empecemos
con HY, »(C —{0}); sea o una 0-forma cerrada, por lo tanto

Oa

0
a_xj:() Y —a:000nj6n{0,-~>n}

dy;

por lo tanto a es constante y dado que no existen formas exactas concluimos que

Hgep(C —{0}) =
Para H} o(C — {0}) consideremos la siguiente 1 — forma n, con a un nimero complejo,

_a, ydx xdy
Ll S R )
por lo tanto
a (22 +y?) — 22 (2?2 + y?) — 222
dn = —(— dy N\ d dz Nd
g 27r( (22 + y?)? yAdz+ (22 + y?)? A dy)
2 2 2 2 -9 2
((a: +y?) —2y*  (2*+y?) ) de A dy

T o (2% 4 y2)? (22 + y?)?
_iZ(:)sz%—y) 2% — 2¢?
C2n (22 + y?)?

dz A dy = 0.
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Consideremos la siguiente curva R(t) = r(cos(mt), sen(mt)), y calculemos la integral de n
sobre R(t):

2 _am ™ sen(mt)dz(R'(t)) cos(mt)dy(R'(t))
/o nR0) =57 o cos’(mt) +sen?(mt)  cos®(mt) + sen®(mt)

por lo tanto n no es exacta. Por otro lado notemos que al integrar contamos el numero de
vueltas por un factor de a y la integral no depende del radio del circulo.
Notemos lo siguiente:

adz adv—idy a (z+iy)(de—idy)

a xdr+ydy  —ydx+ zdy
— — - —
Am 2z Ami(z—1y) 2w x? 4+ y? 27 a2+ y? % 4+ y?

)

por lo tanto —n es la parte imaginaria de %%

Para ver que [n)] es la inica clase de cohomologia de H},5(C —{0}) = C y calcular
H2 ,(C —{0}), sea F(t,2):[0,1] x (C—{0}) — C\ {0} dada por

F(t,2) :tz+(1—t)ﬁ;

como F(0,z) = s £ mapea (C —{0}) en SYC) y F(1,2) = 2 que mapea (C — {0}) en
(C —{0}). Concluimos que C — {0} es homotdpico a S*(C). Gracias a que conocemos la
homologia de S*(C) y al teorema de De Rham tenemos que H3, »(C —{0}) = 0.

El Lema 3.2.6 es fundamental para inspirar la siguiente definicion, para cadap € {0,...,n}
podemos construir una nueva cohomologia compleja, gracias a que 0 forma una cadena exacta

0% AP0y & Ari(ar) S S v (ar) S0

Definicién 3.4.9. Definimos las formas cerradas con respecto a O como
ZPUM) = {a € AM(M) : da = 0}
y las formas exactas con respecto a & como
BEY(M) = {a € APY(M) : 3B € A1 (M),08 = a}

Definicién 3.4.10. El grupo de cohomologia de Dolbeault' de una variedad M es
) = 2500

Nota 3.4.11. Para el lector interesado existe una cohomologia definida por el operador 90
llamada cohomologia de Bott-Chern, la cual es tratada en [6].

IPierre Dolbeault(1924- ) es un matemético francés alumno de Henri Cartan graduado en 1944, estudiando
en el Ecole Normale Supérieure.
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Definicién 3.4.12. Si HY(M) tiene dimension finita entonces denotamos
WP = dimHY (M)

y llamamos a hP? los numeros de Hodge de M.

Los nimeros de Hodge son andlogos a los ntimeros de Betti. Ahora surgen preguntas
naturales:; tendra mas informacion la cohomologia de Dolbeault que la cohomologia de De
Rham?; habra relacion entre los niimeros de Betti y los de Hodge? ;bajo qué condiciones se
da esto?

Definicién 3.4.13. Denotamos al conjunto de las p-formas holomorfas de M por T'(AP(M)).

Naturalmente tenemos que I'(AP(M)) C AP(M).
El primer resultado inmediato es que para toda p € {0,...,n} tenemos que B%’(M) = 0
dado que no existen formas de tipo (p, —1) por lo tanto tenemos que

HE (M) = Z5' (M) = {a € A*°(M)|Da = 0}

Sea a € H%O(M )y 21,...,2, unas coordenadas holomorfas,
o= Z o ydzy
|J|=p

donde oy son funciones diferenciables

0=0a = ZZ%de/\dZJ

|J]=p k=1
Dado que dz; A dz; es una base de las (p,1) — formas, concluimos que

80&]

1 _0
Iz

Por lo tanto a es holomorfa. Esto muestra que podemos identificar a H%"(M) con las
p — formas holomorfas de M:

H},'(M) = T(AP(M))

De aqui podemos ver que Hp"(C") = I'(AP(C")) son todas las funciones holomorfas de
C" — C que como sabemos no forman un espacio de dimension finita de donde concluimos
que no existe el numero de Hodge asociado a este grupo de Dolbeault.

Teorema 3.4.14. (Principio del Mdzimo) Sea 2 C C" una region acotada y f una funcion
holomorfa de Q@ — C entonces | f| alcanza su mdzximo sobre la frontera de SQ.

Teorema 3.4.15. Sea M una variedad compleja, simplemente conexa y compacta. Afir-
mamos que H}; (M) = C.
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Demostracion. Como M es compacta tenemos que |f(z)| alcanza su méximo, sea x € M tal
que |f(2)| es el mdximo. Consideremos la pareja (U, ¢) una carta holomorfa de M donde
z € U, por lo tanto fo ¢! es una funcién holomorfa de C* — C tal que |f o ¢~!| alcanza su
méximo en ¢(z). Dado que esto contradice el principio del maximo tenemos que la funcién
f ot es constante. O

Un teorema auxiliar que nos ayudara a calcular grupos de cohomologia es

Teorema 3.4.16. ([11] pdg. 18) Dada f : D — C una funcion diferenciable compleja defini-
da sobre el disco unitario, existe una funcion diferenciable g tal que

dg f

az
Mas atin si, f es holomorfa con respecto a zq, . .., z, tenemos que g es holomorfa con respecto
de z1,...,2,. El resultado se generaliza al caso de transformaciones con valores en C™.

Teorema 3.4.17. Calculemos la cohomologia de Dolbeault de C"; afirmamos que
HEZH(C") =0 Y0<p, 1<q

En otras palabras si v es una (p,q) — forma sobre C" tal que Ou = 0, entonces existe

una (p,q — 1) — forma v tal que 0v = u.

Demostracion. Consideremos una (p,q) — forma u en su expresién mas general

U(Z): Z UJ7KdZJ/\d§K: ZdZJ/\(Z UJ7Kd§K)

|J]=p,|K|=q |J|=p |Kl=q

donde Zm:q usrdzZg es una (0,q) — forma. Usando la proposicién iii del Lema 3.2.6 y el
hecho de que la funcién constante es holomorfa tenemos que

0 :5’& = Z gdZJ/\(Z UJ7KdEK)+(_1)p Z dZJ/\g(Z UJ7Kd§K)

|J|=p |K|=q |J|=p |K|=q
= (—1)p Z dZJ N 5( Z UJ7Kde)
|JI=p |K|=q

concluimos que

(Y uykdzk) =0 V|J| =p.

|K|=q

Es suficiente probar que si Ou = 0 para toda J existe v, tal que

Vamos a hacer una induccion sobre £, el nimero de variables de las cuales u depende
holomorfamente, con 0 < ¢ < n.
Paso base ¢ = 1, sea u una (0,q) — forma que s6lo depende de z; de manera holomorfa,
donde Ou = 0
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u(z) = Y ukdix = Y uggpdih AdEg+ Y wikdik.

|K|=q |K'|=q—1,1¢ K |K|=q,1¢K

Usando el hecho de que du = 0

= > ZauJK'dzaAdzl/\de/Jr > Za;u_JKdza/\de

|K'|=g—1 a=1 |K|=¢,1¢K a=1

ouy g ow
= Z 82? dzy Ndzy NdZ g + Z 8;]1[{ dzi NdzZg

|K'|=q—1 |K|=q,1¢K

por lo tanto
0wJ7K
0z

de donde concluimos que w; x depende holomorfamente de Z; para toda J. Naturalmente
usx ¥y wyk dependen holomorfamente de %, ...,%, dado que las funciones son constantes

=0 VJ y VK con 1¢ K

con respecto a las otras variables. Denotaremos por d/E?(a ala (0,g — 1) — forma tal que
tenga entre sus productos cunia a todos los indices de K menos el a. Sea

1)@ _
hy= Y uZ‘aW,KGZEKCL

por lo tanto

— (1) 0 — (=1, 0 —
8hJ: Z ( ) Tb(zauJ,K>dzb/\dea: Z ( ) (Za ;i’Kdzl/\dea

VA
K/ [=g—1 b=1 K=q—1 1 b

n

—I—uJ,KdZI AN dea) = Z 'U/L]’Kdz[{
|K'|=q—1

Para todo multi-indice K con |K|=¢— 1y 1 ¢ K; ahora llamamos
heo= > hgdig
K |=g—1,1¢K

y definimos

= Z uygrdzy Ndzg + Z wyrdZg — Z wykdZ K

|K'|=q—1 |K|=q,1¢K |K|=q—1,1¢K
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= Z uLLKldzl N dZ g

|K'|=q—1

como sabemos que u; ks depende holomorfamente de z; usando el Teorema 3.4.16 tenemos
que existen funciones v; g+ tales que

Ovj
—— = UK’
821

y por lo tanto definimos v’ como

’U/ = E ’UJJ(/dEK/

|K'|=q—1

que por construccién cumple que 9" = 37—, wyxrdZ1 A dZgo. Por 1dltimo afirmo que v
es
vi=0v +h

dado que

Ov =0v' + Oh

Z U(LK/dzl A dEKf + Z w(LKdEK

|K'|=q—1 |K|=q,1¢K

Supongamos que el resultado es cierto para £ — 1, sea u una (0, ¢)-forma que depende de
z1, ..., 2 pero sélo depende de las primeras ¢ — 1 variables de forma holomorfa. Denotaremos
por dZ g a productos con coeficientes distintos de cero que sélo contienen a dzy, ..., dZ, entre
sus productos cuna, donde u depende de manera holomorfa de las primeras ¢ — 1 variables
holomorfas. Si ¢ < ¢, la (0, ¢)-forma se anula dado que repite elementos en su producto cufia
y el resultado es trivial por lo tanto consideremos el caso ¢ > ¢ Separemos las ¢ — 1 variables
de las cuales depende holomorfamente.

u = Z uKdEK + Z dezK N dgg.
‘K|:q7k<€ ‘K|=q—l,Z¢K

Al derivar obtenemos que

n

0=du= Y. igg—idzmAde+ 3 Zgg;{dzm/\dzw\dzg.

|K|=g,k<tm=1 |K|=q—1,6¢ K m=1

En el segundo término tenemos que la expresién dz,, A dZx A dzZ, con m = { se cancela, por

otro lado

dwk _ Vm > ¢,
0%,
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dado que es el coeficiente de una combinacién lineal de la base igualada a cero. Esto nos

dice que wg es holomorfa con respecto a zp.1,...,2, para toda combinaciéon de indices
{i1,...,ig—1} tales que 1 <4y < --- < i, < L. Por el teorema 3.4.16 obtenemos

Ohg

— =w

0%y K
y la solucién hg es holomorfa con respecto a zp.1, ..., 2, y llamamos
hi= > hgdig
|K|=q—1,0¢K

por lo tanto

oh= > Zﬁhl{dzm/\dz;{— > ZathzmAde+ > wkdzNdzk.

|K|=¢—1,¢ K m=1 |K|=¢g—14¢K m=1 |K|=q—1,(¢K

Ahora definimos una nueva (0, ¢)-forma como

W =u+(-1)0h= > ugdig+ Y wgdig AdE

|K|=g—1,k<t |K|=q—1¢K

EES ZathzmAde+ S wndz Adz)

|K|=q—1,(¢ K m=1 |K|=q—1,¢K
_ Ohe
= Z ugdzg + (—1)7 Z Z—dzm/\de
|K|=q—1,k<t |K|=q—1,(¢K m=1
Aqui sélo aparecen dZ, . ..,dZ,_1 y gracias a que Ou = 0, tenemos que v’ es 0 — cerrada.

Sabemos que existe una (0,q — 1) — forma v’ tal que 9v’ = v/, si definimos
v:=1v —(=1)
esto satisface que
0v=0v — (—1)%0h = u — (—1)%0h = u.
U

Por lo tanto los nimeros de Hodge de C" son h?? =0si0 <p<nyl<q¢g<nyno
estan definidos para el caso ¢ = 0 dado que la dimensién del espacio de funciones holomorfas
de C" — C es infinita.

Teorema 3.4.18. La cohomologia de Dolbeault no es invariante homotopico.

Demostracion. Basta dar un contraejemplo: Podemos usar el Teorema 3.4.17 y dado que
{0} es una variedad simplemente conexa y compacta el Teorema 3.4.15 nos asegura que
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H%’O({O}) = C. C™ es homotépico a {0} y los grupos de cohomologia de Dolbeault no
coinciden 2 O

Hasta ahora hemos visto que la cohomologia de Dolbeault y la de De Rham en lo general
no coinciden. Podemos pensar que tal vez la compacidad sea una condiciéon para que las
cohomologias sean isomorfas dado que dimHy), (M) = 1 = dimHY, ,(M).

3.5. Variedades con métrica hermitiana compatible con
una e.c.c. J

Una métrica hermitiana h sobre un espacio complejo V' es una transformacion
h:VxV —=C
tal que es lineal en la primera entrada, antilineal en la segunda entrada y satisface

h(u,u) >0

h(u,v) = h(v,u).
Veamos la siguiente consecuencia.

Lema 3.5.1. La parte real de la métrica hermitiana es un producto interior real y la parte
imaginaria de la métrica define una forma alternante real.

Demostracion. Usando
h(u,v) = h(v,u)

podemos igualar la parte real y la parte imaginaria
Re(h(u,v)) + ilm(h(u,v)) = Re(h(v,u)) — iIm(h(v,u))
de donde vemos que
Re(h(u,v)) = Re(h(v,u)) y Im(h(u,v)) = —=Im(h(v,v)).
heredando cada una la propiedad de linealidad de h. O

Definicién 3.5.2. En analogia al caso real (definicion 3.1.15) decimos que una métrica
hermitiana es compatible con una e.c.c J, si h(J(u), J(v)) = h(u,v) para toda u,v € V.

Si la métrica hermitiana h es compatible con la e.c.c. J podemos decir mas de la forma
alternante, w = I'm(h); tenemos que

h(Jv, J(u)) = h(v,u)

2En la literatura se conocen a las cohomologias que no son invariantes homotépicos como cohomologias
no clésicas en contraste con la cohomologia clasica de De Rham. La cohomologia de Bott-Chern es una
cohomologia no clasica.
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lo que implica que
w(Jv, Ju) = w(v,u).

Si v € V sabemos que v —iJ(v) € V10 entonces
wv—1iJ(w),u—1iJ(u)) = w(v,u) —w(Jv, Ju) —i(w(v, J(u)) + w(Jv,u)) =0
Por lo tanto w no puede pertenecer a A*°(V), de la misma forma v +iJ(v) € VO y
w+iJW),u+iJ(u)) =w,u) — w(Jv, Ju) + i(w(v, J(u)) + w(Jv,u)) =0

De la misma forma w no puede pertenecer a A%*(V) y sélo puede pertenecer a A (V). Esta
idea podemos extenderla a una variedad compleja equipada con un producto hermitiano en
cada espacio tangente.

Definicién 3.5.3. Una variedad compleja M con un producto hermitiano g en cada espacio
tangente, donde el producto es compatible con una e.c.c. J, induce una (1,1)-forma dada por
w(u,v) := g(J(u),v) que es llamada la forma fundamental. Si hy ; es la matriz asociada al
producto hermitiano entonces

v _
w = 5 ; hk,jdzk N de

Ejemplo 3.5.4. St M = C" con la métrica hermitiana candnica y la e.c.c. J estandar,
w= Zd:zj Ndy; = 52(12]- N dz;
7=1 7j=1
entonces w es una forma fundamental.

Definicién 3.5.5. Dado V un espacio vectorial real de dimension par equipado con un
producto interior, podemos extender la definicion del operador de Hodge

x: AF(V) = ARV,
Como % es lineal queda determinado por los elementos de la base:
*(dzj, N Ndzj,) = dzj,, N Ndzj,
de tal forma que
dzjy N+ Ndzj, ) Ndzj, N Ndzj, =dzy N -+ Ndz,
completando una base positiva como en el caso real.

Como se recordara el operador de Hodge en el caso real nos ayudé a definir un producto
interior sobre A¥(V).

Definicién 3.5.6. El producto interior sobre A¥(V) es
aAxf=<a,f > x(1)

para toda o, B € A*(V). Si <,>c es la extension hermitiana de <,> , podemos extender la
definicion anterior a A*(Vg), obteniendo un producto hermitiano

aA*B=<a,B >c *(1)
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Veamos como actia el operador estrella sobre la base de las (p, ¢)-formas
UIUK’Jdel /\-~-/\dzkp/\d2j1/\~-~/\d2jq

por definicién de *
u N U = UK, JUK,J * (1)

= (ug,gdzg, A Ndzg, NdZj A= NdZj) A (Trgdeg,,, A Ade, AdZj A A dZ)

p+1
lo que implica

U0 = T dzg,,, A ANdz, NdZj,, A A dz,

p+1
por otro lado
T =Trgdz;, A ANdzj, NdZg, A -+ NdZy,

con lo cual vemos que

*U = U, gdzj ., N Ndzj, NdZg, N NdZy,

p+1

y concluimos que

* 1 APY(Ve) — A"9mTP (V).
Corolario 3.5.7. A*(V¢) =P

gk API(V) es una descomposicion ortogonal.

Demostracién. Sean u una (p, q)— formay wuna (p', ¢')— forma tales que p+q = k = ¢'+p’
y p # p/, por lo tanto existe dz, en los productos de u que no esta en los productos de w,
por lo tanto xw tiene a dz, en sus productos y

<u,w>=uN*xw=>0
O

Analogo al caso real podemos darle a M la medida de Lebesgue inducida para definir
una norma £? sobre A¥(M) y poder construir un espacio de Hilbert como sigue.

Definicién 3.5.8. Definimos la norma L? sobre A*(M) por

(o, B) = /M <, >c *(1)

_Como en el caso real ahora tiene sentido preguntarnos quién es el operador adjunto de 9

y 0.
Lema 3.5.9. El operador

o* - ArtLaM) _y API(N)
adjunto a O estd dado por

O = — x 0%

y el operador B

d" APTHY(M) — API(M)

adjunto a 0 estd dado por

*

0 = —%0x.



52CAPITULO 3. VARIEDADES COMPLEJAS Y FORMAS DIFERENCIALES COMPLEJAS

Demostracion. Sea o € A¥"Y(M) y B € A¥(M). Entonces
dlaN*p) =da A8+ (1) taAnd* B
= da A B+ (=1)F(=1)P V=Pt A s s dx B = da A %8 + (=1)"PHD20 A s x d x

=daN*f+aNxxdxf

por la definicién
da A\ 3 =< da, 3 >c *(1)

de la misma forma
aN*xdxfB=<a,*dx[>x(1)

y obtenemos que
dla A *B) =< da, B >c *(1)+ < a, *d * 3 >¢ *(1)
integrando

/d(a/\*B):/ <da,5>c*(1)—|—/ < a,xd* f>c *(1)
M M M

y usando Stokes
0:/ <da, B >c¢ *(1)+/ < a,xdx B >c x(1) = (da, B) + (o, xd * ),
M M

para toda a € A*'(M) y B € A*(M), por lo tanto d* = — s dx y d : A*T(M) — AN(M).
Usando que d = 9+ 0, obtenemos d* = — 9% —* . Veamos cudl es la imagen de APaTL(M)
bajo — % O%. Si By € AP9Y(M) con p + ¢ = k implica que *£; € A @D =P(M) por lo
cual 0 * f; € A"~¢""P(M) por lo que concluimos que x0 * 5, € API(M).

Anélogamente si B, € APTLY(M) con p + ¢ = k implica que x3, € A"~ P+D(M), por

lo cual d* 3y € A"~%"P(M) por lo que concluimos que %0 * B, € AP(M). Por tltimo si
a € AMI(M) y B € APIH(M),

/<80z+5a,ﬁ>*(1):/ <a,—*x0x*f—*0* 3> (1)
M M

por la descomposicién ortogonal, de la misma forma obtenemos que

/<5a,5>*(1):/ <o, —x0x [ >x%(1),
M M

/<8a,6>*(1):/ <a,—*0x*f[>x*(1).
M M

Ahora definimos el operador laplaciano correspondiente a cada operador.
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Definicién 3.5.10.

Ag=dd" + d*d
Ay=30 +0°D
Ay = 00" 4+ 00

Lema 3.5.11. 5@ M es compacta tenemos

(o, Ayar) = (dav, dar) + (d*ar, d* )

(a, Agar) = (O, Da) + (D", & ).
Demostracion. Analoga al caso real; se usa la propiedad del operador adjunto. O

Definicién 3.5.12. Dada M compacta decimos que o es arménica respecto a d (0 y O
respectivamente) si Nga = 0 (Agae = 0y Agaw = 0 respectivamente)

Corolario 3.5.13. Dada M compacta, o es d-armdnica con respecto a d <= « es
d-cerrada y d*-cerrada (andlogo con 0 y 0).

Demostracion. Gracias al lema 3.5.11 sabemos que si a cumple que daa = 0y d*a = 0
tenemos que Ay = 0. Reciprocamente si Ayja = 0 se cumple que da =0y d*a = 0. 0

Definicién 3.5.14. Dada M una variedad compleja compacta equipada con un producto
hermitiano h, denotamos por HE(M) al conjunto de las k — formas Ag-arménicas y a
HPU(M) el conjunto de las (p, q)-formas Ag-armonicas.



Capitulo 4

Teoremas de descomposicién de
Hodge y Dolbeault

4.1. Demostracion de los teoremas

Ahora veremos que existe una descomposicién de AP(M) en términos de los operadores
0, Gl y Az que en la literatura es conocida como la descomposicién de Dolbeault-Hodge, en
contraparte existe el teorema de descomposicién de Hodge en términos de d, d* y Ay.
Dado que los teoremas y las demostraciones que se presentaran a continuacion son analo-
gas para los operadores d y 0, a partir de ahora sélo enunciaremos los resultados y las
demostraciones para el operador 0.

Definicién 4.1.1. El producto interno que induce la 0—norma de Sobolev sobre las AP4(M)
estd dado por

((ar,m) := (e, ) + (e, Ip) + (8", ')
ez = ((or.0) + (9a, Ber) + (0", 3" ar))
Definicién 4.1.2. La complecion de APY(M) con respecto a Hoz||W51,2 la denotamos por
Wy (AP4(M))

Gracias a que la norma L? es equivalente a las normas de la definicién 4.1.1 y que el
operador 0 es un operador eliptico podremos hacer uso de grandes teoremas los cuales se
pueden ver en ([5] pag. 80-100) y ([13] capitulo III).

Lema 4.1.3. ( [5] pdg 83) Sea M una variedad compacta compleja. La inclusion de
ng’z(Ap’q(M)) en L2*(AP1(M)) es compacta.

Corolario 4.1.4. Eziste una constante ¢ con la propiedad de que para toda (p,q) — forma
B tal que es O-cerrada y B € (Nuc 8*)L se cumple que

(8,8) < c(0'B,0 B).

Demostracion. Supongamos que no existe tal ¢, por lo tanto existe una sucesion /3, de
(p, q)-formas O-cerradas ortonormales a (Nuc 8 )+ tales que

o4
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y obtenemos que

1
n 2 <1 -
Bullae <14+

por el Lema 4.1.3 podemos extraer una subsucesién 3, convergente en la norma £? que
converja a [y como

> (0" 60, 0 Bn)

S|

se sigue que g*ﬁn — 0, ahora

0= 1im (9B, ¢) = lim (5,,0¢) = (8,99) = (0°6,¢) Vo € A/(M);

n—oo

analogamente
0= 1im (96,,0) = lim (8,,0"¢) = (5,9'¢) = (96,9) V¢ € A*I(M)
de donde concluimos que 3 = 0y 9 § = 0, esto implica que 8 € Nuc d por lo tanto

(B,8n) =0 Vn

por otro lado

(Bns Bn) =1 ¥n

lo que es una contradiccion. O

Teorema 4.1.5. (/8] pdg 575) Una sucesion acotada {v,} en un espacio de Hilbert tiene
una subsucesion débilmente convergente y su limite cumple que

[0l < lm inf o]
n—o0

Teorema 4.1.6. (/5] pag. 94)(Regularizacién) Sean o € AP(M) y B € L2(API(M)) tales
que B es una solucion débil a

AB =«
En otras palabras si
(6, 850) = (a, &) Vo € API(M)
entonces w € API(M).
Definicién 4.1.7. Denotamos por II' la proyeccién de AP4(M) sobre Nuc 8 .

Lema 4.1.8. Sea ¢ € Z2(M). ¢ es de norma minima en el espacio afin

¢+ AP (M) C APU(M) <= 0 ¢ =0.
Demostracion. Si 8 ¢ = 0 = para cualquier 1 € AP9=L(M) con On = 0 tenemos.
¢+ Onll* = (& + n, & + ) = ||8II> + 10n]|* + 2Re (6, ) = [|6]1” + [Onl]* + 2Re(d ¢, 1)

= ll¢l* + llon]* > llglI*
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por lo tanto ¢ tiene norma minima.
Inversamente si ¢ tiene norma minima, para cualquier n € AP~ (M) se sigue que

P _ _ _ L _
0= Ellcb + t0n|*li=0 = [(¢,0n) + (I, d) + 2t(On, On)]|1=0 = 2Re(¢, In)

0 =. )
0 = 510+ 1Din][*li=o = 21m(6,On)

por lo tanto B B

(0 ¢,n) = (¢,0n) =0
como esto es vélido para toda 7 € AP9=Y(M), llegamos a que 8¢ = 0. Por el Corolario
3.5.13,00 =0y d°¢ = 0 es una condicién suficiente para que ¢ sea armonica. O

En la literatura se conoce como el principio de Dirichlet al hecho de que la solucién a la
ecuacién de Laplace sea el minimo de algin funcional.

Teorema 4.1.9. Cada clase de cohomologia de Dolbeault de una variedad compacta compleja
tiene un unico representante armonico.

El Lema 4.1.8 anterior nos proporciona un candidato para encontrar la (p, q)-forma
armoénica. El problema es que el espacio de las (p, ¢)-formas diferenciales no es cerrado;
una vez mas tendremos que usar las técnicas del analisis.

Demostracion. Para la unicidad, sean ¢ y ¢o dos (_p, q)-formas cohomologas y armoénicas,
por lo tanto existe n € A9 (M) tal que ¢; — ¢ = In (quitando el caso g = 0).

(1 — 2, b1 — P2) = (1 — ¢27577) = (5*(¢1 — ¢2),m) =0

Dado que ¢ — ¢ es 8" — cerrada, concluimos que ¢1 = ¢9 por lo tanto es tnico.
Para la existencia, sea wg una (p,q)-forma representante de alguna clase de cohomologia,
consideremos

w = mf{(w,w) :w=wy+ da con a € API(M)}

donde w € L2(APY(M)) y
(w,w) = k.

Tomemos una sucesiéon minimizante w,, = wy + day,, y para una n suficientemente grande se
cumple que
(Wnywn) < k+ 1.

Ahora veamos que w y wp son débilmente cohomdlogas : Sea 7 una (p, q)-forma tal que
d'n = 0; entonces
(wn - WON?) = (aamn) = (ama 77) =0

Si llamamos £ = w - wy, definimos la funcional lineal ¢ sobre @ (AP2(M)) por

(9 ¢) = (,¢)
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Comprobemos que esta bien definida, sean g*gbl = 5*¢2, por lo tanto

0= £(0) = 63" (61 — ¢2)) = (£, b1 — o)

Si llamamos 1) = ¢ — IT'(¢), se cumple que 9 ¢ = d 1) y usando el Corolario 4.1.4 llegamos
a que

0] < cja™ || = cl|d"o||

Usando la definicién del funcional y la desigualdad de arriba

L@ )| < liENlloN < clléllle” ¢l

tenemos que el funcional £ es acotado sobre @ (AP4(M)) y podemos extenderlo a todo £2
gracias al teorema de Hahn-Banach. Como el funcional ¢ ya esta definido sobre un espacio
de Hilbert podemos usar el teorema de representacién de Riesz y tenemos que existe a € £?
tal que

* >k

(0 ¢) = (0 ¢, )
(¢,€) = (9", 0) = (¢,0a)
por lo tanto tenemos la siguiente igualdad débil
da=¢=w—wy

y concluimos que w y wy son débilmente cohomélogas. por lo tanto w es limite débil de la
sucesiéon minimizante y esta contenido en la clase de cohomologia de wy. Si llamamos

fn(g*gb) - (5*¢> an) = (¢> Wp — WO)
Gracias al Teorema 4.1.5 tenemos

k< (w,w)< liminf (w,,w,) =k

n—oo
y por el hecho de que w es 3" — cerrada
0= (w,0B) VBe€ AT M)

obtenemos que w es débilmente armoénica. Con el Teorema 4.1.6 obtenemos que w es suave.
O

Estamos preparados para la generalizacion del teorema de descomposicién de Hodge; los
2 teoremas que se prensentaran son los objetivos principales de este trabajo.

Teorema 4.1.10. (Descomposicion de Hodge) Sea M una variedad compleja y compacta.
Entonces tenemos que la dimension de H*(M) es finita y se puede ver a A*(M) como la
siguiente suma directa:

AF(M) = HM (M) + dASTH (M) + d* AFTHM). (4.1)
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Teorema 4.1.11. (Descomposicion de Dolbeault) Sea M una variedad compleja y compacta.
Entonces tenemos que la dimension de H9P(M) es finita y se puede ver a AP como la
siguiente suma directa:

APA(M) = HPU(M) + DAY (M) + 5" AP (M), (4.2)

Demostracion. Supongamos que la dimensién es infinita y consideremos una sucesién de
(p,q) — formas armonicas ortonormales; gracias al Lema 4.1.3 podemos hacer una de-
mostracion analoga a la del Teorema 2.3.

Afirmamos que H>I(M) = (DA (M))* N (0" APTHY(M))E, sea a € APTHM) y w €
(DAP (M) N (0 APTHY(M))E tenemos que

(w,00) = (Dw,a) =0 YaeAPIY(M)
de la misma forma si o € APUH(M)
(W, 8 @) = (Ow,0) =0 Vo e APT(M).
]

Teorema 4.1.12. Sea M una variedad compacta compleja; entonces se tiene las siguientes
identidades:
Isomorfimo de Hodge

H. (M) ~ M, (M)

Isomorfismo de Dolbeault
(M) = HPO1)
Demostracion. Por las ecuaciones 4.1 y 4.2
BRI (M) = 0"~} (M)
ZBUM) = Nuc 9(HPI(M)) = HPU(M) + O(HP* (M)

ZBUM)  HPI(M) + O(HP1(M)) _ /P4
2500 W< D00 IA0) _ g

HYY(M) =

4.2. Dualidad de Poincaré y de Serre

En el caso real una de las consecuencias del Teorema de descomposicién de Hodge fue
el teorema de dualidad de Poincaré para variedades reales. En esta ocasion daremos la
demostracion andloga en el caso complejo para la cohomologia de De Rham y la prometida
en el capitulo anterior para la cohomologia de Dolbeault.
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Definicién 4.2.1. Definimos la funcional bilineal
B: Hbp(M) x HIZF - C

dada por
B(6), [v]) = /Masw,

donde ¢ € H, n(M) y ¢ € Hy'p"(M).
Por otro lado definimos
B': HRY (M) x Hy " (M) — C

B'({4], [¥]) = /M oA,

Para ¢ € HYY(M) y o € HS V"4 M).

Veamos que B no depende del representante de la clase de cohomologia de De Rham. Si
¢1 € Hip(M) ,n € Hig (M) y ¢ = ¢y +dn,

/M¢/\¢:/M¢1Aw+/Mdn/\¢:/M¢1Aw+/Md(n/\w):/M¢1Aw

por el teorema de Stokes.
B’ tampoco depende del representante de la clase de cohomologia de Dolbeault: Si
¢ € HY'(M) ,n € H%q_l(M) y ¢ = ¢1+0n,

[ oni=[ onvs [ agni= [ onvs [ Fwnw

pero n A € A™" (M) dado que ¢ € H"P"~9(M). Por lo tanto los operadores d y 0

coinciden,
[onv=[ oinve [ dmrv= [ an

usando de nuevo el teorema de Stokes.

Teorema 4.2.2. Dualidad de Poincaré: Sea M una variedad compacta compleja. La trans-
formacion de la definicion 4.2.1 es no singular y determina un isomorfismo entre Hj;‘gk(M)

y (Hgop(M))".

Teorema 4.2.3. Dualidad de Serre': Sea M una variedad compacta compleja. La transfor-
macion de la definicion 4.2.1 es no singular y determina un isomorfismo de Hpjy """ (M)

con (HBY(M))*.

1Jean Pierre Serre (nacido el 15 de septiembre de 1926) mateméatico francés. Por sus contribuciones a la
geometria algebraica, la teoria de niimeros y la topologia ha sido considerado uno de los matematicos mas
prominentes del siglo XX. Serre fue premiado con la medalla Fields a los 28 anos de edad, siendo el premiado
mas joven hasta el dia de hoy.
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Demostracion. Dado que la demostracion de la dualidad de Poincaré es la misma del capitu-
lo 1 la dejaremos de lado.

Veamos que B’ es no singular. Si [¢] € HP9(M) distinta del clase del cero con ¢ su represen-
tante armoénico, tenemos que *¢ € H" P M) y

/¢A*5=||¢||2>0.
M

A cada ¢ € Hy """ %(M) le asociamos una funcional lineal
Ly : Hy ""4(M) — (Hp* (M)

de la siguiente manera:

Lw<¢>=/M¢w.

Sabemos que Ly(¥1)) = 0 <= 1 = 0 por lo tanto la transformacién es inyectiva. Para
la suprayectividad, sea L € (HRY(M))*, consideremos ¢, ..., ¢, una base ortonormal de
HPY(M) por lo tanto podemos escribir a ¢ como combinacién lineal de la base:

L(¢) = L) i) = Y a;L(¢)
i=1 i=1
Aseguramos que ¢ = > | L(¢;) * ¢; es el elemento de H} P""9(M) tal que L = Ly:

Lu(6) = (6,3 1(6) 3 = /M A L) 5, = Y L(6) /M 6 A3,

=310 [ Yoo nvdi= 3o ail(6)
i=1 M =1 =1
0

En caso de que M sea compacta, gracias al teorema de dualidad y al teorema de De

Rham obtenemos que
Hoyp_ (M) ~ ngR(M>

y obtenemos la relacion entre los nimeros de Betti
VE(M) = 0>k (M).
Nota 4.2.4. Eziste una relacion andloga para los nimeros de Hodge

P _ Jn—pn—q.
hPt = prPnTd,

la demostracion usa el andlogo al teorema de De Rham para la cohomologia de Dolbeault, el
lector interesado puede ver [6] o [14].



Capitulo 5

Variedades de Kahler

Ahora veremos que existe una relacion entre los nimeros de Hodge y los de Betti. Las
condiciones para esto son que la (1,1) — forma fundamental (Definicién 3.5.3) sea cerrada
y M sea compacta. La idea a seguir es ver que estas condiciones seran suficientes para que
los operadores Ay, Ay y Az conmunten.

5.1. Forma de Kahler

Definicién 5.1.1. Decimos que una (1, 1)-forma fundamental (Definicion 3.5.3) es de Kdihler!
siw es d— cerrada. St una variedad M estd equipada con una forma de Kahler la llamamos
variedad de Kdhler.

Ejemplo 5.1.2. Consideremos CP". Definimos w como
l = 2 m
W= 58810g||z|| , 2z € CP

Podemos representar a w en coordenadas locales donde Uy = {[2°,...,2"] : 2° # 0}

P N AN S CAND A
L+ 370, 27 L+ 370, 27

i = N R DLl £ i

— _ 1 JZ)\ — _ k—l— [

w 288( +§ 27) 28(1+2@:122?) 2(
7=1 J

Recordando que el grupo U(n + 1) sobre C" lleva lineas en lineas, en otras palabras lleva un
punto de CP™ en cualquier otro de CP", sea A tal que A([2°,...,2"]) = [1,0,...,0]. Entonces

* _Z - k —k
Aw-igdz ANdz

!Erich Kéhler (Leipzig, 16 de enero de 1906 — Wedel, 31 de mayo de 2000) fue un matemético alemén. Se
doctord en 1928 en la Universidad de Leipzig. Fue profesor en las universidades de Konigsberg, Leipzig, Berlin
y Hamburgo. Entre sus contribuciones destacan el Teorema de Cartan—Ké&hler sobre soluciones singulares
de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales; el concepto de métrica de Kéhler sobre una variedad
compleja y una generalizacion de las formas diferenciales conocida como diferencial de Kéhler.

61
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w es inwvariante bajo la accion de U(n + 1) sobre CP". Por construccion w es d — cerrada
dado que

o — (8+5)%8510g 122 = %Eaélog 122 = —%agglog 122 =

usando el Lema 3.2.6 para las ultimas 2 igualdades.

Ejemplo 5.1.3. Veamos que el toro complejo es una variedad de Kahler. En este caso,
w =1y hjrdzj A dZy con hjj una matriz hermitiana de coeficientes constantes, se tiene
que w es una forma de Kdhler (Véase Ejemplo 2.5.1).

Ejemplo 5.1.4. En el caso del disco unitario D" C C", si definimos w como

n

w = 500 log(1 — [|2]2) = 500 log(1 = Y 212)

k=1
- - 9 Zn = Emdzk
= _a 1 1 — m=1
Z og( z Z R
i~ 5 23
=5 ( jr; — + J )dZm A\ de
2 j%; =2 (1= 205 k)

n

= : Z (1= > 51 26Zk)0m + 2%m
(1= 2 hm 2%n)?

w es d — cerrada por construccion, por lo tanto D" es una variedad de Kdhler.

Ydzm A dZy,

Jm=1

En este capitulo se entendera que w es la forma de Kéahler.

Lema 5.1.5. Todos los grupos de cohomologia de De Rham par son distintos del trivial para
una variedad M de Kdahler compacta con dimension n.

Demostracion. Si w es la forma de Kéahler, recordando el Lema 3.1.14 donde w™ define la
forma del volumen y dado que M es compacta

1
n! Ju

w" =wvol(M) < 0o

Afirmamos que para toda k € {1,...,n}, w* es cerrada. Procederemos por induccién donde

el paso base es
dw=20

suponemos que w' es cerrada; entonces
dw™t = dwAw'") = dw AW + (=1)'w A dw' =0

Ahora veamos que no es exacta: supongamos que existe 7 tal que dn = w*, por la regla de
Leibniz tenemos la siguiente propiedad

"= WP AR = dn N Wk = d(n A w"_k) :



5.2. OPERADOR DE LEFSCHETZ E IDENTIDADES DE KAHLER 63

usando el teorema de Stokes

/w":/d(n/\wn_k):/ nAWF=0;
M M oM

una contradiccién por lo tanto w* pertenece a H2\ (M). O

5.2. Operador de Lefschetz e identidades de Kahler

Definicién 5.2.1. El operador de Lefschet? £: A(Ve) — A(Ve) estd dado por L(a) = w A«
donde w es la forma fundamental y denotamos por L* el dual del operador de Lefschetz.

Lema 5.2.2. El operador dual al operador de Lefschetz es L* = *Lx.
Demostracion.
<LBia>c*x(1)=LBAxa=wABAxa=FA(wAx*xa)=< %L (a) >c *(1).
]

Definicién 5.2.3. Denotamos por H:A(V') — A(V') la transformacion H = Zfzo(k‘ —n)II¥,
donde I1* : A(V) :— AX(V) es la proyeccion candnica del dlgebra exterior sobre el subespacio
AF(V).

Definimos T =3 P~IP9, con 1?9 A(V) — APY(V) la proyeccion candnica del dlgebra
exterior sobre el subespacio AP4(V).

Veamos que Z es inyectiva; sea a = Z;,q:o apqdZ,, € A(V) donde dZ,, son (p,q) —
formas y tal que Za = 0; por lo tanto

2 2
0=Za=> apLdZyg= Y a,""dZ,,
»,q=0 p,q=0
de donde vemos que a,, = 0 para toda p, q. Por lo tanto existe Z~*.
Corolario 5.2.4. Dado (V,<,>) equipado con una e.c.c. J se tiene que

1.
Z,£]=0 , [xI7=0

2Solomon Lefschetz (3 de septiembre de 1884 - 5 de octubre de 1972). Nacié en Moscii y estudié en la
Universidad Clark en Worcester, Massachusetts. Lefschetz empez6 a trabajar como ingeniero en los Esta-
dos Unidos; después de perder las dos manos en un accidente, comenzd a interesarse por las matematicas.
Ensend (1924-1953) en la UNAM y Princeton University. Fue premiado por su trabajo con diversas distin-
ciones internacionales, pionero en el desarrollo de las técnicas algebraicas de topologia, término que él cred en
1930.



64 CAPITULO 5. VARIEDADES DE KAHLER
—i(0—0)=T " (0+0)T
Demostracion. 1. Sea o una (p,q) — forma
IZ,Lla = (IL — LT)a =T(w A a) —w APl = Py A q — P79 A a = 0.
Si @ es una (p,q) — forma entonces xa € A"~2"~P(V), por lo tanto
$,Z Na=GIT ' =T %a=i"Pxa—i"P " Dxq=0.
2. Ahora sea o una k — forma, por lo tanto es de la forma o =3 ., a,,dZ,,
TP =I( Z apoI(dZy,q)) = L( Z Upqi"~1dZ, ) = 2P0 Z ap,qdZp.q)
pta=k pta=k ptq=k

2P0 = 2020 o = %o = (—1)Fa

3. Para terminar, sea a una (p,q) — forma
T (04+0)Ia=T"(0+09) i %a=i"1T" (Oa+ da)
= P97 90 + "I o = P99 4 P9I PTG,
i~ '0a +iZ ' da = —i(0 — ).
0

Lema 5.2.5. Dado (V,<,>) equipado con una e.c.c. J los operadores L, L* y H tiene las
siguientes relaciones de conmutatividad 3.

H,L]=2L [H,L]=-2L" [L,L]=H
Demostracién. Sea o € AF(V),
H. L] =(k+2—n)(wAa)—wA(k—n)a=2wAa),
de la misma forma
[H, L] = (k—=2—n)L"(a) = L*(k — n)a = =2L.

La tultima identidad es la mas dificil y la probaremos por induccion sobre la dimension de
V.
Caso base dim¢ (V') = 1, con respecto a la base x, y lo que implica que w = adx Ady, veamos

algunas consecuencias
x(1) =w

por lo tanto
I=xx(1) =%w

3Esto nos dice que los operadores £, £* y H son representaciones de s[(2).
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y podemos descomponer el algebra exterior de V' como
A(V) = A (V)@ AY(V) @ A*(V).
Evaluemos el conmutador por casos. Sea a € A°(V)
L, Lo = (LL — L'L)a = —L Lo = —L(aw) = —aL"(w)

=—axLrw=—axL(l)=—a*xw=—a,

2
=> (k= DI*a) = —a
k=0
siae AYV)
1L, Lo = (LL* — L*L)a =0

2

Z k— DI (o) =0

k=0

para terminar si o € A*(V)
L, L= (LL —LL)a=LLa =«

2

= (k= DI*a) = 0.

k=0
Supongamos que el lema es vélido para dimc (V) = n. Podemos asumir que V = W; @ Ws
dado que <, > es compatible con la e.c.c. J, tenemos que
(V,.<,>,J) = (W1,<,>1,J1) & (Wa,<,>2,J5) por lo que A(V) = A(W;) A A(W2) en
particular A%(V) = A2(W;) & A%(Wy) & (A'W; @ A'TWs,) y concluimos que podemos descom-
poner a la forma fundamental w de V' como w; @ wy donde w; es la forma fundamental de
W;. Denotemos por L1 v L a los operadores de Lefschetz sobre AW, y AWs,; afirmamos que
podemos expresar a L en términos de L1 y L.
Supongamos que a,3 € A(V') que los podemos ver como o = oy Ay y B = 1 A P entonces
<a,f>=<ai, [ >N < ag, By >, vemos;
Basta ver que la identidad se cumple para cualquier elemento de la base de AP(V); si
a = dxj N---Ndz;, y B = dxy, N--- Adzy,,, recordar que si o es distinto de [ en-
tonces < a, 8 >= 0 y alguno de los términos del lado derecho es cero por el mismo hecho.
Por lo tanto consideremos que « y [ tienen entre sus productos cuna los mismos elemen-
tos, si suponemos que oy = drj A---Adzj, y fi = dry, A---ANdxy,, con k' < k donde
ATy - AT, , dxy, .. .dxg%rk, es una base positivade V; y d:z:mk,+1 e Ty, dg .d$52n2
es una base positiva de V5, calculemos

VIR

<ap, B >= a1 Ax|y B =dxj, A Aday, Adag A A dwg,,

< (g, P >= g A *|y, [P0 = dxj, A Adxj A d:%nr A N,

k' +1
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por lo tanto
<o, B >N <az, B>

= dxj N Ndxg, Ndzg N Ndag,,  Ndag, N Ndag, N, N Ndag,,
permutando
k—k')(2n1—k'
= (=)W Gy A Ndg, Ny A Ndag,, Ny, Nda,,
por otro lado
<, = anx = (1) dg s A Ndwg A AN, N, dag,,

el conjunto dw,,, ...dxy,,,dz,, .. .du%rk,, IV dy%n2 es una base
positiva de V' por construccion, si hacemos (k — £')(2n; — k') permutaciones la llevamos a
ATy -« ATy, ATy, - AT, dg, .d!L’anl dry, . dy,,, . Continuemos;

dycmk,+1 coodxy, dy%n2

) o—k/41
Lo=wAa=(w;+w) A (a1 Aag) =wi Aag A+ ws Ay A as.
=wi ANag N ag+ ag Awg A Qg :ﬁ(Oél)/\OéQ—i‘Oél/\ﬁg(Oég)
Si aq es una ki — forma, ny = dimcWi, as es una ky — forma y ny = dimcWs se sigue que:

3 = #(B1 A Bz) = (—1)™FE2 (s B1) A (x|, B2)

entonces
<a,f>=aAxf= (—1)("1_k1)k2a1 A g A (k| B1) A (k| wy B2)

= (=12 R0 A (x|, Br) A an A (Kw,yB2) =< o, B > A < g, By >
Calculemos el adjunto de £ :

<o, LB >=<a, Li(B1) N B>+ < a, B A Ly(B2) >

=<a, Lifi >N <ag B>+ <a,Bi > A<y, Loy >
=< ,C){O./l,ﬁl > A <Oé2,62 >+ <Oél,61 >N < ,C;Oég,ﬁg >
=< ,CT(Oél) N (g, 61 N 52 >+ <o A ﬁ;(ag), 61 AN 52 >=< ;CTOél Nap +aA ,C;Oég, 5 >
Concluimos que L*a = Liag A o + a A L. Por dltimo
(L, L% (a1 ANavg) = (L1 + Lo)(Liar Aag + oy AL () — (L7 + L5)(L(ar) Aag +aq A L (as))
= [;Cl, E“{](al) VAN (6) + (03] A [;CQ, ﬁ;](ag)
Por hipétesis de induccién tenemos que [£;, Lf] = H;, por lo tanto

[,C, ;C*](Oél A Oég) = Hl(Oél) N (Oég) + (6%} A\ HQ(O{) = (k’l — nl)(al A\ Oég) + (kfg — 712)(()(1 A Oég)

(]{71 + ]{32 — Ny — TLQ)(Oél A 042) = H(O&l AN Oég).
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Corolario 5.2.6. La ultima identidad se puede generalizar como
(L7 L¥(a) = (m + 1) (k —n +m) L™ ().
Demostracion. Por induccién usando como base el lema 5.2.5. Si o € A*(V), entonces
L, LYo = (k—n)a = Ha.
Supongamos que el resultado es valido para m. Sea a una k — forma
(L7 L(a) = L™ L0 — LL™ M a = L™ L — LL LMo+ LL LMo — L°L™ o
=L[L", L7(a) + [L, L] (L") =m(k —n+m —1)L"+ (2(m+1) —2+k —n)L"(a)

=(mk—-—n+m-1)+02m+k—n))L"(a)=(m+1)(k—n+m)L"(a).

Como el resultado es vélido restringiendo los operadores a cada subespacio es valido para
aeAV). O

Definicién 5.2.7. Dado (V,<,>) y los operadores £ y L*, un elemento o € A*(V) es
llamado primitivo si L*a = 0. Al subespacio de las k — formas primitivas lo denotamos por
Pk C AP(V).

El siguiente teorema es una de las propiedades més importantes en un espacio vectorial
de dimension 2n equipado con una forma fundamental.

Teorema 5.2.8. (/6] pdg 36 ) Sea (V,<,>) un espacio vectorial de dimension 2n con una
e.c.c. y los operadores L y L*.

1. Eziste una suma directa de las k — formas

AV) = D L(PHH(V));

J<0
ésta es la decomposicion de Lefschetz, que es ortogonal con respecto a <, >.
2. Si k> n, entonces P* = 0.
3. El mapeo L% : Pk — A?"=k(V) es inyectivo para k < n.
4. El mapeo L% : AF(V) — A2*(V) es biyectivo para k < n.
5. Sik <n entonces P¥ = {a € AK(V)| LV *1a = 0}.

Usaremos el hecho de que si T" es un operador lineal de V en V y T7 es inyectivo entonces
T* es inyectivo para toda k < j.

Demostracion. 1. Esta demostracion usa resultados de teoria de representaciones por lo
que no la incluimos aqui; ver la prueba en [6] pag 36.
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. Procedamos por contradiccién: Sea a € P* y k > n, denotemos por m > 0 al natural

mas pequeno tal que L™« = 0, por otro lado
(L7 LYoo= (L"L — LL™)a=0
Usando el Corolario 5.2.6
0=[L" LYa=mk—n+m—1)L" "

lo que implica k —n+m —1=0de aquique m =n—k—1 <0y por lo tanto a = 0.

. Dado 0 # a € P*, k <ny0 < m el mnimo natural tal que L™« = 0; usando otra vez

el Corolario 5.2.6 tenemos que
0=[L" Lla=mk—-n+m—-1)L" o

por lo que kK —n+m —1 = 0 de aqui que m = n — k + 1 con lo que concluimos
que £ *a # 0, més atin concluimos que £"**la = 0 ; este hecho lo usaremos para
demostrar 4 y 5.

. Dado que A(V)* y A(V)?"7F tienen la misma dimensién y son espacios vectoriales de

dimensién finita basta demostrar la inyectividad. Sea a € A(V)* tal que £"*a = 0,
por la descomposicién de Lefschetz podemos ver a como

a=ay+ Loy + L2+ ...
donde «; € P*~%  aplicando L"*
0= ﬁn—ka — £n—ka0 + ﬁn—k-‘rlal + En—k+2a2 4.

Por 3 sabemos que £" %7 es inyectivo sobre P*~2/ por lo tanto £L" **a; = 0 para
toda 0 < 4, con lo que concluimos que o = 0.

. Por lo visto en 3 tenemos que P* C Nuc(L"*+1); Veamos la otra contencién, sea

a € Nuc(L"**1) por lo tanto
[LPH2 LY =2(n — k4 2)L" " a =0

por otro lado
En—k+2£*a _ E*En—k+2a — En—k+2£*a =0

como L*a € A(V)k=2 y £n7F+2 g inyectivo concluimos que L*a = 0.
]

Nosotros ya conocfamos un operador lineal y biyectivo que fuera de A*(V) a A2"=*(V),

el operador de Hodge. Como consecuencia tenemos el siguiente Lema que no demostraremos
por usar de nuevo resultados de la teoria de representaciones.

Lema 5.2.9. (/6] pdg 57) Para toda o € P* tenemos que

k(k+1) 4! n—kj
2 ‘ !E I(w).

*La = (—1) m
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Corolario 5.2.10. (/6] pdg 115 ) (Descomposicion de Lefschetz) Sea M una variedad
compleja equipada con una métrica hermitiana. Entonces existe la siguiente descomposicion

directa. . .
AP(M) = @D L£1(PF2(M),
i<0
donde P*=%(M) := Nuc(L* : N*=2(M) — A*=2-2(M)).

Las siguientes identidades se conocen en la literatura como las identidades de Kahler;
para estos resultados es esencial la descomposicién de Lefschetz y que la forma fundamental
sea cerrada.

Lema 5.2.11. (Identidades de Kdhler) Dada M wuna variedad compleja equipada con una
forma de Kahler, tenemos las siguientes identidades

1.
d, L] =0=[d" L]

de donde se sigue
0.£]=10,£1=0 y [0°.£7]=[0".L]=0.
£ d) = —i(@ — ) y [d',L] = i(9-D)
lo que implica que
[£*,0] = —id, [£*,8] =0 y [0 ,L] =10, [0",L] = —iD.
1

By = Ag = 54

Demostracién. 1. Sea n una (p,q) — forma
[d,Lln=([dL—-Ldn=dwAn) —wA dy=(-1)°wA dj—wA dyp=0
usando el hecho de que d = 9 + 0,
[0+0,Ln=1[0,Ln+1[0,Ln=0
veamos de qué bigrado es cada conmutador:
[0,Lln=0(wAn)—wA In

donde d(w An) y wA dnson (p+1,q+2) — formas, por el contrario [0, L]n es de
bigrado (p+ 2, ¢+ 1); por pertenecer a subespacios distintos de una suma directa cada
término es cero.

Para la segunda identidad, sea n una k — forma

[, L*n = (xd * *Lx — % L x xdx)n
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usando que £ n es una (2n — k +2) — forma, d*n es una (2n — k+ 1) — forma y
% % |Ak — (_1)k(2n—k)

_ ((_1)(2n—k+2)(k—2) % dL * _(_1)(2n—k+1)(k—1) % ﬁd*)n

= (%dL x — x Ldx)n = x[d, L] *n =0

de la misma forma [0, £*] es una (p — 1,q — 2) — forma y [0*, £*] es una
(p—1,9—2) — forma y los 2 términos son cero.

. Podemos reducir el problema a calcular el conmutador [£*,d]L*« donde a es una

k — forma primitiva gracias a la descomposiciéon de Lefschetz 5.2.10. Veamos cémo
actua d sobre «, usando la descomposicion de Lefschetz sobre da

da:ao+£a1+£2a2+...

donde a; € P*172/ Aplicando £"**! para usar la afirmacién 5 del Teorema 5.2.8 y
[L,d] = 0, tenemos que

0= ﬁ"‘kﬂda — ﬁ"‘kﬂao + £n—k+2a1 + ﬁn_k+30é2 4.

La descomposicién de Lefschetz implica que £**+"*+q,, = 0 param =1,2,... . Por
otro lado L’ es inyectiva sobre A%(M) para £ < n — s, veamos cuando se cumple esta
desigualdad usando que «; € P12

n—k+1l+7<n—(k+1-2j) <= 2<j,

de donde concluimos que o; =0si 2 < jy a = ap + La;.
Calculemos [£*, d]L?«. Gracias a que [d, L] = 0, L*a = 0 y por el Corolario 5.2.6,

Lrdllo =L Ldo = L Lo+ Loy
=—jlk+1—n+j—-1)L " a— G+ D)(k—1-n+j)Lx
para el otro término usamos de nuevo el Corolario 5.2.6,
A La=—j(k—n+j—1)dL " 'a = —j(k—n+j— 1)L "da

=—jlk—n+j— 1L ag+ L)

por lo tanto . . .
L5 dLa=—L ag— (k—n+j—1)La.

Por otro lado, usando el Corolario 5.2.4 inciso 3
—i(0 =V a=—xi(0—0)xLa=+T" (0+0) I L

gracias al Lema 5.2.9

k(k+1) 7! ek
: c z(a))

—+T 'z ((-1) T
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aplicando los incisos 1 y 2 del Corolario 5.2.4

1 1 .
~ (—1)@%7@ _j (@ £ )

k(k+1) ! _ ki e
= (1) = +k(n—j‘—k)!(1 Ya (L g + L7 )

aplicando de nuevo el Lema 5.2.9 a cada sumando

(k1) 42 (n - k— j)!ﬁjlao
(=1

dado que o es una (k + 1) — forma primitiva, de la misma forma si a; es una
(k + 3) — forma primitiva

* LMo = (—1)

(k43) (0£5) (n—k—j7+1

(4)!

. I
*En_k_J+lOé1 — (_1) )'Ej—l—lz'al

sustituyendo tenemos que

(=1)

usando que

B gy pq (43)G4)

k(k+1) (k+1)(k+2)
2 +k+ 2 ]

T Tag + (—1) (k—n+j—1)I"'LZay

k(k+1) (k + 1)(k +2) (k + 1)(2k + 2)
T bk =kt >

=k+ (k+1)

lo que implica que es impar; del mismo modo,

(k+3)(k+4)  2k*+10k+12

k41
1+ 5 5

+1 = E*4-5k+6+1 = (k+2)(k+3)+1

k(k+ 1)
2

por lo tanto
(—1)2k+1j£j_10é0 + (_1)2k+3(n —k —j + 1)£j0é1)
—(L g+ (n—k—j+ 1))

%

Con lo que concluimos que [£*,d] = —i(0* — 0 ).
Para [d*, £] no se dard la demostracion dado que no usaremos ese hecho, la idea es

igual a la segunda parte del inciso anterior y la demostracién se puede ver en ([6] pag
122).

Ay = 00 + 00" = i[L*, D)0 +i0|L*, D] = i(L*DO — DL D + L D — HOLY)
= i(L*DD — (D[L*, 0] + DIL*) + ([0, L]0 + L*DD) — DIL*)
= i(LDD—i0 D —DIL* —id O+ L 0D — DOL)
=00 400+ i(L(d0+ 00) — (90 4+ 00)L*) = A5
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usando que 89 = —d9 . Por otro lado,
Ag=dd* +d'd=0+0)(d +9 )+ (0" +9 )0+ )
=004+ 00"+00 +0 9+ (00 + 0 0)+ (00" + 0"0)
= Ag+ Ay + (00" +0°0) + (00 +009) =Ny + Ay,
O

Ahora se entiende el por qué de las condiciones para poder obtener una relacién entre los
nimeros de Betti y Hodge. Por un lado necesitamos que M sea de Kahler para la igualdad
entre los Laplacianos asociados a cada operador y la compacidad para aplicar la teoria de
Hodge e identificar las formas armonicas con las clases de cohomologia.

5.3. Cohomologia en las variedades de Kahler com-
pactas

Hemos llegado al final, ahora presentaremos las relaciones que hay entre los nimeros
de Betti y los de Hodge. Veremos que el hecho de que una variedad compacta admita una

métrica de Kahler tiene importantes consecuencias sobre su topologia; muestra de esto es el
Lema 5.1.5.

Teorema 5.3.1. 1. Si M es una variedad de Kdhler compacta, entonces
HY (M) = 5 HP(M)
pt+q=k

La descomposicion no depende de la eleccion de la métrica.
Los numeros de Hodge y Betti cumplen

2.
bk — Z RPO | pPa = O pPP > ]
ptq=k
3.
Los ntimeros de Betti b son pares
Demostracion. 1. Sea a € H*(M); gracias al lema 5.2.11 tenemos que 0 = Aja = Az
de donde concluimos que o € HP4(M). La otra contencion es andloga.
2.

bF = dim H*(M) = dim €5 H"(M)
p+q=k
y la dimensiéon de una suma directa es la suma de las dimensiones de cada subespacio
que en este caso son los nimeros de Hodge.
Para ver que la descomposiciéon no depende de la métrica supongamos que M admite
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dos métricas g y ¢, denotaremos las formas armonicas asociadas a cada métrica por
HPA(M, g) y HP9(M,g"), usando el Teorema del isomorfismo de Hodge tenemos

HPU(M, g) ~ HEY (M) ~ HP(M,g").

3. Sea a € HPI(M) por lo tanto @ € A?P(M). Aplicando el operador de Laplace y
conjugando tenemos que

0= Aga = Aaa = Ag@.

La primera igualdad se obtiene al conjugar el operador Az y la segunda al aplicar el
Lema 5.2.11, con lo que concluimos que @ € HP(M).

4. Ya sabemos que w' € H3'n(M) para todai € {1,...,n}; por el lema 5.1.5 y por el lema
3.1.14 podemos llevar w' a una (i,7) — forma de donde concluimos que w’ € H* (M)
por lo tanto h?? > 1 para toda i € {1,...,n}.

5. Los numeros de Hodge tales que p + ¢ = 2k + 1 son un nimero par, usando 2

k+1

b2k+l _ Z P — 9 Z hp,2k+1—p’

p+q=2k+1 p=0

que es un numero par
O

El resultado anterior nos dice que una variedad de Kéhler compacta tiene como invariantes
1] y2u
homotépicos a ., AP

Definicién 5.3.2. Denotamos por X(M) a la caracteristica de Euler de una variedad com-
pleja M :

Para finalizar obtenemos una relacién entre los niimeros de Hodge y la caracteristica de
Euler.

Corolario 5.3.3. En una variedad de Kdhler tenemos la siguiente igualdad:

X(M) = (1% > we

Demostracion. Usando la relacion que existe entre la caracteristica de Euler y los ntimeros

de Betti,
2n 2n

X(M) =) (=1)fF=>"(=1)F Y~ hr.

k=1 k=1 pt+q=k
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(0,0)

Figura 5.1: El diagrama se conoce como el diamante de Hodge, dénde k-ésimo grupo de De
Rham es la suma de los grupos de la k-ésima fila. El operador de Hodge es simétrico con
respecto al centro del diamante y la conjugacién es simétrica con respecto a la linea vertical
del céntro

Conviene recordar que las igualdades siempre podemos leerlas de los dos lados. Si M es
una variedad de Kahler compacta conocer una forma d-armoénica implica conocer una forma
O-armonica y @ armonica que a su vez nos da un representante de alguna clase de cohomologia
de De Rham y de Dolbeault, inversamente si conocemos una clase de cohomologia el principio
de Dirichlet nos dice cémo encontrar una forma armoénica cohoméloga. La teoria de Hodge
junto con las identidades de Kéahler nos pueden ayudar a calcular grupos de cohomologia,
como el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.3.4. Consideremos CP" con la métrica 190 log||z||*. Sabemos que los nimeros
de Betti son b**1 = 0 y b* = 1 ([8] pdg. 271); usando el Teorema 5.3.1 obtenemos que
M (CP") =1 y h»9(CP") =0 si p # q , por lo que la cohomologia de Dolbeault para CP" es

HY™CP") =C y HBZYCP")=0sip+#q

Un hecho importante a remarcar es que no toda variedad compacta es de Kahler mas los
ejemplos son pocos y las demostraciones complicadas. Hasta ahora sélo conozco dos ejemplos:
Las variedades de Hopf ([2] pag 58) y las variedades de Iwasawa ([2] pag 58) . Las variedades
de Hopf tienen el nimero de Betti b' = 1 ([2] pag 58) lo cual contradice 5.3.1, las variedades
de Iwasawa no cumplen un resultado no expuesto aqui ([2] pag 58).
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