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0.1. Introducción

Este trabajo se redactó en LATEX , un excelente entorno de generación de

documentos. Las figuras, en su mayoría, se realizaron en Mathematica 9.0

así como en MATLAB 2011. Las referencias fueron generadas usando BIBTEX

en Mendeley.

En este escrito el autor ha querido que el estilo visual refleje el usado

por Lokenath Debnath, grandioso autor.[1, 2, 3, 4, 5]

Este trabajo está dividido en tres secciones principales y dos auxiliares,

los preliminares, la sección experimental y la sección de resultados

y conclusiones forman el cuerpo de la tesis; las dos auxiliares, Apéndices

y Referencias soportan el texto.

Se comienza, en el capítulo 1, por los conceptos preeliminares que

hacen posible comprender el entorno en el que se desarrolla la tesis, i.e., el

marco teórico. Una breve descripción histórica del desarrollo de las ondas

de choque contextualiza tanto el trabajo actual como el futuro.

Una vez dispuestos en el marco teórico se presenta el objetivo:

Utilizando técnicas de videograbación de alta velocidad, se

desea caracterizar la dinámica de una burbuja macroscópica

de aire en agua, expuesta a ondas de choque y comparar los

resultados con simulaciones numéricas.

En el capítulo 4 de la sección experimental, se describen con detalle

los dispositivos físicos y métodos usados para la captura de imágenes, así

como para la fragmentación de modelos de cálculos renales.

Una vez obtenidos los cientos de miles de imágenes mediante las video-

grabaciones de alta velocidad, fue necesario su correcto análisis, tanto en

1



el plano del tiempo como en el de la frecuencia (i.e., espacio directo y re-

cíproco). La herramienta matemática que permite esto es conocida como

análisis Wavelet1, que se expone en el capítulo 2 mediante una definición

axiomática, sencilla y sin demostraciones.

A continuación, en el capítulo 3 se describen algunas propiedades de las

ecuaciones que rigen el movimiento de una burbuja.

En el análisis de los datos (capítulo 5) se describen las transformaciones

que sufrieron los conjuntos de datos obtenidos, exponiendo con detalle los

algoritmos empleados.

Se culmina el trabajo con una lista de resultados (capítulo 6), su

discusión y la emisión de las conclusiones pertinentes; así como comentarios

sobre perspectivas de mejora (capítulo 7).

El símbolo �, indica el fin de un entorno, tal como una definición, ejem-

plo o teorema.

Se espera que el lector disfrute este trabajo. El autor ha querido imprimir

sus gustos en él.

1ondeleta o Wavelet por su nombre en inglés

2



Parte I

Preliminares
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Capítulo 1

Introducción a las ondas de

choque

Natura non facit saltum – Lucretius Caro, (98 BC-55 BC)

1.1. OCH: Ondas de Choque

Las discontinuidades existen en la naturaleza (figura 1.1). En la inter-

faz entre dos materiales o en superficies abiertas se pueden observar

discontinuidades estacionarias. Estas son llamadas discontinuidades de con-

tacto y son muy comunes: e.g. el cambio abrupto de densidad en la interfaz

agua-atmósfera, o en la interfaz de dos estratos geológicos diferentes. En

la corteza terrestre los saltos en la densidad y propiedades elásticas dan

como resultado la reflexión y refracción de ondas elásticas, causando las

discontinuidades sísmicas.[6]
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Figura 1-1: Arriba: El camarón pistola [Alpheus heterochaelis] habita en aguas marítimas
poco profundas y cálidas es una de las pocas especies que producen ondas de choque. Cuenta
con una prominente garra a modo de émbolo (pl) en el dáctil (d), en par con una cuenca s
en el propues inmovil p. Cuando la garra se cierra en un movimiento extremandamente rápido,
un chorro de agua a alta velocidad se forma en la cuenca s. Centro: Utilizando un hidrófono
y videograbaciones de alta velocidad, Michel Versluis y colaboradores, en la Universidad de
Twente y Barbara Schmitz en la Universidad Tecnológica de Munich, observaron que un chorro
de agua a alta velocidad es generado cuando la garra del camarón se cierra rápidamente, causando
una burbuja de cavitación. El colapso de esta produce un onda de choque débil con un pico
positivo de presión de unos 80 bar que puede dejar inconsciente a una preza 4cm alrededor
de la garra. Abajo: Videograbaciones de alta velocidad fueron usadas para resolver el rápido
cierre de la garra del camarón pistola. Como ejemplo se muestran 4 fotografías con un tiempo de
separación de 222 µs entre sí. La burbuja de cavitación es no esférica, se observa elongada en la
dirección de propagación del chorro de agua, alcanzando una longitud máxima de 1 milímetro.[6]
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En eventos dinámicos rápidos se generan discontinuidades transitorias

en la densidad y en otras variables termodinámicas de algún medio material.

Estas viajan a velocidades supersónicas a través de la materia comprimida

en forma de ondas de choque.[6]

Las ondas de choque son de interés en el campo de la dinámica: han sido

observadas en el laboratorio y en la naturaleza, en escalas macroscópicas

y microscópicas, incluso en el infinito y casi vacío universo lejano. Así, las

ondas de choque cubren un rango de más de 20 órdenes de magnitud. Los

fenómenos de microcavitación producen ondas de choque en una escala de

micrómetros. 1 Por otro lado la cola de un arco de choque cósmico (figuras

1-2,1-3) puede alcanzar longitudes de algunos años luz.2

Las ondas de choque constituyen un fenómeno discontinuo y son per-

cibidas por nuestros sentidos como eventos repentinos y violentos. Sin em-

bargo, no existe una definición absoluta de discontinuidad en términos de

duración temporal, debido a que esos conceptos son de naturaleza subjetiva.

Por ejemplo, en los laboratorios donde se estudian ondas de choque genera-

das y propagadas en agua, una discontinuidad típica de un frente de choque

ocurre cuando la presión en algunas regiones de tal medio sube repentina-

mente en decenas de nanosegundo, mientras para un geólogo, el impacto

de un meteorito, una erupción volcánica o un terremoto pueden provocar

cambios drásticos e irreversibles en unos segundos. Curiosamente, estos dos

ejemplos, aunque difieren en gran medida en las escalas temporales y di-

mensiones espaciales en las que suceden, llevan casi los mismos órdenes de

magnitud cuando se comparan con sus tiempos de vida característicos.3[6]

11µm=10−6m
21 año luz=0.946×1016m
3Para un humano cuya vida promedio es de 75 años, un periodo de 10 ns coresponde
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Figura 1-2: Izquierda: En 1931, los atrofísicos británicos Sydney Chapman y Vincent
Ferraro propusieron que el Sol emite enormes nubes de plasma eléctricamente neutro y
que las tormentas magnéticas resultan cuando estas nubes envuelven la Tierra. Muchas
tormentas magnéticas fueron observadas comenzando con un pequeño salto en el campo
magnético, tomando cerca de un minuto. Chapman y Ferraro también propusieron
que estos saltos marcaban la llegada de las nubes provenientes del Sol. Se percataron que
el fuerte campo electromagnético de la Tierra podría tolerar esta nube, formando una
cavidad en la nube en la cuál la Tierra y su campo magnético estarían confinados. Su
teoría probó ser profética, excepto en un importante detalle: el flujo de plasma desde el
Sol no estaba confinado en nubes aisladas, sino que varía en el tiempo, en forma del viento
solar. Centro: En 1962, el astrofísico William I. Axford y Paul J. Kellog predijeron
independientemente, que una onda de choque debería existir en el medio interplanetario
a corta distancia de la magnetósfera de la Tierra. La discontinuidad es creada cuando
el viento supersónico solar (M=3-20) se encuentra con el campo magnético de la Tierra.
Derecha: Debido al creciente cantidad de datos obtenidos por varias misiones satelitales,
una visión esquemática de la magnetósfera terrestre fue mejorada. El viento solar, un flujo
de partículas cargadas, siendo expulsadas continuamente del Sol, pasando por la Tierra,
interactúan con su campo magnético, generando un arco de choque similar al de un objeto
expuesto a un flujo supersónico.[6]

Las perturbaciones violentas, como las presentes en la detonación de

un explosivo, o en el flujo de salida de gases en un cohete, o en aviones

supersónicos, difieren en gran medida de los fenómenos lineales de sonido o

señales electromagnéticas. [7]

En contraste con estos últimos, su propagación está gobernada por ecua-

ciones diferenciales no lineales, consecuencia de esto, las conocidas leyes de

superposición, reflexión y refracción, pierden su validez; de hecho nuevos

a 4.2×10−18 de su tiempo de vida. Por otro lado, un tiempo de 1 s en términos geológicos
corresponden a 6.9× 10−18 del tiempo de vida de la Tierra (tiempo de vida de la Tierra:
4.6×109 años)
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Figura 1-3: Izquierda, arriba: Los jets astrofísicos son rayos de materia y energía, áltamente
colimados, expulsados de algunos objetos astronómicos. El objeto Herbig-Haro HH 47, es una
nebuloso pequeña y brillante en una región de formación de estrellas, expulsa un rayo energético
de particulas cargadas el medio interestelar. El rayo aquí se mueve de izquierda a derecha,
se mueve a una velocidad de cerca de 300 km/s. Izquierda, centro: Tornados cósmicos- aquí
mostrados usando el ejemplo de HH 49/50 - son jets astrofísicos misteriosos con estructura espiral.
Se trata de flujos energéticos de salida asociados con la formación de jóvenes estrellas. Izquierda,
abajo: Ondas de choque astrofísicas pueden surgir en diferentes situaciones. Por ejemplo, un
evento explosivo puede generar flujos supersonicos que, impactando el gas circundante, pueden
generar un arco de choque cósmico. BZ Cam es un sistema de estrellas binarias que contiene un
cúmulo de enanas blancas. Se encuentra a unos 2,500 años luz de Camelopardalis y expele vientos
de partículas inusualmente grandes, que crean un gran arco de choque a medida que el sistema
se mueve a través del medio interestelar circundante. Derecha: En base a las imágenes de rayos
X tomadas por el satélite ROSAT Röentgen en rango espectral de 0.1 a 2.4 keV, astrofísicos del
MPE (Max-Planck-Institut für Extraterrestrische Physik) en Garching, Bavaria, descubrieron
fragmentos de explosiones (rotulados A-F) afuera del la frontera de la onda de choque de la
remanente de supernova Vela. El área etiquetada con D, muestra evidencia de la superposición
de dos objetos con forma de arco de choque. Sugieren que la emisión de rayos X asociada a estos
masivos objetos fue producida por el calentamiento por choque del medio circundante por el
flujo supersónico de estos objetos. Los objetos masivos (A-E), se pueden interpretar como conos
Mach, se calculó el número Mach, tomando valores de 4 (A) hasta 2.4 (E) [6]
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fenómenos aparecen, entre los cuales las ondas de choque resultan ser las

más evidentes. En los frentes de choque, el medio en el que se propagan

está sujeto a cambios repentinos y considerables de velocidad, presión y

temperatura. Aún cuando en principio el movimiento sea continuo, después

de propagarse una cierta distancia, las discontinuidades pueden aparecer

naturalmente. Lo contrario también sucede: las discontinuidades iniciales se

suavizan hasta desaparecer. Estas dos posibilidades están esencialmente re-

lacionadas con la no linealidad de las ecuaciones que describen el fenómeno.

Algunas características de las ondas no lineales se puede describir en tér-

minos generales. En una onda lineal -por ejemplo, la propagación de sonido-

las perturbaciones viajan con velocidad única y constante, dependiente del

medio. Esta velocidad del sonido es una propiedad local del medio y per-

manece invariante para cualquier onda lineal que se propague en él. Dicha

velocidad del sonido también juega un papel importante en la dinámica de

las ondas no lineales. Una pequeña perturbación que modifica el movimien-

to de una onda primaria, se propaga con cierta velocidad que depende no

sólo de la posición en el medio, sino del estado del medio producido por la

onda primaria.

En las ondas lineales cualquier discontinuidad inicial es preservada como

discontinuidad y propagada con la velocidad del sonido en el medio. Las on-

das no lineales se comportan de una manera distinta. Supóngase que existe

una discontinuidad inicial entre dos regiones a diferente presión y densidad.

Entonces se cumple una de dos posibilidades: o la discontinuidad inicial

se resuelve inmediatamente y la perturbación se convierte en continua, o

la discontinuidad inicial se propaga como un frente de choque, a velocidad

supersónica relativa al medio. Aunque las ondas de choque no sean causa-
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das por discontinuidades iniciales, estas pueden aparecer y propagarse. La

dificultad matemática detrás de esto es que, a diferencia de las ecuaciones

diferenciales parciales lineales, las no lineales no admiten soluciones que se

puedan extender continuamente en todo el dominio. Otra diferencia entre

las ondas lineales y no lineales, tiene que ver con los fenómenos de interac-

ción. El principio de superposición sólo es válido para ondas lineales y no

es aplicable a ondas no lineales. Como consecuencia de esto, el exceso de

presión en el caso de las ondas lineales interfiriendo entre sí es meramente

aditivo; en contraste, la interacción y reflexión de ondas no lineales puede

producir grandes incrementos en la presión. [7]

Las investigaciones en torno a las ondas de choque comenzaron como una

rama muy específica de la física, atrayendo poca atención en la comunidad

científica. Sin embargo, la historia ha mostrado que tales investigaciones

se han transformado en una importante, compleja e interdisciplinaria área

científica. Además, se ha descubierto que todos los fenómenos violentos en

la naturaleza, desde las dimensiones terrestres hasta las cósmicas (a me-

nudo manifestándose en dramáticos desastres), son debidos a procesos que

involucran ondas de choque. Ejemplos prominentes de los fenómenos dis-

continuos en la naturaleza son el trueno, los impactos de meteoritos, las

explosiones volcánicas, los maremotos y los tsunamis, mientras que en el

cosmos comprenden explosiones estelares y fenómenos de implosión, arcos

de choque y choques planetarios, impactos de cometas y asteroides, además

de colisiones galácticas que involucran cantidades tremendas de energía. [6]

Las ondas de choque juegan un papel doble en el microcosmos de áto-

mos y moléculas. Los estudios de laboratorio muestran que las ondas de

choque pueden crear estados intermedios y de poca duración, que provocan
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reacciones autopropagantes (reacciones en cadena), en las cuales el número

de portadores de reacción crece en cada ciclo de propagación (reacciones

en cadena ramificantes). Las ondas de choque también pueden transformar

moléculas simples en unas más complejas, con características sin preceden-

tes (shock synthesis). Se especula que este efecto creativo de las ondas de

choque contribuyó al origen de la vida terrestre.

Por otro lado, las ondas de choque también pueden descomponer molé-

culas de alta densidad o dureza. Aquí es interesante notar la dualidad en

la tendencia destructiva y creacionista de las ondas de choque: así como el

conocimiento ancestral concibe la vida como una batalla interminable entre

las fuerzas benevolentes y malvadas del universo, así la vida y la muerte, el

yin y el yang

1.1.1. Desarrollo histórico de las OCH

A través de la historia se han hecho muchos intentos por explicar las

ondas de choque. La mayoría de ellos no prosperaron por la falta de cono-

cimientos matemáticos o termodinámicos durante su época de desarrollo.

No fue sino hasta los trabajos de Rankine y Hugoniot, que una teoría

completa fue establecida. Rankine demostró que dentro de la región del

choque debe ocurrir un proceso no adiabático. Hugoniot mostró que en

la ausencia de viscosidad y conducción de calor, la conservación de ener-

gía implica la conservación de entropía en regiones suaves y un salto en la

entropía a través de la región de choque. [8]

En el desarrollo de la teoría descriptiva de las ondas de choque se encuen-

tra el desacuerdo entre la naturaleza continua o discontinua del fenómeno,

pues habiendo supuesto un fenómeno continuo se encuentran resultados
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discontinuos y viceversa, es decir, suponiendo naturaleza discontinua se en-

cuentra un resultado que se puede extender a un fenómeno continuo.

El estudio de las ondas de choque comprende cerca de 250 años, desde

los primeros trabajos en 1759 [6]. La evolución de la física de las ondas de

choque comenzó en los principios del siglo XIX con Siméon Denis Pois-

son, con su tratamiento analítico de flujos discontinuos, que estaba limitado

inicialmente al estado gaseoso. Durante el siglo XIX, la física de ondas de

choque obtuvo numerosos desarrollos, predominantemente por un reducido

grupo de matemáticos británicos, franceses y alemanes, que sentaron las

bases para la teoría moderna de las ondas de choque. El interés de tratar

matemáticamente las discontinuidades de flujo fue debido a una curiosidad

académica y no por una necesidad práctica. Por otro lado, tratar experi-

mentalmente el problema de la discontinuidad ha sido una tarea artificiosa

y un reto para los científicos debido a la naturaleza instantánea y supersó-

nica del movimiento. Los pioneros en ondas de choque experimentaron con

una instrumentación rudimentaria y algunos modestos recursos económicos

y humanos. La situación cambió drásticamente cuando en 1870 J. Hop-

kinson reveló la dureza dinámica de metales cuando estos son sometidos a

cargas repentinas, en vez de usar cargas estáticas. Más aún, poco después de

una demostración del gran potencial de la fotografía de alta velocidad (por

Talbot en 1851) y de los primeros ejemplos de grabaciones fotográficas de

fenómenos involucrando ondas de choque4, la investigación en supersónica

fue reconocida como una herramienta poderosa para disminuir el arrastre

aerodinámico en balística de alta velocidad y en la optimización del diseño

4como el frente de onda de una bala (Mach & Salcher, 1887), las ondas de choque
cilíndricas presentes en descargas eléctricas, y la irregular reflexión de ondas de choque
(E.&L. Mach, 1889)
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de la tobera de Laval en turbinas a vapor.

El periodo desde el trabajo de Poisson en 1808 sobre la teoría del

sonido y la exposición de Hugoniot en 1887 sobre la teoría de las ondas de

choque, es un periodo caracterizado por inseguridades debido a los escasos

conocimientos de la época, en particular en matemáticas y termodinámica.

Las definiciones matemáticas de las funciones generalizadas no existían en

ese entonces, por lo que no era posible enfrentarse al análisis de funciones

discontinuas efectivamente. Además, existía un sentimiento generalizado de

que la naturaleza no admitiría una discontinuidad, como lo expone la cita

al principio de este capítulo. [8]

En 1808 Siméon-Denis Poisson dictó una clase sobre la teoría del

sonido en la École Polytechnique de París tratando el problema de pertur-

baciones con amplitud finita.

George Stokes escribe en un comentario en el Philosophical Magazi-

ne, titulado On a Difficulty in the Theory of Sound (1848), donde comenta

lo siguiente.

Quizás la suposición más natural es que una superficie de

discontinuidad es formada de tal manera que pasando a través

de ella, ocurre un cambio abrupto en la densidad y velocidad.

Lord Rayleigh recibió clases de Stokes en Cambridge hacia el año

1861. El primer volumen del trabajo de Rayleigh The Theory of Sound

fue publicado el mismo año que Rayleigh dirigió a Stokes una carta

donde utilizando argumentos de conservación de la energía, pone en duda

la existencia de la superficie de discontinuidad.

Stokes contestó a Rayleigh negando la contradicción. En 1880 Thom-
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son5 solicitó a Stokes una copia de su escrito On a Difficulty in the Theory

of Sound para incluirlo en su colección de trabajos. Stokes le recordó a

Thomson la observación hecha por este y por Rayleigh de que en su aná-

lisis se viola el principio de conservación de la energía. Entonces Stokes

argumentó: La conservación de energía da otra relación que se puede satis-

facer, por lo que el movimiento propuesto es posible. Dos semana después

Stokes cambió de opinión y escribió a Thomson:

En reflexiones posteriores veo que estaba equivocado y que la superficie

de discontinuidad a través de la cual la densidad cambia abruptamente es

imposible.

Stokes decidió recortar toda referencia de una superficie de disconti-

nuidad en su mencionado trabajo On a Difficulty in the Theory of Sound y

colocar una nota al lector diciendo:

Ha sido señalado por Sir William Thomson, y después por

Lord Rayleigh, que el movimiento discontinuo supuesto antes

involucra una violación al principio de conservación de energía

Las dificultades experimentadas por estos célebres científicos se origina-

ron por una insuficiencia de los principios termodinámicos que en ese mo-

mento se conocían. En la primera mitad del siglo XIX, la teoría Newtoniana

del sonido basada en la ley de Boyle6, era aceptada, aunque claramente

contradecía observaciones experimentales.

Samuel Earnshaw (1805-1888) envió a revisión en 1860 un trabajo

a la Philosophical Transactions of the Royal Society sobre la Teoría del

sonido con amplitudes finitas. Stokes pidió a Thomson revisar el trabajo.
5W.Thomson (1824–1907) fue nombrado Lord Kelvin en 1866
6La presión es proporcional a la densidad, p ∝ ρ, con velocidad del sonido constante

y condiciones isotérmicas
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En este, Earnshaw desarrolló una solución de una ecuación de onda simple

en una dirección para gases que satisfacen una relación arbitraria entre la

presión y la densidad. Earnshaw utilizó la formulación lagrangiana de las

ecuaciones para encontrar la relación entre la velocidad y la densidad para7

p ∝ ργ . Como otros antes que él, observó que las ecuaciones diferenciales

pueden tener soluciones no únicas:

He definido la discontinuidad de la presión como una ten-

dencia; y se ha mostrado que a medida que una onda progresa,

esta tendencia necesariamente surge. Sin embargo, la disconti-

nuidad en la presión es una imposibilidad física, ciertamente la

naturaleza tendrá una manera de evitar su ocurrencia.

Thomson se opuso a la publicación y pensó que era un refrito del

trabajo de Stokes: A Difficulty in the Theory of Sound.

Bernhard Riemann (1826-1866) recibió el doctorado de la Univer-

sidad de Göttingen en 1851. La mayoría de sus trabajos fueron en mate-

máticas puras y geometría diferencial. Entre sus publicaciones destaca un

trabajo sobre la propagación de ondas sonoras con amplitud finita, publi-

cado en 18608, sólo 6 años antes de su muerte. Obtuvo los saltos de masa y

momento para un flujo isentrópico (reversible) y estableció que la velocidad

de la onda de choque está acotada. Riemann, al igual que Stokes, fallaron

en entender la verdadera naturaleza de un frente de choque. El problema es

físico y no matemático, y su solución debió esperar un mejor conocimiento

de la termodinámica.
7γ es el exponente politrópico de los gases
8Riemann, B.: Über die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwingungs-

weite. Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, Mathematisch-
physikalische Klasse, 8, 43 (1860)
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William Rankine (1820-1872) hizo su contribución en un trabajo de

1870 sobre la termodinámica en ondas, publicado en el Philosophical Tran-

sactions of the Royal Society of London9

Introdujo las ondas de choque como un fenómeno no adiabático, donde

las partículas intercambian calor entre ellas, sin intercambiar calor con los

alrededores, así se resuelve la presunta violación al principio de conservación

de la energía que hasta entonces se tenía, también encontró las condiciones

de salto para una onda de choque en un gas ideal.

Thomson escribió a Stokes en 1870 mostrando un gran interés en el

trabajo de Rankine, propuso que sus resultados fueran incluidos en un

libro elemental en la materia.

Pierre-Henri Hugoniot (1851-1887) ingresó a la École Polytechni-

que en 1870. Ese verano, Francia le declaró la guerra a Alemania y en 1872

Hugoniot se unió al servicio de artillería militar. Esa estadía motivó a

Hugoniot para investigar las características de vuelo de los proyectiles.

En 1884, como asistente de mecánica en la École Polytechnique, completó

sus memorias: On the Propagation of Motion in Bodies que envío para su

publicación en 1885; donde en el quinto capítulo examina los fenónemos

que ocurren cuando se introducen discontinuidades en el movimiento. En el

último capítulo escribió la famosa ecuación de Hugoniot, que relaciona la

energía interna con la energía cinética.

e2 − e1 =
1

2
(p1 + p2)(v2 − v1), (1-1)

Esta ecuación conecta elegantemente las tres variables termodinámicas p, v, e

9Rankine, W.J.M.: On the thermodynamic theory of waves of finite longitudinal dis-
turbances. Phil. Trans. R. Soc. Lond, 160, 277–286. (1870)
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(presión, volumen y energía respectivamente). La ecuación (1-1) expresa que

el aumento en la energía interna a través de una onda de choque, es debi-

do al trabajo realizado por la presión media, comprimiendo el flujo por la

cantidad v2 − v1.

Para 1910 todos los personajes principales: Stokes, Earnshaw, Rie-

mann, Rankine y Hugoniot, habían muerto. Por esto el artículo de re-

visión de Rayleigh Aerial Plane Waves of Finite Amplitud, está dedicado

a una nueva generación de científicos. En este sintetiza el trabajo previo y

concilia la visión de Stokes, Earnshaw y Riemann con la de Rankine

y Hugoniot.

Hoy el legado en Cambridge continúa resonando con Stephen Haw-

king, antiguo profesor Lucasiano, quien escribe:

Parece un buen principio que una predicción de una singu-

laridad por una teoría física, indica que la teoría está destruida;

i.e. ya no ofrece una correcta descripción de las observaciones[8]
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1.1.2. Definición de las OCH

Definición 1 (Onda de choque[6]) Es una onda mecánica caracterizada

por una superficie de discontinuidad en la cual, en un espacio confinado, la

presión, la densidad, la velocidad de las partículas del medio y la tempera-

tura, cambian abruptamente.

�

Debido a que una onda de choque10 se mueve más rápido el sonido, i.e. es

supersónica, el medio por delante de esta no puede responder hasta que la

onda lo impacta.

Desde el punto de vista de un observador fijo, las ondas de choque

se pueden dividir en ondas de choque no estacionarias y ondas de choque

estacionarias. Como ejemplos de ondas de choque no estacionarias se pueden

mencionar: la onda expansiva procedente de una explosión, la explosión en
10Euler, 1759, sin acuñar un término, llamó por primera vez tamaño de la perturbación de una

onda sonora, refiriéndose a su amplitud. Poisson, 1808, describió una onda sonora muy intensa
como el caso en el que la velocidad de las moléculas ya no se puede considerar como muy pequeña.
Stokes, 1848, utilizó por primera vez el término superficie de discontinuidad y Airy, 1848,
describió la onda como una interrupción en la continuidad de las partículas de aire. Riemann,
1859, usó el término moderno choque de condensación [Verdichtungsstoß] y onda de condensación
[Verdichtungswelle] para ilustrar el salto precipitante de la forma de onda. Earnshaw, 1860, usó
los términos onda positiva para ilustrar que el momento de las partículas actúa en dirección de
la propagación de la onda, y onda de condensación, para caracterizar el aumento en la densidad.
August Toepler, 1864, fue el primero en usar el término onda de choque [Stoßwelle] en el
sentido actual; generó la onda de choque con una descarga eléctrica y la visualizó usando un
método estroboscópico. También empleó los términos onda de descarga [Funkenwelle] y onda
percutiva de aire [Lufterschütterungswelle] alternadamente, pero usó incorrectamente el término
onda de sonido [Schallwelle] para referirse al concepto de onda de choque. Rankine, 1870, usó
los términos perturbación abrupta y onda de perturbación longitudinal finita, y Hugoniot, 1885,
usó el término discontinuidad [discontinuité de la vitesse du gaz et de sa pression]. Ernst Mach
y colaboradores (1875-1885) usaron el término onda de choque, onda de Riemann [Riemann’sche
Welle], onda expansiva [Knallwelle] y onda explosiva [Explosionswelle]. En el caso específico de
un proyectil supersónico, Mach y Salcher, 1886, usaron los términos onda cabeza o onda arco
[Kopfwelle] y onda cola [Achterwelle]. Ernst y Ludwig Mach designaron una onda de choque
como [Schallwelle großer Excursion], i.e., una onda de sonido con gran amplitud en 1889. Von
Oettingen y Von Gernet, 1888, mientras estudiaban explosiones con oxígeno e hidrógeno,
llamaron a la onda de detonación [Stoßwelle]. En Francia el término onda de choque [onde de
choc] fue utilizado por primera vez por Vieille y Hadamard en 1898, y después por Duhem
en 1901 y Jouguet en 1904. Duhem también usó los términos onda de partición [onde-cloison]
verdadera onda de Hugoniot, superficie inclinada [surface de glissement] y quasi onda de choque
para caracterizar tipos especiales. Discutiendo las características de las ondas de choque en aire,
Lord Rayleigh, 1910 usó el término onda aereas de amplitud finita. [6]
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cono de un arma de fuego, o la onda que emerge de un cuerpo volando a una

velocidad supersónica. Ejemplos de ondas de choque estacionarias, i.e. ondas

de choque inmóviles desde el punto de vista del observador, son las generadas

en túneles de viento supersónicos alrededor de un cuerpo de prueba en

reposo, o detrás de turbinas cuando el flujo de salida es supersónico. Las

ondas de choque estacionarias son generadas cuando el flujo de aire en la

zona de succión de un ala transónica es acelerado a velocidades supersónicas.

Bajo ciertas condiciones de iluminación, los pasajeros de vuelos transónicos

pueden mirar directamente este curioso fenómeno. (figura 1-4)

Los diamantes de choque, son un tipo especial de ondas de choque es-

tacionarias, son ondas de choque con forma de disco formadas detrás de

las toberas debido a la presencia de ondas de choque reflejadas en el flujo

de salida y calentamiento debido a la onda de choque. Son frecuentemente

observadas en los flujos de salida de aeronaves o cohetes cuando son vistos

de lado (figura 1-5)

Comparadas con las ondas acústicas, que son ondas de muy pequeña

amplitud (casi infinitesimal), las ondas de choque son ondas con amplitud

finita que pueden distinguirse por 6 características:

1. Cuando el movimiento es analizado en el sistema de referencia que via-

ja con la onda de choque, el flujo por delante es siempre supersónico11

(M > 1) y subsónico por detrás (M < 1);

2. La velocidad de propagación es supersónica, dependiente de la presión;

3. La formación de un frente de choque empinado con un cambio abrup-

to en las variables termodinámicas tales como la densidad, presión,
11donde M = ρ

ρ0
es el número Mach
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Figura 1-4: Cuando una aeronave se aproxima a la velocidad del sonido, el flujo de
aire sobre las alas alcanza velocidades supersónicas antes que la aeronave, y una onda
de choque se forma en las alas. Arriba, izquierda y centro: En 1935, el aerodinámico
estadounidense Eastman N. Jacobs mostró fotografías, tomadas en el tunel de viento
de NACA (National Advisory Comittee on Aeronautics), de un flujo transónico sobre un
modelo de ala. Cuando el número Mach, M < 0.79 no se forma ninguna onda de choque,
pero al alcanzar el número Mach crítico, Mc = 0.79, una onda de choque es creada
(centro) en la región superior del ala. Arriba, derecha: Esquemático de las formación
de ondas de choque en el régime transónico, cuando el número Mach del flujo M∞ es
incrementado desde < 0.8 (flujo subsónico sobre el ala) a 0.85 (flujo supersónico). Esto
lleva a una subida abrupta en el arrastre y pérdida de sustentación, la llamado shock stall.
Abajo: Dos ejemplos de ondas de choque debidas a la compresión en el ala, tomadas
durante giros abruptos de un Lockheed L-1011 a M = 0.85 a una altitud de 10, 700m.[6]

temperatura y velocidad del flujo;

4. Para ondas de choque no planas, tales como ondas expansivas esfé-

ricas, existe un fuerte decremento en la velocidad de propagación a
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Figura 1-5: Vista del Bell XS-1 con el que el piloto de pruebas Cap. Charles E. Yeager
rompió por primera vez la barrera del sonido (M = 1.07) en un vuelo el 14 de octubre
de 1947. La pequeña aeronave propulsada por un cohete fue lanzada en aire desde la
bahía de bomba de un Boeing B-29 Superfortress, del mismo tipo que fue usado para
el bombardeo nuclear en Japón en Agosto de 1945. La aeronave, medía 9.45m de largo
con una envergadura de 8.53m. La máxima velocidad obtenida por el X−1 (su rediseño)
fue Mach 1.45 a una altitud de 12, 232m durante un vuelo pilotado por Yeager en marzo
26 de 1948. Nótese el patrón estacionario de ondas de choque con forma de diamante,
con un eje de simetría, formadas en el escape del cohete. [6]

medida que la distancia al centro de origen aumenta, debido a que

parte de la energía de la onda de choque se disipa en el medio en el

que viaja;

5. La entropía del fluido en compresión aumenta y la del fluido en ex-

pansión decrece, comparada con la del fluido en reposo;

6. Las propiedades de superposición no lineal, son observadas durante la

reflexión e interacción de las ondas de choque.

La intensidad de las ondas de choque se puede clasificar en ondas de

amplitud pequeña pero finita (régimen de ondas de choque débiles) y ondas

de gran amplitud (régimen de ondas de choque fuertes). Pueden definirse en

términos de la razón de presiones a través del frente de choque, ξ = p
p0
, una
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cantidad también llamada fuerza del choque. En ondas de choque débiles ξ

es apenas mayor que 1, por lo que las ondas se mueven aproximadamente a

la velocidad del sonido, mientras en ondas de choque fuertes se tiene ξ � 1

por lo que estas siempre se propagan a velocidad supersónica.12 [6]

1.1.3. Ecuaciones involucradas

La descripción matemática debe dar cuenta de los fenómenos irreversi-

bles involucrados en el proceso, así la termodinámica de procesos irrever-

sibles, debida a la fricción y la conducción de calor, está siempre presente

cuando la velocidad y la temperatura no son uniformes. Tal teoría ten-

dría una complicación matemática insuperable, tratándose de ecuaciones

diferenciales parciales no lineales acopladas en diferentes dominios. Hechos

experimentales muestran que los procesos irreversibles que ocurren en gases,

solo lo hacen en regiones muy estrechas donde los gradientes de velocidad

y temperatura se tornan muy grandes, mientras fuera de esta región de

transición, el flujo obedece las ecuaciones de flujos adiabáticos reversibles,

i.e., ecuaciones diferenciales lineales. Así los hechos empíricos sugieren un

idealización matemática. [7]

Los procesos irreversibles se describen por cambios discontinuos, que su-

ceden en superficies confinadas y estrechas en el fluido. Tales discontinuida-

des, con gradientes infinitos en algunas variables, reemplazan la idealización

de zonas estrechas donde suceden eventos irreversibles.

Naturalmente, se requiere que las tres leyes de conservación para la

12De la teoría de Rankine-Hugoniot, se sigue que la velocidad de propagación de una
onda de choque, D, se puede calcular usando la fuerza del choque, ξ, por la expresión
D = c0 [(ξ + α)/(1 + α)]1/2, donde γ es la razón de calores específicos, c0 es la velocidad
del sonido para el gas en reposo, y α = (γ − 1)/(γ + 1). Para el aire γ = 1.4, lo que lleva
a la expresión D = c0 [(6ξ + 1)/7]1/2
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masa, el momento y la energía, también se cumplan para el fenómeno irre-

versible. La condición termodinámica que expresa el carácter irreversible del

proceso, es que la entropía debe crecer en tal proceso, condición que debe

añadirse a las tres anteriores.

Considerese una superficie de discontinuidad o frente de choque que se

mueve de izquierda a derecha en un gas. El lado a través del cual el gas entra

es el lado frontal del choque o la sección por delante del choque, el otro es

el lado trasero del choque. Este se mueve siempre con velocidad supersónica

observado desde el lado frontal y con velocidad subsónica en el lado trasero.

La zona por detrás del flujo normalmente es llamada onda de choque.

La superficie de discontinuidad cubre al tiempo t el intervalo a0(t) <

x < a1(t), donde a0(t) y a1(t) denotan posiciones de las partículas en los

extremos de la superficie y el flujo en los extremos se supone continuo. Por

e se entenderá la energía interna del gas por unidad de masa, tal que la

energía total por unidad de masa es e + 1
2u

2, con u la velocidad de las

partículas del gas. Entonces los cuatro principios de conservación para la

superficie, se expresan por las relaciones: [7]

d

dt

∫ a1(t)

a0(t)
ρ dx = 0 (Conservación de masa), (1-2)

d

dt

∫ a1(t)

a0(t)
ρu dx = p(a0, t)− p(a1, t) (Conservación de momento), (1-3)

d

dt

∫ a1(t)

a0(t)
ρ

[
1

2
u2 + e

]
dx = p(a0, t)u(a0, t)− p(a1, t)u(a1, t)

(Conservación de energía),

(1-4)

d

dt

∫ a1(t)

a0(t)
ρS dx ≥ 0 (Incremento o conservación de entropía). (1-5)
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Donde ρ es la densidad del medio, p(x, t) es la presión en el punto x

al tiempo t, y S la entropía por unidad de masa. La relación (1-2) expresa

que a través de la columna el cambio temporal en la masa es nulo. La

ecuación (1-3) establece la suposición de que las únicas fuerzas actuando

son las debidas a la presión. La igualdad (1-4) muestra la suposición de que

la ganancia de energía es debida solo a la acción de las fuerzas debidas a la

presión. La expresión (1-5) establece que la entropía en la columna se gana o

se mantiene. En la columna en movimiento hay un punto de discontinuidad

con coordenadas x = ξ(t) y que se mueve con la velocidad ξ̇(t) = U(t).

Usando las relaciones (1-2 a 1-5), se obtienen expresiones que relacionan las

variables a ambos lados del punto de discontinuidad.

Las cuatro integrales anteriores son de la forma:

J =

∫ a1(t)

a0(t)
Ψ(x, t)dx, (1-6)

donde el integrando Ψ es discontinuo en x = ξ. Derivando con respecto al

tiempo se obtiene:

d

dt
J =

d

dt

∫ ξ(t)

a0(t)
Ψ(x, t)dx+

d

dt

∫ a1(t)

ξ(t)
Ψ(x, t)dx

=

∫ a1(t)

a0(t)
Ψt(x, t)dx+ Ψ0ξ̇(t)−Ψ(a0, t)u(a0, t)

+ Ψ(a1, t)u(a1, t)−Ψ1ξ̇(t).

(1-7)

Donde Ψ0 y Ψ1 son los límites de Ψ(x, t), cuando x se acerca a ξ por

la izquierda (x < ξ) y por la derecha (x > ξ) respectivamente. Entonces se

hace tender la longitud de la columna a cero. La primera integral en el lado

derecho de (1-7) se anula y Ψ(a1, t) → Ψ1 así como Ψ(a0, t) → Ψ0, con lo
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que se obtiene:

ĺım
a1,a0→0

d

dt
J = Ψ1ν1 −Ψ0ν0 (1-8)

donde

νi = ui − U ; con i = 0, 1. (1-9)

Así las cuatro condiciones de salto en la superficie de discontinuidad son

las siguientes.

Definición 2 (Condiciones de Rankine-Hugoniot[7])

ρ1ν1 − ρ0ν0 = 0; Conservación de masa (1-10)

ρ1u1ν1 − ρ0u0ν0 = p0 − p1; Conservación de momento (1-11)

m

(
1

2
u2

0 + e0

)
+ u0p0 = m

(
1

2
u2

1 + e1

)
+ u1p1; Conservación de energía

(1-12)

ρ1S1ν1 − ρ0S0ν0 ≥ 0 Aumento de la entropía (1-13)

�

donde m es el flujo de masa a través de la superficie. Estas relaciones

se cumplen tanto en frentes de choque como en superficies de contacto, i.e.,

tanto en superficies de discontinuidad como en discontinuidades de contacto.

En el primer caso m 6= 0 y en el segundo m = 0. [7]
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1.2. Cavitación

Newton en su trabajo Optiks en 1704, fue el primero en registrar ob-

servaciones referentes a cavitación. Posteriormente, un problema de pérdida

de potencia en motores de vapor ocupó a Euler, Reynolds, Barnaby y

Parsons cuando el mismo problema se presentaba en el primer barco de

turbina, el Turbinia. [9]

Barnaby, Parsons y Thornycroft publicaron sus observaciones del

fenómeno, resaltando que las aspas creaban vacíos y nubes de burbujas cuan-

do la presión disminuía más allá de un valor crítico. Sugirieron que este

fenómeno debería llamarse cavitación, debido a la aparición de cavidades

de aire en el líquido.

Si la presión en un flujo decrece más allá de la presión de vapor, el líquido

hierve en esta región de baja presión. Las burbujas formadas, al entrar en

un región de presión más alta, colapsan; esto es acompañado por un sonido,

parecido a un click, que al unificarse forma un sonido continuo, el mismo que

es escuchado en flujos suficientemente veloces, en tuberías constreñidas.[6]

La cavitación se convirtió en un tema de interés científico y de investi-

gación pura y aplicada alrededor de 1880. La erosión causada por el colapso

de estas burbujas en las aspas de las turbinas en barcos fue ampliamente

investigada.

La implosión de las burbujas de cavitación es acompañada por la emi-

sión de ondas de choque, que tienen efectos destructivos importantes. Inves-

tigadores rusos, fueron los primeros en proponer que las cavidades pueden

colapsar asimétricamente y producir chorros supersónicos en el líquido13

(jets). John P. Dear y John E. Field, dos físicos británicos del Labora-
13Kornfeld & Suvorov, 1944
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torio de Cavendish, realizaron investigaciones sobre este fenómeno usando

fotografía de alta velocidad, (figura 1-6). Observaron que el colapso asimé-

trico de burbujas de cavitación formaba chorros y sugirieron que estos jets

supersónicos son el mecanismo principal de daño por cavitación14.[6]

Definición 3 (Cavitación[9]) Consiste en la formación y acción de bur-

bujas (o cavidades) en un fluido.

�

Figura 1-6: En 1960, Frank P. Bowden y John H. Brunton en el Laboratorio Ca-
vendish en Cambridge, estudiaron la formación de microjets en líquido cuando este se
encuentra bajo influencia de ondas de choque. Izquierda: Esquema de la generación de
chorros pequeños de líquido de alta velocidad (microjets). Una pequeña cavidad rellena
de agua es sometida a un pulso repentino de presión por su cara izquierda, disparando
una bala en la pared de goma P . Cuando la onda de choque llega a la superficie S, el agua
emerge como un jet a alta velocidad. Centro: Una serie de tres fotografías muestra el
proceso de formación del microjet y su interacción con una superficie de acero. El tiempo
entre cada cuadro es de 0.8 µs Derecha: Ejemplo de un cráter de 4mm de diámetro cau-
sado por el impacto del líquido sobre acero inoxidable. En su centro un segundo agujero,
más pequeño pero más profundo, se ha formado por la acción del microjet. [6]

Existen al menos cuatro maneras de inducir el crecimiento de burbujas

de cavitación en un fluido:[9]

1. Para un burbuja llena de gas, por reducción de presión o aumento en la tem-

peratura hasta alcanzar la presión de vapor, es llamada cavitación gaseosa.

2. Para una burbuja llena de vapor, por reducción de presión, se conoce como

cavitación de vapor.

14Dear & Field, 1988
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3. Para una burbuja llena de gas, por difusión. Esta se denomina degasificación

pues el gas sale del fluido.

4. Para una burbuja rellena de vapor, por un aumento en la temperatura, lo

que comunmente es llamado hervir.

Se pueden distinguir cuatro diferentes tipos de cavitación dependiendo

de cómo se produzca:[9]

1. La cavitación hidrodinámica es generada por variaciones de presión en un

líquido fluyendo debido a la geometría del sistema.

2. La cavitación acústica es producida por ondas sonoras que viajan en el

líquido debido a variaciones en la presión.

3. La cavitación óptica ocurre cuando fotones de alta intensidad (laser) irrum-

pen en un líquido.

4. La cavitación por partículas se debe a partículas elementales penetrando en

un líquido.

Dentro de cualquier líquido existen burbujas microscópicas que al inter-

actuar con una onda de choque pueden producir eventos de cavitación en

su vecindad. A este tipo de cavitación asistida se le llama pseudocavitación

donde una microburbuja denominada núcleo de cavitación, induce eventos

de cavitación en su vecindad. Diferente a un medio donde al caer la presión

por debajo de la presión de vapor aparezcan cavidades debidas al medio en

estado gaseoso.
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1.3. LEOCH: Litotricia extracorpórea por ondas

de choque

La litotricia extracorpórea por ondas de choque (LEOCH) es una tec-

nología médica que sustituye, en gran medida, el tratamiento quirúrgico de

la urolitiasis desde que se introdujo en la década de los ochentas. Desde un

punto de vista histórico, la LEOCH representa un avance sin precedentes en

la aplicación de ondas de choque de alta energía en medicina. La mayoría

del crédito es para el equipo de ingenieros de Dornier y sus colaboradores

clínicos.

El montaje para realizar un tratamiento de LEOCH consiste en una

fuente de energía, o generador de ondas de choque, una unidad concentra-

dora, un sistema de imagenología, un dispositivo de acoplamiento y una

superficie para tratar al paciente. Si el paciente se encuentra situado correc-

tamente, las ondas de choque entran a su cuerpo y se enfocan en el cálculo,

fracturándolo. El enfoque de las ondas de choque se realiza con equipos de

fluoroscopía y ultrasonido. Para pulverizar completamente un cálculo renal

se necesitan algunos cientos de ondas de choque. Los fragmentos del cálculo

pasan por el tracto urinario, así los pacientes pueden liberarse completa-

mente del cálculo en pocos días después del tratamiento. El objetivo de la

LEOCH es lograr una eficiente fragmentación del cálculo con el menor daño

posible a los tejidos circundantes. [10]

Los conceptos y características más importantes de la LEOCH fueron

incorporados en el diseño de los litotritores de primera generación, e.g., el

HM-3 de la marca Dornier (figura 1-7) que incluye lo siguiente: [11]
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1. La generación de ondas de choque fuera del cuerpo del paciente que

permite concentrar suficiente presión dentro del mismo para romper

piedras en los riñones sin causar daño irreversible al tejido circundante.

2. El uso de fluoroscopía biplanar permite la correcta localización (en

tres dimensiones) del cálculo renal.

3. Una tina de agua para el correcto acoplamiento de las ondas de choque

con el paciente.

Figura 1-7: Fotografía del litotritor extracorpóreo electrohidráulico HM3 (Human Mo-
del 3), fabricado por Dornier Medizintechnik en Gemering, Alemania. Este litotritor, es
llamado por muchos autores alrededor del mundo, el gold standard de la LEOCH [10]

Hoy en día la cirugía abierta para el tratamiento de cálculos renales se

encuentra prácticamente extinta. [10] Después de que la FDA15 aprobara el

uso del HM-3 en 1984 [10, 11], una gran aceptación y utilización de proce-

15Food and Drug Administration: Agencia de Alimentos y Medicamentos
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dimientos no invasivos para el tratamiento de cálculos renales, ha moldeado

la evolución de la LEOCH a través de dos diferentes caminos. Una serie de

nuevos litrotriptores fueron introducidos a finales de la década de los ochen-

tas y a principios de la década de los noventas. Estos utilizaban diferentes

técnicas para la generación de las ondas de choque, para el enfoque, para el

acoplamiento y para la localización de los cálculos. Sin embargo, las mejoras

técnicas en estos litotritores de segunda y tercera generación (figura 1-8) se

debe a la experiencia, a cuestiones prácticas, a la conveniencia del usuario y

al deseo de un litotritor multifuncional, pero estas mejoras no se basan en el

entendimiento de los mecanismos con los que opera la LEOCH. Consecuen-

temente, la experiencia clínica con estos litotritores mostró una pobre o nula

mejoría en su eficiencia, generando la necesidad de re-tratamiento o causan-

do sobretratamiento. Además, en litotritores novedosos con alta energía de

generación de las ondas de choque y zona focal reducida, se han reportado

incrementos en lesiones renales y mayores cantidades de hematomas, [11]

sobre todo si el operador no procura adecuadamente la coincidencia del

cálculo con la zona de máxima presión. Por otro lado, en paralelo a la pro-

liferación de litotritores comerciales, ha habida un continuo, progresivo y

persistente esfuerzo en los laboratorios de investigación para entender los

mecanismos fundamentales de la fragmentación de cálculos así como del

daño en los tejidos. Estos principios junto con la identificación de algunas

cuestiones prácticas, puede mejorar el desempeño de los litotritores clínicos

y de la LEOCH. Estos dos distintos caminos comienzan a juntarse, dan-

do una oportunidad única y sin precedentes para una interacción sinérgica

entre los fabricantes de litotritores y los investigadores académicos, para

mejorar el diseño de los litotritores modernos. [11]
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En algunos casos, la LEOCH puede ser empleada en el tratamiento de

cálculos en la vesícula biliar, en cálculos pancreáticos y piedras alojadas en

las glándulas salivales. [10]

Figura 1-8: Izquierda: Fotografía del litotritor extracorpóreo electrohidráulico Dornier
HM4. El generador de ondas de choque es similar al usado en el HM3, pero el acoplamien-
to de las ondas de choque se realiza por medio de una almohadilla de agua, sustituyendo
la gran tina de agua del HM3, mostrada en la figura 1-7. Derecha: Fotografía del lito-
tritor extracorpóreo electromagnético Lithostar, fabricado por Siemens AG en Erlangen,
Alemania. Cuenta con dos cabezas generadoras de ondas de choque instaladas bajo la
mesa, una para cada riñón.[10]

Un principio diferente para la generación de ondas de choque es usan-

do cristales piezoeléctricos. El primer litotritor piezoeléctrico para realizar

LEOCH fue desarrollado en 1985 por la empresa Richard Wolf Endoscope

GmbH (figura 1-9). Los litotritores electromagnéticos fueron desarrollados

a principios de la década de los ochentas (figura 1-8). [10]

Aunque los cuatro grandes componentes de un litotritor (unidad genera-

dora de OCH, dispositivo de enfoque, dispositivo de acoplamiento, sistema

de localización de cálculos) son esenciales para el tratamiento exitoso de la

litotricia, la eficiencia de fragmentación del litotritor está determinada prin-

cipalmente por la unidad generadora de ondas de choque y su mecanismo

de enfoque (figura 1-10). [11]
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Figura 1-9: Fotografía del litotritor extracorpóreo piezoeléctrico Piezolith 2200, fabrica-
do por Wolf GmbH en Knittlingen, Alemania. La unidad generadora de ondas de choque
y su sistema de posicionamiento se localizan por debajo de la mesa de tratamiento. La
pequeña tina de agua permite un buen acoplamiento de las ondas de choque. En contras-
te con los litotritores Dornier, la unidad generadora de ondas de choque se mueve para
enfocar los calculos renales, mientras el paciente permanece en reposo. [10]

Figura 1-10: Principales clases de generadores de ondas de choque utilizados en litotri-
tores clínicos: electrohidráulico (EH), electromagnético (EM) y piezoeléctrico (PE), así
como distintos dispositivos de enfoque, todos en configuraciones secas (sin tinas de agua)
y con acoplamiento por medio de almohadillas de agua. [11]

La tecnología electrohidráulica (EH) emplea una descarga de alto voltaje

(12 ∼ 30 kV ) entre dos electrodos sumergidos en agua para vaporizar y
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expandir supersónicamente el fluido circundante, generando una onda de

choque esférica y divergente. En la tecnología electromagnética (EM) un

pulso de alto voltaje (8 ∼ 20 kV ) se aplica sobre un embobinado para

que el campo magnético resultante induzca una corriente y una fuerza en

una membrana cercana al embobinado. La rápida vibración de la membrana

produce una onda acústica de gran amplitud. En la tecnología piezoeléctrica

(PE) un pulso de alto voltaje (2 ∼ 10 kV ) se aplica sobre un mosaico

de cristales piezoeléctricos (varios cientos o miles de elementos cristalinos,

figura 1-11) montados sobre un soporte hemiesférico. La rápida expansión

de los cristales debido al efecto piezoeléctrico inverso (figura 1-12), genera

una onda acústica esférica convergente en la vecindad del foco. [11]

Figura 1-11: Generador piezoeléctrico de ondas de choque. (a) Alrededor de 3000 cris-
tales piezoeléctricos son usados para generar ondas de choque en un litotritor Piezolith
2500. (b) El generador de ondas de choque de un Piezolith 2500 junto con el sistema
de imagenología. (c) Un mosaico de dos capas de cristales piezoeléctricos se usan en un
Piezolith 3000. En la fotografía sólo es visible una capa. [10]

Los diferentes tipos de litotritores generan perfiles de presión distintos

(figura 1-13), pero con características comunes. Todos ellos empiezan con

una súbita elevación de presión que alcanza un valor pico positivo (p+)

entre los 40 ∼ 70 MPa, para después disminuir con menor rapidez durante

un tiempo de 1 ∼ 2 µs. Esto constituye el llamado pulso de compresión, el

cual es seguido por un pulso de tensión que dura entre 3 ∼ 5 µs, alcanzando

un valor pico negativo (p−) entre −4 y −12 MPa. Al mencionar presiones
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Figura 1-12: Un cristal piezoeléctrico de altura h (a) sufre una elongación (b) o una
contracción (c) cuando es expuesto a un campo eléctrico. Este comportamiento es llamado
efecto piezoeléctrico inverso. [10]

positivas y negativas, se habla se sobrepresión.

La súbita elevación de presión antes mencionada; es decir, el tiempo

de subida de la presión hasta alcanzar el pico positivo, es menor a 30 ns

en los generadores electrohidráulicos y alrededor de 100 ns en los de tipo

piezoeléctrico. En general los litotritores producen ondas acústicas con una

frecuencia fundamental en el intervalo de 150 a 800 kHz. [11]

Los perfiles de presión de una onda de choque se pueden modificar para

aumentar la eficiencia de fragmentación y reducir el daño a los tejidos. Sin

embargo, aún cuando los mecanismos físicos responsables de la fragmenta-

ción de urolitos han sido muy estudiados, poca atención han recibido los

daños a los tejidos circundantes, esto último es un campo de investigación

relativamente nuevo y un problema complejo. [10]

Se sabe que los cálculos, cuando se encuentran expuestos a ondas de

choque, se fracturan debido a varias causas: astillamiento, cavitación, com-

presión, superenfoque, fatiga y otros mecanismos (figura 1-14). Se piensa

que las ondas de compresión y la cavitación actúan sinérgicamente. Casi

todos los cálculos renales pueden fracturarse en algunos trozos usando on-
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Figura 1-13: Características de distintos litotritores. a) Perfiles de presión en el tiempo,
producidos en el foco para diferentes tipos de litotritores, incluyendo su espectro de
frecuencia. Las presiones se obtienen con un hidrófono de polivinidifloruro (PVDF). En
el perfil de presión del litotritor EH, se observan dos picos de presión, el primero se debe
al ruido generado por la descarga abrupta a través de los electrodos, el segundo a la
compresión en el foco. b) Distribución espacial de la presión pico calculada teóricamente
para un litotritor EM. c) Grabaciones a alta velocidad de la propagación de la onda
de choque, su concentración y la dinámica de las burbujas de cavitación resultantes en
un litotritor EH. Nótese la emisión de una segunda onda de choque al colapso de las
burbujas de cavitación. DW: onda directa, FSW: onda de choque enfocada, SW: onda de
choque.[11]

das de choque. Un tratamiento de LEOCH se considera exitoso cuando el

mayor espesor de cada fragmento no excede 2 mm, para que puedan pasar

por el tracto urinario. [10]

Las propiedades de los materiales que constituyen los cálculos rena-

les determinan la respuesta a una LEOCH. Los cálculos exhiben formas,
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Figura 1-14: Esquema de los mecanismos más importantes de fragmentación en la
LEOCH. [10]

composiciones químicas y propiedades mecánicas distintas (figura 1-15). El

cálculo renal más común contiene una combinación de calcio, fosfato y oxa-

lato, otros menos comunes contienen ácido úrico y cistina. [10]

Figura 1-15: Fotografías de diversos cálculos renales, intactos y fragmentados, de dis-
tintas composiciones y formas. [10]

La fragmentación de cálculos renales sigue una dinámica no lineal (a

saber logística, figura 1-16) como función del número de ondas de choque

aplicadas (figura 1-17). El excesivo uso de ondas de choque puede ocasionar

daños en el tejido, por lo que se busca reducir la dosis, optimizando la

eficiencia.

Existe evidencia de que la cavitación inducida por ondas de choque,

también llamada cavitación acústica, es uno de los mecanismos más impor-

tantes para la fragmentación de cálculos en la LEOCH, sin embargo, puede
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Figura 1-16: Curva sólida: Porcentaje de fragmentación de cálculos renales artificiales vs
No. de ondas de choque(dosis); curva punteada: tasa normalizada de la fragmentación.[11]

Figura 1-17: Fragmentación progresiva de modelos de cálculos renales BegoStone, ex-
puestos dentro de una membrana plástica en un litotritor Dornier HM-3, a 20kV con una
frecuencia de pulso de 1 Hz. [11]

causar efectos secundarios, tales como daño vascular y peri-renal, así como

hematomas intra-renales. El control de la cavitación parece ser un factor
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clave para mejorar los tratamientos con LEOCH. Se ha reportado que la

cavitación contribuye a la fragmentación de cálculos tanto in vitro como in

vivo. [10]

Cuando el pico negativo de presión que le sigue al frente de choque es

suficientemente intenso como para sobrepasar la presión de vapor del líqui-

do, ocurre la cavitación [10]. Una nube de microburbujas o cavidades es

generada en el fluido. En la orina, los núcleos de cavitación tienen dimen-

siones en el rango de 1 µm a 1 mm. En agua corriente sin tratar, los núcleos

pueden tener dimensiones de alrededor de 3 µm. El umbral de presión para

que suceda la cavitación en agua es de alrededor de 0.5 MPa. El repentino

crecimiento y colapso de las burbujas de cavitación es referido como ca-

vitación transitoria. Las burbujas de cavitación generadas en un litotritor

generalmente se expanden en unos 50 ∼ 100 µs después del paso de la on-

da de choque, posteriormente su radio oscila y finalmente colapsan en una

lapso de tiempo de 250 a 500 µs. [10]

Cuando una burbuja se encuentra cerca de un borde rígido, no puede

colapsar simétricamente y al romper su simetría esférica se convierte en

una burbuja toroidal que emite chorros de líquido supersónicos llamados

microjets, los cuales golpean al cálculo con una velocidad cercana a los 300

m/s. [10]

Los microjets también pueden perforar hojas de aluminio. Su velocidad

depende del radio inicial de la burbuja. Entre más crezca la burbuja en su

etapa de expansión, más violento será el colapso. La colisión entre la pared

de la burbuja contrayéndose y el microjet produce una onda de choque se-

cundaria que puede alcanzar presiones superiores a 300MPa, lo que resulta

en un mecanismo adicional para la fragmentación de cálculos. [10]
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La energía total durante eventos de cavitación no es alta, aunque la

concentración de esta en volúmenes pequeños ocasiona una enorme densidad

energética que puede llevar radicales libres a una temperatura que excede

los 5000 K. [10]

Un nuevo y notable concepto que ha sido investigado exhaustivamente

es la emisión de ondas de choque en modo tándem, lo cual fue propuesto

con la idea de intensificar el colapso de las burbujas de cavitación (y por

consiguiente el poder destructivo de los microjets), mediante una segunda

onda de choque sincronizada con dicho colapso. Para ello una variedad de

configuraciones han sido propuestas y evaluadas, entre las que se encuentran

un generador de ondas de choque híbrido (EH-PE) con alineamiento coaxial;

un par de cabezas generadoras de ondas de choque alineadas una frente a

otra, o con algún ángulo; un generador de ondas de choque PE con un doble

sistema de carga y descarga de alto voltaje. [11, 12]
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Capítulo 2

Capítulo matemático

Wavelets are without doubt an exciting and intuitive concept. The concept brings with
it a new way of thinking, wich is absolutely essential and was entirely missing in

previously existing algorithms — Ives Meyer (1992)

2.1. Análisis funcional

Históricamente, la teoría de los espacios de Hilbert se originó del

trabajo de David Hilbert (1862-1943) en formas cuadráticas en un

número infinito de variables. Hilbert publicó una serie de seis artículos y

posteriormente recolectó su trabajo en el libro clásico Grundzüge einer all-

gemeinen theorie der linearen integralgleichungen, publicado en 1912. Esta

obra contiene la mayoría de las ideas sobre los espacios de Hilbert (l2 y

L2), operadores compactos y ortogonalidad. Tuvo tremenda influencia en

el análisis matemático de la época, llevando a aplicaciones inéditas. Des-

pués, John Von Neumann (1903-1957) realizó una formulación axiomática

de los espacios de Hilbert. Su trabajo más notable en este ramo es el de los
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Mathematical foundations of quantum mechanics. [1]

Los conceptos algebráicos básicos de la teoría de espacios de Hilbert,

son aquellos de los espacios vectoriales con producto interno. El produc-

to interno define una norma, así todo espacio de Hilbert es un espacio

normado.[2] La teoría de espacios de Hilbert juega un papel central en el

análisis Wavelet. Los espacios con producto interno y los de Hilbert tie-

nen la característica de que su geometría es parecida a la euclidiana y en

más dimensiones, así los espacios de Hilbert pueden considerarse como una

generalización de la geometría euclidiana a dimensión infinita. [1]

Para describir dichos espacios en forma axiomática, sin demostraciones y

con ejemplos notables de esta herramienta, hacen falta algunas definiciones

en el campo del análisis funcional:

Definición 4 (Espacios con producto interno[1]) Sea E un espacio vec-

torial sobre el campo Cn. Un mapeo 〈·, ·〉 : E × E → C se llama producto

interno en E, si para todo x, y, z ∈ E y α, β, γ ∈ C las siguientes condiciones

se satisfacen:

1. 〈x, y〉 = 〈y, x〉

2. 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉

3. 〈x, x〉 ≥ 0

4. 〈x, x〉 = 0 implica x = 0

Un espacio vectorial con producto interno es llamado un espacio con

producto interno

�
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Ejemplo 1 ([2]) El ejemplo más simple, aunque importante, de un espacio

con producto interno es el espacio de números complejos C. El producto

interno está definido por 〈x, y〉 = xy

�

Ejemplo 2 ([2]) El espacio l2 de todas las secuencias (x1, x2, x3, . . . ) de

números complejos tales que
∑∞

k=1 |xk|2 < ∞ con el producto interno defi-

nido por 〈x, y〉 =
∑∞

k=1 xkyk es un espacio con producto interno.

�

Ejemplo 3 ([2]) El espacio L2(RN ) de todas las funciones reales con cua-

drado integrable, i.e. ‖f‖2 =
∫
RN |f(x)|2dx < ∞ con el producto interno∫

RN f(x)g(x)dx es un espacio con producto interno.

�

Los espacios con producto interno también son espacios normados, como

se puede ver en la siguiente definición

Definición 5 (Norma en una espacio con producto interno[1]) Por

la norma de un espacio con producto interno, se entiende la funcional defi-

nida por ‖x‖ =
√
〈x, x〉

�

Definición 6 (Espacio normado completo[1]) Un espacio normado E

es completo si toda sucesión de Cauchy converge a un elemento de E.

�

Definición 7 (Vectores ortogonales[2]) Dos vectores x, y en una espa-

cio con producto interno se llaman ortogonales (x ⊥ y) si 〈x, y〉 = 0

�

43



Definición 8 (Espacio de Hilbert[2]) Un espacio completo con produc-

to interno se llama Espacio de Hilbert.

�

Ejemplo 4 ([2]) CN , l2 y L2(R) son espacios de Hilbert.

�

Definición 9 (Sistema ortogonal[1]) Una familia S de vectores no nu-

los en un espacio con producto interno E es un sistema ortogonal si x ⊥ y

para todo par de elementos distintos en S. Si además ‖x‖ = 1 ∀x ∈ S,

entonces S es llamado un sistema ortonormal.

�

Definición 10 (Secuencia ortonormal completa[1]) Una secuencia de

elementos de un sistema ortonormal (xn) en un espacio con producto in-

terno E es completo si para todo x ∈ E se tiene

x =
∞∑
n=1

〈x, xn〉xn. (2-1)

�

Como esta representación es única, a la expresión (2-1) también se le

llama descomposición ortonormal

Teorema 1 (Relación de Parseval[1]) Una secuencia ortonormal (xn)

en espacio de Hilbert H es completa si y sólo si

‖x‖2 =

∞∑
n=1

|〈x, xn〉|2 (2-2)
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Definición 11 (Espacios separables[1]) Un espacio de Hilbert se dice

separable si contiene una secuencia ortonormal completa.

�

Ejemplo 5 ([2]) Los espacios L2(R) y l2 son separables.

�

Teorema 2 ([2]) Todo conjunto ortogonal en un espacio de Hilbert sepa-

rable es a lo más numerable.

2.2. Análisis tiempo-frecuencia

Joseph Fourier aseveró en 1807 que toda función f(x) con periodo 2π

(T = 2π) se puede escribir como la suma

Definición 12 (Serie de Fourier)

f(x) =

∞∑
n=−∞

ane
inx, (2-3)

donde los coeficientes

an =
1

2π

∫ π

−π
f(ξ)e−inξdξ. (2-4)

�

Es decir, cualquier función periódica puede escribirse como una suma infi-

nita de exponenciales complejas moduladas. Utilizando la famosa fórmula

de Euler1, toda función periódica se puede escribir como una combinación

1eix = cosx+ i sinx
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lineal infinita de senos y cosenos. Más adelante se dirá lo mismo de manera

equivalente, i.e. el conjunto de funciones {einx}, n ∈ N forman una base

ortogonal del espacio de funciones L2(−π, π):

∫ π

−π
eijxeikxdx = 〈eijx, eikx〉 = πδj,k (2-5)

Los coeficientes an se pueden escribir usando el producto interno

an =
1

π
〈einx, f(x)〉 (2-6)

así, la función f(x) queda representada por el desarrollo ortogonal con res-

pecto a la base {einx}. Una extensión natural de las series de Fourier es

tomar el límite cuando T →∞, de tal manera que

f(x) =
1

2π

∫
R
f̂(ω)eiωtdω (2-7)

donde
f̂(ω) =

∫
R
f(x)e−iωxdx

= 〈f(x), eiωt〉
(2-8)

es la transformada de Fourier de f(x).

En general, la transformada de Fourier de una señal en el tiempo no es

una función compleja
(
f̂(ω) = |f̂(ω)|eiϕ(ω)

)
en el dominio de la frecuencia.

El cuadrado del módulo de f̂(ω) se llama espectro de potencia pues está

asociado con la energía presente en cada componente de frecuencia de f(x).

Una de las principales razones para el descubrimiento de los wavelets y

de la transformada wavelet reside en la naturaleza local de la transformada

de Fourier. Por este motivo, y a diferencia de los Wavelets, la transformada
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Figura 2-1: (a) Una función senoidal que dobla su periodo 4 veces en el intervalo. (b)
Espectro de potencia de la función anterior, se muestran dos picos por cada frecuencia
presente en la señal.

de Fourier no puede utilizarse para efectuar análisis tiempo-frecuencia. El

concepto de wavelet comenzó a aparecer en la literatura desde 1980.

El plano tiempo-frecuencia se puede entender de la misma manera que

un pentagrama para un músico. Las notas se escriben en dos ejes, el tiempo

y la escala o frecuencia. El tipo de análisis que se busca es similar a escribir

las notas musicales en el pentagrama al tiempo que escuchamos la melodía,

en ese sentido es un problema inverso.
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Figura 2-2: Ejemplo del plano tiempo-frecuencia con notas musicales, el eje horizontal
modula el tiempo, el eje vertical la frecuencia.

2.3. Ondeletas, Wavelets u Ondelettes

Las señales contienen una gran cantidad de datos, la información re-

levante es, a menudo, cómo encontrar una aguja en un pajar. El procesa-

miento de señales es más rápido y simple cuando se usan representaciones

compactas, donde unos pocos coeficientes revelan la información que se bus-

ca. Tales representaciones se pueden construir descomponiendo las señales

en un conjunto elemental de formas, elegidas de una familia llamada dic-

cionario. La búsqueda de una representación compacta ideal para todos los

tipos de señales y análisis es una labor imposible. El descubrimiento de ba-

ses ortogonales de Wavelets y diccionarios para análisis tiempo-frecuencia

local, ha abierto la puerta a una jungla de nuevas transformaciones. [13]

Una base ortogonal es un diccionario de tamaño mínimo que puede ge-

nerar una representación compacta si se diseña para concentrar la energía

de una señal en un conjunto de vectores. Esto provee una descripción geo-

métrica de una señal. [13]

En palabras naturales, un diccionario más rico ayuda a construir ora-

ciones más cortas y más precisas.[13]
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Definición 13 (Wavelet,[1]) Entendemos por wavelet una función ψ ∈

L2(R) que satisface la condición de admisibilidad

∫
R

|ψ̂(ω)|2

|ω|
dω <∞ (2-9)

donde ψ̂ es la transformada de Fourier de ψ, dada por,

ψ̂(ω) =
1√
2π

∫
R
e−iωxψ(x)dx. (2-10)

�

MexicanHatWavelet MorletWavelet DGaussianWavelet

MeyerWavelet GaborWavelet PaulWavelet

Figura 2-3: Ejemplos de distintos Wavelets usados en CWT. En azul la <(ψ) y en rojo
=(ψ)

2.3.1. CWT: Tranformada Wavelet Continua

Definición 14 (Transformación integral,[1]) Una transformación inte-

gral es un operador T en un espacio de funciones en algún dominio Ω ⊂ RN

definido por

(Tf)(y) =

∫
Ω
K(x, y)f(x)dx (2-11)

�
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Las propiedades de la transformación integral dependen de la funciónK,

que es llamada el kernel2 de la transformación. Por ejemplo, en el caso de la

transformada de Fourier K(x, y) = eixy. Nótese que y puede interpretarse

como un factor de escalamiento. Se puede tomar la familia uniparamétrica

de exponenciales ϕα(x) = eiαx, ∀α ∈ R. [1]

La transformada continua Wavelet (CWT) es similar a la transformada

de Fourier, en el sentido de que está basada en una única función ψ y en

los escalamientos de ψ, aunque también se toman traslaciones de ψ gene-

rando una familia biparamétrica de funciones ψa,b. Entonces se define la

transformada continua Wavelet por[13]:

Definición 15 (Transformada continua Wavelet,[1]) Sea ψ ∈ L2(R)

y para a, b ∈ R con a 6= 0,

ψa,b = |a|−1/2ψ

(
x− b
a

)
(2-12)

La transformación integral Wψ definida en L2(R) por

(Wψf)(a, b) =

∫
R
f(t)ψa,b(t)dt

= |a|−1/2

∫
R
f(t)ψ

(
t− b
a

)
dt = 〈f, ψa,b〉

(2-13)

es llamada la transformada Wavelet continua

�

La transformada Wavelet3 continua consiste en una familia de transforma-

das obtenidas de esta manera. Las propiedades particulares de cada trans-
2núcleo
3El grupo de transformaciones definido por la expresión 2-12 es isomorfo al grupo

ax+ b [1]
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formada dependerán de la elección de la función ψ. Una de las principales

propiedades consiste en la capacidad de reconstruir la función original a par-

tir de la función transformada. La función ψ es llamada la Wavelet madre.

El parámetro b se interpreta como la traslación temporal y el parámetro a

como el factor de escalamiento.[1]
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Figura 2-4: (a) Una función en el tiempo con diferentes componentes de frecuencia. (b)
Escalograma de la CWT que muestra la cantidad de energía presente en cada componente
de la CWT, El parámetro b se relaciona con la traslación temporal y el parámetro a con la
escala. En este ejemplo se muestra que, para cada sección de la señal en el tiempo, se tiene
un conjunto de intensidades bien localizado en la escala, i.e. la frecuencia se relaciona con
la escala, a menor escala mayor frecuencia y viceversa. Las discontinuidades de frecuencia
entre cada sección se propagan en las diferentes escalas.
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Teorema 3 (Relación de Parseval,[2]) Sea ψ ∈ L2(R) que satisface

Cψ = 2π

∫
R

|ψ̂(ω)|2

|ω|
dω <∞ (2-14)

Entonces, para cualquier f, g ∈ L2(R), tenemos

∫
R2

(Wψf)(a, b)(Wψg)(a, b)
db da

a2
= Cψ〈f, g〉 (2-15)

�

El teorema anterior muestra que, salvo un factor Cψ, la transformada Wa-

velet es una isometría de L2(R) a L2(R). También muestra que la energía4

se conserva al realizar la transformación.[2]

Teorema 4 (Fórmula de inversión,[2]) Si f ∈ L2(R), entonces

f(x) =
1

Cψ

∫
R

(Wψf)(a, b)ψa,b(x)
db da

a2
, (2-16)

donde la igualdad se tiene casi en todas partes.

�

Para que un Wavelet se pueda usar como función de análisis, la wavelet

madre debe tener algunas propiedades. Una de ellas es satisfacer la con-

dición de admisibilidad (2-9), que garantiza la existencia de la fórmula de

inversión en la CWT. Si ψ ∈ L1(R), entonces su transformada de Fourier ψ̂

es continua. Si ψ̂ es continua, entonces Cψ sólo puede ser finita si ψ̂(0) = 0,

o equivalentemente
∫
R ψ(t)dt = 0. Esto quiere decir que ψ debe ser una

4En procesamiento de señales, la energía E de una señal en el tiempo f(t) está definida
por E = 〈f(t), f(t)〉
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función oscilatoria con promedio cero. La condición de admisibilidad (2-9)

también impone una restricción en el ritmo de decaimiento de |ψ̂(ω)|2. Una

propiedad deseable de un wavelet es la localización. Se requiere que ψ esté

bien localizada en tiempo y en frecuencia. En otras palabras ψ y sus deri-

vadas deben decaer rápidamente[2]. Para lograr localización en frecuencia

ψ̂(ω) debe decaer suficientemente rápido a medida que ω →∞ y ψ̂(ω) debe

ser plana en la vecindad de ω = 0. La llanura en ω = 0 está asociada con el

número de momentos de decaimiento de ψ. El k-ésimo momento de ψ está

definido por[1]:

mk =

∫
R
tkψ(t)dt. (2-17)

Se dice que un wavelet tiene n momentos de decaimiento si

∫
R
tkψ(t)dt = 0 con k = 0, 1, . . . n. (2-18)

O equivalentemente,

[
dkψ̂(ω)

dωk

]
ω=0

= 0 con k = 0, 1, . . . , n. (2-19)

Wavelets con un mayor número de momentos de decaimiento resultan

en menor inclinación cuando ω es pequeña.

La suavidad y localización de un wavelet ψ junto con la condición de

admisibilidad (2-9) implican que [1]:

1. Los wavelets son filtros pasa bandas; i.e. su respuesta en frecuencia

decae suficientemente rápido cuando ω →∞ y es cero cuando ω → 0.

2. ψ(t) es la respuesta al escalón unitario que, de nuevo, decae rápida-
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mente a medida que t aumenta.

A continuación se citan algunas propiedades de la transformadaWavelet.

Teorema 5 (Propiedades de la CWT,[1, 2])

Sea ψ y ϕ wavelets y sea f, g ∈ L2(R).

1. (Linealidad) 〈ψa,b, αf + βg〉 = α〈ψa,b, f〉+ β〈ψa,b, g〉 ∀α, β ∈ C,

2. (Traslación 1) 〈ψa,b, Tcf〉 = 〈ψa,b−c, f〉 donde Tc es el operador de

traslación definido por Tcf(t) = f(t− c)

3. (Dilatación 1) 〈ψa,b, Dcf〉 = 1√
c
〈ψa

c
, b
c
, f〉 con c > 0 y Dc el operador

de dilatación, definido por Dcf(t) = 1
cf( tc),

4. (Yuxtapoinversión) 〈ψa,b, ϕ〉 = 〈ϕ 1
a
,− b

a
, ψ〉, con a 6= 0,

5. (Bilinealidad) 〈αψa,b + βϕa,b, f〉 = ᾱ〈ψa,b, f〉+ β̄〈ϕa,b, f〉 ∀α, β ∈ C,

6. (Paridad) 〈Pψa,b, Pf〉 = 〈ψa,−b, f〉, donde P es el operador de pari-

dad, definido por Pf(t) = f(−t),

7. (Traslación 2) 〈Tcψa,b, f〉 = 〈ψa,b+ca, f〉,

8. (Dilatación 2) 〈Dcψa,b, f〉 = 1√
c
〈ψac,b, f〉 con c > 0

�

2.3.2. DWT: Transformada Wavelet Discreta

Mientras la transformada Wavelet continua es comparable con la trans-

formada de Fourier, la transformada Wavelet discreta es comparable con

las series de Fourier. Debido a que la CWT es una representación bipara-

métrica de una función, la discretización se realiza en dos variables [14].
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Una representación de una función en dos parámetros continuos a, b puede

convertirse en una discreta si se asume que a y b solo toman valores enteros.

[1]

Resulta más conveniente realizar la discretización de la siguiente manera:

ψm,n(x) = a
−m/2
0 ψ(a−m0 x− nb0), (2-20)

con a0, b0 > 0 fijos y m,n ∈ Z. Entonces los coeficientes discretos wavelet

de f ∈ L2(R) se calculan con los números 〈f, ψm,n〉 donde m,n ∈ Z.[14, 1]

La pregunta fundamental reside en si es posible reconstruir completamente

f a partir de sus coeficientes discretos wavelet, definidos por

〈f, ψm,n〉 =

∫
R
f(t)ψm,n(t)dt

= a
−m

2
0

∫
R
f(t)ψ

(
a−m0 t− nb0

)
dt,

(2-21)

donde tanto f como ψ son continuas. ψ∞(t) = ψ(t). Debe notarse que la

transformada discreta (2-21) también puede obtenerse de su correspondien-

te versión continua discretizando los parámetros a = am0 y b = nb0a
m
0 con

m,n ∈ Z. La transformada wavelet discreta (DWT) representa una fun-

ción por un conjunto numerable de coeficientes wavelet, que corresponden

a puntos en una malla de dos dimensiones, o puntos discretos en el plano

tiempo-escala indexados por m,n (figura 2-5). Si el conjunto {ψm,n(t)} de-

finido en la expresión (2 − 20) es completo en L2(R) para alguna elección

de ψ, a y b, entonces el conjunto es llamado un wavelet afin. Entonces se

puede expresar cualquier f(t) ∈ L2(R) como la superposición

f(t) =

∞∑
m,n=−∞

〈f, ψm,n〉ψm,n(t). (2-22)
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Figura 2-5: a) La misma función que en la figura 2-4. con diferentes componentes en
frecuencia. b)Escalograma de la transformada discreta wavelet (DWT) de a), nótese su
similitud con la CWT de la figura 2-4, en este caso ψm,n = DaubechiesWavelet de orden
2. c) Gráfica de los coeficientes Wavelet, nótese que en cada escala se puede rescatar una
componente en frecuencia diferente.

Tales conjuntos completos son llamados marcos5. Aún no se trata de

bases6. Los marcos no satisfacen el teorema de Parseval, y la expansión en

5frames
6A pesar de tratarse de conjuntos totales (diccionarios) no se trata de conjuntos

ortogonales totales (diccionarios compactos).
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términos de marcos no es única. De hecho, se puede demostrar que

A ‖f‖2 ≤
∞∑

m,n=−∞
|〈f, ψm,n〉|2 ≤ B ‖f‖2 , (2-23)

donde A y B son constantes. El conjunto {ψm,n(t)} constituye un marco si

ψ(t) satisface la condición de admisibilidad (2-9) y 0 < A < B <∞.

Con fines de eficiencia computacional, comúnmente se usa a0 = 2 y

b0 = 1 que resulta en la dilatación binaria 2−m y en la traslación diádica

b = n2m.

De esta manera una malla de muestreo práctica es a = 2m y b = n2m

en la expresión (2-20) de tal manera que:

ψm,n(t) = 2−
m
2 ψ
(
2−mt− n

)
(2-24)

La respuesta a la pregunta fundamental antes planteada es positiva si

los wavelets forman un sistema completo en L2(R). El problema se reduce

a que exista otra función g ∈ L2(R) tal que

〈f, ψm,n〉 = 〈g, ψm,n〉 ∀ m,n ∈ Z (2-25)

y que esto implique f = g.

En la práctica, se desea más que eso: se desea que 〈f, ψm,n〉 y 〈g, ψm,n〉

se encuentren cerca si f y g están cerca. Esto se garantiza si existe B > 0

independiente de f tal que

∞∑
m,n=−∞

|〈f, ψm,n〉|2 ≤ B ‖f‖2 . (2-26)
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Similarmente, se quiere que f y g estén cerca si 〈f, ψm,n〉 y 〈g, ψm,n〉

están cerca. Esto resulta importante pues se desea asegurar que al despreciar

algunos términos en la representación de f en términos de 〈f, ψm,n〉, la

función reconstruida no difiera mucho de f . La representación tendrá esta

propiedad si existe A > 0 independiente de f tal que

A ‖f‖2 ≤
∑

m,n=−∞
|〈f, ψm,n〉|2. (2-27)

Definición 16 (Marcos[1]) Una secuencia {ϕ1, ϕ2, . . . } en un espacio de

Hilbert H se llama un marco si existe A,B > 0 tales que

A ‖f‖2 ≤
∞∑
n=1

|〈f, ϕn〉|2 ≤ B ‖f‖2 (2-28)

∀ f ∈ H. Las constantes A y B se llaman límites del marco. Si A = B

entonces el marco se dice apretado.

�

El siguiente teorema da condiciones suficientes y generales para que una

secuencia {ψm,n} constituya un marco en L2(R).

Teorema 6 ([1]) Si ψ y a0 son tales que

1. ı́nf1≤|ω|≤a0
∑∞

m=−∞ |ψ̂ (am0 ω) |2 > 0,

2. sup1≤|ω|≤a0
∑∞

m=−∞ |ψ̂ (am0 ω) |2 ≥ 0

3. supω∈R
∑∞

m=−∞ |ψ̂ (am0 ω) ||ψ̂ (am0 ω + x) | ≤ C (1 + |x|)−(1+ε)

para algún ε > 0 y una constante C, entonces existe b̃ tal que ψm,n forman

un marco en L2(R) para cualquier b0 ∈
(

0, b̃
)
.
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El mayor problema consiste en reconstruir f con 〈f, ψm,n〉 y representar

f en términos de ψm,n. Para un sistema ortogonal completo {ϕn}, ambas

preguntas se responden por la igualdad [1]

f =
∞∑
n=1

〈f, ϕm,n〉ϕn. (2-29)

Se verá que el problema es más complicado pues no se cuenta con ortogo-

nalidad en estos marcos.

Definición 17 (Operador marco[2]) Sea (ϕ1, ϕ2, . . . ) un marco en un

espacio de Hilbert H. El operador F de H a l2 definido por

F (f) = (〈f, ϕn〉) (2-30)

es llamado el operador marco.

�

Lema 1 Sea F un operador marco. Entonces F es un operador acotado,

lineal e invertible. Su inversa F−1 también es un operador acotado.

Considerese el operador adjunto F ∗ del operador de marco F asociado

con un marco (ϕn). Para todo (cn) ∈ l2, se tiene

〈F ∗(cn), f〉 = 〈(cn), Ff〉 =

∞∑
n=1

cn〈ϕn, f〉 =

〈 ∞∑
n=1

cnϕn, f

〉
. (2-31)

Entonces, el operador adjunto al operador marco tiene la forma

F ∗(cn) =

∞∑
n=1

cnϕn. (2-32)
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Nótese que debido a que

∞∑
n=1

|〈f, ϕn〉|2 = ‖Ff‖2 = 〈F ∗Ff, f〉, (2-33)

la condición (2-28) puede expresarse como

AI ≤ F ∗F ≤ BI. (2-34)

Teorema 7 ([2]) Sea (ϕ1, ϕ2, . . . ) un marco con límites A y B y sea F el

operador marco asociado. Se define

ϕ̃n = (F ∗F )−1 ϕn. (2-35)

Entonces (ϕ̃n) es un marco con límites 1
A y 1

B y la secuencia (ϕ̃n) se

llama el marco dual.

Lema 2 Sea F el operador marco asociado al marco (ϕ1, ϕ2, . . . ), y sea F̃

el operador marco asociado al marco dual (ϕ̃1, ϕ̃2, . . . ). Entonces

F̃ ∗F = I = F ∗F̃ . (2-36)

Ahora es el momento para enunciar el teorema que resuelve las preguntas

sobre la reconstrucción de f a partir de (〈f, ϕn〉).

Teorema 8 ([2]) Sea (ϕ1, ϕ2, . . . ) un marco en un espacio de Hilbert H y

sea (ϕ̃1, ϕ̃2, . . . ) el marco dual. Entonces

f =

∞∑
n=1

〈f, ϕn〉ϕ̃n, (2-37)
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y

f =
∞∑
n=1

〈f, ϕ̃n〉ϕn, (2-38)

para toda f ∈ H.

2.4. MRA: Análisis Multiresolucional

Algunas dificultades surgen cuando se trata con los llamados marcos7,

debido a la falta de ortogonalidad. Si se cuenta con ortogonalidad, i.e.,

〈ψk,l, ψm,n = 0〉 siempre que (k, l) 6= (m,n), entonces la reconstrucción de f

a partir de 〈f, ψm,n〉 es mucho más simple: f =
∑∞

m,n=−∞〈f, ψm,n〉ψm,n. Un

método para construir bases ortogonales de wavelets es el llamado análisis

multiresolucional, en esta construcción se toma a0 = 2 y b0 = 1. Consecuen-

temente, [2]

ϕm,n(x) = 2−
m
2 ϕ
(
2−mx− n

)
. (2-39)

Definición 18 (Análisis multiresolucional,[2]) Por análisis multireso-

lucional (MRA) se entiende una secuencia (. . . , V−2, V−1, V0, V1, V2, . . . ) en

una espacio de funciones definido en R tal que las siguientes condiciones se

satisfagan:

1. Vn es un subespacio cerrado en L2(R)

2. Vn+1 ⊂ Vn ∀n ∈ Z

3.
⋃∞
n=−∞ Vn es densa en L2(R)

4.
⋂∞
n=−∞ Vn = {0}

5. f ∈ Vn si y sólo si f(2n) ∈ V0, ∀ n ∈ Z
7frames
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6. Existe ϕ ∈ V0 tal que {ϕ0,k : k ∈ Z} es una base ortonormal de V0.

A la función ϕ se le conoce como la función de escalamiento o Wavelet

padre.

�

La idea fundamental del análisis multiresolucional es representar la fun-

ción como un límite de aproximaciones sucesivas, donde cada una es una

versión más suave de la función original. Estas aproximaciones correspon-

den a diferentes resoluciones o escalas. El MRA es una construcción formal

de bases ortogonales de wavelets. En las aplicaciones, es un marco mate-

mático efectivo para la descomposición jerárquica de una señal o imagen en

sus diferentes componentes a diferentes escalas. El espacio Vn corresponde

con cada una de esas escalas.[2]

Los espacios en MRA forman la escalera

· · · ⊃ V−2 ⊃ V−1 ⊃ V0 ⊃ V1 ⊃ V2 ⊃ · · · (2-40)

Si cualquiera de los espacios Vn es dado, entonces cualquier otro espacio

Vm es conocido pues,

Vm = {f(2m−n) : f ∈ Vn}. (2-41)

En la mayoría de las aplicaciones basta con encontrar V0 y usar la ex-

presión (2-41). El MRA está completamente determinado por ϕ, pues dado

ϕ se define

V0 =

{ ∞∑
k=−∞

ckϕ0 : (ck) ∈ l2(Z)

}
(2-42)
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Sin embargo el primer problema es encontrar un conjunto {ϕ} que sea or-

togonal. El siguiente teorema ayuda en esta tarea

Teorema 9 Para cualquier ϕ ∈ L2(R), las siguientes dos condiciones son

equivalentes:

1. El sistema {ϕ0,k : k ∈ Z} es ortogonal

2.
∑∞

m=−∞ |ϕ̂(ω + 2mπ)|2 = 1/2π casi en todas partes.

Sea (Vn) un MRA, para todo n ∈ Z, se define Wn como el complemento

ortogonal de Vn en Vn−1, entonces se tiene que

Vn−1 = Vn ⊕Wn; y Wn⊥Wm (2-43)

si m 6= n

Entonces gracias a la relación recursiva (2-43), (figura 2-6), se tiene,

Vn = Vn+1 ⊕Wn+1

= Vn+2 ⊕Wn+2 ⊕Wn+1

= Vn+3 ⊕Wn+3 ⊕Wn+2 ⊕Wn+1

= · · · ,

(2-44)

Entonces para todo N > n se tiene

Vn = VN ⊕

(
N−n−1⊕
k=0

WN−k

)
(2-45)

y se puede escribir [2]

L2(R) =

∞⊕
n=−∞

Wn (2-46)
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Figura 2-6: Desdoblamiento de los espacios de un MRA, por la relación (2-44). Esto es
una descomposición jerarquizada de espacios mutuamente ajenos. [14]

Así se ha construido una descomposición de L2(R) en subespacios mutua-

mente ortogonales. Y además, para todo n ∈ Z,

f ∈Wn si y solo si f(2n) ∈W0 (2-47)

Esta es una propiedad muy deseable, pues si {θk : k ∈ Z} es una base

ortonormal de W0, entonces la versión escalada {ϕk(2n) : k ∈ Z} es una

base ortonormal de Wn, para todo n ∈ Z. Entonces, la unión de todas las

bases {ϕk(2n) : k ∈ Z} , es una base ortonormal de L2(R).

La propiedad antes descrita, reduce el problema a encontrar una base

ortonormal para W0. Pero podemos encontrar una función ψ tal que sus

traslaciones {ψ0,n : n ∈ Z} constituyan una base ortonormal de W0. Al en-

contrarla se tiene que el sistema {ψm,n : m,n ∈ Z}, es una base ortonormal
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de L2(R). Esta será una base ortonormal de Wavelets, resulta que existe

ψ para todo MRA. Existe un algoritmo para generar ψ dado un MRA, ψ

normalmente se llama wavelet madre.[2]

Teorema 10 ([2]) Sea (Vn), n ∈ Z un MRA con el wavelet padre ϕ. En-

tonces la función

ψ(x) =
√

2

∞∑
n=−∞

(−1)n−1h−n−1ϕ(2x− n) (2-48)

donde

hn =
√

2

∫
R
ϕ(x)ϕ̂(2x− n) dx, (2-49)

es un wavelet madre, i.e., el sistema {ψm,n : m,n ∈ Z} es una base orto-

normal de L2(R)

La ecuación (2-48) relaciona al wavelet madre con el wavelet padre como

una combinación lineal, una es base de la otra y viceversa.

El lector podrá encontrar estas ideas a detalle en las referencias [1, 2, 3,

14, 15, 13, 16]
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Capítulo 3

Modelado de una burbuja

The bubble winked at me, and said,
’You’ll miss me brother, when you’re dead.’

— Oliver Herford- Toast. The bubble Winked

Una burbuja es un objeto interesante, no puede existir en una única

fase de la materia. No es un gas ni un líquido, ni sólido ni plasma. Se

necesitan al menos dos fases de la materia para que pueda existir. Consi-

dérese una burbuja como un volumen de gas rodeado por un líquido. En la

mayoría de los casos las burbujas se muestran de una forma esférica debido

a la tensión superficial y flotan en el líquido debido a las muchas fuerzas a

las que está sujeta. [17]

Una burbuja en un líquido puede entenderse como un sistema oscilatorio.

Para una burbuja esférica, las variables espaciales se pueden condensar en

una sola función, R(t), i.e. el radio como función del tiempo. [17]

Existen al menos cuatro ecuaciones para modelar oscilaciones en una

burbuja debidas a variaciones en la presión externa como función del tiempo.

Estos modelos se comentan a continuación. [17]
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Figura 3-1: Parámetros considerados para el modelado de la burbuja: El radio inicial
Rn, el radio como función del tiempo R(t), la presión externa en el líquido pe, la presión
dentro de la burbuja pi, el exponente politrópico del gas en la burbuja κ, y ρ, µ y σ, la
densidad, la viscocidad dinámica y la tensión superficial del líquido respectivamente. [17]

El modelo básico descrito por Lord Rayleigh tiene como ecuación de

evolución:

Modelo 1 (Rayleigh,[17])

ρRR̈+
3

2
ρṘ2 = pi − pe, (3-1)

donde los puntos por encima de las variables indican derivada con respecto

al tiempo. La diferencia de presión pi−pe genera el movimiento de la pared

de la burbuja. Cuando se considera que la burbuja está llena de gas y vapor,

y cuando se toma en cuenta la tensión superficial σ, la viscosidad del líquido

µ y un campo de presión p(t). Entonces el modelo 1 toma la forma:
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Modelo 2 (Rayleigh-Plesset [17])

ρRR̈+
3

2
ρṘ2 = pgn

(
Rn
R

)3κ

+ pv − pstat −
2σ

R
− 4µ

R
Ṙ− p(t) (3-2)

donde

pgn =
2σ

Rn
+ pstat − pv, (3-3)

es la presión dentro de la burbuja en reposo, pstat es la presión estática y pv

la presión de vapor. p(t) es la presión externa

Otro modelo más avanzado, que considera la radiación sonora al líquido

proveniente de la burbuja oscilante, es el modelo de Gilmore. [17, 18, 19,

20, 21]

Modelo 3 (Gilmore [17])

(
1− Ṙ

C

)
RR̈+

3

2

(
1− Ṙ

3C

)
Ṙ2 =

(
1 +

Ṙ

C

)
H +

Ṙ

C

(
1− Ṙ

C

)
R

dH

dR
,

(3-4)

donde

H =

∫ pr=R

pr→∞

dp(ρ)

ρ
(3-5)

p(ρ) = A

(
ρ

ρ0

)nT
−B (3-6)

p(r=R) =

(
pstat +

2σ

Rn

)(
R3
n − bR3

n

R3 − bR3
n

)κ
− 2σ

R
− 4µ

R
Ṙ, (3-7)

pr→∞ = pstat + p(t) (3-8)

C =
√
c2

0 + (nT − 1)H (3-9)
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Los parámetros adicionales en este modelo son: la velocidad del sonido en

el medio c0, la velocidad del sonido en la pared de la burbuja C, la entalpía

H, los parámetros de la ecuación de estado A,B, nT y b de la ecuación de

Van der Waals.

Un modelo que incorpora la emisión sónica de la burbuja como si fuera

la membrana de un tambor esférico es el siguiente

Modelo 4 (Keller-Miksis [17])

(1− Ṙ

c
)RR̈+

3

2
Ṙ2

(
1− Ṙ

3c

)
=

(
1 +

Ṙ

c

)
p1

ρ
+
R

ρc

dp1

dt
(3-10)

con

p1(t) =

(
pstat +

2σ

Rn

)(
Rn
R

)3κ

− pstat −
2σ

R
− 4µ

R
Ṙ− p(t), (3-11)

Cuando se desea investigar los efectos de sonoluminicencia y de cavitación

con una fuente sonora periódica es conveniente tomar p(t) = −pa sin 2πνat

como la presión externa aplicada. [17]

Con los parámetros:

pv 2.33 kPa σ 0.0725Nm

pstat 100 kPa κ 1.67

µ 0.001 Pa c 1500ms

ρ 998 kg
m Rn 125µm

El radio inicial, Rn, cubre un rango desde los nanometros (nanoburbu-

jas, microburbujas) hasta los milímetros, y puede llegar a valores grandes

para modelar explosiones submarinas. La frecuencia νa, normalmente to-
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ma valores de los hertz a los megahertz, aunque se puede extender a los

gigahertz. La amplitud de la onda pa, puede variar entre cero (ausencia de

campo de sonido) hasta los megapascales.

Los modelos aquí descritos consisten en ecuaciones diferenciales ordi-

narias de segundo orden. Pueden verse como osciladores no lineales. La

ecuación del movimiento se puede resolver para diferentes condiciones ini-

ciales, para el radio y la velocidad de la pared de la burbuja. El parámetro

de mayor interés es el radio de la burbuja en reposo Rn y la amplitud del

campo de presión aplicado sobre la burbuja. Los otros parámetros están

conectados con las propiedades del líquido fuera de la burbuja y con el gas

dentro de ella.

Figura 3-2: Ejemplos de oscilaciones no lineales de una burbuja de aire en agua. a)
Oscilaciones debidas a un campo periódico de presión (Modelo 3). El periodo de oscilación
es igual al del campo aplicado. Se muestra el estado estacionario de una burbuja con un
radio inicial de Rn = 120 µm sujeta a un campo de presión periódico con νa = 20 kHz
y una amplitud de pa = 70 kPa. La condición inicial es la de la burbuja en reposo.
b)Estado estacionario de una burbuja pequeña con el modelo 3. El radio de la burbuja
en reposo Rn = 5 µm, la frecuencia del campo de presión es νa = 20 kHz y la amplitud
del campo aplicado 130 kPa. [17]

Como puede verse en la figura (3-3) la respuesta de la burbuja, en parti-

cular su radio máximo, no es lineal con la presión aplicada. La figura (3-2)

muestra la respuesta de la burbuja a diferentes amplitudes de campo apli-

cado. Además del periodo en estado estacionario, siendo igual al periodo
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Figura 3-3: Exploración del espacio de parámetros en pa la amplitud del campo de
presión aplicado utilizando el modelo 3. El radio inicial de la burbuja es Rn = 7 µm, la
frecuencia del campo es νa = 25 kHz, variando pa desde 0.7 a 1.7 bar (1 bar=100 kPa).
[17]

de excitación, oscilaciones subarmónicas pueden ocurrir después de algunos

ciclos del campo aplicado. El periodo de una burbuja excitada senoidalmen-

te puede irse a infinito, esto constituye una oscilación caótica determinista.

Resulta interesante investigar cómo una oscilación caótica se puede obtener

de una fuerza oscilatoria determinista. Esta pregunta reside en la teoría de

sistemas dinámicos [17]. Podemos definir las ecuaciones de evolución

ẋ = f(x; p), x ∈Mm, p ∈ Rk, m, l ≥ 1 (3-12)

donde el vector de estados x de m variables dependientes en el espacio de

estadosMm. El espacio de parámetros está dado por el vector k dimensio-

nal p en el espacio Rk. Es estado del sistema es un punto x en el espacio
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de estados y su evolución en el tiempo es una trayectoria en dicho esta-

do. Así una oscilación corresponde a una curva cerrada en el espacio Mk.

Los modelos antes descritos deben reformularse como sistemas autónomos

de primer orden. Por ejemplo para el modelo 4 con un campo de presión

periódico se tiene [17]

Ṙ = U

U̇ =

[
−U

2

2

(
3− U

c

)
+

(
1 + (1− 3κ)

U

c

)
×
(
pstat − pv

ρ
+

2σ

ρRn

)(
Rn
R

)3κ

− 2σ

ρR
− 4µ

ρ

U

R
−
(

1 +
U

c

)
pstat − pv + pa sin 2πθ

ρ
−R2πνpa

ρc
cos 2πθ

]
/[(

1− U

c

)
R+

4µ

ρc

]
,

θ̇ = νa

(3-13)

El espacio de estados M3 es un toroide siendo M3 = R+ × R × S1,

debido a que el radio siempre es positivo, la velocidad Ṙ = U tiene el

rango −∞ < Ṙ < +∞, y la tercera variable es debida al forzamiento

periódico que representa un S1. Esta es una topología muy conveniente para

un espacio de estados, pues el plano R+ × R a fase constante, puede ser

determinado por un mapeo de Poincaré global que lleva todos los puntos del

plano a sí mismo utilizando la ecuación de Keller-Miksis como ecuación de

evolución. En la figura (3-4) se muestra una sección del mapeo de Poincaré,

graficando el radio y la velocidad de la pared de la burbuja a una fase

específica (θ = const.) del forzamiento. El conjunto de puntos (Rp, Up) o

normalizando (Rp/Rn, Up) es una imagen condensada de las oscilaciones

caóticas de la burbuja. El atractor muestra una estructura fractal.
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Figura 3-4: Atractor extraño en el plano (U ,Rp/Rn) a fase constante para una burbuja
con radio inicial Rn = 10 µm sujeta a un campo de presión amplitud de pa = 300 kPa
y una frecuencia νa = 600 kHz. a) Vista total el atractor. b) Acercamiento de la caja en
a) que muestra la estructura fractal del atractor. [17]

Se puede demostrar que este comportamiento caótico es debido a do-

blamiento de periodo y que el sistema exhibe bifurcación con respecto al

radio inicial y a la frecuencia de forzamiento. La figura (3-5) muestra una

secuencia completa al caos por doblamiento de periodo. [17]

Mientras el exponente de Lyapunov máximo se torna positivo y diver-

ge, el número de rotación se acumula alrededor de un punto siguiendo la

ecuación dinámica

ωk = w∞ +
(−1)k

3m02k
(3-14)

con ω∞ = 1/3, m0 = 2 y ω0 = 1/2.
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Figura 3-5: a) Diagrama de bifurcación por frecuencia (modelo 4) mostrando una cas-
cada completa de doblamiento de periodo al caos. b) Exponente de Lyapunov máximo
asociado λmax. c) Número de rotación asociado [17]
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Parte II

Sección experimental
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Capítulo 4

Materiales y métodos

Physics is too difficult for physicists! — David Hilbert

4.1. Videograbaciones de alta velocidad

El objetivo de este trabajo fue obtener evidencia fotográfica de la acción

de las ondas de choque (monopulso y tándem) sobre una burbuja

macroscópica. Tratándose de un fenómeno con una duración temporal muy

pequeña1 fue necesario un montaje que incluyera una videocámara de alta

velocidad. Las condiciones de iluminación, parte de ese montaje, permitieron

contar con imágenes de la sombra de la burbuja.

Una de las características más robustas del montaje reside en la sincroni-

zación del disparo de la videocámara con el GMOCH. Para este propósito se

elaboró un circuito de sincronía. Otro elemento muy importante consistió en

la generación de burbujas de tamaño reproducible y volumen micrométrico.

1cientos de microsegundos
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Para tal fin se contruyó un dispositivo especial.

A continuación se muestra un diagrama del montaje dispuesto.

4.1.1. Montaje

El montaje general se muestra en la figura 4-1

Generador Multifuncional de 
Ondas de Choque

Cámara

Driver 
TTL

PC

160cm

BNC

TTL

USB

5
0

0
W

Figura 4-1: Esquema general del montaje necesario para las videograbaciones. La sin-
cronía entre el GMOCH y la cámara se realizó a través de la salida para osciloscopio
(Osc1) del GMOCH, a través de un amplificador de potencia, para transmitirse por un
cable coaxial al conector de disparo de la cámara. La cámara se comunica por medio de
un cable USB a la computadora. El GMOCH debe aterrizarse para evitar ruido eléctrico
en las observaciones. El conjunto se iluminó con una lámpara de 500 W dirigida hacia el
lente de la cámara.

A continuación se detallan los diferentes elementos del montaje

4.1.2. GMOCH: Generador Multifuncional de Ondas de Cho-

que

El generador multifuncional de ondas de choque (GMOCH, figura 4-2)

es un litotritor piezoeléctrico (PE) experimental desarrollado en el CFATA

con el fin de realizar diversas tareas de investigación. Consiste en una tina

de pruebas rectangular de acrílico transparente, con sistema de llenado y
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vaciado de agua, una semiesfera de aluminio cubierta por aproximadamente

3,000 cristales piezoeléctricos de unos 5 mm de diámetro, un posicionador

de tres grados de libertad para situar la muestra a tratar en el centro de la

semiesfera, una unidad de alto voltaje con capacidad máxima de 10 kV . Esta

unidad carga un par de capacitores de alto voltaje y cuenta con un sistema

de descarga por ionización (spark-gap), i.e., un par de cavidades selladas

llenas de un gas inerte funcionan como interruptores de alto voltaje. El

GMOCH también cuenta con una unidad generadora de pulsos con retardo

(UGPR), que puede generar dos pulsos TTL con separación de entre 50 y

830 µs de diferencia. El foco del generador se localiza a 345 mm del fondo

del arreglo de cristales, i.e., que coincide con el centro de la misma. [22]

Figura 4-2: Generador multifuncional de ondas de choque (GMOCH). Izquierda: Vista
frontal donde puede observarse la tina, el posicionador de tres ejes, un hidrófono de PVDF
conectado a un osciloscopio. En el tablero de control se observa, de izquierda a derecha,
la unidad generadora de pulsos con retardo (UGPR), dos salidas TTL de los pulsos
generados (Osc1, Osc2), el indicador de alto voltaje, el variac que controla el alto voltaje,
el interruptor de alto voltaje y el interruptor general. Derecha: Vista lateral, donde se
puede distinguir la calota de cristales piezoeléctricos por debajo de la tina, un capacitor
de alto voltaje y un spak grap driver (caja roja), más a la derecha se puede observar a
Francisco Fernández en bata blanca, operando el osciloscopio.
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El par de pulsos TTL generados en la UGPR liberan la carga almace-

nada en los condensadores a través de los spark gap’s mediante dos fuentes

de descarga (spark gap drivers) que manejan a los mismos, cerrando así el

circuito de descarga de los capacitores de alto voltaje cargados con anterio-

ridad.

Lo antes descrito se realiza con el circuito mostrado en la figura (4-3).

En la figura (4-4) se muestra el tablero de control del GMOCH.

Figura 4-3: Circuito de control y potencia del GMOCH. Una fuente de alto voltaje
carga los capacitores de alto voltaje (C1, C2), la UGPR entrega pulsos TTL que activan
los spark gap drivers, estos a su vez ionizan los spark gaps (IAV1, IAV2) cerrando el
circuito de descarga hacia los cristales piezoeléctricos. [23]

Con el fin de explorar lo antes descrito, se efectuaron mediciones de

presión como función del tiempo y de presión pico como función de voltaje

empleado. Estas se muestran en la figura (4-5).

En todas las videograbaciones el GMOCH se operó en modo manual a 4

KV por las razones que se exponen en la sección 4.1.8. El modo de disparo

se fijó en monopulso y en modo tándem con delay variable.
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Figura 4-4: Tablero de control del GMOCH. Izquierda Unidad generadora de pulsos
con retardo. En la imagen puede verse, de izquierda a derecha, el interruptor de encen-
dido, el selector modo automático/manual, el botón de inicio, el botón de paro, el dial
selector del tiempo de retardo, el display 4D/7 segmentos que muestra el número de ondas
emitidas, el botón de reinicio. Derecha De izquierda a derecha: salidas de osciloscopio
(Osc1, Osc2), voltímetro de alto voltaje, selector del voltímetro (C1,C2), interruptor del
alto voltaje, control del alto voltaje (variac), interruptor general.

2.8 3.0 3.2 3.4
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20
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Figura 4-5: Izquierda: Presión como función del tiempo para una disparo tándem con
retraso de 450 µs a 4 kV. La presión fue obtenida con un transductor de PVDF. El primer
pico de ambas secuencias corresponde con el pulso electromagnético de la descarga de
los condesadores, el segundo corresponde a una compresión de alrededor de 25 MPa.
Derecha: En una exploración de parámetros se obtuvo la presión pico como función del
voltaje empleado, su relación es aproximadamente lineal en el intervalo usado.

4.1.3. Videocámara de alta velocidad

Para realizar las videograbaciones de la dinámica de la burbuja se re-

quieren tiempos de exposición muy cortos, i.e., grabaciones con un elevado

número de cuadros por segundo. Las cámaras que toman cientos de miles

de cuadros por segundo se denominan cámaras rápidas. En el desarrollo de

este trabajo se empleó una cámara Motion Pro X4, RedLake Alliance,

USA, que cuenta con un sensor CMOS de alta velocidad, y con modo de
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doble exposición para capturas poco iluminadas. Cuenta con una memoria

interna de 4GB, un puerto USB 2.0 y una interfaz Giga-Ethernet con una

velocidad máxima de 1000 Mbps. Esta cámara puede ser disparada desde

la computadora usando la interfaz USB o mediante un pulso TTL en su

puerto de disparo TRIG IN. El modelo X4 tiene una resolución nominal de

captura de (512 x 512 pixeles a 5,000 FPS2). Mayores velocidades se alcan-

zan recortando el área fotografiada llegando hasta los 200,000 FPS cuando

la resolución es de (8 x 8 px). [24]

Figura 4-6: Cámara RedLake Alliance, Motion Pro X4, usada en las grabaciones de
alta velocidad.

Como se ha expresado, la velocidad máxima de grabación es función de

la resolución de captura, como se muestra en la figura 4-7.

Existe una relación inversa entre dichas variables, descrita por el ajuste

exponencial:

V =
1.68373× 106

Px0.917519 ; Px ∈ [8, 320] (4-1)

donde V es la velocidad máxima de grabación y Px es la resolución a

emplear.

2cuadros por segundo, Cs−1
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Figura 4-7: Dependencia de la velocidad máxima de grabación con la resolución máxima
de grabación. La relación es inversa y exponencial, ambos ejes son logarítmicos

4.1.4. Lente

Para obtener imágenes de las burbujas macroscópicas a una distancia

focal adecuada se utilizó una lente Vivitar Series 100-400 mm (telefoto),

f/4.5-6.7. Esta lente cuenta con un diafragma integrado que se mantuvo

completamente abierto durante las videograbaciones, el enfoque se ajustó

a la distancia empleada, además cuenta con un zoom para realizar acerca-

mientos que no se empleó en las grabaciones.

Figura 4-8: Vivitar Series 100-400mm f/4.5-6.7. Lente empleado en las videograbaciones
de alta velocidad
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4.1.5. Dispositivo generador de burbujas

Para generar burbujas de tamaño uniforme, el autor ideó y construyó un

dispositivo que utilizando una micropipeta, desplaza volúmenes constantes

y controlados de aire dentro del agua. Este cuenta con una electroválvula,

operada a 12 Volts, que permitió la entrada de aire comprimido (regulada

a 0.5 psi) en la tubería especial (5/32’) para purgarla de agua y así poder

llenar la micropipeta de aire nuevamente. La admisión de aire comprimido

se controló con un regulador de flujo de venoclisis como se muestra en la

figura 4-9. Las burbujas se generaron en la salida de una aguja de una

jeringa de uso médico.

µ-pipeta

T
Jeringa

Regulador

Electroválvula

Aire comprimido 

Figura 4-9: Dispositivo generador de burbujas

El procedimiento de operación fue el siguiente:
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Metodología 1 (Generación de burbujas)

1. Llevar el selector de la micropipeta a 100 µL.

2. Generar las burbujas girando el selector de la micropipeta de manera decre-

ciente en 6 intervalos de 15 µL.

3. Encender la electroválvula y liberar la entrada de aire con la válvula de ve-

noclisis

4. Girar el selector de la micropipeta hasta que marque 100 µL.

5. Cerrar la entrada de aire con la válvula de venoclisis y apagar la electrovál-

vula.

4.1.6. Iluminación

La burbuja fue iluminada desde el lado opuesto a la cámara con una

lámpara incandescente de 500W conectada a corriente alterna de 120 V

RMS. Esto permitió trabajar con las imágenes de la sombra de la burbuja.

4.1.7. Sincronía del disparo GMOCH-Videocámara

Debido a la baja impedancia del circuito de disparo de la cámara respec-

to al pulso de salida del GMOCH, se construyó un amplificador de corriente

como se muestra en la figura 4-10.

Este recoge una señal TTL en la salida de osciloscopio del GMOCH,

la amplifica en corriente, para después conectarse a la entrada de sincronía

TRIG IN de la cámara.

4.1.8. Capturas realizadas

Para realizar las distintas capturas se establecieron las siguientes meto-

dologías:

84



Q1
BC337

1
2

BNC

TBLOCK-I2

R1

4.7K

R2
100

Figura 4-10: Amplificador de corriente usado para la sincronización del disparo entre
la cámara y el GMOCH.

Metodología 2 Focalizar una muestra en el GMOCH

1. Una noche previa al experimento cargar las baterías de las fuentes de des-

carga (spark gap drivers) del GMOCH.

2. Para asegurara la repetibilidad de las condiciones de videograbación, posi-

cionar el GMOCH en las marcas establecidas con anterioridad.

3. Conectar el GMOCH a tierra física.

4. Cerrar la llave del desagüe de la tina del GMOCH y llenarla de agua hasta

el plano focal.

5. Fijar el control de alto voltaje (variac) del GMOCH en 0.

6. Situar en ON el apagador principal del GMOCH.

7. Encender la unidad generadora de pulsos con retardo (UGPR) y resetearla.

8. Colocar la muestra en el posicionador de tres ejes.
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9. Iniciar el control de alto voltaje y fijar el nivel del variac en 4 KV.

10. Usando el posicionador de tres ejes y fijar la muestra en el foco del GMOCH.

11. Llenar de agua hasta el nivel de correcto.

Metodología 3 Grabaciones de alta velocidad

1. Siguiendo la metodología 2 colocar la punta del dispositivo generador de

burbujas en el foco del GMOCH.

2. Conectar la electroválvula bajo una tensión de 12 V.

3. Conectar la salida de aire comprimido y abrir la llave de paso de aire com-

primido.

4. Conectar el amplificador de corriente a la salida del osciloscopio del primer

canal del GMOCH.

5. Posicionar el tripié de la cámara a una distancia de 160 cm en el eje de

captura.

6. Situar la cámara en el tripié y conectarla a la computadora y a la alimen-

tación eléctrica de 120 V.

7. Situar la lámpara de 500 W por delante de la tina en el eje de captura y

conectarla a corriente de línea.

8. Colocar la lente en la cámara con el diafragma completamente abierto.

9. Generar una burbuja de prueba y enfocarla.

10. Conectar mediante un cable coaxial el amplificador de corriente con la en-

trada de disparo TRIG IN de la cámara.

11. Medir la temperatura del agua dentro de la tina, Si no se encuentra en el

rango 25 ± 2oC regularla con los termoagitadores o usando una resistencia

de calefacción.

12. En caso de requerirse, conectar el osciloscopio a las salidas TTL del GMOCH.
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13. En la computadora, fijar el modo de disparo de la cámara como externo y

fijar la velocidad, tiempo de exposición, ganancia del sensor y cuadros a

capturar.

14. Realizar un disparo de prueba de sincronía.

15. Realizar todas las capturas necesarias, hasta llenar la memoria de la cámara.

16. Transferir los archivos generados.

Finalizadas las capturas necesarias, desmontar:

Metodología 4 Vaciado del GMOCH

1. Llenar la bitácora del GMOCH poniendo especial énfasis en las ondas de

choque generadas y en la modalidad empleada.

2. Apagar la unidad controladora de alto voltaje.

3. Apagar la unidad generadora de pulsos con retardo.

4. Situar en OFF el apagador principal del GMOCH.

5. Desconectar el GMOCH de la corriente de línea.

6. Desmontar las muestras colocadas en el posicionador de tres ejes.

7. Vaciar el agua usando la salida de desagüe del GMOCH hacia la cisterna

que para estos fines se tiene.

8. Limpiar el interior del GMOCH usando telas suaves, poniendo especial cui-

dado en no rayar la cubierta de cristales piezoeléctricos. Secar al máximo.

9. Posicionar el GMOCH en su lugar de almacenamiento.

En el desarrollo de este trabajo se realizaron varios ciclos de grabaciones

con diferentes propósitos (figura 4-11). En todos los casos se capturaron un

total de 1000 cuadros, por lo que cada caso tiene su tiempo de grabación.
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Figura 4-11: Izquierda: El autor genera una burbuja. Se observa la tina llena hasta
4 cm por arriba del plano focal. Centro: La compañera G. J. Hernández señala el
momento en que la burbuja tiene la distribución de intesidad adecuada. Derecha: Se
observa la fuente de 12V que alimenta la electroválvula así como la cámara conectada a
la computadora mediante la interfaz USB.

Debido al compromiso entre la velocidad máxima de grabación y la re-

solución de captura, se comenzó por determinar la velocidad y resolución

óptimas de grabación. Para ello se realizaron 200 videograbaciones incre-

mentando la velocidad de grabación desde 1,000 FPS (cuadros por segundo)

hasta 200,000 FPS en incrementos de 1000. Habiendo realizado esta empresa

se seleccionaron los grupos (figura 4-12) en los que la resolución es máxi-

ma con el fin de compararlas. La velocidad del evento requirió altas tasas

de cuadros por segundo, sin embargo, la resolución a la máxima tasa (200

KFPS) resultó muy reducida (8 x 8 pixeles). Por esta razón se seleccionó la

configuración de 132,000 FPS con una resolución de 16 x 16 pixeles, como

la óptima para los propósitos de este trabajo.

Se le domina Datos a este conjunto de observaciones realizadas. (77,019

fotogramas, 2.93 GB)

Posteriormente se procedió a determinar el voltaje óptimo de operación

en el GMOCH. Para esto, se varió el voltaje de excitación de los cristales

piezoeléctricos de 2.5 a 6 kV en incrementos de 250 V (figura 4-13). El

objetivo de estas observaciones fue de optimizar la respuesta de la burbuja
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Figura 4-12: Configuraciones de grabación seleccionadas para su comparación. Los pun-
tos azules representan las grabaciones realizadas, los asteriscos rojos son las grabaciones
seleccionadas para su comparación.

sin que esta saliera del cuadro de observación. Se eligió el voltaje de 4 kV.

Acto seguido, se procedió a realizar 100 videograbaciones de la dinámica

de burbujas expuestas a frentes de choque monopulso con diferentes confi-

guraciones: 94 KFPS, 24 x 24 px; 131 KFPS, 16 x 16 px; 200 KFPS, 8 x

8 px. De este modo se obtuvo una configuración de mucha resolución pero

poca velocidad, una configuración de mucha velocidad pero poca resolución

además de una configuración intermedia para estimar parámetros, ya sean

temporales o visuales de las burbujas estudiadas.

A este conjunto de datos se le denomina Datos 2. (327,189 fotogramas,

2.05 GB)

Habiendo obtenido datos de la dinámica de burbujas sujetas a frentes

de choque monopulso, se procedió a explorar frentes de choque tándem
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Figura 4-13: Mosaico de las grabaciones variando el voltaje de excitación de los cristales
piezoelétricos. Se observa una respuesta muy pobre o nula a voltajes inferiores a 4 KV
y una respuesta exagerada, que no alcanza a ser tomada en la región de captura, por
encima de este voltaje.

con tiempos de retardo (delays) variables desde 200 µs hasta 470 µs. Se

decidió realizar 50 videograbaciones por cada retraso y efectuar 16 retrasos

equidistantes en ese intervalo, como se muestra en la figura 4-14. Se procedió

a partir el intervalo [200, 470] en secciones equidistantes por iteraciones, de

tal manera que el experimento pudiera abandonarse en cualquier momento

sin dejar regiones sin explorar. En la primera iteración se capturaron los

retrasos de 200 y 470 µs, en la segunda el punto medio de estas dos, en la

tercera el punto medio de los anteriores, y así sucesivamente hasta la quinta

iteración.

Cada retraso debe ser ajustado en el GMOCH usando un dial con vernier

graduado de 0 a 10 con resolución de 0.1, por lo que la transformación lineal:

D = 0.01272844R− 0.56106145, (4-2)

90



ææ

àà

ì ì

ò ò ò ò

ô ô ô ô ô ô ô ô

250 300 350 400 450

Retraso@ΜsD

2

3

4

5

Iteración

Figura 4-14: Gráfica iteración-retraso. El intervalo se parte en mitades a medida que
la iteración aumenta. Cada punto representa un grupo de 50 grabaciones.

transforma un retardo R en el intervalo [50, 830] µs a un número en el

dial D en el intervalo [0, 10]. Los retardos empleados en µs fueron {200,

216.875, 233.75, 250.625, 267.5, 284.375, 301.25, 318.125, 335., 351.875,

368.75, 385.625, 402.5, 419.375, 436.25, 453.125, 470.}

Este conjunto de observaciones se denomina Datos 4 (890,567 fotogra-

mas, 3.65 GB).

4.2. Fragmentación de modelos

Para la evaluación de la eficiencia en el tratamiento de litotricia extra-

corpórea con ondas de choque, existe una metodología estándar que consiste

en evaluar la fragmentación de modelos de cálculos renales. La metodología

es como sigue
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Metodología 5 Fragmentación de modelos

1. Adquisición de modelos estandarizados de cálculos renales (HMT, High Me-

dical Technologies, Kreuzlingen, Suiza).

2. Torneado de modelos siguiendo la metodología 6, para adecuar sus dimen-

siones y su geometría.

3. Pesar los modelos torneados en seco: Pi

4. Prehidratar los modelos dentro de bolsas de poliuretano durante 2 horas.

5. Exponer los modelos a un número n de ondas de choque, con un voltaje

de operación V , con una frecuencia de generación de ondas f y con una

temperatura T del agua en la tina de pruebas. En caso de ondas tándem,

definir claramente el retardo ∆t entre las ondas.

6. Cernir los modelos fragmentados al chorro de agua en una malla de 1.8 mm

× 1.8 mm.

7. Secar los residuos de los modelos en el horno a 50oC por 2 horas.

8. Pesar los residuos de los modelos: Pf

El denominado coeficiente de fragmentación se obtiene al restar el peso

inicial y el peso final, normalizando por el peso inicial, i.e.

CF =
1

Pi
(Pi − Pf ) (4-3)

De esta manera el coeficiente de fragmentación toma valores en el intervalo

[0, 1] siendo 0 cuando no hay fragmentación i.e. Pi = Pf y 1 cuando la

fragmentación es máxima i.e. Pf = 0. El torneado de modelos se realizó

tomando como materia prima lo referido en el punto 1 de la metodología 5,

cuyas dimensiones originales son de 30 x 30 x 15 mm. Para ello se procedió

de la siguiente manera:
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Metodología 6 Torneado de modelos

1. El paralelepípedo se corta longitudinalmente en 8 paralelepípedos de 30 x 7

x 7 mm, usando papel lija del número 100 para su acabo fino.

2. Cada paralelepípedo se tornea para formar 3 cilindros con dimensiones de no

menos de 7 mm de altura y 5 mm de diámetro; este último con la precisión

que proporciona el torno (± 0.1 mm).

3. Cada cilindro se detalla, en sus caras planas, con papel lija del número 2000

hasta alcanzar la especificación de 7 ± 0.1 mm de altura.

Esta metodología permite obtener hasta 24 modelos por bloque de material

HMT con tolerancias del 2% en sus dimensiones.

En el desarrollo de este trabajo se fabricaron alrededor de 70 modelos

para evaluación del coeficiente de fragmentación.

4.2.1. Pruebas realizadas

Para determinar el número de ondas de choque que dé lugar a un coe-

ficiente de fragmentación cercano a 0.5 y así pueda reflejar mejoría o de-

terioro en la eficiencia, se procedió a fragmentar 30 modelos siguiendo la

metodología 5 en modo monopulso. Se trataron 3 grupos de 10 muestras

cada uno, variando en cada grupo el número de ondas de choque a las que

son expuestos los modelos en (50, 100, 125) ondas para cada grupo.
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Capítulo 5

Análisis de datos

Young man, in mathematics you don’t understand things.
You just get used to them. — John von Neumann

En esta sección se detallan los procesos posteriores a la captura de las

imágenes. Para exponer claramente los procedimientos utilizaremos

una videograbación estándar en toda la sección. Las transformaciones que

sufren las variables (discretas) serán expuestas usando álgebra.

5.1. Determinación del radio

Al término de una videograbación (e.g. D) se obtiene una n−ada de

imágenes (e.g. D001.tif −D999.tif , figura 5-1 ). Uno de los objetivos plan-

teados es extraer el radio de la burbuja de cada imagen, de la mejor manera

posible, i.e. que refleje de manera más certera el verdadero radio de la bur-

buja.

Debido a la naturaleza del experimento, al iluminar la burbuja por de-

trás, se registra su sombra en negro. Cuando no hay burbuja presente, el
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t=0.Μs t=63.8298Μs t=127.66Μs t=191.489Μs t=255.319Μs

t=255.319Μs t=319.149Μs t=382.979Μs t=446.809Μs t=510.638Μs

t=510.638Μs t=574.468Μs t=638.298Μs t=702.128Μs t=765.957Μs

t=765.957Μs t=829.787Μs t=893.617Μs t=957.447Μs t=1021.28Μs

Figura 5-1: Ejemplo del colapso de una burbuja tomado a 94KFPS, 24x24 Px. El
tiempo cero marca el momento de llegada de la onda de choque.

sensor se encuentra esencialmente saturado, dando un color blanco (figura

5-2). Se trata de una imagen donde cada pixel es de 8 bits por lo que cada

uno contiene valores del 0 (negro) al 255 (blanco).

Si se realiza la transformación en cada pixel P̃xi :

Pxi = 255− P̃ xi, (5-1)

entonces se efectúa una operación de inversión de color; ahora en cada pixel

se tiene 0 si el color es blanco y 255 si es negro. De esta manera la cantidad

de negro en la fotografía es proporcional a la cantidad de burbuja presente.
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Figura 5-2: Fotogramas junto a su histograma acumulativo. En el caso de la burbuja
en reposo el promedio de color es 221, en el caso de la burbuja en su radio máximo el
promedio es de 160

El radio al cuadrado de la burbuja es proporcional al área que ocupa en

cada fotograma y a su vez el área es proporcional al valor en bits invertido

Pxi. Entonces se tiene que para cada fotograma k:

r̃2
k ∝ Ak ∝ f(Pxi)k (5-2)

Por que se puede establecer que el radio en cada fotograma está dado

por:

r̃k =
√
f(Pxi)k, (5-3)
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donde f es una función arbitraria.

La elección de la función f debe ser adecuada, de tal manera que refleje

pequeños cambios en el área de la burbuja, sin que se torne demasiado

ruidosa. Claramente f es una medida de centralidad. Algunas funciones

que se exploraron (figura 5-3) fueron.

f =



1
n

∑n
i=1 Pxi la media

Px(n+1)/2 la mediana∑n
i=1 φT (Pxi) la sumaT

(5-4)

donde n es la cantidad de pixeles presentes en el fotograma.

La función indicadora:

φT (x) =


1 si x > T

0 en cualquier otro caso
(5-5)

tiene la propiedad de considerar un pixel de manera binaria, haciendo que

los valores por debajo de un umbral (T ) se consideren blancos y por encima

de este se consideren negros.

Una vez elegida la función f , se procede a normalizar la variable r̃k con

el radio inicial, i.e.

rk =
r̃k
r0

(5-6)

de tal forma que el radio inicial siempre es uno y rk mide la cantidad de veces

que ha crecido o decrecido la burbuja con respecto al radio inicial. Cada

fotograma de cada observación de cada grupo (i.e. cada una de las 1,463,684
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Figura 5-3: Comparación de radios obtenidos a partir de las diferentes funciones en
(5-4). Arriba: Comparación de los tres métodos con T = 0. Se observa que la mediana
es inadecuada pues se mantiene casi siempre en cero. La media y la suma se comportan de
manera similar. Abajo: Comparación de la media y la sumaT , variando T ∈ [0, 255] en
incrementos de 32. Se puede mostrar que ∃T1, T2 : T1r̃(φT1 , t) ≤ r̃(P̄ x, t) ≤ T2r̃(φT2 , t).
Por lo que media y suma son equivalentes, se puede ver que la media es más suave.

98

.D 



imágenes), tuvo que ser tratado con métodos numéricos para realizar las

transformaciones aquí expuestas, por lo que, en particular para estos fines,

se programó un algoritmo procedural en MATLAB que se encuentra en el

apéndice A.1.

Un panorama de los tiempos involucrados en el disparo, generación y

acción de las ondas de choque en una videograbación típica se muestra en

la figura 5-4

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

t@sD

0.2

0.4

0.6

0.8

@u.a.D

Osc1

Osc2

P@u.a.D

r@u.a.D

Figura 5-4: Tiempos involucrados en las observaciones realizadas. Se pueden observar
los pulsos TTL de disparo, la señal de un hidrófono de PVDF y la acción de la onda de
choque tándem con delay de 450 µs sobre una burbuja de aire. La presión P y el radio
r se muestran en unidades arbitrarias [u.a.]

5.2. La clase observacion

Una vez determinado el radio y habiendo obtenido arreglos numéricos

como función del tiempo para cada observación, se procedió a realizar mé-

todos numéricos en general para un objeto en común. Es decir, se abandonó

la programación procedural para comenzar con el paradigma orientado a

99



objetos.

Las ventajas de este paradigma es que permite mayor flexibilidad y

versatilidad en la programación.

Con el fin de simplificar la estructura de programación para generalizar

métodos de tratamiento numérico, se diseñó y programó la clase observacion

que contiene diversos métodos expuestos en el anexo A.2 con la estructura

que se muestra en la figura 5-5. Es aquí donde resalta la necesidad de haber

explorado los métodos matemáticos del análisis Wavelet para realizar una

correcta y atinada programación de algoritmos y métodos numéricos para

el análisis de las variables generadas. Dichos algoritmos poseen una estruc-

tura compleja, muchos parámetros debieron explorarse, por lo que el uso

de estructuras polimórficas simplificó la iteración y generalización de dichos

algoritmos.

5.3. Filtrado de ruido

Desafortunadamente, las ondas electromagnéticas radiadas por las des-

cargas de alto voltaje1 que originaron las ondas de choque fragmentaron

el sistema de archivos de la cámara por lo que 8 de 16 grupos presentaron

ruido cíclico en una fracción de sus pixeles, como se muestra en la figura

5-6.

Se puede ver que el ruido es cíclico y de alta frecuencia comparada con

la frecuencia del fenómeno que se desea observar. Esta diferencia en espacio

recíproco permitió separar r(t) en diferentes componentes espectrales, eli-

minar la de alta frecuencia y recomponer nuevamente r(t). Nuevamente, la

1a pesar de los blindajes electromagnéticos existentes en ese momento
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rn = Import()

root : String
folder1 : String
name1 : String
rm : Double

obs[String,double]

rf = filtrar()
rf : Double
filtrar[Double]

Export()

tocsv
[Double]

ri = interpolar()
ri : Double

interpolar
[Double,double]

T

rn = normalizar()
rn : Double
normalizar[Double]

ri = interpolar
(Double, k)

k = 0.1
ri : Double

interpolar[Double]

treat(Double)
trat : Double
trat = normalizar
(interpolar(filtrar()))

pars = {deltashot, 
edist, f1, f2 ,f3}

swt : Array
deltashot : Array
edist : double
f1 : double
f2 : double
f3 : double
pars : Array

paraest[Double, 
String, double]

T

paraest[Double, 
String, level]

level = 4

paraest[Double, 
String]

paraest[Double, 
wave, level]

wave = 
BiorthogonalSpli
neWavelet[]
level = 4

paraest[Double] differ = compar()
differ : double

compar[Double, 
Double]

Generaliza

Generaliza

Generaliza

Recibe

Recibe

Recibe

Recibe

Recibe

Recibe Recibe

Recibe

Recibe

Recibe

Recibe

Figura 5-5: Diagrama UML (Unified Modeling Language, Lenguaje Unificado de Mo-
delado) del código incluido en el apéndice A.2. Pueden observarse los distintos métodos
polimórficos y la herencia de propiedades entre los objetos.

herramienta adecuada para este análisis residió en la transformada Wavelet,

dicho de otra manera:

r̄(t) = W−1
ψ TWψr(t) (5-7)

donde Wψ es la transformada discreta Wavelet con ψ = SymletWavelet[3]

(que se describe más adelante) y T es el operador de umbral que remueve las

componentes espectrales de menor energía, mediante el método VisuShrink.

Una comparación de los métodos se muestra en la figura 5-7. Un ejemplo

del filtrado de la señal problema se muestra en la figura 5-8. El código usado

para esta transformación se puede ver en el método filtrar del apéndice

A.2.
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t=0Μs t=64Μs t=128Μs t=191Μs t=255Μs

t=255Μs t=319Μs t=383Μs t=447Μs t=511Μs

t=511Μs t=574Μs t=638Μs t=702Μs t=766Μs

t=766Μs t=830Μs t=894Μs t=957Μs t=1021Μs

50 100 150 200 250 300
t

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

rHtL

Figura 5-6: Ejemplo del problema de ruido cíclico presente en 8 de 16 grupos estudiados.
La cantidad de pixeles afectados en cada grupo varía, en general los pixeles afectados
presentan un comportamiento periódico. Arriba: Detalle de los fotogramas afectados
en 2 dimensiones. Abajo: Radio como función del tiempo. Se observa que el ruido es
periódico, alrededor de un valor central.
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SURE
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SURELevel
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SUREShrink
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Universal
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9.5

10.0

10.5
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11.5

UniversalLevel

,

50 100 150 200 250 300

9.0

9.5

10.0

10.5

11.0

11.5

VisuShrink

,

50 100 150 200 250 300

9.0

9.5

10.0

10.5

11.0

11.5

VisuShrinkLevel

>

Figura 5-7: Diferentes métodos para el operador T . El elegido para este trabajo fue
VisuShrink.

5.4. Espacio métrico de las mediciones

Para establecer una medida de la diferencia entre dos señales, se tuvo

que considerar tanto aspectos locales como aspectos globales. e.g. dos ob-

servaciones muy similares pero con un desfase, deberán colocarse cerca en

esta medida, así mismo, dos observaciones con diferencias muy evidentes

deberán colocarse lejos.

Definición 19 (Convolución[2]) Si f, g ∈ L1(R) entonces la función f(x−

y)g(y) es integrable para casi todo x ∈ R. Además

(f ~ g)(x) =

∫
R
f(x− y)g(y)dy (5-8)
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Figura 5-8: Arriba: Ejemplo de la señal en el tiempo, antes y después del filtrado.
Abajo: Distribución de la señal en los diferentes niveles, antes y después de filtrar.

es una función integrable y se llama convolución. Además

∫
R
|f ~ g| ≤

∫
|f |
∫
|g|. (5-9)

�

Entonces el autor propuso una norma utilizando la convolución:
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Proposición 1 Si f, g ∈ L2(R) entonces

d(f, g) =

∣∣∣∣ ‖f ~ g‖2 − 1

2
(‖f ~ f‖2 + ‖g ~ g‖2)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
√∫

R

(∫
R
f(x− y)g(y)dy

)2

dx

− 1

2

√∫
R

(∫
R
f(x− y)f(y)dy

)2

dx+

√∫
R

(∫
R
g(x− y)g(y)dy

)2

dx

 ∣∣∣∣
(5-10)

es una norma.

�

Esta propuesta de norma cumple las primeras dos propiedades de una

norma i.e. es simétrica, positiva definida, pero está por demostrar la de-

sigualdad del triángulo, d(x, z) ≤ d(x, y)+d(y, z). Esta propuesta de norma

tiene la propiedad de considerar las similitudes globales entre dos funciones.

5.5. Estimación de parámetros

Debido a fallas erráticas en el disparo de las ondas tándem, el tiempo

de separación entre ondas, aunque hubiera sido seleccionado correctamente,

no era confiable. Ello ocasionó que la separación de las observaciones por

grupos de tiempos de retraso fuera inadecuada.

Una estrategia para reacomodar todas las observaciones correctamen-

te fue la estimación de parámetros en base a un análisis multiresolucional

(MRU) de las observaciones para medir parámetros característicos en cada

escala. Nuevamente el análisis Wavelet juega un papel central, en este caso

se analizó cada escala de una descomposición ortogonal usando la transfor-
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mada Wavelet:

[Wψ r̄(t)]a,b
(5-11)

con a, b ∈ Z,W la transformada discreta Wavelet, y ψ = SymletWavelet[k]

es una familia de wavelets ortogonales, definida para todo entero k (figura

5-9).

-2 2 4 6

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

SymletWavelet@4D

Wavelet-Madre

Wavelet-Padre

Figura 5-9: Gráfica que muestra ambos wavelets asociados a la familia ortogonal
SymletWavelet.

Tanto el wavelet-padre como el wavelet-madre tienen soporte compacto

de longitud 2n. El wavelet-padre tiene k momentos de decaimiento.2. El

espectro de escalas de una señal estándar se muestra en la figura (5-10)

En la figura 5-10(a) puede verse como la discontinuidad en el tiempo

penetra en las distintas escalas como ruido de alta frecuencia. Las compo-

nentes a baja escala corresponden a armónicos y subarmónicos de la señal

oscilante.

Así el algoritmo empleado para estimar parámetros se muestra en el

diagrama de flujo en la figura 5-11.
2http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/SymletWavelet.html
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@bD,a-1.
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0.

0.5

1.

W

Figura 5-10: Arriba: Escalograma de la DWTψ una señal estándar, restándole el
primer término de la serie coseno de Fourier, i.e. el promedio como función del tiempo.
Abajo: Intensidad de cada escala de la DWTψ como función del tiempo.
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parest

Datos.csv

Realizar DWT 

multiescala.

Encontrar la distribución 

de picos en la escala 6.

Encontrar las componentes de 

frecuencia, y la localización de 

máximos, de las escalas 

armónicas, i.e., 8 y 9

Realizar separación 

en clusters de los 

picos obtenidos

Calcular la norma  del 

espacio métrico de las 

mediciones con una 

señal de referencia 

pars Print

tocsv
Fin

Figura 5-11: Diagrama de flujo del algoritmo de estimación de parámetros. Después de
leer los datos de los archivos CSV, se interpolan a orden 10, i.e., se ponen 10 puntos en la
Spline que cruza dos puntos sucesivos, posteriormente se filtran usando el método antes
descrito. Así, se puede realizar la DWTψ a 12 octavas, usando, StationaryWaveletTrans-
form[ ]. Las componentes de frecuencia se obtuvieron calculando el espectro de Fourier
en las diferentes escalas. Los picos de DWTψa,b se calcularon con diferentes métodos.
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Parte III

Resultados y conclusiones
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Capítulo 6

Resultados

Las dificultades experimentales
se resuelven con soluciones teóricas

— Carlos López

6.1. Resultados de las videograbaciones

Una vez cargadas las funciones del código en A.2 en la memoria RAM, se

empleó el código que se encuentra en A.3 para la generación de los resultados

aquí expuestos.

Con el algoritmo A.1 se procesaron 1150 lotes de 1000 imágenes cada

uno, el tiempo de procesamiento en un núcleo de un procesador Intel Core

i5 2.3GHz fue de 1146 segundos. Una comparación del radio como función

del tiempo y de la velocidad de captura se encuentra en la figura 6-1. Una

comparación del radio como función del tiempo y de la energía aplicada se

muestra en la figura 6-2. Un mosaico de todas las grabaciones realizadas,

separadas por grupo, se muestra en las figuras 6-3 y 6-4

Se procedió comparando los elementos de un grupo dos a dos, usando
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la métrica propuesta. Una iteración para el grupo E tuvo un tiempo de

cómputo de 2184 s en 16 núcleos de un procesador Intel Quad-Core Xeon

2x2.26GHz. Se realizó el mismo procedimiento sobre cada uno de los grupos

y se obtuvo lo mostrado en las figuras 6-5 y 6-6.

Después se realizó estimación de parámetros para cada observación de

cada grupo con un tiempo de cómputo de 749 s en 16 núcleos de un procesa-

dor Intel Quad-Core Xeon 2x2.26GHz. Las distintas distribuciones de los

diversos parámetros estimados se muestran en la figura 6-7.
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Figura 6-1: Radio normalizado como función del tiempo y de la velocidad de captura
para tres capturas monopulso. Nótese que en el momento de llegada de la onda de choque
únicamente la mayor velocidad de captura alcanza a resolver la repentina subida del radio.
La velocidad de captura media no resuelve este evento pero sí resuelve la compresión
posterior, La velocidad de captura baja no resuelve ninguno de los dos eventos.

6.2. Resultados de la fragmentación de modelos

Después de fabricar suficientes modelos de cálculos renales, se realizaron

las fracturas descritas en la sección 4.2. En base a ello se calculó el coeficiente

de fragmentación mencionado y se obtuvo lo mostrado en la figura 6-8
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Figura 6-2: Arriba: Radio normalizado como función del tiempo y de la energía uti-
lizada en la onda de choque. Existe una respuesta no lineal entre el radio máximo de la
burbuja y la energía aplicada a esta. Los resultados son muy similares a los de la figu-
ra 3-3 tomados de la referencia [17]. Abajo: Gráfica de contorno con los mismos datos
de entrada. En esta figura es claro que la frecuencia también se altera al incrementar la
energía; sin embargo, en cada caso se trata de un fenómeno oscilatorio con una frecuencia
específica.
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Figura 6-3: Radio normalizado como función del tiempo para tres grupos monopulso
de 100 grabaciones cada uno. Las figuras muestran en su título el nombre del grupo, así
como la velocidad de grabación empleada en cuadros por segundo. Es de mencionarse que
gracias a los circuitos de sincronía usados, todas las grabaciones monopulso resultaron
similares entre sí, i.e., el tiempo de llegada de la onda de choque es el mismo y la frecuencia
de oscilación también.
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Figura 6-4: Radio normalizado como función del tiempo para 17 grupos tándem de 50
grabaciones cada uno. Las figuras describen en su título el nombre del grupo así como el
delay empleado. Nótese que una fracción de las grabaciones en cada grupo se comporta
de la manera esperada ante la onda tándem y otra no. Esta es la evidencia principal
para emplear la estimación de parámetros en vez de un simple análisis ANOVA de las
características en cada grupo.
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Figura 6-5: Distribución del logaritmo de la distancia entre dos elementos del mismo
grupo, tanto en el caso monopulso como en el caso tándem. Puede verse que ambas
magnitudes se distribuyen similarmente. Así puede asegurarse que son autosimilares. Es
decir, las observaciones dentro de cada grupo son parecidas entre ellas. Sin embargo un
alto porcentaje de las observaciones tienen al menos dos órdenes de magnitud de distancia
para cada grupo.
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Figura 6-6: Matrices de autocomparación de grupos. El renglón i, j corresponde a la
distancia d(i, j). El eje es logarítmico, se trata de matrices simétricas sin traza, pues para
todo par de observaciones se tiene d(x, y) = d(y, x) y d(x, x) = 0.
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Figura 6-7: Arriba: Distribución en el tiempo de los picos en la escala 6 de la DWTψ . Esta
escala marca las discontinuidades en la frecuencia y puede entenderse como el tiempo de llegada
de las de ondas de choque. Medio, arrriba: Distribución de la distancia d(x,E10). Medio,
abajo: Distribución de las componentes de frecuencia de la escala 8 y 9 de la DWTψ . Estas dos
componentes además de tener frecuencias muy parecidas, están asociadas con la ocurrencia de
máximos y mínimos. Abajo: Distribución en el tiempo de los máximos en las escalas 8 y 9. Los
picos son separados en clusters por el algoritmo jerárquico K-Means.
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Figura 6-8: Resultados de las pruebas de fragmentación de modelos de cálculos renales
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Capítulo 7

Discusión de resultados y

conclusiones del trabajo

Ningún montaje experimental es perfecto aunque el que aquí se usó

fue suficientemente bueno. La sincronización temporal del disparo de

la onda de choque con la videograbación de alta velocidad resultó esencial

para poder realizar los análisis pertinentes de las imágenes obtenidas. Sin

embargo, hizo falta asegurarse que el tiempo de disparo de la segunda onda

de choque fuera el adecuado, o al menos, quedara registrado en un oscilos-

copio. El trabajo que ha de realizarse posteriormente deberá atender esta

deficiencia.

Para este futuro trabajo se recomienda:

1. Utilizar iluminación de corriente directa y no de corriente alterna.

2. Realizar videograbaciones con luz dispersada y no con sombra.

3. Utilizar un mejor sistema óptico en la videocámara que permita el se-
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guimiento de burbujas más pequeñas, pues son estas mejores modelos

de microburbujas de cavitación que una burbuja macroscópica.

4. Reemplazar la válvula de venoclisis por una válvula antirretorno en

el dispositivo generador de burbujas.

El análisis de datos permitió rescatar parámetros que se perdieron en

la experimentación, i.e. disipar incertidumbres en parámetros desconocidos.

La metodología que aquí se siguió para determinar el radio de la burbuja

en cada fotograma no es única y se deja abierta la posibilidad de encontrar

mejores métodos, sobre todo, si se usa luz dispersada, se podrá tener una

mejor medida del radio como función del tiempo.

El problema de ruido eléctromagnético ya ha sido atendido por F. Fer-

nández y G. J. Hernández con la reciente fabricación de blindajes elec-

tromagnéticos para el GMOCH. El uso de Wavelets en este trabajo para

filtrar los datos experimentales resultó muy satisfactorio.

El haber establecido un paradigma de programación orientado a obje-

tos facilitó mucho la programación de nuevos métodos. Realizando análisis

previos a la programación se logró reducir el código necesario.

De la métrica que se propone todavía no se ha demostrado que cumpla

la desigualdad del triángulo, aunque muestra resultados prometedores. Una

descomposición multiescala de la señal en el tiempo permitió obtener las

diferentes componentes de la señal como función del tiempo. El análisis

convencional en espacio recíproco y directo, aunados a esta herramienta,

prometen resultados revolucionarios en el campo del análisis de señales.

La determinación del radio resultó satisfactoria ya que recoge adecuada-

mente las características esenciales de cada fotograma. Debe notarse que en
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este proceso se está pasando de dos a una dimensión por lo que no toda la

información podrá ser reconstruida. El espacio de parámetros fue explorado

en el eje de la energía y los resultados de la referencia [17] verificados.

Al analizar los grupos de observaciones monopulso resultó evidente su

alta repetibilidad, esto se logró gracias a la adecuada sincronización tempo-

ral y a un buen generador de burbujas. Los grupos de observaciones tándem

no fueron tan uniformes, por lo que muchas áreas de oportunidad residen

en este campo.

Sin duda, el mayor mérito de este trabajo reside en la estimación de

parámetros. En estos resultados (figura 6-7) se puede notar que los grupos

tándem son esencialmente diferentes, tanto en la ocurrencia de discontinui-

dades de alta frecuencia como en la distancia con respecto a una señal de

referencia, así como en la frecuencia de sus componentes armónicas. Se pue-

de pensar que en el caso tándem se está tratando con una suma de procesos

de relajación, i.e. al recibir la primera onda de choque la burbuja relaja

como un oscilador armónico amortiguado, con una frecuencia natural de os-

cilación, y al recibir la segunda onda de choque relaja nuevamente con una

segunda frecuencia de oscilación. En el caso monopulso la frecuencia está

muy bien identificada, en el caso tándem además de esta frecuencia natu-

ral se tiene una segunda que es mayor. Una mayor frecuencia de oscilación

podría asociarse a un mayor potencial de destrucción.

Los resultados de las pruebas de fragmentación tuvieron el comporta-

miento esperado, i.e. una relación lineal entre el número de ondas aplicadas

y el coeficiente de fragmentación obtenido.
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Apéndice A

Algoritmos empleados

A.1. image2radi.m

1 %image2radi .m Carlos Lopez Roa CFATA−UNAM 2013

2 % Este codigo toma carpetas de fo togra f ias en formato . t i f y las convierte

3 % en arreg los de valores numericos en . csv

4 %% in i t

5 t ic %Inic ia un contador de tiempo

6 clc %Limpiar prompt

7 clear a l l %Limpiar Workspace

8 cd /Users /Poincare /Dropbox/Documentos/CFaTa/8CLR/ S e r v i c i o S o c i a l /

9 %Cambiar de direc tor io activo

10 v=131000; %Velocidad de las grabaciones

11 pre=[ ’B0 ’ ; ’F0 ’ ; ’D0 ’ ; ’E0 ’ ; ’EA ’ ; ’EC ’ ; ’ED’ ; ’EE ’ ; ’EF ’ ; ’EG’ ; ’EH ’ ; ’ EI ’ ; ’EJ ’ ; ’EK’ ;

12 ’EL ’ ; ’EM’ ; ’EN ’ ; ’EO’ ; ’EP ’ ; ’EQ’ ; ’ER ’ ] ; %Subcarpetas a explorar

13 for im=1: length ( pre ) %Ciclo general sobre las subcarpetas

14 mat=’ /Users /Poincare /Desktop/Datos4/ ’ ; %El direc tor io donde se alojan

15 %las subcarpetas

16 p r e f i x=pre ( im , : ) ; %Cambiador de subcarpetas

17 switch p r e f i x

18 case ’B0 ’

19 p r e f i x=’B ’ ;

20 case ’E0 ’

21 p r e f i x=’E ’ ;

22 case ’D0 ’

23 p r e f i x=’D ’ ;

24 case ’F0 ’

25 p r e f i x=’F ’ ;

26 end

27 cd ( s t r c a t ( ’ /Users /Poincare /Dropbox/MainWavelet/ ’ , p r e f i x ) )

28 %Cambia de direc tor io a donde se quiere e sc r i b i r los archivos CSV%
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29 dd=360; %270 ,380 ,590 %368 %Fotograma de in ic io de interes

30 uu=dd+300; %70 ,90 ,125 %%220 %Fotograma de f in de interess

31 j j =10; %Iterador de los ensayos

32 maxi=59; %Numero to t a l de ensayos

33 ext=’ . t i f ’ ; %Extension de las fo togra f ias

34 time =[0 : (1/ v ) : ( uu−dd−1)∗(1/v ) ] ; %Arreglo con los instantes

35 %correspondientes de tiempo rea l a cada fotograma

36 hold o f f %Manejo de f iguras

37 %% Plot data

38 switch p r e f i x

39 case ’B ’

40 mat=’ /Users /Poincare /Desktop/Datos2/ ’ ;

41 dd=266+5;

42 uu=dd+215;

43 maxi=15;

44 j j =1;

45 p r e f i x 1=’ImgB ’ ;

46 case ’E ’

47 mat=’ /Users /Poincare /Desktop/Datos2/ ’ ;

48 dd=380;

49 uu=dd+300;

50 maxi=99;

51 case ’D ’

52 mat=’ /Users /Poincare /Desktop/Datos2/ ’ ;

53 dd=266+5;

54 uu=dd+215;

55 maxi=99;

56 case ’F ’

57 mat=’ /Users /Poincare /Desktop/Datos2/ ’ ;

58 dd=605−22;

59 uu=dd+415;

60 maxi=99;

61

62 end

63

64 while j j <=maxi %Segundo c ic l o sobre los ensayos

65 d i r e=s t r c a t (mat , p r e f i x , ’ 0 ’ , int2str ( j j ) , ’ / ’ ) ; %Directorio del ensayo

66 i f j j <10

67 d i r e=s t r c a t (mat , p r e f i x , ’ 00 ’ , int2str ( j j ) , ’ / ’ ) ;

68 end

69 j=dd ; %Iterador de los fotogramas

70 r=zeros (uu−dd , 1 ) ;

71 while j<uu %Tercer c i c l o sobre los fotogramas

72 name=s t r c a t ( d i re , p r e f i x , ’ 000 ’ , int2str ( j ) , ext ) ;

73 i f p r e f i x==’B ’

74 name=s t r c a t ( d i re , p re f i x1 , ’ 000 ’ , int2str ( j ) , ext ) ;

75 end

76

77 %Nombre del fotograma

78 cdata=imread (name ) ; %Variable de los fotogramas
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79 dim=length ( cdata ) ; %Dimension del arreglo del fotograma

80 cdata=255−cdata ; %Inversion

81 cdata=cas t ( cdata , ’ double ’ ) ; %Hace cdata un arreglo t ipo doble

82 j=j +1; %Aumento de interador del fotograma

83 r ( j−dd)=sqrt (mean(mean( cdata ) ) ) ; %Aplicacion de la funcion f

84 end

85 %r=r/r (1) ; %Se adimensionaliza r

86 plot ( r ) %Grafica r

87 grid on %Activa la malla

88 hold on %Manejo de f iguras

89 clc

90 p r e f i x

91 j j

92

93 %pause %Pausa optat iva

94 % Export to Mathematica

95 x l sw r i t e ( s t r c a t ( ’ r ’ , p r e f i x , int2str ( j j ) ) , r ) %Exporta r en CSV

96 j j=j j +1; %Aumento de interador de ensayos

97 end

98 hold o f f

99 %pause

100 end

101 hold o f f %Manejo de f iguras

102 cd /Users /Poincare /Dropbox/Documentos/CFATA/8CLR/ S e r v i c i o S o c i a l /

103 toc %Muestra e l tiempo empleado en e l computo

A.2. mainwavelet.nb

1 (∗Constantes∗)

2 pre = {"B" , "F" , "D" , "E" , "EA" , "EC" , "ED" , "EE" , "EF" , "EG" , "EH" ,

3 "EI" , "EJ" , "EK" , "EL" , "EM" , "EN" , "EO" , "EP" , "EQ" , "ER" } ;

4 root = "/Users /Car los /Desktop/Dropbox" ; f o l d e r 1 = "MainWavelet" ; \

5 name1 = " r " ;

6 I f [$MachineName == "Poincare " | | $MachineName == "poincare " ,

7 root = "/Users /Poincare /Dropbox/" ,

8 root = "/Users /Car los /Desktop/Dropbox" ] ;

9 (∗Funciones∗)

10 NoisyExtremaFinder = Function [ { va lueL i s t , aroundRange } ,

11 t imeL i s t = Range [Length [ v a l u eL i s t ] ] ;

12 extremaPos i t ion =

13 Flatten@Pos i t ion [

14 Map[# , Partition [ va lueL i s t , 2∗aroundRange + 1 ,

15 1 , {−(1 + aroundRange ) , 1 + aroundRange } , { } ] ] − va lueL i s t ,

16 0 . ] &;

17 extremaPoints =

18 Transpose@{ t imeLi s t [ [# ] ] , v a lu eL i s t [ [# ] ] } &@extremaPosition [#] &;

19 { extremaPoints [Min ] , extremaPoints [Max ] } ] ;

20 NoisyThreshPeaks [ ei_ , vecinity_ , tresh_ ] := (
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21 ntp = DeleteCases [

22 Table [

23 Select [

24 NoisyExtremaFinder [ e i , v e c i n i t y ] [ [ i ] ] ,

25 Abs [ # [ [ 2 ] ] ] > Abs [ t r e sh ∗Max[ e i ] ] | |

26 Abs [ # [ [ 2 ] ] ] > Abs [ t r e sh ∗Min [ e i ] ] &]

27 , { i , 1 , Length [ NoisyExtremaFinder [ e i , v e c i n i t y ] ] } ] , { } ] ;

28 Return [ ntp ]

29 ) ;

30 FreqId [ oo_ ] := (

31 pper = N[

32 Length [ oo ] / ( Position [Abs [ Fourier [ oo ] ] , Max[Abs [ Fourier [ oo ] ] ] ] [ [ 1 ,

33 1 ] ] − 2 +

34 2 (Position [

35 Abs [ Fourier [

36 oo Exp [ 2 Pi I (Position [Abs [ Fourier [ oo ] ] ,

37 Max[Abs [ Fourier [ oo ] ] ] ] [ [ 1 , 1 ] ] − 2) N[

38 Range [ 0 , Length [ oo ] − 1 ] ] /Length [ oo ] ] ,

39 FourierParameters −> {0 , 2/Length [ oo ] } ] ] ,

40 Max[Abs [

41 Fourier [

42 oo Exp [ 2 Pi I (Position [Abs [ Fourier [ oo ] ] ,

43 Max[Abs [ Fourier [ oo ] ] ] ] [ [ 1 , 1 ] ] − 2) N[

44 Range [ 0 , Length [ oo ] − 1 ] ] /Length [ oo ] ] ,

45 FourierParameters −> {0 , 2/Length [ oo ] } ] ] ] ] [ [ 1 , 1 ] ] −

46 1)/Length [ oo ] ) ] ;

47 Return [ pper ]

48 )

49 obs [ pref i_ , nu_] := (

50 SetDirectory [ FileNameJoin [ { root , f o l d e r 1 } ] ] ;

51 p r e f i x = p r e f i ;

52 num = nu ;

53 SetDirectory [ FileNameJoin [ { root , f o lde r1 , p r e f i x } ] ] ;

54 rm = Flatten [

55 Import [ StringJoin [ name1 , p r e f i x , ToString [num] , " . csv " ] ] ] ;

56 SetDirectory [ FileNameJoin [ { root , f o l d e r 1 } ] ] ;

57 Return [ rm ]

58 ) ;

59 f i l t r a r [ obsi_ ] := (

60 r f = InverseWaveletTransform [

61 WaveletThreshold [

62 StationaryWaveletTransform [ obsi , SymletWavelet [ ] , 3 ] ,

63 "VisuShrink " ] ] ;

64 Return [ r f ]

65 ) ;

66 i n t e r p o l a r [ obsi_ ] := (

67 r i = i n t e r p o l a r [ obsi , . 1 ] ;

68 Return [ r i ]

69 ) ;

70 i n t e r p o l a r [ obsi_ , k_] := (
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71 r i = Table [ ListInterpolation [ ob s i ] [ i ] , { i , 1 , Length [ ob s i ] , k } ] ;

72 Return [ r i ]

73 ) ;

74 normal izar [ obsi_ ] := (

75 rn = obs i / obs i [ [ 1 ] ] ;

76 Return [ rn ]

77 ) ;

78 tocsv [ obsi_ ] := (

79 SetDirectory [ FileNameJoin [ { root , f o lde r1 , " f i l " } ] ] ;

80 ob s l o c a l = obs i ;

81 DumpSave [ StringJoin [ " obs" , ToString [ p r e f i x ] , ToString [num] , " .mx" ] ,

82 ob s l o c a l ] ;

83 SetDirectory [ FileNameJoin [ { root , f o lde r1 , " f i l " } ] ] ;

84 ) ;

85 fromcsv [ pref i_ , nu_] := (

86 SetDirectory [ FileNameJoin [ { root , f o lde r1 , " f i l " } ] ] ;

87 Get [ StringJoin [ " obs" , ToString [ p r e f i ] , ToString [ nu ] , " .mx" ] ] ;

88 Return [ o b s l o c a l ] ;

89 ) ;

90 t r e a t [ obsi_ ] := (

91 t r a t = normal izar [ f i l t r a r [ obs i ] ] ;

92 Return [ t r a t ]

93 ) ;

94 paraes t [ obsi_ ] := (

95 paraes t [ obsi , SymletWavelet [ ] , 12 ]

96 ) ;

97 paraes t [ obsi_ , wave_ ] := (

98 paraes t [ obsi , wave , 12 ]

99 ) ;

100 paraes t [ obsi_ , wave_ , leve l_ ] := (

101 swt = StationaryWaveletTransform [ obsi , wave , l e v e l ] ;

102 de l t a sho t =

103 NoisyThreshPeaks [ swt [All , "Values " ] [ [ 2 ∗ 6 ] ] , 10 , . 3 ] [ [ 2 ] ] [ [ All , 1 ] ] ;

104 e d i s t = compar [ obs i , i n t e r p o l a r [ fromcsv [ "E" , 1 0 ] ] ] ;

105 f1 = FreqId [ swt [All , "Values " ] [ [ 2 ∗ 8 ] ] ] ;

106 peakf1 = NoisyThreshPeaks [ swt [All , "Values " ] [ [ 2 ∗ 8 ] ] , 10 , . 3 ] [ [ 2 ] ] ;

107 f2 = FreqId [ swt [All , "Values " ] [ [ 2 ∗ 9 ] ] ] ;

108 peakf2 = NoisyThreshPeaks [ swt [All , "Values " ] [ [ 2 ∗ 9 ] ] , 10 , . 3 ] [ [ 2 ] ] ;

109 pars = { de l tashot , ed i s t , f1 , f2 , peakf1 , peakf2 } ;

110 Return [ swt ]

111 ) ;

112 compar [ o1_ , o2_ ] := (

113 Return [

114 Abs [Norm[ ListConvolve [ o1 , o2 , {1 , 1 } ] ] −

115 1/2 (Norm[ ListConvolve [ o1 , o1 , {1 , 1 } ] ] +

116 Norm[ ListConvolve [ o2 , o2 , {1 , 1 } ] ] ) ] ]

117 ) ;
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A.3. defigure.nb

1 t h e s i s d i r =

2 "/Users /Poincare /Dropbox/Documentos/CFATA/8CLR/ S e r v i c i o S o c i a l /\

3 Thes is " ;

4 l o c a l = normal izar [ obs [ "F" , 1 0 ] ] ;

5 l o c a l 1 = normal izar [ obs [ "E" , 1 0 ] ] ;

6 l o c a l 2 = normal izar [ obs [ "D" , 1 0 ] ] ;

7 l o c a l = Table [ {N[ i /200 ] , l o c a l [ [ i ] ] } , { i , 1 , Length [ l o c a l ] , 1 } ] ;

8 l o c a l 1 = Table [ {N[ i /131 ] , l o c a l 1 [ [ i ] ] } , { i , 1 , Length [ l o c a l 1 ] , 1 } ] ;

9 l o c a l 2 = Table [ {N[ i /94 ] , l o c a l 2 [ [ i ] ] } , { i , 1 , Length [ l o c a l 2 ] , 1 } ] ;

10 r r1 = Li s tL ineP lo t [ { l o ca l , l o ca l 1 , l o c a l 2 } ,

11 PlotLegends −> {" \ !\ (\∗ SubscriptBox [ \ ( r \) , \(200 K\ ) ] \ ) " ,

12 " \ !\ (\∗ SubscriptBox [ \ ( r \) , \(131 K\ ) ] \ ) " ,

13 " \ !\ (\∗ SubscriptBox [ \ ( r \) , \(94 K\ ) ] \ ) " } ,

14 AxesLabel −> {" t [ms ] " , " r [ u . a . ] " } , PlotStyle −> Thick ]

15 SetDirectory [ t h e s i s d i r ]

16 Export [ " r r1 . eps " , r r1 ]

17 l o c a l a r r a y = Table [ t r e a t [ obs [ "B" , i ] ] , { i , 1 , 15 , 1 } ] ;

18 r r2 = ListPointPlot3D [ l o ca l a r r ay ,

19 AxesLabel −> {" t [ u . a . ] " , "E[ u . a . ] " , " r [ u . a . ] " } , Boxed −> False ,

20 ColorFunction −> "BlueGreenYellow"(∗ , F i l l ing−>Bottom∗) ]

21 rr2b = ListContourPlot [ l o c a l a r r ay , PlotLegends −> Automatic ,

22 ColorFunction −> "SunsetColors " ,

23 FrameLabel −> {" t [ u . a . ] " , "E[ u . a . ] " } ]

24 SetDirectory [ t h e s i s d i r ]

25 Export [ " r r2 . eps " , r r2 ]

26 Export [ " rr2b . pdf " , rr2b ]

27 d i a l = {0 , "200K" , "94K" , "131K" , 200 , 470 , 335 , 267 , 402 , 233 , 301 ,

28 368 , 436 , 216 , 250 , 284 , 318 , 351 , 385 , 419 , 453} ;

29 pre2 = Table [ { pre [ [ i ] ] , d i a l [ [ i ] ] } , { i , 1 , 4 } ] ;

30 pre1 = Table [ { pre [ [ i ] ] , d i a l [ [ i ] ] } , { i , 5 , Length [ pre ] } ] ;

31 ordnum = {1 , 10 , 6 , 11 , 4 , 12 , 7 , 13 , 3 , 14 , 8 , 15 , 5 , 16 , 9 , 17 , 2} ;

32 radigroup1 =

33 GraphicsColumn [

34 Table [ L i s tL ineP lo t [Table [ fromcsv [ p , i ] , { i , 10 , 99 , 1} ] ,

35 PlotLabel −> pre2 [ [ Flatten [ Position [ pre , p ] ] ] ] [ [ 1 ] ] ] , {p ,

36 pre [ [ 2 ; ; 4 ] ] } ] , ImageSize −> {300 , Automatic } ]

37 egroup = Table [

38 L i s tL ineP lo t [Table [ fromcsv [ p , i ] , { i , 10 , 59 , 1} ] ,

39 PlotLabel −> pre1 [ [ Flatten [ Position [ pre , p ] − 4 ] ] ] [ [ 1 ] ] ,

40 PlotRange −> All ] , {p , pre [ [ 5 ; ; Length [ pre ] ] ] } ] ;

41 radigroup2 = GraphicsGrid [ {

42 Table [ egroup [ [ i ] ] , { i , ordnum [ [ 1 ; ; 3 ] ] } ] ,

43 Table [ egroup [ [ i ] ] , { i , ordnum [ [ 4 ; ; 6 ] ] } ] ,

44 Table [ egroup [ [ i ] ] , { i , ordnum [ [ 7 ; ; 9 ] ] } ] ,

45 Table [ egroup [ [ i ] ] , { i , ordnum [ [ 1 0 ; ; 1 2 ] ] } ] ,

46 Table [ egroup [ [ i ] ] , { i , ordnum [ [ 1 3 ; ; 1 5 ] ] } ] ,

47 Table [ egroup [ [ i ] ] , { i , ordnum [ [ 1 6 ; ; 1 7 ] ] } ]

48 } , ImageSize −> {500 , Automatic } ]
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49 SetDirectory [ t h e s i s d i r ]

50 Export [ " radigroup1 . eps " , radigroup1 ]

51 Export [ " radigroup2 . eps " , radigroup2 ]

52 ea ead i f =

53 DeleteCases [

54 DeleteCases [

55 Para l l e lTab l e [

56 compar [ fromcsv [ "EA" , i ] , fromcsv [ "EA" , j ] ] , { i , 10 , 59 , 1} , { j ,

57 10 , 59 , 1} ] , 0 . , 2 ] , Indeterminate , 2 ] ;

58 e e d i f = DeleteCases [

59 DeleteCases [

60 Para l l e lTab l e [

61 compar [ fromcsv [ "E" , i ] , fromcsv [ "E" , j ] ] , { i , 10 , 99 , 1} , { j , 10 ,

62 99 , 1} ] , 0 . , 2 ] , Indeterminate , 2 ] ;

63 f f d i f = DeleteCases [

64 DeleteCases [

65 Para l l e lTab l e [

66 compar [ fromcsv [ "F" , i ] , fromcsv [ "F" , j ] ] , { i , 10 , 99 , 1} , { j , 10 ,

67 99 , 1} ] , 0 . , 2 ] , Indeterminate , 2 ] ;

68 dddi f = DeleteCases [

69 DeleteCases [

70 Para l l e lTab l e [

71 compar [ fromcsv [ "F" , i ] , fromcsv [ "F" , j ] ] , { i , 10 , 99 , 1} , { j , 10 ,

72 99 , 1} ] , 0 . , 2 ] , Indeterminate , 2 ] ;

73 monodiftab =

74 Table [ De l e t eDup l i ca te s [

75 Sort [ Flatten [ d i f ] ] ] , { d i f , { e ed i f , f f d i f , ddd i f } } ] ;

76 e e d i f f x =

77 GraphicsRow [

78 Table [ArrayPlot [Log [#] &@{ f f d i f , dddif , e e d i f } [ [ i ] ] ,

79 PlotLegends −> Automatic , ColorFunction −> " So la rCo lo r s " ,

80 PlotLabel −> pre [ [ i + 1 ] ] ] , { i , 1 , Length [ monodiftab ] } ] ,

81 ImageSize −> {800 , Automatic } ]

82 e e d i f f 1 =

83 Histogram [Log [ 1 0 , #] &@monodiftab , ChartLayout −> "Stacked" ,

84 ChartLegends −> {"E−E" , "F−F" , "D−D"} ,

85 AxesLabel −> {"Log [ d(G_i ,G_j ) ] " , "F" } ]

86 in = AbsoluteTime [ ] ;

87 a l l d i f f = DeleteCases [

88 DeleteCases [

89 Table [

90 Para l l e lTab l e [

91 compar [

92 fromcsv [ p , i ] , fromcsv [ p , j ] ]

93 , { i , 10 , 59 , 1} , { j , 10 , 59 , 1} ] , {p ,

94 pre [ [ 5 ; ; Length [ pre ] ] ] } ] , 0 . , 3 ] , Indeterminate , 3 ] ;

95 out = AbsoluteTime [ ] ;

96 out − in

97 a l l d i f f t a b =

98 Table [ De l e t eDup l i ca te s [ Sort [ Flatten [ a l l d i f f [ [ i ] ] ] ] ] , { i , 1 ,
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99 Length [ a l l d i f f ] } ] ;

100 e e d i f f 2 =

101 Histogram [Log [ 1 0 , #] &@a l l d i f f t ab , ChartLayout −> "Stacked" ,

102 ChartLegends −> pre [ [ 5 ; ; Length [ pre ] ] ] ,

103 AxesLabel −> {"Log [ d(G_i ,G_j ) ] " , "F" } , ImageSize −> {400 , Automatic } ]

104 arrayp lotab =

105 Table [ArrayPlot [Log [#] &@a l l d i f f [ [ i ] ] , PlotLegends −> Automatic ,

106 ColorFunction −> " So la rCo lo r s " , PlotLabel −> pre [ [ i + 4 ] ] ] , { i , 1 ,

107 Length [ a l l d i f f ] } ] ;

108 e e d i f f 3 = GraphicsGrid [ {

109 arrayp lotab [ [ 1 ; ; 4 ] ] ,

110 arrayp lotab [ [ 5 ; ; 8 ] ] ,

111 arrayp lotab [ [ 9 ; ; 1 2 ] ] ,

112 arrayp lotab [ [ 1 3 ; ; 1 6 ] ] } , ImageSize −> {800 , Automatic}

113 ]

114 SetDirectory [ t h e s i s d i r ]

115 Export [ " e e d i f f 1 . pdf " , e e d i f f 1 ]

116 Export [ " e e d i f f 2 . pdf " , e e d i f f 2 ]

117 Export [ " e e d i f f 3 . pdf " , e e d i f f 3 ]

118 Export [ " e e d i f f x . pdf " , e e d i f f x ]

119 in = AbsoluteTime [ ] ;

120 epars = Para l l e lTab l e [ paraes t [ i n t e r p o l a r [ fromcsv [ "E" , i ] ] ] ;

121 pars , { i , 10 , 9 9 } ] ;

122 expars = Para l l e lTab l e [ paraes t [ i n t e r p o l a r [ fromcsv [ p , i ] ] ] ;

123 pars , { i , 10 , 59} , {p , pre [ [ 5 ; ; Length [ pre ] ] ] } ] ;

124 out = AbsoluteTime [ ] ;

125 out − in

126 SetDirectory [NotebookDirectory [ ] ]

127 DumpSave [ " epars .mx" , epars ] ;

128 SetDirectory [NotebookDirectory [ ] ]

129 << " epars .mx"

130 p a r s e s t f i g 1 = Dis t r ibut ionChart [ {

131 Flatten [ expars [ [ All , All , 1 ] ] ] ,

132 Select [ Flatten [ epars [ [ All , 1 ] ] ] , NumberQ[#] &]

133 } , BarOrigin −> Left , ChartLabels −> {"EA−ER" , "E"} ,

134 ChartStyle −> "NeonColors " ]

135 var1 = DeleteCases [ Sort [ Select [ epars [ [ All , 2 ] ] , NumberQ ] ] , 0 . ] ;

136 var2 = Sort [ Flatten [ expars [ [ All , All , 2 ] ] ] ] ;

137 p a r s e s t f i g 2 = Histogram [{

138 var2 ,

139 var1

140 } , ChartLegends −> {"EA−ER" , "E"} , ChartStyle −> "NeonColors " ,

141 ChartLayout −> "Stacked" ]

142 var1 = Select [ epars [ [ All , 3 ] ] , NumberQ ] ;

143 var2 = Flatten [ expars [ [ All , All , 3 ] ] ] ;

144 var3 = Select [ epars [ [ All , 4 ] ] , NumberQ ] ;

145 var4 = Select [ Flatten [ expars [ [ All , All , 4 ] ] ] , # < 900 &] ;

146 p a r s e s t f i g 3 =

147 Dis t r ibut ionChart [

148 Reverse@{Sort [ var1 ] , Sort [ var2 ] , Sort [ var3 ] , Sort [ var4 ] } ,
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149 BarOrigin −> Left , ChartStyle −> "NeonColors " ,

150 ChartLabels −>

151 Reverse@{" \ !\ (\∗ SubscriptBox [ \ (F\) , \ ( 8 \ ) ] \ )E" ,

152 " \ !\ (\∗ SubscriptBox [ \ (F\) , \ ( 8 \ ) ] \ )EA−EX" ,

153 " \ !\ (\∗ SubscriptBox [ \ (F\) , \ ( 9 \ ) ] \ )E" ,

154 " \ !\ (\∗ SubscriptBox [ \ (F\) , \ ( 10\ ) ] \ )EA−EX" } ]

155 p a r s e s t f i g 4 = Dis t r ibut ionChart [

156 Reverse@{

157 FindClusters [

158 Select [ Flatten [Thread [Transpose [ epars [ [ All , 5 ] ] ] ] [ [ All , 1 ] ] ] ,

159 NumberQ[#] &] , 6 , Method −> "Agglomerate" ] ,

160 FindClusters [

161 Select [ Flatten [Thread [Transpose [ epars [ [ All , 6 ] ] ] ] [ [ All , 1 ] ] ] ,

162 NumberQ[#] &] , 6 , Method −> "Agglomerate" ] ,

163 FindClusters [

164 Select [ Flatten [

165 Thread [Transpose [ expars [ [ All , All , 5 ] ] ] ] [ [ All , 1 ] ] ] ,

166 NumberQ[#] &] , 6 , Method −> "Agglomerate" ] ,

167 FindClusters [

168 Select [ Flatten [

169 Thread [Transpose [ expars [ [ All , All , 6 ] ] ] ] [ [ All , 1 ] ] ] ,

170 NumberQ[#] &] , 6 , Method −> "Agglomerate" ]

171 } , BarOrigin −> Left , ChartLayout −> "Stacked" ,

172 ChartLegends −> {" \ !\ (\∗ SubscriptBox [ \ (P\) , \ ( 8 \ ) ] \ )E" ,

173 " \ !\ (\∗ SubscriptBox [ \ (P\) , \ ( 9 \ ) ] \ )E" ,

174 " \ !\ (\∗ SubscriptBox [ \ (P\) , \ ( 8 \ ) ] \ )EA−ER" ,

175 " \ !\ (\∗ SubscriptBox [ \ (P\) , \ ( 9 \ ) ] \ )EA−ER" } ]

176 SetDirectory [ t h e s i s d i r ]

177 Export [ " p a r s e s t f i g 1 . eps " , p a r s e s t f i g 1 ]

178 Export [ " p a r s e s t f i g 2 . eps " , p a r s e s t f i g 2 ]

179 Export [ " p a r s e s t f i g 3 . eps " , p a r s e s t f i g 3 ]

180 Export [ " p a r s e s t f i g 4 . pdf " , p a r s e s t f i g 4 ]

181 (∗Export a l l t reat to .mx∗)

182 in = AbsoluteTime [ ] ;

183 Para l l e lTab l e [

184 tocsv [ t r e a t [ obs [ p , i ] ] ] , { i , 10 , 99} , {p , pre [ [ 2 ; ; 4 ] ] } ] ;

185 Para l l e lTab l e [

186 tocsv [ t r e a t [ obs [ p , i ] ] ] , { i , 10 , 59} , {p ,

187 pre [ [ 5 ; ; Length [ pre ] ] ] } ] ;

188 out = AbsoluteTime [ ] ;

189 Needs [ "ErrorBarPlots ‘ " ]

190 r1 = Show [ {

191 BarChart [ {Mean[ a50 ] , Mean[ a100 ] , Mean[ a125 ] } ,

192 ChartLabels −> {50 , 100 , 125} ] ,

193 Er ro rL i s tP lo t [

194 Table [ {Mean[ i ] ,

195 StandardDeviation [ i ] /2} , { i , {a50 , a100 , a125 } } ] ] } ,

196 PlotLabel −> "" ]

197 Export [ " r1 . eps " , r1 ]
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